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Ìîäåëü ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè 7îáúåìíîì äå�îðìèðîâàíèè ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ öèêëà (ðàñøèðåíèå) íàïðàâ-ëåíû íà ðàçðóøåíèå è äàþò ñâîáîäó ðåàëèçàöèè ìîëåêóëÿðíûõ äâèæåíèé, à îò-ðèöàòåëüíûå (ñæàòèå) óïðî÷íÿþò ìàòåðèàë. Íàëè÷èå ñðåäíåãî ïîëîæèòåëüíîãîçíà÷åíèÿ ïðèâîäèò ê ñîïóòñòâóþùèì ÿâëåíèÿì òèïà ïîëçó÷åñòè, ïîâûøàþùèìïîâðåæäåíèå. Ïðè ñäâèãå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíîïðàâ-íû (äâèæåíèÿ âïðàâî èëè âëåâî íå èìåþò ðàçíûõ ðåàêöèé). Ïðè îáúåìíîì äå-�îðìèðîâàíèè ìîæíî âûäåëèòü øåñòü ðàçíûõ �àêòîðîâ: ðàñøèðåíèå, ðàçãðóçêàïîñëå ðàñøèðåíèÿ, ñæàòèå, ðàçãðóçêà ïîñëå ñæàòèÿ, ñðåäíèé óðîâåíü ðàñøèðå-íèÿ, ñðåäíèé óðîâåíü ñæàòèÿ. Ïðè ñäâèãå � òðè ðàçíûõ �àêòîðà: íàãðóæåíèå,ðàçãðóçêà, ñðåäíèé óðîâåíü. Åñëè ÍÄÑ ñîäåðæèò äâå ñîñòàâëÿþùèå øàðîâóþ èäåâèàòîðíóþ, òîãäà íàäî îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàòü ñðàçó äâà öèêëà ñ ðàçíûìèïî ñìûñëó ðåàêöèÿìè. Â òåðìîìåõàíèêå íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî òåïëî, âûäåëÿåìîåïðè ñäâèãîâûõ äå�îðìàöèÿõ, áóäåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèÿì îáúåìà. �åàêöèè íàøàðîâóþ è äåâèàòîðíóþ ñîñòàâëÿþùèå äå�îðìàöèè, ðàçëè÷íû èç-çà âûçûâàåìûõèìè ðàçíûõ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ.Àíàëèç èññëåäîâàíèé [3-4℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñî âðåìåíåì ïðîèñõîäèò óâåëè÷å-íèå ïîäàòëèâîñòè ìàòåðèàëà, ñ îäíîâðåìåííûì óìåíüøåíèåì åãî ïðî÷íîñòíûõ õà-ðàêòåðèñòèê. Íàáëþäàåòñÿ ñäâèã õàðàêòåðèñòèê äèññèïàöèè â îáëàñòü ìåíüøèõòåìïåðàòóð. Èíòåðåñíî, ÷òî îäíîâðåìåííî ïðîòåêàþò ïðîöåññû óïëîòíåíèÿ, óïî-ðÿäî÷åíèÿ ñòðóêòóðû è ðàçðûõëåíèÿ. Êðèñòàëëèçóþùèåñÿ ïîëèìåðà îáëàäàþòáîëåå âûñîêîé óñòàëîñòíîé ïðî÷íîñòüþ, ÷åì àìîð�íûå. Äâóõ�àçíàÿ ñòðóêòóðà,â êîòîðîé êðèñòàëëè÷åñêàÿ �àçà, âïëàâëåíà â ïîäàòëèâóþ àìîð�íóþ, çàìåäëÿåòóòîìëåíèå, à ñàìè êðèñòàëëèòû èìåþò ïîâûøåííóþ ïðî÷íîñòü.Ïðè èçó÷åíèè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÏÌ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä íà òåðìî-äèíàìè÷åñêèå ïîçèöèè. Äëÿ àíàëèçà ïðîöåññîâ äå�îðìèðîâàíèÿ íàäî ïðèâëåêàòüè òàêèå òåïëî�èçè÷åñêèå ñâîéñòâà, êàê: òåïëîåìêîñòü, êîý��èöèåíò îáúåìíîãîòåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, òåïëîïðîâîäíîñòü. Äëÿ àíàëèçà âàæíû äâà òèïà òåïëîòûïðè äå�îðìèðîâàíèè ÏÌ: òåðìîóïðóãîå òåïëîâûäåëåíèå/ïîãëîùåíèå, äèññèïàöèÿýíåðãèè (âÿçêîå òðåíèå).Â îñíîâó ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîéñòâ ÏÌ ïîëîæåíû ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ìîäå-ëè: îáúåìíîãî è ñäâèãîâîãî äå�îðìèðîâàíèÿ [5℄. Ýòî åñòåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä (ëþáîå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿ-åòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìáèíàöèåé äâóõ óêàçàííûõ), à òàêæå â ñèëó îñîáîé ðîëèîáúåìíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ â ðåàëèçàöèè ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ è ïðî÷íîñòè.Âòîðîé îñíîâîé ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðû ÏÌ â âèäåíàáîðà �àçîâûõ êîìïîíåíò (ÔÊ) ñ îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåòðîì � ëîêàëüíîé ïëîò-íîñòüþ [5℄. Äàííûé ïîäõîä ñîãëàñóåòñÿ ñ ìåòîäàìè ãðóïïîâûõ âêëàäîâ (ìîäåëÿìèèíêðåìåíòîâ), êîòîðûå ðàçâèòû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òåïëî�èçè÷åñêèõ è �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÏÌ ïî äàííûì î ñîñòàâå è ñâîéñòâàõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ[1, 2℄. Ñâîéñòâà îáúåìíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ íåëèíåéíû è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèèóïðóãè. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà V (T, P ) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè, ñóììèðóþùè-ìè îáúåìû ÔÊ ñ ó÷åòîì âåñîâîé �óíêöèè C(r)Äëÿ äàííîé ìîäåëè ïîëó÷åí òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë �èááñà Φ(T, V ) =
k(−V −1 + 2/3V −3) + C2(T ) è îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè B � èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæè-ìàåìîñòü, K = B−1 � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ, β � êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñ-



8 Àçàðîâ À.Ä.øèðåíèÿ, CV � òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà. Óñëîâèå äëÿ ðàñ÷åòà òåïëîâûõ ïðîöåññîâèìååò âèä
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.Ñâîéñòâà îáúåìíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè äëÿ ðàñ÷åòàñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé. Ïðè ìàëûõ äîïîëíèòåëüíûõ îáúåìíûõ äå�îðìàöèÿõ ñî-îòíîøåíèÿ îáúåìíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ëèíåàðèçàöèè âûøå-ïðèâåäåííûõ â îêðåñòíîñòè îòñ÷åòíûõ äàâëåíèé P0 è îáúåìà V0. Ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ ÷àñòü ÌÌ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñâîéñòâà ÏÌ ïðè ñäâèãîâîì äå�îðìèðîâàíèè,ïîñòðîåíà ïðè óñëîâèè ìàëûõ ñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèÿòåìïåðàòóðû θ = T − T0 îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì òèïà
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.�îñò òåìïåðàòóðû âûçûâàåòñÿ äå�îðìàöèÿìè ïðè ëþáîì çíàêå ñêîðîñòè äå-�îðìàöèè âÿçêèõ ýëåìåíòîâ de1/dt.Îñíîâíóþ ðîëü â ðàçðóøåíèè ñâÿçåé â ñîîòâåòñòâèè ñ êèíåòè÷åñêîé òåîðèåéïðî÷íîñòè èãðàåò òåïëîâîå âîçäåéñòâèå, à ñèëîâîå âîçäåéñòâèå ìåøàåò âîññòàíîâ-ëåíèþ ñâÿçåé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ïðè öèêëè÷åñêèõíàãðóçêàõ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü �îðìóëó Æóðêîâà, àäàïòèðîâàííóþ ê ÏÌñìåùåíèåì ïîëþñà òåìïåðàòóð [3℄
τ = τm exp(

(U0 − γ σ)(1 − T/Tm)

R T
),ãäå τ � äîëãîâå÷íîñòü, U0 � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè òåðìîäåñòðóêöèè, γ � ñòðóêòóðíî-ìåõàíè÷åñêèé ïàðàìåòð, σ � ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå, Tm � ïðåäåëüíàÿ òåìïåðà-òóðà, τm � ìèíèìàëüíàÿ äîëãîâå÷íîñòü, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.Äëÿ ðàñ÷åòà U0 ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü �îðìóëó ðàñ÷åòà ÷åðåç ïëîòíîñòüâåùåñòâà [3℄. Ïîëåçíû òàêæå �èçè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè êîððåëÿöèè ïðî÷íîñò-íûõ õàðàêòåðèñòèê ñ îòíîøåíèåì òåïëîåìêîñòè ê êîý��èöèåíòó òåïëîâîãî ðàñ-øèðåíèÿ è ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîöèêëîâîãî äëèòåëüíîãî íàãðó-æåíèÿ ðàñ÷åò âðåìåíè äîëãîâå÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåìÁýéëè [3℄, ìîäè�èöèðîâàííûì äëÿ ñëó÷àÿ ïåðåìåííûõ çíà÷åíèé σ(t) è T (t)

∫ töèêë
0

[τm exp((U0 − γ σ(t))(1 − T (t)/Tm)/R T (t))]−1 dt = 1.Çäåñü töèêë � âðåìÿ äîëãîâå÷íîñòè ïðè óñëîâèè öèêëè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïî çà-êîíó σ(t) è ïðè èçìåíÿþùåéñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåìïåðàòóðå T (t) = T0 + θ(t).Ïåðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òåìïåðàòóðû θ(t) îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòàïðîöåññîâ òåïëîâûäåëåíèÿ è òåïëîîòâîäà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå. Ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ äîñòàòî÷íîãî òåïëî-îòâîäà è íå ïðèâîäèò ê êàòàñòðî�è÷åñêîìó ñàìîðàçîãðåâó îáðàçöà. Âû÷èñëåíèåèíòåãðàëà äîñòàòî÷íî ñäåëàòü íà ó÷àñòêå îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî öèêëà týö = 1/f ,



Ìîäåëü ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè 9ãäå f � ÷àñòîòà öèêëà. Çíà÷åíèå I(týö), à òàêæå �îðìóëà töèêë = N týö ïîçâîëÿþòîïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî öèêëîâ äî ðàçðóøåíèÿ N = 1/I(týö).Äëÿ êàæäîãî ÔÊ (òèïà ñâÿçè) �îðìèðóþòñÿ ïàðàìåòðû çàêîíà äîëãîâå÷íî-ñòè. Çàâèñèìîñòü U0 îò ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè îãîâîðåíà âûøå. Âûáîð γ ïðåäïî-ëàãàåò ïðîâåäåíèå ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ, ñ ó÷åòîì âåëè÷èí îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ.Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò òåïëîâûõ óñëîâèé äëÿ êàæäîãî ÔÊ. Ïîâûøåíèå òåì-ïåðàòóðû ðàññ÷èòûâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè âÿçêîãîýëåìåíòà ÔÊ ïðè òåêóùåé ÷àñòîòå âîçäåéñòâèÿ, òåêóùåé îòñ÷åòíîé òåìïåðàòóðåè äîñòèãíóòîé îáúåìíîé äå�îðìàöèè. Ó÷åò òåïëîîòâîäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèèïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè, êàê åñëè áû âåñüìàòåðèàë áûë âûïîëíåí èç îäíîãî ÔÊ.Èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëè ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè C(r) ïî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì Nr =
töèêë(r)/týö = 1/Ir(týö) � ðàñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî öèêëîâ äî ðàçðóøåíèÿ ÔÊ,
Cêîð(r) = C(r)Nr/Nm, ãäå Nm � ìàêñèìàëüíîå èç çíà÷åíèé Nr. Íîâàÿ ñïåêòðàëü-íàÿ �óíêöèÿ CH(r) ïîëó÷àåòñÿ èç Cêîð(r) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì íîðìèðîâàíèÿ(âû÷èñëåíèåì äîëåé) [5℄.Ïîñëå íåñêîëüêèõ öèêëîâ íàãðóæåíèÿ ñâÿçè íà÷íóò óìåíüøàòü ñâîþ äîëþ,âïëîòü äî èñêëþ÷åíèÿ èç íà÷àëüíîãî ñïåêòðà. Òåêóùåå çíà÷åíèå CH(r) èãíîðè-ðóåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ÷èñëî öèêëîâ íàãðóæåíèÿ ÔÊ ñ íîìåðîì r ïðåâûñèò Nr.Òàêèì îáðàçîì, ìåíÿþòñÿ ïðîïîðöèè âêëàäîâ �àçîâûõ êîìïîíåíòîâ ìîäåëè ñ ðàç-íûìè ëîêàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè. Óâåëè÷åíèå âåñà ñëåâà è ñïðàâà îò èñêëþ÷åííîéñâÿçè îçíà÷àåò ïîâûøåíèå ðîëè ïëîòíûõ è ðûõëûõ êîìïîíåíò.Àíàëèçó òåïëîâûäåëåíèÿ è ïîãëîùåíèÿ, âûçâàííîìó äå�îðìàöèÿìè íàäî óäå-ëèòü îñîáîå âíèìàíèå. Ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ ìîäåëèðóþòñÿ íà îäíîì ýëåìåíòàðíîìöèêëå. Ïðè îáúåìíîì äå�îðìèðîâàíèè òåïëîâûäåëåíèå âûçâàíî òåðìîóïðóãèìèý��åêòàìè (â äàííîé ðàáîòå ïîêà âíóòðåííåå îáúåìíîå òðåíèå íå ó÷èòûâàåòñÿ).Òåïëî àêòèâíåå îòâîäèòñÿ ïðè ñæàòèè (òåïëîïðîâîäíîñòü ðàñòåò ñ äàâëåíèåì) èîòâîä çàìåäëÿåòñÿ ïðè ðàñøèðåíèè. Â øàðîâîé ñîñòàâëÿþùåé òåïëî âûäåëÿåòñÿíà âòîðîé ïîëîâèíå öèêëà (ïðè ñæàòèè) è ïîãëîùàåòñÿ íà ïåðâîé ïîëîâèíå öèêëà(ïðè ðàñøèðåíèè). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè ñèììåòðè÷íîì öèêëå èìååòñÿ ïîë-íûé áàëàíñ òåïëà (è ïîýòîìó äàííûå ïðîöåññû â ëèòåðàòóðå èãíîðèðóþò). Äàííûåý��åêòû òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïîòîìó, ÷òî íåñèììåòðèÿ ïðî-öåññîâ â ïîëóöèêëàõ ìîæåò äàòü äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ìåõàíèçì óñòàëîñòè.Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ äëèòåëüíîé ïîëçó÷åñòè è öèêëè÷åñêîãî äå�îðìè-ðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò èõ âàæíîå îòëè÷èå â õàðàêòåðå îáðàòèìîé ýíåðãèè è äèñ-ñèïèðîâàííîé. Â ïðîöåññå ïîëçó÷åñòè â òå÷åíèå âðåìåíè âîçäåéñòâèÿ ïîñëåäîâà-òåëüíî îñóùåñòâëÿþòñÿ ðåëàêñàöèîííûå ïåðåõîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäó âðåìåíðåëàêñàöèè, è òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíî âûäåëÿåòñÿ òåïëî ïðè äèññèïàöèè ýíåðãèè.Åñòåñòâåííî ïîòåðè íà ïåðåõîäàõ ñóììèðóþòñÿ, íî ïðè ýòîì ýíåðãèÿ äèññèïàöèèîãðàíè÷åíà, à äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà ïîçâîëÿåò òåïëó âûéòè èç îáðàçöà. Ïðè öèê-ëè÷åñêîì äå�îðìèðîâàíèè ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ÷àñòîòàõðåëàêñàöèîííîãî ñïåêòðà áëèçêèõ ê íàáîðó ÷àñòîò öèêëà âîçäåéñòâèÿ. Òàêèì îá-ðàçîì, íå âåñü ñïåêòð ðåàãèðóåò íà âîçìóùåíèå, íî çàòî, åñëè íà äàííûõ ÷àñòî-òàõ åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåëàêñàöèîííûé ìåõàíèçì, òî îí áóäåò ïåðåâîäèòü â



10 Àçàðîâ À.Ä.êàæäîì öèêëå ÷àñòü ðàáîòû â òåïëî. Ïîñêîëüêó öèêëîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî, òî äèñ-ñèïèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ ïðè äëèòåëüíîì ãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè íåïðåðûâíîóâåëè÷èâàåòñÿ è ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ïðèïîëçó÷åñòè. Â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïðî÷íîñòè �àêòè÷åñêè ñàìà òåïëîâàÿ ýíåðãèÿñ÷èòàåòñÿ èñòî÷íèêîì ïîòåðè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìàòåðèàëà.Âàæíûì ìåõàíèçìîì èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿëîêàëüíûõ ïëîòíîñòåé. Ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîäòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðèöèêëè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ ïîâûøàþòñÿ äîëè ÔÊ ñ íèçêîé è âûñîêîé ïëîòíîñòüþ.Îáùàÿ ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáû÷íî óìåíüøàåòñÿ (íî â íåêîòîðûõ ñëó-÷àÿõ âîçðàñòàåò, ÷òî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé). Ýòîò ïðîöåññ îïðå-äåëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííûìè çàêîíàìè è ñóùåñòâåííî àêòèâèçèðóåòñÿ òåïëîì, âû-äåëÿåìûì ïðè öèêëè÷åñêîì äå�îðìèðîâàíèè. Óïëîòíåíèå ÷àñòè ìàòåðèàëà îïðå-äåëÿåòñÿ ñòðåìëåíèåì ê ðåàëèçàöèè ïåðåñòðîéêè ìîëåêóëÿðíûõ ñòðóêòóð ê áîëååïëîòíîé óïàêîâêå, à ðàçðûõëåíèå äðóãîé ÷àñòè âûçâàíî è ïðîöåññîì ðàçðûâà ñâÿ-çåé. Ïðè òàêîé êàðòèíå ðåàêöèè íàäî îæèäàòü áîëüøóþ íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðå-äåëåíèÿ íàïðÿæåíèé, ò.å. è áîëüøåå ïîâðåæäàþùåå äåéñòâèå â äàëüíåéøåì.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âàí Êðåâåëåí Ä.Â. Ñâîéñòâà è õèìè÷åñêîå ñòðîåíèå ïîëèìåðîâ / Ïåð. ñ àíãë. Ô.Ô.Õîäæåâàíîâà Ïîä ðåä. À.ß. Ìàëêèíà. Ì.: Õèìèÿ, 1976. 414 ñ.[2℄ Àñêàäñêèé À.À., Ìàòâååâ Þ.È. Õèìè÷åñêîå ñòðîåíèå è �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëè-ìåðîâ. Ì.: Õèìèÿ, 1983. 248 ñ.[3℄ �àòíåð Ñ.Á., ßðöåâ Â.Ï. Ôèçè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïëàñòìàññ. Êàê ïðîãíîçèðóþò ðà-áîòîñïîñîáíîñòü? Ì.: Õèìèÿ, 1992. 320 ñ.[4℄ Êàóø �. �àçðóøåíèå ïîëèìåðîâ / Ïåð. ñ àíãë. Â.È. Ó÷àñòêèíà Ïîä ðåä. Ñ.Á. �àò-íåðà. Ì.: Ìèð, 1981. 440 ñ.[5℄ Ñòåïàíåíêî Þ.Ï., Èñàåâ Ê.Â., Àçàðîâ À.Ä. Ìîäåëèðîâàíèå òåðìîìåõàíè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ // Ñîâð. Ïðîáë. Ìåõ. Ñïëîø. Ñðåä.: òð. II ìåæä.êîí�. - �îñòîâ-íà-Äîíó: ÌÏ "Êíèãà". 1996. Ò. I. Ñ. 120�125.Azarov A.D. The model of the polymer material with the varying me
hani
al properties.The spe
i�
 
hanges of the me
hani
al deformations properties of the polymer material underthe long-term multi
y
loid a
tions are 
onsidered. The method of modeling is developed Usingthe stru
ture from the phase 
omponents, being 
hara
terized by the lo
al density. The fatiguepro
ess, leading to the 
hanging of the phase 
omponents 
ontributions into the dynami

hara
teristi
s, is modelled.



ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕÌÎÄÅËÅÉ ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÀçàðîâ À.Ä., Èñàåâ Ê.Â., Àçàðîâ È.Ä.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È., ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-Äîíó�åøåíà çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé (ËÄÌ), ïðè-ìåíÿåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ äå�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ñëîæíîñòüäàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷àñòü ïàðàìåòðîâ � õàðàêòåðíûå âðåìåíà ËÄÌ, âõîäÿòâ ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíî. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëîæåí äâóõýòàïíûé àëãîðèòì èäåíòè�è-êàöèè. Ñ�îðìèðîâàíû ðåêîìåíäàöèè ïî ïðèìåíåíèþ àëãîðèòìà.Ïðè îïèñàíèè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ âÿçêî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ (ñâÿçåé ìåæ-äó íàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè) ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîé äè�-�åðåíöèàëüíîé ìîäåëè (ËÄÌ). Îäíà èç �îðì ËÄÌ � óðàâíåíèÿ ñ âíóòðåííèìèïåðåìåííûìè. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
x(t) = α0u(t) +

n∑

i=1

αiηi(t)

η̇i(t) = −τ−1
i (ηi(t) − u(t)) (1)Ôîðìà (1) óäîáíà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïî çàäàííîìó âõîäó

u(t) ëåãêî ðàññ÷èòûâàåòñÿ âûõîä x(t). Âõîä è âûõîä � ýòî íàïðÿæåíèÿ è äå�îð-ìàöèè. Ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ α0, αi, τi. Ïåðåìåííûå ηi(t) íàçûâàþòñÿâíóòðåííèìè, è â ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îíè èìåþò ñìûñë äå�îðìàöèé ýëåìåíòîâñ âÿçêîñòüþ.Ïðè èäåíòè�èêàöèè ËÄÌ öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå äðóãîé ýêâèâàëåíòíîé(1) �îðìû, òàê íàçûâàåìîé íåîðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè [1℄. Åñëè ââåñòè ðåãðåññè-îííûå �óíêöèè
z̄1(s) = ū(s), z̄2i(s) =

1

1 + sTi
ū(s), z̄2i+1(s) =

sTi

1 + sTi
x̄(s) (2)òî â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà îíà ïðèíèìàåò âèä

x̄(s) =
n∑

i=1

ciz̄i(s) (3)Çäåñü ïðèâåäåí ñëó÷àé íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ηi(0) = 0, íî ýòî óñëîâèåíåïðèíöèïèàëüíî, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî ââåñòè â ðàñ÷åòíûé àëãîðèòì [1℄.Óðàâíåíèå (2) ýêâèâàëåíòíî (1) ïðè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ Ti. Âíåîðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè (2) ïàðàìåòðû Ti â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàäàþòñÿ ðàâ-íîìåðíî â äèàïàçîíå âðåìåí ýêñïåðèìåíòà, è òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü (2) ñîäåðæèò



12 Àçàðîâ À.Ä., Èñàåâ Ê.Â., Àçàðîâ È.Ä.îïðåäåëÿþùèå êîíñòàíòû - âåêòîð c(c1, c2, ..., cn). Óäîáñòâî �îðìû (2) ñîñòîèòâ òîì, ÷òî â îòëè÷èå îò (1) îïðåäåëÿþùèå êîíñòàíòû âõîäÿò â ìîäåëü ëèøü ñî-ìíîæèòåëÿìè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòûõëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ.Ñîîòíîøåíèÿ (2) ðåàëèçóþò ïðîöåäóðû �èëüòðàöèè âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèã-íàëîâ. Â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ýòî èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî âðåìåíè
z1(t) = u(t)

z2i(t) =
1

Ti

t∫

0

exp(−(t− τ)

Ti
)u(τ)dτ (4)

z2i+1(t) = x(t) − 1

Ti

t∫

0

exp(−(t− τ)

Ti

)xτ)dτÎöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ËÄÌ ĉ îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííî íåïîñðåä-ñòâåííî â õîäå íàêîïëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Òåñòèðóþùèå ïðîöåññû(âîçäåéñòâèÿ) ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè.Ïî íàáëþäàåìûì, ò.å. èçìåðåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì âõîäíîãî
ũ(tj) è âûõîäíîãî ïðîöåññîâ x̃(tj) â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ðåãðåñ-ñèîííûå �óíêöèè z̃(tj) è �îðìèðóåòñÿ �óíêöèîíàë

J(N) =

N∑

j=1

(x̃(tj) − z̃T (tj) · c)2 (5)Ìèíèìóì (5) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé íàêîïëåíèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ ïîâðåìåíè t, íà êàæäîì øàãå m = 1, 2, ..., N êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå èòå-ðàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ:
Vz =

m−1∑

j=1

z̃(tj)z̃
T (tj), νxz =

m−1∑

j=1

z̃(tj)x̃(tj), νx =

m−1∑

j=1

x̃2(tj) (6)èëè â âåêòîðíîé �îðìå
y = (x̃(tm) z̃(tm))T , V =

(
V11

V21

V12

V22

)
, (7)ãäå V11 = νx, V12 = νT

xz, V21 = νxz, V22 = Vz

V := V + yyT (8)Íà êàæäîì øàãå äåëàþòñÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ĉ è èõ òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðè-ñòèê
ĉ = V −1

z νxz, D(ĉ) = σ2V −1
z , σ2 =

νx − νT
xz ĉ

m− n
(9)ãäå ĉ � îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ, D(ĉ) � äèñïåðñèîííàÿ ìàòðèöà � ìåðà òî÷íîñòèïàðàìåòðîâ è èõ êîððåëÿöèè, σ2 � øóì àïïðîêñèìàöèè, n � ðàçìåðíîñòü ËÄÌ.



Èäåíòè�èêàöèÿ ËÄÌ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ 13Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèé âõîäà è âûõîäà äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåîá-ðàçîâàíèé (4) èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ âûäå-ëåíèÿ âåñîâîé �óíêöèè erτ . Îáùàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèéñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà âèäà I(t) =
t∫

0

erτf(τ)dτ . Îñóùåñòâëåíî ïîøàãî-âîå íàêîïëåíèå. Íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ ∆I(ti) =
ti∫

ti−1

erτf(τ)dτ . �åàëèçîâàíìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä òðàïåöèé, â êîòîðîì f(τ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíîé�óíêöèåé è äàëåå èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòå-ãðèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîâðåìåííûìè ñðåäñòâàìè ñúåìà ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòîòîé. Ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü ëèøü ïðèèäåíòè�èêàöèè âûñîêî÷àñòîòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (çäåñü ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëü-íàÿ êîððåêòèðîâêà àëãîðèòìà çà ñ÷åò àíàëèçà �îðì âðåìåííûõ ïðîöåññîâ).Íà âòîðîì ýòàïå ïàðàìåòðû ËÄÌ ìîãóò óòî÷íÿòüñÿ ïî ïîëíîé ñîâîêóïíîñòèäàííûõ ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçîâàííûõ ñîîòíîøåíèé. Â îñíîâå àëãîðèòìà óòî÷íåíèÿïàðàìåòðîâ ËÄÌ ëåæèò ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà ïðè óñëîâèÿõ
αi := αi + δαi, τi := τi + δτi

J(N, δαi, δτi) =

N∑

j=1

(x̃(tj) − x(tj))
2

x(t) = α0u(t) +
N∑

j=1

αizai(t)

zai(t) =
1

τi

t∫

0

exp(−(t− τ)

τi
)u(τ)dτÇäåñü δαi è δτi � ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìó-ìà �óíêöèîíàëà ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçàöèè âûøåïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ïðèóñëîâèè ìàëîñòè ïîïðàâîê.Íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà îáú-åêò èìååò ÿâíîâûðàæåííûé ñïåêòð äèñêðåòíûõ âðåìåí ðåëàêñàöèè/çàïàçäûâàíèÿ.Äëÿ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ ýòî íåõàðàêòåðíî.Ëþáóþ ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ËÄÌ, åñëèìîäåëü àäåêâàòíà îáúåêòó. Àäåêâàòíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ ïîíÿòèåì íåîá-õîäèìîé òî÷íîñòè, îïðåäåëÿåìîé íàçíà÷åíèåì ìîäåëè: äëÿ òåõíè÷åñêè ðàñ÷åòîâ,äëÿ ðàçðàáîòêè ïðåöèçèîííûõ èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ èëè àíàëèçà �èçè÷åñêèõÿâëåíèé. Ïðè ýòîì íàäî ó÷èòûâàòü è äîñòèæèìóþ òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ.Îöåíêà òî÷íîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (âîçìîæíîñòåé îáîðóäîâàíèÿ) öå-ëåñîîáðàçíà íà ýòàëîííîì îáðàçöå. Åñëè ýòàëîííîãî ìàòåðèàëà íåò, îáû÷íî âûáè-ðàþò óïðóãèé îáðàçåö ñ èçâåñòíûìè ïîêàçàòåëÿìè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ.



14 Àçàðîâ À.Ä., Èñàåâ Ê.Â., Àçàðîâ È.Ä.Åñëè è òàêàÿ âîçìîæíîñòü îòñóòñòâóåò, òîãäà èñïîëüçóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêèøóìîâ èçìåðèòåëüíûõ êàíàëîâ (ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ, êîððåëÿöèîí-íûå êîý��èöèåíòû).Ïðîâåðêà ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà áûëà ïðîâåäåíà íà èìèòàöèîííûõ äàí-íûõ � èñïîëüçîâàëèñü çàøóìëåííûå ïðîöåññû: âõîä ñòóïåí÷àòîå íàãðóæåíèå, âû-õîä � ðåëàêñàöèÿ. Âûïîëíåííûå ðàñ÷åòû, ïîêàçàëè, ÷òî òî÷íîñòü èäåíòè�èêàöèèðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé ïåðåä ýêñïîíåíòàìè, è ñ ðàçíåñåíèåìõàðàêòåðíûõ âðåìåí áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê.Â õîäå ðàñ÷åòîâ ñ�îðìèðîâàíû ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè: ðàçìåðíîñòü ËÄÌíàäî âûáèðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëè÷åñòâîì äåñÿòè÷íûõ ïîðÿäêîâ â èíòåðâàëåâðåìåí ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íî ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïàðà-ìåòðîâ íå îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèò ê ëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè. Ïîñëå èäåíòè�èêàöèèËÄÌ íàäî ïðîâåñòè àíàëèç ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè.Åñëè îíà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÑÊÎ øóìîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, â ýòîìñëó÷àå íàäî ïðîâåñòè ðàñ÷åò ñ ËÄÌ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (âçÿòü áîëåå ãðóáóþìîäåëü).Ïîëèìåðíûå ìàòåðèàëû, äëÿ àïïðîêñèìàöèè êîòîðûõ ïðåäíàçíà÷åí äàííûéàëãîðèòì, èìåþò îêîëî ÷åòûðåõ îñíîâíûõ õàðàêòåðíûõ âðåìåí ðåëàêñàöèè/çà-ïàçäûâàíèÿ è áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ âðåìåí, êîòîðûå ñâÿçàíû ñåñòåñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Íà ãðà�èêå, äëÿ ïðèìåðà,ïîêàçàí õàðàêòåð àïïðîêñèìàöèè êëàññè÷åñêèõ äàííûõ - ðåëàêñàöèîííûé ìîäóëüïîëèèçîáóòèëåíà [2℄. Ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü (ðàçìåðíîñòü ËÄÌ n = 2,
α0 = 5530, α1 = −2310, τ0 = 0, 34, τ1 = 3, 9) õîðîøî ïðåäñòàâëÿåò äàííûå íàèíòåðâàëå îò 10−2 äî 10 ñ. Óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ìîäåëè íåöåëåñîîáðàçíî.

�èñ. 1Íà ðèñ. 1 ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � èñõîäíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (�óíêöèÿðåëàêñàöèè ïîëèèçîáóòèëåíà), òî÷êè � ðåçóëüòàò àïïðîêñèìàöèè.



Èäåíòè�èêàöèÿ ËÄÌ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ 15Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Èñàåâ Ê.Â. Àêòèâíàÿ èäåíòè�èêàöèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé âÿçêî-óïðóãîãîïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1991. � 6.Ñ. 82�88.[2℄ Ôåððè Äæ. Âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ïîëèìåðîâ. Ì.: Èçä-âî èíîñòðàí. Ëèòåðàòóðû,1963. 535 ñ.Azarov A.D., Isaev K.V., Azarov I.D. Identi�
ation of the linear di�erential modelsof the vis
o-elasti
 materials. The problem of identi�
ation of the linear di�erential models(LDM), used for the des
ription of the properties of the vis
o-elasti
 materials, is solved.Di�
ulty of this problem is nonlinear parameters of time. Twostage algorithm of identi�
ationis proposed. The re
ommendations for appli
ation is given.



ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÄËß ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÉÎ�ÒÎÒ�ÎÏÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈÀçàðîâà Ï.À.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ èññëåäîâàíû �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âÿçêî-óïðóãîé îðòîòðîïíîé ïëîñêîñòè. Èññëåäîâàíû ïîëÿðíûå ìíîæåñòâà òðàíñ�îðìàíò Ôó-ðüå â ïëîñêîì è àíòèïëîñêîì ñëó÷àÿõ. Ïîñòðîåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíäà-ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Îñóùåñòâëåíî ñðàâíåíèå ñ óïðóãèì ñëó÷àåì.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ ïîëåé â ñðåäàõ ñ äå�åêòàìè (ïîëîñòÿìè,òðåùèíàìè) â áîëüøèíñòâå îñíîâûâàþòñÿ íà �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèÿõ, ñ ïî-ìîùüþ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóí-äàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ óïðóãèõ èçîòðîïíûõ ñðåä äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãîéîðòîòðîïíîé ñðåäû.Â ðàìêàõ êîíöåïöèè êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé íà îñíîâå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ[1℄ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ âÿçêîóïðóãîé ñðåäû ñâåäåíà ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å òåîðèèóïðóãîñòè, íî ñ êîìïëåêñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Ïîä �óíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ ïîëå ñìåùåíèé U (m)
i (x, ξ), i,m =

1, 2, 3 â òî÷êå x, âûçâàííîå äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, ïðèëîæåííîé â òî÷êåñðåäû ξ (èíäåêñ m óêàçûâàåò íà íàïðàâëåíèå íàãðóçêè). Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøå-íèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
C∗

ijkl(iω)U
(m)
k,lj (x, ξ) + ρω2U

(m)
i (x, ξ) + δimδ(x, ξ) = 0, i, j, k, l,m = 1, 2, 3, (1)ãäå C∗

ijkl(iω) � êîìïîíåíòû òåíçîðà êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé, ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé,
ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, à δ(x, ξ) = δ(x1 − ξ1)δ(x2 − ξ2)δ(x3 − ξ3).Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü äâóõèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîìïîíåíòòåíçîðà êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé.Äëÿ îðòîòðîïíîé âÿçêîóïðóãîé ïëîñêîñòè â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè�óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ U (m)

i (x, ξ), i,m = 1, 3 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1), åñ-ëè â íåé ïîëîæèòü i,m = 1, 3.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå õàðàêòåðèñòèêè: γ∗∗1 (iω) =
C∗

11(iω)

C0
33

, γ∗∗3 (iω) =
C∗

33(iω)

C0
33

,
γ∗∗5 (iω) =

C∗
55(iω)

C0
33

, γ∗∗7 (iω) =
C∗

13(iω)

C0
33

, k2 = ρω2

C0
33
, ãäå C0

33 � ìãíîâåííûé ìîäóëü âÿç-êîóïðóãîé ñðåäû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî k ïðîïîðöèîíàëüíî ω, è òîãäà ïðèìåì
γ∗∗j (iω) = γ∗j (ik), j = 1, 3, 5, 7.Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî äâóì êîîðäèíàòàì x1, x3 ïîëó÷àåì èíòå-ãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé â ïëîñêîì ñëó÷àå:

U
(m)
j (x, ξ) =

1

4π2

1

C0
33

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

p
(m)
j (α1, α3, k)

p0(α1, α3, k)
ei(α1(ξ1−x1)+α3(ξ3−x3))dα1dα3, (2)ãäå p0(α1, α3, k) = (γ∗1α

2
1 + γ∗5α

2
3 − k2)(γ∗5α

2
1 + γ∗3α

2
3 − k2) − (γ∗7 + γ∗5)

2α2
1α

2
3,
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p

(m)
1 (α1, α3, k) = δ1m(γ∗5α

2
1 + γ∗3α

2
3 − k2) − δ3m(γ∗7 + γ∗5)α1α3,

p
(m)
3 (α1, α3, k) = δ3m(γ∗1α

2
1 + γ∗5α

2
3 − k2) − δ1m(γ∗7 + γ∗5)α1α3.Íóëè ïîëèíîìà p0(α1, α3, k) îáðàçóþò ïîëÿðíîå ìíîæåñòâî. Åãî èññëåäîâàíèåáóäåò ïîëåçíûì ïðè àíàëèçå è âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (2). Âûïîëíèâ çàìåíó αi =

kβi, ïîëó÷àåì
p0(α1, α3, k) = k4p0(β1, β3, 1).Îòìåòèì, ÷òî â âÿçêîóïðóãîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò óïðóãîãî, ïîëèíîì

p0(β1, β3, 1) çàâèñèò îò k, òàê êàê îò k çàâèñÿò êîý��èöèåíòû γ∗j , j = 1, 3, 5, 7.Òîãäà îáîçíà÷èì
p0(β1, β3, 1) = p∗0(β1, β3, k).Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò β1 = β cosϕ, β3 = β sinϕ, ïðåäñòàâèì

p∗0(β cosϕ, β sinϕ, k) = a(ϕ, k)(β2 − ζ2
1 (ϕ, k))(β2 − ζ2

2(ϕ, k)),ãäå ζ2
1,2(ϕ, k) = (b(ϕ, k) ±

√
d(ϕ, k)) · (2a(ϕ, k))−1,

a(ϕ, k) = γ∗1γ
∗
5 cos4 ϕ+ γ∗5γ

∗
3 sin4 ϕ+ (γ∗1γ

∗
3 − (γ∗7)

2 − 2γ∗7γ
∗
5) cos2 ϕ sin2 ϕ,

b(ϕ, k) = γ∗5 + γ∗1 cos2 ϕ+ γ∗3 sin2 ϕ,
d(ϕ, k) = ((γ∗1 − γ∗5) cos2 ϕ+ (γ∗5 − γ∗3) sin2 ϕ)2 + 4(γ∗7 + γ∗5)

2 cos2 ϕ sin2 ϕ.Äëÿ óïðóãîé ñðåäû ïîëÿðíîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå çàìêíóòûåíåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâûå, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-íî îáåèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé, ò.å. ζn(ϕ+ π) = ζn(ϕ) = ζn(−ϕ), n = 1, 2 [2℄.Äëÿ âÿçêîóïðóãîé ñðåäû ïîëÿðíîå ìíîæåñòâî ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì k∗ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå êîìïëåêñíûå êðèâûå β(k∗) = ζn(ϕ, k
∗) = Re(ζn(ϕ, k

∗)) +
iIm(ζn(ϕ, k∗)), n = 1, 2, äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîòîðûõ òàêæå âû-ïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îáåèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ïîëÿðíîãî ìíîæåñòâàâÿçêîóïðóãîé ïëîñêîñòè ïðè k∗ = 0.2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ïîëÿðíûå ìíî-æåñòâà äëÿ óïðóãèõ ñðåä ñ óïðóãèìè ìîäóëÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ äëèòåëüíûìè èìãíîâåííûìè ìîäóëÿìè âÿçêîóïðóãîé ñðåäû.

�èñ. 1.



18 Àçàðîâà Ï.À.Ïåðåõîäÿ â (2) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì β, ϕ, è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïðè ïîìîùèòåîðèè âû÷åòîâ àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåííîìó â [2℄ èìååì
U

(m)
j (x, ξ) =

1

2π2

1

C0
33

∫ π

0

2∑

n=1

Anjm(ϕ, k)

a(ϕ, k)
F (tn(ϕ, k, r, ψ))dϕ, (3)ãäå Anjm(ϕ, k) = (−1)n−1(δjm − ζ2

nGjm)(ζ2
2 − ζ2

1 )−1, n = 1, 2, j,m = 1, 3,
G11 = γ∗5 cos2 ϕ+ γ∗3 sin2 ϕ,
G33 = γ∗1 cos2 ϕ+ γ∗5 sin2 ϕ,
G13 = G31 = −(γ∗5 + γ∗7) cosϕ sinϕ,
F (z) = 0.5πiei|z| − (ci |z| cos |z| + si |z| sin |z|),
tn(ϕ, k, r, ψ) = krζn(ϕ, k) cos(ϕ− ψ),à ïàðàìåòðû ψ è r ââåäåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì ξ1−x1 = r cosψ, ξ3−x3 = r sinψ.Äëÿ îðòîòðîïíîé âÿçêîóïðóãîé ïëîñêîñòè â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîé äå�îðìàöèè�óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå U (2)

2 (x, ξ) óäîâëåòâîðÿåò (1), åñëè ïîëîæèòü i = m = 2.Ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû γ∗∗4 (iω) = C44(iω)

C0
66

, γ∗∗6 (iω) = C66(iω)

C0
66

, k2 = ρω2

C0
66
,ïðè÷åì γ∗∗j (iω) = γ∗j (ik), j = 4, 6, à C0

66 � êàê è â ïëîñêîé çàäà÷å, ìãíîâåííûéìîäóëü âÿçêîóïðóãîé ñðåäû.Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì
U

(2)
2 (x, ξ) =

1

4π2

1

C0
66

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

ei(α1(ξ1−x1)+α3(ξ3−x3))

p0(α1, α3, k)
dα1dα3, (4)ãäå p0(α1, α3, k) = γ6α

2
1 + γ4α

2
3 − k2.�àññóæäàÿ êàê è â ïëîñêîé çàäà÷å, èìååì

p0(α1, α3, k) = k2p0(β1, β3, 1).Òàê êàê êîý��èöèåíû ïîëèíîìà γ∗j , j = 4, 6 ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îò k, òîîáîçíà÷àåì
p0(β1, β3, 1) = p∗0(β1, β3, k)è ïðåäñòàâëÿåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå

p∗0(β cosϕ, β sinϕ, k) = b(ϕ, k)(β2 − ζ2
0(ϕ, k)),ãäå ζ2

0(ϕ, k) = (b(ϕ, k))−1, b(ϕ, k) = γ6 cos2 ϕ+ γ4 sin2 ϕ.Ïîëÿðíîå ìíîæåñòâî àíòèïëîñêîé çàäà÷è îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè ñèì-ìåòðèè, ÷òî è â ïëîñêîì ñëó÷àå, òîëüêî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó êðèâóþ � êîì-ïëåêñíóþ β(k∗) = ζ0(ϕ, k
∗) = Re(ζ0(ϕ, k

∗)) + iIm(ζ0(ϕ, k
∗)) ïðè êàæäîì �èêñèðî-âàííîì k∗ â ñëó÷àå âÿçêîóïðóãîé ñðåäû è âåùåñòâåííóþ (ýëëèïñ) â ñëó÷àå óïðóãîé.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ïîëÿðíîãî ìíîæåñòâà àíòèïëîñêîé çàäà÷è, àíà-ëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 1.Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (4), òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è èíòåãðàë (2), ïîëó÷àåì èòå-ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå àíòèïëîñêîé çàäà÷è

U
(2)
2 (x, ξ) =

1

2π2

1

C0
66

∫ π

0

1

b(ϕ, k)
F (t0(ϕ, k, r, ψ))dϕ, (5)
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�èñ. 2.ãäå �óíêöèÿ F , åå àðãóìåíò t0(ϕ, k, r, ψ) è ïåðåìåííûå ψ è r îïðåäåëåíû ðàíåå.Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà è ïîñòðîåíèÿ ïîëÿðíûõ ìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëåííûõíà ðèñ. 1 è ðèñ. 2, áûë âçÿò âÿçêîóïðóãèé îðòîòðîïíûé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èçýïîêñèäíîé ñìîëû ñ 60 ïðîöåíòàìè ãðà�èòíûõ ïðîäîëüíûõ âîëîêîí [3℄.Àâòîð áëàãîäàðèò Âàòóëüÿíà À.Î. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êðèñòåíñåí �. Ââåäåíèå â òåîðèþ âÿçêîóïðóãîñòè. Ì.: Ìèð. 1974. 338 ñ.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î., ×åáàêîâà Å.Ì. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ îðòîòðîïíîé ñðåäûâ ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. // ÏÌÒÔ. 2004. Ò. 45. � 5. Ñ. 131-139.[3℄ Garni
h M.R., Hansen A.C. A multi
ontinuum Approa
h to Stru
tural Analysis ofLinear Vis
oelasti
 Composite Materials. // J. of Applied Me
hani
s. De
ember 1997.Vol. 64. P. 795-803.Azarova P.A. The fundamental solutions for vis
o-elasti
 orthotropi
 plane. Thefundamental solutions for vis
o-elasti
 orthotropi
 plane a

ording to the 
onformityprin
iple are investigated. The polar sets of the Fourier's transforms in planar and antiplanar
ases are investigated. The integral presentations of the fundamental solutions are derived.The 
omparison with the elasti
 problem is 
arried out.



�ÅØÅÍÈÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÌÅÕÀÍÍÈÊÈ ÑÏËÎØÍÎÉÑ�ÅÄÛ ÄËß ÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ñ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÌÓÏ�Ó�ÈÌ ÏÎÊ�ÛÒÈÅÌ, ��ÀÄÈÅÍÒ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÓÏ�Ó�ÈÕÑÂÎÉÑÒÂ ÊÎÒÎ�Î�Î ÌÅÍßÅÒ ÇÍÀÊÀéçèêîâè÷ Ñ.Ì. Àíäðååâà Þ.Ë.Ä�ÒÓ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âäàâëèâàíèè øòàìïà â ïîëóïëîñêîñòü ñ íåîäíîðîäíûìóïðóãèì ïîêðûòèåì, ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ êîòîðîãî ìåíÿåò çíàê. Äëÿñâåäåíèÿ çàäà÷è ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé Ôóðüå. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè è àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Èç-ëàãàåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ òðàíñ�îðìàíò ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èèññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû òðàíñ�îðìàíò ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ â ïîêðûòèè ìåíÿåò çíàê1, 4, 8, 16-ðàç. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è êîíòàêòíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ãðàäèåíòíîãî ïîêðûòèÿ.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü íåäå�îðìèðóåìûé øòàìï âçàèìîäåéñòâóåò ñïîâåðõíîñòüþ Γ óïðóãîé íåîäíîðîäíîé ïîëóïëîñêîñòè Ω. Ñ ïîëóïëîñêîñòüþ ñâÿ-çàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò (x, y). Øòàìï âäàâëèâàåòñÿ â Γ ñèëîé P è ìî-ìåíòîìM , ïðè ýòîì äëèíà ëèíèè êîíòàêòà ìåæäó íèìè â ïëàíå Γ′ ðàâíà 2a. Ñèëûòðåíèÿ íà Γ′ ïðåäïîëàãàþòñÿ îòñóòñòâóþùèìè. Âíå øòàìïà Γ íå íàãðóæåíà.

�èñ. 1. Âíåäðåíèå øòàìïà â íåîäíîðîäíóþ ïîëóïëîñêîñòü



Êîíòàêòíûå çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû äëÿ ïîëóïëîñêîñòè 21Êîý��èöèåíòû Ëàìå Λ è M ïîëóïëîñêîñòè ñ ãëóáèíîé èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó:
1)Λ = Λ0(y),M = M0(y), −H ≤ y ≤ 0
2)Λ = Λ1 = Λ0(−H),M = M1 = M0(−H), −∞ < y < −Hïîä äàâëåíèåì ñèëû P è ìîìåíòà M øòàìï ïåðåìåñòèòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè yíà âåëè÷èíó α + xβ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõèìåþò âèä:

y = 0, τ (1)
xy = 0,

{
σ

(1)
y = 0, |x| > a

v(1) = − (α + xβ − γ(x)) = −f(x), |x| ≤ aÇäåñü α+xβ� ïåðåìåùåíèå øòàìïà ïîä äåéñòâèåì ñèëû P è ìîìåíòà M , γ(x)��îðìà îñíîâàíèÿ øòàìïà. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà ãðàíèöå èçìåíåíèÿ çàêîíà íåîä-íîðîäíîñòè èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ:
y = −H,

{
τ

(1)
xy = τ

(2)
xy , σ

(1)
y = σ

(2)
y , |x| > a

u(1) = u(2), v(1) = v(2), |x| ≤ a

u è v� ñìåùåíèÿ âäîëü îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî. Èíäåêñ (1) ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ −H ≤ y ≤ 0, (2) ñîîòâåòñòâóåò −∞ < y < −H , ïðè (|x| ; − y) →
∞ íàïðÿæåíèÿ â ïîëóïëîñêîñòè èñ÷åçàþò. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèåêîíòàêòíûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì:

σ(1)
y |y=0 = −q(x), |x| ≤ aà òàêæå ñâÿçü ìåæäó P è α. Çäåñü îñíîâíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ äàâëåíèé q(x), ïîñêîëüêó ïîñëå åå îïðåäåëåíèÿ ñâÿçüìåæäó óñèëèÿìè P è M , äåéñòâóþùèìè íà øòàìï è âåëè÷èíîé α íàõîäèòñÿ èçóñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ øòàìïà:

P =

a∫

−a

q(ξ)dξ,Ìåòîä ðåøåíèÿ èçëîæåí â [1℄.×èñëåííûå ðåçóëüòàòû: Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ ìîäóëÿñäâèãà ïî òîëùèíå ïîêðûòèÿ ìåíÿåòñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó. �àññìàòðèâàþ-òñÿ ñëó÷àè, êîãäà ïîêðûòèå â öåëîì áîëåå æåñòêîå, ÷åì ïîäëîæêà è íàîáîðîò �áîëåå ìÿãêîå, ÷åì ïîäëîæêà. Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ðàññìîòðåííûõñèíóñîèäàëüíûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà ïî òîëùèíå ïîêðûòèÿ äëÿ ïî-êðûòèÿ áîëåå æåñòêîãî, ÷åì ïîäëîæêà, êîãäà ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâïîêðûòèÿ ìåíÿåò çíàê 1, 4, 8, 16 ðàç.



22 Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Àíäðååâà Þ.Ë.
�èñ. 2. �ðà�èêè �óíêöèé çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè×èñëåííî ïîëó÷åíû òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿâñåõ 4-õ âûøåóêàçàííûõ íà ðèñóíêå 2 ñëó÷àåâ èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ â ïî-êðûòèè. Ïîëó÷åííûå òðàíñ�îðìàíòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3, ãäå íóìåðàöèÿãðà�èêîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå 2 çàêîíàì íåîäíîðîäíîñòè.

�èñ. 3. Òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð ïàðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿÀíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîêðûòèå áîëåå ìÿãêîå, ÷åì ïîä-ëîæêà. Èññëåäîâàëèñü ñëó÷àè, êîãäà ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ìåíÿåòçíàê 1, 4, 8, 16-ðàç. Ïîëó÷åííûå òðàíñ�îðìàíòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 5, ãäåíóìåðàöèÿ ãðà�èêîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå 4 çàêîíàì íåîäíî-ðîäíîñòè.
�èñ. 4. �ðà�èêè �óíêöèé çàêîíîâ íåîíîðîäíîñòè



Êîíòàêòíûå çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû äëÿ ïîëóïëîñêîñòè 23�ðà�èê òðàíñ�îðìàíò ÿäåð áîëåå ìÿãêîãî çàêîíà íåîäíîðîäíîñòè ïðè èçìåíå-íèè ñ ãëóáèíîé ãðàäèåíòà óïðóãèõ ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 5, ãäå íóìåðà-öèÿ ãðà�èêîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå 4 çàêîíàì íåîäíîðîäíî-ñòè.

�èñ. 5. Òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð ïàðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Áåëîêîíü À.Â., Êðåíåâ Ë.È., Òðóá÷èê È.Ñ.Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2006.240 ñ.Aizikovi
h S.M., Andreeva J.L. Approximate analyti
al solution of the indentationproblem for a half-plane with alternating sign gradient in elasti
 properties 
oating .The problem of the penetration of an indenter into a half-plane with a fun
tionally gradedelasti
 
oating is 
onsidered. It is assumed that the law of the elasti
 properties variationwith 
oating depth is an arbitrary su�
iently smooth fun
tion depending on the distan
efrom the surfa
e of the 
oating. For redu
tion this problem to the integral equations methodFourier integral transformation is used. In the analysis, the previously obtained approximateanalyti
al asymptoti
ally exa
t solution of the 
orresponding 
onta
t problem is used [1℄. Itis investigated of the integral equations kernels transform for the example when alternatingsign the variation gradient of elasti
 properties of 
oating take pla
e 1,4,8 and 16 times.



ÂÍÅÄ�ÅÍÈÅ ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ØÒÀÌÏÀ ÂÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ, ÌÎÄÓËÜÞÍ�À ÊÎÒÎ�Î�Î ÌÅÍßÅÒÑß ÍÅÌÎÍÎÒÎÍÍÎ.Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Êðåíåâ Ë.È., Òðóá÷èê È.Ñ.Ä�ÒÓ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âíåäðåíèè â �óíêöèîíàëüíî - ãðàäèåíòíîå óïðó-ãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî îñåñèììåòðè÷íîãî øòàìïà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî øòàìï ÿâëÿåòñÿòåëîì âðàùåíèÿ, ïîäîøâà êîòîðîãî èìååò ïàðàáîëè÷åñêóþ �îðìó, à êîíòàêò ìåæäóøòàìïîì è íåîäíîðîäíûì ñëîåì ãëàäêèé. Ïðè ðåøåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è èñïîëüçó-åòñÿ äâóõñòîðîííèé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé Àéçèêîâè÷åì Ñ.Ì. [1℄. Â÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå àíàëèçèðóåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîêðû-òèÿ, ìîäóëü Þíãà êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíî, à ÷èñëî âîëí ñèíóñà âàðüèðóåòñÿîò îäíîé äî òðåõ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñ�åðè÷åñêèé èíäåíòîð âäàâëèâàåòñÿ â ïîâåðõíîñòüíåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñèëîé P . Ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì ñâÿçàíàöèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (r, ϕ, z).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå äå�îðìàöèè óïðóãè è ðàçìåð çîíû êîíòàêòà a ìàë ïîñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì - R, ñ�åðû îïèñûâàþùåé �îðìó èíäåíòîðà. Ñèëû òðåíèÿìåæäó èíäåíòîðîì è ïîâåðõíîñòüþ ïîëóïðîñòðàíñòâà îòñóòñòâóþò. Ñ÷èòàåì, ÷òî âîêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè êîíòàêòà ñ�åðè÷åñêèé èíäåíòîð àïïðîêñèìèðóåòñÿæåñòêèì ïàðàáîëè÷åñêèì èíäåíòîðîì
z = ϕ(r) = βr2 (1)Âíå èíäåíòîðà ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà íå çàãðóæåíà. Ïîä äåéñòâèåì ñèëû

P èíäåíòîð ïåðåìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå χ âäîëü îñè z.Ñ÷èòàåì, ÷òî ìîäóëü Þíãà E(z) íåïðåðûâíî è íåìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ ïîãëóáèíå â ïðåäåëàõ íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ, à êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν(z) îñòàåòñÿïîñòîÿííûì.
1.E = E0(z), ν = ν0(−H), −H ≤ z ≤ 0
2.E = E(−H), ν = ν0(−H), −∞ ≤ z ≤ −H (2)Ïðè âûøåóêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

z = 0, τzr = τzϕ = 0,

{
σz = 0, r > a
w = χ(r) = χ− ϕ(r), r ≤ a

(3)Çäåñü w - ñìåùåíèå âäîëü îñè z, τzr, τzϕ , σz - ðàäèàëüíûå, òàíãåíöèàëüíûå èíîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ.Ïðè z = −H äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ ïî íàïðÿæåíèÿì èïåðåìåùåíèÿì.
σ(1)

z = σ(2)
z , τ (1)

rz = τ (2)
rz , w

(1) = w(2), u(1) = u(2)



Âíåäðåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî øòàìïà â Ô�Ï, ìîäóëüÞíãà êîòîðîãî íåìîíîòîíåí 25Íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè (r,−z) → ∞.Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîäøòàìïîì
σz(r, 0) = −q(r), 0 < r ≤ a (4)ðàçìåð çîíû êîíòàêòà a, à òàêæå ñâÿçü ìåæäó âäàâëèâàþùåé ñèëîé P è îñàäêîéøòàìïà χ.Òàê êàê êðàÿ èíäåíòîðà íå âðåçàþòñÿ â ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà, òîäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

q(a) = 0êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëóøèðèíû çîíû êîíòàêòà è íàêëàäûâàåòíåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà �óíêöèþ q(r).Çàìåòèì, òàêæå ÷òî â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì ñöåïëåíèÿ èíäåíòîðà ñ ïîâåðõíîñòüþïîëóïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äîëæíî áûòü âûïîëíåíîñîîòíîøåíèå q(r) ≥ 0 äëÿ âñåõ r ≤ a.�åøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ è ìå-òîäà ìîäóëèðóþùèõ �óíêöèé çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïàðíîãî èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:




1

∆(0)

∫ ∞

0

Q(α)L(λα)J0(αr)dα = f(r), 0 ≤ r ≤ 1

∫ ∞

0

Q(α)J0(αr)αdα = 0, r > 1

(5)
Q(α) =

∫ 1

0

q(ρ)J0(αρ)ρdρ,

f(r) = δ − ϕ(ra)/a, δ = χ/a, 0 ≤ r ≤ 1

(6)Çäåñü J0 - �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, ϕ(ar) = βa2r2, β = (2R)−1, R -ðàäèóñ ñ�åðû âíåäðÿåìîé â ïîëóïðîñòðàíñòâî, λ = H/a - õàðàêòåðíûé ãåîìåò-ðè÷åñêèé ïàðàìåòð çàäà÷è, L(λα) - òðàíñ�îðìàíòà ÿäðà ïàðíîãî èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ L(λα) ñòðîèòñÿ ÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ ìåòîäìîäåëèðóþùèõ �óíêöèé. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:
min

z∈(−∞;0]
∆(z) ≥ c > 0, max

z∈(−∞;0]
∆(z) ≤ c <∞,

lim
z→−∞

∆(z) = const,∆(z) = E(z)(1 − ν2(z))−1

(7)ìîæåò áûòü ïîêàçàíî [1℄, ÷òî òðàíñ�îðìàíòà ÿäðà L(α) îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:
L(α) = A +B|α| + o(α2), α→ 0

L(α) = 1 +D|α|−1 + o(α−2), α → ∞
(8)
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A = lim

z→−∞
∆(0)∆−1(z), (9)Çäåñü A,B,D - ïîñòîÿííûå.Àïïðîêñèìèðóåì òðàíñ�îðìàíòó ÿäðà âûðàæåíèåì

L(λα) ≈ LN (λα), LN(λα) =

∞∏

i=1

a2 + A2
iλ

−2

a2 +B2
i λ

−2
(10)Ïàðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (5) , â êîòîðîì ÿäðî L(λα) çàìåíåíî íà LN (λα) ,èìååò çàìêíóòîå ðåøåíèå :

qΠ
N (r) =

2

π

{
−2A0L−1

N (0)
√

1 − r2 −
N∑

i=1

Ciai

∫ 1

r

sh(ait)√
t2 − r2

dt

} (11)Êîý��èöèåíòû Ci îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîéñèñòåìû óðàâíåíèé:
N∑

i=1

Ci
ai sh ai + bi ch ai

b2k − a2
i

+

L−1
N (0)b−1

k [B0 + A0[1 + 2(bk + 1)b−2
k + 2

N∑

i=1

(a−2
i + b−2

i )]] = 0

(12)Ïîñòîÿííàÿ B0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ q(1) = 0. Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:
N∑

i=1

Ci ch(ai) + L−1
N (0)

[
B0 + A0

[
1 + 2

N∑

i=1

(
a−2

i − b−2
i

)
]]

= 0 (13)Çäåñü ai = Aiλ
−1, bi = Biλ

−1, B0 = δ∆(0), A0 = 2aβ∆(0).Ñâÿçü ìåæäó âäàâëèâàþùåé ñèëîé è îñàäêîé øòàìïà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿðàâíîâåñèÿ øòàìïà:
P = 2πa2

∫ 1

0

q(r)rdrÈìååì:
PΠ

N = 4a2

[
−4

3
αβL−1

N (0)∆(0) +

N∑

i=1

Ci(− ch ai + a−1
i sh ai)

] (14)�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå àíà-ëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå íåìîíîòîííîãî èçìåíåíèÿ ïî ãëóáèíå ìîäóëÿ Þíãà íà íàïðÿ-æåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè ïðè âíåäðåíèè ñ�åðè-÷åñêîãî èíäåíòîðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäóëü Þíãà èçìåíÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíî,à ÷èñëî âîëí âàðüèðóåòñÿ îò îäíîé äî òðåõ, ïðè ýòîì ðàññìîòðåíû ñëó÷àè áîëååæåñòêîãî è ìåíåå æåñòêîãî ïîêðûòèÿ. Çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà ìîæåò èçìåíÿåòñÿ â
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�èñ. 1. �ðà�èêè �óíêöèé, îïèñûâàþùèõ èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà ïî ãëóáèíå3.5 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäëîæêîé. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû 6 îïèñàííûõ âûøåñëó÷àåâ èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà ïî ãëóáèíå â ïðåäåëàõ íåîäíîðîäíîãî ïîêðûòèÿ.Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð ïàðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïî ãëóáèíå. Ïåðâàÿ öè�-ðà â ëåãåíäå ãðà�èêà óêàçûâàåò íà ÷èñëî âîëí, à âòîðàÿ íà îòíîøåíèå ýêñòðåìàëü-íîãî çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà â ïîêðûòèè ê åãî çíà÷åíèþ â ïîäëîæêå. Èíòåðåñíîîòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî âîëí íå âëèÿåò íà ÷èñëî âåðøèí êðèâîé, à ïðèâîäèò ê ñäâèãóýêñòðåìóìà â îáëàñòü áîëüøèõ α.
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1L(
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 3 3.5
 3 1/3.5

�èñ. 2. Òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð ïàðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿÄëÿ ìàòåðèàëîâ ñ ïîêðûòèåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíäåíòèðîâàíèÿ ìîæíî îïðåäå-ëèòü ìîäóëü óïðóãîñòè àêòóàëüíûé äëÿ íåêîòîðîé çîíû êîíòàêòà. Ýòó õàðàêòåðè-ñòèêó áóäåì íàçûâàòü ý��åêòèâíûì ìîäóëåì èëè �óíêöèåé æåñòêîñòè íåîäíîðîä-íîãî îñíîâàíèÿ. Ïðè âíåäðåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî øòàìïà âèä �óíêöèè æåñòêîñòèñëåäóþùèé:
EW (a) = S(a) =

3

4

P

aδ

1

1 − ν2
(15)ãäå a � ðàäèóñà çîíû êîíòàêòà, δ � ïåðåìåùåíèå èíäåíòîðà. Äëÿ íåîäíîðîäíî-ãî ìàòåðèàëà �óíêöèÿ æåñòêîñòè èëè ý��åêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåéáåçðàçìåðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà a/H = λ−1.



28 Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Êðåíåâ Ë.È., Òðóá÷èê È.Ñ.Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ �óíêöèè æåñòêîñòè äëÿ îïèñàííûõ âûøåñî÷åòàíèé çàêîíîâ èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîâåäåíèå êðèâûõ æåñòêîñòèíà ãðà�èêå ïîäîáíî ïîâåäåíèþ òðàíñ�îðìàíò, íî èçìåíÿåòñÿ íàïðâëåíèå âûïó-êëîñòè êðèâîé è ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âîëí òî÷êà ýêñòðåìóìà êðèâîé ñòðåìèòñÿê íà÷àëó êîîðäèíàò. Ïðè çíà÷åíèÿõ áîëüøå åäèíèöû, òî åñòü ïðè çîíàõ êîòàêòàáîëüøèõ òîëùèíû �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ñëîÿ êðèâûå ïðàêòè÷åñêè íåðàç-ëè÷èìû.
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�èñ. 3. Ôóíêöèè æåñòêîñòè
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Áåëîêîíü À.Â., Êðåíåâ Ë.È., Òðóá÷èê È.Ñ.Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2006.240 ñ.Aizikovi
h S.M., Krenev L.I., Trub
hik I.S. Penetration of a paraboli
 pun
h infun
tionally graded 
oating, whi
h Young modulus is 
hanged inmonotoni
ally .Problem is 
onsidered in this work on indentation in fun
tionally graded elasti
 half-spa
eaxially symmetri
 stamp. Expe
ted that stamp is a paraboloid of revolution, but 
onta
tbetween the stamp and 
oating a smooth. When solving the 
onta
t problem is used two-wayasymptoti
 method, designed Aizikovi
h S.M. [1℄. In numeri
al simulations is analysed stress-strain distribution of 
oating, whi
h Young modulus is sinusoidally varying, and number ofsine waves varies from one to three.
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∗∗ Þæíî-ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÍÏÈ),ã. Íîâî÷åðêàñ
ê
∗∗∗ �îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò,ã. �îñòîâ-íà-ÄîíóÈçó÷åíû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ýëåìåíòà ñòðîèòåëüíîéêîíñòðóêöèè òðåóãîëüíîé �îðìû ïðè íàëè÷èè ïîâðåæäåíèÿ â âèäå íàäðåçà âî âíóò-ðåííåì óãëå, â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà äå�åêòà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû îñîáåííîñòè ýòîãîñïåêòðà, ñâÿçàííûå ñ �îðìàìè êîëåáàíèé è êèíåìàòèêîé äâèæåíèÿ â ïîâðåæäåííîé çîíå.�àçðàáîòêà ìåòîäîâ è èíñòðóìåíòîâ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ è òåõíè÷åñêîéäèàãíîñòèêè ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé è çäàíèé ãðàæäàíñêîãî íàçíà÷åíèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ âàæíîé òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìîé, ðåøåíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò ïðåäîòâðà-òèòü èõ âíåçàïíîå ðàçðóøåíèå. Àêòóàëüíîñòü ýòîé ïðîáëåìû ïîäòâåðæäàåòñÿ, íà-ïðèìåð, ðàçðàáîòêîé â ÑØÀ êðóïíîé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ Stru
tureHealth Monitoring è ïîñâÿùåíà ìîíèòîðèíãó ðåñóðñà êîíñòðóêöèé. Êàê ïîêàçûâàåòàíàëèç ëèòåðàòóðû, ñðåäè ïîäõîäîâ ðåøåíèÿ îáîçíà÷åííîé çàäà÷è, íàèáîëåå ÷àñòîèñïîëüçóþòñÿ ðåçîíàíñíûå ìåòîäû ñâîáîäíûõ (ÌÑÊ) è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèè(ÌÂÊ) è çíà÷èòåëüíî ðåæå ìåòîä àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè. Çàäà÷è, âîçíèêàþùèåïðè ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû è ñîñòîÿíèå âîïðîñà ïîäðîáíî èçëîæåíû â ðàáîòàõ[1,2℄ â êîòîðûõ, êàê è â íåêîòîðûõ äðóãèõ, äèàãíîñòèêà ïîâðåæäåíèé áàçèðóåòñÿíà îñíîâå ïîèñêà êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé ïàðàìåòðîâ ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà êîëåáà-íèé ñî ñòåïåíüþ ïîâðåæäåííîñòè ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÑÊ èÌÂÊ. Äðóãèå ìåòîäû äèàãíîñòèêè, à òàêæå ðàçëè÷íûå äèàãíîñòè÷åñêèå ïðèçíàêèïîâðåæäåííîñòè ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé ãðàæäàíñêîãî íàçíà÷åíèÿ ïðîàíàëè-çèðîâàíû â îäíîì èç ïîñëåäíèõ îáçîðîâ [3℄. Ê ýòîìó îáçîðó ìîæíî äîáàâèòü öèêëðàáîò Ìàòâååâà Â.Â., Áîâñóíîâñêîãî À.Ï., Ïîñòíîâà Â.À., ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþçàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíåâûõ ìîäåëåé ñ òðåùèíàìè, â êîòîðûõ áûëè ïîëó÷å-íû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñâÿçü ãëóáèíû òðå-ùèíû ñ èçìåíåíèÿìè ÷àñòîò ðåçîíàíñîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Â ýòèõ ðàáîòàõïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êàê àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâïàðàìåòðîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåé ñ òðåùèíîé. �àáîò, ïîñâÿùåííûõèññëåäîâàíèþ êîëåáàíèé áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì ñòåðæíè, ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñòðåùèíàìè ÿâíî íåäîñòàòî÷íî.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ÷àñòè÷íî îïóáëèêîâàíû â [4℄, è ïîñâÿùåíà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìó ìîäåëèðîâàíèþ



30 Àêîïüÿí Â.À., Ñîëîâüåâ À.Í., Êàáåëüêîâ À.Í., ×åðïàêîâ À.Â.ýëåìåíòîâ ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé òðåóãîëüíîé �îðìû, îñëàáëåííûõ íàäðåçà-ìè.Öåëü èññëåäîâàíèé çàêëþ÷àëàñü â ïîèñêå îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé ÷àñòîò-íûõ çàâèñèìîñòåé ýëåìåíòà òðåóãîëüíîé êîí�èãóðàöèè ñ íàäðåçîì, ïîëó÷åííûõèç êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà 2D è 3D � ìîäåëåé è ñâÿçè ýòèõ îñîáåííîñòåé ñêðèòè÷åñêîé ãëóáèíîé íàäðåçà, õàðàêòåðèçóþùåé ìîìåíò ïðåäðàçðóøàþùåãî ñî-ñòîÿíèÿ.Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè. Êàê è ðàíåå [4℄ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé êîíñîëüíî-çàêðåïëåííûé ýëåìåíò �åðìåííîé êîíñòðóêöèè ïðà-âèëüíîé òðåóãîëüíîé �îðìû (äëèíà ñòîðîíû 250 ìì, ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãîñå÷åíèÿ 4 × 8 ìì). Íàäðåçû ðàçëè÷íîé ãëóáèíû, ìîäåëèðóþùèå ðàçâèòèå òðåùè-íû, ðàñïîëàãàëèñü âî âíóòðåííåì óãëå [4℄.Íà ïåðâîì ýòàïå áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèé2D � ìîäåëè, è íà âòîðîì � 3D ìîäåëè. �åçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ (äëÿ ïåðâûõ12 ìîä êîëåáàíèé) îòðàæåíû íà ðèñ. 1 è 2 - ñîîòâåòñòâåííî, íà êîòîðûõ ïî îñèàáñöèññ îòëîæåíû îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ãëóáèíû íàäðåçà γ, à ïî îñè îðäèíàò� îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ε, ïðè÷åì
γ = t/t0, ε = fr(t)/fr(t0) − 1ãäå t − òåêóùåå çíà÷åíèå ãëóáèíû íàäðåçà, t0 − −èñõîäíîå çíà÷åíèå âûñîòûïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â çîíå íàäðåçà, fr(t) - ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà.Àíàëèç çàâèñèìîñòåé, ÷àñòîò ðåçîíàíñà îò ãëóáèíû íàäðåçà ïîñòðîåííûõ ïîðåçóëüòàòàì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàñ÷åòà îáåèõ èññëåäîâàííûõ ìîäåëåé ïîçâîëèëâûÿâèòü íåêîòîðûå îáùèå çàêîíîìåðíîñòè.1. Çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò áîëüøèíñòâà ìîä êîëåáàíèé ñ óâåëè÷åíèåìãëóáèíû íàäðåçà óìåíüøàþòñÿ, íî â ðàçëè÷íîé ñòåïåíè. Õàðàêòåð ýòèõ çàâèñè-ìîñòåé âïîëíå îáúÿñíèì, ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òåì, ÷òî ÷àñòîòà ðåçîíàíñîâïàäàåò ñ óìåíüøåíèåì æåñòêîñòè ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè. Âìåñòå ñ òåì ðåçîíàíñûíåêîòîðûõ ìîä êîëåáàíèé ìàëî ìåíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû íàäðåçà, ïðè÷åìýòî èìååò ìåñòî äëÿ îáåèõ 2D è 3D ìîäåëåé.2. Äëÿ îáåèõ èññëåäîâàííûõ ìîäåëåé ìîæíî âûäåëèòü ÷àñòîòû êîòîðûå ÿâëÿ-þòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûìè ê ãëóáèíå íàäðåçà âî âñåì åãî äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ.3. �ðà�èêè ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ ε(γ) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîä êîëåáàíèé èìåþòäâîÿêèé õàðàêòåð: ÷àñòü èç íèõ ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ãëóáèíû íàä-ðåçà íå ìåíÿÿ êðèâèçíû, à äðóãèå, âûïîëàæèâàþòñÿ (ò.å. èìåþò òî÷êó ïåðåãèáà),êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè ãëóáèíå íàäðåçà â ïðåäåëàõ 0.5 < γ < 0.75.4. Èçìåíåíèå ãëóáèíû íàäðåçà ïðèâîäèòü ê ïåðåñòðîéêå �îðì êîëåáàíèé, êàêâ ïðåäåëàõ 2D ìîäåëè, òàê è ïåðåõîäîì îò ïëîñêîé �îðìû â ïðîñòðàíñòâåííóþ.Ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ îòìå÷åííûõ âûøå îñîáåííîñòåé áûëïðîâåäåí àíàëèç �îðì êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ìîäàì è ðàçìåðó íàä-ðåçà. Àíàëèç ýòèõ �îðì ïîçâîëèë ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:� äëÿ ÷àñòîò, êðèâûå (ðèñ. 1, 2) êîòîðûõ, ñîõðàíÿÿ âûïóêëîñòü, çíà÷èòåëüíî óáû-âàþò, ìîäà êîëåáàíèé íå ïðåòåðïåâàåò ïåðåñòðîéêè ïðè÷åì êèíåìàòèêà äâèæåíèé



Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ìîäàëüíûé àíàëèç êîíñòðóêöèè ñ íàäðåçîì 31

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèéîò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû íàäðåçà ïî ðåçóëüòàòàì ìîäàëüíîãî àíàëèçà 2D ìîäåëèäëÿ ïåðâûõ 12 ìîä êîëåáàíèé.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèéîò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû íàäðåçà ïî ðåçóëüòàòàì ìîäàëüíîãî àíàëèçà 3D ìîäåëèäëÿ ïåðâûõ 12 ìîä êîëåáàíèé.



32 Àêîïüÿí Â.À., Ñîëîâüåâ À.Í., Êàáåëüêîâ À.Í., ×åðïàêîâ À.Â.òàêîâà, ÷òî íàäðåç ïðåòåðïåâàåò çíà÷èòåëüíîå ðàñêðûòèå è èíòåíñèâíî äâèæåòñÿíåçàêðåïëåííûé ñòåðæåíü ïðèìûêàþùèé ê ðàçðåçó (ðèñ. 3 - ëåâàÿ áîêîâàÿ ñòîðîíàâíèçó çàêðåïëåíà, ðàçðåç â ëåâîì íèæíåì óãëó);� ìåäëåííî óáûâàþùèå êðèâûå è ïîëîãèå ó÷àñòêè íà äðóãèõ êðèâûõ ñîîòâåòñòâó-þò �îðìàì êîëåáàíèé, â êîòîðûõ, óêàçàííûé âûøå ñòåðæåíü íå èìååò èíòåíñèâ-íûõ äâèæåíèé, è íàäðåç íå ðàñêðûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî (ðèñ. 4);� ó÷àñòêè êðèâûõ íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ïîëîãîãî ó÷àñòêà ê ðåçêîìóñíèæåíèþ ÷àñòîòû è íàîáîðîò, ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòðîéêàì �îðì êîëåáàíèé îñî-áåííî â îêðåñòíîñòè ðàçðåçà è óêàçàííîãî âûøå ñòåðæíÿ (ðèñ. 5). Íàëè÷èå ýòèõó÷àñòêîâ, ãäå ïðîèñõîäèò ðåçêîå ñíèæåíèå îïðåäåëåííûõ ÷àñòîò, ìîæåò áûòü ñâÿ-çàíî ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè íàäðåçà, ðàñïîëîæåííîãî â îïðåäåëåííîì ìåñòå èñëóæèòü äèàãíîñòè÷åñêèì ïðèçíàêîì èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèÿ èëè ïðåäðàç-ðóøåíèÿ.

�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñìåùåíèé íà 3-åé ìîäå íà äå�îðìèðîâàííîé êîí-ñòðóêöèè ïðè îòñóòñòâèè äå�åêòà (ñëåâà), îòíîñèòåëüíàÿ ãëóáèíà íàäðåçà ðàâíà0,875 (ñïðàâà).

�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñìåùåíèé íà 4-åé ìîäå íà äå�îðìèðîâàííîé êîí-ñòðóêöèè ïðè îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíó íàäðåçà ðàâíà 0,875.
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�èñ. 5. Ïåðåñòðîéêà �îðìû êîëåáàíèé íà 10-îé ìîäå: îòñóòñòâèè äå�åêòà (ñëåâà),ïðè îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíå íàäðåçà ðàâíîé 0,875 (ñïðàâà).
�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ � 07-08-12193 è08-08-90700-ìîá_ñò.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Lim Tae W, Kashangaki Thomas A.L. Stru
tural damage dete
tion of spa
e trussstru
tures using best a
hievable eigenve
tors // AI FF Journ. - 1994 V. 32, � 5. �P. 1049-1057.[2℄ Jenkins L.S. Cra
ked shaft dete
tion on large verti
al nu
lear rea
tor 
oolant pump //Pro
. of the 
onf. on Instability in Rotating Ma
hinery. - 1985 � P. 253-266.[3℄ A. Del Grosso, F. Lanato A 
riti
al review of re
ent advan
es in monitoring data analysesand interpretation for 
ivil stru
tures// Pro
. Eur. Conf. on Stru
tural Control (4ECSC).S-Peterburg. 2008, V.1. P. 320-327.[4℄ Àêîïüÿí Â.À., �îæêîâ Å.Â., Ñîëîâüåâ À.Í., ×åðïàêîâ À.Â. Òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåí-òàëüíûå èññëåäîâàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ìîäåëÿõ ýëåìåíòîâ ðàìíûõ êîí-ñòðóêöèé ñ íàäðåçîì // Òð. XI Ìåæäóíàð. êîí� �Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõàíèêè ñïëîø-íûõ ñðåä�, ã. �îñòîâ-í-Ä., ÎÎÎ ÖÂÂ�, 2007, ò.1. Ñ.11-17.A
opyan V.A., Soloviev A.N, Kabelkov A.N., Cherpakov A.V. FEM modalanalysis of the building 
onstru
tion element of the triangular 
on�guration with the 
utting.Features of behaviour of the spe
trum of fundamental frequen
ies of the building 
onstru
tionelement of the triangular shape are investigated at presen
e of a fault as an 
utting in aninternal angle, depending on the size of an fault. The features of this spe
trum 
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ted toshapes of os
illation and kinemati
 of motions in the damage area are analysed.



ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÅÑß ÊÎËÅÁÀÍÈß Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎÉÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛÀëòóõîâ Å. Â., Ôîìåíêî Ì. Â.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåõìåðíûå çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíè-ÿõ òðåõñëîéíûõ èçîòðîïíûõ ïëàñòèí ñ æåñòêî çàùåìë¼ííûìè ïëîñêèìè ãðàíÿìè. Ïî-ëóîáðàòíûì ìåòîäîì È.È. Âîðîâè÷à ïîëó÷åíû îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèéäâèæåíèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ. Èññëåäîâàíû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðèïîñòðîåíèè ïîòåíöèàëüíîãî è âèõðåâîãî ñîñòîÿíèé.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ïëà-ñòèíû, ñîñòàâëåííîé èç òðåõ èçîòðîïíûõ ñëîåâ ñèììåòðè÷íîãî ñòðîåíèÿ îòíîñè-òåëüíî åå ñåðåäèííîé ïëîñêîñòè.

�èñ. 1.
Îòíåñåì ïëàñòèíó ê êîîðäèíàòàì x̃1, x̃2, x̃3(ðèñ. 1), ãäå x̃3 � ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèííîéïëîñêîñòè. Òîãäà |x3| ≤ (h1 + h2) , ïðè÷åì h1� òîëùèíà âíåøíèõ îäèíàêîâûõ ñëîåâ, 2h2 �òîëùèíà âíóòðåííåãî ñëîÿ. Â äàëüíåéøåì âå-ëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê âíåøíåìó ñëîþ, áó-äåì îáîçíà÷àòü èíäåêñîì (1), ê âíóòðåííå-ìó � èíäåêñîì (2). Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêèìàòåðèàëîâ ñëîåâ îáîçíà÷èì ÷åðåç G̃m, νm

(m = 1, 2), ãäå G̃m � ìîäóëü ñäâèãà, à νm �êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, m � íîìåð ñëîÿ.Ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:
x1 = x̃1/R, x2 = x̃2/R, x3 = x̃3/h = x̃3/(λR),

λ = h/R, h = h1 + h2, λ1 = h1/h, λ2 = h2/h,

ui(m) (x1, x2, x3) = ũi(m) (x̃1, x̃2, x̃3)/R, σij(m) = σ̃ij(m)/
(
2G̃2

)
, i, j = 1, 3, m = 1, 2,

Gm = G̃m/G̃2, G1 = G, G2 = 1.Òîãäà çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé òðåõñëîéíîéïëàñòèíû ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ





λ−2∂2
3u1(m) + (D2 + Ω2

m/λ
2) u1(m) + ν0(m)∂1θm = 0,

λ−2∂2
3u2(m) + (D2 + Ω2

m/λ
2) u2(m) + ν0(m)∂2θm = 0,

λ−2∂2
3u3(m) + (D2 + Ω2

m/λ
2) u3(m) + λ−1ν0(m)∂3θm = 0,

(1)ãäå
θm = ∂1u1(m) + ∂2u2(m) + λ−1∂3u3(m), ∂i = ∂/∂xi

(
i = 1, 3

), D2 = ∂2
1 + ∂2

2 ,
ν0(m) = 1/(1 − 2νm), Ω2

m = h2ω2ρm/G̃m = h2ω2/c22(m), c2(m) =

√
G̃m/ρm,
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ρm � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñëîåâ, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé.Â ñèëó èìåþùåéñÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû(x3 = 0) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

ui(1) (x1, x2, 1) = 0,

ui(1) (x1, x2, λ2) = ui(2) (x1, x2, λ2) ,

σi3(1) (x1, x2, λ2) = σi3(2) (x1, x2, λ2)
(
i = 1, 3

)
.

(2)Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà È. È. Âîðîâè÷à [1℄ îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ êðàåâîéçàäà÷è (1), (2) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû âèõðåâîãî è ïîòåíöèàëüíîãî ñîñòîÿíèé
u±i(m) (x1, x2, x3) = u±i(m)B (x1, x2, x3) + u±i(m)Π (x1, x2, x3)

(
i = 1, 3; m = 1, 2

)
.Âèõðåâîå ðåøåíèå. Ïåðåìåùåíèÿ âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä

u±1(m)B (x1, x2, x3) = p±(m) (x3) ∂2B
± (x1, x2) ,

u±2(m)B = −p±(m) (x3) ∂1B
± (x1, x2) , u±3(m)B = 0.

(3)Ïîäñòàâëÿÿ (3) â êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ�óíêöèé B± (x1, x2)

D2B± (x1, x2) −
(
δ±/λ

)2
B± (x1, x2) = 0è ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé

p±(m) (x3) è ïàðàìåòðà δ±:
p′′(m) (x3) + l2(m) p(m) (x3) = 0,

p(1) (1) = 0, p(1) (λ2) = p(2) (λ2) , Gp′(1) (λ2) = p′(2) (λ2) ,
(4)ãäå l2(m) = Ω2

m + δ2 . Çäåñü è äàëåå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x3.Ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (4) ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè
p+

(1)k (x3) = cos l+(2)kλ2 · cos l+(1)k (λ2 − x3) +
1

G

l+(2)k

l+(1)k
sin l+(2)kλ2 · sin l+(1)k (λ2 − x3) ,

p+
(2)k (x3) = cos l+(2)kx3,

p−(1)k (x3) = sin l−(2)kλ2 · cos l−(1)k (λ2 − x3) −
1

G

l−(2)k

l−(1)k
cos l−(2)kλ2 · sin l−(1)k (λ2 − x3) ,

p+
(2)k (x3) = sin l−(2)kx3,à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ δ±k íàõîäÿòñÿ èç äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé

−l+(2) sin l+(2)λ2 · sin l+(1)λ1 +Gl+(1) cos l+(2)λ2 · cos l+(1)λ1 = 0,

l−(2) cos l−(2)λ2 · sin l−(1)λ1 +Gl−(1) sin l−(2)λ2 · cos l−(1)λ1 = 0.
(5)Îêîí÷àòåëüíî äëÿ âèõðåâîãî ðåøåíèÿ èìååì

u±1(m)B =
∞∑

k=1

p±(m)k (x3) ∂2B
±
k , u±2(m)B = −

∞∑
k=1

p±(m)k (x3) ∂1B
±
k , u±3(m)B = 0 (6)



36 Àëòóõîâ Å.Â., Ôîìåíêî Ì.Â.Ïðè ω = 0 óðàâíåíèÿ (5) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó
(1 + 1/G) cos δ+

k + (1 − 1/G) cos (2λ2 − 1) δ+
k = 0,

(1 + 1/G) sin δ−k + (1 − 1/G) sin (2λ2 − 1) δ−k = 0,è ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè [2℄.Â ñëó÷àå ν1 = ν2 = ν, G = 1 (G̃1 = G̃2 = G̃), ρ1 = ρ2 óðàâíåíèÿ (5) ïðèíèìàþòâèä [3℄
cos

√
Ω2 + (δ+)2 = 0, sin

√
Ω2 + (δ−)2 = 0, Ω2 = h2ω2ρ/G̃.Ïîòåíöèàëüíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u±j(m)Π (x1, x2, x3) = n±
(m) (x3) ∂jC

± (x1, x2) (j = 1, 2) ,

u±3(m)Π (x1, x2, x3) = q±(m) (x3) C
± (x1, x2)

(7)Èç ñîîòíîøåíèé (1), (2), (7) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè C± (x1, x2) óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì
D2C± (x1, x2) −

(
γ±/λ

)2
C± (x1, x2) = 0,à äëÿ �óíêöèé n±

(m) (x3), q±(m) (x3) ïîëó÷àåì çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
n′′

(m) +
[
Ω2

m + γ2
(
1 + ν0(m)

)]
n(m) + λν0(m)q

′
(m) = 0,

q′′(m) + (Ω2
m + γ2)/

(
1 + ν0(m)

)
q(m) + λ−1γ2ν0(m)/

(
1 + ν0(m)

)
n′

(m) = 0;
(8)

n(1) (1) = 0, q(1) (1) = 0, n(1) (λ2) = n(2) (λ2) , q(1) (λ2) = q(2) (λ2) ,

G
[
q(1) (λ2) + λ−1 n′

(1) (λ2)
]

= q(2) (λ2) + λ−1 n′
(2) (λ2) ,

G
[
λ−1γ2

(
ν0(1) − 1

)
n(1) (λ2) +

(
ν0(1) + 1

)
q′(1) (λ2)

]
=

= λ−1γ2
(
ν0(2) − 1

)
n(2) (λ2) +

(
ν0(2) + 1

)
q′(2) (λ2) .

(9)Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (8) èìååò âèä
n±

1 (x3) = H±
1 cos γ±1(1)x3 +H±

2 sin γ±1(1)x3 +H±
3 cos γ±2(1)x3 +H±

4 sin γ±2(1)x3,

q±1 (x3) = Q±
1 sin γ±1(1)x3 +Q±

2 cos γ±1(1)x3 +Q±
3 sin γ±2(1)x3 +Q±

4 cos γ±2(1)x3,

n+
2 (x3) = H+

5 cos γ+
1(2)x3 +H+

6 cos γ+
2(2)x3,

q+
2 (x3) = Q+

5 sin γ+
1(2)x3 +Q+

6 sin γ+
2(2)x3,

(10)
n−

2 (x3) = H−
5 sin γ−1(2)x3 +H−

6 sin γ−2(2)x3,

q−2 (x3) = Q−
5 cos γ−1(2)x3 +Q−

6 cos γ−2(2)x3.Çäåñü (γ±1(m)

)2

= Ω2
m/
(
1 + ν0(m)

)
+ (γ±)

2, (
γ±2(m)

)2

= Ω2
m + (γ±)

2.Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå Q±
i , (i = 1, 6

) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç H±
i :

Q±
i = A±

i H
±
i , A

±
1 = −γ±1(1)/λ, ... , A±

6 = ∓
(
γ±
)2
/
(
γ±2(2)λ

)
.



Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû 37Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (10) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (9) ïîëó÷èì îäíîðîäíûå ñè-ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî H±
i . Èç óñëîâèÿ ðàâåí-ñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ñèñòåì èìååì äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ

F± (γ,Ω) = det
{
a±ij
}

= 0. (11)Çäåñü a−ij = a+
ij ïðè i = 1, 6, j = 1, 4 èëè i = 1, 2, j = 5, 6,

a±11 = cos γ±1(1), . . . , a
+
66 = 2

(
γ+
)2

cos γ+
2(2)λ2, a

−
66 = 2

(
γ−
)2

sin γ−2(2)λ2,Â ðåçóëüòàòå ïîòåíöèàëüíîå ðåøåíèå ïðèìåò âèä
u±j(m)Π (x1, x2, x3) =

∞∑
p=1

n±
(m)p (x3) ∂jC

±
p (x1, x2) (j = 1, 2) ,

u±3(m)Π =
∞∑

p=1

q±(m)p (x3) C
±
p .

(12)�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. �àñ÷åòû âûïîëíåíû â äîëÿõ ïðè-âåäåííîé ÷àñòîòû Ω ðàâíîé
Ω = hω

√
ρcp/G̃cp,ãäå ρcp = λ1ρ1 + λ2ρ2, G̃cp = λ1G̃1 + λ2G̃2.Òîãäà Ω2

1 = Ω2
ρ1

λ1ρ1 + λ2ρ2
(λ1 + λ2/G), Ω2

2 = Ω2
ρ2

λ1ρ1 + λ2ρ2
(λ1G + λ2).

�èñ. 2. �èñ. 3.Íà ðèñ. 2�3 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèþ (5) äëÿ çàäà÷è �+� äèñïåð-ñèîííûå êðèâûå � çàâèñèìîñòè Ω îò ïàðàìåòðà δ, à íà ðèñ. 4�5 � ñîîòâåòñòâóþùèåóðàâíåíèþ (11) äëÿ çàäà÷è �+� ñïåêòðàëüíûå êðèâûå � çàâèñèìîñòè Ω îò ïàðà-ìåòðà γ. Ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò âåùåñòâåííûì è ÷èñòî ìíèìûì êîðíÿì,øòðèõîâûå � êîìïëåêñíûì êîðíÿì. �èñ. 2, 4 ñîîòâåòñòâóþò ïëàñòèíå, âíåøíèéñëîé êîòîðîé èçãîòîâëåí èç àëþìèíèÿ, à âíóòðåííèé � èç âîëü�ðàìà, ðèñ. 3, 5 �ïëàñòèíå èç âîëü�ðàìà (âíåøíèé ñëîé) è àëþìèíèÿ. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàê-òåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ ñëîåâ ïëàñòèíû:Àëþìèíèé ρ = 2, 7 · 103 êã/ì3, G̃ = 2, 61 · 1010 Í/ì2, ν = 0, 35;Âîëü�ðàì ρ = 18, 7 · 103 êã/ì3, G̃ = 15, 3 · 1010 Í/ì2, ν = 0, 29.
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�èñ. 4. �èñ. 5.�åîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ïëàñòèíû: λ1/λ2 = 1/2Àíàëèç äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíîéïëàñòèíîé [3℄ ïðîèñõîäÿò êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â õàðàêòå-ðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Íàïðèìåð, â òðåõñëîéíîé ïëàñòèíå â îáëàñòè íèçêèõ÷àñòîò ïîÿâëÿåòñÿ áîëåå îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ìîäû, èçìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ è êî-ëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò, èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå ñáëèæåíèå ìîä.Èçìåíåíèå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëîåâ (ðèñ. 4, 5) ïðèâîäèò ê ïåðå-ñòðîéêå ñïåêòðà îáúåìíûõ âîëí. Â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëÿþòñÿ êðàòíûå ìíèìûå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ðèñ. 4), êîòîðûå îòñóòñòâóþò íà ðèñ. 5.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àêñåíòÿí Î.Ê., Âîðîâè÷ È.È. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëèòû ìàëîé òîëùèíû //ÏÌÌ. 1966. Ò. 30. Âûï. 5. Ñ. 963-970.[2℄ Àëòóõîâ Å.Â., Êóëèø È.Å. �àâíîâåñèå òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ æåñòêèìè òîðöàìè// Âåñòíèê Äîíåöê. óí-òà. Ñåð. À. 2001. � 1. Ñ. 314-321.[3℄ Àëòóõîâ Å.Â., Ìûñîâñêèé Þ.Â., Ïàí÷åíêî Þ.Â. Òðåõìåðíûå çàäà÷è óñòàíîâèâ-øèõñÿ êîëåáàíèé èçîòðîïíûõ ïëàñòèí // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà.1996. Âûï. 26. Ñ. 13-19.Altukhov E.V, Fomenko M.V. The steady os
illations of a three-layer isotropi
 plate.The three-dimensional problems of the steady os
illations of a three-layer isotropi
 plate withrigidly pin
hed plane sides are 
onsidered in this paper. The homogeneous solutions of systemof the equations of tra�
 in movings are got by a I.I. Vorovi
h's half-return method. Thedispersive equations originating at 
onstru
tion of potential and whirlwind 
onditions areresear
hed.



ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÂÎËÍÎÂÎ�Î ÏÎËßÊËÈÍÎÂÈÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÛ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÏËÎÑÊÈÕÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÊÎËÅÁÀÍÈÉÁåðêîâè÷ Â.Í.Ôèëèàë Ìîñêîâñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà òåõíîëîãèéè óïðàâëåíèÿ â ã. �îñòîâå-íà-ÄîíóÈññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå îä-íîðîäíîé è êàíàëîâûõ âîëí íà ëèíèè ðàçäåëà êóñî÷íî-îäíîðîäíîé êëèíîâèäíûõ ñðåä âóñëîâèÿõ ïëîñêèõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. Óêàçàííûå ý��åêòû ðàíåå áûëè èçâåñòíûëèøü èç ðåçóëüòàòîâ ãåî�èçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé [1, 2℄. ×àñòè÷íîå èññëåäîâàíèå âîïðî-ñîâ äëÿ ñïëîøíîé (h) èëè ñîñòàâíîé (Ñh) êëèíîâèäíîé ñðåäû äàíî â ðàáîòàõ [3, 4℄ èäð. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêèõ óãëîâ ðàñòâîðà, ñî-îòâåòñòâóþùèõ èñêîìûì ðåæèìàì êîëåáàíèé, è ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ�àçîâûõ ñêîðîñòåé ïîâåðõíîñòíûõ è êàíàëîâûõ âîëí â ñîñòàâíîé êëèíîâèäíîé ñðåäå.1. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïðîöåññàñâåäåíî ê èçó÷åíèþ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ îäíîðîäíûõ ðåøåíèéîáùèõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè â êëèíîâèäíîé ñðåäå:
µ∆∗u − ρ

d2u

dt2
= ō, ∆∗u = ∆u +

1

1 − 2v
∇(∇ · u) (1)Äëÿ ýòîãî íà îñíîâå îáùèõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèÿ (1) â �îðìå [5℄:

2µu = −∇F + 4(1 − ν)Ψ, F (r, θ, t) = Ψ0(r, θ, t) + rΨr(r, θ, t)

Ψ = {Ψr(r, θ, t),Ψθ(r, θ, t)}, ∇2Ψ0 −
1

p2

∂2Ψ0

∂t2
=

(
1

p2
− 1

s2

)
r
∂2Ψr

∂t2

{
Ψr = Ψ1(r, θ, t) cos θ + Ψ2(r, θ, t) sin θ

Ψθ = −Ψ1(r, θ, t) sin θ + Ψ2(r, θ, t) cos θ
, ∇2Ψ1,2 +

1

s2

∂2Ψ1,2

∂t2
= 0

(2)
îòûñêèâàþòñÿ �óíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ Ñìèðíîâà�Ñîáîëåâà:




Ψ1(r, ϕ, t) =

√
1 − c2

s2
Imf

(
t− r cos θ

c
− i

r sin θ

c

√
1 − c2

s2

)
, 0 < ϕ < π

Ψ2(r, ϕ, t) = Re f

(
t− r cos θ

c
− i

r sin θ

c

√
1 − c2

s2

)

Ψ0(r, ϕ, t) = Re f0

(
t− r cos θ

c
− i

r sin θ

c

√

1 − c2

p2

)
−

− r[Ψ1(r, θ, t) cos θ + Ψ2(r, θ, t) sin θ]

(3)



40 Àëòóõîâ Å.Â., Ôîìåíêî Ì.Â.Â ñîîòíîøåíèÿõ (3) s, p � ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ âîëí ñîîòâåò-ñòâåííî, ïàðàìåòð c � èìååò ðàçìåðíîñòü �àçîâîé ñêîðîñòè, ρ, µ, ν � ïëîòíîñòü,ìîäóëü ñäâèãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî, f(z), f0(z) � ïðîèçâîëü-íûå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè.Â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω èç ðàññìîòðåíèÿîäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (h), (Ñh) äëÿ óðàâíåíèé (1) â êëèíîâèäíîé ñðåäå ñîñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé (3) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèìóðàâíåíèÿì äëÿ îïðåäåëåíèÿ �àçîâûõ ñêîðîñòåé c∗ ïîâåðõíîñòíûõ è c∗∗ êàíàëî-âûõ âîëí:
Rh(x) = [(1 + γ2)x− 1](x− 0.5) − 2x

√
x− γ2

√
x− 1 = 0,

γ2 =
1 − 2ν

2(1 − ν)
, x = s2/c2∗, 1 < x < 2

QCh(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

P1(k) 1 −δP2(k) −δ
k2 S1(k) −δk2 −S2(k)

2k2P1(k) γ2
1k

2 + S2
1(k) −2k2P2(k) −γ2

2k
2 − S2

2(k)
k2 + 0.5K2

1 −S1(k) −k2 − 0.5K2
1 S2(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Pn =
√
k2 − k2

n, S1,2 =
√
k2 −K2

n, γ2
n =

1 − 2νn

2(1 − νn)
, δ = µ1/µ2, n = 1, 2

k = ω/c∗∗, k1,2 = ω/p1,2, K1,2 = ω/s1,2, QCh(k) = ω6QCh(s1/c∗∗) = 0

(4)
2. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ óãëîâ ðàñòâîðà êëè-íà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîÿâëåíèþ èñêîìûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé, ââåä¼ì ñëåäóþùåå�óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî:

‖u‖2
L2,T {H1(Ω)} =

∫

T

‖u(t)‖2
H1(Ω)dt, T = (t1, t2) (5)ãäå H1(Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà. Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(r, ϕ, t) åñòü îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ïëîñêèõ íåñòàöèîíàðíûõêðàåâûõ çàäà÷ (h), (Ñh) äëÿ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè â îáëàñòè

Ω ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ñîãëàñîâàííûìè ñ íèìè íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè u|t=0 = u0, du

dt

∣∣∣∣
t=0

= ō, à �óíêöèÿ u(r, ϕ, t) = w(r, ϕ) exp(−iwt) �ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâûõ çàäà÷ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â òîé æåîáëàñòè ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ Çîììåð�åëüäà, òîãäà
‖u(r, ϕ, t) exp(iwt) − w(r, ϕ)‖H1(Ω) < C exp(−εwt), t→ ∞ (6)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âàðèàöèîííûõ íåðà-âåíñòâ.Òåîðåìà 2. Ïóñòü äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû A = µ∆∗, B = ρ

d2

dt2
îïðåäåëåíû

∀T â ïðîñòðàíñòâå L2,T{H1(Ωβ)} ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (u,v)β, ïîðîæäà-þùèì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íîðìó (5), ãäå Ωβ � ñïëîøíàÿ óïðóãàÿ êëèíîâèäíàÿ



Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû 41ñðåäà ñ óãëîì ðàñòâîðà β ∈ (0, π). Òîãäà äëÿ îáîáùåííîé êðàåâîé çàäà÷è:
{

(Au,v)β − λ(β)(Bu,v)β = 0, ∀v ∈ C∞
(
[u]L,v

)
β

=
(
[σ]L,v

)
β

=
(
σ(u)|∂Ωβ

,v
)

= 0
(7)âñåãäà íàéäåòñÿ β∗ ∈ (0, π) , òàêîå, ÷òî λ(β∗) = 1, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåòîáîáùåííîå îäíîðîäíîå ðåøåíèå çàäà÷è (7).Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòå Êóðàíòà-Ôèøåðà [6℄ î ñóùåñòâîâàíèèâîçðàñòàþùåãî ïîëîæèòåëüíîãî ñïåêòðà îáîáùåííîé êðàåâîé çàäà÷è (8) äëÿ êî-íå÷íîé îáëàñòè Ω. Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîéòî÷êè 0 < λ 6 1 â ñëó÷àå êîíå÷íîãî êðóãîâîãî ñåêòîðà ΩR,β ñ óãëîì ðàñòâîðà β.Èç ðåãóëÿðíîñòè áèëèíåéíûõ �îðì (7) ïî ïàðàìåòðàì R, β ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòüòî÷åê ñïåêòðà {λ} ïî ýòèì ïàðàìåòðàì, è, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèé

β1,2 òàêèõ, ÷òî λ(β1, R) < 1 < λ(β2, R). Çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà î ïðîìåæó-òî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè ∀R > 0 è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê áåñêîíå÷íîé êëèíîâèäíîé ñðåäå Ωβ ïðè R → ∞.Òåîðåìà 3. Ñèñòåìû �óíêöèé {exp
[
−iwn

(
t− r cosϕ

c

)
− n

rω

c
M sinϕ

]},
{

exp
[
−iwn

(
t− r cosϕ

c

)
− n

rω

c
m sinϕ

]}, M =

√
1 − c2

p2
, m =

√
1 − c2

s2

(n = 1, 2, . . .) ïîëíû â ïðîñòðàíñòâå L2,T{H1(Ω)}, Ω = { (r, ϕ) : 0 < r < ∞,
0 < ϕ 6 β }, ∀T = [t1, t2].Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ñâîéñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû {zk} â åäèíè÷íîì êðóãå
K = {z : |z| 6 1}.Òåîðåìû 1, 2, 3, óñòàíîâëåííûå äëÿ ñïëîøíîé êëèíîâèäíîé ñðåäû (h), äîïóñ-êàþò îáîáùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû (Ñh) è äîêàçûâàþòñÿ àíà-ëîãè÷íûì îáðàçîì.Óêàçàííûå âûøå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïåðå-õîäå îò êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ê îáîáùåííîé ñïðèìåíåíèåì âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà �àìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî. Ôóíêöèîíàë�àìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî âûáèðàåòñÿ â âèäå:

H(u) =

t2∫

t1

a(u)dt−
t2∫

t1

b(u)dt, (B(u),u) = 1

a(u) =

∫∫

Ω

W (u)dΩ, b(u) =
1

2
ρ

∫∫

Ω

(
du

dt

)2

dΩ,

u = u(r, ϕ, t), ∀ t2 > t1 > 0

(8)
ãäå W (u) � óïðóãèé ïîòåíöèàë êëèíîâèäíîé ñðåäû. Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è îáóñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäåë ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùåé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ïðåäåëüíîé àìïëèòóäû [6℄, ìàòå-ìàòè÷åñêàÿ êîððåêòíîñòü êîòîðîãî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, à ñàì ïðåäåë ïîíèìà-åòñÿ â ñìûñëå (6). Îïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçó÷èòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè



42 Àëòóõîâ Å.Â., Ôîìåíêî Ì.Â.îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ íàëè÷èåì ïîâåðõíîñò-íûõ âîëí òèïà �åëåÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå îäíîðîäíîé êëèíîâèäíîé ñðåäû (h) èêàíàëîâûõ âîëí òèïà Ñòîóíëè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä (Ch) â êóñî÷íî-îäíîðîäíîìêëèíå. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêèõ óãëîâ ðàñòâîðà âûòåêàåò èç ðåçóëü-òàòîâ òåîðåìû 2, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ðåøåíèå, ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëÿþùååòî÷êó ñòàöèîíàðíîñòè �óíêöèîíàëà (9), ìîæíî âûáðàòü â âèäå
uN =

N∑
n=1

B
(N)
n un(z, ζ)

z = exp
[
−iw

(
t− r cosϕ

c

)
− r

c
M sinϕ

]
,

ζ = exp
[
−iw

(
t− r cosϕ

c

)
− r

c
m sinϕ

]
,

M =

√

1 − c2

p2
, m =

√
1 − c2

s2

(9)
Ïðè ýòîì âåêòîð-�óíêöèÿ (9) óæå óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì äè-íàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, è äëÿ îòûñêàíèÿ èñêîìîé òî÷êè ñòàöèîíàðíîñòè�óíêöèîíàëà (8) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Òðå��òöà [7℄, ïðèâîäÿùèé ê ñëåäóþùåé ñè-ñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ B(N)

n :
N∑

n=1

B(N)
n




t2∫

t1

∫

∂Ω

σ(un) · um dl dt−
∫∫

Ω

un
dum

dt

∣∣∣∣
t2

t1

dΩ


 = 0, m = 1, 2, . . . , N (10)Èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè îäíîðîäíîé ñèñòåìû (10) âûòåêàþò óðàâíåíèÿ äëÿîòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óãëîâ ðàñòâîðà êëèíîâèäíîé ñðåäû, äîïóñêàþ-ùèõ èñêîìûå ðåæèìû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè t1,2 ≫ 1 ñ èõ ëîêàëèçàöèåé âîêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è â îêðåñòíîñòè ëèíèè ðàçäåëà ñðåä êóñî÷íî-îäíîðîäíîé êëèíîâèäíîé ñðåäû.3. Èñïîëüçîâàíèå �îðìóë Áåòòè [8℄ ïîçâîëÿåò íà îñíîâå îïèñàííîãî âûøå ïîä-õîäà ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííûå çàäà÷è î âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé âíåøíèìè èñòî÷-íèêàìè íà ãðàíèöå îäíîðîäíîé, à òàêæå êóñî÷íî-îäíîðîäíîé êëèíîâèäíûõ ñðåä èïîëó÷àòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ñìåùåíèé â çîíàõ ëîêàëèçàöèè âîë-íîâîãî ïðîöåññà ñ âûäåëåíèåì â ýòèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ â ÿâíîé �îðìå ïðîäîëüíûõ,ïîïåðå÷íûõ, ïîâåðõíîñòíûõ è êàíàëîâûõ âîëí.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñåéñìîðàçâåäêà: ñïðàâî÷íèê ãåî�èçèêà. Â 2-õ êíèãàõ. / Ïîä ðåä. Íîìîêîíîâà Â.Ï.Ì.: Íåäðà. 1990. 336 ñ.[2℄ Øåðè�� �., �åëäàðò Ë. Ñåéñìîðàçâåäêà. Ì. Ìèð. 1987. (Ïåð. ñ àíãë. Å�èìîâîé Å.À.ðåä. ïðî�. Êàëèíèíà À.Â. Ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ Àíòèïîâà À.À.)
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ÂÎËÍÛ Â Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÌ ÓÏ�Ó�ÎÌ ÑËÎÅ, ÍÀ ÄÍÅÂÍÎÉÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÎÒÎ�Î�Î ÄÅÉÑÒÂÓÞÒ �ÀÇËÈ×ÍÛÅÍÀ��ÓÇÊÈ.Áîëãîâà À.È.Þæíî-�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò(Íîâî÷åðêàññêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò)�àññìàòðèâàåòñÿ òð¼õìåðíûé óïðóãèé ñëîé, íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàñïî-ëîæåíà áåñêîíå÷íàÿ ïëàñòèíà, ëåæàùàÿ áåç îòðûâà è òðåíèÿ. Èçó÷àåòñÿ ðàñïðîñòðàíå-íèå âîëí è ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòîêîâ â ñëîå â çàâèñèìîñòè îò îñöèëèðóþùåé íà ïîâåðõíî-ñòè ïëàñòèíû íàãðóçêè.Â ðÿäå ðàáîò, âûïîëíåííûõ àâòîðîì èëè â ñîàâòîðñòâå, èçó÷àëîñü ðàñïðîñòðà-íåíèå âîëí è ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòîêîâ â òðåõìåðíîì óïðóãîì ñëîå òîëùèíû H ,íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ðàñïîëîæåíà áåñêîíå÷íàÿ ïëàñòèíà òîëùèíû h, ëå-æàùàÿ áåç îòðûâà è òðåíèÿ. Íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòîòîé Ωíàãðóçêà, çàäàííàÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè. Âïåðâûå àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõìåð-íîãî èçîòðîïíîãî ñëîÿ áåç ïëàñòèíû áûëà èçó÷åíà â ðàáîòå [1℄ äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîéñèëû. �åøåíèå ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êîîðäèíà-òàì x è y â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ (ÏÏÏ). Èíòåãðàëûâû÷èñëåíû ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ÌÊÈ). Â ðàáîòå [2℄ íà÷àòî èñ-ñëåäîâàíèå çàäà÷è äëÿ íàãðóçêè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â ïðÿìîóãîëüíèêå
|x| < a, |y| < b. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ è ïîòîê ýíåðãèè â ñëîå â îáëàñòè
|x| > a, |y| > b, 0 ≤ z ≤ H . Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, ïîêàçàâøèå, ÷òîáîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïîòîêà ýíåðãèè â ñëîå, óêðåïëåí-íîì ïëàñòèíîé, îêàçûâàåò óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè ïëàñòèíû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëîåì,÷åì èçìåíåíèå îòíîøåíèÿ èõ æåñòêîñòåé. Äîêàçàíî, ÷òî íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïîòî-êà ýíåðãèè è âîëí îêàçûâàåò âëèÿíèå îáëàñòü, â êîòîðîé äåéñòâóåò íàãðóçêà. Â [3℄ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ïëàñòèíû óâåëè÷èâàåòñÿ âåëè÷èíà ïîòîêàýíåðãèè â ñëîå. Íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå â îáëàñòè

Π = {x > a, |y| ≤ b, 0 ≤ z ≤}è ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ U2 çäåñü óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè, êàê 1/x, è ïîòîêýíåðãèè íà áåñêîíå÷íîñòü íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ. �àáîòà [4℄ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþðåøåíèÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ íàãðóçêè, òî åñòü ïðè
|x| ≤ a, |y| ≤ b,è îïðåäåëåíèþ çàêà÷èâàåìîé â ñëîé ýíåðãèè. Â ðàáîòå [5℄ îñóùåñòâëåí àñèìïòîòè-÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíå-íèå çàêà÷èâàåìîãî ïîòîêà ýíåðãèè è ïîòîêà ýíåðãèè, óõîäÿùåãî íà áåñêîíå÷íîñòü,



Âîëíû â òðåõìåðíîì óïðóãîì ñëîå 45êîòîðîå ïîêàçàëî èõ ñîâïàäåíèå â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Âðàáîòå [6℄, èñïîëüçóÿ ÌÊÈ, âïåðâûå èçó÷àåòñÿ âîëíîâîå äâèæåíèå â ñëîå ïðè äåé-ñòâèè íåðàâíîìåðíîé íàãðóçêè, ðàñïðåäåëåííîé ïî ëèíèè. �àññìîòðåíà íàãðóçêà,çàäàííàÿ íà îòðåçêå
y ∈ [−b, b]÷åòíîé �óíêöèåé:

f (x, y) = pδ (x) cosmy.Ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëîâ, ïîäûíòå-ãðàëüíàÿ �óíêöèÿ êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé è ìîæåò ñîäåðæàòü îñî-áåííîñòè, êîòîðûå íå ñìåùàþòñÿ ñ âåùåñòâåííîé îñè ïðè èñïîëüçîâàíèè ÏÏÏ.Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñïåöèàëüíîãî âûáîðà êîíòóðà. Â ðàáî-òå âïåðâûå äàåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âûáîðà êîíòóðà, è ïðè ýòîì äîêàçà-íî, ÷òî îêîí÷àòåëüíûé âèä ðåøåíèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü èíòåãðàëû, ïîíèìàåìûå âñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Ïîëó÷åíû ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõâûðàæåíèé äëÿ ïåðåìåùåíèé ïðè |x| > 0 , |y| > b . Âûâåäåíà ðàñ÷åòíàÿ �îðìóëàäëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè â ñëîå â ñåêòîðå x > 0 , y > b . ×èñëåííûé àíàëèçïîêàçàë ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ïàðàìåòðà m íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïîòîêà ýíåðãèèâ ñëîå, à òàêæå, ÷òî äëÿ �èêñèðîâàííîé äëèíû ëèíèè b ñ óìåíüøåíèåì òîëùèíû
H âåëè÷èíà ïîòîêà ýíåðãèè â ñëîå ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿîöåíêà ïåðåìåùåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x â êàíàëå

x > 0, |y| ≤ bïîêàçàëà, ÷òî êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé óáûâàþò ïî-ðàçíîìó, ïðè÷åì ïîëó÷åíîñîâïàäåíèå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïðè m > ℓ0 è m < ℓ0 (ℓ0 � êîðåíü äèñïåðñèîííî-ãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è), à ïîòîê ýíåðãèè â êàíàëàõ íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ. Â ñëó÷àå
m = nπ/b , n = 0, 1, 2... ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ âíóòðè êàíàëà

x > 0, |y| ≤ b, 0 < z < Hîïðåäåëÿåòñÿ íóëåâûì êîý��èöèåíòîì ðàçëîæåíèÿ íàãðóçêè â ðÿä Ôóðüå, àîñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ïðè n = 1, 2... äàþò âêëàä â ðåøåíèå ïîðÿäêà O (1/x) .Â ðàáîòå [7℄ ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ïåðåìåùåíèÿ â êàíàëå
Π1 = {x > 0, |y| ≤ b}ñ åãî àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëîé â ñëó÷àå m > ℓ0 è m < ℓ0 . Âû÷èñëÿÿ ïîãðåø-íîñòü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé y < b è x , ïîëó÷àåì, ÷òî îíà íå ïðåâûøàåò îä-íîãî ïðîöåíòà, íàïðèìåð óæå ïðè x = 80H , ò.å. âûÿâëåíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå�îðìóëû ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðèáëèæàþò ïåðåìåùåíèÿ. Ïîñòðîåíûãðà�èêè ïîòîêà ýíåðãèè îò ïåðâîé (m = π/b) ãàðìîíèêè è îò âòîðîé (m = 2π/b).Â [8℄ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà ïëàñòèíó, çàäàíà â ïðÿìî-óãîëüíèêå |x| < a , |y| < b ÷åòíîé �óíêöèåé ïî ó è ïîñòîÿííîé âäîëü îñè õ. Â ýòîìñëó÷àå

F (α, γ) = p
sinαa

α

(
sin (m− γ) b

m− γ
+

sin (m+ γ) b

m+ γ

)



46 Áîëãîâà À.È.- ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò íàãðóçêè. Â òðåõìåðíîì ñëîå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷å-ñêèå �îðìóëû ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîçâîëèâøèå âû÷èñëèòü ïî-òîê ýíåðãèè, ïåðåíîñèìûé îò èñòî÷íèêà âîçìóùåíèé íà áåñêîíå÷íîñòü â îáëàñòè
x > a , y > b ; â êàíàëàõ Ï è

Π2 = {|x| ≤ a, y > b, 0 ≤ z ≤}ïðè m > ℓ0 ÌÊÈ, â ñëó÷àå m < ℓ0 â êàíàëå Π , è îïðåäåëåíî, ÷òî â êàíàëå Πàñèìïòîòèêà ïåðåìåùåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâûì êîý��èöèåí-òîì ðàçëîæåíèÿ íàãðóçêè â ðÿä Ôóðüå, à îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû äàþò âêëàäâ ðåøåíèå ïîðÿäêà O (1/x) , à ïîòîê ýíåðãèè íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî,ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè îò ïðîèçâîëüíîé íàãðóçêè,ïðèëîæåííîé â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè. Ïîñòðîåíû ãðà�èêè ïîòîêà ýíåðãèè ïåð-âîé è âòîðîé ãàðìîíèê. Ïðèâåäåí ãðà�èê ïîòîêà ýíåðãèè äëÿ îáëàñòè, îáðàçîâàí-íîé ïåðåñå÷åíèåì äâóõ îêðóæíîñòåé: x2 + y2 = 3 , x2 + (y − 1)2 = 1 . Â ðàáîòàõ[1℄�[8℄ ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ, êîãäà ïëàñòèíà îïèñàíà ïðîñòåéøèì óðàâíåíèåìáåç ó÷åòà ñäâèãà è ìîìåíòà èíåðöèè. Ïîýòîìó â [9℄ èçó÷àþòñÿ òðè èçâåñòíûå ìîäå-ëè äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû: ñ ó÷åòîì ñäâèãà (ïëàñòèíà ÏÑ), ñ ó÷åòîììîìåíòà èíåðöèè (ïëàñòèíà ÏÈ) è ñ ó÷åòîì ýòèõ äâóõ �àêòîðîâ (ïëàñòèíà ÏÑÈ).×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ñëîÿ, óêðåï-ëåííîãî ïëàñòèíîé, òåì ñèëüíåå îòëè÷àþòñÿ îò äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ äëÿ îäíîãîèçîòðîïíîãî ñëîÿ, ÷åì áîëåå ïëîòíûì ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàë ïëàñòèíû ïî ñðàâíåíèþñ ìàòåðèàëîì ñëîÿ, è ÷åì áîëüøå òîëùèíà ïëàñòèíû. Ïðè èññëåäîâàíèè òðåõ ðàç-ëè÷íûõ ìîäåëåé ïëàñòèí âûÿâëåíî, ÷òî âñå ìîäåëè ïëàñòèí äàþò îäèíàêîâûé ðå-çóëüòàò äî Ω = Ω0 äëÿ ïåðâîé äèñïåðñèîííîé êðèâîé, ñâûøå Ω0 äèñïåðñèîííûåêðèâûå ðàñõîäÿòñÿ. �åøåíèå ïîñòðîåíî íà ïðèìåðå íàãðóçêè, ðàñïðåäåëåííîé ðàâ-íîìåðíî ïî ïðÿìîóãîëüíèêó |x| < a , |y| < b . Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé è�îðìóëû äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè â îáëàñòè x > a , y > b . Ñ óìåíüøåíèåì áåçðàç-ìåðíîé òîëùèíû ïëàñòèíû ξ ãðà�èêè ïîòîêîâ ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïëàñòèí ïîíàïðàâëåíèÿì ïðèáëèæàþòñÿ ê ïîòîêó ýíåðãèè äëÿ îäíîãî èçîòðîïíîãî ñëîÿ, îä-íàêî äàæå ïðè ξ = 0, 01 ñîâïàäåíèÿ ïîòîêîâ ïî âåëè÷èíå íå ïðîèñõîäèò. Ïîëó÷åíî,÷òî äàæå íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå Ω âûçûâàåò ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå â ðàñ-ïðîñòðàíåíèè ïîòîêîâ ýíåðãèè, ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì Ω äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ïëàñòèí âñå áîëåå îòêëîíÿþòñÿ äðóã îò äðóãà, ñîîòâåòñòâåííîîòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ℓ0. Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî íàëè÷èå ïëàñòè-íû íà ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîãî óïðóãîãî ñëîÿ âëèÿåò íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïîòîêàýíåðãèè â ñëîå. Ïðè÷åì âëèÿíèå ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåò-ðàõ çàäà÷è íà ïîòîê ýíåðãèè ðàçëè÷íî: ó÷åò òîëüêî ñäâèãà èëè èíåðöèè âðàùåíèÿïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì îòëè÷èÿì îò ïîòîêà äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ áåç ïëàñòèíû,ïðè÷åì íå òîëüêî ïî âåëè÷èíå, íî è ïî íàïðàâëåíèÿì. Â òî æå âðåìÿ ïîòîêè ýíåð-ãèè â ñëîå ñ ïëàñòèíîé ÏÑÈ îòëè÷àþòñÿ îò ïîòîêîâ ýíåðãèè â èçîòðîïíîì ñëîåïî âåëè÷èíå, íî ïî íàïðàâëåíèÿì âñåãäà ñîâïàäàþò. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå â êàíà-ëå Π , ïðè÷åì àñèìïòîòèêà ïåðåìåùåíèé U1 è U3 óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè êàê
1/
√
x , à àñèìïòîòèêà ïåðåìåùåíèÿ U2 óáûâàåò êàê 1/x . Ïîòîê ýíåðãèè â êàíàëå

Π íà áåñêîíå÷íîñòü íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ. �ðà�èêè ìíèìûõ ÷àñòåé ïåðåìåùåíèé
U1 è U3 ïîêàçàëè, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ñëîÿ ñ ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè ïëàñòèí



Âîëíû â òðåõìåðíîì óïðóãîì ñëîå 47â íåñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, ïðè÷åì íàèáîëåå áëèçêèìè ñëîþ, íåïîäêðåïëåííîìó ïëàñòèíîé, ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ñëîÿ ñ ïëàñòèíîé ÏÑÈ.Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè íà áåñêîíå÷íîñòè îò ïðîèçâîëüíîé íàãðóç-êè, ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè D . Áûëè ïîñòðîåíû ãðà�èêè ïîòîêîâ ýíåðãèè äëÿðàâíîìåðíîé íàãðóçêè f (x, y) = p = P/SD, P = 1 (SD � ïëîùàäü îáëàñòè D ), çà-äàííîé â ñëåäóþùèõ îáëàñòÿõ: êàðäèîèäà (ρ = 1+cosϕ ), ëåìíèñêàòà (ρ =
√

sin 2θ)è îêðóæíîñòè (ρ = cosϕ , ρ = 0, 5 , ρ = 1 ). Ïîòîêè ýíåðãèè äëÿ ñëîÿ ñ ïëàñòè-íàìè ÏÈ è ÏÑ ïðèìåðíî ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Íàèìåíüøèì ÿâëÿåòñÿ ïîòîê äëÿîäíîãî èçîòðîïíîãî ñëîÿ. Ñóììàðíûé ïîòîê ýíåðãèè äëÿ ñëîÿ è ïëàñòèíû ÏÑÈáëèçîê ê ïîòîêó ýíåðãèè äëÿ èçîòðîïíîãî ñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèå ðåçóëü-òàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñëîÿ è ñëîÿ ñ ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè ïëàñòèí, ïîêàçàëî,÷òî íàèáîëåå áëèçêîé ê îäíîìó ñëîþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü äëÿ ñëîÿ ñ ïëàñòèíîé ÏÑÈ,ïîñêîëüêó ïî âåëè÷èíå ïîòîêè ýíåðãèè îòëè÷àþòñÿ, íî ïî íàïðàâëåíèÿì âñåãäàñîâïàäàþò. Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå, ïðè ðàñ÷åòàõ, êàê ìíå êàæåòñÿ, íóæíî èñïîëüçî-âàòü ìîäåëü ñëîÿ ñ ïëàñòèíîé ÏÑÈ. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòüñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Àëåêñàíäðó Âëàäèìèðîâè÷ó Áåëîêîíþ çà ïîìîùüè âíèìàíèå ê ðàáîòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áåëîêîíü À.Â., Íàñåäêèí À.Â. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí îò äâè-æóùèõñÿ ïóëüñèðóþùèõ íàãðóçîê â óïðóãîì ñëîå / �îñòîâ í/Ä, ðóêîïèñü ïðåäñòàâ-ëåíà ��Ó. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 29 àïðåëÿ 1986. � 3359 � Â56. 31 ñ.[2℄ Áîëãîâà À.È. �àñïðîñòðàíåíèå âîëí è ïîòîêà ýíåðãèè â òðåõìåðíîì èçîòðîïíîìñëîå, óêðåïëåííîì ïëàñòèíîé: ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû: ñá. íàó÷. òð. /Þæ.-�îñ. ãîñ. òåõí. óí-ò. � [Ìàéêîï℄: ÎÎÎ �Êà÷åñòâî�, 2004. - Ñ. 3-9[3℄ Áåëîêîíü À.Â., Áîëãîâà À.È.Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â èçîòðîïíîì òðåõ-ìåðíîì ñëîå ñ òîíêîé íàêëàäêîé: Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.�Êàâê. ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. �2005. � N2. � Ñ.31-35[4℄ Áîëãîâà À.È. Áàëàíñ ýíåðãèè â èçîòðîïíîì òðåõìåðíîì ñëîå ñ òîíêîé íàêëàäêîé:×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû: Ñá. íàó÷. òð. / Þæ.-�îñ. ãîñ. òåõí. óí-ò. � Íîâî-÷åðêàññê: Þ��ÒÓ, 2005. - Ñ. 3-10[5℄ Áîëãîâà À.È. Èññëåäîâàíèå ïîòîêîâ ýíåðãèè â èçîòðîïíîì òðåõìåðíîì ñëîå ñ òîí-êîé íàêëàäêîé: Ìåòîäû è àëãîðèòìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè â òåõíèêå, ìåäèöèíåè ýêîíîìèêå: ìàòåðèàëû VI Ìåæäóíàð. íàó÷.-ïðàêò. êîí�., ã. Íîâî÷åðêàññê, 27 ÿíâ.2006ã.: â 3 ÷./Þæ.-�îñ. ãîñ. òåõí. óí-ò (ÍÏÈ). � Íîâî÷åðêàññê: Þ��ÒÓ, 2006. � ×.1. � 56 ñ.[6℄ Áåëîêîíü À.Â., Áåëîêîíü Î.À., Áîëãîâà À.È. Âëèÿíèå íåðàâíîìåðíîé íàãðóçêè íàõàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â èçîòðîïíîì òðåõìåðíîì ñëîå ñ òîíêîé íàêëàäêîé:Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.�Êàâê. ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. � 2006. � N4. � Ñ.3-8[7℄ Áåëîêîíü Î.À., Áîëãîâà À.È. Èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ è ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-ñòèê â ñëîå îò äåéñòâèÿ íåðàâíîìåðíîé íàãðóçêè: ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû:Ñá. íàó÷. òð. / Þæ.-�îñ. ãîñ. òåõí. óí-ò, � Íîâî÷åðêàññê: Þ��ÒÓ, 2007. - Ñ. 65-71
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ÂËÈßÍÈÅ Ê�ÅÌÍÅÇÅÌÈÑÒÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ ÈÇÒÅÕÍÎ�ÅÍÍÎ�Î ÑÛ�Üß ÍÀ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ß×ÅÈÑÒÎ�ÎÁÅÒÎÍÀÁóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â.,Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.,ã. �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíî âëèÿíèå çîë è ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä íà �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-ñòâà ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ. Äîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ äîáàâîê â òåõíî-ëîãèè ÿ÷åèñòîãî áåòîíà.ß÷åèñòûå áåòîíû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ ïîë-íîñáîðíîãî è ìîíîëèòíîãî âîçâåäåíèÿ ñòåí æèëûõ è îáùåñòâåííûõ çäàíèé. Ïðè èõèñïîëüçîâàíèè óïðîùàåòñÿ òåõíîëîãèÿ ñòðîèòåëüíîãî ïðîèçâîäñòâà, ñîêðàùàþò-ñÿ ìàòåðèàëüíûå çàòðàòû. Ïðèìåíåíèå ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷-êè çðåíèÿ íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Îäíîé èç çàäà÷ â ñîâåðøåíñòâîâàíèè òåõíî-ëîãèè ÿ÷åèñòîãî áåòîíà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå èçäåëèé äîñòàòî÷íîé ïðî÷íîñòè ïðèçàäàííîé ïëîòíîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè; ðàñøèðåíèå ñûðüåâîé áàçû äëÿ ïðîèç-âîäñòâà ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ. Ýòî ìîæíî äîñòè÷ü çà ñ÷åò øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿîòõîäîâ òîïëèâíîé è ýíåðãåòè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè (çîë, øëàêîâ, øàõòíûõ ïî-ðîä), æèäêèõ è òâåðäûõ îòõîäîâ õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè è äðóãèõ îòðàñëåéíàðîäíîãî õîçÿéñòâà.Ïðè èñïûòàíèè ðàçëè÷íûõ êðåìíåçåìèñòûõ êîìïîíåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî,÷òî íàèëó÷øèìè ïîêàçàòåëÿìè ñâîéñòâ îáëàäàþò ÿ÷åèñòûå áåòîíû íà çàïîëíè-òåëÿõ èç ãîðåëûõ ïîðîä è çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ. Íåñìîòðÿ íà èìåþùèåñÿ ðàç-ëè÷èÿ â ñîñòàâå è ñâîéñòâàõ çîë è ãîðåëûõ ïîðîä, â íèõ åñòü ìíîãî îáùåãî: îíèÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòîì îáæèãà óãëåâìåùàþùèõ ïîðîä è ñîäåðæàò ìèíåðàëüíóþ èîðãàíè÷åñêóþ ÷àñòü. Ìèíåðàëüíàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåíà â îñíîâíîì âèäîèçìåíåí-íûì â ïðîöåññå îáæèãà ãëèíèñòûì âåùåñòâîì, îðãàíè÷åñêàÿ ÷àñòü � êîêñîâûìè èïîëóêîêñîâûìè ìîäè�èêàöèÿìè óãëÿ.Çîëîøëàêîâûå îòõîäû è ãîðåëûå ïîðîäû ñïîñîáíû ïðîÿâëÿòü �èçèêî-õèìè-÷åñêóþ è ñêðûòóþ ãèäðàâëè÷åñêóþ àêòèâíîñòü. Àêòèâíîñòü ãîðåëûõ øàõòíûõïîðîä è çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì â íèõ íåñêîëüêèõ àêòèâíûõêîìïîíåíòîâ. Íàëè÷èå ýòèõ êîìïîíåíòîâ ñâÿçàíî ñ íàðóøåíèåì êðèñòàëëè÷åñêîéðåøåòêè ãëèíèñòûõ ìèíåðàëîâ ïðè îáæèãå ïîðîä è âîçíèêíîâåíèåì ó ïðîäóêòîâîáæèãà íåêîòîðîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ýòî íîâîå ñòîÿíèå âåùåñòâà è ñëó-æèò ïðè÷èíîé ñïîñîáíîñòè ãîðåëûõ ïîðîä ê ãèäðàòàöèè è ïîãëîùåíèþ èçâåñòè èçðàñòâîðà. �îðåëûå ïîðîäû è çîëîøëàêîâûå îòõîäû ïðîÿâëÿþò ðàçëè÷íóþ ñïîñîá-íîñòü â ñâÿçûâàíèè ãèäðîêñèäà êàëüöèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ öåìåíòîì. �îðåëûåïîðîäû � ýòî ïðîäóêò äëèòåëüíîãî îáæèãà óãëåâìåùàþùèõ ïîðîä, êîòîðûé ïðîèñ-õîäèò â îòâàëå ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê 1000◦Ñ. Çîëîøëàêîâûå îòõîäû � ýòî



50 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.ïðîäóêò ñæèãàíèÿ óãëÿ â òîïêàõ êîòëîâ ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå 1000◦Ñ, âïëîòüäî 1700◦Ñ.Çîëà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîäóêòû îáæèãà ãëèíèñòûõ ìèíåðàëîâ, êîòîðûå çà-íèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó êðèñòàëëè÷åñêîé è ñòåêëîâèäíîé �à-çàìè. Â çîëå ïðèñóòñòâóþò îñíîâíûå ãðóïïû âåùåñòâ: êðèñòàëëè÷åñêèå, ñòåêëî-âèäíûå, àìîð�íûå è îðãàíè÷åñêèå. Ýòî ãëèíèñòîå âåùåñòâî òèïà ìåòàêàîëèíèòà,àìîð�íûå êðåìíåçåì è ãëèíîçåì, ñïåêøååñÿ è ÷àñòè÷íî îñòåêëîâàííîå âåùåñòâîè ñòåêëî�àçà àëþìîñèëèêàòíîãî ñîñòàâà. Íàèáîëåå àêòèâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ çîë èøëàêîâ � îñòåêëîâàííîå âåùåñòâî è ñòåêëî�àçà. Àêòèâíîñòü çîë ñâÿçàíà ãëàâíûìîáðàçîì ñ íàëè÷èåì ñòåêëî�àçû.Â îòëè÷èå îò çîë ãîðåëûå ïîðîäû ñîäåðæàò â çíà÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå ãëèíè-ñòûå, æåëåçèñòûå è êðåìíåçåìèñòûå ãèäðàâëè÷åñêèå êîìïîíåíòû. �îðåëûå ïîðî-äû ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâà àêòèâíîãî ãëèíèòà, à çîëû � ñðåäíåàêòèâíîé ñèëèêàòíî-æåëåçèñòîé äîáàâêè. Ïîâåðõíîñòü ÷àñòèö ãîðåëîé ïîðîäû ìåíåå çàêðèñòàëëèçîâà-íà è îïëàâëåíà. Íà ëîêàëüíûõ ó÷àñòêàõ ïîâåðõíîñòè èìåþòñÿ àêòèâíûå öåíòðû,êîòîðûå âíîñÿò îïðåäåëåííûé âêëàä â ñâÿçûâàíèå ãèäðîêñèäà êàëüöèÿ. Òàêèå÷àñòèöû àêòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ ãèäðîêñèäîì êàëüöèÿ, âûäåëÿþùèìñÿ ïðèãèäðîëèçå öåìåíòà, ñ îáðàçîâàíèåì çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà öåìåíòèðóþùèõ âå-ùåñòâ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî îòìå÷åíî áîëåå èíòåíñèâíîå ó÷àñòèå ãîðåëîé ïî-ðîäû, ÷åì çîëû, â ïðîöåññå ãèäðàòàöèè [1℄.Çîëû è çîëîøëàêîâûå ñìåñè â çàâèñèìîñòè îò õèìè÷åñêîãî è ìèíåðàëîãè÷åñêî-ãî ñîñòàâà èñïîëüçóþòñÿ ëèáî â êà÷åñòâå âÿæóùåãî, çàìåíÿþùåãî ÷àñòè÷íî èëèïîëíîñòüþ öåìåíò, ëèáî â êà÷åñòâå êðåìíåçåìèñòîãî êîìïîçèòà âçàìåí êâàðöåâîãîïåñêà. Íåîãðàíè÷åííîñòü çàïàñîâ çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ è ðàñïðîñòðàíåííîñòü âîâñåõ ðåãèîíàõ îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêè ïîâñåìåñòíîãî ïðîèçâîä-ñòâà èçäåëèé èç ãàçîçîëî- è ïåíîçîëîáåòîíà.Ïðèìåíåíèå ãîðåëûõ ïîðîä â òåõíîëîãèè ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ ìåíåå ðàñïðîñòðà-íåíî. Îäíàêî çà ñ÷åò ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä ìîæíî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ñû-ðüåâóþ áàçó äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâà èçäåëèé èç ÿ÷åèñòîãî áåòîíà.Ýòè îòõîäû èìåþò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè. Â îòëè÷èå îò êâàðöåâîãî ïåñêà îíè áî-ëåå ðåàêöèîííîñïîñîáíû, â ñâîåì ñîñòàâå êðîìå êðåìíåçåìà ñîäåðæàò îêñèäû äðó-ãèõ ýëåìåíòîâ è âèäîèçìåíåííûå îñòàòêè íåñãîðåâøåãî òîïëèâà. �îðåëûå ïîðîäûìîæíî êëàññè�èöèðîâàòü êàê àêòèâíûå ïðèðîäíûå ñîðáåíòû, ïî àáñîëþòíîé âå-ëè÷èíå àäñîðáöèè ïðåâîñõîäÿùèå ïåñîê, êåðàìçèò, àãëîïîðèò. Âñëåäñòâèå ïîðèñòî-ñòè ÷àñòèö îíè èìåþò ìåíüøóþ íàñûïíóþ ìàññó, ÷åì ïåñîê. Íàëè÷èå ïîðèñòîñòè÷àñòèö ïîðîäû ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåííîé âëàãîåìêîñòè è çàìåäëåííîé âîäîîòäà÷åáåòîíà, åãî ïîíèæåííîé òðåùèíîñòîéêîñòè. Ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà ãîðåëûõ ïîðîäïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü èõ ïðè áåçàâòîêëàâíîì ñïîñîáå áîëåå ý��åêòèâíî, ÷åìïåñîê.Ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ çàïîëíèòåëåé èç çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ è ãîðåëûõøàõòíûõ ïîðîä â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ïðîÿâëÿåòñÿ â óñëîâèÿõ òåïëî-âëàæíîñòíîéîáðàáîòêè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëíîñòüþ èñïîëüçóþòñÿ ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíî-ñòè àêòèâíûõ îêñèäîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ìåòàñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè. Ïðî÷íîñòü òåð-ìîîáðàáîòàííûõ áåòîííûõ îáðàçöîâ ìîæåò â 1,5�1,7 ðàçà ïðåâûøàòü ïðî÷íîñòüîáðàçöîâ, íàáèðàþùèõ ïðî÷íîñòü â óñëîâèÿõ åñòåñòâåííîãî òâåðäåíèÿ.



Âëèÿíèå êðåìíåçåìèñòûõ ìàòåðèàëîâ èç òåõíîãåííîãî ñûðüÿ ... 51Îäíèì èç ïðåïÿòñòâèé ê êðóïíîìàñøòàáíîìó ïðèìåíåíèþ îòõîäîâ äîáû÷è èñæèãàíèÿ óãëåé â ïðîèçâîäñòâå ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ ïî ñîäåð-æàíèþ ÷àñòèö íåñãîðåâøåãî òîïëèâà, ñíèæàþùèõ, ïî ìíåíèþ íåêîòîðûõ èññëå-äîâàòåëåé, äîëãîâå÷íîñòü ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ è èçäåëèé. Ìåæäó òåì ðÿäîìðàáîò ïîêàçàíî, ÷òî óãëåðîäíàÿ ÷àñòü â çîëîøëàêîâûõ îòõîäàõ è ãîðåëûõ ïîðîäàõïðåäñòàâëåíà íå èñõîäíûì óãëåì, à êîêñîì åãî ìîäè�èêàöèÿìè, íå îêàçûâàþùè-ìè îòðèöàòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñâîéñòâà áåòîíîâ. Òàêèå êîêñîâûå è ïîëóêîê-ñîâûå ÷àñòèöû èìåþò âûñîêîðàçâèòóþ ìèêðîïîðèñòîñòü è íåîäíîðîäíûé ðåëüå�ïîâåðõíîñòè.Ïðè èñïûòàíèè ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ, ñîäåðæàùèõ çîëó èëè ãîðåëóþ ïîðîäó, íàìîðîçîñòîéêîñòü íàáëþäàåòñÿ ïîâûøåíèå ïðî÷íîñòè ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà öèê-ëîâ èñïûòàíèé äàæå â ñëó÷àå âûñîêîãî ñîäåðæàíèÿ ÷àñòèö íåñãîðåâøåãî òîïëèâà.Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íå òîëüêî òåì, ÷òî âîäà, çàïîëíÿþùàÿ ìèêðîïîðû ìàòåðèàëà íåïåðåõîäèò â ëåä, íî è ïðîäîëæàþùèìñÿ â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè ïîñëå ïðî-ïàðèâàíèÿ áåòîíà ïðîöåññîì âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîäóêòîâ ãèäðàòàöèè âÿæóùåãî ñàêòèâíûìè êîìïîíåíòàìè çîëû è ãîðåëîé ïîðîäû.Èññëåäîâàíèÿìè Ôåäûíèíà Í.È. [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî â ÿ÷åèñòîáåòîííîé ñìåñè âïðèñóòñòâèè ÷àñòèö íåñãîðåâøåãî òîïëèâà ïðîèñõîäèò óñêîðåíèå è óãëóáëåíèå ðå-àêöèè ìåæäó àëþìèíèåâîé ïóäðîé è ãèäðîêñèäîì êàëüöèÿ, èíòåíñè�èöèðóþòñÿäðóãèå �èçèêî-õèìè÷åñêèå ïðîöåññû: ñîêðàùàåòñÿ âðåìÿ âñïó÷èâàíèÿ, óâåëè÷è-âàåòñÿ êîíå÷íîå ïðèðàùåíèå îáúåìà ñìåñè, óñêîðÿåòñÿ íàðàñòàíèå ïëàñòè÷åñêîéïðî÷íîñòè. Âñå ýòè �àêòîðû ïîëîæèòåëüíî ñêàçûâàþòñÿ íà òåõíîëîãèè ÿ÷åèñòûõáåòîíîâ. Âûïîëíåííûìè àâòîðîì èññëåäîâàíèÿìè ïîäòâåðæäåíà âîçìîæíîñòü óâå-ëè÷åíèÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìîãî ñîäåðæàíèÿ ÷àñòèö íåñãîðåâøåãî òîïëèâà â êà-ìåííîóãîëüíûõ çîëàõ â çàâèñèìîñòè îò âèäà áåòîíà â 2�3 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñòðåáîâàíèÿìè íîðìàòèâíîé äîêóìåíòàöèè.Âûñîêàÿ ãèäðàâëè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü, çíà÷èòåëüíîå ñîäåðæàíèå êðåìíåçåìà èãëèíîçåìà è äðóãèå îïèñàííûå âûøå ïðåèìóùåñòâà ïîðîä ïåðåä òðàäèöèîííîèñïîëüçóåìûìè â òåõíîëîãèè ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ çàïîëíèòåëÿìè ïðåäîïðåäåëÿþòâîçìîæíîñòü ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èçó÷àåìûõ ãîðåëûõ ïîðîä â êà÷åñòâåãëèíèñòî-êðåìíåçåìèñòîãî êîìïîíåíòà ïðè ïðîèçâîäñòâå êàê áåçàâòîêëàâíûõ, òàêè àâòîêëàâíûõ ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ. Äèñïåðñíîñòü ãîðåëûõ ïîðîä ìîæíî ðåãóëè-ðîâàòü â çàâèñèìîñòè îò íàçíà÷åíèÿ ÿ÷åèñòîãî áåòîíà ïî ïëîòíîñòè, îò ñîñòàâàèñïîëüçóåìîãî ïåíîîáðàçîâàòåëÿ è ïðèìåíÿåìîé òåõíîëîãèè.Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ âûñêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé î ïðèãîäíîñòè ãîðåëûõøàõòíûõ ïîðîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåíîáåòîíà áûëè âûïîëíåíû ïðîáíûå ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå ðàáîòû. Ïðè ïîäáîðå ñîñòàâîâ áåòîíà ñòàâèëàñü çàäà÷à ïîëó÷èòüçàäàííóþ ïëîòíîñòü è ïðî÷íîñòü íà íåìîëîòûõ îòñåâàõ ïîðîä. Â êà÷åñòâåïåíîîáðàçîâàòåëÿ èñïîëüçîâàëñÿ ïåíîîáðàçîâàòåëü, âûïóñêàåìûé Íîâî÷åð-êàññêèì çàâîäîì ñèíòåòè÷åñêèõ ïðîäóêòîâ. Ìåëêîäèñïåðñíàÿ, è óñòîé÷èâàÿïåíà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ñòàáèëüíûå ñâîéñòâà áåòîíà, äîëæíà èìåòü ïëîòíîñòü65�70 êã/ì3.Èçãîòîâëåíèå ëàáîðàòîðíûõ îáðàçöîâ ïðîèçâîäèëîñü ïî ëèòüåâîé òåõíîëîãèè.Òâåðäåíèå áåòîííûõ îáðàçöîâ ïðîèñõîäèëî ïðè òåïëîâëàæíîñòíîé îáðàáîòêå è âåñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ. �åæèì ïðîïàðèâàíèÿ ïðè íîðìàëüíîì äàâëåíèè: ïîäú-



52 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.åì òåìïåðàòóðû äî 90�95◦Ñ � 3-4 ÷, âûäåðæêà ïðè òåìïåðàòóðå èçîòåðìè÷åñêîãîïðîãðåâà � 14�16 ÷, ñíèæåíèå òåìïåðàòóðû äî 40◦Ñ � 3�4 ÷. �àñïàëóáêó îáðàç-öîâ, íàáèðàþùèõ ïðî÷íîñòü â óñëîâèÿõ åñòåñòâåííîãî òâåðäåíèÿ, â çàâèñèìîñòè îòòåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû, ñðåäíåé ïëîòíîñòè áåòîíà è åãî ñîñòàâà ìîæíîïðîâîäèòü ÷åðåç 24�36 ÷. Òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû â ïîìåùåíèè, ãäå èç-ãîòàâëèâàåòñÿ ïåíîáåòîííàÿ ñìåñü è íàáèðàåò ïðî÷íîñòü ïåíîáåòîí, äîëæíà áûòüíå íèæå 20◦Ñ. �åçóëüòàòû èñïûòàíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2.Âèä áåòî-íà Ìàðêàáåòî-íà ïîñðåäíåéïëîòíî-ñòè �ÀÇÎÁÅÒÎÍ ÏÅÍÎÁÅÒÎÍ
Rñæ,ÌÏà W,% Óñàäêà,ìì/ì F,ìàðêà Rñæ,ÌÏà W,% Óñàäêà,ìì/ì F,ìàðêàÒåïëî-èçîëÿ-öèîííûé 400 0,87 45,3 1,85 � 1,25 43,7 1,47 �500 1,63 42,7 1,74 � 2,30 39,7 1,65 �Êîíñòðóê-öèîííî-òåïëîèçî-ëÿöèîííûé 700 2,75 40,3 1,36 15 3,64 35,2 1,28 15800 3,74 39,2 1,33 15 4,08 29,9 1,30 15900 5,38 37,0 1,28 15 6,67 27,3 1,13 15Êîíñòðóê-öèîííûé 1000 10,80 32,6 1,07 35 10,40 23,7 1,07 351100 13,55 28,6 1,04 35 14,70 20,9 0,92 35Òàáëèöà 1. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ÿ÷åèñòîãî áåòîíàÏðèìå÷àíèå: Rñæ � ïðî÷íîñòü áåòîíà íà ñæàòèå; W � âîäîïîãëîùåíèå áåòîíà;

F � ìîðîçîñòîéêîñòü áåòîíà.Â ñîñòàâàõ äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ òåïëîèçîëÿöèîííîãî ïåíîáåòîíà áûëè èñïîëü-çîâàíû ìîëîòûå ãîðåëûå ïîðîäû ïî âåëè÷èíå óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñðàâíèìûåñ öåìåíòîì, äëÿ êîíñòðóêöèîííî-òåïëîèçîëÿöèîííîãî îòñåâû äðîáëåíèÿ �ðàêöèèìåíåå 0,25 ìì, êîíñòðóêöèîííîãî � ìåíåå 1,0 ìì. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó êðåìíå-çåìèñòûì êîìïîíåíòîì è âÿæóùèì âçÿòî 1:1. Èíòåðâàë èçìåíåíèÿ âîäîòâåðäîãîîòíîøåíèÿ (Â/Ò) ñîñòàâëÿë 0,28�0,62, ðàñõîä öåìåíòà � 300�500 êã/ì3, ïåíîîáðà-çîâàòåëÿ � 0,4�0,6 êã/ì3.Òåïëîèçîëÿöèîííûé ïåíîáåòîí èìååò ïðî÷íîñòü íà ñæàòèå 1,15-1,45 ÌÏà,òåïëîèçîëÿöèîííî-êîíñòðóêöèîííûé � 2,76-3,54 ÌÏà, êîíñòðóêöèîííûé � 9,00�14,75 ÌÏà, ìàðêà áåòîíà ïî ìîðîçîñòîéêîñòè � íå ìåíåå F15. Òåïëîïðîâîäíîñòüÿ÷åèñòîãî áåòîíà â çàâèñèìîñòè îò åãî ïëîòíîñòè (D 500, D 600, D 700, D 1100)èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ: 0,143�0,278 Âò/(ì·◦Ñ).�åçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ èñïûòàíèé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñîñòàâîâ ïåíîáå-òîíà íà ãîðåëûõ ïîðîäàõ ïîçâîëÿþò âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè ïî-ëó÷åíèÿ áîëåå äîëãîâå÷íûõ è ýêîíîìè÷íûõ ÿ÷åèñòûõ áåòîíîâ, ÷åì àíàëîãè÷íûåáåòîíû íà êðåìíåçåìèñòûõ çàïîëíèòåëÿõ èç òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìîãî ñûðüÿ.



Âëèÿíèå êðåìíåçåìèñòûõ ìàòåðèàëîâ èç òåõíîãåííîãî ñûðüÿ ... 53Âèä áåòî-íà Ìàðêàáåòîíà ïîñðåäíåéïëîòíî-ñòè �ÀÇÎÁÅÒÎÍ ÏÅÍÎÁÅÒÎÍ
λ µ wco ïðèîòíîñèò.âëàæí-òèâîçäóõà λ µ wco ïðèîòíîñèò.âëàæí-òèâîçäóõà75 97 75 97Òåïëî-èçîëÿ-öèîííûé 400 0,087 0,197 9,9 16,6 0,089 0,191 9,3 16,0500 0,093 0,172 10,3 17,0 0,097 0,176 10,7 16,8Êîíñòðóê-öèîííî-òåïëîèçî-ëÿöèîííûé 700 0,146 0,140 11,0 17,2 0,144 0,142 11,0 17,4800 0,173 0,117 12,4 20,8 0,178 0,115 12,6 20,3900 0,198 0,109 12,9 21,3 0,198 0,103 13,0 21,0Êîíñòðóê-öèîííûé 1000 0,227 0,094 13,7 21,5 0,225 0,097 13,9 21,41100 0,254 0,098 14,6 21,8 0,254 0,090 14,2 21,6Òàáëèöà 2. Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ñâîéñòâà ÿ÷åèñòîãî áåòîíàÏðèìå÷àíèå: λ � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè áåòîíà â ñóõîì ñîñòîÿíèè,Âò/(ì◦Ñ); µ � ïàðîïðîíèöàåìîñòü áåòîíà, ìã/(ì ÷ Ïà); Wñî � ñîðáöèîííàÿ âëàæ-íîñòü áåòîíà, %Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áóäíèöêèé Â.Ì., Áóðàâ÷óê Í.È., Áðàæíèêîâ Â.Ô., Ìåëåíòüåâ Ñ.À, Êóðî÷êà Ï.Í.Ìèíåðàëüíûå äîáàâêè èç ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä è çîë äëÿ âÿæóùèõ è áåòîíîâ //Èçâ. âóçîâ, Ñåâ.-Êàâ. ðåãèîí. Òåõí. íàóêè. 1998. � 4.[2℄ Ôåäûíèí Í.È. �îëü ÷àñòèö íåñãîðåâøíãî òîïëèâà â �îðìèðîâàíèè ñâîéñòâ ÿ÷åè-ñòîãî çîëîáåòîíà (óñêîðåííûå ìåòîäû àíàëèçà) // Ñòðîèòåëüíûå ìàòåðèàëû. 1996.� 9. 9.Burav
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ÏÅ�ÅÕÎÄÍÛÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕÁÀËÊÈ, ËÅÆÀÙÅÉ ÍÀ ÓÏ�Ó�ÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈ ÈÏÎÄÂÅ�ÆÅÍÍÎÉ ÄÅÉÑÒÂÈÞ ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ�ÀÑÏ�ÅÄÅË�ÍÍÎÉ ÌÀÑÑÛ.Âîðîíöîâ �.Â., Êàáåëüêîâ À.Í.Þæíî-�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò(Íîâî÷åðêàññêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò)�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé ïîäâèæ-íîé ìàññû ñ óïðóãîé áàëêîé, ëåæàùåé íà âèíêëåðîâîì îñíîâàíèè ñ êîý��èöèåíòîì ¾ïî-ñòåëè¿ k è ñæèìàåìîé ïðîäîëüíîé ñèëîé N . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññû ïåðåìåùàþòñÿ ñïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V ïî îòíîøåíèþ ê áàëêå, íàãðóæåííîé ðàñïðåäåë¼ííûìè ñèëàìè
Q (x, t) è ìîìåíòàìè ν (z, t). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîä-íûå ìàòðèöû.Èíòåíñèâíîñòü ñèë èíåðöèè áàëêè è ïîäâèæíîé íàãðóçêè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-âåòñòâåííî ðàâåíñòâàìè

qµ = −µÿ (z, t) (1)
qm = −m

[
ÿ (z, t) + 2ẏ′ (z, t)V + y′′ (z, t)V 2

] (2)ãäå: y (z, t) - ïðîãèáû áàëêè, µ ,m - óäåëüíûå ìàññû ñîîòâåòñòâåííî áàëêè è äâèæó-ùåéñÿ íàãðóçêè; ÿ (z, t) - ïåðåíîñíîå óñêîðåíèå, 2ẏ′ (z, t)V - êîðèîëèñîâî óñêîðåíèåè y′′ (z, t)V 2 - îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå ýëåìåíòà ìàññû. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå èçãèáíûõ êîëåáàíèé áàëêè ñ ó÷¼òîì (1) è (2) èìååò âèä
yIV + βy′′ + αẏ′ + γÿ + cy = f (3)ãäå: y - áåçðàçìåðíûé ïðîãèá; β , α , γ , c - áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû; f - áåçðàç-ìåðíàÿ ðàñïðåäåë¼ííàÿ íàãðóçêà. Åñëè ïðèíÿòü

f (ζ, τ) = f (ζ) sin τ,
y (ζ, τ) = y (ζ) sin τ

(4)è ïðåíåáðå÷ü êîðèîëèñîâûì óñêîðåíèåì, òî èç óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷àåì
yIV + βy′′ − γy + cy = f. (5)Â (4) ζ è τ áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòà è âðåìÿ. Ñâîäèì óðàâíåíèå (5) ê ñèñòåìå÷åòûð¼õ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx

dζ
= Ax + F, (6)



Ïåðåõîäíûå ìàòðèöû â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ áàëêè ... 55ãäå: A =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

γ − c 0 −β 0


 ; x =




y
y′

y′′

y′′′


 . Ââîäÿ ïåðåõîäíóþ ìàòðèöó Π (ζ, ξ)îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dζ
= Ax,â èòîãå ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6)

x (ζ) = Π (ζ, ζ0)x (ζ0) +

ζ∫

ζ0

Π (ζ, ξ)F (ξ) dξ. (7)Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A ïîñòîÿííû, ìàòðèöû Π çàâèñèò îò ðàçíîñòè
ζ − ξ . Ïðè ýòîì

Π (ζ − ξ) = eA(ζ−ξ) = E + A (ζ − ξ) +
1

2
A

2 (ζ − ξ)2 + ... .Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ òðóáû, ñîäåðæàùåé òåêó-ùóþ æèäêîñòü.Voron
ov G.V., Kabelkov A.N.Dynami
 intera
tion of in regular intervals distributedmobile weight with the elasti
 beam laying on vinkler's basis with fa
tor is "beds"k and
ompressed longitudinal for
e N . It is supposed, that weights move with 
onstant speed V inrelation to the beam loaded by distributed for
es Q (x, t) and the moments ν (z, t). For thede
ision of a problem 
orresponding transitive matrixes are 
onstru
ted.



ÎÁ ÓÒÎ×ÍÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÈÇ�ÈÁÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÏ�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÉ ÁÀËÊÈÄóäàðåâ Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏîñòðîåíû óòî÷íåííûå óðàâíåíèÿ èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ïðè íåîäíîðîä-íîì ïðåäâàðèòåëüíîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, îñóùåñòâëåíî ñâåäåíèå ê èíòåãðàëüíîìóóðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòè èõ àíàëèç, à òàêæå âûâîä ñâÿçóþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Îäíèì èç òèïîâ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îá îïðå-äåëåíèè ñòðóêòóðû ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ, îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ êîòîðûõ â ïîñëåäíèå ãîäû ïîñòîÿííî ðàñøèðÿ-åòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à êîíòðîëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿñîîðóæåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì è èìååò ïðèëî-æåíèÿ â ñîâåðøåíñòâîâàíèè ìåòîäèê íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, äèàãíîñòèêå èîïðåäåëåíèè óðîâíÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â àâàðèéíûõ êîíñòðóêöèÿõ.Èññëåäîâàíèå èçìåíåíèé àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíñòðóêöèé ïðèíàëè÷èè îäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîçâîëÿåò îöå-íèâàòü åãî óðîâåíü. �àññìîòðèì óïðóãîå òåëî, â êîòîðîì èìååòñÿ íåîäíîðîäíîåïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ êîìïîíåíòàìè òåí-çîðà íàïðÿæåíèé σ0
ij . Ïóñòü êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé íà÷àñòè Sσ, à ÷àñòü Su çàêðåïëåíà. Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïîñëåîòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä [1℄, [2℄:

Tij,j + ρω2ui = 0 (1)
Tij = σij + ui,mσ

0
mj , σij = Cijkluk,l (2)

ui|Su
= 0, Tijnj |Sσ

= pi (3)Èçìåíåíèå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê òî÷åê òåëà V ìîæåò áûòü ïî-ëîæåíî â îñíîâó ïðîöåäóðû èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ïóñòüíà ÷àñòè ãðàíèöû Sσ èçìåðÿþòñÿ êîìïîíåíòû ïîëÿ ñìåùåíèé fi â çàâèñèìîñòè îò÷àñòîòû êîëåáàíèé. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿ-æåííîãî ñîñòîÿíèÿ σ0
ij . Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåëèíåéíûõîáðàòíûõ çàäà÷ [3℄.2. Ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ïðåäâàðèòåëü-íî íàïðÿæåííîãî ñòåðæíÿ.Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå îäíîãî èç âàæíûõ ïðèìåðîâ ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû çà-äà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé ω ïðÿìîëèíåéíîãîóïðóãîãî èçîòðîïíîãî ñòåðæíÿ äëèíû l ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âî âðåìåíèñèëû Peiωt ñ ïðåäâàðèòåëüíûì îäíîîñíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì.



Îá óòî÷íåííîé ìîäåëè èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé áàëêè 57�àññìîòðèì çàäà÷ó (1)�(3) ïîëàãàÿ, ÷òî èç êîìïîíåíò òåíçîðà ïðåäâàðèòåëü-íûõ íàïðÿæåíèé îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü êîìïîíåíòà σ0
11 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

u3 = w(x1) � êîìïîíåíòó âåêòîðà ñìåùåíèé âäîëü îñè x3, ÷åðåç u1 = −x3w
′(x1) �êîìïîíåíòó âåêòîðà ñìåùåíèé âäîëü îñè x1. Òîãäà T11 = σ11 + u1,1σ

0
11, T13 = σ13,

T31 = σ31 + u3,1σ
0
11, T33 = σ33, ãäå σ11 = Eε11 = −Ex3w

′′.Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîñòóïèì ñëåäóþùèìîáðàçîì: óìíîæèì îáùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà íàãðó-æåííîé ÷àñòè (3) íà âàðèàöèè δui. Ñëåäóÿ âàðèàöèîííûì ñïîñîáàì è êëàññè÷å-ñêîé òåîðèè ñòåðæíåé, ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîîáëàñòè V è Sσ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ [4℄ èóòî÷íåííûå ãðàíè÷íûå ó
ëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèþ ñîñðåäîòî÷åííîé ïî-ïåðå÷íîé ñèëû íà êîíöå êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ:
(J(E + σ0

11)w
′′)′′ − (Fσ0

11w
′)′ − ρFω2w = 0

w(0) = 0, w′(0) = 0,

(J(E + σ0
11)w

′′)(l) = 0, ((J(E + σ0
11)w

′′)′ − Fσ0
11w

′)(l) = P.3. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è �óíêöèè: τ =
max σ0

11

E0
,

κ2
1 = F0l2

J0
τ , κ4

2 = ρ0F0l4ω2

J0E0
, P0 = P l2

J0E0
, J = J0f1(ξ), E = E0f2(ξ), F = F0f3(ξ),

ρ = ρ0f4(ξ), g1(ξ) = f1(ξ)f2(ξ), g2(ξ) = f4(ξ)f3(ξ), ϕ(ξ) =
σ0
11

max σ0
11
, ãäå ξ = x

l
∈ [0; 1].Îáðàùàÿ èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, ïîñòðîèì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è:

w(ξ) =

ξ∫

0

(ξ − ζ)
y(ζ)

g1(ζ)(1 + τϕ(ζ)/f2(ζ))
dζ,ãäå

y(ζ) = −
1∫

0

K(ζ, s)y(s)ds+ f(ζ), f(ζ) = P0(ζ − 1),

K(ζ, s) =
1

g1(s)(1 + τϕ(s)/f2(s))

1∫

max(ζ,s)

(κ2
1f3(η)ϕ(η) + κ4

2(ζ − η)(η − s)g2(η))dη�àñ÷åò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñòåðæíÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íàîñíîâå äèñêðåòèçàöèè ïîñòðîåííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è îáðàùåíèÿ êî-íå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ õàðàêòåðèñòèê ñòåðæíÿ
J, E, σ0

11, ρ, F ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ â âè-äå:
J(E + σ0

11)w
IV − Fσ0

11w
′′ − ρFω2w = 0Îñóùåñòâëÿÿ ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé ξ = x

l
, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþçàäà÷ó:

(1 + τ)wIV − κ2
1w

′′ − κ4
2w = 0
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w(0) = 0, w′(0) = 0, w′′(1) = 0, (1 + τ)w′′′(1) − κ2

1w
′(1) = P0Óðàâíåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èìååò âèä:

(β2 − θ2)βθ sh β sin θ + 2β2θ2 + (β4 + θ4) ch β cos θ = 0, (4)ãäå β =

√√
κ4

1 + 4(1 + τ)κ4
2 + κ2

1

2(1 + τ)
, θ =

√√
κ4

1 + 4(1 + τ)κ4
2 − κ2

1

2(1 + τ)Íèæå ïðèâåäåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè âåëè÷èí εj(τ) =
ωj(τ)−ωj(0)

ωj(0)
, ãäå ωj(τ) �ïåðâûå òðè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòû îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèÿ (4).

�èñ. 1. �ðà�èê çàâèñèìîñòè εj(τ)Îòìåòèì, ÷òî àíàëèç âëèÿíèÿ âåëè÷èíû îäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿ-æåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî ýòî âëèÿíèå çàìåòíî äëÿ τ ≥ 10−4 . Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðóðåêîíñòðóêöèè ñëåäóåò ïðîâîäèòü äëÿ ÷àñòîò, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïåðâóþ ðåçîíàíñ-íóþ ÷àñòîòó.4. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çàäàííûå è èñêî-ìûå �óíêöèè, â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåëèíåé-íûìè, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè. Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðå-øåíèÿ çàäà÷è (1)�(3), îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ïðåäâàðèòåëüíûì íàïðÿæåííûìñîñòîÿíèÿì. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è ñíàáäèì ñîîòâåòñòâåííî èíäåêñàìè1 è 2: u(1)
i , σ(01)

ij , σ(1)
ij è u(2)

i , σ(02)
ij , σ(2)

ij . Èñïîëüçóÿ îáû÷íóþ òåõíèêó äëÿ óðàâíåíèÿ(1), èìååì [2℄:
∫

Sσ

pi(u
(2)
i − u

(1)
i )ds−

∫

V

(σ
(01)
mj u

(1)
i,mu

(2)
i,j − σ

(02)
mj u

(2)
i,mu

(1)
i,j )dV (5)Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ (5) ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ èñ�îðìóëèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-ìà 1-ãî ðîäà ñ ñóììèðóåìûì ÿäðîì, äëÿ ýòîãî ïîëîæèì:

σ
(01)
mj = t

(n−1)
mj , σ

(02)
mj = t

(n−1)
mj + t

(n)
mj , u

(1)
i = u

(n−1)
i , u

(2)
i = u

(n−1)
i + u

(n)
i



Îá óòî÷íåííîé ìîäåëè èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé áàëêè 59Ñîõðàíÿÿ â (5) ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì
∫

Sσ

pi(fi − u
(n−1)
i )ds+

∫

V

(t
(n)
mju

(n−1)
i,m u

(n−1)
i,j )dV (6)Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê êîìïîíåíò òåí-çîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé t(n)

mj ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó âûáðàííîìóíà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ, êîòîðîå òàêæå ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîñòåéøèì îáðàçîì,íàïðèìåð îäíîðîäíûì. Â ñëó÷àå ïðåäâàðèòåëüíîãî îäíîîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñî-ñòîÿíèÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ áóäåò ëèøü îäíà êîìïîíåíòà σ0
11, òîãäà óðàâíåíèå (6)ïðèìåò âèä:

l∫

0

(t
(n)
11 (J(w(n−1)

′′

)2 + F (w(n−1)
′

)2)dx− P (f − w(n−1)(l)) = 0, ω ∈ [ω1;ω2] (7)Óðàâíåíèå (7) ïîðîæäàåò îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà ñâïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì, ïðè îáðàùåíèè êîòîðîãî íåîáõîäèìî èñïîëü-çîâàòü ðåãóëÿðèçèðóþùóþ ïðîöåäóðó. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âîïðîñ î âûáîðå îò-ðåçêà èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì. Êàê ïðàâèëî, ýòîòîòðåçîê íåîáõîäèìî âûáèðàòü â íåðåçîíàíñíîì äèàïàçîíå [3℄.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Âàòóëüÿíó À.Î. çàïîñòàíîâêó çàäà÷ó è èäåè ïî åå ðåøåíèþ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �óçü À.Í. Óïðóãèå âîëíû â ñæèìàåìûõ ìàòåðèàëàõ ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìèè íåðàçðóøàþùèé óëüòðàçâóêîâîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äâóõñëîéíûõ îñòàòî÷íûõ íà-ïðÿæåíèé. // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1994. Ò. 30. � 1 Ñ. 3�17.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î. Ïðîáëåìû èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë. //Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. 2007. Âûï. 54. � 4. Ñ. 93�103.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[4℄ Äóäàðåâ Â.Â. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ñòåðæíÿ. //Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà è ãåî�èçèêà. Òðóäû VIØêîëû ñåìèíàðà. 2008. Ñ. 90�92.Dudarev V.V. On about improved model of bending vibrations of prestressed beam. Theequations of bending vibrations of rod are 
onstru
ted at the heterogeneous prestressed state,redu
tion to Fredholm's integrated equation of se
ond kind is realized. Examples of 
al
ulationof resonant frequen
ies and its analysis are given, and also the binding equation for inverseproblem is given.



�ËÈÑÑÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÒÎÍÊÎ�Î Ï�ÎÔÈËß ÏÎ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÑËÎß ÂÅÑÎÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÅ�ðåìîâ È. È., Êîëåñíèêîâà Þ. Í.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÈññëåäóþòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òîíêîãî ïðî�èëÿ, ãëèññèðóþùåãîïî ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû. Ïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿäàâëåíèÿ ïî ïðî�èëþ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿð-íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìà ìåòîäàäèñêðåòíûõ âèõðåé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòîâ ïîäúåìíîé ñèëû èìîìåíòà.ÂâåäåíèåÄëÿ ïîâûøåíèÿ õîäîâûõ êà÷åñòâ êàòåðîâ � ãëèññåðîâ âàæíîå çíà÷åíèå èìååòçàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîäúåìíîé ñèëû äíèùà ãëèññåðà. Íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü ãëèñ-ñåðà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ è ãëóáèíû êàíàëà.Èññëåäîâàíèþ çàäà÷è î äâèæåíèè òîíêîãî ïðî�èëÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîéæèäêîñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1℄-[4℄. Çàäà÷à ãëèññèðîâàíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñëîÿíåâåñîìîé æèäêîñòè ðåøåíà ìåòîäàìè ÒÔÊÏ Ë.È. Ñåäîâûì [5℄. Äâèæåíèå ïðî�è-ëÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ òÿæåëîé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû èññëåäîâàíî À.Í. Òè-õîíîâûì [6℄. Çàäà÷à î äâèæåíèè ïðî�èëÿ áûëà èì ðåøåíà ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé.1 Ôèçè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàöèîíàðíîãî ãëèññèðîâàíèÿ òîíêîãî òâåðäîãî ïðî-�èëÿ áåñêîíå÷íîãî ðàçìàõà ïî ïîâåðõíîñòè êàíàëà ïîñòîÿííîé êîíå÷íîé ãëóáè-íû h. Ïðî�èëü äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
V∞, âûçûâàÿ îáðàçîâàíèå âîëí íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè îò íåâîçìóùåííîãî óðîâíÿ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì �óíêöèè η(x).Ñèñòåìà êîîðäèíàò XOY ñâÿçàíà ñ äâèæóùèìñÿ ïðî�èëåì. Íàïðàâëåíèå îñè OXñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïðî�èëÿ. Îñü OY îðèåíòèðîâàíà ïåðïåíäè-êóëÿðíî îñè OX, âåðòèêàëüíî ââåðõ. Íà÷àëî êîîðäèíàò áåðåòñÿ â öåíòðå ïðîåêöèèïðî�èëÿ íà îñü OX. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðî�èëÿ çàäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíê-öèåé f(x). Ïðîåêöèåé ïðî�èëÿ íà îñü OX ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [−a; +a].Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ: æèäêîñòü èäåàëüíàÿ, íåñæèìàåìàÿ, âåñî-ìàÿ, îäíîðîäíàÿ ñ ïëîòíîñòüþ ρ, íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè; òå÷åíèåæèäêîñòè áåçâèõðåâîå, óñòàíîâèâøååñÿ (îòíîñèòåëüíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû êîîð-äèíàò), îáëàäàåò ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòè; òîíêèé ïðî�èëü âûçûâàåò íà ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè æèäêîñòè âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû; âîëíû îáðàçóþòñÿ òîëüêî çà ïðî-�èëåì, äàëåêî âïåðåäè ïðî�èëÿ æèäêîñòü ïîêîèòñÿ.Îïèñàííîé ïîñòàíîâêå ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

∆ϕ = 0, (1)
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∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
y=0

= V∞f
′(x), |x| ≤ a, (2)

∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
y=−h

= 0, ∀x, (3)
V∞

∂ϕ

∂x
+ εϕ+ gη = 0, (4)

∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
y=0

= V∞
∂η

∂x
, |x| > a, (5)ãäå ε > 0 êîý��èöèåíò äèññèïàòèâíûõ ñèë, â îêîí÷àòåëüíîì ðåøåíèè ε→ 0.Óðàâíåíèå Ëàïëàñà (1) âûïîëíÿåòñÿ âñþäó â ïîëîñå −h < y < 0. Íà ïðî�èëå èäíå âûïîëíÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ (2) è (3). Íà ñâîáîäíîé âåðõíåéãðàíèöå (óñëîâèÿ ñíîñÿòñÿ íà åå íåâîçìóùåííûé óðîâåíü y = 0) òðåáóåòñÿ âû-ïîëíåíèå äèíàìè÷åñêîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè (4) è êèíåìàòè÷åñêîãîóñëîâèÿ (5).Êðîìå òîãî, âîçìóùåííîå òå÷åíèå äàëåêî âïåðåäè ïðî�èëÿ (ïðè x → +∞)äîëæíî îòñóòñòâîâàòü, ïîçàäè (ïðè x → −∞) äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî.Óñëîâèÿ (4) è (5) ìîæíî çàìåíèòü îáúåäèíåííûì óñëîâèåì

V 2
∞
∂2ϕ

∂x2
+ εV∞

∂ϕ

∂x
+ g

∂ϕ

∂y
= 0, y = 0. (6)Îáîçíà÷àÿ ïîòåíöèàë ñêîðîñòè âûøå è íèæå óðîâíÿ y = 0 ñîîòâåòñòâåííî ϕ+(x)(ïðè y → +0) è ϕ−(x) (ïðè y → −0), îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàë âèõðåâîãî ñëîÿ ñèíòåíñèâíîñòüþ γ(x)

γ(x) =

[
∂ϕ

∂x

]∣∣∣∣
y=0

=

(
∂ϕ+

∂x
− ∂ϕ−

∂x

)∣∣∣∣
y=0

, |x| ≤ a. (7)Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (5) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (1) � (3), (6), (7).�åøåíèå çàäà÷è î ïîòåíöèàëå ñêîðîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïåðåïàäà äàâ-ëåíèÿ âäîëü ïðî�èëÿ
p− − p+ = ρV∞γ(x).Èíòåãðèðóÿ ïåðåïàä äàâëåíèÿ ïî ïðî�èëþ, îïðåäåëÿåòñÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà ïðî-�èëÿ.2 �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷èÏðåäïîëàãàÿ, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ôóðüå âûïîëíåíû, ïðåîá-ðàçîâàíèå Ôóðüå ïðèìåíÿåòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å (1) � (3), (6), (7)

Φ(α, y) = F [ϕ](α, y) =

+∞∫

−∞

ϕ(x, y)eiαxdx.Îáùèé âèä ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä:
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Φ(α, y) = Ach(αy) +Bsh(αy), (8)Ïîäñòàâëÿÿ (8) â ñèñòåìó êðàåâûõ óñëîâèé â îáðàçàõ Ôóðüå è ðåøàÿ åå îòíî-ñèòåëüíî A, B, îïðåäåëÿåòñÿ îáðàç Ôóðüå âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè

V (α) = F

[
∂ϕ(x, 0)

∂y

]
(α) =

+∞∫

−∞

∂ϕ(x, 0)

∂y
eiαxdx = Γ(α) ·K(α) (9)ãäå K(α) = 1

i
αth(αh)

α−νth(αh)
.ßäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ K(α) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ÿäðîì òèïà Êîøè, òàê êàê

K(α) −→
|α|→∞

1
i
sgn(α).3 Âûâîä è ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿÏðèìåíÿÿ ê (9) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ñîãëàñíî òåîðåìå î ñâåðòêå èñ ó÷åòîì �èíèòíîñòè γ(x) íà êîìïàêòå [−a; +a] ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

+a∫

−a

γ(s)k(x− s)ds = vy(x) = V∞f
′(x), |x| ≤ a, (10)ãäå k(x) = F−1[K(α)](x).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ ÿäðà k(x) èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà çàìûêàíèÿêîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ è òåîðèÿ âû÷åòîâ. Îáðàç Ôóðüå K(α) èìååò äâà ñèììåò-ðè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïîëþñà −α0 è α0 (òîëüêî ïðè νh > 1), êîòîðûå âûõîäÿòíà äåéñòâèòåëüíóþ îñü ïðè ε → 0 ñ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, è áåñêîíå÷íîå ÷èñëîñèììåòðè÷íûõ ÷èñòî ìíèìûõ ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà −αk è αk, k = 1, 2, ... (ïðè

νh ≤ 1 ïîÿâëÿþòñÿ äâà äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìíèìûõ ïîëþñà âáëèçèíà÷àëà êîîðäèíàò).Òîãäà ïðè νh > 1

k(x) = − (1 + sign x)
1

2

α0sh (2α0h)

ch2 (α0h) − νh
cos (α0x) + sign x

1

2

∞∑

n=1

αn sin (2αnh) e
−αn|x|

cos2 (αnh) − νh
,ïðè νh ≤ 1

k(x) = sign x
1

2

∞∑

n=0

αn sin (2αnh) e
−αn|x|

cos2 (αnh) − νh
.4 ×èñëåííûå ìåòîäûÄëÿ äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10) ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìà ìåòîäàäèñêðåòíûõ âèõðåé [7℄. Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòî a = 1. Èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿêâàäðàòóðíîé �îðìóëîé:

2

N

N∑

j=1

γ(sj)k(xi − sj) = vy(xi), i = 1, N, (11)
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(
i− 1

4

)
2
N
, i = 1, N, sj = −1 +

(
j − 3

4

)
2
N
, j = 1, N.Èç ñèñòåìû (11) îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ γj.5 �àñ÷åò ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêÈñïîëüçóÿ íàéäåííûå èç ñèñòåìû (11) çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè âèõðåé

γ(sj), j = 1, N , ìîæíî âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò íîðìàëüíîé (ïîäúåìíîé) ñèëû
cy è êîý��èöèåíò ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ïðî�èëÿ cm.

cy =

+1∫

−1

γ(s)ds; cm =

+1∫

−1

sγ(s)ds.Îïèñàííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Fortran. Íà ðèñ.1-2ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîý��èöèåíòîâ cy(Fr) è cm(Fr), Fr = 1√
2ν
, ïðè

vy = 1, N = 50.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà cy îò ÷èñåë Ôðóäà

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà cm îò ÷èñåë Ôðóäà



64 Å�ðåìîâ È.È., Êîëåñíèêîâà Þ.Í.Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêîå ÷èñëî Ôðó-äà (νh = 1) íàáëþäàåòñÿ ñêà÷îê ïåðâîãî ðîäà, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîãîóâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì h.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êåëäûø Ì.Â., Ëàâðåíòüåâ Ì.À. Î äâèæåíèè êðûëà íàä ïîâåðõíîñòüþ òÿæåëîéæèäêîñòè // Òðóäû êîí�åðåíöèè ïî òåîðèè âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ì.: ÖÀ�È,1937. Ñ. 31�62.[2℄ Ïàí÷åíêîâ À.Í. �èäðîäèíàìèêà ïîäâîäíîãî êðûëà. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1965.552 ñ.[3℄ Öåëèùåâ Â.À. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè òÿæåëîé æèäêîñòè íàñòàöèîíàðíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òîíêîãî ïðî�èëÿ // �èäðîäèíà-ìèêà áîëüøèõ ñêîðîñòåé. ×åáîêñàðû: ×óâ. óí-ò, 1990. Ñ. 143�147.[4℄ Å�ðåìîâ È.È., Èâàíèñîâà Î.Â. �èäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàëîïîãðóæåí-íîãî ïîäâîäíîãî êðûëà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.�îñòîâ-íà-Äîíó: ��Ó, 2005. Ñ. 138�144.[5℄ Ñåäîâ Ë.È. Ïëîñêèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè è àýðîäèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1966. 448 ñ.[6℄ Òèõîíîâ À.Í. Ïëîñêàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè êðûëà ïîä ïîâåðõíîñòüþ òÿæåëîé æèä-êîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû // Àêàäåìèÿ íàóê ÑÑÑ�. Èçâåñòèÿ îòäåëåíèÿ òåõíè÷åñêèõíàóê. 1940. � 4. Ñ. 57�78.[7℄ Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì. Òîíêàÿ íåñóùàÿ ïîâåðõíîñòü â äîçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà. Ì.:Íàóêà, 1965. 242 ñ.Efremov I.I., Kolesnikova J.N. Gliding the thin stru
ture on the surfa
e of the layer ofthe powerful liquid . Hydrodynami
al 
hara
teristi
s of a thin stru
ture, gliding on a surfa
e ofa liquid of �nal depth are resear
hed. The re
eived boundary value problem of distribution ofpressure in a stru
ture by means of Fourier transformation is redu
ed to de
ision the singularintegral equation. To whi
h digitization the s
heme of a method of dis
rete whirlwinds isapplied. Results of 
al
ulation of fa
tors of elevating for
e and the moment are resulted.



Ê ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÞ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈß ÒÅË,ÌÎÄÅËÈ�ÓÅÌÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÌÈ �ÎËÈÊÀÌÈ ÑÏÅ�ÅÑÅÊÀÞÙÈÌÈÑß ÎÑßÌÈÆóðàâëåâ �.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêèèì. Âîðîâè÷à È.È.Ïðåäëîæåí àíàëèòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé èç-ìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ îáëàñòè êîíòàêòà è íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ ðîëèêîâ ñïåðåñåêàþùèìèñÿ îñÿìè.Òðóäíîñòü ïîëó÷åíèÿ ÷èñòî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íà-ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ ðîëèêîâ ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îñÿìè, ãðîìîçäêîñòü èíåäîñòàòî÷íîñòü (èç-çà íåîáõîäèìîñòè êîíòðîëÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ äðóãèìèìåòîäàìè) èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðèâåëè àâòîðà ê ïîèñêó ðåøåíèÿäàííîé çàäà÷è àíàëèòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìåòîäîì.

�èñ. 1. Êîíòàêò óïðóãèõ ðîëèêîâ ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîä óãëîì γ îñÿìè: ìîäåëüêîíòàêòà (a) è ñõåìà ýïþðû êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïðè ∆L = 0 (b).Çäåñü ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðàçðàáîòêè àíàëèòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìåòîäàïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ ðîëèêîâ (êðóãîâûõöèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû) ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîä ìàëûì óãëîì γ îñÿìè (ðèñ. 1).Ïðèíÿòî, ÷òî ìàòåðèàëû ðîëèêîâ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà E èêîý��èöèåíòà Ïóàññîíà µ, à èõ êîíòàêò ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêèì, áåç òðåíèÿ è ñíà÷àëüíûì êàñàíèåì â òî÷êå O. Çàäàíî: ðàäèóñû êîíòàêòèðóþùèõ ðîëèêîâ R1 è
R2, óãîë ïåðåêîñà èõ îñåé γ, äëèíû ðîëèêîâ L1 è L2, ñèëà èõ ñæàòèÿ F , çíà÷åíèÿ
E è µ, ïîêàçàòåëü óðîâíÿ íåñîâìåùåííîñòè òîðöîâ (â çîíå òî÷êè O) ∆L.



66 Æóðàâëåâ �.À.Îïðåäåëåíèå îáëàñòè êîíòàêòà. Íàøèìè èññëåäîâàíèÿìè óñòàíîâëåíî, ÷òî�îðìà îáëàñòè êîíòàêòà ω (ðèñ. 1a) â çîíå òî÷êè O ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷è-íû ∆L, à îñíîâíûå ïàðàìåòðû êîíòóðà îáëàñòè ω ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòÿì,ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ äîñòîâåðíîñòè âûÿâëÿåìûì èç ýêñïåðèìåíòà.

�èñ. 2. Êîíòóð ïëîùàäêè (îãðàíè÷åííîé ñåãìåíòîì ïàðàáîëû è óñå÷åííûì ýëëèï-ñîì) êðàåâîãî êîíòàêòà (â �îðìå ëåïåñòêà) óïðóãèõ ñòàëüíûõ ðîëèêîâ ñ ñîâìå-ùåííûìè òîðöàìè.Òàê, íàïðèìåð, ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïëîùàäêà êîíòàêòà ñòàëü-íûõ ðîëèêîâ (âûïîëíåííûõ ñ îáû÷íûì òåõíîëîãè÷åñêèì ïðèòóïëåíèåì îñòðûõêðîìîê) ñ ñîâìåùåííûìè òîðöàìè (∆L=0) ïðèîáðåòàåò �îðìó ëåïåñòêà (ðèñ. 2).Îáëàñòü êîíòàêòà ω èìååò ñëîæíûé êîíòóð (ñîñòîÿùèé èõ äâóõ îáëàñòåé ωE è ωP -ðèñ. 2), ëèíèÿ êîòîðîãî ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðÿìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè x = constè íåñêîëüêèìè êðèâûìè 2-ãî ïîðÿäêà. Ïðè ∆L = 0 îáëàñòü êîíòàêòà è åå ÷àñòèîãðàíè÷åíû ïðÿìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè x=0; x = A è x = L (åñëè yc(x=L) > 0,ãäå yc(x=L) - îðäèíàòà òî÷êè êîíòóðà ïðè x = L), à òàêæå ýëëèïòè÷åñêèìè (äëÿîáëàñòè ωE ) è ïàðàáîëè÷åñêèìè (äëÿ îáëàñòè ωP ) êðèâûìè 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî:
(x− A)2

a2
+
y2

b2
= 1; 0 ≤ x ≤ A;

x−A

L− A
+
y2

c2
= 1; A ≤ x ≤ L; yc(x=L) = 0, (1)ãäå: a è b - ðàçìåðû ïîëóîñåé ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè ïëîùàäêè êîíòàêòà; c - ïàðà-ìåòð ïàðàáîëû; b = c = ycmax; L - ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè êîíòàêòà; A - ðàññòîÿíèåîò íàèáîëåå øèðîêîãî ñå÷åíèÿ B′D′ (ðèñ. 2) äî òî÷êè O íà÷àëüíîãî êàñàíèÿ ðî-ëèêîâ.Ýêñïåðèìåíòàëüíî âûÿâëåíû çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ

L,A, a è b îò γ, ρ è F ïðè µ = 0, 3 è E = 2, 08.105 ÌÏà. Íàïðèìåð, ðàçìåð L (ïðè
yc(x=L) = 0) âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì óãëà γ è ñ óâåëè÷åíèåì ñèëû ñæàòèÿ F ,íî ñíèæàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû ρ. Äàëåå áóäåò ïî-êàçàíî, ÷òî ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ L,A è a îáëàñòü êîíòàêòà îïðåäåëåíà, à



Ê îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåë 67ïîëóøèðèíà ycmax = b åå íàèáîëüøåãî ñå÷åíèÿ B′D′ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ìàêñè-ìàëüíûå êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ σzmax:
b =

√
8ηΣρ

π
(L−A + 2 − 2A2

a2
); σzmax =

1

2

b

ηΣρ
; ηΣ = η1 + η2; η1,2 =

1 − µ2

E
(2)ãäå: ρ - ïðèâåäåííûé ðàäèóñ êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ òåë.�ëàâíûé âåêòîð F ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè σ(x, y) çàïèøåì ïðè yc(x=L) = 0 ââèäå

F =

∫

ω

σ(x, y)dydx = F1+F2;F1 =

∫

ωE

σE(x, y)dydx = 2

∫ A

0

∫ b

√
1− (x−A)2

a2

0

σE(x, y)dydx;

F2 =

∫

ωP

σP (x, y)dydx = 2

∫ L

0

∫ b
√

1− x−A
L−A

0

σP (x, y)dydx.Î çàêîíå òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ.Äëÿ êîíòàêòèðóþùèõ òåë, ìîäåëèðóåìûõ óïðóãèìè êðóãîâûìè öèëèíäðàìè áåçêðàåâîãî êîíòàêòà øèðîêî îáîñíîâàí (òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî) ýëëèï-òè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ â òðàíñâåðñàëüíûõ ñå÷åíèÿõïëîùàäêè êîíòàêòà. Îöåíêà çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïðè êðà-åâîì êîíòàêòå ïðîèçâåäåíà íàìè àïïðîêñèìàöèåé ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè ðå-çóëüòàòîâ (àïðîáèðîâàííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî) ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ Ì. Õàðòíåòàçàäà÷è î êîíòàêòå óïðóãèõ ðîëèêîâ ñ ðàçëè÷íûìè óãëàìè ïåðåêîñà γ = 0...2.10−3ðàä. Àïïðîêñèìàöèÿ ïîêàçàëà ñòîëü æå õîðîøåå, êàê è ïðè γ = 0, ñîîòâåòñòâèåðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ (â òðàíñâåðñàëüíîì íàïðàâëåíèè) ýëëèïòè-÷åñêîìó çàêîíó ïðè γ = 10−3...2.10−3 ðàä.Îïðåäåëåíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ. Ñîáëþäå-íèå ýëëèïòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ σ(x, y):
σ(x, y) = σ(x, 0)

√
1 − y2

y2
c

; σ(x, 0) =

√
q

πρηΣ
; yc = 2

√
qρηΣ

π
;âî âñåõ òðàíñâåðñàëüíûõ ñå÷åíèÿõ ïëîùàäêè êîíòàêòà ðîëèêîâ ñ ïåðåñåêàþùèìè-ñÿ îñÿìè ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè (ïîêàçàííîé çäåñü íà ïðèìåðå ïëîùàäêè êîí-òàêòà ñ �îðìîé ëåïåñòêà) èíòåãðàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí F1 è F2:

F1 =

∫ A

0

qE(x)dx; F2 =

∫ L

A

qP (x)dx; qmax =
πb2

4ρηΣ

F1 =
π

4ρηΣ

∫ A

0

y2
c (x)dx =

πAb2

4ρηΣ

(
1 − A2

3a2

)
;

F2 =
π

4ρηΣ

∫ L

A

y2
c (x)dx =

πb2

8ρηΣ
(L−A); σo =

√
qmax

πρηΣ
=

1

2

b

ρηΣ
,ãäå: q è qmax - óäåëüíàÿ íàãðóçêà â ñå÷åíèÿõ yc è ycmax, ñîîòâåòñòâåííî.



68 Æóðàâëåâ �.À.Îáå �èãóðû ðàñïðåäåëåíèÿ çàêîíà êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ èìåþò îáùóþ âåðøè-íó ñ àïïëèêàòîé σo = −σzmax = −σz(A, 0). Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ðàñïðåäåëå-íèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïðè yc(x=L) = 0 ïðèíèìàåì ÷àñòè÷íî ïî çàêîíó àïïëèêàòóñå÷åííîãî ïîëóýëëèïñîèäà (÷àñòü �èãóðû íà ðèñ. 1b ñ îñíîâàíèåì DD′B′B) è óñå-÷åííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ïîëóïàðàáîëîèäà (÷àñòü �èãóðû íà ðèñ. 1b ñ îñíîâàíèåì
D′O”B′):

σE = σo

√
1 − (x−A)2

a2
− y2

b2
, 0 ≤ x ≤ A;

σP = σo

√
1 − x− A

L−A
− y2

b2
, A ≤ x ≤ L; (3)ãäå:σo - ìàêñèìàëüíîå êîíòàêòíîå äàâëåíèå ïî ïëîùàäêå êîíòàêòà ω.Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé. Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ îïðå-äåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâåîò äåéñòâèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû (Áóññèíåñê) è îò äåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë(×åððóòè), çàïèøåì ïîòåíöèàëû V è V1 äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ çàãðóæåíèÿ îáëàñòåéêîíòàêòà (ðèñ. 2) ωE è ωP ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0:

V = V (x, y, z) = VE(x, y, z) + VP (x, y, z); V1 = V1(x, y, z) = V1E(x, y, z) + V1P (x, y, z);

VE(x, y, z) =

∫

ωE

σE(ξ, η)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2

dηdξ =

= 2

∫ A

0

∫ b

√
1− (ξ−A)2

a2

0

σE(ξ, η)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2

dηdξ;

V1E(x, y, z) = 2

∫ A

0

∫ b

√
1− (ξ−A)2

a2

0

σE(ξ, η) ln[
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2 + z]dηdξ;

VP (x, y, z) =

∫

ωP

σP (ξ, η)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2

dηdξ =

= 2

∫ L

A

∫ b
√

1− ξ−A
L−A

0

σP (ξ, η)√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2

dηdξ;

V1P (x, y, z) = 2

∫ L

A

∫ b
√

1− ξ−A
L−A

0

σP (ξ, η) ln[
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2 + z]dηdξ;ãäå: η, ξ - êîîðäèíàòû öåíòðà òåêóùåé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè ïðèëîæåíèÿ ýëå-ìåíòàðíûõ ñèë dη, dξ, äåéñòâóþùèõ â îáëàñòè ω(x, y). Íàïðÿæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå (x, y, z) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:
σz(x, y, z) = − z

2π

∂2V

∂z2
+

1

2π

∂V

∂z
; τxz = − z

2π

∂2V

∂x∂z
; τyz = − z

2π

∂2V

∂y∂z
;

σx(x, y, z) = − z

2π

∂2V

∂x2
+
µ

π

∂V

∂z
− 1 − 2µ

2π

∂2V1

∂x2
;
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σy(x, y, z) = − z

2π

∂2V

∂y2
+
µ

π

∂V

∂z
− 1 − 2µ

2π

∂2V1

∂y2
;

τxy = −1

π

∂2V

∂x∂y
− 1 − 2µ

2π

∂2V1

∂x∂y
. (4)Âçàèìîñâÿçè �àêòîðîâ êîíòàêòà. Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèì àíà-ëèçîì (ïî ïðåäëîæåííîìó ìåòîäó) îïèñàí ìåõàíèçì ïðîÿâëåíèÿ âûÿâëåííûõ àâ-òîðîì ý��åêòîâ êðèâèçíû êîíòàêòà (ý��åêòîâ áîëüøåãî, îòíîñèòåëüíî êëàññè-÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è �åðöà è òðàäèöèîííûõ ïðåäñòàâëå-íèé òåîðèè è ïðàêòèêè êîíòàêòíûõ ðàñ÷åòîâ, âëèÿíèÿ êðèâèçíû òåë ñ áëèçêèìê íà÷àëüíî-ëèíåéíîìó êàñàíèåì íà íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü èõ êîíòàêòà). Â ÷àñò-íîì ñëó÷àå γ = 0 ïàðàìåòðû F è qmax èíâàðèàíòíû ïàðàìåòðó ρ, ÷òî, ñîãëàñíîòðàäèöèîííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ñ÷èòàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ òåë ñ áëèçêèì êíà÷àëüíî-ëèíåéíîìó êàñàíèåì (γ ≥ 0). Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè γ 6= 0 èíâàðè-àíòíûì (îòíîñèòåëüíî ρ) îñòàåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòð F , òîãäà êàê ïàðàìåòð qmaxçàâèñèò îò ρ. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïóñêàåìàÿ ñèëà ñæàòèÿ Fp ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåéïàðàìåòðà ρ.Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îñíîâàí íà àíàëèòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíîìîïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ îáëàñòè êîíòàêòà è çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíî-ãî äàâëåíèÿ óïðóãèõ ðîëèêîâ ïðè èõ êðàåâîì êîíòàêòå. Ïî ìåðå íàêîïëåíèÿèí�îðìàöèè î çàêîíîìåðíîñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ îáëàñòè êîíòàêòà ýòîòïðèáëèæåííûé ìåòîä áóäåò ñòàíîâèòüñÿ âñå áîëåå òî÷íûì. Èñïîëüçîâàíèå ðå-øåíèÿ Áóññèíåñêà-×åðóòòè â êîíòàêòíûõ ðàñ÷åòàõ òåë ñ êðàåâûì êîíòàêòîì(ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèõñÿ îò ïîëóïðîñòðàíñòâà) îïðàâäàíî òåì, ÷òî ìàê-ñèìàëüíûå ý��åêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà (è, òåì áîëåå,â åãî ãëóáèíå) óäàëåíû îò ñâîáîäíîé ãðàíè è îíà íå ìîæåò îêàçàòü íà íèõçàìåòíîå âëèÿíèå. Ìåòîä ý��åêòèâåí äëÿ îöåíêè êîíòàêòà ðîëèêîâ ñ ðàçëè÷íîéïðîäîëüíîé �îðìîé êàê ïðè ñîáñòâåííî ýêñïåðèìåíòàëüíîì îïðåäåëåíèè îáëàñòèêîíòàêòà, òàê è ïðè óæå èçâåñòíûõ çàêîíîìåðíîñòÿõ èçìåíåíèÿ åå îñíîâíûõïàðàìåòðîâ. Îí ÿâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé èíñòðóìåíò äëÿ øèðîêîéðàñ÷åòíîé ïðàêòèêè â ìàøèíîñòðîåíèè, à òàêæå äëÿ âûïîëíåíèÿ ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé è îáðàáîòêè èõ ðåçóëüòàòîâ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõïàðàìåòðîâ ñëîæíûõ êîíòàêòíûõ óçëîâ (íàïðèìåð, óãëà γ â ðîëèêîïîäøèïíèêåèëè â ýâîëüâåíòíîé çóá÷àòîé ïåðåäà÷å), êîòîðûå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÷àùå âñåãîîñòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè.Zhuravlev G.A. On Determination of the Stress Condition of Bodies Modeled by Elasti
Rollers with Crossing Axes . The analyst-experimental method of the determination of theregularities for 
hanges of 
onta
t parameters of the stress 
ondition of bodies modeled byrollers 
rossing axes is proposed.



ÊÎÍÂÅÊÖÈß ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÂÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÎÌ ÂÈÁ�ÀÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎËÅÇåíüêîâñêàÿ Ñ. Ì., Íîâîñÿäëûé Â.À.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäóåòñÿ âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ ïîñòóïàòåëüíûõ âèáðàöèé íà âîçíèêíîâå-íèå òåðìîêàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé.Âíåøíèå ãðàíèöû ïðåäïîëàãàþòñÿ òâåðäûìè, íà íèõ çàäàíû óñëîâèÿ òåïëîîáìåíà îáùå-ãî âèäà.Æèäêîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëàáî íåèçîòåðìè÷åñêèìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòüîáîáùåííîå ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêöèè. Ïðèìåíåíìåòîä îñðåäíåíèÿ. Â îñðåäíåííûõ óðàâíåíèÿõ ïðîèçâåäåí ïåðåõîä ê ïðèáëèæåíèþ Áóññè-íåñêà è íàéäåíî êâàçèðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå çàìêíóòîñòèâûïîëíÿåòñÿ â öåëîì - è äëÿ ïëàâíîé, è äëÿ ïóëüñàöèîííîé ñêîðîñòåé. Ïîäðîáíî èññëå-äîâàíà åãî óñòîé÷èâîñòü â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ æèäêîñòåé. Ïîêàçàíî àñèìïòîòè÷åñêè, ÷òîâåðòèêàëüíàÿ âèáðàöèÿ ñîçäàåò ý��åêòèâíîå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå è ñãëàæèâàåò ïî-âåðõíîñòü ðàçäåëà. �îðèçîíòàëüíûå êîëåáàíèÿ îêàçûâàþò äåñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå.Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíû òàêæå è íåîäíîðîäíûå æèäêîñòè â ñëó÷àå íåäå�îðìèðóåìîéâ ñðåäíåì ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.Ââåäåíèå. Çàäà÷à î âëèÿíèè âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà âîçíèêíîâåíèåêîíâåêöèè â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå áûëà ðàññìîòðåíà â [1℄�[4℄, ãäå âûâåäåíû îñðåä-íåííûå óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-äåëè áûëè âçÿòû îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà, ââåäåííûå Ä.Â.Ëþáèìîâûì [5, 6℄. Æèäêîñòè ïðåäïîëàãàëèñü ñëàáî íåèçîòåðìè÷åñêèìè, â îñðåä-íåííûõ óðàâíåíèÿõ ïðîèçâåäåí ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÎÁ. Â [1, 2℄ íàé-äåíî êâàçèðàâíîâåñíîå ðåøåíèå îñðåäíåííîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî ïðè íåâåðòè-êàëüíûõ âèáðàöèÿõ óñëîâèå çàìêíóòîñòè âûïîëíÿåòñÿ â ñðåäíåì, à êàñàòåëüíûåñêîðîñòè íà ðàâíîâåñíîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñîâïàäàþò. Èññëåäîâàíî âëèÿíèåíàïðàâëåíèÿ è àìïëèòóäû ñêîðîñòè âèáðàöèè íà âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèè. Ïî-êàçàíî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå êîëåáàíèÿ íå âëèÿþò íà íà÷àëî êîíâåêöèè, à ïðèâñåõ îñòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ æèäêîñòåé âèáðàöèÿ îêàçûâà-åò ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå. Òàêîé æå ý��åêò èìååò ìåñòî è äëÿ îäíîñëîéíîéñèñòåìû ñî ñâîáîäíîé äå�îðìèðóåìîé ãðàíèöåé [7℄. Â ðàáîòàõ [3, 4℄ áûëè ïðîäîë-æåíû èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [1, 2℄, è íàéäåíî êâàçèðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è,óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèå çàìêíóòîñòè âûïîëíÿåòñÿ â öåëîì � è äëÿ ïëàâíîé, èäëÿ ïóëüñàöèîííîé ñêîðîñòåé. Â [3℄ èññëåäîâàí ñëó÷àé âëèÿíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîéâèáðàöèè íà äâóõñëîéíóþ ñèñòåìó èçîòåðìè÷åñêèõ æèäêîñòåé, â [4℄ � íà ñèñòå-ìó ñëàáî íåèçîòåðìè÷åñêèõ æèäêîñòåé. Ñëó÷àé âëèÿíèÿ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèéêîíå÷íîé ÷àñòîòû èññëåäîâàí â [8℄.Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà êâàçèðàâíîâåñíîå ðåøåíèåîñðåäíåííîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàìêíóòîñòè â öåëîì, òî ïðè âñåõ íà-ïðàâëåíèÿõ, îòëè÷íûõ îò âåðòèêàëüíîãî, êàðòèíà ìåíÿåòñÿ êà÷åñòâåííî ñî ñëó-÷àåì, êîãäà êâàçèðàâíîâåñíîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàìêíóòîñòè ëèøü



Êîíâåêöèÿ äâóõñëîéíîé æèäêîñòè â âûñîêî÷àñòîòíîì âèáðàöèîííîì ïîëå 71â ñðåäíåì. �îðèçîíòàëüíûå êîëåáàíèÿ îêàçûâàþò äåñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå.Èçó÷åí ñëó÷àé íåäå�îðìèðóåìîé â ñðåäíåì ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñëîåâ âÿçêèõíåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé òîëùèíàìè H1 è H2. Íà âíåøíèõ òâåðäûõ ãðàíèöàõçàäàíû óñëîâèÿ òåïëîîáìåíà îáùåãî âèäà, òàê ÷òî â êàæäîé æèäêîñòè ñóùåñòâóåòïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû. Ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà x3 = ξ(x1, x2, t) ïðåäïî-ëàãàåòñÿ äå�îðìèðóåìîé, è íà íåé äåéñòâóþò ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñêîý��èöèåíòîì σ̂ = σ0 − σT T̂
k; k = 1 ñîîòâåòñòâóåò íèæíåìó ñëîþ, k = 2 �âåðõíåìó. Íà÷àëî îòñ÷åòà òåìïåðàòóðû âûáðàíî íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.Æèäêîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëàáî íåèçîòåðìè÷åñêèìè, òàê ÷òî ïåðåìåííûå ïëîò-íîñòè ëèíåéíî çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû ρ̂k = ρ̂0k(1 − βkT̂

k). Íà÷àëî êîîðäèíàò âû-áðàíî íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, ïðè÷åì âåðòèêàëüíàÿ îñü x3 íàïðàâëåíàâäîëü ñèëû òÿæåñòè, ~γ = (0, 0, 1) � åå îðò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà êàê öåëîåñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ âäîëü âåêòîðà ~s = (cosϕ, 0, sinϕ) ïî çàêîíó x3 = b̂/ω̂f(ω̂t),ãäå f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Çäåñü ω̂ � ÷àñòîòà êîëå-áàíèé, b̂ � àìïëèòóäà ñêîðîñòè. Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè çàïèøåì âîáîáùåííîì ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà (ÎÎÁ)
ρk

(
∂~vk

∂t
+ (~vk · ∇)~vk

)
= −∇pk + µk△~vk +

+ρk(Q0~γ − bωf ′′(ωt)~s), div ~vk = 0, (1)
∂T k

∂t
+ (~vk · ∇)T k = Ck△T k, (2)

x3 = ξ(x1, x2, t) : ~v1 = ~v2, ~vk · ~ℓ =
∂ξ

∂t
, ~ℓ = (−ξx1 ,−ξx2, 1), (3)

−(p1 − p2)ni + (τ 1
ij − τ 2

ij)nj = −2Kσni − (∇Γσ)i, ~n =
~ℓ

|~ℓ|
, (4)

σ = C −MT k, τk
ij = µk(

∂vk
i

∂xj
+
∂vk

j

∂xi
), ∇Γ(σ)i =

∂σ

∂xi
− ∂σ

∂xk
nkni, (5)

2K = ∇2
∇2ξ√

1 − |∇2ξ|2
, ∇2 =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
, (6)

T 1 = T 2, κ1
∂T 1

∂~n
= κ2

∂T 2

∂~n
, (7)

x3 = h1,−h2 : ~vk = 0, B1k
∂T k

∂x3
+B0kT

k = bk (8)Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ââåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ìàñøòàáîâ: äëè-íû � L, âðåìåíè � T , ïëîòíîñòè � ρ, ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû � A, êîý��èöèåíòîâòåïëîïðîâîäíîñòè � κ. ~vk = (vk
1 , v

k
2 , v

k
3) � îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè, pk � äàâëåíèÿ,

T k � òåìïåðàòóðû, µk = µ̂kT /ρL2, Ck = χkT /L2, εk = βkAL, κk � êîý��èöè-åíòû äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè, òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ èòåïëîïðîâîäíîñòè ñîîòâåòñòâåííî, Q0 = g0T 2/L, C = σ0T 2/ρL3 � êîý��èöèåíòïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, M = σTAT 2/ρL2 � ÷èñëî Ìàðàíãîíè.



72 Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Íîâîñÿäëûé Â.À.Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå çàìêíóòîñòè:
ξ∫

−h2

v2
1dx3 +

h1∫

ξ

v1
1dx3 = 0 (9)Îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ. Êâàçèðàâíîâåñíîå ðåøåíèå. Ñïåêòðàëüíàÿ çà-äà÷à. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòîòà ω âåëèêà, à àìïëèòóäà ñêîðîñòèâèáðàöèè b êîíå÷íà. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îñðåäíåíèÿ ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â [1℄�[4℄, [7℄,ïîëó÷àåì îñðåäíåííóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ çäåñü íå ïðèâîäèì ââèäó åå ãðîìîçäêîñòè.Ó ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò êâàçèðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ñ âåðòèêàëüíûì ãðàäèåíòîìòåìïåðàòóðû

~v0k = 0, ξ0 = 0, T 0k = Akx3, ~W 0k = (cosϕ
ck − εkAkx3

1 − εkAkx3
, 0, 0),

Φ0k = (1 − ck) cosϕx1 + (x3 − εkAkx
2
3/2) sinϕ, κ1A1 = κ2A2,

q0k = −ρ0kεkAkx
2
3/2Q0 +Re2/2ρ0k cos2 ϕc2k, ρ01(c1 − 1) = ρ02(c2 − 1), (10)

c1 = 1 − ρ02ε1ε2A1A2(h1 + h2)

ρ01ε1A1 ln(1 + ε2A2h2) − ρ02ε2A2 ln(1 − ε1A1h1)êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàìêíóòîñòè (9)Îòìåòèì, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì êîíâåêöèè â ÎÎÁ.�åøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèÿì â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà, ïðèâåäåíî â [3, 4℄.Ëèíåàðèçóåì îñðåäíåííóþ çàäà÷ó, ïîëàãàÿ ~̄vk = ~v0k + ~uk, ξ̄ = ξ0 + η̄, T̄ k =
T 0k + θ̄k, ~W k = ~W 0k + ~wk, Φk = Φ0k + Φ̄k, q̄k = q0k + P k. Ñ÷èòàÿ âîçìóùåíèÿïëîñêèìè, ââåäåì �óíêöèè òîêà, ïîëàãàÿ uk

1 =
∂ψ̄k

∂x3
, uk

3 = −∂ψ̄
k

∂x1
, wk

1 =
∂ζ̄k

∂x3
,

wk
3 = −∂ζ̄

k

∂x1
, èñêëþ÷èì äàâëåíèÿ P k è �óíêöèè Φ̄k è ïðåäñòàâèì âîçìóùåíèÿ âíîðìàëüíîé �îðìå (ψ̄k(x1, x3, t), ζ̄k(x1, x3, t), θ̄k(x1, x3, t), η̄(x1, t)) = eλt+iαx1 (ψk(x3),

ζk(x3), iαθk(x3), iαη). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å
λLψk = νkL

2ψk − εk

[
α2θkQ0 − Re2Ak

(
α2 sinϕζk −

−iα cosϕ
ck − 1

1 − εkAkx3
Dζk

)]
− ε2

kα
2Re2 cos2 ϕ

Ak(ck − 1)2

(1 − εkAkx3)3
θk, (11)

Lζk = εk

[
− α2 sinϕθk + iα cosϕ

ck − 1

1 − εkAkx3

Dθk +

+Ak(x3Lζ
k +Dζk)

]
+ ε2

kiα cosϕ
ck − 1

(1 − εkAkx3)2
Akθ

k, (12)
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λθk − Akψ

k = CkLθ
k, L = (D2 − α2), D = ∂/∂x3, (13)

x3 = 0 : ψ1 = ψ2, Dψ1 = Dψ2, ψk = −λη, (14)
ρ01Dζ

1 − ρ02Dζ
2 = −α2 sinϕ(ρ01 − ρ02)η + iαρ01(c1 −

−1) cosϕ(ε1θ
1 − ε2θ

2), ζ1 − ζ2 = −iα cosϕ(c1 − c2)η, (15)
θ1 + A1η = θ2 + A2η, κ1Dθ

1 = κ2Dθ
2, (16)

µ1D
2ψ1 − µ2D

2ψ2 + α2(µ1 − µ2)ψ
1 = −α2M(θk + Akη), (17)

3α2(µ1 − µ2)Dψ
1 + λ(ρ01 − ρ02)Dψ

1 − (µ1D
3ψ1 − µ2D

3ψ2) + (18)
+α2(Q0(ρ01 − ρ02) + Cα2)η + Re2(ρ01 − ρ02)[α

2 sinϕζ1 −
−iαDζ2 cosϕ(c1 − 1) − ε2α

2 cos2 ϕ
ρ01

ρ02

(c1 − 1)2θ2] = 0, (19)
x3 = h1,−h2 : ζk = 0, ψk = 0, Dψk = 0, (20)
B1kDθ

k +B0kθ
k = 0 (21)�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ �îðìóë áûëè ïðîâåäåíûâû÷èñëåíèÿ äëÿ äâóõñëîéíîé ñèñòåìû ñ íåäå�îðìèðóåìîé è äå�îðìèðóåìîé ãðà-íèöàìè ðàçäåëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ïðèíåâåðòèêàëüíûõ âèáðàöèÿõ. Äëÿ ñëó÷àÿ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé îíè îïèñàíû â[1, 2℄ è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íå ìåíÿþòñÿ.�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ îäíîðîäíûõ æèäêîñòåé è ñèñòåìû ñèëèêîíîâîåìàñëî��ëþîðèíåðò [9℄ ïðèâåäåíû íà �èñ. 1, ñëåâà, ãäå èçîáðàæåíû íåéòðàëüíûåêðèâûåM(α) ìîíîòîííîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óãëà âèáðàöèè

ϕ. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íàëè÷èå ãîðèçîíòàëüíîé êîìïîíåíòû âèáðàöèè ïðèâî-äèò ê óìåíüøåíèþ êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà Ìàðàíãîíè äëÿ âñåõ âîëíîâûõ ÷èñåë, ñíàèáîëüøèì âëèÿíèåì â îáëàñòè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë.

�èñ. 1. Ñèëèêîíîâîå ìàñëî 10 ñÑò � �ëþîðèíåðò FC-70. Ñëåâà: îäíîðîäíûå æèä-êîñòè, Re2 = 10. 1 � ϕ = π/2, 2 � ϕ = π/3, 3 � ϕ = π/4, 4 � ϕ = π/6, 5 � ϕ = 0.Ñïðàâà: íåäå�îðìèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà. g = 0, Re2 = 5 · 105, ϕ = 0. Ìîíî-òîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. 1 � îäíîðîäíàÿ æèäêîñòü, 2 � êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèåÎÁ, 3 � îáîáùåííîå ïðèáëèæåíèå ÎÁ.Íà �èñ. 1, ñïðàâà, ïðåäñòàâëåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå ìîíîòîííîé íåóñòîé÷è-âîñòè äëÿ óðàâíåíèé êîíâåêöèè â îáîáùåííîì è êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèÿõ ÎÁ.Ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñ÷èòàåòñÿ íåäå�îðìèðóåìîé è èìåþò ìåñòî òîëüêî ý��åê-òû âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ε1 = 0.011, ε2 = 0.01, Re2 = 5 · 105, ϕ = 0. Â îáåèõ



74 Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Íîâîñÿäëûé Â.À.ìîäåëÿõ ãîðèçîíòàëüíûå âèáðàöèè îêàçûâàþò äåñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå, îä-íàêî íåéòðàëüíûå êðèâûå â îáëàñòè êîíå÷íûõ âîëíîâûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ÎÁ, ëåæàò íèæå, ÷åì äëÿ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé ÎÁ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (05-01-00587, 07-0100099-a).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Íîâîñÿäëûé Â.À. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè ïðîèçâîëü-íîãî íàïðàâëåíèÿ íà âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèè â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå ñ äå�îðìè-ðóåìîé ãðàíèöåé ðàçäåëà // Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 29.06.2007 � 683-Â 2007, 60 ñ.[2℄ Zenkovskaya S.M., Novosiadliy V.A. In�uen
e of high-frequen
y vibration on the onsetof 
onve
tion in two-layer system // C.R.Me
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Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÂÓÑÈËÈßÕ È ÌÎÌÅÍÒÀÕÇóáîâ Ë. Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÓñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü äâóìåðíîé òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê ñ òåîðèåé òðåõ-ìåðíîé ñðåäû ñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè â óñèëèÿõè ìîìåíòàõ âûâåäåíû êàê ñëåäñòâèå óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ òðåõìåðíîãî êîíòèíóóìà Êîñ-ñåðà. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ òåíçîðîâ óñèëèé è ìîìåíòîâ ÷åðåç îñðåäíåííûå ïî òîëùèíåçíà÷åíèÿ ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â òåëå îáîëî÷êè. Íàéäåíà àïïðîêñèìàöèÿïî òîëùèííîé êîîðäèíàòå ïîëåé ñêîðîñòåé è óãëîâûõ ñêîðîñòåé òðåõìåðíîãî êîíòèíóóìàÊîññåðà, êîòîðàÿ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïðèöèïà âîçìîæíûõ ìîùíîñòåé äàåò óðàâíåíèÿðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ. Ýòà àïïðîêñèìàöèÿ èãðàåò â òåîðèè ìèê-ðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè ãèïîòåç Êèðõãî�à-Ëÿâà â êëàññè÷åñêîéòåîðèè îáîëî÷åê. Òåîðèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïè-ñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òîíêîïëåíî÷íûõ íàíîñòðóêòóð, íàíîòðóáîê, êëåòî÷íûõìåìáðàí, òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé èç ìèêðîíåîäíîðîäíûõ è ïîðèñòûõ ìà-òåðèàëîâ.1. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òðåõìåðíîé ñðåäû ñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè(êîíòèíóóìà Êîññåðà) â êîîðäèíàòàõ äå�îðìèðîâàííîãî òåëà èìåþò âèä [1 − 3]

∇ · τ + p = 0, ∇ = ik∂/∂Xk (1)
∇ · µ + τ× + q = 0, (2)Çäåñü τ - òåíçîð íàïðÿæåíèé, µ - òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, p - âåêòîðíàÿïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåííûõ ïî îáúåìó òåëà ñèë, q - âåêòîðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-ëåííûõ ìîìåíòîâ, ∇ - íàáëà-îïåðàòîð, Xk (k=1,2,3) - äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åêñðåäû â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè, ik - êîîðäèíàòíûå îðòû, τ× îçíà÷àåò âåêòîðíûéèíâàðèàíò òåíçîðà τ : τ× = (τskis ⊗ ik)× = τskis × ikÂûäåëèì â òåëå ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü V∗, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ ∂V∗.Óðàâíåíèÿ (1), (2) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå êàê óñëîâèÿ áàëàíñàâñåõ ñèë è âñåõ ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòü òåëà

∫

∂V∗

N · τdO +

∫

V∗

pdV = 0 (3)
∫

∂V∗

(N · µ + ρ × τ T · N)dO +

∫

V∗

(q + ρ × p)dV = 0 (4)Â (3), (4) N - âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ∂V∗, ρ = Xkik - ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè òåëà, dV - ýëåìåíò îáúåìà, dO - ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè.2. Îáîëî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåðèàëüíîå òåëî, îãðàíè÷åííîå â òåêóùåéêîí�èãóðàöèè ïîâåðõíîñòÿìè Σ− è Σ+, ðàñïîëîæåííûìè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò



Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ 77íåêîòîðîé áàçîâîé ïîâåðõíîñòè Σ, è ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ O∗ îáðàçîâàííîéäâèæåíèåì íîðìàëè ê áàçîâîé ïîâåðõíîñòè ïî åå ãðàíè÷íîìó êîíòóðó. Ïóñòü ïî-âåðõíîñòü Σ îòíåñåíà ê ãàóññîâûì êîîðäèíàòàì yα(α = 1, 2). �àäèóñ-âåêòîð òî÷êèïîâåðõíîñòè Σ îáîçíà÷èì R(yα), à âåêòîðû îñíîâíîãî è âçàèìíîãî áàçèñîâ íà Σîáîçíà÷èì Rα,R
β . Ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

Rα = ∂R/∂yα, Rβ · Rα = δβ
α, Rβ · N0 = 0ãäå N0 - åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Σ, δβ

α - ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ïîëîæåíèå òî÷êè îáîëî÷êè çàäàåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì
ρ = R + ZN0, −H1(y

α) ≤ Z ≤ H2(y
α), H1 +H2 = H, H1 > 0, H2 > 0. (5)Çäåñü Z - ðàññòîÿíèå îò áàçîâîé ïîâåðõíîñòè, îòñ÷èòûâàåìîå ïî íîðìàëè êíåé, H - ïåðåìåííàÿ òîëùèíà îáîëî÷êè. Ìîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëå-äóþùèõ �îðìóë, âûðàæàþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè ÷åðåçãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè áàçîâîé ïîâåðõíîñòè

dV = A(Z)dΣdZ,A(Z) = det(G − ZB),∇ = (G − ZB)−1 ·Grad+ N0∂/∂Z,
G = E − N0 ⊗ N0 = GαβRα ⊗ Rβ , Gαβ = Rα · Rβ,
B = −GradN0 = BαβRα ⊗ Rβ, Grad ≡ Rα∂/∂yα

(6)
dΣ± = K±dΣ, (7)

K+ = A(H2)
√

1 + (GradH2) · (G −H2B)−2 · (GradH2)

K− = A(−H1)
√

1 + (GradH1) · (G +H1B)−2 · (GradH1)

N∗dO∗ = A(Z)(G − ZB)−1 · νdSdZ (8)Â (6)-(8) Gαβ , Bαβ - êîý��èöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ �îðì ïî-âåðõíîñòè Σ, E - òðåõìåðíûé åäèíè÷íûé òåíçîð, G è B - ïåðâûé è âòîðîé �óí-äàìåíòàëüíûå òåíçîðû áàçîâîé ïîâåðõíîñòè [4], Grad - îïåðàòîð ãðàäèåíòà íà Σ,
N∗ - íîðìàëü ê ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè O∗, ν - íîðìàëü ê ãðàíè÷íîìó êîíòó-ðó ïîâåðõíîñòè Σ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ν · N0 = 0, dS - ýëåìåíò äóãè íàêîíòóðå.Êðîìå íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè O∗, à òàêæå îáúåì-íûõ ñèë è ìîìåíòîâ p è q, îáîëî÷êà íàãðóæåíà ñèëàìè è ìîìåíòàìè, ðàñ-ïðåäåëåííûìè ïî ïîâåðõíîñòÿì Σ± ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ñèëîâîé íàãðóçêè f± èìîìåíòíîé íàãðóçêè l±. Ýòî ïðèâîäèò ê òàêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà Σ±

N · τ = f±, N · µ = l± (9)3. Ïðèìåíèì ê îáîëî÷êå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ (3),(4), âçÿâ â êà÷åñòâå îáëàñòè V∗ó÷àñòîê îáîëî÷êè, îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñòÿìè Z = −H1(y
1, y2), Z = H2(y

1, y2)



78 Çóáîâ Ë.Ì.è ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ O∗, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ áàçîâîé ïîâåðõíîñòüþ ïî ïðî-èçâîëüíîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó Γ∗, êîòîðûé îêðóæàåò íà áàçîâîé ïîâåðõíîñòèîáëàñòü Σ∗. Èñïîëüçóÿ (6)-(9), ïîëó÷èì
∮

Γ∗

ν · T dS +

∫

Σ∗

fdΣ = 0 (10)
∮

Γ∗

ν · (M − T × R)dS +

∫

Σ∗

(l + R × f )dΣ = 0 (11)
f =

H2∫

−H1

A(Z)pdZ +K−f− +K+f+ (12)
l =

H2∫

−H1

A(Z)qdZ+N0×
H2∫

−H1

A(Z)pZdZ+K−(l−−H1N0×f−)+K+(l+ +H2N0×f+)(13)Çäåñü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåäåíû òåíçîðû ðåçóëüòèðóþùèõ óñèëèé T èðåçóëüòèðóþùèõ ìîìåíòîâ M îáîëî÷êè êàê îñðåäíåííûå ïî åå òîëùèíå çíà÷åíèÿíàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òðåõìåðíîé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû
T =

H2∫

−H1

A(Z)(G − ZB)−1 · τdZ (14)
M =

H2∫

−H1

A(Z)(G − ZB)−1 · (µ − Zτ × N0)dZ (15)Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âûðàæåíèé (12), (13) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âíåøíèåñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå âíóòðè êàæäîãî ó÷àñòêà îáîëî÷êè, îïèðàþùåãîñÿíà ýëåìåíò dΣ áàçîâîé ïîâåðõíîñòè, çàìåíÿþòñÿ ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé ñèñòå-ìîé ñèë è ìîìåíòîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà áàçîâîé ïîâåðõíîñòè ñ èíòåíñèâíîñòÿìèñîîòâåòñòâåííî f è l íà åäèíèöó ïëîùàäè.Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (15) ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò â ñå÷åíèè îáîëî÷êè ïëîñ-êîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íîðìàëü N0, îáóñëîâëåí äâóìÿ �àêòîðàìè: èíòå-ãðàëüíûì çíà÷åíèåì ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé è íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåìïî òîëùèíå ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé.Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î äèâåðãåíöèè íà ïîâåðõíîñòè è ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëüíîñòüþîáëàñòè Σ∗, èç (10), (11) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè â óñèëèÿõè ìîìåíòàõ (Div - îïåðàòîð äèâåðãåíöèè íà ïîâåðõíîñòè Σ)
DivT + f = 0, DivT ≡ Rα · ∂T /∂yα (16)

DivM + T× + l = 0, (17)



Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ 79Óðàâíåíèÿ (16), (17) ñîâïàäàþò ñ âûâåäåííûìè ðàíåå [5, 6] â ðàìêàõ ïðÿìîãîïîäõîäà, (ò.å. áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïîíÿòèé è ïðåäñòàâëåíèé òðåõìåðíîé ñïëîøíîéñðåäû) óðàâíåíèÿìè ñòàòèêè ïîâåðõíîñòè Êîññåðà. Â [5] ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíûêàê ñëåäñòâèå áàëàíñà ñèë è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïðîèçâîëüíûé ó÷àñòîêïîâåðõíîñòè, â [6] îíè ñ�îðìóëèðîâàíû ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ðàáîò.Ïóñòü σ - áàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, ò.å. â íåäå-�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, îòíåñåííàÿ ê òåì æå êîîðäèíàòàì yα. �àäèóñ-âåêòîðòî÷êè ïîâåðõíîñòè σ îáîçíà÷èì r, à âåêòîðû îñíîâíîãî è âçàèìíîãî áàçèñîâ íà σîáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî rα, rβ. Ââåäÿ òåíçîðû óñèëèé è ìîìåíòîâ òèïà Ïèîëû
D = J(Grad r)T · T , L = J(Grad r)T · Mè èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå ðàíåå [4] ðàâåíñòâî

div(J(Grad r)T ) = J(trB)N0, J =

√
G11G22 −G2

12

q11q22 − q2
12

, qαβ = rα · rβ, α, β = 1, 2óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (16), (17) ìîæíî çàïèñàòü â ãåîìåòðèè íåäå�îðìèðîâàííîéîáîëî÷êè
divD + Jf = 0, divL +

[
(grad R)T · D

]
x

+ Jl = 0 (18)Çäåñü div è grad - îïåðàòîðû äèâåðãåíöèè è ãðàäèåíòà íà ïîâåðõíîñòè σ.4. Åñëè îáúåìíûå ìîìåíòû â òåëå îòñóòñòâóþò (q = 0), à ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòûì, ò.å. íåïîëÿðíûì ìàòåðèàëîì, òî òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé µ ðàâåííóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó (15) òåíçîð ìîìåíòîâ îáîëî÷êè èìååò ïðåäñòàâëåíèå
M = −λ′ × N0, N0 · λ′ = λ′ · N0 = 0 (19)à âåêòîð ìîìåíòíîé íàãðóçêè ñîãëàñíî (13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

l = N0 × γ, γ · N0 = 0 (20)Íà îñíîâàíèè (14) òåíçîð óñèëèé ðàçëàãàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
T = η′ + V ⊗ N0, N0 · η′ = η′ · N0 = 0, V · N0 = 0 (21)Â (19)-(21) γ è V - ïëîñêèå âåêòîðû, η′ è λ′ - ïëîñêèå òåíçîðû, ïðèíàäëåæàùèåïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè Σ â äàííîé òî÷êå.Ñ ó÷åòîì (19)-(21) óðàâíåíèå áàëàíñà ñèë (16) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Div η′ + N0Div V − V · B + f = 0 (22)à óðàâíåíèå áàëàíñà ìîìåíòîâ (17) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà:
(Div λ′) · G − V + γ = 0 (23)

η′ + (B · λ′)T = η′T + B · λ′ (24)



80 Çóáîâ Ë.Ì.Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå òåíçîð η = η′ + (B · λ′)T , êîòîðûé ñèììåòðè÷åí â ñèëó(24), è èñêëþ÷àÿ èç (22),(23) âåêòîð V , ïîëó÷èì
Div η−B·Div (λ′+λ′T )−Rα·λ′T ·(∂B/∂yα)+N0Div (G·Div λ′)+f+Div(γ⊗N0) = 0(25)Îñíîâûâàÿñü íà òîæäåñòâå �è÷÷è è ñâîéñòâàõ òåíçîðà �èìàíà-Êðèñòî��åëÿïîâåðõíîñòè [7], äîêàçûâàåòñÿ , ÷òî â óðàâíåíèå (25) âõîäèò òîëüêî ñèììåòðè÷íàÿ÷àñòü òåíçîðà λ′. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå íåïîëÿðíîé ñðåäû óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-ñèÿ îáîëî÷êè (16), (17) ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíîäâóõ ñèììåòðè÷íûõ ïëîñêèõ òåíçîðîâ η è λ:

Div [ν − µ · B + (Div µ) · G ⊗ N0 + γ ⊗ N0] + f = 0, λ =
1

2
(λ′ + λ′T ) (26)�àíåå [8] óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê îòíîñèòåëüíîñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ óñèëèé è ìîìåíòîâ áûëè ïîëó÷åíû â îðòîãîíàëüíûõ êî-îðäèíàòàõ, ñâÿçàííûõ ñ ëèíèÿìè ãëàâíûõ êðèâèçí ïîâåðõíîñòè.5. Äâèæåíèå ñðåäû Êîññåðà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé ÷àñòèö υ è ïîëåìóãëîâûõ ñêîðîñòåé ω, êîòîðîå êèíåìàòè÷åñêè íåçàâèñèìî îò ïîëÿ υ. Èç óðàâíå-íèé (1), (2) ñëåäóåò ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå ïðèíöèï âîçìîæíûõ ìîùíîñòåé [9]ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû

∫
V

tr(τ T · ε + µT · κκκ)dV =
∫
V

(p · υ + q · ω)dV +
∫

∂V

(f ′ · υ + l′ · ω)dO (27)
ε = ∇υ + E × ω, κκκ = ∇ωÇäåñü ε è κκκ - òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè è òåíçîð ñêîðîñòåé èçãèáíûõ äå-�îðìàöèé òåëà ñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè [10], f ′ è l′ - ðàñïðåäåëåííûå ïîïîâåðõíîñòè òåëà ñèëîâàÿ è ìîìåíòíàÿ íàãðóçêè. Îáðàòíî, èç (27) è ïðîèçâîëüíî-ñòè äè��åðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé υ è ω âûòåêàþò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ(1), (2).Åñëè ïîëå ñêîðîñòåé υ è ω íå âïîëíå ïðîèçâîëüíî, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòî-ðîå ïîäìíîæåñòâî âñåõ äè��åðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, òî ïðèíöèï âîçìîæ-íûõ ìîùíîñòåé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì, ÿâëÿþùèìñÿ ñëåäñòâèåì òî÷íûõ òðåõ-ìåðíûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. �àññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî âîçìîæíûõñêîðîñòåé â ìèêðîïîëÿðíîé îáîëî÷êå

υ(yα, Z) = υ0(y
α) + Zω0(y

α) × N0, ω(yα, Z) = ω0(y
α) (28)ãäå υ0(y

α), ω0(y
α) - ïðîèçâîëüíûå äè��åðåíöèðóåìûå íà Σ �óíêöèè, óäîâëåòâî-ðÿþùèå óñëîâèÿì υ0 = 0, ω0 = 0 íà ãðàíè÷íîì êîíòóðå Γ. Ïîäñòàâëÿÿ (28) â (27)è èñïîëüçóÿ �îðìóëû (6), (12)-(15), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∫
Σ

tr
[
T T · (Grad υ0 + E × ω0) + MT ·Grad ω0

]
dΣ =

∫
Σ

(f · υ0 + l · ω0)dΣ



Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ 81èç êîòîðîãî âûòåêàþò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè (16), (17). Òàêèì îáðàçîì,âàæíàÿ îñîáåííîñòü àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïî òîë-ùèíå îáîëî÷êè â �îðìå (28) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà äàåò â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿïðèíöèïà âîçìîæíûõ ìîùíîñòåé óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ.Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé íåïîëÿðíîé ñðåäû â �îðìå èçâåñòíûõ [11, 12]ãèïîòåç Êèðõãî�à-Ëÿâà, êàê ïîêàçàíî ðàíåå [4] ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì ðàâíî-âåñèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê (26). Ñëåäîâàòåëüíî, àïïðîêñèìàöèÿ (28)èãðàåò â òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê òàêóþ æå ðîëü, êàêóþ èãðàþò êèíå-ìàòè÷åñêèå ãèïîòåçû Êèðõãî�à-Ëÿâà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê. Ýòî ïîç-âîëÿåò ïðèìåíÿòü àïïðîêñèìàöèþ (28) äëÿ âûâîäà ïðèêëàäíûõ äâóìåðíûõ ìî-äåëåé ìèêðîïîëÿðíûõ îáîëî÷åê èç óðàâíåíèé òðåõìåðíîé ñðåäû ñ ìîìåíòíûìèíàïðÿæåíèÿìè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïàëüìîâ Â. À. // ÏÌÌ. 1964. Ò. 28. Â.3. ñ. 401-408.[2℄ Toupin R. A. // Ar
h. Ration. Me
h. and Anal. 1964. V. 17. �2. p. 85-112.[3℄ Zubov L. M. Nonlinear Theory of Dislo
ation and Dis
linations in Elasti
 Bodies. B.:Springer, 1997. 205 p.[4℄ Çóáîâ Ë. Ì. Ìåòîäû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â òåîðèè îáîëî÷åê. �îñòîâ-íà-Äîíó.: Èçä-âî ��Ó, 1982. 143 ñ.[5℄ Àëüòåíáàõ Õ. Æèëèí Ï. À. // Óñïåõè ìåõàíèêè (Advan
es in Me
hani
s). 1988. Ò.11. �4. ñ. 107-148.[6℄ Åðåìååâ Â. À., Çóáîâ Ë. Ì. Ìåõàíèêà óïðóãèõ îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà, 2008. 287 ñ.[7℄ Êàãàí Â. Ô. Îñíîâû òåîðèè ïîâåðõíîñòåé â òåíçîðíîì èçëîæåíèè. Ì.-Ë.: �îñòåõèç-äàò. T. 1, 1947. 512 ñ.[8℄ Ëóðüå À. È. // ÏÌÌ. 1950. Ò. 14. Âûï. 5. ñ. 558-560.[9℄ Æåðìåí Ï. Êóðñ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1983. 400 ñ.[10℄ Åðåìååâ Â. À., Çóáîâ Ë. Ì. // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 1994. �3. ñ. 181-190.[11℄ Íîâîæèëîâ Â.Â. Òåîðèÿ òîíêèõ îáîëî÷åê. Ë.: Ñóäïðîìãèç, 1962. 431 ñ.[12℄ �îëüäåíâåéçåð À. Ë. Òåîðèÿ óïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà, 1976. 512 ñ.Zubov L. M. Equations of equilibrium of the mi
ropolar shells for the resultant stressand 
ouple . Equations of equilibrium shells for the resultant stress and 
ouple is dedu
ed asimpli
ation of equilibrium equations three-dimensional 
ontinuum Cosserat.



ÀÍÀËÈÇ ÂËÈßÍÈß ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÕ ÍÀ��ÓÇÎÊ Â ÑËÎÅ ÍÀÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈß, ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÈÅ ÏÎÄØÒÀÌÏÎÌÊàïóñòèí Ì. Ñ.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÈññëåäîâàíà îñåñèììåòðè÷íàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèÿõ íåâåñî-ìîãî øòàìïà íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ, ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà è ñèñòåìûæåñòêèõ âêëþ÷åíèé (âåðòèêàëüíî èëè ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ) ñ çàäàííûìèêîíòàêòíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèáëèæåííûåðåøåíèÿ, ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äàíà îöåí-êà âëèÿíèÿ âíóòðåííèõ íàãðóçîê â ñëîå íà êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïîäøòàìïîì.Ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñïëîøíûõ ñðåäàõ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïîâåðõíîñòíûìè è çàãëóáëåííûìè îáúåêòàìè, ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêèì ñìåøàí-íûì çàäà÷àì. Áîëüøîé èíòåðåñ ó ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàòåëåé âûçûâàþò çàäà÷èî êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ ñðåä, âûçâàííûõ âèáðèðóþùèìè èñòî÷íèêàìè, ðàñïîëîæåí-íûìè êàê íà ãðàíèöå, òàê è âíóòðè ñðåäû. Ýòî îáóñëîâëåíî, øèðîêèì èñïîëüçîâà-íèåì óêàçàííûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìåõàíèêè, ãåî�èçèêè, âèáðîñåéñìî-ðàçâåäêè, �óíäàìåíòîñòðîåíèè, àêóñòîýëåêòðîíèêè, äå�åêòîñêîïèè.�àññìàòðèâàþòñÿ äâå îñåñèììåòðè÷íûå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ àáñîëþòíî æåñò-êîãî íåâåñîìîãî êðóãëîãî øòàìïà íà ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ñëîÿ, æåñòêî ñöåïëåí-íîãî ñ íåäå�îðìèðóåìûì îñíîâàíèåì. Íà øòàìï ðàäèóñà a äåéñòâóåò ãàðìîíè÷å-ñêàÿ âåðòèêàëüíàÿ íàãðóçêà P = {0, P e−iωt}, ïðèëîæåííàÿ â öåíòðå. Â îáëàñòèêîíòàêòà {r ≤ a, z = 0} òðåíèå îòñóòñòâóåò. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõíàïðÿæåíèé q∗(r) ïîä øòàìïîì íåèçâåñòíà. Â ñëîå òîëùèíû h, â ïåðâîì ñëó÷àå íàïîâåðõíîñòè ñëîÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r0, ðàñïîëîæåíà ñèñòåìà çàãëóáë¼ííûõâåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ âêëþ÷åíèé äëèíû h0, âî âòîðîì ñëó÷àå íà ãëóáèíå
h0 ñëîÿ ðàñïîëîæåíà ñèñòåìà ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ âêëþ÷åíèé äëèíû
r0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà âêëþ÷åíèé ñîâåðøàåò (â îáùåì ñëó÷àå) âåðòèêàëü-íûå è ãîðèçîíòàëüíûå êîëåáàíèÿ. �àñïðåäåëåííàÿ ïî ãëóáèíå â ïåðâîì ñëó÷àå èäëèíå âî âòîðîì íàãðóçêà (âêëþ÷åíèÿ) ìîäåëèðóåòñÿ êîìïîíåíòàìè ëîêàëèçîâàí-íîé îáúåìíîé ñèëû Xr, Xz, ñ ïîìîùüþ äåëüòà-�óíêöèè Äèðàêà.Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîäðîáíî îïèñàííîãî â ðàáîòàõ [1, 2℄, ïîëó÷åíîàíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì

q∗(r) = q1(r) + q2(r),ãäå q1(r) = q(r, 0) ïîëó÷åíî ìåòîäîì �èêòèâíîãî ïîãëîùåíèÿ Â.À. Áàáåøêî èÎ.Ä. Ïðÿõèíîé [3, 4℄ èç ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
a∫

0

k(r, τ)q(τ, η)τdτ = J0(ηr), 0 ≤ τ ≤ a,



Àíàëèç âëèÿíèÿ âíóòðåííèõ íàãðóçîê â ñëîå íà êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ 83

�èñ. 1. a = 5, 10, 15, 20 ì, r0 = 20 ì, h0 = 10 ì, 1 � q1(r); 2 � q2(r); 3 � q∗(r)

�èñ. 2. a = 15 ì, r0 = 20 ì, 1 � h0 = 2 ì; 2 � h0 = 10 ì; 3 � h0 = 18 ì
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�èñ. 3. a = 5, 10, 15, 20 ì, r0 = 20 ì, h0 = 10 ì, 1 � q1(r); 2 � q2(r); 3 � q∗(r)

�èñ. 4. a = 15 ì, r0 = 20 ì, 1 � h0 = 2 ì; 2 � h0 = 10 ì; 3 � h0 = 18 ì
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q2(r) = −πi

∑

k=1m

(
Q̄2(ζk)

∆̄′(ζk)
q(r, 0)J0(ζkr)ζkH

(1)
0 (ζkr0)

)� êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì, ñîçäàâàåìûå âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàí-íûìè âêëþ÷åíèÿìè â ñëó÷àå èõ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé (Xz = fz(z) δ(r − r0));âî âòîðîì ñëó÷àå
q2(r) = −πi

∑

k=1m



Q̂2(ζk)

∆̄′(ζk)
q(r, 0)J0(ζkr)




r0∫

0

fz(r)rH
(1)
0 (ζkr)dr



 ζk



� êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì, ñîçäàâàåìûå ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðî-âàííûìè âêëþ÷åíèÿìè â ñëó÷àå èõ âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé (Xz = fz(r)δ(z+h0)).×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ åäèíè÷íîé íàãðóçêè íà âêëþ÷åíèÿõ èñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ρ = 1.4 · 103 êã/ì3, c1 = 0.2 · 103 ì/ñ2, c2 = 0.12 · 103ì/ñ2, h = 20 ì, ν = 2.0 �ö. Èñïîëüçîâàëàñü ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà-ïðÿæåíèé âäîëü âêëþ÷åíèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òîâ ïåðâîì ñëó÷àå, âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûå âêëþ÷åíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò ïà-ðàìåòðîâ, ëèáî óñèëèâàþò, ëèáî îñëàáëÿþò êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì(ðèñ.1) è íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ìàëî âëèÿþò íà õàðàêòåð íàïðÿæåíèé (ðèñ.2). Èç-ìåíåíèå õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì çàâèñèòîò ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ: ÷àñòîòû êîëåáàíèé è ðàçìåðîâ èñòî÷íèêîâ.Âî âòîðîì ñëó÷àå, äëÿ ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ âêëþ÷åíèé, ÷èñëåí-íûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîäøòàìïîì çàâèñèò íå òîëüêî îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé, íî è îò ðàçìåðîâ èñòî÷íèêîâ(ðèñ.3�4).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ (08-08-00144, 06-08-00671), �ÔÔÈ_ð_þã (06-01-96600, 06-01-96639), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô (ÍØ-2298.2008.1).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â., Åâäîêèìîâ À.À., Êàïóñòèí Ì.Ñ. Àíàëèç êîíòàêò-íûõ íàïðÿæåíèé â çàäà÷å î äåéñòâèè øòàìïà íà óïðóãèé ñëîé ñ âåðòèêàëüíî îðè-åíòèðîâàííûìè âêëþ÷åíèÿìè / Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.Òðóäû äåâÿòîé Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó, 2005. Ò.2. Ñ. 201�205.[2℄ Êàïóñòèí Ì.Ñ. �àñ÷åò êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé â çàäà÷å î äåéñòâèè øòàìïà íàóïðóãèé ñëîé ñ ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûìè âêëþ÷åíèÿìè / Ñîâðåìåííîå ñî-ñòîÿíèå è ïðèîðèòåòû ðàçâèòèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ íàóê â ðåãèîíàõ. Òðóäû V Âñå-ðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñòóäåíòîâ. Êðàñíîäàð, 2008.Ò.2. Ñ. 115�116.



86 Êàïóñòèí Ì.Ñ.[3℄ Áàáåøêî Â.À. Îáîáùåííûé ìåòîä �àêòîðèçàöèè â ïðîñòðàíñòâåííûõ äèíàìè÷å-ñêèõ ñìåøàííûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1984. 254 ñ.[4℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À., Ïðÿõèíà Î.Ä. Äèíàìèêà ìàññèâíûõ òåë è ðåçîíàíñ-íûå ÿâëåíèÿ â äå�îðìèðóåìûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàó÷íûé ìèð, 1999. 246 ñ.Kapustin M.S. Analysis of in�uen
e of internal loadings in the layer on the 
onta
tstresses, arising under the stamp. Axis symmetri
al 
onta
t problem about joint �u
tuationof a weightless stamp on surfa
es layer, with the absen
e of fri
tion in the �eld of 
onta
tand system of rigid in
lusions (verti
ally or horizontally fo
used) with the set 
onta
t,was explored. Integral equations and their approximate solutions were re
eived, numeri
al
al
ulations and analysis of this results were organized. Estimation of in�uen
e of internalloadings in a layer on the 
onta
t stresses, arising under a stamp is given.



�ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ò�ÓÁÊÀÕÏÅ�ÅÌÅÍÍÎ�Î ÑÅ×ÅÍÈßÊèçèëîâà Í.Í.Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì.Â.Í.ÊàðàçèíàÄàí êðàòêèé îáçîð òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ðàñïðîñòðàíåíèèè îòðàæåíèè âîëí â òðóáêàõ ñ ïåðåìåííûì äèàìåòðîì, òîëùèíîé è æåñòêîñòüþ ñòåí-êè â ïðèëîæåíèè ê àðòåðèàëüíîé è äûõàòåëüíîé ñèñòåìàì. Ïðèâîäÿòñÿ è îáñóæäàþòñÿïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ äëÿ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí. Èçëîæåíûðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí ïî íåîäíîðîäíûì âÿç-êîóïðóãèì òðóáêàì.Òðóáêè ñ ïåðåìåííûìè äèàìåòðîì è ñâîéñòâàìè ñòåíêè ñâîéñòâàìè ëåæàò â îñ-íîâå ñòðîåíèÿ êðîâåíîñíîé è äûõàòåëüíîé ñèñòåì ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ. Ïðè ðàñ-ïðîñòðàíåíèè ïî òàêèì òðóáêàì âîëí äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè, êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿñîêðàùàþùèìñÿ ñåðäöåì, èìåþò ìåñòî îòðàæåíèÿ âîëí íà ó÷àñòêàõ ñ íåîäíîðîä-íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñòåíêè, â ìåñòàõ ñóæåíèé, ðàñøèðåíèé è âåòâ-ëåíèé òðóáîê. Òàê, àîðòà è êðóïíûå àðòåðèè èñïûòûâàþò çíà÷èòåëüíûå (äî 50%)ñóæåíèÿ, ÷òî ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðè ðàñ÷åòàõ ïàðàìåòðîâ ïóëüñîâûõâîëí â àðòåðèÿõ.Ïîñêîëüêó òåîðèÿ ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðèÿõ áàçèðóåòñÿ íà ìîäå-ëè î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ îäíîðîäíûõöèëèíäðè÷åñêèõ òðóáêàõ êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ [1℄, ñëåäóåò îöåíèòü ìåðó ïîãðåøíî-ñòè ýòîé ìîäåëè â ïðèìåíåíèè ê àíàëèçó ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðèÿõ, êîòîðûåìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíû è ñóæèâàòüñÿ. Êðîìå ýòîãî, àíàëèç ïàäàþ-ùåé è îòðàæåííîé êîìïîíåíò ïóëüñîâîé âîëíû ìîæåò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàíäëÿ îáíàðóæåíèÿ ó÷àñòêîâ ñòåíîçà èëè çàêóïîðêè àðòåðèé [2-5℄, ïîýòîìó ïðåä-ñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíåíèå âîïðîñà, íå ìîæåò ëè ìàñêèðîâàòüñÿ èëè, íàîáîðîò,íåîïðàâäàííî óñèëèâàòüñÿ âêëàä ïóëüñîâîé âîëíû, îòðàæåííîé íà ó÷àñòêå ñòåíî-çà (àíåâðèçìû) èëè àòåðîñêëåðîòè÷åñêîé áëÿøêè, áóäó÷è íàëîæåííûì íà âîëíó,îòðàæåííóþ âñëåäñòâèå åñòåñòâåííîãî �èçèîëîãè÷åñêîãî ñóæåíèÿ àðòåðèè.Îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò íà ýòó òåìó áûëà âûïîëíåíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîñâåò,òîëùèíà èëè óïðóãîñòü ñòåíêè àðòåðèè èçìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òàê ÷òîõàðàêòåðíàÿ äëèíà L∗ èçìåíåíèé ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû λ, à ýâîëþöèÿ âîë-íû äàâëåíèÿ âäîëü òðóáêè èññëåäîâàëàñü ìåòîäîì ÂÊÁ [6℄. Â ðàìêàõ ëèíåéíîéîäíîìåðíîé òåîðèè ïóëüñîâûõ âîëí äàâëåíèå � è îáúåìíûé ðàñõîä Q æèäêîñòèîïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè [1℄:
∂Q

∂t
= −Y c∂p

∂x
,

∂Q

∂x
= −Y

c

∂p

∂t
(1)ãäå Y � âîëíîâàÿ ïðîâîäèìîñòü òðóáêè, ñ � ñêîðîñòü âîëíû. Â ñëó÷àå, åñëè Y=Y(x)è 
=
(x) èçìåíÿþòñÿ âäîëü õ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òàê ÷òî ìîæíî ââåñòè íîâóþ¾ìåäëåííóþ¿ ïðîäîëüíóþ êîîðäèíàòó x◦ = εx, ε << 1, òî ðåøåíèå (1) ìîæåò áûòü



88 Êèçèëîâà Í.Í.ïîëó÷åíî â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε. Óðàâíåíèå äëÿ íó-ëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñóòü âîëíîâîå óðàâíåíèå, à óðàâíåíèå äëÿ âòîðîãî ïðèáëè-æåíèÿ ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòâîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñîâ.Õîòÿ ðåçóëüòàòû îöåíîê, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå îïèñàííîãî ïîäõîäà, ñîîòâåò-ñòâóþò ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé [1,7℄, óñëîâèå L∗ >> λ íå âûïîëíÿåòñÿ â àðòåðèÿõ,ïîñêîëüêó λ ïðåâîñõîäèò õàðàêòåðíûé ðàçìåð òåëà [7℄. Â [8℄ áûëà èññëåäîâàíàìîäåëü ñóæèâàþùåéñÿ àðòåðèè â âèäå ñòóïåí÷àòîé òðóáêè ñ ïîñòåïåííî óìåíüøà-þùèìñÿ ïðîñâåòîì, îñíîâàííàÿ íà ëèíåàðèçîâàííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè äâèæåíèÿêðîâè ïî òðóáêå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ:
∂A

∂t
+

∂

∂x
(A0u) = 0, ρ

∂u

∂t
+
∂p

∂x
= 0, p (A, x) = p0 + k (A−A0)ãäå A (t, x) � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òðóáêè, A0 (x) � íà÷àëüíàÿ íåâîçìóùåííàÿ ïëî-ùàäü ñå÷åíèÿ, u � àêñèàëüíàÿ ñêîðîñòü, p (t, x) - äàâëåíèå æèäêîñòè â òðóáêå,

p0 � äàâëåíèå â òðóáêå â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè (ðàñïðàâëÿþùåå äàâëåíèå),
k(x) = ∂p/∂A |p=p0. Ýòà ìîäåëü ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé êîãäà ðàäèóñòðóáêè ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ â àêñèàëüíîì íàïðàâëåíèè (R=R(x)):

P (t, x) =

√
Y (0)

Y (x)
P 0eiωt


e

−
x∫
0

γ(x)dx
+ Γe

−
L∫
0

γ(x)dx−
L∫
x

γ(x)dx


,

Q (t, x) =
√
Y (0)Y (x)P 0eiωt



e
−

x∫
0

γ(x)dx
− Γe

−
L∫
0

γ(x)dx−
L∫
x

γ(x)dx




(2)

ãäå Y (x) = S (x) (ρc (x))−1, Γ - êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ âîëí, ðàâíûé îòíîøåíèþàìïëèòóä îòðàæåííîé è ïàäàþùåé âîëí, γ (x) = λ (x) + iω/c (x), λ (x), c (x) è ω -êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ, ñêîðîñòü è ÷àñòîòà âîëíû.Îòëè÷èå ñóæèâàþùèõñÿ òðóáîê îò òðóáîê ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ñîñòîèò â òîì,÷òî ñõëîïûâàþùèéñÿ ó÷àñòîê â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñïîëàãàåòñÿ ïðèìåðíî ïîñðåäèíåòðóáêè, à âî âòîðîì � íèæå ïî òå÷åíèþ, áëèæå ê êîíöó òðóáêè [7℄. Äëÿ òðóáîê ñïîñòîÿííûì âíóòðåííèì äèàìåòðîì è ïåðåìåííîé æåñòêîñòüþ ñòåíêè áûëî îáíà-ðóæåíî íîâîå ñåìåéñòâî êîëåáàòåëüíûõ ìîä, êîòîðîå â ïîäàòëèâûõ òðóáêàõ âñåãäàðàñïîëîæåíî íà ñõëîïíóâøåìñÿ ó÷àñòêå ñ íàèìåíüøåé ïëîùàäüþ ïðîñâåòà. �àñ-÷åòû äëÿ òðóáîê ñ ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàþùåéñÿ òîëùèíîé ñòåíêè âûïîëíÿëèñü âïðèëîæåíèè ê äûõàòåëüíûì ïóòÿì [8,9℄. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ý��åêò îãðàíè÷åíèÿïîòîêà (�ow limitation), õàðàêòåðíûé äëÿ ñõëîïûâàþùèõñÿ òðóáîê, â òðóáêàõ ñïåðåìåííîé æåñòêîñòüþ íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî âåëè÷èíîé òðàíñìóðàëüíîãîäàâëåíèÿ ptm, êàê â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ òðóáîê. Ïðè ýòîì äëÿ òå÷åíèÿ ãàçà áû-ëè íàéäåíû òðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìà òå÷åíèÿ ïðè îäíîé è òîé æå âåëè÷èíå ptm.Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòà ó÷àñòêà ñõëîïûâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ íîâîé äèíàìè÷åñêîéïåðåìåííîé, ïîäëåæàùåé îïðåäåëåíèþ [8℄. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåìåí-íîé ãåîìåòðèè è æåñòêîñòè ñòåíêè òðóáêè ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ðåæèìû òå÷åíèé,êîëåáàíèé ñòåíêè òðóáêè è äèàïàçîíîâ ãåíåðèðóåìûõ çâóêîâ [9℄. Áîëüøîé èíòåðåñïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå âîçìîæíîñòåé îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ìîäåëåé ïóëüñî-



�àñïðîñòðàíåíèå âîëí â íåîäíîðîäíûõ òðóáêàõ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ 89âûõ âîëí, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ âîëí â ìîäåëÿõ ðåàëüíûõ àðòåðèàëüíûõ è äûõàòåëüíûõ ñèñòåì, íàñ÷è-òûâàþùèõ äåñÿòêè òûñÿ÷ òðóáîê.Èññëåäóåì ðàñïðîñòðàíåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí â íåîäíîðîäíûõ òðóáêàõ íàîñíîâå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âÿçêîñòü æèäêîñòè è âÿçêîóïðóãîñòü ñòåíêè òðóáêè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè, çàïîëíÿþùåé òðóáêó, óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè äëÿñòåíêè òðóáêè è îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êåëüâèíà-Ôîéõòà äëÿ ìàòåðèàëà ñòåíêè:
div (~v) = 0,

∂~v

∂t
+ (~v∇)~v = − 1

ρf

∇p+ ν∆~v,

ρs
∂2~u
∂t2

= −∇ps + divσ̂, λ1
δσ̂

δt
+ σ̂ = 2G

(
ê+ λ2

δê

δt

) (3)ãäå ~v, p, ρf è ν � ñêîðîñòü, ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, ïëîòíîñòü è êèíåìàòè÷å-ñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, ~u � ïåðåìåùåíèå ñòåíêè, ρs è ps � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëàè ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â ñòåíêå, G, λ1,2 è ê � ìîäóëü ñäâèãà, âðåìåíà ðå-òàðäàöèè è ðåëàêñàöèè è òåíçîð äå�îðìàöèé äëÿ ñòåíêè. Íà ãðàíèöå ðàçäåëàæèäêîñòü-ñòåíêà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé,íîðìàëüíûõ è òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé â ñòåíêå è â æèäêîñòè:
r = 0 : vr = 0, |vx| <∞,

r = R1 : vr =
∂ur

∂t
, vx =

∂ux

∂t
, −p+ 2µf

∂vr

∂r
= σn, µf

(
∂vr

∂x
+
∂vx

∂r

)
= στ

(4)ãäå n, τ � íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïî îòíîøåíèþ ê íåâîçìóùåííîéñòåíêå òðóáêè.Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òðóáêè r = R2 = R1 + h çàäàâàëèñü óñëîâèÿ çàêðåï-ëåíèÿ ñòåíêè ~u = 0 (äëÿ ãëóáîêèõ àðòåðèé), îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé ~σn = 0 (ïî-âåðõíîñòíûå àðòåðèè) èëè íàëè÷èÿ ñâÿçè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è ïåðåìåùåíèÿìèñòåíêè:
ρm

∂2u

∂t2
+ µm

∂u

∂t
+ Emu = 0ãäå ρm, µm è Em � ïëîòíîñòü, âÿçêîñòü è óïðóãîñòü îêðóæàþùèõ òðóáêó òêàíåé.Â ñå÷åíèè x = 0 çàäàâàëîñü ðàçëîæåíèå âõîäíîé âîëíû â ðÿä Ôóðüå, à íà êîí-öå òðóáêè x = L � óñëîâèå îòðàæåíèÿ âîëíû îò íèæåëåæàùåé ñèñòåìû òðóáîê ñçàäàííîé êîìïëåêñíîé âîëíîâîé ïðîâîäèìîñòüþ Yt.Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì òðóáêà ñ÷èòàëàñüñòóïåí÷àòîé (�èñ.1à), òàê ÷òî çàäà÷à (3)-(4) ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ îäíîðîäíîéòðóáêè, à çàòåì çàïèñûâàëèñü óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ âîëí íà êàæäîé ñòóïåíüêå, ÷òîäàâàëî âîçìîæíîñòü íàéòè êîý��èöèåíòû â âûðàæåíèÿõ äëÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòèäâèæåíèÿ æèäêîñòè è ïåðåìåùåíèÿ ñòåíêè òðóáêè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïàðàìåò-ðû òðóáêè èçìåíÿëèñü ìåäëåííî (G = G (x) , λ1,2 = λ1,2 (x) , h = h (x) , R1 = R1 (x))è ðåøåíèå çàäà÷è (3)-(4) áûëî íàéäåíî â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó



90 Êèçèëîâà Í.Í.
u0

r/R1, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [12℄ äëÿ îäíîðîäíîé òðóáêè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ.Ïðè ýòîì àìïëèòóäû ãàðìîíèê âûðàæàëèñü, êàê è â (2), ÷åðåç èíòåãðàëû îò êî-ý��èöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ïåðåìåííîãî âäîëü òðóáêè.
�èñ. 1. Ïðåäñòàâëåíèå òðóáêè ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì è ñâîéñòâàìè ñòåíêè â âèäåñòóïåí÷àòîé òðóáêè (à) è ñõåìà îòðàæåíèÿ âîëí íà j-é ñòóïåíüêå ìîäåëè (á).

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè P (V ) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé E = 107; 5 · 106; 106; 5 · 105; 105(êðèâûå 1-5); h = 0.2d (à) è h = 0.05d (á).Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çàäàâàëèñü âåëè÷èíû Rj, hj , Ej, ñîîòâåòñòâóþùèåêðóïíûì è ñðåäíèì àðòåðèÿì è âåíàì ÷åëîâåêà è ðÿäà æèâîòíûõ [7℄. �åçóëüòàòûðàñ÷åòîâ êðèâûõ P (V ) äëÿ ñëó÷àÿ R1 = R0 + (RL − R0)x/L ïðèâåäåíû íà �èñ.2.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçìåíåíèå ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé, è óãëà íàêëîíàåå ïðîäîëüíîé îñè áîëüøå ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè Re(Yt), Im(Yt), ÷òî ñîîòâåòñòâó-åò ðåçóëüòàòàì [4℄. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ ñ ó÷åòîì è áåçó÷åòà ñóæåíèÿ è íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà ñòåíêè ïîêàçàëî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèèïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé â æèäêîñòè, ïåðåìåùåíèé ñòåíêè, âîëíîâîé ïðîâî-äèìîñòè òðóáêè â öåëîì è êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ âîëí ðåçóëüòàòû íåñêîëüêîîòëè÷àþòñÿ, ïðè÷åì òåì ñóùåñòâåííåå, ÷åì áîëåå âûðàæåíî ñóæåíèå. Òàêèì îá-ðàçîì, ïðè ðàñ÷åòàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è îòðàæåíèÿ ïóëüñîâûõ âîëí â àîðòå è åå



�àñïðîñòðàíåíèå âîëí â íåîäíîðîäíûõ òðóáêàõ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ 91êðóïíûõ îòâåòâëåíèÿõ ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ñóæåíèå è íåîäíîðîäíîñòüñòåíêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ñîïîñòàâèìûõ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëàéòõèëë Äæ. Âîëíû â æèäêîñòÿõ. Ì.: Ìèð, 1980. 320 ñ.[2℄ Êèçèëîâà Í.Í. Îòðàæåíèå ïóëüñîâûõ âîëí è ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà àðòåðèàëüíûõðóñåë // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ñåð.ÌÆ�. 2003. � 5. Ñ. 129�139.[3℄ Êèçèëîâà Í.Í. Îòðàæåíèå ïóëüñîâûõ âîëí è ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà àðòåðèàëüíûõðóñåë ñ àíàñòîìîçàìè // Ìàò.ìîäåëèðîâàíèå. 2003. ò.15, � 6. C. 65�71.[4℄ Êèçèëîâà Í.Í. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòåé äàâëåíèå-ðàñõîä è ïàðàìåòðîâ ïàäàþ-ùåé è îòðàæåííîé âîëí äàâëåíèÿ â àðòåðèàëüíûõ ðóñëàõ // Àêóñòè÷. âåñòíèê. 2004.ò.7, � 1. C. 50�61.[5℄ Êèçèëîâà Í.Í. Íîâûå íàïðàâëåíèÿ è ïåðñïåêòèâû òåîðèè ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðè-ÿõ //Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû áèîìåõàíèêè. Ì.: Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,2006. Âûï. 11. Ñ. 44�63.[6℄ Taylor M.G. Wave travel in a non-uniform transmission line, in relation to pulses inarteries //Phys. Med. Biol. 1965. v.10. p. 539�550.[7℄ Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ Ì.: Ìèð, 1983. 400 ñ.[8℄ Shoerenberg M. Pulse wave propagation in elasti
 tubes having longitudinal 
hanges inarea and sti�ness // Biophys.J. 1968. v.8. p. 991�1008.[9℄ Bertram CD, Chen W. Aqueous �ow limitation in a tapered-sti�ness 
ollapsible tubes// J. Fluids Stru
t. 2000. vol.14. p. 1195�1214.[10℄ Kamm RD, Patel NR, Elad D. On the e�e
t of �ow-indu
ed �utter on �ow rate duringa for
ed vital 
apa
ity maneuver // FASEB J. 1993. vol.7. p.11.[11℄ Shim EB, Kamm RD. Numeri
al simulation of steady �ow in a 
ompliant tube or 
hannelwith tapered wall thi
kness // J. Fluids Stru
t. 2002. vol.16. p. 1009�1027.[12℄ Êèçèëîâà Í.Í. �àñïðîñòðàíåíèå âîëí äàâëåíèÿ â çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ òðóáêàõèç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà //Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Cåð.ÌÆ�. 2006. � 3. C. 125�139.Kizilova N.N. Wave propagation in nonuniform tubes with variable 
ross-se
tions . Abrief review of theoreti
al and experimental data on the wave propagation and re�e
tion intapered wall thi
kness and wall-sti�ness distensible tubes in appli
ation to blood 
ir
ulationand respiration systems is given. The 
orresponding problems for the plane and axisymmetri
waves are formulated and dis
ussed. Original results on the axisymmetri
 wave propagation inwall thi
kness and wall-sti�ness vis
oelasti
 tubes with variable 
ross-se
tion are presented.



Ï�ÎßÂËÅÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÕÀ�ÀÊÒÅ�À �ÀÇ�ÓØÅÍÈß�Î�ÍÛÕ ÏÎ�ÎÄÊîñòàíäîâ Þ.À., Ëîêøèíà Ë.ß.Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È.Âåðíàäñêîãî, Ñèì�åðîïîëü,À� Êðûì, ÓêðàèíàÏðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ ïðè ðåçàíèè èçâåñòíÿêî-âîãî è ñèëèêàòíîãî ìàòåðèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ñõåìû è ïàðàìåòðîâ ðåçàíèÿ. Âûïîëíåíñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñèëèÿ ðåçàíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçðóøåííûõ ýëåìåíòîâ ñðåäûïðè ðåçàíèè ìàòåðèàëà êàê îäèíî÷íûìè ðåçöàìè, òàê è ãðóïïîé ðåçöîâ. Óñòàíîâëåíûîñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè âëèÿíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ðåçöîâ è ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè èõ âîçäåéñòâèÿ íà ýíåðãîåìêîñòü ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðè èõ ðåçàíèè. Ïîêàçàíî,÷òî ý��åêòèâíîñòü ðàáîòû ãðóïïû ðåçöîâ çàâèñèò îò âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ çíà÷åíèéïðîäîëüíîãî øàãà ðåçàíèÿ è ãëóáèíû ðåçàíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì äèíàìè÷åñêî-ãî õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ ãîðíûõ ïîðîä ïðè èõ ðåçàíèè.Èñïîëüçîâàíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ è ý��åêòèâíûõ òåõíîëîãèé ðàçðà-áîòêè ãîðíûõ ïîðîä íåâîçìîæíî áåç ñîçäàíèÿ ýíåðãîñáåðåãàþùèõ ñïîñîáîâ è ïðè-åìîâ ðàçðóøåíèÿ ïîðîäíîãî ìàññèâà. Ñðåäè èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ òàêîãî ðàçðóøå-íèÿ íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïåðåçàíèÿ. Îí îáëàäàåò ðÿäîì ñóùåñòâåííûõ äîñòîèíñòâ ïî ïðîñòîòå è ñòîèìîñòèìàøèí, ìàëîé ýíåðãîåìêîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè äîáû÷è ïîëåçíîãî èñêîïàåìîãî.Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ ãîðíûõ ïîðîä ðå-øàåìûå ìîäåëüíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â ïëîñêîé ïî-ñòàíîâêå è, êàê ïðàâèëî, áåç ó÷åòà äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ. Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòî-èò â òðóäíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìûââèäó ñëîæíîñòè ó÷åòà ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò íà �ðîíòå ðàç-ðóøåíèÿ è õàðàêòåðèçóþòñÿ ìíîãèìè �àêòîðàìè, èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè èïðîñòðàíñòâå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿïðè ðåçàíèè èçâåñòíÿêîâîãî è ñèëèêàòíîãî ìàòåðèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò ñõåìû èïàðàìåòðîâ ðåçàíèÿ. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ÍÄÑ ìàòåðèàëà ïðè ðåçàíèè ïðîâîäèëñÿìîäè�èöèðîâàííûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [1, 2℄. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññàðàçðóøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ðàçðóøå-íèÿ òâåðäîãî òåëà è äâóõóðîâíåâûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèé ðîñòïîâðåæäåííîñòè ìàòåðèàëà ïðè åãî íàãðóæåíèè [3℄.�àññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ðåçàíèè íà ãëóáèíó h îáðàçöà â âèäå ïðÿìîóãîëüíî-ãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàçìåðàìè 6 õ 8 õ 20 ñì. Íèæíÿÿ ãðàíü îáðàçöà áûëà æåñòêîçàêðåïëåíà. �åçåö øèðèíîé b = 2 ñì èìåë ïîñòîÿííûé âåêòîð ñêîðîñòè v, íàïðàâ-ëåííûé âäîëü äëèííîé ãðàíè îáðàçöà.Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âàðüèðîâàëèñü óãîë ðåçàíèÿ α (60◦ è 90◦),ñêîðîñòü ðåçàíèÿ v (3 - 12 ì/ñ), ãëóáèíà ðåçàíèÿ h (0.5 - 3 ñì). Ââèäó òîãî, ÷òî äëè-òåëüíîñòü èññëåäóåìîãî ïðîöåññà è òðåáóåìîå âðåìåííîå ðàçðåøåíèå ðàçëè÷àþòñÿ



Ïðîÿâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ ãîðíûõ ïîðîä 93íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ, ðàññìàòðèâàëàñü íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿïðîäîëæèòåëüíîñòüþ äî 10−3 ñ.Èçó÷åíèå ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ ãîðíîé ïîðîäû ñîñòîÿëî â èññëåäîâàíèè âëè-ÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåçàíèÿ íà ÍÄÑ îáðàçöà, óñèëèå ðåçàíèÿ, ðàçâèòèå â îáúåìå èâðåìåíè ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà îáðàçöà âáëèçè êðîìêè ðåæóùåãî èíñòðóìåíòà.Äëÿ ýòîãî ïðè ðåçàíèè ñ âûðîâíåííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ñðåçàíèè èìåþ-ùèõñÿ íà íåé öåëèêîâ îïðåäåëÿëèñü äåéñòâóþùåå óñèëèå íà ïåðåäíåé ãðàíè ðåçöà
P (t), êîëè÷åñòâî ðàçðóøåííûõ ýëåìåíòîâ ñðåäû â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè n(t) èçà âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðåçöîì Ns(t), à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ðàçðóøåííûõ ýëå-ìåíòîâ ñðåäû â ñå÷åíèÿõ îáðàçöà, ïàðàëëåëüíûõ è îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèþðåçàíèÿ.Îêàçàëîñü, ÷òî óñèëèå ðåçàíèÿ, îïðåäåëÿåìîå êàê äåéñòâóþùåå óñèëèå íà ïå-ðåäíåé ãðàíè ðåçöà P (t), ïåðâîíà÷àëüíî âîçðàñòàåò, à çàòåì ñîõðàíÿåò îïðåäåëåí-íûé óðîâåíü çíà÷åíèé, èñïûòûâàÿ ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíûå îñöèëëÿöèè. Èç ñîïî-ñòàâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé P (t) è n(t) ñëåäóåò, ÷òî óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû P (t) ïðî-èñõîäÿò ïðè ðàçðóøåíèè ýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà è ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû ñáðîñîìíàêîïëåííîé èì ýíåðãèè óïðóãîé äå�îðìàöèè.Óñòàíîâëåíî óâåëè÷åíèå âåëè÷èíû P (t) ñ óìåíüøåíèåì v ïðè íåèçìåííîì çíà-÷åíèè h, ëèáî ñ ðîñòîì âåëè÷èíû h ïðè íåèçìåííîì çíà÷åíèè v, ÷òî ïîëíîñòüþñîîòâåòñòâóåò äàííûì, ïîëó÷åííûì ýêñïåðèìåíòàëüíî è ïðèâåäåííûõ â [4℄.Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðåçàíèè ìàòåðèàëàñî ñêîðîñòüþ v = 10 ì/ñ àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå óñèëèÿ ðåçàíèÿ P (t) óâåëè÷èâàåòñÿîò 220 äî 280 îòíîñèòåëüíûõ åäèíèö ñ ðîñòîì ãëóáèíû ðåçàíèÿ h îò 1.5 ñì äî3 ñì. Óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ýòîì è ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ âåëè÷èíû P (t) . Âåëè÷èíàóäåëüíîé ýíåðãîåìêîñòü ðàçðóøåíèÿ ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ â 1.5 ðàçà.Èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçðóøåííûõ ýëåìåíòîâ ñðåäû â ñå÷åíèÿõ (ñëî-ÿõ), ïàðàëëåëüíûõ è îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèþ ðåçàíèÿ, ïîçâîëèëî èçó÷èòüðàçâèòèå ðàçðóøåíèÿ ñðåäû âáëèçè êðîìêè ðåçöà íå òîëüêî âî âðåìåíè, íî è âîáúåìå. Íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-òîâ ðàçðóøåíèÿ ýëåìåíòîâ ñðåäû â èçâåñòíÿêîâîì ìàòåðèàëå, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.Íà íåì ÷åðíûìè êðóæêàìè ïîêàçàíû ðàçðóøåííûå ýëåìåíòû ñðåäû.Èç ðèñ. 1à ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñðåçàíèè öåëèêîâ â èçâåñòíÿêîâîì ìàòåðèàëå ñîñêîðîñòüþ v = 10 ì/ñ, ãëóáèíîé h = 1.5 ñì è óãëîì ðåçàíèÿ α = 90◦ ðàçðóøåíèåýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîèñõîäèò è âáëèçè ðåæóùåé êðîìêèðåçöà, è âáëèçè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè÷åì ëèíèÿ, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèòðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäû, ñîñòàâëÿåò óãîë β ≈ 55◦ ñ ïåðåäíåé ãðàíüþ îáðàçöà.Ñ óâåëè÷åíèåì h äî 3 ñì (ðèñ. 1á) ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà íà íà÷àëü-íîì ýòàïå ïðîèñõîäèò âáëèçè ðåæóùåé êðîìêè ðåçöà ïî ëèíèè, ñîñòàâëÿþùåé óãîë
β ≈ 35◦ ñ ïåðåäíåé ãðàíüþ îáðàçöà äî ãëóáèíû (ðàññòîÿíèÿ äî ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè) H ≈ 2.0 ñì. Çàòåì ëèíèÿ, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâñðåäû, ðåçêî èçìåíÿåò óãîë β ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ.Èç ýòîãî ñëåäóåò âàæíûé âûâîä îòíîñèòåëüíî ðåçàíèÿ ìàòåðèàëîâ ãðóïïîéðåçöîâ. Ïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò ñðåçàíèþ öåëèêîâ,îáðàçîâàííûõ äâóìÿ ðåçöàìè, îïåðåæàþùèìè çàäíèé íà âåëè÷èíó s. Ìàêñèìàëü-íàÿ ý��åêòèâíîñòü ðåçàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ âçàèìîäåéñòâèÿ (íàëîæåíèÿ)
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à) á)�èñ. 1. �àçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäû ïðè ñðåçàíèè öåëèêîâ ( v = 10 ì/ñ, b = 2 ñì,
α = 90◦) â èçâåñòíÿêîâîì ìàòåðèàëå â ìîìåíòû âðåìåíè 200, 400, 600 ìêñ:à) h = 1.5 ñì; á) h = 3.0 ñì.ÍÄÑ, ñîçäàâàåìîãî çàäíèì ðåçöîì, è (íà) ÍÄÑ, ñîçäàâàåìîãî ïåðåäíèìè ðåçöàìè.Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî óñëîâèå áóäåò ðåàëèçîâàíî òîãäà, êîãäà ïåðåäíèå ðåçöû îïåðå-æàþò çàäíèé ðåçåö íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ ðàññòîÿíèþ îò ïåðåäíåé ãðàíè îáðàçöà äîìåñòà èçëîìà ëèíèè, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäû. Ïðèóñëîâèè ðàâåíñòâà ãëóáèí ðåçàíèÿ ïåðåäíèõ è çàäíåãî ðåçöîâ ýòî îçíà÷àåò ïðè-áëèçèòåëüíîå ðàâåíñòâî âåëè÷èí îïåðåæåíèÿ s è ãëóáèíû ðåçàíèÿ h. Ïîñëåäíååîïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðîì ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ è ïîëíîñòüþ ñîîò-âåòñòâóåò âûâîäó, ñäåëàííîìó â [4℄, î ñîîòíîøåíèè âåëè÷èí s è h, ïðè êîòîðîìîáåñïå÷èâàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå óäåëüíîé ýíåðãîåìêîñòè ðàçðóøåíèÿ.Ïðèìåð ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàçðóøåíèÿ ýëåìåíòîâñðåäû â îáðàçöå èç ñèëèêàòíîãî ìàòåðèàëà ïðèâåäåí íà ðèñ. 2. Èç ýòîãî ðè-ñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñðåçàíèè öåëèêîâ â ñèëèêàòíîì ìàòåðèàëå ñî ñêîðîñòüþ
v = 10 ì/ñ, ãëóáèíîé h = 1.5 ñì è óãëîì ðåçàíèÿ α = 90◦ ðàçðóøåííûå ýëåìåíòîâñðåäû óæå ÷åðåç 300 ìêñ ïîëíîñòüþ îòäåëÿþò îò îáðàçöà åãî ÷àñòü, ïðèëåãàþùóþê ðåçöó. Ïðè ýòîì ëèíèÿ, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäû,ñîñòàâëÿåò óãîë β ≈ 70◦ ñ ïåðåäíåé ãðàíüþ îáðàçöà íà ïðîòÿæåíèè ñâîåé äëèíû îòìåñòà êîíòàêòà ñ âåðøèíîé ðåçöà äî ãëóáèíû H ≈ 0.5 ñì. Çäåñü îíà îòêëîíÿåòñÿâ ñòîðîíó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è èçìåíÿåò óãîë β äî íóëÿ.Ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû ðåçàíèÿ äî 3 ñì ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà íàíà÷àëüíîì ýòàïå ïðîèñõîäèò, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ.2à, âáëèçè ðåæóùåé êðîìêèðåçöà. Ëèíèÿ, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäû, ñîñòàâëÿ-åò óãîë β ≈ 22◦ ñ ïåðåäíåé ãðàíüþ îáðàçöà íà ïðîòÿæåíèè ñâîåé äëèíû îò ìåñòàêîíòàêòà ñ âåðøèíîé ðåçöà äî ãëóáèíû H ≈ 1.5 ñì è ðàññòîÿíèÿ äî ïåðåäíåéãðàíè îáðàçöà L ≈ 0.5 ñì. Ëîêàëüíàÿ îáëàñòü ìàòåðèàëà ñ ýòèìè êîîðäèíàòàìèõàðàêòåðèçóåòñÿ êîíöåíòðàöèåé ðàçðóøåííûõ ýëåìåíòîâ ñðåäû, ïîâûøàþùåéñÿñ ïðîäîëæåíèåì íàãðóæåíèÿ. Â ýòîé ëîêàëüíîé îáëàñòè ëèíèÿ, âäîëü êîòîðîéïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäû, îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíî-ãî íàïðàâëåíèÿ äî óãëà β ≈ 65◦. Ýòîò óãîë íàêëîíà îíà ñîõðàíÿåò íåèçìåííûìâïëîòü äî âûõîäà íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü íà ðàññòîÿíèè S ≈ 4.0 ñì îò ïåðåäíåé
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�èñ. 2. �àçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäûïðè ñðåçàíèè öåëèêîâ â ñèëèêàòíîì ìà-òåðèàëå ( v = 10 ì/ñ, b = 2 ñì, α = 90◦)â ìîìåíòû âðåìåíè t :à) h = 3.0 ñì, t = 200, 400, 600 ìêñ;á) h = 1.5 ñì, t = 300 ìêñ.ãðàíè îáðàçöà.�àññìîòðèì èçëîæåííûå äàííûå ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ ý�-�åêòèâíîñòè ðåçàíèÿ ìàòåðèàëîâ ãðóïïîé ðåçöîâ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ðàíåå äëÿñëó÷àÿ ðåçàíèÿ èçâåñòíÿêîâîãî ìàòåðèàëà.Âçàèìîäåéñòâèå ÍÄÑ, ñîçäàâàåìîãî çàäíèì ðåçöîì, ñ ÍÄÑ, ñîçäàâàåìûì ïå-ðåäíèìè ðåçöàìè, âîçìîæíî, êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ïðè óñëîâèè îïåðåæåíèÿ ïå-ðåäíèìè ðåçöàìè çàäíåãî ðåçöà íà âåëè÷èíó s < S. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
h = 3.0 ñì, S ≈ 4.0 ñì. Ïîýòîìó γm = s/h ≈ 1.33. Ýòî çíà÷åíèå γ íå íàìíî-ãî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû è òåì ñàìûì, êàê è â ñëó÷àå ðåçàíèÿ èçâåñòíÿêîâîãîìàòåðèàëà, ñîîòâåòñòâóåò âûâîäó, ñäåëàííîìó â [4℄, î âåëè÷èíå γm, ïðè êîòîðîéîáåñïå÷èâàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå óäåëüíîé ýíåðãîåìêîñòè ðàçðóøåíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèÿ γm ≈ 1, 33 îáåñ-ïå÷èâàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå óäåëüíîé ýíåðãîåìêîñòè ðàçðóøåíèÿ, íî ïðè ýòîìïåðåäíèå ðåçöû íàõîäÿòñÿ íà òàêîì ðàññòîÿíèè îò çàäíåãî ðåçöà, ïðè êîòîðîìëèíèÿ, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ ñðåäû, óæå âûõîäèò íàñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü îáðàçöà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçðóøåííîì ìàòåðèàëå áóäåòçíà÷èòåëüíà äîëÿ ìåëêèõ �ðàêöèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì �àêòîðîì. Ïî-ýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ý��åêòèâíîñòè ðåçàíèÿ ìàòåðèàëîâ ãðóï-ïîé ðåçöîâ ñëåäóåò è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèíÿòü γm ≈ 1.Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ý��åêòèâíîñòü ðàáîòû ãðóïïû ðåçöîâ çà-âèñèò îò âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ çíà÷åíèé îïåðåæåíèÿ ïåðåäíèìè ðåçöàìè çàäíåãîðåçöà ê ãëóáèíå ðåçàíèÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â ïðîÿâëåíèè äèíàìè÷åñêîãî õà-ðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ ãîðíûõ ïîðîä ïðè èõ ðåçàíèè, êîòîðîå ïðè óêàçàííîì óñëîâèèðåàëèçóåòñÿ â ìàêñèìàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè ÍÄÑ çàäíåãî ðåçöà ñ ÍÄÑ ïåðåäíèõðåçöîâ.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî áûëà ðàññìîòðåíà ñîâåðøåííî êîíêðåòíàÿ ñõåìà ðåçàíèÿ,



96 Êîñòàíäîâ Þ.À., Ëîêøèíà Ë.ß.ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè âûÿâèòü îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè âëèÿíèÿâçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ðåçöîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ âîçäåéñòâèÿ íà ýíåð-ãîåìêîñòü ðàçðóøåíèÿ ãîðíîé ïîðîäû. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïðåäîñòàâëÿåò âîç-ìîæíîñòü ðàçðàáîòêè ðåêîìåíäàöèé ïî îïðåäåëåíèþ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâïðîöåññà èíñòðóìåíòàëüíîãî ðåçàíèÿ ãîðíûõ ïîðîä, îáåñïå÷èâàþùèõ åãî íàèìåíü-øóþ óäåëüíóþ ýíåðãîåìêîñòü.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëîêøèíà Ë.ß., Øèïîâñêèé È.Å. Ïðèìåíåíèå ìîäåëè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ïîðè-ñòîãî òåëà ê èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âçàèìîäåé-ñòâóþùåé ñèñòåìû ¾èíñòðóìåíò-ãîðíàÿ ïîðîäà¿// �åîòåõíi÷íà ìåõàíiêà: Ìiæâiä.çá. íàóê. Ïðàöü. Âèï. 30. �Äíiïðîïåòðîâñüê: I�ÒÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2001. Ñ. 71�76.[2℄ Øèïîâñêèé È.Å. Ïðîãðàììà ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ// Ñâèäåòåëüñòâî �17852 îò 07.09.2006 î ðåãèñòðàöèè àâ-òîðñêîãî ïðàâà íà êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó. -Óêðàèíà. -2006.[3℄ Êîñòàíäîâ Þ.À., Øèïîâñêèé È.Å. Äâóõóðîâíåâûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèà-ëîâ // Íàäåæíîñü è äîëãîâå÷íîñòü ìàøèí è ñîîðóæåíèé. Ìåæä. ñáîðíèê. Âûï.29 -2007. Ñ. 169�175.[4℄ Êîñòàíäîâ Þ.À., Ìåäâåäåâ Â.Ñ. Ýíåðãîåìêîñòü ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðè òàí-ãåíöèàëüíîì ðåçàíèè // Ìàòåðèàëû XVII Ìåæä. íàó÷. øêîëû "Äå�îðìèðîâàíèå èðàçðóøåíèå ìàòåðèàëîâ ñ äå�åêòàìè è äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â ãîðíûõ ïîðîäàõ èâûðàáîòêàõ". Àëóøòà, Óêðàèíà, 17-23 ñåíòÿáðÿ 2007 ã. -Ñèì�åðîïîëü: Òàâðè÷. íàö.óí-ò, 2007. Ñ. 146�148.Kostandov Yu.A., Lokshina L.Ya. Development of dynami
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÑÂßÇÀÍÍÎÉÒÅ�ÌÎÝËÅÊÒ�ÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ ÄËß ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÎ�ÎÝËÅÌÅÍÒÀËàâðèíåíêî Â. Â.ÎÎÎ ¾Òåõíî-Àðò¿, ã. �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à î äâèæåíèè ïëàñòèíû-ïîëîñû èç òåðìîýëåêòðîóïðóãî-ãî ìàòåðèàëà, â êîòîðîé â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ òåïëîâîãî íàãðóæåíèÿ íà ëèöåâûõïîâåðõíîñòÿõ íàâîäèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, îïðåäåëÿåìàÿ äàëåå èç äîïîëíèòåëüíî-ãî óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòà â öåïü. Ïîñòðîåíà óïðîùåííàÿ ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâåèçîáðàæåíèé ïî Ëàïëàñó; èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðåøåíèé. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íàíà÷àëüíîì ýòàïå ñòðóêòóðà ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îòïàðàìåòðà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò òåïëîýëåêòðè÷åñêóþ ñâÿçàííîñòü çàäà÷è.Ââåäåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó ïîñòàíîâîê êðàåâûõ çàäà÷ òåðìîýëåêòðî-óïðóãîñòè [6℄ ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ òåðìîïüåçîýëåêòðè÷åñòâà, ñ�îðìóëèðîâàííûåÌèíäëèíûì [7℄ â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Ñëîæíîñòü ïîñòàíîâêèçàäà÷ òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîå-íèÿ áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. Âçàäà÷àõ äëÿ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ âàæíîå ïðèëîæåíèå ïðè ðàñ÷åòåòåìïåðàòóðíûõ ïüåçî- è ïèðîäàò÷èêîâ, äîïîëíèòåëüíî âîçíèêàåò ìàëûé ïàðàìåòðòîíêîñòåííîñòè è äëÿ êîððåêòíîé �îðìóëèðîâêè óïðîùåííûõ ìîäåëåé íåîáõîäè-ìî èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó [3℄, [4℄.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ïëàñòèíû-ïîëîñû èçòåðìîýëåêòðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà êëàññà 6mm è ïîñòðîèì óïðîùåííóþ ìîäåëü âïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëàñó.Ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïëîñêîé äå�îðìàöèè:
û2 = 0,

∂ûi

∂x2
=

∂ϕ̂

∂x2
=

∂θ̂

∂x2
= 0 . (1)Ñå÷åíèå ïëàñòèíû ïëîñêîñòüþ x2 = const åñòü ïðÿìîóãîëüíèê Ω [−l, l] ×

[−H,H ], â ðåçóëüòàòå ïðèëîæåííîé ê ãðàíèöàì x3 = ±H òåïëîâîé íàãðóçêè íàâî-äèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ:
σ̂13|x3=±H = σ̂33|x3=±H = 0; ϕ̂|x3=±H = ±ϕ̂0;

∂θ̂

∂x3

∣∣∣∣∣
x3=±H

= q̂±;

σ̂13|x1=±l = σ̂11|x1=±l = 0; D̂1

∣∣∣
x1=±l

= 0; q̂1|x1=±l = 0.

(2)Â ýòîé ïîñòàíîâêå q̂± � çàäàííûå �óíêöèè îò x1, σ̂ = 0, F̂i = 0, ŵ = 0, Î = 0,à íåèçâåñòíûé ïîòåíöèàë ϕ̂0 îïðåäåëÿåòñÿ èç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ òîêàïðè âêëþ÷åíèè ýëåìåíòà â ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü:
l∫

−l

D̂3(x1, H) dx1 = 0. (3)



98 Ëàâðèíåíêî Â.Â.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðîùåííîé ìîäåëè äå�îðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû èñïîëüçóåìîïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé òåðìîýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû [6℄, σ33 ñ÷è-òàåì ðàâíûì íóëþ. Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðà ε, ïðèìåì ãèïîòåçû î ñòðîåíèè�èçè÷åñêèõ ïîëåé, àíàëîãè÷íûå ãèïîòåçàì Êèðõãî�à:
û1(x1, s) = û10(x1, s) − x3û

′
30(x1, s), û3(x1, s) = û30(x1, s),

ϕ̂ =
x3

H
ϕ̂0(s), θ̂ = T̂1(x1, s) +

x3

H
T̂2(x1, s).

(4)Èñïîëüçóåì äàëåå âàðèàöèîííûé ïîäõîä äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåðìîýëåê-òðîóïðóãîñòè àíàëîãè÷íî [4℄. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà åñòåñòâåííûì îá-ðàçîì ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå çàäà÷è, êîòîðûå óñëîâíî ìîæíî íàçâàòüçàäà÷åé ¾ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ¿ è çàäà÷åé ¾èçãèáà¿ òîíêîñòåííîãî ýëåìåíòà. Îáåç-ðàçìåðèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé, ïðåäëîæåííîé â [1℄,ïîëó÷èì:Çàäà÷à 1: (ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå, íåèçâåñòíûå ˆ̃u10 è ˆ̃T1)
ˆ̃u′′10 − δ2

2 s̃
2 ˆ̃u10 − δ1γ

ˆ̃T ′
1 = 0, δ1γs̃ˆ̃u

′
10 − k̃11

ˆ̃T ′′
1 + s̃ ˆ̃T1 = s̃δ1g ˆ̃ϕ0 −

ˆ̃q1
ε
,

(
ˆ̃u′10 − δ1γ

ˆ̃T1

)∣∣∣
x=±1

= −e ˆ̃ϕ0 ,
ˆ̃T ′
1

∣∣∣
x=±1

= 0.
(5)Çàäà÷à 2: (èçãèá, íåèçâåñòíûå ˆ̃u30 è ˆ̃T2)

ε2 ˆ̃u
(4)
30 − ε2δ2

2 s̃
2 ˆ̃u′′30 + 3δ2

2 s̃
2 ˆ̃u30 + εδ1γ

ˆ̃T ′′
2 = 0,

−εδ1γs̃ˆ̃u′′30 − k̃11
ˆ̃T ′′
2 +

(
s̃+

3

ε2

)
ˆ̃T2 = − 3̂q̃2

ε
,

(
εˆ̃u′′30 + δ1γ

ˆ̃T2

)∣∣∣
x=±1

= 0, ˆ̃T ′
2

∣∣∣
x=±1

= 0,
(

ˆ̃u′′′30 − δ2
2 s̃

2 ˆ̃u′30

)∣∣∣
x=±1

= 0

(6)ãäå q1, 2 = (q+ ± q−)/2.Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (3) ïðèíèìàåò âèä:
1∫

−1

(
e
(

ˆ̃u′10 − εˆ̃u′′30

)
− ˆ̃ϕ0 + δ1g(

ˆ̃T1 + ˆ̃T2)
)
dx1 = 0. (7)Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îáåçðàçìåðèâàíèÿ â êðàåâóþ çàäà÷ó âõîäÿò äâà ìà-ëûõ ïàðàìåòðà � δ1, õàðàêòåðèçóþùèé ñâÿçàííîñòü òåìïåðàòóðû ñ ýëåêòðè÷åñêèìïîòåíöèàëîì è óïðóãèì ñìåùåíèåì, è δ2, ÿâëÿþùèéñÿ îòíîøåíèåì õàðàêòåðíûõâðåìåí çâóêîâûõ è òåïëîâûõ âîçìóùåíèé. Ìàëîñòü äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåò-ðîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè àíàëèçå êðàåâûõ çàäà÷ (5), (6).�àññìîòðèì äàëåå çàäà÷ó ¾ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ¿ (5), ñ÷èòàÿ ˆ̃q1 äàëåå ÷åòíîé ïî

x, ˆ̃q2 - ðàâíîé íóëþ; òîãäà T̃2 = ũ30 = 0. Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (7) óïðîñòèòñÿ èïðèìåò âèä:
1∫

−1

(
eˆ̃u′10 − ˆ̃ϕ0 + δ1g

ˆ̃T1

)
dx1 = 0. (8)



Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ òîíêîñòåííîãî ýëåìåíòà 99Çàäà÷à 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçàííóþ çàäà÷ó òåðìîóïðóãîñòè ñ èñòî÷íèêîì èäëÿ åå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû èçâåñòíûå ìåòîäû [5℄. ×òîáû îïðåäåëèòüâåëè÷èíó íàâåäåííîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ â îáùåì ñëó÷àå èçìåíåíèÿ ˆ̃q1, ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàí ïðèåì, àíàëîãè÷íûé èñïîëüçîâàííîìó â [4℄.�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè òåïëîâîãî íàãðóæåíèÿ ˆ̃q1 = q(s̃)Q, ãäå Q = const,äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ˆ̃ϕ0 ïðè s̃→ ∞, ÷òî ñîîòâåò-ñòâóåò τ → 0.�åøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå
u10 =

2∑

i=1

AiPi sh(λix) , T1 =
2∑

i=1

BiPi ch(λix) + δ1g ˆ̃ϕ0 −
ˆ̃q1
s̃ε
,ãäå Ai = δ1γλi , Bi = λ2

i − δ2
2 s̃

2, à Pi îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
P1 =

(
(δ2

1gγ − e) ˆ̃ϕ0 −
δ1γ

s̃ε
ˆ̃q1

)
µ(λ2)sh(λ2)∆

−1,

P2 = −
(

(δ2
1gγ − e) ˆ̃ϕ0 −

δ1γ

s̃ε
ˆ̃q1

)
µ(λ1)sh(λ1)∆

−1,ãäå µ(λi) = (λ2
i − δ2

2 s̃
2)λi, ∆ = δ1γδ

2
2 s̃

2 (µ(λ2)sh(λ2)ch(λ1) − µ(λ1)sh(λ1)ch(λ2)), à λióäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ: Aλ4 +Bλ2 +C = 0,ãäå A = k̃11, B = −s̃(k̃11δ
2
2 s̃+1+ δ2

1γ
2), C = −δ2

2 s̃
3 è âûáèðàþòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå

λ1 ,2 =

√
−B ±

√
B2 − 4AC

2C
.Íàâåäåííàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëèòñÿ èç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (8)ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ˆ̃ϕ0 =
δ1 ˆ̃

1q

s̃ε

g∆ + γP

(δ2
1g

2 − 1)∆ + (δ2
1γg − e)P

=
ˆ̃q1
ε
W (s̃), (9)ãäå P = ((eA1 + δ1gB1)µ(λ2) − (eA2 + δ1gB2)µ(λ1))sh(λ1) sh(λ2).Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèèW (s) äëÿ áîëü-øèõ è ìàëûõ s̃.1. Ïðè s̃→ ∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò τ → 0, èìååì:

W (s̃) =
δ1
s̃

(
W1 +

W2√
s̃

)
+O(s̃−2), (10)ãäå W1 =

g

δ2
1g

2 − 1
, W2 =

2gb1(γ − ge)

(δ2
1g

2 − 1)2a2γ
, a1 = δ2, b1 =

δ2
1γ

2

2k̃11δ2
, a2 =

1√
k̃11

,
b2 = − δ2

1γ
2

2k̃
3/2
11 δ

2
2

.Èç ñòðóêòóðû àñèìïòîòèêè ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè ñëåäóåò, ÷òî íà íà÷àëüíîìýòàïå ñòðóêòóðà ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé δ1W , çàâèñÿùåé òîëüêî îòïàðàìåòðà δ1g, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò òåïëîýëåêòðè÷åñêóþ ñâÿçàííîñòü çàäà÷è.Ñ ðîñòîì âðåìåíè âêëàä â ïîòåíöèàë äàåò òåðìîóïðóãèé è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèéý��åêòû, õàðàêòåðèçóåìûå âåëè÷èíîé W2.



100 Ëàâðèíåíêî Â.Â.2. Ïðè s̃→ 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò τ → ∞, ïîëó÷èì:
W 0(s̃) =

δ1
s̃

(
W 0

1 +W 0
2 s̃
)

+O(s̃) , (11)ãäå
W 0

1 =
g(1 + δ2

1γ
2) − γe

(δ2
1g

2 − 1)((1 + δ2
1γ

2)) + δ2
1γg − e

,

a0
1 =

√
1 + δ2

1γ
2

k̃11

, b01 =

√
1 + δ2

1γ
2

k̃11

δ2
2δ

2
1γ

2k̃11

(1 + δ2
1γ

2)2
.Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäåëüíîé òåîðåìîé ϕ0(∞) = lims̃→0 s̃W (s̃) =

δ1W
0
1 .Â [1℄ áûëè ïðåäëîæåíû âàðèàíòû óïðîùåííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è. Ñòðóêòóðàêîý��èöèåíòîâ â àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè òàêîâà,÷òî èíòåðåñíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ è ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿêâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè ïðåíåáðåæåíèè â (5) èíåðöèîí-íûìè ñëàãàåìûìè, ò.å. ïðè δ2 = 0:

ˆ̃u′′10 − δ1γ
ˆ̃T ′
1 = 0, δ1γs̃ˆ̃u

′
10 − k̃11

ˆ̃T ′′
1 + s̃ ˆ̃T1 = s̃δ1g ˆ̃ϕ0 −

ˆ̃q1
ε
,

(
ˆ̃u′10 − δ1γ

ˆ̃T1

)∣∣∣
x=±1

= −e ˆ̃ϕ0 ,
ˆ̃T ′
1

∣∣∣
x=±1

= 0.
(12)Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòà ðÿäàïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà:

ˆ̃ϕ0 =
δ1 ˆ̃

1q

s̃ε

g + eγ

−(1 + δ2
1γ

2)(1 + e2) + δ2
1(g + eγ)2

=
ˆ̃
1q

ε
W ∗(s̃).Òàêèì îáðàçîì, ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ â êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå èìååò ñëå-äóþùóþ ñòðóêòóðó:

W ∗(s̃) =
δ1
s̃
W ∗

1 , W ∗
1 =

g + eγ

−(1 + δ2
1γ

2)(1 + e2) + δ2
1(g + eγ)2

(13)Ñðàâíèì ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé W (s̃) è W ∗(s̃) ïðè s̃→ ∞, W 0(s̃) è W ∗(s̃)ïðè s̃→ 0. Ïðè s̃→ ∞

lim
s̃→∞

[W −W ∗] · s̃ =
(e− δ2

1gγ)(γ − ge)

(1 − δ2
1g

2)(1 + e2 + δ2
1(γ

2 − g2 − 2gγe))
= m1Ïðè s̃→ 0

lim
s̃→0

[
W 0 −W ∗] · s̃ = m2 ,ãäå

m2 =
δ1gγ(1 + δ2

1γ
2)(γ − ge)

((1 + δ2
1γ

2)(δ2
1g

2 − 1) + e(δ2
1γg − e))(1 + e2 + δ2

1(γ
2 − g2 − 2gγe))

.



Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ òîíêîñòåííîãî ýëåìåíòà 101Äëÿ òèòàíàòà áàðèÿ m1 ≃ 0, 41, m2 ≃ 2, 1 ∗ 10−4 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Åñëèìàëûé ïàðàìåòð δ1 ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, òî m2 = 0, m1 =
e(γ − ge)

1 + e2
.Òàêèì îáðàçîì, ïðè s̃ → 0 �óíêöèè W 0(s̃) è W ∗(s̃) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò,÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàâåäåííîãî ïîòåíöèàëà ïðè áîëüøèõ âðåìå-íàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàçèñòàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó. Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ïå-ðåäàòî÷íûõ �óíêöèé W (s̃) è W ∗(s̃) ïðè s̃ → ∞ îäèíàêîâ, îíè óáûâàþò êàê s−1,îäíàêî êîíñòàíòû ïðè ãëàâíûõ ÷ëåíàõ ðàçëîæåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ è äëÿ ïîëó÷åíèÿäîñòîâåðíîãî ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü äèíàìè-÷åñêóþ ïîñòàíîâêó. Ñëîæíûé âèä ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè ïðè ýòîì íå ïîçâîëÿåòíàéòè àíàëèòè÷åñêè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è òðåáóåò ÷èñëåííîãî îá-ðàùåíèÿ.Ïîëó÷åííûå âûâîäû ïî �îðìå ñîâïàäàþò ñ ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [2℄ è ïîçâî-ëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ íàâåäåííîãî ïîòåíöèàëà äëÿáîëüøèõ t ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.Àâòîð áëàãîäàðèò À. Î. Âàòóëüÿíà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïðèçíàòåëåí çàïîëåçíûå ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ À. Î. Âàòóëüÿíó, Á. Í. Ñåìåíîâó è À. Ñ. Ñêàëèóõó.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âàòóëüÿí À. Î. Î íåêîòîðûõ çàêîíîìåðíîñòÿõ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â òåðìîýëåêòðî-óïðóãîñòè // Èçâ. âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé �åãèîí. 1999. � 3. Ñ. 28-31.[2℄ Âàòóëüÿí À. Î. Òåïëîâîé óäàð ïî òåðìîýëåêòðîóïðóãîìó ñëîþ. // Âåñòíèê Äîíñêî-ãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. �îñòîâ í/Ä. Âåñòíèê Ä�ÒÓ. 2001.T. 1. N1(7). Ñ. 82-88.[3℄ Âàòóëüÿí À. Î., Êîâàëåâà Â. Â. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòèè åãî ïðèìåíåíèå â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ òîíêîñòåííîãî ýëåìåíòà // Ïðèêëàäíàÿìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ �èçèêà. 2002. � 1. Ò. 43. Ñ. 196�201.[4℄ Êîâàëåâà Â. Â. Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ ïëàñòèíû //Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà è ãåî�èçèêà. ÒðóäûIII øêîëû-ñåìèíàðà, �îñòîâ-íà-Äîíó, 15-19 íîÿáðÿ 2004, ã. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî¾ÖÂÂ�¿, 2004. Ñ. 92-95[5℄ Íîâàöêèé Â. Äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè. Ì.: Ìèð. 1970. 256 ñ.[6℄ Íîâàöêèé Â. Ýëåêòðîìàãíèòíûå ý��åêòû â òâåðäûõ òåëàõ. Ì.: Ìèð. 1986. 160 ñ.[7℄ Mindlin R. D. On the equations of motion of piezoele
tri
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∗∗ ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È. Þæíîãî�åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå î âçàèìî-äåéñòâèè óïðóãîãî âàëà ñ êóñî÷íî-íåîäíîðîäíûì öèëèíäðè÷åñêèì ñëîåì ñî âñòàâêàìè,ìîäåëèðóþùàÿ ðàáîòó áèíàðíîãî ñàìîñìàçûâàþùåãîñÿ ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ. Äëÿðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà, ðåàëèçîâàííûé â ïðîãðàìì-íîì êîìïëåêñå ANSYS, äëÿ êîòîðîãî ðàçðàáîòàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêåAPDL ANSYS. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, âåëè÷èíû çîíû êîíòàêòà ïðèðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðàõ âñòàâîê.Áîëüøóþ ðîëü â íàäåæíîé ðàáîòå ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèå èãðàåò ñìàçêà,êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò íèçêîå òðåíèå, ðàçäåëåíèå ïîäâèæíûõ ÷àñòåé, çàùèòó îòâðåäíîãî âîçäåéñòâèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû è òåïëîîòâîä. Áèíàðíûé öèëèíäðè÷å-ñêèé ïîäøèïíèê ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñìàçûâàþùèìñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òîâ êîðïóñå ýòîãî ïîäøèïíèêà èìåþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå ïðîòåêòîðíûå âñòàâêè èçïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà è â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè îíè îáðàçóþò àíòè�ðèêöèîí-íûé ñëîé íà ïîâåðõíîñòÿõ âàëà è ïîäøèïíèêà. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçóïðî÷íîñòè è æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè áèíàðíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà âðàáî÷åé êîíòàêòíîé çîíå.Îñíîâàíèå ïîäøèïíèêà îòíåñåíî ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O1rϕ. Âñòàâêèâ îñíîâàíèè ðàçìåùåíû ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå ϕ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè r = R1óãîë ϕ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ ϕ0 − ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ0 + ϕ1, ïðè r = R2 - â ïðåäåëàõ
ϕ0 −ϕ2 ≤ ϕ ≤ ϕ0 +ϕ2, ãäå ϕ0 = −π/2+α(n−1) äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿâñòàâîê è ϕ0 = −π/2−θ+α(n−1) - äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ (çäåñü ϕ = −π/2 îïðåäåëÿ-åò íàïðàâëåíèå r âåðòèêàëüíî âíèç). Áîêîâûå ãðàíèöû âñòàâîê ïðÿìîëèíåéíû èïàðàëëåëüíû. Ââåäåíû êîíñòàíòû ϕ1 = α/4, ϕ2 = arcsin(R1/R2 sinϕ1), α = 2π/N ,
θ = α/2, ãäå n = 1..N - ïîðÿäêîâûé íîìåð âñòàâêè, N - êîëè÷åñòâî âñòàâîê âêàæäîì ñëó÷àå.Âñòàâêè è ñëîé æåñòêî ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, ãðàíèöà r = R2 íåïîäâèæíà,à â ãðàíèöó r = R1 âäàâëèâàåòñÿ óïðóãèé âàë â �îðìå êðóãà ðàäèóñà R0 = R1 − hñ öåíòðîì O2, ñìåùåííîì îòíîñèòåëüíî öåíòðà öèëèíäðè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ âíèçíà âåëè÷èíó h ≥ 0. Ñèëà âäàâëèâàíèÿ P ïðèëîæåíà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (R0−
h, π/2), êîòîðàÿ ñìåùàåò âàë òîëüêî âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîòðåíèå ìåæäó âàëîì è êóñî÷íî-íåîäíîðîäíûì ñëîåì îòñóòñòâóåò. Ñõåìà çàäà÷èäëÿ äâóõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ äåâÿòè âñòàâîê ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1 (âñòàâêèçàøòðèõîâàíû).Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòàðèÿ ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå èñïîëüçîâàë-ñÿ ïàêåò ANSYS è åãî êîìàíäíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ APDL. Ïîñòðîåíèå
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�èñ. 1. Ñõåìà çàäà÷è â äâóõ ñëó÷àÿõ ðàñïîëîæåíèÿ âñòàâîêäâóìåðíîé òâåðäîòåëüíîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿëîñü ïî òåõíîëîãèè ìîäåëèðîâàíèÿ"ñíèçó-ââåðõ" ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé: çàäà-íèå îïîðíûõ òî÷åê â ïîëÿðíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, ñâÿçàííûõ ñî ñëîåì è âàëîì;ïîñòðîåíèå äóã è ïðÿìûõ ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ îïîðíûå òî÷êè; îïðåäåëåíèå îáëà-ñòåé ïî îïîðíûì òî÷êàì; ñâÿçûâàíèå ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè çàäàííûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ. Ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ìàòåðèàëü-íûõ êîíñòàíò ñëîÿ - êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν, ìîäóëü Þíãà E; âñòàâîê - νv, Ev èâàëà - νs, Es.Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ òâåðäîòåëüíóþ ìîäåëü, îñóùåñòâëÿëîñü àâòîìàòè÷å-ñêîå ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì ïëîñêèå êîíå÷íûå ýëå-ìåíòû íàñëåäîâàëè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷å-ñêèõ îáëàñòåé. Â îáëàñòÿõ, çàíèìàåìûõ óïðóãèìè ìàòåðèàëàìè âàëà è êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ, èñïîëüçîâàëèñü ïëîñêèå âîñüìèóçëîâûå ñòðóêòóðíûå êîíå÷-íûå ýëåìåíòû PLANE82 ñ îïöèåé ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Íà ãðàíèöå ïðåä-ïîëàãàåìîãî êîíòàêòà ñëîÿ àâòîìàòè÷åñêè �îðìèðîâàëèñü êîíòàêòíûå êîíå÷íûåýëåìåíòû CONTA175, à íà ãðàíèöå ïðåäïîëàãàåìîãî êîíòàêòà âàëà � êîíòàêòíûåýëåìåíòû TARGE169 [1℄. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ â ñîîòâåòñòâèå ñìåòîäîëîãèåé ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòðîÿò-ñÿ êàíîíè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ â ïðåäïîëàãàåìîé çîíå êîíòàêòà ñëîÿ è âàëà. Íà âàëóâûäåëÿþòñÿ äâà ñåêòîðà èñêóññòâåííîãî ñëîÿ òîëùèíû hk ñ êàíîíè÷åñêèì ðàç-áèåíèåì, õàðàêòåðèçóåìûì ïàðàìåòðàìè ntd - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïî óãëîâîéêîîðäèíàòå, ntv - ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå. Ñîçäàþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ðàçáèåíèÿñåìè ñåãìåíòîâ äëÿ ñëîÿ ñî âñòàâêàìè ñ ïàðàìåòðàìè nbd - êîëè÷åñòâî ýëåìåí-òîâ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå â êàæäîì ñåãìåíòå è nbv - ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå.Îñòàâøèåñÿ îáëàñòè ñëîÿ, âñòàâîê è âàëà ðàçáèòû ñâîáîäíûì îáðàçîì ÷åòûðåõ-óãîëüíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Òâåðäîòåëüíàÿ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëèçàäà÷è â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ âñòàâîê èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé êîíòàêíûõíàïðÿæåíèé q(ϕ) = −σrr(R1, ϕ) ïðè ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðàõ âñòà-âîê â ïåðâîì ñëó÷àå èõ ðàñïîëîæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ (íà
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�èñ. 2. Òâåðäîòåëüíàÿ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëè çàäà÷èãðà�èêå ϕ = 0 îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå r âåðòèêàëüíî âíèç). Ïðè ðàñ÷åòàõ ïðè-ëîæåííàÿ ñèëà P = 1.7 êÍ, ðàäèóñû R1 = 0.025 ì, R2 = 0.031 ì, R0 = 0.02491 ì.Êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà è ìîäóëè Þíãà ñëîÿ è âàëà ïîëàãàëèñü ðàâíûìè ñîîò-âåòñòâåííî ν = 0.3 è E = 1011 Ïà, νs = 0.3 è Es = 2.1 · 1011 Ïà. Ìàòåðèàëü-íûå êîíñòàíòû âñòàâîê âàðüèðîâàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîý��èöèåíò Ïóàññî-íà νv îñòàâàëñÿ áåç èçìåíåíèÿ è ðàâíÿëñÿ 0.4, à ìîäóëü Þíãà Ev = E/n, ãäå
n = 1, 2, 5, 10 (n = 1 ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîìó ñëîþ). Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû àíà-ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ âñòàâîê. Èç ïîñòðîåííûõçàâèñèìîñòåé âèäíî, ÷òî íà ãðàíèöàõ ñìåíû ìàòåðèàëà ëåæàùèõ â çîíå êîíòàê-òà íàáëþäàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé q(ϕ), à âåëè÷èíà ýòîé çîíû
|ϕ| ≤ ϑ äëÿ êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ áîëüøå, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîãî è ðàñò¼ò ñóìåíüøåíèåì ìîäóëÿ Þíãà âñòàâîê.

�èñ. 3. �ðà�èêè êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëüíûõ ïîñòîÿí-íûõ âñòàâîê â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿÂ ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñëîé îäíîðîäíûé è âåëè÷èíà çîíû êîíòàêòà ñîèç-ìåðèìà ñ òîëùèíîé ñëîÿ, ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ êîíòàêòíûõ
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�èñ. 4. �ðà�èêè êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëüíûõ ïîñòîÿí-íûõ âñòàâîê âî âòîðîì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿíàïðÿæåíèé íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõíà îñíîâå �îðìóë òåîðèè �åðöà [2℄, à òàêæå îò ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîòû [3℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (Ïðîåêòû � 06-08-01257, 08-08-00873).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áàñîâ Ê.À. ANSYS: ñïðàâî÷íèê ïîëüçîâàòåëÿ. Ì.: ÄÌÊ Ïðåññ, 2005. 640 ñ.[2℄ Ïðî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü, êîëåáàíèÿ. Ñïðàâî÷íèê â òðåõ òîìàõ. Òîì 2. Ïîä ðåä.È.À. Áèðãåðà è ß.�. Ïàíîâêî. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1968. 464 ñ.[3℄ Êîëîñîâà Å.Ì., Íàñåäêèí À.Â., ×åáàêîâ Ì.È. �àñ÷åò êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿâ öèëèíäðè÷åñêîì ïîäøèïíèêå â äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ // Ñîâðå-ìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû: Òðóäû X Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåí-öèè, �îñòîâ-íà-Äîíó, 5-9 äåêàáðÿ 2006 ã. Ò. 2. �îñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÖÂÂ�, 2007.Ñ. 190�196.Laypin A.A., Chebakov M.I., Kolosova E.M. On the 
omputation theory of thebinary 
ylindri
al bearing . The 
onta
t problem of elasti
ity theory in two-dimensionalformulation on the intera
tion elasti
 shaft with pie
ewise-heterogeneous 
ylindri
al layerby insertions, simulated the work of binary self-lubri
ated slider bearing, is 
onsidered. Themethod of �nite element analysis, realized using the program system ANSYS, for whi
h theappropriate program are developed by the language APDL ANSYS, is employed for solution.Computation of 
onta
t stresses, magnitude of 
onta
t zone under various material parametersof insertions is 
ondu
ted.



ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÓÑËÎÂÈÉ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈßÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÈ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉ Â ËÎÍÆÅ�ÎÍÅÌàéñòåíêî À. Â.�îñòîâñêèé âîåííûé èíñòèòóò ðàêåòíûõ âîéñê, �îñòîâ-íà-ÄîíóÎáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîíæåðîí ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. Ìåòîäîì êîíå÷-íî -ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âíóòðåííèõ óñèëèé âçîíå õàðàêòåðíûõ âûðåçîâ â ëîíæåðîíàõ ñ íîðìàëüíîé è èçìåíåííîé �îðìîé ïîïåðå÷-íîãî ñå÷åíèÿ. Óñòàíîâëåíà ñòåïåíü âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ ïðî�èëÿ ïîâåðõíîñòè ëîíæåðîíàíà ïåðåðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â åãî êîìëåâîé ÷àñòè. Îïðåäåëåíû ìåñòà êîíöåíòðà-öèè íàïðÿæåíèé, ÿâëÿþùèåñÿ ïðè÷èíàìè ïîÿâëåíèÿ òðåùèí è ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ.Çàäà÷à ðåøàëàñü â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå. Èìååòñÿ êîìëåâûé îáðàçåö çàäàí-íîé ãåîìåòðèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 1). Ïðè åãî èçãîòîâëåíèè ïðîèçîøëî

�èñ. 1. �åîìåòðèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿîòêëîíåíèå ðàçìåðîâ îò çíà÷åíèé, çàäàííûõ ÷åðòåæîì. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òîòîëùèíà ëîíæåðîíà â ðàéîíå êàíàâîê óìåíüøèëàñü äî îïàñíî ìàëîé âåëè÷èíû(ñì. ðèñ. 1). Çäåñü äîëæíî âîçíèêíóòü ïåðåðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, êîòîðîåìîæåò ïðèâåñòè ê íåøòàòíîìó ïîâåäåíèþ èçäåëèÿ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè. Êàêèìåííî ïðîèçîéäåò ïåðåðàñïðåäåëåíèå è íàñêîëüêî ñèëüíà áóäåò êîíöåíòðàöèÿíàïðÿæåíèé â ýòîé çîíå?�åîìåòðèÿ îáðàçöà çàäàíà ÷åðòåæîì. Ëîíæåðîí âûïîëíåí èç èçîòðîïíîãî ìà-òåðèàëà, ðàáîòàþùåãî óïðóãî. Ñèëîâûå ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå íàãðóçêè ïðè-êëàäûâàþòñÿ â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ (íàèáîëåå îïàñíûé ðåæèì). Èõ âåëè÷èíà èìåñòà ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåíû ïðîãðàììîé èñïûòàíèé. Îáðàçåö èìååò çàêðåïëå-íèÿ: ïîäâèæíûé øàðíèð ñî ñòîðîíû ñðåäíåãî ñå÷åíèÿ è çàäåëêó ñî ñòîðîíû êîìëÿ.�åàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿëàñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ /1-4/. Ñî-çäàâàëàñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîìëåâîãî ó÷àñòêà ëîïàñòè, ó÷èòûâàþùàÿ èí-òåðåñóþùèå îñîáåííîñòè (âûðåçû). Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí òðåõìåðíûé âèä ãåîìåòðè-÷åñêèé ìîäåëè ëîíæåðîíà.
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�èñ. 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ëîíæåðîíà�àñ÷åòíàÿ îáúåìíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàëàñü íà òåòðàãîíàëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåí-òû (ðèñ. 3).

�èñ. 3. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ëîíæåðîíàÇàäàâàëèñü ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ïðîèçâîäèëîñü çàêðåïëåíèå êîíöîâ ìîäåëè,ïðèêëàäûâàëèñü íàãðóçêè, îïðåäåëÿëîñü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-íèå.Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè òî÷íîñòè ðåàëèçàöèè ìîäåëè îíà ïðîõîäèëà òåñòè-ðîâàíèå. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî áûë âûáðàí ñëó÷àé íàãðóæåíèÿ ëîíæåðîíà äëÿ åãîòàðèðîâêè ïî ïðîãðàììå äèíàìè÷åñêèõ èñïûòàíèé. Îáðàçåö íàãðóæàëñÿ ïîïåðå÷-íîé ñèëîé äî çàäàííîãî ïðîãèáà. Çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæå-íèé, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè è èçìåðåííûõ òåíçîäàò-÷èêàìè â óñòàíîâëåííûõ òî÷êàõ, ñðàâíèâàëèñü ìåæäó ñîáîé (òàáë. 1). Ñðàâíåíèåðåçóëüòàòîâ ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä î ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íà-ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (â ïðåäåëàõ 9 ïðîö.)�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé ïî ñîçäàííîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè äëÿäâóõ îáðàçöîâ (èñõîäíîãî è èçìåíåííîãî) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Âèäíî, ÷òî ðàñ-ïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â èñõîäíîì îáðàçöå ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëü-



108 Ìàéñòðåíêî À.Â.Íîìåðàêîí-òðîëü-íûõòî÷åê �àñ÷åòíûåçíà÷åíèÿïðîäîëüíûõíàïðÿæåíèéâ ÌÏà Èçìåðåííûåçíà÷åíèÿïðîäîëüíûõíàïðÿæåíèéâ ÌÏà Àáñîëþòíàÿðàçíèöàçíà÷åíèéíàïðÿæåíèéâ ÌÏà Îòíîñèòåëüíàÿïîãðåøíîñòü ðàñ-÷åòà íàïðÿæåíèéðàçðàáîòàííîéïðîãðàììîé â %1 17,0 22,0 5,0 22,732 18,3 21,6 3,3 15,283 20,6 19,5 1,1 5,644 20,1 19,6 0,5 2,555 20,6 20,8 0,2 0,966 20,1 20,7 0,6 2,90Ñðåäíåå çíà÷åíèå 1,78 8,34Òàáëèöà 3. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è èçìåðåííûõ çíà÷åíèé ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèéäëÿ ñëó÷àÿ ïðîãèáà 3 ìì â êîíòðîëüíîé òî÷êå

�èñ. 4. Ñ�åðè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ëîíæåðîíàíî ðàâíîìåðíî, õîòÿ è èìååòñÿ íåáîëüøîå ïîâûøåíèå íàïðÿæåíèÿ â âûðåçàõ.Â îáðàçöå æå ñ èçìåíåííîé ãåîìåòðèåé â áîðîçäêå íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå êîí-öåíòðàöèè íàïðÿæåíèé. Îáðàçîâàâøèåñÿ íàïðÿæåíèÿ ïðåâûøàþò ñðåäíèå äëÿýòîé îáëàñòè - â äâà ðàçà. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è äëÿ äðóãèõ âè-äîâ íàïðÿæåíèé. Òàê, íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòèíàïðÿæåíèé â íèæíåé áîðîçäêå êîìëÿ èçäåëèÿ. Çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ãåîìåòðèè ñå-÷åíèÿ îíè óâåëè÷èëèñü â 1,5 ðàçà.Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëèëî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíû ñòåíêè ëîíæåðîíà ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ ìåíÿþò-ñÿ íåçíà÷èòåëüíî, íî îáðàçîâàíèå êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â îòäåëüíûõ òî÷êàõìîæåò ñîç-äàâàòü ïîòåíöèàëüíûå èñòî÷íèêè òðåùèí.2. Ïðè ñìåùåíèè ïðî�èëÿ âãëóáü ëîíæåðîíà íà 3 ìì èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæå-íèé â íèæíåé, íàèáîëåå ïðîñëàáëåííîé áîðîçäêå ìîæåò ïîâûñèòüñÿ íà 50 ïðîö.
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�èñ. 5. Ìàêñèìàëüíûå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â áîðîçäêå3. �àññìàòðèâàåìîå ñìåùåíèå ïðî�èëÿ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ëîíæåðîíà ïðè-âîäèò ê îáðàçîâàíèþ íàïðÿæåíèé â æåëîáêàõ êîìëåâîé ÷àñòè ëîíæåðîíà, ïðåâû-øàþùèõ ñðåäíèå äëÿ ýòîé îáëàñòè íàïðÿæåíèÿ â äâà ðàçà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñàáîííàäüåð Æ.-Ê., Êóëîí Æ.-Ë. . Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÑÀÏ�: Ïåð. ñ�ðàíö.- Ì.: Ìèð, 1989.-190ñ.[2℄ Ìàéñòðåíêî À.Â. Êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèè ëåòàòåëü-íîãî àïïàðàòà. //"Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû". Òðóäû XIÌåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè, �îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, 2008. ò.2., ñòð. 123-127.[3℄ Ìàéñòðåíêî À.Â. Îñòàòî÷íûå äå�îðìàöèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ëåòàòåëüíûõàïïàðàòîâ ïîñëå äåéñòâèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë. //"Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõà-íèêè ñïëîøíîé ñðåäû". Òðóäû VII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè, �îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, 2001. ò.1., ñòð. 157-159.[4℄ Ìàéñòðåíêî À.Â. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïëàñòè÷åñêîé ïðàâêè ñèëîâûõ ýëåìåí-òîâ êîíñòðóêöèé. // "Ñòðîèòåëüñòâî-2003". Ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè, �îññèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó, 2003., ñòð. 126-127.Maystrenko A. V. The �nite-element analysis of the formation 
onditions of the stress
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ÀË�Î�ÈÒÌ Ï.Ô. ÏÀÏÊÎÂÈ×À Â ÏËÎÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ ÄËß Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÈÊÀÌåëåøêî Â.Â.∗, Òîêîâûé Þ.Â.∗∗
∗ Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî

∗∗ Èíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêèèì. ß. Ñ. Ïèäñòðûãà÷à ÍÀÍÓ, Ëüâîâ�àññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì îòûñêàíèÿ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé äâóìåðíîé áèãàðìîíè-÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðåäëîæåííûé Ï.Ô. Ïàïêîâè÷åì â 1940 ãîäó, ñ òî÷êèçðåíèÿ åãî ïðèìåíåíèÿ ê ïëîñêèì çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè. Â õîäåðåàëèçàöèè àëãîðèòìà êîý��èöèåíòû îäíîðîäíûõ ðåøåíèé îòûñêèâàþòñÿ ïðè ïîìîùèèòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû áåç ïðèâëå÷åíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåèìóùåñòâåííûì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõóñëîâèé è ñðàâíèâàåì ðåçóëüòàòû ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ïîìîùè äðóãèõ àíàëè-òè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè è ìåòîäà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ñïðèìåíåíèåì èíûõ ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ý��åêòèâíîñòè è øèðîòû ïðèìåíåíèÿ, ìåòîäû îäíîðîäíûõ ðå-øåíèé è ñóïåðïîçèöèè çàíèìàþò íåñîìíåííî ëèäèðóþùèå ïîçèöèè ñðåäè ðàçëè÷-íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòèäëÿ òåë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ìåòîäû äîâîëüíî ý��åêòèâíî èñ-ïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè òàêîãî êëàññà çàäà÷, à òàêæå äâóìåðíûõ çàäà÷ òåîðèèïëàñòèí èëè áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà [1℄. Â ðàáîòå [2℄ áûëàóñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìåòîäàìè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäå-ëåíèè êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ÷åðåç èñêîìûå âåëè÷è-íû ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè. Óñòàíîâëåííîå â ðàáîòàõ [2, 3℄ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå-íèå êîý��èöèåíòîâ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êðåøåíèþ êîòîðûõ ïðèõîäèì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè, äàëî âîç-ìîæíîñòü ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷ è ïðåäëîæèòü ñõåìó óëó÷-øåííîé ðåäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì óïðîùàåòñÿ ïîèñê êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâîäíîðîäíûõ ðåøåíèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðîáëåìîé ìåòîäà âñëåäñòâèåíåîðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è íåðåøåííîñòè âîïðîñà îá èõïîëíîòå [1℄.Â ïåðâîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, Ï.Ô. Ïàïêîâè÷ [4, 5℄ ïðåäëîæèë äî-âîëüíî èíòåðåñíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ êîïìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ îä-íîðîäíûõ ðåøåíèé. Àëãîðèòì ñòðîèòñÿ íà êîíñòðóêòèâíîé ðåàëèçàöèè ïîñëåäî-âàòåëüíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé, êàê áûëî ñêàçàíî â ðóññêîì âàðèàíòå ñòàòüè [5℄,îäíàêî óïóùåíî â å¼ íåìåöêîì ïåðåâîäå [6℄, �. . . íå òðåáóåò. . . ðåøåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñëîæíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: êàæäàÿ èç íèõ1 îïðåäåëÿåòñÿèç ñâîåãî ñîáñòâåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ�. Áîëåå òîãî [7℄, �Òå ïåðñïåê-òèâû, êîòîðûå ñóëèò èõ2 òàáóëèðîâàíèå, äîëæíû ñ÷èòàòüñÿ îêóïàþùèìè òó1 îïðåäåëÿþùèõ âåëè÷èí ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáèæåíèé (àâò.)2 ïðåäëîæåííûõ Ï.Ô. Ïàïêîâè÷åì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (àâò.)



Àëãîðèòì Ï.Ô.Ïàïêîâè÷à â ïëîñêèõ çàäà÷àõ òåðìîóïðóãîñòè 111çàòðàòó òðóäà, êîòîðóþ íàäî âûïîëíèòü äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèö ýòèõ �óíê-öèé. Áûëî áû ïîëåçíî ïîýòîìó ïðîèçâåñòè ýòó ðàáîòó, òàì áîëåå, ÷òî áóäó÷èâûïîëíåíà ðàç íàâñåãäà, îíà ïîçâîëèò îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ðàññ÷èòûâàòü ñà-ìûå ðàçíîîáðàçíûå ïëàñòèíû, ó êîòîðûõ âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûå êðîìêè çà-äåëàíû�. Íå ñìîòðÿ íà ýòè âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, àëãîðèòì íåïîëó÷èë äîëæíîãî âíèìàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé.Â ðàáîòå [8℄ ìû ðàññìîòðåëè ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâáèãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè è íàïðÿæåíèé â ïîëóïîëîñå, íàãðóæåííîé íà òîðöåíîðìàëüíûìè êîñèíóñîèäàëüíûìè íàãðóçêàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçëàãàåìðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñöåëüþ èññëåäîâàíèÿ åãî ý��åêòèâíîñòè. Òàêæå ïðèâîäèì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâñ ïîëó÷åííûìè ïðè ïîìîùè äðóãèõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäàñóïåðïîçèöèè, è äðóãèõ âàðèàíòîâ ìåòîäà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé.Ïëîñêàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 0 ≤ x < l, |y| ≤ 1ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè íàïðÿæåíèé F ∗:
∇2∇2F ∗ + C∇2T = 0, (1)êîòîðîå ñëåäóåò ðåøàòü ïðè íàëè÷èè êðàåâûõ óñëîâèé

F ∗ = f0(y),
∂F ∗

∂x
= g0(y), x = 0, −1 ≤ y ≤ 1,

F ∗ = fl(y),
∂F ∗

∂x
= gl(y), x = l, −1 ≤ y ≤ 1

(2)íà ñòîðîíàõ x = 0, l è, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõíà ñòîðîíàõ y = ±1:
F ∗ = 0,

∂F ∗

∂y
= 0, y = ±1, 0 ≤ x ≤ l. (3)Çäåñü ∇2 � äâóõìåðíûõ îïåðàòîð Ëàïëàñà; T � çàäàííîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå; Cîáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâåííî αE äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ èëè

αE/(1−ν) äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äå�îðìàöèè; ν, α � ñîîòâåòñòâåííî êîý��èöèåíòûÏóàññîíà è ëèíåéíîãî òåïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ.Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñòðîèòñÿ â âèäå
F ∗ = F + FT ,ãäå FT � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
∇2FT + CT = 0ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, à F � �óíêöèÿ íàïðÿæåíèé Ýéðè, êîòîðóþñëåäóåò èñêàòü íà îñíîâå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2),(3). Îïðåäåëåíèåì FT [9℄ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçîòåðìè÷åñêîé.Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âçàè-ìîâëèÿíèåì íàãðóæåííûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîëîæèâ l → ∞, fl = gl = 0



112 Ìåëåøêî Â.Â., Òîêîâûé Þ.Â.(ñëó÷àé íàãðóæåííîé íà òîðöå x = 0 ïîëóïëîëñû). Ñëåäóÿ ñõåìå ðåøåíèÿ çàäà÷è,ïðåäëîæåííîé Ï.Ô. Ïàïêîâè÷åì [4, 5℄, �óíêöèþ Ýéðè ñëåäóåò èñêàòü â âèäå
F =

∞∑

k=0

{
Yk(y)ake

−λkx + Ȳk(y)āke
−λ̄kx

}
, (4)ãäå ÷åðòî÷êîé ñâåðõó îáîçíà÷åíî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå; λk � ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ, íàéäåííûå èç óðàâíåíèé sin 2λ = −2λ äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé èíäåêñà k è

sin 2λ = 2λ � äëÿ íå÷åòíûõ; Yk(y) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè, ïîëó÷àåìûå â âèäå:
Yk =

cosλky

cos λk

− y
sinλky

sinλk

, (k = 0, 2, 4, ...), Yk =
sin λky

sinλk

− y
cosλky

cosλk

, (k = 1, 3, 5, ...).Âûðàæåíèå (4) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), à òàêæå óñëîâèÿì (2)2, (3). Ïî-ýòîìó ãëàâíûì âîïðîñîì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êîý��èöèåí-òîâ ak èç êðàåâûõ óñëîâèé íà òîðöå (2)1. Ï.Ô. Ïàïêîâè÷ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòüäëÿ ýòîé öåëè, óñòàíîâëåííîå ñâîéñòâî îáîáùåííîé îðòîãîíàëüíîñòè:
1∫

−1

[Y ′′
k Y

′′
n − λ2

kλ
2
nYkYn] dy = 0, k 6= n,

1∫

−1

[Y ′′
k Ȳ

′′
n − λ2

kλ̄
2
nYkȲn] dy = 0, ∀k, n. (5)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5), à òàêæå äîâîëüíî èçÿùíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ [4, 5℄, ïî-ñòðîåíèå êîý��èöèåíòîâ ñâîäèòñÿ ê êîíñòðóêòèâíîìó ïðîöåññó ïîñëåäîâàòåëüíûõïðèáëèæåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåøåíèþ (4) ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ óäîâëåòâî-ðÿòü óñëîâèÿì (2) è, ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå óòâåðæäåíèÿì Ï.Ô. Ïàïêîâè÷à,íå ïðèâëåêàþò ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé [8℄. Áîëåå òîãî, ñõåìà îïðå-äåëåíèÿ êëþ÷åâûõ âåëè÷èí òàêîâà, ÷òî äëÿ óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ íå òðå-áóåòñÿ ïåðåîïðåäåëÿòü ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ, à âñåãî ëèøü äîáàâèòü ñîîòâåòñòâó-þùèå ñîñòàâëÿþùèå â îáùåå âûðàæåíèå. Òàêàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ áåçóñëîâíî âûãëÿ-äèò î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Îäíàêî,íå ñëåäóåò çàáûâàòü è îá ý��åêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ ðàçëè÷íûõâèäîâ çàäàííûõ íà òîðöå âíåøíèõ íàãðóçîê.Äëÿ ïðîâåðêè ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà Ï.Ô. Ïàïêîâè÷à ìû ïðîèçâîäèëè ðàñ-÷åòû �óíêöèè Ýéðè, à òàêæå ñîîòâåòâñòóþùèõ íàïðÿæåíèé, â ïîëóïîëîñå ïðèíîðìàëüíûõ ñàìîóðàâíîâåøåííûõ íàãðóçêàõ íà òîðöå x = 0, çàäàííûõ â âèäå:

• À) ãëàäêîé íåïðåðûâíîé �óíêöèèè: σx = 1/3 − y2;
• Â) íåãëàäêîé íåïðåðûâíîé �óíêöèèè: σx = 1/2 − |y|;
• Ñ) ðàçðûâíîé �óíêöèèè: σx = 1, åñëè |y| ≤ 1/2, è σx = −1, åñëè 1/2 < |y| ≤ 1.Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû ìåòîäîâ ñóïåðïîçèöèè [2℄ è ìåòîäà îä-íîðîäíûõ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîý��-�èöèåíòîâ, ïðåäëîæåííîãî â [2℄, à òàêæå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.Â ñëó÷àå ãëàäêîé è íåïðåðûâíîé íàãðóçêè (À) âñå ìåòîäû ïîêàçàëè ïðèáëèçè-òåëüíî îäèíàêîâóþ ý��åêòèâíîñòü (�èñ. 1).
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå áèãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè âîçëå òîðöà ïîëóïîëîñû â ñëó÷àåíåïðåðûâíîé ãëàäêîé íàãðóçêè (À)

�èñ. 2. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè (à) èàëãîðèòìà Ï.Ô. Ïàïêîâè÷à (b) â ñëó÷àå íåãëàä-êîãî íàãðóæåíèÿ �èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå íà-ïðÿæåíèé σx â ñëó÷àå ðàç-ðûâíîé íàãðóçêèÄëÿ ñëó÷àÿ ïðèëîæåíèÿ íåãëàäêîé íàãðóçêè (Â), õîðîøàÿ ý��åêòèâíîñòü íà-áëþäàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè, â òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì Ïàï-êîâè÷à ñõîäèòñÿ çíà÷èòåëüíî õóæå (�èñ. 2).Â ñëó÷àå ðàçðûâíîé íàãðóçêè (Ñ) ìåòîä ñóïåðïîçèöèè ý��åêòèâíî ïðèìåíèìäëÿ îïðåäåëåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé âîâñåé îáëàñòè, âêëþ÷àÿ íàãðóæåííóþ ãðàíèöó (�èñ. 3). �åçóëüòàòû æå ïðèìåíåíèÿàëãîðèòìà Ï.Ô. Ïàïêîâè÷à, êàê è äðóãèõ âàðèàíòîâ ìåòîäà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé,äîâîëüíî õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè âíóòðè îáëàñòè,â òî âðåìÿ êàê íà òîðöå îíè íå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿ âñëåäñòâèåðàñõîäèìîñòè ñîîòâåòñâóþùèõ ðÿäîâ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé Ï.Ô. Ïàïêîâè÷åì [4, 5℄ àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿêîý��èöèåíòîâ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ áûñòðîñõîäÿùèìñÿ è óäîáíûì â ïðèìåíåíèè äëÿ îïðåäåëåííûõ âèäîâ êðàåâûõ óñëîâèé.Â òî æå âðåìÿ, èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà ñîïðÿæåíî ñ ïîêà íåðåøåííûìèâîïðîñàìè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî îäíîðîäíûì ðåøåíèÿì è ïîëíîòû ñèñòåì ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé.
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 half strip // Int. Appl.Me
h. 1986. 22, � 8. Ñ. 770�778.[3℄ Ìåëåøêî Â.Â. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè â çàäà÷àõ î òåïëîâûõ íàïðÿæåíèÿõ â ïðÿìî-óãîëüíûõ ïëàñòèíàõ // Ïðèêë. ìåõàíèêà 2005. 41, � 9. Ñ. 101-117.[4℄ Ïàïêîâè÷ Ï.Ô. Äâà âîïðîñà òåîðèè èçãèáà òîíêèõ óïðóãèõ ïëèò // Ïðèêë. ìàò. ìåõ.1941. 5, � 3. Ñ. 359�374.[5℄ Ïàïêîâè÷ Ï.Ô. Îá îäíîé �îðìå ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñû // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1940. 27. Ñ. 335�339.[6℄ Papkovits
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h fortreatment of the plane thermoelasti
ity problems in a re
tangle. This study deals with
omparison of e�
ien
y in appli
ation of the dominant analyti
al methods for solvingthe plane thermoelasti
ity problem in a re
tangle with spotlight �xed on the method ofhomogeneous solutions. Parti
ularly, the algorithm suggested by Papkovi
h for the solutionof this problem is dis
ussed in detail. The algorithm 
onsists in realization of the iteratives
heme, and ea
h the iteration does not involve any in�nite set of algebrai
 equations and
an be easily done. This o�ers 
onsiderable s
ope for determination of unknown 
omplex
oe�
ients of the homogeneous solutions. The advantages and disadvantages of the algorithmare testi�ed by typi
al examples and 
ompared with the results of alternative methods.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÎ�ÎÑÎÑÒÎßÍÈß Â ÑËÎÈÑÒÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈßÕ ÈÇ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÌèðîøíè÷åíêî È.Ï.�îñòîâñêèé âîåííûé èíñòèòóò ðàêåòíûõ âîéñê èìåíè �ëàâíîãî ìàðøàëààðòèëëåðèè Ì.È. ÍÅÄÅËÈÍÀÏðåäëîæåí íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ àíàëèçà âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â öèëèí-äðè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ñëîèñòûõ êîíñòðóêöèÿõ, âûïîëíåííûõ èç àíèçîòðîïíûõ êîì-ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ó÷èòûâàþùèé îñîáåííîñòè âñåõ òèïîâ óïðóãèõ âîëí, ðàñïðî-ñòðàíÿþùèõñÿ â òðàíñâåðñàëüíî- èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëàõ, îñîáåííîñòè âîëíîâûõ ïðîöåñ-ñîâ â ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ, îñîáåííîñòè âëèÿíèÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàå-ìûõ êîíñòðóêöèé è �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâñëîåâ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ ïðîáëåì íà ýòàïàõ ýêñïå-ðèìåíòàëüíîé îòðàáîòêè è ýêñïëóàòàöèè ïåðñïåêòèâíûõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿïðîáëåìà äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõñëîèñòûõ êîíñòðóêöèé, âûïîëíåííûõ èç àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðè-àëîâ.�àçðàáîòàí íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ àíàëèçà âîëíîâûõ ïðîöåññîââ öèëèíäðè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ñëîèñòûõ êîíñòðóêöèÿõ, âûïîëíåííûõ èçòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ó÷èòûâàþùèé îñîáåí-íîñòè âñåõ òèïîâ óïðóãèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â òðàíñâåðñàëüíî- èçîòðîï-íûõ ìàòåðèàëàõ, îñîáåííîñòè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ, îñîáåí-íîñòè âëèÿíèÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ êîíñòðóêöèé è �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñëîåâ.Â îñíîâó îòìå÷åííîãî íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî àïïàðàòà ïîëîæåí ìåòîä ñêàëÿðè-çàöèè äèíàìè÷åñêèõ óïðóãèõ ïîëåé â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñðåäàõ [1℄, ïîç-âîëÿþùèé îïèñàòü ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â òðàíñâåðñàëü-íî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëàõ ïðè ïîìîùè òðåõ ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé,ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèïðîäîëüíûì, êâàçèïîïåðå÷íûì è ïîïåðå÷íûì âîëíàì, ïðèýòîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà òðè íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëü-öà. �àçðàáîòàíî îðèãèíàëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ðåàëèçóþùåå îòìå÷åí-íûé íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ îñíîâíûõ êëàññîâ âîçíèêàþùèõ ïðàêòè÷å-ñêèõ çàäà÷.Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-íèÿ â òèïîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ ïðè çàäàííîìïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ðàñïðåäåëåíèè èñòî÷íèêîâ ëîêàëüíîãî èìïóëüñíîãîâîçäåéñòâèÿ, ìîäåëèðóþùåãî ïðîöåññ äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ êîíñòðóêöèé. Íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåíû â [2-4℄ ïðèìåíèòåëüíî ê öèëèíäðè÷åñêèì ñëîèñòûì



116 Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï.êîíñòðóêöèÿì èç òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ â÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íåñòàöèîíàðíûõ äâóìåðíûõ çàäà÷.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ âûÿâèë õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè âîëíîâûõïðîöåññîâ â ðàññìàòðèâàåìûõ êîíñòðóêöèÿõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðèðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ çàäà÷.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå ðåçóëüòà-òîâ äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ñëî-èñòûõ êîíñòðóêöèé, âûïîëíåííûõ èç àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèà-ëîâ â ïðèáîðîñòðîåíèè, ìàøèíîñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè, àâèàñòðîåíèè, ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêå è ò.ä.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñèçîâ Â.Ï. Î ñêàëÿðèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ óïðóãèõ ïîëåé â òðàíñâåðñàëüíî -èçî-òðîïíûõ ñðåäàõ // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. 1988. � 5. Ñ. 55�58.[2℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñèçîâ Â.Ï. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ â ñëîèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ïðè ìíîãîêðàòíîì ëîêàëüíîì âîç-äåéñòâèè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. 2000. � 1. Ñ. 97�104.[3℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñèçîâ Â.Ï. Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ â ñëîèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ïðè ëîêàëüíîì äèíàìè÷åñêîì íà-ãðóæåíèè // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòå-ñòâåííûå íàóêè. 1999. � 2. Ñ. 19�22.[4℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñèçîâ Â.Ï. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòèíà àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé êîíñòðóê-öèè ïðè äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 1999. � 3. Ñ. 40�42.Miroshni
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Î ÂÍÅÄ�ÅÍÈÈ ÈÍÒÅ�ÔÅ�ÅÍÖÈÎÍÍÛÕ ÈÇÌÅ�ÈÒÅËÜÍÛÕTÅÕÍÎËÎ�ÈÉ Â Ï�ÀÊÒÈÊÓ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉÏÅ�ÑÏÅÊÒÈÂÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ È ÈÇÄÅËÈÉÌèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�., Ñèçîâ Â.Ï.�îñòîâñêèé âîåííûé èíñòèòóò ðàêåòíûõ âîéñê )Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ íîâûõ èíòåð-�åðåíöèîííûõ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ èçìåðåíèÿ äëèí è ïåðåìåùåíèé è ðåçóëüòàòû âíåäðå-íèÿ èõ â ïðàêòèêó èññëåäîâàíèÿ ïåðñïåêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ è èçäåëèé.Ïëàíîìåðíîå ðàçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèáîðíî-ãî îáåñïå÷åíèÿ êàê äëÿ �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, òàê è äëÿ ñáîðî÷íûõ,äèàãíîñòè÷åñêèõ è êîíòðîëüíî-èçìåðèòåëüíûõ îïåðàöèé, ñëåäîâàòåëüíî ðàçâèòèåíàíîìåòðèèè äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ îïåðåæàþùèìè òåìïàìè. Èçìåðåíèÿ ïåðå-ìåùåíèé íà íàíîìåòðîâîì óðîâíå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçðàáîòêå è ñîçäàíèèíàíî- è ìèêðîñèñòåìíîé òåõíèêè ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ëàçåð-íûõ èíòåð�åðîìåòðîâ ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó ñ åñòåñòâåííîéêîíñòàíòîé � äëèíîé âîëíû ñòàáèëèçèðîâàííîãî ïî ÷àñòîòå ëàçåðà, ÷òî îòêðûâàåòøèðîêèå ïåðñïåêòèâû äëÿ ðàçâèòèÿ íàíîìåòðèè.�àñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ äëèí è ïåðåìå-ùåíèé ÿâëÿåòñÿ íàðàùèâàíèå âîçìîæíîñòåé îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé èíòåð-�åðåíöèîííîé ïîëîñû, íî àíàëèç îñíîâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîãðåøíîñòè èíòåð�å-ðåíöèîííûõ èçìåðèòåëüíûõ ñèñòåì [1℄ ïîêàçàë, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî îãðàíè÷èâàåòòî÷íîñòü ñîâðåìåííûõ èíòåð�åðîìåòðîâ íàëè÷èå óãëîâîé ñîñòàâëÿþùåé ïåðåìå-ùåíèÿ, è äåéñòâèå êîìïëåêñà âíåøíèõ äåñòàáèëèçèðóþùèõ �àêòîðîâ. Óìåíüøå-íèå óêàçàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîãðåøíîñòè è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ ðàçðàáîòêè ïðåä-ñòàâëåííûõ èçìåðèòåëüíûõ òåõíîëîãèé, ïðè ýòîì ïåðñïåêòèâíûìè íàïðàâëåíèÿìèðàçâèòèÿ íàó÷íî- ìåòîäè÷åñêîãî àïïàðàòà ëàçåðíîé èíòåð�åðîìåòðèè îïðåäåëå-íû: 1. Ôóíêöèîíàëüíîå îáúåäèíåíèå â îäíîì óñòðîéñòâå èçìåðèòåëÿ ëèíåéíîé èóãëîâîé ñîñòàâëÿþùåé ïåðåìåùåíèÿ. 2. �àçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ, îáåñïå÷èâàþ-ùèõ áåñêîíòàêòíûå èçìåðåíèÿ è îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ïàðàìåòðîâ èíòåð�åðåíöèîí-íîãî ïîëÿ ñ èçìåðÿåìûõ ïåðåìåùåíèåì â øèðîêîì äèàïàçîíå âåëè÷èí, ñêîðîñòåéè óñêîðåíèé. 3. �àçðàáîòêà ìåòîäèêè êîìïëåêñíîé êîððåêöèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðå-íèé äëÿ êîíòðîëÿ âíåøíèõ äåñòàáèëèçèðóþùèõ �àêòîðîâ è ââåäåíèÿ ïîïðàâêè.Äëÿ êîíòðîëÿ óãëîâîé ñîñòàâëÿþùåé ïåðåìåùåíèÿ ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä,îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ýëåìåíòîâ äè�ðàêöèîííîé îïòèêè â êà÷åñòâå ñâåòîäå-ëèòåëåé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò �îðìèðîâàíèå èíòåð�åðåíöèîííûõ êàðòèí â íóëåâîìè áîêîâûõ ìàêñèìóìàõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èíòåð�åðîìåòð îáîáùåííî ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí (ñì. ðèñ. 1) â âèäå îïòè÷åñêè ñâÿçàííûõ, è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìå-ùåííûõ èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ 1, îïòè÷åñêîé ñèñòåìû 2, ñâåòîäåëèòåëÿ 3, îòðàæà-òåëÿ 4 (ñ êîòîðûì ñâÿçàí îáúåêò èçìåðåíèÿ) è �îòîïðèåìíîãî óñòðîéñòâà 5. Ñóòüðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â êîíòðîëå èíòåíñèâíîñòè â ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ �ðàãìåíòàõ èíòåð�åðåíöèîííûõ êàðòèí, ÷òî ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü íåîäíî-



118 Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�., Ñèçîâ Â.Ï.çíà÷íîñòü, âûçâàííóþ íàëè÷èåì óãëîâîé ñîñòàâëÿþùåé ïåðåìåùåíèÿ. �åçóëüòàòûîáîñíîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà ïðåäñòàâëåíû â [2℄.

�èñ. 1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà èíòåð�åðîìåòðàÂòîðîå íàïðàâëåíèå ðåàëèçîâàíî â íîâîì èíòåð�åðåíöèîííîì ìåòîäå, êîòî-ðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà ïîäñâå÷èâàíèÿ ïîâåðõíîñòè îáúåêòà èçìåðåíèÿ [3℄.Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçëó÷åíèåì ëàçåðà 1 (ñì.ðèñ. 2) ïîäñâå÷èâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü îáúåêòà èçìåðåíèé 3, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî-÷å÷íûì èñòî÷íèêîì îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ, îáëó÷àþùåãî èíòåð�åðîìåòð, ñîñòî-ÿùèé èç ñâåòîäåëèòåëÿ 4 è îòðàæàòåëÿ 5, æåñòêî çà�èêñèðîâàííûõ äðóã îòíîñè-òåëüíî äðóãà. Èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ 1, èíòåð�åðîìåòð, è �îòîïðèåìíîå óñòðîéñòâî6 íåïîäâèæíû. Äîñòîèíñòâàìè äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ èçìåðåíèé áåçêàêîãî-ëèáî âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò êîíòðîëÿ è âîçìîæíîñòü ðåãóëèðîâàíèÿ ÷óâ-ñòâèòåëüíîñòè è äèàïàçîíîâ èçìåðåíèÿ èíòåð�åðîìåòðà â äîñòàòî÷íî øèðîêèõïðåäåëàõ. �åçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ äàííîãîìåòîäà ïðåäñòàâëåíû â [3, 4℄.

�èñ. 2. Ñõåìà èíòåð�åðîìåòðà, ðåàëèçóþùåøãî "ìåòîä ïîäñâå÷èâàíèÿ"Èçâåñòíî, ÷òî ïîãðåøíîñòè, âûçâàííûå äåéñòâèåì âíåøíèõ äåñòàáèëèçèðóþ-ùèõ �àêòîðîâ èìåþò êîìïëåêñíóþ ïðèðîäó, ïîýòîìó èõ ó÷åò âîçìîæåí òîëüêîââåäåíèåì ïîïðàâîê. Îáîáùåííî, äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ìîæíî âûäåëèòü äâàïîäõîäà: �àêòîðíóþ è êîìïëåêñíóþ êîððåêöèè. Ñóòü �àêòîðíîé êîððåêöèè çà-êëþ÷àåòñÿ â êîíòðîëå äåéñòâèÿ îòäåëüíûõ âëèÿþùèõ �àêòîðîâ, à çàòåì ïî èçâåñò-íûì èëè ýêñïåðèìåíòàëüíûì çàâèñèìîñòÿì îïðåäåëÿþò âëèÿíèå êàæäîãî �àêòîðà



Î âíåäðåíèè èíòåð�åðåíöèîííûõ èçìåðèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ... 119è âû÷èñëÿþò ïîïðàâêó. Ïðè îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòå òàêîãî ñïîñîáà åìó ñâîéñòâåíïðèíöèïèàëüíûé íåäîñòàòîê, îáóñëîâëåííûé ñëîæíîñòüþ ó÷åòà âñåõ âëèÿþùèõ�àêòîðîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èçìåðèòåëüíàÿ ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ ïåðåãðóæåííîéáîëüøèì êîëè÷åñòâîì äîïîëíèòåëüíûõ äàò÷èêîâ. Ïåðñïåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ êîì-ïëåêñíàÿ êîððåêöèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îïðåäåëåíèè ñóììàðíîãî äåéñòâèÿ íà ðå-çóëüòàò èçìåðåíèÿ âñåõ �àêòîðîâ [1℄, ÷òî òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, è ðàç-ðàáîòêè ìåòîäèêè êîððåêöèè.Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûáðàíà èíòåãðàëüíàÿ îöåíêà èíòåíñèâíîñòü èíòåð�å-ðåíöèîííîãî ïîëÿ. Èçâåñòíîå ïîëîæåíèå, ÷òî äàííàÿ âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò èçìå-ðÿåìîãî ïåðåìåùåíèÿ ëåæèò â îñíîâå ðàçðàáîòàííîé è ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíî-âàííîé ìåòîäèêè êîìïëåêñíîé êîððåêöèè ïîêàçàíèé èíòåð�åðîìåòðà. Çíà÷åíèåäàííîãî ïàðàìåòðà öåëåñîîáðàçíî ðåãèñòðèðîâàòü äëÿ êîíòðîëÿ èçìåíåíèé èí-òåíñèâíîñòè, âûçâàííûõ àìïëèòóäíûìè èëè �àçîâûìè èñêàæåíèÿì â îïòè÷åñêèõýëåìåíòàõ ñõåìû èëè ñðåäå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ, à òàêæå äëÿ êîíòðîëÿâíåøíèõ äåñòàáèëèçèðóþùèõ �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ðåæèì ðàáîòû èñòî÷íèêàè ïðèåìíèêà èçëó÷åíèÿ [5℄.Ñóòü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè ïîÿñíÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå çàâè-ñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè îò ïåðåìåùåíèÿ ïðè ðåãèñòðàöèè èíòåãðàëüíî ïî âñåé ïî-âåðõíîñòè èíòåð�åðîãðàììû è ïî åå �ðàãìåíòó, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3 è 4 ñî-îòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 4 ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí ðåçóëüòàò êîððåêöèè äåéñòâèÿâíåøíèõ �àêòîðîâ ðàçðàáîòàííûì ìåòîäîì.
�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè îò ïåðåìåùåíèÿ ïðè ðåãèñòðàöèè èíòåãðàëüíîïî âñåé ïîâåðõíîñòè èíòåð�åðîãðàììû
�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè îò ïåðåìåùåíèÿ ïðè ðåãèñòðàöèè ïî �ðàíìåí-òó èíòåð�åðîãðàììûÏðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè îáåñïå÷èâàåò ïîâûøåíèå êà÷åñòâà èçìå-ðåíèé ìàëûõ ïåðåìåùåíèé ëàçåðíûìè èíòåð�åðîìåòðàìè, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåòñÿçà ñ÷åò êîìïëåêñíîãî êîíòðîëÿ âëèÿíèÿ âíåøíèõ äåñòàáèëèçèðóþùèõ �àêòîðîâ èêîððåêöèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Ïîä êà÷åñòâîì èçìåðåíèé, ñîãëàñíî [6℄ ïîíèìà-þò ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ, îáóñëàâëèâàþùèõ ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ñ òðåáóåìûìèòî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â íåîáõîäèìîì âèäå è â óñòàíîâëåííûå ñðîêè.



120 Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�., Ñèçîâ Â.Ï.Ïðåäñòàâëåííûå îïòè÷åñêèå èçìåðèòåëüíûå òåõíîëîãèè çàùèùåíû ïàòåíòàìè�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà èçîáðåòåíèÿ. Ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷-íîñòü è èí�îðìàòèâíîñòü èçìåðåíèé, îáëàäàþò ñóùåñòâåííûì òåõíèêî- ýêîíî-ìè÷åñêèì ý��åêòîì ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè îòå÷åñòâåííûìè è çàðóáåæíûìèàíàëîãàìè. Âíåäðåíû è óñïåøíî ðåàëèçîâàíû ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé ïðîöåññîâ äå�åêòîîáðàçîâàíèÿ â ëåíòî÷íûõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõñâåðõïðîâîäíèêàõ, êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëàõ è èçäåëèÿõ ïðè êîíòðîëå êà÷å-ñòâà èõ èçãîòîâëåíèÿ è ò.ä.Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà ðàçðàáîòàííîé ýêñïåðèìåíòàëüíî-èçìåðèòåëüíîé óñòà-íîâêè äëÿ èññëåäîâàíèé ïðîöåññîâ äå�åêòîîáðàçîâàíèÿ â ëåíòî÷íûõ âûñîêîòåìïå-ðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ïåðñïåêòèâíûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëàõ ïðåä-ñòàâëåíà íà ðèñ. 5.Íåñóùàÿ êîíñòðóêöèÿ óñòàíîâêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå 1 è äîïîëíèòåëüíîå2 íåïîäâèæíûå îñíîâàíèÿ æåñòêî ñâÿçàííûå ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ñòîåê 3. Íà îá-ùåì îñíîâàíèè 1 ðàçìåùåíû ìàëîãàáàðèòíàÿ èñïûòàòåëüíàÿ ìàøèíà 4, óïðóãèéýëåìåíò 5 ñ ÷åòûðüìÿ òåíçîìåòðè÷åñêèìè äàò÷èêàìè 6, íà êîòîðîì æåñòêî çà-êðåïëåíà ñïåöèàëüíàÿ áàëêà 7, ñ óñòàíîâëåííûìè ïüåçîýëåìåíòîì 8, îòðàæàòåëåì9 è äâóìÿ øàðèêîïîäøèïíèêîâûìè îïîðàìè 10, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ ðàçìåùå-íèÿ èññëåäóåìîãî îáðàçöà 11. Íàãðóæåíèå îáðàçöà 11 îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäåíòîðîì-äàò÷èêîì 12, êîòîðûé ïåðåìåùàåòñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî íàïðàâëÿþ-ùèì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé öèëèíäð 13 è âòóëêó 14 ñ âçàèìíî ïðèòåðòûìè ïî-âåðõíîñòÿìè. Èíäåíòîð-äàò÷èê 12, ïåðåìåùàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðû÷àãà 15, ïðè-âîäèìîãî â äâèæåíèå ìàëîãàáàðèòíîé èñïûòàòåëüíîé ìàøèíîé 4, à ïðè ñíÿòèèíàãðóæåíèÿ âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ïðóæèíîé 16. Âåëè÷èíà ïåðåìå-ùåíèÿ èíäåíòîðà-äàò÷èêà 12 îïðåäåëÿåòñÿ ñèãíàëîì ñ òåíçîìåòðè÷åñêîãî äàò÷èêà17. Íà äîïîëíèòåëüíîì îñíîâàíèè 2 çàêðåïëåí ñâåòîäåëèòåëü 18, ïîëîæåíèå êî-òîðîãî ðåãóëèðóåòñÿ ïðè þñòèðîâêå èçìåðèòåëÿ, à çàòåì �èêñèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþñïåöèàëüíûõ ïîäïðóæèíåííûõ îïîð 19. Íà ñòîéêàõ óñòàíîâëåíû èñòî÷íèê èçëó-÷åíèÿ 20, ñîáèðàþùàÿ ëèíçà 21, â �îêóñå êîòîðîé ðàñïîëîæåíà äèà�ðàãìà ïðî-ñòðàíñòâåííîãî �èëüòðà 22 è �îòîïðèåìíèê 23.Ìåõàíè÷åñêîå íàãðóæåíèå èññëåäóåìîãî îáðàçöà 11 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òðåõòî÷å÷íîé ñõåìå íàãðóæåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåñòàíäàðòíîé ìàëîãàáàðèòíîé èñïûòà-òåëüíîé ìàøèíû 4. Îáðàçåö 11 ñâîáîäíî ëåæèò íà äâóõ øàðèêîïîäøèïíèêîâûõîïîðàõ 10. Íàãðóæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäåíòîðîì- äàò÷èêîì 12. �åãóëÿòîðà-ìè óñòðîéñòâà óïðàâëåíèÿ è êîììóòàöèè ìîæíî èçìåíÿòü ñêîðîñòü è íàïðàâëå-íèå íàãðóæåíèÿ. Èçìåðåíèå âåëè÷èíû óñèëèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõòåíçîìåòðè÷åñêèõ äàò÷èêîâ 6, à âåëè÷èíû ïðîãèáà � ñ ïîìîùüþ òåíçîìåòðè÷å-ñêèõ äàò÷èêîâ 17. Êðîìå òîãî, èçìåðåíèå ïåðåìåùåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþèíòåð�åðåíöèîííî-ãîëîãðà�è÷åñêîé ñèñòåìû. Ïàðàìåòðû ÀÝ - ñèãíàëîâ ïðèíè-ìàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà-èíäåíòîðà 9, îáðàáàòûâàþòñÿ àêóñòèêî- ýìèññèîííûìáëîêîì óñòðîéñòâà óïðàâëåíèÿ è êîììóòàöèè çàòåì ïîñðåäñòâîì óñòðîéñòâà ñî-ïðÿæåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â ÀÖÏ ñ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêîé â ÏÝÂÌ.Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàçðàáîòàííîãî îáîðóäîâàíèÿ óñòàíîâêè ÿâëÿåò-ñÿ ïðèìåíåíèå èíòåð�åðåíöèîííîãî èçìåðèòåëÿ ïåðåìåùåíèÿ. Â ðåàëèçàöèè äàí-
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122 Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�., Ñèçîâ Â.Ï.íîãî èçìåðèòåëÿ çàëîæåíû íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ðåøåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþòâûäåëèòü åãî ñðåäè òèïîâûõ ëàçåðíûõ èíòåð�åðîìåòðîâ. Ïðîñòîòà ñõåìíîé ðå-àëèçàöèè è ìàëîå êîëè÷åñòâî îïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿþò ñíèçèòü ïîòåðèèíòåíñèâíîñòè è èñêàæåíèÿ âîëíîâîãî �ðîíòà èíòåð�åðèðóþùèõ ïó÷êîâ, à îðè-ãèíàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ïðîñòðàíñòâåííî ðàçíåñòè ïðèåìíèê è èñòî÷íèêèçëó÷åíèÿ è óïðîùàåò ðåãèñòðàöèþ èí�îðìàöèè. Ïîâûøåíèå êà÷åñòâà è äîñòî-âåðíîñòè èíòåð�åðåíöèîííûõ èçìåðåíèé äîñòèãàåòñÿ ïðèìåíåíèåì êîìïëåêñíîéêîððåêöèè ïîêàçàíèé ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé ðåãèñòðàöèè èíòåíñèâíîñòè îïòè-÷åñêîãî ïîëÿ èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû [5℄. Èñïîëüçóÿ äàííóþ ìåòîäèêó ìîæíîîñóùåñòâëÿòü è êîìïëåêñíûé êîíòðîëü ïðîÿâëåíèÿ âëèÿþùèõ �àêòîðîâ èëè èç-ìåíåíèÿ óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèé â öåëîì.Ïðîåêò ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ãðàíòàìè �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé � 07-01-00012 è Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�. Îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ èíòåð�åðåíöèîííûõèçìåðèòåëåé ìàëûõ ïåðåìåùåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñî-ñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2007. � 4. Ñ. 31-39.[2℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�., Ñèçîâ Â.Ï. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà èç-ìåðåíèÿ ìàëûõ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ ïåðåìåùåíèé ëàçåðíûìè íòåð�åðîìåòðàìè //Èçìåðèòåëüíàÿ òåõíèêà. 2007. � 1. Ñ. 9-13.[3℄ Àëåõèí Â.Å., Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñèçîâ Â.Ï.Ìåòîäû èçìåðåíèÿ ñìåùåíèé ïîâåðõ-íîñòè îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ëàçåðíûìè èíòåð�åðîìåòðàìè // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2007.� 2. Ñ. 53-61.[4℄ Àëåõèí Â.Å., Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñèçîâ Â.Ï. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèåîñîáåííîñòåé ìåòîäà ïîäñâå÷èâàíèÿ ïîâåðõíîñòè îáúåêòà êîíòðîëÿ äëÿ èçìåðåíèÿñìåùåíèé ëàçåðíûìè èíòåð�åðîìåòðàìè // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2007. � 9. Ñ. 37-43.[5℄ Ñåðêèí À.�. Î ïðèìåíåíèè èíòåãðàëüíîé îöåíêè èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî ïîëÿïðè èçìåðåíèÿõ ïåðåìåùåíèé èíòåð�åðåíöèîííî- ãîëîãðà�è÷åñêèìè ìåòîäàìè //Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Òåõíè÷åñêèå íàóêè. 2005. � 4. Ñ. 9-13.[6℄ Ñåðãååâ À.�., Ëàòûøåâ Ì.Â., Òåðåãåðÿ Â.Â. Ìåòðîëîãèÿ, ñòàíäàðòèçàöèÿ, ñåðòè-�èêàöèÿ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. Ì.: Ëîãîñ, 2003. 536 ñ.Miroshni
henko I.P., Serkin A.G., Sizov V.P. On introdu
tion of interferen
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Íåëèíåéíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâïðîòåêàíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñêâîçü ïëîñêèé êàíàëÌîðãóëèñ À.Á.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó, è Þæíûéìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ, Âëàäèêàâêàç.Êîãäà íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü âòåêàåò â îáëàñòü è âûòåêàåò èç íå¼, ïîòîêè ýíåðãèè èçàâèõðåííîñòè ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè òå÷åíèÿ, íå ðàâíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íóëþ. Â òàêîìñëó÷àå äàæå èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîíñåðâàòèâíóþñèñòåìó ñ ¾äèññèïàöèåé¿ è ¾íàêà÷êîé¿ ýíåðãèè. Êîíêóðåíöèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ ñîçäà¼òâîçìîæíîñòè òàêèõ íåêîíñåðâàòèâíûõ ÿâëåíèé, êàê àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàâ-íîâåñèé, âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé è äð. Â äàííîì äîêëàäå ïðåäñòàâëåíî äîñòàòî÷-íîå óñëîâèå íåëèíåéíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ñ�îðìóëèðîâàíî ÿâíî â òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ çàäà÷è:íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè (îíà çàäà¼òñÿ íà âñåé ãðàíèöå êàíàëà), èçàâèõðåííîñòè òå÷åíèÿ, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ íà âõîäå ïîòîêà â êàíàë.Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ.�àññìîòðèì òå÷åíèå èäåàëüíîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî êîíå÷íîìóêàíàëó èëè òðóáå. Â òàêîì ñëó÷àå ãðàíèöà îáëàñòè òå÷åíèÿ íåèçáåæíî âêëþ÷àåòâõîä è âûõîä òå÷åíèÿ, ñêâîçü êîòîðûå æèäêîñòü âòåêàåò â îáëàñòü èëè âûòåêàåòèç íå¼. Ïðè ýòîì æèäêîñòü âíîñèò â îáëàñòü è óíîñèò èç íå¼ ýíåðãèþ è çàâèõ-ðåííîñòü. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå âÿçêîñòè, èäåàëüíàÿ æèäêîñòüïðåâðàùàåòñÿ â íåêîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó ñ äèññèïàöèåé è íàêà÷êîé ýíåðãèè, à èõáàëàíñ ðåãóëèðóåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà âõîäå è âûõîäå òå÷åíèÿ. Â íåêîòî-ðûõ ñëó÷àÿõ äèññèïàöèÿ äîìèíèðóåò, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà äîïóñêàåò �óíêöèîíà-ëû Ëÿïóíîâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Øèðîêèå êëàññû ïëîñêèõòå÷åíèé òàêîãî ðîäà óêàçàíû â [3℄. Âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà óñòîé÷èâîñòüçàêðó÷åííûõ òå÷åíèé îáñóæäàëîñü â [2℄.Õîòÿ ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå çàïðåùà-åò íåóñòîé÷èâîñòü, âîïðîñ î ïîëíîì çàòóõàíèè âîçìóùåíèé (ò.å. îá àñèìïòîòè÷å-ñêîé óñòîé÷èâîñòè) òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿèìåòü äåëî ñ äèññèïàöèåé, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà íå âÿçêèì òðåíèåì, à ñïîñîáíîñòüþïîòîêà âûíîñèòü âîçìóùåíèÿ èç êàíàëà. Åñòåñòâåííî äóìàòü, ÷òî ýòà ñïîñîáíîñòüïðîÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîëíî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîñòàâ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö ïîòî-êà ïîñòîÿííî îáíîâëÿåòñÿ, ò.å. ëþáàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà ïðîâîäèò â îáëàñòèòå÷åíèÿ ëèøü êîíå÷íîå âðåìÿ. Òå÷åíèÿ, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì íàçîâ¼ìñêâîçíûìè. Â ÷àñòíîñòè, ñêâîçíûì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå áåç òî-÷åê îñòàíîâêè, íàïðèìåð, ðàâíîìåðíûé ïîòîê â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå. Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî òå÷åíèå îñòà¼òñÿ ñêâîçíûì ïðè ìàëîì (â C-ìåòðèêå) âîçìóùåíèè ïîëÿñêîðîñòè. Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè äàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåëèíåéíîé àñèìï-òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñêâîçíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé â êîíå÷íûõ êàíàëàõïðîèçâîëüíîé �îðìû.



124 Ìîðãóëèñ À.Á.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáîçíà÷åíèÿ.Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òå÷åíèé â ïëîñêèõ îäíîñâÿçíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îá-ëàñòÿõ, ãðàíèöû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç 4-õ ãëàäêèõ äóã. Ñìåæíûå äóãè ñîåäèíÿþòñÿâ óãëîâûõ òî÷êàõ zk (k = 1, . . . , 4). Òàêèå îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü êðèâîëèíåéíû-ìè ÷åòûð¼õóãîëüíèêàìè. Ïóñòü D êðèâîëèíåéíûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê è S = ∂D.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê íåìó çàïèøåì â âèäå
ωt + v∇ω = 0; rotv = ω; div v = 0; (1)
vn|S = γ; ω |S+ = ω+, S+ = {z ∈ S : γ(z) < 0}, (2)ãäå v = v(z, t) � ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè, n âíåøíÿÿ íîðìàëü ê S, ω+ è γ ñóòüçàäàííûå �óíêöèè (íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè), è, êîíå÷íî, èíòåãðàë γ ïî ãðàíèöåîáëàñòè òå÷åíèÿ ðàâåí íóëþ. Âìåñòå ñ γ îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå S = S+ ∪S− ∪S0 ∪

{zk}4
k=1, ãäå S− = {z ∈ S : γ(z) > 0}, S0 = {z ∈ S : γ(z) = 0}. ßñíî, ÷òî S+ åñòüâõîä òå÷åíèÿ, S− � âûõîä, à S0 � íåïðîíèöàåìàÿ ÷àñòü ãðàíèöû.Ïðèìåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè: (R1) S+ åñòü ãëàäêàÿ äóãà ñ êîí-öàìè z1, z2, è S− åñòü ãëàäêàÿ äóãà ñ êîíöàìè z3, z4, òàê ÷òî S+ è S− íå èìåþòîáùèõ êîíöåâûõ òî÷åê; (R2) âåëè÷èíû âíóòðåííèõ óãëîâ ìåæäó ñìåæíûìè äó-ãàìè ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ {zk}4

k=1 ëåæàò â èíòåðâàëå (0, π); (R3) inf
S+∪S−

|γ| > 0.Òàêèì îáðàçîì, âõîä è âûõîä ïîòîêà ðàñïîëîæåíû íà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-ðîíàõ êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà D, à îñòàâøàÿñÿ ïàðà ñòîðîí ïðåäñòàâ-ëÿåò òâ¼ðäûå ñòåíêè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) âïåðâûå èññëåäîâàë Â.È. Þäîâè÷ [6℄. Îí óñòàíîâèëãëîáàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïðîòåêàíèÿè åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíû àëüòåðíàòèâíûåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñì., íàïðèìåð, [4℄, [7℄. Îáçîð èñòîðèè âîïðîñà èìååòñÿ â [3℄.�àññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå ñêâîçü êàíàë D è åãî âîçìóùåíèÿ. Ïðåä-ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàê âîçìóùåííîå, òàê è íåâîçìóùåííîå òå÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþòãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) ñ îäíèìè è òåìè æå ãðàíè÷íûìè äàííûìè. Â ÷àñòíî-ñòè, ðàñõîä æèäêîñòè îäèíàêîâ â îáîèõ òå÷åíèÿõ. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Q. Ñêî-ðîñòü, âèõðü è �óíêöèþ òîêà ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç V = V(z),
Ω = Ω(z) and Ψ = Ψ(z), ñîîòâåòñòâåííî.Ôóíêöèîíàëû ËÿïóíîâàÅñëè íà âõîäå çàäàí ïîñòîÿííûé âèõðü ω+ =≡ const, òî �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâàåñòü ýíñòðî�èÿ:

d

dt

∫

D

(ω − ω+)2 dz = −
∫

S−

(ω − ω+)2γ dS.(çàìåòèì, ÷òî γ > 0 âñþäó íà S−). Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèîíà-ëîâ Ëÿïóíîâà èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ Â.È. Àðíîëüäà [5℄, ðàíåå ïðèìåíÿâøàÿñÿëèøü äëÿ òå÷åíèé â îáëàñòÿõ ñ íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè èëè äëÿ ïðîñòðàí-ñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèõ òå÷åíèé. Íàïîìíèì å¼.Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå âèõðÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ âëå÷¼ò ëîêàëüíîå �óíêöèî-íàëüíîå ñîîòíîøåíèå F(Ψ,Ω) = 0 ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Ψ åñòü îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ îò Ω, òàê ÷òî Ψ = F (Ω) âñþäó â îáëàñòè òå÷åíèÿ,



Íåëèíåéíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. 125ïðè÷¼ì F îïðåäåëåíà è äè��åðåíöèðóåìà íà R, à â îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíà. Çà-ìåòèì, ÷òî F åñòåñòâåííî îïðåäåëåíà ëèøü íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé çàâèõðåííîñòè
Ω, òàê ÷òî èìååòñÿ èçâåñòíûé ïðîèçâîë â âûáîðå å¼ ïðîäîëæåíèÿ íà R. Èñïîëü-çóÿ åãî, äîáüåìñÿ îãðàíè÷åííîñòè F ′ íà R. Ïóñòü r and s äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,ïîëîæèì

Φr(s) = F0(r + s) − F0(r) − F ′
0(r)s, F

′
0 = F. (3)Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî sups |Φr(s)| 6 (s2/2) supr |F ′(r)|.�àññìîòðèì âîçìóùåííîå òå÷åíèå. Îïðåäåëèì �óíêöèîíàë (äåéñòâóþùèé íàâîçìóùåíèÿ) ðàâåíñòâîì

W (ξ(·, t)) =

∫

D

u
2 dz/2 −

∫

D

ΦΩ(ξ) dz, (4)ãäå ξ = ω − Ω � âîçìóùåíèå çàâèõðåííîñòè, è u = v − V � âîçìóùåíèå ñêîðî-ñòè (âûðàæåííîå ÷åðåç ξ). Â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöû W åñòüèíòåãðàë äâèæåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ W â ñèëó ñèñòåìû (1-2) èìååòâèä
Ẇ (ξ) =

∫

S−

γΦΩ(ξ) ds, (5)Ïîñêîëüêó γ|S− > 0 ïî îïðåäåëåíèþ, çíàê Ẇ ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ΦΩ, à îí ñîâïà-äàåò ñî çíàêîì F ′′
0 = F ′ (ñì. (3)). Íàïðèìåð, W > 0 è Ẇ 6 0 äëÿ âñåõ íåíóëåâûõâîçìóùåíèé, åñëè F ′ < 0 íà âñåé îñè R. Åñëè æå F ′ > 0, òî Ẇ > 0, òàê ÷òî�óíêöèîíàë W äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òî-áû infR F

′ ïðåâîñõîäèëà íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1-é êðàåâîé çàäà÷è äëÿîïåðàòîðà −∆ â D.Ïðèÿòíàÿ ÷åðòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò îïðå-äåëèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó Ψ è Ω. Èìåííî, íà ëþáîé ëèíèè òîêà, ïåðåñåêàþùåéñÿñî âõîäîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ω = f(Ψ), ãäå f(h) = ω+(s+(h)); 0 < h < Q, è
s+ = s+(h) åñòü îáðàòíàÿ �óíêöèÿ äëÿ îãðàíè÷åíèÿ Ψ íà S+. Òàê êàê Ψ ñòðîãîìîíîòîííà íà âõîäå, �óíêöèÿ s+ îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Òàêèì îáðàçîì, Ω = f(Ψ)âíå çàñòîéíûõ çîí, à â ñëó÷àå ñêâîçíîãî òå÷åíèÿ � âñþäó â D.Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.Îáðàòèìñÿ ê �îðìóëèðîâêå îñíîâíîé òåîðåìû. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæå-íèå, ìû îïóñòèì òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ãëàäêîñòè ãðàíè÷íûõ äàííûõ, èîáñóæäåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî çäåñü íåòíèêàêèõ íåîæèäàííîñòåé: ïðè ãëàäêèõ äàííûõ ðåøåíèÿ áóäóò ãëàäêèìè âíå ñêîëüóãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé óãëîâûõ òî÷åê ãðàíèöû. Ââåä¼ì

I(t) = ‖ω(·, t) − Ω‖2
2; I0 = I(0); A(t) = ‖ω(·, t) − Ω‖∞; A0 = A(0).ãäå ‖ · ‖p îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ íîðìó Lp(D), 1 6 p 6 ∞. Òàêèì îáðàçîì, A åñòüàìïëèòóäà, à I � ýíñòðî�èÿ âîçìóùåíèÿ.Òåîðåìà 1. �àññìîòðèì çàäà÷ó (1-2) â êðèâîëèíåéíîì ïðÿìîóãîëüíèêå D. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (R1)-(R3). Ïðåäïîëîæèì åù¼, ÷òî �óíê-öèÿ γ ïðåäñòàâèìà â âèäå γ = Qγ̄(z) + γ̃, ïðè÷¼ì sup

S+

γ̄ < 0, inf
S−
γ̄ > 0, γ̄ ≡ 0



126 Ìîðãóëèñ À.Á.íà S0. Ïóñòü ω+ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ èëè êîíñòàíòà. Íàéä¼òñÿ ÷èñëî
Q∗ = Q∗(D,ω+) > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî Q > Q∗ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ: (a) çàäà÷à (1-2) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå V, êîòîðîìó ñî-îòâåòñòâóåò ñêâîçíîå òå÷åíèå.; (b) ñèñòåìà (1-2) äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíûéóáûâàþùèé �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà |W | è îöåíêó I(t) 6 C1I0, ãäå C çàâèñèò ëèøüîò îñíîâíîãî òå÷åíèÿ è ìîæåò áûòü âçÿòà îáùåé äëÿ âñåõ Q > Q∗; (
) Íàé-äóòñÿ ÷èñëà ̺0 = ̺0(A0,V) > 0, t∗ = t∗(A0,V, D) < ∞ è q = q(A0,V, D) < 1òàêèå, ÷òî

I(t) 6 C1q
2[t/t∗]I0 → 0, t→ +∞. (6)ïðè óñëîâèè I0 6 ̺0. Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñ-ëà; ÷èñëà ̺0, q, t∗, C1 çàâèñÿò ëèøü îò îñíîâíîãî ïîòîêà è îò àìïëèòóäû íà-÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ, è ìîãóò áûòü âçÿòû îáùèìè äëÿ âñåõ Q > Q∗. Åñëè æå

ω+ ≡ const, òî q = 0, òàê ÷òî I(t) = 0 è v(·, t) ≡ V ïðè ëþáîì t > t∗.Çàìå÷àíèå 1. Óáûâàíèå �óíêöèîíàëà |W| âäîëü âîçìóùåííûõ äâèæåíèé âëå-÷¼ò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîây â ìåòðèêå ýíñòðî�èè, à çàòóõàíèå âîçìóùåíèé îïè-ñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (6). Ïåðâàÿ èç ýòèõ îöåíîê ãëîáàëüíà, à âòîðàÿ ëîêàëüíà:èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå ìàëîñòè äëÿ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé. Ñïåöè�èêà ýòîãî îãðà-íè÷åíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ ìàëîñòü ýíñòðî�èè, íî å¼ ïîðîãîâàÿ âåëè-÷èíà çàâèñèò îò àìïëèòóäû íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì íà-÷àëüíîå âîçìóùåíèå ñ çàâèõðåííîñòü âèäà η (h−1(z − z0)), ãäå η = η(ζ) � ãëàäêàÿ�óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ëèøü â åäèíè÷íîì êðóãå 
 öåíòðîì â òî÷êå ζ = 0, h �çàäàííîå ÷èñëî, è z0 ∈ D. Ïóñòü h → 0. Òîãäà I0 → 0, à A0 îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé.Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå ìàëîñòè âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h.Çàìå÷àíèå 2. Ëîêàëüíûé õàðàêòåð àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóåòñóùåñòâó äåëà. Èçâåñòíû ïðèìåðû, ñîñóùåñòâîâàíèÿ ñêâîçíîãî ñòàöèîíàðíûõ òå-÷åíèÿ è îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ òå÷åíèé ñ çàñòîéíûìè çîíàìè ïðè îäíèõ è òåõ æåãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Íàïðèìåð, ñêâîçíîé ïîòåíöèàëüíûé ïîòîê ìîæåò ñîñóùå-ñòâîâàòü ñ âèõðåâûì òå÷åíèåì, çàâèõðåííîñòü êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíà â çàñòîéíîéçîíå, íå èìåþùåé îáùèõ òî÷åê íè ñî âõîäîì, íè ñ âûõîäîì òå÷åíèÿ. Ñóùåñòâîâà-íèå òàêîãî ¾çàñòîéíîãî¿ òå÷åíèÿ äîêàçàíî â ñòàòüå [8℄. Åå ðåçóëüòàòû ðàçâèâàëèñüâ ðàáîòå [9℄. Íåäàâíèå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû [1℄ ïîêàçàëè, ÷òî ñòàöèîíàðíûåâèõðåâûå ñòðóêòóðû ñ îäíîé è áîëåå çàñòîéíûìè çîíàìè ñîñóùåñòâóþò êàê ñ ïî-òåíöèàëüíûìè, òàê è ñ âèõðåâûìè ñêâîçíûìè òå÷åíèÿìè.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ñäâèãîâûå òå÷åíèé ñêâîçü ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë D = {z =
(x, y) : 0 < x < l; 0 < y < 1}. Ïóñòü ïðî�èëè òå÷åíèé èìååò âèä U(y) = Q+ Ũ(y),ãäå Ũ îïðåäåëÿåò òå÷åíèå ñ íóëåâûì ðàñõîäîì. Åñëè Q > max(0,−miny Ũ(y)),òî äàííîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñêâîçíûì, åãî âõîä ñîâïàäàåò ñ òîé ñòîðîíà ïðÿìî-óãîëüíèêà D, íà êîòîðîé x = 0, à âûõîä ñîâïàäàåò ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðî-íîé. Ïîëå V = (U, 0) áóäåò ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1-2), åñëè ïîëîæèòü
γ(0, y) = −U(y), γ(l, y) = U(y), γ(x, 0) = γ(x, 1) = 0, è ω+(y) = −U ′(y). Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî inf{|Ũ ′′(y)|, y ∈ [0, 1]} > 0. Ïî òåîðåìå 1, ïðî�èëü U(y) = Q + Ũ(y)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ ïðè ëþáîé �èêñèðîâàííîé �óíêöèè Ũ äëÿ âñåõ äîñòà-òî÷íî áîëüøèõ Q.Äàííàÿ ðàáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ïðîåêò � 08-01-00895-a) è âûïîëíåíà â ðàìêàõ
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onservative essentially sin
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 non-
onservative phenomena su
has the asymptoti
 stability of the equilibria, the onset of the instability or the ex
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illations e.t.
.. These phenomena are studied extensively for the �ows of thevis
ous �uids but not for the invis
id ones. In this paper, we prove a su�
ient 
ondition forthe non-linear asymptoti
 stability of the invis
id steady �ows.



�ÅÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜÏÅ�ÅÍÎÑÀ ÂÅÙÅÑÒÂÀ Â �ËÓÁÎÊÎÌ Ï�ÎÒßÆÅÍÍÎÌ�ÓÑËÎÂÎÌ ÏÎÒÎÊÅÍàäîëèí Ê.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ ïàññèâíîé íåêîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè â ñëàáî èñêðèâëåííîìîòêðûòîì ñòàöèîíàðíîì ðóñëîâîì ïîòîêå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ëîæå ïîòîêà çàäàíî äîñòàòî÷-íî ãëàäêîé �óíêöèåé, à ñàì ïîòîê � ïðîòÿæåííûé è ãëóáîêèé, ò.å. äëèíà ðàññìàòðè-âàåìîãî ó÷àñòêà ìíîãî áîëüøå åãî øèðèíû è ãëóáèíû, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, èìåþòáëèçêèå ðàçìåðû. Èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííóþ ðàíåå ìåòîäèêó ïîëó÷åíèÿ ðåäóöèðîâàííûõìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðóñëîâûõ òå÷åíèé, óäàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè ñâå-ñòè ðåøåíèå ñëîæíîé òðåõìåðíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàíäàðòíûõäâóìåðíûõ çàäà÷ íà ñå÷åíèè.1. Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-äåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàññèâíîé íåêîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè â ãëóáîêîì ïðîòÿæåí-íîì ñòàöèîíàðíîì ïîòîêå ñ ïëîñêîé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé èìåþò âèä [1℄
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Çäåñü c � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè; u, v, w � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè â ïðî-äîëüíîì, ïîïåðå÷íîì è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî; dyy, dyz = dzyè dzz � êîý��èöèåíòû òóðáóëåíòíîé äè��óçèè; λ � ïàðàìåòð ðàñïàäà âåùåñòâà; coè πo � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâà è åãî ïðèòîê ÷åðåç âõîäíîå ñå÷åíèå, ñîîò-âåòñòâåííî; h(x, y) � �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ �îðìó ðóñëà; ν � ïàðàìåòð òóðáóëåíòíîé



�åäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà â ãëóáîêîì ïðîòÿæåííîì ïîòîêå... 129âÿçêîñòè (â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè îí ðàâåí 1); GI � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçó-þùèé óêëîí ðóñëà; Fx è Fy � ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå âíåøíåå âîçäåéñòâèåíà ïîâåðõíîñòü ïîòîêà (ñâÿçàííîå, íàïðèìåð, ñ íàëè÷èåì âåòðà).Ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû x, y è z ââåäåíû òàê, ÷òî ïëîñêîñòü xyëåæèò íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, à îñü z íàïðàâëåíà â ñòîðîíó äíà. Îñü x íàïðàâëåíàïî óêëîíó ïîòîêà, à îñü y � îò ëåâîãî áåðåãà ê ïðàâîìó ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè x.Íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ âî âõîäíîì ñå÷åíèè ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà ðóñëàíà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò áåðåãîâ (ðèñ. 1)
�èñ. 1. Ñå÷åíèå ïîòîêàÍà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1) îáðàçóåò êîíöåíòðàöèîííóþ ïîäñèñòåìó, à êðàå-âàÿ çàäà÷à (2), (3) � ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ïîäñèñòåìó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïå-ðåìåøèâàíèÿ ïðèìåñè â ãëóáîêîì ïðîòÿæåííîì ïîòîêå.Â ñâîþ î÷åðåäü, ñèñòåìà (2), (3) ñîñòîèò èç äâóõ ïîäñèñòåì: íåçàâèñèìîé êðà-åâîé çàäà÷è (2) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè u(x, y, z) è êðàåâîé çàäà÷è(3) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íîé v(x, y, z) è âåðòèêàëüíîé w(x, y, z) ñêîðîñòåé, ãäå�óíêöèÿ u(x, y, z) óæå ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé.Äëÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè u(x, y, z) èìååì ñòàíäàðòíóþ ñìåøàííóþ êðàåâóþçàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2), êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ íåçàâèñèìî, ïðè÷åì êîîð-äèíàòà x âõîäèò â êðàåâîå óñëîâèå êàê ïàðàìåòð.Äëÿ ïîïåðå÷íîé è âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè v(x, y, z) è w(x, y, z) èìååì íåîäíî-ðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (3), ãäå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñîäåðæàò u(x, y, z) è ìî-ãóò ñ÷èòàòüñÿ èçâåñòíûìè. Êîîðäèíàòà x òàêæå âõîäèò â êðàåâîå óñëîâèå è âïðàâóþ ÷àñòü (3) êàê ïàðàìåòð.Òàêèì îáðàçîì, ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà (2), (3) �îðìàëüíî ÿâëÿÿñüòðåõìåðíîé, �àêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå äâóìåðíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è,êîòîðûå äîëæíû ðåøàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà ñå÷åíèÿõ, ðàñïîëîæåííûõ âäîëüïîòîêà. Ïîäîáíîå ðàñùåïëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà óäîáíûì ïðè èñïîëüçîâà-íèè äëÿ ðàñ÷åòîâ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêîé âàæíîé ãèäðàâëè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêèïîòîêà, êàê ðàñõîä, äîñòàòî÷íî íàéòè ëèøü ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü u(x, y, z) â çà-äàííîì ñå÷åíèè.2. �èäðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè. Èãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà (2), (3), è êîíöåíòðàöèîííàÿ ïîäñèñòåìà (1) äîëæ-íû ðåøàòüñÿ ÷èñëåííî, âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ ïîòîêîâ ñ ïðîèçâîëüíîé �îðìîéñå÷åíèÿ ðóñëà è ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè è äè��ó-çèè. Îäíàêî â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè (ò.å. ïðè ν = 1) âîçìîæíû äàëüíåéøèå



130 Íàäîëèí Ê.À.óïðîùåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïîäñèñòåìû è ñâåäåíèå åå ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ñòàíäàðòíûõ êðàåâûõ çàäà÷.Ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè u(y, z) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñìåøàííîé êðàåâîéçàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
∆u = −GI, ∂u

∂z

∣∣∣
z=0

= −Fx, u
∣∣
z=h(y)

= 0. (4)Çäåñü è äàëåå ∆ � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì y è z.�åøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (4) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
u(y, z) = U(y, z) + Fx(h(y) − z), (5)ãäå U(y, z) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñòàíäàðòíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíå-íèÿ Ïóàññîíà

∆U = −g(y), g(y) = GI + Fxh
′′(y), U

∣∣
Γ

= 0. (6)Îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à (6), ïîëó÷åíà ñèììåòðè÷íûì ïðîäîë-æåíèåì ñå÷åíèÿ ïîòîêà â ïîëóïëîñêîñòü z < 0, à åå ãðàíèöà Γ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-íåíèåì h2(y) − z2 = 0.Äëÿ âåðòèêàëüíîé è ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè v(y, z) è w(y, z) èç (3) ïðèïîñòîÿííîé âÿçêîñòè èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà
∂3v

∂y2∂z
+
∂3v

∂z3
− ∂3w

∂y∂z2
− ∂3w

∂y3
= 0,

∂v

∂y
+
∂w

∂z
= −∂u

∂x
,

∂v

∂z

∣∣∣
z=0

= −Fy, w
∣∣
z=0

= 0, v
∣∣
z=h(y)

= w
∣∣
z=h(y)

= 0.

(7)Ïåðâîå óðàâíåíèå (7) ïåðåïèøåì â âèäå
∆

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
= 0. (8)Òîãäà, âûðàæàÿ ïîïåðå÷íóþ è âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ÷åðåçïîòåíöèàë φ(y, z) è �óíêöèþ òîêà ψ(y, z) ïî �îðìóëàì [2℄

v =
∂φ

∂y
+
∂ψ

∂z
, w =

∂φ

∂z
− ∂ψ

∂y
, (9)ïðèõîäèì, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (9) â ïåðâîå óðàâíåíèå (7) ñ ó÷åòîì (8), ê êðàåâîéçàäà÷å äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∆2ψ = 0, ∆ψ
∣∣
z=0

= −Fy,êîòîðîå çàìåíîé Ω = −∆ψ ïðèâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
∆Ω = 0, Ω

∣∣
z=0

= Fy. (10)Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèõðü âåêòîðà (v, w) [2℄
Ω =

∂w

∂y
− ∂v

∂z
.



�åäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà â ãëóáîêîì ïðîòÿæåííîì ïîòîêå... 131Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) îïðåäåëèì ãàðìîíè÷åñêóþ â ïîëóïëîñêîñòè
z ≥ 0 �óíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ âåçäå íà îñè y, êðîìå îòðåçêà −a ≤ y ≤ a, ãäå îíàèìååò çíà÷åíèå Fy. Ñìûñë ïàðàìåòðà a ïîÿñíÿåò ðèñ. 1. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëÏóàññîíà èìååò âèä [3℄

Ω(y, z) =
1

π

∞∫

−∞

Ω
∣∣
z=0

z

(τ − y)2 + z2
dτ =

Fx

π

a∫

−a

z

(τ − y)2 + z2
dτ =

=
Fx

π

(
arctan

a+ y

z
+ arctan

a− y

z

)
.

(11)Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (11), çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè òîêà, êàêðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∆ψ = −Ω

ψ(y, z) =
1

2π

∫

∂D

(
∂ψ

∂n
ln

1

r
− ψ

∂

∂n

(
ln

1

r

))
dγ +

1

2π

∫

D

Ω ln
1

r
dω. (12)Äàëåå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåäñòàâëåíèÿ (9) â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (âòî-ðîå óðàâíåíèå â çàäà÷å (7) ), ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà

∆φ = −∂u
∂x
, (13)

∂φ

∂z

∣∣∣
z=0

=
∂ψ

∂y

∣∣∣
z=0

,
∂φ

∂y

∣∣∣
z=h

= −∂ψ
∂z

∣∣∣
z=h

,
∂φ

∂z

∣∣∣
z=h

=
∂ψ

∂y

∣∣∣
z=h

. (14)Ôîðìóëû (14) çàäàþò íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè φ(y, z) íà ãðàíèöåîáëàñòè ñå÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàíèöà ïëîñêîé îáëàñòè çàäàíà óðàâíå-íèåì η(y, z) = 0, òî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè φ(y, z) íà ýòîé ãðàíèöåâû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
∂φ

∂n

∣∣∣
η=0

= (∇φ,n) =
1

‖∇η‖ (∇φ,∇η) . (15)Â ñëó÷àå, êîãäà η(y, z) = h(y) − z (ñì. ðèñ. 1), �îðìóëà (15) ïðèíèìàåò âèä
∂φ

∂n

∣∣∣
z=h

=
1√

1 +

(
∂h

∂y

)2

(
∂φ

∂y

∂h

∂y
− ∂φ

∂z

) ∣∣∣∣∣
z=h

=
1√

1 +

(
∂h

∂y

)2

(
∂ψ

∂z

∂h

∂y
+
∂ψ

∂y

) ∣∣∣∣∣
z=hà íà ïëîñêîé ñâîáîäíîé ãðàíèöå z = 0

∂φ

∂n

∣∣∣
z=0

= −∂φ
∂z

∣∣∣
z=0

= −∂ψ
∂y

∣∣∣
z=0Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê èíòåãðàëâèäà

φ(y, z) =
1

2π

∫

∂D

(
∂φ

∂n
ln

1

r
− φ

∂

∂n

(
ln

1

r

))
dγ − 1

2π

∫

D

∂u

∂x
ln

1

r
dω (16)



132 Íàäîëèí Ê.À.Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (13), (14) ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå,êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèÿ òîêà (12) è åå íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿíà ãðàíèöå îáëàñòè ñå÷åíèÿ ïîòîêà
a∫

−a

1√

1 +

(
∂h

∂y

)2

(
∂ψ

∂z

∂h

∂y
+
∂ψ

∂y

) ∣∣∣∣∣
z=h

dy − ψ(a, 0) + ψ(−a, 0) =

a∫

−a

h(y)∫

0

∂u

∂x
dzdy (17)Èòàê, ðåøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïîäñèñòåìû, êîãäà âÿçêîñòü ïîòîêà ìîæíîñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé, ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

• íàõîäèì ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñòàíäàðòíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâ-íåíèÿ Ïóàññîíà (6), è ïîëó÷àåì ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü (5);
• ñ ó÷åòîì (11) íàõîäèì �óíêöèþ òîêà (12), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (17);
• íàõîäèì ïîòåíöèàë (16), èñïîëüçóÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (14);
• íàõîäèì ïîïåðå÷íóþ è âåðòèêàëüíóþ ñêîðîñòü ïî �îðìóëàì (9).Äëÿ ïðîñòûõ ñå÷åíèé (ïðÿìîóãîëüíèê, ïîëóêðóã) óêàçàííûé àëãîðèòì ðåøå-íèÿ ìîæíî ðåàëèçîâàòü àíàëèòè÷åñêè.�àáîòà âûïîëíåíà ïî ïðîåêòó �ÍÏ.2.2.1.1.3719 àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîéöåëåâîé ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô "�àçâèòèå íàó÷íîãîïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2006-2008 ãîäû)"Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Íàäîëèí Ê.À. Ìîäåëèðîâàíèå ìàññîïåðåíîñà â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ // Â êí. Ìîäåëè-ðîâàíèå è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Ò. 1.�îñòîâ-íà-Äîíó: Èç-âî ÖÂÂ�, 2006. Ñ. 18�46.[2℄ Êî÷èí Í.Å. Âåêòîðíîå èñ÷èñëåíèå è íà÷àëà òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1965.[3℄ Ëàâðåíòüåâ Ì.À., Øàáàò Á.Â.Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.Ì.: Íàóêà, 1973. 736 ñ.Nadolin K.A. The redu
ed mathemati
al model for the mass transport in deep lengthybed-stream.The mass transport of the passive non
onservative admixture in the low-
urved opensteady bed-stream is 
onsidered. The 
hannel bed is assumed to be known and quite smoothand the stream is assumed to be lengthy and deep, so the 
hannel's length is mu
h biggerthan its width and depth, but 
hannel's width and depth have the same order. On the base ofthe previously elaborated te
hnique of the derivation the redu
ed bed-stream mathemati
almodels, the 
ompli
ated 3D problem in the 
ase of 
onstant vis
osity is lu
ky 
omes to the
hain of ordinary 2D problems, whi
h are poses on the 
ross-se
tions of the stream.



�ÀÑ×ÅÒ ÓËÜÒ�ÀÇÂÓÊÎÂÎ�Î ÔÎÊÓÑÈ�ÓÞÙÅ�ÎÈÇËÓ×ÀÒÅËß ÈÇ ÏÎ�ÈÑÒÎÉ ÏÜÅÇÎÊÅ�ÀÌÈÊÈ ÏÎÓÒÎ×ÍÅÍÍÎÉ ÌÅÒÎÄÈÊÅÍàñåäêèí À.Â., Äîìàøåíêèíà Ò.Â., �ûáÿíåö À.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄàí àíàëèç �îêóñèðóþùåãî ñ�åðè÷åñêîãî ïüåçîèçëó÷àòåëÿ èç ïîðèñòîé ïüåçîêåðà-ìèêè, íàãðóæåííîãî íà àêóñòè÷åñêóþ ñðåäó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ (ÌÊÝ) îïðåäåëåíû ðàáî÷èå ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû òîëùèííûõ êîëåáàíèé, ïðîâåäåíîóòî÷íåíèå ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííûõ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ïî îáîáùåííîé ìîäå-ëè Êîâèíà-Íóíçèàòî è ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, âû÷èñëåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûåõàðàêòåðèñòèêè ñâîáîäíîãî è íàãðóæåííîãî ïüåçîèçëó÷àòåëÿ.Â êà÷åñòâå îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìîòðèì ñ�åðè÷åñêèé ïüåçîèçëó÷àòåëüñ öèëèíäðè÷åñêèì îòâåðñòèåì ïîñåðåäèíå. Ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå ïüåçîèçëó÷à-òåëÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ïüåçîèçëó÷àòåëü âûïîëíåí èç ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè,ïîëÿðèçîâàííîé âäîëü íàïðàâëåíèé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ òîðöåâûì ïîâåðõíîñòÿì.Ïðè ðàáîòå íà òîëùèííûõ ìîäàõ êîëåáàíèé ïüåçîèçëó÷àòåëü ãåíåðèðóåò âîëíûâ îêðóæàþùóþ àêóñòè÷åñêóþ ñðåäó, êîòîðûå �îêóñèðóþòñÿ â �îêàëüíîé òî÷êå
0f � öåíòðå ñ�åðè÷åñêèõ òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòåé èçëó÷àòåëÿ. Äàííîå óñòðîéñòâîïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ìåäèöèíñêèõ ïðèìåíåíèé ïðè ñîçäàíèè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõóëüòðàçâóêîâûõ ïîëåé â �îêàëüíîé çîíå. Èñïîëüçîâàíèå ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìè-êè ïîçâîëÿåò ñíèçèòü àêóñòè÷åñêèé èìïåäàíñ ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëÿ äëÿ ëó÷øåãîñîãëàñîâàíèÿ ñ àêóñòè÷åñêèì èìïåäàíñîì ìÿãêèõ òêàíåé ÷åëîâåêà.

�èñ. 1. Ñ�åðè÷åñêèé ïüåçîèçëó÷àòåëü �èñ. 2. Ôîðìû êîëåáàíèéñ îòâåðñòèåì íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå�åîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû èçëó÷àòåëÿ ïðèìåì ñëåäóþùèìè: R1 = 61 (ìì) �âíåøíèé ðàäèóñ; R2 = 54 (ìì) � âíóòðåííèé ðàäèóñ; H = R1 − R2 = 7 (ìì) �



134 Íàñåäêèí À.Â., Äîìàøåíêèíà Ò.Â., �ûáÿíåö À.Í.òîëùèíà; R3 = 8.5 (ìì) � ðàäèóñ îòâåðñòèÿ; R4 = 47.5 (ìì) íàèáîëüøèé äèà-ìåòð ñ�åðè÷åñêîãî ñåãìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè z. Òîðöåâûå ïîâåðõíîñòè rf = R1è rf = R2 èçëó÷àòåëÿ ïîêðûòû áåñêîíå÷íî òîíêèìè ýëåêòðîäàìè, èñïîëüçóåìû-ìè ïðè ïîëÿðèçàöèè ìàòåðèàëà ïüåçîêåðàìèêè è ïðè äàëüíåéøåé ðàáîòå óñòðîé-ñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ïüåçîêåðàìèêà ïîëÿðèçîâàíà ïî ðàäèóñó rf . Â ýòîì ñëó÷àåñòðóêòóðà ìàòðèö �èçè÷åñêèõ êîíñòàíò â äâóõèíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ Ôîéõòàîòíîñèòñÿ ê ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ �îêàëüíûì öåíòðîì 0f .Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ïüåçîèçëó÷àòåëÿ âûáåðåì ïüåçîêåðàìèêó ÏÊ�-8 ñ ïîðè-ñòîñòüþ 20 %. Ìåõàíè÷åñêèå, äèýëåêòðè÷åñêèå è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïîñòîÿííûåïüåçîêåðàìèêè ÏÊ�-8 âîçüìåì ñëåäóþùèìè: ρ = 7.8 · 103 (êã/ì3); cE11 = 11.4 · 1010;
cE12 = 5.9 · 1010; cE13 = 5.3 · 1010; cE33 = 10.1 · 1010; cE44 = 2.5 · 1010 (Í/ì2); e31 = −7.9;
e33 = 12.5; e15 = 11.6 (Êë/ì2); ǫS11 = 730ε0; ǫS33 = 630ε0; ε0 = 8.85 · 10−12 (Ô/ì).Èñõîäÿ èç ýòèõ äàííûõ, äëÿ ïüåçîêåðàìèêè ÏÊ�-8 ñ ïîðèñòîñòüþ 20 %, ñîãëàñíîïîäõîäàì [1, 2℄ ìîæíî âû÷èñëèòü ý��åêòèâíûå ìîäóëè: ρpth = 6.24 · 103 (êã/ì3);
cE,pth
11 = 7.5 · 1010; cE,pth

12 = 3.41 · 1010; cE,pth
13 = 2.94 · 1010; cE,pth

33 = 6.49 · 1010;
cE,pth
44 = 2.12 · 1010 (Í/ì2); epth

31 = −4.01; epth
33 = 11.7; epth

15 = 8.51 (Êë/ì2);
ǫS,pth
11 = 583ε0; ǫS,pth

33 = 537ε0; ε0 = 8.85 · 10−12 (Ô/ì).Äëÿ ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè, àíàëîãè÷íî ñïëîøíîé êåðàìèêå [3℄, ìîæíî ïîñòà-âèòü ýêñïåðèìåíòû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé. Ïî ìåòîäèêå [3℄ êîí-ñòàíòû ïüåçîêåðàìèêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì èçìåðåíèÿì õàðàêòå-ðèñòèê êîëåáàíèé íà îñíîâíûõ ìîäàõ êàíîíè÷åñêèõ îáðàçöîâ è ïî àíàëèòè÷åñêèì�îðìóëàì, ïîëó÷åííûì èç ïðîñòûõ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé êîëåáàíèé íà ðåçîíàíñ-íûõ ìîäàõ. Òàêèì îáðàçîì, ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ �àêòè÷åñêè ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèìè. Ïî äàííûì ìåòîäèêàì áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðè-ñòèêè ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ÏÊ�-8: ïüåçîìîäóëè dpexp
33 , dpexp

31 è ñêîðîñòü òîë-ùèííûõ âîëí vpexp
t . (Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïüåçîýëåê-òðè÷åñêèõ êîíñòàíò dij , vt è äð.). Ïîäîáíûå êîíñòàíòû ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü è èççíà÷åíèé ìîäóëåé cE,pth

αγ , epth
iα ǫS,pth

ij . Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû îáîçíà-÷èì ÷åðåç dpth
33 , dpth

31 è vpth
t . Êàê îêàçàëîñü [2℄, äëÿ ïüåçîêåðàìèêè ÏÊ�-8 òåîðåòè-÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïüåçîìîäóëÿ d33 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè, íîòåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ (âåðõíèå îáîçíà÷åíèÿ "pth" ) ïüåçîìîäóëÿ d31 è ñêîðîñòè

vt îêàçàëèñü çàâûøåííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè (âåðõíèå îáîçíà-÷åíèÿ "pexp" ). Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå ðàñõîæäåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè îòìå÷àëèñü ðàíåå [1, 2℄, è äëÿ óòî÷íåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõçíà÷åíèé ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû î ïîëÿðèçîâàííî-ñòè ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè ïîð.Çäåñü äëÿ óòî÷íåíèÿ "òåîðåòè÷åñêèõ" ìîäóëåé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè, èñ-ïîëüçóåì ìîäåëü Êîâèíà-Íóíçèàòî äëÿ ó÷åòà èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè. Îáîáùàÿ ìî-äåëü Êîâèíà-Íóíçèàòî óïðóãîé ñðåäû ñ ïóñòîòàìè [4℄ íà ñëó÷àé ïüåçîýëåêòðè÷å-ñêèõ ñðåä [5℄ è äîáàâëÿÿ ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ ïîòåðÿìè, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-íèÿ â äâóõèíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäñòàâèì â �îðìå
Tα = cEαβ(Sβ + βdṠβ) − eiαEi +Bαψ, (1)
Di = eiβSβ + ǫSikEk − giψ −Gikψ,k, (2)

hi = Aikψ,k +GikEk, g = −BβSβ − gkEk − ξψ, (3)



�àñ÷åò óëüòðàçâóêîâîãî �îêóñèðóþùåãî èçëó÷àòåëÿ... 135ãäå Tα, Sα � êîìïîíåíòû ïñåâäîâåêòîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ðàçìåðíîñòè6; Di � êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; hi � êîìïîíåíòû âåêòîðà"ñàìîóðàâíîâåøåííûõ íàïðÿæåíèé" (âåêòîðà ïîòîêà ïîðèñòîñòè); g � ïëîòíîñòüâíóòðåííèõ ñàìîóðàâíîâåøåííûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèë; cEαβ � êîìïîíåíòû ìàòðèöûóïðóãèõ ìîäóëåé ðàçìåðà 6× 6, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå;
eiβ � êîìïîíåíòû ìàòðèöû ïüåçîìîäóëåé ðàçìåðà 3 × 6; ǫSik � êîìïîíåíòû òåíçîðàòåíçîð äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé âòîðîãî ðàíãà, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿí-íîé äå�îðìàöèè; Aik, Bβ , gi, Gik, ξ � ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ïüåçîýëåêòðè÷åñêîéñðåäû, õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèå ïîðèñòîñòè; βd � êîý��èöèåíò äåìï�èðîâà-íèÿ.Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû ñ ïóñòîòàìè ñî-ñòîÿò èõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì äåìï�èðîâàíèÿ, óðàâ-íåíèå êâàçèýëåêòðîñòàòèêè è óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ïîðèñòîñòè ìà-òåðèàëà), êîòîðûå äëÿ ìåäëåííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ óïðóãèõ âîëí ïðî-öåññîâ è â ïðåíåáðåæåíèè èíåðöèîííûìè ÷ëåíàìè äëÿ èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè ìîæ-íî çàïèñàòü â âèäå:

σij,j + ρfi = ρüi + αdρu̇i; Di,i = 0, (4)
hi,i + g + ρl = 0, (5)ãäå ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; fi � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë;

αd � äîïîëíèòåëüíûé êîý��èöèåíò äåìï�èðîâàíèÿ; l � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñàìî-óðàâíîâåøåííûõ ñèë.Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû:� îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ïîðèñòîãî ïüåçîêîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ïî ìå-òîäó ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé èç êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ïÿòè ñïåöèàëüíûõñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ñòðóêòóðû 3-3 ñâÿçíîñòè [1, 2℄;� ñðàâíåíèå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê, îïðåäåëÿåìûõ ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿìý��åêòèâíûõ ìîäóëåé, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷åííûìè èç ýêñïå-ðèìåíòîâ è ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòíûõ �îðìóë;� ïîäáîð çíà÷åíèé ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ, îòâå÷àþùèõ çà ñâîéñòâà èçìåíåíèÿ ïî-ðèñòîñòè, ìèíèìèçèðóþùèå ðàñõîæäåíèÿ âûáðàííûõ õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ ïî-ðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè, ïîëó÷åííûå ïî ìåòîäàì ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé è â ðåçóëü-òàòå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ìîäóëåé ïüåçîêåðàìèêè, ñâÿçàííûõ ñ ïîðè-ñòîñòüþ: B1 = βb1, B1 = βb2, b1 = b2, B3 = βb3, B4 = B5 = B6 = 0, g3 = βg,
Aii = Gii = 0. Ïðè òàêîé ñòðóêòóðå êîíñòàíò, èñïîëüçóÿ (5), ìîæíî èñêëþ÷èòü�óíêöèþ èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (1)�(3), è ïîëó÷èòü óòî÷-íåííûå ìîäóëè ïüåçîêåðàìèêè c̃Ekl = cEkl−NcE11bkbl, ẽ3k = e3k+NcE11g, k1, 3, l = 1, 2, 3,
ǫ̃S33 = ǫS33 + NcE11g

2, ãäå N = β2/(ξcE11) � êîíñòàíòà ñâÿçíîñòè. Óòî÷íÿåìûå ïî äàí-íûì �îðìóëàì òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè áóäåìïîìå÷àòü âåðõíèìè áóêâàìè pCN . Ïðèìåì N = 1, è áóäåì èñêàòü çíà÷åíèÿ b1, b3,
g, ìèíèìèçèðóþùèå öåëåâóþ �óíêöèþ Y :

Y 2 =
(dpCN

33 − dpth
33 )2

d2
33

+
(dpCN

31 − dpth
31 )2

d2
31

+
(vpCN

t − vpth
t )2

v2
t

.



136 Íàñåäêèí À.Â., Äîìàøåíêèíà Ò.Â., �ûáÿíåö À.Í.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïüåçîêåðàìèêè ñ ïîðèñòîñòüþ 20 % áûëè ïîëó÷å-íû ñëåäóþùèå "îïòèìàëüíûå" çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ïîðèñòîñòè: b1 = 0.53, b3 = 0.6,
g = −3 · 10−11 (â ñèñòåìå ÑÈ). Äàííûå çíà÷åíèÿ âìåñòå ñ âû÷èñëåííûìè ðàíååòåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ÏÊ�-8 ñ ïîðèñòîñòüþ 20 %èñïîëüçîâàëèñü â äàëüíåéøèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòàõ.Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïüåçîèçëó÷àòåëÿ ïîñòðîèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåê-òó èç ÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ áèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé ïîëåé.Ïðèìåð òàêîé ñåòêè ïðè ðàçáèåíèè ãðàíè rf = R2 íà nR2 = 80 êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ è ïðè ðàçáèåíèè ãðàíè H íà nH = 16 ýëåìåíòîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 1. Êîíå÷íûåýëåìåíòû, èìåþùèå â ñðåäíèõ òî÷êàõ åäèíûå íîðìàëè ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâ-ëåíèþ rf èìåþò îäèíàêîâûå ýëåìåíòíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, îáåñïå÷èâàþùèå âðåçóëüòàòå è îäèíàêîâûå ðàäèàëüíûå ïîëÿðèçàöèè.Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áû-ëè íàéäåíû ÷àñòîòû ïåðâûõ òîëùèííûõ ìîä ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ f t

hr1 = 182(ê�ö) è àíòèðåçîíàíñîâ f t
ha1 = 223 (ê�ö), ãäå f = ω/(2π). Îòìåòèì, ÷òî äàí-íûå ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ñîâïàëè ñ ÷àñòîòàìè, íàéäåííûìè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîïîëó÷åííîìó ãðà�èêó �óíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî èìïåäàíñà Z = Z(f) ïüåçîèçëó-÷àòåëÿ â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. Íàéäåííûå ïî ÌÊÝ âåùåñòâåííûå èìíèìûå �îðìû êîëåáàíèé ïüåçîèçëó÷àòåëÿ íà ïåðâîé ÷àñòîòå òîëùèííîãî ýëåê-òðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Êàê îáû÷íî äëÿ òîëùèííûõ ìîä, �îðìûêîëåáàíèé èìåþò âîëíîîáðàçîâàíèÿ âäîëü èçëó÷àþùèõ ðàäèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé,÷òî îäíàêî íå ïðåïÿòñòâóåò óñïåøíîé �îêóñèðîâêå âîëí â �îêàëüíîé çîíå.Äëÿ ïðîâåðêè ý��åêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óñòðîéñòâà ðåøèì òàêæåêîíå÷íî-ýëåìåíòíûå çàäà÷è äëÿ ðåæèìà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. Ïîñòðîåííûéâ èòîãå ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ãðà�èê çàâèñèìîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî èìïåäàíñà

Z îò ÷àñòîòû ïðè ïîäà÷è ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ V = V0 exp[jωt];
V0 = 20 (B) è ïðè äîáðîòíîñòè Q = 15 ïîêàçàí íà ðèñ. 4. Ïðè âû÷èñëåíè-ÿõ êîíñòàíò äåìï�èðîâàíèÿ αd, βd íàõîäèëèñü ïî äîáðîòíîñòè Q íà èíòåðâàëå
(fbd, fed), fbd = 150 (ê�ö), fed = 270 (ê�ö). Èìåííî, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äîáðîòíîñòü
Q èìååò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ îòðåçêà (fbd, fed), íàõîäèì êîý��èöèåí-òû äåìï�èðîâàíèÿ αd è βd ïî �îðìóëàì, ñòàíäàðòíûì äëÿ ÷èñòî óïðóãîãî òåëà :
αd = 2πfbdfed/[(fbd + fed)Q], βd = [2π(fbd + fed)Q]−1.Êàê âèäíî èç ãðà�èêà íà ðèñ. 3, àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî èìïåäàíñà èìååòìàêñèìóì è ìèíèìóì íà ÷àñòîòàõ ðåçîíàíñîâ è àíòèðåçîíàíñîâ, ñîîòâåòñòâåííî,íàéäåííûõ ðàíåå èç ðåøåíèé çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Íà ðèñ. 3 ïóíêòèð-íîé ëèíèåé ïîêàçàí òàêæå ãðà�èê ýëåêòðè÷åñêîãî èìïåäàíñà ïüåçîèçëó÷àòåëÿ,íàãðóæåííîãî íà ðàáî÷óþ àêóñòè÷åñêóþ ñðåäó. Â êà÷åñòâå àêóñòè÷åñêîé ñðåäûáûëî âçÿòî ïàðà�èíîâîå ìàñëî ñî ñëåäóþùèìè �èçè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè: ïëîò-íîñòü ρa = 0.835 · 103 (êã/ì3), ñêîðîñòü çâóêà ca = 1.42 · 103 (ì/ñ). Ïðè ðàñ÷åòàõïüåçîèçëó÷àòåëü îêðóæàëñÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé, âêëþ÷àþùåé �îêàëüíóþ çîíó.Àêóñòè÷åñêèå îáëàñòè ðàçáèâàëèñü íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ àêóñòè÷åñêèìè ñâîé-ñòâàìè. �åøåíèå ñâÿçàííîé ãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà äëÿ òåë ñïóñòîòàìè, ãðàíè÷àùèìè ñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé, ïðîâîäèëîñü ïî ÌÊÝ ñ ñîïðÿæå-íèåì óðàâíåíèé ïüçîýëåêòðè÷åñòâà è àêóñòèêè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, ó÷åò àêóñòè-÷åñêîé íàãðóçêè ñäâèãàåò âëåâî ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû è óâåëè÷èâàåò äåìï�èðó-



�àñ÷åò óëüòðàçâóêîâîãî �îêóñèðóþùåãî èçëó÷àòåëÿ... 137þùèå ñâîéñòâà ñèñòåìû. Çäåñü ïðè ó÷åòå àêóñòè÷åñêîé íàãðóçêè ïåðâàÿ ÷àñòîòàòîëùèííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà f t
hr1 óìåíüøàåòñÿ ñ 182 äî 174 (ê�ö).

�èñ. 3. À×Õ ýëåêòðè÷åñêîãî �èñ. 4. Èíòåíñèâíîñòüèìïåäàíñà àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿÕàðàêòåðèñòèêè �îêàëüíîãî ïÿòíà èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4, ãäå ïîêàçàí ãðà�èêçàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ I îò ðàññòîÿíèÿ z âäîëü îñèñèììåòðèè 0z (�èñ. 1). Çäåñü èíòåíñèâíîñòü àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ I îïðåäåëÿ-ëàñü ïî ðåçóëüòàòàì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p èàêóñòè÷åñêîé ñêîðîñòè v ïî �îðìóëå: I = 1
T

∫ T

0
RepRev dt; T = 2π/ω = 1/f .Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ I äî-ñòèãàåòñÿ â �îêóñå z = R1 = 61 (ìì), è èíòåíñèâíîñòü àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿñèëüíî íàðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê �îêàëüíîé çîíå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ý�-�åêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óñòðîéñòâà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00828).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Getman I., Lopatin S. Theoreti
al and experimental investigation of the porous PZT
erami
s // Ferroele
tri
s. 1996. V. 186. P. 301�304.[2℄ Nasedkin A., Rybjanets A., Kushkuley L., Eshel Y., Tasker R. Di�erent approa
hesto �nite element modelling of e�e
tive moduli of porous piezo
erami
s with 3-3 (3-0)
onne
tivity // Pro
. 2005 IEEE Ultrason. Symp., Rotterdam, Sept. 18-21, 2005. 2005.P. 1648�1651.[3℄ IEEE Standart on Piezoele
tri
ity // IEEE SU-31. 1988. V. 2. P. 8�55.[4℄ Cowin S.C., Nunziato J.W. Linear elasti
 materials with voids // J. Elasti
ity. 1983.V. 13. P. 125�147.[5℄ Ciarletta M., S
arpetta E. Some results on thermoelasti
ity for porous piezoele
tri
materials // Me
h. Res. Commun. 1996. V. 23. P. 1�10.Nasedkin A.V., Doma
henkina T.V., Rybjanets A.N. Analysis of ultrasoni
fo
using emitter from porous piezo
erami
 by more pre
ise te
hnique. The fo
using spheri
alultrasoni
 piezoele
tri
 emitter ful�lled from porous piezo
erami
s is 
onsidered. With the useof Cowin-Nunziato model the e�e
tive modules of the porous piezo
erami
 material are de�nedmore pre
isely and that allow to obtain in good optimal agreement with the experimentaldata. The modal and harmoni
 analyses for free and loaded on a
ousti
 media piezoele
tri
transdu
er are realized.



�ÀÑ×ÅÒ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ ÌÍÎ�ÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÂ ÏÎ�ÈÑÒÎÉ Ñ�ÅÄÅÍåìöåâ À.Ä.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå óðàâíåíèé �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè è ìå-òîäà ñìåùåííûõ ñåòîê ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììa Di� äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ äâè-æåíèé. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ è ïðîäîëæàòüèõ ïî ïàðàìåòðàì çàäà÷è, èññëåäîâàòü ïåðåõîäû îò ñòàöèîíàðíûõ ê íåñòàöèîíàðíûìäâèæåíèÿì, àíàëèçèðîâàòü ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Ïðåäñòàâëåíûðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîíâåêöèè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè, íàñûùàþùåé ïîðèñòûéïàðàëëåëåïèïåä ñ äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè òåïëîèçîëèðîâàííûìè áîêîâûìè ãðàíÿìèè ëèíåéíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå äëÿ äðóãèõ ãðàíåé.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÓðàâíåíèÿ êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ìàññîâûõ ñèë,èñòî÷íèêîâ òåïëà è ïðèìåñåé íà îñíîâå ìîäåëè Äàðñè âûâåäåíû Â.È. Þäîâè÷åìâ [1℄. Â ñëó÷àå äâóìåðíîé çàäà÷è �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ýòà ñèñòåìà óðàâ-íåíèé ìîæåò îáëàäàòü êîñèììåòðèåé [2℄ è èìåòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâîñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé [3℄. Ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë è âíóòðåííèõ èñòî÷íè-êîâ òåïëà óðàâíåíèÿ �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòèçàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå
ε
∂~v

∂t
= −∇p− ~v +

S∑

r=1

λrθ
r~k,∇ · ~v = 0, (1)

βr
∂θr

∂t
+ ~v · ∇θr = κr∆θ

r + ~v · ~k. (2)Çäåñü ~v(x, y, z, t) � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè, p(x, y, z, t) � äàâëåíèå, θ1(x, y, z, t) �òåìïåðàòóðà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, S � ÷èñëî ïðèìåñåé,
θr(x, y, z, t), r = 2, ..., S � îòêëîíåíèÿ ìàññîâûõ êîíöåíòðàöèé îò ñðåäíèõ çíà÷å-íèé, (x, y, z) � òî÷êà îáëàñòè D, çàíÿòîé æèäêîñòüþ, t � âðåìÿ, ~k = (0, 0, 1) � îðò,ïðîòèâîïîëîæíûé íàïðàâëåíèþ ñèëû òÿæåñòè. Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ε, λr, κrïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîý��èöèåíò ïîðèñòîñòè, ïàðàìåòð �ýëåÿ è êîý��èöèåíòäè��óçèè ñîîòâåòñòâåííî.Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå D = [0, Lx]× [0, Ly]× [0, Lz ]. Â êà÷å-ñòâå êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ñêîðîñòè ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ, äëÿ òåì-ïåðàòóðû íà äâóõ ïðîòèâîëåæàùèõ áîêîâûõ ãðàíÿõ ∂1D = {y = 0}

⋃
{y = Ly} ñòà-âèòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òåïëîâîãî è êîíöåíòðàöèîííûõ ïîòîêîâ. Íà îñòàëüíûõãðàíÿõ ∂2D = ∂D \ ∂1D ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðûè êîíöåíòðàöèé ïðèìåñåé

~n · ~v|∂D = 0,
∂θr

∂y ∂1D

= 0, θr|∂2D = 0, r = 1, . . . , S. (3)



�àñ÷åò êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå 139Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè ~v, òåìïåðàòóðû èêîìïîíåíò ïðèìåñåé θr

~v(x, y, z, 0) = ~v0(x, y, z), θr(x, y, z, 0) = ϕr
0(x, y, z), r = 1, . . . , S. (4)ÄèñêðåòèçàöèÿÄèñêðåòèçàöèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ñìåùåííûõ ñå-òîê [4℄, äëÿ ÷åãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ââîäÿòñÿ îñíîâíûå è âñïîìî-ãàòåëüíûå ñåòêè

xi = ihx, i = 0, . . . , Nx + 1, hx = Lx/(Nx + 1), xi+1/2 = (xi + xi+1)/2,

yj = −hy/2 + jhy, j = 0, . . . , Ny + 1, hy = Ly/Ny, yj+1/2 = (yj + yj+1)/2,

zk = khz, k = 0, . . . , Nz + 1, hz = Lz/(Nz + 1), zk+1/2 = (zk + zk+1)/2.Çäåñü Nx, Ny è Nz � êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ îñíîâíîé ñåòêè.Â óçëàõ (xi, yj, zk) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû θ1 è êîíöåíòðàöèèïðèìåñåé: θr
i,j,k. Íà âñïîìîãàòåëüíûõ ñåòêàõ, ñìåùåííûõ îòíîñèòåëüíî òî÷åê

(xi−1/2, yj−1/2, zk−1/2) íà ïîëøàãà ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå, âû÷èñëÿþòñÿêîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè v1, v2 è v3. Äàâëåíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ â óçëàõ
(xi−1/2, yj−1/2, zk−1/2).Òàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðèòü êðàåâûì óñëî-âèÿì äëÿ òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè íà ãðàíèöå ∂2D. Ñ ïîìîùüþ çàêîíòóðíûõ óçëîâäëÿ òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè v2 ðåàëèçîâàíû êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà íà ãðà-íèöå ∂1D.�àçíîñòíûå àíàëîãè äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è îïåðà-òîðû óñðåäíåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ââåäåíû íà äâóõòî÷å÷íûõ øàáëîíàõ:

d1θi+1/2,j,k =
θi+1,j,k − θi,j,k

hx

, d2θi,j+1/2,k =
θi,j+1,k − θi,j,k

hy

,

d3θi,j,k+1/2 =
θi,j,k+1 − θi,j,k

hz

, δ1θi+1/2,j,k =
θi+1,j,k + θi,j,k

2
, (5)

δ2θi,j+1/2,k =
(θi,j+1,k + θi,j,k

2
, δ3θi,j,k+1/2 =

θi,j,k+1 + θi,j,k

2
.Êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [4℄:

J(θ, v)i,j,k =

[
1

3

3∑

s=1

dsδs

(
θ

3∏

r=1

δrv
s

)
+

2

3

3∑

s=1

ds

3∏

r=1

δr (δ0θδsv
s)

]

i,j,k

(6)Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæè-ìàåìîñòè: â ñèñòåìå (1) âìåñòî óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâ-íåíèå
∂tp+ ζ−1∇ · ~v = 0. (7)



140 Íåìöåâ À.Ä.Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé (1), (7), (2) çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõîïåðàòîðîâ (5)�(6):
[
v̇1 − ε−1(−d1p− v1)

]

i,j+1/2,k+1/2
= 0,

[
v̇2 − ε−1(−d2p− v2)

]
i+1/2,j,k+1/2

= 0,

[
v̇3 − ε−1(−d3p− v3 +

S∑

r=1

λrδ1δ2θ
r)

]

i+1/2,j+1/2,k

= 0, (8)
[
ṗ+ ζ−1(d1v

1 + d2v
2 + d3v

3)
]
i+1/2,j+1/2,k+1/2

= 0,
[
βrθ̇r − κr△hθ

r − δ1δ2v
3 + J(θr, v)

]
i,j,k

= 0, r = 1, . . . , S.Èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (8) ïðîâîäèëîñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà �óíãå-Êóòòû.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÍà îñíîâå îïèñàííîãî ìåòîäà áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà Di� â ñðåäå Delphiäëÿ ðàñ÷åòà �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè â ïàðàë-ëåëåïèïåäå. Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíî âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ñòàöèîíàðíûõ ðåæè-ìîâ ïðè ïîìîùè âûçîâà �óíêöèé OLE-ñåðâåðà MATLAB. Èíòåð�åéñ ïðîãðàììûïîçâîëÿåò âûâîäèòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà â íåñêîëüêèõ îêíàõ, äàþùèõ òðåõìåðíîåèçîáðàæåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè è ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ïðèìåñè â ðàçëè÷íûõñå÷åíèÿõ îáëàñòè. Äëÿ âûâîäà èçîáðàæåíèé èñïîëüçóåòñÿ îòêðûòàÿ ãðà�è÷åñêàÿáèáëèîòåêà OpenGL, ÷òî îáåñïå÷èâàåò áûñòðóþ âèçóàëèçàöèþ ðàñ÷åòà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñóùåñòâóþùèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðåäóñìîòðåíû ðàç-ëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, îòêëîíåíèÿ îò ñðåä-íèõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèé çàäàþòñÿ ïî �îðìóëå: θr(i, j, k) =
Arsin(iπx/Lx)sin(jπy/Ly)sin(kπz/Lz), r = 1..S, i, j, k = 1, 2, ..., ãäå Ar � àì-ïëèòóäà îòêëîíåíèÿ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïî òðåõìåðíîé óñòîé÷èâîñòè(íåóñòîé÷èâîñòè) ïëîñêèõ äâèæåíèé ðåàëèçîâàí ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåð�åéñ äëÿèñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ ïðîãðàììû ðàñ÷åòà ïëîñêîé çàäà÷è Äàðñè (Öèáóëèí Â.�.,Êóðäþìîâ À.Í.).Äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäà D = 2 × Ly × 1, çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ ñ ïðèìåñüþ
S = 2, λ1 = 120, λ2 = −10, κ1 = 1, κ2 = 0.2 áûë îñóùåñòâëåí ïîèñê ñòàöèîíàð-íûõ êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ. Â ðåçóëüòàòå ñåðèè ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðèìàëîé ãëóáèíå îáëàñòè (Ly < L∗

y) ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî ïëîñêèõ (v2 = 0) ñòà-öèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè îäíîêîìïî-íåíòíîé æèäêîñòè [5℄, â ñïåêòðå âñåõ ðåæèìîâ ïðèñóòñòâóåò ïðàêòè÷åñêè íóëåâîåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (10−8). Èç �èñ. 1 âèäíî äëÿ ýòèõ ðåæèìîâ ñå÷åíèÿ îáëàñòè
D, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè xOz, èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðûè êîíöåíòðàöèé ïðèìåñè.Ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû îáëàñòè (Ly > L∗

y) ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòèìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ îáðàçîâàíèåì èçîëèðîâàííûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæè-ìîâ. Â ñïåêòðå ýòèõ ðåæèìîâ íåò íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ñàìè ðåæèìû
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L
x�èñ. 1. Èçîëèíèè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè äëÿ äâóõ ïëîñêèõ ñòàöè-îíàðíûõ ðåæèìîâÂ ñèëó èìåþùèõñÿ â çàäà÷å ñèììåòðèé, ñóùåñòâóþò òàêæå êîíâåêòèâíûå ðå-æèìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç äðóãèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â ðàñ÷åòàõòàêæå áûëè îáíàðóæåíû ìåòàñòàáèëüíûå êîíâåêòèâíûå ðåæèìû ñ áîëüøèì ÷èñ-ëîì âàëîâ, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå äëèòåëüíîãî óñòàíîâëåíèÿ ïåðåõîäÿò â ñòðóêòó-ðû, èçîáðàæåííûå íà �èñ. 2 èëè ñèììåòðè÷íûå èì.Àâòîð ñòàòüè âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Öèáóëèíó Â.�. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è èâíèìàíèå ê ðàáîòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Êîñèììåòðèÿ è êîíâåêöèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè â ïîðèñòîéñðåäå // Èçâ. âóçîâ. Ñåâåðî-êàâêàçñ. ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. Ñïåöâûïóñê. Ìàòåìàò.ìîäåëèð. 2001. Ñ. 174�178.[2℄ Þäîâè÷ Â.È. Êîñèììåòðèÿ, âûðîæäåíèå ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, âîçíèê-íîâåíèå �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè // Ìàò. çàìåòêè, Ò. 49. 1991. � 5. Ñ. 142�148.[3℄ Ëþáèìîâ Ä.Â. Î êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèÿõ â ïîðèñòîé ñðåäå, ïîäîãðåâàåìîé ñíèçó// ÏÌÒÔ. 1975. � 2. Ñ. 131�137.[4℄ B. Karas�ozen, A.D. Nemtsev, V.G. Tsybulin Staggered grids dis
retization in three-dimensional Dar
y 
onve
tion // Computer Physi
s Communi
ations. 2008. V 178.P. 885�893.
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L
x�èñ. 2. Èçîëèíèè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè äëÿ äâóõ òðåõìåðíûõñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ[5℄ Íåìöåâ À.Ä., Öèáóëèí Â.�. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïåðâîãî ïåðåõîäà â òðåõìåðíîéçàäà÷å �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè // ÌÆ�. 2007. � 4. Ñ. 144�150.Nemtsev A.D. Numeri
al study of multi
omponent �uid 
onve
tion in a porous medium.The programm Di� was developed on basis of multi
omponent �uid �ltrational 
onve
tionequations derived by Yudovi
h V.I. and staggereg grids dis
retization method. Coputation of
onve
tive regimes in parallelepiped with two opposing heat-insulated sides and linear by theheight temperature distribution for other sides are presented. Existen
e of an family of �atsteady states was dete
ted in 
ase of rather small value of parallelepiped depth. A numberof three-dimensional steady states was dis
overed when the depth of parallelepiped is ratherlarge.



ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÅ ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ ÄËß ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÒÅËÍåñòåðîâ Ñ. À.ÈÏ Ìî÷àëîâà Í.Á., ã. ÒàãàíðîãÍà îñíîâå îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîä-íûõ òåë ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ïðè ðåøåíèè êî-ý��èöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è. Ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì äëÿ ðåêîíñòðóêöèèêîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè è ïëîòíîñòè ñòåðæíÿ.Îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ òåï-ëîïðîâîäíîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåë ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé â ñâÿçè ñ ïðî-áëåìàìè èäåíòè�èêàöèè òåïëî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíûõ òåë. Êî-ý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ íåîä-íîðîäíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. Ïðè ðåøåíèè òàêîãî òèïà çàäà÷ áîëüøèåòðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõèñêîìûå è èçìåðÿåìûå â ýêñïåðèìåíòå �óíêöèè. ×òîáû îáîéòè ýòó ñëîæíîñòü, âðàáîòå [1℄ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä, îñ-íîâàííûé íà ïîñòðîåíèè îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè äëÿ óïðóãèõ òåëè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîãî ðåøàåòñÿ ëè-íåéíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Â äàííîé ðàáîòå ñîîòâåòñòâóþùååñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè âûâîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíûõòåë è íà åãî îñíîâå ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.�àññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè V ñ ãðà-íèöåé S = ST∪Sq. Ïðè ýòîì áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ñîñòîÿíèÿ: ïåðâîå ñîñòîÿíèå ñ êî-ý��èöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè k(1)
ij (M), òåìïåðàòóðîé T (1)(M, t), ïðîèçâåäåíè-åì ïëîòíîñòè íà òåïëîåìêîñòü cρ(1)(M), âòîðîå-ñîîòâåòñòâåííî k(2)

ij (M), T (2)(M, t),
cρ(2)(M). Â îáëàñòè V äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-íîñòè (

k
(1)
ij (M)T

(1)
,j (M, t)

)

,i
= cρ(1)(M)Ṫ (1)(M, t), (1)

(
k

(2)
ij (M)T

(2)
,j (M, t)

)

,i
= cρ(2)(M)Ṫ (2)(M, t). (2)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ îäèíàêîâû äëÿ îáîèõ ñîñòîÿíèé

T (m)|ST
= 0, −k(m)

ij T
(m)
,j ni|Sq

= q, m = 1, 2.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè â èçîáðàæåíèÿõ âûïîëíèì òàêèå äåé-ñòâèÿ: ïðèìåíèì ê óðàâíåíèÿì (1)-(2) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-ïëàñà, ïîëàãàÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà äëÿ îáîèõ ñîñòîÿíèé ðàâíà íóëþ. Äà-ëåå, óìíîæèì ïîëó÷åííîå ïåðâîå óðàâíåíèå â òðàíñ�îðìàíòàõ íà T̃ (2), à âòîðîå -



144 Íåñòåðîâ Ñ.À.íà T̃ (1), âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè V , ïðèìåíÿÿ òåîðåìóÎñòðîãðàäñêîãî-�àóññà.
∫

V

(
k

(2)
ij − k

(1)
ij

)
T̃

(1)
,i T̃

(2)
,j dV +

∫

Sq

(
T̃ (2) − T̃ (1)

)
q̃dS

+

∫

V

(
cρ(2) − cρ(1)

)
pT̃ (1)T̃ (2) = 0. (3)Äëÿ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñâåðòêå è òåî-ðåìîé äè��åðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà è ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3). Òîãäà ïîëó-÷èì óðàâíåíèå âçàèìíîñòè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∫

V

(
k

(2)
ij − k

(1)
ij

)
T

(1)
,i ∗ T (2)

,j dV +

∫

Sq

(
T (2) − T (1)

)
∗ qdS

+

∫

V

(
cρ(2) − cρ(1)

)
Ṫ (1) ∗ T (2) = 0. (4)Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòèïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè T |Sq

= f . Çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà íà îñíîâåèòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåøåíèå ëè-íåéíîé çàäà÷è. Ïîëàãàÿ T (1) = T (n−1), T (2) = T (n−1) + T (n), k
(1)
ij = k

(n−1)
ij , k

(2)
ij =

k
(n−1)
ij + k

(n)
ij , cρ

(1) = cρ(n−1), cρ(2) = cρ(n−1) + cρ(n) è, ñîõðàíÿÿ â ñîîòíîøåíèè âçà-èìíîñòè (4) ëèíåéíûå ñëàãàåìûå, ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè ïîëó÷èìèíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà
∫

V

k
(n)
ij T

(n−1)
,i ∗ T (n−1)

,j dV +

∫

Sq

(
f − T (n−1)

)
∗ qdS +

∫

V

cρ(n)Ṫ (n−1) ∗ T (n−1) = 0. (5)Ñîîòíîøåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò
k

(n)
ij (M) è cρ(n)(M) è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïåðåíî-ñà, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà âíóòðèîáëàñòè V è íà åå ãðàíèöå S ñ òåïëî�èçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè cρ(n−1)) è
k

(n−1)
ij . Îäíàêî îäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (5) íåäîñòàòî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âñåõêîý��èöèåíòîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèèçìåíåíèè âèäà èëè îáëàñòè íàãðóæåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéíàäî ïðèìåíÿòü êàêîé-ëèáî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, íàïðèìåð, ìåòîä À.Í. Òèõîíî-âà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåîäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ñòåðæíÿêîíå÷íîé äëèíû l, íà îäíîì êîíöå êîòîðîãî ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòó-ðà, à íà äðóãîì äåéñòâóåò ïîñòîÿííûé òåïëîâîé ïîòîê q0. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà�íóëåâàÿ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò. Äëÿ ýòî-ãî ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (5) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Âõîäíîé èí�îðìàöèåéäëÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñëóæèò èçìåðåííàÿ òåìïåðàòóðà íà òîðöå ñòåðæíÿ, êîòîðóþíåîáõîäèìî çíàòü â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ýòîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðà-âîê, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà â èçîáðàæåíèÿõ



Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåë 145ïî Ëàïëàñó, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [2℄ ìåòîäîìëèíåðèçàöèè â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ:
l∫

0

k(x)(n)(
dT̃n−1

dx
)2dx+ p

l∫

0

cρ(x)(n)T̃ 2
n−1dx = −q0

p

(
T̃T − T̃n−1

) (6)Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì, îáîçíà÷àÿ: z = x/l, k̄(z) = k(zl)/k0,
c̄ρ(z) = cρ(zl)/cρ0, p = k0p0/(cρ0l

2), W̃ (z, p) = k2
0T̃ /(q0cρ0l

3). Çäåñü k0, cρ0 � íåêî-òîðûå õàðàêòåðíûå êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè íàòåïëîåìêîñòü ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) ïðåîáðà-çóåòñÿ ê âèäó:
1∫

0

k̄(z)(n)(
dW̃n−1

dz
)2dz + p0

1∫

0

c̄ρ(z)(n)W̃ 2
n−1dz = − 1

p0

(
W̃T − W̃n−1

) (7)Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ êîý�-�èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè è ïðîèçâåäåíèÿ ïëîòíîñòè íà òåïëîåìêîñòü. Íóëåâîåïðèáëèæåíèå èñêàëîñü â êëàññå ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì,êàæäàÿ èç �óíêöèé âîññòàíàâëèâàëàñü, êîãäà áûë èçâåñòåí çàêîí èçìåíåíèÿ äðó-ãîé èç íèõ è òîðöåâàÿ òåìïåðàòóðà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïóñòü íàì èçâåñòåíáåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè k̄(z). Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ íàõîæäå-íèÿ ïîïðàâêè c̄ρ(n)(z) ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèÿ (7)
1∫

0

c̄ρ(z)(n)W̃ 2
n−1dz = − 1

p2
0

(
W̃T − W̃n−1

)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè k̄(n)(z) ïðè èçâåñòíîì c̄ρ(z) ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå
1∫

0

k̄(z)(n)(
dW̃n−1

dz
)2dz = − 1

p0

(
W̃T − W̃n−1

)Ïîñëå íàõîæäåíèÿ k̄(n)(z) ñòðîèòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå k̄(n+1)(z) = k̄(n−1)(z) +
k̄(n)(z) è îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà óòî÷íåíèÿ çàêîíà èçìåíåíèÿ êîý�-�èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. Êðèòåðèåì âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿ-åòñÿ óñëîâèå ñòàáèëèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè ìåæäó òî÷íîé è âû÷èñëåííîéòîðöåâîé òåìïåðàòóðîé. Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Òèõîíîâà ñ âûáîðîì ïàðàìåòðàðåãóëÿðèçàöèè ïî îáîáùåííîé íåâÿçêå. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèþ W̃n−1(z, p0) ìîæíîíàéòè èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà [3℄:

W̃n−1(z, p0) =

1∫

0

An−1(z, ξ, p0)W̃n−1(ξ, p0)dξ + fn−1(z, p0)



146 Íåñòåðîâ Ñ.À.Çäåñü An−1(z, ξ, p0) = −p0c̄ρ(ξ)
min[z,ξ]∫

0

dη/k̄n−1(η), fn−1(z, p0) = −1/p0

z∫
0

dξ/k̄n−1(ξ).Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà èñïîëüçóþò ìå-òîä êîëëîêàöèé, çàìåíÿÿ èíòåãðàëû èõ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè ïî êâàäðà-òóðíîé �îðìóëå òðàïåöèé. Òåìïåðàòóðó íà òîðöå ñòåðæíÿ íàõîäÿò, ðåøàÿ èíòå-ãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà è èñïîëüçóÿ ÷èñëåííîå îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèåËàïëàñà íà îñíîâå òåîðèè âû÷åòîâ.Áûëî âûÿñíåíî, ÷òî êóñî÷íî-îäíîðîäíûå �óíêöèè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ãîðàçäîõóæå ãëàäêèõ. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïëîòíîñòè íà òåïëîåìêîñòü ïðîèñ-õîäèò ñ áîëüøåé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. Âû÷èñëè-òåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü âîçíèêàåò íà òîð-öàõ ñòåðæíÿ. Àïðèîðíîå çíàíèå âîñòàíàâëèâàåìûõ êîý��èöèåíòîâ íà òîðöàõ çíà-÷èòåëüíî ñíèæàëî ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèè. Â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ âõîä-íûå äàííûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. ×òîáû ïðîâåðèòü óñòîé÷è-âîñòü ìåòîäà ê âîçìóùåíèÿì âõîäíûõ äàííûõ áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûåýêñïåðèìåíòû ïðè íàëè÷èè àääèòèâíûõ øóìîâ íà÷èíàÿ ñ 2% . Áûëî âûÿñíåíî, ÷òîðåêîíñòðóêöèÿ êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëü-òàòû äàæå ïðè 4% øóìå äëÿ ìîíîòîííûõ è 2% øóìå äëÿ íåìîíîòîííûõ �óíêöèé.Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâûøàåò 11%.Àâòîð áëàãîäàðèò Âàòóëüÿíà À.Î. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ôèç-ìàòëèò. 2007. 223 ñ.[2℄ Íåñòåðîâ Ñ.À. Î ðåêîíñòðóêöèè êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíîãîñòåðæíÿ. // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è áèîìåõàíèêà â ñîâðåìåííîì óíè-âåðñèòåòå. Òåçèñû äîêëàäîâ âñåðîññèéñêîé øêîëû-ñåìèíàðà. �îñòîâ-íà-Äîíó. 2008.Ñ. 75�76.[3℄ Íåñòåðîâ Ñ.À. Îá îäíîì ìåòîäå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíî-ñòè äëÿ íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ. // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è áèîìåõàíè-êà â ñîâðåìåííîì óíèâåðñèòåòå. Òåçèñû äîêëàäîâ âñåðîññèéñêîé øêîëû-ñåìèíàðà.�îñòîâ-íà-Äîíó. 2007. Ñ. 63�64.Nesterov S. A. Coe�
ient inverse heat 
ondu
tion problems for inhomoheneous bodies.On the basis of generalized re
epro
ity relation for heat 
ondu
tion of inhomogeneousbodies Fredgolm integral equation of the �rst of kind are built. The iteration algorithm ofre
onstru
tion 
oe�
ient of heat 
ondu
tion and density is proposed.



ÎÁ Ó×ÅÒÅ ÂËÈßÍÈß ÑÒÅÍÎÊ ÁÀÑÑÅÉÍÀ Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÎÉÔÎ�ÌÛ Ï�È ÎÒ�ÛÂÍÎÌ ÓÄÀ�Å ÏËÀÂÀÞÙÅ�Î ÄÈÑÊÀÍîðêèí Ì.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíà ñóùåñòâåííî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à îá îòðûâíîì óäàðåêðóãëîãî äèñêà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, íàïîë-íÿþùåé îãðàíè÷åííûé áàññåéí. Îñîáåííîñòü äàííîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îá-ëàñòü êîíòàêòà òåëà ñ æèäêîñòüþ, ðàâíî êàê è çîíà îòðûâà, çàðàíåå íåèçâåñòíà è ïîäëå-æèò îïðåäåëåíèþ âìåñòå ñ òå÷åíèåì æèäêîñòè ïîñëå óäàðà. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïîñòàâëåí-íàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âåðòèêàëüíîì óäàðå êðóãëîãî àáñîëþòíî òâåðäîãîäèñêà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, íàïîëíÿ-þùåé îãðàíè÷åííûé áàññåéí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå óäàðà ïðîèñõîäèòîòðûâ ÷àñòèö æèäêîñòè îò ïîâåðõíîñòè äèñêà (óäàð ñ îòðûâîì). Ñîãëàñíî [1, 2℄,ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé Φ, ïðèîáðåòåííûõ ÷àñòèöàìè æèäêîñòè â ðåçóëüòàòå óäàðà,îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëà ñ íåèçâåñò-íîé àïðèîðè îáëàñòüþ êîíòàêòà:
∆Φ = 0, (1)

∂Φ

∂z
= V n, Φ 6 0, r ∈ S11, (2)

∂Φ

∂z
> V n, Φ = 0, r ∈ S12, (3)

Φ = 0, r ∈ S2, (4)
∂Φ

∂n
= 0, r ∈ S3, (5)

Φ → 0, r → ∞, (6)
V n = v0 − ωx,

∫

D

(∇Φ)2 dD <∞. (7)Çäåñü v0 è ω � ïîñòóïàòåëüíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè, ïðèîáðåòåííûå äèñêîìâ ðåçóëüòàòå óäàðà; D � îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ; S1 = S11 ∪ S12 � ïîâåðõ-íîñòü äèñêà; ïðè÷åì S11 � ÷àñòü ãðàíèöû íà êîòîðîé íå ïðîèñõîäèò îòðûâà ÷àñòèöæèäêîñòè, à S12 � çîíà îòðûâà; S2 � ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè; S3 � íåïî-äâèæíàÿ òâåðäàÿ ãðàíèöà áàññåéíà; a � ðàäèóñ äèñêà. Äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû x,
y, z ââåäåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñè x è y ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, îñü z íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç âãëóáü æèäêîñòè; íà-÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå äèñêà. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé



148 Íîðêèí Ì.Â.áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðàùåíèå äèñêà ïðîèñõîäèò âîêðóã îñè y (ω > 0). Óñëîâèå (6)äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé æèäêîñòè.Óñëîâèå (7), ïîñòóëèðóþùåå êîíå÷íîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òå÷åíèÿ æèä-êîñòè ïîñëå óäàðà, âïîëíå çàìûêàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Òåîðåìàñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óäàðå ñ îòðûâîì äîêàçàíàâ ñòàòüå [2℄.Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî òàêæå ó÷åñòü óðàâíåíèÿ èçìåíåíèÿèìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà êðóãëîãî äèñêà ïðè óäàðå. Ñ èõ ïîìîùüþ óñòàíàâëè-âàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âíåøíèì óäàðíûì èìïóëüñîì P = (0, 0, Pz) è òî÷êîé åãî ïðè-ëîæåíèÿ R0 = (x0, 0, 0) ñ îäíîé ñòîðîíû è ïîñòóïàòåëüíîé è óãëîâîé ñêîðîñòÿìè
v0 è ω, ïðèîáðåòåííûìè äèñêîì â ðåçóëüòàòå óäàðà, ñ äðóãîé. Â ïðåíåáðåæåíèèìàññîé è ìîìåíòîì èíåðöèè äèñêà íàçâàííûå óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèìñîîòíîøåíèÿì:

I = −Pz, M = x0Pz, I = ρ

∫∫

S1

Φ ds, M = −ρ
∫∫

S1

xΦ ds, (8)ãäå I è M � èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëüñà, ïîäåéñòâîâàâøèå ñî ñòîðîíû æèäêîñòèíà ïëàâàþùèé äèñê â ðåçóëüòàòå óäàðà, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îñëîæíåíà òåì, ÷òî ëèíèÿ îòðûâà, îòäåëÿþùàÿ íàïîâåðõíîñòè äèñêà îáëàñòü áåçîòðûâíîãî óäàðà îò çîíû îòðûâà, çàðàíåå íåèçâåñò-íà è ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âñëåäñòâèå ýòîãî äàííàÿçàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé æèäêîñòè, óñëîâèå îòðûâà ÷àñòèö æèä-êîñòè îò ïîâåðõíîñòè äèñêà (ðàâíî êàê è óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè óäàðà), íàõîäèò-ñÿ òî÷íî íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé çàäà÷è î áåçîòðûâíîìóäàðå êðóãëîãî äèñêà. Ñîãëàñíî [3℄ ýòî óñëîâèå èìååò âèä:
3v0

2ωa
< 1.Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî òî÷êà ïðèëîæåíèÿ âíåøíåãîóäàðíîãî èìïóëüñà ëåæèò âíå êðóãà ðàäèóñà a/5 ñ öåíòðîì â öåíòðå äèñêà. Â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå óäàð áóäåò áåçîòðûâíûì.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñòåíêè áàññåéíà ðàçëè÷íîé �îðìû îêàçûâàþò íåîäíîçíà÷-íîå âëèÿíèå íà óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè óäàðà êðóãëîãî äèñêà. Äëÿ îäíèõ ãðàíèöêðóã, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü áåçîòðûâíîãî âåðòèêàëüíîãî óäàðà, óâåëè÷èâàåò-ñÿ, à äëÿ äðóãèõ, íàîáîðîò, óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì íåîãðàíè÷åííîéæèäêîñòè [7, 8℄.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà �àììåðøòåéíà, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [4℄. Ïðèìå-íåíèå ýòîãî ìåòîäà ê ïëîñêèì çàäà÷àì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî óäàðà äàíî â ñòàòüå[9℄. Äàëåå, ñëåäóÿ [9℄, ñâåäåì èñõîäíóþ çàäà÷ó ê íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâ-íåíèþ:

Tv = 0, T v = µv− −K(v+) −K(Vn), (9)Çäåñü K � îñíîâíîé îïåðàòîð ëèíåéíîé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è
∆W = 0,

(
∂W

∂z

)

S1

= f(x, y), (W )S2
= 0,

(
∂W

∂n

)

S3

= 0, (W )∞ = 0 (10)



Îá ó÷åòå âëèÿíèÿ ñòåíîê áàññåéíà ïðè îòðûâíîì óäàðå ïëàâàþùåãî äèñêà 149ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè W íà S1 � ðåøåíèåçàäà÷è (10) íà S1: K(f) = W .Íåëèíåéíûå îïåðàòîðû v− è v+ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:
v− = v−(M) = inf{v(M), 0}, v+ = v+(M) = sup{v(M), 0}Ïàðàìåòð µ ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîé çàäà÷è è íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (9) èìååòâèä:
u = v∗+, S12 =

{
(x, y) ∈ S1 : v∗(x, y) > 0

}
, u =

∂Φ

∂n
− Vn (11)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(8) äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå v∗ íåëè-íåéíîãî óðàâíåíèÿ (9). Ïðè ýòîì íåèçâåñòíàÿ àïðèîðè çîíà îòðûâà S12 îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê (x, y) ∈ S1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

v∗(x, y) > 0. Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9), ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé Φ íà ãðàíèöå S1íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå:
Φ = K(v∗+ + Vn).Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáëàñòü, çà-íÿòàÿ æèäêîñòüþ îáëàäàåò îñüþ âðàùåíèÿ z. Ñ÷èòàåì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òâåðäàÿãðàíèöà áàññåéíà S3 ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-íàò è êîý��èöèåíòîì h íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S0

3 .Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïåðàòîðà K = Kh ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé àñèìïòîòè÷å-ñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ñòåíêè áàññåéíà óäàëåíûîò ïëàâàþùåãî òåëà íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ. Àñèìïòîòèêà îïåðàòîðà Kh ïðè áîëü-øèõ çíà÷åíèÿõ h ñòðîèòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ ëèíåéíîéçàäà÷è [5℄�[7℄ è èìååò âèä:
Kh(f) = K∞(f) − 2

π

√
a2 − r2

[
c1(f)ξ1

2π
h−3 +

c2(f)ξ2
π

h−5r cosϕ+
3c3(f)ξ3

8π
h−5 +

+
c1(f)ξ4

18π
(2r2 + a2)h−5 +

c1(f)ξ2
1a

3

3π2
h−6 +O(h−7)

]
, h → ∞,ãäå K∞(f) � îïåðàòîð K â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé æèäêîñòè; c1(f), c2(f), c3(f) ��óíêöèîíàëû, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè (r =

√
x2 + y2):

c1(f) = −
∫∫

S1

K∞(f) ds, c2(f) = −
∫∫

S1

xK∞(f) ds, c3(f) = −
∫∫

S1

r2K∞(f) ds.Äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K∞(f) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (r, ϕ, z �öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû):
K∞(f)(r, ϕ) = W (r, ϕ, 0) =

1

π2

π∫

0

a∫

0

sf0(s, θ)K(r, ϕ; s, θ) ds dθ,

K(r, ϕ; s, θ) =

a∫

p

r2s2 − t4√
(t2 − r2)(t2 − s2)

K1(t, r, s, ϕ, θ) dt,
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K1(t, r, s, ϕ, θ) =

[
t4 − 2t2rs cos(ϕ− θ) + r2s2

]−1
+
[
t4 − 2t2rs cos(ϕ+ θ) + r2s2

]−1
.Çäåñü p = r, åñëè s < r è p = s, åñëè s > r. Âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà ïðè s = r, ϕ 6= θïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè s→ r.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, çàâèñÿùèõ èñêëþ÷èòåëüíîîò �îðìû ãðàíèöû áàññåéíà, íåîáõîäèìî ðåøèòü êðàåâûå çàäà÷è â �èêñèðîâàííîéîáëàñòè G0, îãðàíè÷åííîé ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïîâåðõíîñòüþ S0

3 :
△uk = 0, uk

∣∣∣
z=0

= 0,
∂uk

∂n

∣∣∣
S0

3

= Qk, k = 1, 2, 3,

Q1 =
∂

∂n

z

R3
, Q2 =

∂

∂n

xz

R5
, Q3 =

∂

∂n

(3r2 − 2z2)z

R7
.Ïîñëå ýòîãî âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

ξ1 = −∂u1

∂z
, ξ2 = − ∂u2

∂x∂z
, ξ3 = −∂u3

∂z
, ξ4 = − ∂3u1

∂x2∂z
=

1

2

∂3u1

∂z3
,ãäå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå M0(0, 0, 0).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîéæèäêîñòè êîíå÷íîé òîëùèíû H , êîý��èöèåíòû ξk íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå:

ξ1 =
3ζ(3)

8h3
0

, ξ2 =
15ζ(5)

64h5
0

, ξ3 = −15ζ(5)

32h5
0

, ξ4 = −45ζ(5)

64h5
0

,ãäå ζ(s) � äçåòà �óíêöèÿ �èìàíà; h0 � ãëóáèíà �èêñèðîâàííîãî ñëîÿ, ñâÿçàííàÿñ H ñîîòíîøåíèåì H = hh0.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ îïåðàòîðà K = Kh ðåøåíèå íåëèíåéíîãî ãðàíè÷íîãî èí-òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäàÍüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à, êîòîðûé ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-íèÿ (v0(x, y) ≡ −c, c > 0) ïðèâîäèò ê ÿâíîìó èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó:
vn+1 = vn − 1

µ
Tvn, n = 0, 1, 2, . . .Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí I,M , x0 (I →

ρωa4I,M → ρωa5M , x0 → ax0), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ a/H = 5/6, α = v0/(ωa).
α −0.8 −2/3 −1/3 0 1/3 0.5 0.6 0.66
I −0.001 −0.0056 −0.057 −0.209 −0.500 −0.697 −0.829 −0.910
M −0.001 −0.0045 −0.036 −0.098 −0.158 −0.174 −0.178 −0.178
x0 −0.954 −0.803 −0.628 −0.466 −0.317 −0.250 −0.214 −0.196Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñåäîâ Ë.È. Îá óäàðå òâåðäîãî òåëà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíîñòè íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè // Òð. Öàãè. 1934. Âûï. 187. 26 ñ.[2℄ Þäîâè÷ Â.È. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è îá óäàðå ñ îòðûâîì òâåðäîãî òåëàî íåîäíîðîäíóþ æèäêîñòü // Âëàäèê. ìàòåì. æóðíàë. 2005. Ò. 7, � 3. Ñ. 79�91.



Îá ó÷åòå âëèÿíèÿ ñòåíîê áàññåéíà ïðè îòðûâíîì óäàðå ïëàâàþùåãî äèñêà 151[3℄ Âîðîâè÷ È.È., Þäîâè÷ Â.È. Óäàð êðóãëîãî äèñêà î æèäêîñòü êîíå÷íîé ãëóáèíû //Ïðèêë. ìàòåì. è ìåõàí. 1957. Ò. 21. C. 525�532.[4℄ �àëàíîâ Á.À. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé òèïà �àììåðøòåéíà äëÿ êîíòàêòíûõçàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè â ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ îáëàñòåé êîíòàêòà // ÏÌÌ. 1985.Ò. 49, âûï. 5. Ñ. 827�835.[5℄ Íîðêèí Ì.Â. Âåðòèêàëüíûé óäàð ïî òâåðäîìó òåëó, ïëàâàþùåìó íà ïîâåðõíîñòèñëîÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 1999.� 1. Ñ. 74�81.[6℄ Íîðêèí Ì.Â. Îá ó÷åòå âëèÿíèÿ ñòåíîê áàññåéíà ïðîèçâîëüíîé �îðìû ïðè áåçîò-ðûâíîì óäàðå ïëàâàþùåãî òåëà // ÏÌÒÔ. 2001. Ò. 42, � 1. Ñ. 77�81.[7℄ Íîðêèí Ì.Â. Âåðòèêàëüíûé óäàð òâåðäîãî òåëà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíîñòè èäå-àëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîì áàññåéíå ïðîèçâîëüíîé �îðìû //Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 2002. � 3. Ñ. 114�122.[8℄ Íîðêèí Ì.Â. Ñìåøàííûå çàäà÷è ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî óäàðà. � �îñòîâ-íà-Äîíó,Èçä-âî ÎÎÎ ¾ÖÂÂ�¿, 2007. 136 ñ.[9℄ Íîðêèí Ì.Â. Îòðûâíîé óäàð ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíî-ñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 2008.� 1. Ñ. 120�132.Norkin M.V. The e�e
t of the walls of an arbitrary tank in the problem of separationimpa
t on a �oating disk. The problem of separation impa
t on a disk �oating on the surfa
eof an ideal in
ompressible �uid in a bounded vessel is 
onsidered. In this problem the zoneof 
onta
t between the body and the �uid is not known in advan
e and must be determinedtogether with the �uid �ow. As a result, the problem formulated is nonlinear and belongsto the 
lass of free-boundary problems.



ÎÒ�ÀÆÅÍÈÅ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÂÎËÍ ÎÒ ÒÎ�ÖÀÏÎËÓÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ ÑÂÈÍÒÎÂÎÉ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÈÅÉÏàí�èëîâ È.À., Óñòèíîâ Þ.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé, âûçâàííûå îäíîðîäíîé êâàçèïðîäîëüíîé èëè êâàçèêðó-òèëüíîé âîëíàìè. Èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð îòðàæåííûõ îò òîðöà îáîëî÷êè âîëí. �àñ÷åòûïðîâîäèëèñü äëÿ äâóõ îáîëî÷åê: äëÿ áèîëîãè÷åñêîé òêàíè (âîñõîäÿùàÿ àîðòà ñîáàêè) èäëÿ öèëèíäðà ñ âèíòîâîé íàìîòêîé èç ñòàëüíûõ íèòåé ñ ïîëèìåðíûì çàïîëíèòåëåì.1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîéàíèçîòðîïèåé, îòâå÷àþùèå ãèïîòåçàì Êèðõãî�à�Ëÿâà.Â [1℄-[4℄ íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãî�à�Ëÿâà ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿäëÿ àíàëèçà îñåñèììåòðè÷íîãî íàïðÿæåííî�äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ)öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé (ÖÎÂÀ). Òàì æå â ðàìêàõáåçìîìåíòíîé òåîðèè ïðîâåäåí àíàëèç îñîáåííîñòåé âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â íåîãðà-íè÷åííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå, ïîðîæäàåìûõ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. Â [5℄â ðàìêàõ ìîìåíòíîé òåîðèè ïðîâåäåí àíàëèç îñîáåííîñòåé âîëíîâûõ ïðîöåññîâ âöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå êîíå÷íîé äëèíû, ïîðîæäàåìûõ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé.Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è çäåñü ïðèâåäåì êðàòêî îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèèóïðóãîñòè äëÿ ÖÎÂÀ.Ïóñòü a � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; h � åå òîëùèíà; L � äëèíàâäîëü îáðàçóþùåé (äëÿ îáîëî÷êè êîíå÷íîé äëèíû). Ñ öåíòðîì íåêîòîðîãî ïîïå-ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè ñâÿæåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, ïðè ýòîì
Ox3 � îñü îáîëî÷êè.Ââåäåì âèíòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, ϕ, z, ñâÿçàííóþ 
 äåêàðòîâîé ñîîòíî-øåíèÿìè

x1 = r cos(ϕ+ τz), x2 = r sin(ϕ+ τz), x3 = z, (1)ãäå −h/2 + a ≤ r ≤ a+ h/2; τ = tg(α)/a � õàðàêòåðèñòèêà âèíòîâîé àíèçîòðîïèè.Ñîãëàñíî êèíåìàòè÷åñêèì ãèïîòåçàì êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîîðäèíàòû âåêòîðàñìåùåíèé áåðóòñÿ â âèäå
ur = u0

r(ϕ, z), uϕ = u0
ϕ(ϕ, z) + αθϕ, uz = u0

z(ϕ, z) + αθz, (2)
θϕ = −(∂ϕu

0
r − u0

ϕ)/a, θz = −Du0
z, (3)

D = ∂z − τ∂ϕ, ∂ϕ =
∂

∂ϕ
, ∂z =

∂

∂z
,ãäå âûðàæåíèÿ (3) äëÿ óãëîâ ïîâîðîòà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ãèïîòåçû î òîì, ÷òîóãëû ìåæäó íîðìàëüþ ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïîñëå äå�îðìàöèè îñòàþòñÿ ïðÿ-ìûìè.



Îòðàæåíèå îäíîðîäíûõ âîëí îò òîðöà ïîëóáåñêîíå÷íîé ÖÎÂÀ 153ãäå u0
r, u

0
θ, u

0
z � ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (â äàëüíåéøåì èíäåêñ0 îïóñêàåòñÿ), −h/2 ≤ α ≤ h/2.Åñëè â êà÷åñòâå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ââåñòè óñè-ëèÿ è ìîìåíòû

Ti = hgije
0
j , Mi = h3gije

1
j/12, (i, j = 1, 2, 3),ãäå gji�êîìïîíåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè (ïðèâåäåíû â [1℄-[5℄), à e0j è e1j�êîìïîíåíòûòåíçîðà äå�îðìàöèé, òî íà îñíîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà �àìèëüòîíà, ñ÷è-òàÿ íåçàâèñèìûìè âàðèàöèÿìè δu0

r, δu
0
ϕ, δu

0
z, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äèíàìè÷åñêèåóðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùèå ãèïîòåçàì Êèðõãî�à�Ëÿâà,

DT2 +
1

a
∂ϕT3 − hρ0

∂2uz

∂t2
+ qz = 0,

1

a
∂ϕT1 +DT3 +

1

a
Q1 − hρ0

∂2uϕ

∂t2
+ qϕ = 0, (4)

∂ϕQ1/a+DQ2 − hρ0
∂2ur

∂t2
+ qr = 0.

Q1 = DM1 +
1

a
∂ϕM3, Q2 = DM3 +

1

a
∂ϕM2Çäåñü ρ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè.2. �àñïðîñòðàíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí â öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êå 
 âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé íà áàçå óðàâíåíèé, ïîëó-÷åííûõ íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãî�à-Ëÿâà.Îñåñèììåòðè÷íîñòü â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèéñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû z.�åøåíèå îòûñêèâàåì â âèäå

uϕ = X1 sin(kz)eiωt, uz = X2 sin(kz)eiωt, ur = X3 cos(kz)eiωt. (5)Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ àëãåáðàè÷å-ñêóþ ñèñòåìó
A ~X = 0, (6)ãäå ~X = (X1, X2, X3)

T , A = (aij) (i, j = 1, 2, 3). Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâè-àëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ
det(A) = D(γ,Ω) = 0. (7)Ôóíêöèÿ D(γ,Ω) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âîñüìîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåð-íîãî âîëíîâîãî ÷èñëà γ = ak, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò áåçðàçìåðíîé÷àñòîòû Ω = aω/c, (c2 = E2/ρ), âñåõ ìîäóëåé óïðóãîñòè, êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíàè áåçðàçìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ε = h/a, x. Êîðíè óðàâíåíèÿ ðàñïî-ëîæåíû ñèììåòðè÷íî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè γ = α + iβ. Ïðè íèçêî÷àñòîòíûõêîëåáàíèÿõ (Ω << 1) ñïåêòð âîëíîâûõ ÷èñåë ñîñòîèò èç äâóõ ïàð âåùåñòâåííûõâîëíîâûõ ÷èñåë γ±1 = ±α1, γ±2 = ±α2 è ÷åòûðåõ êîìïëåêñíûõ γs, s = 5, ..., 8.



154 Ïàí�èëîâ È.À., Óñòèíîâ Þ.À.Âåùåñòâåííûì âîëíîâûì ÷èñëàì îòâå÷àþò êâàçèïðîäîëüíûå è êâàçèêðóòèëüíûåîäíîðîäíûå âîëíû (õàðàêòåð ýòèõ âîëí â ðàìêàõ áåçìîìåíòíîé òåîðèè ïîäðîáíîèññëåäîâàí â [4℄, êîìïëåêñíûì âîëíîâûì ÷èñëàì îòâå÷àþò ÷åòûðå íåîäíîðîäíûõâîëíû, êîòîðûå ëîêàëèçóþòñÿ îêîëî òîðöîâ îáîëî÷êè (â ñëó÷àå îáîëî÷êè êîíå÷-íîé äëèíû) [5℄. Êàæäîé ïàðå ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ êîðíåé îòâå÷àåò îäèíè òîò æå ÑÂ ~Xm = (Xm1, Xm2, Xm3), (m = 1, ..., 4).2.1. Îòðàæåíèå îäíîðîäíûõ âîëí îò òîðöà ïîëóáåñêîíå÷íîé öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé.�àññìàòðèâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ ïîëóáåñêîíå÷-íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé, âûçâàííûå íàáåãàþùèìèèç áåñêîíå÷íîñòè îäíîðîäíûìè êâàçèïðîäîëüíûìè èëè êâàçèêðóòèëüíûìè âîëíà-ìè. Íàáåãàþùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè âîëíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
u-ϕ = X1 · Ce−i(k̂z+ωt),

u-z = X2 · Ce−i(k̂z+ωt), (8)
u-r = X3 · Ce−i(k̂z+ωt),ãäå k̂ -âîëíîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå êâàçèêðóòèëüíîé èëè êâàçèïðîäîëüíîéâîëíå, Xj-àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ïåðâîé ñòðîêè j-ãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A,

C-ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòíàíòà. Îòðàæåííûå âîëíû áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå:
u+ϕ =

4∑

s=1

X1s · Cse
i(ksz−ωt),

u+z =

4∑

s=1

X2s · Cse
i(ksz−ωt), (9)

u+r =

4∑

s=1

X3s · Cse
i(ksz−ωt),çäåñü k1, k2-âåùåñòâåííûå âîëíîâûå ÷èñëà, à k3, k4-êîìïëåêñíûå âîëíîâûå ÷èñëà,òàêèå ÷òî, k1 > 0, k2 > 0, Im(k3) > 0, Im(k4) > 0.�åøåíèåì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóììà ïîäàþùåé è îòðàæåííûõ âîëí:

uϕ =
4∑

s=1

X1s · Cse
i(ksz−ωt) +X1 · Ce−i(k̂z+ωt),

uz =

4∑

s=1

X2s · Cse
i(ksz−ωt) +X2 · Ce−i(k̂z+ωt), (10)

ur =

4∑

s=1

X3s · Cse
i(ksz−ωt) +X3 · Ce−i(k̂z+ωt).�àññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ. Äëÿ ýòîãî ñå÷åíèÿ èìååì:

z = 0 : Tzz = 0, Tzϕ = 0, Mzz = 0, Q1 = 0. (11)



Îòðàæåíèå îäíîðîäíûõ âîëí îò òîðöà ïîëóáåñêîíå÷íîé ÖÎÂÀ 155Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (11), ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòû-ðåõ êîíñòàíò Cs.×òîáû ðàçëè÷àòü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ îòðàæåííûõ âîëí, èññëåäîâàëîñü ïîâå-äåíèå íîðìèðîâàííûõ àìïëèòóäíûõ êîý��èöèåíòîâ
kϕ =

X1s

X
, kz =

X2s

X
, X =

√
(X2

1s +X2
2s +X2

3s).îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëè âûáðàíû äâå îáîëî÷êè ñ �èêñèðî-âàííûìè ïàðàìåòðàìè: E2 = 4.905·105 êÍ/ì2, E3 = 0.833·E2, ν32 = 0.45, ν23 = 0.54,
h = 6 · 10−4 ì, a = 7.3 · 10−3 ì, G23 = E2/6, ÷òî ñîîòâåòñâóåò áèîëîãè÷åñêîìó ìà-òåðèàëó (âîñõîäÿùåé àîðòå ñîáàêè), è E2 = 1.208 · 108 êÍ/ì2, E3 = 5.3 · 106 êÍ/ì2,
ν32 = 0.23, ν23 = 0.30, h = 6 · 10−4 ì, a = 7.3 · 10−3 ì, G23 = 1.189 · 106 êÍ/ì2, ÷òîñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðó ñ âèíòîâîé íàìîòêîé èç ñòàëüíûõ íèòåé ñ ïîëèìåðíûìçàïîëíèòåëåì.Â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïàäàþùåé âîëíû áðàëàñü êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà.Åå íîðìèðîâàííûå àìïëèòóäíûå êîý��èöèåíòû äëÿ äâóõ îáîëî÷åê èçîáðàæåíûíà ðèñ. 1 äëÿ ω = 4π: çäåñü 1 − kϕ, 4 − kz äëÿ áèîëîãè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, 2 −
kϕ, 3 − kz äëÿ öèëèíäðà ñ âèíòîâîé íàìîòêîé èç ñòàëüíûõ íèòåé ñ ïîëèìåðíûìçàïîëíèòåëåì.

Òàáë. 1. Íîðìèðîâàííûå àìïëèòóäíûå êîý��èöèåíòû.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ C1 è C2 äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé óãëà çàêðóòêè α. Âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíò C2, îòâå÷àþùèé êâàçèêðó-òèëüíîé âîëíå, íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ìåíüøå êîý��èöèåíòà C1, îòâå÷àþùåãî êâàçè-ïðîäîëüíîé âîëíå. Äëÿ ïàäàþùåé êâàçèêðóòèëüíîé âîëíû êàðòèíà àíàëîãè÷íàÿ:êîý��èöèåíò C2 íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ïðåâûøàåò êîý��èöèåíò C1Òàêæå ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ ïðè �èêñèðîâàííîì óãëå α = π/6 îò ÷àñòîòû(â íèçêî÷àñòîòíûõ îáëàñòÿõ). Âëèÿíèå ÷àñòîòû îêàçàëîñü íå ñóùåñòâåííîþ.
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Òàáë. 2. Òàáëèöà êîý��èöèåíòîâ.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà â îñåñèì-ìåòðè÷íîì ñëó÷àå îòðàæàåòñÿ â êâàçèïðîäîëüíóþ âîëíó, à êâàçèêðóòèëüíàÿ, ñî-îòâåòñòâåííî, â êâàçèêðóòèëüíóþ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (07-01-00254-à).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Óñòèíîâ Þ.À. // �åøåíèå çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ öèëèíäðà ñ âèíòîâîé àíèçîòðî-ïèåé // ÏÌÌ. 2003. Ò.67. Âûï. 1. Ñ. 89�98.[2℄ Óñòèíîâ Þ.À. // Çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ ïñåâäîöèëèíäðîâ. Ì., "Íàóêà". 2003.C. 128.[3℄ Óñòèíîâ Þ.À. // Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ óïðóãèõ òåë ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé.//Óñïåõè ìåõàíèêè. 2005. Ò .2. � 4 Ñ. 37�65.[4℄ Áîãà÷åíêî Ñ.Å.. Óñòèíîâ Þ.À. // Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ âöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íà-ó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2006. � 1. Ñ. 18�21.[5℄ Ïàí�èëîâ È. À., Óñòèíîâ Þ.À. // Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è �îðìû öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. // Òðóäû XI ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè.�îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ÎÎÎ "ÖÂÂ�". 2007. T. 2. Ñ. 166�171.Pan�lov I. A., Ustinov U. A. Re�exion of homogeneous waves from an end fa
e ofa semi-in�nite 
ylindri
al 
over with s
rew anisotropy . Harmonious �u
tuations of a semi-in�nite 
ylindri
al 
over with the s
rew anisotropy, 
aused homogeneous quasilongitudinal orquasitorsional waves are 
onsidered. Chara
ter re�e
ted from an end fa
e of a 
over of waves isinvestigated. Cal
ulations were spent for two 
overs: for áèîëîãè÷å
êîé fabri
s (an as
endingaorta of a dog) and for the 
ylinder with s
rew winding from steel threads with a polymeri
�ller.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ Ï�ÈÌÅÑÅÉÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÌ ÏÎËÅÌ È ÆÈÄÊÎÑÒÜÞ Â ÏËÎÑÊÎÌÊ�ÅÑÒÎÎÁ�ÀÇÍÎÌ ÊÀÍÀËÅÑàìàäîâà Þ.Ê., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �àêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêèè êîìïüþòåðíûõ íàóê, �îñòîâ-íà-ÄîíóÌåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÷èñëåííî èññëåäîâàíà ìîäåëü ïåðåíîñà ïðèìåñåé ýëåê-òðè÷åñêèì ïîëåì â ñëó÷àå, êîãäà â êðåñòîîáðàçíîì ïëîñêîì êàíàëå èìååòñÿ ñòàöèîíàðíîåòå÷åíèå æèäêîñòè (ñâîáîäíûé æèäêîñòíûé ýëåêòðî�îðåç). Ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñüñïåöèàëüíûå àäàïòàöèîííûå ñåòêè è ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòî-äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � äèñêðåòíûé ìåòîä �àëåðêèíà, íåÿâíûå ìåòîäû �óíãå-Êóòòà(SDIRK), ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì, ìåòîä øòðà�îâ. �åçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ðàçäåëåíèÿ ñìåñè íà îòäåëüíûå êîìïîíåí-òû ïðè ïîìîùè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãèè ðàçäåëåíèÿ ñìå-ñåé â ïëîñêèõ ìèêðîêàíàëàõ, èçâåñòíîé êàê Lab-On-Chip, âîçðîñ èíòåðåñ ê çàäà÷àìî ðàçäåëåíèè (ïåðåìåøèâàíèè) ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì.Êàê ïðàâèëî, ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â êðåñòîîáðàçíîì êàíàëå, íàâõîäû êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ðàçäåëÿåìàÿ ñìåñü. Ïåðåíîñ ñìåñè ïî êàíàëó îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè � òå÷åíèåì æèäêîñòè, çà ñ÷åò ãðàíè÷íûõ ýëåêòðî-êèíåòè÷åñêèõ ý��åêòîâ (ýëåêòðîîñìîñ), à òàêæå, â ñëó÷àå çàðÿæåííûõ êîìïîíåíòñìåñè, íåïîñðåäñòâåííî ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì (ýëåêòðî�îðåç) è ò. ä. Â ðåçóëüòàòåêîìáèíèðîâàííîãî âîçäåéñòâèÿ óêàçàííûõ ñïîñîáîâ ñìåñü, ðàçäåëåííàÿ íà îòäåëü-íûå êîìïîíåíòû, ïîñòóïàåò íà íåêîòîðûå âûõîäû èç êàíàëîâ. �àçíîîáðàçèå �èçè-÷åñêèõ ý��åêòîâ, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü (äè��óçèÿ, ýëåêòðîìèãðàöèÿ,ýëåêòðîîñìîñ, çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè) äåëàåò çàäà÷ó òðóäíîéäëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ è íåîáõîäèìî ñîçäàâàòü ý��åêòèâíûå ÷èñëåí-íûå àëãîðèòìû. Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò óêàçàòü ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòîâ, ðàçðàáîòàòü ðå-êîìåíäàöèè ïî ïðîâåäåíèþ ïðîöåññà ðàçäåëåíèÿ è, òåì ñàìûì, óëó÷øèòü ðÿä òåõ-íîëîãèé Lab-On-Chip.Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþ-ùèå ïðîöåññ ïåðåíîñà ïðèìåñåé ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì â ïëîñêîì ìèêðîêàíàëå (òè-ïè÷íûé âèä ìèêðîêàíàëà ïîêàçàí íà ðèñ. 1), ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû îñðåä-íåíèÿ ïî òîëùèíå ìèêðîêàíàëà èìåþò âèä
dv

dt
= −∇p+ µ∆v − µeo(v − ζ∇ϕ), div v = 0,

d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇, (1)

dck
dt

+ div ik = 0, ik = −ε|µk|∇ck + µkckE, (2)
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div j = 0, j = σE, σ = σ0

(
1 +

n∑
k=1

αkck

)
, E = −∇ϕ, (3)Çäåñü v = (u, w) � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, E, ϕ � íàïðÿæåííîñòü è ïîòåíöèàëýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ck � êîíöåíòðàöèÿ k-îé ïðèìåñè, ik � ïëîòíîñòü ïîòîêà k-îéïðèìåñè, j � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, σ � ïðîâîäèìîñòü ñìåñè, σ0 � ïðî-âîäèìîñòü ñìåñè â îòñóòñòâèè ïðèìåñåé, αk � êîý��èöèåíò âëèÿíèÿ k-îé ïðèìåñèíà ïðîâîäèìîñòü ñìåñè, µ � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, µk � ýëåêòðî�î-ðåòè÷åñêàÿ ïîäâèæíîñòü k-îé ïðèìåñè, ε � õàðàêòåðíûé êîý��èöèåíò äè��óçèè(ε|µk| � êîý��èöèåíò äè��óçèè k-îé ïðèìåñè), ζ � ζ-ïîòåíöèàë, µeo � êîý��è-öèåíò ¾ïëîñêîãî¿ ýëåêòðîîñìîñà.

1

3

2

4

5 6

78

910

1112

L1

L2

L3

L4

L5

L6

L7

L8

L9

L10

L11

L12

�èñ. 1. Ñõåìà êðåñòîîáðàçíîãî êàíàëàÇàâèñèìîñòü σ(ck) îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ïðèìåñè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñðåäå,ñâîéñòâà êîòîðîé èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå ïåðåíîñà. Ïàðàìåòðû αk ìîãóò áûòü êàêïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè. Â ñëó÷àå αk > 0 ïðîâîäèìîñòü k-òîéïðèìåñè áîëüøå, ÷åì ïðîâîäèìîñòü ¾÷èñòîé¿ ñðåäû, à â ñëó÷àå αk < 0 ïðîâîäè-ìîñòü k-òîé ïðèìåñè ìåíüøå ïðîâîäèìîñòè ¾÷èñòîé¿ ñðåäû.×ëåí µeo(v−ζ∇ϕ) â óðàâíåíèÿõ (1) âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû îñðåäíå-íèÿ ïî òîëùèíå ìèêðîêàíàëà è ó÷èòûâàåò ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèå ý��åêòû (ýëåê-òðîîñìîñ) íà ¾âåðõíåé¿ è ¾íèæíåé¿ ñòåíêàõ êàíàëà. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âäàëüíåéøåì îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ �åéíîëüäñà è äèñïåðñèÿÒåéëîðà-Àðèñà, âîçíèêàþùèå ïðè îñðåäíåíèè, ïðåíåáðåæèìî ìàëû è â óðàâíå-íèÿõ (1), (2) îïóùåíû. Çàìåòèì, ÷òî ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèå ý��åêòû èìåþòñÿ è íàáîêîâûõ ñòåíêàõ êàíàëà � èõ ó÷åò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè çàäàíèè êðàåâûõ óñëîâèé.Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ äëÿ ïëîñêîé îáëàñòè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1. �ðà-íèöû Li, i = 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11 ñ÷èòàþòñÿ òâåðäûìè èçîëèðîâàííûìè è íåïðîíè-öàåìûìè äëÿ æèäêîñòè è êîíöåíòðàöèé. Íà óêàçàííûõ ãðàíèöàõ çàäàþòñÿ ñëåäó-þùèå êðàåâûå óñëîâèÿ
n · ∇ϕ = 0, v · n = 0, v · τ = ζτ · ∇ϕ, ik · n = −ε|µk|n · ∇ck = 0, (4)ãäå n, τ � íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé âåêòîðû ê ãðàíèöàì.Íà ãðàíèöàõ Li, i = 3, 6, 9, 12, ÿâëÿþùèõñÿ ¾âõîäíûìè¿ (i = 3, 9) è ¾âûõîäíû-ìè¿ (i = 6, 12) äëÿ ìèêðîêàíàëà, ìîãóò áûòü çàäàíû ðàçëè÷íûå êðàåâûå óñëîâèÿ,



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà ïðèìåñåé 159â òîì ÷èñëå è óñëîâèÿ (4) â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ãðàíèö i = 3, 6, 9, 12 èñêëþ-÷àåòñÿ èç íàáîðà ¾âõîäíûõ¿ èëè ¾âûõîäíûõ¿. Íà ãðàíèöàõ Li çàäàí ïîñòîÿííûéïîòåíöèàë ϕ = ϕi è êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè îòñóòñòâóåò: v · τ = 0. Íàâõîäíûõ ó÷àñòêàõ êàíàëà çàäàåòñÿ ïðî�èëü íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè
v · n = vin(x, y), (5)ãäå vin � çàäàííàÿ �óíêöèÿ.Êðîìå ýòîãî, íà âûõîäíûõ ó÷àñòêàõ êàíàëà äëÿ ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèè çà-äàþòñÿ óñëîâèÿ

n · dv
dt

= 0,
dck
dt

= 0, (6)êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîõðàíåíèþ ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèè â ¾æèäêîé ÷àñòè-öå¿. Ýòè óñëîâèÿ �àêòè÷åñêè îçíà÷àþò, ÷òî íà âûõîäíîì ó÷àñòêå �îðìèðóåòñÿïðî�èëü ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèé, òàêîé æå, êàê â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îòãðàíèöû.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä
v
∣∣
t=0

= 0, ck
∣∣
t=0

= c0k(x, y). (7)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé (1) ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàíà òåõíèêà îñðåä-íåíèÿ ïî òîëùèíå, ïðåäëîæåííàÿ â [1℄.Ñõåìû àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(6) ïðè äèñêðåòèçàöèè ïîâðåìåíè èñïîëüçîâàëñÿ ëèáî ÿâíûé ìåòîä, ëèáî íåÿâíûé ìåòîä �óíãå�Êóòòà. Ïðèàïïðîêñèìàöèè ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé, íàïðèìåð, dc/dt â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõèñïîëüçîâàí ìåòîä õàðàêòåðèñòèê
dc

dt

∣∣∣∣
t=tm

=
cm+1
k − cmk (Xm)

τ
, cmk (Xm(x)) = cmk (x) − τvm(x) · ∇cmk (x).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ p èñïîëüçîâàëñÿ ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì è åãî ìî-äè�èêàöèè, èçâåñòíûå êàê êàëèáðîâêà. Êðîìå ýòîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èñïîëü-çîâàëñÿ ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè (èëè ìåòîä øòðà�îâ), ïðè êîòîðîìóðàâíåíèå div v = 0 çàìåíÿåòñÿ íà div v + δpt = 0, δ → 0. Èç âñåõ ïåðå÷èñëåííûõìåòîäîâ ïðèâåäåì ëèøü ñõåìó äëÿ íåÿâíîãî ìåòîäà �óíãå�Êóòòà SDIRK23 (èëèTRX2), êîòîðûé äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ qt = F (t, q), ãäå F � íåêîòîðûéîïåðàòîð, èìååò âèä

q∗ = qm + ατF (t, qm) + ατF (t+ βτ, q∗),

qm+1 = q∗ + ατF (t∗, q∗) + ατF (t∗+ βτ, qm+1), α = 1/4, β = 1/2, t∗ = t+ βτ. (8)Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) îïåðàòîð F (t, q) = F (q) èìååò âèä:
|F (q) = F (a,v, p, ϕ) = −∇p− a · ∇v + µ∆v − µeo(v − ζ∇ϕ)è äëÿ ðåàëèçàöèè (8) èñïîëüçîâàëàñü ïîëóíåÿâíàÿ ñõåìà

F (qm) = F (vm,vm, p̃, ϕm), F (q∗) = F (vm,v∗, p̃, ϕm), F (qm+1) = F (v∗,vm+1, p̃, ϕm).



160 Ñàìàäîâà Þ.Ê., Øèðÿåâà Å.Â.×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè èñõîäíàÿ çàäà÷àçàïèñûâàëàñü â ñëàáîé �îðìóëèðîâêå è ðåøàëàñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâïðè ïîìîùè ïàêåòà FreeFem++ [2℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíûõ ñåòîê.Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî íàèìåíüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïî-ãðåøíîñòü îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíåíèå íåÿâíîãî ìåòîäà �óíãå�Êóòòà â ñî÷åòàíèèñ ïðîåêöèîííûì àëãîðèòìîì. Èñïîëüçîâàíèå îáû÷íîé ÿâíîé èëè ïîëóÿâíîé ñõå-ìû ïðèâîäèò ê ðîñòó ïîãðåøíîñòè äëÿ áîëüøèõ âðåìåí. Ñîâåðøåííî íåóäîâëåòâî-ðèòåëüíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé,ò. å. ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2), õîòÿ åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè (1). Ýòîíåóäèâèòåëüíî, òàê êàê ìåòîä õàðàêòåðèñòèê íå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì è íåïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü ìàññó ïðèìåñè.Ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 2, íà êîòî-ðîì ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: µeo =
500µ, ζ = 0,6, α1 = 0,49, α2 = −0,49, m = 1,25, µ1 = 0,51, µ2 = 1,31, ε = 0,0125â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.102 è t = 0.232 (ðàçìåð îáëàñòè 1.5×1.5). Ïðèìåñè, ðàñïî-ëîæåííûå âáëèçè ãðàíèöû L9, ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïåðåìåùàþòñÿâ öåíòð ìèêðîêàíàëà è ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ â ìîìåíò âðåìå-íè t = 0.18 íà÷èíàþò ïåðåìåùàòüñÿ â ñòîðîíó ãðàíèöû L6, ðàçäåëÿÿñü â ïðîöåññåäâèæåíèÿ. Äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0.18 çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íà íåèçîëèðîâàííûõãðàíèöàõ çàäàâàëèñü ñëåäóþùèìè: ϕ12 = −1, ϕ6 = −1, ϕ3 = −1, ϕ9 = 1 è, íà÷è-íàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0.18 çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà áûëè èçìåíåíû íà ϕ12 = 1,
ϕ6 = −1, ϕ3 = −1, ϕ9 = −1.

�èñ. 2. Èçîëèíèè �óíêöèè òîêà, êîíöåíòðàöèé c1, c2 è ïîòåíöèàëà ϕ â ìîìåíòûâðåìåíè t = 0.102 è t = 0.232Íà ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñåé îêàçûâàþò âëèÿíèå (äîâîëüíî ñëàáîå) ýëåê-òðîêèíåòè÷åñêèå ý��åêòû, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âîçíèêàåò òå÷åíèå æèäêîñòè(ñì. ðèñ. 2), äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîå âíóòðè îáëàñòè è íîñÿùåå âèõðåâîé õàðàêòåð



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà ïðèìåñåé 161â îêðåñòíîñòè íåêîòîðûõ óãëîâûõ òî÷åê. Íàèáîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå îáóñëîâëåíîýëåêòðîìèãðàöèîííûìè ý��åêòàìè, âîçíèêàþùèìè â ðåçóëüòàòå çàâèñèìîñòèïðîâîäèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè è ïðèâîäÿùèìè ê ñãóùåíèþ ëèíèé óðîâíÿêîíöåíòðàöèè íà çàäíåì �ðîíòå äâèæåíèÿ äëÿ c1 (α1 > 0) è íà ïåðåäíåì �ðîíòåäëÿ c2 (α2 < 0).Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà âõîäàõ L3, L9 (ñì.ðèñ. 1) çàäàåòñÿ ïîòîê æèäêîñòè (òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ) ñ ìàêñèìóìîì ñêîðîñòè w = 4,à íà âûõîäàõ L6, L12 ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (ðàçìåð îáëàñòè 4 × 4): µ = 0,0025, ε = 0,0035, µ1 = −0,41,
µ2 = 0,41, ϕ12 = 10, ϕ6 = −10, α1 = −0,45, α2 = −0,45, µeo = 0.
�èñ. 3. Èçîëèíèè �óíêöèè òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,5 è ïðîâîäèìîñòè ñìåñè
σ â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.5, t = 0.8 è t = 0.9Ïðèìåñè, ðàñïîëîæåííûå âáëèçè âõîäîâ, ïîòîêîì æèäêîñòè ïåðåíîñÿòñÿâ öåíòð êàíàëà è ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äâèãàþòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþ-ùèì âûõîäàì (â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ ïîäâèæíîñòåé ïðèìåñåé).�àáîòà âûïîëíåíà, áëàãîäàðÿ ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 07-01-00389, 07-01-92213-ÍÖÍÈË, INTAS 04-80-7297 è CRDF RUM1-2842-RO-06.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Oddy M.H., Santiago J.G.Multiple-spe
ies model for ele
trokineti
 instability // Phys.Fluids. 2005. 17. P. 064108.1�064108.17.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ í/Ä:Èçä. ÞÔÓ, 2008. 256 ñ.Samadova Yu.K., Shiryaeva E.V. The model of impurities transport under a
tion ofan ele
tri
 �eld and �uid �ow for planar 
ross mi
ro
hannel. For planar 
ross mi
ro
hannelthe model of impurities transport under a
tion of an ele
tri
 �eld and �uid �ow is investigatedby �nite elements method. For numeri
al experiments the spe
ial triangulations are used (DG-method, SDIRK method, method of 
hara
teristi
s, proje
tion method and penalty method).The results of 
omputation are presented.



Î ÌÅÒÎÄÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß ÂÂÈÁ�ÎÀÊÓÑÒÈÊÅ ÏÎËÈÌÅ�ÍÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕÎÁÎËÎ×ÅÊ Â�ÀÙÅÍÈß.Ñà�ðîíåíêî Â.�., Òðè�îíîâ Â.Â.∗, Øóòüêî Â.Ì.∗∗
∗ ÍÈÈÌ è ÏÌ Þæíîãî Ôåäåðàëüíîãî Óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗ Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû íåêîòîðûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â âèáðîàêóñòèêåêîìïîçèòíûõ íà ïîëèìåðíîé îñíîâå îáîëî÷åê. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ-÷åòîâ êîëåáàíèé è çâóêîèçëó÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé êîìïîçèòíîé îáîëî÷êè â àêóñòè÷å-ñêîé ñðåäå.Îñíîâíûå ýòàïû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿâèáðàöèé â òîíêîñòåííûõ êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèÿõ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ àêó-ñòè÷åñêîé ñðåäîé ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
• ïîñòàíîâêà íà îñíîâå óòî÷íåííûõ òåîðèé îáîëî÷åê êðàåâûõ çàäà÷ î ñòàöèî-íàðíûõ êîëåáàíèÿõ êîìïîçèòíûõ îáîëî÷åê â âàêóóìå è ïðè âçàèìîäåéñòâèèñ àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé
• ðàçðàáîòêà ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðàöèîíàëüíî ó÷èòûâàòü ðåàêöèþ, îêðó-æàþùåé àêóñòè÷åñêîé ñðåäû äåéñòâóþùóþ íà êîíñòðóêöèþ
• ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòàè ñîçäàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ
• ïîñòðîåíèå ìåòîäà ðàñ÷åòà àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé, ãåíåðèðóåìûõ êîíñòðóêöèåé,óðîâíåé èõ èíòåíñèâíîñòè è äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè
• âûáîð îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþ-ùåãî, îòâå÷àþùèõ ñïåöè�èêå çàäà÷
• èññëåäîâàíèå çàêîíîìåðíîñòåé �îðìèðîâàíèÿ âèáðîäèíàìè÷åñêèõ è àêóñòè-÷åñêèõ ïîëåé â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, ÷àñòîòû, òåìïåðà-òóðû, ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ è äðóãèõ �àêòîðîâ
• àíàëèç äåìï�èðóþùèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû ¾îáîëî÷êà�àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà¿,îïðåäåëåíèå óñëîâèé ñíèæåíèÿ óðîâíåé âèáðîàêòèâíîñòè.Â äàëüíåéøåì ïðèìåì çà îñíîâó òåîðèþ îáîëî÷åê òèïà Òèìîøåíêî [1℄:

T ′
11 + ψ(T11 − T22) + S• + k1Q11 + ω2(bu+ cφ1) + p1 = 0;

S ′ + 2ψS + T •
22 + k2Q22 + ω2(bv + cφ2) + p2 = 0;

Q′
11 + ψQ11 +Q•

22 − k1T11 − k2T22 + ω2bw + p3 = 0; (1)
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M ′

11 + ψ(M11 −M22) +H• −Q11 + ω2(cu+ dφ1) = 0;

H ′ + 2ψH +M•
22 −Q22 + ω2(cv + dφ2) = 0;ãäå u, φ1, v, φ2, w, E11, E22, E12, K11, K22, K12, T11, T22, S,M11,M22, H - êîìïëåêñíûåàìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí, ω - êðóãîâàÿ ÷àñòîòà.Ïóñòü â ñëó÷àå âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà Ef , νf , Gf , Vf - ìîäóëü Þíãà, êîý��è-öèåíò Ïóàññîíà, ìîäóëü ñäâèãà è îáúåìíîå ñîäåðæàíèå âûñîêîìîäóëüíîãî âîëîêíà.

Em, νm, Gm, - ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûå àíàëîãè ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî,îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç êîìïîíåíòû êîìïëåêñíîé ïîäàòëèâîñòè ïîëèìåðà ïðè ñäâèãå
I ′, I” ÿâëÿþùèìèñÿ �óíêöèÿìè êðóãîâîé ÷àñòîòû ω = 2πf [2℄.

I ′(ω, T ) =

∫ r2

r1

C(r)

G(r, υ, T )
[1 −H(r)

ω2

ϕ(r, υ, T )2 + ω2
]dr;

I”(ω, T ) =

∫ r2

r1

C(r)H(r)

G(r, υ, T )

ϕ(r, υ, T )ω

ϕ(r, υ, T )2 + ω2
dr. (2)Ý��åêòèâíûå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëèìåðíîãî êîìïîçèò-íîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñâîéñòâàì ñîñòàâëÿþùèõ åãî èçîòðîïíûõ êîìïî-íåíò [3℄:Ïðîäîëüíûé ìîäóëü:

Ek
1 = EfVf + EmVm;Ïîïåðå÷íûé ìîäóëü:

Ek
2 =

eEk
1

(Vf + eVm)(Vm + eVf) − (eνf − νm)2VfVm

;Ìîäóëü ñäâèãà:
Gk

12 =
g(1 + Vf ) + Vm

gVm + 1 + Vf
Gf ;Ìîäóëü èçãèáà:

Gk
23 =

gGm

gVm + Vf
;Êîý��èöèåíò Ïóàññîíà:

νk
1 = νfVf + νmVm;ãäå
e =

Ef

Em
, g =

Gf

Gm
.Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ïðåä-ñòàâëåíèåì èñêîìûõ �óíêöèé â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ôóðüå ñ ïîñëåäóþùèìïðèìåíåíèåì ìåòîäà îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè. Äëÿ îöåíêè äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâîáîëî÷êè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè, îïðåäåëÿå-ìûé êàê:

k =
1

2π

D̂

Π̂
(3)



164 Ñà�ðîíåíêî Â.�., Òðè�îíîâ Â.Â., Øóòüêî Â.Ì.ãäå D̂ - ýíåðãèÿ, ïîãëîùàåìàÿ â òåëå îáîëî÷êè çà ïåðèîä êîëåáàíèé, Π̂ - ñðåäíååçíà÷åíèå çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàëüíåãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿëîêàëüíîãî èìïåäàíñà, êîãäà àïðèîðíî çàäàåòñÿ ñâÿçü äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ èñêîðîñòè èëè àìïëèòóä ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà. Ïðè ýòîì èñïîëüçó-þòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ [4℄. Ïîëå àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â îêðó-æàþùåé îáîëî÷êó ñðåäå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà �åëüìãîëüöà:
P (~r) =

1

4π

∫

S

[
P (~r1)

∂

∂n

(
eikR

R

)
− ∂P (~r1)

∂n

(
eikR

R

)]
dSãäå ~r , ~r1 - ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñû-âåêòîðû òî÷åê â ñðåäå è íà ïîâåðõíîñòè îáî-ëî÷êè.Â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèåäàëüíåãî àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðàçëîæåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 1

r
.�àçðàáîòàííûå ìîäåëè è ìåòîäû ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü ñõîäèìîñòü ðåøåíèé,ïðîâîäèòü ðàñ÷åò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê, âûïîëíÿòü îáùèé è ïî-ìîäîâûé àíàëèç ïîëó÷àåìûõ çàâèñèìîñòåé.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-êè èç âîëîêíèñòî-ñëîèñòîãî êîìïîçèòà äëÿ âàðèàíòà îðòîãîíàëüíîãî àðìèðîâà-íèÿ âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé α1 è α2. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ îáîëî÷êèñîîòâåòñòâóþò æåñòêîìó çàùåìëåíèþ: u = 0; v = 0; w = 0; ϕ1 = 0; ϕ2 = 0.Îáîëî÷êà ïîäâåðæåíà ãàðìîíè÷åñêîìó íàãðóæåíèþ, ïðèëîæåííîìó ê öåíòðàëü-íîé ÷àñòè ïî öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè 
 åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòüþ. �åîìåòðè÷å-ñêèå ïàðàìåòðû îáîëî÷êè: L/R = 3.5, îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïàêåòà h/R = 0.01,êîëè÷åñòâî ñëîåâ m = 25. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëîêíà ñîîòâåòñòâóþòìàòåðèàëó Óðàë-15 ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: Ef = 186 �Ïà; νf = 0.3;

ρf = 1730 êã/ì3; Îáúåìíîå ñîäåðæàíèå âîëîêíà â êîìïîçèòå Vf = 0.8. Â äàëü-íåéøåì ðàññìîòðåíî äâà òèïà âèáðîäåìï�èðóþùåãî ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà, ñðàçëè÷íûìè òåìïåðàòóðíî-÷àñòîòíûìè çàâèñèìîñòÿìè. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè äèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ è òàíãåíñà óãëà ïîòåðü â ÷àñòîò-íîì äèàïàçîíå [0, 8000 �ö℄ ïðè T = 295 K ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìàòåðèàëà 1 è 2.

�èñ. 1.



Î ìåòîäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â âèáðîàêóñòèêå 165Ìàòåðèàë 1 õàðàêòåðèçóåòñÿ âûñîêèìè ïîòåðÿìè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â íèç-êî÷àñòîòíîé îáëàñòè [0, 1000 �ö℄ ñ ïîñëåäóþùèì ñíèæåíèåì èõ óðîâíÿ ñ ïîâû-øåíèåì ÷àñòîòû. Ìàòåðèàë 2 îáëàäàåò áîëåå ñòàáèëüíûìè âûñîêèìè ïîòåðÿìè âñðåäíå- è âûñîêî÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû â öèêëå ïîáåçðàçìåðíîìó ïàðàìåòðó ÷àñòîòû Ω ñ �èêñàöèåé �îðì êîëåáàíèé, äèàãðàìì ðàñ-ïðåäåëåíèÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïî óãëàì ϕ è θ ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò è ìàêñèìàëüíûõ óðîâíåé àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ |P | íà ðàññòîÿíèè r = 50R.Ïî ìàêñèìàëüíûì óðîâíÿì |P | ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòè-êè ïîëÿ êàê ïî ñóììå îêðóæíûõ ìîä, òàê è äëÿ êàæäîé ìîäû â îòäåëüíîñòè. Âðàñ÷åòàõ áûëè óäåðæàíû ìîäû n = 0 − 4, ïîñëåäóþùèå ìîäû â ðàññìàòðèâàå-ìîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ñåáÿ íå ïðîÿâëÿþò. Äëÿ ïåðåñ÷åòà óðîâíåé |P | â äåöèáå-ëû L|P | ïðîâåäåíî íîðìèðîâàíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîãîâîìó óðîâíþ ñëûøèìîñòè
p1 = 2 · 10−5 Ïà. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ìîäàëüíûå è ñóììàðíàÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) ìàêñèìàëüíûõ óðîâíåé L|P | è êîý��èöèåíòàïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè, ðàññ÷èòàííûõ â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïîëèìåðíîãî ìàòåðè-àëà 1. Íà ðèñ. 3 - àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ìàòåðèàëà 2.

�èñ. 2.

�èñ. 3.Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû óêàçûâàþò íà ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå ìàêñèìàëüíûõóðîâíåé çâóêîèçëó÷åíèÿ â ðåçîíàíñíîé îáëàñòè, âêëþ÷àþùåé ñðåäíèé è âûñîêî-÷àñòîòíûé äèàïàçîí â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëà 2. Çäåñü óðîâåíü çâóêîâîãîäàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìîäàìè n = 0.2, â ìåíüøåé ñòåïåíè n = 1. Äåìï�èðîâàíèåâ íèçêî÷àñòîòíîì äèàïàçîíå çà ñ÷åò âûñîêèõ ïîòåðü â ñâÿçóþùåì (ìàòåðèàë 1)



166 Ñà�ðîíåíêî Â.�., Òðè�îíîâ Â.Â., Øóòüêî Â.Ì.îêàçûâàåòñÿ íåý��åêòèâíûì, ÷òî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî óðîâåíü çâóêîâîãî äàâëå-íèÿ öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ áàëî÷íîé �îðìîé n = 1, äåìï�èðîâàíèå êîòîðîé, ïî-âèäèìîìó, âîçìîæíî ëèøü êîíñòðóêòèâíûìè ìåðàìè. Ñðàâíåíèå ÷àñòîòíûõ çà-âèñèìîñòåé êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2 è 3óêàçûâàåò íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ðåçîíàíñíîé îáëàñòèâ ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëà 2. Ñîïîñòàâëåíèå ìîäàëüíîé ñòðóêòóðû ïîëÿçâóêîâîãî äàâëåíèÿ è êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè óêàçûâàåò íà òî, ÷òîìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ íà îòäåëüíûõ ìîäàõ ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìóìàìêîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî ñíèæåíèå óðîâíÿ çâóêîèçëó÷åíèÿ íàîòäåëüíûõ ìîäàõ êîððåëèðóåò ñ ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìàìè êîý��èöèåíòà ïîãëî-ùåíèÿ ýíåðãèè íà òåõ æå ìîäàõ. Ïîñêîëüêó æåñòêîñòíûå ñâîéñòâà êîìïîçèòíîéîáîëî÷êè, à ñëåäîâàòåëüíî è ñïåêòð êâàçèðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò îïðåäåëÿþòñÿ, âîñíîâíîì, ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè àðìèðóþùèõ âîëîêîí, èõ îáúåìíûì ñîäåð-æàíèåì è ñòðóêòóðíûìè ïàðàìåòðàìè, ïðîâîäèìûé ìîäàëüíûé àíàëèç ïîçâîëÿåòäàòü ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî ïîäáîðó âèáðîäåìï�èðóþùåãî ïîëèìåðíîãîñâÿçóþùåãî, ý��åêòèâíî ðàáîòàþùåãî â çàäàííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ðèãîëþê Ý.È., Êóëèêîâ �.Ì. Ìíîãîñëîéíûå àðìèðîâàííûå îáîëî÷êè. - Ìîñêâà:Ìàøèíîñòðîåíèå, 1988. - Ñ.79-90.[2℄ Ñòåïàíåíêî Þ.Ï., Èñàåâà Ê.Â., Àçàðîâ À.Ä. Ìîäåëèðîâàíèå òåðìîìåõàíè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîéñðåäû. Òð. II Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ã.�îñòîâ-íà-Äîíó, 19-20 ñåíòÿáðÿ 1996ã. -�îñòîâ-íà-Äîíó: ÌÏ "Êíèãà 1997. - Ò.1. - Ñ.118-123.[3℄ Êðèñòåíñåí �. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîìïîçèòîâ. - Ìîñêâà: Ìèð, 1982. - 334 ñ.[4℄ Þäèí À.Ñ., ßöåíêî Ì.Í. Âèáðîàêóñòèêà îáîëî÷êè ñ êîëüöåâûìè ðåáðàìè ïåðåìåí-íîé æåñòêîñòè // Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè äå�îðìè-ðóåìûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. - 1995. - Âûï.2. - Ñ.97-105.Safronenko V.G., Trifonov V.V., Shutko V.M. Method of mathemati
al modeling invibroa
ousti
s of polymer 
omposite shells of rotation . A problem of mathemati
al modelingin vibroa
ousti
s of polymer 
omposite shells is 
onsidered. Results of numeri
al 
al
ulationsof vibrations and noise in 
ylindri
al 
omposite shells are provided.



ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ Ñ�ÅÄÑÒÂÈÇÌÅ�ÅÍÈÉ �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ È ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕÂÅËÈ×ÈÍÑåðêèí À. �.�îñòîâñêèé âîåííûé èíñòèòóò ðàêåòíûõ âîéñêÏðîàíàëèçèðîâàíû äîìèíèðóþùèå �àêòîðû, âëèÿþùèå íà òî÷íîñòü èçìåðåíèé ãåî-ìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí â óñëîâèÿõ ïðîèçâîäñòâà, ïðåäëîæåíû ïåðñïåê-òèâíûå íàïðàâëåíèÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèé.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà ïðîèçâîäñòâå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ èçìåðèòåëüíûå ãî-ëîâêè ñ çóá÷àòûìè, ðû÷àæíî-çóá÷àòûìè, ïðóæèííûìè è ïðóæèííî- îïòè÷åñêèìèìåõàíèçìàìè, à òàê æå ðåçèñòèâíûå, èíäóêòèâíûå, åìêîñòíûå è ïíåâìàòè÷åñêèåäàò÷èêè è èçìåðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàòåëè. Óêàçàííûå ñðåäñòâà èçìåðåíèé (ÑÈ)èñïîëüçóþòñÿ â ñòàíêîâûõ è íàêëàäíûõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðàõ, à òàêæå â ðàç-ëè÷íûõ êîíòðîëüíûõ ïðèñïîñîáëåíèÿõ äëÿ èçìåðåíèÿ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ ðàçìå-ðîâ, êîòîðûå â ìàøèíîñòðîèòåëüíûõ ïðîèçâîäñòâàõ ñîñòàâëÿþò äî 95 èçìåðåíèé[1℄. Öåíà äåëåíèÿ èçìåðèòåëüíûõ ãîëîâîê ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 0,1 äî 10 ìêì [2℄,è ïðîáëåìà ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ äàííûìè ïðèáîðàìè ÿâëÿåòñÿ àêòó-àëüíîé è ñâîåâðåìåííîé.Îñíîâíûìè ñîñòàâëÿþùèõ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èíÿâëÿþòñÿ [3℄: - ïîãðåøíîñòè îò òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé; - ïîãðåøíîñòè îò èç-ìåðèòåëüíîãî óñèëèÿ; - ïîãðåøíîñòè îò ñóáúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà; - ïîãðåøíîñòè,âíîñèìûå óñòàíîâî÷íûìè ìåðàìè; - ïîãðåøíîñòè áàçèðîâàíèÿ è äðóãèå.Àíàëèç ìíîãîëåòíåé ïðàêòèêè ïðîâåäåíèÿ âûñîêîòî÷íûõ èçìåðåíèé ãåîìåòðè-÷åñêèõ âåëè÷èí ïîêàçûâàåò, ÷òî äîìèíèðóþùåå âëèÿíèå îêàçûâàþò ïîãðåøíîñòèîò èçìåðèòåëüíîãî óñèëèÿ è òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé, à èìåííî ïîãðåøíîñòè,âûçâàííûå êîëåáàíèÿìè òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû. Ý��åêòèâíûì ñïîñî-áîì óñòðàíåíèÿ äàííûõ ïîãðåøíîñòåé ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå �àêòîðîâ, ïîðîæäà-þùèõ ýòè ïîãðåøíîñòè äî ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, âûðàâíèâàíèå òåì-ïåðàòóð îáúåêòà, ÑÈ è îêðóæàþùåé ñðåäû äî òàêîãî óðîâíÿ, ÷òîáû îñòàþùèéñÿïåðåïàä âûçâàë òåìïåðàòóðíûå äå�îðìàöèè, êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, îäíà-êî ýòî íå âñåãäà äîïóñòèìî, ÷òî àêòóàëèçèðóåò ïðîáëåìó èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿòåìïåðàòóðíûõ ïîãðåøíîñòåé íà òî÷íîñòü.Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ îò òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèéêàê ïðèðàùåíèå ðàçìåðîâ çâåíüåâ èçìåðèòåëüíîé öåïè, ïðèâåäåííîå ê ëèíèè èç-ìåðåíèÿ [4℄, òî äëÿ àíàëèçà óäîáíî èññëåäóåìóþ èçìåðèòåëüíóþ ñèñòåìó ïðåä-ñòàâèòü ñî÷åòàíèåì öèëèíäðè÷åñêîé ñòîéêè è èçìåðèòåëüíîãî ñòåðæíÿ èëè ãèëü-çû èìåþùèõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ äèàìåòðû íà äëèíå àêòèâíîãî ó÷àñòêà(ðèñ. 1). Òàêàÿ èçìåðèòåëüíàÿ ñõåìà ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ èçìåðèòåëüíîé ãî-ëîâêè íà ñòîéêå, íî è äëÿ îïòèìåòðîâ, êîíòàêòíûõ èíòåð�åðîìåòðîâ è äðóãèõ ÑÈ,êîíñòðóêöèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçìåðíóþ öåïü, çàìûêàþùèì çâåíîì



168 Ñåðêèí À.�.êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëèðóåìûé ïàðàìåòð, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïî-ãðåøíîñòè îò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû ïî ïðè÷èíå ðàçëè÷íûõòåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé çâåíüåâ ýòîé öåïè.Ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðíàÿ äå�îðìàöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðèáîðà îïðåäåëÿåòñÿíå òîëüêî äëèíîé, íî è äèàìåòðîì îáúåêòîâ, òî ñîîòíîøåíèå òåìïåðàòóðíûõ äå-�îðìàöèé èçìåðèòåëüíîãî ñòåðæíÿ è ñòîéêè íà äëèíå àêòèâíîãî ó÷àñòêà õàðàê-òåðèçóåò âëèÿíèå òåìïåðàòóðû íà ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ.

�èñ. 1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìûÏðîáëåìà òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïîãðåøíîñòåé îò òåìïåðàòóðíûõ äå-�îðìàöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷íûé àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò âîçìîæåí òîëüêî äëÿîäíîðîäíûõ îáúåêòîâ, ïðîñòåéøåé ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû è ïðè ñòðîãî îïðåäå-ëåííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé ðå-àëüíûõ îáúåêòîâ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê äîïóùåíèÿì, çà-ìåíÿÿ ðåàëüíûé îáúåêò â öåëîì ïëè åãî ÷àñòè ýëåìåíòàìè ïðîñòåéøåé �îðìû,à âìåñòî ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåãî ñëîæíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïðèíèìàòü ïîëåîäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå è èçìåíÿþùååñÿ âî âðåìåíè ïî îïðåäåëåííûì çàêîíî-ìåðíîñòÿì, à èìåííî â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà.Íåîáõîäèìîñòü ïðèáåãàòü ê òàêèì äîïóùåíèÿì ñíèæàåò äîñòîâåðíîñòü ïîëó-÷àåìûõ ðåøåíèé è ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò êðóã îáúåêòîâ, ê êîòîðûì ìîæåò áûòüïðèìåíåí ýòîò ìåòîä. Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñ÷å-òà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàáëè÷íûõ êîý��èöèåíòîâ, êîòîðûå âîìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì óñëîâèÿì, à ÷àñòî íå ìîãóò áûòü íàé-äåíû, òàê êàê âîâñå îòñóòñòâóþò â ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðå.Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-íû ëèøü äëÿ îöåíêè ïîðÿäêà âåëè÷èíû òåìïåðàòóðíîé ïîãðåøíîñòè, íî íå äëÿââåäåíèÿ ïîïðàâêè â ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ.Ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíûõ�îðìóë, ïîó÷åííûõ â [3, 4℄ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû çàâè-



Îáåñïå÷åíèå òî÷íîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñðåäñòâ èçìåðåíèé ... 169ñèìîñòè, õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèå âåëè÷èíû òåìïåðàòóðíîé ïîãðåøíîñòè âîâðåìåíè äëÿ ðàçíûõ ñîîòíîøåíèé äèàìåòðîâ ñòåðæíåé (â ìåòðàõ), âû÷èñëåííûåíà äëèíå àêòèâíîãî ó÷àñòêà ðàâíîé 0,08 ì, à íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòûèññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ äëèíû àêòèâíîãî ó÷àñòêà ñòåðæíåé íà âåëè÷èíó òåìïåðà-òóðíîé ïîãðåøíîñòè ïðè çàäàííûõ ðàäèóñàõ ñòåðæíåé ñòîéêè è èçìåðèòåëüíîéãîëîâêè â çàäàííîì ðåæèìå òåðìîñòàòèðîâàíèÿ.

�èñ. 2. Âåëè÷èíà òåìïåðàòóðíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ ðàçíûõ ñîîòíîøåíèé äèàìåòðîâñòåðæíåé

�èñ. 3. Âåëè÷èíà òåìïåðàòóðíîé ïîãðåøíîñòè ïðè ðàçíûõ äëèíàõ àêòèâíîãîó÷àñòêà ñòåðæíåéÈç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò: 1. Âðåìÿ, çà êîòîðîå ïîãðåøíîñòüäîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû, çàâèñèò òîëüêî îò ñîîòíîøåíèÿ äèàìåòðîâèçìåðèòåëüíûõ ñòåðæíåé è íå çàâèñèò îò ïåðåïàäà òåìïåðàòóð è äëèíû àêòèâ-íîãî ó÷àñòêà ñòåðæíåé. 2. Òåìïåðàòóðíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíåàêòèâíîãî ó÷àñòêà ñòåðæíåé ïîýòîìó ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê åãî ñîêðàùåíèþ. 3.Äàæå ïðè äîñòàòî÷íî ñòðîãîì ðåæèìå òåðìîñòàòèðîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè îò èç-ìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû ìîãóò äîñòèãàòü çíà÷åíèé, êîòîðûìè



170 Ñåðêèí À.�.íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü ïðè âûïîëíåíèè èçìåðåíèé âûñîêîòî÷íûìè ÑÈ ãåîìåòðè÷å-ñêèõ âåëè÷èí. 5. Â îòäåëüíóþ ãðóïïó äîëæíû áûòü âûäåëåíû ñòàöèîíàðíûå ÑÈ,êîòîðûì ïðèñóùà âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû îêðóæà-þùåé ñðåäû è òåïëîâûì èçëó÷åíèÿì ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà, â òîì ÷èñëåè îïåðàòîðà, ðàáîòàþùåãî ñ ïðèáîðîì. Òàêèå ïðèáîðû äîëæíû íàõîäèòüñÿ â òåð-ìîñòàòèðîâàííîì ïîìåùåíèè è ðàñïîëàãàòüñÿ çà ñïåöèàëüíûìè ýêðàíàìè èëè ïîäòåïëîèçîëèðóþùèìè êîëïàêàìè äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî îãðàæäåíèÿ îò âîçìîæíûõòåïëîâûõ èçëó÷åíèé. Ê óêàçàííîé ãðóïïå ïðèáîðîâ îòíîñÿòñÿ ïðóæèííûå ãîëîâêèñ öåíîé äåëåíèÿ 1 ìêì è ìåíåå, êîíòàêòíûå èíòåð�åðîìåòðû, îïòèìåòðû è óëü-òðàîïòèìåòðû, èíäóêòèâíûå è åìêîñòíûå ïðèáîðû ñ îòñ÷åòíûì ñòðåëî÷íûì èëèöè�ðîâûì óñòðîéñòâîì.Ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè îòèçìåðèòåëüíîãî óñèëèÿ íå äàþò óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà [4℄, ïîñêîëüêóñëîæíî ó÷åñòü ïðè ðàñ÷åòàõ âñåâîçìîæíûå ëþ�òû, èìåþùèåñÿ â óçëàõ è êðåïåæ-íûõ ñîåäèíåíèÿõ è èõ ðàçâèòèå â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè.Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåðåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí ñòàöèîíàðíûìè ïðè-áîðàìè, ïîãðåøíîñòè îò äåéñòâèÿ ñîâîêóïíîñòè ðàññìîòðåííûõ �àêòîðîâ ìîãóòäîñòèãàòü âåëè÷èí, ñîèçìåðèìûõ ñ ïðåäåëîì äîïóñêàåìîé îñíîâíîé ïîãðåøíîñòèïðèìåíÿåìûõ ÑÈ. Ñóùåñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò âûïîëíèòüðàñ÷åò ïîãðåøíîñòè ñ òî÷íîñòüþ, íåîáõîäèìîé äëÿ ââåäåíèÿ ïîïðàâêè â ðåçóëüòàòèçìåðåíèÿ, èõ ïðèìåíåíèå äîïóñòèìî ëèøü äëÿ îöåíêè ïîðÿäêà âåëè÷èíû ïîãðåø-íîñòè.Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà, âûïîëíåííûõ äëÿ êîíêðåòíûõ òèïîâ ÑÈ ïðèðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ òåðìîñòàòèðîâàíèÿ è äëèíàõ àêòèâíîãî ó÷àñòêà ñòåðæíåé,ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ý��åêòèâíîãî èñêëþ÷åíèÿ óêàçàííûõ ïîãðåøíîñòåé èç ðåçóëüòà-òà èçìåðåíèÿ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü èõ íåïðåðûâíûé êîíòðîëü ñ öåëüþ ââåäåíèÿïîïðàâêè â ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìû ñïåöèàëèçèðîâàííûå áåñêîíòàêòíûå ÑÈ,îáåñïå÷èâàþùèå âûñîêîòî÷íûé êîíòðîëü ïåðåìåùåíèé â äèíàìè÷åñêîì ðåæèìå,øèðîêèå âîçìîæíîñòè âñòðàèâàíèÿ â óçëû è áëîêè ïðèìåíÿåìûõ èçìåðèòåëüíûõñèñòåì ÑÈ, à òàê æå ïîëó÷åíèå è îáðàáîòêó èçìåðèòåëüíîé èí�îðìàöèè â àâòî-ìàòè÷åñêîì ðåæèìå.Øèðîêèå ïåðñïåêòèâû äëÿ ñîçäàíèÿ òàêèõ ñðåäñòâ îòêðûâàåò èñïîëüçîâàíèåëàçåðíûõ èíòåð�åðîìåòðîâ [5℄. Îäíàêî ñàìî ïî ñåáå ïðèìåíåíèå èíòåð�åðîìåò-ðîâ íå èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèõ òðåáîâàíèé [6℄,ñîáëþäåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïðè âûïîëíåíèè ïðåöèçèîííûõ èçìåðåíèé. Ïî-ýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ëàçåðíûõ èíòåð�åðîìåòðîâ ïåðå-ìåùåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìóþ òî÷íîñòü â îñîáûõ óñëîâèÿõ ïðèìåíåíèÿ,õàðàêòåðèçóþùèõ ÿâëåíèÿ è ïðîöåññû íåïîñðåäñòâåííî â ìåñòàõ ðàçðàáîòêè, èç-ãîòîâëåíèÿ, èñïûòàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ïðîäóêöèè.Ïðîåêò ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ãðàíòàìè �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé � 07-01-00012 è Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.



Îáåñïå÷åíèå òî÷íîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñðåäñòâ èçìåðåíèé ... 171Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êîëÿäà Þ.Á., Êîðîëåâ Þ.Ñ., Êðóøíÿê Í.Ò. è äð.Öè�ðîâûå èçìåðèòåëüíûå ãîëîâêè// Èçìåðèòåëüíàÿ òåõíèêà. 2007. � 1. Ñ. 20�23.[2℄ �ÎÑÒ 28798-90. �îëîâêè èçìåðèòåëüíûå. Îáùèå òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ.[3℄ Ìàðêîâ Í.Í. Ïîãðåøíîñòü è âûáîð ñðåäñòâ ïðè ëèíåéíûõ èçìåðåíèÿõ. Ì.: Ìàøè-íîñòðîåíèå, 1967. 426 ñ.[4℄ Ìàðêîâ Í.Í., Ñàöåðäîòîâ Ï.À. Ïîãðåøíîñòè îò òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé ïðèëèíåéíûõ èçìåðåíèÿõ. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1976. 460 ñ.[5℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�.Îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ èíòåð�åðåíöèîííûõèçìåðèòåëåé ìàëûõ ïåðåìåùåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñî-ñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2007. � 4. Ñ. 31�39.[6℄ �ÎÑÒ 8.050-73. Íîðìàëüíûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ èçìåðåíèé.Serkin A.G. Providing the a
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∗∗∗ Áåëîðóññêèé íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ìèíñê
∗∗∗∗ Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, ã. �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëàãàåòñÿ ìåòîäû ðåêîíñòðóêöèè äâóõ òèïîâ äå�åêòîâ â ñëîèñòûõ êîìïîçèòàõ:ðàññëîåíèé (èíòåð�åéñíûå òðåùèíû) è ðàçðûâîâ ñëîåâ (ïîïåðå÷íûå òðåùèíû). Îáðàò-íûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ðåêîíñòðóêöèè òðåùèí ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ñèñòåì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (�ÈÓ), ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ïðèí-öèïà âçàèìíîñòè ðàáîò ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ. �åøå-íèå �ÈÓ ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ñî÷åòàíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), ìåòîäàãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (Ì�Ý) è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà. Äîïîëíèòåëüíîéèí�îðìàöèåé äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñëóæèò ïîëå ñìåùåíèé, èçìåðåííîå íà ÷àñòèâíåøíåé ãðàíèöû òåëà, ñâîáîäíîé îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. �àññìîòðåíû ÷èñëåí-íûå ïðèìåðû èäåíòè�èêàöèè ðàññëîåíèé è ðàçðûâîâ â ðàìêàõ ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèèóïðóãîñòè.1. ÂâåäåíèåÇàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåñóùèõ ýëåìåíòîâ êîí-ñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé, íîâûå ðåøåíèÿ êîòîðîé ïîçâîëÿò ñî-çäàòü âûñîêî-òåõíîëîãè÷åñêîå îáîðóäîâàíèå íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ. Â âåð-òîëåòîñòðîåíèè òàêèìè íåñóùèìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, êîìïîçèòíûåëîíæåðîíû ëîïàñòåé íåñóùåãî âèíòà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ìîäåëèðîâàíû íà îñ-íîâå ñëîèñòîãî ïîëèìåðêîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà. Òåõíîëîãè÷åñêèìè è ýêñïëóàòà-öèîííûìè äå�åêòàìè òàêèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ ðàññëîåíèÿ è ðàçðûâû ñëîåâ.Ìîäåëèðóÿ ýòè äå�åêòû òðåùèíàìè ñ íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè áåðåãàìè çàäà÷è èõèäåíòè�èêèöèè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îáðàòíûì ãåîìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèèóïðóãîñòè äëÿ òåë ñîâåðøàþùèõ, íàïðèìåð, ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ïðè ðå-øåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè âàæíîå çíà÷åíèå èìååò äîïîëíèòåëüíàÿèí�îðìàöèÿ, èçìåðåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî íà ïðàêòèêå. Îäíèìè ðåàëüíûõ âèäîâ èçìåðåíèé ÿâëÿåòñÿ èçìåðåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ ñìåùåíèé èëèóñêîðåíèé íà ñâîáîäíîì ó÷àñòêå ãðàíèöû. Èìåííî â òàêîé ïîñòàíîâêå, íà îñíîâåïîäõîäà ðàçðàáîòàííîãî â [1℄, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåêîíñòðóê-öèè äå�åêòîâ â ñëîèñòûõ êîìïîçèòàõ.2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è.Â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 (x = (x1, x2, x3)) ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íîå ñîñòàâíîå óïðóãîå òåëî, çàíèìàþùåå îáëàñòü V =

⋃K
k=1 Vk(ðèñ. 1 ñëåâà) è îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ S. Ïîäîáëàñòè Vk ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé ñëîè, Sint - âíóòðåííèå èíòåð�åéñíûå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé. Íà
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�èñ. 1. Îáðàçåö ñ äå�åêòàìè (ñïðàâà) è áåç äå�åêòîâ (ñëåâà).ïîâåðõíîñòè S çàäàíî ðàçáèåíèå S = Su ∪ St ∪ Sfr (÷àñòè êîòîðîãî, íå ïåðåñåêà-þòñÿ), ÷àñòü Su - çàêðåïëåíà, íà St çàäàí âåêòîð íàïðÿæåíèé, Sfr - ñâîáîäíà îòíàïðÿæåíèé. Íà ïîâåðõíîñòè Sfr âûäåëÿåòñÿ, ÷àñòü S0 - ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèéè äîñòóïíà äëÿ èçìåðåíèÿ âåêòîðà ñìåùåíèé (S0 ⊂ Sfr). Èìååòñÿ ñèñòåìà íåïå-ðåñåêàþùèõñÿ òðåùèí Γ =

⋃M
q=1 Γq, (Γq = Γ

(+)
q ∪ Γ

(−)
q ), êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íàâíóòðåííèõ ïîâåðõíîñòÿõ Sint (ðàññëîåíèÿ) ðèñ. 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé êðî-ìå îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÍÄÑ, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ãåîìåòðèþ ñèñòåìûòðåùèí Γ, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ëèíåé-íîé òåîðèè óïðóãîñòè â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé [2℄

σ
(k)
ij,j = −ρω2u

(k)
i , k = 1, 2, ..., K x ∈ Vk (1)
σ

(k)
ij = c

(k)
ijmlu

(k)
m,l (2)ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðÿìîé çàäà÷è

u
(k)
i |Su

= 0, t
(k)
i |St

= σ
(k)
ij nj |St

= pi, t
(k)
i |Sfr

= 0 (3)óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íà Sint\Γ

u
(k)
i |Sint\Γ = u

(k+1)
i |Sint\Γ, t

(k)
i |Sint\Γ = t

(k+1)
i |Sint\Γ (4)óñëîâèé íà áåðåãàõ òðåùèí

t
(k)
i |Γ±

q
= 0, q = 1, 2, ...,M (5)è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèõ èçìåðåíèþ âåêòîðà ñìåùåíèé íà S0

u
(k)
i |S0 = u0

i (6)ãäå σ(k)
ij , c(k)

ijml - êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ, u(k)
i êîì-ïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé, ρ(k), ω - ïëîòíîñòü è êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, nj -êîìïîíåíòû åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ âíåøíåé íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïîâåðõíî-ñòÿì.Çàìå÷àíèå 1. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî çàäàåòñÿ íå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ïåðåìå-ùåíèé âñþäó íà S0, à çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé â íåêîòîðîì íàáîðå òî÷åê, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ìåñòàì óñòàíîâêè äàò÷èêîâ, ïðè÷åì àíàëîã (6) èìååò âèä:

u
(k)
i (xm) = u0

im, xm ∈ S0, m = 1, 2, ...M (7)



174 Ñîëîâüåâ À.Í., Ñïîæàêèí À.Ñ., Íàïðàñíèêîâ Â.Â., Øåâöîâ Ñ.Í.3. Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è.Çàäà÷à I �àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó - I äëÿ òåëà V 1 áåç äå�åêòîâ, òîãäà íàâíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè Sint ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü íåïðåðûâ-íîñòè âåêòîðîâ ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò èç äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1),(2) îòíî-ñèòåëüíî u(k)∗
i , x ∈ Vk è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

u
(k)∗
i |Su

= 0, t
(k)∗
i |St

= σ
(k)∗
ij nj |St

= 0 (8)
t
(k)∗
i |S0 = σ

(k)∗
ij nj |S0 = Q∗

i (x, ξ), x, ξ ∈ S0 (9)è óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íà Sint

u
(k)∗
i |Sint

= u
(k+1)∗
i |Sint

, t
(k)∗
i |Sint

= t
(k+1)∗
i |Sint

(10)Çàäà÷à II Äàëåå ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó - II äëÿ òåëà V 2 =
⋃K1

k=1 Vk, K1 < Kïðè äåéñòâèè òåõ æå íàãðóçîê íà S0, ïðè÷åì ïîâåðõíîñòü SK1
int äëÿ ïîñëåäíåãîñëîÿ ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé (ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà âíóòðè òåëà V 2äå�åêòîâ íåò).

�èñ. 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (K1 = 1 - ñëåâà, K1 = 2 -ñïðàâà).Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (1),(2) îòíîñèòåëü-íî ũi, x ∈ V 2, ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà
ũi|Su

= 0, t̃i|St
= σ̃ijnj|St

= 0, (11)
t̃i|S0 = σ̃ijnj |S0 = Q̃i(x, ξ), x, ξ ∈ S0 (12)à òàêæå óñëîâèÿìè îòñóòñòâèÿ íàãðóçîê íà SK1

int

t̃i|SK1
int

= 0 (13)Çàäà÷à III Äàëåå ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó - II äëÿ òåëà V 3 =
⋃K1−1

k=1 Vk∪ V̂K1 ,

K1 < K ïðè äåéñòâèè òåõ æå íàãðóçîê íà S0, ïðè÷åì íà ïîâåðõíîñòè SK1
int (ðèñ. 3ñëåâà), êîòîðàÿ öåëèêîì ëåæèò â K1-îì ñëîå, ìîãóò áûòü çàäàíû òðè òèïà óñëî-âèÿ: 1 � ïîâåðõíîñòü çàêðåïëåíà, 2 � ïîâåðõíîñòü ãëàäêîãî êîíòàêòà (çàêðåïëåíà
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�èñ. 3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à (K1 = 3 - ñïðàâà).ïî íîðìàëè è ðàâíû íóëþ êàñàòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ) èëè 3 � çàêðåïëåíà â êàñà-òåëüíîé ïëîñêîñòè è ðàâíû íóëþ íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ (ðàññìîòðèì âíà÷àëåñëó÷àé, êîãäà âíóòðè òåëà V 3 äå�åêòîâ íåò).Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (1),(2) îòíîñèòåëü-íî ûi, x ∈ V 3, ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà

ûi|Su
= 0, t̂i|St

= σ̂ijnj|St
= 0, (14)

t̂i|S0 = σ̂ijnj |S0 = Q̂i(x, ξ), x, ξ ∈ S0 (15)à òàêæå îäíèì èç òðåõ òèïîâ óñëîâèé íà SK1
int , íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ

ûi|SK1
int

= 0 (16)Çàìå÷àíèå 2. Çàâèñèìîñòü �óíêöèé Q∗
i (x, ξ), Q̃i(x, ξ) è Q̂i(x, ξ) îò ξ îçíà÷àåò,÷òî ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî íåêîòîðîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, íàïðèìåð

Q∗
i (x, ξ) = P ∗

i δ(x− ξ), Q̃i(x, ξ) = P̃iδ(x− ξ), Q̂i(x, ξ) = P̂iδ(x− ξ) (17)Çàìå÷àíèå 3. Ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ �ÈÓ ñ ïîìîùüþ çàäà÷ II è III íå èçìå-íèòñÿ, åñëè òåëà V 2 è V 3 áóäóò ñîäåðæàòü èçâåñòíûå äå�åêòû (âîçìîæíî, íàéäåí-íûå íà ïðåäûäóùåì øàãå).4. Âûâîä �ÈÓ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è I.�àññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ ðàññëîåíèé è îòñóòñòâèÿ ðàçðûâîâ, ïðåäïîëîæèì,÷òî íàéäåíî ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è I è îáîçíà÷èì
u(k)∗|St

= φ∗(x, ξ), x ∈ St, ξ ∈ S0,Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð
G(u0, p, φ∗, Q∗) =

∫

S0

u0
i (x)Q

∗
i (x, ξ)dSx−

∫

St

φ∗
i (x, ξ)pi(x)dSx = G1(ξ) (18)Ïðèìåíèì ê òåëàì V è V 1 òåîðåìó âçàèìíîñòè ðàáîò [2℄ è ñ ó÷åòîì óñëîâèéíåïðåðûâíîñòè (4) íà Sint\Γ è (10) íà Sint, ïîëó÷èì, ÷òî
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∫

Γ

t
(k)∗
i (x, ξ)χi(x)dSx = G1(ξ) (19)ãäå χi(x) - ñêà÷êè êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà òðåùèíàõ, ïðè ýòîì íà

Sint\Γ ýòîò ñêà÷êè ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èì
Xi(x) =

{
χi ïðè x ∈ Γ
0 ïðè x ∈ S\ΓÒîãäà ñîîòíîøåíèå (19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé(ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî èçâåñòíîé ïîâåðõíîñòè Sint) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé Xi(x),

x ∈ Sint

∫

Sint

t
(k)∗
i (x, ξ)Xi(x)dSx =G1(ξ), ξ ∈ S0 (20)Óðàâíåíèå (20) ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå ÷àñòîò è �èêòèâíûõ íàãðóçîê ìîæåòñëóæèò äëÿ ðåêîíñòðóêöèè òðåùèí, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîñèòåëÿìè äëÿ �óíêöèé

Xi(x).5. Âûâîä �ÈÓ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è II.Òàê æå êàê è â çàäà÷å I ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ ðàññëîåíèé è îòñóòñòâèÿðàçðûâîâ, ïóñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à II ðåøåíà, îáîçíà÷èì
ũ(k)|St

= φ̃(x, ξ), x ∈ St, ξ ∈ S0Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð
F (u0, p, φ̃, Q̃) =

∫

S0

u0
i (x)Q̃i(x, ξ)dSx−

∫

St

φ̃i(x, ξ)pi(x)dSx = F1(ξ) (21)�àññìîòðèì òåëî, çàíèìàþùåå ïîäîáëàñòü V 2, è ïðèìåíèì ê íåìó òåîðåìó âçà-èìíîñòè ðàáîò [2℄. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî
∫

S
K1
int\Γ

ũ
(k)
i (x, ξ)t

(K1)
i (x)dSx = F1(ξ) (22)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîìíîæèòåëè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (19) îïðåäåëåíûâñþäó íà SK1

int è â ñèëó (5)
t
(K1)
i |Γ = 0 (23)òî ñîîòíîøåíèå (19) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî, êàê ñèñòåìà �ÈÓ ïî èçâåñòíîéãðàíèöå S

∫

S
K1
int

ũ
(k)
i (x, ξ)t

(K1)
i (x)dSx =F1(ξ) ξ ∈ S0 (24)



�åêîíñòðóêöèÿ ïîâðåæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ 177Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû �ÈÓ (24) â îòëè÷èå îò ñèñòåìû(20) îñíîâîé èäåíòè�èêàöèè òðåùèí ñëóæàò äâà ñâîéñòâà ðåøåíèÿ: ñîîòíîøåíèÿ(23) è ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà íàïðÿæåíèé íà êðàÿõ òðåùèí.6. Âûâîä �ÈÓ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è III.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ðàññëîåíèé è íàëè÷èå ðàçðûâîâ, ïóñòüâñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à III ðåøåíà, îáîçíà÷èì
û(k)|St

= φ̂(x, ξ), x ∈ St, ξ ∈ S0Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð
T (u0, p, φ̂, Q̂) =

∫

S0

u0
i (x)Q̂i(x, ξ)dSx−

∫

St

φ̂i(x, ξ)pi(x)dSx = T1(ξ) (25)�àññìîòðèì òåëî, çàíèìàþùåå ïîäîáëàñòü V 3, è ïðèìåíèì ê íåìó òåîðåìó âçà-èìíîñòè ðàáîò [2℄. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî
∫

S
K1
int

t̂
(k)
i (x, ξ)ui(x)dSx+

∫

S+

t̂
(k)
i (x, ξ)χi(x)dSx =T1(ξ) (26)ãäå χi(x) - ñêà÷êè êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà ïîïåðå÷íûõ òðåùèíàõ (ðàç-ðûâàõ ñëîåâ).Îäíàêî ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ �ÈÓ (26) íåâîçìîæíî â ñèëó íåèçâåñòíîéãðàíèöû S+, ïîýòîìó ïðîâåäåì ïîâåðõíîñòü SK1

int â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè êèíòåð�åéñíîé ãðàíèöå ðàçäåëÿþùåé ñëîè K1 − 1 è K1, òîãäà â ñèëó ìàëîñòè S+âòîðûì ñëàãàåìûì â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (26) íà ïåðâîì ýòàïå ìîæíî áóäåòïðåíåáðå÷ü, è ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå
∫

S
K1
int

t̂i(x, ξ)u
(1)
i (x)dSx =T1(ξ) (27)Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðàçðûâîâ è óäà÷íî âûáðàííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé�óíêöèè u

(1)
i - ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè, òî÷êè ðàçðûâîâ ñîâïàäàþò ñïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòåé, ïîýòîìó íà âòîðîì ýòàïå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì èñ-ïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ (26), ñ âîçìîæíûìè âàðèàöèÿìè ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû S+îòíîñèòåëüíî åå ïîëîæåíèÿ íàéäåííîãî íà ïåðâîì ýòàïå.7. ×èñëåííûå ïðèìåðû ðåêîíñòðóêöèè òðåùèí.Â ïåðâîì ïðèìåðå èäåíòè�èöèðóåòñÿ èíòåð�åéñíàÿ òðåùèíà â ñâîáîäíîé áè-ìîð�íîé (Fe, Cu) ïëàñòèíå (0.3x0.04 ì). Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå òðè ñîá-ñòâåííûõ �îðìû êîëåáàíèé, ïðè÷åì íà ðèñ. 4 (ñëåâà) èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèåâåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ íà ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå (1.82 ê�ö), íà ðèñ. 4 (âöåíòðå) � ãîðèçîíòàëüíîãî ñìåùåíèÿ íà âòîðîé ÷àñòîòå (2.57 ê�ö) è íà íà ðèñ. 4(ñïðàâà) � âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå íà òðåòüåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå (5.97 ê�ö). Èçýòîãî ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòîòà â îêðåñòíîñòè ïåðâîé èçãèáíîé �îðìû íå ïîä-õîäèò äëÿ ý��åêòèâíîé ðåêîíñòðóêöèè, ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîé ñîáñòâåííîé÷àñòîòû ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå áåðåãîâ òðåùèíû, à íàòðåòüå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ðàñêðûòèå òðåùèíû ïðîèñõîäèò ïî âåðòèêàëè.
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�èñ. 4. Ôîðìû êîëåáàíèé îáðàçöà ñ ïðîäîëüíîé òðåùèíîéÄëÿ ðåêîíñòðóêöèè òðåùèíû èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå (20) ïðè åãî äèñêðåòè-çàöèè íåèçâåñòíûõ �óíêöèé - ñêà÷êîâ ïåðåìåùåíèé áåðåãîâ òðåùèíû ñ ïîìîùüþ10 êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ýëåìåíòîâ. Òàê íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû íàéäåííûå ñêà÷-êè ãîðèçîíòàëüíîãî ñìåùåíèÿ (ñëåâà) â îêðåñòíîñòè âòîðîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû(16000 ðàä/
) è âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ (ñïðàâà) â îêðåñòíîñòè òðåòüåé ñîáñòâåí-íîé ÷àñòîòû.

�èñ. 5.Âòîðîé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ïðèìåíåíèå �ÈÓ III â çàäà÷å äëÿ òðåõñëîéíîãîêîìïîçèòà ïðè íàëè÷èè äâóõ ðàçðûâîâ â ñðåäíåì ñëîå. Òàê íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâ-ëåíû ðàñïðåäåëåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ñìåùåíèé íà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ 7.11 ê�ö(ðèñ. 6 ñëåâà) è 20.59 ê�ö (ðèñ. 6 ñïðàâà), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ èíòåíñèâíûìðàñêðûòèåì òðåùèí.
�èñ. 6.Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ãîðèçîíòàëüíîãî ñìåùåíèÿ (ñïëîøíûå êðè-âûå) íà ñðåäíåé ëèíèè âíóòðåííåãî ñëîÿ ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ âáëèçèðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû 20.59 ê�ö. �àçðûâíûé õàðàêòåð ãîðèçîíòàëüíîãî ñìåùåíèÿñâÿçàí ñ íàëè÷èåì òðåùèí.Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27) ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëü-çîâàíèåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé àïïðîêñèìàöèè, êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëååïðåäïî÷òèòåëüíà (â ñèëó ðàçðûâíîñòè) ðåøåíèÿ áûëî âîññòàíîâëåíî ãîðèçîíòàëü-íîå ñìåùåíèå ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 7 (ñëåâà) � êðèâàÿ ñî ñâåòëûìè êðóæî÷êàìè.
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�èñ. 7.Èñêîìîå ðåøåíèå ñïëîøíàÿ êðèâàÿ. Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî ðèñóíêà, íåñìîòðÿ íàïðèáëèæåííûé õàðàêòåð óðàâíåíèÿ (27), ïîëîæåíèÿ òðåùèí èäåíòè�èöèðîâàíûñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòà íà îñíîâåðåøåíèÿ �ÈÓ. (26) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 7 ñïðàâà.Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿêîîðäèíàò êîíöîâ òðåùèí â çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ó÷àñòêà"èçìåðåíèÿ".�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ � 07-08-12193,07-08-13589.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ñîëîâüåâ À.Í. Íåêîòîðûå ïîëóÿâíûå àëãîðèòìû ðåêîíñòðóêöèèèíòåð�åéñíûõ òðåùèí. // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí. Åñòåññòâ. íàóêè. 2003, � 3.Ñ. 20-24.[2℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð. 1975. 872 ñ.Soloviev A.N, Spogakin A.S., Naprasnikov V.V., Shevtsov S.N. Damagere
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�ÅÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈß ÏÎËÎÑÒÈ È ÂÊËÞ×ÅÍÈß Ï�È ÀÍÀËÈÇÅÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÈÇ�ÈÁÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÏËÀÑÒÈÍÑîëóÿíîâ Í. Î.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, sol.nik�mail.ruÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíû îáðàòíûå çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõóïðóãîé ïëàñòèíû ñ äå�åêòîì â âèäå ïîëîñòè èëè âêëþ÷åíèÿ. Â ëèíåàðèçîâàííîé ïî-ñòàíîâêå íà îñíîâå ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ ðåøåíèå ñîîò-âåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíî ê ðåøåíèþ �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ äå�åêòà. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû è èõàíàëèç.Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è.�àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω óïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîéïëàñòèíû ñ ðàçìåðàìè a×b è òîëùèíîé h, â êîòîðîé èìååòñÿ äå�åêò â âèäå ïîëîñòèèëè âêëþ÷åíèÿ ìàëîãî õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëàñòèíà îïåðòàïî êðàÿì x = 0, x = a, y = 0, à ê êðàþ y = b ïðèëîæåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ âî âðåìåíèíàãðóçêà ñ àìïëèòóäîé p(x).�àññìîòðèì îòäåëüíî äâà òèïà äå�åêòîâ: 1) ïîëîñòü, 2) âêëþ÷åíèå. Íàëè-÷èå ïîëîñòè áóäåì ìîäåëèðîâàòü çàâèñèìîñòüþ òîëùèíû ïëàñòèíû îò êîîðäèíàò
h = h(x, y), à íàëè÷èå âêëþ÷åíèÿ - çàâèñèìîñòüþ ìîäóëÿ Þíãà îò êîîðäèíàò
E = E(x, y)). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû D(x, y) ÿâëÿ-åòñÿ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííîé�óíêöèè ñìåùåíèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ y = b â íåêîòîðîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷à-ñòîòû

w(x, b, ω) = f (x, ω) , ω ∈ [ω1, ω2] (1)îïðåäåëèòü �óíêöèþ h(x, y) èëè E(x, y).Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâèìà â �îðìå [1℄




∆ (D∆w) − (1 − ν)
[

∂2D
∂x2

∂2w
∂y2 − 2 ∂2D

∂x∂y
∂2w
∂x∂y

+ ∂2D
∂y2

∂2w
∂x2

]
− ρω2hw = 0,

w(0, y) = 0,
[
D
(

∂2w
∂x2 + ν ∂2w

∂y2

)]
(0, y) = 0;

w(a, y) = 0,
[
D
(

∂2w
∂x2 + ν ∂2w

∂y2

)]
(a, y) = 0;

w(x, 0) = 0,
[
D
(

∂2w
∂y2 + ν ∂2w

∂x2

)]
(x, 0) = 0;[

D
(

∂2w
∂y2 + ν ∂2w

∂x2

)]
(x, b) = 0,[

− ∂
∂y

(D∆w) + (1 − ν)
{

∂D
∂y

∂2w
∂x2 − 2∂D

∂x
∂2w
∂x∂y

−D ∂2w
∂x2∂y

}]
(x, b) = p(x),

(2)
ãäå ρ - ïëîòíîñòü. Â ñëó÷àå ïîëîñòè ïîëîæèì D(x, y) = D0 (1 − η3

h(x, y)), â ñëó-÷àå âêëþ÷åíèÿ - D(x, y) = D0 (1 − ηE(x, y)), ãäå D0 - öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòüîäíîðîäíîé ïëàñòèíû, ηh(x, y), ηE(x, y) - íåêîòîðûå �èíèòíûå �óíêöèè.



�åêîíñòðóêöèÿ äå�åêòà ïðè àíàëèçå èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû 181Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè âèäà (1), îñóùåñòâëÿÿ ëèíåàðèçàöèþ, ñâåäåìïðîáëåìó ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà [2℄, ñïðàâåäëè-âûì â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ω ∈ [ω1, ω2] ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëîñòè è âêëþ÷åíèÿ
λ4

a∫

0

b∫

0

ηh(x, y) · w2
0(x, y, ω)dxdy = g(ω), (3)

a∫

0

a∫

0

ηE(x, y) ·
[
(∆w0)

2 − 2 (1 − ν)

(
∂2w0

∂x2

∂2w0

∂y2
−
(
∂2w0

∂x∂y

)2
)]

dxdy = g(ω), (4)ãäå λ4 = ρω2h
D0
, g(ω) =

a∫
0

p(x) · [f(x, ω) − w0(x, b, ω)] dx, w(
0x, y, ω) - ðåøåíèå ïðÿ-ìîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ðåøåíèé èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3), (4) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé è òðåáóåò ïðîöåäóðûðåãóëÿðèçàöèè [3℄. Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ñóùåñòâåííîé èí�îðìàöèåé î äå�åêòåÿâëÿåòñÿ åãî ìåñòîïîëîæåíèå è õàðàêòåðíûé ðàçìåð, à íå êîíêðåòíûé âèä åãî ïî-âåðõíîñòè [4℄. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóçèòü êëàññ îòûñêèâàåìûõ �óíêöèé äî íåêîòîðîãîêîìïàêòà è ïðèìåíèòü ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ [3℄. Â íà-ñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âîññòàíàâëèâàòü äå�åêò â êëàññå ïðÿìûõ ïðèçì. Ââûäåëåííîì êëàññå �óíêöèè ηh(x, y) è ηE(x, y) ïðèíèìàþò âèä

ηh(x, y) = h̄ ·H
(
r2
x − (x− cx)

2) ·H
(
r2
y − (y − cy)

2) , (5)
ηE(x, y) = Ē ·H

(
r2
x − (x− cx)

2) ·H
(
r2
y − (y − cy)

2) , (6)ãäå cx, cy - êîîðäèíàòû öåíòðà äå�åêòà, rx, ry - ðàçìåðû äå�åêòà â íàïðàâëåíèÿõêîîðäèíàòíûõ îñåé, h̄ - îòíîøåíèå âûñîòû äå�åêòà ê âûñîòå îäíîðîäíîé ïëàñòèíû
h0, Ē - îòíîøåíèå ìîäóëÿ Þíãà äå�åêòà ê ìîäóëþ Þíãà îäíîðîäíîé ïëàñòèíû
E0, H - �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.Âûáèðàÿ íàãðóçêó â âèäå p(x) = p1 sin

(
πx
a

), ïîñòðîèì ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷èäëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû â ñëåäóþùåé �îðìå [1℄
w0(x, y, ω) = sin

(πx
a

)
· [A1sh (s11y) + C1sh (s21y)] , (7)ãäå

s11 =

√(π
a

)2

− k2, s21 =

√(π
a

)2

+ k2,ïðè÷åì êîý��èöèåíòû A1, C1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû




A1sh (s11b)

(
s2
11 − ν π2

a2

)
+ C1sh (s21b)

(
s2
21 − ν π2

a2

)
= 0,

A1s11

(
s2
11 − (2 − ν)π2

a2

)
ch (s11b) + C1s21

(
s2
21 − (2 − ν)π2

a2

)
ch (s21b) = −p1.



182 Ñîëóÿíîâ Í.Î.Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (5), (6) è (7) â óðàâíåíèÿ (3), (4), è, âûïîëíèâ èíòåãðèðî-âàíèå ïî îáëàñòè äå�åêòà, ïðèäåì ê �óíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíîïÿòè íåèçâåñòíûõ cx, cy, rx, ry è ëèáî h̄ ëèáî Ē ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëîñòè èâêëþ÷åíèÿ
h̄ · λ4R1 (cy, ry)

[
rx −

a

2π
sin

(
2πrx

a

)
cos

(
2πcx
a

)]
= g(ω), ω ∈ [ω1, ω2], (8)

Ē ·
[
R2 (cy, ry) · rx +R3 (cy, ry) ·

a

2π
sin

(
2πrx

a

)
cos

(
2πcx
a

)]
= g(ω), (9)ãäå

R1 = − (A2
1 + C2

1 ) · ry +
A2

1

2s11
sh (2s11ry) ch (2s11cy) +

C2
1

2s21
sh (2s21ry) ch (2s21cy)+

+ 2A1C1

s11+s21
sh ((s11 + s21) ry) ch ((s11 + s21) cy)−

− 2A1C1

s11−s21
sh ((s11 − s21) ry) ch ((s11 − s21) cy) ,

R2,3 = (Kc
1 +Kc

2 ∓Ks
1 ∓Ks

2) · ry + 1
2s11

(Kc
1 ±Ks

1) sh (2s11ry) ch (2s11cy) +

+ 1
2s21

(Kc
2 ±Ks

2) sh (2s21ry) ch (2s21cy)+

+ 1
s11+s21

(Kc
12 ±Ks

12) sh ((s11 + s21) ry) ch ((s11 + s21) cy)+

+ 1
s11−s21

(Kc
12 ∓Ks

12) sh ((s11 − s21) ry) ch ((s11 − s21) cy) ,

Ks
1 = A2

1

[(
s2
11 − π2

a2

)2

+ 2 (1 − ν) s2
11

π2

a2

]
,

Ks
12 = 2A1C1

[(
s2
11 − π2

a2

)(
s2
21 − π2

a2

)
+ (1 − ν) (s2

11 + s2
21)

π2

a2

]
,

Ks
2 = C2

1

[(
s2
21 − π2

a2

)2

+ 2 (1 − ν) s2
21

π2

a2

]
,

Kc
1 = −2 (1 − ν)A2

1s
2
11

π2

a2
, Kc

12 = −4 (1 − ν)A1C1s11s21
π2

a2
, Kc

2 = −2 (1 − ν)C2
1s

2
21

π2

a2
,�åøåíèå �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (8), (9) ïðîâîäèëèñü ÷èñëåííî. Ïðîãèáñâîáîäíîãî êðàÿ f (x, ω) âû÷èñëÿëñÿ íà îñíîâå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìåòîäîâ. �å-çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî 1) ìåñòîïîëîæåíèå äå�åêòàîïðåäåëÿåòñÿ ãîðàçäî òî÷íåå îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ äå�åêòà; 2) â ïîãðàíè÷íîéçîíå, ïðèìûêàþùåé ê ãðàíèöàì ïëàñòèíû, äå�åêò âîññòàíàâëèâàåòñÿ ãîðàçäî õó-æå, ÷åì çà åå ïðåäåëàìè. Äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàöèé çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äå�åê-òà îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ åãî ìåñòîïîëîæåíèÿ íå ïðåâûøàåò1%. Â ïîãðàíè÷íîé çîíå ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëå-íèÿ ïàðàìåòðîâ äå�åêòà äîñòèãàåò 5%.Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò îá ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.



�åêîíñòðóêöèÿ äå�åêòà ïðè àíàëèçå èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû 183Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ôèëèïïîâ À. Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.734 ñ.[2℄ Êðàñíîâ Ì. Ë. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1975. 303 ñ.[3℄ Òèõîíîâ À. Í. Àðñåíèí Â. ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà,1986. 274 ñ.[4℄ Âàòóëüÿí À. Î., Ñîëóÿíîâ Í. Î. Îá îïðåäåëåíèè ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ ïî-ëîñòè â óïðóãîì ñòåðæíå. // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2005. � 9. Ñ. 44�56.Soluyanov N. O. Re
onstru
tion of 
avity or in
lusion in elasti
 plate. Inverse problemsof an elasti
 plate 
ontaining a defe
t in the form of a 
avity or in
lusion are 
onsidered.In linear statement, on base of pro
edure of regularization on 
ompa
t sets the solving ofthe 
orresponding integral equations is redu
ed to the solving of the fun
tional equations
on
erning several parametres of defe
t. Numeri
al results and their analysis are presented.



Î ÂÎËÍÎÂÎÌ ÏÎËÅ, �ÅÍÅ�È�ÓÅÌÎÌ ÍÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ�ÅÒÅ�Î�ÅÍÍÎ�Î ÑËÎß Ï�È �ÀÇËÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕÇÀÊ�ÅÏËÅÍÈß ÍÈÆÍÅÉ ��ÀÍÈÑóâîðîâà Ò.Â., Ñòîëÿðîâ Þ.Â.�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ�àññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ãåòåðîãåííîãî ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ íàñûùåííîãîæèäêîñòüþ ñëîÿ, ëåæàùåãî íà íåäå�îðìèðóåìîì îñíîâàíèè. �àññìîòðåíû ñëó÷àè æåñò-êîãî çàêðåïëåíèÿ íèæíåé ãðàíè, êîíòàêòà ñ îñíîâàíèåì áåç òðåíèÿ, Ïîñòðîåíû �îðìóëû,îïèñûâàþùèå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé. Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâîä-íûå ñâîéñòâà ãåòåðîãåííîãî ñëîÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò óñëîâèé íà åãî íèæíåé ãðàíèÈññëåäîâàíèå çàêîíîìåðíîñòåé �îðìèðîâàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé â ïîðèñòûõäâóõêîìïîíåíòíûõ ñðåäàõ, ñîñòîÿùèõ èç óïðóãîãî ñêåëåòà è ñìåñè æèäêîñòè èãàçà, ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ââèäó ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé â ãåî-�èçèêå, ãåîëîãèè, íå�òåäîáû÷è, áèîìåõàíè÷åñêîé èíæåíåðèè, ñòðîèòåëüñòâå, òåî-ðèè ìîíèòîðèíãà. Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä â çíà÷èòåëü-íîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè êðàåâûõ çàäà÷, ìîäåëèðóþùèõèçó÷àåìûé ïðîöåññ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå çàäà÷è î êî-ëåáàíèÿõ ïîðèñòî-óïðóãîãî ãåòåðîãåííîãî ñëîÿ â óñëîâèÿõ ïîëíîé è ÷àñòè÷íîéîáâîäíåííîñòè. Ê âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ ïðèëîæåíà â êîíå÷íîé îáëàñòè îñöèëëèðó-þùàÿ íàãðóçêà. �åòåðîãåííàÿ ïîëîñà êîëåáëåòñÿ íà íåäå�îðìèðóåìîì îñíîâàíèè.Íèæíÿÿ ãðàíü ìîæåò áûòü æåñòêî çàêðåïëåíà (çàäà÷à À), ëåæàòü áåç òðåíèÿ íàîñíîâàíèè (çàäà÷à Â).Ïóñòü ãåòåðîãåííûé ñëîé çàíèìàåò îáëàñòü −∞ < x < ∞, è 0 ≤ y ≤ h.Ê âåðõíåé ãðàíè ñëîÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðèëîæåíà îñöèëëèðóþùàÿ íàãðóçêà
P (x)e−iωt,−a ≤ x ≤ a, y = h, âíå îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòü ñëîÿ ñâîáîäíàîò íàïðÿæåíèé.Ïåðåìåùåíèÿ äâóõ�àçíîé ãåòåðîãåííîé ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Áèî [1℄.

ρ11
∂2u

∂t2
+ ρ12

∂2w

∂t2
+ b

(
∂u

∂t
− ∂w

∂t

)
= Gradσs

ij;

ρ12
∂2u

∂t2
+ ρ22

∂2w

∂t2
+ b

(
∂u

∂t
− ∂w

∂t

)
= Gradσf ; i = 1, 2

(1)ãäå u(x, y, t), w(x, y, t) � âåêòîðû ïåðåìåùåíèé òâåðäîé è æèäêîé �àç ãåòåðîãåííîéñðåäû.Ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì ïîëíûõ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé òâåðäîé è æèäêîé �àçâûðàæàåòñÿ â âèäå:
σs

ij = Aeδij + 2Neij +Qεδij, σ
f = Qe+Rε,

e = divu, ε = divw, eij = (ui,j + uj,i) .
(2)
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σs

ij , σ
f � íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåííî íà óïðóãèé ñêåëåò è íà æèä-êîñòü â ïîðàõ, A, N, Q, R, ρij , b � ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãåòåðîãåííîéñðåäû, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â æåñòêîì ñêåëåòå è â æèä-êîñòè, îò ïëîòíîñòè ñðåä, îò ïîðèñòîñòè, ìåæ�àçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ δij � ñèìâîëÊðîíåêåðà.Êîý��èöèåíòû A,Q,R ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî [1℄, [2℄,÷åðåçïîðèñòîñòü ñðåäû m, ìîäóëü ñäâèãà ïîðèñòîãî ñêåëåòà N , îáúåìíûé ìîäóëü ñæè-ìàåìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû Kb, îáúåìíûé ìîäóëü ñæèìàåìîñòè óïðóãîé ñðåäû, îá-ðàçóþùåé ñêåëåò Ks , îáúåìíûé ìîäóëü ñæèìàåìîñòè æèäêîé �àçû, íàñûùàþùåéñêåëåò Kfg. Â ñëó÷àå ïîëíîãî íàñûùåíèÿ óïðóãîãî ñêåëåòà æèäêîñòüþ Kfg = Kf ,ãäå Kf � îáúåìíûé ìîäóëü ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè. Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîãî íàñû-ùåíèÿ ïîðèñòîé ñðåäû æèäêàÿ �àçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü æèäêîñòè è ãàçà,õàðàêòåðèçóåìàÿ êîý��èöèåíòîì s, s =

Vf

Vfg

. Çäåñü Vf � îáúåì æèäêîñòè, Vfg �îáúåì ñìåñè æèäêîñòè è ãàçà. Ïðè ýòîì îáúåìíûé ìîäóëü ñæèìàåìîñòè æèäêîéñðåäû èçìåíÿåòñÿ, âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèâåäåíû â [4℄, [5℄.Íà âåðõíåé ãðàíèöå ïîëîñû ïðè y = h â êîíå÷íîé îáëàñòè çàäàíà ðàâíîðàñïðå-äåëåííàÿ íàãðóçêà ïî òèïó ¾íåïðîíèöàåìûé ïîðøåíü¿, ïðè ýòîì
σs

22 + σf = −P2(x)e
−iωt, u2 = w2, |x| 6 a,

σ22 = 0, σs
12 = 0, |x| > a.

(3)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íèæíåé ãðàíè â ñëó÷àå çàäà÷è À èìåþò âèä:
u(x, y, t), w2(x, y, t) = 0, y = 0. (4)Â ñëó÷àå çàäà÷è Â ðåøàëàñü ñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) íàîáåèõ ãðàíÿõ â óñëîâèÿõ íåïðîíèöàåìîñòè ãðàíèö. Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷èóñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòü [3℄.Ïðèìåíèì ê îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì â (1), (2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èîòäåëèì âðåìåííîé ìíîæèòåëü. Ïîñëå óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó-÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé â âèäå:
u(x, y) =

a∫
−a

k(x− ξ)P (ξ)dξk(x− ξ) =
∫
Γ

eiαxK(α)dα
(5)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ Γ â (5) âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè èçëó-÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòü [3℄.
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�èñ. 1. Âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â ãåòåðîãåííîé ïîëîñå ( çàäà÷à À)

�èñ. 2. Âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â ãåòåðîãåííîé ïîëîñå ( çàäà÷à B)Ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè ñîîòíîøåíèé (5) ÿâëÿþòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùè-ìè, óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè ñòåïåííûì îáðàçîì, èìåþò âáëèçè âåùåñòâåííîéîñè ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïîëþñîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ äèñïåðñèîííûìè óðàâíå-íèÿìè ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé â (5).Ñ ðîñòîì ãàçîíàñûùåííîñòè ãåòåðîãåííîé ïîëîñû ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿâîëí óáûâàþò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó. Âàðüèðîâàíèå êîý��èöèåíòà âÿçêîñòè æèä-êîñòè, íàñûùàþùåé ïîðû, èçìåíÿåò ñèëó ìåæ�àçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî ïðè-âîäèò ê äâèæåíèþ äèñïåðñèîííûõ ìíîæåñòâ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè.Âîëíîâîäíûå ñâîéñòâà ãåòåðîãåííîãî ñëîÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò óñëîâèé íàåãî íèæíåé ãðàíè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ãðà�èêàõ ïðèâåäåíû çàâèñèìî-ñòè âîëíîâûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ â ñëó÷àå çàäà÷è À � ðèñ. 1, è â ñëó÷àå



Î âîëíîâîì ïîëå, ãåíåðèðóåìîì íà ïîâåðõíîñòè ãåòåðîãåííîãî ñëîÿ 187çàäà÷è Â � ðèñ. 2. Íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíî áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå îò èñ-òî÷íèêà êîëáåíèé. Ñïëîøíûå è øòðèõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèòåëüíîéè ìíèìîé ñîñòàâëÿþùåé âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíûäëÿ õàðàêòåðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáâîäíåííîìó æèäêîñòüþ ïåñ÷àíèêó ñî ñòå-ïåíüþ ãàçîíàñûùåííîñòè s = 0.07, ω = 1000 �ö.Äëÿ êàæäîé ÷àòîòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ çàêðåïëåíèÿ íèæíåé ãðàíè ñëîÿðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ðàçíîå êîëè÷åñâî ìîä. Äëÿ äàííîé ÷àñòîòû âïîëîñå ãåíåðèðóåòñÿ äâå âîëíû äëÿ êàæäîé çàäà÷è. Àìïëèòóäà ïîâåðõíîñòíûõâîçìóùåíèé â çàäà÷å Â áîëåå, ÷åì â ïîëòîðÿ ðàçà ïðåâûøàåò àìïëèòóäó ïåðå-ìåùåíèé çàäà÷è À. Êðîìå ýòîãî, ñòåïåíü äèññèïàöèè ýíåðãèè, ïîðÿäîê óáûâàíèÿïåðåìåùåíèé â ïîëîñå ñ çàêðåïëåííîé íèæíåé ãðàíüþ íàìíîãî âûøå, ÷åì â ñëîå,ëåæàùåì áåç òðåíèÿ íà æåñòêîì îñíîâàíèèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áèî Ì. À. Ìåõàíèêà äå�îðìèðìèðîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí âïîðèñòîé ñðåäå// Ìåõàíèêà. Ïåðèîä. ñá. ïåðåâîäîâ èíîñòð. ñòàòåé. 1963. Â. 6, � 82,Ñ. 103 � 134.[2℄ Ñåéìîâ Â. Ì., Òðî�èì÷óê À. Í., Ñàâèöêèé Î. À. Êîëåáàíèÿ è âîëíû â ñëîèñòûõñðåäàõ. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1990. 224 ñ.[3℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1976. 319 ñ.[4℄ Ñóâîðîâà Ò. Â., Áåëÿê Î. À. Î êîëåáàíèÿõ ìíîãîñëîéíîãî ãåòåðîãåííîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà ïîä äåéñòâèåì îñöèëëèðóþùåé íàãðóçêè Òðóäû ��ÓÏÑ. 2006. Â. 3. Ñ. 127� 134.[5℄ Ñóâîðîâà Ò. Â., Ñòîëÿðîâ Þ.Â. Êîëåáàíèÿ ïîðèñòîãî ñëîÿ â óñëîâèÿõ ïîëíîãî è ÷à-ñòè÷íîãî âîäîíàñûùåíèÿ. Òðóäû ÕI ìåæä. êîí� "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû". �îñòîâ-íà-Äîíó. 2007. Â. 2. Ñ. 180 � 183.Suvorova T. V., Stoliarov U.V. Saturated and unsaturated heterogeneous layeros
illations , laying on not deformable foundation, are 
onsidered. Cases of rigid fasteningof the bottom side and 
onta
t to the basis without fri
tion are 
onsidered, The formulasdes
ribing wave guide �elds are 
onstru
ted. On the basis of the numeri
al analysis it is shown,that wave properties of a heterogeneous layer essentially depend on 
onditions on its bottomside .



�ÀÑ×ÅÒ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â ÏÎ�ÈÑÒÎÉÊÎËÜÖÅÂÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÒðî�èìîâà À.Â., Öèáóëèí Â. �.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòèâ êîëüöå. �àçâèò ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé íà îñíîâå óðàâíå-íèé â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (ñêîðîñòè, äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà) è ìåòîäà ñìåùåí-íûõ ñåòîê. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå èçó÷åíû ïåðåõîäû îò ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ êíåñòàöèîíàðíûì è íàéäåíû îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿàçèìóòàëüíîå âðàùåíèå æèäêîñòè.Èññëåäîâàíèå êîíâåêöèè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ èç-çà ìíîãî÷èñëåííûõ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé [1℄. Èçó÷åíèå ðåæèìîâ âïîðèñòûõ öèëèíäðàõ îáíàðóæèëî ñóùåñòâîâàíèå îäíî- è ìíîãîâèõðåâûõ ðåæèìîâ,ñëîæíûå ñöåíàðèè êîíâåêòèâíûõ ïåðåõîäîâ [2℄. Àíàëèç êîëåáàòåëüíûõ è íåñòàöè-îíàðíûõ òå÷åíèé òðåáóåò ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñâîéñòâàèñõîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Â äàííîé ðàáîòå îïèñàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé íàîñíîâå óðàâíåíèé â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, çàïèñàííûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-òàõ. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàí íà ñõåìå ñìåùåííûõ ñåòîê [3℄. Ïðåäñòàâëåíîðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ ïåðåõîäîâ â ïîðèñòîé êîëüöåâîé îáëàñòè,ïîäîãðåâàåìîé ñíèçó.Óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè â êîëüöåâîé îáëàñòè�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè, �îðìóëèðóåìàÿâ âèäå óðàâíåíèé Äàðñè â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ [1℄. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõñèñòåìà óðàâíåíèé â áåçðàçìåðíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂θ

∂t
+ Φ(θ, u, v) = ∆θ, Φ(θ, u, v) = u

∂θ

∂r
+
v

r

∂θ

∂ϕ
, (1)

0 = −∂p
∂r

− u+ λ fr, 0 = −1

r

∂p

∂ϕ
− v + λ fϕ, (2)

1

r

∂(ru)

∂r
+

1

r

∂v

∂ϕ
= 0. (3)Çäåñü θ(r, ϕ, t) � òåìïåðàòóðà; u(r, ϕ, t), v(r, ϕ, t) � ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿñêîðîñòè; p (r, ϕ, t) � äàâëåíèå, îòñ÷èòûâàåìîå îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî; λ � �èëü-òðàöèîííîå ÷èñëî �ýëåÿ; fr = (θ − θ0) cosϕ, fϕ = −(θ − θ0)sinϕ � ðàäèàëüíàÿè àçèìóòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñèëû âñïëûòèÿ; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíåðöèîííûå÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ìàëû.



�àñ÷åò íåñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè â ïîðèñòîé êîëüöåâîé îáëàñòè 189Ïðè ϕ = 0 (ϕ = 2π) ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ ñêîðîñòè è òåìïåðà-òóðû. Íà ãðàíèöå îáëàñòè D = [r1, r2]× [0, 2π], ãäå r1 è r2 � ðàäèóñû âíóòðåííåé èâíåøíåé îêðóæíîñòåé êîëüöà, äëÿ ñêîðîñòè ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ:
u|r1 = 0, u|r2 = 0. (4)�àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ëèíåéíîãî ïî âûñîòå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íàãðàíèöå:

θ∗|(rk,ϕ) = θ1 +
r2 + rkcosϕ

2r2
(θ2 − θ1), k = 1, 2 (5)Íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäàåòñÿ òîëüêî äëÿ òåìïåðàòóðû:

θ|t=0 = θ 0(r, ϕ). (6)Çàäà÷à (1)�(6) ìîæåò áûòü çàïèñàíà îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû è �óíêöèè òî-êà, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì: u = ∂ϕψ/r, v = −∂rψ. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé:
θt + J(θ, ψ) = ∆θ, J(θ, ψ) =

1

r
∂r(θ∂ϕψ) − 1

r
∂ϕ(θ ∂rψ), (7)

∆ψ = λG, G =
1

r
(∂ϕfr − r ∂rfϕ − fϕ), (8)
 íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6), êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ òåìïåðàòóðû (5) è íóëåâûìèçíà÷åíèÿìè �óíêöèè òîêà íà ãðàíèöå:

ψ|r1 = 0, ψ|r2 = 0. (9)Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ (1)�(6) è (7)�(9), (5), (6) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ri = r1 + ihr, i = 0 . . . N + 1,
hr = (r2 − r1)/(N + 1), ϕj = jhϕ − hϕ/2, j = 1 . . .M , hϕ = 2π/M , â óçëàõ êîòîðîéîïðåäåëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà θi,j è �óíêöèÿ òîêà ψi,j . Â óçëàõ ñìåùåííûõ ñåòîê,îáðàçîâàííûõ ââåäåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê ri−1/2 = −hr/2 + r1 + ihr (i =
1 . . . N + 1), ϕj−1/2 = (j − 1)hϕ (j = 1 . . .M) âû÷èñëÿþòñÿ äàâëåíèå è ñêîðîñòè:
pi−1/2,j−1/2, ui,j−1/2, vi−1/2,j .Íà äâóõòî÷å÷íûõ øàáëîíàõ ââîäÿòñÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïåðâûõ ïðîèçâîä-íûõ è îïåðàòîðû âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî äëÿ öåëûõ è ïîëóöåëûõ èíäåêñîâ i è j:

(δ1f)i+1/2,j =
fi+1,j − fi,j

hr

, (δ2f)i,j+1/2 =
fi,j+1 − fi,j

hϕ

, (10)
(δ1

0f)i+1/2,j =
fi+1,j + fi,j

2
, (δ2

0f)i,j+1/2 =
fi,j+1 + fi,j

2
.Ñ èñïîëüçîâàíèåì (10) çàäàþòñÿ îïåðàòîðû íà ÷åòûðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå, ðàç-íîñòíûå îïåðàòîðû ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íà òðåõòî÷å÷íûõ øàáëîíàõ è äèñêðåòíûéàíàëîã ëàïëàñèàíà:

(d1f)i,j = (δ2
0δ1f)i,j, (d2f)i,j = (δ1

0δ2f)i,j, (d0f)i,j = (δ1
0δ

2
0f)i,j,

(D1f)i,j = (δ1
0δ1f)i,j, (D2f)i,j = (δ2

0δ2f)i,j, ∆hfi,j = [
1

r
δ1(rδ1f) +

1

r2
δ2δ2f ]i,j.



190 Òðî�èìîâà À.Â., Öèáóëèí Â.�.Âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè i = 1 . . .N , j = 1 . . .M çàïèñûâàþòñÿ äèñêðåòíûåàíàëîãè óðàâíåíèé (1)�(3):
θ̇i,j + Φi,j = ∆hθi,j, 0 = [δ1(ru) + δ2v]i+1/2,j+1/2, (11)
0 = [−δ1p− u+ λfr]i,j+1/2, 0 = [−1

r
δ2p− v + λfϕ]i+1/2,jÀïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ñõåìå Àðàêàâû:

Φi,j =

(
δ1(rd0uδ

1
0θ) + δ2(d0vδ

2
0θ)

3r
+ 2

d1(rδ
1
0ud0θ) + d2(δ

2
0vd0θ)

3r

)

i,j

(12)Äèñêðåòíûå àíàëîãè êðàåâûõ óñëîâèé èìåþò âèä:
θ0,j = θ∗(r1, ϕj), θN+1,j = θ∗(r2, ϕj), u0,j+1/2 = 0, uN+1,j+1/2 = 0Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíûõ óçëîâ: θi,0 =

θi,M , θi,M+1 = θi,1.�àçíîñòíàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî �óíêöèè òîêà è òåìïåðàòóðû äàåòñÿ ñëåäóþ-ùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:
θ̇i,j + Ji,j = ∆hθi,j , ∆hψi,j = λGi,j, i = 1 . . .N, j = 1 . . .M. (13)
θ0,j = θ∗(r1, ϕj), θN+1,j = θ∗(r2, ϕj), ψ0,j = 0, uN+1,j = 0.Àïïðîêñèìàöèÿ êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (13) ñëåäóåò èç (12):
Ji,j =

(
D1(θD2ψ) −D2(θD1ψ)

3r
+ 2

d1(d0θd2ψ) − d2(d0θd1ψ)

3r

)

i,jÂ ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Θ̇ = AΘ + Z − F (Θ, U, V ), 0 = B3U +B4V, (14)
0 = −B1P − C1U + λFr, 0 = −B2P − C2V + λFϕ. (15)Çäåñü äëÿ óçëîâûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè ââîäÿòñÿ âåêòî-ðû: Θ = (θ1

1, θ
2
1, . . . , θ

M
N ), P = (p

1/2
1/2, p

3/2
1/2, . . . , p

M+1/2
N+1/2 ), U = (u

1/2
1 , u

3/2
1 , . . . , u

M+1/2
N ) è

V = (v1
1/2, v

2
1/2, . . . , v

M
N+1/2). Ëåíòî÷íàÿ ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåò àïïðîêñèìàöèþîïåðàòîðà Ëàïëàñà, ìàòðèöû Bi(i = 1 ÷ 4) îòâå÷àþò îïåðàòîðàì äè��åðåíöèðî-âàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à ìàòðèöû C1 è C2 � îïåðàòîðàì âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî,âåêòîð Z îïðåäåëÿåòñÿ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå. ×ëåí

F (Θ, U, V ) îáîçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (14)�(15) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëü-íî òåìïåðàòóðû Θ. Äëÿ ýòîãî èç óðàâíåíèé (15) âûðàæàþòñÿ âåêòîðû U , V èïîñëå ïîäñòàíîâêè èõ âî âòîðîå óðàâíåíèå (14) äàâëåíèå P îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç Θ,çàòåì íàéäåííûå âåêòîðû U , V ïîäñòàâëÿþòñÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå (14) è ïîëó÷à-åòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìûèñïîëüçóåòñÿ ìåòîä �óíãå�Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.



�àñ÷åò íåñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè â ïîðèñòîé êîëüöåâîé îáëàñòè 191�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÍà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ñõåìû â MATLAB ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå êîíâåê-òèâíûõ ðåæèìîâ â êîëüöå r1 = 1, r2 = 2 ïðè ëèíåéíîì ïðî�èëå òåìïåðàòóðû íàãðàíèöå θ1 = 1, θ2 = 0. Èçó÷åíî ðàçâèòèå êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé ïðè èçìåíåíèè�èëüòðàöèîííîãî ÷èñëà �ýëåÿ λ. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ðåçóëüòà-òû âû÷èñëåíèé íà ñåòêàõ 18 × 30 è 36 × 60 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ïîýòîìó äëÿîñíîâíûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëàñü áîëåå ýêîíîìè÷íàÿ ñåòêà èç 18×30 âíóòðåííèõóçëîâ.Äëÿ îöåíêè òåïëîâîãî ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöû êîëüöà â ïðîöåññå ðàñ÷åòà âû÷èñ-ëÿëèñü ÷èñëà Íóññåëüòà:
Nuk =

rk

2π

2π∫
0

∂rθ(rk, ϕ) dϕ, k = 1, 2.Äëÿ ñèñòåìû (1)�(6) îáíàðóæåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ îò ìåõàíè÷å-ñêîãî ðàâíîâåñèÿ ê ñòàöèîíàðíûì ðåæèìàì, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðåõîäÿòâ íåñòàöèîíàðíûå. Ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî â äèàïàçîíå λ ∈ (0, 75).
Θ Ψ

�èñ. 1. Ñòàöèîíàðíûé êîíâåêòèâíûé ðåæèì. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (ñëåâà)è ëèíèè �óíêöèè òîêà (ñïðàâà); λ = 325Ïðè λ ∈ [75, 359] �îðìèðóþòñÿ êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ ñ àçèìóòàëüíûì âðàùå-íèåì è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ñ íåñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíîöåíòðàëüíîãî âåðòèêàëüíîãî ñå÷åíèÿ òåïëîâûì ïîëåì. Íà �èñ. 1 ïðåäñòàâëåíûðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è ëèíèè �óíêöèè òîêà ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ïðè
λ = 325.Íåñòàöèîíàðíûé êîíâåêöèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè λ ≥ 360. Íà �èñ. 2 äàíû ãðà�èêèèçìåíåíèÿ ÷èñåë Íóññåëüòà, ïîêàçûâàþùèå ïåðèîäè÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåæèìà.Àíàëîãè÷íî ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó ïðè λ = 365 âîçíèêàþò ÷åòûðå êîíâåêòèâíûõâàëà, è öèêë êîëåáàíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ àçèìóòàëüíîå âðàùåíèåæèäêîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïåðåõîäÿùåå â äâèæåíèå æèäêîñòè ïî ÷àñîâîéñòðåëêè. Íà �èñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû äëÿ òðåõ ìîìåíòîââðåìåíè, èëëþñòðèðóþùèå ïóëüñèðóþùèé õàðàêòåð ïîëó÷åííîãî ðåæèìà.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû (1)�(6) â îñíîâíîì ïîäòâåðæäàþòñÿ ðàñ-÷åòàìè äëÿ ñèñòåìû (7)�(9), (5), (6).
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�èñ. 2. Ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì. Çàâèñèìîñòü Nu(t) ïðè r = r1 (ñïëîøíàÿ) è r = r2(øòðèõïóíêòèð) ãðàíèöàõ êîëüöà; λ = 365. Íà �èñ. 3 äëÿ t = tk, k = 1, 2, 3 (öè�ðû)äàíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû
1 2 3

�èñ. 3. Ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïðè t = tk, ñì. �èñ. 2Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Nield D.A., Bejan A. Conve
tion in Porous Media. Springer-Verlag. New York. 1999.546 p.[2℄ Áåññîíîâ Î.À., Áðàéëîâñêàÿ Â.À. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìîäåëü òåïëîâîé êîíâåêöèè âçàçîðå ìåæäó ãîðèçîíòàëüíûìè êîàêñèàëüíûìè öèëèíäðàìè ñ àíèçîòðîïíûì ïîðè-ñòûì çàïîëíåíèåì // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 2001. � 1. C. 145�155.[3℄ Karas�ozen B., Tsybulin V.G. Mimetri
 dis
retization of two-dimensional Dar
y
onve
tion // Comp. Phys. Comm., 2005. V. 167 P. 203�213.Trophimova A.V., Tsybulin V.G. Non-stationary 
onve
tion in porous annulus.The planar problem of the 
onve
tion of in
ompressible �uid in a porous mediumbetween 
on
entri
 
ylinders is 
onsidered. Method of staggered grids is developed for the
omputation of 
onve
tive �ows based on the equations in primitive variables (velo
ity,pressure, temperature). Conve
tion in the porous annulus heating below is studied numeri
allyand transitions from stationary to non-stationary regimes are found out.



ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ �ÅØÅÍÈß ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß��ÀÄÈÅÍÒÍÎ�Î ÊËÈÍÀ Â ÑËÓ×ÀÅ ÌÍÎ�ÎÊ�ÀÒÍÎÈÇÌÅÍßÞÙÈÕÑß ÏÎ Ó�ËÎÂÎÉ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÅ ÇÀÊÎÍÎÂÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒÈÒðóá÷èê È.Ñ.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È., ÞÔÓ�àññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïî óã-ëîâîé êîîðäèíàòå êëèíà â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè, îïèñûâàþùåé çàêîí íåîä-íîðîäíîñòè, èçìåíÿåò çíàê îäèí èëè áîëåå ðàç ïî óãëó ðàñòâîðà êëèíà. Ïðè ðåøåíèèçàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îïèñàííûé ðàíåå [1℄, [2℄. Èññëåäóåòñÿ òî÷íîñòü àïïðîêñè-ìàöèè �óíêöèè òðàíñ�îðìàíòû ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿçàäà÷à äëÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùèõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè. Íà ïðèìåðå èëëþñòðèðóåò-ñÿ âëèÿíèå ãðàäèåíòíîñòè ñðåäû íà åå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðóåìîå ñîñòîÿíèå.Îñîáåííîñòü íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ � íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ èñòî÷íèêîâêîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé. Â îäíîðîäíûõ òåëàõ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé âîç-íèêàåò â ìåñòàõ ðåçêèõ èçìåíåíèé ãåîìåòðèè òåëà è íàãðóçêè. Â íåîäíîðîäíûõìàòåðèàëàõ âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â ìåñòàõ ðåçêî-ãî èçìåíåíèÿ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà (ìîäóëÿ óïðóãîñòè,êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà è äð.), ò.å. ïî ïîâåðõíîñòÿì ñîïðÿæåíèÿ îäíîðîäíûõ ýëå-ìåíòîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è, ïîñòàíîâêà êîòîðûõ ñî÷åòàåò â ñåáåè òå è äðóãèå èñòî÷íèêè êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, ïîñêîëüêó èõ ðåøåíèå ïîç-âîëèò íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè è ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäëîæèòü�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, ñíèæà-þùèå êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé êàê âíóòðè ñàìîãî ìàòåðèàëà, òàê è íà ãðàíèöåñîïðÿæåíèé êîíòàêòèðóþùèõ îáúåêòîâ. Â äàííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå êîíòàêòíîéçàäà÷è î ñäâèãå ãðàäèåíòíîãî êëèíà, ïðèâîäÿòñÿ îñîáåííîñòè åå ðåøåíèÿ â ñëó-÷àå ìíîãîêðàòíî èçìåíÿþùåãîñÿ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå ìîäóëÿ ñäâèãà. Äàííûéïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ àâòîðîì òàêæå è ïðè ðàññìîòðåíèè îñîáåííîñòåé äå�îðìèðî-âàíèÿ ñðåä ñ äðóãèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé (òðåùèíû,ïîëîñà, æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ è íàêëàäêè â ñîâîêóïíîñòè ñ ãðàäèåíòíûìè ñðåäàìè).Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü íåäå�îðìèðóåìûé ïîëîñîâîé øòàìï âçàèìîäåé-ñòâóåò ñ óïðóãîé êëèíîâèäíîé îáëàñòüþ ñ óãëîì ðàñòâîðà α (0 < α < 2π). Ââåäåìöèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, ϕ, z). Ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàíü êëèíà ϕ = 0æåñòêî çàùåìëåíà, à íà ãðàíè ϕ = α ðàñïîëîæåí ïîëîñîâîé øòàìï øèðèíû
a ≤ r ≤ b. Íà åäèíèöó äëèíû øòàìïà âîçäåéñòâóåò ñäâèãàþùåå óñèëèå P , âñëåä-ñòâèå ÷åãî øòàìï ïåðåìåñòèòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z íà âåëè÷èíó ε, âûçâàâ â êëèíåäå�îðìàöèþ ÷èñòîãî ñäâèãà.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëû òðåíèÿ ìåæäó øòàìïîì è ïîâåðõíîñòüþ êëèíà îò-ñóòñòâóþò, è âíå øòàìïà ïîâåðõíîñòü êëèíà ϕ = α íå íàãðóæåíà (ðèñ. 1). Ìîäóëüñäâèãà êëèíà èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó
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�èñ. 1.
G = G(ϕ), 0 < ϕ < α, (1)ãäå G(ϕ) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, G(ϕ) > 0 âñþäó â îáëàñòè åå îïðåäå-ëåíèÿ.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìåþò âèä

w(r, 0) = 0, τϕz(r, α) = 0, 0 < r < a, r > b, (2)
w(r, α) = ε, a ≤ r ≤ b. (3)Çäåñü w(r, ϕ) � ïåðåìåùåíèå ïî îñè z, τϕz, τϕr � êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Íåîá-õîäèìî îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì

τϕz(r, α) = τ(r), a ≤ r ≤ b, (4)à òàêæå ñâÿçü ìåæäó ñäâèãîâûì óñèëèåì P è ïåðåìåùåíèåì øòàìïà γ.Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ðåøåíèþ ê èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåìåùåíèÿ
w(r, ϕ) è ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ ïðåäñòàâèì â �îðìå èíòåãðàëîâ Ìåëëèíà

w(r, ϕ) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

W (s, ϕ)r−sds (5)
τ(r) =

1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

τ̄ (s+ 1)r−(s+1)ds, τ̄ (s+ 1) = Q(s) =

∞∫

0

τ(ρ)ρsdρ. (6)Óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ñè-ñòåìå êîîðäèíàò [3℄ îòíîñèòåëüíî W (s, ϕ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
W ′′ + η(ϕ)W ′ + s2W = 0, η(ϕ) =

G′(ϕ)

G(ϕ)
. (7)Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ϕ.
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W (s, 0) = 0. (8)Èç óñëîâèÿ (4), ñ ó÷åòîì (5 �7), ïîëó÷èì

W ′(s, α) =
Q(s)

G(α)
. (9)Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ W ∗(s, ϕ) = W (s, ϕ)G(ϕ)

Q(s)
, äëÿ òîãî, ÷òî-áû óïðîñòèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â õîäå ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ òðàíñ�îðìàíòû

L∗(s) = W ∗(s, α) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ [4℄
b∫

a

τ(ρ)k(t)dρ = 2πiG(α)ε, a ≤ r ≤ b,

k(t) =
c+i∞∫
c−i∞

L∗(s)estds, t = ln ρ
r
.

(10)Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü �óíêöèþ L∗(s). Ïðåäåëû èíòåãðè-ðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòÿõ (6) è (10) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî [5℄.Óðàâíåíèå (10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
b∫

a

τ(ρ)k1(t)dρ = πG(α)ε, a ≤ r ≤ b,

k1(t) =
c+i∞∫
c−i∞

L1(s,α)
s

cos stds, L1(s, α) = L∗(is, α).

(11)Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (11) ñëåäóåòäîáàâèòü óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ øòàìïà
P =

b∫

a

τ(r)dr,êîòîðîå (ïðè α = π è α = 2π) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó ñäâèãàþùèìóñèëèåì P è ïåðåìåùåíèåì øòàìïà ε. Ïðè êîððåêòíîé ïîñòàíîâêå äîëæíî âûïîë-íÿòüñÿ óñëîâèå τ(r) ≥ 0 ïðè a ≤ r ≤ b.Äëÿ îäíîðîäíîãî êëèíà çàäà÷à òàêæå ñâîäèòñÿ ê ÈÓ âèäà (11) [4℄, ãäå �óíêöèÿ
L1(s, α) èìååò âèä L1(s, α) = th sα.Èçëîæèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè L∗(s) â îáùåì ñëó÷àå ãðàäèåíòíîé íåîä-íîðîäíîñòè.Ïîñòðîåíèå òðàíñ�îðìàíòû ÿäðà ÈÓ.�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

w(r, 0) = 0, τϕz(r, α) =

{
τ(r), a ≤ r ≤ b,

0, 0 < r < a, r > b.
(12)



196 Òðóá÷èê È.Ñ.Ïðè ϕ = 0 âûïîëíåíî óñëîâèå (2). Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì, èçëîæåííûìâ [2℄, óðàâíåíèå (7) ïåðåïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå
dz̃

dϕ
= Az̃, A =

∥∥∥∥
0 1
s2 −η(ϕ)

∥∥∥∥ , z̃
T = (z1, z2) = (W ∗(s, ϕ),W ∗′(s, ϕ)). (13)Êðàåâûå óñëîâèÿ

z1(s, 0) = 0, z2(s, α) = 1. (14)�åøåíèå ñèñòåìû (13) èìååò âèä
z̃(s, ϕ) = a1t

1
1(s, ϕ)Ψ̃1(s, ϕ) + a2t

2
2(s, ϕ)Ψ̃2(s, ϕ) (15)ãäå Ψ̃1(s, ϕ) = (sin sϕ, s cos sϕ), Ψ̃2(s, ϕ) = (cos sϕ,−s sin sϕ) � ñîáñòâåííûå âåêòî-ðû ìàòðèöû A ïðè η(ϕ) = 0, ò.å. èõ âèä îáóñëîâëåí âèäîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû äëÿîäíîðîäíîãî êëèíà. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (15) â ñèñòåìó (13), ñâåäåì èñõîäíóþ çà-äà÷ó ê ðåøåíèþ çàäà÷ Êîøè äëÿ âåêòîðîâ t̃i(s, ϕ) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ

s
dt̃i

dϕ
= Bit̃i, 0 ≤ ϕ ≤ α (i = 1, 2),

B1 =

(
−s ctg sϕ s ctg sϕ
−s tg sϕ −η(ϕ) + s tg sϕ

)
, B2 =

(
−s tg sϕ −s tg sϕ
−s ctg sϕ −η(ϕ) − s tg sϕ

)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
t̃1(s, 0) = (1, 1) , t̃2(s, 0) = (1, 1) .Îïðåäåëèâ t̃i(s, α) i = 1, 2, ïîëó÷èì
L1(s, α) = L∗(is) =

t11(is, α)

t21(is, α)
th(sα). (16)�åøåíèå çàäà÷è äëÿ ãðàäèåíòíîãî êëèíà. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåäåíàê ðåøåíèþ ïàðíîãî ÈÓ, ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó ïàðíûõ ÈÓ, ïîäðîáíî èññëåäî-âàííûõ â ðàáîòå [1℄, ðåøåíèå êîòîðîãî äëÿ �óíêöèé L(s, α) âèäà (16) íàéäåíî âàíàëèòè÷åñêîì âèäå è ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì ïðè 0 < λ < λ∗ è λ > λ0,ãäå λ∗ è λ0 � íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ λ.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

G(ϕ) = G0fk(ϕ) èëè G(ϕ) = G0f
−1
k (ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ α,

fk(ϕ) = 2, 25 − 1, 25 cos(2πkϕ/α).Àíàëèç ïðèâåäåííûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì q(r)/q0(r), õàðàêòåðèçóþùèõðàñïðåäåëåíèå ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì ñ ïëîñêîé ïîäîøâîé äëÿ íåîä-íîðîäíîãî êëèíà ñ çàêîíàìè íåîäíîðîäíîñòè k = 0.5, 1. ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êëèíàïåðåìåíà çíàêà ãðàäèåíòà ñóùåñòâåííà, òàê êàê óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèéïîä øòàìïîì ïî ñðàâíåíèþ 
 ìîíîòîííûì çàêîíîì íåîäíîðîäíîñòè. Òàêæå ìîæ-íî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ìîäóëÿ ñäâèãà íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè è íà íèæíåé
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß �ÅÎÌÅÒ�ÈÈ È ÑÂÎÉÑÒÂÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÕ Ò�ÓÁÎÊ Â ÎÁËÀÑÒÈ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ ÍÀÒÅ×ÅÍÈÅ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÔèëèïïîâà Å.Í., Êèçèëîâà Í.Í.Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.Í.ÊàðàçèíàÈññëåäóåòñÿ âëèÿíèå óãëà âåòâëåíèÿ, äëèí è äèàìåòðîâ òðåõ òðóáîê, îáðàçóþùèõáè�óðêàöèþ, íà òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè. Îáÿ÷íî óãëîì âåòâëåíèÿ ïðåíåáðåãàþò è ðàñ-ñìàòðèâàþò òðè òðóáêè ñ çàäàííûìè ïðîâîäèìîñòÿìè ïî îòíîøåíèþ ê ñòàöèîíàðíîìóè âîëíîâîìó òå÷åíèÿì êàê êîìáèíàöèþ ïàðàëëåëüíîãî è ïîñëåäîâàòåëüíîãî èõ ñîåäèíå-íèé. Äàí êðàòêèé îáçîð òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåìå. Ïðèâåäåíûðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàñïðåäåëåíèé äàâëåíèé è ðàñõîäîâ â áè�óðêàöèÿõ ñðàçíîé ãåîìåòðèåé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).Êðîâåíîñíàÿ è äûõàòåëüíàÿ ñèñòåìû ìëåêîïèòàþùèõ è ÷åëîâåêà, ïðîâîäÿùèåñèñòåìû âûñøèõ ðàñòåíèé, à òàêæå ìíîãèå äðóãèå ñèñòåìû òðàíñïîðòà æèäêîñòåéè ãàçîâ â ïðèðîäå è òåõíèêå ñîñòîÿò èç æåñòêèõ èëè ïîäàòëèâûõ òðóáîê, ñîåäè-íåííûõ â åäèíîå òðàíñïîðòíîå ðóñëî. Îñíîâîé ñòðîåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿáè�óðêàöèÿ òðóáîê. Ïðè ýòîì â ìåñòå ñîåäèíåíèÿ òðóáîê ïðîèñõîäèò ðàçäåëå-íèå ïîòîêà, è ÷àñòü ýíåðãèè ïîòîêà ðàñõîäóåòñÿ íà åãî ïåðåñòðîéêó. Ó÷åò ïîòåðüýíåðãèè â ìåñòå áè�óðêàöèè âîçìîæåí, â ñèëó ñëîæíîé ãåîìåòðèè, òîëüêî ïóòåì÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì, íàñ÷èòûâàþùèõ ñîòíè è òûñÿ÷èòðóáîê, îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåðè ýíåðãèè íà ñàìîì ó÷àñòêå âåòâëåíèÿìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêîé äèññèïàöèåé â òðóáêàõ. Àíàëîãè÷íîå ïðåäïîëîæåíèåèñïîëüçóåòñÿ ïðè àíàëèçå íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé è ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí. Ëè-íåéíàÿ òåîðèÿ âîëí â çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ äå�îðìèðóþùèõñÿ òðóáêàõ áûëàðàçðàáîòàíà Äæ.Ëàéòõèëëîì â ïðèëîæåíèè ê òåîðèè ïóëüñîâûõ âîëí â àðòåðè-ÿõ â ïðåäïîëîæåíèè "êîìïàêòíîñòè âåòâëåíèé"â àðòåðèàëüíîì ðóñëå [1℄. Òåðìèíáûë ïðåäëîæåí Ëàéòõèëëîì è îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîãî âåòâëåíèÿ âëèÿíèåìãåîìåòðèè íà ïàðàìåòðû ïðîõîäÿùèõ è îòðàæåííûõ âîëí ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Îöåíêà ïîãðåøíîñòè, âíîñèìîé ïðåäïîëîæåíèåì î êîìïàêòíîñòè âåòâëåíèÿ,íåîáõîäèìà, êîãäà ðå÷ü èäåò î ðàñ÷åòàõ äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, íàñ÷èòûâàþùèõ òû-ñÿ÷è âåòâëåíèé. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ñòðîåíèå êðîâåíîñíîé è äûõàòåëüíîéñèñòåì, ñèñòåì òðàíñïîðòà æèäêîñòè ó ðàçíûõ æèâîòíûõ è ïðîâîäÿùèõ ñèñòåìðàñòåíèé ïîä÷èíÿåòñÿ íåêîòîðûì çàêîíîìåðíîñòÿì. Â ÷àñòíîñòè, óãëû âåòâëåíèÿñâÿçàíû ñ äèàìåòðàìè ñîñóäîâ â áè�óðêàöèè [2,3℄. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ýòàñâÿçü ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ïî ìèíèìèçàöèè çàòðàòýíåðãèè íà ïåðåìåùåíèå æèäêîñòè ïî ñèñòåìå òðóáîê áåç ó÷åòà ïîòåðü ýíåðãèèíà ó÷àñòêå âåòâëåíèÿ [2℄. Ïðè ýòîì âàæíî âûÿâèòü îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ êðîâè,êîòîðûå èìåþò ìåñòî â ñëó÷àå îïòèìàëüíûõ óãëîâ âåòâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó îáëàñòèñîñóäèñòûõ áè�óðêàöèé ÿâëÿþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííûìè ìåñòàìè �îðìèðîâàíèÿàòåðîñêëåðîòè÷åñêèõ áëÿøåê, ðàñ÷åòû íàïðÿæåíèé íà ñòåíêå âáëèçè áè�óðêàöèéïîçâîëÿþò ïîíÿòü �èçè÷åñêèå �àêòîðû ðàçâèòèÿ àòåðîñêëåðîçà è ðàçðàáîòàòü



Èññëåäîâàíèå òå÷åíèé æèäêîñòè â áè�óðêàöèè âÿçêîóïðóãèõ òðóáîê 199ìåòîäû ïðî�èëàêòèêè è ëå÷åíèÿ. Ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãè ïîçâî-ëÿþò ðàñïîçíàâàòü íà àíãèîãðàììàõ îòäåëüíûå ñîñóäû, ó÷àñòêè èõ ñîåäèíåíèÿ èïî íèì âîññòàíàâëèâàòü òðåõìåðíûå ìîäåëè ñîñóäèñòûõ áè�óðêàöèé è ïðîâîäèòüÌÊÝ-ðàñ÷åòû ïàðàìåòðîâ êðîâîòîêà [5,6℄.Ïðè âõîäå ëàìèíàðíîãî ïîòîêà æèäêîñòè â èñêðèâëåííûé ó÷àñòîê òðóáêè çàñ÷åò öåíòðîáåæíûõ ñèë âîçíèêàþò âòîðè÷íûå öèðêóëÿöèè æèäêîñòè â ïëîñêî-ñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ ïàðà ïðîòèâîïîëîæíî íà-ïðàâëåííûõ âèõðåé, ÷òî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ïåðåìåøèâàíèþ æèäêîñòèâ ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Â öåëîì ñîïðîòèâëåíèå èçîãíóòîé òðóáêè ïîòîêó ìåíü-øå, à íàïðÿæåíèå ñäâèãà íà âíóòðåííåé ñòåíêå áîëüøå, ÷åì â ïðÿìîé òðóáêå [7℄.Ïðè ïåðåíîñå ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà âìåñòå ñ ïîòîêîì âäûõàåìîãî âîçäóõà â âè-äå àýðîçîëè (èíãàëÿöèÿ) âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê ïåðåìåøèâàíèþ,êîàãóëÿöèè êàïåëü àýðîçîëè è èõ îñàæäåíèþ íà ñòåíêàõ äûõàòåëüíûõ ïóòåé. Ïî-ñêîëüêó âîçäóõ â äûõàòåëüíûõ ïóòÿõ äâèæåòñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïðè âäîõåè âûäîõå, à ïðè îïåðàöèÿõ øóíòèðîâàíèÿ íà ñîñóäàõ óñòàíàâëèâàþòñÿ äîïîëíè-òåëüíûå òðóáêè äëÿ òðàíñïîðòà êðîâè, òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå òå-÷åíèé êàê â ðàñõîäÿùèõñÿ, òàê è â ñõîäÿùèõñÿ áè�óðêàöèÿõ. �àñïðîñòðàíåíèå èîòðàæåíèå âîëí â ñõîäÿùèõñÿ òðóáêàõ òàêæå èññëåäóåòñÿ â ïðåíåáðåæåíèè âëèÿ-íèåì ãåîìåòðèè ó÷àñòêà âåòâëåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ïðè ðàñ÷åòàõ êëèíè÷åñêè çíà-÷èìûõ ñëó÷àåâ [4℄. Ýêñïåðèìåíòû ñ äâèæåíèåì âîçäóõà â ñèñòåìàõ ñòåêëÿííûõòðóáîê, ìîäåëèðóþùèõ äûõàòåëüíûå ïóòè, ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âäîõå (äâèæåíèåïî ðàñõîäÿùèìñÿ òðóáêàì) òå÷åíèå òóðáóëèçóåòñÿ ÷àùå, ÷åì ïðè âûäîõå (äâè-æåíèå ïî ñõîäÿùèìñÿ òðóáêàì) [8℄, ÷òî ñâÿçàíî ñî ñòàáèëèçèðóþùèì âëèÿíèåìñóæåíèé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è âòîðè÷íûìè òå÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûåâòîðè÷íûå òå÷åíèÿ çàðåãèñòðèðîâàíû íåïîñðåäñòâåííî â ìåñòå áè�óðêàöèè. Ïðèìîäåëèðîâàíèè âåòâëåíèé äûõàòåëüíûõ ïóòåé ïåðåìåùåíèÿìè èõ ñòåíîê ìîæíîïðåíåáðå÷ü [9℄, â òî âðåìÿ êàê äëÿ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿñòåíîê íå ïðåâûøàþò 10% îò ðàäèóñà ñîñóäà, à ïðîäîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïðå-íåáðåæèìî ìàëû. �àñ÷åòû íà ìîäåëè ñèììåòðè÷íîé áè�óðêàöèè, ñîñòîÿùåé èçìàòåðèíñêîé òðóáêè êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ è äâóõ äî÷åðíèõ òðóáîê ïîëóêðóãîâîãî ñå-÷åíèÿ â äèàïàçîíå Re = 200− 1200 è θ = π/8−π/3 ïîêàçàëè, ÷òî óâåëè÷åíèå óãëàâåòâëåíèÿ âíà÷àëå âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ íà âíóòðåííèõ ñòåíêàõäî÷åðíèõ òðóáîê âáëèçè áè�óðêàöèè, à çàòåì, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ óãëà, êî âñåáîëåå ÷åòêîìó ðàçãðàíè÷åíèþ çîí âîçâðàòíûõ òå÷åíèé ó âíåøíèõ ñòåíîê, ïîÿâëå-íèþ è ðîñòó èíòåíñèâíîñòè ïðîäîëüíûõ âèõðåé [10℄. Â ýòèõ çîíàõ îòíîñèòåëüíîìåäëåííîé ðåöèðêóëÿöèè êðîâè âûñîêà âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ àòåðîñêëåðîòè-÷åñêèõ áëÿøåê.Îáû÷íî ïðè ðàñ÷åòàõ ñòàöèîíàðíîé è âîëíîâîé ïðîâîäèìîñòåé áè�óðêàöèèòðóáîê èõ îáùàÿ ïðîâîäèìîñòü ðàñ÷èòûâàåòñÿ êàê ïðîâîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-íîãî ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèíñêîé òðóáêè ñ ïàðàëåëëüíûì ñîåäèíåíèåì äâóõ äî÷åðíèõ(�èñ. 1), ïðåíåáðåãàÿ âêëàäîì îáëàñòè ñîåäèíåíèÿ òðóáîê. Ïðè ýòîì èç óñëîâèéñîõðàíåíèÿ ïîòîêà â ìåñòå áè�óðêàöèè ìîæíî âûðàçèòü âåëè÷èíû P0,3, Q1,2 ÷åðåççíà÷åíèÿ Q0 è P1,2:
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,
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(1)ãäå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè Zj = 8µLj/(πR
4
j ) � ãèäðàâëè÷åñêèå ñî-ïðîòèâëåíèÿ òðóáîê, j = 0, 1, 2, µ � âÿçêîñòü æèäêîñòè, Lj , Rj � äëèíû è äèàìåòðûòðóáîê. Äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí äàâëåíèÿ Zj = ρ · cj/(πR2

j ) � âîëíîâûåñîïðîòèâëåíèÿ, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, cj � ñêîðîñòü ðàñïðñòðàíåíèÿ âîëíû.
�èñ. 1. Ñõåìà áè�óðêàöèè òðóáîê áåç ó÷åòà (à) è ñ ó÷åòîì (á) ãåîìåòðèè âåòâëåíèÿ.Îñíîâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàäà÷è èìååò âèä:

div (~v) = 0,
∂~v

∂t
+ (~v∇)~v = − 1

ρf

∇p+
µ

ρf

∆~v

~v|Γ = 0,

∫

S

vndS = Q0, Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3

(2)ãäå ~v, p, ρf è µ � ñêîðîñòü, ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, ïëîòíîñòü è âÿçêîñòü æèä-êîñòè, Γ1−3 � áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü òðóáîê 1�3, S � âõîäíîå ñå÷åíèå.Äëÿ ñëó÷àÿ ïîäàòëèâîé ñòåíêè óðàâíåíèÿ (2) äîëæíû áûòü äîïîëíåíû óðàâ-íåíèÿìè èìïóëüñîâ è ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ñòåíêè (íàïðèìåð, ñì.ñòàòüþ Êèçèëîâîé Í.Í. â íàñòîÿùåì ñáîðíèêå).�åøåíèå çàäà÷è (2) ïðîâîäèëîñü äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ÌÊÝ ñ èñïîëüçîâàíèåìïàêåòà FreeFEM. Òåñòèðîâàíèå ìåòîäà ïðîâîäèëîñü íà îñíîâå çàäà÷è äëÿ æåñòêîé(çàäà÷à Ïóàçåéëÿ) è óïðóãîé (çàäà÷à Óîìåðñëè) òðóáîê. �àññìàòðèâàëèñü ñëåäó-þùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè: ρ = 1050 êã/ì3, mu = 4 · 10−3 Ïà·
, v0 |r=0= 0.2 ì/ñ,
d0 = 0.02 ì, L0 = 0.2 ì. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà �èñ.2 à,á.Àíàëèç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîêàçàë, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èçóãëîâ θ1, θ2 óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ è ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòèîòðûâà ïîòîêà è îáðàçîâàíèÿ çîí ðåöèðêóëÿöèè æèäêîñòè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-òàòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå äëÿ ñèììåòðè÷íûõ áè�óðêàöèé [10℄.Ïîñêîëüêó öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëèñü îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìîäåëè, íå ó÷èòûâà-þùåé ãåîìåòðèè âåòâëåíèÿ (�èñ.1à), òî áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïîãðåøíîñòèðàñ÷åòîâ ñîïðîòèâëåíèé εj =| Znum

j −ZPois
j | /ZPois

j , ãäå Znum
j � çíà÷åíèÿ ñîïðîòèâ-ëåíèé j-é òðóáêè, êîòîðûå âû÷èñëÿëèñü ïî çíà÷åíèÿì äàâëåíèé íà êîíöàõ òðóáêè
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå äàâëåíèé â áè�óðêàöèè òðóáîê ïðè óãëàõ âåòâëåíèÿ θ1 =
θ2 = π/18 (a), θ1 = θ2 = π/6 (á) è θ1 = θ2 = π/3 (â).è ðàñõîäà æèäêîñòè â òðóáêå, ïîëó÷åííûì â õîäå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), à
ZPois

j � çíà÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèé, ðàññ÷èòàííûå ïî �îðìóëå Ïóàçåéëÿ ïî çàäàííûìçíàå÷íèÿì äëèíû è äèàìåòðà òðóáêè. Êðîìå ýòîãî, ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèÿ çíà-÷åíèé äàâëåíèé è ðàñõîäîâ, âû÷èñëåííûõ ïî (1) è ðàññ÷èòàííûõ ÌÊÝ ïî ìîäåëè(2). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ε1−3 äëÿ ñëó÷àåâ Re = 100; 400 ïðèâåäåíû íà ðèñ.3.

�èñ. 3. Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòîâ ñîïðîòèâëåíèé òðóáîê ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë�åéíîëüäñà.Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðåíåáðåæåíèÿñîïðîòèâëåíèåì, ñîçäàâàåìûì îáëàñòüþ ðàçâåòâëåíèÿ òðóáîê, íå ïðåâûøàåò 2.1%,òàê ÷òî äëÿ îäèíî÷íîé áè�óðêàöèè ïîòåðè ýíåðãèè íà ïåðåñòðîéêó ïîòîêà ïðåíå-áðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêîé äèññèïàöèåé. Ïðè ýòîì ÿâíîé çàâèñèìîñòèïîãðåøíîñòè îò óãëà âåòâëåíèÿ íåò, îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà �åéíîëüäñà ïî-ãðåøíîñòü íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ. Áûëè òàêæå ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû äëÿ



202 Ôèëèïïîâà Å.Í., Êèçèëîâà Í.Í.ñõîäÿùèõñÿ òðóáîê, äëÿ 2-3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ áè�óð-êàöèé, è èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ â ñèñòåìå ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷åíèé
θ1, θ2 ê îïòèìàëüíûì, êîòîðûå îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ d0,1,2. Ïî-êàçàíî, ÷òî äëÿ äåðåâà, ñîñòîÿùåãî èç îïòèìàëüíûõ òðóáîê, ïîãðåøíîñòü ïåðåõîäàîò ìîäåëè (�èñ. 1á) ê ìîäåëè (�èñ. 1à) ìèíèìàëüíà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëàéòõèëë Äæ. Âîëíû â æèäêîñòÿõ. Ì.: Ìèð, 1975. 320 ñ.[2℄ �îçåí �. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â áèîëîãèè. Ì.: Ìèð, 1967. 140 
.[3℄ Kizilova N.N. Computational approa
h to optimal transport network 
onstru
tion inbiome
hani
s // Le
ture Notes in Computer S
i. 2004. Vol.3044. P. 476�485.[4℄ Alderson H., Zamir M. Smaller, sti�er 
oronary bypass 
an moderate or reverse theadverse e�e
ts of wave re�e
tions // J.Biome
h. 2001. v.34. P. 1455�1462.[5℄ Corney S., Johnston P.R., Kilpatri
k D. Constru
tion of realisti
 bran
hed,three-dimensional arteries suitable for 
omputational modelling of �ow //Med. Biol. Eng. Comput. 2004. vol. 42. P. 660�668.[6℄ Botnar R.H., Rappits
h G., S
heidegger M.B. et al Hemodynami
s in the 
arotid arterybifur
ation: a 
omparison between numeri
al simulations and in vitro MRI measurements// J.Biome
h. 2000. v.33. P. 137�144.[7℄ Wang C.Y., Bassingthwaighte J.B. Blood �ow in small 
urved tubes // Transa
t. ASME.2003. v.125. P. 910�929.[8℄ Zhao Y., Lieber B.B. Steady expiratory �ow in a model symmetri
 bifur
ation //J. Biome
h. Eng. 1994. vol.116. P. 318�323[9℄ Olson D.E. Fluid me
hani
s relevant to respiration: �ow within 
urved or ellipti
al tubesand bifur
ating systems. PhD Thesis, Imperial College, London. 1971. 126 p.[10℄ Tadjfar M. Bran
h angle and �ow into a symmetri
 bifur
ation // Transa
t. ASME.2004. v.126. P. 516�518.Philippova E.N., Kizilova N.N. Investigation of in�uen
e of geometry and propertiesof vis
oelasti
 tubes in a bifur
ation on the �ow of a vis
ous �uid . In�uen
e of the bran
hingangle, diameters and lengths of three tubes forming a bifur
ation on the �ow of a vis
ous�uid in them is studied. Usually the in�uen
e of the bran
hing area is negle
ted and threetubes with given 
ondu
tivities for a steady and wave �ow are 
onsidered in parallel andseries 
onne
tions. A brief review of theoreti
al and experimental results is presented. Thenumeri
al 
al
ulations of the �ow and pressure distributions in the bifur
ations with di�erentgeometry has been 
arried out by �nite element method.



ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÄÂÓÕ ÖÈËÈÍÄ�ÎÂ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ�ÀÇÌÅ�ÎÂ Ñ ÍÅÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÌÈ ÎÑßÌÈ×åáàêîâ Ì.È., Êîëîñîâà Å.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È. Þæíîãî�åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàñ÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ äâóõ óïðóãèõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îñÿìè.Âîïðîñû, àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì íèæå, â òîé èëè èíîé ìåðå ðàññìàòðèâàëèñü ðà-íåå â ðàáîòàõ [1, 2℄ è äð.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ñæàòèè äâóõ óïðóãèõ êðóãî-âûõ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îñÿìè (ðèñ. 1). Ïóñòü íà÷àëîïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y, z íàõîäèòñÿ â òî÷êå O ïåðâîíà÷àëüíîãîêàñàíèÿ, îñü x ñîâïàäàåò ñ áèññåêòðèñîé óãëà ïåðåêîñà îñåé öèëèíäðîâ, à ïåðïåí-äèêóëÿðíàÿ åé îñü z íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñè öèëèíäðîâ.Öèëèíäðû èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñû r è R, à äëèíà èõ ðàâíà b. Ïðåäïîëà-ãàåì, ÷òî òîðöû öèëèíäðîâ è èõ öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âíå çîíû êîíòàêòàñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, à â çîíå êîíòàêòà îòñóòñòâóåò òðåíèå. Öèëèíäðû ïðè-æèìàþòñÿ ñèëàìè Fn, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè Ox è ëåæàùèìè â ïëîñêîñòè Ozx,è óäåðæèâàþòñÿ ìîìåíòàìè M òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñè öèëèíäðîâ ñîõðàíÿþò ñâîåíàïðàâëåíèå â ïðîöåññå äå�îðìàöèè.

�èñ. 1. Ñõåìà ñæàòèÿ ñèëîé Fn äâóõ óïðóãèõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâÊàê âèäíî èç ïîñòàíîâêè, íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ðàññìàò-ðèâàåìîé ñèñòåìû áóäåò ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Ozx, ïîýòîìó ïðè



204 ×åáàêîâ Ì.È., Êîëîñîâà Å.Ì.êîíå÷íî- ýëåìåíòíîì ìîäåëèðîâàíèè äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ åñòåñòâåí-íî ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïîëóöèëèíäðîâ ïðè y ≤ 0, ïîñòàâèâ ïðè
y = 0 óñëîâèÿ ñèììåòðèè (îòñóòñòâèå íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è êàñàòåëüíûõíàïðÿæåíèé). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ñåí-Âåíàíà äëÿ äàëüíåéøåãî óìåíü-øåíèÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ îãðàíè÷èìñÿ âçàèìîäåéñòâèåì äâóõ ÷åòâåðòåé ðàññìàòðè-âàåìûõ öèëèíäðîâ, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 2a.

�èñ. 2. Òâåðäîòåëüíàÿ ìîäåëü à) è êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü á) âçàèìîäåéñòâó-þùèõ öèëèíäðîâÏðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ìîäåëèðîâàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è íàãðóæåíèÿ âïðîãðàììíîì ïàêåòå ANSYS áûëî çàäàíî æåñòêîå çàêðåïëåíèå ïëîñêîé ãðàíè
B1C1E1D1, ïðè ýòîì ïëîñêàÿ ãðàíü B2C2E2D2 ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ïåðå-ìåùàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, íà ãðàíÿõ A1OD1B1 è A2OD2B2 çàäàíû óñëîâèÿ ñèììåò-ðèè, à íà ëèíèè B2C2 çàäàíî îòñóòñòâèå ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ. Ñèëà Fn/2ïðèëîæåíà ê ãðàíè B2C2E2D2 â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèþ îñè
z. Ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íî ýëåìåíòíîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ öèëèíäðîâ âîêðåñòíîñòè îáëàñòè êîíòàêòà èñïîëüçîâàëîñü êàíîíè÷åñêîå ðàçáèåíèå íà ýëåìåí-òû (ðèñ. 2á).Â çàâèñèìîñòè îò çàäàâàåìîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ è âîçìîæíîñòåé èñïîëüçóåìîéâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïàðàìåòðû çîíû êàíîíè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ è êîëè÷åñòâîýëåìåíòîâ â ýòîé çîíå âàðüèðîâàëèñü. Èõ âûáîð îñóùåñòâëÿëñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿðåçóëüòàòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ è, äîïîëíèòåëüíî, ïóòåì ñðàâíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êîíòàêòíûõíàïðÿæåíèé ïðè îòñóòñòâèè ïåðåêîñîâ îñåé öèëèíäðîâ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷à-åìûìè íà îñíîâå �îðìóë ïëîñêîé çàäà÷è �åðöà [3℄. Íà ýòîì îñíîâàíèè ìîæíîóòâåðæäàòü, ÷òî â ïðèâåäåííûõ íèæå ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ äîñòèãàëàñü ïðèåìëå-ìàÿ ïîãðåøíîñòü ïî êîíòàêòíûì íàïðÿæåíèÿì, êîòîðàÿ íå ïðåâûøàëà 5%.



Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ äâóõ öèëèíäðîâ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ... 2053. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ñ öåëüþ îöåíêè âëèÿíèÿ ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà
ρ = rR/(r + R) êðèâèçíû íà ïàðàìåòðû êîíòàêòà ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ äâóõçíà÷åíèé ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû ρ1 = 7.72 ìì (âàðèàíò 1, ðàäèóñû ìî-äåëèðóþùèõ öèëèíäðîâ r = 13.85 ìì, R = 17.45 ìì)è ρ2 = 10.60 ìì (âàðèàíò 2,ðàäèóñû ìîäåëèðóþùèõ öèëèíäðîâ r = 19.02 ìì, R = 23.95 ìì). (Â äàëüíåéøåìïàðàìåòðàì, ñîîòâåòñòâóþùèì âàðèàíòó 1, áóäåì ïðèñâàèâàòü èíäåêñ 1, à âàðèàí-òó 2 � èíäåêñ 2). Ïåðåêîñ îñåé öèëèíäðîâ îïðåäåëÿëè óãëîì γ, êîòîðîìó çàäàâàëèçíà÷åíèÿ 0.001 ðàä. è 0.0005 ðàä. Ìîäóëè óïðóãîñòè öèëèíäðîâ � E = 2 ·105 ÌÏÀ,êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà � ν = 0.3.Äèàïàçîí óñèëèé Fn1 äëÿ ðàñ÷åòîâ âàðèàíòà 1 íàçíà÷àëè: 3000; 5000 (Í). Äëÿðàñ÷åòîâ âàðèàíòà 2 äèàïàçîí óñèëèé íàçíà÷àëè ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Fn2 =
κρFn1 = 1.373Fn1, ò.å. ñîîòâåòñòâåííî 4118; 6860 (Í), ãäå κρ åñòü îòíîøåíèå ðà-äèóñîâ êðèâèçíû ñîîòâåòñòâåííî âòîðîé è ïåðâîé ìîäè�èêàöèé ðàññìîòðåííîéïåðåäà÷è.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû òèïè÷íûå êîìïüþòåðíûå ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëü-íûõ è ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé ïî äëèíå öèëèíäðà äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ. Âèäíî,÷òî ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ âîçíèêàþò íå íà òîðöå, à â íåïîñðåäñòâåííîé áëè-çîñòè îò íåãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîâûøåííîé ïîäàòëèâîñòè òîðöîâ.

�èñ. 3. �ðà�èê ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ (1) è ý��åêòèâíûõ (2) íàïðÿæåíèé ïîäëèíå öèëèíäðà äëÿ ñëó÷àÿ a < b (ðèñ. a) è ñëó÷àÿ a = b (ðèñ. á).Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîíòðîëÿ èçëîæåííîé çäåñü ñõåìû ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëèñüñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî �îðìóëå ïëîñêîé çàäà÷è �åðöàâ ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïåðåêîñîâ îñåé. Íàïðèìåð, ïðè γ = 0, b = 13 ìì, ρ = 10.6 ììè Fn = 2059 Í áûëî ïîëó÷åíî σmax = 709 ÌÏà, ïðè ρ = 7.72 ìì, Fn = 3000 Í �
σHmax = 1004 ÌÏà, à ïðè ρ = 7.72 ìì, Fn = 5000 Í � σHmax = 1322 ÌÏà. Ôîðìóëà�åðöà äàåò ñîîòâåòñòâåííî σH0 = 723 ÌÏà, σH0 = 1023 ÌÏà è σH0 = 1319 ÌÏà.Êðîìå òîãî, ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû Fn â n ðàç ìàêñèìàëüíûåêîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ, ïðèáëèçèòåëüíî, â √

n ðàç (ñ ïîãðåøíî-ñòüþ íå âûøå 3-5%), �îðìóëà (1) ïðè ýòîì äàåò óâåëè÷åíèå òî÷íî â √
n ðàç.Èçëîæåííîå ñâèäåòåëüñòâóåò î õîðîøåé òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.Â òàáë.1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ïðîãðàììå ANSYS ìàêñèìàëü-íûõ êîíòàêòíûõ (σmax) è ý��åêòèâíûõ (σemax) íàïðÿæåíèé íà îñè x äëÿ ñëó÷àÿ

a < b.



206 ×åáàêîâ Ì.È., Êîëîñîâà Å.Ì.
No γ, ðàä a,mm ρ,mm Fn,H σmax, ÌÏà σemax, ÌÏà
1 13.2 7.72 3000 1420 844
2 0.001 15.8 10.6 4118 1321 735
3 17.0 7.72 5000 1614 922
4 21.0 10.6 6860 1525 839
5 19.2 7.72 3000 1164 625
6 0.0005 23.4 10.6 4118 1098 583
7 25.0 7.72 5000 1343 726
8 29.7 10.6 6860 1297 716Òàáëèöà 4. Ñðàâíåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè îäíîâðåìåííîì óâåëè÷åíèèïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû è íàãðóçêè (Äëèíà çîíû êîíòàêòà a ìåíüøå äëè-íû öèëèíäðîâ b)Ïðè ñîïîñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ âàðèàíòîâ 1 è 2 (��ñòðîê: 1-2, 3-4, 5-6, 7-8) âèäíî, ÷òî ðàçíèöà â çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèé âåñüìà ìàëà,íàõîäÿñü ïðàêòè÷åñêè â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ñ÷åòà. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òîâçàèìîñâÿçü ìåæäó Fn è ρ, êàê è â çàäà÷å �åðöà, áëèçêà ê ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëü-íîñòè.Îòìåòèì, ÷òî ðàñ÷åò ïî �îðìóëàì ðàáîòû [1℄ äàåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå íàïðÿ-æåíèÿ è áîëüøèå âåëè÷èíû äëèíû ïÿòíà êîíòàêòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè,ïðåäñòàâëåííûìè â òàáëèöå 1. Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàíòà 4 ïî �îðìóëàì ðàáîòû [1℄ïîëó÷àåì σmax = 1246 ÌÏà, a = 29.2 ìì.
No γ, ðàä b,mm ρ,mm Fn,H σmax, ÌÏà σemax, ÌÏà
1 7.72 3000 1430 831
2 0.001 13 10.6 4118 1354 825
3 7.72 5000 1670 1000
4 10.6 6860 1602 1009
5 7.72 3000 1168 655
6 0.0005 18 10.6 4118 1105 644
7 7.72 5000 1377 794
8 10.6 6860 1322 800Òàáëèöà 5. Ñðàâíåíèå ìàêñèìàëüíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè îäíîâðåìåííîìóâåëè÷åíèè ïðèâåäåííîãî ðàäèóñà êðèâèçíû è íàãðóçêè (Äëèíà çîíû êîíòàêòà añîâïàäàåò ñ äëèíîé öèëèíäðîâ b)�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëó÷àÿ a = b ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Ñîïîñòàâëÿÿ ñî-îòâåòñòâåííûå äâóì âàðèàíòàì íàãðóæåíèÿ ðàñ÷åòû ìàêñèìàëüíûõ êîíòàêòíûõ èý�åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé (�� ñòðîê 1-2, 3-4, 5-6 è 7-8), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ,÷òî è â ýòîì ñëó÷àå, êàê â ðàññìîòðåííîì âûøå, ñîõðàíÿåòñÿ ïî÷òè ïðÿìàÿ ïðîïîð-öèîíàëüíîñòü ìåæäó äåéñòâóþùåé íàãðóçêîé è ïðèâåäåííûì ðàäèóñîì êðèâèçíû.Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ âûÿâëåííûå è îòìå÷åííûå âûøåâçàèìîñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè êîíòàêòà (êðèâèçíû - óñèëèÿ - íàïðÿæåíèÿ èò.ä.) ñîõðàíÿëèñü äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé óãëà ïåðåêîñà, âïëîòü äî γ = 0.005 ðàä è
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè y < 0äðóãèõ âåëè÷èí ñèëû Fn.Íà ðèñ. 4 äàíî ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèÿ ïðè y < 0 äëÿ ñëó÷àÿ

Fn = 3000 Í, b = 5.5 ìì, r = 13.85 ìì, R = 17.45 ìì, γ = 0.005 ðàä, ïî êîòîðîìóìîæíî ñóäèòü î �îðìå îáëàñòè êîíòàêòà.4. Âûâîä. Ïðè ñæàòèè äâóõ óïðóãèõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿîñÿìè ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì èçìåíåíèè ñæèìàþùåãî óñèëèÿ Fn è ïðèâåäåííîãîðàäèóñà êðèâèçíû ρ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êîí-òàêòíûõ íàïðÿæåíèé èçìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ýòè èçìåíåíèÿ ñîèçìåðèìû ñïîãðåøíîñòüþ ðàñ÷åòîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (Ïðîåêò � 08-08-00873).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ðèøèí Ñ.À. Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå óïðóãèõ öèëèíäðîâ ïðè ïåðåêîñàõ îñåé// �åñï. ñá. "Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà". Âûï.19. Õàðüêîâ: Èçä-âî Õ�Ó"Âèùà øêîëà". 1988. Ñ. 32-39.[2℄ Æóðàâëåâ �.À. Îöåíêà ïðèìåíèìîñòè ðåøåíèÿ �åðöà â çàäà÷àõ î êîíòàêòå çóá÷àòûõêîëåñ // Òåõíèêà ìàøèíîñòðîåíèÿ. 2001. �2. Ñ. 82-90.[3℄ Ïðî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü, êîëåáàíèÿ. Ñïðàâî÷íèê â òðåõ òîìàõ. Ò.2. Ïîä ðåä.È.À.Áèðãåðà, ß.�.Ïàíîâêî Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå. 1968. Ñ.464.Chebakov M.I., Kolosova E.M. The 
onta
t problem for two �nite size 
ylinders withunparallel axes. The results of 
onta
t intera
tion �nite element 
omputation of two elasti

ir
ular �nite length 
ylinders with 
rossing axes are redu
ed.



Î ÑÒ�ÓÊÒÓ�Å Ê�ÀÅÂÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ ÂÂÛÑÎÊÎÌÎÄÓËÜÍÎÌ Ò�ÀÍÑÒ�ÎÏÍÎÌ ÑËÎÅØàëäûðâàí Â.À., Åðæàêîâ �.Â.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÑòðîÿòñÿ îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ òèïà Ëóðüå-Âîðîâè÷à äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ, èçãîòîâëåí-íîãî èç âûñîêîìîäóëüíûõ òðàíñòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ñîîáùåíèÿóñòàíîâèòü ðÿä îñîáåííîñòåé, ïðèñóùèõ ðåøåíèÿì òðåõìåðíûõ çàäà÷ äëÿ ïëàñòèí è êî-ðîòêèõ öèëèíäðîâ, èçãîòîâëåííûõ èç óêàçàííûõ ìàòåðèàëîâ. Ýòè îñîáåííîñòè âûòåêàþòèç àíàëèçà ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé (ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò òåõíè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ âûñîêîìîäóëüíûõ ìà-òåðèàëîâ), âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé òèïà ïîãðàíñëîÿ.Äîêëàä ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ âûñîêîìîäóëüíûõ ïëàñòèí è êîðîòêèõ öèëèíäðîâ. Èçó÷å-íèå çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè òðàíñòðîïíûõ (òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõ)ìàòåðèàëîâ áûëî ïîëîæåíî èññëåäîâàíèÿìè Ñ.�. Ëåõíèöêîãî [1℄, êîòîðûé ââåë�óíêöèè íàïðÿæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Íåçàâèñè-ìî îò íåãî H. Elliott (Ýëëèîòò) [2℄ ðàññìîòðåë àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ñ ïîìîùüþââåäåíèÿ äâóõ ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé. Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ íà íåîñåñèììåò-ðè÷íóþ äå�îðìàöèþ áûëî îñóùåñòâëåíî A. Lodge (Ëîäæ) [3℄. Ïîëüçóÿñü ýòèìèðåçóëüòàòàìè ðÿä àâòîðîâ ðàññìîòðåëè çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû èëè ïî-ëóáåñêîíå÷íîé, ó êîòîðîé ãðàíè÷íàÿ ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ñèììåòðèèòðàíñòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Â ñòàòüå Ñ.�. Ëåõíèöêîãî [4℄ áûëî ïîñòðîåíî áèãàð-ìîíè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è èçãèáà òðàíñòðîïíûõ ïëàñòèí.Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ñòðîèëèñü ðåøåíèÿ äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí è áûëà óêàçà-íà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü äðóãèõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå�îðìû îáîáùåííûõ ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè, H. Ding (Äèíã)[5℄, M. Wang (Âàíã) [6℄,W.T. Chen (×åí) [7℄ è äð. Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ðåøåíèé â êîíêðåòíûõ êðàåâûõçàäà÷àõ îñóùåñòâëåíà íå áûëà. Âîïðîñ î ïîëíîòå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îáñóæäàëñÿR.A. Eubannks and E. Sternberg (Þáåíêîì è Ñòåðáåðãîì) [8℄ è äð.. Êîëè÷åñòâåí-íûå îöåíêè ÍÄÑ âáëèçè îòâåðñòèé â íåòîíêèõ òðàíñòðîïíûõ ïëèòàõ, îñëàáëåííûõîòâåðñòèåì, âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû Ì.À. Øëåíåâûì [9℄ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè-÷åñêîãî ìåòîäà Âîðîâè÷à. À.Ñ. Êîñìîäàìèàíñêèì è Â.À. Øàëäûðâàíîì [10℄ áû-ëà ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé äëÿ òðàíñòðîïíîãîñëîÿ ñî ñâîáîäíûìè òîðöàìè, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå Ëóðüå-Âîðîâè÷à. Â ìîíîãðà-�èè [11℄ ýòà ìåòîäèêà áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâàçàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ òîëñòûõ òðàíñòðîïíûõ îäíîðîä-íûõ è êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ïëèò. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â íåäàâíî èçäàííîéîáøèðíîé ìîíîãðà�èè H. Ding, W. Chenand, L. Zhang [12℄, ïîñâÿùåííîé òåîðèèóïðóãîñòè òðàíñòðîïíûõ òåë, êîëè÷åñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ âåñüìà îãðàíè÷åíû, àçàäà÷è êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé âîîáùå îòñóòñòâóþò.Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ñîîáùåíèÿ � óñòàíîâèòü îñîáåííîñòè ðåøåíèé òðåõìåð-íûõ çàäà÷ äëÿ âûñîêîìîäóëüíûõ òðàíñòðîïíûõ ïëàñòèí è êîðîòêèõ öèëèíäðîâ.



Î ñòðóêòóðå êðàåâûõ ý��åêòîâ â âûñîêîìîäóëüíîì òðàíñòðîïíîì ñëîå 209Ïîñëåäíèå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì Ëóðüå-Âîðîâè÷à êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óêàçàíûõ òåë.�1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü V = {x1, x2 ∈ S, |x3| ≤ H} îáëàñòü çàíÿòàÿóïðóãèì òåëîì (òðàíñòðîïíîé ïëàñòèíîé), ãäå S � ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü ïëàñòè-íû, 2H � åå òîëùèíà, Γ = ∂S × I , S± � ïëîñêèå ãðàíè ïëàñòèíû (òîðöû), R �ðàäèóñ ∂S, êîòîðûé áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð. Âñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå S ðàññìàòðèâàåòñÿ âñÿ ïëîñêîñòü Ox1x2, òåëî áóäåì íà-çûâàòü ñëîåì. Còðóêòóðà ìàòåðèàëà òàêîâà, ÷òî âñå íàïðàâëåíèÿ â ïëîñêîñòÿõ,ïàðàëëåëüíûõ ñðåäèííîé, ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå óïðóãèõ ñâîéñòâ. Ïðè ýòîì îíõàðàêòåðèçóåòñÿ óïðóãèìè ïàðàìåòðàìè ν, νz, ν2 = νz
E
Ez
, s2

0 = G
Gz

( νz, Ez, Gz � êî-ý��èöèåíò Ïóàññîíà, ìîäóëü Þíãà è ìîäóëü ñäâèãà â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêó-ëÿðíûõ ïëîñêîñòÿì èçîòðîïèè). Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé uk(xi) , òåíçîðîâäå�îðìàöèè εjk(xi) è íàïðÿæåíèé σjk(xi) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêèìèñîîòíîøåíèÿìè, óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ â íàïðÿæåíèÿõ è îáîáùåííûì çàêîíîì�óêà [1℄. Èç ýòèõ çàâèñèìîñòåé ñëåäóþò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ(òèïà óðàâíåíèé Ëàìå â èçîòðîïèè). Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî ñ�îðìóëè-ðîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü òîðöû ñâîáîäíûìè îò âíåøíèõ óñèëèé,à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ ñàìîóðàâíîâåøåííîé ñèñòåìû ñèë,âûçûâàþùèõ ìàëóþ äå�îðìàöèþ, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñ-êîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
σ13 = σ23 = σ33 = 0, x3 = ±H, (1)

σρρ |Γ= P1(θ, x3), σρθ |Γ= P2(θ, x3), σρζ |Γ= P3(θ, x3). (2)Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è ëåæèò èäåÿ îïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ u0 = (u1, u2) â âèäå âèõðåâîé èïîòåíöèàëüíîé ÷àñòè [13℄. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïëîñêèì âàðèàíòîì òåîðåìû�åëüìãîëüöà: ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì x3 ïîëå ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâèìî ââèäå ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé ¾âèõðåâîé è ïîòåíöèàëüíîé çàäà÷¿.�2 Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ âèõðåâîé çàäà÷è. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
ξ = x1

R
,η = x2

R
,ζ = x3

H
,h = H

R
,uk = uk

R
ïîëå ñìåùåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå

u1(ξ, η, ζ) = p(ζ)∂2Φ(ξ, η), u2(ξ, η, ζ) = −p(ζ)∂1Φ(ξ, η),

u3 ≡ 0,
(
h2D2 − δ2

)
Φ(ξ, η) = 0,

(3)ãäå h = H/R � áåçðàçìåðíàÿ òîëùèíà, δ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Óäîâëåòâî-ðÿÿ óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ è óñëîâèÿì (1), ïðèõîäèì ê çàäà÷åØòóðìà-Ëèóâèëëÿ
p′′(ζ) + δ2s2

0p(ζ) = 0, p′(±1) = 0. (4)Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è (4)èìåþò âèä
δk =

kπ

s0
, k = 1, 2, ..., pk(ζ) = bk cos δks0ζ. (5)



210 Øàëäûðâàí Â.À., Åðæàêîâ �.Â.Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå δ0 = 0 çäåñü èñêëþ÷åíî è áóäåò ðàññìîòðåíî ïîçæå. Òàêèìîáðàçîì, ðåøåíèåì âèõðåâîé çàäà÷è áóäóò �óíêöèè
u1b(ξ, η, ζ) =

∑

k

bk cos δks0ζ∂2Φ(ξ, η), k = 1,∞

u2b(ξ, η, ζ) = −
∑

k

bk cos δks0ζ∂1Φ(ξ, η), u3 = 0.
(6)�3 Ïîñòðîåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîëå ïåðåìåùåíèé èùåì â âèäå

u1(ξ, η, ζ) = n(ζ)∂1Ψ(ξ, η), u2(ξ, η, ζ) = n(ζ)∂2Ψ(ξ, η),

u3 = q(ζ)Ψ(ξ, η),
(
h2D2 − κ

)
Ψ(ξ, η) = 0.

(7)Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ñ ïðåäûäóùèì, ïðèõîäèì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñèñòå-ìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
n′′(ζ) + c1κn(ζ) + c2q

′(ζ) = 0,

q′′(ζ) + c3κq(ζ) + c4κn
′(ζ) = 0,

(8)
n′(±1) + hq(±1) = 0,

q′(±1) + c5κn(±1) = 0,
(9)Â çàïèñè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

c1 = (1 + µ1)s
2
0, c2 = hµ3s

2
0, c3 =

1

µ2s2
0

,

c4 =
µ3

hµ2

(1 + µ1)s
2
0, c5 =

ν2

h(1 − ν)
,îñòàëüíûå ñîâïàäàþò â ïðèâåäåííûìè â [10, 11℄.�åøåíèå ñèñòåìû (8) ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè �óíêöèé n(ζ) è q(ζ), èìååò âèä:

n(ζ) = H1 cosh(s1

√
−κζ) +H2 cosh(s2

√
−κζ),

q(ζ) = Q1 sinh(s1

√
−κζ) +Q2 sinh(s2

√
−κζ).

(10)Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
s1,2 =

√
b1 ±

√
b21 ± b2, b1 =

s2
0 − ν2

1 − ν
, b2 =

ν2

νz

1 − ν2νz

1 − ν2
(11)Äëÿ âûñîêîìîäóëüíûõ ìàòåðèàëîâ ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ

b1 > 0, b21 − b2 > 0, s1, s2 ∈ R.Òðåáóÿ, ÷òîáû âòîðîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (8) óäîâëåòâîðÿëîñü òîæäåñòâåííî,óñòàíàâëèâàåì çàâèñèìîñòü ìåæäó êîíñòàíòàìè Hm è Qm:
Qm = −AmHm, Am =

√
−κ
h

µ3s
2
0sm

1 − µ2s
2
0s

2
m



Î ñòðóêòóðå êðàåâûõ ý��åêòîâ â âûñîêîìîäóëüíîì òðàíñòðîïíîì ñëîå 211Òåïåðü èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9) ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ Hm,
Qm è κ:

cosh(
√
−κs1)

[
ν2

h(1 − ν)
κ−

√
−κs1A1

]
H1+

+ cosh(
√
−κs2)

[
ν2

h(1 − ν)
κ−

√
−κs2A2

]
H2 = 0,

sinh(
√
−κs1)

[√−κs1

h
κ−A1

]
H1 + sinh(

√
−κs2)

[√−κs2

h
κ−A2

]
H2 = 0,

(12)îïðåäåëèòåëü êîòîðîé äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. �àñêðûâàÿ åãî, ïîëó÷àåì òðàíñ-öåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ κ:
(s1 + s2) sinh(s1 − s2)

√
−κ + (s1 − s2) sinh(s1 + s2)

√
−κ = 0 (13)Îáîçíà÷èì s1+s2 = Ω, s1−s2

s1+s2
= ω è ðàññìîòðèì ñëó÷àé κ = γ2, òîãäà óðàâíåíèå (12)ïðèìåò âèä
ω sin(Ωγ) + sin(Ωωγ). (14)Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (8)-(9) èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð γp, êîòîðûéðàñïîëîæåí ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñåé. Ïðè ýòîìòî÷êàì ñïåêòðà γp è −γp ñîîòâåòñòâóåò îäíà �óíêöèÿ Ψp(ξ, η), êîòîðàÿ îïðåäå-ëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (h2D2 − γ2

p)Ψp = 0. Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ÷èñòî ìíèìûõêîðíåé, à àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûõ γp è äåéñòâèòåëüíûõ αp - äàþò-ñÿ �îðìóëàìè:
γp = − 1

Ω(1 − ω)
(2p+ 1 + i ln(ω)), αp =

πp

ωΩ
, , p = 1,∞. (15)Êîðåíü α0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òðåõêðàòíûì è áóäåò ðàññìîòðåí íèæå âìåñòå ñ íóëåâûìçíà÷åíèåì δ0 = 0 âèõðåâîé çàäà÷è.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû êîìïëåêñíûå è äåéñòâèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (14) äëÿáîðîïëàñòèêà è îðãàíîïëàñòèêà:

Ω = 1.96 ω = 0.87 Ω = 1.77 ω = 0.77
p ℜ(γp) ℑ(γp) αp ℜ(γp) ℑ(γp) αp1 12.190105 0.63988372 1.7271465 8.1930984 0.79047893 2.10780642 36.608620 0.45595618 3.4552132 24.575751 0.74869856 4.23207373 61.451703 0.53393485 5.1855629 40.944057 0.65103276 12.3512844 85.849083 0.65334257 6.9209955 57.253574 0.41941873 14.4717465 110.23106 0.61590155 8.6694876 73.159335 0.53345490 16.578847�4 Ïîñòðîåíèå áèãàðìîíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Âåðíåìñÿ ê íóëåâûì çíà÷å-íèÿì δ0 = 0 è α0 = 0. Äëÿ íèõ ñòðîèòñÿ Æîðäàíîâà öåïî÷êà è ìû ïðèõîäèì êáèãàðìîíè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Ïåðåìåùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èùóòñÿ â âèäå:

u1(ξ, η, ζ) = ∂
(
Φ0 + ζ2Φ2 + Φ∗

0

)
,

u2(ξ, η, ζ) = ∂
(
Φ0 + ζ2Φ2 − Φ∗

0

)
, u3 = ζΦ1,

(16)ãäå �óíêöèè Φi îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé
D2D2Φ0 = 0, Φ2 = − h2ν2

2(1 + ν)
D2Φ0, Φ1 =

hν2

1 + ν
D2Φ0. (17)
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ÏÎÒÅ�ß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÓÏ�Ó�ÎÉ ÏÎ�ÈÑÒÎÉ Ò�ÓÁÛ Ï�ÈÒ�ÅÕÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÍÀ��ÓÆÅÍÈÈØåéäàêîâ Ä.Í.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè óïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîéòðóáû èç âûñîêîïîðèñòîãî ìàòåðèàëà â óñëîâèÿõ äå�îðìàöèè ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) ïðèâíóòðåííåì è âíåøíåì äàâëåíèè. Ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâ-íåíèé ðàâíîâåñèÿ íàéäåíû ñïåêòðû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äå�îðìàöèè èñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîäû âûïó÷èâàíèÿ, à òàêæå ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïðî-ñòðàíñòâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ�îðìóëèðîâàíû íåêî-òîðûå îáùèå âûâîäû î õàðàêòåðå âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà íà áè�óðêàöèþðàâíîâåñèÿ ïîðèñòîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû ïðè êîìáèíèðîâàííîì íàãðóæåíèè.1. Â ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèÿõ äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûåïîðèñòûå ìàòåðèàëû, òàêèå êàê ìåòàëëè÷åñêèå è ïîëèìåðíûå ïåíû, êåðàìèêè, àòàêæå ìàòåðèàëû, îáðàçîâàííûå ñîòîâûìè êîíñòðóêöèÿìè. Â ñèëó âëèÿíèÿ ìèê-ðîñòðóêòóðû ïîâåäåíèå òàêèõ ìàòåðèàëîâ íå ìîæåò áûòü àäåêâàòíî îïèñàíî âðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîéìîäåëè ïîðèñòîãî óïðóãîãî òåëà öåëåñîîáðàçíûì îêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìî-äåëè ìèêðîïîëÿðíîé ñïëîøíîé ñðåäû, èëè êîíòèíóóìà Êîññåðà [1℄ � [5℄, ò.å. ñðåäûñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè è âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.�àäèóñ�âåêòîð R, çàäàþùèé ïîëîæåíèå ÷àñòèöû ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû â äå-�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, è ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà H,õàðàêòåðèçóþùèé ïîâîðîò ÷àñòèöû, â ñëó÷àå äå�îðìàöèè îñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ�ñæàòèÿ ïðè âíóòðåííåì è âíåøíåì ãèäðîñòàòè÷åñêîì äàâëåíèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-äóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [5, 6℄
R = ReR + ZeZ , H = ereR + eϕeΦ + ezeZ (1)

R = f(r), Φ = ϕ, Z = α z (2)
r1 6 r 6 r0, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 z 6 lÇäåñü r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè (ëàãðàí-æåâû êîîðäèíàòû), R,Φ, Z � ýéëåðîâû öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, {er, eϕ, ez}è {eR, eΦ, eZ} � îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå áàçèñû ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðîâûõöèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, α � êîý��èöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïî îñè öèëèíäðà, f(r)� íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàäèàëüíóþ äå�îðìàöèþ òðóáû è îïðå-äåëÿåìàÿ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, r1, r0, l � âíóòðåííèé èâíåøíèé ðàäèóñ è äëèíà íåäå�îðìèðîâàííîé òðóáû.Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè L ðàâåí íóëþ [4℄

L× E = −
o

∇H · HT = 0



214 Øåéäàêîâ Ä.Í.à âûðàæåíèå ìåðû äå�îðìàöèè Y èìååò âèä
Y = C · HT = f ′ (r) erer +

f (r)

r
eϕeϕ + α ezez (3)ãäå C =

o

∇R � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè, o

∇ � íàáëà-îïåðàòîð â îòñ÷åòíîé êîí�èãó-ðàöèè, E � åäèíè÷íûé òåíçîð. Øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî r.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà òðóáû îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ �èçè÷å-ñêè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà [1, 4℄, óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿäå�îðìàöèè êîòîðîãî çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
W (Y,L) =

1

2
λ tr2 (Y −E) +

1

2
(µ+ κ) tr

(
(Y −E) · (Y − E)T

)
+

1

2
µ tr (Y − E)2 +

1

2
γ1 tr2

L +
1

2
γ2 tr

(
L · LT

)
+

1

2
γ3 trL2

(4)
µ+ κ > 0, λ + 2µ+ κ > 0, γ2 ≥ 0, γ1 + γ2 + γ3 > 0Òîãäà, â ñëó÷àå äå�îðìàöèè (1), (2) òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû

G ðàâåí íóëþ
G =

∂W (Y,L)

∂L
·H = 0à òåíçîð íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû D ðàâåí

D =
∂W (Y,L)

∂Y
· H = D1ereR +D2eϕeΦ +D3ezeZ

D1 = λs+ χ (f ′ (r) − 1) , D2 = λs+ χ

(
f (r)

r
− 1

)

D3 = λs+ χ (α− 1)

(5)
s = f ′ (r) +

f (r)

r
+ α− 3, χ = 2µ+ κÓðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû èìåþò âèä [2℄�[5℄:

o

∇ ·D = 0,
o

∇·G +
(
C

T · D
)
× = 0 (6)ãäå ñèìâîë × îçíà÷àåò âåêòîðíûé èíâàðèàíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà. Ê âíåøíåé áî-êîâîé ïîâåðõíîñòü òðóáû ïðèëîæåíî ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå p0, à ê âíóòðåííåé� äàâëåíèå p1, ðàññ÷èòàííûå íà åäèíèöó ïëîùàäè äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðà-öèè. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè ïðè ïåðåõîäå îòîòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ê òåêóùåé [6℄, çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêîâûõïîâåðõíîñòÿõ òðóáû:

er ·D|r=r1
= −α p1f (r1)

r1
eR, er ·D|r=r0

= −α p0f (r0)

r0
eR

er ·G|r=r1
= er · G|r=r0

= 0

(7)



Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãîé ïîðèñòîé òðóáû 215Èç óðàâíåíèé (6) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7) íàõîäèì íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ f (r):
f(r) = c1r −

c2
r

c1 =
(λ [3 − α] + χ) [(αp1 − χ) r2

0 − (αp0 − χ) r2
1]

(2λ+ χ+ αp1) (χ− αp0) r
2
1 + (2λ+ χ+ αp0) (αp1 − χ) r2

0

c2 =
α (λ [3 − α] + χ) (p1 − p0)r

2
0r

2
1

(2λ+ χ+ αp1) (χ− αp0) r
2
1 + (2λ+ χ+ αp0) (αp1 − χ) r2

0

(8)
2. �àññìîòðèì ìàëîå âîçìóùåíèå íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ,îïèñàííîãî âûøå. Ëèíåéíûå ÷àñòè ïðèðàùåíèé ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçó-þùèõ âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Ñïðàâåäëèâûñëåäóþùèå �îðìóëû [4℄:
C

• =
o

∇v, H
• = −H × ω, Y

• =
( o

∇v + C × ω
)
· HT

L
• =

o

∇ω · HT, v = vReR + vΦeΦ + vZeZ , ω = ωReR + ωΦeΦ + ωZeZ

(9)Çäåñü v � âåêòîð äîáàâî÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ, ω � ëèíåéíûé âåêòîð äîáàâî÷íîãîìèêðîïîâîðîòà.Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû [4℄ èìåþò âèä
o

∇·D• = 0,
o

∇ ·G• +
[ o

∇v
T · D + C

T · D•
]

×
= 0 (10)ãäå D

• è G
• � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèéòèïà Ïèîëû.Êðàåâûå óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè òðóáû ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ëè-íåàðèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7)

er · D•|r=r1
= −p1Jer · C−T ·

(
E∇ · v −∇v

T
)

er · D•|r=r0
= −p0Jer · C−T ·

(
E∇ · v −∇v

T
)

er · G•|r=r1
= er · G•|r=r0

= 0; J = detC

(11)
Çäåñü ∇ = C

−1 ·
o

∇ � íàáëà-îïåðàòîð â íà÷àëüíîì äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà òîðöàõ òðóáû îòñóòñòâóþò ñèëû òðåíèÿ è çàäàíî ïî-ñòîÿííîå íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå:
ez ·D• · eR|z=0,l = ez · D• · eΦ|z=0,l = vZ |z=0,l = 0

ez ·G• · eZ |z=0,l = ωR|z=0,l = ωΦ|z=0,l = 0
(12)Âûðàæåíèÿ (10) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó øåñòè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðîâ âîçìóùåíèé vR, vΦ, vZ , ωR, ωΦ, ωZ . �å-
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vR = VR (r) cos nϕ cosβz, vΦ = VΦ (r) sinnϕ cosβz

vZ = VZ (r) cosnϕ sin βz, ωR = ΩR (r) sin nϕ sin βz

ωΦ = ΩΦ (r) cos nϕ sin βz, ωZ = ΩZ (r) sin nϕ cosβz

β = πm/l, m = 1, 2, ..., n = 0, 1, ...

(13)
ïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ ïåðåìåííûõ ϕ, z â ýòèõ óðàâíåíèÿõ è ïîçâîëÿåò óäîâëå-òâîðèòü ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (12).3. Ïóòåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà-÷è (10) � (13) î áè�óðêàöèè ðàâíîâåñèÿ öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû èç ìèêðîïîëÿð-íîãî ìàòåðèàëà ïðè îñåâîì ñæàòèè (ðàñòÿæåíèè), à òàêæå âíóòðåííåì è âíåøíåìäàâëåíèè, â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ ïîñòðîåíû êðèòè÷åñêèå êðè-âûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìîäàì íåóñòîé÷èâîñòè. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçàýòèõ êðèâûõ íàéäåíû îáëàñòè óñòîé÷èâñîòè äëÿ òðóá ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ.

�èñ. 1. �ðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïåíîïîëèóðèòàíà.Íà �èñ. 1 â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ δ, p∗1 è p∗0 (δ = α − 1 � óäåëüíîå îñåâîåðàñòÿæåíèå, p∗1 = p1/µ, p∗0 = p0/µ � áåçðàçìåðíîå âíóòðåííåå è âíåøíåå äàâëåíèå)ïðèâåäåíà ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïåíîïîëèóðèòàíà [7℄
λ = 79.73 · 107Ïà, µ = 99.67 · 106 Ïà, κ = 86.67 · 105 Ïà
γ1 = −26.65Ïà · ì2, γ2 = 45.3Ïà · ì2, γ1 = 34.65Ïà · ì2



Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãîé ïîðèñòîé òðóáû 217Îòíîñèòåëüíàÿ äëèíà òðóáû ðàâíà l∗ = l/lb = 600, ãäå lb =
√
γ2/2χ � õàðàêòåðè-ñòè÷åñêàÿ äëèíà ïðè èçãèáå [7℄. Òîëùèíà ñòåíêè ñîñòàâëÿåò 5% îò äèàìåòðà.Â õîäå àíàëèçà âëèÿíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ñæàòîé(ðàñòÿíóòîé) óïðóãîé òðóáû óñòàíîâëåíî, ÷òî âíóòðåííåå äàâëåíèå âñåãäà ïðèâî-äèò ê äåñòàáèëèçàöèè äå�îðìàöèè, â òî âðåìÿ êàê íåáîëüøîå âíåøíåå äàâëåíèåîêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèèâíåøíåãî äàâëåíèÿ îíî òàêæå íà÷èíàåò äàâàòü äåñòàáèëèçèðóþùèé ý��åêò.Ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ íà áè�óðêàöèþ ðàâíîâå-ñèÿ òðóáû èç ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà îáíàðóæåí ðàçìåðíûé ý��åêò. Èìåííî,åñëè ðàññìàòðèâàòü òðóáû èìåþùèå ðàçíûå äëèíû, íî îäèíàêîâûå ïðîïîðöèè,òî ïðè äëèíàõ l∗ < 1000 íàáëþäàåòñÿ ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîéäå�îðìàöèè îò äëèíû òðóáû (îíà âîçðàñòàåò ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ òðóáû).Îïèñàííûé ý��åêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû è íå èìååò ìå-ñòà ïðè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë èç îáû÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Íóæíî îòìå-òèòü, ÷òî íàëè÷èå ðàçìåðíîãî ý��åêà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå ìàòåðèàëîâïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî [7℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà �Ô (ÌÊ-4984.2008.1).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Cosserat E. et F. Theorie des Corps Deformables. Paris. Librairie S
ienti�que A.Hermann et Fils., 1909.[2℄ Ïàëüìîâ Â.À. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ íåñèììåòðè÷íîé òåîðèè óïðóãîñòè // ÏÌÌ.1964. Ò. 28. Âûï. 3. Ñ. 401-408.[3℄ Erofeyev V.I. Mi
rostru
tured solids. Mathemati
al models and wave pro
esses analysis.Nizhny Novgorod: Intelservi
e Publishing Company, 1996.[4℄ Åðåìååâ. Â.À., Çóáîâ Ë.Ì. Îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë ñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæå-íèÿìè // ÌÒÒ. 1994. � 3. Ñ. 181-190.[5℄ Zubov L.M. Nonlinear Theory of Dislo
ations and Dis
linations in Elasti
 Bodies. Berlin;Heidelberg; NY, 1997.[6℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[7℄ Lakes R. Experimental methods for study of Cosserat elasti
 solids and other generalizedelasti
 
ontinua // Continuum models for materials with mi
ro-stru
ture. ed. H.Muhlhaus, J. Wiley. N.Y., 1995. p. 1-22.Sheydakov D.N. Bu
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÁÎËÜØÈÕÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÎ�ÌÎÈÇÌÅÍÅÍÈÉ ÎÁÎËÎ×ÅÊÂ�ÀÙÅÍÈßÞäèí À.Ñ.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄàí îáçîð íåêîòîðûõ àêòóàëüíûõ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿáîëüøèõ ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé îáîëî÷åê.Àêòóàëüíîñòü âîïðîñîâ �îðìîâêè ñâÿçàíà ñ ìíîæåñòâîì ñóùåñòâóþùèõ òåõ-íîëîãèé ïîëó÷åíèÿ èçäåëèé èç çàãîòîâîê îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ãåîìåòðèè. Ìàòå-ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå áîëüøèõ ïëàñòè÷åñêèõ �îðìîèçìåíåíèé îáîëî÷åê îò-íîñèòñÿ ê ñëîæíîé ïðîáëåìå íåëèíåéíîé ìåõàíèêè. Ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòüñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ îäíîâðåìåííîãî ó÷åòà êàê ãåîìåòðè÷åñêèõ, òàê è �èçè-÷åñêèõ íåëèíåéíûõ �àêòîðîâ.�åøåíèå çàäà÷ �îðìîâêè ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè âåñüìà çàòðóäíèòå-ëüíî êàê ïî âðåìåíè, òàê è ïî óñòîé÷èâîñòè ñ÷åòà. Õîòÿ â ñëó÷àå ñëîæíîé ãåîìåò-ðèè áåç ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ òèïà ÌÊÝ íå îáîéòèñü. Ïóáëèêàöèé ñ ïðè-ìåíåíèåì ÌÊÝ-ïàêåòîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî. Íî îáñóæäåíèé âîçíèêàþùèõ ïðîáëåìè ý��åêòèâíîñòè èõ ïðåîäîëåíèÿ ïðèìåíåíèÿ, íàïðèìåð, ïî âðåìåíè ðàñ÷åòîâ,ìàëî.Çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â èäåíòè�èêàöèè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé èãðàþò ýêñïå-ðèìåíòû. Èìåþòñÿ ðàáîòû, â êîòîðûõ îòìå÷àåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòîâè ïðîâîäèìûõ èñïûòàíèé. Â ðàáîòàõ [1, 2℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ïðîöåññàõäå�îðìàöèè ìåòàëëîâ ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âñëåäñòâèå âûñîêèõ íàãðó-çîê ñòàíîâÿòñÿ àíèçîòðîïíûìè. Äëÿ ìíîãèõ èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé è ðàñ÷å-òîâ òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü íàâåäåííóþ ïðè äå�îðìàöèè àíèçîòðîïèþ ìåõàíè÷åñêèõñâîéñòâ. Îäíîé èç òåîðèé, ó÷èòûâàþùåé ïîäîáíóþ àíèçîòðîïèþ, ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿèçîòðîïíîé òðàíñëÿöèè öåíòðà ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè. Â ðàáîòå [1℄ ïðèâîäèòñÿîïèñàíèå ýòîé òåîðèè, óêàçûâàþòñÿ åå äîñòîèíñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè òåîðè-ÿìè àíèçîòðîïíîé ïëàñòè÷íîñòè. Îïèñûâàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìåòîäèêà îïðå-äåëåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìè, ïîêàçàâøåå õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå.Äëÿ ðÿäà øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìàòåðèàëîâ íåîáõîäèìû êîíñòàíòû è ñîîò-íîøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå àíèçîòðîïíîå óïðî÷íåíèå. Â [3℄ ïðåäîñòàâëåíà òàêàÿèí�îðìàöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè àíàëèçå ïðîöåññîâ ëèñòîâîéè îáúåìíîé øòàìïîâêè.Ïðè îáðàáîòêå ìåòàëëîâ îäíèì èç âîçäåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ íàãðåâ. Â ìîíîãðà-�èè [4℄ ïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòèêè ìåòàëëîâ ïðè ïîâûøåííûõ òåìïåðàòóðàõ; äà-íû ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèè ñîñòîÿíèè â óñëîâèÿõ ãîðÿ÷åãî�îðìîèçìåíåíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ãîðÿ÷åãî �îðìîèçìåíåíèÿ ìåòàë-ëîâ ïðèìåíåíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåîíîìíûõ òåë, â êîòîðûå âõîäèò ñòðóêòó-ðíûé ïàðàìåòð ïîâðåæäàåìîñòè. Ïðåäëîæåíû âàðèàíòû ÌÊÝ â �îðìå ìåòîäà



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå áîëüøèõ ïëàñòè÷åñêèõ �îðìîèçìåíåíèé 219ïåðåìåùåíèé è ñìåøàííîãî ìåòîäà, à òàêæå ý��åêòèâíûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäûðåøåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïîëçó÷åñòè.Â ðàáîòå [5℄ ïðåäëîæåí è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåí ìîäè�èöèðîâàííûéâàðèàíò îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè äëÿ íà÷àëüíî-àíèçî-òðîïíûõ ñðåä. Ïðåäñòàâëåííûé âàðèàíò äå�îðìàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòèàíèçîòðîïíûõ ñðåä ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ïðåäåëüíóþ äå�îðìàöèþ ìàòåðèàëàâ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ äàâëåíèåì.Â [6℄ ëîêàëèçàöèÿ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ðàññìîòðåíà êàê ïðîöåññ ýâî-ëþöèè àêòèâíîé íåëèíåéíîé ñðåäû, ñîïðîâîæäàþùèéñÿ ãåíåðàöèåé îñîáîãî âè-äà ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ - àâòîâîëí ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìà-öèè. Ïîëó÷åíû îñíîâíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êèíåòèêè èçìåíåíèÿàâòîêàòàëèòè÷åñêîãî (äå�îðìàöèÿ) è äåìï�èðóþùåãî (íàïðÿæåíèå) �àêòîðîâ,óïðàâëÿþùèõ �îðìèðîâàíèåì àâòîâîëí â àêòèâíîé íåëèíåéíîé ñðåäå è îñíîâíûåêîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ àâòîâîëíîâûõ ïðîöåññîâ. Ýêñïåðèìåíòàëü-íî èññëåäîâàíû ïðîöåññû ðîæäåíèÿ, ïåðåñòðîéêè è ðàçðóøåíèÿ àâòîâîëí â õîäåïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè.Â ðàáîòå [7℄ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ìîäåëè àíè-çîòðîïèè ïðåäåëüíîé ïëàñòè÷íîñòè, îïèñûâàþùåé ðàçðóøåíèå ëèñòîâûõ ìàòåðèà-ëîâ ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ àíèçîòðîïèè. �àçðàáîòàíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ïîñòî-ÿííûõ ìàòåðèàëà, âõîäÿùèõ â ìîäåëü àíèçîòðîïèè ïðåäåëüíîé ïëàñòè÷íîñòè äëÿëèñòîâûõ ìàòåðèàëîâ ñ èçîòðîïíûì ñîïðîòèâëåíèåì ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè.Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå [8℄ ðàçâèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ýëåìåíòû òåîðèèîïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïëàñòè÷íîñòè ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ. �àçðàáà-òûâàåòñÿ è ðåàëèçóåòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé îáîáùàòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-íèÿ, èìåþùèå ìåñòî ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ, íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé,îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òåíçîðíûõ ìåð êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé è íàïðÿæå-íèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ.Â [9℄ ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ èñêàòü ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷èäåíòè�èêàöèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïî ðåçóëüòàòàì òåõíîëîãè÷åñêèõ ýê-ñïåðèìåíòîâ. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà óïðîùå-ííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îáðàáîòêè äàâëåíèåìñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ èõ ïðè îïðåäåëåíèè ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà ïî ðåçóëüòà-òàì òåñòîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïðîâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà òåõíîëîãè-÷åñêîì îáîðóäîâàíèè. Äàííàÿ ñõåìà ðåàëèçîâàíà íà ïðèìåðå ñâåðõïëàñòè÷åñêîé�îðìîâêè öèëèíäðè÷åñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê èç ëèñòîâûõ çàãîòîâîê òèòà-íîâîãî ñïëàâà.Ñîãëàñîâàíèå òåîðèè è �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà àêòóàëüíî äëÿ ñîâåðøåíñò-âîâàíèÿ òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé ïî-òåðè óñòîé÷èâîñòè (äàâëåíèé ñðàáàòûâàíèÿ) îáîëî÷åê òèïà ïðåäîõðàíèòåëüíûõìåìáðàí (ÏÌ). Îíè îòíîñÿòñÿ ê ýëåìåíòàì óñòðîéñòâ ñèñòåì áåçîïàñíîñòè, çà-ùèùàþùèõ òåõíîëîãè÷åñêîå îáîðóäîâàíèå è åìêîñòè îò ðàçðóøåíèÿ èçáûòî÷íûìäàâëåíèåì.Çàäà÷à ñîçäàíèÿ ÏÌ âûñîêîé òî÷íîñòè ñðàáàòûâàíèÿ áûëà ðåøåíà ïóòåì ñî-çäàíèÿ óñòàíîâêè ïî èçãîòîâëåíèþ ìåìáðàí è ðàçðàáîòêè àïïàðàòóðû äëÿ ïðî-ãíîçèðîâàíèÿ äàâëåíèé ñðàáàòûâàíèÿ (ÄÑ) íåðàçðóøàþùèìè ìåòîäàìè, êîòîðûå



220 Þäèí À.Ñ.ïðèìåíÿþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Äëÿ ïðîãíîçà ÄÑ íàèáîëåå óäîáåí ìåòîä àíàëè-çà êðèâûõ "äàâëåíèå-ïåðåìåùåíèå"äëÿ àïïàðàòíîé ýêñòðàïîëÿöèè êðèòè÷åñêèõíàãðóçîê. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìïüþòåðíîãî óïðàâëåíèÿ è ìàòåìà-òè÷åñêîé îáðàáîòêè èí�îðìàöèè ïðîãðàììíî-àïïàðàòíûì êîìïëåêñîì [10℄.Íà íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ðÿäà îòêëîíåíèé îò ñ�åðè÷åñêîé èäåàëüíîñòè êóïîëà,ïîëó÷àåìîãî ïëàñòè÷åñêîé âûòÿæêîé ðàâíîìåðíûì äàâëåíèåì èç êðóãëîé çàùå-ìëåííîé ïëàñòèíêè, óêàçàíî â ðàáîòå [11℄. Ó÷èòûâàåòñÿ: íàëè÷èå óçêîé êðàåâîéçîíû îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, îòêëîíåíèå îñíîâíîé ïîâåðõíîñòè êóïî-ëà îò ñ�åðè÷åñêîé è ïåðåìåííîñòü òîëùèíû. Íà îñíîâå ïîäõîäà [11℄ â ðàáîòàõ [12,13℄ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Îíè ïîêàçàëè òåíäåíöèþ ñáëèæå-íèÿ ðàññ÷èòàííûõ áè�óðêàöèîííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîêõëîïàþùèõ ìåìáðàí, òåðÿþùèõ óñòîé÷èâîñòü ïî íåñèììåòðè÷íûì �îðìàì.Äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêèõ êà÷åñòâ ÏÌ êà÷åñòâ â ïîñëåäíåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿêîíöåïöèÿ è òåõíîëîãèÿ àðòè�èêàöèè [14-16℄. Ñ ïîçèöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè îáî-ëî÷åê ê íà÷àëüíûì ñëó÷àéíûì òåõíîëîãè÷åñêèì íåñîâåðøåíñòâàì ýòîò ïîäõîäìîæíî òðàêòîâàòü êàê èñêóññòâåííî âíîñèìûå "íåñîâåðøåíñòâà êîòîðûå ïåðåê-ðûâàþò âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ, ñòàáèëèçóþò êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó è �îðìó ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè.Â ðàáîòàõ [17-22℄ ñäåëàíî ïðîäâèæåíèå ïî ïóòè ñáëèæåíèÿ òåîðèè è ýêñïåðèìå-íòà. Óäàëîñü ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è �îðìîâêè àðòè�èöèðîâàí-íûõ îáîëî÷åê è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàòü êîíöåïöèþ àðòè�èêàöèè. Ïðåäñòàâëåíàìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äå�îðìèðîâàíèÿ �èçè÷åñêè íåëèíåéíûõ îáîëî÷åê âðà-ùåíèÿ ïðè áîëüøèõ ïåðåìåùåíèÿõ è óãëàõ ïîâîðîòà. Ïîñòðîåíû îïðåäåëÿþùèåñîîòíîøåíèÿ òèïà Äýâèñà-Íàäàè, ó÷èòûâàþùèå íàâåäåííóþ äå�îðìàöèÿìè íåîä-íîðîäíîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïî òîëùèíå. Äàíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè ñ�åðè÷åñêèõ è ýëëèïñîèäàëüíûõ êóïîëîâ èç ïëàñòèíû.Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà, ïîêàçàâøåå èõ õîðîøåå ñîãëàñîâà-íèå.Â ðàçðàáîòàííûõ ïîäõîäàõ ñî÷åòàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè, ìå-òîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèéèíòåãðèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ, ñîçäàíèå èñïûòàòåëüíûõ óñòðîéñòâ ñàâòîìàòèçèðîâàííûìè ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ, ïðîâåäåíèå èñïûòàíèé. Ïîòåíöèàëïîñòðîåííûõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü èõ ê çàäà÷àì èäåíòè�èêàöèè ïëà-ñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëèñòîâûõ ìàòåðèàëîâ, âàæíûõ â çàäà÷àõ �îðìîâêè. Ìåòîäûïîçâîëÿþò òàêæå ïðîâîäèòü èñïûòàíèÿ íà ìàëîðàçìåðíûõ îáðàçöàõ áåñêîíòàêò-íûì ñïîñîáîì (áåç òåíçîäàò÷èêîâ) ïî äèàãðàììàì òèïà "äàâëåíèå-ïåðåìåùåíèå âòî÷êå"èëè, êàê îæèäàåòñÿ, òîëüêî ïî çàìåðó íåêîòîðîé âûñîòû êóïîëà è äàâëåíèÿ,åìó ñîîòâåòñòâóþùåìó.
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222 Þäèí À.Ñ.[13℄ Þäèí À.Ñ., Øåïåëåâà Â.�. Êðèòè÷åñêèå äàâëåíèÿ óïðóãîãî âûïó÷èâàíèÿ íåñîâåð-øåííûõ ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê // Ñîâðåìåí. ïðîáë. ìåõ. ñïëîøí. ñðåäû. Òð. II Ìåæ-äóíàð. êîí�. - �îñòîâ-íà-Äîíó: ÌÏ "Êíèãà". 1996. Ò. 3. Ñ. 156�160.[14℄ Ïüÿíêîâ Á.�., Êàêóðèí À.Ì., Þäèí À.Ñ. Àðòè�èöèðîâàííûå êóïîëîîáðàçíûå îáî-ëî÷êè, òåðÿþùèå óñòîé÷èâîñòü // Ñîâpåìåí. ïpîáë. ìåõ. ñïë. ñpåäû. Òð. IV Ìåæ-äóíàp. íàó÷. êîí�. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÑÊÍÖ ÂØ, 1998. Ò. 2. Ñ. 129�133.[15℄ Ïüÿíêîâ Á.�., Êàêóðèí À.Ì., Þäèí À.Ñ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå îñ-íîâû àðòè�èêàöèè ïðåäîõðàíèòåëüíûõ ìåìáðàí // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí.Åñòåñòâ. íàóêè. 1999. � 2. Ñ. 22�24.[16℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À.Ìîäåëèðîâàíèå ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè àðòè�èöèðîâàííîéõëîïàþùåé ìåìáðàíû // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîø. ñðåäû. Òð. Õ Ìåæäóíàð. êîí�.�îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî ÎÎÎ "ÖÂÂ�". 2006. Ò. 1. Ñ. 290�294.[17℄ Þäèí Ñ.À., Þäèí À.Ñ. Àíàëèòèêà ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè ñ�åðè÷åñêîãî êóïîëà èçêðóãëîé ïëàñòèíêè // Ìàòåì. ìîäåëè è àëãîð. äëÿ èìèòàö. �èçè÷. ïðîöåññîâ. Ì-ëûÌåæäóíàð. íàó÷.-òåõíè÷. êîí�. Ò1. Òàãàíðîã: Èçä-âî Ò�ÏÈ, 2006. Ñ. 212-215.[18℄ Þäèí Ñ.À.Ïëàñòè÷åñêîå �îðìîèçìåíåíèå îáîëî÷åê âðàùåíèÿ // Òðóäû àñïèðàíòîâè ñîèñêàòåëåé �îñòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ò. 12. �îñòîâ-íà-Äîíó:"ÒåððàÏðèíò 2006. Ñ. 38�40.[19℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À.Ìîäåëèðîâàíèå ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè àðòè�èöèðîâàííîéõëîïàþùåé ìåìáðàíû // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîø. ñðåäû. Òð. Õ Ìåæäóíàð. êîí�.�îñòîâ-íà-Äîíó: ÌÏ "Êíèãà". 2006. Ò. 1. Ñ. 290�294.[20℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À. Ïëàñòè÷åñêàÿ âûòÿæêà êóïîëà èç êðóãëîé ïëàñòèíêè: òåî-ðèÿ è ýêñïåðèìåíò // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîø. ñðåäû. Òð.ÕI Ìåæäóíàð. êîí�.�îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî ÎÎÎ "ÖÂÂ�". 2007. Ò. 1. Ñ. 255�259.[21℄ Þäèí Ñ.À., Þäèí À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü ñ�åðîèäàëüíûõ îáîëî÷åê ïåðåìåííîé òîëùè-íû // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîø. ñðåäû. Òð. Õ Ìåæäóíàð. êîí�. Ò. 1. �îñòîâ-íà-Äîíó: ÌÏ "Êíèãà". 2006. Ñ. 295�299.[22℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À. Óñëîâèÿ ñ�åðè÷íîñòè êóïîëà ïðè ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêåèç êðóãëîé ïëàñòèíêè // Ìîäåëè è àëãîðèòìû äëÿ èìèòàö. �èç.-õèì. ïðîöåññîâ. Ì-ëû Ìåæäóíàð. êîí�. 8�12 ñåíò. 2008ã. Òàãàíðîã, �îññèÿ. - Òàãàíðîã: Èçä.-âî Ò�ÏÈ,2008. Ñ. 86�94.Yudin A.S. Mathemati
al modelling of large plasti
 deformations of shells of revolution.The review of some a
tual works 
onne
ted with the de
ision of modelling problems oflarge plasti
 deformations of shells is given.



ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÖÈËÈÍÄ�ÎÂÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÄËÈÍÛßêèìåíêî Í.Ñ.∗, Ìåëåøêî Â.Â.∗, Óëèòêî À.Ô.∗,�ðèí÷åíêî Â.Ò.∗∗
∗ Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî

∗∗ Èíñòèòóò ãèäðîìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, ÊèåâÈññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ èçîòðîïíûõ óïðóãèõ öèëèíäðîâ â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû çà-ïèðàíèÿ âòîðîé íîðìàëüíîé ìîäû öèëèíäðè÷åñêîãî âîëíîâîäà. Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñó-ïåðïîçèöèè, èñïîëüçóþùèé âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äâè-æåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêî-âîé ïîâåðõíîñòè è íà òîðöàõ öèëèíäðà. Àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå êîý��èöèåíòà Ïóàññîíàíà êðèâèçíó âåòâè âáëèçè ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ è ñâÿçü ñ ïîÿâëåíèåì �òåððàñîïîäîáíûõ�ñòðóêòóð íà ÷àñòîòíûõ ñïåêòðàõ. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû �îðì ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå.Èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèéóïðóãèõ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû ïðåäñòàâëÿåò àêòóàëüíóþ íàó÷íóþ è ïðè-êëàäíóþ çàäà÷ó. Ìàòåðèàë öèëèíäðà âûñîòû 2H è äèàìåòðîì 2a õàðàêòåðèçóåòñÿóïðóãèìè ïîñòîÿííûìè: ìîäóëåì ñäâèãà G è êîý��èöèåíòîì Ïóàññîíà ν. Åñëè âîáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò ìîäû êîëåáàíèé êîíå÷íîãî ñòåðæíÿ è òîíêîãî äèñêà äàâíîèçó÷åíû èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì, òî âûñî÷àñòîòíûé ñïåêòð êîëåáàíèé è ñåãîäíÿïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Â ðàáîòå [1℄ ïîäðîáíî èññëåäîâàíû ÷àñòîò-íûå ñïåêòðû óïðóãèõ äèñêîâ â ðàéîíå ÷àñòîò ïåðâîãî òîëùèííîãî ðåçîíàíñà (èëèâ äèàïàçîíå ìåæäó ÷àñòîòàìè çàïèðàíèÿ âòîðîé è òðåòüåé ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-ñÿ íîðìàëüíûõ ìîä áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì �ýëåÿ-Ëýìáà).Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå îñîáåííîñòåé ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ ñâÿçàííûõçàäà÷ äëÿ äëèííûõ öèëèíäðîâ â îáëàñòè ÷àñòîòû ïåðâîãî ðàäèàëüíîãî èëè ñäâèãî-âîãî ðåçîíàíñà áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèåì Ïîõãàììåðà-Êðè.Â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî âûäåëèòü ëèøü ñòàòüè [1, 3℄, â êîòîðûõ, â ÷àñòíî-ñòè, áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû ñâîéñòâà êðàåâîé ìîäû öèëèíäðà è îáúÿñíåíàïðèðîäà �äóáëåòîâ� è �òðèïëåòîâ�, ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ â ÷àñòîòíûõñïåêòðàõ .Â äàííîé ðàáîòå ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ ÿâëåíèå óïëîòíåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîãîñïåêòðà íà êàðòèíàõ çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò Ω = ωa/c2(c2 - ñêîðîñòü ñäâèãîâûõ âîëí â óïðóãîé ñðåäå) îò îòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ h = H/aïðè íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ν. Ýòî ÿâëåíèå ïðî-ÿâëÿåòñÿ â âèäå âîçíèêíîâåíèÿ �òåððàñîïîäîáíûõ� ñïåêòðîâ âáëèçè ÷àñòîòû çà-ïèðàíèÿ âòîðîé ðàñïîñòðàíÿþùåéñÿ ìîäû. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ïîäðîáíîòîëüêî ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè òèï äâèæåíèÿ öèëèí-äðà. Îäíàêî àíàëîãè÷íûé �òåððàñîïîäîáíûé� ñïåêòð ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè çíà÷å-íèÿìè ÷àñòîò, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòîòàìè çàïèðàíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ âåòîêäèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà íàáëþäàåòñÿ è äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òèïà äâèæåíèÿ.



224 ßêèìåíêî Í.Ñ., Ìåëåøêî Â.Â., Óëèòêî À.Ô., �ðèí÷åíêî Â.Ò.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè [2,3, 4, 5℄. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Ëàìå äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðå-ìåùåíèé âûáèðàåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ðÿäîâ ïî ïîëíûì ñèñòåìàì òðèãîíîìåò-ðè÷åñêèõ �óíêöèé è �óíêöèé Áåññåëÿ ïî ïðîäîëüíîé è ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòàì,ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèçâîëüíûå êîý��èöèåíòû â ýòèõ ðÿäàõ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè âû-ïîëíåíèè âñåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷òî â ñèëó íåîðòîãîíàëüíîñòè �óíêöèé ïðè-âîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Áåñêîíå÷íàÿñèñòåìà ðåøàåòñÿ ìåòîäîì óëó÷øåííîé ðåäóêöèè, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèé çà-êîí ïîâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ. �àâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ òàêîé ñèñòåìû (ïðîñòîèëè áîëåå êîððåêòíî óñå÷åííîãî) äàåò óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íîãîíàáîðà áåçðàçìåðíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò Ω â çàâèñèìîñòè îò h. Òàêîé ïîäõîäÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîñòûì ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè è òðåáóåò ìàëûõ çàòðàò ìà-øèííîãî âðåìåíè.Âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòüþ ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîíå÷íîãî öèëèíäðàìû áóäåì íàçûâàòü îáëàñòü ÷àñòîò ìåæäó êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòîé è ÷àñòîòîé çàïè-ðàíèÿ âòîðîé è òðåòüåé ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ ìîäâ ñîîòâåòñòâóþùåì áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Òàêîå ðàñ-ïðîñòðàíåíèå íà çàäàííîé ÷àñòîòå Ω îïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííîé ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ξ - äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ Ïîõãàììåðà-Êðè
(Ω2 − 2ξ2)2J0(α)J1(β) + 4ξ2αβJ0(β)J1(α) − 2Ω2αJ1(α)J1(β) = 0 ,ñ ââåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè

α2 = Ω2/k2 − ξ2 , β2 = Ω2 − ξ2 , k =
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a) ν = 0 á) ν = 0.34 â) ν = 0.45�èñ. 1. Äèñïåðñèîííûé ñïåêòð îñåñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ âîëí â öèëèíäðå.Ïåðâûå òðè âåùåñòâåííûå âåòâè.Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïðîäîëüíûõ ìîä áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà ïðèâåäå-íû íà ðèñ. 1 äëÿ òðåõ òèïè÷íûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ν. Íà ýòèõðèñóíêàõ ΩLS è ΩR îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ ïðîäîëüíî-ñäâèãîâûõ è ðàäèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ìîä, Ω∗ � êðèòè÷åñêîå (ìèíèìàëüíîå) çíà-÷åíèå ÷àñòîòû, ïðè êîòîðîì â öèëèíäðå åùå ñóùåñòâóþò äâå ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿíîðìàëüíûå ìîäû.



Âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ óïðóãèõ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû 225Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèâèçíû âòîðîé äåéñòâèòåëüíîé âåòâè íà ÷à-ñòîòàõ çàïèðàíèÿ ξ = 0, êîòîðûå îïðåäåëÿþò íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ÷àñòîòû Ω∗â äèñïåðñèîííîì ñïåêòðå íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëàì [6℄:1. Äëÿ ïðîäîëüíî-ñäâèãîâûõ ÷àñòîò çàïèðàíèÿ ΩLS � êîðíåé óðàâíåíèÿ
J1(Ω) = 0:

lim
ξ→0

d2Ω

dξ2
=
λ2

1

Ω

[
1 − 8J1(Ω/k)

kΩJ0(Ω/k) − 2J1(Ω/k)

]
;2. Äëÿ ðàäèàëüíûõ ÷àñòîò çàïèðàíèÿ ΩR � êîðíåé óðàâíåíèÿ

ΩJ0(Ω/k) − 2/kJ1(Ω/k) = 0:
lim
ξ→0

d2Ω

dξ2
=
λ1k

3

Ω

[
1 +

4((k2 − 4)J1(Ω) + 2ΩJ0(Ω))

(k2Ω2 − 4(k2 − 1))J1(Ω)

]
.(λ1 � ïåðâûé êîðåíü óðàâíåíèÿ J1(λ) = 0).×àñòîòû ΩLS íå çàâèñÿò îò ν, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ÷àñòîò ΩR èìååòñÿ ñóùåñòâåí-íàÿ çàâèñèìîñòü îò êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà. Ïðè ν = νc = 0.283412 ïðîèñõîäèòïåðåìåíà òèïà äâèæåíèÿ íà âòîðîé ÷àñòîòå çàïèðàíèÿ ñ ðàäèàëüíîãî (çàâèñÿùåãîîò ν) íà ïðîäîëüíî-ñäâèãîâûé � íà ÷àñòîòå Ω = λ1. Íåñìîòðÿ íà ïåðåìåíó òè-ïà äâèæåíèÿ íà âòîðîé ÷àñòîòå çàïèðàíèÿ ÷àñòîòíûé ìèíèìóì Ω∗ èìååò ìåñòîâïëîòü äî ν < ν∗ = 0.416937.Ñ ýòèì ñâÿçàíà èíòåðåñíàÿ ïåðåñòðîéêà ñòðóêòóðû ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà äëÿêîíå÷íîãî öèëèíäðà: ïðè ν > ν∗ èñ÷åçàåò �òåððàñîïîäîáíàÿ� ñòðóêòóðà âûñîêî-÷àñòíîãî ñïåêòðà êîíå÷íîãî öèëèíäðà.
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�èñ. 2. ×àñòîòíûé ñïåêòð äëÿ ν = 0Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû ÷àñòîòíûé ñïåêòð äëÿ ν = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòè÷íîóñòðàíÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè äâèæåíèÿ, ñëåäñòâèåì ÷åãî ÿâëÿ-þòñÿ òî÷êè äâóõêðàòíîãî è òðåõêðàòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ. Íà ýòîì ðèñóíêåøòðèõîâîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû òèïû äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñòî ïðîäîëü-íûì (ãèïåðáîëû) è ÷èñòî ðàäèàëüíûì (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ) äâèæåíèÿì öè-ëèíäðà. Òðåòüå ñåìåéñòâî, îáîçíà÷åííîå ñïëîøíîé ëèíèåé, íå ìîæåò áûòü âûâå-äåíî èç ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé è ñâÿçàíî ñî ñïîñîáíîñòüþ óïðóãèõ òåë ñîïðîòèâ-ëÿòüñÿ ñäâèãó.
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�èñ. 3. ×àñòîòíûé ñïåêòð äëÿ ν = 0.34Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ÷àñòîòíûé ñïåêòð äëÿ êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ν = 0.34.Òî÷êàìè 1�7 è 8�14 íà ñïåêòðå îáîçíà÷åíû ïåðâûå äâå âåòêè ñîîòâåòñòâóþùèåB-ìîäàì, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ âîçðàñòàíèåì ÷àñòîòû ñ óâåëè÷åíèåì äëèíûöèëèíäðà.
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�èñ. 4. Ôîðìû êîëåáàíèé äëÿ B-ìîä â òî÷êàõ 1, 2 è 8, 10Â êà÷åñòâå ïðèìåðà �îðìû êîëåáàíèé ïðèâåäåíû ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ urâäîëü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ïîñòðîåííûå â òî÷êàõ 1, 2 è 8, 10, êîòî-ðûå ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîé è âòîðîé B-ìîäàì. Íåñìîòðÿ íà íåèäåíòè÷íîñòü �îðì(âûçâàííóþ ñâÿçüþ ñ äðóãèìè òèïàìè äâèæåíèÿ) ÷åòêî ïðîñëåæèâàåòñÿ óâåëè÷å-íèå íà åäèíèöó êîëè÷åñòâà óçëîâ â ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé ïðè óâåëè÷åíèèïîðÿäêà âåòâè.Ïðè çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ν > ν∗ = 0.416937 èñ÷åçàåò ìèíèìóì íàâòîðîé äèñïåðñèîííîé âåòâè. ×àñòîòíûé ñïåêòð â ýòîì ñëó÷àå èìååò çíà÷èòåëüíîáîëåå ïðîñòîé âèä (ðèñ. 5). Â òî æå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì âûäåëåíèåòèïîâ äâèæåíèÿ, ïîäîáíûõ B-ìîäàì, ÷àñòîòû êîòîðûõ óâåëè÷èâàþòñÿ ñ âîçðàñòà-íèåì ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ öèëèíäðà.
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