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t =

∣∣∣∣
µ1 − µ2

SD

∣∣∣∣ , (1)ãäå
SD =

(
(N1 − 1)s2

1 + (N2 − 1)s2
2

N1 +N2 − 2

) 1
2
(

1

N1

+
1

N2

) 1
2

. (2)Çäåñü µ1 è µ2 � ñðåäíèå àðè�ìåòè÷åñêèå äëÿ âûáîðîê ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè,
s1 è s2 � ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ, N1 è N2 � ðàçìåðû âûáîðîê.Âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü P (tmax), êîòîðàÿ ÷èñëåííî àïïðîêñè-ìèðóåòñÿ êàê

P (tmax) ≈ (1 − I ν

(ν+t2max)
(δν, δ))γ, (3)ãäå γ = 4.19lnN − 11.54 è δ = 0.4, N � ðàçìåð âðåìåííîãî ðÿäà, ν = N − 2,

Ix(a, b) � íåïîëíàÿ áåòà-�óíêöèÿ, âû÷èñëÿåìàÿ ïî �îðìóëå:
Ix(a, b) =

x∫

0

ta−1(1 − t)b−1dt. (4)



Ñåãìåíòèðîâàíèå è àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ 7Åñëè âåëè÷èíà ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè áîëüøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ 0.95, òîâðåìåííîé ðÿä ðàçäåëÿåòñÿ íà 2 ñåãìåíòà è ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ êàæäîãîèç íèõ äî òåõ ïîð, ïîêà ñòàòèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå íå ñòàíåò ìåíüøå ïîðîãîâîãî,ëèáî ðàçìåð ïîëó÷åííûõ ñåãìåíòîâ íå ñòàíåò ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà l0 [2℄.Â äàííîé ðàáîòå ïðèíÿòî l0 = 0.3 ñ � ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàçìåð èíòåðâàëà,ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòîòå ñåðäå÷íûõ ñîêðàùåíèé, ðàâíîé 200 óäàðàì â ìèíóòó.Ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè ðàáîòû ìåòîäà ñîñòàâëÿåò 4.72%, âðåìÿ ðàáîòûïðîãðàììû � îêîëî 2 ñ.2. Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì èäåíòè�èêàöèè R-R èíòåðâàëîâÝòàï ïðåäâàðèòåëüíîãî îáó÷åíèÿ.Îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìóì, ìèíèìóì è ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèãíàëà íà èíòåðâàëå,çàâåäîìî áîëüøåì îäíîãî ïåðèîäà êàðäèîãðàììû. Ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ìàê-ñèìóìà ìîäóëÿ îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ R-çóáöîì.Îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîâàÿ àñèììåòðèÿ êàðäèîãðàììû (çíàê R-çóáöà).Ýòàï îöåíêè ïåðèîäà.Îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûå äâå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ñèãíàëà, àìïëèòóäà êîòîðûõáëèçêà ê ðàíåå ïîëó÷åííîìó çíà÷åíèþ ýêñòðåìàëè. Ïðè ïîèñêå âòîðîé òî÷êè íà-êëàäûâàþòñÿ àïðèîðíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿ-íèÿ ìåæäó òî÷êàìè ýêñòðåìàëåé ïî âðåìåíè (RRmin ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå ñåðäå÷-íîãî ðèòìà, ðàâíîé 200 óäàðàì â ìèíóòó; RRmax ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå ñåðäå÷íîãîðèòìà, ðàâíîé 40 óäàðàì â ìèíóòó). Ïðîâîäèòñÿ ïåðâàÿ îöåíêà ïåðèîäà êàðäèî-ãðàììû ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ýêñòðåìàëÿìè (R-çóáöàìè).Ýòàï àäàïòàöèè.Ïîëó÷åííûå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä è ïåðèîäà èñïîëüçóþòñÿ äëÿóòî÷íåíèÿ ïðîãíîçà íà ñëåäóþùèé ïåðèîä.Òàêèì îáðàçîì, â ðåãóëÿðíîì ðåæèìå öèêëè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ ýòàïû àíà-ëèçà òåêóùåãî è ïðîãíîçà ñëåäóþùåãî ïåðèîäîâ êàðäèîãðàììû ñ àäàïòàöèåé êåå íåáîëüøèì âàðèàöèÿì. Â ìîìåíò çàïóñêà àëãîðèòìà è ïðè ñáîÿõ âûïîëíÿåòñÿîáó÷àþùèé ýòàï [1℄.Ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü ðàáîòû ìåòîäà ñîñòàâëÿåò 0.13%, âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàì-ìû � îêîëî 1 ñ. Â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà t-êðèòåðèè Ñòüþäåíòà,äàííûé àëãîðèòì íå òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.Âðåìåííîé àíàëèçÂðåìåííîé àíàëèç íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäèòñÿãðà�è÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ àíàëèç ðèòìîãðàììû è ãèñòîãðàììû.�èòìîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèîííûé ðÿä ìåæñèñòîëè÷åñêèõ èíòåð-âàëîâ, èçîáðàæåííûé â âèäå îòðåçêîâ ïðÿìîé. �èòìîãðàììà ïîçâîëÿåò îöåíèòüñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü R-R èíòåðâàëîâ. Çà 1.5 ìèíóòû êîëè÷åñòâî R-R èí-òåðâàëîâ äëÿ çäîðîâîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò 124, äëÿ áîëüíîãî ñ àðèòìèåé � 144.Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü R-R èíòåðâàëà äëÿ çäîðîâîãî ÷åëîâåêà � 0.78 ñ, äëÿáîëüíîãî ñ àðèòìèåé � 0.66 ñ.�èñòîãðàììà � ãðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñãðóïïèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïðîäîë-æèòåëüíîñòè ñåðäå÷íûõ öèêëîâ. Äëÿ çäîðîâîãî ÷åëîâåêà õàðàêòåðíà ãèñòîãðàììà,áëèçêàÿ ïî âèäó ê êðèâîé �àóññà (ñì. ðèñ. 1.à). Ïðè íàðóøåíèè ðèòìà íàáëþäàåòñÿàñèììåòðè÷íàÿ ãèñòîãðàììà (ñì. ðèñ. 1.á).
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�èñ. 1. �èñòîãðàììà çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à) è áîëüíîãî ñ àðèòìèåé (á).Õàðàêòåðèñòèêà Çäîðîâûé ÷-ê Àðèòìèÿ ÍîðìàÑðåäíÿÿ ïðîäîëæèò. èíòåðâàëà 0.78 ñ 0.67 ñ 0.75 � 1 ñÌîäà 0.8 ñ 0.65 ñ 0.75 � 1 ñÑðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå 0.06 ñ 0.09 ñ 0.04 � 0.08 ñÌåæèíòåðâàëüíûå ðàçëè÷èÿ 0.04 ñ 0.07 ñ 0.02 � 0.05 ñ�àçìàõ âàðèàöèè 0.28 ñ 0.44 ñ 0.15 � 0.3 ñÊîý��èöèåíò âàðèàöèè 0.08 0.13 0.03 � 0.12×àñòîòà ïîÿâëåíèÿ áûñòðûõèçìåíåíèé ðèòìà 0.21 0.33 0.13 ± 0.08Òàáëèöà 1. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðÿäà R-R èíòåðâàëîâ.Èç ðèòìîãðàììû è ãèñòîãðàììû îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ñòàòèñòè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðÿäà R-R èíòåðâàëîâ. Äàííûå õàðàêòåðèñòèêè â ñðàâíåíèè ñïîêàçàòåëÿìè â íîðìå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.×àñòîòíûé àíàëèçÄëÿ ÷àñòîòíîãî àíàëèçà ãåíåðèðóåòñÿ íîâûé âðåìåííîé ðÿä íà îñíîâàíèè äëè-òåëüíîñòåé R-R èíòåðâàëîâ, ïîëó÷åííûõ íà ýòàïå ñåãìåíòèðîâàíèÿ. Äàííûé ðÿäïîäâåðãàåòñÿ Ôóðüå-àíàëèçó, èòîãîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñïåêòð ìîùíîñòè åãî ÷à-ñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ.

�èñ. 2. Ñïåêòð ìîùíîñòè çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à) è äëÿ áîëüíîãî ñ àðèòìèåé (á).Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âàðèàáåëüíîñòè ñåðäå÷íîãî ðèòìà ó áîëüíîãî ñ àðèò-ìèåé îòðàæàåò óâåëè÷åíèå ìîùíîñòè êîëåáàíèé â î÷åíü íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè



Ñåãìåíòèðîâàíèå è àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ 9(äî 0.04�ö) ïðàêòè÷åñêè â 2 ðàçà íà �îíå îáùåãî ñíèæåíèÿ ÷àñòîòû ñåðäå÷íûõñîêðàùåíèé (ñì. ðèñ. 2).Àíàëèç ãðà�èêîâ Ïóàíêàðå�ðà�èê Ïóàíêàðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿ-åòñÿ ïàðîé R-R èíòåðâàëîâ ñ ëàãîì m (RRi, RRi+m).Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ S1 è S2, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ìàëóþè áîëüøóþ ïîëóîñè ýëëèïñà, îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàêî òî÷åê. Äàííûå õàðàêòåðè-ñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (5)�(6):
S2

1 = γRR(0) − γRR(m), (5)
S2

2 = γRR(0) + γRR(m) − 2RR
2
, (6)ãäå γRR(m) � �óíêöèÿ àâòîêîððåëÿöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R-R èíòåðâàëîâ ñ ëà-ãîì m.Â ñëó÷àå íîðìàëüíîé êàðäèîãðàììû çíà÷åíèå S1 äëÿ ãðà�èêà Ïóàíêàðå ñ ëà-ãîì 1 ðàâíî 0.1, S2 = 0.19, äëÿ áîëüíîãî ñ àðèòìèåé S1 = 0.17, S2 = 0.29 [3℄.

�èñ. 3. �ðà�èê Ïóàíêàðå çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à) è áîëüíîãî ñ àðèòìèåé (á).Äåòðåíä àíàëèç �ëóêòóàöèéÂ ñëó÷àå ÝÊ� çàïèñè íà êàæäîì èíòåðâàëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îòêëîíåíèÿ îòèçîëèíèè � ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè ÝÊ� çàïèñè, ðèñóþùåéñÿ âî âðåìÿ äèàñòîëûñåðäöà � è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îòêëîíåíèé τ â òó èëè èíóþ ñòîðîíóîò èçîëèíèè. Ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòåé �ëóêòóàöèé ïðèìåíÿåò-ñÿ äåòðåíä àíàëèç, êîòîðûé ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.Ñïåðâà ñòðîèòñÿ íîâûé âðåìåííîé ðÿä èç yk, îïðåäåëÿåìûõ �îðìóëîé:
yk =

k∑

i=1

(τ(i) − τ), (7)ãäå τ � ñðåäíåå çíà÷åíèå âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ïîëó÷åííûé ðÿä ðàçäåëÿåòñÿ íà ñåãìåíòû ðàçìåðà n. Íà êàæäîì ñåãìåíòå òî÷-êè âðåìåííîãî ðÿäà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìîé ynk , îïðåäåëÿþùåé òðåíä. Çàòåìòî÷êè ïðÿìîé âû÷èòàþòñÿ èç âðåìåííîãî ðÿäà, òåì ñàìûì èñêëþ÷àÿ òðåíä:
ỹk = yk − ynk . (8)



10 Àêèìåíêî Ì.Î.Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå Fn êàê
Fn =

√√√√ 1

N

N∑

k=1

ỹ2
k. (9)Ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n äëÿ âûÿâëåíèÿ çàâèñè-ìîñòè F = F (n) ≈ nα [4, 5℄.�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè àíàëèçå êàðäèîãðàìì çäîðîâîãî ÷åëîâåêà è áîëü-íîãî ñ àðèòìèåé, ïîêàçûâàþò, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëî-íåíèÿ Fn çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïðè ëþáîì ðàçìåðå ñåãìåíòà n, à ñðåäíåå çíà÷åíèåïàðàìåòðà α äëÿ çäîðîâîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò α = 0.18, äëÿ áîëüíîãî ñ àðèòìèåé

α = 0.13.ÂûâîäÏðèâåäåííûå â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìû ñåãìåíòèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò èäåíòè-�èöèðîâàòü íå òîëüêî êàðäèîãðà�è÷åñêèå êîìïëåêñû, íî è îïðåäåëÿòü ðàçëàäêèâî âðåìåííûõ ðÿäàõ ðàçëè÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû àíàëèçàâðåìåííîãî ðÿäà ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå îòêëîíåíèÿ îò íîðìû ïî õà-ðàêòåðó ÝÊ� çàïèñè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Êàðïèíñêîìó Ä.Í. çà ïîñòàíîâêóçàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êàëþæíûé Í.À., Ñëèâèíñêèé À.Ï., Êóáîâ Â.È. Àëãîðèòì îáðàáîòêè ýëåêòðîêàð-äèîãðàìì äëÿ ìèêðîêîíòðîëëåðíûõ óñòðîéñòâ ñ îãðàíè÷åííîé åìêîñòüþ ïàìÿòè //Íàóêîâi ïðàöi. Òåõíîãåííà áåçïåêà. 2007. Òîì 85. Âûïóñê 72. Ñ. 84�92.[2℄ Fukuda K., Stanley H. E., Amaral L.A. Heuristi
 segmentation of a nonstationary timeseries // arXiv: 
ond-mat. 2003. V.5. Pp. 1�18.[3℄ Goshvarpour A. et al. Analysis of lagged Poin
are plots in heart rate signals duringmeditation // Digital Signal Pro
essing. 2011. V.21. Pp. 208�214.[4℄ Reyes-Ramirez SnI., Guzman-Vargas L. S
aling properties of ex
ursions in heartbeatdynami
s // European Journal of Physi
s. 2010. V.89. Pp. 431�437.[5℄ Perfetto J., Ruiz A., Attellis C. Detrended �u
tuation analysis and R-R intervalvariability: a new linear segmentation algorithm // Computers in Cardiology. 2009. V.33.Pp. 629�632.Akimenko M.O. Segmentation and analysis of nonstationary time series by the exampleof 
ardiograms. The 
ardiograms of healthy man and patient with arrhythmia are investigated.The Student's t -test and iteration algorithm are used for segmentation of time series. The timeanalysis, frequen
y analysis and detrended �u
tuation analysis are 
arried out based onre
eived segments. The results of the 
omparison of the statisti
 analysis of 
ardiogramsof healthy man and patient with arrhythmia are presented in this arti
le.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÜÅÇÎ�ÅÍÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÊÀÍÒÈËÅÂÅ�ÍÎ�ÎÒÈÏÀ: ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÈÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀêîïüÿíÂ.À.∗, ÏàðèíîâÈ.À.∗, �îæêîâ Å.Â.∗,ØåâöîâÑ.Í.∗∗*ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó**Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðåçóëüòàòå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà ýëåêòðî�èçè÷åñêèõïàðàìåòðîâ ïüåçîãåíåðàòîðà êàíòèëåâåðíîãî òèïà ðàññ÷èòàíû îïòèìàëüíûå õàðàêòåðè-ñòèêè ïüåçîãåíåðàòîðà, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü åãî ìàêñèìàëüíóþ âûõîäíóþ ìîùíîñòüñ âûñîêèì ÊÏÄ.1. Ââåäåíèå. Ïîèñê îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ïüå-çîãåíåðàòîðà (Ï�), îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìàëüíóþ âûõîäíóþ ìîùíîñòü, ÿâëÿåò-ñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, îòäåëüíûå àñïåêòû êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â íàñòîÿùåìäîêëàäå.Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî(ÊÝ) è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà îïòèìàëüíûõ ýëåêòðî�èçè÷åñêèõ è ÷àñòîò-íûõ õàðàêòåðèñòèê Ï� êàíòèëåâåðíîãî òèïà, îáåñïå÷èâàþùèõ åãî ìàêñèìàëüíóþâûõîäíóþ ìîùíîñòü ïðè âûñîêîì êïä. Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ðàññìîò-ðåí Ï�, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ïüåçîýëåìåíòîâ ïëàñòèí÷àòîãî òèïà íà îñíîâå ïüåçîêå-ðàìèêè ñîñòàâà ÖÒÑ-19 ðàçìåðàìè 10×10×0,5 ìì3. Ïüåçîýëåìåíòû ïîëÿðèçîâàíûïî òîëùèíå è íàêëååíû íà ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè (êàíòèëåâåðà) � òîíêîé ïëàñòè-íû èç ñòåêëîòåêñòîëèòà 1 × 235 × 11ìì3. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà íàãðóæàþùåãîìîäóëÿ èññëåäóåìîãî Ï� ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.

�èñ. 1. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà íàãðóæàþùåãî ìîäóëÿ èññëåäóåìîãî Ï�.2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòèâûõîäíîé ýëåêòðè÷åñêîé ìîùíîñòè èññëåäóåìîé ìîäåëè Ï� îò åãî ðàçëè÷íûõïàðàìåòðîâ áûëî âûïîëíåíî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå â ñèñòåìå Comsol
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�èñ. 2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü Ï� è ïåðâûå òðè ìîäû èçãèáíûõ êîëåáàíèé áàëî÷êèâ ïëîñêîñòè íàèìåíüøåé æåñòêîñòè.Multiphysi
s. �àçìåðíûå è �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ÊÝ-ìîäåëè â îñíîâ-íîì ñîîòâåòñòâîâàëè �èçè÷åñêîé ìîäåëè.Âûïîëíåííûé ìîäàëüíûé àíàëèç ñèñòåìû ïîçâîëèë îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå÷àñòîòû ïåðâûõ òðåõ ìîä èçãèáíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëî÷êè â ïëîñêîñòèíàèìåíüøåé æåñòêîñòè (ðèñ. 2).Äàëåå ðàññìàòðèâàëèñü íåñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ êîíñòðóêöèè â îêðåñòíî-ñòè ýòèõ òðåõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, êîòîðûå ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññàñòàíîâèëèñü ãàðìîíè÷åñêèìè. Âî âñåõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ âîçáóæäàþùàÿíàãðóçêà áûëà ïðèëîæåíà ê íèæíåé ïëîñêîñòè áàëî÷êè. Êîëåáàíèÿ âîçáóæäàëèñüîñöèëèðóþùåé íàãðóçêîé ñ ïîñòåïåííî íàðàñòàþùåé àìïëèòóäîé, ïðè÷åì ïîñòî-ÿííàÿ âðåìåíè çàêîíà íàðàñòàíèÿ àìïëèòóäû íàãðóçêè ïðèíèìàëàñü ðàâíîé òðåìïåðèîäàì âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé, â äàëüíåéøåì íàãðóçêà ñòàíîâèëàñü ãàðìîíè-÷åñêîé. Ýëåêòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû V1, V2, ãåíåðèðóåìûå âåðõíåé è íèæíåé ïüåçî-ïëàñòèíàìè, âû÷èñëÿëèñü íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè ýòîì ýëåêòðîäûïüåçîýëåìåíòîâ áûëè âêëþ÷åíû â ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü ñ èìïåäàíñîì àêòèâíîé íà-ãðóçêè R. Âû÷èñëÿëèñü òàêæå çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè
W =

∑

i=1,2

ViIi,îòäàâàåìîé â ýòó ÷èñòî àêòèâíóþ íàãðóçêó (Ii � ýëåêòðè÷åñêèé òîê íà i-òîì ýëåê-òðîäå).Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ è ìîùíîñòè, îòäàâàå-ìîé â íàãðóçêó, ïðîèçâîäèëîñü ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëå-íèÿ íàãðóçêè, ÷òî è â íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ.Ïîëíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ìîùíîñòü ïðè èäåàëüíîé àêòèâíîé íàãðóçêå, ñ ó÷åòîìòîãî, ÷òî îñíîâíàÿ äå�îðìàöèÿ ïüåçîïëàñòèí ñâÿçàíà ñ èõ ðàñòÿæåíèåì â íàïðàâ-ëåíèè ïîïåðå÷íîì ê ïîëÿðèçàöèè è ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå:
Wel =

(e31ωδb)
2

2[1 + (RωCpz)2]
Rãäå e31 � ïüåçîýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ; δ � àìïëèòóäà äèíàìè÷åñêîãî ñìåùåíèÿêîíöà ïüåçîïëàñòèíû; b � øèðèíà ïüåçîïëàñòèíû, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, Cpz �åìêîñòü.



Ïüåçîãåíåðàòîð êàíòèëåâåðíîãî òèïà 13Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî èìïåäàíñà íàãðóçêè äëÿïåðâûõ òðåõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé êàíòèëåâåðà (ðèñ. 3), ñ ðî-ñòîì ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå îï-òèìàëüíîãî èìïåäàíñà.

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî èìïåäàíñà íàãðóçêè (ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëü-íîé ìîùíîñòè, îòäàâàåìîé ïüåçîýëåìåíòîì â íàãðóçêó) îò ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ïåðâûõ÷åòûðåõ ìîä èçãèáíûõ êîëåáàíèé êàíòèëåâåðà.�åçóëüòàòû ÊÝ-ìîäåëèðîâàíèÿ àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà íà-ãðóçêå äëÿ ïåðâûõ òðåõ ìîä èçãèáíûõ êîëåáàíèé áàëî÷êè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà íàãðóçêå îò åå èìïåäàíñàäëÿ ïåðâûõ òðåõ ìîä èçãèáíûõ êîëåáàíèé ìîäåëüíîé áàëî÷êè.3. Íàòóðíîå ìîäåëèðîâàíèå. Íàòóðíûé ýêñïåðèìåíò ïî ìîäåëèðîâàíèþïðîöåññà ãåíåðèðîâàíèÿ Ï� ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ âîç-áóæäåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè è ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé êàíòèëåâåðíîé áàëî÷-êè âûïîëíåí íà îðèãèíàëüíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå (ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìàèçìåðåíèé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5).4. Ìåòîäèêà è ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà.Â èñïûòóåìîì îáðàçöå Ï� ïîñëåäîâàòåëüíî âîçáóæäàëèñü ïîïåðå÷íûå èçãèáíûå
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�èñ. 5. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà èçìåðåíèÿ è ðåãèñòðàöèè âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ: 1 � ãå-íåðàòîð ñèãíàëîâ, 2 � óñèëèòåëü, 3 � ýëåêòðîìàãíèòíûé âîçáóäèòåëü êîëåáàíèé, 4 �îïòè÷åñêèé äàò÷èê �Ô-603, 5 � ïîäëîæêà, 6 � ïüåçîýëåìåíòû, 7 � æåñòêîå îñíîâàíèå,ÀÖÏ � àíàëîãî-öè�ðîâîé ïðåîáðàçîâàòåëü, ÏÊ � ïåðñîíàëüíûé êîìïüþòåð, Rí � ñî-ïðîòèâëåíèå íàãðóçêè.êîëåáàíèÿ â äèàïàçîíå ÷àñòîò äî 144�ö, ðåãèñòðèðîâàëèñü ñïåêòðû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê è îïðåäåëÿëèñü ÷àñòîòû ðåçîíàíñîâ ðàçëè÷íûõ ìîä êî-ëåáàíèé. Íà òðåõ âûÿâëåííûõ ñàìûõ íèçêèõ ðåçîíàíñàõ áûëè ïðîâåäåíû èçìå-ðåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé ïîäëîæêè (áàëî÷êè). Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ðåãè-ñòðèðîâàëèñü çíà÷åíèÿ âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ñ ýëåêòðîäîâ ïüåçîýëåìåíòîâ Ï�(ñì. ðèñ. 6) ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñîïðîòèâëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóç-êè (Rí1 = 1,0 ìÎì è Rí2 = 1,13ìÎì). Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå âû-õîäíîå íàïðÿæåíèå äîñòèãàåòñÿ íà 3-é ìîäå êîëåáàíèé. Äàëüíåéøèå èçìåðåíèÿïðîâîäèëèñü íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ýòîé ìîäû â òî÷êàõ áàëî÷êè, îòñòîÿùèõ îòçàùåìëåíèÿ íà ðàññòîÿíèÿõ Lèçì1 = 35ìì è Lèçì2 = 60ìì.

�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ Ï� (ïîäëîæêà l0 = 235ìì, b = 11ìì,
t = 0.5ìì) îò äèíàìè÷åñêîãî ïðîãèáà êàíòèëåâåðà íà ðàññòîÿíèè l̄1 = 0,15 è l̄2=0,26îò çàùåìëåíèÿ.Èç àíàëèçà äàííûõ (ñì. ðèñ. 6) ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì ïðîãèáà ñâîáîäíîãî êîí-öà áàëî÷êè, âûõîäíîå íàïðÿæåíèå Ï� óâåëè÷èâàåòñÿ (ïðè êîëåáàíèÿõ íà 3-ìîäå),ïðè÷åì åãî ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà 4,2Â äîñòèãàåòñÿ ïðè ýëåêòðè÷åñêîì ñîïðî-òèâëåíèè íàãðóçêè 1,0ìÎì. Èç ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà (ðèñ. 4) âèäíî, ÷òî ãðà�èêèçàâèñèìîñòåé àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà îò èìïåäàíñà íàãðóçêè íà âñåõ òðåõ èññëå-



Ïüåçîãåíåðàòîð êàíòèëåâåðíîãî òèïà 15äîâàííûõ ÷àñòîòàõ èìåþò íåëèíåéíûé õàðàêòåð: ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íàãðóçêèàìïëèòóäà ðàñòåò, à ïðè Rí > 3 · 105Îì (äëÿ 3-é ìîäû) åå ðîñò ïðåêðàùàåòñÿ èêðèâàÿ çàâèñèìîñòè ñòàíîâèòñÿ ïîëîãîé. Äëÿ 1-é è 2-é ìîä êîëåáàíèé ýòî ïðîèñ-õîäèò ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Rí.

�èñ. 7. Çàâèñèìîñòü ýëåêòðè÷åñêîé ìîùíîñòè Ï� îò ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè Rí ïðè
δ = 2ìì, (âîçáóæäåíèå ýëåêòðîìàãíèòîì íà ðàññòîÿíèè 70ìì îò çàäåëêè, ñúåì íàïðÿ-æåíèÿ ñ îäíîé ïüåçîïëàñòèíû).Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà â ÊÝ-ðàñ÷åòå (ðèñ. 4) è â íà-òóðíîì ýêñïåðèìåíòå (ðèñ. 6) ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ýêñïåðèìåíòàëüíîáûëè òàêæå âûïîëíåíû èçìåðåíèÿ âûõîäíîé ìîùíîñòè äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ ìîäêîëåáàíèé Ï� (ñì. ðèñ. 7), êîòîðûå êà÷åñòâåííî ïîäòâåðäèëè ÷èñëåííûå ðåçóëü-òàòû. Èç ðèñ. 4 ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ï�, ðàâíûé4,5Â, äîñòèãàåòñÿ ïðè íàãðóçêå (èìïåäàíñå) Rí= 300�400 êÎì íà 3-é ìîäå êîëåáà-íèé. Ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè äî 1 ìÎì ïîòåíöèàë ìåíÿåòñÿ ñëàáî. Â ýêñïåðèìåí-òå áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî âûõîäíîå íàïðÿæåíèå, ðàâíîå 4,2Â ïðè Rí = 1,0 ìÎì(ñì. ðèñ. 6). �àñõîæäåíèå ÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé âûõîäíîãîíàïðÿæåíèÿ Ï� ñîñòàâèëî 6,7%. Ïðè÷èíà ðàñõîæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîðàñ÷åò áûë ïðîâåäåí äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ áàëî÷êè, ðàâíîãî hmax = 2ìì,à ýêñïåðèìåíò äëÿ hmax = 1,8 ìì. Êðîìå òîãî, ðàñ÷åò è ýêñïåðèìåíò áûëè ïðîâåäå-íû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðåçóëüòàòû íà-òóðíîãî ýêñïåðèìåíòà â öåëîì ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ÊÝ-ðàñ÷åòà. Êîëè÷åñòâåí-íîå íåñîâïàäåíèå âûõîäíîé ìîùíîñòè Ï�, ïîëó÷åííîé â ÊÝ-ðàñ÷åòå (10−4Âò), ñ ååýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì (10−5Âò) ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷èåì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ðàñ÷åòå, è ïüåçîêåðàìèêè ÷óâñòâè-òåëüíûõ ýëåìåíòîâ â íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû � 10-08-00093,10-08-00136, 10-08-13300-�Ò_îìè, 12-08-01137-à, 12-01294-à).Akopyan V.A., Parinov I.A., Rozhkov E.V., Shevtsov S.N. Cantilever typepiezoele
tri
 generator study: FEM and test . As a result of FEM and test analysis of ele
tri
physi
al parameters of the 
antilever type piezoele
tri
 generator (PG), the PG optimalparameters have been 
al
ulated allowing one to obtain maximal output power with highuseful a
tion fa
tor.



ÑÒ�ÀÍÍÛÅ ÀÒÒ�ÀÊÒÎ�Û Â ÑÈÑÒÅÌÀÕÑ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÅÉÀëåêñååâ À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòå-ìàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ñèñòåìû áûëà âûáðàíàçàäà÷à Êóýòòà�Òåéëîðà. Ñèñòåìà èçó÷àåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëü-íûõ êðèâûõ êîëåáàòåëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå. Àìïëèòóäíàÿñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êàì òàêîãî òèïà, ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ òåîðèè áè�óðêàöèéêîðàçìåðíîñòè-2 [1, 2℄ â ñèñòåìàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, áûëà âûïèñàíà â [3℄.�àâíîâåñèÿ ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû, êîòîðûì îòâå÷àþò ñòàöèîíàðíûå, ïåðèîäè÷åñêèå èêâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, èññëåäîâàíûâ [3℄. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëîæíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ àìïëèòóä-íîé ñèñòåìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îò ðàâíîâåñèéîáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæåò îòâåòâëÿòüñÿ ïðåäåëüíûé öèêë, êîòîðûé ïðåòåðïåâàåò ñåðèþáè�óðêàöèé, ïðèâîäÿùóþ ê âîçíèêíîâåíèþ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó äâó-ìÿ áåñêîíå÷íûìè ñîîñíûìè öèëèíäðàìè ðàäèóñîâ r1, r2, âðàùàþùèìèñÿ ñ óãëî-âûìè ñêîðîñòÿìè Ω1,Ω2 ñîîòâåòñòâåííî (çàäà÷à Êóýòòà�Òåéëîðà). Áåçðàçìåðíûåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:
∂v

∂t
+ Av = −∇p− R1L(v, v),

∇v = 0,
(1)ãäå v = (vr, vθ, vz) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, p � äàâëåíèå, r, θ, z � öèëèíäðè÷åñêèåêîîðäèíàòû, îñü z íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðîâ, R1 = Ω1r

2
1d

2/ν � ÷èñëî �åé-íîëüäñà, ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè, d = η − 1 � áåçðàçìåðíûéçàçîð ìåæäó öèëèíäðàìè, η = r2/r1 � îòíîøåíèå ðàäèóñîâ öèëèíäðîâ. Ëèíåéíûéîïåðàòîð A è íåëèíåéíûé îïåðàòîð L îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè äè��åðåíöèàëü-íûìè âûðàæåíèÿìè:
(Av)r = −∆vr +

vr
r2

+
2

r2

∂vr
∂θ

,

(Av)θ = −∆vθ +
θr
r2

+
2

r2

∂vθ
∂θ

,

(Av)z = −∆vz ,

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂

∂θ
+

∂2

∂z2
,

(L(v, u))r = vr
∂ur
∂r

+
vθ
r

∂ur
∂θ

+ vz
∂ur
∂z

− vθuθ
r
,
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(L(v, u))θ = vr

∂uθ
∂r

+
vθ
r

∂uθ
∂θ

+ vz
∂uθ
∂z

+
vθur
r
,

(L(v, u))z = vr
∂uz
∂r

+
vθ
r

∂uz
∂θ

+ vz
∂uz
∂z

,

∇ = (
1

r

∂

∂r
r,

1

r

∂

∂θ
,
∂

∂z
).Íà òâåðäûõ ãðàíèöàõ çàäàíî óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ:

vr = vz = 0, vθ = 1/(η − 1), r = 1/(η − 1),
vr = vz = 0, vθ = Ωη/(η − 1), r = η/(η − 1),ãäå Ω = Ω2/Ω1 � îòíîøåíèå óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ öèëèíäðîâ.Ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ãðóïïîé ñèììåòðèè G = SO(2)×O(2) � îíà èíâàðèàíòíàîòíîñèòåëüíî âðàùåíèé Lδθ, òðàíñëÿöèé Lhz è èíâåðñèè J , äåéñòâóþùèõ íà ïîëåñêîðîñòåé ïî ïðàâèëàì:

(Lδθv)(t, r, θ, z) = v(t, r, θ + δ, z),

(Lhzv)(t, r, θ, z) = v(t, r, θ, z + h),

(Jv)(t, r, θ, z) = (vr(t, r, θ,−z), vθ(t, r, θ,−z),−vz(t, r, θ,−z))äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ δ è h.Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà èìååò òî÷íîå ðåøåíèå ñ âåêòîðîì ñêî-ðîñòè v0(r) = (0, v0θ(r), 0) � òå÷åíèå Êóýòòà. Çäåñü:
v0θ = ar + b/r, a =

R2 − R1

R1(η2 − 1)
, b = − R2 −R1η

2

R1(η2 − 1)d2
,ãäå R1 = Ω1r

2
1d

2/ν, R2 = Ω2r
2
2d

2/ν � ÷èñëà �åéíîëüäñà.�àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèåì Êóýòòà, ïðè êîòîðîì âñïåêòðå óñòîé÷èâîñòè íàõîäÿòñÿ äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ äâóõ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ êîëåáàòåëüíîé ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè. Â óêàçàííîì ñëó÷àå ëèíåàðèçîâàííàÿ íà òå÷åíèè Êóýòòà çàäà÷àóñòîé÷èâîñòè èìååò ÷åòûðå íåçàâèñèìûå íåéòðàëüíûå ìîäû:
Φ00 = e−i(ωmt+mθ+kαz)φ00(r),

Φ01 = e−i(ωmt+mθ−kαz)φ01(r),

Φ10 = e−i(ωnt+nθ+lαz)φ10(r),

Φ11 = e−i(ωnt+nθ−lαz)φ11(r),

(2)âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìîæåò ïðèâîäèòüê ïîÿâëåíèþ ðàçíîîáðàçíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ.Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î öåíòðàëüíîì ìíîãîîá-ðàçèè [1, 2℄ ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé äëÿ àìïëèòóä íåéòðàëüíûõ ìîä (2). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (îòñóòñòâèåðåçîíàíñíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó àçèìóòàëüíûìè è îñåâûìè êâàíòîâûìè ÷èñëà-ìè è ìåæäó �àçîâûìè ÷àñòîòàìè) àìïëèòóäíàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò òîëüêî ÷ëåíû,îòâå÷àþùèå îáÿçàòåëüíûì ðåçîíàíñàì, è èìååò âèä:
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˙ξ00 = ξ00(σ + A|ξ00|2 +B|ξ01|2 + C|ξ10|2 +D|ξ11|2),
˙ξ01 = ξ01(σ +B|ξ00|2 + A|ξ01|2 +D|ξ10|2 + C|ξ11|2),
˙ξ10 = ξ10(µ+ P |ξ00|2 + S|ξ01|2 + U |ξ10|2 + V |ξ11|2),
˙ξ11 = ξ11(µ+ S|ξ00|2 + P |ξ01|2 + V |ξ10|2 + U |ξ11|2).

(3)Êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû σ, µ, A, B, C, D, P, S, U, V ñèñòåìû (3) âûðàæà-þòñÿ ÿâíî ÷åðåç ðåøåíèÿ ñåðèè ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷.Óñòîé÷èâîñòü ñåìåéñòâ ðàâíîâåñèé ñèñòåìû (3) óäîáíî èññëåäîâàòü, èñïîëüçóÿìîòîðíóþ ïîäñèñòåìó (ñèñòåìó äëÿ èíâàðèàíòîâ ãðóïï ñèììåòðèè, êîòîðûìè âäàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ìîäóëè êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä), êîòîðàÿ çàïèøåòñÿ ââèäå:
˙ρ00 = ρ00(σr + Ar|ρ00|2 +Br|ρ01|2 + Cr|ρ10|2 +Dr|ρ11|2),
˙ρ01 = ρ01(σr +Br|ρ00|2 + Ar|ρ01|2 +Dr|ρ10|2 + Cr|ρ11|2),
˙ρ10 = ρ10(µr + Pr|ρ00|2 + Sr|ρ01|2 + Ur|ρ10|2 + Vr|ρ11|2),
˙ρ11 = ρ11(µr + Sr|ρ00|2 + Pr|ρ01|2 + Vr|ρ10|2 + Ur|ρ11|2).

(4)Ñèñòåìû (3), (4) âûïèñàíû â ðàáîòå [3℄, òàì æå ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ-÷åòà êîý��èöèåíòîâ è ðàññìîòðåíû ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4), êîòîðûì îòâå÷àþòñòàöèîíàðíûå, ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû èñõîäíîé ñèñòåìûóðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà.Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ýòîé ðàáîòû, ó ñèñòåìû (4) èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷å-ñêîå ñåìåéñòâî ðàâíîâåñèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(Ar −Br)(Ur − Vr) − (Cr −Dr)(Pr − Sr) = 0.Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà âèäà (3) âîçíèêàåò â öåëîì ðÿäå çàäà÷ ñ öèëèíäðè÷åñ-êîé ñèììåòðèåé, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà ñ âòîðè÷íûìè ý��åêòàìè,òàêèìè êàê âëèÿíèå òåìïåðàòóðû, ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðîíèöàåìîñòè öèëèíäðîâè ò. ä. Âñå ýòè ý��åêòû îêàçûâàþò âëèÿíèå íà çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñèñòå-ìû, íî íå íà åå âèä. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3) çàñëóæèâàåò ðàññìîòðåíèÿ ïðèïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòîâ.Ïðîñëåäèì ýâîëþöèþ îäíîãî ðàâíîâåñèÿ (ρ00, ρ01, ρ10, ρ11), ãäå

ρ2
00 + ρ2

01 = 2
−σr(Ur + Vr) + µr(Cr +Dr)

(Ar +Br)(Ur + Vr) − (Cr +Dr)(Pr + Sr)
,

ρ2
10 + ρ2

11 = 2
σr(Pr + Sr) − µr(Ar +Br)

(Ar +Br)(Ur + Vr) − (Cr +Dr)(Pr + Sr)
,

ρ2
00 − ρ2

01 = −Cr −Dr

Ar − Br
,

ρ2
10 − ρ2

11 = 1,äëÿ ñèñòåìû ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè êîý��èöèåíòîâ:
Ar = −0.625, Br = 1.1, Cr = 1.3, Dr = −1.0,

Pr = −1.0, Sr = −0.4, Ur = 0.2, Vr = −0.6, σr = −10.0.Ïðè µr = 22.646 ðàâíîâåñèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ñ ðîæäåíèåì ïðåäåëüíîãîöèêëà. Ïðè µr = 22.872 ïðåäåëüíûé öèêë ïðåòåðïåâàåò áè�óðêàöèþ óäâîåíèÿ



Ñòðàííûå àòòðàêòîðû â ñèñòåìàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé 19ïåðèîäà. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà µr öèêë ïðåòåðïåâàåò ñåðèþïîñëåäîâàòåëüíûõ áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê âîçíèê-íîâåíèþ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà ïðè µr = 22.94, ñóùåñòâóþùåãî â äèàïàçîíå
22.94 6 µr 6 23.181.

�èñ. 1. Ñòðàííûé àòòðàêòîð â ñèñòåìå (4).Ïðîåêöèè àòòðàêòîðà íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ïðè µr = 23.176 èçîáðà-æåíû íà ðèñ. 1. Äëÿ äàííîãî àòòðàêòîðà âû÷èñëÿëèñü ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ïîñòàíäàðòíîìó àëãîðèòìó. Êðèòåðèåì õàîòè÷íîñòè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñ÷èòà-ëàñü ïîëîæèòåëüíîñòü ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, â òî âðåìÿ êàê ñóììà ïî-êàçàòåëåé îñòàâàëàñü îòðèöàòåëüíîé (óñëîâèå äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû).

�èñ. 2. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà â ïëîñêîñòè (µr, σr).Íà ðèñ. 2 ÷åðíûì öâåòîì ïîêàçàíà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðà â ïëîñêî-ñòè ïàðàìåòðîâ (µr, σr). Âèäíî, ÷òî îíà ðàçäåëÿåò îáëàñòè ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ



20 Àëåêñååâ À.À.(áåëûé öâåò) è âûõîäà òðàåêòîðèé íà áåñêîíå÷íîñòü (ñåðûé öâåò), ÷òî ÿâëÿåòñÿäîâîëüíî òèïè÷íîé ñèòóàöèåé.Òàêæå äëÿ ñèñòåìû (4) ïðîâîäèëñÿ ïîèñê ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ ñ èñïîëüçîâà-íèåì ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â [4℄, ò. å. äëÿ êàæäîãî êîý��èöèåíòà âûáèðàëñÿ íåêî-òîðûé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ, è çàòåì ïðîèçâîäèëîñü èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû ìå-òîäîì �óíãå�Êóòòà ñ âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì ñòðàííûõàòòðàêòîðîâ, îòëè÷íûõ îò îïèñàííîãî âûøå (ñ òî÷íîñòüþ äî àëãåáðàè÷åñêîé ýê-âèâàëåíòíîñòè), íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ ñòàòüè îáíàðóæåíî íå áûëî.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîöåíòóÈ.Â. Ìîðøíåâîé è äîöåíòó Ñ.Í. Îâ÷èííèêîâîé çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Èññëåäîâàíèÿ èðàçðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãîêîìïëåêñà �îññèè¿ íà 2007�2013 ãã. (ãîñêîíòðàêò 16.516.11.6106) è ÔÖÏ ¾Íà-ó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã.,ãîñêîíòðàêò 14.740.11.0877.
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∗∗∗∗ÎÎÎ ¾Íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííîå ïðåäïðèÿòèå "Òåõíîëîãèè ðàäèî÷àñòîòíîéèäåíòè�èêàöèè è ñâÿçè"¿, Ìîñêâà�àññìîòðåí ïàññèâíûé áåñïðîâîäíûé äàò÷èê íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëíàõ(ÏÀÂ) äëÿ èçìåðåíèÿ ïîëíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè íà îñíîâå èç-ìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ÏÀÂ îò îòðàæàòåëüíîãî âñòðå÷íî-øòûðåâîãî ïðåîá-ðàçîâàòåëÿ (ÂØÏ), íàãðóæåííîãî íà ñïåöèàëüíóþ èçìåðèòåëüíóþ åìêîñòü. �àçðàáîòàíàñõåìà îïðàøèâàþùåãî óñòðîéñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ïðèåìíèêà è ïåðåäàò÷èêà.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çàìåòíî âîçðîñ èíòåðåñ ê ïðèìåíåíèþ òåõíîëîãèè ïîâåðõ-íîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí äëÿ ìîíèòîðèíãà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ââèäó âîçìîæ-íîñòè ïðèåìà ñèãíàëà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ñîåäèíå-íèé. Ýòî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ñúåì ïîëåçíîé èí�îðìàöèè â ðåæèìå ¾online¿îïåðàòîðîì èëè ïîëüçîâàòåëåì, êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿ-íèè îò êîíòðîëèðóåìîãî îáúåêòà, à òàêæå ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü âåñòè îáðà-áîòêó äàííûõ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõè ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ. Íåìàëîâàæíûì ÿâëÿåòñÿ è òîò �àêò, ÷òî òàêèå äàò÷èêèìîãóò âûïîëíÿòüñÿ â ïàññèâíîì âàðèàíòå, ò. å. ïåðåäàâàòü èí�îðìàöèþ çà ñ÷åòîòðàæåííîãî ñèãíàëà [1, 2℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí ïàññèâíûé áåñïðîâîäíûé äàò÷èê íà ÏÀÂ äëÿèçìåðåíèÿ ïîëíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè íà îñíîâå èçìåíåíèÿêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò îòðàæàòåëüíîãî ÂØÏ, íàãðóæåííîãî íà ñïåöèàëü-íûé èçìåðèòåëüíûé êîíäåíñàòîð, èìåþùèé çàçîð, êîòîðûé ìîæåò çàïîëíÿòüñÿèçìåðÿåìîé æèäêîñòüþ. Ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ åìêîñòü êîíäåíñàòîðà è, êàê ñëåä-ñòâèå, êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ÏÀÂ îò îòðàæàòåëüíîãî ÂØÏ, ÷òî ïðèâîäèò êèçìåíåíèþ àìïëèòóäû îòðàæåííîãî îò äàò÷èêà îïðàøèâàþùåãî èìïóëüñà.Äàò÷èê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõêàíàëüíóþ ëèíèþ çàäåðæêè íà ÏÀÂ. Ïåðâûéêàíàë ýòîé ëèíèè ñîäåðæèò ïðèåìî-ïåðåäàþùèé ÂØÏ, ñîåäèíåííûé ñ àíòåííîé,îòðàæàòåëüíûé îäíîíàïðàâëåííûé ÂØÏ è óïðàâëÿþùèé ÂØÏ, íàãðóæåííûé íàâíåøíèé èìïåäàíñ, çíà÷åíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò èçìåðÿåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷è-íû, à âòîðîé êàíàë ñîäåðæèò òîëüêî ïðèåìî-ïåðåäàþùèé ÂØÏ è îòðàæàòåëüíûéÂØÏ. Ïðèåìî-ïåðåäàþùèå ÂØÏ îáîèõ êàíàëîâ ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî.Òàê êàê óñëîâèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÏÀÂ â êàíàëàõ ðàçëè÷íû, òî îíè ïðèõîäÿòíà ïðèåìî-ïåðåäàþùèå ÂØÏ ñ ðàçíûìè �àçàìè. Ïîñêîëüêó ïðèåìî-ïåðåäàþùèå



22 Áàãäàñàðÿí À.Ñ., Áàãäàñàðÿí Ñ.À., Áîãäàíîâ Ì.È. è äð.ÂØÏ ðàçëè÷íûõ êàíàëîâ ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî, àìïëèòóäà îòðàæåííîãî îòäàò÷èêà îïðîñíîãî èìïóëüñà áóäåò çàâèñåòü îò �àçû ïðèøåäøèõ íà íèõ ÏÀÂ.Ñëåäîâàòåëüíî, îíà áóäåò çàâèñåòü è îò çíà÷åíèé èìïåäàíñà, ïîäñîåäèíåííîãî êóïðàâëÿþùåìó ÂØÏ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ ìàêñèìàëü-íîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè ÏÀÂ ïîä óïðàâëÿþùèìè ÂØÏ äîñòèãàëî 1%. Íà ðèñ. 1ïîêàçàíà ðåàëèçàöèÿ îäíîé èç êîíñòðóêöèé ïðåäëàãàåìîãî äàò÷èêà äëÿ èçìåðå-íèÿ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè. Òîãäà êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ Kp ÏÀÂ ïîä ÂØÏè êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ Kr ÏÀÂ îò ÂØÏ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:
Kp =

−wCT − Ba + jYH
−wCT −Ba + j(YH +Ga)

, (1)
Kr =

jGa

−wCT − Ba + j(YH +Ga)
,ãäå Ga è Ba � àêòèâíàÿ è ðåàêòèâíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ïðîâîäèìîñòè èçëó÷åíèÿ,

CT � åìêîñòü ÂØÏ, f � ÷añòoòa ñèãíaëa, w = 2πf .Èç âûðàæåíèé (1) âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ çàâèñÿòîò âíåøíåé íàãðóçêè YH , ïîäêëþ÷àåìîé ê ÂØÏ, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå âëèÿíèåâíåøíÿÿ íàãðóçêà îêàçûâàåò òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
−wCT − Ba + j[jIm(YH)] ≈ 0. (2)ãäå YH � ìíèìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðîâîäèìîñòè íàãðóçêè. Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ(2) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíèìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìåëà áû èíäóêòèâíûé õàðàêòåð.Äëÿ óìåíüøåíèÿ îòðàæåíèÿ ÏÀÂ îò ÂØÏ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âëîæåííûåäðóã â äðóãà ñåêöèîíèðîâàííûå ÂØÏ, êàê ýòî ñäåëàíî â îäíîíàïðàâëåííûõ ÂØÏãðóïïîâîãî òèïà ñî ñäâèæêîé �àçû 90◦ [3℄. Â ýòîì ñëó÷àå ÏÀÂ îòðàæåííûå îòêàæäîé ñåêöèè áóäóò íàõîäèòüñÿ â ïðîòèâî�àçå, ïîñêîëüêó öåíòðû ñåêöèîíèðî-âàííûõ ÂØÏ ñäâèíóòû íà ÷åòâåðòü äëèíû ÏÀÂ íà ðàáî÷åé ÷àñòîòå, ÷òî ïðèâåäåòê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ îòðàæåíèÿ ÏÀÂ îò òàêîãî ñîñòàâíîãî ÂØÏ.Êàê ñëåäóåò èç (1), êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèíå áóäóò çàâèñåòü îò íàãðóçêè âäàëè îò ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ ÂØÏ, ïîñêîëüêó

Ga òàì áóäåò áëèçêà ê íóëþ è êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ áóäåò ïî÷òè íóëåâûì, àêîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ áóäåò áëèçîê 1 ïðè ëþáûõ âíåøíèõ íàãðóçêàõ.

�èñ. 1. Äàò÷èê �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû äëÿ èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè.



Áåñïðîâîäíûé ïàññèâíûé äàò÷èê íà ÏÀÂ 23Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü îäíîíàïðàâëåííûé ÂØÏ ñ âíóòðåííèìè îòðàæà-òåëÿìè [4℄. Ïðè ýòîì �àçà îòðàæåíèÿ îò âíóòðåííèõ îòðàæàòåëåé íå çàâèñèò îòâíåøíåé íàãðóçêè, â òî âðåìÿ êàê �àçà îòðàæåíèÿ îò àêòèâíûõ ýëåêòðîäîâ çàâè-ñèò îò íåå, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñäâèãà �àçû ìåæäó ÏÀÂ, îòðàæåííûìè îòâíóòðåííèõ îòðàæàòåëåé è àêòèâíûõ ýëåêòðîäîâ, â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåé íà-ãðóçêè (ðèñ. 2). Ò. å. çäåñü áóäåò ïðîèñõîäèòü óïðàâëåíèå �àçîé ÏÀÂ, íî òîëüêîäëÿ îòðàæåííûõ ÏÀÂ.Íà ðèñ. 3à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò âåëè÷èíû àêòèâ-íîé íàãðóçêè. Âèäíî, ÷òî íà ýòîé çàâèñèìîñòè èìååòñÿ ìèíèìóì îòðàæåíèÿ, ÷òîîáúÿñíÿåòñÿ ñîãëàñîâàíèåì èìïåäàíñà ÂØÏ ñ 50-îìíîé íàãðóçêîé, ò. å. áîëüøàÿ÷àñòü ýíåðãèè ÏÀÂ âûäåëÿåòñÿ íà íàãðóçî÷íîì ñîïðîòèâëåíèè.
�èñ. 2. Äàò÷èê íà ÏÀÂ ñ îäíîíàïðàâëåííûìè ÂØÏ.Èç ýòîé çàâèñèìîñòè âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ äëÿ êî-ðîòêîçàìêíóòîãî è ðàçîìêíóòîãî îäíîíàïðàâëåííîãî ÂØÏ ñòðåìèòñÿ ê 1, î÷åì è ãîâîðèëîñü âûøå. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèé îïðåäåëÿëèñü ïî ÷àñòîò-íîé çàâèñèìîñòè èìïåäàíñà ÂØÏ èç-çà îòðàæåíèé ÏÀÂ ñ ïîñëåäóþùèì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì [5℄.Åñëè èìïåäàíñ Z = jwL + 1/jwC, âíåøíÿÿ èíäóêòèâíîñòü è åìêîñòü ïîäî-áðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçîíàíñ íàñòóïèë íà ÷àñòîòå, ïîïàäàþùóþ â ïîëî-ñó ïðîïóñêàíèÿ ÂØÏ Ïðè L = 0,76ìê�í âåëè÷èíà åìêîñòè Ñ áóäåò íàõîäèòüñÿâ ïðåäåëàõ 2�4 ïÔ. Íà ðèñ. 3b ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿîò èçìåíåíèÿ åìêîñòè â ñîñòàâå LC-öåïè, ïîäêëþ÷åííîé ê ÂØÏ. Êàê âèäíî èçýòîãî ðèñóíêà, çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò åìêîñòè ïîëó÷àåòñÿ áî-ëåå ñèëüíàÿ, ÷åì îò ñîïðîòèâëåíèÿ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ñäâèãà �àç ìåæäóÏÀÂ, îòðàæåííûõ îò âíóòðåííèõ îòðàæàòåëåé è îò àêòèâíûõ ýëåêòðîäîâ. Ýòîòñäâèã ïðèáëèæàåòñÿ ê 180◦ ïðè åìêîñòè, ðàâíîé 3,1 ïÔ, ò. å. îòðàæåííûå ÏÀÂ îòîòðàæàòåëåé è àêòèâíûõ ýëåêòðîäîâ áóäóò ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà.Òàêàÿ ðåçêàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò åìêîñòè ìîæåò èñïîëüçî-âàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè.Íà ðèñ. 3ñ ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ãëóáèíû ïîãðó-æåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â äèñòèëëèðîâàííóþ âîäó è èçîïðîïèëîâûéñïèðò. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà ïðè ïîëíîì ïîãðóæåíèè êîíäåíñàòîðà â âîäóèëè â èçîïðîïèëîâûé ñïèðò ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ ïîëó-÷àþòñÿ ðàçíûìè, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ðàçíûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìèâîäû è èçîïðîïèëîâîãî ñïèðòà. Íàëè÷èå ìàêñèìóìà íà çàâèñèìîñòè êîý��èöè-åíòà îòðàæåíèÿ äëÿ âîäû îáúÿñíÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, òåì, ÷òî âîäà íà âûñîêèõ
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò îäíîíàïðàâëåííîãî ÂØÏ îò âåëè÷èíûïîäêëþ÷àåìîé íàãðóçêè: a � àêòèâíàÿ íàãðóçêà; b � åìêîñòíàÿ íàãðóçêà; ñ � èçìåðè-òåëüíûé êîíäåíñàòîð.÷àñòîòàõ èìååò çíà÷èòåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêèå ïîòåðè. Êàê ïîêàçàíî [6℄ â âîäåäèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü íà ýòèõ ÷àñòîòàõ èìååò êîìïëåêñíûé õàðàêòåð èìíèìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âñåãî â 2 ðàçà îòëè÷àåòñÿîò äåéñòâèòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, â òî âðåìÿ êàê äëÿ èçîïðîïèëîâîãî ñïèðòà ýòîñîîòíîøåíèå â äåñÿòêè ðàç ìåíüøå.Íà ðèñ. 4 è 5 ïðåäñòàâëåíû áëîê-ñõåìû öè�ðîâîãî ïåðåäàò÷èêà è ãåòåðîäèí-íîãî ïðèåìíèêà îïðàøèâàþùåãî óñòðîéñòâà, ðàçðàáîòàííûå íà ðàáî÷óþ ÷àñòîòó433,9Ì�ö.

�èñ. 4. Áëîê-ñõåìà öè�ðîâîãî ïåðåäàò÷èêà.



Áåñïðîâîäíûé ïàññèâíûé äàò÷èê íà ÏÀÂ 25
�èñ. 5. Áëîê-ñõåìà ãåòåðîäèííîãî ïðèåìíèêà: �ÒÈ � ãåíåðàòîð òàêòîâûõ èìïóëüñîâ,ÑÌ � ñìåñèòåëü, �ÅÒ � ãåòåðîäèí, ÓÏ× � óñèëèòåëü ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòîòû, ÀÄ �àìïëèòóäíûé äåòåêòîð, ÔÄ � �àçîâûé äåòåêòîð, ÀÖÏ � àíàëîãî-öè�ðîâîé ïðåîáðàçî-âàòåëü.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �10-08-00700-à.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ville Viikari, Heikki Seppa and Dong-Wook Kim. Intermodulation Read-Out Prin
ipleforPassive Wireless Sensors // IEEE TRANSACTIONS on MICROWAVE THEORY andTECHNIQUES, vol. 59, 2011. � 4. Pp. 1025�1031.[2℄ Äíåïðîâñêèé Â. �., Êàðàïåòüÿí �.ß. Äàò÷èêè íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîë-íàõ äëÿ êîíòðîëÿ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ æèäêèõ ñðåä // Ìàòåðèàëû XIII Ìåæ-äóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿�îñòîâ-íà-Äîíó, 12�15 îêòÿáðÿ 2009. C. 72�75.[3℄ K. Yamanou
hi, F.M. Ny�eler and K. Shibayama. Ultrasoni
s Symp., 1975, Pp. 317�321.[4℄ Êàðàïåòüÿí �.ß., Áàãäàñàðÿí Ñ.À., Áàãäàñàðÿí Í.À. Îäíîíàïðàâëåííûé ïðåîáðà-çîâàòåëü ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí // Ïàòåíò �Ô íà èçîáðåòåíèå 2195069.,ïðèîðèòåò 08.04.2002 ã., ÁÈ�35, 2002.[5℄ Êàðàïåòüÿí �.ß., Äíåïðîâñêèé Â. �. Òðóäû XI Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿. ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 2007 ã.,C. 153�156.[6℄ Ñêâîðöîâ Á. B., Ñèëîâ Å.À. Èçâåñòèÿ Ñàìàðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �îññèéñêîé àêà-äåìèè íàóê // Ìàòåðèàëû XIII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðî-áëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿ T. 11, � 5, 2009, C. 64�71.Bagdasaryan A. S., Bagdasarian S.A., Bogdanov M. I., Dneprovski V.G.,Karapetyan G. J., Petin G.P. Wireless passive sensor for surfa
e a
ousti
 waves for themeasurement of physi
al parameters. The passive wireless sensor based on surfa
e a
ousti
waves (SAW) to measure the full permittivity of liquid on the basis of re�e
tion 
oe�
ient ofthe re�e
tive SAW interdigital transdu
er (IDT), loaded on a spe
ial measuring 
apa
itan
e,is 
onsidered. The s
heme of the interrogation devi
e 
onsisting of a re
eiver and transmitteris developed.



ÒÅ×ÅÍÈÅ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÑÎ ÑÊÎËÜÆÅÍÈÅÌÈ Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ Ê ÍÀÍÎÒ�ÓÁÊÅÁàòèùåâ Â.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈçó÷àåòñÿ òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â íàíîòðóáêå, äèàìåòð êîòîðîé áîëåå òðèäöàòèíàíîìåòðîâ. Ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñàïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà. Ñêîëüæåíèå æèäêîñòè â òîíêîì ñëîå ïîëó÷åíîâ [1℄. Â ñëó÷àå äëèííîé òðóáêè íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è â îáùåì âèäå ÷åðåç ñêîðîñòüñêîëüæåíèÿ Uz (z1), ãäå z1 ìåäëåííàÿ îñåâàÿ ïåðåìåííàÿ. �ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêèäëÿ îñåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷åí â ÿâíîì âèäå
vz = U0 + (1 − 2U0)

(
1 − r2

)
+ (US (z1) − U0)

(
2r2 − 1

)
.Çäåñü U0 = const � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ, âòîðîå ñëàãàåìîå � ñêîðîñòü òå÷å-íèÿ Ïóàçåéëÿ, à òðåòüå ñëàãàåìîå � êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ñ íóëåâûì ðàñõîäîì è íóëåâîéñðåäíåé ñêîðîñòüþ, îïèñûâàåò äå�åêòû ñòåíêè. Ïîëó÷åíî óñëîâèå íà òâåðäîé ñòåíêå, ñâÿ-çûâàþùåå ñêîðîñòü è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì óñëî-âèåì ñêîëüæåíèÿ Íàâüå. �àññìîòðåí ñëó÷àé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ US = U0.Ïîêàçàíî, ÷òî ñ ðîñòîì ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèå òðåíèÿ íà ñòåíêå óìåíü-øàåòñÿ, à áîëüøîå äàâëåíèå â òðóáêå ïàäàåò è ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íûì ïðè U0 → 1/2.Ïðè U0 → 1/2 âîçíèêàåò ¾ïîëíîå¿ ñêîëüæåíèå ñ íóëåâûì ñîïðîòèâëåíèåì è ïîñòîÿííûìêîíå÷íûì äàâëåíèåì. �àññìîòðåí ñëó÷àé òðóáêè êîíå÷íîé äëèíû. Îñåâàÿ êîìïîíåíòàñêîðîñòè ïðåäñòàâëåíà â òàêîì æå âèäå, êàê è â ñëó÷àå äëèííîé òðóáêè, îäíàêî òðåòüåñëàãàåìîå ïîëó÷åíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ðàññ÷èòàíû ÷èñëåííî,ïóòåì ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ïîñòîÿííîé ñêî-ðîñòè ñêîëüæåíèÿ ý��åêòû òàêèå æå, êàê è â òðóáêå áîëüøîé äëèíû. Óñëîâèå íà òâåðäîéñòåíêå, ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòü è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíî, îä-íàêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì ñêîëüæåíèÿ Íàâüå.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Tompson P.A., Troian S.M. A general boundary 
ondition for liquid �ow at solidsurfa
es // Nature. 1997. V.39. Pp. 360�362.Batis
hev V.A. Fluid �ow with slip and it appli
ation to nanotube. In this paper, thestream of vis
ous �uid in 
ylindri
al tube with slip 
ondition on the boundary of tube isinvestigated. We obtained that he pressure and 
oe�
ient of fri
tion 
an be de
rease with thein
rease the velo
ity of slip.



�ÀÑ×ÅÒ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ �ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÁÀËÊÈ ÈÇ�ÀÇÓÏ�Î×ÍßÞÙÅ�ÎÑß ÌÀÒÅ�ÈÀËÀ Ï�È ÅÅ ×ÈÑÒÎÌÈÇ�ÈÁÅ È �ÀÑÒßÆÅÍÈÈ ÌÅÒÎÄÎÌÍÜÞÒÎÍÀ-ÊÀÍÒÎ�ÎÂÈ×ÀÁàõàðåâà Å.À., Ñòðóæàíîâ Â.Â.Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ ÓðÎ �ÀÍ, ÅêàòåðèíáóðãÂ êîíñòóêöèÿõ, âûïîëíåííûõ èç ðàçóïðî÷íÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ, âîçìîæíî íåñêîëü-êî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ êàê óñòîé÷èâûõ, òàê è íåóñòîé÷èâûõ. Â äàííîé ðàáîòå ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ áàëêà ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíîâåðòèêàëüíîé îñè, ïîäâåðãíóòàÿ èçãèáó è ïðîäîëüíîìó ðàñòÿæåíèþ. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëàîïèñûâàþòñÿ ïîëíîé äèàãðàììîé äå�îðìèðîâàíèÿ. �àñ÷åò ïàðàìåòðîâ âñåõ ðàâíîâåñèéáàëêè ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à äëÿ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿðàâíîâåñèÿ. Ïðåäëîæåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðîäåìîí-ñòðèðîâàíî ïîñòðîåíèå ñåïàðàòðèñû ñèñòåìû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì äîñòàòî÷íî äëèííóþ áàëêó âûñîòîé 2h.Ââåäåì îòíîñèòåëüíî áàëêè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:âäîëü áàëêè ðàñïîëîæåíà ïðîäîëüíàÿ îñü Ox (ñðåäíÿÿ ëèíèÿ), âåðòèêàëüíàÿ îñü
Oy íàïðàâëåíà âíèç, è Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè Oxy. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèåáàëêè, ëåæàùåå â ïëîñêîñòè Oyz, îãðàíè÷èâàåò êîíòóð Γ(y), ñèììåòðè÷íûé îò-íîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè Oy. Íàãðóæåíèå îñóùåñòâëÿåì èçîòåðìè÷åñêè, ïðè-êëàäûâàÿ îäíîâðåìåííî ê òîðöàì áàëêè èçãèáàþùèé ìîìåíò M è ðàñòÿãèâàþùååïðîäîëüíîå óñèëèå Q (ðèñ. 1).Äëÿ äàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé òåí-çîðà íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå σx = σ(y), à ïðîäîëüíûå äå-�îðìàöèè ëèíåéíî ðàñïðåäåëåíû ïî âûñîòå áàëêè εx = ε(y) [1℄.

�èñ. 1. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ. �àñïðåäåëåíèå ïðîäîëüíûõ äå�îðìàöèé.Èç�çà ãåîìåòðè÷åñêîé íåñèììåòðèè áàëêè åå íåéòðàëüíàÿ îñü, ãäå íóëåâûå íà-ïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè, íå ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåé ëèíèåé Ox. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì



28 Áàõàðåâà Å.À., Ñòðóæàíîâ Â.Â.
a ðàññòîÿíèå ìåæäó íåéòðàëüíîé îñüþ è ñðåäíåé ëèíèåé. Òîãäà ïîëíûå äå�îðìà-öèè îïðåäåëÿåò ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ ε(y) = κ(y + a).Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îäíîìåðíàÿ, òî ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïðå-äåëÿåò ïîëíàÿ äèàãðàììà äå�îðìèðîâàíèÿ σ(ε), îáëàäàþùàÿ âîñõîäÿùåé è ïà-äàþùåé âåòâÿìè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè è ïðèñæàòèè îäèíàêîâû. Â ýòîì ñëó÷àå äèàãðàììà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëàêîîðäèíàò. Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ (ìîäóëü òàíãåíöèàëüíîéæåñòêîñòè) Ep = dσ/dε õàðàêòåðèçóåò íàêëîí äèàãðàììû è îïðåäåëÿåò ñîñòîÿ-íèå ìàòåðèàëà: íà âîñõîäÿùåì ó÷àñòêå (Ep > 0) ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèèóïðî÷íåíèÿ, íà íèñïàäàþùåì (Ep < 0) � â ñîñòîÿíèè ðàçóïðî÷íåíèÿ. Âî âòîðîìñëó÷àå èìååò ìåñòî ñîáñòâåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìàòåðèàëà.Â çàäà÷å î ÷èñòîì èçãèáå è ðàñòÿæåíèè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è óñëîâèÿ ñîâ-ìåñòíîñòè óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî. Èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä [2℄:

2

∫ h

−h
Γ(y)σ(y)dy = Q, 2

∫ h

−h
Γ(y)σ(y)ydy = M. (1)�àâåíñòâà (1) òàêæå èãðàþò ðîëü ñòàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è äîëæíûóäîâëåòâîðÿòüñÿ â êàæäîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè áàëêè.Ñîîòíîøåíèÿ (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Φ(a, κ;Q,M) = 0, (2)ñâÿçûâàþùåãî ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ (Q, M) è ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ (a, κ) ñè-ñòåìû. Îòîáðàæåíèå Φ, âîîáùå ãîâîðÿ, åñòü íåëèíåéíûé âåêòîðíûé îïåðàòîð. Ïî-ýòîìó (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
Φ1(a, κ) = Q, Φ2(a, κ) = M. (3)

Φ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó èç äâóìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòî-ÿíèé E2
S = {(a, κ) : 0 6 a 6 aZ , 0 6 κ 6 κZ} ⊆ R2 ýëåìåíò èç åâêëèäîâà ïðî-ñòðàíñòâà óïðàâëåíèé E2

C = {(Q,M) : Q > 0,M > 0} ⊆ R2. Çäåñü ðàññòîÿíèå aZîò íåéòðàëüíîé îñè äî ñðåäíåé ëèíèè è êðèâèçíà κZ îòâå÷àþò äå�îðìàöèè εZðàçðóøåíèÿ êðàéíèõ íàèáîëåå ðàñòÿíóòûõ âîëîêîí áàëêè.2. Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Φ. Â ñâÿçè ñ ââåäåíèåì â ðàññìîòðåíèå ïàäà-þùåãî ó÷àñòêà äèàãðàììû äå�îðìèðîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ Φ1 è Φ2 íå ÿâëÿåòñÿâçàèìíî�îäíîçíà÷íûìè íà âñåì ïðîñòðàíñòâå E2
S. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ëîêàëü-íûé ãîìåîìîð�èçì, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñóæåíèþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ẽ2

C ⊂ E2
Cîïåðàòîðîâ Φ−1

1 è Φ−1
2 .Îòîáðàæåíèå Φ ãîìåîìîð�íî òîëüêî íà òîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé,ãäå ÿêîáèàí ìàòðèöû, ñîâïàäàþùèé ñ ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé Ôðåøå,

Φ′ =




∂Φ1

∂a

∂Φ1

∂κ

∂Φ2

∂a

∂Φ2

∂κ


 (4)íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.



�àñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ðàâíîâåñèÿ áàëêè ïðè ÷èñòîì èçãèáå è ðàñòÿæåíèè 29Òî÷êè, ãäå ÿêîáèàí ðàâåí íóëþ, â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îáðàçóþò ëèíèè Γ1è Γ2 (ðèñ. 2), ðàçäåëÿþùèå ïëîñêîñòü Ω = {(a, κ) : 0 6 a 6 aZ , 0 6 κ 6 κZ} íàîáëàñòè, â êîòîðûõ ìàòðèöà (4) ëèáî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (îáëàñòü I ′),ëèáî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (îáëàñòü III ′), ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäå-ëåííîé (îáëàñòü II ′). Íà Ω óðàâíåíèå (2) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ M è Qçàäàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ èìååò ó÷àñòêè, ãäå ïîâåðõíîñòü âûïóêëàÿ,âîãíóòàÿ è íàáîð ñåäëîâûõ òî÷åê.

�èñ. 2. Ñõåìà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.Îòîáðàæàÿ ìíîæåñòâà òî÷åê Γ1 è Γ2 íà ïðîñòðàíñòâî óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-ðîâ Ẽ2
C ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (3), ïîëó÷àåì ñåïàðàòðèñó ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû S1è S2 íà (ðèñ. 2). Ñåïàðàòðèñà ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî íà îáëàñòè, â êîòîðûõ ñèñòå-ìà èìååò ëèáî îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ � îáëàñòè I è III, ëèáî òðè ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ � îáëàñòü II. Ïðè÷åì îáëàñòü I ′ ïåðåõîäèò â îáëàñòü I è äàëåå ñîîòâåò-ñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê èç îáëàñòåé I ′ è III ′ ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåòòîëüêî îäèí ïðîîáðàç â ïðîñòðàíñòâå E2

S, îòâå÷àþùèå åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþóðàâíåíèÿ (2). À äëÿ òî÷åê èç îáëàñòè II ′ ïî òðè ïðîîáðàçà (óðàâíåíèå (2) èìååòòðè ðåøåíèÿ).3. Ìåòîä Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2), çàäàþùå-ãî çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ (Q,M) îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ (a, κ),ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿïîñëåäîâàòåëüíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [3℄. Â äàííîé çàäà÷å ñõå-ìà Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿçàäàííûõ M > 0 è Q > 0 ïðèáëèæåíèå xn = (an, κn) ∈ E2
S íàéäåíî. Òîãäà äëÿîòûñêàíèÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ xn+1 óðàâíåíèå (2) çàìåíèì ëèíåàðèçî-âàííûì â òî÷êå xn âåêòîðíûì óðàâíåíèåì

Φ(xn;Y ) + Φ′(xn;Y )(x− xn) = 0,ãäå Y = (Q,M) ∈ Ẽ2
C . Åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îáðàòíûé îïåðàòîð [Φ′(xn;Y )]−1,òî åñòü ìàòðèöà (4) íå âûðîæäåíà, òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ



30 Áàõàðåâà Å.À., Ñòðóæàíîâ Â.Â.äëÿ xn+1:
xn+1 = xn − [Φ′(xn;Y )]−1Φ(xn;Y ). (5)Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû (5) íåîáõîäèìî âûáèðàòü òàêèå íà÷àëüíûå ïðèáëè-æåíèÿ x0, íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ ìåòîä Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à ñõîäèòñÿ. �àöèîíàëü-íûé âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçìîæåí, åñëè èçâåñòíà, òàê íàçûâàåìàÿ,îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ êîðíÿ � òàêàÿ îêðåñòíîñòü êîðíÿ x∗, ïðè ëþáîì âûáîðå íà-÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 èç êîòîðîé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) ñõîäèòñÿ ê ðåøå-íèþ x∗.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ïðè-òÿæåíèÿ äëÿ çàäàííîé íàãðóçêè Y ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà.Ñíà÷àëà îáëàñòè I ′, II ′ è III ′ â ïðîñòðàíñòâå E2

S ðàçáèâàþòñÿ ìåëêîé ïðÿìîóãîëü-íîé ñåòêîé. Äàëåå óçëû ñåòêè îòîáðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (3) â ïðîñòðàí-ñòâî Ẽ2
C óïðàâëåíèé. Ïðîâîäÿ ÷åðåç ïîëó÷åííûå òî÷êè ïðÿìûå ëèíèè ïàðàëëåëüíîäðóã äðóãó, ïîëó÷àåì ñåòêó (óæå íå ïðÿìîóãîëüíóþ), ðàçáèâàþùóþ îáëàñòè I, IIè III. Ïðè÷åì â îáëàñòè II ïðîèñõîäèò íàëîæåíèå òî÷åê (çäåñü ïîâåðõíîñòü (2)îòíîñèòåëüíî M è Q èìååò ñáîðêó [4℄).Ïóñòü âûáðàëè íàãðóçêó Y1 = (Q1,M1) ∈ I. Ëþáàÿ òî÷êà èç I èìååò òîëüêîîäèí ïðîîáðàç â I ′. Ïîýòîìó ïåðåáèðàÿ óçëû ñåòêè, ëåæàùèå â îáëàñòè I ′, íà-õîäèì òîò óçåë, îáðàç êîòîðîãî íàèáîëåå áëèçîê ê òî÷êå Y1. Êîîðäèíàòû ýòîãîóçëà ïðèíèìàåì çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 = (a0, κ0). Çàòåì äëÿ x0 ïðèìåíÿ-åì ïðîöåäóðó (5) äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ íåâÿçêè íå âûïîëíèòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

‖xn+1−xn‖ < δ, ãäå δ > 0� íåêîòîðàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà, xn+1 è xn ïîñëåäîâàòåëüíûåïðèáëèæåíèÿ. Çäåñü íîðìó äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì åâêëèäîâó. Â ðåçóëüòàòåíàõîäèì x∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2). Íà òèïè÷íîé äèàãðàììå κ ∼ a (ðèñ. 3),ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëîæåíèé âñåõ ðàâíîâåñèé áàëêè ñ çàäàííûìïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, ýòî ðåøåíèå ëåæèò íà ïåðâîì âîñõîäÿùåì ó÷àñòêå OK.Îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå áóäåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x∗, ñîäåðæàùàÿíà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ñõåìàòè÷íî äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëåíà íà (ðèñ. 2).

�èñ. 3. Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà κ ∼ a.Ïóñòü òåïåðü íàãðóçêà Y2 = (Q2,M2) ∈ II. Òî÷êà Y2 â ïðîñòðàíñòâå E2
S èìå-åò òðè ïðîîáðàçà, ëåæàùèõ âî âñåõ òðåõ îáëàñòÿõ. Ïîî÷åðåäíî îòîáðàæàåì âñåóçëû ñåòêè íà ïëîñêîñòè Ω â ïðîñòðàíñòâî E2

S è âûáèðàåì ïî îäíîé òî÷êå èçêàæäîé îáëàñòè I ′, II ′ è III ′ òàêèå, ÷òî èõ îáðàçû íàèáîëåå áëèçêè ê Y2. Ïîëó-÷åííûå òðè íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé (2)



�àñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ðàâíîâåñèÿ áàëêè ïðè ÷èñòîì èçãèáå è ðàñòÿæåíèè 31ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (5). Â ðåçóëüòàòå èìååì òðè ðàâíîâåñíûõ ñî-ñòîÿíèÿ: ïåðâîå èç íèõ îòâå÷àåò òî÷êå íà âîñõîäÿùåé âåòâè OK äèàãðàììû a ∼ κ(ðèñ. 3), âòîðîå � íà ïàäàþùåì ó÷àñòêå KN è, íàêîíåö, òðåòüå ïðèíàäëåæèòâòîðîìó âîñõîäÿùåìó ó÷àñòêó NZ.Åñëè ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ Y3 = (Q3,M3) ∈ III, òî ðåøåíèå ïîëíîñòüþ ïî-âòîðÿåò ïåðâóþ ðàññìîòðåííóþ ñèòóàöèþ, òîëüêî ïðèìåíåííóþ ê îáëàñòÿì III è
III ′. �åøåíèå çäåñü ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå íà ó÷àñòêå NZ ýïþðû κ ∼ a.�àññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêà îòâå÷àåò òî÷êå íàñåïàðàòðèñå S1 èëè S2 è ìåòîä Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à âûðîæäàåòñÿ, òàê êàê âòàêèõ òî÷êàõ ÿêîáèàí ìàòðèöû (4) íóëåâîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþøèõïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà. Êðèâûå Γ1 è Γ2 äåëÿò-ñÿ íà ðàâíûå ñåãìåíòû. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàãðóçêà Y ∗ = (Q∗,M∗) ∈ S1.Òîãäà óçëû îäíîìåðíîé ñåòêè, ïîêðûâàþùåé Γ1, îòîáðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâ-íåíèé (3) â ïðîñòðàíñòâî E2

C è âûáèðàåòñÿ óçåë x∗ = (a∗, κ∗) ∈ Γ1, îáðàç êîòîðîãîëåæèò íàèáîëåå áëèçêî ê òî÷êå Y ∗. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ó÷àñòîê ìåæäóáëèæàéøèìè óçëàìè, îêðóæàþùèìè x∗. Íà ýòîì ïðîìåæóòêå ìîæíî ïðèìåíÿòüìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì (ìåòîä äèõîòîìèè) [5℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåéíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 10-01-96018).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �åðå Äæ. Ìåõàíèêà ìàòåðèàëîâ. Ì.: Ìèð, 1976. 669 ñ.[2℄ Áàõàðåâà Å.À. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ðàâíîâåñèÿ ïðè ÷èñòîìèçãèáå ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè ñå÷åíèÿ èç ìàòåðèàëà ñ ïàäàþ-ùåé äèàãðàììîé // Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.×. 4. 2011. � 4. Ñ. 1394�1395.[3℄ Êàíòîðîâè÷ Ë. Â., Àêèëîâ �.Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1977. 742 ñ.[4℄ �èëìîð �. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ êàòàñòðî�: Â 2-õ êíèãàõ. Êí. 1. Ì.: Ìèð, 1984. 350 ñ.[5℄ Áåðåçèí È.Ñ., Æèäêîâ Í.Ï., Êîáåëüêîâ �.Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Áèíîì. Ëà-áîðàòîðèÿ çíàíèé, 2003. 630 ñ.Bakhareva E.A., Struzhanov V.V. The equilibrium parameters 
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ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�ÎÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ, ÏÎÂÅ�ÍÓÒÎ�Î ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ�ËÀÂÍÛÕ ÎÑÅÉÁåëîêîíü À.Â.∗, Áîëãîâà À.È.∗∗
∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíî-�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÍÏÈ),Íîâî÷åðêàññê�àññìîòðåíà çàäà÷à î âäàâëèâàíèè ïîëîñîâîãî æåñòêîãî øòàìïà â ãðàíèöó óïðóãîãîàíèçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî ãëàâ-íûõ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ îñåé. Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íà ãðàíèöóäåéñòâóþò íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàòû, ñîâïà-äàþùåé ñ îñüþ ïîëîñû. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ, èç êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êîíòàêòíîå äàâëåíèå. Îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòüêîíòàêòíûõ äàâëåíèé îò óãëà, íà êîòîðûé ïîâåðíóò ïîëîñîâîé øòàìï, è ïðîèçâåäåíîñðàâíåíèå ñ çàäà÷åé, êîãäà óãîë ïîâîðîòà ðàâåí íóëþ. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-êîé è çàâèñèò îò äâóõ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê çàäà÷à â ïîâåðíóòîéîòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ îñåé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîäåðæèò âñå òðèîòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé.Ïóñòü àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà çàíèìàåò îáëàñòü Π = {|x1| < ∞, |x2| < ∞,
−∞ < x3 < 0}, è â ãëàâíûõ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ îñÿõ ìàòðèöà óïðóãèõ êî-ý��èöèåíòîâ ïðåäñòàâèìà â âèäå (1.à). Îñóùåñòâèì òåïåðü ïîâîðîò ñèñòåìû êî-îðäèíàò {x} íà óãîë θ âîêðóã îñè x3, òîãäà â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {y} ìàòðèöàóïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ïðèíèìàåò âèä (1.á)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

c11 c12 c13 0 0 0
c21 c22 c23 0 0 0
c31 c32 c33 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 c66

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13 0 0 a16

a21 a22 a23 0 0 a26

a31 a32 a33 0 0 a36

0 0 0 a44 a45 0
0 0 0 a54 a55 0
a61 a62 a63 0 0 a66

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥(a) (á) (1)
ïðè÷åì ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ìàòðèö óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ â íîâîé è ñòà-ðîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò äàåòñÿ �îðìóëàìè:

a11 = c11 cos4 θ + 2c12 cos2 θ sin2 θ + 4c66 cos2 θ sin2 θ + c22 sin4 θ,

a16 =
1

2
c66 sin 4θ +

1

4
c12 sin 4θ − 1

2

(
c11 cos2 θ − c22 sin2 θ

)
sin 2θ = a61,

a44 = c55 sin2 θ + c44 cos2 θ, a45 = (c44 − c55) sin θ cos θ = a54 è ò. ä.Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç äå�îðìàöèè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {y}îïðåäåëÿþòñÿ îáîáùåííûì çàêîíîì �óêà:
σ1 = a11ε1 + a12ε2 + a13ε3 + 2a16ε6, σ4 = 2a44ε4 + 2a54ε5, è ò. ä. (2)



Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ àíèçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà... 33Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:
x =

y1

a
, y =

y2

a
, z =

y3

a
, bij =

aij
a55

, sk =
σk

a55
, ak =

uk
a
, (3)ãäå a � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé îáëàñòü äåéñòâèÿ íàãðóçêè.Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå, ïîä÷èíåííûå ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì âèäà

s3 (x, y, 0) =

{
t(x)
a55
, |x| 6 1, |y| <∞,

0, |x| > 1, |y| <∞,
s5 (x, y, 0) =

{
τ(x)
a55

, |x| 6 1, |y| <∞,

0, |x| > 1, |y| <∞,

s4 (x, y, 0) = 0, |x| <∞, |y| <∞.

(4)Áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèå, íå çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàòû y. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíå-íèÿ ðàâíîâåñèÿ âûðàæåíèÿ (2) è, ó÷èòûâàÿ (3), ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìåóðàâíåíèé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x. Ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé áóäåì èñêàòü â âèäå
a∗k = Ake

ℓ|γ|z, z 6 0, Re ℓ > 0, a∗k =

∞∫

−∞

ak (x, z) eiγxdx .Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ Ak ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé, êîòîðàÿ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Èçðàâåíñòâà íóëþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ íàéäåì ℓk, ïîä÷èíåííûå óñëîâèÿì Re ℓk > 0,è ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ A1k è A2k ÷åðåç A3k. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàííûåïî Ôóðüå ïåðåìåùåíèÿ èìåþò âèä:
a∗1 =

i |γ|
γ

3∑

k=1

L1k

∆1 (ℓk)
A3ke

ℓk |γ|z, a∗2 =
i |γ|
γ

3∑

k=1

L2k

∆1 (ℓk)
A3ke

ℓk|γ|z, a∗3 =
3∑

k=1

A3ke
ℓk |γ|z, (5)ãäå Lik, ∆1 (ℓk) � èçâåñòíûå �óíêöèè.Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü �îðìóëàìè (2) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4), ïîä-ñòàâëÿÿ êîìïîíåíòû a∗k èç (5), ïðèäåì ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿîïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ A3k, ðåøàÿ êîòîðóþ, íàéäåì

A3k =
∆1 (ℓk)Gk

G

T (γ)

|γ| a55
+

∆1 (ℓk)Hk

G

S (γ)

iγa55
,ãäå T (γ) =

1∫
−1

t (x) eiγxdx, S (γ) =
1∫

−1

τ (x) eiγxdx .Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå, âû÷èñëèì a∗3 ïðè z = 0 è, âçÿâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâà-íèå Ôóðüå, ëåãêî íàéäåì ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
du3

dx
=
F (θ)

πa55

1∫

−1

t (ξ)

ξ − x
dξ − F2 (θ)

2 a55

τ (x) , (6)ãäå F (θ) è F2(θ) � èçâåñòíûå �óíêöèè.



34 Áåëîêîíü À.Â., Áîëãîâà À.È.Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåùåíèå u3 ïðè x3 = 0 ïîä äåéñòâèåì êàñàòåëüíîé è íîð-ìàëüíîé íàãðóçîê îïðåäåëåíî, ïðè÷åì òàêèì æå îáðàçîì ñòðîèòñÿ ðåøåíèå, êîãäàîáëàñòü äåéñòâèÿ íàãðóçêè � îòðåçîê [−b; a].Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü ñîîòíîøåíèåì òèïà (6) è ïîëàãàÿ
u3 (x, 0) = − (δ + εx− f(x)) ,ãäå δ � ãëóáèíà âíåäðåíèÿ øòàìïà, ε � óãîë ïîâîðîòà øòàìïà, f(x) � �îðìàøòàìïà, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

a∫

−b

t(ξ)

ξ − x
dξ − πF2(θ)

2F (θ)
τ(x) =

−πa55

F (θ)
(ε− f ′(x)) , −b 6 x 6 a. (7)Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ êîíòàêòíîé çàäà÷è.1) �àññìîòðèì ñëó÷àé íàêëîííîãî ïëîñêîãî øòàìïà, ëåæàùåãî áåç òðåíèÿ(τ(x) = 0, f ′(x) = 0). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî øòàìï âíåäðÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåìñèëû P0 è ìîìåíòà M = P0e. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (7) ïðèíèìàåò âèä:

a∫

−b

t(ξ)

ξ − x
dξ = −πγ(θ)ε, γ(θ) =

a55

F (θ)
, −b 6 x 6 a.Äàëåå, ñ÷èòàÿ äëèíó øòàìïà ðàâíîé 2a, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîä äåéñòâèåìñèëû è ìîìåíòà øòàìï ïîâîðà÷èâàåòñÿ è çàíèìàåò îáëàñòü −b 6 x 6 a. �åøåíèåóðàâíåíèÿ, íåîãðàíè÷åííîå â òî÷êàõ −b è a, èìååò âèä [1℄:

t(x) =
−P0 − πεγ(θ) (x+ 0.5(b− a))

π
√

(b+ x)(a− x)
.

�èñ. 1.Òåïåðü èç óñëîâèÿ äëÿ ìîìåíòà M = P0e íàéäåì e è ε [1℄ è, ïîòðåáîâàâ îãðàíè-÷åííîñòè ðåøåíèÿ â òî÷êå ¾−b¿, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
b(θ) = 3a− 4e, t(x) =

−P0

√
b+ x

π(a− e)
√
a− x

.Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òî÷êà îòðûâà ¾−b¿, òàê æå êàê è êîíòàêò-íîå äàâëåíèå, íå çàâèñÿò îò óãëà θ, à çàâèñÿò òîëüêî îò ýêñöåíòðèñèòåòà e. Íàêîíåöîòìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìîñòü òî÷êè îòðûâà ¾−b(θ)¿ è êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ t(x)



Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ àíèçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà... 35îò óãëà ïîâîðîòà θ íå ïðèâîäèò ê íåçàâèñèìîñòè óãëà ïîâîðîòà øòàìïà ε îò θ.Òàêæå îòìåòèì, ÷òî åñëè e > 0, 75a, òî øòàìï âîîáùå íå áóäåò êîíòàêòèðîâàòüñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, â ñëó÷àå e < 0, 5a, îòðûâà øòàìïà îò ïîëóïðîñòðàíñòâà íåïðîèçîéäåò.2) �àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î âäàâëèâàíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî ãëàäêîãî øòàìïà(ε = 0, τ(x) = 0, f ′(x) = x/R). Â ýòîì ñëó÷àå êîíòàêòíîå äàâëåíèå èìååò âèä [1℄
t(x) =

−γ(θ)
R

√
a2(θ) − x2, |x| 6 a, a2 =

2P0R

πγ (θ)
. (8)È èç �îðìóë (8) âèäíî, ÷òî è îáëàñòü êîíòàêòà, è êîíòàêòíîå äàâëåíèå çàâèñÿòîò θ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî êîíòàêòíîå äàâëåíèå ïðè θ = 0 è θ = π/4 (ïóíêòèðíàÿëèíèÿ) è íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî èçìåíåíèå a(θ).

�èñ. 2. �èñ. 3.3) Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âäàâëèâàíèè íàêëîííîãî øòàìïà, êîíòàêòèðóþùåãîñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì ñ òðåíèåì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíóÊóëîíà, òîãäà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7) ïðèíèìàåò âèä
a∫

−b

t(ξ)

ξ − x
dξ − πγ1(θ)kt(x) = −πγ(θ)ε, −b 6 x 6 a, γ1(θ) =

F2(θ)

2F (θ)
. (9)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-ïðåæíåìó äëèíà øòàìïà ðàâíà 2a, à ïîä äåéñòâèåì ñèëû P0è ìîìåíòàM øòàìï çàíèìàåò íåêîòîðîå ïîëîæåíèå, ïðè÷åì êîíòàêò øòàìïà è ïî-ëóïðîñòðàíñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèøü íà ó÷àñòêå [−b, a]. Íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (9) èìååò âèä (�110, �114 [2℄)

t(x) =

[
−4πεγ(θ) cosπα

(
x+

b− a

2
+ α(a+ b)

)
+ C0 cosπα

]
/ (πX(x)) , (10)ãäå X(x) = (b+ x)

1
2
+α(a− x)

1
2
−α, α = − 1

π
arctg (kγ1(θ)).Èç (10) è óñëîâèÿ a∫

−b
t(x)dx = −P0 íàõîäèì C0 = −P0. �àçûñêèâàÿ òåïåðü îãðàíè-÷åííîå ðåøåíèå â òî÷êå ¾−b¿, íàéäåì

ε =
P0

2πγ(θ)(a+ b)
, t(x) = − 2P0

(a + b)(1 − 2α)

(b+ x)
1
2
+α

(a− x)
1
2
−α .



36 Áåëîêîíü À.Â., Áîëãîâà À.È.Òåïåðü íàéäåì ìîìåíò M ïî �îðìóëå
M = −

a∫

−b

xt(x)dx = −P0 [3a− b− 2α(a+ b)]

4
. (11)È èç �îðìóëû (11) îïðåäåëèì

b = −(3 − 2α) a

1 + 2α
− 4M

P0 (1 + 2α)
,ïðè÷åì b > 0, ÷òîáû íå áûëî îïðîêèäûâàíèÿ øòàìïà.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü α îò θ è ïîñòðîåí ãðà�èê óãëà ïîâîðîòàøòàìïà ε(θ) (ðèñ. 5, M = 0.9).

�èñ. 4. �èñ. 5.Cëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �àêòè÷åñêè âñå ïàðàìåòðû äàííîé çàäà÷è çàâèñÿò îòóãëà ïîâîðîòà θ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., ×åáàêîâ Ì.È. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé.�îñòîâ-í/Ä: Èçä-âî ¾ÖÂÂ�¿, 2005. 108 ñ.[2℄ Ìóñõåëèøâèëè Í.È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-ñòè. Ì.: Íàóêà, 1966. 708 ñ.Belokon AV., Bolgova A. I. Conta
t problem for the anisotropi
 half-spa
e turnedrelative to the prin
ipal axes. The problem of the stripe hard stamp pressing in the boundaryof elasti
 anisotropi
 half-spa
e in a 
oordinate system turned relative to the prin
ipal axeswas 
onsidered. The dependen
e of the 
onta
t pressure on the angle of the stripe stamp turnwas determined. The 
omparison with the problem when the rotation angle is equal to zerowas made.



ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÝÌÈÑÑÈß Â ÄÈÀ�ÍÎÑÒÈÊÅÏ�ÅÄ�ÀÇ�ÓØÀÞÙÅ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈß ÒÂÅ�ÄÛÕ ÒÅËÁóéëî Ñ.È.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àçâèò ìåòîä êîëè÷åñòâåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòîêà ñòðóêòóðíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé è íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ïî ðåãèñòðèðóåìûì ñèãíàëàì ñîïóòñòâóþùåéàêóñòè÷åñêîé ýìèññèè (ÀÝ). Èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòè ïîòîêà àêòîâ ÀÝ øèðîêîãî êëàññàìàòåðèàëîâ íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ äå�îðìàöèè âêëþ÷àÿ è ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ. �àçðàáîòàí-íûå ìåòîäû è àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè è äîñòîâåð-íîñòè äèàãíîñòèêè ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ â ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëàõ è èçäåëèÿõèç íèõ ïî äàííûì ÀÝ èñïûòàíèé.Îñòðàÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè ïðåäðàçðóøà-þùåãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëîâ âûçûâàåòñÿ òåì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëååàêòóàëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ çàäà÷è îöåíêè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñòàòî÷íîãî ðåñóðñàèçäåëèé è îáúåêòîâ îòâåòñòâåííîãî íàçíà÷åíèÿ â ìàøèíîñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè,òðóáîïðîâîäíîì òðàíñïîðòå, àâèàöèîííîé è ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêå. Â ïîñ-ëåäíèå ãîäû â �èçèêå ïðî÷íîñòè è ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóê-òóðíûõ èçìåíåíèé â ìàòåðèàëàõ âñå áîëåå àêòóàëüíûì è ïåðñïåêòèâíûì ñòàíîâèò-ñÿ ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ àêóñòèêî-ýìèññèîííîãî àíàëèçà äëÿ êîíòðîëÿè äèàãíîñòèêè.Ìåòîä ÀÝ äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü êèíåòèêó ïðîöåññîâ íà ñàìûõ ðàííèõñòàäèÿõ ìèêðîäå�îðìàöèè, äèñëîêàöèîííîãî çàðîæäåíèÿ è íàêîïëåíèÿ ìèêðî-íåñïëîøíîñòåé. Ýòî, â ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò äèàãíîñòèðîâàòü è ïðîãíîçèðîâàòü ïîñîïóòñòâóþùåé ÀÝ ñàì ìîìåíò çàðîæäåíèÿ òðåùèíû. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîéóæå çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé êðèòè÷åñêèé ðàçìåð, çàâèñÿ-ùèé îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Äî ýòîãî ðàçìåðà òðåùèíà ïîäðàñòàåò î÷åíü ìåäëåííî(äåñÿòêè ëåò) ïîñðåäñòâîì îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà íåáîëüøèõ äèñêðåòíûõ ñêà÷êîâ.È êàæäûé òàêîé ñêà÷îê ñîïðîâîæäàåòñÿ àêòîì ÀÝ. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ òðåùèíîéêðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà ïðîèñõîäèò êàòàñòðî�è÷åñêîå ðàçðóøåíèå, ò. ê. åå äàëüíåé-øèé ðîñò èäåò óæå ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê ïîëîâèíå ñêîðîñòè çâóêà â ìàòåðèàëåêîíñòðóêöèè. Ïðèíèìàÿ ñ ïîìîùüþ îñîáîé âûñîêî÷óâñòâèòåëüíîé àïïàðàòóðû èèçìåðÿÿ â ñàìîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü Ṅa = ∆Na/∆t (êîëè÷åñòâî âåäèíèöó âðåìåíè), à òàê æå îáùåå êîëè÷åñòâî àêòîâ ÀÝ,Na, óäàåòñÿ ïî äàííûì ÀÝýêñïåðèìåíòàëüíî îöåíèòü ñêîðîñòü ðîñòà, äëèíó òðåùèíû è ïðîãíîçèðîâàòü áëè-çîñòü ðàçðóøåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ïîòîê ðåãèñòðèðóåìûõ ñèãíàëîâ ýìèññèè èñêàæà-åòñÿ â ïðîöåññå èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ïðèåìà è ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîòîêà àêòîâèñòî÷íèêà ÀÝ âíóòðè òåëà, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷óâîññòàíîâëåíèÿ ïîòîêà ïîâðåæäåíèé ïî çàðåãèñòðèðîâàííûì ñèãíàëàì ÀÝ.Äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ ñòåïåííîãî âèäà ïëîòíîñòè �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä ÀÝ è íà îñíîâå ìîäåëè ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ïîâðåæäåíèé,



38 Áóéëî Ñ.È.íàìè ïîëó÷åíû ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ Ṅa (èíòåíñèâíîñòè ïî-òîêà àêòîâ ïîâðåæäåíèé âíóòðè òåëà) ïî èíòåíñèâíîñòè ñåëåêòèðîâàííûõ ïî îñî-áîìó ñïîñîáó (íåïðîäëåâàþùååñÿ ìåðòâîå âðåìÿ) èìïóëüñîâ ÀÝ Ṅr [1, 2℄:
Ṅa = Ṅr

/
[1 − ṄrτL(m,D)] ; (1)

L(m,D) = (m− 1)−1 − (Dm−1 − 1)−1 lnD ;

Ṅa = Ṅr

/
[1 − ṄrτL(m,D)] ; (2)ãäå τ � ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè ïîñëåçâó÷àíèÿ ñèãíàëà ÀÝ â îáðàçöå è ïðèåìíîìäàò÷èêå; ut � óðîâåíü ïîðîãà äèñêðèìèíàöèè; L(m,D) � íåêîòîðûé ïàðàìåòð;

m � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïëîòíîñòè àìïëèòóäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ; D = u0max/ut �äèíàìè÷åñêèé äèàïàçîí ñèãíàëîâ ÀÝ; u0max � ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà ñèãíà-ëîâ ÀÝ; Σt0 � ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü èìïóëüñîâ ÀÝ (îáùåå ìåðòâîå âðåìÿ) íàâûõîäå ðåãèñòðèðóþùåãî òðàêòà çà èíòåðâàë èçìåðåíèÿ èíòåíñèâíîñòè T ; K �ïàðàìåòð, îïèñûâàþùèé ñòåïåíü èñêàæåíèÿ è ïåðåêðûòèÿ (3).Ìåòîä ñåëåêòèðîâàíèÿ è âîññòàíîâëåíèå Ṅa ïî �îðìóëàì (1) è (2) äàþò õî-ðîøèå ðåçóëüòàòû, îäíàêî àïïàðàòóðíàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ñåëåêòîðà ïîëó÷àåò-ñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé è ãðîìîçäêîé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà, íà-ìè òàêæå ïîëó÷åíû ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ Ṅaïî èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà îãèáàþùèõ ïðîäåòåêòèðîâàííûõ âñïûøåê (àêòèâíî-ñòè ÀÝ) Ṅd [1, 2℄:
Ṅa = Ṅd expK; K = Ṅat0 = Σt0/(T − Σt0) . (3)Ýòîò ìåòîä íå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ñåëåêòèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü èñïîëüçî-âàí íà áîëüøèíñòâå óæå ñóùåñòâóþùèõ ÀÝ êîìïëåêñàõ. Çàâèñèìîñòü àìïëèòó-äû ÀÝ èçëó÷åíèÿ îò ñêîðîñòè äå�îðìàöèè ÷àñòî ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòèðåçóëüòàòîâ äèàãíîñòèêè, òàê êàê ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ äå�îðìàöèè òåðÿåòñÿðàçíûé ïðîöåíò èçëó÷åííûõ èìïóëüñîâ ÀÝ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íà îñíî-âå ìîäåëè ñòåïåííîãî âèäà ïëîòíîñòè àìïëèòóäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÀÝ ïðåäëîæåíìåòîä è ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëíîãî êîëè÷åñòâà N∗

a àêòîâìèêðîïîâðåæäåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ñ àìïëèòóäàìè èçëó÷åíèÿ íèæå ïîðîãà äèñ-êðèìèíàöèè, à òàê æå ïðè èçìåíåíèè äèíàìè÷åñêîãî äèàïàçîíà D ïðèíèìàåìûõñèãíàëîâ.
N∗
a = Na(D

1−m
1 − 1)

/
(D1−m

2 − 1). (4)Óñòàíîâëåíî, ÷òî âîññòàíîâëåííîå ñîãëàñíî (4) îáùåå êîëè÷åñòâî àêòîâ ÀÝ äîðàçðóøåíèÿ N∗
a èìååò ðàçáðîñ âñåãî â ïðåäåëàõ 10% ïðè èçìåíåíèè íà ïîðÿäîêñêîðîñòè äå�îðìàöèè èëè ÷àñòîòû íàãðóæåíèÿ. �åãèñòðèðóåìîå æå â ýòèõ óñëî-âèÿõ êîëè÷åñòâî àêòîâ ÀÝ Na îáû÷íî ìåíÿåòñÿ áîëåå 2-õ ðàç.�åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî ïîòîêà ïîâ-ðåæäåíèé äàëî âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èñòèííûé âèä çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðîâ ÀÝâäîëü êðèâîé íàãðóæåíèÿ è ïðåäëîæèòü ìåòîä èäåíòè�èêàöèè ñòàäèé ïðîöåññîâèçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû è íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ïî ïîëîæåíèþ ðàçëè÷íûõ îáíà-ðóæåííûõ íàìè îñîáûõ òî÷åê (ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, òî÷åê ïåðåëîìà) âîññòà-íîâëåííîãî ïîòîêà àêòîâ ÀÝ.



Àêóñòè÷åñêàÿ ýìèññèÿ â äèàãíîñòèêå ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ ... 39Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü âîññòàíîâëåííîãî (èçëó-÷åííîãî âíóòðè ìàòåðèàëà) ïîòîêà àêòîâ ÀÝ ñïëàâîâ íà îñíîâå æåëåçà è äðóãèõìåòàëëîâ íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ äå�îðìàöèè ε èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1, è ñî-ïðîâîæäàåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì â çîíå òåêó÷åñòè (εy), çíà÷èòåëüíî ìåíü-øèì ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì â îáëàñòè óïðî÷íåíèÿ (εs), íèæíèì ïåðåëîìîì â òî÷-êå íà÷àëà ðàññåÿííîãî íàêîïëåíèÿ ìèêðîíåñïëîøíîñòåé (ε∗) è âåðõíèì ïåðåëîìîìâ òî÷êå ïåðåõîäà îò ðàññåÿííîãî ê ëîêàëèçîâàííîìó äå�åêòîîáðàçîâàíèþ ε∗ (ìî-ìåíò çàðîæäåíèÿ ìàêðîòðåùèíû).

�èñ. 1. Èäåíòè�èêàöèÿ ñòàäèé äå�îðìàöèè è ðàçðóøåíèÿ ïî îñîáûì òî÷êàì âîññòàíîâ-ëåííîé èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà àêòîâ ÀÝ; êðåñòèê � ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü, çàðåãèñòðèðîâàâ ýòè îñîáûå òî÷êè,îñóùåñòâëÿòü ïî ÀÝ íå òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíîå âûÿâëåíèå ïðåäðàçðóøàþùåãîñîñòîÿíèÿ, íî è ðåøàòü áîëåå òîíêèå çàäà÷è, à èìåííî, ïðîâîäèòü èäåíòè�èêàöèþñòàäèé äå�îðìàöèè è ðàçðóøåíèÿ.Íàìè èññëåäîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñèìîñòè âîññòàíîâëåííîãî ïîòîêààêòîâ ÀÝ øèðîêîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ äå�îðìàöèè âêëþ÷àÿè ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ïîòîêà àêòîâ ÀÝâ ïðîöåññå çàðîæäåíèÿ è ðîñòà òðåùèíû â óñëîâèÿõ, áëèçêèõ ê ïëîñêîé äå�îðìà-öèè. Çàðîæäåíèå è ðîñò ìàêðîòðåùèíû �èêñèðîâàëèñü íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà ñïîìîùüþ èçìåðèòåëüíîãî ìèêðîñêîïà. Îáíàðóæåíî, ÷òî ïåðâûé ìàêñèìóì ðåãèñò-ðèðóåìîé èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà àêòîâ ÀÝ ïîÿâëÿåòñÿ äî îáðàçîâàíèÿ âèäèìîé âèçìåðèòåëüíûé ìèêðîñêîï òðåùèíû è, ñêîðåå âñåãî, ñâÿçàí ñ èíòåíñèâíîé ïëàñòè-÷åñêîé äå�îðìàöèåé ó íàäðåçà â ìîìåíò çàðîæäåíèÿ ìàêðîòðåùèíû. Îáðàçîâàíèåìàêðîòðåùèíû è å¼ ðîñò ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîâòîðíûì çíà÷èòåëüíûì âîçðàñòàíèåìðåãèñòðèðóåìîé èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñîâ ÀÝ.Ïðåäëîæåííûå íàìè ïîäõîäû, ìåòîäû è ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ äî-ñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûìè, âñëåäñòâèå ÷åãî ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ðåøåíèè çà-äà÷ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ â ïðîöåññå èñïîëüçîâàíèÿý��åêòà ÀÝ â èññëåäîâàíèÿõ äèíàìèêè ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé âòâåðäûõ òåëàõ. Ýòî ìîãóò áûòü �àçîâûå ïåðåõîäû, ìàðòåíñèòíûå ïðåâðàùåíèÿè äðóãèå ÿâëåíèÿ. Íàïðèìåð, â ñîàâòîðñòâå ñ ñîòðóäíèêàìè ÍÈÈ Ôèçèêè ÞÔÓ èÀêàäåìèè ãîñóäàðñòâåííîé ïðîòèâîïîæàðíîé ñëóæáû Ì×Ñ �Ô (ã.Ìîñêâà) íàìèïðåäëîæåí ìåòîä ñîâìåùåííîé òåðìîãðàâèìåòðè÷åñêîé è àêóñòèêî-ýìèññèîííîéäèàãíîñòèêè ñòàäèé ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ â ïðîöåññå òåðìîäåñòðóêöèè
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�èñ. 2. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà àêòîâ ìèêðîïîâðåæäåíèé (ïî äàííûì ÀÝ) â ïðîöåññåçàðîæäåíèÿ è ðîñòà òðåùèíû. Ìàòåðèàë � ñòàëü 20.âåùåñòâ è ìàòåðèàëîâ [3, 4℄. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû íàøè ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-òàëüíîé äèàãíîñòèêè ñòàäèé òåðìîäåñòðóêöèè ïîëèìåðà, èñïîëüçóåìîãî ïðè ïðî-èçâîäñòâå ìîùíûõ ñâåòîäèîäîâ.Âèäíî, ÷òî ìåòîä ÀÝ îáåñïå÷èâàåò áîëåå ðàííåå âûÿâëåíèå è èäåíòè�èêàöèþ�àçîâûõ ïåðåõîäîâ (òî÷êè ïëàâëåíèÿ D è ñóáëèìàöèè S â ïðîöåññå íàãðåâàíèÿ,÷åì èõ îáíàðóæåíèå ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè äè��åðåíöèàëüíîé (DTG) è òåð-ìîãðàâèìåòðèè (TG). Ìåòîäîì ÀÝ óäàåòñÿ òàêæå èäåíòè�èöèðîâàòü îáû÷íî èìå-þùóþ ìàêñèìàëüíûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè ÀÝ òî÷êó âîñïëàìå-íåíèÿ F, ïîëîæåíèå êîòîðîé òðóäíî çà�èêñèðîâàòü äðóãèìè ìåòîäàìè àíàëèçà(ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè TG è DTG îíà íå îáíàðóæèâàåòñÿ). Íà ìåòîä ïîëó÷åíûäâà Ïàòåíòà �Ô.

�èñ. 3. Ñîâìåùåííàÿ òåðìîãðàâèìåòðè÷åñêàÿ è àêóñòèêî-ýìèññèîííàÿ äèàãíîñòèêà ñòà-äèé òåðìîäåñòðóêöèè ïîëèìåðà.



Àêóñòè÷åñêàÿ ýìèññèÿ â äèàãíîñòèêå ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ ... 41È, ÷òî îñîáåííî èíòåðåñíî, íàøè ïîñëåäíèå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òîý��åêò ÀÝ äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåæäèñöèïëèíàðíûé õàðàêòåð, ïðîÿâëÿåòñÿ äà-æå â æèäêèõ ñðåäàõ è èìååò õîðîøèå ïåðñïåêòèâû â êà÷åñòâå ýêñïðåññ-ìåòîäàîöåíêè êèíåòèêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â ðåàëüíîì âðåìåíè [5℄.�àçðàáîòàííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâåííîå (äî äâóõ èáîëåå ðàç) óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè äèàãíîñòèêè ïðåäðàçðóøàþùåãîñîñòîÿíèÿ â ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëàõ è èçäåëèÿõ èç íèõ ïî äàííûì ÀÝ èñïûòàíèé.Èõ ïðèìåíåíèå äàåò íîâóþ öåííóþ èí�îðìàöèþ, êîòîðóþ çàòðóäíèòåëüíî, à ÷à-ùå âñåãî âîîáùå íåâîçìîæíî (îñîáåííî â äèíàìèêå) ïîëó÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíîêàêèìè-ëèáî äðóãèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (Ïðîåêòû � 09-08-00283-à è � 10-08-13300-�Ò-îìè).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áóéëî Ñ.È. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå àñïåêòû ïîâûøåíèÿ äîñòîâåð-íîñòè ðåçóëüòàòîâ àêóñòèêî-ýìèññèîííîãî êîíòðîëÿ è äèàãíîñòèêè. �îñòîâ-í/Ä:ÞÔÓ, 2008. 192 ñ.[2℄ Áóéëî Ñ.È. Ìåòîä èäåíòè�èêàöèè ñòàäèé äå�îðìàöèè è ðàçðóøåíèÿ ïî ïîëîæå-íèþ îñîáûõ òî÷åê âîññòàíîâëåííîãî ïîòîêà àêòîâ ÀÝ // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2008. � 8.Ñ. 3�14. [Rus. J. NDT. 2008. Vol. 44. No. 8. Pp. 517�526℄.[3℄ Áóéëî Ñ.È., Áåëîçåðîâ Â. Â., Ïðóñ Þ.Â. Ñîâìåùåííàÿ òåðìîãðàâèìåòðè÷åñêàÿ èàêóñòèêî-ýìèññèîííàÿ äèàãíîñòèêà ñòàäèé òåðìîäåñòðóêöèè âåùåñòâ è ìàòåðèà-ëîâ // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2008. � 3. Ñ. 71�74. [Rus. J. NDT. 2008. Vol. 44. No. 3.Pp. 212�214℄.[4℄ Áóéëî Ñ.È., Áåëîçåðîâ Â. Â., Çèí÷åíêî Ñ.Ï., Èâàíîâ È. �. Âîçáóæäåíèå àêóñòè-÷åñêîé ýìèññèè ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé âêîìïîçèòàõ è ïîëèìåðàõ // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2008. No 9. Ñ. 38�45. [Rus. J. NDT.2008. Vol. 44. No. 9. Pp. 615�620℄.[5℄ Áóéëî Ñ.È., Êóçíåöîâ Ä.Ì. Àêóñòèêî-ýìèññèîííûé êîíòðîëü è äèàãíîñòèêà êèíå-òèêè �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â æèäêèõ ñðåäàõ // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2010. No 9.Ñ. 79�83. [Rus. J. NDT. 2010. Vol. 46, No. 9. Pp. 686�691℄.Builo S. I. A
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ÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÓÏ�Ó�Î�Î ÑÒ�ÅÆÍß ÂÏÎÒÎÊÅ ÂÎÇÄÓÕÀÁóðöåâà Î.À., Êàáåëüêîâ Â.À.Þæíî-ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÍÏÈ),Íîâî÷åðêàññêÏîëó÷åíû íåëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��è-öèåíòàìè, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå óïðóãîãî ñòåðæíÿ â âåòðîâîì ïîòîêå. Èññëåäîâàíàóñòîé÷èâîñòü îñíîâíîãî (íóëåâîãî) ñîñòîÿíèÿ è îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðîâ. Ïîëó÷åíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ,îòâåòâëÿþùèõñÿ îò îñíîâíîãî ðåæèìà.Ââåäåíèå. �àñ÷åò ñîîðóæåíèé, ïðîåêòèðóåìûõ äëÿ âûñîòíîãî ñòðîèòåëüñòâà,äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ñ ó÷åòîì íàãðóçêè îò âåòðîâûõ âîçäåéñòâèé. Â ðåçóëüòàòåâçàèìîäåéñòâèÿ âûñîòíîãî ñîîðóæåíèÿ (ðèñ. 1), ìîäåëèðóåìîãî ñòåðæíåì, ñ îáòå-êàþùèì åãî ïîòîêîì âîçäóõà, âîçíèêàþò àýðîäèíàìè÷åñêèå ñèëû (ëîáîâàÿ, êàñà-òåëüíàÿ, ïîäúåìíàÿ) è ìîìåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ ñòåðæíÿ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñ ïîòîêîì,ñêîðîñòü V0 êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ îñüþ Ox1.Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ èìåþòâèä [1℄:
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Â �îðìóëàõ (1) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:
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√
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2EJ
,ãäå ε � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà ñòåðæíÿ, ρ � óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ; EJ �èçãèáíàÿ æåñòêîñòü; l � äëèíà ñòåðæíÿ; d� äèàìåòð ñòåðæíÿ; g � ãðàâèòàöèîííàÿïîñòîÿííàÿ; γ � óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü âîçäóõà; p0 � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèéñòåðæíÿ; Cn è Ck � áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå îïûòíûì ïóòåì; N1è N2 � ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå íåëèíåéíûå ÷ëåíû.
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�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ ñõåìà âûñîòíîãîñîîðóæåíèÿ.

Ïîëàãàÿ uj(ε, τ) =
1

2
fj(τ)(1 − cosπε),

j = 1, 3 è èñïîëüçóÿ ìåòîä Áóáíîâà��àëåðêèíà, îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ (1) ñâîäèì ê ñèñòåìå îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãîïîðÿäêà, êîòîðóþ äàëåå ïðåîáðàçóåì ê ñè-ñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãîïîðÿäêà
ẋ = A (ν, τ) x + N (ν,x, τ) , (2)ãäå x ∈ R4 � âåêòîð ñîñòîÿíèé; A (ν, τ ) �ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà 4 × 4, çàâèñÿùàÿ îòâåêòîðà ïàðàìåòðîâ ν = [Cn, Ck, β1, η, α]ò;

N (ν,x, t) � íåëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî xâåêòîð-�óíêöèÿ è 2π

ω0
� ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíî-ñèòåëüíî t.Îïðåäåëåíèå ãðàíèö óñòîé÷èâîñòè è íàõîæäåíèå êðèòè÷åñêèõ ïàðà-ìåòðîâ óïðóãîãî ñòðåæíÿ. Íà îñíîâå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
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x (3)ðåøàåòñÿ çàäà÷à âûÿâëåíèÿ óñëîâèé âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé.Çäåñü îáîçíà÷åíî:
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. (4)Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (4) â (3) è ïðèðàâíèâàíèÿ ÷ëåíîâ ïðè îäèíàêîâûõãàðìîíèêàõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé k = 0, 2, 4, ... è k = 1, 3, 5, ... ïîëó÷àþòñÿñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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44 Áóðöåâà Î.À., Êàáåëüêîâ Â.À.Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ îïðåäåëèòåëè ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿíàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ν è ÷àñòîòû êîëåáàíèé ω0.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñòðîåíû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè, çà-âèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ Cn, Ck, β1, β, η, α. Õàðàêòåðíûå ãðàíè÷íûå êðèâûå, ðàç-äåëÿþùèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [2℄.Ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà Ëÿïóíîâà�Øìèäòà. Ïàðà-ìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, îòâåòâëÿþùèåñÿ îò ñîñòîÿíèé x = 0 â îêðåñòíîñòÿõ êðè-òè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, èññëåäóåì íà îñíîâå ìåòîäà Ëÿïóíîâà�Øìèäòà [3℄.Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè t = ω0τ , ïðåîáðàçóåì äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ (2) ê âèäó
ω0ẋ (t) = A (ν, t) x (t) + N (ν,x, t) , (5)ãäå

ν = ν
(
1 + µ2

)
, A (ν, t) = A0 (ν, 0) +

∞∑

k=1

(
Ak (ν) eikt + Āk (ν) e−ikt

)
. (6)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ðàçûñêèâàåì â âèäå

ω0 = ω00 +

∞∑

j=1

ω0j µ
j , x (τ) =

∞∑

j=0

xj µ
j, (7)ãäå ω00 = Im

(
λ(ãð)

) � ìíèìàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâ-íåíèé (5), äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ãðàíèöå ðàçäåëàîáëàñòåé óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ; ω0j è xj � íåèçâåñòíûå êîý��è-öèåíòû è âåêòîð-�óíêöèè.Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå êîý��èöèåíòîâïðè ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà µ. Ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ñòåïåíÿõ µ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé âèäà
ω0ẋj (t) = A (ν)xj+

+Fj (νêð; x1 (t) , ...,xj−1 (t) ; ẋ1 (t) , ..., ẋj−1 (t) ; ω0,1, ..., ω0,j) , j = 1, 2, ...,
(8)ãäå Fj � âåêòîð-�óíêöèè, ïîðîæäåííûå âèäîì íåëèíåéíîãî âåêòîðà N.Ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ðåøåíèÿ ïðåäûäó-ùèõ óðàâíåíèé. Ïåðâîå óðàâíåíèå îäíîðîäíî è ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å îïðåäåëåíèÿêðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ïðè ðåøåíèè ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé èñïîëü-çóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíûõ óðàâíå-íèé [4℄.�åøåíèå j-ãî óðàâíåíèÿ áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå

xj = aj
(
C ei t + C̄ e−i t

)
+ x

(í)
j ,ãäå C, C̄ � ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðèðåøåíèè çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ; x

(í)
j � ÷àñòíîåðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.



Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ñòðåæíÿ... 45Ïðè j = 0 ïîëó÷àåì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåð-âîãî ïîðÿäêà
ω0ẋ0 (t) = A (ν)x0 + F0 (ν, ω00) . (9)�åøèâ çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è ïîëó÷èâ ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

x0 =
(
C ei t + C̄ e−i t

)
+ x

(í)
0 ,ïîäñòàâèì åãî â ïðàâóþ ÷àñòü ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ (j = 1):

ω0ẋ1 (t) = A (ν)x1 + F1 (ν,x0 (t) , ẋ0 (t) , ω00, ω01, a1) ;

x1 = a1

(
C ei t + C̄ e−i t

)
+ x

(í)
1 .Âûïîëíèâ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâ-íåíèÿ 2π∫

0

Z ò · F1 dt = 0, ãäå Z � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîïðÿæåííîé (9)
(Ż (t) = −Aò (ν, t) Z (t)), ïðèõîäèì ê óñëîâèþ

ω01 =
ω2

00

η0
ξ, (10)ãäå ξ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî.Îïèðàÿñü íà (10), ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ñîñòàâëÿåì âåê-òîð

F2 (ν,x0 (t) ,x1 (t) , ẋ0 (t) , ẋ1 (t) , ω00, ω01, ω02, η2, a1, a2) ;

x2 = a2

(
C · ei·t + C̄ · e−i·t

)
+ x

(í)
2 .Âåëè÷èíû η2, ω02 íàõîäèì èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-íèÿ äëÿ òðåòüåãî óðàâíåíèÿ 2π∫

0

Z ò · F2 dt = 0.Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå äàåò êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå âèäà
η2

2 · ξ1 + η2 · ξ2 + ω02 · ξ3 + ξ4 = 0, (11)ãäå ξ1, ... , ξ4 � ïîñòîÿííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (11) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèå àìïëèòóäû η2 è ïîïðàâ-êè ê ÷àñòîòå ω02 äëÿ êîíêðåòíîé òî÷êè ãðàíèöû ðàçäåëà îáëàñòåé óñòîé÷èâîãî èíåóñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ. Ïîâòîðèâ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ äðóãèõ ãðàíè÷íûõ çíà÷å-íèé âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåì àìïëèòóäíóþ è ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòè-êó îòâåòâëÿþùåãîñÿ îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà. ÏîñòðîåíèåÀ×Õ ïðîèçâîäèì äëÿ êàæäîé èç äîïóñòèìûõ ãðàíèö.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðíûå ãðàíè÷íûå êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëà-ñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ â çàâèñèìîñòè îòñêîðîñòè âåòðîâîãî ïîòîêà (ïàðàìåòð η). Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò:
Cn = 0.005, Ck = 0.03, α = π/4, β0 = 0.5.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõðåæèìîâ, îòâåòâëÿþùèõñÿ îò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â âèäå ãðà�èêà çàâèñèìîñòè
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�èñ. 2. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñ-òîé÷èâîñòè. �èñ. 3. Àìïëèòóäû êîëåáàíèé íà êàæ-äîé ãðàíè÷íîé êðèâîé.êâàäðàòà áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäû îò ïàðàìåòðà η. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîòâåò-ñòâóþò àâòîêîëåáàíèÿì ¾â îêðåñòíîñòè¿ íèæíèõ ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè,ñïëîøíûå ëèíèè � âåðõíèõ ãðàíèö. Èç ãðà�èêîâ ðèñ. 3 óñòàíîâëåíî, ÷òî: à) ìî-ãóò âîçíèêàòü êàê óñòîé÷èâûå, òàê è íåóñòîé÷èâûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû,ïðè÷åì ðàâíîâåñíûå (ñòàöèîíàðíûå) ðåæèìû ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè; á) ñó-ùåñòâóåò çíà÷åíèå ñêîðîñòè âåòðîâîãî ïîòîêà V0, âûøå êîòîðîé ðàâíîâåñíûå ñî-ñòîÿíèÿ íåóñòîé÷èâû. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñâåòëèöêèé Â.À.Ìåõàíèêà ñòåðæíåé: Ó÷åá. äëÿ âòóçîâ. Â 2-õ ÷. ×. 1. Ñòàòèêà, ×. 2.Äèíàìèêà. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1987. 320 ñ.[2℄ Êàáåëüêîâ Â.À., Áóðöåâà Î.À. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè âûñîòíûõ ñîîðóæåíèé ïðè âåò-ðîâîé íàãðóçêå // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè è åå ïðåïîäàâàíèÿ â âóçàõ �îñ-ñèéñêîé Ôåäåðàöèè: äîêëàäû Ìåæðåãèîíàëüíîé êîí�åðåíöèè ïàìÿòè À.Í. Êàáåëü-êîâà, ã.Íîâî÷åðêàññê, 20�23 àïðåëÿ 2011 ã. / Þæ.-ðîñ. ãîñ. òåõí. óí-ò. Íîâî÷åðêàññê:Þ��ÒÓ, 2011. Ñ. 73�79.[3℄ Êàáåëüêîâ À.Í. Íåêîòîðûå çàäà÷è íåóñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãèõ ñèñòåì: Äèñ. êàíä.�.-ì. íàóê: 01.02.04. Òóëà, 1984. 207 ñ.[4℄ Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Íàóêà, 1967.472 ñ.Burtzeva O.A., Kabelkov V.A. Parametri
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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊ À�ÌÀÒÓ�ÍÛÕ ÑÒÀËÅÉÁóðöåâà Î.À.∗, Íå�åäîâ Â.Â.∗, Êîñåíêî Å.Å.∗∗,Êîñåíêî Â.Â.∗∗, ×åðïàêîâ À.Â.∗∗∗
∗Þæíî-ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÍÏÈ),Íîâî÷åðêàññê

∗∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò
∗∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�åøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé è ðàññåèâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õà-ðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé ñ ïîçèöèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé äîêàçàíî, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòðîèòåëüíûõ ñòàëåé ðàñ-ïðåäåëÿþòñÿ ïî òðåõïàðàìåòðè÷åñêîìó çàêîíó Âåéáóëëà. Íà îñíîâå ýòîãî çàêîíà äàíàìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïðî÷-íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ.Äëÿ ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ àðìàòóðíûõ ñòàëåé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ïðîèçâîä-ñòâå ïðåäíàïðÿæåííûõ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé, âàæíî îïåðèðîâàòü ìèíè-ìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðè îïðåäåëåíèè ýòèõ çíà-÷åíèé ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-íûìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè îïðåäåëåííîå ðàññåèâàíèå â ñèëó ìíîãî÷èñëåííûõïðè÷èí (äå�åêòû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè çåðåí â âèäå âàêàíñèé, äèñëîêàöèéè ìèêðîòðåùèí, à òàêæå íåáîëüøèõ îòêëîíåíèé õîäà ìíîãîñòàäèéíîãî ïðîöåññàïðîèçâîäñòâà ñòàëè).Äëÿ îöåíêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â íàñòîÿùåé ðà-áîòå áûë îïðåäåëåí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí, çàòåì îïðåäåëåíû ìèíè-ìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ïîñëå ÷åãî ïðîâåäåíà îöåíêà èõðàññåèâàíèÿ.Íà îñíîâå áîëüøîãî îáúåìà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé [1, 2℄ äîêàçàíî,÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ ñòàëüíîãî ïðîêàòà ïðåäïî÷òèòåëü-íûì îêàçûâàåòñÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêèé çàêîí Âåéáóëëà, â ìåíüøåì � íîðìàëüíûéçàêîí. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàëèñü àðìàòóðíûå ñòàëè êëàññîâÀ500Ñ è Àò800 äèàìåòðîì 12 è 14ìì.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïðåäåëîâ òåêó÷åñòè è ïðî÷íîñòè, îòíîñèòåëüíîãîóäëèíåíèÿ, à òàêæå ðàçëè÷íûõ óðîâíåé óïðî÷íåíèÿ [3℄, ïðîâîäèëèñü ñòàíäàðò-íûå èñïûòàíèÿ íà ðàçðûâíîé ìàøèíå È�-200, à óäàðíàÿ âÿçêîñòü îïðåäåëÿëàñüíà ìàÿòíèêîâîì êîïðå PSWO-30.Òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîäóäàðíîãî âäàâëèâàíèÿ, äëÿ ÷åãî îáðàçöû èç àðìàòóðíîé ñòàëè, èìåþùèå ïåðè-îäè÷åñêèé ïðî�èëü, ïðåäâàðèòåëüíî øëè�îâàëèñü ñ ïîñòîÿííûì îõëàæäåíèåì,ïîñëå ÷åãî ïðîèçâîäèëñÿ çàìåð.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ òåîðåòè÷åñêèì çàêîíàìïðèìåíÿëè êðèòåðèé Ìèçåñà. Â êà÷åñòâå ïðåäïîëàãàåìûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñïðå-



48 ÁóðöåâàÎ.À., Íå�åäîâÂ.Â., ÊîñåíêîÅ.Å., ÊîñåíêîÂ.Â., ×åðïàêîâÀ.Â.äåëåíèé ïðèíèìàëèñü òðåõïàðàìåòðè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà è íîð-ìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.Îáúåì êàæäîé âûáîðêè îáðàçöîâ ïðèíèìàëñÿ îäèíàêîâîé âåëè÷èíû, ðàâ-íîé 100. Êðîìå òîãî, óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ ïðîâåðêè íóëü-ãèïîòåçû ïðèíèìàë-ñÿ ðàâíûì 0,1. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâèå ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåîðå-òè÷åñêîìó èìååò ìåñòî ïðè âåëè÷èíå ω2 ìåíüøåå ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû ω2, ðàâ-íîé 1,94 [4℄.Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîèçâîäèëèñü ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî-ãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåäëîæåííûì �. Ôèøåðîì. [5℄Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ ω2 ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1 äëÿ òðåõïàðàìåò-ðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà (Â) è íîðìàëüíîãî çàêîíà (Í).Ïîä÷åðêíóòûå çíà÷åíèÿ ãîâîðÿò î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè ðåçóëüòàòà. Òàáëèöàîáîáùàåò äàííûå ïî ïÿòè ìåõàíè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì äëÿ äâóõ êëàññîâ ñòàëè.Êëàññ ñòàëè Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèÍÂ δ,% σò,ÌÏà σâ,ÌÏà KCUÂ Í Â Í Â Í Â Í Â ÍÀ500Ñ Ø 14 1,21 1,21 1,19 1,19 1,2 1,2 1,2 1,2 1,32 0,93Àò800 Ø 12 0,76 0,69 0,77 0,73 0,76 0,69 0,76 0,7 0,75 1,02Àò800 Ø 14 0,5 1,43 0,52 0,56 0,51 1,07 0,5 1,26 0,63 0,76Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êðèòåðèÿ ω2.Àíàëèçèðóÿ äàííûå òàáëèöû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâà-åìûõ óñëîâèÿõ áîëüøóþ ñõîäèìîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûì ïîêàçàë òðåõïàðàìåòðè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà â îòëè÷èåîò íîðìàëüíîãî çàêîíà.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àðìà-òóðû ñ ïðèìåíåíèåì íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ìåòîäèêà,îïèñàííàÿ â [6℄.Îïðåäåëåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ òðåáóåò çíàíèÿ âèäàçàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, çàêîíðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ¾a¿. Îöåíêà ïàðàìåòðà¾a¿, îáîçíà÷èì åå êàê α, èìååò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé çàâèñèò îò çàêîíàðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû X è îò ÷èñëà çíà÷åíèé âûáîðêè n.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èñ-ïîëüçóåì �îðìóëó
Iβ =

(
m̄− tíβ√Ǟ

n
; m̄+ tíβ√Ǟ

n

)
,ãäå m̄ � îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ m âåëè÷èíû X; Ǟ � îöåíêà äèñïåð-ñèè Ä; tíβ � êîý��èöèåíò Ñòüþäåíòà, åãî çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ â çàâèñèìîñòè



Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé 49îò äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè è êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû îïðåäåëÿåòñÿ ïîòàáëèöå. (Â äàííîì ñëó÷àå ïðè β = 0,99 êîý��èöèåíò Ñòüþäåíòà ðàâåí 2,64).Ëîãè÷íûì áóäåò èñïîëüçîâàíèå áîëüøåãî çíà÷åíèÿ äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû Äâäîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê äëÿ äèñïåðñèè [7, 8℄. Èñïîëüçóåì �îðìóëó:Äâ =
Ǟ(n− 1)

χ2
.Â òàêîì ñëó÷àå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îïðåäå-ëÿåòñÿ òàê:

Iβ =

(
m̄− tÍβ√Ǟâ

n
; m̄+ tÍβ√Ǟâ

n

)
.Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìåõàíè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìó-ëå:

Xmin = mmin − Uy
√Äâ ,ãäå mmin � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, îïðåäåëåííîåñ ó÷åòîì äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, Uy � êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,îïðåäåëÿåìûé â çàâèñèìîñòè îò äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè U , ïðèíÿòîé 0,99(Uy = 2.326).Ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëàîïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñâîäèòñÿê îïðåäåëåíèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà µ, êîòîðûéíàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå:Iβ =

(
µ− tBβ

√Ä(µ)n ; µ+ tBβ

√Ä(µ)n )
,ãäå β � äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, tBβ � ÷èñëî ñðåäíèõ êâàäðàòè÷åñêèõ îòêëî-íåíèé íîðìàëüíîãî çàêîíà.Âåëè÷èíà tBβ îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå â çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî çíà÷åíèÿ β.Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìåõàíè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿïî �îðìóëå:

Xmin = µ− tBβ

√Ä(µ)n .Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êàæäîãî ìåõàíè÷åñêîãî ñâîéñòâà, êàê äîêàçàíî Äàáà-åì [8℄, ìîæíî îïðåäåëèòü, èñõîäÿ èç àïðèîðíî èçâåñòíûõ çíà÷åíèé ìàñøòàáà βè �îðìû k.Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ èñ-ñëåäóåìûõ êëàññîâ àðìàòóðíûõ ñòàëåé, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå èõ îáðàáîòêè íàñîîòâåòñòâèå òðåõïàðàìåòðè÷åñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà è íîðìàëü-íîìó çàêîíó, óêàçàíû â òàáë. 2.Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ÷èñëåííî îöåíèâàþùèå òåõíîëîãè÷åñêèå è ýêñ-ïëóàòàöèîííûå ñâîéñòâà ìåòàëëîïðîêàòà, ÷óâñòâèòåëüíû ê õèìè÷åñêîìó ñîñòàâó



50 ÁóðöåâàÎ.À., Íå�åäîâÂ.Â., ÊîñåíêîÅ.Å., ÊîñåíêîÂ.Â., ×åðïàêîâÀ.Â.Êëàññ ñòàëè Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèÍÂ δ,% σò,ÌÏà σâ,ÌÏà KCUÂ Í Â Í Â Í Â Í Â ÍÀ500Ñ Ø14 204,82 197,37 16,1 15,6 599,51 575,45 832,59 805,12 3,28 2,98Àò800 Ø 12 245,2 247,93 12,2 12,5 735,2 745,86 989,1 1001,5 10,12 11,27Àò800 Ø 14 200,56 144,93 9,55 7,27 558,97 436,7 782,72 649,98 2,8 6,34Òàáëèöà 2. Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðå-äåëåíèÿ Âåéáóëëà è íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ.è ñòðóêòóðå ñòàëè. Êðîìå òîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, îòðàæàÿñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð äå�åêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, îòäåëüíûõ çåðåí,äå�åêòîâ ãðàíèö ìåæäó íèìè, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêñ ó÷åòîì èõ ðàññåèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññåèâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìûõ êëàñ-ñîâ àðìàòóðû íåîáõîäèìî íàéòè èõ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äî-âåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì, êàê îïèñàíî âûøå, ïî �îðìóëå:
Xmax = mmax + Uy

√Äâ .�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àð-ìàòóðíûõ ñòàëåé ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ðàññåèâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðåäñòàâëåíûâ òàáë. 4. Êëàññ ñòàëè Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèÍÂ δ,% σò,ÌÏà σâ,ÌÏà KCUÀ500Ñ Ø14 239,89 19,9 719,75 971,7 7,31Àò800 Ø12 293,19 15,06 884,04 1158,6 16,08Àò800 Ø14 409,83 18,65 1224,3 1544,3 13,98Òàáëèöà 3. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé.Êëàññ ñòàëè Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèÍÂ δ,% σò,ÌÏà σâ,ÌÏà KCUÀ500Ñ Ø 14 1,22 1,27 1,25 1,21 2,45Àò800 Ø 12 1,18 1,19 1,19 1,16 1,43Àò800 Ø 14 2,83 2,57 2,8 2,38 2,2Òàáëèöà 4. �àññåèâàíèå çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé.Àíàëèç òàáëèöû ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êàæäàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ õàðàêòå-ðèñòèêà èìååò ðàññåèâàíèå. Ýòî ãîâîðèò î ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå ïîëó÷åííûõ çíà-÷åíèé, ÷òî äîêàçûâàåò öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâðàñ÷åòà.



Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé 51�åçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî â ðàññìîòðåííûõ óñëîâèÿõäëÿ îöåíêè ñâîéñòâ àðìàòóðíûõ ñòàëåé íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿòðåõïàðàìåòðè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà, ïîêàçàâøèé áîëüøóþ ñõî-äèìîñòü òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â ñðàâíåíèè ñ íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �11-08-90728ìîá_ñò, 11-08-90726 ìîá_ñò).
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�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÉ �ÀÑ×ÅÒ �ÀÄÈÀËÜÍÎ�ÎÏÎÄØÈÏÍÈÊÀ, �ÀÁÎÒÀÞÙÅ�ÎÍÀ ÝËÅÊÒ�ÎÏ�ÎÂÎÄßÙÅÉ �ÀÇÎÂÎÉ ÑÌÀÇÊÅÂàíååâ Ê.À., Ëàãóíîâà Å.Î.�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÀíàëèç ñóùåñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçû-âàåò, ÷òî îñíîâíûå äîïóùåíèÿ, ïðèíÿòûå Î. �åéíîëüäñîì ïðè ðàçðàáîòêå òåîðèè æèä-êîñòíîé ñìàçêè, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ áîëüøèíñòâà ñëó÷àåâ, êîãäà ñìàçî÷íûìâåùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ãàç [1, 2℄. Íåëèíåéíîñòü îñíîâíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,ñëîæíîñòü �îðì ñìàçî÷íîãî ñëîÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîçäàþò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòèïðè èññëåäîâàíèè è ðåøåíèè çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè æèäêîñòíîé ñìàçêè. Åùåáîëåå çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ðàáîòû ãàçîäèíàìè÷åñêèõïîäøèïíèêîâ, ãäå ñìàçî÷íûì âåùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîïðîâîäÿùèé ãàç.Íèæå ïðèâîäèòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàéòè àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ãèäðî-äèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ðàäèàëüíîãî ïîäøèïíèêà, ðàáîòàþùåãî íà ýëåêòðîïðîâîäÿùåéãàçîâîé ñìàçêå ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå ýëåêòðîïðîâî-äÿùåé ãàçîâîé ñìàçêè â çàçîðå ðàäèàëüíîãî ïîäøèïíèêà ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãîïîëÿ (ðèñ. 1). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîäøèïíèê íåïîäâèæåí, à øèï âðàùàåòñÿ ñ ïî-ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ ¾òîíêîãî ñëîÿ¿ äëÿ âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïîäøèïíèêà.2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Çàïèøåì äëÿ íàøåé çà-äà÷è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãàçîâîé ñìàçêè, óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ
∂P̄

∂r̄
= 0, µ

∂2v̄θ
∂2r̄2

=
1

r̄

∂P̄

∂θ
−σB̄

(
Ē − v̄θB̄

)
, P̄ = ρ̄RT,

∂

∂r̄
(ρ̄v̄r)+

ρ̄v̄r
r̄

+
1

r̄

∂

∂θ
(ρ̄v̄θ) , (1)



�èäðîäèíàìè÷åñêèé ðàñ÷åò ðàäèàëüíîãî ïîäøèïíèêà 53ãäå v̄r, v̄θ � êîìïîíåòíû âåêòîðà ñêîðîñòè; P̄ � ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå âñìàçî÷íîì ñëîå; Ē = {0, 0, E} � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ;
B̄ = {B, 0, 0} � âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè; σ � ýëåêòðîïðîâîäèìîñòü ãàçà; ρ̄ �ïëîòíîñòü; R � óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; µ � äèíàìè÷åñêèé êîý��èöèåíòâÿçêîñòè; r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû.Ôóíêöèè Ē (r̄, θ) B̄ (r̄, θ) ñ÷èòàåì çàäàííûìè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿìÌàêñâåëëà

div B̄ = 0, rot Ē = 0. (2)Ýòè óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè
B =

ϕ (θ)

r̄
, E = 
onst, (3)ãäå ϕ (θ) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ óãëîâîé êîîðäèíàòû.�àññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è ïðè îòñóòñòâèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Ē = 0.Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîëþñîì â öåíòðå øèïà óðàâíåíèÿ êîíòóðà èïîäøèïíèêà ïðèáëèæåííî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r̄ = r0, r̄ = r1 + e cos θ, (4)ãäå r0 � ðàäèóñ øèïà; r1 � ðàäèóñ ïîäøèïíèêà; e � ýêñöåíòðèñèòåò.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ðåøàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðè
r̄ = r1 + e cos θ è ïðè r̄ = r0 ñîîòâåòñòâåííî

v̄r̄ = 0, v̄θ = 0; v̄r̄ = 0, v̄θ = ωr0; p̄ (0) = p̄ (2π) . (5)Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ïî �îðìóëàì
v̄r̄ = ωδu, v̄θ = ωr0v, r̄ = r0 + δr, δ = r1 − r0, p (0) = p (2π) , (6)

P̄ = pap, ρ̄ = ρ∗ρ, ρ = p, ϕ̄ = ϕ∗ϕ, B̄ = B∗B.Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (1), ñ ó÷åòîì (3) è (5) áóäåì èìåòü
∂2v

∂r2
=

1

Λ

dp

dθ
+Nvϕ2,

∂

∂r
(ρu) +

∂

∂θ
(ρv) = 0, (7)

u = 0, v = 0, r = 1 + η cos θ; u = 0, v = 1, r = 0; η =
e

δ
,ãäå Λ =

µωr0
paδ2

� ïàðàìåòð ñæèìàåìîñòè ãàçà; N =
σδ2ϕ∗2B∗2

µr2
0

� ÷èñëî �àðòìàíà.Òî÷íîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(7) áóäåì èñêàòü â âèäå
ρu = −∂ψ

∂θ
+U (r, θ) , ρv =

∂ψ

∂r
+ V (r, θ) , ϕ =

ϕ0

1 + η cos θ
, h (θ) = 1 + η cos θ. (8)Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

∂3ψ

∂r3
−Nϕ

∂ψ

∂r
+
∂2V

∂r2
−Nϕ2V =

ρ

Λ

dp

dθ
, − ∂2ψ

∂θ∂r
+
∂U

∂r
+

∂2ψ

∂r∂θ
+
∂V

∂θ
= 0. (9)



54 Âàíååâ Ê.À., Ëàãóíîâà Å.Î.Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) ââåäåì
U = ũ (ξ) η sin θ, V = ṽ (ξ) , ξ =

r

h(θ)
, ψ = ψ (ξ) . (10)Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9), ïðèäåì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé

p

Λ

dp

dθ
=
C̃1

h2
+
C̃2

h3
,
∂ũ

∂ξ
+
∂ṽ

∂ξ
ξ = 0,

d3ψ̃

dξ
−Nϕ2

0

dψ̃

dξ
= C̃2,

d2ṽ

dξ2
−Nϕ2

0ṽ = C̃1. (11)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé(11) áóäóò ñëåäóþùèìè
ψ̃′(0) = 0, ψ̃′(1) = 0, ũ(0) = 0, (12)

ũ(1) = 0, ṽ(0) = −p, ṽ(1) = 0,

∫ 1

0

ũ(ξ)dξ = 0, p(0) = p(2π).�åøåíèå çàäà÷
ψ̃′ = C1e

k1ξ + C2e
k2ξ − C̃2

Nϕ2
0

, (13)ãäå
k1 =

√
Nϕ0, k2 = −

√
Nϕ0, C2 =

C̃2

(
e
√
Nϕ0 − 1

)

Nϕ2
0e

√
Nϕ0 − e−

√
Nϕ0

, C1 = −
C̃2

(
e−

√
Nϕ0 − 1

)

Nϕ2
0e

√
Nϕ0 − e−

√
Nϕ0

.

ṽ = C3e
√
Nϕ0ξ + C4e

−
√
Nϕ0ξ − C̃1

Nϕ2
0

, (14)
C3 = −−e

√
Nϕ0Nϕ2

0 + e−
√
Nϕ0C̃1 − C̃1

Nϕ2
0

(
e
√
Nϕ0 − e−

√
Nϕ0
) , C4 =

−e
√
Nϕ0Nϕ2

0p+ e
√
Nϕ0C̃1 − C̃1

Nϕ2
0

(
e
√
Nϕ0 − e−

√
Nϕ0
) .Èç óñëîâèÿ ∫ 1

0

ṽdξ = 0 íàéäåì C̃1

C̃1 = A1p, (15)ãäå A1 =
e
√
Nϕ0N2ϕ2

0 −N2ϕ2
0

2e
√
Nϕ0N−e

√
Nϕ0N

3
2 ϕ0−2N−N

3
2ϕ0

.Äëÿ íàõîæäåíèÿ áåçðàçìåðíîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðèõîäèì ê ñëå-äóþùåìó óðàâíåíèþ
p

Λ

dp

dθ
=
C̃1

h2
+
C̃2

h3
. (16)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (16) îò 0 äî θ, áóäåì èìåòü

p =

√√√√1 + 2Λ

∫ θ

0

(
C̃1

h2
+
C̃2

h3

)
dθ. (17)



�èäðîäèíàìè÷åñêèé ðàñ÷åò ðàäèàëüíîãî ïîäøèïíèêà 55Èç óñëîâèÿ p(0) = p(2π) ñ òî÷íîñòüþ äî O(η2) íàéäåì C̃2

C̃2 = −
∫ 2π

0
A1 (1 − 2η cos θ)dθ

∫ 2π

0
(1 − 3η cos θ)dθ

= −A1. (18)Ñ ó÷åòîì (17) ñ òî÷íîñòüþ äî O(η2) âûðàæåíèå (15) ïðèìåò âèä
C̃1 = A1 [1 + 2Λ (2 − 5η cos θ)] , (19)à âûðàæåíèå p ïðèìåò âèä

p = 1 + ΛA1

(
2θ − 5η sin θ − 2A1Λ cos θ +

5

2
A1Λη cos2 θ

)
. (20)Ïðîåêöèè ãëàâíîãî âåêòîðà âîçäåéñòâèÿ ñìàçîê íà øèï W =

√
F 2
x + F 2

y îïðå-äåëÿåòñÿ �îðìóëàìè
Fx = −r0

∫ 2π

0

P1 sin θdθ, Fy = −r0
∫ 2π

0

P1 cos θdθ (21)Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè äàâëåíèÿ P1 è ÷åòíîñòè cos θ âòîðîé èíòå-ãðàë â (21) ðàâåí íóëþ. Ïåðâûé èíòåãðàë ïðîùå âû÷èñëèòü ïî ÷àñòÿì
Fx = −r0

∫ 2π

0

dP1

dθ
cos θdθ (22)Ïîäñòàâëÿÿ (20),ñ ó÷åòîì (6), â (22), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ íåñóùåé ñïîñîá-íîñòè ïîäøèïíèêà

W = Fx = 5r0paA1Ληπ.Íàéäåì ñèëó òðåíèÿ ïî �îðìóëå
L = µ

∫ 2π

0

∂vθ
∂r

∣∣∣∣
ξ=0

dθ =
µωr0
δ

∫ 2π

0

ṽ′ (0)dθ .Íàéäåì ðàñõîä ñìàçêè ïî �îðìóëå
Q = hu∗

∫ 0

1

ψ′ (ξ)dξ .�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ îñíîâíûõ ðà-áî÷èõ õàðàêòåðèñòèê ðàäèàëüíîãî ïîäøèïíèêà ïîêàçûâàþò: ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà�àðòìàíà èìååò ìåñòî íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè (ðèñ. 2).Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà ñæèìàåìîñòè ãàçà èìååò ìåñòî çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèåíåñóùåé ñïîñîáíîñòè. Äàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â ðàñ÷åòå ãàçîäèíà-ìè÷åñêèõ óïëîòíèòåëåé.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé íåñóùåé ñïîñîáíîñòè W

r0pa
îò ÷èñëà �àðòìàíà è ïàðà-ìåòðà ñæèìàåìîñòè ãàçà.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñíîïîâ À.È. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðàáîòû ãàçîäèíàìè÷åñêèõ îïîð. �îñòîâ-í/Ä:Èçä-âî ÞÔÓ, 2009. Ñ. 3�4.[2℄ Êîíñòàíòèíåñêó Â.Í. �àçîâàÿ ñìàçêà. Ì.: Ìàøíîñòðîåíèå, 1968. Ñ. 36�38.Vaneev K.A., Lagunova E.O. A method of hydrodynami
 
al
ulation of radial bearingworking on ele
tro
ondu
tive gas lubri
ation. On the base of the state equation and movementequations for vis
ous in
ompressible liquid at the presen
e of magneti
 �eld the exa
t self-model solution for ele
tro
ondu
tive gas lubri
ated radial bearing is obtained by method ofhydrodynami
 
al
ulation. In�uen
e of the rate of gas 
ompressibility and Hartmann numberon the basi
 working 
hara
teristi
s of radial bearing is studied.



Î ÂÍÅÄ�ÅÍÈÈ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÈÍÄÅÍÒÎ�À Â Ìß�ÊÈÉÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÛÉ ÓÏ�Ó�ÈÉ ÑËÎÉÂîëêîâ Ñ.Ñ., Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðèâîäèòñÿ ý��åêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âíåäðåíèè ñ�åðè÷å-ñêîãî èíäåíòîðà â ìÿãêèé �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûé óïðóãèé ñëîé íà æåñòêîì îñíî-âàíèè. Îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ âñåãî äèàïàçîíà çíà÷å-íèé ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà. �àññìîòðåí ðÿä õàðàêòåðíûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ìîäóëÿÞíãà ïî ãëóáèíå.Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �åøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è �åðöà äëÿ îä-íîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà õîðîøî èçâåñòíî, ñì. íàïðèìåð [1℄. Â [2℄ ïîñòàíîâêàçàäà÷è �åðöà îáîáùàåòñÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñ�åðè÷åñêèé èíäåíòîðâäàâëèâàåòñÿ â ñëîé, ëåæàùèé íà íåäå�îðìèðóåìîì îñíîâàíèè èëè íà îäíîðîäíîìïîëóïðîñòðàíñòâå, èìåþùåì óïðóãèå ñâîéñòâà, îòëè÷íûå îò óïðóãèõ ñâîéñòâ ñëîÿ.Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áû-ëî ðàíåå ïîñòðîåíî äâóìÿ ìåòîäàìè: ìåòîäîì ðàáîòû [3℄, êîòîðûé ý��åêòèâåí äëÿî÷åíü òîíêèõ ñëîåâ, ëåæàùèõ íà æåñòêîì îñíîâàíèè, êîãäà òîëùèíà H ñëîÿ ìåíü-øå ðàäèóñà êîíòàêòà a (λ = H/a < 0,5) è ìåòîäîì ðàáîòû [4℄, êîòîðûé ïðèìåíèìâ ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà ñëîÿ òàêîâà, ÷òî λ > 1,7. Îáà ýòèõ ìåòîäà áûëè èñïîëü-çîâàíû ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç êîíòàêòèðóþùèõ òåëïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîé, ëåæàùèé íà óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î âíåäðåíèè ñ�åðè÷åñêîãîèíäåíòîðà â �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûé ñëîé íà óïðóãîì îñíîâàíèè â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî ñëîé ñóùåñòâåííî ìÿã÷å ïîäëîæêè.Ïóñòü ñ�åðè÷åñêèé èíäåíòîð âäàâëèâàåòñÿ â ïîâåðõíîñòü Γ íåîäíîðîäíîãîóïðóãîãî ñëîÿ, ëåæàùåãî íà óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå Ω, ñèëîé P . Ñ ïîëóïðî-ñòðàíñòâîì ñâÿçàíà öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (r, ϕ, z). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âñå äå�îðìàöèè óïðóãè è ðàçìåð çîíû êîíòàêòà a ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäè-óñîì R ñ�åðû, îïèñûâàþùåé �îðìó èíäåíòîðà. Ñèëû òðåíèÿ ìåæäó èíäåíòîðîìè ïîâåðõíîñòüþ ïîëóïðîñòðàíñòâà îòñóòñòâóþò. Ñ÷èòàåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íà-÷àëüíîé òî÷êè êîíòàêòà ñ�åðè÷åñêèé èíäåíòîð àïïðîêñèìèðóåòñÿ æåñòêèì ïàðà-áîëè÷åñêèì èíäåíòîðîì
z = ψ(r) = βr2. (1)Àïïðîêñèìàöèÿ îáîñíîâàíà äëÿ ìàëîãî ðàäèóñà êîíòàêòà a < 0,1R äëÿ îäíî-ðîäíûõ òåë [5℄. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ óïðóãîãîñ�åðè÷åñêîãî âíåäðåíèÿ. Âíå èíäåíòîðà ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà íå çàãðó-æåíà. Ïîä äåéñòâèåì ñèëû P èíäåíòîð ïåðåìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå χ âäîëü îñè z.Êîý��èöèåíòû Ëàìå èçìåíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:1) Λ = Λ1(z), M = M1(z), −H 6 z < 0;2) Λ = Λ0, M = M0(z), −∞ < z < −H .
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�èñ. 1.Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò èìåòü âèä:
z = 0, τzr = τzϕ,

{
σz = 0, r > 0,
w = −δ(r) = −(χ− ψ(r)), r 6 a.è

{
τ

(1)
zr = τ

(2)
zr , σ

(1)
z = σ

(2)
z ,

w(1) = w(2), u(1) = u(2).

(2)
Ïðè (r;−z) → ∞ íàïðÿæåíèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå èñ÷åçàþò. Òðåáóåòñÿ îïðåäå-ëèòü ïåðåìåùåíèå øòàìïà è ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèéïîä øòàìïîì:

σ(1)
z |z=0= −q(r), r 6 a. (3)Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèéÕàíêåëÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ [6℄:

1∫

0

τ(ρ)ρdρ

∞∫

0

L(u)J0(urλ
−1)J0(uρλ

−1)du = λΘ0(0)f(r), r 6 1. (4)Òðàíñ�îðìàíòà L(u) ñòðîèòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ðàáîòû [7℄.Â [6℄ îïèñàí ìåòîä àïïðîêñèìàöèè òðàíñ�îðìàíòû ÿäðà óðàâíåíèÿ âûðàæåíè-ÿìè âèäà
L(u) = LNΠ (u) + LMΣ (u), ãäå
LNΠ (u) =

N∏

i=1

u2 + A2
i

u2 +B2
i

, LMΣ (u) =
M∑

k=1

ck|u|
u2 +D2

k

.
(5)Çäåñü Ai, Bi, Dk ∈ C; Ck ∈ R � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.Äëÿ òðàíñ�îðìàíòû ÿäðà L(u) ∈ LNΠ â ðàáîòå [6℄, ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîåâûðàæåíèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è âäàâëèâà-þùåé ñèëû ñëåäóþùåãî âèäà:

τ(r) =
2aΘ(0)

πR


2L−1

N (0)
√

1 − r2 +

N∑

i=1

CiAiλ
−1

1∫

r

sh(Ait)√
t2 − r2

dt


 , 0 6 r 6 1, (6)
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P =

4a3
Θ(0)

πR

[
2

3
L−1
N (0) +

N∑

i=1

Ci(ch(Aiλ) − A−1
i λ ch(Aiλ))

]
. (7)Íåèçâåñòíûå Ci îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé [6℄.×èñëåííûå ïðèìåðû. �àññìîòðèì âíåäðåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî èíäåíòîðàâ îäíîðîäíûé ñëîé, ëåæàùèé íà æåñòêîì óïðóãîì îñíîâàíèè. Ïàðàìåòð η, õà-ðàêòåðèçóþùèé îòíîñèòåëüíóþ æåñòêîñòü, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2, 5, 10, 100, 1000(η = E0(E1(h))

−1), êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì ðàâ-íûì 0,3.
∆L(u) =| (LNΠ (u) − L(u))/L(u) | ·100%. (8)Ôîðìóëà (8) ââåäåíà äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè òðàíñ�îðìàíòûÿäðà âûðàæåíèÿìè âèäà LNΠ (u).Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû τ ∗ = 2Rτ(0)/Θ0(0)a õàðàêòåðèçóþ-ùåé ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè r = 0.

max ∆L(u) 1,4% 2,8% 3,3% 3% 3,2%
N 8 8 10 10 20 �
η 2 5 10 100 1000
λ = 0,25 4,098 6,375 7,991 10,075 10,326 10,342
λ = 1 2,866 3,144 3,252 3,342 3,389 3,305
λ = 4 2,562 2,555 2,560 2,556 2,542 2,568Òàáëèöà 1. Êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ.Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû P ∗ = 2RP/Θ0(0)a3, îïðåäåëÿþùåéñâÿçü ìåæäó âäàâëèâàþùåé ñèëîé è ðàçìåðîì çîíû êîíòàêòà.
λ = 0,25 7,938 11,557 13,973 17,048 17,447 17,66
λ = 1 5,895 6,365 6,553 6,709 6,771 6,82
λ = 4 5,363 5,355 5,365 5,360 5,336 5,38Òàáëèöà 2.Â òàáëèöàõ 1 è 2 çíà÷åíèÿ êðàéíåãî ïðàâîãî ñòîëáöà âçÿòû èç ìîíîãðà�èè [8℄è õàðàêòåðèçóþò τ ∗ è P ∗ äëÿ ñëó÷àÿ âäàâëèâàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî øòàìïà â ñëîé,ëåæàùèé íà íåäå�îðìèðóåìîì îñíîâàíèè.Èç àíàëèçà òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó êîíòàêòíûìèíàïðÿæåíèÿìè ïðè η = 1000 è çíà÷åíèÿìè äëÿ íåäå�îðìèðóåìîãî îñíîâàíèÿ íåïðåâûøàåò 3% ïðè λ = 1. Çàìåòèì, ÷òî èç òàáëèö 1 è 2 âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ τ ∗è P ∗ ïðèíèìàþò áëèçêèå çíà÷åíèÿ ïðè η = 100 è η = 1000. Îáðàòèì âíèìàíèåòàêæå íà òî, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà îñíîâàíèÿ ïåðåñòàþò îêàçûâàòü ñèëüíîå âëè-ÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ > 1(åñëè ñðàâíèâàòü çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè η ðàâíîì 2 è 1000, òî ìàêñèìàëüíàÿðàçíèöà íå ïðåâûøàåò 15% äëÿ λ = 1).



60 Âîëêîâ Ñ.Ñ., Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì.Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, êîãäà óïðóãèå ñâîéñòâà ñëîÿ èçìåíÿþòñÿ íåïðå-ðûâíî ñ ãëóáèíîé è ó÷òåí ñêà÷îê óïðóãèõ ñâîéñòâ íà ãðàíèöå ïîêðûòèå-ïîäëîæêà.×èñëåííûå ïðèìåðû ðåàëèçîâàíû â ñëó÷àå, êîãäà η = 100. Ñëîé ÿâëÿåòñÿ�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûì. Çàêîíû, ïî êîòîðûì ìåíÿåòñÿ ìîäóëü Þíãà íåîä-íîðîäíîãî ïîêðûòèÿ, ñëåäóþùèå:1) ϕ1(z) = ϕ0 + (ϕ0 − 1) z/h,2) ϕ2(z) = 1/ϕ0 − (ϕ0 − 1) z/h.

�èñ. 2.Íà ðèñ. 2 ïîñòðîåíû êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ
τîòí(r, λ) = τíåîäí(r, λ)Θîäí

0 (0)(τîäí(r, λ)Θíåîäí
0 (0))−1,

τîäí(r, λ) � êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî ñëîÿ, ïîñòðîåííîãî â ñëó-÷àå, êîãäà η = 100, äëÿ çàêîíîâ 1�2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ϕ0 = 3,5. Íà ðèñóí-êàõ 2(a, b) èçîáðàæåíû ãðà�èêè τîòí(r, λ), ïîñòðîåííûõ ïî �îðìóëå (6). Íà âñåõèçîáðàæåííûõ ãðà�èêàõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé r ∈ [0 . . . 0,98], λ ∈ [0,01 . . . 100].Çäåñü è äàëåå ïî λ áåðåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ øêàëà, ò. å. íà øêàëå èçîáðàæåíûñòåïåíè ÷èñëà 10 (÷èñëî 0 íà øêàëå ñîîòâåòñòâóåò 1, 2 � 100).Èç ãðà�èêîâ íà ðèñ. 2 a) è 2 b) âèäíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî óáûâàþùåãî çàêî-íà íåîäíîðîäíîñòè âåëè÷èíà τîòí(r, λ) óáûâàåò ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ õàðàêòåðíîãîãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà λ, à äëÿ ëèíåéíîãî âîçðàñòàþùåãî çàêîíà âåëè÷èíà
τîòí(r, λ) âîçðàñòàåò ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ õàðàêòåðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåò-ðà λ.Âûâîäû.Ìåòîä, ïðåäëàãàåìûé â äàííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ý��åêòèâ-íîå ðåøåíèå çàäà÷è î âíåäðåíèè øòàìïà â ìÿãêèé �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûéóïðóãèé ñëîé íà æåñòêîì îñíîâàíèè äëÿ âñåãî äèàïàçîíà èçìåíåíèé çíà÷åíèéõàðàêòåðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è è ó÷èòûâàòü âëèÿíèå óïðóãèõñâîéñòâ æåñòêîé ïîäëîæêè íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ (09-08-011410a,10-08-90025-Bel-à. 11-08-91168-�ÔÅÍ_à), ÀÂÖÏ 2.1.2/10063, �Ê �11.519.11.3015,11.519.11.3028.
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ÎÁ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÈ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒÅÉÂ ÓÏ�Ó�ÎÌ ÖÈËÈÍÄ�ÅÄåíèíà Î.Â.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè ìàëîãî îòíîñè-òåëüíîãî ðàçìåðà â óïðóãîì èçîòðîïíîì öèëèíäðå ïðè àíàëèçå åãî ïðîäîëüíûõ êîëåáà-íèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îð-ìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëîñòè ïî èí�îðìàöèè î ïîïðàâêàõ ê ðåçîíàíñíûì÷àñòîòàì. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ â óïðóãèõ òåëàõ ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæ-íûìè è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîëîñòè ÿâëÿþòñÿøèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì òèïîì äå�åêòîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò, êàê ïðàâèëî, íàñòàäèÿõ èçãîòîâëåíèÿ è ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Äå�åêòû òà-êîé ïðèðîäû ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé è ÷àñòî â çíà÷èòåëüíîé ñòå-ïåíè ñíèæàþò íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü êîíñòðóêöèé. Èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé òåëñ ëîêàëèçîâàííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ïîçâîëÿåò âûÿâèòü âëèÿíèå íåîäíîðîäíî-ñòåé òàêîãî òèïà íà äèíàìè÷åñêóþ êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé, ïðîãíîçèðîâàòüðàçðóøåíèå êîíñòðóêöèé íà ðàííèõ ñòàäèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå íàèáî-ëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ èí�îðìàöèÿ íå î êîíêðåòíîì âèäå ïîâåðõíîñòè äå�åêòà èåãî ëîêàëüíîé ãåîìåòðèè, à î åãî òèïå (ïîëîñòü èëè òðåùèíà) è åãî õàðàêòåðíûõðàçìåðàõ, ïîñêîëüêó èìåííî ýòà èí�îðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé è îïðåäåëÿþùåé ñòî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Î òèïå äå�åêòà è åãî ðàçìåðàõ ìîæíî ñóäèòüïî èí�îðìàöèè îá èçìåíåíèè ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò â ïðåäïîëîæåíèè î ìà-ëîñòè äå�åêòà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè òåëà.Ïðè ýòîì âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïîïðàâîê äëÿ ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò â àíà-ëèòè÷åñêîé �îðìå ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé [1℄. Â ìîíîãðà�èè [2℄ ïðèâåäåíàîáùàÿ ñõåìà ïîëó÷åíèÿ ïîïðàâîê äëÿ óïðóãîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà, îñëàáëåííî-ãî âíóòðåííåé ïîëîñòüþ. Â ðàáîòå [3℄ ïîäõîä, îïèñàííûé â [2℄, áûë ïðèìåíåí äëÿîïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê â ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ â çàäà÷å îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïðî-äîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé ω óïðóãîãî èçîòðîïíîãî êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãîñòåðæíÿ äëèíû l ñ ïîëîñòüþ ìàëîãî ðàçìåðà ïîä äåéñòâèåì ñèëû íà êîíöå. Â ðà-áîòå [3℄ áûëà èñïîëüçîâàíà ìîäåëü íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ, äëÿ êîòîðîé íàëè÷èåïîëîñòè õàðàêòåðèçîâàëîñü çàâèñèìîñòüþ ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îò ïðî-äîëüíîé êîîðäèíàòû â âèäå: F (x) = F0(1−εη(x)), ãäå ε = r2
0/R

2 � ìàëûé ïàðàìåòð(r0 � ðàäèóñ ïîëîñòè, R � ðàäèóñ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ), F0 � ïëîùàäüñå÷åíèÿ ñïëîøíîãî ñòåðæíÿ, η(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñè-òåëåì, ìîäåëèðóþùàÿ íàëè÷èå ïîëîñòè:
η(x) =

{
> 0, x ∈ [a, b]
= 0, x /∈ [a, b]

, [a, b] ⊂ [0, l] .Ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðàçûñêèâàëèñü â âèäå:
u = u0 + εu1 + o(ε2) , ω2 = ω2

0 + εω1 + o(ε2) .



Îá îïðåäåëåíèè ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé â óïðóãîì öèëèíäðå 63Äëÿ ñòåðæíÿ, îñëàáëåííîãî ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòüþ ñ öåíòðîì â òî÷êå c0 ðàäè-óñà r0, áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâîê ê ñîáñòâåí-íûì ÷àñòîòàì:
ω1n = −8

3
ω2

0n

r0
l

cos
(
2ω0n

c0
l

)
. (1)Çäåñü ω0n � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ áåç ïîëîñòè.Íà îñíîâàíèè (1) áûëà ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà ïîëîñòè ïðèèñïîëüçîâàíèè èí�îðìàöèè î ïîïðàâêàõ ê ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòîòàì:

c0 = π−1l arccos

(
±1

6

√
ω12

ω11
+ 27

)
, (2)ïðè÷åì âûáèðàåòñÿ çíàê ¾+¿, åñëè ω11 < 0, è çíàê ¾−¿, åñëè ω11 > 0. Ïîñëåíàõîæäåíèÿ c0, r0 íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1).Îïèñàííûé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ îñåñèììåò-ðè÷íîé ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè ðàäèóñà r0 = 0.2R = 0.02ì â ñòåðæíå,äëèíà îñèêîòîðîãî l = 1ì, ðàäèóñ îêðóæíîñòè R = 0.1 ì.Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî áåçðàçìåðíûõ âîëíîâûõ÷èñåë κ = ωl

√
ρ/E, ïîëó÷åííûõ ïóòåì ïðÿìîãî ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéèíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà [3℄, äëÿ ñïëîøíîãî ñòåðæíÿ èäëÿ ñòåðæíÿ, îñëàáëåííîãî ïîëîñòüþ.Áåçïîëîñòè c0 = 0.1 c0 = 0.2 c0 = 0.3 c0 = 0.8 c0 = 0.9

κ1 1.57077 1.56913 1.56937 1.56974 1.57212 1.57236
κ2 4.71180 4.70874 4.71329 4.71656 4.71014 4.71472Òàáëèöà 1. Áåçðàçìåðíûå âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ ñòåðæíåâîé ìîäåëè.Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà è ðàäèóñà ñ�åðè-÷åñêîé ïîëîñòè ïî ïîïðàâêàì ê âîëíîâûì ÷èñëàì. Îòìåòèì, ÷òî ïîãðåøíîñòüâîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà ïîëîñòè íå ïðåâûøàåò 1.2%, ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿðàäèóñà ïîëîñòè íå ïðåâûøàåò 0.9%.

c0 = 0.1 c0 = 0.2 c0 = 0.3 c0 = 0.8 c0 = 0.9
c∗0 0.0996 0.1976 0.0294 0.7977 0.8990
r∗0 0.0202 0.0202 0.0201 0.0200 0.0200Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà è ðàäèóñà ïîëîñòè äëÿ îäíîìåðíîé ñòåðæ-íåâîé ìîäåëè.Äàëåå â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè áûë ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò ïî íàõîæäåíèþïàðàìåòðîâ îñåñèììåòðè÷íîé ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè, ðàäèóñà r0 = 0.2R = 0.02ìâ óïðóãîì èçîòðîïíîì êîíñîëüíî çàêðåïëåííîì öèëèíäðå, äëèíà îñè êîòîðîãî

l = 1ì, ðàäèóñ îêðóæíîñòè R = 0.1 ì.�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïà-êåòà Ansys 11.0. Áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ìàêðîÿçûêå APDL äëÿ Ansys äëÿâû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â öèëèíäðå â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà



64 Äåíèíà Î.Â.ïîëîñòè. Ïðè ýòîì ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûë èñïîëüçîâàí îáúåìíûé êîíå÷íûé ýëå-ìåíò SOLID 95.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ öèëèíäðà, èçãîòîâëåííîãî èçàëþìèíèÿ.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñâîáîäíîãî òîð-öà ñïëîøíîãî öèëèíäðà. Îòìåòèì, ÷òî ¾ïèêè¿ ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîé è âòîðîéðåçîíàíñíûì ÷àñòîòàì.

�èñ. 1. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñâîáîäíîãî òîðöà ñïëîøíîãî öèëèíäðà.Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ANSYS áûëè îáåçðàçìåðåíû.Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî áåçðàçìåðíûõ âîëíîâûõ ÷èñåëäëÿ ñïëîøíîãî öèëèíäðà è äëÿ öèëèíäðà, îñëàáëåííîãî ïîëîñòüþ.Áåçïîëîñòè c0 = 0.1 c0 = 0.2 c0 = 0.3 c0 = 0.8 c0 = 0.9

κ1 1.57827 1.57469 1.57457 1.57593 1.57951 1.57988
κ2 4.71410 4.70571 4.71336 4.71866 4.70879 4.71595Òàáëèöà 3. Âîëíîâûå ÷èñëà äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè öèëèíäðà.Íà îñíîâàíèè �îðìóë (1)�(2) ïðè èñïîëüçîâàíèè èí�îðìàöèè î ïîïðàâêàõ êâîëíîâûì ÷èñëàì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 3, ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-ìåíò ðåêîíñòðóêöèè ïàðàìåòðîâ ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè â öèëèíäðå.Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà ïîëîñòè c∗0 è ðàäèóñà r∗0.Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëîñòè ïîñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíîé ñòåðæíåâîé ìîäåëüþ âîçðàñòàåò (ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåø-íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà ïîëîñòè ñîñòàâëÿåò 24%, ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòüâîññòàíîâëåíèÿ ðàäèóñà ïîëîñòè ñîñòàâëÿåò 26%). Íàèáîëåå òî÷íî ïàðàìåòðû ïî-ëîñòè âîññòàíàâëèâàþòñÿ, êîãäà öåíòð ïîëîñòè íàõîäèòñÿ áëèçêî ê ñâîáîäíîìóòîðöó öèëèíäðà. Â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð ïîëîñòè íàõîäèòñÿ áëèçêî ê öåíòðó îñèöèëèíäðà, �îðìóëû (1)�(2) îêàçûâàþòñÿ íåïðèìåíèìûìè äëÿ èäåíòè�èêàöèè ïà-ðàìåòðîâ ïîëîñòè.



Îá îïðåäåëåíèè ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé â óïðóãîì öèëèíäðå 65
c0 = 0.1 c0 = 0.2 c0 = 0.3 c0 = 0.8 c0 = 0.9

c∗0 0.0756 0.161 0.2218 0.7159 0.8715
r∗0 0.0259 0.0272 0.0244 0.0211 0.0202Òàáëèöà 4. �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà è ðàäèóñà ïîëîñòè äëÿ òðåõìåðíîé ìî-äåëè öèëèíäðà (R = 0.1L).Ïðè óìåíüøåíèè ñîîòíîøåíèÿ ðàäèóñà öèëèíäðà ê åãî äëèíå òî÷íîñòü ðåêîí-ñòðóêöèè ïàðàìåòðîâ ïîëîñòè âîçðàñòàåò.Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà c∗0 è ðàäèóñà r∗0 îñåñèì-ìåòðè÷íîé ïîëîñòè äëÿ öèëèíäðà (äëèíà îñè êîòîðîãî l = 1ì, ðàäèóñ îêðóæíîñòè

R = 0.05ì). Èñõîäíûé ðàäèóñ ïîëîñòè � r0 = 0.2R = 0.01ì.
c0 = 0.1 c0 = 0.2 c0 = 0.3 c0 = 0.8 c0 = 0.9

c∗0 0.090 0.164 0.221 0.723 0.878
r∗0 0.0128 0.0126 0.0124 0.010 0.0098Òàáëèöà 5. �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ öåíòðà è ðàäèóñà ïîëîñòè äëÿ òðåõìåðíîé ìî-äåëè öèëèíäðà (R = 0.05L).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé �10-01-00194-à è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííî-âàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).
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Î ÏÎÒÅ�Å ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÒ�ÅÕÑËÎÉÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ ÓÏ�Ó�ÎÉ ÏÎËÎÑÛÑ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈßÌÈÅðåìååâ Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ òðåõìåðíîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïîòåðåóñòîé÷èâîñòè óïðóãîé ïîëîñû. Ïîëîñà ñîñòîèò èç òðåõ ñëîåâ. Âíóòðåííèé ñëîé (ÿäðî)ïðåäâàðèòåëüíî ðàñòÿíóò èëè ñæàò. Ïðîíàëèçèðâàíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé äå�îð-ìàöèè îò íà÷àëüíûõ äå�îðìàöèé.1. Ââåäåíèå. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñòàðåé-øèõ ïðîáëåì ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ìíîãî÷èñëåííûå èññëå-äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì â îñíîâíîì ïðîâîäÿòñÿ â ðàìêàõ îäíîìåð-íûõ è äâóìåðíûõ òåîðèé ñòåðæíåé, áàëîê, ïëàñòèí è îáîëî÷åê, ñì., íàïðèìåð, [1℄.Âìåñòå ñ òåì â ðÿäå ñëó÷àåâ, àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ òåîðèéíåâîçìîæåí èëè ñóùåñòâåííî çàòðóäíåí. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòüìåòîäû ïðîñòðàíñòâåííîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè [2℄. Ê ÷èñëó òàêèõ ñëó-÷àåâ ìîæíî îòíåñòè ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè âíóòðåííèõ íà÷àëüíûõ(ïðåäâàðèòåëüíûõ) íàïðÿæåíèé.Â äàííîé ðàáîòå â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìîòðåíà çàäà÷àîá óñòîé÷èâîñòè òðåõñëîéíîé ïëàñòèíêè, âî âíóòðåííåì ñëîå êîòîðîé äåéñòâóþòíà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Èíòåðåñ ê ó÷åòó íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé â ìíîãîñëîéíûõïëàñòèíêàõ ñâÿçàí, íàïðèìåð, ñ ñóùåñòâîâàíèåì òåõíîëîãè÷åñêèõ îñòàòî÷íûõ íà-ïðÿæåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èçãîòîâëåíèè òàêèõ êîíñòðóêöèé. Â ïîñëåäíååâðåìÿ òåîðèÿ ìíîãîñëîéíûõ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé íàøëà òàêæåïðèëîæåíèÿ â íàíîìåõàíèêå. Íàïðèìåð, èçãîòàâëèâàåìûå íàíîïëåíêè, êàê ïðà-âèëî, ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ, â êîòîðûõ òàêæå ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå íà-ïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå íåñîîòâåòñòâèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê èëè óñëîâèÿìèïîëó÷åíèÿ.Â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çäåñü èñïîëüçîâàíà ìîäåëü íåñæèìàåìîãîíåîãóêîâà ìàòåðèàëà (ìîäåëü Òðåëîàðà) [2℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíóòðåííèé ñëîéïîäâåðíóò ðàñòÿæåíèþ èëè ñæàòèþ, òàê ÷òî â íåì ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå äå-�îðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ. Äàëåå òðåõñëîéíàÿ ïëàñòèíêà ïîäâåðãàåòñÿ à��èííîéäå�îðìàöèè. Óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèíêè èçó÷àåòñÿ ñòàòè÷åñêèì ìåòîäîì Ýéëåðà, ñî-ñòîÿùèì â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ äå�îðìàöèè, ïðè êîòîðûõ ëèíåàðèçîâàííàÿêðàåâàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, ñì. [2℄. Ñîñòàâëåíû ëèíåàðè-çîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàæäîãî ñëîÿ. �åøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïî-ñòðîåíû ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿêðèòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé è âû÷èñëåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îò íà-÷àëüíûõ äå�îðìàöèé.2. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. Â ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ êàê ëè-íåéíîé, òàê íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè çà îòñ÷åòíóþ êîí�èãóðàöèþ, îò êîòî-ðîé îòñ÷èòûâàåòñÿ äå�îðìàöèÿ, îáû÷íî ïðèíèìàþò åñòåñòâåííîå, íåíàïðÿæåííîå



Î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òðåõñëîéíîé íåëèíåéíî óïðóãîé ïîëîñû 67ñîñòîÿíèå òåëà. Îäíàêî áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà îòñ÷åòíóþ êîí�èãóðàöèþ íåâîç-ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíà áûëà íåíàïðÿæåííîé äëÿ âñåãî òåëà. Òàêîé ñëó-÷àé èìååò ìåñòî, êîãäà òåëî ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûå âêëþ÷åíèÿ,êîòîðûå ñîçäàþò íåñîâìåñòíûå (ðàçðûâíûå) äå�îðìàöèè. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿ-æåííûå âêëþ÷åíèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ñîåäèíåíèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèéñ íàòÿãîì, â êîíñòðóêöèÿõ ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè, îáóñëîâëåííûìè ïëà-ñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè, íåðàâíîìåðíûì íàãðåâîì, �àçîâûìè ïåðåõîäàìè, íà-ïûëåíèåì ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ è äðóãèìè �àêòîðàìè. Â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ çàîòñ÷åòíóþ êîí�èãóðàöèþ ñëåäóåò ïðèíèìàòü òàêóþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-íîé äëÿ îäíèõ ÷àñòåé òåëà è íàïðÿæåííîé äëÿ äðóãèõ ÷àñòåé.Óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòíîé êîí�èãóðà-öèè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò) [2℄
∇ · D = 0, D = D(C), (1)ãäå ∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà â îò÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, D � òåíçîð íàïðÿæåíèéÏèîëû, C � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè.Òåíçîðû D è C çàâèñÿò îò îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Ïóñòü ìû èìååì äâå îò-ñ÷åòíûå êîí�èãóðàöèè κ è κ′, C è C′ � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàäèåíòû äå�îð-ìàöèè, îòâå÷àþùèå îäíîé òåêóùåé êîí�èãóðàöèè χ: C : κ → χ, C′ : κ′ → χ.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè ïðè èç-ìåíåíèè îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè: C = P · C′, P : κ → κ′, ãäå P � ãðàäèåíòäå�îðìàöèè ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ê äðóãîé.Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ Ïèîëû â ðàçíûõ îòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöèÿõ

D = (detC)C−1 ·T, D′ = (detC′)C′−1 · TÇäåñü T � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè. Îòñþäà âûâîäèì ñâÿçü ìåæäó D è D′

D′ = (detP)−1P ·D.Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëèòåëè ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè â ðàç-íûõ îòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöèÿõ è ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè ïåðåõîäà ðàâíû åäèíèöå:
detC = det C′ = detP = 1.Ìîäåëü íåñæèìàåìîãî íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà îòíîñèòåëüíî íåíàïðÿæåíèéîòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì óäåëüíîé ïîòåíöèàëü-íîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè W è òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû

W =
µ

2

[
tr(C ·CT ) − 3

]
, D = µC − pC−T ,ãäå µ� ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, èãðàþùèé ðîëü ìîäóëÿ ñäâèãà, p� äàâëåíèå â íåñæè-ìàåì òåëå, íå âûðàæàåìîå ÷åðåç äå�îðìàöèþ.Òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà îòíîñèòåëüíî ïðåäíà-ïðÿæåííîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì,èìååò âèä D′ = µPT · P · C′ − p′C′−T .Äëÿ îäíîðîäíîé äå�îðìàöèè òðåõñëîéíîé ïëèòû ñ ïðåäíàïðÿæåííûì ñðåäíèìñëîåì èìååì P = αi1i1 + βi2i2 +α−1β−1i3i3. Äëÿ êðàéíèõ ñëîåâ îòñ÷åòíàÿ êîí�è-ãóðàöèÿ íåíàïðÿæåííàÿ, äëÿ ñðåäíåãî � ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííàÿ, ñ ãðàäè-åíòîì äå�îðìàöèè P. Òàê êàê ïîñëå ñêëåèâàíèÿ ñëîè äå�îðìèðóþòñÿ ñîâìåñòíî,



68 Åðåìååâ Â.Â.èìååì
C = C′ = λ1i1i1 + λ2i2i2 + (λ1λ2)

−1i3i3.Äëÿ �îðìóëèðîâêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ëèíåàðè-çàöèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [2℄. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ñîñòîÿíèè îäíî-ðîäíîé äå�îðìàöèè ïëèòû, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåâîçìóùåííûì, íàêëàäûâàåòñÿìàëàÿ äå�îðìàöèÿ. Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âûâîäÿòñÿ ïóòåì ðàç-ëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà η. Ïîëàãàåì R = R0 + ηw,
D = D0 + ηḊ + . . .

Ḋ =
d

dη
D(C + η∇w)

∣∣∣∣
η=0

.Çäåñü çíàê ¾0¿ âíèçó îòíîñèòñÿ ê íåâîçìóùåííîìó ñîñòîÿíèþ, R � ðàäèóñ-âåêòîðòî÷åê òåëà â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, w � âåêòîð ìàëûõ äîáàâî÷íûõ ïåðå-ìåùåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ, óäåðæèâàÿ ÷ëåíû òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïàðà-ìåòðà η, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âåêòîðíîé �óíêöèè
w(x1, x2, x3).Äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìåþòâèä[3℄

Ḋ = µ∇w − ṗC−T + pC−T · ∇w · C−T . (2)Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ Ḋ′:
Ḋ′ = µA · ∇w − ṗC−T + p′C−T · ∇w ·C−T , A = α2i1i1 + β2i2i2 + (αβ)−2i3i3. (3)Äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà â ÷èñëî ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé âõîäèò óñëîâèåíåñæèìàåìîñòè, ëèíåàðèçîâàííàÿ âåðñèÿ êîòîðîãî èìååò âèä

tr(C−1 · ∇w) = 0. (4)�àññìîòðèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå òðåõñëîéíîé ïëèòû ñ íà÷àëüíûìèíàïðÿæåíèÿìè. Ïóñòü ïëèòà èìååò òîëùèíó 2h,âíóòðåííèé ñëîé èìååò òîëùèíó
h1, è 0 < x1 < a, 0 < x2 < b. Ñðåäíèé ñëîé ðàñòÿíóò â α ðàç âäîëü îñè x1, â β ðàçâäîëü îñè x2, çàòåì ñêðåïëÿåòñÿ ñ îäèíàêîâûìè âåðõíèì è íèæíèì ñëîÿìè. Ïîñëåýòîãî è ïëèòà äå�îðìèðóåòñÿ îäíîðîäíûì îáðàçîì êàê îäíî öåëîå, ïîä äåéñòâèåìñèë, ïðèëîæåííûõ ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü λ1, λ2 � êîý��èöèåíòû ðàñòÿ-æåíèÿ ïëèòû â íàïðàâëåíèÿõ x1 è x2 ñîîòâåòñòâåííî, µ � ìîäóëü ñäâèãà êðàéíèõñëîåâ, µ′ � ìîäóëü ñäâèãà ñðåäíåãî ñëîÿ, p è p′ � äàâëåíèÿ. Ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû
p è p′ íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ âåðòèêàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿ-æåíèé ñðåäíåãî è âåðõíåãî ñëîåâ â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè è äàþòñÿ �îðìóëàìè
p = µλ−2

1 λ−2
2 , p′ = µ′λ−2

1 λ−2
2 α−2β−2.Òàêèì îáðàçîì, ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû ñîñòîèò èçóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (1), â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ (2) äëÿ âíåøíèõ ñëîåâ è (3) äëÿ âíóòðåííåãî ñëîÿ, ëèíåàðèçîâàííîåóñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (4), äîïîëíåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè, êîòîðûå çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.Íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè òðåõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 â êàæäîì ñëîå ÿâëÿþòñÿñëåäóþùèå: wk, ṗ (k=1, 2, 3).
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(5)
m,n = 0, 1, 2, 3, . . .. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëåé, çàâèñÿùèõ îò x3. Åå ðå-øåíèå âåñüìà ãðîìîçäêî è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ïîäñòàíîâêà íàéäåííîãî ðåøåíèÿâ êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó êðèòè÷åñêèå äå�îðìà-öèè âèäà D(λ1, λ2;α, β, h, h1, µ, µ

′, m, n) = 0.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïëîñêîé äå�îðìàöèè,òî åñòü ñëó÷àåì α = 1, λ1 = 1,W1 = 0, n = 1. Âåëè÷èíó λ2 îáîçíà÷èì äëÿ ïðîñòîòû÷åðåç λ.Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà âíà÷àëå ðàññìîòðåíà îäíîñëîéíàÿ ïëèòà. Ïîêà-çàíî, ÷òî íàáëþäàåòñÿ î÷åíü õîðîøåå ñîâïàäåíèå ïðè ìàëûõ òîëùèíàõ ñ ðåçóëüòà-òàìè òåîðèè ïëàñòèí [1℄. Ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ïëàñòèíêè íàáëþäàþòñÿ áîëååñóùåñòâåííûå ðàñõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ óñèëèé, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå òðåõìåð-íîé è äâóìåðíîé òåîðèé.
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�èñ. 1. Ñëåâà ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ îò íà÷àëüíîãî óäëèíåíèÿ,óïðóãèå ìîäóëè ñëîåâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé: µ = µ′ è êîãäà óïðóãèå ìîäóëè îòëè÷àþòñÿ â10 ðàç: µ = 10µ′ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ñïðàâà äàíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ Nîò íîìåðà ìîäû âûïó÷èâàíèÿ m, β = 1.1, óïðóãèå ìîäóëè îòëè÷àþòñÿ â 10 ðàç: µ = 10µ′.�àññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòèäëÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû áåçðàçìåðíûå êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ
N = 1/2µ

∫ h
−hD22dx3 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî óäëèíåíèÿ β. Âèäíî, ÷òîíà÷àëüíîå ðàñòÿæåíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ. Ýòî óâåëè÷å-íèå òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ìîäóëü óïðóãîñòè âíóòðåííåãî ñëîÿ. Òàêæå ïîêàçàíûçíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ êàê �óíêöèÿ íîìåðà ìîäû âûïó÷èâàíèÿ. Çäåñüäëÿ óäîáñòâà �óíêöèÿ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà m ïîêàçàíà íåïðåðûâíîé ëèíèåé.Èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ: h = 0.1; h1 = 0.01.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ε∗ = λ∗ − 1 îòíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè β−1. Âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ β, ïðè êîòîðûõ ïî-
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�èñ. 2. Êðèòè÷åñêèå äå�îðìàöèè â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äå�îðìàöèé ïðè ðàçíûõòîëùèíàõ ïëèòû.òåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðè λ = 1, òî åñòü ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíûõäå�îðìàöèé.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿ-æåíèé íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè âîçìîæíî òîëü-êî áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé áåç ïðèëîæåíèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê.Àâòîð áëàãîäàðèò Ë.Ì. Çóáîâà çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ñòàòüè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (09-01-00459) è â ðàìêàõðåàëèçàöèè �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âîëüìèð À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà, 1967. 984 ñ.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1990. 512 ñ.[3℄ Çóáîâ Ë.Ì. Âûïó÷èâàíèå ïëàñòèíîê èç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ïðè à��èííîéíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè // ÏÌÌ. 1970. Ò. 34. Âûï. 4. Ñ. 632�642.Eremeev V.V. On the stability of three-layered non-linear elasti
 strip with initialstresses. Within the framework of three-dimensional non-linear elasti
ity the instability ofan elasti
 strip is investigated. The strip 
onsists of three layers. The middle layer (
ore) isinitially stret
hed. Hen
e the referen
e pla
ements for the layers are di�erent. The in�uen
eof the initial strains on the 
riti
al loads is analyzed.



ÀÑÏÈ�ÀÖÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÎ-ÓÏ�Ó�ÎÉ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÉÎÁÎËÎ×ÊÈÆáàíîâà Î.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè àñïèðàöèè îáîëî÷êè. Ïðè ðåøåíèèçàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê. Â ïðåäïîëîæåíèè îáîñåñèììåòðè÷íîñòè äå�îðìàöèè çàäà÷à ñòàòèêè ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòå-ìû íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîïîëíèòåëüíîé ñëîæ-íîñòüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå çàðàíåå íåèçâåñòíûõ îáëàñòåé êîíòàêòà îáîëî÷êè ñòâ¼ðäûì òåëîì (ìèêðîïèïåòêîé). �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðè-ñòðåëêè ïî íåñêîëüêèì ïàðàìåòðàì. Äëÿ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè, èçãîòîâëåííîé èç ìà-òåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à, ïîñòðîåíû �îðìû îáîëî÷êè ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõàñïèðàöèè. Ïîëó÷åí ãðà�èê çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ â ïèïåòêè è ãëóáèíû âñàñûâàíèÿîáîëî÷êè.Îáîëî÷êà êëåòêè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îðãàíîì, îáåñïå÷èâàþùèì å¼ �óíêöèîíè-ðîâàíèå. Ê �óíêöèÿì êëåòî÷íîé ìåìáðàíû îòíîñÿòñÿ òðàíñïîðò âåùåñòâ, ñîõðà-íåíèå öåëîñòíîñòè êëåòêè è å¼ çàùèòà. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâêëåòî÷íîé ìåìáðàíû ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ âñåé êëåòêè â öåëîì. Ìà-òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êëåòî÷íûõ ìåìáðàí îñíîâûâàþòñÿ íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ, ïî êîòîðûì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå ìåìáðàí íà èçãèá ïðåíå-áðåæèìî ìàëî, ìàòåðèàë ìåìáðàí ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòüâûñîêîýëàñòè÷íûì è íåñæèìàåìûì [1℄. Â ñèëó ýòîãî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ å¼ ìàòåìàòè-÷åñêîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíóþ òåîðèþáåçìîìåíòíûõ óïðóãèõ îáîëî÷åê. Îäíèì èç ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõìåìáðàí ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìèêðîïèïåòî÷íîé àñïèðàöèè (ðèñ. 1). Òåîðåòè÷åñêîå èñ-ñëåäîâàíèå äàííîãî ìåòîäà íåäîñòàòî÷íî è îñíîâûâàåòñÿ â îñíîâíîì íà óïðîùåí-íûõ ìîäåëÿõ [2, 3℄.
�èñ. 1. Ìèêðîïèïåòî÷íàÿ àñïèðàöèÿ õîíäðîöèòîâ: äî (a) è ïîñëå (b) ÷àñòè÷íîé àñïèðà-öèè êëåòêè â ìèêðîïèïåòêó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿÞíãà. Ìàñøòàáíàÿ ïîëîñêà � 5µm.Ïðèêëàäûâàåìàÿ íàãðóçêà ðàâíà 500Ïà [4℄.Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìèêðîïèïåòî÷íîé àñïèðàöèè êëåòêè.Êëåòî÷íóþ ìåìáðàíó ìîäåëèðóåì òîíêîé áåçìîìåíòíîé íåëèíåéíî�óïðóãîé îáî-ëî÷êîé, äåéñòâèå âíóòðèêëåòî÷íîãî âåùåñòâà íà ìåìáðàíó ïðèíèìàåì êàê ðàâíî-ìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå íîðìàëüíîå äàâëåíèå. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå



72 Æáàíîâà Î.Â.íàïðÿæåííî�äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåìáðàíû è ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòèìåæäó âåëè÷èíîé äàâëåíèÿ â ïèïåòêå ïðè àñïèðàöèè è äå�îðìàöèåé êëåòêè.�àññìîòðèì îáîëî÷êó ïîñòîÿííîé òîëùèíû h, êîòîðàÿ â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðà-öèè ÿâëÿåòñÿ ñ�åðîé ñ ðàäèóñîì r0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè àñïèðàöèè îáîëî÷êàèìååò îñåñèììåòðè÷íóþ �îðìó ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ íåèçâåñòíûìè �óíê-öèÿìè R(s) è Z(s). Âíåøíÿÿ íàãðóçêà îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ âåëè÷èíàìè äàâëåíèé.Âíåøíåå äàâëåíèå pe ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàâëåíèå ñðåäû íà îáîëî÷êó êëåòêè.Âíóòðåííåå äàâëåíèå â êëåòêå îáîçíà÷èì pi. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ �îðìû êëåòêè îíîäîëæíî ïðåâîñõîäèòü âíåøíåå äàâëåíèå. Ïðîöåññ àñïèðàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñî-çäàíèè ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ â ïèïåòêå pp, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êëåòêà íà÷èíàåòâòÿãèâàòüñÿ â ìèêðîïèïåòêó.
A AB B
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p
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�èñ. 2. Ñëàáàÿ è ñðåäíÿÿ àñïèðàöèè îáîëî÷êè.Ñëó÷àé, êîãäà ñîïðèêîñíîâåíèå îáîëî÷êè è ìèêðîïèïåòêè ïðîèñõîäèò â îäíîéòî÷êå C, íàçîâåì ñëó÷àåì ñëàáîé àñïèðàöèè. Òîãäà çàäà÷à î ðàâíîâåñèè �îðìó-ëèðóåòñÿ äëÿ äâóõ îáëàñòåé îáîëî÷êè (ðèñ. 2): ó÷àñòîê AC � îáëàñòü, ëåæàùàÿâíå ìèêðîïèïåòêè, CB � îáëàñòü, ëåæàùàÿ â ìèêðîïèïåòêå. Ïðè äîñòèæåíèèîïðåäåëåííîãî ïîðîãà äàâëåíèÿ êîíòàêò îáîëî÷êè è ìèêðîïèïåòêè ïåðåðàñòàåò âçîíó êîíòàêòà CD. Êîãäà ìû èìååò òîëüêî îäíó çîíó êîíòàêòà ñ âíóòðåííèìèñòåíêàìè ìèêðîïèïåòêè, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ñðåä-íåé àñïèðàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà òðåõ ó÷àñòêàõ îáîëî÷êè: AC �îáëàñòü, ëåæàùàÿ âíå ìèêðîïèïåòêè, BD � îáëàñòü, ëåæàùàÿ â ìèêðîïèïåòêå,
CD � îáëàñòü êîíòàêòà.Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îáîëî÷êè çàäàåì �óíêöèåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèÁàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à:

W ∗ = 2µ(λ1 + λ2 +
1

λ1λ2

− 3).Âñå äàâëåíèÿ, ïðèõîäÿùèåñÿ íà îáîëî÷êó, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè: q = ξN . Íàðàçíûõ ó÷àñòêàõ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿâåêòîðà íîðìàëè):
ξAC = pe − pi, ξ

BC = pp − pi. (1)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèé è �óíêöèþ ψ(q′) � óãîëíàêëîíà êàñàòåëüíîé ê äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êå. Â äàííîé çàäà÷å îíè âûðàæà-þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
λ1 =

√
R′2 + Z ′2

r′2 + z′2
, λ2 =

R

r
, tanψ =

Z ′

R′ .
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▽ · L+ q = 0. (2)�ðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, â ñëó÷àå ñëàáîéàñïèðàöèè, íà ó÷àñòêàõ AC (îáëàñòü âíå ïèïåòêè) è BC (îáëàñòü â ïèïåòêå) èìåþòâèä:

A :
λ1 = λ2 =

A

r0
ψ = 0

, B :
λ1 = λ2 =

B

r0
ψ = π

, C :
λ1

AC(sC) = λ1
CB(sC)

λ2
AC(sC) = λ2

CB(sC) =
rp

r(sC)

. (3)Â ñëó÷àå ñðåäíåé àñïèðàöèè ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèéðàâíîâåñèÿ íà ó÷àñòêàõ AC (îáëàñòü âíå ïèïåòêè), CD (çîíà êîíòàêòà îáîëî÷êèè ïèïåòêè) è BD (îáëàñòü â ïèïåòêå) èìåþò âèä:
A :

λ1 = λ2 =
A

r0
ψ = 0

, C :

λ1
AC(sC) = λ1

CD(sC)

λ2
AC(sC) =

rp
r(sC)

ψ < π

(4)
B :

λ1 = λ2 =
B

r0
ψ = π

, D :

λ1
BD(sD) = λ1

BD(sD)

λ2
BD(sD) =

rp
r(sD)

ψ =
π

2

.Çäåñü sC , sD � íåèçâåñòíûå ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ãðàíèö îáëàñòåé, rp �ðàäèóñ ïèïåòêè, A è B � íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êðàòíîñòåéóäëèíåíèé â òî÷êàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû sC , sD, A, Bîïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íåðàçðûâíîñòè, íàëàãàåìûõ íà ðåøåíèÿ â òî÷êàõ C è
D. Â èòîãå, óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2) îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè ñ�åðè÷åñêîéîáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, âû-ðàæåííûå ÷åðåç �óíêöèè êðàòíîñòåé óäëèíåíèé λ1, λ2 è óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîéê äå�îðìèðîâàííîìó ñå÷åíèþ ψ, ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå òðåõ óðàâíåíèé:




λ′1 =

[
− g22

′

2g22

(
∂W ∗

∂λ1

− ∂2W ∗

∂λ1∂λ2

λ2

)
+

√
g11

g22

cosψ

(
∂W ∗

∂λ2

− ∂2W ∗

∂λ1∂λ2

λ1

)](
∂2W ∗

∂λ1
2

)−1

,

λ′2 =

√
g11

g22
λ1 cosψ − g22

′

2g22
λ2 ,

ψ =

(
−ξλ1λ2

h
− 1√

g22

∂W ∗

∂λ2

sinψ

)(
1√
g11

∂W ∗

∂λ1

)−1

.

(5)
Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ðàâíîâåñèå îáîëî÷êè íà îáîèõ ó÷àñòêàõ ABè BC (â ñëó÷àå ñëàáîé àñïèðàöèè) è íà ó÷àñòêàõ AC è BD (â ñëó÷àå ñðåäíåéàñïèðàöèè). Îòëè÷èå íà ó÷àñòêàõ ñîñòîèò â ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ ξ, çàäàâàåìûõ



74 Æáàíîâà Î.Â.ñîîòíîøåíèÿìè (1). Äëÿ çîíû êîíòàêòà îáîëî÷êè è ñòåíêè ïèïåòêè (â ïðîåêöèè íàïëîñêîñòü ýòîò ó÷àòîê îáîçíà÷àåòñÿ CD) óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñâîäÿòñÿ ê îäíîìóóðàâíåíèþ:
λ′1 = − cot s

(
∂W ∗

∂λ1

− ∂2W ∗

∂λ1∂λ2

λ2

)(
∂2W ∗

∂λ1
2

)−1

. (6)Ñèñòåìà íåëèíåéíûõ ÎÄÓ (5) è óðàâíåíèå (6) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3)è (4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé èùåòñÿ ÷èñëåííî ìåòî-äîì ïðèñòðåëêè ïî òð¼ì ïàðàìåòðàì sc, A,B. Èíòåãðèðîâàíèå äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì �óíãå�Êóòòà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà. ×èñëåííîåðåøåíèå ðåàëèçîâàíî â ìàòåìàòè÷åñêîì ïàêåòå Matlab.Âàæíûì ïîêàçàòåëåì ÿâëÿåòñÿ òî, êàê ãëóáîêî âòÿíóëàñü êëåòêà â ïèïåòêó, âçàâèñèìîñòè îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ è ðàäèóñà ïèïåòêè. Íà ðèñ. 3. ïðåäñòàâëåíàçàâèñèìîñòü ìåæäó ãëóáèíîé âñàñûâàíèÿ îáîëî÷êè â ìèêðîïèïåòêóH è ðàçíîñòüþäàâëåíèé △p∗ = △p/µ, ãäå △p = ξAB − ξBC .Îáîëî÷êà èìååò êàêóþ-òî êðèâèçíó, è â íà÷àëüíûé ìîìåíò, êîãäà íåòâçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìåìáðàíîé è ìèêðîïèïåòêîé, êëåòêà óæå ïîãðó-æåíà â ïèïåòêó íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó. Ïîýòîìó íà÷àëüíàÿ òî÷êà ãðà-�èêà çàâèñèò îò äàâëåíèÿ â êëåòêå è âåëè÷èíû ðàäèóñà ïèïåòêè. �ðà-�èê çàâèñèìîñòè ãëóáèíû âñàñûâàíèÿ îáîëî÷êè â ìèêðîïèïåòêó è ðàç-íîñòè äàâëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ñðåäíåé àñïèðàöèè ïîñòðîåí äëÿ çíà÷åíèé
rp = 0, 5R0, ξ

AB = 0, 005, ξBC ∈ [0, 05, 0, 0175], ξBD ∈ [0, 0175, 0.0365].Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû �îðìû ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè, ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé äàâëåíèÿ ξBC ïðè ξAB = 0,005 è rp = 0,5r0.
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�èñ. 4. Ôîðìà äå�îðìèðîâàííîéîáîëî÷êè ïðè àñïèðàöèè.�ðà�èê 1 � �îðìà ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè äî äå�îðìàöèè, ãðà�èê 2 � ïðîìåæó-òî÷íàÿ �îðìà ñå÷åíèÿ ïðè ñëàáîé àñïèðàöèè, ãðà�èê 3 � �îðìà ñå÷åíèÿ îáîëî÷-êè íà ïîñëåäíåì øàãå äî òîãî, êàê êîíòàêòà ìåæäó îáîëî÷êîé è ìèêðîïèïåòêîéïðåñòàíåò áûòü òî÷êîé, ãðà�èê 4 � ïðîìåæóòî÷íûé ãðà�èê �îðìû ïðè ñðåä-íåé àñïèðàöèè (îáîëî÷êà ïðèëåãàåò ê ñòåíêàì ìèêðîïèïåòêè), ãðà�èê 5 � �îðìà
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Evans E.A., Ho
hmuth R.M. Me
hano
hemi
al Properties of Membrane // CurrentTopi
s in Membranes and Transport. Bronner F., Klienzeller A. (eds.) A
ademi
 Press.1978. � 10. Pp. 1�65.[2℄ Fung Y.C. Biome
hani
s.: 2en ed. Springer S
ien
e, 1993. 569 p.[3℄ White J. G., Burris S.M., Tukey D., Smith C., Clawson C.C. Mi
ropipette aspirationof human platelets: in�uen
e of mi
rotubules and a
tin �laments on deformability //Blood. 1984. � 17. Pp. 210�214.[4℄ Baaijens P. T., Tri
key R., Laursen A., Guilak F. Large Deformation Finite ElementAnalysis of Mi
ropipette Aspiration to Determine the Me
hani
al Properties of theChondro
yte // Annals of Biomedi
al Engineering. 1978. V. 33. � 4. Pp. 492�499.[5℄ Çóáîâ Ë.Ì., Êîëåñíèêîâ À.Ì. Áîëüøèå äå�îðìàöèè óïðóãèõ áåçìîìåíòíûõ îáîëî-÷åê âðàùåíèÿ // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè.2004. � 1. Ñ. 33�37.[6℄ Kolesnikov A.M., Zubov L.M. Large bending deformations of a 
ylindri
al membranewith internal pressure // ZAMM. 2009. � 89. Issue 4. Pp. 288�305.Zhbanova O.V. Aspiration of a nonlinear elasti
 spheri
al shell. In arti
le reports onmodel of aspiration of membrane. A nonlinear theory of membrane shells is used for solvingthe problem. Stati
s problem is redu
ed to a boundary value problem of the set of nonlinearordinary di�erential equations in the axisymmetri
 
ases of deformation. It is noted that areaof intera
tion between the membrane and the solid (a mi
ropipette) is a point or area withpre unknown boundaries. The false position method by several parameters is used to solve theboundary value problem. We assume that the material properties determined by the fun
tionof the potential energy of Bartenev�Khazanovi
h. Deformed shape of the shell for di�erentdegrees of aspiration are 
onstru
ted for a spheri
al shell. Dependen
e of pressure in thepipette and the depth of the shell su
tion is plotted.



Ï�Î��ÀÌÌÍÀß ÎÁÎËÎ×ÊÀ ÀÍÀËÈÇÀ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕÈ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÆåðåáêî À.È.∗, Êàðÿêèí Ì.È.∗,∗∗
∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó
∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÂ ðàìêàõ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple ðàçðàáîòàíà èíòåðàêòèâíàÿ îáî-ëî÷êà äëÿ àíàëèçà çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ïîääåðæèâàþùàÿ äâóñòîðîííèéîáìåí äàííûìè ñî ñðåäîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà FlexPDE. Âîçìîæíîñòè èñïîëü-çîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîé ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ îáðàòíûõçàäà÷, ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòâåð-ñòèåì.1. Ââåäåíèå. Ó÷åò íåëèíåéíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àêòóàëüíûõ òðåáîâàíèé êìîäåëÿì ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, è îñîáåííî ê òåì èç íèõ, êîòîðûåïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ìÿãêèõ áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé. Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäå-íèÿ òàêèõ òêàíåé îáÿçàòåëüíî äîëæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî è ïðè åñòåñòâåííîì �óíê-öèîíèðîâàíèè, è â ïðîöåññå îïåðàöèîííîãî âìåøàòåëüñòâà îíè èñïûòûâàþò äå-�îðìàöèè, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèå ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîé òåîðèè.Íå ñëó÷àéíî ñîâðåìåííûå ïàêåòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà àêòèâíî âíåäðÿþòðàçëè÷íûå ìîäåëè ó÷åòà áîëüøèõ äå�îðìàöèé.Îäíîé èç ñåðüåçíûõ ïðîáëåì, ñòîÿùèõ ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè â ýòîé ñâÿçè ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîáëåìà êîððåêòíîãî âûáîðà ñàìîé ìîäåëè, êîòîðàÿ â ñëó÷àå ïðîñòîãîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñâîäèòñÿ ê âûáîðó àäåêâàòíîé �óíêöèè óäåëüíîé ïîòåíöè-àëüíîé ýíåðãèè, à òàêæå â îïðåäåëåíèè åå íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð,óïðóãèõ ìîäóëåé). Ïîýòîìó äî ñèõ ïîð àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êàíî-íè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëèðîâàíèåì ýêñïåðèìåíòîâ ïîîïðåäåëåíèþ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê � îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ, êðó÷åíèÿ,èçãèáà è ò. ï. � â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Ñ ïîìîùüþ ïîëóîáðàòíîãî ìåòîäà ìíî-ãèå èç ýòèõ çàäà÷ óäàåòñÿ ñâåñòè ê àíàëèçó êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïàðàò àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà êîòî-ðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàííûì. Êðîìå òîãî, ñîâðåìåííûå ñðåäñòâàêîìïüþòåðíîé àëãåáðû ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî íàäåæíî è ý��åêòèâíî ãåíåðèðî-âàòü òàêèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ øèðîêîãî êëàññà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé [1℄.Â òî æå âðåìÿ îñîáåííîñòè ìÿãêèõ áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé íå ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòüðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäèê, ïðèãîäíûõ äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîíñòðóêöèîííûõìàòåðèàëîâ � èç ýòèõ òêàíåé íåëüçÿ èçãîòîâèòü, íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûé öèëèí-äðè÷åñêèé îáðàçåö äëÿ îïûòîâ ïî îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ. Ýòî äåëàåò íåîáõîäè-ìûì äåòàëüíîå èçó÷åíèå ðÿäà çàäà÷, íå ñâîäÿùèõñÿ ê îäíîìåðíûì � íàïðèìåð,çàäà÷ó î ðàñòÿæåíèè íåâûñîêîãî öèëèíäðà èç ìÿãêîãî ìàòåðèàëà, êðàÿ êîòîðîãîæåñòêî ñöåïëåíû ñ ïåðåìåùàåìûìè ïëîñêîñòÿìè [2℄. Ýòî îçíà÷àåò, â ñâîþ î÷åðåäü,íåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ìåòîäîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà.



Ïðîãðàììíàÿ îáîëî÷êà àíàëèçà çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè 77Áîëüøèíñòâî êîììåð÷åñêèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïàêåòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿíåëèíåéíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ¾ýêñòåíñèâíûé ïîäõîä¿, ñâÿçàííûé ñ ðàñøèðåíè-åì êîëè÷åñòâà ìîäåëåé, ¾çàøèòûõ¿ â ñîñòàâ ¾ðåøàòåëåé¿ ïàêåòà. Â íèõ èìåþòñÿè ñðåäñòâà ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ òàêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-íûõ. Îäíàêî ðåøåíèå âîïðîñà î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè òîé èëè èíîé ìîäåëè, à òàêæåâíåäðåíèå íîâîé ìîäåëè íåëèíåéíî-óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ â òàêèå ïàêåòû ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ïðîáëåìó. Â ýòîé ñâÿçè äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâáûë âûáðàí ïàêåò FlexPDE [3℄, îïèðàþùèéñÿ íå íà ãîòîâûé íàáîð êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ, à ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ àíàëèçà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà.Öåëüþ èññëåäîâàíèé áûëà ðàçðàáîòêà â ñðåäå Maple ïðîãðàììû, ðàñøèðÿþùåéâîçìîæíîñòè ñèñòåìû ãåíåðèðîâàíèÿ è àíàëèçà îäíîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ [1℄.2. Ìîäåëüíûå çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî îñíîâíûåâîçìîæíîñòè ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû, ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñòÿæåíèè ïðÿ-ìîóãîëüíîãî îáðàçöà ñ êðóãëûì îòâåðñòèåì. Ñ÷èòàåì, ÷òî èññëåäóåìûé îáðàçåöïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè h è d, íèæíÿÿ ñòîðîíà êîòîðîãîæåñòêî çàùåìëåíà, ê âåðõíåé � ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóç-êà P , áîêîâûå ãðàíè ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé; â öåíòðå îáðàçåö èìååò êðóãëîåîòâåðñòèå ðàäèóñà r (ðèñ. 1). Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèéâ îáðàçöå, à òàêæå íàéòè çàâèñèìîñòü �îðìû îòâåðñòèÿ îò âåëè÷èíû íàãðóçêè.Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à (â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè) âêëþ÷åíà âáàçîâûé ïàêåò äîêóìåíòàöèè ïàêåòà FlexPDE [3℄.

�èñ. 1. �àñòÿæåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòâåðñòèåì.Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â ðàìêàõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíè-ÿìè
X1 = X1(x1, x2), X2 = X2(x1, x2), X3 = x3, (1)ãäå xk, Xm � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà â îòñ÷åòíîé è òåêóùåéêîí�èãóðàöèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷åòîì (1) óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òåðìèíàõêîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû D �îðìàëüíî èìåþò ïðîñòîé âèä

∂Di1

∂x1
+
∂Di2

∂x2
= 0, i = 1, 2. (2)



78 Æåðåáêî À.È., Êàðÿêèí Ì.È.Ïðè ýòîì ïåðâàÿ ïðîáëåìà ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2) ñîñòîèò â âûâîäå ïðåäñòàâëå-íèé âåëè÷èí Dij ÷åðåç �óíêöèè Xm(x1, x2) íà îñíîâå îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
Dij =

∂W

∂Cij
,ãäå Cij = ∂Xj/∂xi � êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè, à W � �óíêöèÿ óäåëü-íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Âû÷èñëåíèå ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé íà îñíîâå çàäàííîãîïîëüçîâàòåëåì âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè W âûïîëíÿåòñÿ ðàçðàáîòàííîé Maple-ïðîãðàììîé. Îò ïîëüçîâàòåëÿ ïðîãðàììû òðåáóåòñÿ áàçîâîå çíàêîìñòâî ñ ïàêå-òîì FlexPDE, ïîçâîëÿþùåå îïèñàòü ãåîìåòðèþ èññëåäóåìîé îáëàñòè è ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ íà âñòðîåííîì ÿçûêå ýòîãî ïàêåòà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿu|S1 = 0, D · n|S2 = 0, D · n|S3 = P, D · n|S4 = 0; D · n|S5 = 0; (3)äîëæíû áûòü çàìåíåíû èõ àíàëîãàìè â ïàêåòå FlexPDE è ñîõðàíåíû âìåñòå ñîïèñàíèåì ãåîìåòðèè â îòäåëüíîì òåêñòîâîì �àéëå. Â (3) S1 � íèæíÿÿ ñòîðîíà,

S3 � âåðõíÿÿ ñòîðîíà, S2, S4 � áîêîâûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, S5 � ãðàíèöàîòâåðñòèÿ, u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé.È îïèñàíèå ãåîìåòðèè, è îïèñàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìîãóò ñîäåðæàòü ¾ïå-ðåìåííûå¿ � íå îïðåäåëåííûå ïîëüçîâàòåëåì ïàðàìåòðû (âåëè÷èíà íàãðóçêè
P â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå). �àçðàáîòàííàÿ Maple-ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, îïðåäåëÿòü íàëè÷èå òàêèõ ïàðàìåòðîâ, à, âî-âòîðûõ, â èíòåðàêòèâíîì ðå-æèìå âûÿñíèòü íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó íèìè(íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðèëîæåííîé íàãðóçêîé è óäëèíåíèåì îáðàçöà).Äëÿ ñîçäàíèÿ èíòåð�åéñà ïîëüçîâàòåëÿ â ñðåäå Maple èñïîëüçîâàíà òåõíîëîãèÿMaplets.Â �àéë îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äîáàâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêèãåíåðèðóåìûé â ñðåäå Maple áëîê îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ñèíòàêñèñå ñðåäûFlexPDE. Îáìåí äàííûìè ìåæäó ñðåäàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîðàçðàáîòàííûõ êîìàíäíûõ �àéëîâ, ïîçâîëÿþùèõ àâòîìàòè÷åñêè çàïóñêàòü ðàñ÷åòñãåíåðèðîâàííîãî ñêðèïòà çàäà÷è èç Maple âî FlexPDE, ïåðåäàâàòü ïîëó÷åííûå âïîñëåäíåì ðåçóëüòàòû â ïàêåò Maple, è çàêðûâàòü âíåøíèé ¾ðåøàòåëü¿ ïî îêîí÷à-íèè ðàñ÷åòà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîëüçîâàòåëü ìîæåò êîððåêòèðîâàòü ïîñòàíîâêóçàäà÷è è îïèñàííûé ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, íî óæå äëÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è â êà÷åñòâå âûðàæåíèÿ äëÿ óïðóãîãî ïî-òåíöèàëà áûëà âûáðàíà �óíêöèÿ ýíåðãèè ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî (óïðîùåííûéâàðèàíò) [4℄:

W =
µ

2

(
I2I

−1
3 + 2

√
I3 − 5

)
,ãäå Ik � ãëàâíûå èíâàðèàíòû ìåðû äå�îðìàöèè Êîøè.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé �èãóðû, â êîòîðóþïðè ðàñòÿæåíèè ïðåâðàùàåòñÿ êðóãîâîå îòâåðñòèå, îò âåëè÷èíû íàãðóçêè P . Äëÿñðàâíåíèÿ ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ãðà�èêå èçîáðàæåíà êðèâàÿ çàâèñèìîñòè, ñîîò-âåòñòâóþùåé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âèäíî, ÷òî ïðè P = 0.15µ èìååòñÿ ïî÷òè



Ïðîãðàììíàÿ îáîëî÷êà àíàëèçà çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè 79äâóêðàòíîå îòëè÷èå ìåæäó ðåøåíèÿìè. Â òî æå âðåìÿ ðàñ÷åòû íàïðÿæåíèé ïî-êàçàëè, ÷òî âåëè÷èíà êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â ðàññìîòðåííîìäèàïàçîíå íàãðóçîê îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîé òåîðèè íå áîëåå, ÷åì íà 1%.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé îòâåðñòèÿ îò ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè: ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ � íåëèíåéíîå ðåøåíèå, ïóíêòèðíàÿ � ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äåìîíñòðèðóþùåãî âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ îá-ðàòíûõ çàäà÷, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó. Äàí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé d, âöåíòðå êîòîðîãî èìååòñÿ ýëëèïòè÷åñêîå îòâåðñòèå ñ ïîëóîñÿìè a è b. Íèæíÿÿ ñòî-ðîíà êâàäðàòà çàùåìëåíà, âåðõíÿÿ � æåñòêî ñöåïëåíà ñ ïîâåðõíîñòüþ àáñîëþòíîòâåðäîãî òåëà, êîòîðîå ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè; áîêî-âûå ñòîðîíû ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ êâàäðàòàíà k% îòâåðñòèå ïðèíÿëî �îðìó �èãóðû, ó êîòîðîé ïîëóîñè A è B îäèíàêîâû.Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a/b � îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïñà âîòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè.Ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ k è b ïîäáîð ïàðàìåòðà a îñóùåñòâëÿëñÿ èòåðà-öèîííî, ïðè ýòîì â ñðåäå Maple àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðîâàëàñü, à çàòåì ïåðåäàâà-ëàñü äëÿ âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïÿòíàäöàòè-äâàäöàòè (âçàâèñèìîñòè îò íàñòðîåê òî÷íîñòè è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé) ñêðèïòîâ äëÿàíàëèçà âî FlexPDE, ïðè÷åì êàæäûé ñëåäóþùèé ñêðèïò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèí�îðìàöèþ íà ïðåäûäóùåì øàãå.�åçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple ðàçðàáî-òàí àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êðàåâûõ çàäà÷ äâóìåðíîé íåëèíåéíîéòåîðèè óïðóãîñòè î ðàâíîâåñèè òåë, â òîì ÷èñëå íåêàíîíè÷åñêîé �îðìû. �åàëè-çîâàíà ñõåìà àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ òèïà çàäà÷è (îäíîìåðíàÿ, ò. å. ñâîäÿ-ùàÿñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé, äâóìåðíàÿ èëè òðåõìåðíàÿ) è âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà¾ðåøàòåëÿ¿. Äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ îñóùåñòâëåíà èíòåãðàöèÿ âîçìîæíî-ñòåé ïàêåòà Maple è ñèñòåìû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà FlexPDE, ïîçâîëÿþùàÿíà îñíîâå çàäàííîé ïîëüçîâàòåëåì ãåîìåòðèè îáëàñòè, âèäà íàãðóæåíèÿ è ìîäåëè
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïòè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ îò óäëèíåíèÿ ïðÿ-ìîóãîëüíèêà.ìàòåðèàëà (óïðóãîãî ïîòåíöèàëà) â àâòîìàòèçèðîâàííîì ðåæèìå ïðîâåñòè ïîëíûéàíàëèç ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. �àçðàáîòàííàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,ðåøàòü ïðîñòåéøèå îáðàòíûå çàäà÷è ïî ïîäáîðó èëè îïðåäåëåíèþ îäíîé ñêàëÿð-íîé õàðàêòåðèñòèêè (ãåîìåòðè÷åñêîãî, ìàòåðèàëüíîãî èëè ñèëîâîãî ïàðàìåòðà)ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Gavrilya
henko T.M., Karyakin M. I., Sukhov D.Yu. Designing of the interfa
e fornonlinear boundary value problem solver using Maple // Pro
eedings of the InternationalConferen
e on Computational S
ien
es and its Appli
ations (ICCSA 2008). IEEEComputer So
iety, Los Alamitos-Washington-Tokyo. Pp. 284�291.[2℄ Miller K. How to test very soft biologi
al tissues in extension? // Journal ofBiome
hani
s. 2001. Vol. 34. Pp. 651�657.[3℄ Ba
kstrom G. Fields of Physi
s by Finite Element Analysis // FlexPDE: �niteelement model builder for Partial Di�erential Equations [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ℄.http://www.pdesolutions.
om/
gi-bin/getbook50[4℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 320 ñ.Zherebko A. I., Karyakin M. I. Program shell for analysis of one-dimensional andtwo-dimensional non-linear elasti
 problems. Within the bounds of 
omputer algebra systemMaple the intera
tive system for analysis of non-linear elasti
 problems has been developed. Itallows two-way data ex
hange with �nite-element modeling system FlexPDE. The abilities ofthe program shell in
luding one for solving some types of inverse problems are demonstratedon the problem about tension of the sample 
ontained a hole.
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∗∗Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïî ïðîáëåìåàíàëèçà íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ ý��åêòîâ ïðè îäíîâðåìåííîì ðàñïðîñòðàíåíèèäâóõ ñäâèãîâûõ óïðóãèõ âîëí Ëÿâà ðàçëè÷íîé êðóãîâîé ÷àñòîòû ωm (m = 1, 2) â ïðî-ñòðàíñòâåííîé âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðå ñ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè. Ïðè èñ-ñëåäîâàíèè èñïîëüçîâàíà ìîäåëü �èçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêî-ãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ïðåäïîëàãàþùàÿ èñïîëüçîâàíèå óïðóãîãî ïîòåíöèàëà ñ êâàäðàòè÷-íûìè è êóáè÷åñêèìè ÷ëåíàìè ïî äå�îðìàöèÿì è íåëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ êîíå÷-íûõ äå�îðìàöèé. Èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ðàçëîæåíèåì õàðàêòåðèñòèê íåëè-íåéíûõ óïðóãèõ âîëí â ðÿäû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó â âèäå îòíîøåíèÿ àìïëèòóäû âîëíûê åå äëèíå. Äëÿ ñóììû äâóõ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü óïðóãî ýêâèâàëåíòíîãî íàïðàâ-ëåíèÿ Ox1 ëèíåéíûõ âîëí ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè è äëèíàìè àíãàðìîíè÷åñêîå âîçìóùåíèåñîñòàâëÿþò âòîðûå ãàðìîíèêè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ñ ÷àñòîòàìè 2ωm (m = 1, 2) èñëàãàåìîå ¾êîìáèíàöèîííîãî¿ òèïà, îòâå÷àþùåå âîëíå ñ ÷àñòîòîé ω1 + ω2. �àñ÷åòû êè-íåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âòîðûõ ãàðìîíèê èññëåäóåìûõ âîëí ïðîâåäåíû äëÿ ñîñòàâ-íîãî âîëíîâîäà èç ñëîÿ ìîíîêðèñòàëëà ãåðìàíèÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà èç ìîíîêðèñòàëëàêðåìíèÿ ñ êîëëèíåàðíûìè íàïðàâëåíèÿìè óïðóãîé ñèììåòðèè. Èñïîëüçóåìûé â ðàáîòåïîäõîä ðàíåå áûë ïðèìåíåí ïðè àíàëèçå íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé äëÿîáîáùåííûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí Ëÿâà â àíèçîòðîïíîì ñëîå ìåæäó àíèçîòðîïíûìèïîëóïðîñòðàíñòâàìè [1�2℄.Ââåäåíèå. Èññëåäóåìàÿ âîëíîâîäíàÿ ñòðóêòóðà îòíåñåíà ê ñèñòåìå íîð-ìèðîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò, â êîòîðîé ñëîé çàíèìàåò îáëàñòü V1 =
{−∞ < x1, x2 < ∞,−h 6 x3 6 0}, à ïîëóïðîñòðàíñòâî-ïîäëîæêà � îáëàñòü
V2 = {−∞ < x1, x2 < ∞, 0 < x3 < ∞}. Äëÿ àíàëèçà íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷å-ñêèõ ý��åêòîâ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè íåñêîëüêèõ ñäâèãîâûõ óïðóãèõ âîëí Ëÿâàñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè âäîëü êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ Ox1, êîëëèíåàðíîãîóïðóãî-ýêâèâàëåíòíûì íàïðàâëåíèÿì êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñëîÿ è ïîëó-ïðîñòðàíñòâà, èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü �èçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî äå-�îðìèðîâàíèÿ óïðóãîãî ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà êëàññà m3m êóáè÷å-ñêîé ñèñòåìû, áàçèðóþùàÿñÿ íà ïðåäñòàâëåíèÿõ óïðóãîãî ïîòåíöèàëà U è äå�îð-ìàöèé εjk â âèäå

U =
1

2
cjqrkεrqεjk +

1

6
cjqrklmεrqεjkεlm, (1)

εjk =
1

2
(ul,k + uk,j + ul,jul,k), (2)



82 Æîãîëåâà Í.Â., Ñòîðîæåâ Â.È.ãäå c(p)jqrk, c(p)jqrklm� ñîîòâåòñòâåííî òåíçîðû óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ âòîðîãî è òðåòüåãîïîðÿäêà äëÿ ìîíîêðèñòàëëà ñëîÿ (p = 1) è ìîíîêðèñòàëëà ïîäëîæêè (p = 2). Äà-ëåå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè ñ÷èòàåì, ÷òî�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïîíåíòû âîëíîâîäà Vp õàðàêòåðèçóþòñÿ óïðó-ãèìè ïîñòîÿííûìè âòîðîãî ïîðÿäêà c(p)ij , òðåòüåãî ïîðÿäêà c(p)ijk è ïëîòíîñòüþ ρp.×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èñïîëüçóåò-ñÿ êîíöåïöèÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ êàê ÷ëåíîâîòðåçêà ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà δ â ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð-�óíêöèéíàïðÿæåííîñòè âîëíû â êîìïîíåíòå Vp. Â ðàìêàõ òàêîé ìåòîäèêè íà ïåðâîì ýòàïåñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè äâóõ ëèíåéíûõ âîëí Ëÿâà ðàçëè÷íîé÷àñòîòû. Íà âòîðîì ýòàïå ïðè îïðåäåëåíèè íåëèíåéíûõ âòîðûõ ãàðìîíèê ñòðîèòñÿðåøåíèå íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âûðàæàåìîé ÷åðåç ñóììóõàðàêòåðèñòèê ëèíåéíûõ âîëí. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ðàññìàò-ðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ �óíêöèéíàïðÿæåííîñòè ~u(p,l) äâóõ ëèíåéíûõ âîëí Ëÿâà â ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðå
σ

(p,l)
2j,j − ρpü

(p)
2 = 0 (j = 1, 3; p = 1, 2), (3)

(σ
(1,l)
32 )x3=−h = 0, (σ

(1,l)
32 )x3=0 = (σ

(2,l)
32 )x3=0, (u

(1,l)
2 )x3=0 = (u

(2,l)
2 )x3=0 (4)è íåîäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè íàïðÿæåííîñòè ~u(p,n)íåëèíåéíûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ âîçìóùåíèé (âòîðûõ ãàðìîíèê ñóììû âîëí Ëÿâà)

(σ
(p,l)
ij,j )~u(p)=~u(p,n) − ρpü

(p,n)
i = (σ

(p,n)
ij,j )~u(p)=~u(p,l); (5)

(σ
(1,l)
ij )~u(1=~u(1,n) + (σ

(1,n)
ij )~u(1)=~u(1,l) = 0, x3 = −h;

(σ
(1,l)
3i )~u(1)=~u(1,n) + (σ

(1,n)
3i )~u(1)=~u(1,l) = (σ

(2,l)
3i )~u(2)=~u(2,n) + (σ

(2,n)
3i )~u(2)=~u(2,l) , x3 = 0; (6)

u
(2,n)
j = u

(1,n)
j , x3 = 0; (i = 1, 3; j = 1; 3).Èç ñîîòíîøåíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (3), (4) ñëåäóþò ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîì-ïëåêñíûõ �óíêöèé íàïðÿæåííîñòè äâóõ ëèíåéíûõ âîëí Ëÿâà u(p,l)

2m ñ íîðìèðóþùè-ìè àìïëèòóäíûìè ïàðàìåòðàìè u(0)
2m è êðóãîâûìè ÷àñòîòàìè ωm â ïðåäïîëîæåíèè

ω1 6= ω2 :
u

(1,l)
2m = u

(0)
2m

(
A(p)
qm cos(α(1)

m x3) +B(p)
qm sin(α(1)

m x3)
)
E1, x3 ∈ [−h; 0];

u
(2,l)
2m = u

(0)
2me

iα
(2)
m x3E1, x3 ∈ [0;∞); E1 = e−i(ωmt−kmx1). (7)Íåîäíîðîäíàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò êîìïëåêñíîãî âåêòî-ðà íàïðÿæåííîñòè âòîðûõ ãàðìîíèê âîëí Ëÿâà äëÿ êîìïîíåíòû Vp â ðàññìàòðè-âàåìîé ñòðóêòóðå èìååò âèä:

ρpü
(p,n)
1 − c

(p)
11 u

(p,n)
1,11 − c

(p)
44 u

(p,n)
1,33 − ∆

(p)
8 u

(p,n)
3,31 = ∆

(p)
3 u

(p,l)
2,1 u

(p,l)
2,11+

+∆
(p)
6 u

(p,l)
2,1 u

(p,l)
2,33 +

(
∆

(p)
6 + ∆

(p)
7

)
u

(p,l)
2,3 u

(p,l)
2,31 ,

ρpü
(p,n)
3 − c

(p)
11 u

(p,n)
3,33 − c

(p)
44 u

(p,n)
3,11 − ∆

(p)
8 u

(p,n)
1,13 = ∆

(p)
3 u

(p,l)
2,3 u

(p,l)
2,33+
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+∆

(p)
6 u

(p,l)
2,3 u

(p,l)
2,11 +

(
∆

(p)
6 + ∆

(p)
7

)
u

(p,l)
2,1 u

(p,l)
2,13 ; (8)

c
(1)
44

(
u

(1,n)
1,3 + u

(1,n)
3,1

)
x3=−h = −

(
u

(1,l)
2,1 u

(1,l)
2,3

)
x3=−h,

(
c
(1)
12 u

(1,n)
1,1 + c

(1)
11 u

(1,n)
3,3

)
x3=−h = −1

2

(
∆

(1)
7 (u

(1,l)
2,1 )2 + ∆

(1)
3 (u

(1,l)
2,3 )2

)
x3=−h,

c
(1)
44

(
u

(1,n)
1,3 + u

(1,n)
3,1

)
x3=0

− c
(2)
44

(
u

(2,n)
1,3 + u

(2,n)
3,1

)
x3=0

=

=
(
u

(2,l)
2,1 u

(2,l)
2,3

)
x3=0

−
(
u

(1,l)
2,1 u

(1,l)
2,3

)
x3=0

, (9)

(
c
(1)
12 u

(1,n)
1,1 + c

(1)
11 u

(1,n)
3,3

)
x3=0

−
(
c
(2)
12 u

(2,n)
1,1 + c

(2)
11 u

(2,n)
3,3

)
x3=0

=

=
1

2

(
∆

(2)
7 (u

(2,l)
2,1 )2 + ∆

(2)
3 (u

(2,l)
2,3 )2

)
x3=0

− 1

2

(
∆

(1)
7 (u

(1,l)
2,1 )2 + ∆

(1)
3 (u

(1,l)
2,3 )2

)
x3=0

,

(
u

(1,n)
j

)
x3=0

−
(
u

(2,n)
j

)
x3=0

= 0 (j = 1, 3).Ñòðóêòóðà ñîîòíîøåíèé (8), (9) ïîêàçûâàåò, ÷òî àïðèîðè âòîðûìè ãàðìîíè-êàìè ïîâåðõíîñòíûõ ëèíåéíûõ âîëí Ëÿâà áóäóò âîëíû P − SV òèïà. �åøåíèåíåîäíîðîäíîé çàäà÷è (8), (9) îïðåäåëåíèÿ àíãàðìîíè÷íîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ ñóì-ìû äâóõ ëèíåéíûõ SH-âîëí ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè è äëèíàìè äîëæíî âêëþ÷àòüäîáàâêè, îòâå÷àþùèå âòîðûì ãàðìîíèêàì ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ñ ÷àñòîòàìè
2ωm (m = 1, 2) è äîáàâêó ¾êîìáèíàöèîííîãî¿ òèïà ñ ÷àñòîòîé ω1 + ω2.Êîìïîíåíòû u

(p,n)
jm (j = 1, j = 3) êîìïëåêñíîãî âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè âòîðûõãàðìîíèê ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ñ ÷àñòîòàìè 2ωm, m = (1, 2), îïðåäåëÿþòñÿ èçñîîòíîøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (8), (9) â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå ìåòîäàìè êîìïüþ-òåðíîé àëãåáðû è èìåþò ñòðóêòóðó:

u
(1,n)
1m =

(
λ11m cos(ζ

(1)
1mx3) + λ12m cos(ζ

(1)
2mx3) + µ11m sin(ζ

(1)
1mx3) + µ12m sin(ζ

(1)
2mx3)+

+A11m1 + A11m2 cos(2α(1)
m x3) + A11m3 sin(2α(1)

m x3)
)
E2;

u
(1,n)
3m =

(
λ31m sin(ζ

(1)
1mx3) + λ32m sin(ζ

(1)
2mx3) + µ31m cos(ζ

(1)
1mx3) + µ32m cos(ζ

(1)
2mx3)+

+A31m1 + A31m2 sin(2α(1)
m x3) + A31m3 cos(2α(1)

m x3)
)
E2; (10)

u
(2,n)
1m =

(
β11m exp(ζ

(2)
1mx3) + β12m exp(ζ

(2)
2mx3) + A12m1 exp(2iα(2)

m x3)
)
E2;

u
(2,n)
3m =

(
β31m exp(ζ

(2)
1mx3) + β32m exp(ζ

(2)
2mx3) + A32m1 exp(2iα(2)

m x3)
)
E2;Çäåñü E2(t, x1, ωm, km) = exp(−2i(ωmt − kmx1)), Ajlmq � êîý��èöèåíòû â ñëàãà-åìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé (9), λjlm, µjlm, βjlm� êîý��èöèåíòû â ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáùåìóðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (8).Êîìïëåêñíûé âåêòîð íàïðÿæåííîñòè u

(p,n)
j+ (j = 1, j = 3) âòîðîé ãàðìîíèêè¾êîìáèíàöèîííîãî¿ òèïà ñ ÷àñòîòîé ω1 + ω2 òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé(8), (9) â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è èìååò ñòðóê-òóðó:

u
(1,n)
1+ =

(
λ11+ cos(ζ

(1)
1+x3) + λ12+ cos(ζ

(1)
2+x3) + µ11+ sin(ζ

(1)
1+x3) + µ12+ sin(ζ

(1)
2+x3)+
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+A1131 cos((α

(1)
1 + α

(1)
2 )x3) + A1132 sin((α

(1)
1 + α

(1)
2 )x3) + A1133 cos((α

(1)
1 − α

(1)
2 )x3)+

+A1134 sin((α
(1)
1 − α

(1)
2 )x3)

)
E12;

u
(1,n)
3+ =

(
λ31+ sin(ζ

(1)
1+x3) + λ32+ sin(ζ

(1)
2+x3) + µ31+ cos(ζ

(1)
1+x3) + µ32+ cos(ζ

(1)
2+x3)+

+A3131 sin((α
(1)
1 + α

(1)
2 )x3) + A3132 cos((α

(1)
1 + α

(1)
2 )x3) + A3133 sin((α

(1)
1 − α

(1)
2 )x3)+

+A3134 cos((α
(1)
1 − α

(1)
2 )x3)

)
E12; (11)

u
(2,n)
1+ =

(
β11+ exp(ζ

(2)
1+x3) + β12+ exp(ζ

(2)
2+x3) + A1231 exp(i(α

(2)
1 + α

(2)
2 )x3)

)
E12;

u
(2,n)
3+ =

(
β31+ exp(ζ

(2)
1+x3) + β32+ exp(ζ

(2)
2+x3) + A3231 exp(i(α

(2)
1 + α

(2)
2 )x3)

)
E12;ãäå E12(t, x1, ωm, km) = exp(−i((ω1t− k1x1) + (ω2t− k2x1))).×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòå-ðèñòèê íåëèíåéíûõ âòîðûõ ãàðìîíèê èññëåäóåìûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ðåàëèçî-âàíû äëÿ âîëíîâîäà â âèäå ñëîÿ V1 èç ìîíîêðèñòàëëà ãåðìàíèÿ, ðàñïîëîæåííîãîíà ïîëóïðîñòðàíñòâå V2 èç ìîíîêðèñòàëëà êðåìíèÿ. Êîìïîíåíòû âîëíîâîäà õà-ðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè íåçàâèñèìûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè:

ρ1 = 5, 32ρ∗; c
(1)
11 = 12, 92c∗; c

(1)
12 = 4, 79c∗; c

(1)
44 = 6, 70c∗; c

(1)
111 = −71, 00c∗;

c
(1)
112 = −38, 90c∗; c

(1)
123 = −1, 80c∗; c

(1)
144 = −2, 30c∗; c

(1)
456 = −5, 30c∗; c

(1)
155 = −29, 20c∗;

ρ2 = 2, 33ρ∗; c
(2)
11 = 16, 70c∗; c

(2)
12 = 7, 90c∗; c

(2)
44 = 6, 50c∗; c

(2)
111 = −82, 50c∗;

c
(2)
112 = −45, 10c∗; c

(2)
123 = −6, 40c∗; c

(2)
144 = 1, 20c∗; c

(2)
456 = −6, 40c∗; c

(2)
155 = −31, 00c∗;ãäå c∗ = 1010Ïà è ρ∗ = 103 êã/ì3.Äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïîñòðîåíû òîíèðîâàíííûå èçîáðàæå-íèÿ ðàñïðåäåëåíèé àìïëèòóä êîìáèíàöèîííûõ íåëèíåéíûõ âòîðûõ ãàðìîíèê âîëí

�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàí-íûõ çíà÷åíèé |u(n)
1+ |/(u(0)

2+)2. �èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàí-íûõ çíà÷åíèé |u(n)
3+ |/(u(0)

2+)2.
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1+ è u(n)

3+ â çàâèñèìîñòè îò ñî÷åòàíèÿ ÷à-ñòîò Ω1 è Ω2. Ìåíüøèì çíà÷åíèÿì èññëåäóåìîé âåëè÷èíû íà òîíèðîâàííîì èçîáðà-æåíèè ñîîòâåòñòâóåò áîëåå òåìíûé öâåò. �àñ÷åòû ñäåëàíû äëÿ ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà
x3 = 0 è â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. �èñ. 1 îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäíûõïîêàçàòåëåé �óíêöèè u

(n)
1+ , à ðèñ. 2 � àìïëèòóäíûõ ïîêàçàòåëåé �óíêöèè u

(n)
3+ .Âåðòèêàëüíàÿ îñü ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó èçìåíåíèÿ ïåðâîé ÷àñòîòû Ω1, ãîðè-çîíòàëüíàÿ � èíòåðâàëó èçìåíåíèÿ âòîðîé ÷àñòîòû Ω2 â ïðåäåëàõ îò 0 äî 10.Ïðåäñòàâëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ âîëíîâûõ ïåðåìåùåíèé

|u(n)
1+ |/(u

(0)
2+)2 è |u(n)

3+ |/(u
(0)
2+)2 âî âòîðûõ íåëèíåéíûõ ãàðìîíèêàõ êîìáèíàöèîííîãîòèïà íàáëþäàþòñÿ èíòåíñèâíîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû (ðåçîíàíñíîãî ãåíåðèðî-âàíèÿ) êîãäà ïðèâåäåííûå ÷àñòîòû âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí Ëÿâà Ω1 è Ω2 íàõî-äÿòñÿ â ïðåäåëàõ îò 7 äî 10.
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ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÀß ÇÀÄÀ×À ÈÇÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�ÎÔÎÊÓÑÈ�ÎÂÀÍÈß ÀÌÈÍÎÊÈÑËÎÒÂ ÇÀÄÀÍÍÎÌ pH ��ÀÄÈÅÍÒÅÆóêîâà Í.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÷èñëåííî èññëåäîâàíà íåñòàöèîíàðíàÿ çà-äà÷à èçîýëåêòðè÷åñêîãî �îêóñèðîâàíèÿ (ÈÝÔ) � ïðîöåññà âûäåëåíèÿ ïðè ïîìîùè ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ñìåñè (àìèíîêèñëîò, áåëêîâ) èç ìíîãîêîìïîíåíò-íîãî âîäíîãî ðàñòâîðà ñ çàäàííûì ãðàäèåíòîì pH. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëü-íîãî ýêñïåðèìåíòà, äåìîíñòðèðóþùèå äèíàìèêó ïðîöåññà �ðàêöèîíèðîâàíèÿ.1. Ââåäåíèå. Èçîýëåêòðî�îêóñèðîâàíèå (ÈÝÔ) � ýòî êëàññè÷åñêèé ìåòîä âû-äåëåíèÿ èç ñìåñè îòäåëüíûõ êîìïîíåíò, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â ìåäèöèíå è áèî-ëîãèè. Ìåòîä ÈÝÔ îñíîâàí íà ðàçäåëåíèè ïðè ïîìîùè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé íà îòäåëüíûå êîìïîíåíòû â ñðåäå ñ íåîäíîðîäíîéâåëè÷èíîé pH (ïîêàçàòåëü êîíöåíòðàöèè èîíîâ âîäîðîäà H+).Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþóðàâíåíèé ïåðåíîñà ïðèìåñåé â õèìè÷åñêè íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ñâîéñòâà êîòî-ðîé îïðåäåëÿþòñÿ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè, ïðîòåêàþùèìè â ðàñòâîðå. Ïðè ìîäå-ëèðîâàíèè ïðîöåññà ÈÝÔ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî ñâÿçàííûõ ìåæ-äó ñîáîé ïðîöåññîâ, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ïî õàðàêòåðíîìó âðåìåíèèõ ïðîòåêàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ýòî ïî÷òè ¾ìãíîâåííûå¿ õèìè÷åñêèå ðåàêöèè (ìèê-ðîñåêóíäû), �îðìèðóþùèå íåêîòîðûå íåîäíîðîäíûå ñâîéñòâà ñðåäû ðàçäåëåíèÿ,íàïðèìåð, pH-ãðàäèåíò, è îïðåäåëÿþùèå ïàðàìåòðû ïåðåíîñà êîìïîíåíò ñìåñèâ ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ïîäâèæíîñòü, ïðîâîäèìîñòü). Âî-âòîðûõ, ýòî äëèòåëüíûéïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñòàáèëü-íîãî pH-ãðàäèåíòà (ñóòêè). Â òðåòüèõ, ýòî äâèæåíèå íåêîòîðûõ êîìïîíåíò ñìåñèïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (÷àñû), íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäÿùåå ê �ðàê-öèîíèðîâàíèþ ñìåñè íà îòäåëüíûå êîìïîíåíòû.Âûøåñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ðàñùåïèòü ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ÈÝÔ íà òðèïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ýòàïà: ìîäåëèðîâàíèå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â ðàñòâî-ðå è îïðåäåëåíèå ýëåêòðî�îðåòè÷åñêèõ ïîäâèæíîñòåé, ìîäåëèðîâàíèå ñîçäàíèÿpH-ãðàäèåíòà è ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ïðèìåñè ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ïðîöåññà ðàç-äåëåíèÿ â ñðåäå ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ïðåäûäó-ùèõ ýòàïàõ ìîäåëèðîâàíèÿ. Îáøèðíûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë,÷òî äëÿ âåùåñòâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì àìèíîêèñëîòàì,óâåðåííîå ðàçäåëåíèå êîìïîíåíò ñìåñè, îöåíèâàåìîå ïî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïèêà-ìè êîíöåíòðàöèé íà ýëåêòðî�îðåãðàììå, íàñòóïàåò ãîðàçäî ðàíüøå, ÷åì ïðîöåññäîñòèãàåò ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ.



Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à èçîýëåêòðè÷åñêîãî �îêóñèðîâàíèÿ 872. Ìîäåëü �ðàêöèîíèðîâàíèÿ ñìåñè. Ïðè èçîýëåêòðî�îêóñèðîâàíèè�ðàêöèîíèðîâàíèå ñìåñè àì�îëèòîâ (áåëêîâ, àìèíîêèñëîò) ïðîâîäèòñÿ â òàêíàçûâàåìîì áó�åðíîì ðàñòâîðå ñ çàäàííûì pH-ãðàäèåíòîì. Íà ïðàêòèêå êîíöåí-òðàöèè êîìïîíåíò áó�åðíîé ñìåñè, êîòîðàÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñòâîðàì�îëèòîâ [1℄, íàìíîãî áîëüøå êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò ðàçäåëÿåìîé ñìåñè(ïðèìåñåé), è âîçäåéñòâèå êîìïîíåíò ðàçäåëÿåìîé ñìåñè íà pH-ãðàäèåíò ìàëî.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìåñåé â áó�åð-íîì ðàñòâîðå ñ óæå ñîçäàííûì pH-ãðàäèåíòîì. Òåì íå ìåíåå, âëèÿíèå ïðèìåñåéíà ïðîâîäèìîñòü áó�åðíîé ñìåñè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîâîëüíî çíà÷èòåëüíîè âêëàäîì ïðèìåñåé â ïðîâîäèìîñòü ñìåñè ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ.Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ ïåðåíîñà ïðèìåñåé â çàäàííîì pH-ãðàäèåíòå, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä [2, 3℄:
∂tck + div ik = 0, ik = −εγk∇ck + γkek(ψ(x))ckE, (1)

div j = 0, j = σ(x)E, E = −∇ϕ, σ = σ0(x) + ξ
n∑

k=1

γkσk(ψ)ck,ãäå ck, ik � êîíöåíòðàöèÿ è ïëîòíîñòü ïîòîêà ïðèìåñè, E, ϕ � íàïðÿæåííîñòüè ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, j � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, σ � ïðîâî-äèìîñòü ñìåñè, σ0(x) � ïðîâîäèìîñòü áó�åðíîé ñìåñè, ξ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-çóþùèé âêëàä ïðèìåñåé â îáùóþ ïðîâîäèìîñòü ñìåñè, γkek(ψ) � ýëåêòðî�îðåòè-÷åñêàÿ ïîäâèæíîñòü ïðèìåñè, γkσk(ψ) � ïðîâîäèìîñòü ïðèìåñè, γk > 0 � õàðàê-òåðíàÿ ïîäâèæíîñòü âåùåñòâà, εγk > 0 � õàðàêòåðíûé êîý��èöèåíò äè��óçèè,
ψ(x) � çàäàííàÿ êèñëîòíîñòü ñìåñè.Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âìåñòî èñïîëüçóåìîé â õèìèè âåëè÷èíû êèñëîòíîñòèpH = − lg

(
[H+]/Kw

), ãäå ãäå Kw � êîíñòàíòà àâòîäèññîöèàöèè âîäû, [H+] � êîí-öåíòðàöèÿ èîíîâ âîäîðîäà, â óðàâíåíèÿõ (1) èñïîëüçîâàíà áîëåå óäîáíàÿ �óíêöèÿ
ψ, ëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò pH: pH = − log10Kw − ψ log10 e, [H+] = Kwe

ψ.Ñèñòåìà (1) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, è äëÿ çàìûêàíèÿ íåîáõîäèìî çàäàâàòüçàâèñèìîñòè ýëåêòðî�îðåòè÷åñêîé ïîäâèæíîñòè è ïðîâîäèìîñòè ïðèìåñè îò pH,òî åñòü �óíêöèè ek = ek(ψ), σk = σk(ψ).Â ñëó÷àå ðàñòâîðà àì�îëèòîâ, òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿàìèíîêèñëîòû, íàïðèìåð, NH+
3 RCOO−, ãäå NH+

3 � àìèíîãðóïïà, R � àìèíîêèñ-ëîòíûé îñòàòîê, COO− � êàðáîêñèëüíàÿ ãðóïïà, ðåàêöèè äèññîöèàöèè ïðîòåêàþòïî ñõåìå: NH+
3 RCOOH pB

⇋ NH+
3 RCOO−+H+, NH+

3 RCOO− pA
⇋ NH2RCOO−+H+ èëè,â îáùåì ñëó÷àå, ïî ñõåìåH+R Bi

⇋ R0
i + H+, R0

i

Ai

⇋ R−
i + H+.Çäåñü R0

i � ýòî öâèòòåðèîí (àìèíîêèñëîòíûé îñòàòîê), Ai è Bi � êîíñòàíòû äèñ-ñîöèàöèè äëÿ êèñëîòíîé (R−
i ) è ùåëî÷íîé (H+Ri) ãðóïï, H+ � èîí âîäîðîäà.Óêàçàííûå ðåàêöèè ïðîòåêàþò ïî÷òè ìãíîâåííî è óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ðåàêöèéïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü ýëåêòðî�îðåòè÷åñêîé ïîäâèæíîñòè è ìîëÿð-íîé ïðîâîäèìîñòè îò êèñëîòíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [2℄)

ei(ψ) =
[H+Ri] − [R−

i ]

ci
, σi(ψ) =

[H+Ri] + [R−
i ]

ci
, ci = [H+Ri] + [R0

i ] + [R−
i ],
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ei(ψ) =

1

ϕi(ψ)

dϕi(ψ)

dψ
, σi(ψ) =

1

ϕi(ψ)

d 2ϕi(ψ)

dψ2
>

1

1 + δi
, (2)

ϕi(ψ) = δi + ch(ψ − ψi), ψi =
1

2
ln
AiBi

K2
w

, δi =
1

2

(
Bi

Ai

)1/2

,ãäå δi � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, ψk � èçîýëåêòðè÷åñêàÿ òî÷êà (çíà÷åíèå ψ,ïðè êîòîðîì ïîäâèæíîñòü γkek ðàâíà íóëþ, ò. å. γkek(ψk) = 0).Ñâîéñòâî ýëåêòðî�îðåòè÷åñêîé ïîäâèæíîñòè γkek(ψk) îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðèçíà÷åíèÿõ �óíêöèè ψ = ψk ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà ÈÝÔ � âåùåñòâà, ïåðåìåùà-åìûå ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, òåðÿþò ïîäâèæíîñòü â òî÷êàõ x = xk, îïðåäåëÿåìûõóñëîâèåì ψ(xk) = ψk, è ñîñðåäîòà÷èâàþòñÿ (�îêóñèðóþòñÿ) â îêðåñòíîñòè ýòèõòî÷åê, ÷òî â èòîãå ïðèâîäèò ê �ðàêöèîíèðîâàíèþ ñìåñè.3. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå è åãî àñèìïòîòèêà. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíî-ìåðíîãî ñëó÷àÿ íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è î �ðàêöèîíè-ðîâàíèè ñìåñè. Ïîëàãàÿ ïðîâîäèìîñòü ñìåñè σ ïîñòîÿííîé, à �óíêöèþ ψ ëèíåéíîéïî x è íå çàâèñÿùåé îò y
ψ′(x) = const, E = −ϕ′(x) = const, (3)èç óðàâíåíèé (1), (2) ñ ó÷åòîì (3) ïîëó÷èì

ck(x) = ak exp(λS(x)), λ = − E

εψ′(x)
> 0, S(x) = − ln(ch(ψ(x) − ψk) + δk). (4)Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëíîå êîëè÷åñòâî êîí-öåíòðàöèè Mk çàäàíî, è èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó Ëàïëàñà, èìååì

ck(x) =
Mk|ψ′(x)|λ1/2 exp(λS(x))

(2π(1 + δk))1/2
. (5)Ïîëó÷åííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîí-òðîëÿ ïîãðåøíîñòè, ñðàâíèâàÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ áîëüøèõ ìîìåíòîââðåìåíè ñî ñòàöèîíàðíûì.4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Óðàâíåíèÿ (1), (2) ðåøàëàñü ÷èñëåííîìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â îáëàñòè 0 6 x 6 Lx, 0 6 y 6 Ly ñ êðàåâûìèóñëîâèÿìè, îòâå÷àþùèìè íåïðîíèöàåìîñòè ãðàíèö äëÿ ïðèìåñè (ik · n = 0), èçî-ëèðîâàííûìè ãðàíèöàìè y = 0, Ly (∇ϕ · n = 0) è çàäàííîé ðàçíîñòüþ ïîòåí-öèàëîâ ϕ0 íà ãðàíèöàõ x = 0, Lx. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðèìåíÿëñÿ ïàêåòFreeFem++ [4℄. Äëÿ ýòîãî ñèñòåìà ïðèâîäèëàñü ê âàðèàöèîííîé �îðìå è èñïîëü-çîâàëàñü íåÿâíàÿ ñõåìà àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè.Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íàèáîëåå òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû, äåìîíñòðèðóþùèå ïðî-öåññ ðàçäåëåíèÿ òðåõ àìèíîêèñëîò Ser, Leu, Thr, êîòîðûå èìåþò áëèçêèå èçîýëåê-òðè÷åñêèå òî÷êè ψk, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ïðîöåññà ÈÝÔ.Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðû âûáèðàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûìè äàííûìè ðàáîòû [5℄ äëÿ àìèíîêèñëîò Ser, Leu, Thr: ε = 0.002, σ0 = 1.0,

ξ = 0.1, γ1 = 2.87, γ2 = 2.44, γ3 = 2.63, δ1 = 1315.13, δ2 = 2084.35, δ3 = 3836.81.



Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à èçîýëåêòðè÷åñêîãî �îêóñèðîâàíèÿ 89Â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (ýëåêòðî�îðåòè÷åñêîé êàìåðå) ñ ðàçìåðàìè Lx = 5.0,
Ly = 0.5 íà êîíöàõ ñîçäàâàëàñü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ϕ0 = 1500 è çàäàâàëèñüçíà÷åíèÿ ψL = 6.90, ψR = −2.30 (pHL = 4.0, pHR = 8.0), îïðåäåëÿþùèå ëèíåéíûé
pH-ãðàäèåíò. Çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé ïåðâîíà÷àëüíî îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿàìèíîêèñëîò â êàìåðå: c1,0 = 1.50, c2,0 = 1.95, c3,0 = 2.55.�èñ. 1 äåìîíñòðèðóåò ñòàöèîíàðíûé ýòàï ðàçäåëåíèÿ ñìåñè äëÿ óêàçàííûõ àìè-íîêèñëîò â ñëó÷àÿõ ãðàäèåíòîâ 4.0�8.0 è 5.6�6.7. Ïîêàçàíû ëèíèè óðîâíÿ êîíöåí-òðàöèé àìèíîêèñëîò (ýëåêòðî�îðåãðàììû) � òðè ïåðâûõ ðÿäà ýëåêòðî�îðåãðàììïðèâåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñìåñü äåéñòâèòåëüíî ðàçäåëÿåò-ñÿ, ïîñëåäíèé ðÿä ñîîòâåòñòâóåò ýëåêòðî�îðåãðàììàì, íàáëþäàåìûì â ðåàëüíûõýêñïåðèìåíòàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïî òàêîé ýëåêòðî�îðåãðàììå äëÿ ãðàäèåíòà 4.0�8.0íåâîçìîæíî ñóäèòü î ðàçäåëåíèè ñìåñè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòèîíî ïðîèçîøëî. Êðîìå ýòîãî, íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ïðî�èëè êîíöåíòðàöèé àìè-íîêèñëîò. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãðàäèåíòà 5.6�6.7 ðàçäåëåíèå ñìåñè ïðîèñõîäèò

Ser Leu Thr Ser Leu Thr

�èñ. 1. �àçäåëåíèå ñìåñè äëÿ pH-ãðàäèåíòîâ 4.0�8.0 è 5.6�6.7.ïðèìåðíî ïðè t = 42.0 (55.5 ÷àñà), òîãäà êàê äëÿ ãðàäèåíòà 4.0�8.0 äëÿ äîñòèæåíèÿñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ òðåáóåòñÿ ïðèìåðíî t = 9.5 (12.5 ÷àñà).Ïðè ïðîâåäåíèè ÈÝÔ âàæíîå çíà÷åíèå èìååò äîñòèæåíèå ïðîöåññîì ñòàöè-îíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, ò. å. ïîëíîãî ðàçäåëåíèÿ ñìåñè. Îñòàíîâêà ïðîöåññà ðàíüøåâðåìåíè ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðàâèëüíûì âûâîäàì, íàïðèìåð, î ñîñòàâå ñìåñè.�èñ. 2 ïîêàçûâàåò äèíàìèêó ïðîöåññà ðàçäåëåíèÿ äëÿ ñìåñè Ser, Leu, Thr â pH-ãðà-äèåíòå 5.6�6.7. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ïî÷òè îäíîðîäíîìó ðàñïðåäåëå-íèþ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.55. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 5.55 ïðîèçîøëî ÷àñòè÷íîåðàçäåëåíèå ñìåñè � âèäíî (ëèíèÿ 2), ÷òî â ÝÔÊ âîçíèêàåò äâà ïèêà, ñîîòâåò-ñòâóþùèå Ser è Leu, òîãäà êàê ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé Thr îòñóòñòâóåò. Â ìîìåíòâðåìåíè t = 10.55 (ëèíèÿ 3) ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé Ser, ïðàêòè÷åñêè äîñòèã ñòà-öèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, è ïîÿâèëñÿ ïëîõî âûðàæåííûé ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé Thr.Â ìîìåíò âðåìåíè t = 15.55 ïèêè äëÿ Ser è Leu íàõîäÿòñÿ ïî÷òè â ñòàöèîíàðíîìñîñòîÿíèè (ëèíèÿ 4). Ñïëîøíàÿ ÷åðíàÿ ëèíèÿ 5 íà ðèñóíêå (t = 30.55) ïîêàçûâàåòíàëè÷èå òðåõ ÿðêî âûðàæåííûõ ïèêîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, óêàçûâàåò íà ïîëíîåðàçäåëåíèå ñìåñè, õîòÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå íàñòóïàåò ïðèìåðíî ïðè t = 42.00.
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�èñ. 2. Äèíàìèêà ïðîöåññà ðàçäåëåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ: ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàç-ðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîì-ïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãîäû¿ (ãîñêîíòðàêò 16.516.11.6106), ¾Íàó÷íûå è íàó÷-íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò14.740.11.0877, ãðàíòîâ �ÔÔÈ 10-05-00646, 11-05-01138, 11�05�91052, 10-01-00452,è ÀÔ�È�/CRDF RUM1�2943�RO�09.
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ÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�Àß ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×ÀÄËß ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎÄØÈÏÍÈÊÀ ÑÊÎËÜÆÅÍÈßÏ�È ÍÅÈÄÅÀËÜÍÎÌ ÒÅÏËÎÂÎÌ ÊÎÍÒÀÊÒÅÈâàíî÷êèí Ï.�.∗, Êîëåñíèêîâ È.Â.∗∗
∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿÏîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òåðìîóïðóãîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ öèëèíäðè÷å-ñêîãî ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäøèïíèê íàãðåâàåòñÿ âñëåäñòâèèãåíåðàöèè òåïëà â äèñêðåòíûõ îáëàñòÿõ íîìèíàëüíîé ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèòê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûå Áàðáåðîì óñëîâèÿ íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãîêîíòàêòà. Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåùåíèåì òî÷åê âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âòóëêè è êîíòàêò-íûì äàâëåíèåì ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ âûðîæäåííîãî (â àñèìïòîòè÷åñêîìñìûñëå) ðåøåíèÿ òåðìîóïðóãîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ òîíêîé âòóëêè. Èññëåäîâàíî âëè-ÿíèå òåïëîâûäåëåíèÿ íà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîäøèïíèêà.1. Ââåäåíèå. Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â òðè-áîëîãèè äëÿ àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ òåìïåðàòóð èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé â çîíå êîíòàêòà óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà [1℄:
−k1

∂T1(R,t)
∂n

+ k2
∂T2(R,t)

∂n
= Q(t)

T1(R, t) = T2(R, t)
(1)Çäåñü Ti (i = 1, 2) � òåìïåðàòóðà i�òîãî òåëà âî âñåõ òî÷êàõ R ãðàíè÷íîé ïî-âåðõíîñòè, n � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S, âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ êîâòîðîìó òåëó, ki (i = 1, 2) � êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè òåë, Q � óäåëüíàÿìîùíîñòü òåïëîâûäåëåíèÿ.Â ðåàëüíîì êîíòàêòå âçàèìîäåéñòâèå òåë îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ïî âñåé íîìèíàëü-íîé ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ, à â äèñêðåòíûõ îáëàñòÿõ. �àçìåðû ýòèõ îáëàñòåé î÷åíüìàëû, à òåìïåðàòóðû â íèõ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò ñðåäíþþ òåìïåðàòóðó íîìè-íàëüíîé îáëàñòè êîíòàêòà [2℄. Ïîýòîìó óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà íåïîçâîëÿþò àäåêâàòíî îïèñûâàòü òåïëîâûå ïðîöåññû.Â ðÿäå ðàáîò [3, 4℄ èñïîëüçóþò óñëîâèÿ íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà ñðàñïðåäåëåíèåì òåïëîâûõ ïîòîêîâ:

−k1
∂T1(R,t)

∂n
= αQ(t)

k2
∂T2(R,t)

∂n
= (1 − α)Q(t)

(2)ãäå α � êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëîâûõ ïîòîêîâ, ïîêàçûâàþùèé êàêàÿ÷àñòü òåïëîòû, âûäåëÿþùåéñÿ ïðè òðåíèè, ïîñòóïàåò â ïåðâîå òåëî. Êîý��èöèåíòðàñïðåäåëåíèÿ òåïëîâûõ ïîòîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òåìïåðàòóðâ äèñêðåòíûõ îáëàñòÿõ êîíòàêòà.



92 Èâàíî÷êèí Ï.�., Êîëåñíèêîâ È.Â.Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåõîä îò óñëîâèé (1) ê óñëîâèÿì (2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîð-ðåêòíûì, òàê êàê êîý��èöèåíò α ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì è ïðèìåíåíèå óñëîâèé (2)ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðàçíèöû òåìïåðàòóð òåë â îáëàñòè êîíòàêòà.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû òåë ïðè òðåíèè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòüïðåäëîæåííûå Áàðáåðîì óñëîâèÿ íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà [5℄, êîòîðûåó÷èòûâàþò âëèÿíèå ðàçíîñòè òåìïåðàòóð íà ðàñïðåäåëåíèå òåïëîòû ìåæäó íèìè:
−k1

∂T1(R,t)
∂n

= αfQ(t) − λ (T1(R, t) − T2(R, t))

k2
∂T2(R,t)

∂n
= (1 − αf)Q(t) + λ (T1(R, t) − T2(R, t))

(3)Ââåäåííûé êîý��èöèåíò αf (êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè òðåíèÿ), ïîêà-çûâàåò êàêàÿ ÷àñòü ýíåðãèè îáðàçóåòñÿ â âèäå òåïëîòû íà ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ ïåð-âîãî òåëà â ðåçóëüòàòå ðàçðóøåíèÿ àäãåçèîííûõ ñâÿçåé â �àêòè÷åñêèõ îáëàñòÿõêîíòàêòà è äå�îðìàöèè íåðîâíîñòåé øåðîõîâàòîñòè. Òåïëîâàÿ ïðîâîäèìîñòü λêîíòàêòà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ òåïëîâîãî ïîòîêà èç òåëà ñ áîëåå âûñîêîé òåìïå-ðàòóðîé â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ â òåëî ñ ìåíüøåé êîíòàêòíîé òåìïåðàòóðîé.Óñëîâèÿ (3) ïðè λ → 0 âûðîæäàþòñÿ â óñëîâèÿ (2) íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãîêîíòàêòà ñ ðàñïðåäåëåíèåì òåïëîâûõ ïîòîêîâ, à ïðè λ → ∞ èç íèõ ïîëó÷àþòñÿóñëîâèÿ (1) èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà.Â ðàáîòàõ [6, 7℄ áûëè ïðåäëîæåíû óñëîâèÿ íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà,êîòîðûå ïðè íàëè÷èè èñòî÷íèêà òåïëîòû â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ òåë ïðèíèìà-þò âèä
−k1

∂T1(R,t)
∂n

+ k2
∂T2(R,t)

∂n
= Q(t)

k1
∂T1(R,t)

∂n
+ k2

∂T2(R,t)
∂n

= 2λ (T1(R, t) − T2(R, t))
(4)Óñëîâèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (3) ïðè αf = 1/2, ò. å. êîãäà òåïëîâàÿýíåðãèÿ âûäåëÿåòñÿ â ðàâíûõ äîëÿõ íà ïîâåðõíîñòÿõ òðåíèÿ òåë.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â ðàìêàõ ïëîñêîé òåðìîóïðóãîé äå�îðìàöèè ðàññìîòðèì ïîäøèïíèêîâûéóçåë, âêëþ÷àþùèé ñëåäóþùèå äåòàëè:1) âòóëêà ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì r1 è âíåøíèì r2; (h = r2 − r1),2) âàë ðàäèóñà r0, (r0 = r1 − ∆),3) îïîðíàÿ îáîéìà ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì r2.Âàë âäàâëèâàåòñÿ íà âåëè÷èíó δ â ïîâåðõíîñòü âòóëêè áåç ïåðåêîñà ïîãîííîéñèëîé P è âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Óãîë êîíòàêòà ìåæäóâàëîì è âòóëêîé ïîñëå äå�îðìàöèè � 2θ0.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, z, θ) ñ îñüþ z,ïàðàëëåëüíîé îñè ïîäøèïíèêà è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O.Ïðè âðàùåíèè âàëà â îáëàñòè êîíòàêòà âûäåëÿåòñÿ òåïëî, ïîòîê êîòîðîãî ðàâåí

Q = r1ωfq (θ) (5)ãäå f � êîý��èöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ âàëà è âòóëêè, q (θ) � êîíòàêò-íîå äàâëåíèå. Òåìïåðàòóðíûé ðåæèì ïîäøèïíèêà ñòàöèîíàðåí âî âðåìåíè.Ïðè äàëüíåéøåì ðåøåíèè çàäà÷è ââåäåì ñëåäóþùèå óïðîùàþùèå ïðåäïîëî-æåíèÿ:



Òåðìîóïðóãàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à... 93- ïðè îïðåäåëåíèè êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî1) ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âàëà è îáîéìû çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ìåõà-íè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âòóëêè, òàê ÷òî âàë è îáîéìó ìîæíî ñ÷èòàòü àáñîëþòíîæåñòêèìè;2) ïîëóäëèíà äóãè êîíòàêòà a = r1θ0 ìíîãî áîëüøå òîëùèíû h, òàê ÷òî âòóëêóìîæíî ñ÷èòàòü îòíîñèòåëüíî òîíêîé (h≪ a);3) ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè âòóëêè è îáîéìû èìååò ìåñòî ïîëíîå ñöåïëåíèå;4) ñèëàìè òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü;5) âíå îáëàñòè êîíòàêòà âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü âòóëêè ñâîáîäíà îò óñèëèé;6) ïðè îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âòóëêè ìîæíîèñïîëüçîâàòü �îðìóëû ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè;- ïðè îïðåäåëåíèè ïîëÿ òåìïåðàòóð áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî:1) â çîíå êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòè âàëà è âòóëêè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåèäå-àëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà
k1
∂T1(θ)

∂r
= αfQ+ λ (T1(θ) − T2(θ)) (6)

−k2
∂T2(θ)

∂r
= (1 − αf)Q− λ (T1(θ) − T2(R, t)) (7)2) íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âòóëêè âíå îáëàñòè êîíòàêòà è íà åå âíåøíåé ïî-âåðõíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè óñëîâèÿìè òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðå-äîé
k1
∂T1

∂r
+ α1 (T1 − T∗) = 0 (8)

k2
∂T2

∂r
+ α2 (T2 − T0) = 0 (9)

α1 � êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âòóëêè â çàçîð ñ òåìïå-ðàòóðîé T∗, α2 � êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è ñ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè âòóëêè. Òåìïå-ðàòóðà T0 = Φ (θ) íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîéìû ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé �óíê-öèåé óãëà θ.Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ âûðîæäåííîãî (â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå) ðåøåíèÿ çàäà-÷è áóäåì ñëåäîâàòü ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [4℄. Îòëè÷èå ïðåäëàãàåìîé ïîñòàíîâêèëèøü â ãðàíè÷íîì óñëîâèè äëÿ òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè âòóëêè â îáëàñòèêîíòàêòà
∂T2

∂r
= −µq(θ) + χ

(
T 1 − T2

) (10)
µ = (1 − αf )ωr1fk2

−1, χ = λk2
−1Âõîäÿùèå â ýòè óñëîâèÿ ïàðàìåòðû αf è λ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

k1
∂T1(θ)

∂r
= αfωr1fk2

−1q(θ) − λ (T1 − T2) (r = r1 |θ| 6 θ0) , (11)êîòîðîå ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî çîíå êîíòàêòà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó
k1
∂T1(θ)

∂r
+ λT1 = αfωr1fq(θ) + λ

∫ θ0

−θ0
T2(θ)dθ (12)
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T1 = T2 (r = r1 |θ| 6 θ0) . (13)Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü: çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ q (θ) ïî êî-îðäèíàòå θ, âåëè÷èíó óãëà êîíòàêòà 2θ0, ñâÿçü ìåæäó ñèëîé P , äåéñòâóþùåé íàâàë è ñòåïåíüþ åãî âíåäðåíèÿ δ â ïîâåðõíîñòü âòóëêè, ïàðàìåòðû αf è λ.Ïîñòðîåíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è èññëåäîâàíî âëèÿíèå òåïëîâîé ïðî-âîäèìîñòè êîíòàêòà. �àñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ âòóëêè òîðìîçíîé ðû÷àæíîé ïåðåäà-÷è ëîêîìîòèâà ÂË-80. �àçíèöà êîíòàêòíûõ òåìïåðàòóð ìàêñèìàëüíà äëÿ óñëîâèéíåèäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà ñ ðàñïðåäåëåíèåì òåïëîâûõ ïîòîêîâ, ò. å. λ = 0.Ñ óâåëè÷åíèåì òåïëîâîé ïðîâîäèìîñòè ðàçíèöà òåìïåðàòóð óìåíüøàåòñÿ è ñòàíî-âèòñÿ ðàâíîé íóëþ â óñëîâèÿõ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 09-08-01195-à).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ling F. F.AQuasi-Iterative Metod for Computing Interfa
e Temperature Distribution //Z. angew. Math. und Phys. 1959. V. 10. � 5. P. 461.[2℄ Bogdanovi
h P.N. Tka
huk D.V. Temperature Distribution over Conta
t Area and¾Hot Spots"in Rubbing Solid Conta
t // Tribology International. 2006. V. 39. No. 11.Pp. 1355�1360.[3℄ Blok H. Theoreti
al Study of Temperature Rise at Surfa
es of A
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t underOilness Lubri
ating Conditions // Pro
. Inst. Me
h. Eng. London. 1937. V. 2. P. 222�235.[4℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., �óáàðåâà Å.À. �åøåíèå òåðìîóïðóãèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿöèëèíäðè÷åñêîãî è ñ�åðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ // Òðåíèå è èçíîñ. 2005.Ò. 26. � 4. Ñ. 347�357.[5℄ Barber J. R. The Condu
tion of Heat from Sliding Solids // Int. J. Heat Mass Transfer.1970. V. 13. Pp. 857�869.[6℄ Ïîäñòðèãà÷ ß.Ñ. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå â ñèñòåìå òâåðäûõ òåë, ñîïðÿæåííûõ ñ ïî-ìîùüþ òîíêîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ // ÈÔÆ. 1963. Ò. 6. � 10. Ñ. 129�136.[7℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Àííàêóëîâà �.Ê. Âçàèìîäåéñòâèå ïîêðûòèé ñ ó÷åòîì äå�îðìè-ðóåìîñòè, èçíîñà è òåïëîâûäåëåíèÿ îò òðåíèÿ // Òðåíèå è èçíîñ. 1992. Ò. 13. � 1.Ñ. 154�160.Ivano
hkin P.G., Kolesnikov I.V. Thermoelasti
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∗∗Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÈññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ëîêàëèçàöèè êîëåáàíèé íà äå�åêòàõ òèïà òðåùèíû � îò-ñëîåíèÿ è âëèÿíèå ëîêàëèçàöèè íà ðàçâèòèå äå�åêòîâ. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü, ïîçâîëÿþ-ùàÿ ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è ïðîàíàëèçèðîâàòü óñëîâèÿ ðîñòàîòñëîåíèÿ è îñòàíîâêè åãî ðîñòà.1. Ââåäåíèå. Ý��åêòû ëîêàëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â äå�îðìèðóå-ìûõ òâåðäûõ òåëàõ â îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ âêëþ÷åíèÿ ñ ñîáñòâåííîé äèíàìèêîé,áûëè âïåðâûå èññëåäîâàíû Âîðîâè÷åì È.È. è Áàáåøêî Â.À. [1℄. Áîëüøèíñòâîèçâåñòíûõ ðàáîò ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèéñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷. �åøå-íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷, à èìåííî, èññëåäîâàíèå îáðàçîâàíèÿëîêàëèçîâàííûõ âîëí â ñïëîøíîé ñðåäå ñ âêëþ÷åíèÿìè â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãîíàãðóæåíèÿ âñòðå÷àåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ îá èçìåíåíèèíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòÿõ ëîêàëèçàöèè äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïî ñðàâ-íåíèþ ñ íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì, ïîðîæäåííûì ïðîõîäÿùåé è îòðàæåííîé âîë-íàìè. Ïîñëåäíåå âàæíî ïðè èíæåíåðíîé îöåíêå êîíòàêòíîé ïðî÷íîñòè âêëþ÷åíèÿè àêóñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû ñ âêëþ÷åíèåì ïðè âûäåëåíèè òîëüêî ëîêàëèçîâàííîãîñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå ïîëíîé èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè, ó÷èòû-âàþùåé ïåðåõîäíûå âîëíîâûå ïðîöåññû.Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå äâóõ âàæíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ èíæåíåðíûõ ïðè-ëîæåíèé çàäà÷ î íåñòàöèîíàðíîì ïîâåäåíèè óïðóãî-äå�îðìèðóåìîãî ïîêðûòèÿ íàïîäëîæêå ïðè íàëè÷èè äå�åêòà â âèäå îòñëîåíèÿ. �åøåíèå ïåðâîé çàäà÷è ïîçâîëÿ-åò íàéòè íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû, ïðè êîòîðûõ ÿâëå-íèå ëîêàëèçàöèè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíî-ñòè îòñëîåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåõîäíûì âîëíîâûì ïðîöåññîì. �åøåíèå âòîðîéçàäà÷è îïèñûâàåò ðîñò îáëàñòè îòñëîåíèÿ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îñòà-íîâêè ðîñòà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïîäëîæêè è ïëåíêè è îò ïàðàìåòðîâíàãðóæåíèÿ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ìîäåëè ïëåíêè íà ïîäëîæêå âîçüìåì ñòðó-íó íà óïðóãîì îñíîâàíèè, êîý��èöèåíò æåñòêîñòè êîòîðîãî k[x, l(t)] ïðèíèìà-åò íóëåâûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòè îòñëîåíèÿ, à âíå ýòîé îáëàñòè ðàâåí k0. Áóäåìðàññìàòðèâàòü ñèëîâîå íàãðóæåíèå â âèäå ñîñðåäîòî÷åííîãî óñèëèÿ P (t)δ(x), ãäå
δ(x) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå îïèñûâàþùåå ïåðåìå-
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ρutt − Tuxx + k

[
x, l(t)

]
u = P (t)δ(x), −∞ < x <∞, (1)

u, ux → 0 ïðè |x| → ∞.Çäåñü ρ � ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü ñòðóíû, u � âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå ñòðóíû, T �ñèëà íàòÿæåíèÿ íåâîçìóùåííîé ñòðóíû. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòñëîåíèÿ âûáèðàåì äå�îðìàöèîííûé êðèòåðèé ñëåäó-þùåãî âèäà: ïðè äîñòèæåíèè õîòÿ áû â îäíîì èõ êîíöîâ îòñëîèâøåãîñÿ ó÷àñòêàêðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñìåùåíèÿ ∆ ïðîèñõîäèò ðîñò îòñëîåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ β.Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðîñò îáëàñòè îòñëîåíèÿ, èìååò âèä [3℄dldt =
β

2

{
H
[
u(x, t)|x=l−(t) − ∆

]
+H

[
u(x, t)|x=l+(t) − ∆

]}
, l

∣∣
t=0

= l0 (2)Çäåñü l−(t) � êîîðäèíàòà ëåâîãî êîíöà îòñëîåíèÿ, l+(t) � êîîðäèíàòà ïðàâîãîêîíöà îòñëîåíèÿ, 2l(t) = l−+ l+ � äëèíà îáëàñòè îòñëîåíèÿ, u(x, t) � ïåðåìåùåíèåòî÷êè ñòðóíû ñ êîîðäèíàòîé x â ìîìåíò âðåìåíè t, H � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, β �õàðàêòåðíûé ïàðàìåòð, ∆ � êðèòè÷åñêîå ïåðåìåùåíèå, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèòîòðûâ ïëåíêè îò óïðóãîãî îñíîâàíèÿ.3. Ëîêàëèçîâàííûå ìîäû. Â ñëó÷àå �èêñèðîâàííîé îáëàñòè îòñëîåíèÿ
l(t) = l0 çàäà÷à èìååò òî÷íîå ðåøåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò: âî-ïåðâûõ, ñðàâíèòü âêëàäëîêàëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîìó ñïåêòðó ñîáñòâåííûõ÷àñòîò êîëåáàíèé [2℄ è ïåðåõîäíîãî âîëíîâîãî ïðîöåññà (íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñîá-ñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé), è âî-âòîðûõ, îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ l0 è ïàðàìåòðàïëåíêè ωb =

√
k/ρ (÷àñòîòà îòñå÷êè), ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ëî-êàëèçîâàííàÿ ìîäà êîëåáàíèé, �îðìèðóþùàÿñÿ â îáëàñòè âêëþ÷åíèÿ. Â ñàìîìîáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ñòðóíû â ìåñòàõ îòñëîåíèÿ (x = ±l0) èìååò âèä

u(l0, t)=− 1

2
√
k0T




N∑

j=1

sin (ωj l0/c)

1 + l0

√
ω2
b − ω2

j/c

∫ t

0

P (τ) sinωj(t− τ)dτ +

+
1

π

∫ ∞

ωb

√
ω2 − ω2

b cos (ω l0/c)

ω2 − ω2
b cos2 (ω l0/c)

∫ t

0

P (τ) sinω(t− τ)dτdω] (3)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (3) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åí-íûì â ðàáîòå [2℄ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ïî ëîêàëèçîâàííûì è áåãóùèììîäàì ñòðóíû ñ ðàñïðåäåëåííûì âêëþ÷åíèåì è ωj � ýòî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû,ëåæàùèå äî ÷àñòîòû îòñå÷êè.Ñðàâíåíèå ñòàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ust(l0) = P0/2
√
k0T (â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãîíàãðóæåíèÿ (xp = 0, P = P0H(t)) ñ äèíàìè÷åñêèì, ó÷èòûâàþùèì âëèÿíèå ëîêà-ëèçîâàííûõ ìîä êîëåáàíèé (3), ïîêàçûâàåò, ÷òî

u(l0, t) → ust


1 −

N∑

j=1

sin (ωj l0/c)

ωj

(
1 + l0

√
ω2
b − ω2

j/c
) cosωjt


 , t→ ∞
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�èñ. 1. Ëîêàëèçîâàííàÿ �îðìà (a = ωbl0/c).Ëîêàëèçàöèÿ âîëí â îáëàñòè îòñëîåíèÿ ïëåíêè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäûåå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Òàêèå êîëåáàíèÿ ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå íåçíà÷èòåëü-íîé äèññèïàöèè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äëèòåëüíîå âðåìÿ. Ñóùåñòâóåò äèàïàçîí ïà-ðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ àìïëèòóäû ëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàíèé ìîãóò çíà÷èòåëüíîïðåâîñõîäèòü àìïëèòóäû ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðà�èêèçàâèñèìîñòè ïåðåìåùåíèÿ ïëåíêè â òî÷êå x = l0 â çàâèñèìîñòè îò t äëÿ ðàçëè÷-íûõ ïàðàìåòðîâ ωb l0/c < π/2. Êàê âèäíî, ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ωb l0/c ê π/2íàáëþäàåòñÿ ðîñò ïðîãèáîâ íà êðàÿõ îáëàñòè îòñëîåíèÿ.Äàëåå èññëåäóÿ èñõîäíóþ çàäà÷ó î ðîñòå çîíû îòñëîåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû òàêîâû, ÷òî èìåííî ëîêàëèçîâàííûå �îð-ìû êîëåáàíèé âíîñÿò îñíîâíîé âêëàä â ðåøåíèå è ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè ìîæíîïðåíåáðå÷ü. Ýòî ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ïî ñîá-ñòâåííûì �îðìàì, îñòàâèâ â ðàçëîæåíèè òîëüêî ëîêàëèçîâàííûå �îðìû.4. Îòñëîåíèå ïëåíêè. Ïðèìåì, ÷òî äëèíà èñõîäíîé îáëàñòè îòñëîåíèÿ âû-áðàíà òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à èìååò îäíî çíà÷åíèå äèñ-êðåòíîãî ñïåêòðà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ìîäà, è íåïðåðûâíûéñïåêòð, íà÷èíàþùèéñÿ çà ÷àñòîòîé îòñå÷êè. Ëîêàëèçàöèÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà âîáëàñòè äå�åêòà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ñèììåòðè÷íîé ìîäû êîëåáàíèé, ïîýòîìó ñ÷è-òàåì, ÷òî ðîñò çîíû îòñëîåíèÿ ïðîèñõîäèò òàêæå ñèììåòðè÷íî (l+ = l−). �åøåíèåèñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü ïðèìåíÿÿ ìåòîä Áóáíîâà��àëåðêèíà íàïåðåìåííîì èíòåðâàëå
u(x, t) = v0(x, l) q0(t), (4)

v0(x, l) = cosλxH
(
l − x

)
+ cosλl e−γ(x−l)H(x− l

)
, 0 < x <∞. (5)ãäå ω0 < ωb � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, v0(x, l) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñèììåòðè÷-íàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ìîäà, q0(t) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ (îáîáùåííàÿêîîðäèíàòà), λ = ω0(l)/c, γ =

√
ω2
b − ω2

0(l)/c. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñðàñïðîñòðàíåíèåì áåãóùèõ âîëí, íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (1), óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà v0(x, l) è èíòåãðèðóÿ
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d2q0
dt2

+
[
ω2

0(l) −
ω2
b cos2 λl

c2(1 + lγ)

(dl
dt

)2]
q0 =

Q0(t)

M0
, q0,

dq0
dt

∣∣∣
t=0

= 0. (6)Çäåñü Q0(t) � îáîáùåííàÿ ñèëà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå èìïóëüñíîé íàãðóçêè îïðåäå-ëÿåòñÿ êàê Q0(t) = P0δ(t), M0 = ρ(l + 1/γ) � îáîáùåííàÿ ìàññà. Óðàâíåíèå (6)ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè èçìåíåíèÿ èñõîäíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êî-ëåáàíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò �îðìó êîëåáàíèé ïðè l(t) = l0, à òàêæå ó÷èòûâà-ëîñü äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîé ëîêà-ëèçîâàííîé ÷àñòîòû ω0 îò l
tan

l ω0

c
=
√
ω2
b − ω2

0/ω0. (7)Óðàâíåíèå (2), îïèñûâàþùåå ðîñò îáëàñòè îòñëîåíèÿ, ïðèíèìàåò âèä
dl

dt
= βH

[
v0(l, ω0)q0(t) − ∆

]
, l|t=0 = l0. (8)Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (6)�(8).�àññìîòðèì êîëåáàíèÿ, âûçâàííûå èìïóëüñíîé âîçáóæäàþùåé ñèëîé, P (t) =

P0δ(x)δ(t). Òîãäà ïðè t < t1 âåëè÷èíà çîíû îòñëîåíèÿ ïîñòîÿííà è, ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (6) èçâåñòíî. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (8) ïîëó÷èì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðîñòàîáëàñòè îòñëîåíèÿ èìååò âèä
P0 cos λl0
M0(l0)ω0

> ∆. (9)Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî íåðàâåíñòâî (9) âûïîëíÿåòñÿ, òî ëèíåéíûéðîñò çîíû îòñëîåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ β íà÷èíàåòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = t1, êîòîðûéìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî îïðåäåëåí ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì
sinω0t1 =

∆ω0M0(l0)

P0 cosλl0
, l(t) = l0 + β tH(t− t1)Äëèíà çîíû îòñëîåíèÿ ðàñòåò äî òîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = t2 ïîêà âûïîëíÿåòñÿäå�îðìàöèîííûé êðèòåðèé (8). Íà ýòàïå ðîñòà l ìåíÿåòñÿ è ω0 â ñîîòâåòñòâèè ñäèñïåðñèîííîì óðàâíåíèåì (7), a òàêæåM0(l). Òàêèì îáðàçîì, äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå (8) èìååò ïåðåìåííûå êîý��èöèåíòû è íåíóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.Ïðè t > t2 äëèíà çîíû îòñëîåíèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé l1 = l(t2). �îñòçîíû îòñëîåíèÿ âîçîáíîâëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = t3, êîãäà àìïëèòóäà êîëå-áàíèé ïëåíêè äîñòèãàåò ∆, è òàê äàëåå. Òàêîé ñòóïåí÷àòûé ðîñò çîíû îòñëîåíèÿïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà l(t) íå äîñòèãíåò íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïîñòðîåííîåíà îñíîâå îäíîé ëîêàëèçîâàííîé ìîäû (5), îïèñûâàåò ñòóïåí÷àòûé ðîñò îáëàñòèîòñëîåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíîé ïàðàìåòðà β. �åçóëüòàòû ÷èñ-ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà îòñëîåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

β = 0.3, 0.2, 0.1 è ∆ = 0.2 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.Çàêëþ÷åíèå. Íà ïðèìåðå îòñëîåíèÿ ñòðóíû îò óïðóãîãî îñíîâàíèÿ áûëà ïî-êàçàíà âîçìîæíîñòü ëîêàëèçàöèè êîëåáàíèé íà äå�åêòå òèïà îòñëîåíèÿ è ïðîàíà-ëèçèðîâàíî âëèÿíèå ýòîé ëîêàëèçàöèè íà ïðîöåññ ðîñòà çîíû îòñëîåíèÿ.



Ëîêàëèçàöèÿ êîëåáàíèé â îáëàñòè îòñëîåíèÿ òîíêîé ïëåíêè 99

�èñ. 2. Ïîâåäåíèå ãðàíèöû îáëàñòè îòñëîåíèÿ.Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó÷òåíà ëèøü ïåðâàÿñèììåòðè÷íàÿ �îðìà êîëåáàíèé. Â äàëüíåéøåì íåîáõîäèì ó÷åò è íåñèììåòðè÷íîé�îðìû, à òàêæå ïåðåñòðîéêà êîëåáàíèé ïðè ðîñòå îòñëîåíèÿ. Âïîëíå åñòåñòâåííîîáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé îòñëîåíèÿ äâóìåðíîé ïëåíêè, áàëêèè òîíêîé ïëàñòèíû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé, ãðàíò 10-01-00814.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàáåøêî Â.À., Âîðîâè÷ È.È., Îáðàçöîâ È. �. Âûñîêî÷àñòîòíûé ðåçîíàíñ â ïîëóî-ãðàííè÷åííûõ òåëàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè // Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1990. Ò. 3. Ñ. 74�84.[2℄ Èíäåéöåâ Ä.À., Êóçíåöîâ Í. �., Ìîòûãèí Î.Â., Ìî÷àëîâà Þ.À. Ëîêàëèçàöèÿ ëè-íåéíûõ âîëí. ÑÏá: Èçä-âî Ñ.-Ïåòåðá. óí-òà, 2007. 342 ñ.[3℄ Andrews M.G., Massab R., Cavi
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�ÀÑ×ÅÒ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀÒÎÌÍÎ-ÑÈËÎÂÎ�Î ÌÈÊ�ÎÑÊÎÏÀ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌÒÅÏËÎÂÎ�Î ØÓÌÀÊàðïèíñêèé Ä.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂûïîëíåí ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê êîëåáàíèé, âíîñèìûõ òåïëîâûì øóìîì â ìàëîàì-ïëèòóäíûé äèíàìè÷åñêèé ðåæèì ìèêðîêîíñîëè àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà (ÀÑÌ).Óòî÷íåíû óñëîâèÿ ðàáîòû àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà, êîãäà åäèíñòâåííîé âîçìóùàþ-ùåé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ òåïëîâîé øóì. �àñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ àìïëèòóäàêîëåáàíèé çîíäà ÀÑÌ çàìåòíî ìåíÿåòñÿ ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä-îáðàçåö.1. Ââåäåíèå. Ìàëîàìïëèòóäíûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû (êîíòàêòíûé è íåêîí-òàêòíûé) àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà (ÀÑÌ) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷å-íèÿ èçîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè îáðàçöà âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, à òàêæå äëÿ êàëèá-ðîâêè ìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ [1, 2℄. Â [3℄ âïåðâûå âûïîëíåí ðàñ÷åò ñðåäíåêâàäðàòè-÷åñêèõ îòêëîíåíèé ìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî øóìà â îòñóò-ñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà [3℄ áûëè ïîäòâåðæäåíûíà îïûòå â [4℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âëèÿíèÿêîðîòêîäåéñòâóþùèõ ñèë â êîíòàêòíîì è ñèë âàí äåð Âààëüñà â áåñêîíòàêòíîììàëîàìïëèòóäíûõ ðåæèìàõ íà îöåíêó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé ìèêðî-êîíñîëè çà ñ÷åò òåïëîâûõ øóìîâ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì òåïåðü ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ñîáñòâåííûõêîëåáàíèÿõ ìèêðîêîíñîëè ñ çîíäîì, íà âåðøèíó êîòîðîãî äåéñòâóþò ñîñðåäîòî÷åí-íûå ñèëû. Â ñëó÷àå ìàëîàìïëèòóäíûõ îñöèëëÿöèé îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü, òîãäà ñèëû, äåéñòâóþùèå íà âåðøèíóçîíäà ïî íîðìàëè Fn è âäîëü Fl, Ft ïîâåðõíîñòè îáðàçöà îáðàçöà ïðèìóò âèä
Fn = knv, Fl = klu, Ft = ktw,ãäå v, u, w ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ êîíöà çîíäà, à êîý��èöèåíòû æåñòêîñòè kn, kl = ktñèëû äàíû â [1℄ (òàáë. 1).Â ðàñ÷åòå áóäåì ó÷èòûâàòü ïëîñêèå (âåðòèêàëüíûå) èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ìèê-ðîêîíñîëè, à òàêæå êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ è êîëåáàíèÿ áîêîâîãî èçãèáà (ðèñ. 1).ðåæèì D (íì) kn (Í/ì) kt (Í/ì)íåò âçàèìîäåéñòâèÿ 1.0 0 0ïðèòÿæåíèå 0.5 -7.9 0îòòàëêèâàíèå 0.08 35 58Òàáëèöà 1. Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö. D � ðàññòîÿíèå ìåæäó çîíäîì è îáðàç-öîì.
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à) á)�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ ìîäåëü ìèêðîêîíñîëè àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà: à) âèä ìèêðîêîí-ñîëè ñáîêó, á) âèä ñ òîðöà. Ïðóæèíû ñîîòâåòñòâóþò ñèëàì âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìèêðîêîíñîëè è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà-÷è àíàëîãè÷íû [6, 7℄. Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò èçãèáíûå âåðòèêàëüíûå, áîêîâûå,à òàêæå ñâÿçàííûå èçãèáíî � êðóòèëüíûå ìîäû êîëåáàíèé. ×èñëåííûå çíà÷å-íèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí â çàäà÷å âûáðàíû àíàëîãè÷íî [7℄: ìîäóëü Þíãà �
E = 1.5 · 1011Ïà, äëèíà ìèêðîêîíñîëè � L = 200ìêì, øèðèíà ìèêðîêîíñîëè �
w = 40ìêì, òîëùèíà � tc = 3.5ìêì, ìàññà çîíäà � m = 2 · 10−13 êã, âûñîòàçîíäà � h = 15ìêì. �åøåíèå äàííîé çàäà÷è ïðåäóñìàòðèâàåò íàõîæäåíèå ñîá-ñòâåííûõ ÷àñòîò ìèêðîêîíñîëè fn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñîîòâåñòâóþùåãî÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ �îðì ìèêðîêîíñîëè. Îáùåå ðå-øåíèå çàäà÷è èìååò âèä

v(x, t) =

∞∑

n=1

an(t)hn(x/L), u(x, t) =

∞∑

n=1

bn(t)h̃n(x/L),

Φ(x, t) =
∞∑

n=1

cn(t)gn(x/L),ãäå Φ(x, t) � óãîë çàêðóòêè, hn(x/L), h̃n(x/L), gn(x/L) � ñîáñòâåííûå �îðìû ìî-äû n (áåçðàçìåðíûå) äëÿ âåðòèêàëüíîãî, áîêîâîãî èçãèáîâ è êðó÷åíèÿ, ñîîòâåò-ñòâåííî, à an(t), bn(t), cn(t) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîçìóùåíèÿ (an(t), bn(t) �ðàçìåðíîñòè äëèíû, cn(t) � áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà) ìîäû n â ìîìåíò âðåìåíè t.Ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé êîíñîëè, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìæåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ ïðè x = 0, èìåþò âèä
hn(x/L) = Gn [cos(knx/L) − cosh(knx/L)] +Hn [sin(knx/L) − sinh(knx/L)] ,

h̃n(x/L) = G̃n [cos(γnx/L) − cosh(γnx/L)] + H̃n [sin(γnx/L) − sinh(γnx/L)] ,

gn(x/L) = Bn sin(pnx/L).

(1)3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ îáñóæäåíèå. Â òàáë. 2 ïîêàçàíû ñîáñòâåííûå÷àñòîòû äëÿ òðåõ èçãèáíûõ ìîä è îäíîé ñâÿçàííîé ìîäû (êðó÷åíèå + áîêîâîé èç-ãèá)ïðè òðåõ ðåæèìàõ âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä � ïîâåðõíîñòü îáðàçöà. �àñ÷åòû ïîêà-



102 Êàðïèíñêèé Ä.Í.Íîìåð ìîäû, k Íåòâçàèìîäåéñòâèÿ,ê�ö Ïðèòÿæåíèå(áåñêîíòàêòíûé),ê�ö Îòòàëêèâàíèå(êîíòàêòíûé),ê�ö1 111,7 15,0 245,22 706,4 698,1 752,83 1110,2 1110,2 1335,0 (1143,1)4 1977,8 1974,8 1998,8Òàáëèöà 2. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ çàäà÷è (4)�(12): ïåðâàÿ, âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ ìî-äû ñîîòâåòñòâóþò âåðòèêàëüíîìó èçãèáó, òðåòüÿ ñâÿçàííûì ìîäàì êðó÷åíèÿ è áîêîâîãîèçãèáà. ×èñëî â ñêîáêàõ óêàçûâàåò ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ÷èñòîé ìîäû êðó÷åíèÿ.çàëè, ÷òî â ðåæèìå ïðèòÿæåíèÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû óìåíüøàþòñÿ ïî ñðàâíåíèþñ ðåæèìîì îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, à â ðåæèìå îòòàëêèâàíèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ.�àññìîòðèì äàëåå ýíåðãåòè÷åñêèé âêëàä êàæäîé ìîäû êîëåáàíèé âåðòèêàëü-íîãî èçãèáà ìèêðîêîíñîëè. Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä � îáðàçåö êîý�-�èöèåíòû Gn, Hn äëÿ ìîäû âåðòèêàëüíîãî èçãèáà â (1) äàþòñÿ �îðìóëàìè
Gn = (−1)n/2, Hn = −Gn

cos kn + cosh kn
sin kn + sinh kn

,Ïðè âçàèìîäåéñòâóþùèõ çîíäå è îáðàçöå ÷èñëåííûé ðàñ÷åò êîý��èöèåíòîâ
Gn, Hn áûë âûïîëíåí ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Maple. �àñ÷åòû ïîêàçàëè ñóùå-ñòâåííîå ðàçëè÷èå ïåðâîé ñîáñòâåííîé �îðìû äëÿ ñëó÷àåâ âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä �îáðàçåö è åãî îòñóòñòâèÿ. Äëÿ âûñîêèõ ìîä ðàçëè÷èå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìèñîáñòâåííûìè �îðìàìè íåçíà÷èòåëüíî. Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä �îáðàçåö âåëè÷èíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìîäûW p

n(t) äàåòñÿ ïðîñòîé �îðìóëîé [1℄
W p
n(t) =

kck
4
n

24
a2
n(t), (2)Â (2) kc = Ewt2c/4L

3 � êîý��èöèåíò æåñòêîñòè ìèêðîêîíñîëè ïðè ñòàòè÷åñêîéíàãðóçêå. Ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ kc = 8Í/ì.Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä � îáðàçåö ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîäû n âåð-òèêàëüíîãî èçãèáà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî ïî �îðìóëå
W p
n(t) = EIa2

n(t)

∫ 1

0

h′′n
2(z)

(1 + h′2n )3/2
dz. (3)Àíàëîãè÷íî [3℄, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîé ñîáñòâåííîé ìîäå ìèêðîêîíñîëè ñî-îòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ 1

2
kBT , ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà(òåîðåìà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ [8℄). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêóäëÿ âåëè÷èíû √< u2

n(1, t) > äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé ìîäû. Ïðè îòñóòñòâèè âçà-èìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö èç (2) ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ îöåíêà unèìååò âèä [1℄
√
< u2

n(1, t) > =

√
12

k2
n

√
kBT

kc
,



�àñ÷åò äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÀÑÌ ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî øóìà 103�àñ÷åòû ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ âåðøèíû ìèêðîêîíñîëè√
< u2

n(1, t) > ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö âûïîëíåíû ñ èñïîëüçîâà-íèåì (3)äëÿ çíà÷åíèé Fn, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæèìàì ïðèòÿæåíèÿ (ñèëû âàí äåðÂààëüñà) è îòòàëêèâàíèÿ (êîðîòêîäåéñòâóþùèå ñèëû). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äàíûâ òàáë. 3. Èç ýòîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå çîíä�îáðàçåö ñóùåñòâåííîìåíÿåò îöåíêó √< u2
1(1, t) >, â òî âðåìÿ êàê äëÿ âûñîêèõ ìîä èçìåíåíèÿ ìàëû.ðåæèì √
< u2

1(1, t) >, √< u2
2(1, t) >, √< u2

3(1, t) >, √< u2
4(1, t) >,íì íì íì íìíåòâçàèìîäåéñòâèÿ 0.0303 0.00716 0.00280 0.00331ïðèòÿæåíèå 0.0321 0.00709 0.00280 0.00330îòòàëêèâàíèå 0.0226 0.00746 0.00264 0.00336Òàáëèöà 3. Âåëè÷èíû ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ êîíöà ìèêðîêîíñîëè äëÿ èçãèá-íûõ ìîä (ñòàòè÷åñêàÿ æåñòêîñòü kc = 8Í/ì).Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òîâ ðåæèìå îòòàëêèâàíèÿ (êîíòàêòíûé ðåæèì) óâåëè÷åíèå Kn/kc ïðè Kn > 0 (íà-ïðèìåð, ïåðåõîä ê ìÿãêèì ìèêðîêîíñîëÿì) ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå óâåëè÷åíèåñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, òîãäà êàê â ðåæèìå ïðèòÿæåíèÿ ïðè Kn < 0 ñíèæåíèå ïîàáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò âïëîòü äî îáðà-ùåíèÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû â íîëü ïðè Kn/kc < −1. Ïîñêîëüêó ïåðâàÿìîäà âíîñèò îñíîâíîé âêëàä â ýíåðãèþ êîëåáàíèé ìèêðîêîíñîëè, òî ýòî îáñòîÿ-òåëüñòâî çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà îöåíêó âëèÿíèÿ òåïëîâîãî øóìà äëÿ ìèêðîêîí-ñîëè. Íåîæèäàííûìè òàêæå îêàçàëèñü ðåçóëüòàòû î íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòèêîý��èöèåíòîâ Gn è Hn îò Kn/kc (êîý��èöèåíòû óâåëè÷èâàþòñÿ ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå ïðè Kn/kc > 2) è èñ÷åçíîâåíèå ìîä òðåòüåãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà âðåæèìå îòòàëêèâàíèÿ. È, íàêîíåö, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåîáõîäèìîñòè ïîäáîðàäëÿ îïûòîâ ìèêðîêîíñîëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ýêñïåðèìåíòà.Òàê, íàïðèìåð, ïðè íåîáõîäèìîñòè óìåíüøèòü âëèÿíèå òåïëîâîãî øóìà ïðè ðàáîòåñ âíåøíåé âîçáóæäàþùåé ñèëîé â êîíòàêòíîì ðåæèìå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ¾ìÿã-êóþ¿ ìèêðîêîíñîëü, à ïðè ðàáîòå â áåñêîíòàêòíîì ðåæèìå ¾ìÿãêóþ¿ ìèêðîêîí-ñîëü èñïîëüçîâàòü îïàñíî, òàê êàê ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ìîæåò îáðàòèòüñÿ âíîëü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëè-ÿíèÿ òåïëîâîãî øóìà íà ïðîöåññû ðàçðûâà è âîññòàíîâëåíèÿ õèìè÷åñêèõ ñâÿçåéñîãëàñíî òåðìî�ëóêòóàöèîííîé êîíöåïöèè ïðî÷íîñòè òâåðäûõ òåë.



104 Êàðïèíñêèé Ä.Í.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Song Y., Bhushan B. J. Atomi
 for
e mi
ros
opy dynami
 modes: modeling andappli
ations // J. Phys.: Condens. Matter. 2008. V. 20. 225012.[2℄ Levy R. Maaloum M. Measuring the spring 
onstant of atomi
 for
e mi
ros
ope
antilevers: thermal �u
tuations and other methods // Nanote
hnology. 2002. V.13.Pp. 1333�1337.[3℄ Butt H. J., Jas
hke M. Cal
ulation of thermal noise in atomi
 for
e mi
ros
opy //Nanote
hnology. 1995. V. 6. Pp. 1�11.[4℄ Paolino P., Tiribilli B., Bellon L. Dire
t measurement of spatial modes of a mi
ro-
antilever from thermal noise // J. Appl. Phys. 2009. V. 106. 094313.[5℄ Êàðïèíñêèé Ä.Í., Øèøêèí A.Í. Îöåíêà âëèÿíèÿ òåïëîâîãî øóìà â ìàëîàìïëèòóä-íûõ ðåæèìàõ àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèéðåãèîí. Òåõíè÷åñêèå íàóêè. 2010. � 5. Ñ. 76�79.[6℄ Wu T.S., Chang W. -J., Hsu J. -C. E�e
t of tip length and normal and lateral 
onta
tsti�ness on the �exural vibration responses of atomi
 for
e mi
ros
ope 
antilevers //Mi
roele
troni
 Engineering. 2004. V. 71. Pp. 15�23.[7℄ Lee H. -L., Chang W. -J. Coupled lateral bending-torsional vibration sensitivity of atomi
for
e mi
ros
ope 
antilever // Ultrami
ros
opy. 2008. V. 108. Pp. 707�719.[8℄ Ëàíäàó Ë.Ä.,Ëè�øèö Å.Ì. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà. Ì.: Íàóêà, 1976. 567 
.Karpinsky D.N. Dynami
 
hara
teristi
 
al
ulation of atomi
 for
e mi
ros
ope underthermal for
e. Estimation of the thermal noise in�uen
e in the low amplitude regimes foratomi
 for
e mi
ros
opy. It is realized the 
al
ulation of errors owning to the thermal noisein vibrational regime of mi
ro
antilever by the non-
onta
t and 
onta
t dynami
 regimes ofatomi
 for
e mi
ros
ope. It is spe
ify the work 
onditions for atomi
 for
e mi
ros
ope, whenthe only driving for
e is the thermal noise.



Î ÏÎÈÑÊÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î Ï�ÎÔÈËß Ê�Ó�ËÎÉ�ÎÔ�È�ÎÂÀÍÍÎÉ ÌÅÌÁ�ÀÍÛ Ñ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÌËÈÍÅÉÍÛÌ ÕÎÄÎÌÊàðÿêèí Ì.È.∗,∗∗, Ñèãàåâà Ò.Â.∗
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∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, ÂëàäèêàâêàçÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñåñèììåòðè÷íûå ìåìáðàíû ñ æåñòêî çàùåìëåííûìè êðà-ÿìè ïîä äåéñòâèåì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîãî ïîâåäåíèÿìåìáðàíû èñïîëüçóþòñÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, îñíîâàííûå íà ãèïîòåçàõ Êèðõãî�à�Ëÿâà. Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà ïðî�èëÿ ìåìáðàíû, èìåþùåé ïðîäîëæè-òåëüíûé ó÷àñòîê ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèëîæåííûì äàâëåíèåì è èçìåíåíèåìîáúåìà. Â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà áûë èñïîëüçîâàí ìîäè�èöèðîâàííûé ãå-íåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, äàíû ïðî�èëè íàéäåííûõ ìåì-áðàí.1. Ââåäåíèå. Âàæíûìè òðåáîâàíèÿìè, ïðåäúÿâëÿåìûìè èíæåíåðàìè è ïðî-åêòèðîâùèêàìè ê òîíêîñòåííûì êîíñòðóêöèÿì, ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî äåøåâèçíà èëåãêîñòü èçãîòîâëåíèÿ, íî òàêæå ïðåäñêàçóåìîñòü è íàäåæíîñòü ðàáîòû â óñëî-âèÿõ ñëîæíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ, äëèòåëüíîéýêñïëóàòàöèè, ïîä äåéñòâèåì ðàäèîàêòèâíîãî èçëó÷åíèÿ, íèçêèõ è âûñîêèõ òåì-ïåðàòóð. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìû êàê ðàçðàáîòêà íîâûõ ìîäåëåé,ñïîñîáíûõ òî÷íî îïèñàòü íåëèíåéíîå ïîâåäåíèå îáîëî÷åê, òàê è ïðèâëå÷åíèå ý�-�åêòèâíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ïîäáîðà �îðìû êîíñòðóêöèè. Ñêàçàííûìîïðåäåëÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè äàííîé ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé ïîèñêó îïòè-ìàëüíîãî ïðî�èëÿ êðóãëîé ãî�ðèðîâàííîé ìåìáðàíû, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ èñ-ïîëüçîâàíèÿ â ñîâðåìåííûõ äàò÷èêàõ äàâëåíèÿ.2. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. �àññìîòðèì êðóãëóþ îñåñèììåòðè÷íóþ ìåìáðà-íó òîëùèíîé h è ðàäèóñîì ρ. Ïðî�èëü ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ ãëàäêîé �óíêöèåé

z = f(r), ãäå z � âûñîòà òî÷êè ìåìáðàíû îòíîñèòåëüíî êîíòóðà çàùåìëåíèÿ.Êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè âäîëü ìåðèäèàíà è ïàðàëëåëè âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:
k1 = − f ′′

(1 + f ′2)
3
2

, k2 = − f ′

r(1 + f ′2)
1
2

, f ′ =
df

dr
.Â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìåìáðàíû, íàõîäÿùåéñÿ ïîääåéñòâèåì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ãèïîòåçàõ Êèðõãî�à�Ëÿâà(ñì. [1℄), ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãîïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ êîìïîíåíò ðàñøèðåííîãî øåñòèìåðíîãî âåê-òîðà Y ñ áåçðàçìåðíûìè êîìïîíåíòàìè

Y1 =
u1

h
, Y2 =

u2

h
, Y3 = θ1, Y4 =

rT11

Bh
,

Y5 =
r(CQ1 − T11θ1)

Bh
, Y6 =

rM11

Bh2
,

(1)



106 Êàðÿêèí Ì.È., Ñèãàåâà Ò.Â.ãäå u1, u2 � ñìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû âäîëü ìåðèäèàíà è íîð-ìàëè, θ1 � óãîë ïîâîðîòà íîðìàëè, T11 è M11 � ïðîäîëüíîå óñèëèå è èçãèáàþùèéìîìåíò ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
dY1

dx
= −ν

x
Y1 −

K1 + νK2

C
Y2 +

1

Cx
Y4 −

1

2C
Y 2

3 ,

dY2

dx
= −K1

C
Y1 −

1

C
Y3,

dY3

dx
= −ν

x
Y3 +

12

Cx
Y5,

dY4

dx
=

(1 − ν2)C

x
Y1 − (1 − ν2)K2Y2 +

px

C
Y3 +

ν

x
Y4 −

K1

C
Y6,

dY5

dx
=

(1 − ν2)C

12x
Y3 +

1

C
Y6 −

ν

x
Y5 +

1

C
Y3Y4,

dY6

dx
= (1 − ν2)K2Y1 +

(1 − ν2)K2
2x

C
Y2 +

K1 + ν2K2
2

C
Y4 −

px

2C
Y 2

3 +
px

C
.

(2)
Çäåñü Ki = kih � áåçðàçìåðíûå êðèâèçíû, x = r/h � áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ, à
C = C(r) = 1/(1 + f ′2)1/2.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (2) â òî÷êå x1 = ρ/h â ñëó÷àå æ¼ñòêîãî çàùåìëåíèÿêðàÿ ïðèíèìàþò âèä:

Y1(x1) = 0, Y2(x1) = 0, Y3(x1) = 0. (3)Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû (2) áûë èñïîëüçîâàí ïîäõîä, êîãäà óñëî-âèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ïðè x = 0 çàìåíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè
x = x0 (x0 6 1):

Y4(x0) = 0, Y5(x0) = 0, Y6(x0) = 0. (4)Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äâóõòî÷å÷íîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (2)�(4) áûëïðèìåíåí ìåòîä ïðèñòðåëêè, â êîòîðîì â êà÷åñòâå çàäàâàåìîãî ïàðàìåòðà (ïàðà-ìåòðà íàãðóæåíèÿ) âûáèðàåòñÿ âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîãî ïðîãèáà â òî÷êå x = x0, àíàáîð ïðèñòðåëèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ V1 = Y1(x0), V2 = p è V3 = Y3(x0) îïðåäåëÿåòñÿïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2)�(4) èç óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñîîòíîøåíèÿì (3).Äàííàÿ ìîäåëü ý��åêòèâíà äëÿ òîíêèõ îáîëî÷åê è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëíóþèí�îðìàöèþ î íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè è ïåðåìåùåíèÿõ ìåìáðà-íû. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ âû÷èñëÿþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî õàðàêòåðè-ñòèê ìåìáðàíû, êîòîðûå íåîáõîäèìî îïòèìèçèðîâàòü. Â êà÷åñòâå òàêîé õàðàêòå-ðèñòèêè ìîæåò âûñòóïàòü �óíêöèÿ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé [2℄, ñãëàæèâàíèåêîòîðîé ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ çîí ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, ÿâëÿþùèõñÿ îä-íîé èç ïðè÷èí ðàçðóøåíèé òîíêèõ îáîëî÷åê. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îïòèìèçàöèèâûáðàíî èçìåíåíèå îáúåìà ïîä ìåìáðàíîé â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ, êîòîðîå â èäå-àëå äîëæíî èìåòü ìàêñèìàëüíî ëèíåéíûé õàðàêòåð.3. Ïîñòàíîâêà è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïòè-ìèçàöèè ïðî�èëÿ ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìåáðàíû, ó êîòîðîé çàâèñèìîñòü



Î ïîèñêå ïðî�èëÿ êðóãëîé ãî�ðèðîâàííîé ìåìáðàíû 107îáúåìà îò ïðèëîæåííîãî äàâëåíèÿ èìååò ëèíåéíûé õàðàêòåð, ñ÷èòàÿ ÷òî îïòè-ìàëüíîé ìåìáðàíå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ (â ñìûñëå îáúåìà) äëèíà òàêîãîëèíåéíîãî ó÷àñòêà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà: ñðåäè ìíîæåñòâà êðóãëûõ ìåìáðàíñ ðàäèóñîì ρ = 25ìì è òîëùèíîé h = 0.1ìì íàéòè òàêóþ, ëèíåéíîå èçìåíåíèåîáúåìà êîòîðîé áóäåò èìåòü ìåñòî â íàèáîëåå øèðîêîì äèàïàçîíå. �åîìåòðèÿ ìåì-áðàíû çàäàåòñÿ íàáîðîì âûñîò ïðî�èëÿ zi(i = 1, ..., 6) â øåñòè �èêñèðîâàííûõ ïîðàäèóñó òî÷êàõ ri(i = 1, ..., 6), è ñàì ïðî�èëü ñòðîèòñÿ ïî çàäàííîìó íàáîðó íàîñíîâå ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè. Êîîðäèíàòû ri çàäàíû, à âûñîòû zi è áóäóò ÿâëÿòüñÿîïòèìèçèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè. Äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàåì, ÷òî ñåðåäèíà ìåìáðàíûè ó÷àñòîê âîçëå êðàÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëîãèìè: z = 0 ïðè r = 23 ÷ 25ìì è z = constïðè r = 0 ÷ 5ìì.Â ýòîé çàäà÷å ïî êàæäîìó ïðî�èëþ âåëè÷èíà öåëåâîé �óíêöèè íàõîäèòñÿ íàîñíîâå ÷èñëåííîãî àíàëèçà êðàåâîé çàäà÷è (2)�(4) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â õîäåðåøåíèÿ (2)�(4) ñòðîèòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðèëîæåííûì äàâëåíèåì è èçìåíå-íèåì â îáúåìå ïîä ïîâåðõíîñòüþ, ïðè÷åì ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêàýòà çàâèñèìîñòü ÿâëåòñÿ äîñòàòî÷íî ëèíåéíîé. Áëèçîñòü ê ëèíåéíîìó îçíà÷àåò,÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå �óíêöèè îò àïïðîêñèìèðóþùåé åå ïðÿìîé íåïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìàëîãî çíà÷åíèÿ. Êîíå÷íàÿ äëèíà òàêîé êðè-âîé ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ìàêñèìèçèðóåìîé �óíêöèè l = l(z1, ..., z6) è çàâèñèò îòíàáîðà ïàðàìåòðîâ zi ñëîæíî, íåëèíåéíî è íåìîíîòîííî. Èìåííî ïîýòîìó äëÿ ïî-èñêà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà è áûë ïðèâëå÷åí ìîäè�èöèðîâàííûé ãåíåòè÷åñêèéàëãîðèòì èç [3℄, èìèòèðóþùèé ïðîöåññû ýâîëþöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãîíàáîðà ïàðàìåòðîâ äàæå â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ.
f(r) , мм 

�èñ. 1. Ïðî�èëü îïòèìàëüíîé ìåìáðàíû.Â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè áûë íàéäåí íàáîð ïàðàìåòðîâ zi (i = 1, ..., 6), ñîñòàâ-ëÿþùèõ ïðî�èëü ìåìáðàíû ñ ìàêñèìàëüíûì ëèíåéíûì õîäîì. �î�ðèðîâêà ýòîéìåìáðàíû èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1, à åå äèàãðàììà íàãðóæåíèÿ íà ðèñ. 2. Ïîëó÷åííûéðåçóëüòàò èëëþñòðèðóåò ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ èïðåäëîæåííîé äëÿ ñèìóëÿöèè ìîäåëè èç [1℄.Ñòðîãî ãîâîðÿ, äàííàÿ ìåìáðàíà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò êðóãîâîé ïëàñòèíû �îòíîøåíèå âûñîòû ê äèàìåòðó ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 2 %. Ïðè ýòîì îòëè÷èå äèà-ãðàì íàãðóæåíèÿ ãî�ðèðîâàííîé ìåìáðàíû è ïëàñòèíû íå òîëüêî ñóùåñòâåííîå,
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р

V, мм3

, мбар

�èñ. 2. Äèàãðàììû íàãðóæåíèÿ êðóãîâîé ïëàñòèíû (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è îïòèìàëüíîéìåìáðàíû.
р , мбар

V, мм3�èñ. 3. Äèàãðàììû íàãðóæåíèÿ êðóãîâîé ïëàñòèíû (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), à òàêæå îïòè-ìàëüíûõ ìåìáðàí â ñìûñëå ïðîòÿæåííîñòè è ïîëîãîñòè ëèíåéíîãî ó÷àñòêà (ñïëîøíàÿëèíèÿ è ëèíèÿ ñ òî÷êàìè ñîîòâåòñòâåííî).íî è êà÷åñòâåííîå � äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 2 ïóíêòèðîì èçîáðàæåíà äèàãðàìàíàãðóæåíèÿ êðóãîâîé ïëàñòèíêè ñ òåìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè. Îäíàêî, íåñìîòðÿíà ÿâíûå ïðåèìóùåñòâà ãî�ðèðîâêè íà âñåì ðàññìîòðåííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿîáúåìà, ïîâåäåíèå ïëàñòèíû â íà÷àëå íàãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîëîãèì. Èìåí-íî ïîýòîìó áûëà ðàññìîòðåíà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìåìáðàíû, óêîòîðîé çàâèñèìîñòü îáúåìà îò ïðèëîæåííîãî äàâëåíèÿ èìååò ëèíåéíûé õàðàê-òåð íà ó÷àñòêå �èêñèðîâàííîé äëèíû, ñ÷èòàÿ ÷òî îïòèìàëüíîé ìåìáðàíå ñîîò-âåòñòâóåò ëèíåéíûé ó÷àñòîê ñ ìèíèìàëüíûì óãëîì íàêëîíà (ëèíåéíîå ïîâåäåíèåïðè íàèìåíüøåì äàâëåíèè). ×èñëåííûé àíàëèç (àíàëîãè÷íûé ïðåäûäóùåé çàäà-÷å) ïîçâîëèë íàéòè òàêóþ ìåìáðàíó, äèàãðàììà íàãðóæåíèÿ êîòîðîé ïîêàçàíà íàðèñ. 3.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûåè íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîä (ãîñêîí-òðàêò Ï361).
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ÌÅÒÎÄ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÀ�ÈÇÀÖÈÈ Â ÎÁ�ÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕÊîçèí Ñ.Â., Ñóõîâ Ä.Þ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ òâåðäûõ òåë íà îñíîâå èòåðà-òèâíîãî âàðèàíòà ìåòîäà êâàçèëèíåàðèçàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷,âîçíèêàþùèõ íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà, ïðèìåíåí ìåòîä ïðèñòðåëêè. Ïðåäñòàâëåíû ðå-çóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ äâóõ çàäà÷:1. Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â çàäà÷å îá èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ âÿçêî-óïðóãîãî ñòåðæíÿ ïðè àíàëèçå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé;2. Èäåíòè�èêàöèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà ïðèìåðå çàäà÷è î ñäâèãîâîì êðó÷å-íèè öèëèíäðà èç ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê.Óðàâíåíèå óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãîãî ñòåðæíÿ äëè-íû l ïåðåìåííîé æåñòêîñòè èìååò âèä
[G(ξ, iκ)t′(ξ,κ)]

′
+ κ

2t(ξ,κ) = 0,{
t(0,κ) = 0,

[G(ξ, iκ)t′(ξ,κ)]x=1 = −1,ãäå ξ(x) =
x

l
� áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà, t(ξ) � áåçðàçìåðíîå ïåðåìåùåíèå,

G(ξ, iκ) =
iM0κf(ξ) + h(ξ)

iM0κ + 1
� íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìåíåíèåáåçðàçìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ, f(ξ) =

E(ξl)

E0

è h(ξ) =
H(ξl)

E0

� áåçðàçìåðíûå�óíêöèè, îòðàæàþùèå çàêîíû èçìåíåíèÿ ìãíîâåííîãî E(x) è äëèòåëüíîãî H(x)ìîäóëåé, κ
2 =

ω2ρl2

E0

� áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà.Ïðîèçâåäÿ çàìåíó s(ξ,κ) = G(ξ, iκ)t′(ξ,κ), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé




d

dξ
t (ξ,κ) =

1

G (ξ, iκ)
s (ξ,κ) ,

d

dξ
s (ξ,κ) = −κ

2t (ξ,κ)

(1)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè {
t(0,κ) = 0,

s(1,κ) = −1.
(2)Ïóñòü èìååòñÿ èí�îðìàöèÿ î ñìåùåíèè íà êîíöå ñòåðæíÿ â äâóõ ÷àñòîòàõ κ1è κ2: {

t(1,κ1) = ν1,

t(1,κ2) = ν2.
(3)



Ìåòîä êâàçèëèíåàðèçàöèè â îáðàòíûõ çàäà÷àõ 111Áóäåì èñêàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ G(ξ, iκ) â âèäå
G(ξ, iκ) =

iM0κe+ h

iM0κ + 1
, e è h− const.1.2. Ôîðìóëèðîâêà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Äëÿ ïîèñêà íà÷àëüíîãî ïðèáëè-æåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êâàçèëèíåàðèçàöèè [1℄. Ïðîèçâåäåì ëèíåàðèçàöèþñèñòåìû (1)�(2), ïðåäïîëîæèâ t = t0 + εt1, s = s0 + εs1, e = e0 + εe1, h = h0 + εh1è âûïèñàâ îïåðàòîðíûå ñëàãàåìûå ïðè íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíÿõ ε. Ïîëó÷èì äâåñèñòåìû, ïðè ε0





(iM0κe0 + h0)t
′
0 = (iM0κ + 1) s0,

s′0 = −κ
2t0,

e′0 = 0,

h′0 = 0,

{
t0(0,κ) = 0,

s0(1,κ) = −1,
(4)è ïðè ε1





(iM0κe0 + h0)t
′
1 = (iM0κ + 1)s1 − (iM0κe1 + h1)t

′
0,

s′1 = −κ
2t0,

e′1 = 0,

h′1 = 0,

{
t1(0,κ) = 0,

s1(1,κ) = 0.
(5)Ïóñòü èçâåñòíû íåêîòîðûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ e0 è h0, çàäàþùèå íóëåâîå ïðè-áëèæåíèå êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ. Îïèøåì i-é øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.Èç ñèñòåìû (4) îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöèè tk0 = t0(ξ,κk) è sk0 = s0(ξ,κk), k = 1..2.Âû÷èñëÿåòñÿ íîðìà íåâÿçêè δi = max {|ν1 − t10(1)|, |ν2 − t20(1)|}. Åñëè δi < δ,ãäå δ � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü, òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå íàéäåíî è èòåðàöèîííûéïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.Äàëåå èç ñèñòåìû (5) îïðåäåëÿþòñÿ ïîïðàâêè e1 è h1. Äëÿ ýòîãî ëèíåàðèçî-âàííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, â êîòîðûõ èñêîìûå �óíêöèèïîî÷åðåäíî ïîëó÷àþò åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ; òàêèì îáðàçîì â ñèëó ëèíåéíîñòè ðå-øåíèå îòûñêèâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåøåíèé òðåõ çàäà÷ Êîøè, ïðè-÷åì êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè äî-ïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èç ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Äàëååïðîèçâîäèòñÿ êîððåêöèÿ i-ãî ïðèáëèæåíèÿ e0 = e0 + e1, h0 = h0 + h1.Èòåðàöèè îñóùåñòâëÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿòî÷íîñòü, ëèáî äîñòèãíóòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé.1.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíûõïðèáëèæåíèé íåìîíîòîííûõ �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíåíèå ìãíîâåííîãîè äëèòåëüíîãî ìîäóëåé. Äëÿ �óíêöèé âèäà

e(x) = 2 + x2/4 + x3/5 + cos (sin(πx)) ,

h(x) = 2 − log(x+ 0.5) + x2/2áûëè âûáðàíû íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ e0 = 2.1, h0 = 3.5. Ïîèñê ïðèáëèæåíèÿïðîèçâîäèëñÿ ïî èí�îðìàöèè î ñìåùåíèè è �àçå íà ïðàâîì êîíöå ñòåðæíÿ â ÷à-ñòîòàõ κ1 = 0.5 è κ2 = 4.1.
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�èñ. 1. Íàéäåííîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ei = 2.72, hi = 2.22Äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè 10−3 ïîòðåáîâàëîñü 11 èòåðàöèé.

�èñ. 2. Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

2.1. Èäåíòè�èêàöèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåò-ðîâ íåëèíåéíî óïðóãîãî òåëà. Îïèøåì ñõåìóèäåíòè�èêàöèè ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîìî-ùüþ ìåòîäà êâàçèëèíåàðèçàöèè íà ïðèìåðå çàäà÷èî êðó÷åíèÿ ïîëîãî íåëèíåéíî óïðóãîãî öèëèíäðà.Íà ðèñ. 2, èëëþñòðèðóþùåì åå ïîñòàíîâêó, òî÷êà Aâ ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè ïåðåõîäèò â òî÷êó B.Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ èñ-ïîëüçîâàëñÿ ïîëóîáðàòíûé ìåòîä Ñåí-Âå-íàíà [4℄, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíî ïðåä-ñòàâëåíèå äå�îðìàöèè âèäà {R = R(r),
Φ = P (r) + ϕ, Z = z}. Çäåñü �óíêöèÿ R(r)îïèñûâàåò íîâîå ïîëîæåíèå òî÷êè ïî ðàäèóñóöèëèíäðà, à P (r) � ïðèðàùåíèå êîîðäèíàòû ϕ.Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà öèëèíäðà îïðåäåëÿëîñü äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ïîòåíöè-àëîì Áëåéòöà è Êî

W = µ



β

(
I1 +

I−α3 − 1

α
− 3

)

2
+

(1 − β)

(
I2
I3

+
Iα3 − 1

α
− 3

)

2


 .Â ñðåäå Maple áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéñèñòåìó äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

{
R′′(r) = F (R′(r), P ′(r), R(r), P (r), r),

P ′′(r) = G(R′(r), P ′(r), R(r), P (r), r),

{
R(r0) = r0, R(r1) = r1,

P (r0) = p0, P (r1) = p1.



Ìåòîä êâàçèëèíåàðèçàöèè â îáðàòíûõ çàäà÷àõ 113Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå èäåíòè�èöèðîâàëèñü çíà÷åíèå ïîñòîÿííîãî ïàðà-ìåòðà β è çíà÷åíèå �óíêöèè u(r) = R′(r) â òî÷êå r0.Ïîäãîòîâêà ê ïðîâåäåíèþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà çàêëþ÷àëàñü â òîì,÷òî äëÿ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
µ = 1, α = 1/2, β = 0, r0 = 0.85, r1 = 1, p0 = 0, p1 = 0.1 (6)ðåøàëàñü ïðÿìàÿ çàäà÷à è ñíèìàëàñü èí�îðìàöèÿ î çíà÷åíèè �óíêöèè R(r) â òðåõòî÷êàõ R(r′0) = f0, R(r′1) = f1, R(r′2) = f2, ãäå r′0 = 0.88, r′1 = 0.9, r′2 = 0.92. Äàëååíà îñíîâå èñõîäíîé çàäà÷è ñòðîèëàñü êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé èñêîìûéïàðàìåòð β ñ÷èòàëñÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé, è óñëîâèå åãî ïîñòîÿííîñòè ñîñòàâè-ëî äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìàäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:




R′(r) = u(r),

P ′(r) = v(r),

u′(r) = F (u(r), v(r), R(r), P (r), β(r), r),

v′(r) = G(u(r), v(r), R(r), P (r), β(r), r),

β ′(r) = 0,





u(r′0) = u0,

v(r′0) = v0,

R(r′0) = f0,

P (r′0) = p0,

β(r′0) = β0.

(7)
Ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà èäåíòè�èöèðóåìûõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â ñè-ñòåìó î÷åâèäíûì îáðàçîì äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ èõ ïîñòîÿííîñòè.Â êðàåâîé çàäà÷å (7) f0, p0 è v0 ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè èç ðåøåíèÿ ïðÿ-ìîé çàäà÷è, à u(r) è β(r) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ïàðàìåòðàìè è èõ íà÷àëüíîå ïðè-áëèæåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ãðóáîãî ïðèáëèæåíèÿïðîèçâîäíûõ íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé.Íà îñíîâå ñèñòåìû (7) ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îïèñàííîãî â ï. 1.2, ñîñòàâëÿåò-ñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (7)ðåøàåòñÿ ïðèáëèæåííî è äàëåå êîððåêòèðóåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîé çàäà-÷è, êîòîðîå îòûñêèâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííûõóðàâíåíèé ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà

1) u1(r
′
0) = 1, v1(r

′
0) = 0, R1(r

′
0) = 0, P1(r

′
0) = 0, β1(r

′
0) = 0;

2) u2(r
′
0) = 0, v2(r

′
0) = 0, R2(r

′
0) = 0, P2(r

′
0) = 0, β2(r

′
0) = 1.Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ èìååò âèä Rl(r) = aR1(r) + bR2(r).Äàëåå, èñïîëüçóÿ èí�îðìàöèþ î ðåøåíèè R(r), äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êî-ý��èöèåíòîâ a, b ñîñòàâëÿåòñÿ ÑËÀÓ

{
aR1(r

′
1) + bR2(r

′
1) = f1 −R(r′1),

aR1(r
′
2) + bR2(r

′
2) = f2 −R(r′2),ãäå R(r) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû (7) íà òåêóùåì øàãå. Íà-êîíåö, íàõîäèòñÿ ïîïðàâêà êðàåâûõ óñëîâèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (7)

u1 = u0 + a, β1 = β0 + b.



114 Êîçèí Ñ.Â., Ñóõîâ Ä.Þ.Êðèòåðèåì âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ñóììû àáñîëþò-íûõ âåëè÷èí ïîïðàâîê.2.2. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü êðà-åâûå óñëîâèÿ (6). Èçâëå÷åííàÿ èç ïðÿìîé çàäà÷è èí�îðìàöèÿ î ðåøåíèè èìååòâèä
R(r′0) = 0.88097290, R(r′1) = 0.90125470, R(r′2) = 0.92131206.Òî÷íîå ðåøåíèå R′òî÷(r0) = 1.02056231, βòî÷ = 0. Áûëî âûáðàíî íà÷àëüíîå ïðèáëè-æåíèå u0 = R′òî÷(r0) − 0.3, β0 = 0.3.Ñõåìà ïîêàçàëà ñâîþ óñòîé÷èâîñòü ïðè ñðåäíåé âåëè÷èíå îòêëîíåíèé îò òî÷-íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Äëÿ èäåíòè�èêàöèè äâóõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîãðåøíîñòüþ

10−3 ïîíàäîáèëîñü 15 èòåðàöèé.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.Î. Âàòóëüÿíó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëëìàí �., Êàëàáà �. Êâàçèëèíåàðèçàöèÿ è íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è. Ì.: Ìèð,1968. 184 ñ.[2℄ Áàõâàëîâ Í.Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäû. 2-å èçä. Ì.: Íàóêà, 1975. 449 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[4℄ �àâðèëÿ÷åíêî Ò.Â., Êàðÿêèí Ì.È. Ìåòîäû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû â çàäà÷àõ íåëè-íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðó-äû 2-é Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. Ò. 1. �îñòîâ í/Ä.: ÌÏ Êíèãà, 1996. Ñ. 30�34.Kozin S.V., Sukhov D.Yu. Quasilinearisation method for inverse problems. Solidbody parameters' identi�
ation problems based on iterative quasilinearization method are
onsidered. Shooting method was applied to linear boundary value problems' solution at ea
hiteration of the method. Results of numeri
al experiments are presented showing solution oftwo problems:1. Initial approximation determination in the problem of properties identi�
ation ofvis
oelasti
 rod subje
ted to longitudinal os
illations;2. Blatz and Co material parameters' identi�
ation for shear torsion problem of 
ylinder.



ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÈÉ ÕÀÎÑ Â ÄÂÓÌÅ�ÍÎÌ ÒÅ×ÅÍÈÈÑÒÎÊÑÀÊóðèëêî À.Á., Ìåëåøêî Â.Â.Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Òàðàñà Øåâ÷åíêîÈññëåäîâàíî äâóìåðíîå òå÷åíèå Ñòîêñà â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè, êîòîðîå ïðèâîäèò-ñÿ â äâèæåíèå îäíîé èç ñòåíîê, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó. Ìåòîä ñóïåðïî-çèöèè îêàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè, êàñàþùèõñÿ ìåäëåííîãîòå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì êàñàòåëüíûõ ñêîðîñòåé. Óêàçàíû óñëîâèÿ âîç-íèêíîâåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî õàîñà â òå÷åíèè Ñòîêñà â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè áåç ó÷à-ñòèÿ �èçè÷åñêèõ ñìåñèòåëåé. Äëÿ çàäàííîé íà ãðàíèöå ñêîðîñòè îáíàðóæåíî ñóùåñòâî-âàíèå òðåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê æèäêîñòè, êîòîðûå ïîðîæäàþò õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå.1. Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíèå ãîäû, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò [3, 4℄, ìåòîäû òîïîëîãèè è òåî-ðèè ïó÷êîâ íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå ê àíàëèçó ïåðåìåøèâàíèÿ â òå÷åíèÿõ. Âðàáîòå [3℄ òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàëèñü òîïîëîãè÷åñêèå ñõåìûñìåøèâàíèÿ ñ ó÷àñòèåì �èçè÷åñêèõ ñòåðæíåé-ñìåñèòåëåé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè òðåõ ñòåðæíåé-ñìåñèòåëåé ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõäâèæåíèÿ: ïåðâûé ñîïðîâîæäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñòÿæåíèåì è äå�îðìàöè-åé âûäåëåííîãî îáúåìà æèäêîñòè, èçâåñòíûé êàê òîïîëîãè÷åñêèé õàîñ, â òî âðåìÿêàê âòîðîé íå èìååò âûøåóïîìÿíóòûõ õàðàêòåðèñòèê. Àíàëèç òîïîëîãè÷åñêîãîõàîñà áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè Òîðñòåíà�Íèëüñåíà, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò íàáîðìàòåìàòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ àíàëèçà äâóìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.Íî íàëè÷èå �èçè÷åñêèõ ñòåðæíåé íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì äëÿ ïîðîæäåíèÿòîïîëîãè÷åñêîãî õàîñà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïàññèâíûå ÷àñòèöû æèäêîñòè, êîòîðûåäâèæóòñÿ ïî ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ñìå-øèâàòåëåé ïðè ñìåøèâàíèè âÿçêîé æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêå [8℄. Â ýòîéðàáîòå ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [3℄ê ñëó÷àÿì, êîãäà äâèæåíèå ñòåðæíåé-ñìåñèòåëåé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðèâè-àëüíûì, ðàññìàòðèâàÿ ïðè ýòîì äèíàìèêó äâèæåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõòî÷åê, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ¾ìíèìûõ ñòåðæíåé¿ (¾ghost rods¿).Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ïîä äåéñòâèåì êàñàòåëüíûõ ñêîðîñòåé, ïðè-ëîæåííûõ íà åå ñòåíêàõ. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäèêè, êîòîðàÿïðåäëîæåíà â ðàáîòå [8℄, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, êî-òîðûå âûïîëíÿþò ðîëü ¾ìíèìûõ ñòåðæíåé¿ â ïðîöåññå ñìåøèâàíèÿ, óñòàíîâëåíèÿèõ òèïà, ïîðÿäêà è ïîëîæåíèÿ. Òàêæå ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè àíàëèçà ñòðóêòóðûîòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ è õàîòè÷å-ñêèõ ðåãèîíîâ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå àäâåêöèè ïàññèâíîé æèäêîé ÷àñòèöû.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì äâóìåðíîå òå÷åíèåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ñ äâèæóùåéñÿ âåðõíåéãðàíèöåé. Â ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà âëèÿíèåì èíåðöèîííûõ ñèë íà òå÷åíèå ìîæ-íî ïðåíåáðå÷ü â ñðàâíåíèè ñ âëèÿíèåì ñèë âÿçêîñòè. Òîãäà äëÿ �óíêöèè òîêà
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ψ(x, y), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-ùèìè �îðìóëàìè

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
, (1)ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∆∆ψ = 0. (2)ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà òâåðäûõ ñòåíêàõ.Ïóñòü òå÷åíèå â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè |x| 6 a, |y| 6 b âûçûâàåòñÿ çàäàííîéêàñàòåëüíîé ñêîðîñòüþ Utop(x) íà âåðõíåé ñòåíêå (y = b), à íèæíÿÿ (y = −b)è áîêîâûå ñòåíêè x = ±a - íåïîäâèæíû (ðèñ. 1).

�èñ. 1. �åîìåòðèÿ çàäà÷è.Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2) èìåþò âèä
ψ(±a, y) = 0,

∂ψ

∂x
|x=±a = 0, |y| 6 b, (3)

ψ(x,±b) = 0,
∂ψ

∂y
|y=−b = 0,

∂ψ

∂y
|y=b =





−UL, ïðè −a 6 x < −c;
UC , ïðè |x| 6 c;
UR, ïðè c < x 6 a. (4)Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü çàäà÷è (2)�(4), åå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäó-þùåì âèäå

ψ(x, y) = ψ1(x, y) + ψ2(x, y) + ψ3(x, y) + ψ4(x, y), (5)ãäå áèãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè ψk(x, y) (k=1,4) åñòü ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîäðîáíî èçó-÷åííûõ â ðàáîòå [1℄. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëñÿ àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ñóïåðïîçèöèè,êîòîðûé åñòü ý��åêòèâíûì äëÿ ìíîõèõ äâóìåðíûõ áèãàðìîíè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿòå÷åíèÿ Ñòîêñà [5℄.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåí ñëó÷àé äâèæåíèÿæèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ñ ðàçìåðàìè a = 3.0, b = 1.0, c = 1.0 ïðèïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè âåðõíåé ãðàíèöû ñ ïåðèîäîì T = 2.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè òå÷åíèÿ â ïîëîñòè ïðè −UL = UR =
U > 0 è UC = 2.53U , íà êîòîðîì íàíåñåíû ëèíèè îäíîãî óðîâíÿ ñ ýêâèäèñòàíòíûì



Òîïîëîãè÷åñêèé õàîñ â äâóìåðíîì òå÷åíèè Ñòîêñà 117øàãîì δψ = 0.4. Âèäíî, ÷òî â ïîëîñòè �îðìèðóþòñÿ äâå êîíâåêòèâíûå çîíû òå÷å-íèÿ, â êîòîðûõ æèäêîñòü äâèæåòñÿ ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì ñ ïðèáëèçèòåëüíîðàâíûìè ñêîðîñòÿìè. Â íèæíåé ÷àñòè ïîëîñòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííîóìåíüøàåòñÿ. Ëèíèÿ ψ(x, y) = 0 � ñåïàðàòðèñà, êîòîðàÿ äåëèò ïîëîñòü íà êîíâåê-òèâíûå çîíû. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ëåâîì è ïðàâîì íèæíèõ óãëàõ òå÷åíèÿåñòü äâå çàìêíóòûå îáëàñòè, â êîòîðûõ �îðìèðóþòñÿ âèõðè Ìî��àòà [6℄. Îïðå-äåëåíèå òî÷åê HL, HC , HR, à òàêæå èõ ðîëü â ïðîöåññàõ äâèæåíèÿ æèäêîñòè áóäåòðàññìîòðåíî íèæå.

�èñ. 2. Êàðòèíà ëèíèé òå÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ïîä äåéñòâèåì êàñàòåëüíîéñêîðîñòè íà âåðõíåé ãðàíèöå.Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ UR è UC îïðåäåëåëÿëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòíîøå-íèå UC/UR óäîâëåòâîðÿëî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) ñóùåñòâóþò òðè ïåðèîäè÷å-ñêèå òî÷êè â æèäêîñòè HL = (−x1, y1), HC = (0, y0), HR = (x1, y1), èç êîòîðûõ HLåñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñòàãíàöèè, à HC è HR ïðèíàäëåæàò îäíîé ëèíèè òå÷å-íèÿ; è 2) òî÷êè HC è HR òî÷íî îáìåíèâàþòñÿ ïîçèöèÿìè çà ïîëóïåðèîä äâèæåíèÿæèäêîñòè. Âûïîëíåíèå ýòèõ äâóõ óñëîâèé äàåò çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ UR è UC ,à òàêæå êîîðäèíàòû òî÷åê HL, HC è HR: −UL = UR = U = 5.84, UC = 14.78,
HL = (−1.98, 0.51), HC = (0,−0.44) è HR = (1.98, 0.51).×èñëåííûé àíàëèç òðàåêòîðèé îòäåëüíûõ æèäêèõ ÷àñòèö ïîêàçûâàåò, ÷òî âðàññìàòðèâàåìîì ïåðèîäè÷åñêîì òå÷åíèè èìååò ìåñòî ñèñòåìà ïåðèîäè÷åñêèõ òî-÷åê ðàçëè÷íîãî òèïà è ïîðÿäêà. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè òðåòüåãîïîðÿäêà, êîòîðûå ÷åðåç ïîëíûõ òðè ïåðèîäà T âîçâðàùàþòñÿ â ñâîè íà÷àëüíûåïîëîæåíèÿ, êîòîðûå è åñòü ñïåöèàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè è èñïîëíÿþò ðîëü¾ìíèìûõ ñòåðæíåé¿. Ýòî ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè òðåòüåãî ïîðÿäêà, òèï êîòîðûõîïðåäåëÿëñÿ àíàëèòè÷åñêè ñîãëàñíî ìåòîäèêå, ðàçðàáîòàííîé â ðàáîòå [2℄.Íà ïðîòÿæåíèè ïîëóïåðèîäà äâèæåíèÿ æèäêîñòè öåíòðàëüíàÿ HC è ïðàâàÿ
HR ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îáìåíèâàþòñÿ ïîçèöèÿìè, äâèãàÿñü ïî îäíîé ëèíèè òå-÷åíèÿ ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè, â òî âðåìÿ êàê ëåâàÿ òî÷êà HL îñòàåòñÿ íåïî-äâèæíîé. Ýòî äâèæåíèå àíàëîãè÷íî òîïîëîãèè äâèæåíèÿ R+ �èçè÷åñêèõ ñòåðæ-íåé, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå [3℄. Â ïîñëåäóþùåì ïîëóïåðèîäå äâèæåíèÿ, êîãäà
−UL = UR = U > 0 è UC = −2.53U , ïðàâàÿ òî÷êà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, à ëåâàÿ èöåíòðàëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îáìåíèâàþòñÿ ïîëîæåíèÿìè, äâèãàÿñü ïî îäíîéëèíèè òå÷åíèÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòî äâèæåíèå àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ
L_ �èçè÷åñêèõ ñòåðæíåé [3℄. Ïî ýòîìó, äâèæåíèå æèäêîñòè íà ïðîòÿæåíèè ïîë-



118 Êóðèëêî À.Á., Ìåëåøêî Â.Â.íîãî ïåðèîäà T åñòü êîìáèíàöèÿ äâèæåíèé R+ è L_ ¾ìíèìûõ ñòåðæíåé¿ òå÷åíèÿè íîñèò íàçâàíèå ïñåâäî-Àíîñîâîãî äâèæåíèÿ, à ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îáðàçîâûâà-þò ïñåâäî-Àíîñîâûé ïó÷îê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ìàñøòàáå,êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Ýòîò ðåæèì äâèæåíèÿ ïîðîæäàåò òîïîëîãè÷åñêèé õàîñ âðàññìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì Ñòîêñîâîì òå÷åíèè.

�èñ. 3. Ïñåâäî-Àíîñîâûé ïó÷îê, îáðàçîâàííûé òðàåêòîðèÿìè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.Ñîãëàñíî òåîðåìû Òîðñòåíà�Íèëüñåíà, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ hTN òå÷åíèÿïñåâäî-Àíîñîâîãî òèïà ïîëîæèòåëüíà è, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [3℄,
hTN = ln

(
1

2

(
3 +

√
5
))

= 0.96 ,ïîýòîìó ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è äëèíû âûäåëåííûõ ìàòåðèàëüíûõ ëèíèéòå÷åíèÿ âîçðîñòàþò åêñïîíåíöèàëüíî exp(nhTN), ãäå n � êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâäâèæåíèÿ æèäêîñòè.�èñ. 4 äåìîíñòðèðóåò ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ïåðèîäè÷åñêîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèä-êîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè, êîòîðîå ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì ïóòåì. Ñëó÷àéíûìîáðàçîì âûáèðàåì ïàññèâíóþ æèäêóþ ÷àñòèöó â ïîëîñòè è ðàññìàòðèâàåì ýâîëþ-öèþ åå äâèæåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè 30000 ïåðèîäîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòè, îïðåäåëÿÿíîâûå êîîðäèíàòû ïîñëå êàæäîãî ïåîðèäà äâèæåíèÿ R+ è L_. Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî â óãëàõ âîçëå íèæíåé ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ñóùåñòâóþò îáëàñòè,ãäå ìîãóò íàõîäèòüñÿ æèäêèå ÷àñòèöû, íî íèêîãäà íå ñìîãóò èõ ïîêèíóòü. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü ñóùåñòâóþùèé ðåãóëÿðíûé îñòðîâ â õàîòè÷åñêîì ìîðå. Åñ-ëè ïîìåñòèòü ïîäêðàøåííóþ æèäêîñòü â ñðåäèíå ýòîãî îñòðîâà, òî îíà íèêîãäàíå ñìîæåò ñìåøàòüñÿ ñ îêðóæàþùåé æèäêîñòüþ. Â ðàáîòå [7℄ ïðèâåäåíû ÿðêèåýêñïåðèìåíòàëüíûå äåìîíñòðàöèè ýòîãî ÿâëåíèÿ.
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�èñ. 4. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå â äâóìåðíîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìåëåøêî Â.Â., �óðæèé À.À., Áåçûìÿííàÿ Å.Í. Ýëåêòðî-îñìîòè÷åñêèå òå÷åíèÿâÿçêîé æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè // Ìàò.ìåòîäû è �èç.-ìåõ.ïîëÿ. 2006.50, � 1. Ñ. 107�116.[2℄ Ìåëåøêî Â.Â.,Êðàñíîïîëüñêàÿ Ò.Ñ. Ñìåøèâàíèå âÿçêèõ æèäêîñòåé // Íåëèíåéíàÿäèíàìèêà. 2005. Ò. 1, � 3. Ñ. 69�109.[3℄ Boyland P. L., Aref H., Stremler M.A. Topologi
al �uid me
hani
s of stirring // J. FluidMe
h. 2000. 403. Pp. 277�304.[4℄ Boyland P. L., Stremler M.A., Aref H. Topologi
al �uid me
hani
s of point vortexmotions // Physi
a D. 2003. 175. Pp. 65�95.[5℄ Meleshko V.V. Steady Stokes �ow in a re
tangular 
avity // Pro
. R. So
. London.1996. À452. Pp. 1999�2022.[6℄ Mo�att H.K. Vis
ous and resistive eddies near a sharp 
orner // J. Fluid Me
h. 1964.18. Pp. 1�18.[7℄ Ottino J.M. The mixing of �uids // S
ient. Amer. 1989. 260. Pp. 56�67.[8℄ Stremler M.A., Chen J. Generating topologi
al 
haos in lid-driven 
avity �ow // Physi
sof �uids. 2007. 19, 103602.Kurylko A.B., Meleshkî V.V. Topologi
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hani
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erning 
reeping �ow of vis
ous �uid set up in a re
tangular 
avity bytangential velo
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al 
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∗Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
∗∗Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

∗∗∗Ïåðìñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ìåäèöèíñêàÿ àêàäåìèÿèì. àêàäåìèêà Å.À. ÂàãíåðàÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîé è íîðìàëü-íîé æåë÷è ÷åëîâåêà. Ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò ñêîðîñòè ñäâèãà, âÿçêîñòè îòâðåìåíè, à òàêæå êðèâûõ òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ æåë÷è. Ïîëó÷åíûïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ Êàññîíà (Casson) â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè êðèâûõ. Ïîêàçàíî,÷òî ïàòîëîãè÷åñêàÿ æåë÷ü � íåíüþòîíîâñêàÿ òèêñîòðîïíàÿ æèäêîñòü, ò. å. æèäêîñòü,ñïîñîáíàÿ óìåíüøàòü âÿçêîñòü îò ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ è â äàëüíåéøåì ïðè îò-ñóòñòâèè ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ óâåëè÷èâàòü ñâîþ âÿçêîñòü. Òàê æå âûÿâëåíî, ÷òîæåë÷ü â íîðìå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Âûÿâëåíî ðàçëè÷èå ìåæäóïîâåäåíèåì ïóçûðíîé è õîëåäîõèàëüíîé âèäîâ æåë÷è, à òàêæå ðàçëè÷èå ìåæäó ïîâåäå-íèåì õîëåäîõèàëüíîé æåë÷è, âçÿòîé ó ïàöèåíòîâ ðàçíîãî âîçðàñòà è ïîëà. Îòìå÷åíî,÷òî âÿçêîñòü ïóçûðíîé æåë÷è âûøå, ÷åì ó õîëåäîõèàëüíîé, à òàêæå ÷òî ïðè ïàòîëîãè-÷åñêîì ñîñòîÿíèè âÿçêîñòü ïîâûøàåòñÿ. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âÿçêîñòè äîñòèãàåòñÿïðè íà÷àëüíûõ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèÿõ, à çàòåì êðèâûå âûõîäÿò íà íàñûùåíèå.1. Ââåäåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü ïðè÷èíû çàáîëåâàíèé, âàæíî îñóùå-ñòâèòü �èçèîëîãè÷åñêîå è ìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ áèëèàðíîé ñèñòåìû÷åëîâåêà â öåëîì è å¼ îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, â ÷àñòíîñòè íà ìàêðî-, ìåçî-,ìèêðî- è íàíîóðîâíÿõ. Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ æåë÷è â ïðîòîêàõ òðåáóåò çíàíèåðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ æåë÷è êàê â íîðìå, òàê è ïðè ïàòîëîãèè. Ýêñïåðèìåíòàëü-íîìó èçó÷åíèþ ýòèõ ñâîéñòâ æåë÷è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.�àáîò ïî îïðåäåëåíèþ ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ æåë÷è íå òàê ìíîãî. Áóøå(Bou
hier) [1℄ îòìåòèë, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ïóçûðíîé æåë÷è âûøå, ÷åìó õîëåäîõèàëüíîé, à òàêæå ÷òî ïðè ïàòîëîãè÷åñêîì ñîñòîÿíèè âÿçêîñòü ïîâûøà-åòñÿ. �îòøàëüê (Gotts
halk) è Ëîõíåð (Lo
hner) [2℄ èññëåäîâàëè âÿçêîñòü õîëåäî-õèàëüíîé æåë÷è, âçÿòîé ó 29 ïàöèåíòîâ, ñ ïîìîùüþ äðåíàæà T -îáðàçíîé òðóáêîéñ ïîìîùüþ âèñêîçèìåòðà Contraves, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ èçó÷åíèÿ æèäêîñòåéñ ìàëåíüêîé âÿçêîñòüþ. Äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æåë÷è ñíèçèëàñü ñ 5ìÏà·ñ ïðèñêîðîñòè ñäâèãà 0.1 ñ−1 äî 1.5ìÏà·ñ ïðè ñêîðîñòè ñäâèãà 2 ñ−1. Áûëî ïîêàçàíî,÷òî â íîðìå æåë÷ü ìîæíî ñ÷èòàòü íüþòîíîâñêîé æèäêîñòüþ; ïîâûøåíèå âÿçêî-ñòè æåë÷è ìîæíî ñ÷èòàòü âàæíûì �àêòîðîì â ðàçâèòèè ïàòîëîãèè êàìíåé. Òàêæåáûëî âûÿâëåíî, ÷òî ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà æåë÷è çàâèñÿò îò âîçðàñòà, ðåãèîíàïðîæèâàíèÿ è òèïà ïèòàíèÿ ïàöèåíòà, ïîñêîëüêó æåë÷ü ÿâëÿåòñÿ ñåêðåòîì ïå-÷åíè. Ê íåäîñòàòêàì ðàáîò ìîæíî îòíåñòè îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ,óñòàðåâøåå îáîðóäîâàíèå è îòñóòñòâèå ìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà êðèâûõ.



�åîëîãèÿ æåë÷è 1212. Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêïàòîëîãè÷åñêîé æåë÷è ïðèìåíÿåòñÿ ðåîìåòð Physi
a MCR 501 (ðèñ. 1, a). �åîëîãè-÷åñêèå èñïûòàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè òåìïåðàòóðå +37◦Ñ. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçî-âàëàñü ãåîìåòðèÿ ¾êîíóñ�ïëèòà¿. Äèàìåòð êîíóñà d = 49, 976ìì, óãîë α = 1,001◦.Ïðè ïîìåùåíèè îáðàçöà íà ïëèòó è çàäàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (âðåìÿ ýêñïåðè-ìåíòà, íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé) íà÷èíàåòñÿ ýêñ-ïåðèìåíò. Âðàùàþùèé ìîìåíò, êîòîðûé ïðèêëàäûâàåòñÿ ê æèäêîñòè, ïåðåñ÷èòû-âàåòñÿ â êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Âÿçêîñòü íàõîäèòñÿ èç îòíîøåíèÿ êàñàòåëüíûõíàïðÿæåíèé ê ñêîðîñòè ñäâèãà. Çíàÿ óãîë îòêëîíåíèÿ êîíóñà è ÷èñëî îáîðîòîâ êî-íóñà, êîòîðûå èçìåðÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà PS (ðèñ. 1, á), ïðèáîð ïåðåñ÷èòû-âàåò ïîëó÷åííûå äàííûå â äèàãðàììû òèïà ¾êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ � ñêîðîñòüñäâèãà¿. Öåëüþ ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿëîñü âûÿñíåíèå òèïà æèäêîñòè, ê êîòîðîìó îò-
a á â�èñ. 1. à � ðîòàöèîííûé ðåîìåòð Physi
a MCR 501, á � óñòðîéñòâî ðîòàöèîííîãî ðåî-ìåòðà, â � âèñêîçèìåòð DV�II+Pro.íîñèòñÿ ïàòîëîãè÷åñêàÿ æåë÷ü, ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷èé â ðåîëîãèè ïóçûðíîé èõîëåäîõèàëüíîé âèäîâ æåë÷è, à òàêæå âûáîð àäåêâàòíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíî-øåíèÿ è íàõîæäåíèå åãî ïàðàìåòðîâ äëÿ ïîñëåäóþùåãî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ òå÷åíèÿ æåë÷è â áèëèàðíîé ñèñòåìå.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê æåë÷è â íîðìå èñïîëüçîâàëñÿâèñêîçèìåòð DV�II+Pro (ðèñ. 1, â).3. �åçóëüòàòû è îáñóæäåíèå.3.1. Æåë÷ü â íîðìå.

�èñ. 2. Êðèâûå òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ íîðìàëüíîé æåë÷è.



122 Êó÷óìîâ À. �., �èë¼â Â. �., Ïîïîâ Â.À., Ñàìàðöåâ Â.À.Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà áàçå ëàáîðàòîðèè ìàãíèòíûõ æèäêîñòåé ÈÌÑÑÓðÎ �ÀÍ. Â õîäå ýêñïåðèìåíòà áûëî âûÿâëåíî, ÷òî æåë÷ü â íîðìå ÿâëÿåòñÿ íüþ-òîíîâñêîé æèäêîñòüþ, ò. å. åå âÿçêîñòü îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé (ðèñ. 2).3.2. Õîëåäîõèàëüíàÿ ïàòîëîãè÷åñêàÿ æåë÷ü. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâè-ñèìîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ õîëåäîõèàëüíîé æåë÷è. Èç ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåéâèäíî, ÷òî æåë÷ü îáëàäàåò ñâîéñòâàìè íåíüþòîíîâñêîé òèêñîòðîïíîé æèäêîñòè.Ìàêñèìóì âÿçêîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè íà÷àëüíûõ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèÿõ, à çà-òåì êðèâûå âûõîäÿò íà íàñûùåíèå. Èç ðèñ 3, á âèäíà íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòüêàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îò ñêîðîñòè ñäâèãà, îäíàêî âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèèíà÷àëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ñäâèãà õàðàêòåð êðè-âûõ ïðèáëèæàåòñÿ ê íüþòîíîâñêîìó ïîâåäåíèþ. Èç çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò âðå-ìåíè (ðèñ. 3, â) âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ñäâèãà âðåìÿðàçðóøåíèÿ äîìåíîâ óìåíüøàåòñÿ. Äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü õîëåäîõèàëüíîé æåë-÷è ìåíÿåòñÿ â ïåðåäåëå îò 0,3 äî 16ìÏà·
.

a á â�èñ. 3. �åîëîãè÷åñêèå êðèâûå, ïîëó÷åííûå äëÿ õîëåäîõèàëüíîé æåë÷è â äèàïàçîíå êà-ñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé: 1 � 1�5Ïà; 2 � 2�5Ïà; 3 � 3�5Ïà; 4 � 4�5Ïà: à � çàâèñèìîñòüâÿçêîñòè (η) îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (τ), á � çàâèñèìîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé(τ) îò ñêîðîñòè ñäâèãà (γ̇), â � çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè (η) îò âðåìåíè (t).Äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå Êàñ-ñîíà, îïèñûâàþùåå êðèâóþ òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà
p
√
τ = τ0 + η p

√
γ̇. (1)ãäå τ � íàïðÿæåíèå ñäâèãà, γ̇ � ñêîðîñòü ñäâèãà, τ0 � ïðåäåëüíîå ñäâèãîâîå íà-ïðÿæåíèå, η � âÿçêîñòü Êàññîíà, p � ïîêàçàòåëü Êàññîíà. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíûïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå ïðè ýêñòðàïîëÿöèè êðèâîé 1 óðàâíåíèåì Êàññîíà.

τ , Ïà τ0, Ïà η, ìÏà·
 p Ïîãðåøíîñòü, %1�5 0.49 0.77 3.17 1.7Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû ýêñòðàïîëÿöèè Êàññîíà.3.3. Ïóçûðíàÿ ïàòîëîãè÷åñêàÿ æåë÷ü. Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ìîæíî ñäåëàòüâûâîä, ÷òî ïóçûðíàÿ æåë÷ü, òàê æå êàê è õîëåäîõèàëüíàÿ, ÿâëÿåòñÿ íåíüþòîíîâ-



�åîëîãèÿ æåë÷è 123ñêîé æèäêîñòüþ. Âðåìÿ âûõîäà âÿçêîñòè íà íàñûùåíèå óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíè-åì íà÷àëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà. Ïî êðèâûì òå÷åíèÿ (ðèñ. 4, á) âèäíî, ÷òî åñòüâûäåëåííàÿ êðèâàÿ, äîõîäÿ äî êîòîðîé æåë÷ü íà÷èíàåò âåñòè ñåáÿ êàê íüþòîíîâ-ñêàÿ æèäêîñòü, ò. å. âÿçêîñòü âûõîäèò íà íàñûùåíèå.

a á â�èñ. 4. �åîëîãè÷åñêèå êðèâûå, ïîëó÷åííûå äëÿ ïóçûðíîé æåë÷è â äèàïàçîíå êàñàòåëü-íûõ íàïðÿæåíèé: 1 � 2�10Ïà; 2 � 4�10Ïà; 3 � 6�10Ïà; 4 � 8�10Ïà: à � çàâèñèìîñòüâÿçêîñòè (η) îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (τ), á � çàâèñèìîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-íèé (τ) îò ñêîðîñòè ñäâèãà (γ̇), â � çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè (η) îò âðåìåíè (t).Äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ïóçûðíîé æåë÷è ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëå îò 17 äî 5ìÏà·ñ.Ïî ïîëó÷åííûì äàííûì ìîæíî ñóäèòü, ÷òî ïóçûðíàÿ æåë÷ü áîëåå âÿçêàÿ ïîñðàâíåíèþ ñ õîëåäîõèàëüíîé. Îáà âèäà æåë÷è ÿâëÿþòñÿ òèêñîòðîïíûìè æèäêî-ñòÿìè. Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå ïðè ýêñòðàïîëÿöèè êðè-âîé 1 óðàâíåíèåì Êàññîíà.
τ , Ïà τ0, Ïà η, ìÏà·
 p Ïîãðåøíîñòü, %2�10 1.68 4.5 0.87 2.3Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû ýêñòðàïîëÿöèè Êàññîíà.4. �èïîòåçû. Íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò äâå ãèïîòåçû íåíüþòîíîâñêîãîïîâåäåíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîé æåë÷è.Ïåðâàÿ ãèïîòåçà: íåíüþòîíîâñêîå ïîâåäåíèå æåë÷è âûçâàíî òåì, ÷òî èçíà÷àëü-íî æåë÷ü ñîñòîèò èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äîìåíîâ. Ïðè ìåõàíè÷åñêîì âîçäåé-ñòâèè äîìåíû íà÷èíàþò ðàçðóøàòüñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âÿçêîñòè. �àç-ðóøåíèå äîìåíîâ ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå ïðåâðàòÿòñÿ â îäèí ¾áîëüøîéäîìåí¿, â ýòîò ìîìåíò âÿçêîñòü âûõîäèò íà íàñûùåíèå, à æåë÷ü ïðèîáðåòàåò ñâîé-ñòâà íüþòîíîâñêîé æèäêîñòüþ.Âòîðàÿ ãèïîòåçà: âåçèêóëû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ æåë÷è, èìåþò ïðîäîëãîâà-òóþ �îðìó. Èçíà÷àëüíî îíè îðèåíòèðîâàííû ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå.Ïîä ìåõàíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì îíè íà÷èíàþò ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïî ïîëþ, òåì ñà-ìûì óìåíüøàÿ âÿçêîñòü æåë÷è. Êîãäà ïðîèñõîäèò ïîëíûé ðàçâîðîò ìîëåêóë ïîïîëþ, âÿçêîñòü âûõîäèò íà íàñûùåíèå.5. Âûâîäû. Ïîêàçàíî, ÷òî æåë÷ü â íîðìå � íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü, à ïà-òîëîãè÷åñêàÿ � íåíüþòîíîâñêàÿ òèêñîòðîïíàÿ æèäêîñòü. Îòìå÷åíî, ÷òî âÿçêîñòü



124 Êó÷óìîâ À. �., �èë¼â Â. �., Ïîïîâ Â.À., Ñàìàðöåâ Â.À.ïóçûðíîé æåë÷è âûøå, ÷åì ó õîëåäîõèàëüíîé, à òàêæå ÷òî ïðè ïàòîëîãè÷åñêîì ñî-ñòîÿíèè âÿçêîñòü ïîâûøàåòñÿ. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âÿçêîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðèíà÷àëüíûõ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèÿõ, à çàòåì êðèâûå âûõîäÿò íà íàñûùåíèå. Óâå-ëè÷åíèå íà÷àëüíûõ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé íåçíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò âðåìÿ âûõî-äà âÿçêîñòè íà íàñûùåíèå. Ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå ïðè àïïðîêñèìàöèè êðèâûõ,â äàëüíåéøåì áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ æåë÷è â áèëèàðíîéñèñòåìå â íîðìå è ïðè ïàòîëîãèè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Bou
hier I. A.D., Cooperband S.R., El Kodsi B.M. Mu
ous substan
es and vis
osity ofnormal and pathologi
al human bile // Gastroenterology. 1965. Vol. 49. Pp. 343�353.[2℄ Gotts
halk M., Lo
hner A. Behaviour of postoperative vis
osity of bile �uid from T-drainage // Gastroenterol. J. 1990. Vol. 50. Pp. 65�67.Ku
humov À.G., Gilev V.G., Popov V.A., Samartsev V.A. Experimentalinvestigation of the pathologi
 and the normal bile rheology . Annotation. The paper presentsexperimental study of pathologi
al and normal human bile taken from the gallbladder and biledu
ts. The arti
le 
ontains the dependen
e of vis
osity on shear rate, the vis
osity 
hangeson time, as well as shear stress versus shear rate obtained for di�erent types of bile. Theparameters of the Casson's equation are presented as a result of 
urve approximation. Itis shown that normal bile is Newtonian liquid. Also shown that the pathologi
 bile is non-Newtonian thixotropi
 liquid, i.e. liquid, whi
h is able to de
rease vis
osity, when it is loadedand after that to in
rease its vis
osity when loading vanishes. There is shown the di�eren
ebetween the behavior of the gallbladder bile and du
t bile spe
ies. It is noted that the vis
osityof gallbladder bile is higher than that of the du
t bile, and that the bile vis
osity tends toin
rease at the pathologi
al state. The maximum vis
osity value is a
hieved at initial shearstresses, and then 
urves rea
h the saturation.



ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈß SH-ÂÎËÍ ÂÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÎÓÏ�Ó�ÎÌ ÑËÎÅËåâè Ì.Î., Ìèõàéëîâà È.Á.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçàííàÿ çàäà÷à î ñäâèãîâûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-íèÿõ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ óñëîâèÿõíà åãî ãðàíÿõ. Ñëîé èçãîòîâëåí èç ìàòåðèàëà êëàññà 2mm. Ïîâåðõíîñòü ñëîÿ ïðåäïîëà-ãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, íèæíÿÿ ãðàíü ñëîÿ æåñòêî çàùåìëåíà.Ïîñòðîåíî ïîëå ïåðåìåùåíèé â ñëîå. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ìàãíèòíûõ è ýëåê-òðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. �àññìîòðèì êîëåáàíèÿ ñëîÿ
| x1| , | x3 | 6 ∞; 0 6 x2 6 h, u1 = u2 = 0; u3 = u3(x1, x2), íèæíÿÿ ãðàíü êî-òîðîãî æåñòêî çàùåìëåíà, âåðõíÿÿ ãðàíü ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.Êîëåáàíèÿ â ñëîå èíèöèèðóþòñÿ îñöèëëèðóþùåé íàãðóçêîé q(x1, t) = q0(x1)e

−iω tðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè |x1| 6 a. (q = {q3, q4, q5}, çäåñü q3 � êîìïîíåíòà âåê-òîðà ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, q4 � ýëåêòðè÷åñêàÿ íàãðóçêà, q5 � ìàãíèòíàÿ íà-ãðóçêà). Âíå îáëàñòè |x1| 6 a ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.Êîëåáàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ èóðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà [1℄:
∇ · T = ρ

∂2u

∂t2
, ∇ · D = 0, ∇ ·B = 0 .Êîìïîíåíòû óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò âèä [2, 3℄:



TDB 
 =





 -e -feT ǫ gfT g µ


×



SEH 
 .Çäåñü T è S � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé âòîðîãî ïîðÿäêà, D è B �âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè, E = −grad(φ) è H = −grad(ψ) �âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, 
, e, f, ǫ, µ, g � óïðó-ãèå, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå, ïüåçîìàãíèòíûå, äèýëåêòðè÷åñêèå, ìàãíèòíîé ïðîíèöà-åìîñòè è ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ñîîòâåòñòâåííî.Äàëåå ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì [4℄: e′ij = eijke/c44, ε′ij = εijk

2
e/c44,

f
′

i,j = fi,jkf/c44, µ′

ij = µijk
2
f/c44, g′

ij = gijk
2
g/c44, ω′

= ωh/Vsef , ke = 1010 Í/Êë,
kf = 107 ì/À, kg = 109 Â·Êë/ì2·ñ.Çäåñü Vsef � ñêîðîñòü ñäâèãîâîé âîëíû â ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäå,
ke, kf , kg � ñïåöèàëüíûå êîíñòàíòû. Ëèíåéíûå ïàðàìåòðû îòíåñåíû ê õàðàêòåð-íîìó ðàçìåðó çàäà÷è � òîëùèíå ñëîÿ.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçíûõ çàäà÷ ïðèìóò âèä:
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x2 = 1 :





T23 = 0;
D2 = F (x1);
ψ2 = 0;

x2 = 0 :





u3 = 0;
D2 = 0;
B2 = 0;

(1)Çàäà÷à 2:
x2 = 1 :





T23 = 0;
D2 = F (x1);
B2 = 0;

x2 = 0 :





u3 = 0;
D2 = 0;
ψ2 = 0;

(2)Çàäà÷à 3:
x2 = 1 :





T23 = 0;
D2 = F (x1);
B2 = 0;

x2 = 0 :





u3 = 0;
D2 = 0;
B2 = 0;

(3)Çàäà÷à 4:
x2 = 1 :





T23 = 0;
D2 = F (x1);
ψ2 = 0;

x2 = 0 :





u3 = 0;
D2 = 0;
ψ2 = 0;

(4)Çäåñü ϕ2 è ψ2 � ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé ïîòåíöèàëû ñîîòâåòñòâåííî.Ñëåäóÿ èçëîæåííûì â [2℄ ïðèíöèïàì, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿìàãíèòíî îòêðûòîé ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëà ψ2 = 0; ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿìàãíèòíî çàìêíóòîé � ïðè B2 = 0. Âî âñåõ çàäà÷àõ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿýëåêòðè÷åñêè îòêðûòîé ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè D2 = F (x1), ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿ-æåíèÿ îòñóòñòâóþò (T23 = 0). Íà íèæíåé ãðàíèöå ñëîÿ ñìåùåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿèíäóêöèÿ ðàâíû íóëþ(u3 = 0, D2 = 0).2. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïî êîîðäèíàòå x1 (α � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå; ∂U
∂x1

= iαU ; ∂
2U
∂x2

1
= −α2U) íàéäåì âåëè÷èíû σk, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåìõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

∣∣∣∣∣∣∣

c44σ
2 − c55α

2 + ρω2 e24σ
2 − e15α

2 f24σ
2 − f15α

2

e24σ
2 − e15α

2 −ε22σ
2 + ε11α

2 −g22σ
2 + g11α

2

f24σ
2 − f15α

2 −g22σ
2 + g11α

2 −µ22σ
2 + µ11α

2

∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (5)�åøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå (k = 1, 2, 3; i = 3, 4, 5):

Ui(α, x2) =
3∑

k=1

yik [Ckchσkx2 + Ck+3shσkx2]. (6)Íåçâåñòíûå ypk(k=1,2,3) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû:




(c44σ
2 − c55α

2 + ρω2)y3k + (e24σ
2 − e15α

2)y4k + (f24σ
2 − f15α

2)y5k = 0,

(e24σ
2 − e15α

2)y3k + (−ε22σ
2 + ε11α

2)y4k + (−g22σ
2 + g11α

2)y5k = 0,

(f24σ
2 − f15α

2)y3k + (−g22σ
2 + g11α

2)y4k + (−µ22σ
2 + µ11α

2)y5k = 0;

(7)



Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè âîçáóæä. SH-âîëí â ýëåêòðîìàãíèòîóïð. ñëîå 127Äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ Ck ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå ðå-øåíèÿ (6) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1)�(4). Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:
A · C = Q, (8)

C = {C1, C2, C3, C4, C5, C6} , Q = {Q3, Q4, Q5, 0, 0, 0} ,ãäå C � èñêîìûå êîý��èöèåíòû, Q � îáðàç Ôóðüå âåêòîðà íàãðóçêè. Äèñïåðñèîí-íîå óðàâíåíèå çàäà÷è èìååò âèä: det(A) = 0. �åøèì ñèñòåìó (8) îòíîñèòåëüíî Ck,ïîäñòàâëÿÿ â íåå ðåøåíèå ñèñòåìû (7) è âûðàæåíèå (6). Òîãäà ðåøåíèå êðàåâûõçàäà÷ (1)�(4) ïðèìåò âèä:
u (x1, x2) =

1

2π

∫ a

−a
k (x1 − ξ, x2, ω) q0 (ξ) dξ, (9)

k (s, x2, ω) =

∫

Γ

K (α, x2, ω) e−iα sdα. (10)Êîíòóð Γ âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿè ïîâåäåíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû-�óíêöèè K (α, x2, ω) íà âåùåñòâåííîé îñè.
K (α, x2, ω) = ‖Kmn‖m,n=3,4,5 � ìàòðèöà-�óíêöèÿ ðàçìåðà 3 × 3 ñ ýëåìåíòàìè:

K33 = ∆−1
0

3∑

k=1

N3
1k, K34 = ∆−1

0

3∑

k=1

N3
2k, K35 = ∆−1

0

3∑

k=1

N3
3k,

K43 = ∆−1
0

3∑

k=1

N4
1k, K44 = ∆−1

0

3∑

k=1

N4
1k, K45 = ∆−1

0

3∑

k=1

N4
1k,

K53 = ∆−1
0

3∑

k=1

N5
1k, K54 = ∆−1

0

3∑

k=1

N5
1k, K55 = ∆−1

0

3∑

k=1

N3
1k,

Nm
nk = fmk(∆nkchσkx3 + ∆n, k+3shσkx3), m = 3, 4, 5.ãäå ∆0 = det(A), ∆ik � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ìàòðèöû A ñ íîìå-ðîì ik.3. Äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ. Ââåäåìîáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1)�(4): MO/MC ⇒ (1), MC/MO ⇒ (2),MC/MC ⇒ (3), MO/MO ⇒ (4).Ïðåäñòàâëåíèÿ (9) è (10) îïèñûâàþò ïåðåìåùåíèÿ, ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèò-íûé ïîòåíöèàëû â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñðåäû è ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ïîëíîåèññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà â ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäå. �ÿäõàðàêòåðèñòèê ýòîãî ïðîöåññà, â ÷àñòíîñòè äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû, ìîæíîèññëåäîâàòü íà îñíîâå àíàëèçà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Äëÿ ÷èñëåííûõèññëåäîâàíèé âûáðàí ìàòåðèàë êëàññà 2mm. Íèæå ïðèâåäåíû åãî �èçè÷åñêèå



128 Ëåâè Ì.Î., Ìèõàéëîâà È.Á.õàðàêòåðèñòèêè:
c55 = 40.5 · 109Í/ì2; c44 = 44.5 · 109Í/ì2; e15 = 3.6Êë/ì2; e24 = 4.1Êë/ì2;
f15 = 378.92Í/(A·ì); f24 = 200.00Í/(À·ì); g11 = −30.67 · 109 (Í·ñ)/(Â·Êë);

g22 = −29.67·109 (Í·ñ)/(Â·Êë); ǫ11 = 4.06·109Êë2/(Í·ì2); ǫ22 = 4.56·109Êë2/(Í·ì2);
µ11 = −410.05 · 10−6 (Í·ñ2)/Êë2; µ22 = −230.05 · 10−6 (Í·ñ2)/Êë2; ρ = 5450êã/ì3.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðà�èêè Zn = Zn−Z4, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ðàçëè÷-íûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîëþñà ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè �ðèíà. Çäåñü
Zn � çíà÷åíèå ïîëþñà ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â (10) äëÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè n (n = 1..4).

�èñ. 1.Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî êðèâûå ïîëþñîâ ïîïàðíî ñõîäÿòñÿ. Çàäà÷à ñ ãðàíè÷íû-ìè óñëîâèÿìè MO/MC ñ óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû ñòàíîâèòñÿ íåðàçëè÷èìà ñ çàäà÷åéMO/MO. Àíàëîãè÷íî, çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè MC/MO ñòàíîâèòñÿ íåðàçëè÷èìà ñ çà-äà÷åé MÑ/MÑ, ÷òî óêàçûâàåò íà ñèëüíîå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíî-ñòè. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ïåðâûå ìîäû â ìàãíèòíî îòêðû-òûõ è ìàãíèòíî çàêðûòûõ íà ïîâåðõíîñòè çàäà÷àõ íå ñõîäÿòñÿ. Òàêîå ïîâåäåíèåõàðàêòåðíî äëÿ âòîðûõ è òðåòüèõ ìîä.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ξn = ξn − ξ4, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ðàçëè÷-íûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà íóëè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â (10), à ξn �çíà÷åíèå íóëåé äëÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè n (n = 1..4).

�èñ. 2.Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ñàìàÿ áîëüøàÿ ðàçíèöà íàáëþäàåòñÿ ìåæäó MO/MOè MC/MC. Ïðè êîí�èãóðàöèÿõ MC/MO è MO/MC áîëüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò



Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè âîçáóæä. SH-âîëí â ýëåêòðîìàãíèòîóïð. ñëîå 129âåðõíÿÿ ìàãíèòíî çàêðûòàÿ ïîâåðõíîñòü. Íàèáîëüøàÿ ðàçíèöà ïåðâûõ ìîä äîñòè-ãàåòñÿ íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ω. Ýòè ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì âûõîäà ïåð-âûõ ìîä, â òî âðåìÿ êàê ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû, ïàðû ìîä MO/MC è MO/MO,à òàêæå MC/MO è MC/MC ñòàíîâÿòñÿ íåðàçëè÷èìû. Íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óìåíüøàþò ñâîå âëèÿíèå íà äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû.Â ýòîì ñëó÷àå êðèâûå íóëåé èìåþò òåíäåíöèþ ñõîäèòüñÿ â îáëàñòè ïîëíîñòüþîòêðûòîé çàäà÷è.Â îáùåì ñëó÷àå èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê ÷àñòîòíîìó ñìå-ùåíèþ òî÷åê âûõîäîâ íóëåé è ïîëþñîâ. Íàèáîëüøèå ðàçëè÷èÿ äèñïåðñèîííûõêðèâûõ âèäíû â ïàðàõ MO/MC è MC/MO.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Peng-Fei Hou, Hao-Jiang Ding, Jiang-Ying. Green's fun
tions for transversely isotropi
magnetoele
troelasti
 media // International Journal of Engineering S
ien
e. � 43.Pp. 826�858.[2℄ Melkumyan À. New pure shear elasti
 surfa
e waves in magneto-ele
tro-elasti
 half-spa
e // arXiv.org [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ℄.http://arxiv.org/ftp/physi
s/papers/0607/0607112.pdf.[3℄ Calas H., Otero J.A., Rodrı guez-Ramos R., Monsivais G., Stern C. Dispersion relationsfor SH wave in magneto-ele
tro-elasti
 heterostru
tures // International Journal of Solidsand Stru
tures � 45. 2008. Pp. 5356�5367[4℄ Åâäîêèìîâà Î.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È., Êàëèí÷óê Â. Â. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðåäíà-ïðÿæåííîé ïüåçîàêòèâíîé ñðåäû ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïî-ëÿ // Âåñòíèê ÞÍÖ �ÀÍ. 2007. Ò. 3, � 4. Ñ. 19�25.[5℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì: Íàóêà, 1979. 320 
.Levi M.O., Mikhailova I. B. Some features of SH-waves propagation inele
tromagnetoelasti
 layer . Dynami
 behavior of shear horizontally waves inele
tromagnetoela
ity layer with di�erent border 
onditions are 
onsidered. Layer is amaterial with 2mm symmetry 
lass. The layer surfa
e is assumed to be free from me
hani
alstresses, the lower bound of the layer rigidly 
lamped. Green's fun
tion of the mediumare 
onstru
ted and studied. The in�uen
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tri
al boundary
onditions on dispersion properties of the medium is investigated.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅÏ�ÅÄÅËÜÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈß ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÅËÀÑ Ó×ÅÒÎÌ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅ�Î È ÂÍÅØÍÅ�Î Ò�ÅÍÈßËîêøèíà Ë.ß., Êîñòàíäîâ Þ.À.Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Ñèì�åðîïîëüÏðè ðàññìîòðåíèè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà â óñëîâè-ÿõ îäíîîñíîãî ñæàòèÿ ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà,ó÷èòûâàþùåå âíóòðåííåå è âíåøíåå òðåíèå. Íàéäåí âèä òðàåêòîðèè ìàêñèìàëüíûõ ý�-�åêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÒÌÝÊÍ). Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíîãî íà-ïðÿæåíèÿ è óãëîâ íàêëîíà ÒÌÝÊÍ îò âíóòðåííåãî òðåíèÿ è êîíòàêòíîãî êàñàòåëüíîãîíàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî âíåøíèì òðåíèåì.Àâòîðàìè ðàíåå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì òîëüêîâíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà [1℄ è òîëüêî âíåøíåãî (êîíòàêòíîãî) òðåíèÿ [2℄.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáðàç-öà ãîðíîé ïîðîäû ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëàè êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè â ïðåäïîëîæåíèè,÷òî �îðìèðîâàíèå î÷àãîâ ðàçðóøåíèÿ â ëîêàëüíûõ îáëàñòÿõ ïðîèñõîäèò íà òðà-åêòîðèÿõ ìàêñèìàëüíûõ ý��åêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÒÌÝÊÍ) [3℄.Ïîä ïîíÿòèåì ý��åêòèâíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τef ïîíèìàåòñÿ àêòèâíîåêàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå τα çà âû÷åòîì �ðèêöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé. Äëÿ îïèñà-íèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ÒÌÝÊÍ èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Êóëîíà
τef = τα − µσα 6 k, (1)ãäå τef � ý��åêòèâíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ÒÌÝÊÍ, τα � àêòèâíîå êàñà-òåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ÒÌÝÊÍ, µ � êîý��èöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèà-ëà, σα � íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà ÒÌÝÊÍ, k � ïðåäåëüíàÿ ñîïðîòèâëÿåìîñòüìàòåðèàëà ñäâèãó. Êðèòåðèé (1) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè τef = k ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå,à ïðè τef < k ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â óïðóãîì ñîñòîÿíèè.�àññìîòðèì îáðàçåö ãîðíîé ïîðîäû øèðèíîé l è âûñîòîé h ïðè ñæàòèè âäîëüîñè OY íàãðóçêîé σy. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëåâóþïîëîâèíó îáðàçöà. Ïðîâåäåì ÒÌÝÊÍ ab â âèäå ïðîèçâîëüíîé êðèâîé è êàñàòåëü-íûå ê íåé â òî÷êàõ a è b, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1à.Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òðåóãîëüíèêîâ aes è be′s′, �îðìèðóåìûõ ÒÌÝÊÍ ab,íàéäåì ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ÷åðåç óãëûíàêëîíà α è γ ê îñè OX, êàñàòåëüíûõ ê ÒÌÝÊÍ â òî÷êàõ a è b ñîîòâåòñòâåííî:

σα = −σx − σy
2

+
σx + σy

2
cos 2α− τk sin 2α, (2)

τα =
σx + σy

2
sin 2α+ τk cos 2α, (3)ãäå τk � êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, îáóñëîâëåííîå âíåøíèì òðåíèåì.
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�èñ. 1.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (2) è (3) â (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ý��åêòèâíîãîêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ
τef =

σx + σy
2

sin 2α + τk cos 2α− µ

(
−σx − σy

2
+
σx + σy

2
cos 2α− τk sin 2α

)
. (4)Ïî àíàëîãèè ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà be′s′:

σγ =
σx + σy

2
− σx − σy

2
cos 2γ − τk sin 2γ, (5)

τef = −σx − σy
2

sin 2γ − τk cos 2γ − µ

(
σx + σy

2
− σx − σy

2
cos 2γ + τk sin 2γ

)
. (6)Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (2) ïî α, ïîëó÷èì dσα

dα
= −2τα. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòîóðàâíåíèå êðèòåðèé Êóëîíà (1), ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dσα
dα

= −2(τef + µσα). (7)Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè, ïîëó÷èì äëÿ íèæíåãî òðåóãîëüíèêà be′s′:
dσγ
dγ

= −2(τef + µσγ). (8)Êàæäîå èç óðàâíåíèé (7) è (8) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà íàÒÌÝÊÍ. Èõ ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ íà ÒÌÊÝÍ ìåæäó òî÷êàìè a è b
b∫

a

dσα
(τef + µσα)

= −2

b∫

a

dα èëè ln (τef + µσα)

∣∣∣∣
b

a

= −2µα

∣∣∣∣
b

a

.Èç ïðàêòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé èçâåñòíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàçðóøåíèå îáðàç-öà íà÷èíàåòñÿ èç óãëà. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå



132 Ëîêøèíà Ë.ß., Êîñòàíäîâ Þ.À.ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå a è äîñòèãàåòñÿ â òðåóãîëüíèêå aesðàíüøå, ÷åì â òðåóãîëüíèêå be′s′. Ñëåäîâàòåëüíî,
ln (τef + µσα) − ln (k + µσα) = −2µ(γ − α). (9)Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) íåîáõîäèìî íàéòè óãëû α è γ. Äëÿ íàõîæäåíèÿóãëà α, ïðè êîòîðîì ý��åêòèâíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå áóäåò èìåòü ìàêñè-ìàëüíîå çíà÷åíèå, ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîäíóþ dτef

dα
íóëþ è ïîëó÷èì

tg 2α = ctg(2β − ρ),ãäå ρ � óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà, µ = tg ρ, tg 2β = 2τk/(σx + σy),
β � óãîë ïîâîðîòà ÒÌÝÊÍ îò âíåøíåãî òðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ðèñ. 1á),
α = π/4 + ρ/2 − β.Ïî àíàëîãèè íàéäåì óãîë γ äëÿ íèæíåãî òðåóãîëüíèêà be′s′:

tg 2γ = ctg(2θ − ρ),ãäå tg 2θ = 2τk/(σx − σy), θ � óãîë ïîâîðîòà ÒÌÝÊÍ îò âíåøíåãî òðåíèÿ. Ñëåäî-âàòåëüíî (ñì. ðèñ. 1á), γ = π/4 + ρ/2 − θ.Èç àíàëèçà âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ β è θ ñëåäóåò, ÷òî β > θ. Ñëåäîâàòåëüíî,
α < γ, ò. å. ÒÌÝÊÍ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êðèâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó÷åò êàñà-òåëüíûõ íàïðÿæåíèé, âûçâàííûõ êîíòàêòíûì òðåíèåì, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè÷åíèþ ñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòå-ðèàëà.Ïîñêîëüêó γ − α = β − θ, âûðàæåíèå (9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(τef + µσγ)

(k + µσα)
= exp 2µ(θ − β). (10)Òàê êàê σx = 0 â òî÷êå a, èç óðàâíåíèé (2) è (4) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå a

σα =
σy
2

− sin ρ

2

√
σ2
y + 4τ 2

k , (11)
τef = k = −µσy

2
+

1

2

√
(1 + µ2)(σ2

y + 4τ 2
k ). (12)Ïðè ýòîì β = arctg(2τk/σy)/2 è èç (12) íàõîäèì ïðåäåëüíîå (ðàçðóøàþùåå)íàïðÿæåíèå:

σy = 2kµ+
2

cos ρ

√
k2 − τ 2

k . (13)�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà µ = 0 è τk = 0. Èç âûðàæåíèÿ (13) ïîëó÷àåì σy = 2k,÷òî ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [4℄. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà µ = 0, èç âûðàæå-íèÿ (13) ïîëó÷àåì σy =
√
k2 − τ 2

k , ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè [2℄. Äëÿ ñëó÷àÿ,êîãäà τk = 0, èç âûðàæåíèÿ (13) ïîëó÷àåì σy = 2k(sin ρ + 1)/ cos ρ, ÷òî ñîâïàäàåòñ ðåçóëüòàòàìè [1℄.



Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äå�îðìèðóåìîãî òåëà... 133Äëÿ òðåóãîëüíèêà be′s′ íàéäåì τef èç (6), ïðîâåäÿ ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé:
τef = −µσx + σy

2
− 1

2

√
(1 + µ2) [(σx − σy)2 + 4τ 2

k ]. (14)Îïðåäåëèì σx â òî÷êå b èç âûðàæåíèÿ (14) ñ ó÷åòîì (13):
σx = 2kµ+

2
√
k2 − τ 2

k

cos ρ
+

2
(
sin ρ−

√
1 − b2

)

cos ρ

(
τef + 2kµ2 +

2µ
√
k2 − τ 2

k

cos ρ

)
, (15)ãäå b =

τk cos ρ

2µ
(
k sin ρ+

√
k2 − τ 2

k

)
+ τef cos ρ

.Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ σx < σy ïåðåä êîðíåì √1 − β2 â (15) âûáåðåì çíàê¾−¿ è íàëîæèì îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòð b: b2 < cos2 ρ.Íàéäåì σy â íèæíåì òðåóãîëüíèêå be′s′ èç (5) ñ ó÷åòîì (13) è (15):
σx =

(
2kµ+

2µ
√
k2 − τ 2

k

cos ρ

)(
1 − sin ρ

√
1 − b2

)
− cos ρτef

√
1 − b2. (16)

à

á â�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σy (à), óãëîâ íàêëîíà α (á) è γ (â) êàñà-òåëüíûõ ê ÒÌÊÝÍ îò êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τk íà ïîâåðõíîñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêèäëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòà âíóòðåííåãî òðåíèÿ µ.



134 Ëîêøèíà Ë.ß., Êîñòàíäîâ Þ.À.Ïîäñòàâëÿÿ σα è σγ èç (11) è (16) â (10), ñ ó÷åòîì (12) ïîëó÷èì
b2
[
I2 + (τk sin ρ)2

]
− 2τkbI + τ 2

k cos2 ρ = 0 , (17)ãäå I =

(
k + sin ρ

√
k2 − τ 2

k

)
l2µ(θ−β).Óðàâíåíèå (17) ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî b ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Ïðè ýòîì äëÿêàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è èç òàáëèö ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷å-íèÿ ρ, µ, k è íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ σy è β. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ b îïðåäåëÿþòñÿ τefè θ. Çíàíèå ýòèõ âåëè÷èí ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ óñòàíîâèòü âèä è óãëû íàêëîíàÒÌÊÝÍ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (17) áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, ðåàëèçî-âàííûé â ñðåäå Mi
rosoft Ex
el. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè,ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 2. Èç íèõ ñëåäóåò óâåëè÷åíèå ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σyè óãëîâ íàêëîíà α è γ ñ ðîñòîì êîý��èöèåíòà âíóòðåííåãî òðåíèÿ µ. Ïðè ðîñòåêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τk ïðåäåëüíîå íàïðÿæåíèå σy è óãîë íàêëîíà α óìåíü-øàþòñÿ, à óãîë íàêëîíà γ óâåëè÷èâàåòñÿ.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëîêøèíà Ë.ß., Êîñòàíäîâ Þ.À., Âàñèëüåâ Ä.Ë. �àñ÷åò ïðåäåëà ïðî÷íîñòè õðóïêèõìàòåðèàëîâ ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ // �åîòåõíè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ìåæâåä. ñá.íàó÷í. òðóäîâ. Äíåïðîïåòðîâñê: 2009. � 82. C. 199�206.[2℄ Êîñòàíäîâ Þ.À., Ëîêøèíà Ë.ß. Âëèÿíèå êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà ïðåäåëüíîå íà-ïðÿæåíèå â îáðàçöå ãîðíîé ïîðîäû è âèä òðàåêòîðèè ðàçðóøåíèÿ ïðè ñæàòèè //Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ãîðíîãî ïðîèçâîäñòâà. 2010. � 13. Ñ. 42�47.[3℄ Âàñèëüåâ Ë.Ì., Âàñèëüåâ Ä.Ë. Ìåòîä ðàñ÷åòà ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ãîðíûõ ïîðîä íàîäíîîñíîå ñæàòèå ïðè ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó êîíòàêòíûìè íàïðÿæåíèÿìè // �åîòåõ-íè÷åñêàÿ ìåõàíèêà: Ìåæâåäîìñòâ. ñá. íàó÷. ðàáîò. Äíåïðîïåòðîâñê: È�ÒÌ ÍÀÍÓ,2003. Âûï. 42. Ñ. 73�80.[4℄ Êà÷àíîâ Ë.Ì. Îñíîâû òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Ì.: Íàóêà, 1969. 419 ñ.Lokshina L.Ya., Kostandov Yu.A. Resear
h of the limiting state of the deformed bodytaking into a

ount the internal and external fri
tion. By 
onsideration of the stress-strainstate of material under the uniaxial 
ompression is obtained the equation for 
al
ulation ofstrength limit of material taking into a

ount an internal and external fri
tion. The aspe
tof à traje
tory of maximum e�e
tive tangential stresses (ÒÌETS) is found. Dependen
es oflimiting stress and angles of TMETS slope from internal fri
tion and 
onta
t tangential stress
aused by an external fri
tion are got on.



Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ ÎÁ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÌ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈÌÍÎ�ÎÝËÅÊÒ�ÎÄÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Ëûæîâ Â.À.∗, Òóêîäîâà Î.Ì.∗, Âîðîâè÷ Å.È.∗∗
∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ îñîáåííîñòåé ðàñïðåäå-ëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé äëÿ ìíîãîýëåêòðîäíûõ ñèñòåì íà ïüåçîàêòèâíîé ïîäëîæêå âðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ âîçáóæäåíèÿ. Ïðåäëîæåíà óïðîùåííàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà ìíîãîýëåê-òðîäíûõ ñòðóêòóð, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü êðàåâûå ý��åêòû è ìîäåëèðóþùàÿ èñõîäíóþñèñòåìó ñ îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ.Êà÷åñòâåííî íîâûé óðîâåíü ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ óñòðîéñòâ íà ÏÀÂâîçìîæåí òîëüêî ïðè ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ó÷åòå âñåõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèéè âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé. Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàç-ðàáîòêà ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâÿçàííûõ çàäà÷ ñ ðàçíî-ðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Ñ�îðìó-ëèðóåì çàäà÷ó î âîçáóæäåíèè ÏÀÂ ïëàíàðíûìè ýëåêòðîäíûìè ñòðóêòðàìè íàïüåçîàêòèâíîé ïîäëîæêå.Ìîäåëü ýëåêòðîàêóñòè÷åñêîãî óñòðîéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìûèç N òîíêèõ ïðîòÿæåííûõ ýëåêòðîäîâ ñ çàäàííûìè ïîòåíöèàëàìè íà ïîâåðõíîñòèïüåçîàêòèâíîãî ñëîèñòî íåîäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 1). Ïîëàãàåì, ÷òîâåñîì è æåñòêîñòüþ ýëåêòðîäîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

�èñ. 1. �åîìåòðèÿ çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ýëåêòðîäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãîñëîÿ íà äèýëåêòðè÷åñêîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.Ñìåùåíèå òî÷åê ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ýëåêòðîóïðóãîñòèè êâàçèýëåêòðîñòàòèêè:
∇ �T = ρü, (1)
∇ �D = 0. (2)



136 Ëûæîâ Â.À., Òóêîäîâà Î.Ì., Âîðîâè÷ Å.È.Çäåñü T � òåíçîð íàïðÿæåíèé, D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, èìåþùèåñëåäóþùèé âèä (èíäåêñîì 1 îòìå÷åíû âåëè÷èíû â ïüåçîýëåêòðèêå, èíäåêñîì 2 �â äèýëåêòðèêå):
T

(1)
ij = C

(1)
ijkl

∂u
(1)
k

∂xl
+ e

(1)
ijk

∂ϕ(1)

∂xk
T

(2)
ij = C

(2)
ijkl

∂u
(2)
k

∂xl
(3)

D
(1)
i = e

(1)
ijk

∂u
(1)
j

∂xk
− ε

(1)
ij

∂ϕ(1)

∂xj
, D

(2)
i = −ε(2)

ij

∂ϕ(2)

∂xj
(4)u � âåêòîð ñìåùåíèÿ, ϕ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, Cijkl, eijk, εij � óïðóãèå,ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå êîíñòàíòû ñîîòâåòñòâåííî.Íà ïîâåðõíîñòè çàäàíû ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ è ïîòåíöèàëû íà ýëåêòðî-äàõ, íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ ìåæäó ñëîÿìè ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîëåé ñìå-ùåíèé è íàïðÿæåíèé, ïîòåíöèàëà è íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîé èí-äóêöèè, íà áåñêîíå÷íîñòè ó÷èòûâàþòñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ:

ϕ(1) = ϕk, x2 = h, x1 ∈ [ak, bk], (5)T(1) = T(∗), x2 = h, (6)T(1) = T(2), n ·D(1) = n ·D(2), u(1) = u(2), ϕ(1) = ϕ(2), x2 = 0, (7)u(2) → 0, ϕ(2) → 0, x2 → −∞. (8)Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîäîëüíûå ðàçìåðû ýëåêòðîäîâ çíà-÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùèìè ïîïåðå÷íûå. Åñëè ê òîìó æå ñâîéñòâà ïîäëîæêè îäíî-ðîäíû âäîëü îñè x3, ìîæíî ñ÷èòàòü âñå ïàðàìåòðû íå çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàòû
x3 è ðàññìàòðèâàòü ïëîñêóþ çàäà÷ó äëÿ âîëí òèïà �ýëåÿ èëè àíòèïëîñêóþ äëÿâîëí òèïà Ëÿâà è �óëÿåâà�Áëþøòåéíà. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòèïëîñêàÿ çà-äà÷à, äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå â ëþáîé òî÷êå ïîäëîæêè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìåõà-íè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ T ∗

32(x1) è ýëåêòðè÷åñêóþ èíäóêöèþ D∗
2(x1) íà ïîâåðõíîñòèïîëóïðîñòðàíñòâà, â ñëó÷àå ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé óêàçàííûå âûðàæåíèÿ èìåþòâèä:

u3(x1, x2) =
1

2π

∞∫

−∞

T ∗
32(α)K31(α, x2)e

−iαx1dα +
1

2π

∞∫

−∞

D∗
2(α)K32(α, x2)e

−iαx1dα (9)
ϕ(x1, x2) =

1

2π

∞∫

−∞

T ∗
32(α)K41(α, x2)e

−iαx1dα +
1

2π

∞∫

−∞

D∗
2(α)K42(α, x2)e

−iαx1dα (10)Çäåñü α � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x1, Knm � ñèìâîëûÿäåð ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó èñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïîäëîæêè.Ñ÷èòàÿ ïîòåíöèàëû íà ýëåêòðîäàõ èçâåñòíûìè, à ïîâåðõíîñòü � ñâîáîäíîé îòìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ïîä ýëåêòðîäàìè:
1

2π

∞∫

−∞

D∗
2(α)K42(α, 0)e−iαx1dα = ϕ(x1, 0) (11)



Ê âîïðîñó îá ý��åêòèâíîì ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîýëåêòðîäíûõ ñòðóêòóð 137Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ,ïîäðîáíî èçëîæåííûé â [1℄. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòüðåøåíèÿ ãàðàíòèðóþòñÿ ñâîéñòâàìè ñèìâîëà ÿäðà K42(α), èìåþùåãî ñ÷åòíîå êî-ëè÷åñòâî íóëåé è ïîëþñîâ, èç íèõ êîíå÷íîå ðàñïîëîæåíî íà âåùåñòâåííîé îñè.Çàïèøåì óñëîâèå äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè íà ïî-âåðõíîñòè ïüåçîýëåêòðèêà:n ·D(1) = −q(x1), x1 ∈ [ak, bk], (12)n ·D(1) = 0, x1 /∈ [ak, bk]. (13)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå D∗
2(x1) ÷èñëåííî ðàâíî ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíî-ñòè ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ q(x1) ïîä ýëåêòðîäàìè.Â öåëÿõ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé ìíîãîýëåêòðîäíûõ ñèñòåìè âëèÿíèÿ êðàåâûõ ý��åêòîâ íà õàðàêòåðèñòèêè óñòðîéñòâ áûëè ðåøåíû çàäà÷èäëÿ îäíîãî ýëåêòðîäà, 3-, 5-, 7-, 9-ýëåêòðîäíûõ ñòðóêòóð è òàê äàëåå â ñòîðîíóóâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ âîçáóæäåíèÿ.

�èñ. 2. �åçóëüòàòû òî÷íîãî ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ïîä 25-ýëåêòðîäíîé ñòðóêòó-ðîé. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü, ïóíêòèðíàÿ � ìíèìàÿ.Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé â ñåðåäèíå ìíîãî-ýëåêòðîäíîé ñòðóêòóðû äîëæíî áûòü áëèçêèì ê ðåøåíèþ äëÿ áåñêîíå÷íîé ïåðè-îäè÷åñêîé ñèñòåìû ýëåêòðîäîâ (ðèñ. 2). Ïðîâîäèëñÿ àíàëèç âîçìîæíîñòè çàìåíûðåøåíèÿ ñòðîãîé çàäà÷è äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ íà ðåøåíèå çàäà÷èäëÿ óïðîùåííîé ìîäåëè � ó÷åò íåñêîëüêèõ êðàéíèõ ýëåêòðîäîâ äëÿ îïèñàíèÿ êðà-åâûõ ý��åêòîâ è ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìåæäó íèìè. �àñ÷åòû ïîêàçàëè íåïðèìå-íèìîñòü òàêîé ìîäåëè � â ìåñòå ñòûêîâêè êðàéíèõ ýëåêòðîäîâ ñ ïåðèîäè÷åñêîéñòðóêòóðîé âîçíèêàëà îøèáêà, ðàñòóùàÿ ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîââ ñèñòåìå è äîñòèãàþùàÿ 40% óæå äëÿ 25 ýëåêòðîäîâ. Îäíàêî áûëè âûÿâëåíûçàêîíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîäíûõ ñòðóêòóð íàãðà�èêàõ, ïîñòðîåííûõ â îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàòàõ x∗1 = x1/xmax (ðèñ. 3).Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ïðåäëîæèòü ïðèáëèæåííóþ ñõåìó ðàñ÷å-òà òàêèõ ñèñòåì, ñâîäÿùóþñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ âñïîìîãàòåëü-íûõ çàäà÷. Âìåñòî âû÷èñëåíèÿ N íåèçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäîâ ïîä âñåìè



138 Ëûæîâ Â.À., Òóêîäîâà Î.Ì., Âîðîâè÷ Å.È.

�èñ. 3. Îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ïîä ýëåêòðîäàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ öåí-òðàëüíûì ýëåêòðîäîì, ïîñòðîåííûå â îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ íåêîòîðûõýëåêòðîäíûõ ñòðóêòóð.

�èñ. 4. Îøèáêà ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ýëåêòðîäíîé ñòðóêòóðû ïî óïðîùåí-íîé ìåòîäèêå ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòàò äëÿïåðâîíà÷àëüíîé ìîäåëè, ñïëîøíàÿ � äëÿ ìîäè�èöèðîâàííîé.ýëåêòðîäàìè, îïðåäåëíèþ ïîäëåæèò âñåãî 7 �óíêöèé � ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ïîäíåñêîëüêèìè êðàéíèìè è ïîä öåíòðàëüíûì ýëåêòðîäàìè. Ó÷åò 3-õ êðàéíèõ ýëåê-òðîäîâ ïîçâîëÿþò õîðîøî îïèñàòü êðàåâûå ý��åêòû, à ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìàìåæäó íèìè îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ïîä âñåé ýëåê-òðîäíîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ îäíî-ãî ýëåêòðîäà. Îøèáêà ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî òàêîé óïðîùåííîé ñõåìå íåïðåâûøàåò íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ è îáóñëîâëåíà â îñíîâíîì íåñèììåòðè÷íîñòüþâëèÿíèÿ ýëåêòðîäíîé ñèñòåìû íà íåöåíòðàëüíûå ýëåêòðîäû (ðèñ. 4). Òàêîé ïîä-õîä ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà áîëüøèõ ýëåêòðîäíûõ ñèñòåì â íåñêîëüêîäåñÿòêîâ ðàç.
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ÇÀÄÀ×À ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ ÄËß �ÀÑÒÓÙÅ�Î ØÀ�ÀËû÷åâ Ñ.À., Ìàíæèðîâ À.Â.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, Ìîñêâà�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ðàñòóùèõòåëàõ ñ�åðè÷åñêîé �îðìû. Òåìïåðàòóðà ïðèñîåäèíÿåìîãî ìàòåðèàëà îòëè÷íà îò òåìïå-ðàòóðû îñíîâíîãî òåëà. �åøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè îòûñêèâà-åòñÿ â �îðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äè��åðåíöèàëüíîãîîïåðàòîðà, ïîðîæäàåìîãî çàäà÷åé.Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ïîëîãî øàðà ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà. �àñ-ñìàòðèâàåòñÿ òåëî, îãðàíè÷åííîå äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñ�åðàìè, ðàäèóñû êî-òîðûõ ðàâíû a è b ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóåòñÿ ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò,íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñ�åð. Êàæäîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò òðîéêàêîîðäèíàò (r, θ, ϕ). Âðåìÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì t.Òåìïåðàòóðíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ äâàæäû äè��åðåíöèðóåìîé ïî âñåì ÷åòûðåìàðãóìåíòàì �óíêöèåé T = T (r, θ, ϕ, t). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ îä-íîðîäíûì, èçîòðîïíûì è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ ρ, óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþïðè ïîñòîÿííûõ äå�îðìàöèÿõ cV è êîý��èöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ. Òàêæåïîëàãàåì, ÷òî âíóòðè òåëà äåéñòâóþò èñòî÷íèêè òåïëà, ìîùíîñòü êîòîðûõ çàäà-åòñÿ �óíêöèåé f(r, θ, ϕ). Ïîëå òåìïåðàòóð óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:
∂T

∂t
= γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂T

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂T

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2T

∂ϕ2

]
+ f(r, θ, ϕ). (1)Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè òåëà çàäàíî:

T (r, θ, ϕ, t)|t=0 = T (0)(r, θ, ϕ), (2)à çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì:
T (r, θ, ϕ, t)|r=a = T (i), T (r, θ, ϕ, t)|r=b = T (e), (3)ãäå T (i) è T (e) � çàäàííûå òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ íà ãðàíèöàõ òåëà.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â �îðìå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ïðè-âåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê âèäó, â êîòîðîì êðàåâûå óñëîâèÿ îêàçàëèñü áû îäíîðîä-íûìè. Îñóùåñòâèòü ýòî ïîçâîëÿåò ïðîöåäóðà ñòàíäàðòèçàöèè: ââîäèòñÿ âñïîìîãà-òåëüíàÿ �óíêöèÿ u(r, θ, ϕ, t), òàêàÿ ÷òî

u = T − (r − a)T (e) + (b− r)T (i)

b− a
. (4)Â ðåçóëüòàòå íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê çàäà÷å ñ îäíîðîä-íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

∂u

∂t
= γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+ +

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

]
+ f̃(r, θ, ϕ), (5)
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u(r, θ, ϕ, t)|t=0 = u(0)(r, θ, ϕ), u(r, θ, ϕ, t)|r=a = 0, u(r, θ, ϕ, t)|r=b = 0. (6)�åøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü â êëàññå �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ â øàðîâîé îá-ëàñòè è èíòåãðèðóåìûõ â íåé ñ êâàäðàòîì. Óðàâíåíèÿ (5)�(6) ìîãóò áûòü çàïèñàíûâ îïåðàòîðíîé �îðìå:

∂u

∂t
= A[u] + f̃ ,

A[u] = γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

]
.Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì è èìååòäèñêðåòíûé ñïåêòð. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå â âèäå ñïåêòðàëüíîãîðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì

u(r, θ, ϕ, t) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

∞∑

k=0

umnk(t)ψmnk(r, θ, ϕ), (7)ãäå ψmnk(r, θ, ϕ) � ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂ψmnk

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψmnk
∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ψmnk
∂ϕ2

]
= λmnkψmnk.(8)�åøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

ψ
(e)
mnk(r, θ, ϕ) = (C

(e)
1 J1/2+k(

√
λmnkr) + C

(e)
2 Y1/2+k(

√
λmnkr))P

n
m(cos θ) sinmϕ, (9)

ψ
(o)
mnk(r, θ, ϕ) = (C

(o)
1 J1/2+k(

√
λmnkr) + C

(o)
2 Y1/2+k(

√
λmnkr))P

n
m(cos θ) cosmϕ, (10)ãäå J1/2+k(

√
λmnkr) è Y1/2+k(

√
λmnkr) � �óíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà 1/2 + n, ïåð-âîãî è âòîðîãî ðîäà, ñîîòâåòñòâåííî; P n

m(cos θ) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà; λmnk �ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà. Êîíñòàíòû C
(e)
1 = C

(o)
1 , è C(e)

2 = C
(o)
2 îïðåäåëÿþòñÿèç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:




C

(e)
1 J 1

2
+k(
√
λmnka) + C

(e)
2 Y 1

2
+k(
√
λmnka) = 0 ,

C
(e)
1 J 1

2
+k(
√
λmnkb) + C

(e)
2 Y 1

2
+k(
√
λmnkb) = 0 ,êîòîðàÿ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëè-òåëü ðàâåí íóëþ. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âûðàçèòüêîíñòàíòó C(o)

1 ÷åðåç C(e)
2 è C(e)

1 ÷åðåç C(o)
2 . Îêîí÷àòåëüíî çíà÷åíèå êîíñòàíò âû-÷èñëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

∫∫∫

V

ψ2
mnk(r, θ, ϕ)r2 sin θ drdθdϕ = 1.Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λmnk íàõîäèì êàê ðåøåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ:

J1/2+k(a
√
λmnk)Y1/2+k(b

√
λmnk) = J1/2+k(b

√
λmnk)Y1/2+k(a

√
λmnk).



142 Ëû÷åâ Ñ.À., Ìàíæèðîâ À.Â.Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ïîäñòàâèì (7) â óðàâíåíèå (5), â ðå-çóëüòàòå ÷åãî èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòèçàäà÷ Êîøè:
∂umnk
∂t

= γ2λumnk(t) + f̃mnk, umnk(t)|t=0 = u
(0)
mnk, (11)ãäå f̃mnk è u(0)

mnk � ïðîåêöèè �óíêöèé f̃(r, θ, ϕ) è u(r, θ, ϕ) íà ñîáñòâåííóþ �óíêöèþñ íîìåðîì mnk:
f̃mnk =

∫∫∫

V

f(r, θ, ϕ)ψmnk(r, θ, ϕ)r2 sin θ drdθdϕ,

u
(0)
mnk =

∫∫∫

V

u(0)(r, θ, ϕ)ψmnk(r, θ, ϕ)r2 sin θ drdθdϕ.�åøåíèå (11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â �îðìå:
umnk = u

(0)
mnke

−λmnkγ
2t +

t∫

0

f̃mnk(τ) exp{−λmnkγ2(t− τ)} dτ. (12)Ïîäñòàâëÿÿ êàæäîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòíîé �óíêöèè (12) â âûðàæåíèå (7) ïîëó-÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (5) � (6). Äàëåå, ïðîâåäÿ çàìåíó, îáðàòíóþ (4) íàéäåì ðàñ-ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè ïîëîãî øàðà.Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ðàñòóùåãî ñïëîøíîãî øàðà Ïðåäïîëàãà-åòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ê ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà íà÷èíàþòïðèñîåäèíÿòüñÿ ñëîè ñ òåìïåðàòóðîé T (e). Â ðåçóëüòàòå ðàäèóñ øàðà óâåëè÷èâà-åòñÿ ïî èçâåñòíîìó çàêîíó b(t). Ñ÷èòàåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë ïî ñâîèìñâîéñòâàì èäåíòè÷åí îñíîâíîìó òåëó. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ðàñòóùåãîøàðà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂T

∂t
= γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂T

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂T

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2T

∂ϕ2

]
+ f(r, θ, ϕ), (13)

T (r, θ, ϕ, t)|t=0 = T (0)(r, θ, ϕ), T (r, θ, ϕ, t)|r=0 = O(1), T (r, θ, ϕ, t)|r=b(t) = T (e).(14)Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïîìîùüþ çàìåíû
u(r, θ, ϕ, t) = T (r, θ, ϕ, t) − T (e)óðàâíåíèÿ (13) � (14) ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∂u

∂t
= γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

]
+ f̃(r, θ, ϕ), (15)

u(r, θ, ϕ, t)|t=0 = u(0)(r, θ, ϕ), u(r, θ, ϕ, t)|r=0 = O(1), u(r, θ, ϕ, t)|r=b(t) = 0. (16)



Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ðàñòóùåãî øàðà 143Ïîâåðõíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè çàâèñèò îò âðåìåíè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïî-äâèæíîé. Îäíàêî, ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ r̂ = r /b(t) óðàâíåíèÿ (15) � (16)ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó
b2(t)

∂u

∂t
= γ2

[
1

r̂2

∂

∂r̂

(
r̂2∂u

∂r̂

)
+

1

r̂2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r̂2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

] (17)
u(r̂, θ, ϕ, t)|t=0 = u(0)(r̂, θ, ϕ), u(r̂, θ, ϕ, t)|r̂=0 = O(1), u(r̂, θ, ϕ, t)|r̂=1 = 0. (18)Çàäà÷à (17)�(18) îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ëèøüòåì, ÷òî ìíîæèòåëü ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé. �åøåíèåèùåì â �îðìå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ â ýòîì ñëó-÷àå èìååò âèä:
γ2

[
1

r̂2

∂

∂r̂

(
r̂2∂ψmnk

∂r̂

)
+

1

r̂2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψmnk
∂θ

)
+

1

r̂2 sin2 θ

∂2ψmnk
∂ϕ2

]
= λmnkψmnk,

ψmnk(r̂, θ, ϕ, t)|r̂=0 = O(1), ψmnk(r̂, θ, ϕ, t)|r̂=1 = 0.Èñêîìóþ �óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà:
u(r̂, θ, ϕ, t) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

∞∑

k=0

umnk(t)ψmnk(r̂, θ, ϕ). (19)Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (19) â ñîîòíîøåíèÿ (17) � (18), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåéïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ Êîøè:
b2(t)

∂umnk
∂t

= γ2λumnk(t) + f̃mnk, umnk(t)|t=0 = u
(0)
mnk. (20)Êîý��èöèåíòû f̃mnk è u

(0)
mnk ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè �óíêöèé f̃(r, θ, ϕ) è

u(0)(r, θ, ϕ) â áàçèñå ψmnk
f̃mnk =

∫∫∫

V

f(r̂, θ, ϕ)ψmnk(r̂, θ, ϕ)r2 sin θ drdθdϕ,

u
(0)
mnk =

∫∫∫

V

u(0)(r̂, θ, ϕ)ψmnk(r̂, θ, ϕ)r2 sin θ drdθdϕ.�åøåíèå çàäà÷è (20) ìîæåò áûòü òåïåðü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
umnk = u

(0)
mnk exp



−

t∫

0

λmnkγ
2

b2(τ)
dτ



+

t∫

0

f̃mnk
b2(τ)

dτ.



144 Ëû÷åâ Ñ.À., Ìàíæèðîâ À.Â.Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ðàñòóùåãî ïîëîãî øàðà �àññìîòðèì ðàñ-òóùèé ïîëûé øàð, âíóòðåííèé ðàäèóñ êîòîðîãî ïîñòîÿíåí è ðàâåí a. Áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü ñëó÷àé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä:
∂T

∂t
= γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂T

∂r

)]
+ f(r), t > 0, a < r < b(t),

T (r)|t=0 = T (0)(r), T (r, t)|r=a = T (i), T (r, t)|r=b(t) = T (e).Ïðîâåäÿ ïðîöåäóðó ñòàíäàðòèçàöèè (4), ïðèâåäåì èñõîäíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó ê çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè:
∂u

∂t
= γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)]
+ f̃(r), (21)

u(r, t)|t=0 = u(0)(r), u(r, t)|r=a = 0, u(r, t)|r=b(t) = 0. (22)�åøåíèå çàäà÷è (21) � (22) áóäåì èñêàòü â �îðìå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
u =

∞∑

n=0

un(t)ψn(r, t). (23)Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ
γ2

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂ψn(r, t)

∂r

)]
+ f̃(r) = λnψn(r, t), u(r, t)|r=a = 0, u(r, t)|r=b(t) = 0ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò âðåìåíè t. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå �óíêöèèòàêæå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà t:

λn =
π2n2

(b(t) − a)2
, ψn =

√
2 sin

(
π2n2

(b(t)−a)2

)

r
√
b(t) − a

.Èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ áåñêîíå÷-íîìåðíîé ñèñòåìû ñâÿçíûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
∂un
∂t

= γ2λnun(t) +

∞∑

k=0

b∫

a

∂ψn(t)

∂t
ψk(t) dr, n = 0, 1, . . . . (24)Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âûäåëåíèÿ èç ñèñòå-ìû (24) êîíå÷íîìåðíîé ïîäñèñòåìû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé (ïðîåêòû 11-01-00669_à, 09-08-01194_à, 09-08-01180_à, 11-08-93967-ÞÀ�_à) è Ïðîãðàììû ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ � 13.Ly
hev S.A., Manzhirov A.V. Heat 
ondu
tion problem for à growing globe.Nonstationary temperature �elds in growing globe are 
onsidered in present paper. Thetemperature of adhered material di�ers from the temperature of growing three dimensionalsolid. The solution of initial boundary value problem is obtained in the form of spe
tralexpansion over 
omplete system of eigenfun
tions of di�erential operator whi
h is generatedby 
onsidered problem.



ÎÁ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ ÏÎËÓÎÁ�ÀÒÍÎ�Î ÌÅÒÎÄÀÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß �ÀÑÒßÆÅÍÈßÍÅËÈÍÅÉÍÎ-ÓÏ�Ó�Î�Î ÖÈËÈÍÄ�ÀÌàéîðîâà Î.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ îäíîãî èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ìåõàíè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áèîìàòåðèàëà � ðàñòÿæåíèþ íåëèíåéíî-óïðóãîãî íåñæèìàåìîãîöèëèíäðà ñ æåñòêî çàùåìëåííûìè îñíîâàíèÿìè. Îïèñàí êëàññ ìîäåëåé íåñæèìàåìûõíåëèíåéíî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, â êîòîðîì ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè â ñëó÷àå æåñò-êîãî íàãðóæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî íà îñíîâå ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé. Ïðèâåäåíîñðàâíåíèå íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì (ANSYS); îïðåäåëåí äèàïàçîí ãåî-ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê öèëèíäðà, ïðè êîòîðîì äàííîå ðåøåíèå èìååò �èçè÷åñêèéñìûñë.1. �åøåíèå íà îñíîâå ïîëóîáðàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿóïðóãèé öèëèíäð èç íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà, â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèèçàïîëíÿþùèé îáúåì r 6 a, −h 6 z 6 h. Ââîäèòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîð-äèíàò q1 = r, q2 = ϕ, q3 = z ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îðòàìè er, ez, eϕ.

�èñ. 1. �àñòÿæåíèå öèëèíäðà.Òîðöåâûå ïîâåðõíîñòè z = ±h ñêðåïëåíû ñ æåñòêèìè äèñêàìè, áîêîâàÿ ïîâåðõ-íîñòü r = a ñâîáîäíà îò íàãðóæåíèÿ. Äèñêàì ñîîáùàþòñÿ íàïðàâëåííûå â ïðîòè-âîïîëîæíûå ñòîðîíû, ïàðàëëåëüíûå îñè öèëèíäðà îäèíàêîâûå ïåðåìåùåíèÿ. Ïðèýòîì âûñîòà öèëèíäðà 2h ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 2H , òàê ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè H > h.Äå�îðìàöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèñõîäÿùåé ñ ñîõðàíåíèåì îñåâîé ñèììåòðèè,èñïîëüçóåòñÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïîýòîìó â àêòóàëüíîéêîí�èãóðàöèè ïîëîæåíèå ÷àñòèöû, îñòàþùåéñÿ â òîé æå ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñ-êîñòè ϕ = const, ìîæåò áûòü çàäàíî ðàäèóñ-âåêòîðîì [2℄
R = R(r, z)er + g(z)ez . (1)



146 Ìàéîðîâà Î.À.Èñêîìûå �óíêöèè R(r, z) è g(z) äîëæíû áûòü ïîä÷èíåíû ãåîìåòðè÷åñêèì êðà-åâûì óñëîâèÿì
R(r,±h) = r , g(±h) = ±H , (2)ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì êîíòàêòà ìåæäó òîðöàìè öèëèíäðà è æåñòêèìè äèñêà-ìè, à òàê æå òðåáîâàíèþ ñòàòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íóëþ ñèñòåìû íàïðÿæåíèéíà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè r = a.Â íåñæèìàåìîé ñðåäå äå�îðìàöèè ïðîèñõîäÿò áåç èçìåíåíèÿ îáúåìà, òàêèìîáðàçîì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè detC = 1, èìååì

R(r, z) = rf(z) , g′(z) = f−2(z) . (3)Òàê êàê óïðóãèé ïîòåíöèàë W äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû çàâèñèò ëèøü îò äâóõãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ W = W (I1, I2), ðàññìîòðèì �óíêöèþ óäåëüíîé ïîòåíöèàëü-íîé ýíåðãèè W â ñëåäóþùåì âèäå
W =

µn

α
(I1 − 3)α +

µm

β
(I2 − 3)β , (4)ãäå α, β, m, n � ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû.Ïî ãðàäèåíòó äå�îðìàöèè C îïðåäåëÿåòñÿ ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè-�ðèíà G,åå ãëàâíûå èíâàðèàíòû èìåþò âèä:

I1 = 2f(z)2 + r2(f ′(z))2 +
1

f(z)4
, I2 =

(
r2 (f ′(z))

2
+

1

f(z)4

)
f(z)2 +

1

f(z)2
+ f(z)4 .Ïðîèçâîäíûå ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ïî ñàìîìó òåíçîðóçàäàþòñÿ �îðìóëàìè

∂I1
∂G

= E ,
∂I2
∂G

= I1E− G ,
∂I3
∂G

∣∣∣∣
I3=1

= G−1 .Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà èìååò âèä
D =

∂W

∂C
+ kC−T ,ãäå k � �óíêöèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ.Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë èìååò âèä▽·D = 0. Ïîñëåâíåñåíèÿ â íåãî çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà ïîëó÷àåì ñèñòåìóäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè

k(r, z) âèäà: 



∂k

∂r
= F1(r, f(z), f ′(z)) ,

∂k

∂z
= F2(r, f(z), f ′(z)) .

(5)Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè
∂F1

∂z
=
∂F2

∂r
(6)



Ïîëóîáðàòíûé ìåòîä â çàäà÷àõ î ðàñòÿæåíèè íåëèíåéíî-óïðóãîãî öèëèíäðà 147ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè f(z).Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òèïà (4), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà
Ψ [z, f(z)] + (α− 1)Ψ1[r, z, f(z)] + (α− 1)2Ψ2[r, z, f(z)]+

(β − 1)Ψ3[r, z, f(z)] + (β − 1)2Ψ4[r, z, f(z)] = 0 , (7)ãäå Ψi i=1...4, �óíêöèîíàëû, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèå îò r.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óäîâëåòâîðèòü ñîîòíîøåíèþ (7) âûáîðîì �óíêöèè f , çà-âèñÿùåé òîëüêî îò z, ìîæíî ëèøü ïðè ñëåäóþùèõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ:
α = 1, β = 1, m+ n = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ÿâëÿþùàÿ-ñÿ óíèâåðñàëüíîé, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è êðó÷åíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâàëèøü äëÿ óçêîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ.Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ (4) ïðè α = 1 è β = 1 óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè (6) ïðèâîäèòê íåëèíåéíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:

f ′′ =
f(γ − f ′2m)

n+ f 2m
,ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ÷èñëåííî. Ïàðàìåòð γ íàõîäèòñÿ èç êðàåâîãîóñëîâèÿ: g(h) = H . Çàìåòèì, ÷òî ó òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà íåíóëåâûåìè áóäóòêîìïîíåíòû : DrR, DzZ .Áîêîâûå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñâîáîäíû îò íàãðóçêè, ò. å. er ·D = 0 ïðè r = a.Âìåñòî òî÷íîãî óäîâëåòâîðåíèÿ äàííûì óñëîâèÿì, îãðàíè÷èìñÿ èíòåãðàëüíûì ðà-âåíñòâîì

2π

∫ h

−h
DrReRdz = 0 . (8)Âåëè÷èíó îñåâîé ñèëû, ñîîáùàþùåé æåñòêîìó äèñêó ïåðåìåùåíèå, ìîæíîîïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå ñ ó÷åòîì

f−2(h) = 1 , (9)èìååò âèä
P = 2π

∫ a

0

DzZ rdr . (10)Çàìåíèâ êîìïîíåíòó DzZ åå çíà÷åíèåì è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (9), èç (10) ïîëó-÷àåì
P =

(
−πγa

4

2
+
πna2

f(z)6
+

2πma2

f(z)4

)
µ+

πa2C0

f(z)2
.�àâåíñòâî (8) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî çíà÷åíèé êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé äàåòóðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé C0:

C0 =

∫ h

−h
µf(z)2(a2γ − 2n− 2mf(z)2 + nf(z)−6)dz = 0 .Â [2℄ ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è â ñëó÷àå íåîãóêîâà ìàòåðèàëà α = 1,

β = 1, n = 1, m = 0. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò âèä:
f(z) =

chαz

chαh
, g(z) =

1

α
ch 2(αh) th (αz) . (11)



148 Ìàéîðîâà Î.À.Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé α
H

h
=

sh x

x
, x = 2αh .1.2. Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ðåøå-íèåì (ANSYS).Â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ �îðìû äå�îð-ìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, íàñ èíòåðåñóåò, íàñêîëüêî òî÷íî ïîëóîáðàòíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå îïèñûâàåò �îðìó äå�îðìèðîâàííîãî öèëèíäðà.Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ïîëóîáðàòíîãîïðåäñòàâëåíèÿ è â êîíå÷íî-ýëåìåíòîì ïàêåòå ANSYS äëÿ ñëó÷àÿ íåîãóêîâà ìàòå-ðèàëà.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè �óíêöèè �îðìû áîêîâîé ïîâåðõíîñòè f(z)äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé ðàçìåðîâ öèëèíäðà. Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå, ïîñòðîåí-íîå íà îñíîâå ïîëóîáðàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûììåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ëèøü â ñëó÷àå òîíêèõ äèñêîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì,÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, èñïîëüçîâàííîå äëÿ ïîñòðîåíèÿàíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíî.�ðà�èêè íîðìàëüíîãî ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ðàäèàëüíîì ñå÷åíèè ïðè

z = h/2 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Íåñîâïàäåíèå ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ðå-øåíèé â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðèåé îáðàçöîâ.

�èñ. 2. Ôîðìà ïîâåðõíîñòè äå�îðìèðóåìîãî öèëèíäðà.
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�èñ. 3. �àäèàëüíîå íàïðÿæåíèå â ðàñòÿãèâàåìîì öèëèíäðå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[2℄ Ñóþíøêàëèåâ Í.Õ. Íåêîòîðûå çàäà÷è òåîðèè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé. Òàø-êåíò: Èçä-âî ¾Ôàí¿ Óçáåêñêîé ÑÑ�, 1988. 126 ñ.Mayorova O.A. About semi inverse method apli
ation to nonlinear elasti
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÎÁÒÅÊÀÍÈßÏ�ÎÔÈËß Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÎÄÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÎ�ÎÌÅÒÎÄÀ ÂÈÕ�ÅÂÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÌàêàðîâà Ì.Å., Ìàð÷åâñêèé È.Ê.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà�àññìîòðåíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ ïðî�è-ëÿ ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû. Äëÿ ïðî�èëåé ïðîñòåéøèõ �îðì ìåòîäàìèÒÔÊÏ ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãîñëîÿ, ìîäåëèðóþùåãî ïðî�èëü. Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâè ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû, ïîêàçûâàþùèå ý��åêòèâíîñòü ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäàïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ðàñ÷åòíîé ñõåìîé ÌÂÝ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ íåïî-äâèæíîãî ïðî�èëÿ ïîòîêîì íåñæèìàåìîé ñðåäû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû
∇ · ~v = 0,

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −∇

(p
ρ

)
+ ν∇2~v,ãäå ~v � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, ρ = 
onst � ïëîòíîñòü, ν � êîý��èöèåíò êèíåìà-òè÷åñêîé âÿçêîñòè ñðåäû, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ∂~Ω
∂t

= ∇×((~v+ ~w)×~Ω) îòíî-ñèòåëüíî ~Ω � ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèõðåííîñòè â îáëàñòè òå÷åíèÿ. Â ïîñëåäíåì óðàâ-íåíèè ~w � äè��óçèîííàÿ ñêîðîñòü, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå âÿçêîñòè ñðåäû [1℄.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè çàòóõàíèÿ âîçìóùå-íèé íà áåñêîíå÷íîñòè è óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ (ëèáî íåïðîòåêàíèÿ) íà ïðî�èëå,à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Âîçìóùåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé,âûçûâàåìîå ïðî�èëåì, ýêâèâàëåíòíî âëèÿíèþ âèõðåâîãî ñëîÿ, ðàñïîëîæåííîãîíà åãî ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ñðåäû ìîæåò áûòüñâåäåíà ê ïîèñêó èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ íà ïðî�èëå.2. Ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ. Â âû÷èñëèòåëüíîé àýðîãèäðîäèíàìèêå ïðèïðèìåíåíèè áåññåòî÷íûõ ëàãðàíæåâûõ ìåòîäîâ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ (ÌÂÝ) çàäà÷àïîèñêà èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ íà îáòåêàåìîì ïðî�èëå âîçíèêàåò íà êàæ-äîì øàãå ðàñ÷åòà [1, 2℄. Ïîýòîìó îò òî÷íîñòè åå ðåøåíèÿ çàâèñèò òî÷íîñòü ìåòîäàâ öåëîì. �àññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó î ñòàöèîíàðíîì áåçîòðûâíîì áåçâèõðå-âîì îáòåêàíèè ïðî�èëÿ ïðîñòîé �îðìû ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû,äëÿ êîòîðîé ìîæåò áûòü íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå ìåòîäàìè ÒÔÊÏ [3℄. Â òàêîéïîñòàíîâêå ñêîðîñòü â òî÷êå (x; y) îáëàñòè òå÷åíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî èíòåíñèâ-íîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ γ(p0) = γ(x0, y0), ìîäåëèðóþùåãî ïðî�èëü, èñïîëüçóÿ çàêîíÁèî�Ñàâàðà. Ïóñòü ïîëå ñêîðîñòåé ~v = (vx, vy, 0)T , òî÷êà âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòèçàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r = (x, y, 0)T , à òî÷êà íà ãðàíèöå ïðî�èëÿ, ïî êîîðäè-íàòàì êîòîðîé âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, � ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r0 = (x0, y0, 0)T , òîãäà
~γ(~r) = (0, 0, γ(~r))T è

~v(~r) = ~v∞ +

∮

∂C

~γ(~r0) × (~r − ~r0)

2π|~r − ~r0|2
dlr0, ~r ∈ R

2 \ C. (1)
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~v±(~r) = ~v∞ +

∮

∂C

~γ(~r0) × (~r − ~r0)

2π|~r − ~r0|2
dlr0 ±

(
~γ(~r)

2
× ~n(~r)

)
, r ∈ ∂C, (2)ãäå ~n(~r) � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïðî�èëþ. Âåëè÷èíà ~v+(~r) ñîîòâåòñòâóåòïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ñêîðîñòè ñî ñòîðîíû ïîòîêà, ~v−(~r) � ñî ñòîðîíû ïðî�èëÿ.Â (1) è (2) âåêòîð ~v∞ � ñêîðîñòü íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè.Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ γ(~r) èñïîëüçóåòñÿóñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñêîðîñòè ~v−(~r). Ìîæíî äîêàçàòü [2, 4℄, ÷òî äëÿ åãî âûïîë-íåíèÿ â ìåòîäå âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ðàâåíñòâà íóëþ ëèáîíîðìàëüíîé, ëèáî êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû ~v−(~r).3. ¾Êëàññè÷åñêèé¿ ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé îáíóëå-íèþ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè [1, 2℄, ïðåäïîëàãàåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèåóðàâíåíèÿ (2) íà îðò íîðìàëè ê ïðî�èëþ è ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∮

∂C

~n(~r) · ~γ(~r0) × (~r − ~r0)

2π|~r − ~r0|2
dlr0 = −~n(~r) · ~v∞, r ∈ ∂C, (3)Òàêîé ïîäõîä áóäåì ñîêðàùåííî íàçûâàòü ÍÌÂÝ (ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâñ íîðìàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòåé).ßäðî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) èìååò íåèíòåãðèðóåìóþ îñî-áåííîñòü ïðè |~r − ~r0| → 0, èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïîÊîøè. Åãî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â ñèëó âèäà ïðàâîé ÷àñòè, íî íå åäèíñòâåííî;îäèí èç ñïîñîáîâ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ � çàäàíèå âåëè÷èíû èíòå-ãðàëà îò ðåøåíèÿ âäîëü êîíòóðà [2℄. Åñëè ãðàíèöà ïðî�èëÿ ∂C � ãëàäêàÿ êðè-âàÿ, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ìîæíî âûäåëèòü ðàâåíñòâîì ∮

∂C

γ(~r)dlr = 0. Äàííîåóñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ öèðêóëÿöèè, ÷òî ïðè íåñèììåòðè÷íîì îáòåêà-íèè �èçè÷åñêè íåïðàâäîïîäîáíî, íî êîððåêòíî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.Åñëè ïðî�èëü èìååò îäíó îñòðóþ êðîìêó (ïðî�èëü Æóêîâñêîãî), òî âåëè÷èíà∮
∂C

γ(~r)dlr îïðåäåëÿåòñÿ, íàïðèìåð, èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäàìè ÒÔÊÏ.Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèå (3) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ èíòåíñèâíîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåí-òîâ. �ðàíèöà ïðî�èëÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ó÷àñòêè � ïàíåëè. Âñÿ çàâèõðåííîñòü ñ ïà-íåëè ñòÿãèâàåòñÿ â ðàñ÷åòíóþ òî÷êó, â êîòîðóþ ïîìåùàåòñÿ âèõðåâîé ýëåìåíò ñ çà-ðàíåå íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòüþ, ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòèâèõðåâîãî ñëîÿ íà ïàíåëè è äëèíû ïàíåëè.Âûäåëåíèå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàñ÷åòíîé ñõåìîé, êîòîðàÿ ïðåä-ïîëàãàåò ÷åðåäîâàíèå ðàñ÷åòíûõ è êîíòðîëüíûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷å-íèÿ âåðíûõ ðåçóëüòàòîâ êîíòðîëüíûå òî÷êè, â êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíå-íèå äèñêðåòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (3), äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ ñòðîãî ïîñåðåäèíåìåæäó ðàñ÷åòíûìè. Ñèñòåìà äîïîëíÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâà èíòåãðàëà îò ðå-øåíèÿ ïî ïðî�èëþ çàäàííîé âåëè÷èíå öèðêóëÿöèè è ñòàíîâèòñÿ â îáùåì ñëó÷àåíåñîâìåñòíîé. Âîïðîñàì åå ðåãóëÿðèçàöèè ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò, â ÷àñòíîñòè [2℄.



152 Ìàêàðîâà Ì.Å., Ìàð÷åâñêèé È.Ê.4. Ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ (2) ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè ðàâåíñòâà íóëþ êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû
~v−(~r) íà ïðî�èëå [4℄. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∮

∂C

Q(~r − ~r0)γ(~r0)dlr0 −
γ(~r)

2
= −~τ (~r) · ~v∞, r ∈ ∂C. (4)Àíàëèç ÿäðà Q(~r−~r0) =

(~r − ~r0) · ~n(~r)

2π|~r − ~r0|2
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ãëàäêîñòè êîíòóðà ∂Cîíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è Q→ κ

4π
ïðè |~r−~r0| → 0, ãäå κ � êðèâèçíà ïðî�èëÿ.Ýòîò ïîäõîä áóäåì ñîêðàùåííî íàçûâàòü ÊÌÂÝ (ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâñ êàñàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòåé). Óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûìóðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ òàêæå áóäåì ðàçáèâàòü êîí-òóð íà ïàíåëè, îäíàêî ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé:â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè Q íåò æåñòêîãî òðåáîâàíèÿ ê ðàñïîëîæåíèþ ðàñ÷åòíûõè êîíòðîëüíûõ òî÷åê. Áóäåì ïîëàãàòü èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïîñòîÿí-íîé íà êàæäîé ïàíåëè, ïðè ýòîì èíòåãðàë â (4) çàìåíÿåòñÿ ñóììîé èíòåãðàëîâïî îòäåëüíûì ïàíåëÿì, êàæäûé èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè. �àâåí-ñòâî íóëþ êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè áóäåì îáåñïå÷èâàòü íå â îòäåëüíûõêîíòðîëüíûõ òî÷êàõ, à â ñðåäíåì íà êàæäîé ïàíåëè; ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëûâû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ �îðìóë �àóññà.Ïîñêîëüêó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, êàê è â ÍÌÂÝââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, à ïîëó÷àåìàÿ ñèñòåìà ðåãóëÿðèçèðóåòñÿ.5. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Íèæå íà ãðà�èêàõ ïðèâåäåíû âû÷èñëåííûå ÍÌÂÝè ÊÌÂÝ èíòåíñèâíîñòè âèõðåâûõ ñëîåâ íà ïðî�èëå â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûìè ðå-øåíèÿìè, à â òàáëèöàõ � ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ‖∆‖l1 =

n∑
i=1

|γi − γ0
i |li,

‖∆‖∞ = max
i

|γi − γ0
i |, ãäå γi � ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿíà i-é ïàíåëè, γ0

i � òî÷íîå ðåøåíèå, li � äëèíà ïàíåëè, n � ÷èñëî ïàíåëåé.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïðî�èëÿñ ñîîòíîøåíèåì ïîëóîñåé a/b = 10, óñòàíîâëåííîãî ïîä óãëîì àòàêè β = π/6.

�èñ. 1. Èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè ýëëèïñà (a/b = 10), ðàññ÷èòàííàÿìåòîäàìè ÍÌÂÝ (à) è ÊÌÂÝ (á) â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ 153
n 50 200 500ÍÌÂÝ ÊÌÂÝ HÌÂÝ KÌÂÝ HÌÂÝ KÌÂÝ

CondA 77 264 167 632 375 1011
‖∆‖l1 1.3164 0.0009 0.4439 0.0001 0.1876 0.0000

‖∆‖∞ 0.4244 0.0082 0.1461 0.0061 0.0613 0.0012Òàáëèöà 1. �àñ÷åò îáòåêàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïðî�èëÿ (a/b = 20).×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû â ÊÌÂÝ íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åìâ ÍÌÂÝ, îäíàêî ÊÌÂÝ â äàííîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íà 1�2 ïîðÿäêàáîëåå òî÷íîå ðåøåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÍÌÂÝ.Ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå òîíêîãî ïðî�èëÿ (ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a/b = 20 ïîäóãëîì àòàêè β = 0) ïîãðåøíîñòü ÍÌÂÝ äàæå ïðè n = 200 îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîáîëüøîé, â òî âðåìÿ êàê ðàñ÷åò ÊÌÂÝ îáåñïå÷èâàåò íàìíîãî á�îëüøóþ òî÷íîñòü.Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïàíåëåé ïîãðåøíîñòü îáîèõ ìåòîäîâ óìåíüøàåòñÿ. ×èñëàîáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö ÊÌÂÝ ïðè ýòîì íåñêîëüêî âûøå, ÷åì â ÍÌÂÝ (òàáë. 1).Ïðè ðàñ÷åòå îáòåêàíèÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ Æóêîâñêîãî ñ îòíîñèòåëüíîéòîëùèíîé 20% ïîä óãëîì àòàêè β = π/6 íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùèé ý��åêò: ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ÍÌÂÝ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñóùåñòâåííî ðàñõîäèòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìâáëèçè îñòðîé êðîìêè è íà íîñêå ïðî�èëÿ, ÷åãî íå íàáëþäàåòñÿ â ÊÌÂÝ (ðèñ. 2).

�èñ. 2. Èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè ñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ Æóêîâ-ñêîãî, ðàññ÷èòàííàÿ ìåòîäàìè ÍÌÂÝ (à) è ÊÌÂÝ (á) â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.Ïðè ðàñ÷åòàõ ìåòîäîì ÍÌÂÝ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïàíåëåé îøèáêà ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ â íîðìå ‖·‖∞ ðàñòåò, à â íîðìå ‖·‖l1 óìåíüøàåòñÿ; ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿñèëüíûé ðîñò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ÍÌÂÝ. Äëÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãîìåòîäîì ÊÌÂÝ, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþâ îáåèõ íîðìàõ, à ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ðàñòåò íå ñòîëü ñèëüíî è îíîñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ÍÌÂÝ.Îòìå÷åííûå äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ Æóêîâñêîãî ý��åêòû ïðîÿâëÿþòñÿâ åùå áîëüøåé ìåðå äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ Æóêîâñêîãî (ñ îòíîñèòåëüíîéòîëùèíîé 14%), óñòàíîâëåííîãî ïîä òåì æå óãëîì àòàêè β = π/6. Â ÍÌÂÝ îøèáêà÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñòðîé êðîìêå ðàñòåò êàòàñòðî�è÷åñêèè ñòàíîâèòñÿ íåïðèåìëåìî áîëüøîé äàæå ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. �åçêèé ðîñò



154 Ìàêàðîâà Ì.Å., Ìàð÷åâñêèé È.Ê.
n 50 200 500ÍÌÂÝ ÊÌÂÝ HÌÂÝ KÌÂÝ HÌÂÝ KÌÂÝ

CondA 1.7 · 104 4.5 · 102 5.2 · 105 3.1 · 103 5.1 · 106 1.1 · 104

‖∆‖l1 14.903 0.100 11.835 0.010 8.870 0.003

‖∆‖∞ 118.028 0.138 1638.860 0.072 7933.360 0.051Òàáëèöà 2. �àñ÷åò îáòåêàíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ Æóêîâñêîãî.÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû îñëîæíÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(òàáë. 2), ÷òî òàêæå ìîæåò ïîâëå÷ü ñåðüåçíóþ ïîãðåøíîñòü.Ïðè ðàñ÷åòàõ ÊÌÂÝ îøèáêà ïîëó÷àåòñÿ âåñüìà ìàëîé è óìåíüøàåòñÿ â îáåèõíîðìàõ ñ ðîñòîì n, ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö ÊÌÂÝ ñ óâåëè÷åíèåì n ðàñòóòìåäëåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò áåç çàòðóäíåíèé íàõîäèòü ðåøåíèå.6. Âûâîäû. Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ. Â îòëè÷èåîò èçâåñòíîãî ïîäõîäà, ïðèâîäÿùåãî ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ,â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà 2-ãîðîäà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå îáòåêàíèÿ ýëëèïñà ñáîëüøèì ýêñöåíòðèñèòåòîì, à òàêæå ïðî�èëåé ñ îñòðîé êðîìêîé äàííàÿ ìîäè�è-êàöèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàìíîãî áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå, ïðè ýòîì ÷èñëî îáóñëîâ-ëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû, àïïðîêñèìèðóþùåé ñîîòâåòñòâóþùåå èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå, ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àíäðîíîâ Ï.�., �óâåðíþê Ñ.Â., Äûííèêîâà �.ß. Âèõðåâûå ìåòîäû ðàñ÷åòà íåñòà-öèîíàðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 2006. 184 ñ.[2℄ Ëè�àíîâ È.Ê. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûé ýêñïåðè-ìåíò. Ì.: ßíóñ, 1995. 520 ñ.[3℄ Ëàâðåíòüåâ Ì.À., Øàáàò Á.Â. Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-ãî. Ì.: Íàóêà, 1965. 716 
.[4℄ Kempka S.N., Glass M.W., Peery J. S., Stri
kland J.H. A
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ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ �ÀÑÒÓÙÅÉÈÇ�ÈÁÀÅÌÎÉ ÏÀÍÅËÈÌàíæèðîâ À.Â., Ëû÷åâ Ñ.À.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÈññëåäîâàí êëàññ óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèé íàðàùèâàåìûõ ãèïåðóïðóãèõ íåñæè-ìàåìûõ òåë. Íàðàùèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî äå-�îðìèðîâàííûõ ñëîåâ. Äå�îðìàöèè ïîñëîéíî ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèþ ïàðàëëå-ëåïèïåäà â ïîëûé êðóãîâîé öèëèíäð. �àññìîòðåíû äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ðåæèìûíàðàùèâàíèÿ. Ïðèâåäåíà èõ êëàññè�èêàöèÿ.Óíèâåðñàëüíûå äå�îðìàöèè. �àññìàòðèâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûå äå�îðìà-öèÿìè íåñæèìàåìîé ñðåäû
x(X) =

√
2 (i1 ·X + a) /b (i1 cos(b i2 ·X) + i2 sin(b i2 ·X)) + i3 ⊗ i3 ·X. (1)Çäåñü a, b � ïàðàìåòðû äå�îðìàöèè (1), êîòîðûå íèæå ïîëàãàþòñÿ êîíñòàíòàìè,ëèáî äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàòû r. Â ëîêàëüíîì áàçèñå öèëèí-äðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò {er, eθ, ez} ïîëå ìåñò x èìååò ïðåäñòàâëåíèå
x = rer + zez , r =

√
2(X + a)/b, θ = bY.Äëÿ äå�îðìàöèé âèäà (1) ëåâûé òåíçîð Êîøè��ðèíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì

B =
1

b2r2
er ⊗ er + b2eθ ⊗ eθ + ez ⊗ ez, (2)

I1 = I :B = 1 +
1

b2r2
+ b2r2, I2 = I :B−1 = I1, I3 = 1. (3)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòêëèêà íåñæèìàåìîé èçîòðîïíîé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû íàäå�îðìàöèþ (1) ñëåäóåò çàäàòü êîíêðåòíóþ �îðìó ïîòåíöèàëà W = W (I1, I2),îïðåäåëÿþùåãî óäåëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äå�îðìèðîâàíèÿ. ÍàïðÿæåíèÿÊîøè (èñòèííûå íàïðÿæåíèÿ) T ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ãèäðî-ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p ñëåäóþùèì îáðàçîì

T = −pI + J1B + J−1B
−1,ãäå J1 = 2∂W/∂I1, J−1 = −2∂W/∂I2 � êîý��èöèåíòû ðåàêöèè ìàòåðèàëà. �èäðî-ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå p îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

T rr

r
− rT θθ +

∂T rr

∂r
= 0,

T θθ

∂θ
= 0,

T zz

∂z
= 0. (4)Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé (4) âûòåêàåò, ÷òî T = T (r), à ðåøåíèå ïåðâîãîìîæåò áûòü çàïèñàíî â êâàäðàòóðàõ

T rr =

∫ (
rT θθ − T rr

r

)
dr = T rr =

∫
(J1 − J−1)

(
b2r − 1

b2r3

)
dr. (5)



156 Ìàíæèðîâ À.Â., Ëû÷åâ Ñ.À.Ïîëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëèñ÷èòàòü ïàðàìåòð b �óíêöèåé ïåðåìåííîé r. Åñëè æå ïîëàãàòü, ÷òî b = const, èó÷åñòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ I1 = I2 (3), òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
p = J1

1

b2r2
+ J−1b

2r2 −W − p0.Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèå â ìàòåðèàëåÌóíè��èâëèíà (µ, β � óïðóãèå ìîäóëè) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
T rr = W + p0, T θθ =

µ

2

(
3b2 − 1

b2r4

)
+
p0

r2
,

T zz = p0 + µb2r2 − µβ(b2r2 − 1)2

2b2r2
.Äå�îðìàöèè âèäà (1) ïðèíàäëåæàò êëàññó êîíòðîëèðóåìûõ äå�îðìàöèé, ò. å.îíè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû, åñëè ê ãðàíè÷íûì ïîâåðõíîñòÿì ïðèëîæèòü ñïå-öèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû. Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîåîïðåäåëåíèå äå�îðìàöèé (1) ñîäåðæèò ïàðàìåòðû a, b, à ïîëå íàïðÿæåíèé îïðå-äåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé p0, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì óäîâëåòâîðèòüçàðàíåå çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì íà íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïî-òî÷å÷íî, à íà îñòàëüíûõ èíòåãðàëüíî. Ê ãðàíè÷íûì ïîâåðõíîñòÿì ïåðâîãî òèïàîòíîñÿòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè π0, π1, êîòîðûå àíàëèòè÷åñêè çàäàþòñÿñîîòíîøåíèÿìè r = r0, r = r1:

r0 =

√
2a

b
, r1 =

√
2(a+ ∆)

b
.Íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîæåò áûòü çàäàíî ïîñòîÿííîå äàâëåíèå èíòåíñèâíîñòüþ

q0, q1 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äâóõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-ñèòåëüíî a è p0:
W
∣∣∣
r=
√

2a/b
= q0 − p0, W

∣∣∣
r=
√

2(a+∆)/b
= q1 − p0. (6)Åñëè êîý��èöèåíòû ðåàêöèè � êîíñòàíòû, òî åå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû âçàìêíóòîé �îðìå. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (6) ïðèíèìàåò âèä

2ba+
1

2ba
=

2

µ
(q0 − p0) , 2b(a+ ∆) +

1

2b(a+ ∆)
=

2

µ
(q0 − p0) + 2δ. (7)ãäå (q1 − q0) /µ = δ. Ïîñðåäñòâîì èñêëþ÷åíèÿ p0 ñèñòåìà (7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê êâàä-ðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî a:

a2 + ∆a− ∆

4b(∆b− δ)
= 0. (8)Åñëè δ < b∆, òî äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (8) ïîëîæèòåëåí. Èç äâóõ êîðíåé óðàâ-íåíèÿ (8) ñëåäóåò âûáðàòü ïîëîæèòåëüíûé

a =
∆

2

(√
1 +

1

∆b(∆b − δ)
− 1

)
, p0 = q0 − µ

(
ba +

1

4ba

)
. (9)



Êîíå÷íûå äå�îðìàöèè ðàñòóùåé èçãèáàåìîé ïàíåëè 157Îïðåäåëåííûì òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòðàì a è p0 ñîîòâåòñòâóþò â àêòóàëüíîìñîñòîÿíèè ðàäèóñû ãðàíè÷íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé
r0 =

1

b
√
D0

, r1 =

√
D0

b
√

1 − δ
∆b

, D0 = ∆b− δ +

√
(∆b− δ)2 + 1 − δ

∆b
. (10)Íà ïëîñêèõ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ θ = const ω0, ω1 �îðìà ðàñïðåäåëåíèÿíàïðÿæåíèé ïðåäïèñàíà âûáðàííîé äå�îðìàöèåé (1), îäíàêî ãëàâíûå çíà÷åíèÿóñèëèé íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà b è ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê,÷òîáû óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ω0, ω1 óäîâëåòâîðÿëèñü èíòåãðàëüíî. Íàïðÿæå-íèÿ íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîâåðõíîñòÿõ, êàê è íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè θ = const,îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

e〈θ〉 ·T = e〈θ〉

(
p0 +

µ

2

(
3b2r2 − 1

b2r2

))
, e〈θ〉 = reθ.Ñîîòâåòñòâóþùèé èì ãëàâíûé âåêòîð F ìîæåò áûòü íàéäåí ïî �îðìóëå

F = e〈θ〉h

(
p0 (r1 − r0) +

µ

2

(
b2
(
r3
1 − r3

0

)
+

1

b2r1
− 1

b2r0

))
. (11)Äèñêðåòíîå íàðàùèâàíèå. �àññìîòðèì êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Ω òåë, êîòîðûåâ îòñ÷åòíîé íåíàïðÿæåííîé êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåäû

ιk ⊂ E, k = 1, 2, . . . n, äå�îðìèðóåìûå ïðåîáðàçîâàíèåì (1) â êîëüöåâûå îáëàñòè
φk ⊂ E, ò. å. ïîëûå êðóãîâûå öèëèíäðû, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ
Π0 è Π1. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñòîðîíû îñíîâàíèé ∆k è hk ïàðàëëåëåïèïåäîâ ιkîäèíàêîâû, ò. å. ∆k = ∆, hk = h, à èõ âûñîòû Hk, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Òîò�àêò, ÷òî ðåçóëüòàòîì äå�îðìèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîëüöåâûå îáëàñòè, à íå èõ ñåê-òîðû, âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì bk = 2π/Hk. Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òîîáðàçû φk àêòóàëüíûõ êîí�èãóðàöèé ýëåìåíòîâ Ω ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõîáúåäèíåíèå n⋃

k=1

φk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöåâóþ îáëàñòü â E. Ïîëó÷åííîå â ðå-çóëüòàòå äå�îðìèðîâàííîå òåëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò äèñêðåòíîãîíàðàùèâàíèÿ, åñëè ïîëàãàòü, ÷òî ïîñëå òàêîé ñáîðêè íà êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõ-íîñòÿõ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè, ïðåïÿòñòâóþùèå íåçàâèñèìîìó äå�îðìèðîâàíèþýëåìåíòîâ Ω.Òèï 1. Íàðàùèâàíèå ñ çàäàííîé îòñ÷åòíîé ãåîìåòðèåé. Çàäàíû âûñîòû
H1, H2 . . . , Hn ñëîåâ â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, b1 = 2π/H1, . . .,
bn = 2π/Hn. Òðåáóåòñÿ îòûñêàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ak, k = 1, 2, . . . , n. Èñ-ïîëüçóåì ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ êîíòàêòà ñëîåâ, à òàêæå óñëîâèÿ íàãðóæåíèÿâíóòðåííåé öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè π1

0 ïåðâîãî ñëîÿ è âíåøíåéöèëèíäðè÷åñêîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè πn1 ïîñëåäíåãî: δ1 + δ2 + . . .+ δn = δ, ãäå δîïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå δ = (qn1 − q1
0) /µ, ïðè÷åì q1

0 � äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè
π1

0 , à qn1 � íà ïîâåðõíîñòè πn1 . Åñëè ýòè ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé,òî δ = 0. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèóñîâ ïîâåðõíîñòåé êîíòàêòà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-íîøåíèÿìè (10). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå n óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
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n∑

k=1

δk = δ,
∆bk − δk +

√
(∆bk − δk)2 + 1 − δk/(∆bk)

(bk)2 − bkδk/∆
=

=
∆bk+1 − δk+1 +

√
(∆bk+1 − δk+1)2 + 1 − δk+1/(∆bk+1)

(bk+1)2 − bk+1δk+1/∆
, k = 1, . . . , n− 1. (12)Òèï 2. Íàðàùèâàíèå ñ çàäàííîé àêòóàëüíîé ãåîìåòðèåé. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-ðîâ bk è ak íå èçâåñòíû. Çàäàí ðàäèóñ R âíåøíåé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè êðàéíåãîñëîÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñáîðîê èç îäíîãî, äâóõ è áîëåå ýëåìåí-òîâ ìíîæåñòâà Ω, ò. å. îáëàñòè φ̂1 = φ1, φ̂2 = φ1∪φ1, . . . φ̂m = φ1∪φ1∪. . .∪φm.Êàæäîé m-ñáîðêå φ̂m ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî m+ 1 íåèç-âåñòíîé {bm, δ1, δ2, . . . δm}:

n∑

k=1

δn = δ,
∆bk − δk +

√
(∆bk − δk)2 + 1 − δk/(∆bk)

(bk)2 − bkδk/∆
=

=
∆bk+1 − δk+1 +

√
(∆bk+1 − δk+1)2 + 1 − δk+1/(∆bk+1)

(bk+1)2 − bk+1δk+1/∆
, k = 1, . . . , m− 1

R2 =
∆bm − δm +

√
(∆bm − δm)2 + 1 − δm/(∆bm)

(bm)2 − bmδm/∆
. (13)Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåì: âíà÷àëå ðåøàåòñÿ ñèñòåìàäâóõ óðàâíåíèé äëÿ 1-ñáîðêè φ̂1, èç êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ b1, δ1, çàòåì, ïîëàãàÿ

b1 èçâåñòíûì, ðåøàåòñÿ ñèñòåìà äëÿ 2-ñáîðêè φ̂2 îòíîñèòåëüíî b2, δ1, δ2, è òàê äà-ëåå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïàðàìåòðû δk ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ íà äëÿ êàæäîéñáîðêè çàíîâî.Òèï 3. Íàðàùèâàíèå ñ çàäàííûì íàòÿãîì. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ bk è ak íåèçâåñòíû. Çàäàí íàòÿã F â êðàéíåì ñëîå. �àññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñáîðîê φ̂m. Êàæäîém-ñáîðêå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî m+1íåèçâåñòíîé {bm, δ1, δ2, . . . δm}:
n∑

k=1

δn = δ,
∆bk − δk +

√
(∆bk − δk)2 + 1 − δk/(∆bk)

(bk)2 − bkδk/∆
=

=
∆bk+1 − δk+1 +

√
(∆bk+1 − δk+1)2 + 1 − δk+1/(∆bk+1)

(bk+1)2 − bk+1δk+1/∆
, k = 1, . . . , m− 1,

F = F(bm, δm). (14)ãäå ñèìâîëîì F îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòà-íîâêè (10), (9) â ñîîòíîøåíèå (11). Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåìòîò æå, ÷òî è ðàññìîòðåííûé âûøå.Íåïðåðûâíîå íàðàùèâàíèå. Ïàðàìåòð b çàìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöè-åé b = b(t), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðîì äèñòîðñèè. Ýòî ïîçâîëÿåò îïè-ñàòü íåïðåðûâíîå íàðàùèâàíèå, ðåàëèçóåìîå êàê íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ïðèñîåäè-íåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Òåíçîðíîå ïîëå F òåïåðü íå ÿâëÿåòñÿ ãðàäè-åíòîì íèêàêîé äå�îðìàöèè, ðåàëèçóåìîé â E.



Êîíå÷íûå äå�îðìàöèè ðàñòóùåé èçãèáàåìîé ïàíåëè 159Òèï 1. Íàðàùèâàíèå ñ çàäàííîé äèñòîðñèåé. Ïàðàìåòð äèñòîðñèè çàäàí êàê�óíêöèÿ b = b(r), ïðè÷åì ïîëàãàåì, ÷òî îíà îòëè÷íà îò �óíêöèè 1/r. Çàäàí îáú-åì ïðèñîåäèíåííîãî ìàòåðèàëà V è çàäàíû äàâëåíèÿ q0 è q1 íà öèëèíäðè÷åñêèõãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ π0 è π1 ñîîòâåòñòâåííî. Íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ: r0 �âíóòðåííèé ðàäèóñ, r1 � âíåøíèé ðàäèóñ, p0 � ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãèäðî-ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
T rr
∣∣∣
r=r0

= q0, T rr
∣∣∣
r=r1

= q1, πh
(
r2
1 − r2

0

)
= V. (15)êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé �îðìå

p0 = q0, µ

∫ r1

r0

(
b2(ζ)ζ − 1

b2(ζ)ζ3

)
dζ + p0 = q1, πh

(
r2
1 − r2

0

)
= V.Äèñêðåòèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïîäîáíîé (12).Òèï 2. Íàðàùèâàíèå ñ çàäàííûì ïîëîæåíèåì ïîâåðõíîñòè ðîñòà. Îáúåìïðèñîåäèíåííîãî ìàòåðèàëà çàäàåòñÿ êàê �óíêöèÿ âðåìÿïîäîáíîãî ïàðàìåòðà

τ ∈ (0, t), ò. å. V = V (τ). Çàäàíî ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðîñòà r1(τ). Êàê è â ïðåäû-äóùåì ñëó÷àå, çàäàíû äàâëåíèÿ q0(τ) è q1(τ) íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ π0 è π1.Çàìåòèì, ÷òî îíè òåïåðü ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïàðàìåòðà τ . Òðåáóåòñÿ îïðåäå-ëèòü �óíêöèþ äèñòîðñèè b(r), à òàêæå �óíêöèè r0(τ), p0(τ). Îíè îïðåäåëÿþòñÿèç ñèñòåìû óðàâíåíèé (15), êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
µ

∫ r1(τ)

√
r1(τ)2−V/(πh)

(
b2(ζ)ζ − 1

b2(ζ)ζ3

)
dζ + q0(τ) = q1(τ).Äèñêðåòèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïîäîáíîé (13).Òèï 3. Íàðàùèâàíèå ñ çàäàííûì íàòÿãîì. Êàê è âûøå, çàäàåòñÿ îáúåì ïðèñî-åäèíåííîãî ìàòåðèàëà V = V (τ), äàâëåíèÿ q0(τ) è q1(τ) íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíî-ñòÿõ π0 è π1 è ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ (íàòÿã) g(τ) íà ãðàíèöå ðîñòà. Òðåáóåòñÿîïðåäåëèòü �óíêöèþ äèñòîðñèè b(r), à òàêæå �óíêöèè r0(τ), r1(τ) è p0(τ). Îíèîïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

T rr
∣∣∣
r=r0

= q0(τ), T rr
∣∣∣
r=r1

= q1(τ), r2T θθ
∣∣∣
r=r1

= g(τ), πh
(
r2
1 − r2

0

)
= V (τ),êîòîðûå òåïåðü ïðèâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

q1+µ

(
b2r2 − 1

b2r2

)
= g(τ), µ

∫ r1(τ)

√
r1(τ)2−V/(πh)

(
b2(ζ)ζ − 1

b2(ζ)ζ3

)
dζ+q0(τ) = q1(τ).Äèñêðåòèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïîäîáíîé (14).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé (ïðîåêòû 11-01-00669_à, 09-08-01194_à, 09-08-01180_à, 11-08-93967-ÞÀ�_à) è Ïðîãðàììû ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ � 13.Manzhirov A.V., Ly
hev S.A. Finite Deformations of A

reted Bending Panel . A new
lass of universal deformations of a

reted hyperelasti
 in
ompressible solids is studied. Theira

retion goes due to the deposition of prestressed layers. The deformations of ea
h layer
orrespond to the transformation of a parallelepiped into a hollow 
ir
ular 
ylinder. Dis
reteand 
ontinues modes of a

retion are 
onsidered. Their 
lassi�
ation is presented.



ÀË�Î�ÈÒÌ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÎ×Å×ÍÛÕ ÂÈÕ�ÅÉÂÎ ÂÍÅØÍÎÑÒÈ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÌàðêîâñêèé À.Í.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òî÷å÷íûõ âèõðåé â èäå-àëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ôóíêöèÿ òîêà òàêîãî òå÷åíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàâ âèäå ñóììû òî÷å÷íûõ âèõðåé ñ çàäàííûìè èíòåíñèâíîñòÿìè ïëþñ ïîòåíöèàë ïðîñòîãîñëîÿ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî (ïëîòíîñòü âèõðåé íà ãðàíèöå) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Èñïîëü-çóÿ ïîëíóþ íà ãðàíèöå ñèñòåìó ïîòåíöèàëîâ, èñêîìàÿ ïëîòíîñòü ìîæåò áûòü âîññòàíîâ-ëåíà. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáîçíà÷èì âíåøíîñòü îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îá-ëàñòè Q ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé S = ∂Q ÷åðåç
Q+ = R2\Q̄.Â îáëàñòè Q+ ðàññìîòðèì òî÷å÷íûå âèõðè zk = {xk, yk} ñ çàäàííûìè èíòåí-ñèâíîñòÿìè Γk, k = 1, 2, .., N . Öåíòðû âèõðåé zk = zk(t) ïåðåíîñÿòñÿ âîçíèêàþùèìòå÷åíèåì è èíäóöèðóåìîå ïîëå ñêîðîñòåé w(z, t) óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè Q+ ñëå-äóþùèì óñëîâèÿì: div w = 0; rot w = 0 ïðè z 6= zk; w(∞, t) = 0; ãðàíèöà S �ëèíèÿ òîêà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåêòîðíîå ïîëå w â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè,à òàêæå òðàåêòîðèè âèõðåé.2. Ôóíêöèÿ òîêà. Èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ òîêà Ψ(z) â êàæäûé ìîìåíò âðå-ìåíè t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∆Ψ(z) = −
N∑

k=1

Γkδ(z − zk(t)), z ∈ Q+,ãäå δ � äåëüòà �óíêöèÿ.Äëÿ äàííîãî ïîëîæåíèÿ âèõðåé zk, k = 1, 2, .., N, �óíêöèþ òîêà Ψ(z) áóäåìîïðåäåëÿòü â âèäå
Ψ(z) =

N∑

k=1

ΓkE(z − zk) +

∫

S

q(ζ)E(z − ζ) dSζ, z ∈ Q+, (1)ãäå E(z) � �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â R2; �óíêöèþ q(ζ)òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ
Ψ(z) ≡ B = const, z ∈ S. (2)Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå [1℄: åñëè ïîòåíöèàë �îáåíà íà S íå ðàâåí íóëþ, òîñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà �óíêöèÿ q(ζ) â ïðåäñòàâëåíèè (1) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿ-åòñÿ óñëîâèå (2).



Àëãîðèòì äâèæåíèÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé 1613. Ñèñòåìû ïîòåíöèàëîâ, ïîëíûå íà ãðàíèöå. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ
R(z) =

∫

S

ϕ∗(ζ)E(z − ζ)dSζ, z ∈ Q̄+,äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íà ãðàíèöå R(z)|S = R0, íàçûâàåòñÿ ïîòåíöè-àëîì �îáåíà [2℄; �óíêöèÿ ϕ∗(ζ) è êîíñòàíòà R0 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïëîò-íîñòüþ è ïîñòîÿííîé �îáåíà.Â L2(S) âîçüì¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî Lϕ2 (S), îðòîãîíàëüíîå ϕ∗, òàê ÷òî
L2(S) = {ϕ∗} ⊕ Lϕ2 (S).Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê bm, m = 1, 2, ..., ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Q, îò-äåëåíà îò ãðàíèöû è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ �óíê-öèé.Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå [1℄: ñèñòåìà α−

m(z) = E(bm+1 − z)−E(bm− z), z ∈ S,ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ïîëíà â Lϕ2 (S).4. Àïïðîêñèìàöèÿ ïëîòíîñòè âèõðåé. Ëþáàÿ �óíêöèÿ èç L2(S) ìîæåòáûòü ðàçëîæåíà íà îðòîãîíàëüíûå ñëàãàåìûå,
q(ζ) = c0ϕ

∗(ζ) + h(ζ), ζ ∈ S,ãäå �óíêöèÿ h ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lϕ2 (S) è c0 6= 0, òàê êàê (1, ϕ∗) 6= 0.Ïóñòü hM � ïðîåêöèÿ h íà ïîäïðîñòðàíñòâî {α−
m(ζ)}Mm=1,

hM(ζ) =

M∑

m=1

cmα
−
m(ζ),òî åñòü h = hM + ρM(ζ), ãäå ρM⊥α−

m, m = 1, 2, ...,M è ρM → 0, M → ∞.Òîãäà àïïðîêñèìàöèÿ qM(ζ) �óíêöèè q(ζ) � ïëîòíîñòè âèõðåé, åñòü
qM(ζ) = c0ϕ

∗(ζ) +
M∑

m=1

cmα
−
m(ζ). (3)Ïîäñòàâèì (3) â âûðàæåíèå (1), è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ðåçóëüòàòà â òî÷êàõ

bn+1 è bn, n = 1, 2, ...,M , èìååì
Ψ(z)|bn+1

bn =
N∑

k=1

ΓkE(z − zk)

∣∣∣∣∣

bn+1

bn

+

∫

S

[
c0ϕ

∗ +
M∑

m=1

cmα
−
m

]
E(z − ζ) dSζ

∣∣∣∣∣

bn+1

bn

. (4)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ òîêà Ψ(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Q è íà ãðàíèöå ïðèíèìàåòïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, òî îíà òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà â îáëàñòè Q è âûðàæåíèåâ ëåâîé ÷àñòè (4) ðàâíî íóëþ. Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì ââåä¼ííûì âûøå, âûðàæå-íèå (4) çàïèøåòñÿ â âèäå
M∑

m=1

cm(α−
m, α

−
n ) = −

N∑

k=1

Γkα
−
n (zk), n = 1, 2, ...,M,



162 Ìàðêîâñêèé À.Í.ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(S).Òàêèì îáðàçîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ cm, i = 1, 2, ...,M , èìååì ñè-ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé �ðàìà.Êîíñòàíòó c0 ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ, èñêëþ÷àÿ òåì ñàìûì èç ðåøåíèÿ÷èñòî öèðêóëÿöèîííîå îáòåêàíèå îáëàñòè Q.Òàêèì îáðàçîì àïïðîêñèìàöèÿ ΨM(z) �óíêöèè òîêà Ψ(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-äå
ΨM(z) =

N∑

k=1

ΓkE(z − zk) +

M∑

m=1

cm

∫

S

α−
m(ζ)E(z − ζ)dSζ, z ∈ Q+.Äëÿ çàäà÷è äâèæåíèÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ìîæíî èñïîëü-çîâàòü àëãîðèòì ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå [3℄.5. Äâèæåíèå òî÷å÷íûõ âèõðåé. Â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ïîëå ñêîðî-ñòåé w îïðåäåëÿåòñÿ êîãðàäèåíòîì ∇cΨ(z) �óíêöèè òîêà, è êàæäûé âèõðü áóäåòýâîëþöèîíèðîâàòü ñîãëàñíî çàêîíó

żk = ∇cΨ(zk) =

{
∂

∂y
Ψ(x, y),− ∂

∂x
Ψ(x, y)

}∣∣∣∣
(x,y)=(xk ,yk)

, k = 1, 2, ..., N.Ôóíêöèÿ Ψ(z) èìååò îñîáåííîñòü â zk, íî îíà íå âëèÿåò íà äâèæåíèå k-ãî òî÷å÷-íîãî âèõðÿ: çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ìû ìîæåì âû÷åñòü âêëàä âëèÿíèÿýòîãî âèõðÿ íà ñåáÿ [4℄.�àáîòà ïîääåðæàíà ïðîåêòîì �ÔÔÈ 11-01-96511 è ïðîåêòîì 2.1.1/3828 ïðî-ãðàììû ¾�àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009�2010 ãã.)¿ Ìèíè-ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëåæíåâ Ì.Â. Çàäà÷è è àëãîðèòìû ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé. Êðàñíîäàð: Êó-áàíñêèé ãîñ. óí-ò, 2009. 134 
.[2℄ Âëàäèìèðîâ Â. Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Íàóêà, 1988. 512 
.[3℄ Ëåæíåâ Â. �., Ìàðêîâñêèé À.Í. Î äâèæåíèè òî÷å÷íûõ âèõðåé â îãðàíè÷åííîé îá-ëàñòè // Òðóäû Ê�ÎÌØ-2004. Ñïåêòðàëüíûå è ýâîëþöèîííûå çàäà÷è. Ò. 15. 2004.Ñ. 127�131.[4℄ Áîðèñîâ À.Â., Ìàìàåâ È.Ñ., Ñîêîëîâñêèé Ì.À. Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûåïðîáëåìû òåîðèè âèõðåé. Ìîñêâà-Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé,2003. 704 
.Markovskiy A.N. The algorithm of a point vorti
es motion in the exterior of a boundedregion . This arti
le we 
onsider the 
lassi
al problem of motion of point vorti
es in an idealin
ompressible �uid. The fun
tion of the 
urrent �ow 
an be represented as a sum of pointvorti
es with a given intensity, plus single-layer potential whose density (the density of vorti
esat the boundary) need to be determined. The required density 
an be re
overed using the
omplete at the boundary system of potentials. Algorithm for 
al
ulating the traje
tories ofthe vorti
es is in
luded.



ÊÈÍÅÒÈÊÀ �ÎÑÒÀ �ÀÇÎÂÎ�Î ÏÓÇÛ�ß Â ÌÅÆÇÅ�ÅÍÍÎÉÏËÅÍÊÅ ÑÒÅÊËÎÔÀÇÛ Ï�È ÑÏÅÊÀÍÈÈ ÊÅ�ÀÌÈÊÈÌàðòûíîâ �.Ý.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó×èñëåííîå èññëåäîâàíèå óñëîâèÿ ðîñòà ãàçîâîãî ïóçûðüêà, çà ñ÷åò ïåðåíîñà ðàñòâî-ðåííîãî ãàçà ÷åðåç ìàññèâ ñòåêëîìàññû. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ äëÿ ðîñòà ãàçîâîãî ïóçûðü-êà äàííîãî ðàçìåðà. �àñ÷åòû ïðèìåíåíû äëÿ îöåíêè îáðàçîâàíèÿ äå�åêòîâ â êåðàìèêèïðè å¼ ñïåêàíèè.Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñïåêàíèè êåðàìèêè â æèäêîé �àçå (ñòåêëî�àçà),çàïîëíÿþùåé ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êðóïèíêàìè ïîðîøêà ïðè âûñîêîé òåìïåðàòó-ðå, îáðàçóþòñÿ íåñïëîøíîñòè (ïóçûðüêè).Îáû÷íî ñòåêëî�àçà îáðàçóåò ìåæçåðåííóþ ïëåíêó òîëùèíîé 10 íì, â êîòîðîéêðèòè÷åñêèé ðàçìåð ïóçûðüêà ïðåâûøàåò äàííûé ðàçìåð. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïóçû-ðåê âñåãäà îáðàçóåòñÿ íà ãðàíèöå êðèñòàëëèò�ñòåêëî�àçà è ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿìçàðîæäåíèÿ.Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå óñëîâèé çàðîæäåíèÿ íåñïëîøíîñòåé îáóñëîâëåíû ñî-îòíîøåíèåì1) êèíåòèêè ïðîíèêàíèÿ ïðèìåñåé, ñíèæàþùèõ àäãåçèîííóþ ïðî÷íîñòü ãðàíè-öû ñòåêëî�àçà�êðèñòàëëèò2) ñêîðîñòüþ óäàëåíèÿ ñîñåäíèõ êðèñòàëëèòîâ äðóã îò äðóãàÄëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé îáðàçîâàíèÿ ïóçûðüêîâ â ñòåêëî�àçå âàæíà îöåíêàêèíåòèêè íàñûùåíèÿ ãàçîì ñëîÿ ñòåêëî�àçû â ïðîöåññå ñïåêàíèÿ êåðàìèêè äî âå-ëè÷èíû êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî ãàçà c , êîòîðàÿ çàìåòíî âëèÿåò íà óñëîâèåçàðîæäåíèÿ ïóçûðüêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [1℄ ðàññìîòðåí ïðîöåññ ãàçîíàñûùåíèÿñòåêëî�àçû. Ñòåêëî�àçà îïèñûâàåòñÿ êàê ñëîé âÿçêîé æèäêîñòè ïåðåìåííîé òîë-ùèíû δ(t), ìåíÿþùåéñÿ çà ñ÷åò ðàñõîæäåíèÿ ïàðû çåðåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîþ.Ýâîëþöèÿ êîíöåíòðàöèè c ðàñòâîðåííîãî â ñòåêëî�àçå ãàçà îáóñëîâëåíà ïðî-öåññîì ñîðáöèè ãàçîâîé �àçû íà ïîâåðõíîñòè ìåíèñêà è äè��óçèè ðàñòâîðåííîãîãàçà âíóòðü ñëîÿ, êîòîðîé ïîìîãàþò ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ â ñòåêëî�àçå.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â óòî÷íåíèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà [1℄ ìèãðà-öèè àòîìîâ ãàçà â ìåæçåðåííûé ñëîé ñòåêëî�àçû ïðè ó÷åòå ðîñòà ãàçîâîãî ïóçûðÿ.×èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ ñòåêëîðàñïëàâà B2O3.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïóçû-ðåê îòñóòñòâóåò, à ñëîé ñòåêëî�àçû èìååò â ïëàíå �îðìó äèñêà ðàäèóñà R = R0è òîëùèíó δ = δ0, ìàòåðèàë ñòåêëî�àçû íåñæèìàåì, à åå áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòüîáðàçóåò êðóãîâîé ìåíèñê ðàäèóñà rm.Ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå T > 1000K âîçìîæíî ðàññìîòðåíèå ñòåêëî�àçû êàêâÿçêîé æèäêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ p(r) â ñòåê-ëî�àçå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì [1℄
p(r, t) = 3η

δ̇

δ3
(R2 − r2) +

2γl cos(θ)

δ
(1)
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�èñ. 1. Ìåæçåðåííàÿ ïëåíêà ñòåêëî�àçû.

�èñ. 2. Óãëû ñìà÷èâàíèÿ ñòåêëî�àçû.ãäå δ̇ � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ δ, θ � óãîë ñìà÷èâàíèÿ ñòåêëî�àçîé ïîâåðõíîñòèçåðåí êåðàìèêè, η(T ) � âÿçêîñòü ñòåêëî�àçû (â Ïà·ñ) ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøåòåìïåðàòóðû ñòåêëîâàíèÿ Tg[1℄
ln(η(T )) = −3, 5 +

(
β

lg T − lg Tg

) (2)ãäå äëÿ ñòåêëîðàñïëàâà B2O3, β = 15, Tg = 478K, n = 1, 74.�àññìîòðèì òåïåðü äè��óçèþ ãàçà â ýòîì ñëîå ñ ó÷åòîì ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëå-íèÿ p(r, t) â íåì. Óðàâíåíèå òåðìîìåõàíîäè��óçèè ãàçà (ý��åêò Êîíîáååâñêîãî�



�îñò ïóçûðüêà â ñòåêëî�àçå 165�îðñêîãî) [1℄ âäîëü ñëîÿ èìååò âèä
∂c

∂t
= ∇

(
Dc

kBT
∇µ
) (3)ãäå õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñëàáîãî ðàñòâîðà ãàçà

µ = kBT ln (c/c0) − Ωp(r, t)ãäå Ω = N−1, D(T ) = D0T exp

(
− ED
kBT

) � êîý��èöèåíò äè��óçèè ãàçà â ñòåêëî-�àçå, D0 � ïîñòîÿííàÿ, ED � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè ïðîöåññà äè��óçèè, N � ÷èñëîìåñò âîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ ãàçà â åäèíèöå îáúåìà ñòåêëî�àçû. Âèä
D(T ) � âûáðàí äëÿ ñòåêëîðàñïëàâà B2O3 .Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ (3) c(r, 0) = c0s, ãäå c0s � êîíöåíòðàöèÿ ãàçà â îòñóò-ñòâèè âíåøíåé íàãðóçêè, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

∂c

∂r
= 0 ïðè r = 0, −D∂c

∂r
= h(c2 − (Γ′)−1p∗ ïðè r = R (4)ãäå h � ïîñòîÿííàÿ ãàçîâîãî ìàññîîáìåíà íà ïîâåðõíîñòÿõ ìåíèñêîâ, Γ′ � ìîäè-�èöèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ �åíðè, à p∗ îïðåäåëåíî ñîãëàñíî �îðìóëû Òîìñîíà�Ôðåéíäëèõà [1℄

ln

[
p∗

p0

]
= ln

[
c∗

c0

]
=

2Mγl
rmR∗Tρ

(5)Â (5) p0 è c0 ðàâíîâåñíûå äàâëåíèÿ è êîíöåíòðàöèè ãàçà íàä ïëîñêîé ïîâåðõ-íîñòüþ ñòåêëî�àçû, M � ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà ñòåêëî�àçû, R∗ � ãàçîâàÿ ïîñòî-ÿííàÿ, ρ � ïëîòíîñòü ñòåêëî�àçû, óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ ñòåêëî�àçû
γl îïðåäåëåíà �îðìóëîé[1℄

γl = γl0

(
1 + cos(θ)

2

)2/3

(2 − cos(θ))1/3 (6)Â (6) γl0 � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ñòåêëî�àçû.Îöåíêè (5) ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòåé ñòåêëîðàñïëàâà ñ ðàäèóñîìêðèâèçíû rm 6 20íì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (5) çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò 1. Íàïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà çàäàíî âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (4)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1�6) ðåøàëàñü ÷èñëåííî, ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïà-êåò FlexPDE5). Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ççíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ
B2O3 : a = 3 · 10−7 ì2/
, M = 70 ã, γl0 = 0, 1Äæ/ì2, ρ = 2400ê�/ì3,

R∗ = 8, 3Äæ(ìîëü·K), T = 1500K, p0 = 0, 1ÌÏà, Ω = 10−29 ì3, R0 = 10−6 ì,
D0 = 9, 3 · 10−11 ì2/(
· Ê), ED = 20êÄæ/ìîëü [1℄, h = 1ì/
, δ0 = 10−9 ì. Çàêîíðàñõîæäåíèÿ ïàðû çåðåí âûáðàí â âèäå: δ(t) = δ̇t+ δ0, ãäå δ̇/δ = 10−2 
−1.�åçóëüòàòû ðàñ÷¼òà. Íà ðèñ. 2, 3 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëèíèÿ áåçðàçìåðíîé êîí-öåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî ãàçà c/c0s ïðè âåëè÷èíå ðàäèóñà ïóçûðüêà Rb =

δ0
8

è
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�èñ. 3. Êîíöåíòðàöèÿ ãàçà c/c0s = 0, 025 ïðè Rb =
δ0
8
.

�èñ. 4. Êîíöåíòðàöèÿ ãàçà c/c0s = 0, 05 ïðè Rb =
δ0
4
.

Rb =
δ0
4
. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ àíàëîãè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿ-ìè â îòñóòñòâèè ðàñòóùåãî ïóçûðüêà [1℄ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâåí-íîì ïåðåðàñïðåäåëåíèè ðàñòâîðåííîãî ãàçà â ñëîå ñòåêëî�àçû èç-çà ïîÿâëåíèÿíåñïëîøíîñòè â íåé.Àâòîð áëàãîäàðèò Êàðïèíñêîãî Ä.Í. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü â åå ðå-øåíèè.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êàðïèíñêèé Ä.Í., Ïàí÷èõèíà �.È. Òåðìîäèíàìèêà è êèíåòèêà äåêîãåçèè ìåæçåðåí-íîé ãàçîíàñûùåííîé ïëåíêè ïðè ñïåêàíèè êåðàìèêè // Ìàòåðèàëîâåäåíèå, 2006, � 5.C. 25�28.Martinov R.E. Growth kineti
s of the gas bubble in the intergranular �lm glass phaseduring sintering of 
erami
s. Distributions of 
on
entration of the dissolved gas in a layerglassphase are re
eived at 
erami
s sintering. Cal
ulation 
onsiders o

urren
es of a gas vialin the layer 
enter. Comparison of results of 
al
ulations with early resear
hes shows theappre
iable 
ontribution of a drain of the dissolved gas to a vial 
avity. The re
eived results
an be used at a 
hoi
e of a mode of sintering whi
h warns o

urren
es un
ontinuity into bake
erami
s.



ÁÎËÜØÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÂÛÑÎÊÎÝËÀÑÒÈ×ÍÎÉÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈÌèí÷åíêî Ä.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ áîëüøèå äå�îðìàöèè âûñîêîýëàñòè÷íîé áåçìîìåíòíîéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, íàãðóæåííîé âíóòðåííèì äàâëåíèåì (ëèáî ðàçðåæåíèåì) èïðîäîëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé ñèëîé, ïðèëîæåííîé íà îäíîì èç òîðöîâ. �àäèóñ ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ íà òîðöàõ îáîëî÷êè ñ÷èòàåì íåèçìåííûì. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåõàðàêòåðèñòèê, ñâÿçûâàþùèõ íàãðóçêè è äå�îðìàöèè äëÿ îáîëî÷åê èç ðàçëè÷íûõ ðå-çèíîïîäîáíûõ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. �åøåíèå çàäà÷èîñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Ïîñòðîåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé èäå�îðìàöèé ïî äëèíå îáîëî÷êè.1. Ââåäåíèå.Òîíêîñòåííûå îáîëî÷êè èç ðåçèíîïîäîáíûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷èëè áîëüøîå ðàñ-ïðîñòðàíåíèå â ñîâðåìåíîé òåõíèêå. Îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîéêå ðàçëè÷íûõíàäóâíûõ ñîîðóæåíèé, ãèáêèõ òðóáîïðîâîäîâ, â èçãîòîâëåíèè âîäÿíûõ íàñîñîâ èâîçäóøíûõ êîìïðåññîðîâ. Âî ìíîãîì ýòî îáóñëîâëåíî ñïîñîáíîñòüþ òàêèõ îáîëî-÷åê ñîõðàíÿòü öåëîñòíîñòü ïðè âûñîêèõ äå�îðìàöèÿõ è áîëüøîì êîëè÷åñòâå öèê-ëîâ íàãðóæåíèÿ-ðàçãðóçêè. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïî äëèíå îáîëî÷êè êðóãëî-ãî ñå÷åíèÿ ñ ïîñòîÿííûì ðàäèóñîì, à òàêæå èçìåíåíèå åå �îðìû ïîä âîçäåéñòâèåìîñåâîé ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè è âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ (ðàçðåæåíèÿ) ïðåäñòàâ-ëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Óâåëè÷åíèå â íàøå âðåìÿ êîëè÷åñòâà ðàáîò, ðàñ-ñìàòðèâàþùèõ áîëüøèå äå�îðìàöèè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, ñâèäåòåëüñòâó-åò îá àêòóàëüíîñòè äàííîé òåìû. Çàìåòíûé âêëàä â ðàçâèòèå íåëèíåéíîé òåîðèèîáîëî÷åê âíåñëè È.È. Âîðîâè÷, Ë.Ì. Çóáîâ [1, 2, 3℄, Ê. Ç. �àëèìîâ, A. Libai [4℄,A. E. Green, J.G. Simmonds [4℄ è äðóãèå.2. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Ïóñòü ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè â íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè o ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêðóãîâîé öèëèíäð äëèíîé l, ðàäèóñà r, ñ îáðàçóþùåé, ïàðàëëåëüíîé îðòó i3. Ïî-ëîæåíèå p òî÷êè åå ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñïîìîùüþ äâóõ ãàóññîâûõ êîîðäèíàò q1, q2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:p = er + z(q1)i3, er = i1 cos q2 + i 2 sin q2.Çäåñü i 1, i 2, i 3 � îðòû äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, q1 � ðàñ-ñòîÿíèå, îòñ÷èòûâàåìîå ïî îñè öèëèíäðà, q2 � ïîëÿðíûé óãîë. Ïóñòü îáîëî÷êóðàñòÿíóëè âäîëü ïðîäîëüíîé îñè è íàãðóçèëè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì íîð-ìàëüíûì äàâëåíèåì ξ. Ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè ïîñëå äå�îðìàöèè îáîçíà÷èì O.Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ïàðàìåòðû q1 è q2 êàê ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, ïîëîæåíèåòî÷êè äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàäàòü ðàäèóñ-âåêòîðîì P ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: P = R(q1)er + Z(q1)i 3. (1)



168 Ìèí÷åíêî Ä.À.Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ íåäå�îðìèðîâàí-íîé è äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷êè íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû q2 èîáðàçóþò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó [3℄
g11 = r2, g12 = 0, g22 = 1,

G11 = R2, G12 = 0, G22 = R′2 + Z ′2,

B11 = − RZ ′
√
Z ′2 +R′2

, B12 = 0, B22 =
Z ′R′′ −R′Z ′′
√
R′2 + Z ′2

.Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ðàâîâåñèÿ óïðóãîé ìåìáðàíû ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3℄
∂ν22

∂q1
+ ν22(Γ2

22 + Γ1
12) + ν11Γ2

11 + ξ2,

ξ1 = 0, ν22B22 + ν11B11 = 0.

(2)Çäåñü ναβ � êîìïîíåíòû òåíçîðà óñèëèé òèïà Êîøè, Γµαβ ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿâòîðîãî ðîäà [3℄. Îïðåäåëÿþùèå îòíîøåíèÿ äëÿ îáîëî÷êè ïîñòîÿííîé òîëùèíû hèç íåñæèìàåìîãî ãèïåðóïðóãîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç�óíêöèþ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè W ñëåäóþùèì îáðàçîì [2℄
ναβ =

2

η

√
g11g22

G11G22

∂W

∂Gαβ

, η =

{
1, α = β,
2, α 6= β.

(3)Â ñëó÷àå íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà �óíêöèÿ W èìååò âèä [3℄
W =

1

2
µ

(
G11g

11 +G22g
22 +

g11g22

G11G22
− 3

)
, (4)ãäå µ � ìîäóëü ñäâèãà. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (3) è (4) â óðàâíåíèÿ (2), ïîëó÷èìñèñòåìó èç äâóõ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-ðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé R(q1) è Z(q1). �ðàíè÷íûåóñëîâèÿ çàïèøåì â âèäå

Z(0) = 0; Z(l) = l1; R(0) = r; R(l) = r.Äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ïðèñòðåëêè, èñïîëüçîâàííûìðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áîëüøèõ äå�îðìàöèé ÷èñòîãî èçãèáà öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè [3℄.3. �åçóëüòàòû.�àññìîòðèì îáîëî÷êó èç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ñ ìîäóëåì ñäâèãà µ = 1,äëèíîé l = 2 è ðàäèóñîì ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ r = 1. Ïðèëîæèì áåçðàçìåðíîåâíóòðåííåå äàâëåíèå Q è îäíîâðåìåííî äå�îðìèðóåì îáîëî÷êó âäîëü îáðàçóþùåéíà 50 ïðîöåíòîâ.Íà ïðèâåäåííûõ íèæå ðèñóíêàõ êðèâûå, èçîáðàæåííûå ñïëîøíîé ëèíèåé, ñî-îòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ Q = −0.1, êðèâûå, èçîáðàæåííûåòî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþò Q = 0.1, ïóíêòèðîì � çíà÷åíèþ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ ν11. �èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ ν22.
Q = 0.3, øòðèõ-ïóíêòèðîì � çíà÷åíèþ Q = 0.5. Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíîðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ν11 è ν22 ïî äëèíå îáîëî÷êè. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îò-ëîæåíî íàïðÿæåíèå ν11 è, ñîîòâåòñòâåííî, ν22. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíàêîîðäèíàòà q1. Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî íàïðÿæåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíîñåðåäèíû òðóáêè.Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà �îðìà äå�îðìèðîâàííîé îáðàçóþùåé òðóáêè. Ïî âåðòè-êàëüíîé îñè îòëîæåíà îñåâàÿ êîîðäèíàòà îáîëî÷êè ïîñëå äå�îðìàöèè. Ïî ãîðèçîí-òàëüíîé îñè � åå ðàäèóñ, òàêæå ïîñëå äå�îðìàöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ

�èñ. 3. Äå�îðìàöèÿ îáðàçóþùåé îáîëî÷êè.



170 Ìèí÷åíêî Ä.À.ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ íîðìàëüíîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ Q îáðàçóþùàÿ îáî-ëî÷êè áóäåò ïðîãèáàòüñÿ âîâíóòðü, ÷òî îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì îñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ.Óâåëè÷åíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê âûïó÷èâàíèÿ îáîëî÷êè íàðóæó.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Zubov L.M. Semi-inverse solution in non-linear theory of elasti
 shells // Ar
hives ofMe
hani
s. 53. 2001. � 4�5. Pp. 599�610.[2℄ Çóáîâ Ë.Ì. Ìåòîäû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â òåîðèè îáîëî÷åê. �îñòîâ-í/Ä:�îñò. óíèâ., 1982. 144 ñ.[3℄ Kolesnikov J.M., Zubov L.M. Large bending deformations of a 
ylindri
al membranewith internal pressure // Z. Angew.Math. Me
h. 89. 2009. � 4. Pp. 288�305.[4℄ Libai M., Simmonds J. S. The Nonlinear Theory of Elasti
 and Shells. 2nd ed. CambridgeUniv. Press., Cambridge. 1998. 542 p.Min
henko D.A. Large deformations of elasti
 shells of revolution. In this paper thelarge deformation of highly elasti
 thin-walled shell of revolution loaded by internal pressure(or negative pressure) and the longitudinal tensile for
e applied at one end is investigated.Cross-se
tional radius at the ends of the shell feel the same. Our aim in this work is todetermine the 
hara
teristi
s linking stress and deformation for shells of various rubber-likematerials with pres
ribed geometri
 parameters. The problem is solved numeri
ally. Curvesof the distribution of stresses and strains along the length of the shell are given.



ÍÎÂÛÅ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÍÒÅ�ÔÅ�ÅÍÖÈÎÍÍÛÅ Ñ�ÅÄÑÒÂÀÄËß ÈÇÌÅ�ÅÍÈß ÏÅ�ÅÌÅÙÅÍÈÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉÎÁÚÅÊÒÎÂ ÊÎÍÒ�ÎËßÌèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ïàðèíîâ È.À., �îæêîâ Å.Â.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àçðàáîòàíû ïåðñïåêòèâíûå îïòè÷åñêèå èíòåð�åðåíöèîííûå ñðåäñòâà äëÿ èçìåðå-íèÿ ìàëûõ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ëàçåðíûìè èíòåð�åðîìåòðà-ìè, ïðåäñòàâëåíû îïèñàíèÿ ïðåäëàãàåìûõ ñðåäñòâ èçìåðåíèé è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé îñîáåííîñòåé èõ �óíêöèîíèðîâàíèÿ â ñîñòàâå ìîáèëüíûõ äèàãíî-ñòè÷åñêèõ ñèñòåì.Ïðîáëåìà äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è èçäåëèé, íà-õîäÿùèõñÿ â ýêñïëóàòàöèè, îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó àêòóàëüíîé, íåñìîòðÿ íà çíà-÷èòåëüíûå óñïåõè â ðàçâèòèè ìåòîäîâ è ñðåäñòâ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, îñî-áîå ìåñòî ñðåäè êîòîðûõ çàíèìàþò àêóñòè÷åñêèå àêòèâíûå è ïàññèâíûå ìåòîäûíåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, à òàêæå ñðåäñòâà äëÿ èõ ðåàëèçàöèè â ïðîöåññå ðå-øåíèÿ íàó÷íûõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ çàäà÷. Îäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèéïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè è êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ êîíòðîëÿ àêóñòè÷åñêèìè ìåòîäàìèÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è âíåäðåíèå íîâûõ, à òàêæå ìîäè�èêàöèÿ èçâåñòíûõ îïòè÷å-ñêèõ èíòåð�åðåíöèîííûõ ñðåäñòâ äëÿ èçìåðåíèÿ ìàëûõ ïåðåìåùåíèé, îñíîâàííûõíà èñïîëüçîâàíèè ëàçåðíûõ èíòåð�åðîìåòðîâ. Ïðè ýòîì ìîäè�èêàöèÿ èçâåñòíûõîïòè÷åñêèõ ñðåäñòâ, ïðîâåäåííàÿ ïîñëå äåòàëüíûõ ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé èõ �óíêöèîíàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà ñ òî÷êèçðåíèÿ ìèíèìèçàöèè �èíàíñîâûõ çàòðàò. Àêòóàëüíûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêæåÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå íîâûõ áåñêîíòàêòíûõ ñðåäñòâ èçìåðåíèé ïåðåìåùåíèé äëÿ ìî-áèëüíûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ïåð-ñïåêòèâíûõ îïòè÷åñêèõ èíòåð�åðåíöèîííûõ ñðåäñòâ äëÿ èçìåðåíèÿ ìàëûõ ïå-ðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ëàçåðíûìè èíòåð�åðîìåòðàìè äëÿìîáèëüíûõ ñèñòåì äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è èçäå-ëèé, ïîçâîëÿþùèì ïîâûñèòü òî÷íîñòü è êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ñ ó÷å-òîì îñîáåííîñòåé èõ ýêñïëóàòàöèè. Èçâåñòíû îïòè÷åñêèå óñòðîéñòâà äëÿ èçìåðå-íèÿ ìàëûõ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ êîíòðîëÿ,îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè èíòåð�åðåíöèîííûõ ìåòîäîâ, ñîäåðæàùèå îïòè÷åñêèñâÿçàííûå è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùåííûå èñòî÷íèê êîãåðåíòíîãî îïòè÷åñêîãîèçëó÷åíèÿ, îïòè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñâåòîäåëèòåëü, îòðàæàòåëü, æåñòêî çàêðåïëåí-íûé íà ïîâåðõíîñòè îáúåêòà êîíòðîëÿ è ýêðàí ñ óñòàíîâëåííûìè íà íåì �î-òîïðèåìíûìè óñòðîéñòâàìè. Ïðè ýòîì, ïîëó÷åííàÿ ïðè ñîâìåùåíèè îïîðíîãî èîáúåêòíîãî ïó÷êîâ èíòåð�åðåíöèîííàÿ êàðòèíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñîâîêóï-íîñòü êîëåö ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, ïðîåöèðóåòñÿ íà ýêðàí, à �îòîïðèåìíûåóñòðîéñòâà, óñòàíîâëåííûå â êîëüöàõ èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû, ðåãèñòðèðó-þò èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðûå îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ ïå-



172 Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ïàðèíîâ È.À., �îæêîâ Å.Â.ðåìåùåíèÿìè ïîâåðõíîñòè îáúåêòà êîíòðîëÿ. Ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè äàí-íûõ óñòðîéñòâ, ïðåïÿòñòâóþùèìè èõ èñïîëüçîâàíèþ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, â ïåð-ñïåêòèâíûõ ìîáèëüíûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èç-çà îòñóòñòâèÿ ñïåöèàëüíûõóñëîâèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé, ÿâëÿþòñÿ âûñîêàÿ òðóäîåìêîñòü ïîäãîòîâ-êè ê ïðîâåäåíèþ èçìåðåíèé, íèçêèå òî÷íîñòü è êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.Âûñîêàÿ òðóäîåìêîñòü ïîäãîòîâêè ê ïðîâåäåíèþ èçìåðåíèé îáóñëîâëåíà òåì, ÷òîïåðåä íà÷àëîì ïðîâåäåíèÿ ëþáîãî îòäåëüíîãî âèäà èñïûòàíèé, à ñîîòâåòñòâåííîè èçìåðåíèé, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè èíäèâèäóàëüíûå óñòàíîâêó (çàêðåïëåíèå) èíàñòðîéêó (ðåãóëèðîâêó è �èêñàöèþ ïîëîæåíèÿ) êàæäîãî èç îïòè÷åñêèõ ýëåìåí-òîâ îòìå÷åííûõ óñòðîéñòâ äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîâìåùåíèÿ îïîðíîãî è îáúåêòíîãîïó÷êîâ è ïîëó÷åíèÿ èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû â îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ ýêðàíà,÷òî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò òðóäîåìêîñòü ïîäãîòîâêè ê ïðîâåäåíèþ èçìåðåíèé.Íèçêèå òî÷íîñòü è êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî íà îï-òè÷åñêèå ýëåìåíòû óñòðîéñòâ è �îòîïðèåìíîå óñòðîéñòâî â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿèçìåðåíèé âîçäåéñòâóþò âíåøíèå èñòî÷íèêè îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ (åñòåñòâåííîåîñâåùåíèå, îñâåòèòåëüíûå ïðèáîðû è ò. ï.), ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòè ýòèõ èçëó÷å-íèé è èõ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, ÷òî âíîñèò ñëó÷àé-íûå ïîãðåøíîñòè â ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé. Çàäà÷åé, íà ðåøåíèå êîòîðîé íàïðàâ-ëåíî ïðåäëàãàåìîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ ñíèæåíèå òðóäîåìêîñòè ïîä-ãîòîâêè ê ïðîâåäåíèþ èçìåðåíèé, ïîâûøåíèå òî÷íîñòè è êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâèçìåðåíèé ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ëàçåðíûì èíòåð�åðî-ìåòðîì, ÷òî ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü èñïîëüçîâàíèå âûñîêîòî÷íûõ îïòè÷åñêèõ èí-òåð�åðåíöèîííûõ ñðåäñòâ èçìåðåíèÿ ìàëûõ ëèíåéíûõ è óãëîâûõ ïåðåìåùåíèé âïåðñïåêòèâíûõ ñòàöèîíàðíûõ è ìîáèëüíûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ áåç ñîçäà-íèÿ ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé. Ñóùíîñòü ïðåäëàãàåìîãîòåõíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïòè÷åñêîå óñòðîéñòâî äëÿ èçìå-ðåíèÿ ïåðåìåùåíèé ñîäåðæèò îïòè÷åñêè ñâÿçàííûå è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåùåí-íûå èñòî÷íèê êîãåðåíòíîãî îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, îïòè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñâåòî-äåëèòåëü, îòðàæàòåëü, æåñòêî çàêðåïëåííûé íà ïîâåðõíîñòè îáúåêòà êîíòðîëÿ, è�îòîïðèåìíîå óñòðîéñòâî. Ïðåäëàãàåìîå óñòðîéñòâî êîíñòðóêòèâíî îòëè÷àåòñÿ îòèçâåñòíûõ òåì, ÷òî îíî äîïîëíèòåëüíî ñîäåðæèò îïîðíóþ ïëèòó ñ öåíòðàëüíûìîòâåðñòèåì, ñêðåïëåííóþ ñ îñíîâàíèåì ïðè ïîìîùè óñòðîéñòâà äëÿ ðåãóëèðîâêè è�èêñàöèè åå ïîëîæåíèÿ, íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïëèòû, îáðàùåííîé ê ïîâåðõ-íîñòè îáúåêòà êîíòðîëÿ, æåñòêî çàêðåïëåíî �îòîïðèåìíîå óñòðîéñòâî, â êîòîðîìâûïîëíåíî îòâåðñòèå, ñîîñíîå îòâåðñòèþ â ïëèòå, è ñ âîçìîæíîñòüþ ðåãóëèðîâ-êè è �èêñàöèè ïîëîæåíèÿ ÷åðåç �ëàíåö áîëüøîãî îñíîâàíèÿ çàêðåïëåí êîíè÷å-ñêèé êîðïóñ, ïðè ýòîì íà �ëàíöå ìàëîãî îñíîâàíèÿ êîíè÷åñêîãî êîðïóñà æåñòêîçàêðåïëåíû ñâåòîäåëèòåëü è îäíèì êîíöîì ýëàñòè÷íàÿ ñâåòîíåïðîíèöàåìàÿ ìåì-áðàíà, âûïîëíåííàÿ â âèäå êîëüöà è îïèðàþùàÿñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì êîíöîì íàïîâåðõíîñòü îáúåêòà êîíòðîëÿ, à íà íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè ïëèòû ñ âîçìîæíî-ñòüþ ðåãóëèðîâêè è �èêñàöèè ïîëîæåíèÿ óñòàíîâëåí öèëèíäðè÷åñêèé êîðïóñ ñðàçìåùåííûìè â åãî ïîëîñòè èñòî÷íèêîì êîãåðåíòíîãî îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ èîïòè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ïðåäëàãàåìîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíîíà ðèñ. 1. Îïòè÷åñêîå óñòðîéñòâî äëÿ èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèé ñîäåðæèò îñíîâàíèå1, îïîðíóþ ïëèòó 2 ñ öåíòðàëüíûì îòâåðñòèåì 3, ñêðåïëåííóþ ñ îñíîâàíèåì 1 ïðè
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�èñ. 1.

ïîìîùè óñòðîéñòâà 4 äëÿ ðåãóëè-ðîâêè è �èêñàöèè åå ïîëîæåíèÿ,öèëèíäðè÷åñêèé êîðïóñ 5, â ïî-ëîñòè 6 êîòîðîãî ðàçìåùåíû èñ-òî÷íèê 7 êîãåðåíòíîãî îïòè÷åñêî-ãî èçëó÷åíèÿ è îïòè÷åñêàÿ ñèñòå-ìà 8, �îòîïðèåìíîå óñòðîéñòâî 9,âûïîëíåííîå â âèäå ïðÿìîóãîëüíîéìàòðèöû �îòîïðèåìíèêîâ ñ öåí-òðàëüíûì îòâåðñòèåì 10, ñîîñíûìöåíòðàëüíîìó îòâåðñòèþ 3 ïëèòû2, êîíè÷åñêèé êîðïóñ 11 ñ �ëàí-öàìè 12 è 13, æåñòêî ñêðåïëåííû-ìè ñîîòâåòñòâåííî ñ áîëüøèì è ìà-ëûì îñíîâàíèÿìè êîíóñà, ñâåòîäå-ëèòåëü 14, æåñòêî çàêðåïëåííûé íà�ëàíöå 13, îòðàæàòåëü 15, æåñò-êî çàêðåïëåííûé íà ïîâåðõíîñòè 16îáúåêòà êîíòðîëÿ 17. Ïëèòà 2 èìå-åò íàðóæíóþ 18 è âíóòðåííþþ 19ïîâåðõíîñòè, ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿîáðàùåíà ê ïîâåðõíîñòè 16 îáú-åêòà êîíòðîëÿ 17. Ôîòîïðèåìíîåóñòðîéñòâî 9 æåñòêî çàêðåïëåíî íàâíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè 19 ïëèòû2. Öèëèíäðè÷åñêèé êîðïóñ 5 ðàçìåùåí íà íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè 18 ïëèòû 2 ñî-îñíî îòâåðñòèþ 3 ïëèòû 2 è îòâåðñòèþ 10 óñòðîéñòâà 9 ïðè ïîìîùè êðåïåæíûõýëåìåíòîâ 20, îáåñïå÷èâàþùèõ ðåãóëèðîâêó è �èêñàöèþ åãî ïîëîæåíèÿ. Êîíè÷å-ñêèé êîðïóñ 11 óñòàíîâëåí íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè 19 ñîîñíî öèëèíäðè÷åñêîìóêîðïóñó 5, îòâåðñòèþ 3 ïëèòû 2 è îòâåðñòèþ 10 �îòîïðèåìíîãî óñòðîéñòâà 9 ïðèïîìîùè êðåïåæíûõ ýëåìåíòîâ 21, îáåñïå÷èâàþùèõ ðåãóëèðîâêó è �èêñàöèþ åãîïîëîæåíèÿ. Íà �ëàíöå 13 êîíè÷åñêîãî êîðïóñà 11 îäíèì êîíöîì æåñòêî çàêðåï-ëåíà ýëàñòè÷íàÿ ñâåòîíåïðîíèöàåìàÿ ìåìáðàíà 22, âûïîëíåííàÿ â âèäå êîëüöà èîïèðàþùàÿñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì êîíöîì íà ïîâåðõíîñòü 16 îáúåêòà êîíòðîëÿ 17.Óñòðîéñòâî ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èçëó÷åíèå 23 èñòî÷íèêà 7 êîãåðåíòíîãîîïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îïòè÷åñêîé ñèñòåìû 8 ïðåîáðàçóåòñÿ âðàñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê 24, ïðîõîäèò ÷åðåç îòâåðñòèÿ 3 ïëèòû 2 è 10 �îòîïðèåìíîãîóñòðîéñòâà 9 è ïîïàäàåò íà ñâåòîäåëèòåëü 14, ãäå ïðîèñõîäèò åãî ðàçäåëåíèå �îäíà ÷àñòü îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ñâåòîäåëèòåëÿ 14 (îïîðíûé ïó÷îê 25), àâòîðàÿ ÷àñòü � îò îòðàæàòåëÿ 15 (îáúåêòíûé ïó÷îê 26), æåñòêî çàêðåïëåííî-ãî íà ïîâåðõíîñòè 16 îáúåêòà êîíòðîëÿ 17. Ïîëó÷åííàÿ ïðè ñîâìåùåíèè îïîðíî-ãî 25 è îáúåêòíîãî 26 ïó÷êîâ èíòåð�åðåíöèîííàÿ êàðòèíà 27, ïðåäñòàâëÿþùàÿñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîëåö ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, ïðîåöèðóåòñÿ íà �îòîïðè-åìíîå óñòðîéñòâî 9. Ôîòîïðèåìíîå óñòðîéñòâî 9 ïðè ïåðåìåùåíèè ïîâåðõíîñòè16 îáúåêòà êîíòðîëÿ 17 ðåãèñòðèðóåò èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî ïîëÿ



174 Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ïàðèíîâ È.À., �îæêîâ Å.Â.èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû 27, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå äàííîãî ïåðå-ìåùåíèÿ. �åçóëüòàòû èçìåðåíèé îò �îòîïðèåìíîãî óñòðîéñòâà 9 ïåðåäàþòñÿ âóñòðîéñòâî äëÿ ðåãèñòðàöèè è îòîáðàæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé (íà ðèñ. 1 íåïîêàçàíî). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõñâîéñòâ ïðåäëàãàåìîãî òåõíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ áûë èçãîòîâëåí åãî îïûòíûé îáðà-çåö, âíåøíèé âèä êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2, 3, ïðè ýòîì íîìåðà ïîçèöèéýëåìåíòîâ óñòðîéñòâà ñîîòâåòñòâóþò ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 1, çàùèòíàÿ øòîðêà 28êîíè÷åñêîãî êîðïóñà 11 â îòêðûòîì ïîëîæåíèè, à ýëàñòè÷íàÿ ñâåòîíåïðîíèöàåìàÿìåìáðàíà 22 ñíÿòà.

�èñ. 2. �èñ. 3.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåí îáùèé âèä óñòðîéñòâà, íà ðèñ. 3 � îáùèé âèä óñòðîé-ñòâà ñ âîçìîæíîñòüþ îñìîòðà �îòîïðèåìíîãî óñòðîéñòâà 9. Â îïûòíîì îáðàçöåèñòî÷íèêîì 7 êîãåðåíòíîãî îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿëñÿ ìîäóëü ëàçåðíûé òî-÷å÷íûé òèïà KLM-B635-3-5 (ïîëóïðîâîäíèêîâûé ëàçåð) ñ äëèíîé âîëíû 0,635ìêìè ìîùíîñòüþ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ 3 ìÂò, ñâåòîäåëèòåëåì 14 � ïîëóïðîçðà÷íîåçåðêàëî, à â êà÷åñòâå �îòîïðèåìíîãî óñòðîéñòâà 9 ïðèìåíÿëèñü äâà �îòîäèîäà 29òèïà ÔÄ9-111Ý, êàæäûé èç êîòîðûõ áûë äîïîëíèòåëüíî îñíàùåí óñòðîéñòâîì30 äëÿ ðåãóëèðîâêè è �èêñàöèè ïîëîæåíèÿ â çàäàííîé îáëàñòè èíòåð�åðåíöè-îííîé êàðòèíû 27. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïîêà-çàë, ÷òî ïðåäëàãàåìîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò áåç ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõóñëîâèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé îáåñïå÷èòü èçìåðåíèå ìàëûõ ëèíåéíûõ è óã-ëîâûõ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ïðè ñíèæåíèè áîëåå ÷åì â2 ðàçà òðóäîåìêîñòè ïîäãîòîâêè ê ïðîâåäåíèþ èçìåðåíèé, ïîâûøåíèå òî÷íîñòèè êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé çà ñ÷åò ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âîç-äåéñòâèÿ íà åãî îïòè÷åñêèå ýëåìåíòû è �îòîïðèåìíîå óñòðîéñòâî âíåøíèõ èñòî÷-íèêîâ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ. Êðîìå ýòîãî, ïðåäëàãàåìîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèåêîíñòðóêòèâíî îáåñïå÷èâàåò ðåàëèçàöèþ íîâûõ òåõíè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ



Îïòè÷åñêèå ñðåäñòâà äëÿ èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèé 175ðåøåíèé [1℄. Îáîáùåííî, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå,ñîõðàíÿÿ ïîëîæèòåëüíûå êà÷åñòâà èçâåñòíûõ óñòðîéñòâ, à òàêæå, êîíñòðóêòèâíîîáåñïå÷èâàÿ ðåàëèçàöèþ òåõíè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé [1℄, îòëè÷àåòñÿïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè ñóùåñòâåííûì ñíèæåíèåì òðóäîåìêîñòè ïîäãîòîâêè ê ïðî-âåäåíèþ èçìåðåíèé, ïîâûøåíèåì òî÷íîñòè è êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé èìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíî â ïðîöåññå âûñîêîòî÷íûõ èçìåðåíèé ìàëûõ ëè-íåéíûõ è óãëîâûõ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ïðè ïðîâåäåíèèýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ îáðàçöîâ êîíñòðóêöèîí-íûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé, îöåíêå èõ òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ è äèàãíîñòèêåêàê â ïåðñïåêòèâíûõ ìîáèëüíûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, òàê è â ñòàöèîíàð-íûõ, à òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè àêóñòèêî-ýìèññèîííûõ ïðîöåññîâ â òâåðäûõ òåëàõ,èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ äå�åêòîîáðàçîâàíèÿ â ëåíòî÷íûõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõñâåðõïðîâîäíèêàõ, èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñëîèñòûõ êîíñòðóêöèÿõè êîíñòðóêöèÿõ, âûïîëíåííûõ èç àíèçîòðîïíûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ èò. ï. â ìàøèíîñòðîåíèè, àâèàñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè, ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêåè ò. ä. Ïðåäëàãàåìîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå çàùèùåíî ïàòåíòîì �îññèéñêîé Ôåäå-ðàöèè íà èçîáðåòåíèå [2℄, à èñïîëüçóåìîå â ïðîöåññå åãî ðàáîòû ïðîãðàììíîå îáåñ-ïå÷åíèå � ñâèäåòåëüñòâîì î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ [3℄.Îïèñàííûå òåõíè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿëèñü íà XIV Ìîñêîâñêîì Ìåæäóíà-ðîäíîì ñàëîíå èçîáðåòåíèé è èííîâàöèîííûõ òåõíîëîãèé ¾À�ÕÈÌÅÄ�2011¿, ãäåïîëó÷èëè îäîáðåíèå ñïåöèàëèñòîâ è áûëè óäîñòîåíû Ñïåöèàëüíîãî ïðèçà ¾Çà ëó÷-øåå èçîáðåòåíèå ñàëîíà ¾À�ÕÈÌÅÄ¿.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé � 10-08-00136.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï. Ïåðñïåêòèâíûå îïòè÷åñêèå ñðåäñòâà èçìåðåíèÿ ìàëûõ ïåðå-ìåùåíèé äëÿ ñèñòåì äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëîâ è èçäåëèé //Êîíòðîëü. Äèàãíîñòèêà. 2010. � 1. Ñ. 45�49.[2℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ïàðèíîâ È.À., �îæêîâ Å.Â., Ñåðêèí À.�. Îïòè÷åñêîåóñòðîéñòâî äëÿ èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèé. Ïàòåíò �Ô � 2407988. 2010.[3℄ Ìèðîøíè÷åíêî È.Ï., Ñåðêèí À.�. Ïðîãðàììà äëÿ ðàñ÷åòà èíòåíñèâíîñòè îïòè÷å-ñêîãî ïîëÿ èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû. Ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãè-ñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ � 2008614831. 2008.Ìiroshni
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈÁÅÍÀ�À�ÊÀ�ÌÀÍÀ ÄËß ÒÎÍÊÈÕ ÖÈËÈÍÄ�ÎÂÌîëîä÷àííàÿ À.Â., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíà çàäà÷à î êîíâåêöèè Áåíàðà-Êàðìàíà â òîíêîì öèëèíäðå ñ íåïðîíèöàå-ìûìè ãðàíèöàìè, è âðàùàþùèìèñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îñíîâàíèÿìè, íà êîòî-ðûõ çàäàíà ðàçíîñòü òåìïåðàòóð. Â ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà öèëèíäðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþïîñòðîåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîäåëü, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå ÷èñëà ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè.Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1℄ èññëåäîâàíî âëèÿíèå âðàùåíèÿ ïîäîãðåòûõ îñíîâàíèéöèëèíäðà íà âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèè â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, çàïîëíåííîéæèäêîñòüþ � òàê íàçûâàåìàÿ êîíâåêöèÿ Áåíàðà�Êàðìàíà. Â [1℄ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäàâûñîòà è ðàäèóñ öèëèíäðà ðàâíû è ÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr = 1, îïðåäåëåíû êðèòè-÷åñêèå ÷èñëà âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè è èçó÷åíà áè�óðêàöèÿîñíîâíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èññëåäîâàíèÿèíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó âûñîòîé è ðàäèóñîì öèëèíäðà. Â ñëó÷àå, êîãäà âûñîòàöèëèíäðà ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà óäàëîñü ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ àñèìïòî-òè÷åñêóþ ìîäåëü, õîðîøî îïèñûâàþùóþ îñíîâíûå ðåæèìû òå÷åíèÿ æèäêîñòè �äâà òîðîèäàëüíûõ âèõðÿ. Èññëåäîâàíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è ïîêàçàëî, ÷òîãëàâíóþ ðîëü â ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ èãðàåò ïîäîãðåâîñíîâàíèé öèëèíäðîâ.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîíâåêöèþ Áåíàðà�Êàð-ìàíà â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé öèëèíäð, âäîëü îñè êîòîðîãîäåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä:
ut + uur +

v

r
uϕ + wuz −

v2

r
= −pr + µ

(
∆u− u

r2
− 2vϕ

r2

)
, (1)

vt + uvr +
v

r
vϕ + wvz +

uv

r
= −1

r
pϕ + µ

(
∆v − v

r2
+

2uϕ
r2

)
, (2)

wt + uwr +
v

r
wϕ + wwz = −pz + µ∆w + βT, (3)

(ru)r + vϕ + rwz = 0, (4)
Tt + uTr +

v

r
Tϕ + wTz = δ∆T, ∆ =

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
. (5)Íà âåðõíåé è íèæíåé êðûøêàõ öèëèíäðà, êîòîðûå âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîéïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, çàäàíûóñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ è òåìïåðàòóðà, à íà áîêîâûõ ñòåíêàõ öèëèíäðà � óñëîâèÿïðèëèïàíèÿ è îòñóòñòâèÿ ïîòîêà òåïëà

u = w = 0, v = Ωr, T = 0, z = h; (6)
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u = w = 0, v = −Ωr, T = T0, z = −h. (7)
u = w = 0, v = 0, Tr = 0, r = R; (8)
u = wr = 0, v = 0, Tr = 0, r = 0. (9)Çäåñü v = (u, v, w) � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, T � òåìïåðàòóðà, T0 � òåìïåðàòó-ðà íèæíåé êðûøêè, Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òîðöåâûõ êðûøåê, R, h �ðàäèóñ è âûñîòà öèëèíäðà, µ � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, δ � òåìïåðàòóðîïðîâîä-íîñòü, β � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îáû÷íîèñïîëüçóåìûìè ÷èñëàìè �åéíîëüäñà Re, Ïðàíäòëÿ Pr, �ýëåÿ Ra ñîîòíîøåíèÿìè

1

µ
= Re =

Ω∗L
2
∗

µ∗
, Ra =

g∗β∗T∗L
3
∗

δ∗µ∗
, Pr =

µ∗
δ∗
, δ =

1PrRe , β =
RaPrRe2 ,ãäå çâåçäî÷êîé îòìå÷åíû ðàçìåðíûå âåëè÷èíû, g∗ � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, Ω∗,

L∗, T∗ � õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû óãëîâîé ñêîðîñòè, äëèíû è òåìïåðàòóðû.�àçìåðíûå è áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè
{
v, p, T

}
=
{
L∗Ω∗v, L

2
∗Ω

2
∗ρ∗p, T∗T

}
, Tw = T0T∗, R∗ = RL∗, h∗ = hL∗, Ωc = ΩΩ∗,ãäå Tw � ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íà êðûøêàõ öèëèíäðà, Ωc � óãëîâàÿ ñêîðîñòüâðàùåíèÿ öèëèíäðà, R∗ � ðàäèóñ öèëèíäðà, h∗ � ïîëóâûñîòà öèëèíäðà, ρ∗ �õàðàêòåðíàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè.Â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí âûáðàíû ðåàëüíàÿ óãëîâàÿñêîðîñòü, ðàäèóñ öèëèíäðà è ðàçíîñòü òåìïåðàòóð, ò. å. Tw = T∗, R∗ = L∗, Ωc = Ω∗,áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû T0, Ω, R áóäóò: T0 = 1, Ω = 1, R = 1. Òàêîé âûáîð íå âñå-ãäà óäîáåí, òàê êàê çàòðóäíÿåò ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû è ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèê ïðèñòðåìëåíèè ïàðàìåòðîâ ê íóëþ, íàïðèìåð, âÿçêîñòè, òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè, â îñ-íîâíîì, ñëåäóåò ðàáîòå [2℄. Äëÿ ïîèñêà âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ðåæèìîâ(∂/∂θ = 0) â ñëó÷àå, êîãäà âûñîòà öèëèíäðà ìíîãî ìåíüøå ðàäèóñà (r ≫ h),èñïîëüçóåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ìîäåëü. Èùåì ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(9) â âèäå

r = R + hx, z = hy, u = hũ, w = hw̃, v = ṽ, p = hp̃, t = ht̃, (10)
µ = hµ0, δ = hδ0, µ0 = O(1), δ0 = O(1), β = h−1β0, β0 = O(1),

T = T (0)(z) + hθ̃,
T0

2h
= γ = h−1γ0, γ0 = O(1), T (0)(z) =

T0

2h
(h− z) =

1 − y

2
T0,ãäå T (0)(z) � ¾ðàâíîâåñíûé¿ ïðî�èëü òåìïåðàòóðû, γ � ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (10) â (1)�(9) è ïðåíåáðåæåíèè ÷ëåíàìè áîëåå ìàëîãî ïî-ðÿäêà ïî h, ÷åì ñîõðàíåííûå, ïîëó÷èì, îïóñêàÿ çíàê ¾˜¿, óðàâíåíèÿ

ut −
v2

R
= −px + µ0∆0u, wt = −py + µ0∆0w + β0θ, ux + wy = 0, (11)
θt − γ0w = δ0∆0θ, vt = µ0∆0v, ∆0 = ( )xx + ( )yy (12)è êðàåâûå óñëîâèÿ

u = w = 0, v = ±Ωr = ±Ω(R + hx), θ = 0, y = ±1; (13)
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u = w = 0, v = 0, θx = 0, x = −R/h = −R0; (14)

u = wx = 0, v = 0, θx = 0, x = 0. (15)Â àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè (11)�(15) çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè v îò-ùåïëÿåòñÿ è ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ óðàâíåíèé.Èùåì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ v = v0(x, y) â âèäå
v0 = Ωry +

∞∑

k=1

ak(x) sin πky. (16)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ak(x) èìååì, çàìåíÿÿ R0 íà +∞ ïðè h→ 0,
a′′k(x) − π2k2ak(x) = 0, ak(−R0) = ak(−∞) = 0. (17)Òîãäà

ak(x) = ak(0)eπkx. (18)Âåëè÷èíû ak(0) îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ v0(0, y) = 0

0 = ΩRy +
∞∑

k=1

ak(0) sin πky. (19)Âû÷èñëÿÿ ak(0), ïîëó÷èì
v0 = Ωry + 2ΩR

∞∑

k=1

(−1)k

πk
eπkx sin πky. (20)�ÿä (20) ñóììèðóåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ ξ = x+ iyè �óíêöèþ F (ξ) =

∞∑
k=1

(−1)k

πk
eπkξ, äè��åðåíöèðóÿ F (ξ), ïîëó÷èì ñóììó ãåîìåòðè-÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïîêàçàòåëåì q = eπξ, è ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, èìååì:

F ′(ξ) =
∞∑

k=1

(−1)k(eπξ)k = − eπξ

1 + eπξ
, F (ξ) = −1

π
ln(1 + eπξ).Âû÷èñëÿÿ ìíèìóþ ÷àñòü �óíêöèè F (ξ), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

v0 = Ωry − 2ΩR

π
arctg

eπx sin πy

1 + eπx cosπy
. (21)Ïðî�èëü àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè, ðàññ÷èòàííûé ïî �îðìóëå (21) ïðè R0 = 6,

Ω = 1, ïðèâåäåí íà ðèñ. 1. Îò÷åòëèâî âèäåí ïîãðàíè÷íûé ñëîé â îêðåñòíîñòèâíåøíåé áîêîâîé ãðàíèöû öèëèíäðà. Êðîìå ýòîãî, çàäà÷è (11)�(15) è èñõîäíàÿçàäà÷à (1)�(9) ðåøàëèñü ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîìîùè ïàêå-òà FreeFem++ [4℄. Îñíîâíîé ðåæèì òå÷åíèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, íàïðèìåð, ïðèRa = 2 · 104, Pr = 1, Re = 110. Â ÷àñòíîñòè, ðàçâèòèå âòîðè÷íîãî ðåæèìà òå÷åíèÿïîêàçàíî íà ðèñ. 1 ñïðàâà. Ïðî�èëü àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè, ðàññ÷èòàííûé äëÿ
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�èñ. 1. Ïðî�èëü àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè ïðè y = 0,5 è �óíêöèÿ òîêà ïðè t = 3; 9; 1,2;
1,5; Ra = 2 · 104; Pr = 1; Re = 110.ïîëíîé è àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëåé, îòëè÷àåòñÿ îò ïðî�èëÿ, çàäàííîãî �îðìó-ëîé (21), íå áîëåå ÷åì íà òðè ïðîöåíòà, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ R/h & 3.3. Ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à. Ëèíåàðèçóÿ çàäà÷ó (11)�(15) â îêðåñòíîñòèñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìèóñëîâèÿìè, àíàëîãè÷íûìè (13)�(15)

ut −
2v0v

R
= −px + µ0∆0u, wt = −py + µ0∆0w + β0θ, (22)
θt − γ0w = δ0∆0θ, ux + wy = 0, (23)

vt = µ0∆0v. (24)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëî-âèÿìè òîæäåñòâåííî ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ò. å. v = 0, è, îêîí÷àòåëüíî, ëèíåàðèçîâàííàÿçàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî âðàùàòåëüíî-ñèììåò-ðè÷íîãî ðåæèìà â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè èìååò âèä
ut = −px + µ0∆0u, wt = −py + µ0∆0w + β0θ, (25)

θt − γ0w = δ0∆0θ, ux + wy = 0, (26)
u = w = 0, θ = 0, y = ±1;

u = w = 0, θx = 0, x = −R/h = −R0; (27)
u = wx = 0, θx = 0, x = 0.4. Ìîíîòîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Î÷åâèäíûå çàìåíû

µ0u = u, µ0w = w, θ =
γ0

µ0δ0
θ, R =

γ0β0

µ0δ0ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðîé çàäà÷è (25)�(27) â âèäå (îïóñêàÿ äâîé-íóþ ÷åðòó è èíäåêñ íîëü ó îïåðàòîðà Ëàïëàñà)
0 = −px + ∆u, 0 = −py + ∆w + Rθ, −w = ∆θ, ux + wy = 0 (28)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (27), ãäå R � àíàëîã ÷èñëà �ýëåÿ.



180 Ìîëîä÷àííàÿ À.Â., Øèðÿåâà Å.Â.Ïðè R0 → ∞ (èëè h→ 0) çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó äëÿ ïëîñêîãî ãîðèçîí-òàëüíîãî ñëîÿ ñ òâåðäûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ñòåíêàìè, äëÿ êîòîðîé êðèòè÷åñêîå÷èñëî �ýëåÿ Rñëîé è êðèòè÷åñêîå âîëíîâîå ÷èñëî kñëîé äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âäîëüñëîÿ âîçìóùåíèé õîðîøî èçâåñòíû (äëÿ ñëîÿ åäèíè÷íîé òîëùèíû,Rñëîé = 1707,76,
kñëîé = 3,116, [3℄). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òîëùèíà ñëîÿ ðàâ-íà äâóì, èìååì R = Rñëîé/16 = 106,36, k∗ = kñëîé/2 = 1,558.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòè R = R(R0) íåîáõîäèìî ðåøàòü êðàåâóþ çàäà÷óíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (28), (27), êîòîðóþ óäîáíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðîñòîìâèäå, ââîäÿ �óíêöèþ òîêà ψ,

∆3ψ = Rψxx, u = ψy, w = −ψx,
ψ(x,±1) = ψy(x,±1) = 0, ψ(0, y) = ψxx(0, y) = 0, ψ(−R0, y) = ψx(−R0, y) = 0,

ψyyyy(x,±1) = 0, ψyyyy(0, y) = 0, ψyyyy(−R0, y) = 0.Â çàêëþ÷åíèå åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè âðà-ùåíèå îñíîâàíèé öèëèíäðà îêàçûâàåò ëèøü ñëàáîå âëèÿíèÿ íà êðèòè÷åñêèå ÷èñëàïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ: ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàç-ðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîì-ïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãîäû¿ (ãîñêîíòðàêò 16.516.11.6106), ¾Íàó÷íûå è íàó÷-íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêò14.740.11.0877, ãðàíòîâ �ÔÔÈ 10-05-00646, 11-05-01138, 11-05-91052, 10-01-00452,è ÀÔ�È�/CRDF RUM1�2943�RO�09.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Bordja L. at all. In�uen
e of 
ounter-rotating von Karman �ow on 
ylindri
al Rayleigh-Benard 
onve
tion // Phys. Rev. E 81, 036322-1�16 (2010).[2℄ Âëàäèìèðîâ Â.À., Äåíèññåíêî Ï. Â., Æóêîâ Ì.Þ., Þäîâè÷ Â.È. Òå÷åíèå âðàùà-þùåéñÿ æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè // Ìàò. ìîä.2001. Ò. 13, � 2. Ñ. 27�38.[3℄ �åðøóíè �. Ç., Æóõîâèöêèé Å.Ì. Êîíâåêòèâíàÿ óñòîé÷èâîñòü íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè. Ì.: Íàóêà, 1972. 392 ñ.[4℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ í/Ä: Èçä.ÞÔÓ, 2008.Molod
hannaya A.V., Shiryaeva E.V. Asymptoti
 model of Benard-Karman 
onve
-tion in thin 
ylinder. Benard-Karman 
onve
tion problem in thin 
ylinder whose upper andlower boundary disks are maintained at di�erent temperature and rotate at equal and oppositeangular velo
ities is investigated. In the 
ase of small 
ylinder thi
kness an asymptoti

onve
tion model is 
onstru
ted. The 
onve
tion instability 
riti
al parameters are obtained.



×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ �ÅÆÈÌÎÂ ÎÊÎËÎ ÒÎ×ÊÈ RES 2Â ÇÀÄÀ×Å ÊÓÝÒÒÀ�ÒÅÉËÎ�ÀÌîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈçó÷àþòñÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó ñîîñíûìè áåñêîíå÷íûìèâðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè â îêðåñòíîñòè òî÷åê áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2. Â äàí-íîé ñòàòüå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ðåçîíàíñíîé ñèòóàöèè Res 2, êîòîðàÿ âîçíèêàåò,êîãäà ó íåéòðàëüíûõ ìîä ñîâïàäàþò �àçîâûå ÷àñòîòû è àçèìóòàëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà,à îñåâûå êâàíòîâûå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òî÷åê ðåçîíàí-ñà Res 2 è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ òå÷åíèÿâ îêðåñòíîñòè òàêèõ òî÷åê.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿáåñêîíå÷íûìè ñîîñíûìè öèëèíäðàìè ðàäèóñîâ r1, r2, âðàùàþùèìèñÿ ñ óãëîâû-ìè ñêîðîñòÿìè Ω1, Ω2 ñîîòâåòñòâåííî, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìåþò ïåðèîäè÷åñêèå âäîëüîñè öèëèíäðîâ (îñè z) ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ñ çàäàííûì ïåðèîäîì 2π/α (α �áåçðàçìåðíîå îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî).Ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà çàâèñèò îò ÷åòûðåõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: äâóõ ÷è-ñåë �åéíîëüäñà R1 = Ω1r
2
1/ν, R2 = Ω2r

2
2/ν (ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîéâÿçêîñòè), îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ öèëèíäðîâ η = r2/r1 è îñåâîãî âîëíîâîãî ÷èñëà α.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò òî÷íîå ñòà-öèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ � òå÷åíèå Êóýòòà.Êàê ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà, òàê è ëèíåàðèçîâàííàÿ íà òå÷åíèè Êóýòòà çàäà-÷à îáëàäàþò ãðóïïîé ñèììåòðèè G = SO(2) × O(2) � èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíîâðàùåíèé âîêðóã è ñäâèãîâ âäîëü îñè z è ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè, êîòîðûå äåé-ñòâóþò íà ïîëå ñêîðîñòåé u ïî ïðàâèëàì

(Lδθu)(t, r, θ, z) = u(t, r, θ + δ, z), (Lhzu)(t, r, θ, z) = u(t, r, θ, z + h),

(Ju)(t, r, θ, z) = (ur(t, r, θ,−z), uθ(t, r, θ,−z),−uz(t, r, θ,−z)).Ñèììåòðèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò ðàçûñêèâàòü ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé íà òå÷å-íèè Êóýòòà çàäà÷è ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè
Φ(r, θ, z, t) = eiωt−i(mθ+kαz)ϕ(r),ãäå m (öåëîå) � àçèìóòàëüíîå, k (öåëîå) � îñåâîå êâàíòîâûå ÷èñëà.Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ÷èñëà �åéíîëüäñà R1∗(m, k, α, η, R2) íàçûâàåòñÿ çíà-÷åíèå R1, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ Φ(r, θ, z, t) ëèíåéíîé çàäà÷èóñòîé÷èâîñòè. Íà ïëîñêîñòè (R1, R2) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ ðà-äèóñîâ η, îñåâîãî âîëíîâîãî ÷èñëà α, êâàíòîâûõ ÷èñåë (m, k) ñóùåñòâóþò êðèâûå,ñîñòîÿùèå èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (R1∗, R2) (íåéòðàëüíûå êðèâûå). Íåéòðàëüíûåêðèâûå R1 = R1∗(m, k, η, R2, α) è R1 = R1∗(n, l, η, R2, α), îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì



182 Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.êâàíòîâûì ÷èñëàì (m, k) è (n, l), ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ íåé-òðàëüíûõ êðèâûõ (R1∗, R2∗) êîëåáàòåëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ëèíåàðèçîâàííàÿçàäà÷à â ñèëó ñèììåòðèè èìååò ÷åòûðå íåçàâèñèìûå íåéòðàëüíûå ìîäû ñ ðàçëè÷-íûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè
Φ1(t, r, θ, z) = eiωmtΦ0m(r, θ, z), Φ2(t, r, θ, z) = eiωmtΦ1m(r, θ, z),

Φ3(t, r, θ, z) = eiωntΦ0n(r, θ, z), Φ4(t, r, θ, z) = eiωntΦ1n(r, θ, z),ãäå
Φ0m(r, θ, z) = e−i(mθ+kαz)ϕ0m(r), Φ1m(r, θ, z) = e−i(mθ−kαz)ϕ1m(r),

Φ0n(r, θ, z) = e−i(nθ+lαz)ϕ0n(r), Φ1n(r, θ, z) = e−i(nθ−lαz)ϕ1n(r),

ϕ1s = j(ϕ0s) = (ϕ0sr, ϕ0sθ,−ϕ0sz), s = m,n. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïå-ðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ âîçìîæíî ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå íåéòðàëüíûõìîä. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ àìïëèòóäíûìè ñèñòåìàìè, êîòîðûå ñòðîÿò-ñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè èëè ñ ïîìîùüþ îñðåäíåíèÿïî áûñòðîìó âðåìåíè. Âïåðâûå àìïëèòóäíûå ñèñòåìû äëÿ çàäà÷è Êóýòòà�Òåéëîðàáûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [1℄, [2℄ â ñëó÷àå ðàâíûõ îñåâûõ ÷èñåë k = l (ðåçîíàíñRes 1).Ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (R1∗, R2∗) ñîñòîèò èç òî÷åê (R1, R2):
R1 = R1∗ + k1ε

2 è R2 = R2∗ + k2ε
2, ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, k1, k2 � êîíñòàíòûíàäêðèòè÷íîñòè (k2

1 + k2
2 = 1). Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿâ ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (R1∗, R2∗) ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå

u = v00 + ε(Φ + Φ∗) + ... (1)Çäåñü Φ = ξ0m(τ)Φ1 + ξ1m(τ)Φ2 + ξ0n(τ)Φ3 + ξ1n(τ)Φ4, íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûåàìïëèòóäû ξ0m(τ), ξ1m(τ), ξ0n(τ), ξ1n(τ) çàâèñÿò îò ìåäëåííîãî âðåìåíè τ = ε2t,ñèìâîë ∗ ââåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, v00 � âåêòîð ñêîðîñòè òå÷åíèÿÊóýòòà ïðè R1 = R1∗ è R2 = R2∗.Ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êâàíòîâûìè ÷èñëàìè (m, k), (n, l) è ñîîòâåò-ñòâóþùèìè èì �àçîâûìè ÷àñòîòàìè (ωm, ωn), êîòîðûì îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå ñèñòå-ìû óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n. Åñëè íè îäíî èç òàêèõ ðåçîíàíñíûõñîîòíîøåíèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ñëàãàåìûå àìïëèòóäíîé ñèñòåìû îòâå÷àþò ëèøüîáÿçàòåëüíûì ðåçîíàíñàì (¾íåðåçîíàíñíûé¿ ñëó÷àé). Â ñëó÷àå m 6= 0 è n 6= 0ñóùåñòâóåò øåñòü ðåçîíàíñíûõ ñîîòíîøåíèé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿñëó÷àé ðåçîíàíñà Res 2, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ n = m, ωn = ωm è l 6= 3k.Òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2. Â ïðîñòðàíñòâå Π ïàðàìåòðîâ (α, η, R1, R2) òî÷-êè ðåçîíàíñà Res 2 îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (ïðîñòðàíñòâåííóþêðèâóþ). Â òî÷êàõ ðåçîíàíñà Res 2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå îñåâîãî âîë-íîâîãî ÷èñëà α, ÷òî ñíèìàåò òðóäíûé âîïðîñ î ñåëåêöèè îñåâûõ âîëíîâûõ ÷èñåë.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìóðåçîíàíñó.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà ïðè ïåðåñå÷åíèè íåé-òðàëüíûõ êðèâûõ, îòâå÷àþùèõ ïåðâûì (íàèìåíüøèì) êðèòè÷åñêèì ÷èñëàì �åé-íîëüäñà, òî÷åê ðåçîíàíñà Res 2 íåò. Òàêèå òî÷êè íàõîäÿòñÿ âäàëè îò êðèâîé ïåðâî-ãî ïåðåõîäà. Íà ðèñ. 2 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (Ω, R1) èçîáðàæåíà êðèâàÿ ïåðâîé
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1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8�èñ. 1. Íà ïåðâûõ äâóõ ðèñóíêàõ èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé R1∗ è
R2∗, îïðåäåëÿþùèõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé, îò η � îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ öèëèí-äðîâ. Íà òðåòüåì ðèñóíêå èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü âîëíîâîãî ÷èñëà α(η), ñîîòâåòñòâóþ-ùåãî òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (R1∗, R2∗).
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–1 –0.9 –0.8 –0.7 –0.6�èñ. 2. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ ïåðâîãî ïåðåõîäà äëÿ η = 1.2. ÁóêâîéÀ îáîçíà÷åíà òî÷êà ðåçîíàíñà Res 2.ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ η = 1.2, à òî÷êà Res 2 îáîçíà÷åíàáóêâîé À. Îòíîøåíèå óãëîâûõ ñêîðîñòåé Ω = Ω1/Ω2 ââåäåíî âìåñòî ïàðàìåòðà
R2 = ΩR1η

2.Íà ðèñ. 3 âèäíî, êàê ïðè âðàùåíèè öèëèíäðîâ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû(Ω < 0) ïîÿâëÿþòñÿ òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿðàäèóñîâ öèëèíäðîâ η. Êðèâûå çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ �àçîâûõ ÷àñòîò ωm/ωnîò Ω ïðè n = m = 1, k = 1, l = 2, îòâå÷àþùèå òî÷êàì íåðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ(Res 0), ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ ωm/ωn = 1.Ïðè âðàùåíèè öèëèíäðîâ â îäíó ñòîðîíó (Ω > 0) òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2 íå îá-íàðóæåíû. Îäíàêî, ðàâåíñòâî ωm/ωn = 1 âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè, åñëè çàçîðìåæäó öèëèíäðàìè ìàë (d = η− 1 ≪ 1), à Ω ≈ 1/η2 (ãðàíèöà Ñàéíæà [4℄, êîòîðàÿðàçäåëÿåò îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà îòíîñèòåëüíî



184 Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.ìàëûõ âîçìóùåíèé). Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî óçêèõ çà-çîðàõ ìåæäó öèëèíäðàìè è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Ω ìîãóò ñóùåñòâîâàòüðåæèìû, áëèçêèå ê ðåçîíàíñíûì. Âîçìîæíî, ÷òî òàêèå ðåæèìû íàéäóò ñåáå àäåê-âàòíóþ òðàêòîâêó â íå ñîçäàííîé åù¼ àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè áè�óðêàöèé.
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–0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4�èñ. 3. Êðèâûå èçîáðàæàþò çàâèñèìîñòü ωm/ωn îò îòíîøåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé öè-ëèíäðîâ Ω äëÿ òî÷åê, îòâå÷àþùèõ íåðåçîíàíñíîìó ñëó÷àþ Res 0 ïðè n=m, l = 2k äëÿîòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ η = 1.1, 1.2, 1.3, 1.7. Ýòè êðèâûå ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ ωm/ωn = 1 âòî÷êàõ ðåçîíàíñà Res 2.Àìïëèòóäíàÿ ñèñòåìà. Cèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä ξ0m, ξ1m, ξ0n è ξ1nâ ñëó÷àå ðåçîíàíñà Res 2 áûëà âûâåäåíà â [5℄. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâó ýòîé àìïëèòóäíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùååòå÷åíèþ Êóýòòà, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå â íåêîòîðîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòèïàðàìåòðîâ íàäêðèòè÷íîñòè (k1, k2). Íà ýòîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóþò òàêæå îáëà-ñòè, ãäå ïîìèìî òðèâèàëüíîãî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äðóãèå ðåøåíèÿ àìïëèòóäíîéñèñòåìû. Â ðàáîòå [6℄ áûëè ïåðå÷èñëåíû ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ðàâíîâåñèÿì ìî-òîðíîé ïîäñèñòåìû àìïëèòóäíîé ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â ìàëîéîêðåñòíîñòè òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2, è óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè.Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîý��èöèåíòîâ àìïëèòóäíîé ñèñòåìû è ïðîäå-ëàí àíàëèç óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿïðè îòíîøåíèè ðàäèóñîâ öèëèíäðîâ η = 1.13257. Òàêîå çíà÷åíèå η ñîîòâåòñòâóåòýêñïåðèìåíòàì, îïèñàííûì [7℄. Êîý��èöèåíòû âû÷èñëåíû äëÿ òðåõ òî÷åê (íàáî-ðîâ) ïàðàìåòðîâ:
1. m = n = 1, k = 1, l = 2, R1 = 27.134, ωm = ωn = 0.3894099, Ω = −0.82140,

α = 2.660219;
2. m = n = 1, k = 1, l = 4, R1 = 35.122, ωm = ωn = 0.4039034, Ω = −0.89254,

α = 1.885125;
3. m = n = 2, k = 1, l = 2, R1 = 31.486, ωm = ωn = 0.7769836, Ω = −1.0428,

α = 2.754978.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âî âñåõ òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ òî÷êàõ åñòü îáëàñòè íàïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íàäêðèòè÷íîñòè, ãäå ñïèðàëüíûå, àçèìóòàëüíûå è äâîéíûåñïèðàëüíûå âîëíû äâóõ âèäîâ ñóùåñòâóþò, íî íå äëÿ âñåõ ýòèõ ðåæèìîâ åñòü



×èñëåííûé àíàëèç ðåæèìîâ îêîëî òî÷êè Res 2 â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà 185îáëàñòè, ãäå îíè óñòîé÷èâû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàç-ðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîì-ïëåêñà �îññèè¿ íà 2007-2013 ãã. (ãîñêîíòðàêò 16.516.11.6106) è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûåè íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009-2013 ã.ã. (ãîñêîí-òðàêò 14.740.11.0877), à òàêæå ãðàíòà �ÔÔÈ � 11-05-01138-à.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ B.È. Ïåðåõîäû è âîçíèêíîâåíèå õàîñà â òå÷åíèÿõ æèäêîñòè // Øåñòîé âñå-ñîþçíûé ñúåçä ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå. Òàøêåíò, 24�30 ñåíòÿáðÿ1986 ã. Àííîòàöèè äîêëàäîâ. Ñ. 661.[2℄ Chossat P., Demay Y., Iooss G. Intera
tion de modes azimutaux dans le probleme deCouette�Taylor // Ar
h. Rational Me
h. Anal. 1987. V. 99. Pp. 213�248.[3℄ Þäîâè÷ Â.È, Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà�Òåéëîðà. I. Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé // Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 5.04.2005, � 458-Â2005, 33 ñ.[4℄ Synge J. I. On the stability of a vis
ous liquid between two rotating 
oaxial 
ylinders //Pro
. Roy. So
. London. Ser. A. 1938. V. 167. � 929. Pp. 250�256.[5℄ Þäîâè÷ Â.È, Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà�Òåéëîðà. II. �åçîíàíñû Res 1, Res 2 // Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 17.01.2006, �47-Â2006, 32 ñ.[6℄ Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í., Ìîðøíåâà È.Â. �åæèìû òå÷åíèÿ îêîëî òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.Òðóäû XIVÌåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè, �îñòîâ-íà-Äîíó, Àçîâ, 19�24 èþíÿ 2010ã.,Ò. 1. �îñòîâ í/Ä, Èçä-âî ÞÔÓ, 2010. Ñ. 245�249.[7℄ Andere
k C. David, Liu S. S., Swinney Harri L. Flow regimes in a 
ir
ular Couettesystem with independently rotating 
ylinders // J. Fluid Me
h. 1986. V. 164.Pp. 155�183.Morshneva I.V., Ov
hinnikova S.N. A numeri
al analysis regimes near point ofRes 2 in the Couette�Taylor problem. The �ow of vis
ous in
ompressible �uid between tworigid in�nite 
on
entri
 
ylinders near the points of 
odimension-2 bifur
ation is studied.The present study is devoted to investigation of amplitude systems 
orresponding to Res 2(the neutral modes frequen
ies and azimuthal quantum numbers equal and axial quantumnumbers are not equal). The results of 
al
ulation of points of resonan
e Res 2 are presented.Numeri
al study of the existen
e and stability of 
ertain periodi
 and quasiperiodi
 regimesarising near resonan
e points Res 2 is performed.



ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�Î�Î ÑÒÅ�ÆÍßÍåñòåðîâ Ñ.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì èäåíòè�èêàöèè ìîäóëÿ Þíãà è óäåëüíîé òåï-ëîåìêîñòè íåîäíîðîäíîãî òåðìîóïðóãîãî ñòåðæíÿ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à íà îñíîâå ìåòîäàëèíåàðèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ïîýòàïíîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìàïåðâîãî ðîäà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå âñå áîëåå àêòèâíî èñïîëüçóþò-ñÿ íåîäíîðîäíûå ìàòåðèàëû, ïîçâîëÿþùèå ñîçäàâàòü èçäåëèÿ ñ óíèêàëüíûìè�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íî íà ïðàêòèêå, â ñèëó íåñîâåðøåíñòâòåõíîëîãèè, ìîæåò ïðîèçîéòè îòêëîíåíèå ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ îò çàäàííûõðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà èäåíòè�èêàöèè ðå-àëüíî ïîëó÷åííûõ ìàòåðèàëîâ. Êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èäåíòè�èêàöèèòåïëî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ äîâîëüíî âåëèêî [1℄. Îäíàêî, ñëó÷àåæå íåîäíîðîäíûõ òåë èññëåäîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàþòñÿ òîëüêî èäåíòè-�èêàöèåé êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè [2℄. Íî â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçâèò àëü-òåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ (ÊÎÇ) òåîðèèóïðóãîñòè [3℄, òåïëîïðîâîäíîñòè è òåðìîóïðóãîñòè â ñëó÷àå ìàëîé ñâÿçàííîñòè ïî-ëåé [4℄ äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåë, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ïðÿìûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ê óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, à íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ê èòåðà-öèîííîé ïðîöåäóðå, íà êàæäîì øàãå êîòîðîé ðåøàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à. Îäíàêî,â ðàáîòå [5℄ âîññòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî îäíà èç �óíêöèé, îñòàëüíûå ïðèíèìàþòñÿèçâåñòíûìè. Â äàííîé ðàáîòå ðàçðàáîòàííûé ðàíåå ïîäõîä ïðèìåíåí äëÿ îäíîâðå-ìåííîé ðåêîíñòðóêöèè äâóõ êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ òåð-ìîóïðóãîñòè � ìîäóëÿ Þíãà è óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ.Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì âîçìóùåíèé.�àññìîòðèì çàêðåïëåííûé íà òîðöå x = 0 òåðìîóïðóãèé ñòåðæåíü äëèíû l,â êîòîðîì êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ ïðè ïîìîùè âíåçàïíî ïðèëîæåííîãî ê òîð-öó x = l òåïëîâîãî ïîòîêà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìîäóëü Þíãà, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü,ïëîòíîñòü, êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ åñòü ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëü-íûå �óíêöèè êîîðäèíàòû x. Òîãäà óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè ïðèìóòâèä:
∂σx
∂x

= ρ(x)
∂2u

∂t2
, (1)

σx = E(x)

(
∂u

∂x
− α(x)θ

)
, (2)

∂

∂x

(
k(x)

∂θ

∂x

)
= c(x)ρ(x)

∂θ

∂t
+ T0α(x)E(x)

∂2u

∂x∂t
, (3)
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u(0, t) = θ(0, t) = 0, −k(l)∂θ

∂x
(l, t) = q0H(t), σx(l, t) = 0. (4)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î òîðöåâîé òåìïåðàòó-ðå θ(l, t) = f(t). Öåëüþ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ äâóõêîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ òåðìîóïðóãîñòè (ìîäóëÿ Þíãàè óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè) ïðè èçâåñòíûõ îñòàëüíûõ. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ââîäÿòñÿáåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è �óíêöèè

z =
x

l
, k̄(z) =

k(zl)

k0
, c̄(z) =

c(zl)

c0
, ρ̄(z) =

ρ(zl)

ρ0
, Ē(z) =

E(zl)

E0
, τ =

k0t

c0ρ0l2
,

W (z, τ) =
k0θ

q0l
, U =

u

l
, Ω =

σx
E0

, δ0 =
α2

0T0E0

c0ρ0

, ε =
k0

c0
√
E0ρ0l

.Çäåñü k0,c0,ρ0,E0 � íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, òåï-ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè, ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ Þíãà ñîîòâåò-ñòâåííî. Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñààíàëîãè÷íî [5℄. Ïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â òðàíñ�îðìàíòàõ ðåøàåòñÿ ìåòîäîìâîçìóùåíèÿ êàê â [6℄ è ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ òðàíñ�îðìàíòòåìïåðàòóðû è íàïðÿæåíèé [6℄.�åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è íàõîäèì â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò. Äëÿ ýòîãîìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè áûëî ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåð-âîãî ðîäà,êîòîðîå ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ â [4℄ èìååò âèä:
p

1∫

0

δc̄n−1(z)ρ̄(z)W̃
2
n−1(z, p)dz + pδ0

1∫

0

δĒn−1

(
dŨn−1

dz

)2

dz =
1

p
(W̃T − W̃n−1)|z=1 (5)Îäíàêî äëÿ ðåêîíñòðóêöèè äâóõ áåçðàçìåðíûõ �óíêöèé c̄(z) è Ē(z) îäíîãî óðàâ-íåíèÿ âèäà (5) íåäîñòàòî÷íî. Âòîðîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì, èçìåíèâñïîñîá íàãðóæåíèÿ ñòåðæíÿ. Äëÿ ýòîãî êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ âîçáóæäàþò ìåõàíè÷å-ñêèì ñïîñîáîì. Â ýòîì ñëó÷àå â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1)�(4) íóæíîèçìåíèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà u(0, t) = θ(0, t) = 0, ∂θ

∂x
(l, t) = 0, σx(l, t) = σ0H(t).Âûïîëíÿÿ äåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íûå ïåðâîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è è ïîëüçóÿñü îáîçíà-÷åíèÿìè, ââåäåííûìè â [6℄, ïîëó÷èì âòîðîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìàïåðâîãî ðîäà:

p

1∫

0

δc̄n−1(z)ρ̄(z)Ṽ
2
n−1(z, p)dz+pδ0

1∫

0

δĒn−1

(
dṼn−1

dz

)2

dz = −λδ0(ṼT − Ṽn−1)|z=1 (6)Êîý��èöèåíòû âîññòàíàâëèâàëèñü â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå èñêàëîñü íà÷àëü-íîå ïðèáëèæåíèå â êëàññå ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ �óíêöèé. Íà âòîðîì ýòàïåïðîèñõîäèëî óòî÷íåíèå âîññòàíàâëèâàåìûõ �óíêöèé ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5),(6). �åøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåð-âîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé. Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ



188 Íåñòåðîâ Ñ.À.ìåòîä À.Í. Òèõîíîâà. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ δĒn−1(z) è δc̄n−1(z) èç ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû óðàâíåíèé (5),(6) ñòðîèëèñü íîâûå ïðèáëèæåíèÿ Ēn(z) = Ēn−1(z) + δĒn−1(z) è
c̄n(z) = c̄n−1(z)+ δc̄n−1(z). Êðèòåðèåì âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿñòàáèëèçàöèÿ �óíêöèîíàëà íåâÿçêè ìåæäó òî÷íûìè è âû÷èñëåííûìè òîðöåâûìèñìåùåíèÿìè è òåìïåðàòóðàìè

Jn−1 =

∞∫

0

(W̃n−1(1, p) − W̃T (1, p)2dp+

∞∫

0

(Ũn−1(1, p) − ŨT (1, p)2dp .Â ðàáîòå íàòóðíûé ýêñïåðèìåíò çàìåíåí âû÷èñëèòåëüíûì. Îäíîâðåìåííî âîñ-ñòàíàâëèâàëèñü äâå áåçðàçìåðíûå �óíêöèè � ìîäóëü Þíãà è óäåëüíàÿ òåïëî-åìêîñòü, îñòàëüíûå áåçðàçìåðíûå �óíêöèè ïîëàãàëèñü ðàâíûìè åäèíèöå. Âîñ-ñòàíàâëèâàëñü ýêñïîíåíöèàëüíûå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ñòåïåííûå �óíêöèè. Âõîäå ýêñïåðèìåíòîâ âûÿñíåíî, ÷òî íàèáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü âîçíèêàëà íà òîðöàõñòåðæíÿ, çàäàíèå òîðöåâûõ çíà÷åíèé çíà÷èòåëüíî ñíèæàëî ïîãðåøíîñòü; ìîíîòîí-íûå �óíêöèè âîññòàíàâëèâàëèñü ëó÷øå íåìîíîòîííûõ, âîññòàíîâëåíèå óäåëüíîéòåïëîåìêîñòè ïðîèñõîäèëî ñ ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì ðåêîíñòðóêöèÿ ìîäóëÿÞíãà. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äà-åò õîðîøåå îäíîâðåìåííîå âîññòàíîâëåíèå äâóõ ìîíîòîííûõ �óíêöèé. Íà ðèñóí-êàõ ïðèâåäåíû ïðèìåðû îäíîâðåìåííîé ðåêîíñòðóêöèè ìîäóëÿ Þíãà Ē(z) = e(−z)è óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè c̄(z) = z2 − z+ 1. Ïðè ýòîì, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿîáåèõ �óíêöèé îêàçàëîñü ðàâíûì 1 − 0, 7z. Íà ÷åòâåðòîé èòåðàöèè ïîãðåøíîñòüðåêîíñòðóêöèè äëÿ äâóõ �óíêöèé íå ïðåâûñèëà 7%, ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè �
α = 10−9 , íåâÿçêà J4 = 2 · 10−6.

�èñ. 1. �åêîíñòðóêöèÿ ìîäóëÿ Þíãà. �èñ. 2. �åêîíñòðóêöèÿ óäåëüíîé òåïëîåì-êîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �10-01-00194-à. Àâòîð áëàãî-äàðèò ïðî�åññîðà Âàòóëüÿíà À.Î. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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ation of inhomoheneous properties of inhomoheneous rod . Theiteration algorithm of identi�
ation heat 
apa
ity and Young modulue of thermoelasti
inhomogeneous rod is proposed. On the basis of method of linearization inverse problemis redu
ed to step by step solution of Fredholm integral equation of the �rst kind. Results ofnumeri
al experiments are given.



ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÁÀËÊÈ Ñ ÒÎÍÊÈÌ �ÀÇ�ÅÇÎÌÎñèïîâ À.Â.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíà ìîäåëü áàëêè ñ òîíêèì ðàçðåçîì. Ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñîïðÿ-æåíèÿ íà êîíöàõ ðàçðåçà. Ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îöåíêå òî÷íîñòèïîëó÷åííûõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ.1. Ââåäåíèå.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèÿì êîëåáàíèéíåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé, â òîì ÷èñëå ñòåðæíåé ñ äå�åêòàìè. Ïðè ýòîì èññëåäîâà-íû çàäà÷è ñ ïîëîñòÿìè â ñòåðæíå [1, 2℄, à òàêæå çàäà÷è ñ òðåùèíàìè è ðàçðåçàìèâ ñòåðæíå [3, 4℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñïîñîá �îðìóëèðîâêè óñëîâèéñîïðÿæåíèÿ íà êîíöàõ òîíêîãî ðàçðåçà ïðè àíàëèçå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé êîí-ñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ, ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõóñëîâèé íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè.2. Çàäà÷à äëÿ òðåõýëåìåíòíîé áàëêè.�àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω óïðóãîé áàëêè äëèíû L.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàëêà íà êîíöå x = 0 æåñòêî çàêðåïëåíà, à íà êîíöå x = Läåéñòâóåò íàãðóçêà (ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà). Óðàâíåíèå èìååò âèä [5℄:
(EI(x)w′′(x))′′ − ρω2Fw(x) = 0,ãäå E � ìîäóëü Þíãà, I � ìîìåíò èíåðöèè, ρ � ïëîòíîñòü, F � ïëîùàäü ïîïå-ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

w(0) = w′(0) = 0;EI(L) · w′′(L) = 0; (EI(L) · w′′(x))′(L) = P.Â òî÷êå x0 ñäåëàí òîíêèé ðàçðåç øèðèíîé 2l. �àññìîòðèì ìîäåëü òðåõýëåìåíòíîéáàëêè. Ñ÷èòàÿ ìîäóëüÞíãà âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé ïî âñåé äëèíå áàëêè E = const,áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íà êàæäîì ïðîìåæóòêå:




wIV1 − ρω2F1

EI1
w1 = 0,

wIV0 − ρω2F0

EI0
w0 = 0,

wIV2 − ρω2F1

EI1
w2 = 0,

(1)ãäå F1 = F2 = bH , F0 = bh, I1 = I2 = bH3

12
, I0 = bh3

12
, H � òîëùèíà áàëêè íà ó÷àñò-êàõ 1 è 2, h � òîëùèíà áàëêè íà ñðåäíåì ó÷àñòêå. Èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1):

w1(0) = 0, w′
1(0) = 0,

w1(x0 − l) = w0(x0 − l), w′
1(x0 − l) = w′

0(x0 − l)

I1w
′′
1(x0 − l) = I0w

′′
0(x0 − l), I1w

′′′
1 (x0 − l) = I0w

′′′
0 (x0 − l)

w0(x0 + l) = w2(x0 + l), w′
0(x0 + l) = w′

2(x0 + l),

I0w
′′
0(x0 + l) = I2w

′′
2(x0 + l), I0w

′′′
0 (x0 + l) = I2w

′′′
2 (x0 + l),

w′′
2(L) = 0, EI2w

′′′
2 (L) = P

(2)



Îá îäíîé ìîäåëè áàëêè ñ òîíêèì ðàçðåçîì 1913. Ïîëó÷åíèå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ äëÿ äâóõýëåìåíòíîé áàëêè ñ òîí-êèì ðàçðåçîì.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ñòûêîâêè íà êîíöàõ ðàçðåçà ïðåäñòàâèì �óíêöèþ w0â ñëåäóþùåì âèäå:
w0(x) = A1 cosh(k(x− x0)) + A2 cos(k(x− x0))+

+A3 sinh(k(x− x0)) + A4 sin(k(x− x0)), (3)ãäå k4 = 12ρω2/Eh2. Èñïîëüçóÿ (2) è (3), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íàêðàÿõ ðàçðåçà äëÿ w1 è w2:
w2(x0 + l) = (A1 + A2) + (A3 + A4)kl;

w′
2(x0 + l) = (A1 −A2)k

2l + (A3 + A4)k;

I2w
′′
2(x0 + l) = I0((A1 −A2)k

2 + (A3 − A4)k
3l);

I2w
′′′
2 (x0 + l) = I0((A1 + A2)k

4l + (A3 − A4)k
3);

w1(x0 − l) = (A1 + A2) −−(A3 + A4)kl;

w′
1(x0 − l) = −(A1 − A2)k

2l + (A3 + A4)k;

I2w
′′
1(x0 − l) = I0((A1 −A2)k

2 − (A3 −A4)k
3l);

I2w
′′′
1 (x0 − l) = I0(−(A1 + A2)k

4l + (A3 −A4)k
3);Èñêëþ÷èâ èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå A1, A2, A3, A4,ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-íûõ ñëåâà è ñïðàâà îò ðàçðåçà:

w1(x0 − l) − w2(x0 + l) + l(w′
1(x0 − l) + w′

2(x0 + l)) = 0;

w′
1(x0 − l) − w′

2(x0 + l) + l
I2
I0

(w′′
1(x0 − l) + w′′

2(x0 + l)) = 0;

I2
I0

(w′′
1(x0 − l) − w′′

2(x0 + l)) + l
I2
I0

(w′′′
1 (x0 − l) + w′′′

2 (x0 + l)) = 0;

I2
I0

(w′′′
1 (x0 − l) − w′′′

2 (x0 + l)) + k4l(w1(x0 − l) + w2(x0 + l)) = 0�àçëîæèâ êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â ðÿä ñ òî÷íîñòüþ äî O(l2), ïîëó÷àåìîêîí÷àòåëüíî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà êîíöàõ ðàçðåçà (äëÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿáàëêè â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà):
1.w1(x0) − w2(x0) = 0;

2.w′
1(x0) − w′

2(x0) + l

(
H3

h3
− 1

)
2w′′

1(x0) = 0;

3.w′′
1(x0) − w′′

2(x0) = 0;

4.w′′′
1 (x0) − w′′′

2 (x0) +
12ρω2

EH3
hl2w1(x0) = 0;

(4)



192 Îñèïîâ À.Â.l H h 1 2 3 40.1 0.1 0.05 0.069265 0.003713 -0.143329 0.0987680.05 0.1 0.05 0.026997 0.016095 -0.062581 0.0201400.01 0.1 0.05 0.004333 0.004962 -0.011408 0.0006810.005 0.1 0.05 0.002103 0.002577 -0.005641 0.0001660.001 0.1 0.05 0.000410 0.000530 -0.001118 0.000006Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèå íåâÿçîê óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ l.l H h 1 2 3 40.01 0.1 0.09 0.004093 0.005322 -0.011168 0.0000340.01 0.1 0.08 0.004111 0.005291 -0.011181 0.0000620.01 0.1 0.07 0.004144 0.005240 -0.011206 0.0001220.01 0.1 0.06 0.004204 0.005148 -0.011262 0.0002670.001 0.1 0.05 0.000410 0.000530 -0.001118 0.0000060.01 0.1 0.04 0.004666 0.004508 -0.011899 0.002209Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèå íåâÿçîê óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíûðàçðåçà.Â ñëó÷àå òîíêîãî ðàçðåçà, ãäå l → 0, â óñëîâèÿõ 2 è 4 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíûéïåðåõîä è îíè ñâîäÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì.Â òàáë. 1 ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿåòñÿ íåâÿçêà êàæäîãî èç óñëîâèé ñ èçìåíåíèåìäëèíû ðàçðåçà, â òàáë. 2 ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿåòñÿ íåâÿçêà ïðè èçìåíåíèè ãëóáèíûðàçðåçà.Ïðèìå÷àíèå. Â òàáë. 1, 2 â ñòîëáöàõ 
 íîìåðàìè ¾1¿, ¾2¿, ¾3¿, ¾4¿ ïðèâåäåíûñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ íåâÿçîê ïðè ïåðâîì, âòîðîì, òðåòüåì è ÷åòâåðòîì óñëî-âèÿõ ñîïðÿæåíèÿ. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû èëè ãëóáèíûðàçðåçà ïîãðåøíîñòü âîçðàñòàåò (ïðè H > 3h), è, âèäèìî,äëÿ àäåêâàòíîñòè òðåáó-åòñÿ èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé èçãèáà áàëêè, íàïðèìåð, ìîäåëè òèïàÒèìîøåíêî. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà íåâÿçêè ñëàáî çàâèñèò îò âûáî-ðà òî÷êè ðàçðåçà x0.4. Çàäà÷à äëÿ äâóõýëåìåíòíîé áàëêè. Ñ ïîìîùüþ âûâåäåííûõ óñëîâèÿ ñî-ïðÿæåíèÿ (4) ìîæíî èññëåäîâàòü çàäà÷ó î äâóõýëåìåíòíîé áàëêå, òî åñòü áàë-êå ñ òîíêèì ðàçðåçîì, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, à âìåñòî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) äëÿ òðåõýëåìåíòíîé áàëêè âûñòóïàþòïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (4). Ñðàâíèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ äâóõýëå-ìåíòíîé áàëêè è òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ òðåõýëåìåíòíîé áàëêè, à â êà÷åñòâå êðèòåðèÿâûáåðåì çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ íà ñâîáîäíîì êîíöå w2(L):Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ âîêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà, ïðè ýòîì íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ îíà íå ïðåâûøàåò 5%.5. Çàêëþ÷åíèå. Ñ�îðìóëèðîâàíû àäåêâàòíûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà êîíöàõòîíêîãî ðàçðåçà. Ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îöåíêå òî÷íîñòè ïîëó-÷åííûõ óñëîâèé. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëèëè îöåíèòüâëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ðàçðåçà íà òî÷íîñòü ñ�îðìóëèðîâàííûõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ.
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�èñ. 1. Ñðàâíåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿè ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ äâóõýëåìåíòíîéáàëêè äî ïåðâîãî ðåçîíàíñà. �èñ. 2. Ñðàâíåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿè ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ äâóõýëåìåíòíîéáàëêè ïîñëå ïåðâîãî ðåçîíàíñà.
Àâòîð áëàãîäàðèò ïðî�. Âàòóëüÿíà À.Î. çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ñîëóÿíîâ Í.Î. Îá îïðåäåëåíèè ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðàçìåðà ïîëî-ñòè â óïðóãîì ñòåðæíå // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2005. � 9, Ñ. 44�56.[2℄ Àõòÿìîâ À.Ì., Àþïîâà À.�. Î ðåøåíèè çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ äå�åêòîâ â âèäåìàëîé ïîëîñòè â ñòåðæíå // Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.2010. � 3. Ñ. 37�42.[3℄ Àõòÿìîâ À.Ì., Êàðèìîâ À.�. Äèàãíîñòèðîâàíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû âñòåðæíå ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé // Òåõíè÷åñêàÿ àêóñòèêà.2010. � 10.[4℄ Èëüãàìîâ Ì.À., Õàêèìîâ À. �. Äèàãíîñòèêà ïîâðåæäåíèé êîíñîëüíîé áàëêè ñ íàä-ðåçîì. 2009. � 6. Ñ. 83�89.[5℄ Ôèëèïïîâ À.Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.736 ñ.Osipov A.V. A model of a beam with a thin 
ut . The model of a beam with athin 
ut. The 
onditions of 
onjugation at the ends of the 
ut. A number of numeri
alexperiments to evaluate the a

ura
y of the jun
tion 
onditions.



�ÅÇÎÍÀÍÑ 1:1 Â ÇÀÄÀ×Å ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Ï�ÀÂÈËÜÍÎ�ÎÂÈÕ�ÅÂÎ�Î ÏßÒÈÓ�ÎËÜÍÈÊÀ ÂÍÅ Ê�Ó�ÀÎñòðîâñêàÿ È.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ïðàâèëüíîãî âèõðåâîãî ïÿòèóãîëüíèêà,ðàñïîëîæåííîãî âíå êðóãîâîé îáëàñòè, â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâóêðàòíîé ïàðû ÷èñòîìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (æîðäàíîâà êëåòêà).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äâèæåíèå ñèñòåìû ïÿòè îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ âèõ-ðåé, ðàñïîëîæåííûõ âíå êðóãà ðàäèóñà R, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè [1℄:
˙̄zk =

κ

2πi

(
5∑

j=1,j 6=k

1

zk − zj
−

5∑

j=1

1

zk − ẑj
+

5

zk

)
, k = 1, . . . , 5. (1)Çäåñü zk = xk + iyk, k = 1, . . . , 5 � êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå, xk, yk � äåêàðòîâûêîîðäèíàòû k-ãî âèõðÿ, ẑk =

R2

z̄k
� îòðàæåíèå k-ãî âèõðÿ ãðàíèöåé êðóãà, κ �èíòåíñèâíîñòü âèõðÿ.Ñèñòåìà (1) � ãàìèëüòîíîâà, ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = −κ
2

4π

∑

16j<k65

ln
∣∣zj − zk

∣∣2 +
κ

2

8π

5∑

j,k=1

ln
∣∣R2 − zjz

∗
k

∣∣2 − 5κ
2

4π

5∑

k=1

ln
∣∣zk
∣∣2.Ñèñòåìà (1) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå

zk = eiωtuk, uk = R0e
2πi(k−1)/5, k = 1, . . . , 5, (2)

ω =
κ

4πR2
0

(
14 − 10

1 − q5

)
, q =

R2

R2
0

< 1.Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà îäèíàêîâûõ âèõðåé, ðàñïîëîæåííûõ íà îêðóæíîñòèðàäèóñà R0 â âåðøèíàõ âïèñàííîãî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà âðàùàåòñÿ ñ ïîñòî-ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = ω(q).2. Óñòîé÷èâîñòü ïðàâèëüíîãî âèõðåâîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Çàìåíà ïåðå-ìåííûõ
zk(t) = eiωtvk(t)ïðèâîäèò óðàâíåíèÿ (1) ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå:

˙̄vk =
1

2πi

5∑

j=1,j 6=k

κ

vk − vj
− 1

2πi

5∑

j=1

κ

vk − v̂j
+

5

2πi

1

vk
+ iωv̄k, k = 1, . . . , 5 (3)ñ ãàìèëüòîíèàíîì

E(v) = H(v) +
ω

2
M(v), M = κ

5∑

k=1

|vk|2, v = (v1, . . . , v5) ∈ C5. (4)



�åçîíàíñ 1:1 â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïðàâèëüíîãî âèõðåâîãî ïÿòèóãîëüíèêà 195Íà êàæäîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ vk ââåäåì êâàçèïîëÿðíûå êîîðäèíàòû è çà-ïèøåì vk â âèäå
vk = R0

√
2

(
1

2
+ rk

)
ei(

2π
n

(k−1)+θk). (5)Â ïåðåìåííûõ r = (r1, . . . , r5), θ = (θ1, . . . , θ5) óðàâíåíèå (2) ïîñëå çàìåíû t→ t/R2
0ïðèíèìàåò âèä

ṙk =
∂E

∂θk
(v(r, θ)), θ̇k = −∂E

∂rk
(v(r, θ)). (6)�àçëîæèì �óíêöèþ E(v(ρ)) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ:

E(v(ρ)) =
κ

2

4π
(E0 + E2(v(ρ)) + E3(v(ρ)) + E4(v(ρ)) + . . . ). (7)Ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå âûøå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Êâàäðàòè÷íàÿ �îð-ìà E2 ïðåäñòàâèìà â âèäå

E2 = (Sρ, ρ) S =




F1
1

2
G0

−1

2
G0 F2


 , ρ = (r, θ), (8)à ìàòðèöà ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû (6) íà íóëåâîì ðåøåíèè èìååò âèä:

L =

(
−G0 2F2

−2F1 −G0

)
. (9)Ìàòðèöû F1, F2, G0 ÿâëÿþòñÿ öèðêóëÿíòàìè (ñì. [2, ï. 5.1℄), ïðè÷åì F1, F2 �ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû, à G0 � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ. Îíè âûïèñàíû â ðàáîòåÕàâåëîêà [3℄ âìåñòå ñ èõ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìèìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè L. Õàâåëîê óñòîíîâèë, ÷òî ïðè q > q∗5 èìåþòñÿ ýêñïîíåí-öèàëüíî ðàñòóùèå ðåøåíèÿ, à ïðè q < q∗5 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷èñòî ìíèìûå.Çäåñü

q∗5 ≈ .3345958365.Â ñëó÷àå q = q∗5 â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèéñëó÷àé äâóêðàòíîé ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, àíàëèç êîòîðîãîè ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàøåé ðàáîòû.Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå �îðìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïî �àóñó, êîòîðîå îïðå-äåëÿåòñÿ êàê �îðìàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Ôîð-ìàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû îçíà÷àåò (ñì.,íàïðèìåð, [4℄), ÷òî ñóùåñòâóåò ñòåïåííîé ðÿä, âîçìîæíî ðàñõîäÿùèéñÿ, êîòîðûé�îðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû, äîñòèãàþùèé ìèíèìóìà íà ýòîì ïîëî-æåíèè ðàâíîâåñèÿ.Òåîðåìà. Còàöèîíàðíîå âðàùåíèå (2) ïðàâèëüíîãî âèõðåâîãî ïÿòèóãîëüíèêà�îðìàëüíî óñòîé÷èâî ïî �àóñó â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå q = q∗5.



196 Îñòðîâñêàÿ È.Â.Çàìå÷àíèå 1. Óñòîé÷èâîñòü äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èíòåðåñíîèçó÷èòü, ÷òîáû âûÿñíèòü ¾îïàñíîé¿ èëè ¾áåçîïàñíîé¿ (ïî Áàóòèíó [6℄) ÿâëÿåò-ñÿ ýòà ãðàíèöà. Äðóãèìè ñëîâàìè, æåñòêî èëè ìÿãêî ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé-÷èâîñòè òîìñîíîâñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà, êîãäà ïàðàìåòð q âîçðàñòàÿ, ïðîõîäèò÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå q∗5?Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå q = q∗5. Òîãäà λ12(q∗5) =
λ13(q∗5) = 0. Ñïåêòð ìàòðèöû ëèíåðèçàöèè L ñîñòîèò èç äâóêðàòíîãî íóëåâîãîñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ σ = 0, äâóêðàòíîé ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé ±iω∗, ãäå ω∗ = λ02(q∗5) = .5678764813, è äâóõ ïðîñòûõ ïàð ÷èñòî ìíèìûõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Êàæäîìó äâóêðàòíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåòæîðäàíîâà êëåòêà â æîðäàíîâîé �îðìå ìàòðèöû L.Ââåäåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

(
r
θ

)
= B

(
ξ
ζ

)
, ãäå B =

1√
5
‖ B1, B2, . . . , B10 ‖, (10)

B1 = −
(
ν1h4

ν−1
1 h1

)
, B2 = −k0

x

(
h0

h2

)
, B3 = −k0

x

(
h0

h3

)
, B4 =

(
−ν1h4

ν−1
1 h1

)
,

B6 =

(
ν1h1

−ν−1
1 h4

)
, B7 = k0x

(
h2

h0

)
, B8 = k0x

(
h3

h0

)
, B9 = −

(
ν1h1

ν−1
1 h4

)
,

B5 =
1√
2λ15

(
h5

h0

)
, B10 =

√
2λ15

(
h0

h5

)
.Çäåñü Bk � êîëîíêè ìàòðèöû B (k = 1, . . . , 10), ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ k0 =

√
2,

x =
√

2λ22, ν1 = 4

√
|λ21|
|λ11|

, λ1k è λ2k � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö F1 è F2 ñîîò-âåòñòâåííî, âû÷èñëåííûå ïðè q = q∗5, hk � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòèõ ìàòðèö, à
h0 = (0, 0, 0, 0, 0)T � íóëåâîé âåêòîð ñòîëáåö.Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà B ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà E2ê íîðìàëüíîé �îðìå.Çäåñü ζ5 � öèêëè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ïîëíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïîëàãàÿ ξ5 =
0, ïîëó÷àåì ïðèâåäåííûé ãàìèëüòîíèàí W 
 ðÿäîì Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

W =
κ

2

4π
(W0 + W2 + W3 + a∗(ζ3

2 + ζ2
2)2 + . . . ). (11)Ìíîãîòî÷èÿìè îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è âûøå, êðîìå âûïèñàí-íûõ, ïðè÷åì a∗ = −57.271076, à êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå W2 èìåþò âèä:

W2 = ω∗1 (ξ1
2 + ζ1

2) +
1

2
(ξ2

2 + ξ3
2) + ω∗ (ξ3 ζ2 − ξ2 ζ3) + ω∗4 (ξ4

2 + ζ4
2). (12)
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W3 � êóáè÷åñêàÿ �îðìà:
W3 = α1 (ξ3(ζ1ζ4 + ξ1ξ4) − ξ2(ξ4ζ1 − ξ1ζ4)) + α2

(
ξ2

2ζ1 − ξ3
2ζ1 + 2 ξ1ξ2ξ3

)
+

+ α3

(
−ξ12ξ3 + ξ3ζ1

2 + 2 ξ1ξ2ζ1
)

+ α4

(
ξ2

2ζ4 − ξ3
2ζ4 − 2 ξ2ξ3ξ4

)
+

+ α5

(
−ξ3ξ42 + ξ3ζ4

2 − 2 ξ2ξ4ζ4
)

+ α6

(
ζ2ζ4

2 − ξ4
2ζ2 + 2 ξ4ζ3ζ4

)
+

+ α7 (ξ1(ξ2ζ2 − ξ3ζ3) − ζ1(ξ2ζ3 + ξ3ζ2)) + α8 (ζ3(ξ1ζ4 − ξ4ζ1) − ζ2(ξ1ξ4 + ζ1ζ4))+

+ α9

(
ζ1

2ζ2 − ξ1
2ζ2 − 2 ξ1ζ1ζ3

)
+ α10

(
ζ3

2ζ4 − ζ2
2ζ4 + 2 ξ4ζ2ζ3

)
+

+ α11 (ζ4(ξ2ζ3 + ξ3ζ2) + ξ4(ξ2ζ2 − ξ3ζ3)) + α12

(
ζ1ζ2

2 − ζ1ζ3
2 + 2 ξ1ζ2ζ3

)ñ êîý��èöèåíòàìè
ω∗1 = ω1(q∗5) = 1.717773311, ω∗4 = ω4(q∗5) = .2554286482, ω∗ = .5678764814.

α1 = .2649565946, α2 = .3461307873, α3 = .5640080910, α4 = .1258475195,
α5 = .1132967762, α6 = 6.899876845, α7 = 2.358051096, α8 = 7.834591892,
α9 = .4926700326, α10 = 18.20295882, α11 = 1.566468753, α12 = 8.191044555.Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè [4, 5℄, íîðìàëèçîâàííàÿ äî ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêàâêëþ÷èòåëüíî, �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (11) èìååò âèä
W(ψ, φ) =

κ
2

4π
(E0 + ω∗1 (ψ1

2 + φ1
2) +

1

2
(ψ2

2 + ψ3
2) + ω∗ (ψ3 φ2 − ψ2 φ3)+

+ ω∗4 (ψ4
2 + φ4

2) + A∗(φ
2
2 + φ2

3)
2 + . . . (13)ãäå ψ = (ψ1, . . . , ψ4), φ = (φ1, . . . , φ4) � íîâûå ïåðåìåííûå, ìíîãîòî÷èåì îáîçíà-÷åíû ñëàãàåìûå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è âûøå, êðîìå âûïèñàííûõ. Êîý��èöèåò A∗âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì

A∗ = a∗ −
1

4

α2
10

ω∗ + ω∗4
+

1

4

α2
12

ω∗ − ω∗1
= 200.5128207608. (14)Íóëåâîå ðàâíîâåñèå ïðèâåäåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (11)�îðìàëüíî óñòîé÷èâî ïî �àóñó, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà A∗ ïîëîæèòåëüíà. Äîêàçà-òåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ Ñîêîëüñêîãî â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòèëàãðàíæåâûõ ðåøåíèé îãðàíè÷åííîé ïðîáëåìû òðåõ òåë (ñì. [4, ñ. 144℄, [5℄).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ èíàóêè �Ô â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíûõ öåëåâûõ ïðîãðàìì: ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîò-êè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîìïëåêñà�îññèè íà 2007�2013 ãîäû¿ (ãîñêîíòðàêò � 16.516.11.6106), �îññèéñêîãî ÔîíäàÔóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ãðàíòû � 10-05-00646, 11-05-01138) è Àìåðè-êàíñêîãî �îíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàçâèòèÿ (ÀÔ�È�/CRDF), ãðàíòRUM1-2943-RO-09.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìèëí-Òîìñîí Ë.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Ìèð, 1964.[2℄ Êóðàêèí Ë. �. Îá óñòîé÷èâîñòè òîìñîíîâñêèõ âèõðåâûõ êîí�èãóðàöèé âíóòðè êðó-ãîâîé îáëàñòè // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2009. Ò. 5. � 3. C. 295�317.[3℄ Havelo
k T.H. The stability of motion of re
tilinear vorti
es in ring formation // Phil.Mag. 1931. Vol. 11. � 70. Pp. 617�633.[4℄ Ìàðêååâ À.Ï. Òî÷êè ëèáðàöèè â íåáåñíîé ìåõàíèêå è êîñìîäèíàìèêå. Ì.: Íàóêà,1978.[5℄ Ñîêîëüñêèé À.�. Îá óñòîé÷èâîñòè ëàãðàíæåâûõ ðåøåíèé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõòåë ïðè êðèòè÷åñêîì îòíîøåíèè ìàññ // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1975.Ò. 39, âûï. 2. Ñ. 366�369.[6℄ Áàóòèí Í.Í. Ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâî-ñòè. Ì.�Ë.: �îñòåõèçäàò. 1984. 164 ñ.Ostrovskaya I. V. Resonan
e 1:1 in the problem of stability of regular vortex pentagonoutside 
ir
ular domain. The paper is devoted to stability of the regular vortex pentagonlo
ated outside a 
ir
ular domain in the 
riti
al 
ase of double 
ouple of purely imaginaryeigenvalues (jordan 
ell).



�ÀÑ×�Ò ÒÅ×ÅÍÈß ÂßÇÊÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ Ñ�ÅÄÛÂ ÊÀÂÅ�ÍÅ ÌÅÒÎÄÎÌ LS-STAG � ÌÅÒÎÄÎÌÏÎ��ÓÆÅÍÍÛÕ ��ÀÍÈÖ Ñ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ Ó�ÎÂÍßÏóçèêîâà Â.Â.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà�åøàåòñÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à î òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû â ïðÿìîóãîëüíîé êà-âåðíå ìåòîäîì ïîãðóæåííûõ ãðàíèö LS-STAG. �àññìîòðåíû ïðîñòåéøèå òèïû óñå÷¼ííûõÿ÷ååê â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷¼òîââ ïàêåòå OpenFOAM.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ ìíîãî âíèìàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèþ ìåòîäîâ ðàñ-÷¼òà òå÷åíèé íà ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòêàõ íà ñëó÷àè îáëàñòåé ñëîæíîé �îðìû ïðèïîìîùè ìåòîäîâ ïîãðóæåííûõ ãðàíèö (ïîãðóæåííîé íàçûâàåòñÿ ãðàíèöà ðàçäåëàñðåäû è òâ¼ðäîãî òåëà, â îáùåì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíàÿ è íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç óçëûïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè). Â ýòèõ ìåòîäàõ ãðàíèöà îáëàñòè òå÷åíèÿ íå ñâÿçûâàåòñÿñ ðàñ÷¼òíîé ñåòêîé, è íàèáîëåå âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà ñ óñå÷¼ííûìèÿ÷åéêàìè, ò. å. ÿ÷åéêàìè íåïðàâèëüíîé �îðìû, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè ïåðåñå-÷åíèè ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷ååê ñ ïîãðóæåííîé ãðàíèöåé îáëàñòè òå÷åíèÿ, ïîñêîëüêóðåøàþùóþ ðîëü äëÿ òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðàñ÷¼òà èãðàåò äèñêðåòèçàöèÿ óðàâ-íåíèé èìåííî â ýòèõ ÿ÷åéêàõ.Íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ìåòîäîì ïîãðóæåííûõ ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ ìåòîä LS-STAG (Level Set STAGgered � ìåòîä ïîãðóæåííûõ ãðàíèö ñ �óíêöèÿìè óðîâ-íÿ äëÿ ðàçíåñ¼ííûõ ñåòîê). Ìåòîä ïðåäëîæåí â ñòàòüå [1℄ êàê ðàçâèòèå ÌÀÑ-ìåòîäà [2℄ (ìåòîäà ìàðêåðîâ è ÿ÷ååê) è îáëàäàåò, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñ-ïåðèìåíòû, âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.Ìåòîä LS-STAG èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè.
• Òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîãðóæåííîé ãðàíèöû äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì èñïîëüçîâà-íèÿ çíàêîïåðåìåííîé �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ (�óíêöèè óðîâíÿ [3℄) äëÿ å¼ ÿâ-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå �óíêöèé óðîâíÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü ëåã-êî âû÷èñëÿòü âñå íåîáõîäèìûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿ÷ååê ñåòêè,óìåíüøàÿ òàêèì îáðàçîì çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè íà îáðàáîòêó ÿ÷ååêñëîæíîé �îðìû.
• Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîãðóæåííûõ ãðàíèö (íàïðèìåð, [4, 5℄),îïèñûâàþùèå òå÷åíèå âåëè÷èíû íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿþòñÿ â óñå÷¼ííûõÿ÷åéêàõ, à íå èíòåðïîëèðóþòñÿ.
• Â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ LS-STAG-äèñêðåòèçàöèè ïîëîæåíû ÷èñëåííûå àíàëîãèçàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìàññû, èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âî âñåéîáëàñòè òå÷åíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ �èçè÷åñêèïðàâäîïîäîáíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [6℄.
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• LS-STAG-äèñêðåòèçàöèÿ ñîõðàíÿåò ïÿòèòî÷å÷íóþ ñòðóêòóðó øàáëîíà ÌÀÑ-ìåòîäà. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ý��åêòèâíûå ìåòîäû ïðåäîáóñëàâëèâà-íèÿ [7�10℄, ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ ìîäè�èêàöèé äëÿ ó÷¼òà ïîãðóæåí-íûõ ãðàíèö.Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîì LS-STAG ðåøàåòñÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à î ðàñ÷åòå òå÷åíèÿâÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû â ïðÿìîóãîëüíîé êàâåðíå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ â êàâåðíå � ïðÿìîóãîëüíîé ðàñ-÷¼òíîé îáëàñòè Ω = [0, L] × [0, H ] ñ ãðàíèöåé Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 (ñì. ðèñ. 1).Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:





∇ · ~v = 0,
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v +

1

ρ
∇p− ν∆~v = 0,

~v(x, y, 0) = ~0, (x, y) ∈ Ω,

~v|Γ1 = ~v|Γ2 = ~v|Γ4 = ~0, u|Γ3 = V0 = const, v|Γ3 = ~0,
∂p

∂~n

∣∣∣
Γ

= 0,

(1)
ãäå ~v = ~v(x, y, t) = u · ~ex + v · ~ey � ñêîðîñòü, p = p(x, y, t) � äàâëåíèå, ν � êîý��è-öèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü.Ïóñòü Ω∗ � íåêîòîðûé îáú¼ì æèäêîñòè, Γ∗ � åãî ãðàíèöà. Òîãäà ìîæíî ïåðå-ïèñàòü â èíòåãðàëüíîé �îðìå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∫

Γ∗

~v · ~n dS = 0 (2)è óðàâíåíèå èìïóëüñà â ïðîåêöèÿõ íà îñè Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî
d

dt

∫

Ω∗

u dV +

∫

Γ∗

(~v · ~n)u dS +
1

ρ

∫

Γ∗

p~ex · ~n dS −
∫

Γ∗

ν∇u · ~n dS = 0, (3)
d

dt

∫

Ω∗

v dV +

∫

Γ∗

(~v · ~n)v dS +
1

ρ

∫

Γ∗

p~ey · ~n dS −
∫

Γ∗

ν∇v · ~n dS = 0. (4)Ïðè ðàñ÷¼òàõ ïîëàãàåì, ÷òî îáëàñòü Ω êâàäðàòíàÿ (L = H), âñå âåëè÷èíûáóäåì ñ÷èòàòü áåçðàçìåðíûìè, â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé äëèíû âûáèðàåì ðàçìåðÿ÷åéêè, â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γ3, òîãäà
L = 1, H = 1, V0 = 1, ρ = 1, ν =

1

Re
, ãäå Re � ÷èñëî �åéíîëüäñà.2. LS-STAG äèñêðåòèçàöèÿ. Äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ íðàçðûâíîñòèâ ìàòðè÷íîé �îðìå èìååò âèä

DU + U
ib

= 0, èëè Dxu+Dyv + U
ib

= 0, (5)ìàòðèöà D ñîñòàâëåíà èç áëîêîâ Dx è Dy (äàëåå ïîä ìàòðèöàìè C[U ], G, K, Máóäåì ïîíèìàòü áëî÷íûå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì), âåêòîð
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�èñ. 1. �àñ÷¼òíàÿ îáëàñòü.ñêîðîñòåé U ñîñòàâëåí èç âåêòîðîâ u è v, U ib

i,j ≡ 0. Ìàòðèöû Dx è Dy ñòðîÿòñÿ ïîñëåäóþùèì øàáëîíàì (i = 1, N , j = 1,M):
Dx
P (i, j) = ϑui,j∆yj , D

x
W (i, j) = −ϑui−1,j∆yj,

Dy
P (i, j) = ϑvi,j∆xi, D

y
S(i, j) = −ϑvi,j−1∆xi.

(6)Â ñòðîêå ñ íîìåðîì (i, j) ýëåìåíò ñ èíäåêñîì P ñòîèò íà äèàãîíàëè, ýëåìåíò ñèíäåêñîì W íàõîäèòñÿ â ñòîëáöå ñ íîìåðîì, ðàâíûì íîìåðó êîíòðîëüíîãî îáú-¼ìà, ãðàíè÷àùåãî ñ Ωi,j ñ çàïàäà, ñ èíäåêñîì S � ñ þãà, è ò. ä. Äëÿ óðàâíåíèéèìïóëüñà (3), (4) äèñêðåòèçèðîâàííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååòñëåäóþùèé ìàòðè÷íûé âèä
d

dt
(Mu) + C[U ]U +GP − νKU + Sib,c − νSib,ν = 0. (7)Çäåñü M � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáú¼ìû ÿ÷ååê,ìàòðèöà G çàäà¼ò äèñêðåòíûé îïåðàòîð ãðàäèåíòà (ïîëàãàåì, ÷òî îí ñâÿçàí ñ äèñ-êðåòíûì îïåðàòîðîì äèâåðãåíöèè ñîîòíîøåíèåì G = −DT ), ìàòðèöàK îïèñûâàåòâÿçêóþ äè��óçèþ, âåêòîðû Sib,c è Sib,ν � èñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå âñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èç êîíâåêòèâíûõ è âÿçêèõ ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâåííî.3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè è ðåøåíèå ÑËÀÓ. Èíòåãðèðîâàíèå ïîâðåìåíè äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (5), (7) ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìî-ùüþ ïîëóíåÿâíîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ñõåìå Àäàìñà�Áàø�îðòà âòîðîãî ïî-ðÿäêà ñ äè��åðåíöèðîâàíèåì íàçàä (AB/BDF 2). Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò èç äâóõ øà-ãîâ. Øàã ïðåäèêòîðà ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ �åëüì-ãîëüöà äëÿ Ũ � ïðîãíîçà ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè tn+1 = tn + ∆t. Ñëåäóþùèéøàã

3

2
M
Un+1 − Ũ

∆t
−DT (P n+1 − P n) = 0, DUn+1 + U

ib,n+1
= 0 (8)ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ �óíêöèè äàâ-ëåíèÿ Φ =

2∆t(P n+1 − P n)

3
:

AΦ = DŨ + U
ib,n+1

, A = −DM−1DT . (9)
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�èñ. 2. Ëèíèè òîêà ïðè Re = 1000, ðàñ÷¼ò â ïàêåòå OpenFOAM, ñåòêà 100 × 100 (ñëåâà)è ìåòîäîì LS-STAG, ñåòêà 50 × 50 (â ñåðåäèíå) è 20 × 20 (ñïðàâà) ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû â âû÷èñëèòåëüíîì ïðîöåññå ê äèà-ãîíàëüíîìó ýëåìåíòó AP (i, j) äîáàâëÿåòñÿ ìàëàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà δ, âåëè-÷èíà êîòîðîé ïîðÿäêà ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ, è ñèñòåìà (9) ðåøàåòñÿ âî âñåéðàñ÷¼òíîé îáëàñòè.Çàòåì îïðåäåëÿþòñÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèå â ìîìåíò âðåìåíè tn+1 ïî �îðìóëàì:
Un+1 = Ũ +M−1DTΦ, P n+1 =

3

2∆t
Φ + P n. (10)Ñîãëàñíî [1℄, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû àâòîðîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííàÿ ñõåìà èìå-åò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè êàê ïî ñêîðîñòÿì, òàê è ïî äàâëåíèþ.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ. Áûëî ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîéçàäà÷è ìåòîäîì LS-STAG äëÿ Re = 100, Re = 500 è Re = 1000 íà ñåòêàõ 20 × 20è 50× 50. Îíî ñðàâíèâàëîñü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì äëÿ ýòèõ çàäà÷ â îòêðûòîìñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîì ïàêåòå âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè OpenFOAM(Open Sour
e Field Operation And Manipulation) íà ñåòêå 100 × 100. Íà ðèñ. 2èçîáðàæåíû ëèíèè òîêà äëÿ Re = 1000.5. Çàêëþ÷åíèå. �åøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì LS-STAG, ñîâïàäàþò ñ ðåøå-íèåì, ïîëó÷åííûì â ïàêåòå OpenFOAM. Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàñ÷¼òìåòîäîì LS-STAG ïðîâîäèëñÿ íà áîëåå ãðóáûõ ñåòêàõ. Íà ñåòêå 20 × 20 ïàêåòOpenFOAM ñ ðåøåíèåì çàäà÷è î êàâåðíå íå ñïðàâëÿåòñÿ (ïîëó÷àåìûå ëèíèè òîêàñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ëèíèé òîêà, êîòîðûå äîëæíû áûòü â äåéñòâèòåëüíîñòè),â òî âðåìÿ êàê ìåòîä LS-STAG ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íà ýòîé ñåòêå êà÷åñòâåííîâåðíîå ðåøåíèå.�åøàòåëü BiCGStab, èñïîëüçóåìûé â íàøåé ïðîãðàììå LS-STAG, ðåøàåò íàêàæäîì øàãå ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèé �åëüìãîëüöà äëÿ ïðîãíîçà ñêîðîñòèçà 1�2 èòåðàöèè (ñ ILU-ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì), à ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿÏóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ � â ñðåäíåì çà 2�3 (ñ ìíîãîñåòî÷íûì ïðåäîáóñëàâëèâà-òåëåì), â òî âðåìÿ êàê â ïàêåòå OpenFOAM ïðè èõ ðåøåíèè ñîâåðøàåòñÿ äî 20è 120 èòåðàöèé ñîîòâåòñòâåííî.Â ïåðñïåêòèâå ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà è êîìïëåêñà ïðî-ãðàìì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ñðåäû è ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷ àýðîãèäðî-óïðóãîñòè íà îñíîâå LS-STAG ìåòîäà. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðàññìîòðåíû äâó-ìåðíûé (ïëîñêèé) ñëó÷àé è íàèáîëåå ïðîñòûå òèïû óñå÷¼ííûõ ÿ÷ååê, èä¼ò ðàáîòàíàä óâåëè÷åíèåì áûñòðîäåéñòâèÿ ïðîãðàììû.
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∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�åøåíû çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ êîìïîçèòíîé íà ïîëèìåðíîé îñíîâå öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ â îäíîðîäíîì è ïîïåðå÷íî íåîäíîðîäíîì ñòàöèîíàðíîì òåìïåðà-òóðíîì ïîëå. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíà-ëèç àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ïîëó÷åííûõ ñ ó÷åòîì èáåç ó÷åòà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå îáîëî÷êè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé òåì-ïåðàòóðû, çàäàííîé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè. �àññìîòðåíî âëèÿíèå îáúåìíîãîñîäåðæàíèÿ âîëîêíà â ñëîèñòîì êîìïîçèòå íà ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.1. Ïðè èññëåäîâàíèè âèáðîàêòèâíîñòè îáîëî÷åê èç ïîëèìåðíûõ êîìïîçèòíûõìàòåðèàëîâ âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ó÷åò òåðìîâÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòðèöû. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñïîñîáíîñòü îáîëî÷êè ê äåìï�èðîâàíèþ êîëåáàíèé â îñíîâíîìîïðåäåëÿåòñÿ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî. Ñóùå-ñòâåííî è òî, ÷òî ýòè õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè �óíêöèÿìè ÷àñòîòûè òåìïåðàòóðû.�àññìîòðèì ñëó÷àé íåîäíîðîäíîñòè ñâîéñòâ êîìïîçèòíîé îáîëî÷êè, ñâÿçàííûéñ íàëè÷èåì ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå. Óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-áàíèé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Òèìîøåíêî,à òàêæå �èçè÷åñêèå è äå�îðìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â [1℄ è [4℄. Âäàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòåíêà îáîëî÷êè ñîñòîèò èç ñèììåòðè÷íî àðìè-ðîâàííûõ êîìïîçèòíûõ ñëîåâ îäèíàêîâîé òîëùèíû.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåìïåðàòóðà âíåøíåé îêðóæàþùåé ñðåäû ðàâíà T− , à òåì-ïåðàòóðà âíóòðè � T+. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåìïåðàòóðà ñòåíêè îáîëî÷-êè èçìåíÿåòñÿ ïî òîëùèíå ïî ëèíåéíîìó çàêîíó T (Z) îò çíà÷åíèÿ T+ äî T− .
T (S−) = T− ; T (S+) = T+. Åñëè òîëùèíà îáîëî÷êè ðàâíà h, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿäëÿ �óíêöèè T (Z) çàïèøóòñÿ â âèäå: T (h/2) = T+; T (−h/2) = T− . Ñõåìà ñòåí-êè ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ T (Z) óäîâëåòâîðÿåòãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòÿõ:

T (Z) = T+ + △T (Z + h/2),−h/2 6 Z 6 h/2, (1)ãäå △T = (T− − T+)/h, h � áåçðàçìåðíàÿ òîëùèíà.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáîëî÷êà ñîñòàâëåíà èç äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ñëîåâ.Áóäåì ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðó â êàæäîì îòäåëüíîì ñëîå îäíîðîäíîé è ðàâíîé Tk(k = 1 . . .m). Êîîðäèíàòà öåíòðà òÿæåñòè ñå÷åíèÿ k-ãî ñëîÿ ðàâíà: Zk = −h/2 +
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h(2k−1)/(2m). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ (1), ïîëó÷èìçíà÷åíèå òåìïåðàòóðû äëÿ k-ãî ñëîÿ (Tk) ïî �îðìóëå:

Tk = T+ + △Th(2k − 1)/(2m), k = 1...m. (2)Â ñâÿçè ñ çàâèñèìîñòüþ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà îòòåìïåðàòóðû âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íàõîæäåíèÿ âÿçêîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèêìàòðèöû æåñòêîñòè [3℄ â îòäåëüíîñòè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ. Â îòëè÷èå îò îäíîðîäíîéïî òåìïåðàòóðå çàäà÷è êîý��èöèåíòû æåñòêîñòè Aij = hΣm
k=1C

k
ijZk i, j = 1, 2 è

A33 = hΣm
k=1C

k
66Zk íå áóäóò ðàâíû íóëþ.

�èñ. 1.2. Â ðàáîòå [4℄ ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè â îäíîðîäíîì è íåîäíîðîäíîì òåìïåðàòóðíîì ïîëå. Íèæå ðàññìîò-ðèì ýòó çàäà÷ó, âàðüèðóÿ ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷-êè dT = |T+ − T−|. Ïóñòü öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåìãàðìîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, ðàñïðåäåëåííîé ïî öèëèíäðè÷åñêîé ïà-íåëè â öåíòðàëüíîé ÷àñòè îáîëî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âçÿòû ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå æåñòêîìó çàêðåïëåíèþ. Ïðè íåó÷åòå ãðàäèåíòà òåìïåðà-òóðû ïî òîëùèíå òåìïåðàòóðà òåëà îáîëî÷êè â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàëàñü ðàâíîé
T (Z) = (T− + T−)/2. �àñ÷åòíûå ïàðàìåòðû: Re(Ef ) = 2 · 1011Ïà; Re(ν12f ) = 0.3;
ρf = 1730êã/ì3; Vf = 0.5.Ïîñòðîåíèå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) ïðîèçâîäèòñÿ ñ øà-ãîì ïî ÷àñòîòå △Ω = 3.6 · 10−4, è ñ èíòåíñèâíîñòüþ àìïëèòóäû íàãðóçêè
p3 = 105Ïà, â äèàïàçîíå Ω = 0 ÷ 0.228 ñ óäåðæàíèåì ïåðâûõ 11 ìîä ãàðìîíè-÷åñêèõ êîëåáàíèé (moda = 0÷ 10). �åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû îáîëî÷êè: L = 5R,
R = 0.2ì, Îáùàÿ òîëùèíà ïàêåòà h = 0.002ì. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû À×Õ, ðàñ-ñ÷èòàííûå ñ ó÷åòîì (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è áåç ó÷åòà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) âëèÿíèÿãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò èàìïëèòóä äëÿ íåîäíîðîäíîé è îäíîðîäíîé ïî òåìïåðàòóðå çàäà÷è. Ïðè ýòîì ñðàâ-íèâàëèñü ïåðâûå 5 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (Ω1 ÷ Ω5).Íåó÷åò ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå ïðèâîäèò ê çàâûøåíèþ æåñòêîñò-íûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëèìåðà è âñåé êîíñòðóêöèè â öåëîì, ÷òî ïðèâîäèò ê ñó-ùåñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì â îïðåäåëåíèè À×Õ. Îñîáåííî ÿâíî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ
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�èñ. 2.
ωgr WgrdT 10 40 60 10 40 60

Ω1 0.025 0.019 0.019 29.43 18.12 33.10
Ω2 0.043 0.031 0.029 1.85 6.52 7.64
Ω3 0.076 0.05 0.044 0.75 2.17 3.87
Ω4 0.121 0.092 0.089 4.23 11.07 16.90
Ω5 0.187 0.131 0.120 0.75 2.99 3.83Òàáëèöà 1. ωgr,Wgr � ÷àñòîòà è àìïëèòóäà ðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð ïîòîëùèíå.

ω WdT 10 40 60 10 40 60
Ω1 0.028 0.025 0.023 10.08 22.95 28.09
Ω2 0.048 0.036 0.032 1.27 5.08 9.96
Ω3 0.08 0.053 0.045 0.67 2.88 6.32
Ω4 0.139 0.120 0.105 2.74 5.78 9.29
Ω5 0.198 0.146 0.126 0.66 1.47 2.86Òàáëèöà 2. ω,W � ÷àñòîòà è àìïëèòóäà ñîîòâåòñòâåííî áåç ó÷åòà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð

ωgr Wgr ω W
Vf 0.5 0.7 0.5 0.7 0.5 0.7 0.5 0.7
Ω1 0.021 0.024 40.01 9.08 0.026 0.032 8.66 9.56
Ω2 0.034 0.045 2.02 3.98 0.039 0.049 1.41 2.05
Ω3 0.056 0.079 0.83 0.68 0.059 0.075 0.91 1.16
Ω4 0.096 0.113 6.47 4.71 0.122 0.147 4.44 3.29
Ω5 0.141 0.184 0.68 1.64 0.161 0.196 0.66 0.81Òàáëèöà 3. ω,W � ÷àñòîòà è àìïëèòóäà ñîîòâåòñòâåííî áåç ó÷åòà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóð.



Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â íåîäíîðîäíîì òåìïåðàòóðíîì ïîëå 207äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò Ω1, Ω4, ðàñ÷èòàííûõ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìîä ãàðìî-íè÷åñêèõ êîëåáàíèé m = 4, 5, 6, 7, 8, 10, ïîãðåøíîñòü â äàííîì ñëó÷àå äîñòèãàåò
20% − 25%. Íå òàê ñóùåñòâåííî ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ ÷àñòîò Ω2, Ω3, Ω5 ñãàðìîíèêàìè m = 1, 2 � 5% − 10%.Òàêæå áûëî ðàññìîòðåíî âëèÿíèå îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ âîëîêíà â ñëîèñòîìêîìïîçèòå íà ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Óñëîâèÿ çàäà÷è îñòàâàëèñü ïðåæíè-ìè, ìåíÿëîñü òîëüêî îáúåìíîå ñîäåðæàíèå àðìèðóþùèõ âîëîêîí â êîìïîçèòíîììàòåðèàëå Vf (òàáë. 3). Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû À×Õ äëÿ ñëó÷àÿ Vf = 0.7, øòðè-õîâàÿ ëèíèÿ � ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � áåçó÷åòà.

�èñ. 3.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �ðèãîëþê Ý.È., Êóëèêîâ �.Ì.Ìíîãîñëîéíûå àðìèðîâàííûå îáîëî÷êè. �àñ÷åò ïíåâ-ìàòè÷åñêèõ øèí. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå. 1988. 287 ñ.[2℄ Ñòåïàíåíêî Þ.Ï., Èñàåâ Ê. Â., Àçàðîâ À.Ä. Ìîäåëèðîâàíèå òåðìîìåõàíè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîøíîé ñðåäû. Òð. IIÌåæäóíàð. êîí�. �îñòîâ-í/Ä: ÌÏ ¾Êíèãà¿. 1997. Ò. 1. Ñ. 118�123.[3℄ Êðèñòåíñåí �. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîìïîçèòîâ. Ì.: Ìèð, 1982. 334 ñ.[4℄ Ñà�ðîíåíêî Â. �., Òðè�îíîâ Â. Â., Øóòüêî Â.Ì. Òåðìîâÿçêîóïðóãèå çàäà÷è ñòàöè-îíàðíîé äèíàìèêè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ èç ïîëèìåðíîãî êîìïîçèòà // Ñîâðåì. ïðîáë.ìåõ. ñïëîøíîé ñðåäû. Òð. XI Ìåæäóíàð. êîí�. �îñòîâ-íà-Äîíó. 2007. Ñ. 170�174.Safronenko V.G., Trifonov V.V., Shutko V.M. For
ed vibrations of polymer
omposite shells of revolution in a inhomogeneous temperature �eld . The problems of thevibrations of polymer-based 
omposite 
ylindri
al shell in a homogeneous and inhomogeneoustransverse stationary temperature �eld. A numeri
al method for the study, a 
omparativeanalysis of the amplitude-frequen
y response and natural frequen
ies, obtained with andwithout temperature gradient along the thi
kness of the shell, depending on the temperaturevalues given on the front surfa
es of the shell. The in�uen
e of the volume 
ontent of �ber ina laminated 
omposite solution to the problem.



ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÉ Ï�Î��ÀÌÌÛFLEXPDE ÄËß �ÀÑ×ÅÒÀ ÑÎÑÒÀÂÍÛÕ ÒÅË, ÈÌÅÞÙÈÕÑÅ�ÍÅÒÎÊÅ�ÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÝËÅÌÅÍÒÛÑêàëèóõ À.Ñ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÓñòàíîâëåíî, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ïðîãðàììû ê ðàñ÷åòó ïüå-çîêåðàìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íå ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîêîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìåþò ñåä-ëîâóþ ñòðóêòóðó, à ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå íå ðàáîòàþò. Â ñâÿçèñ ýòèì áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîóïðóãîñòè ñ îïðå-äåëåííûì âûáîðîì ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé. Òàêîé ïîäõîä îêàçàëñÿ ý��åêòèâíûì äëÿðåøåíèÿ íå òîëüêî ïðîñòûõ çàäà÷, íî è çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ýëåìåíòû èç êåðàìè-÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñ÷åòå ñòàòîðàïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ëèíåéíîãî äâèãàòåëÿ.Áåçðàçìåðíàÿ �îðìà óðàâíåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî ïà-êåò FlexPDE ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è äëÿ ñîñòàâíûõ òåë, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿïüåçîêåðàìè÷åñêèå ýëåìåíòû. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò âûçâàòüíåäîóìåíèå. Âåäü èç îïèñàíèÿ ïðîãðàììû ñëåäóåò, ÷òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ðå-øàòü ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â äèâåðãåíò-íîé �îðìå, ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿ è óðàâíåíèÿ ýëåêòðîóïðóãîñòè. Îäíàêî ïåðâûåæå ïîïûòêè ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåé ñòàòè÷åñêîé òðåõìåðíîé çàäà÷è î ïðîäîëüíîìðàñòÿæåíèè ïîïåðå÷íî ïîëÿðèçîâàííîãî ñòåðæíÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîêà-çûâàþò, ÷òî ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå, èñïîëüçîâàâ �îðìó óðàâíåíèé ýëåêòðî-óïðóãîñòè íàïðÿìóþ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Çàäà÷è ìîäàëüíîãî àíàëèçàòàêæå íå ðåøàþòñÿ. Âûâîäèìûå íà ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå ïðèáëèæåíèÿ ñîáñòâåí-íûõ ÷àñòîò íå óäîâëåòâîðÿþò ýëåìåíòàðíûì òðåáîâàíèÿì ïðèáëèæåíèÿ ñâåðõó,à î ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà íè÷åãî óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ñêàçàòüíåëüçÿ.Òåì íå ìåíåå óäàëîñü ðàçðàáîòàòü ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé, èñïîëüçóÿ âûøåóêà-çàííóþ ïðîãðàììó, ïîëó÷àòü ïðèåìëåìûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ýòîòïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïîëîæåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, èñïîëüçóåòñÿ áåçðàç-ìåðíàÿ �îðìà óðàâíåíèé, è âî-âòîðûõ, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ ìàñ-øòàáíûå ìíîæèòåëè.Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíîé �îðìå îñóùåñòâèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, ïðèìåíÿå-ìîì â òåîðèè ðàçìåðíîñòåé [1℄ ïðè èñïîëüçîâàíèè �èçè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïóñòüäëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìîäàëüíîãî àíàëèçà. Ïðè íàïèñàíèè�îðìóë áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿ-þùåìóñÿ èíäåêñó è îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàïÿòîé, èíäåêñïîñëå êîòîðîé óêàçûâàåò êîîðäèíàòó, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ äè��åðåíöèðîâà-íèå. Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ àìïëèòóäíûõ ñîñòàâëÿþ-ùèõ, êàê èçâåñòíî [2℄, âêëþ÷àåò â ñåáÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ



Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû FlexPDE 209è óðàâíåíèå ýëåêòðîñòàòèêè äèýëåêòðèêîâ,
σij,j + ρfi = −ρω2ui; Di,i = 0,ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ Êîøè è óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì,
εij =

1

2
(ui,j + uj,i); Ei = −ϕ,i,à òàêæå óðàâíåíèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà �óêà

σ11 = C11ε11 + C12ε22 + C13ε33 − e31E3; σ22 = C12ε11 + C11ε22 + C13ε33 − e31E3;
σ33 = C13ε11 + C13ε22 + C33ε33 − e33E3; σ23 = 2C44ε23 − e15E2;

σ13 = 2C44ε13 − e15E1; σ12 = (C11 − C12)ε12; D1 = 2e15ε13 + g11E1;
D2 = 2e15ε23 + g11E2; D3 = e31ε11 + e31ε22 + e33ε33 + g33E3;Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîãäà íà îäíîé ÷à-ñòè ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ âåêòîð íàïðÿæåíèé, à íà äðóãîé âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, èêîãäà îäíà ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ïîêðûòà ýëåêòðîäàìè, ñîåäèíåííûìè ñ ãåíåðàòîðîìíàïðÿæåíèé, à íà äðóãîé ÷àñòè ýëåêòðîäû îòñóòñòâóþò. Â çàäà÷àõ ìîäàëüíîãîàíàëèçà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îäíîðîäíû:

σijnj|Sσ
= 0; ui|Su

= 0;
ϕ|Sϕ

= 0; Dini|SD
= 0.Àíàëèç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî óïðó-ãèå, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå èìåþò ðàçíûå ïîðÿäêè:

Cij ∼ 1010, eij ∼ 100, gij ∼ 10−10. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöûæåñòêîñòè ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå áóäóò èìåòü áîëüøîé ðàçáðîñ â ïî-ðÿäêàõ. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà èìååò ñåäëîâóþ ñòðóêòóðó, ÷òî çíà÷èòåëüíî îñëîæ-íÿåò åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Åñëè ïðîèãíîðèðîâàòü îòìå÷åííûå âûøå îñîáåííîñòèçàäà÷è è ïîïûòàòüñÿ ðåøàòü åå ñðåäñòâàìè ïàêåòà FlexPDE îáû÷íûì ñïîñîáîì,òî ìû ïîëó÷èì íåâåðíîå ðåøåíèå èëè ñèòóàöèè ðàñõîäèìîñòè ïðîöåññà äàæå äëÿñòàòè÷åñêèõ çàäà÷.Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíîé �îðìå óðàâíåíèé, äëÿ ÷åãî ââåäåì ïðîèçâîëüíûåìíîæèòåëè âñåõ �óíêöèé.
x = l0 x̂, y = l0 ŷ, z = l0 ẑ, ui = u0 ûi, ϕ = ϕ0 ϕ̂,

σij = σ0 σ̂ij , εij = ε0 ε̂ij, Ei = E0 Êi, Di = D0 D̂i, ρ = ρ0 ρ̂, ω = ω0 ω̂,

Cij = C0 Ĉij, eij = e0 êij , gij = g0 ĝijÏîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ñîîòíîøåíèé â óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ó÷åòàóñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî 12 ââåäåííûõ êîý��èöèåíòîâóäîâëåòâîðÿþò 7 ñîîòíîøåíèÿì. Çíà÷èò ïÿòü èç íèõ ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèç-âîëüíî. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíûõ ñëåäóþùèå êîý��èöèåíòû:
l0, C0, ρ0, ε0, g0.



210 Ñêàëèóõ À.Ñ.Ïîëîæèì ε0 = 1, à îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ïîëîæèì ðàâíûìè �èçè÷åñêèì õà-ðàêòåðèñòèêàì ìàòåðèàëà, íàïðèìåð
l0 = L, C0 = C11, ρ0 = ρ, g0 = −ǫ33,çäåñü L � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð òåëà. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ââûáîðå çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå çíàêà ¾ìèíóñ¿ äëÿ êîý��è-öèåíòà g0. Ýòî ñäåëàíî ñ òåì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû ìàòðèöà æåñòêîñòè íå èìåëà ñåä-ëîâîé ñòðóêòóðû. Äåëî â òîì, ÷òî èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëè â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìêîìïëåêñå FlexPDE î÷åíü ïëîõî ðàáîòàþò ñ òàêèìè ìàòðèöàìè, ìîæíî äàæå ñêà-çàòü, ÷òî îíè ¾íå ðåøàþò¿ óðàâíåíèé ñ òàêèìè ìàòðèöàìè. Îäíàêî ñèòóàöèþèñïðàâëÿåò èñêóññòâåííî ââåäåííûé îòðèöàòåëüíûé ìíîæèòåëü.Òåïåðü îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïðåäåëÿþòñÿ èç ïîëó÷åí-íûõ âûøå ñîîòíîøåíèé:

u0 = l0, σ0 = C0, e0 =
√
−C0 g0, ω0 =

C0

ρ0 l20

E0 =

√
−C0

g0

, D0 =
√
−C0 g0, ϕ0 = l0

√
−C0

g0

.Çàäà÷à î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ïîïåðå÷íî ïîëÿðèçîâàííîãî ñòåðæ-íÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîíñîëüíî çàêðåïëåííûé êåðàìè÷åñêèé ñòåð-æåíü ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ýëåêòðîäàìè íà âåðõíåé è íèæíåé ëèöåâîé ïî-âåðõíîñòÿõ. Çàäàäèì â ïðîãðàììå íåáîëüøóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé errlim = 0.1è âûáåðåì ïàðàìåòð mode = 25. Âûáåðåì òàêæå â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà êåðàìèêóÖÒÑ-19, è ïîëîæèì ñëåäóþùèå ðàçìåðû (ñèñòåìà ÑÈ): äëèíà L = 0.05, øèðè-íà a = 0.01, òîëùèíà h = 0.005. Èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà âûáåðåì òîëüêî òåðåøåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðîäîëüíûì êîëåáàíèÿì ñòåðæíÿ. Òðè ïåðâûåìîäû êîëåáàíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1�3, òàì æå óêàçàíû è áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòû.Îáû÷íî, ÷òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò îñîáåííîñòè
�èñ. 1. Ω1 = 1.209. �èñ. 2. Ω2 = 3.606. �èñ. 3. Ω3 = 5.937.ðåøåíèÿ çàäà÷è èëè ñðàâíèâàþò åãî ñ èçâåñòíûì. Â íàøåì ñëó÷àå òàêîé îñîáåííî-ñòüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò íà íå÷åòíûõ ãàð-ìîíèêàõ, ò. å. äîëæíû áûòü âûïîëíåíû îòíîøåíèÿ Ω3 : Ω2 : Ω1 = 5 : 3 : 1. Â íàøåìñëó÷àå â ñèëó ìàëîé òî÷íîñòè errlim = 0.1, êîòîðàÿ áûëà âûáðàíà ïðè ðåøåíèèçàäà÷è, èìååì òàêîå îòíîøåíèå Ω3 : Ω2 : Ω1 = 5.937 : 3.606 : 1.209 = 4.91 : 2.98 : 1,÷òî íåñîìíåííî ãîâîðèò î âåðíûõ ðàñ÷åòàõ. Åñëè óâåëè÷èòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿçàäà÷è äî errlim = 0.2, òî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óâåëè÷èâàåòñÿ â 2 ðàçà, íî ïî-ëó÷àþùèåñÿ îòíîøåíèÿ Ω3 : Ω2 : Ω1 = 4.91 : 2.98 : 1 íå èçìåíÿåòñÿ.



Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû FlexPDE 211Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå âðåìåíè ñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì íåäî-ñòàòêîì ýòîé ïðîãðàììû ïðè èñïîëüçîâàíèè åå â òåõíè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ.�àñ÷åò ñòàòîðà ëèíåéíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî äâèãàòåëÿ.Ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñàFlexPDE ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ èíæåíåðíûõ çàäà÷. Âîçüìåì ê ïðèìåðó ëèíåéíûéïüåçîêåðàìè÷åñêèé äâèãàòåëü êîíñòðóêöèè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 4. Ïðèíöèï

�èñ. 4. Ñõåìà ïüåçîäâèãàòåëÿ.ðàáîòû òàêîãî äâèãàòåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè êðóãîâûõ äâèæåíèé êîíöîâ
A, B, C, D òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîãäà òî÷êè A, B êîíòàêòèðóþò ñ áåãóíêàìè,òî÷êè C, D â ýòî âðåìÿ åãî áû íå êàñàëèñü, è íàîáîðîò. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïîäà-÷åé ðàçíîñòè íàïðÿæåíèé íà ýëåêòðîäû ïðåîáðàçîâàòåëåé ñ ñîîòâåòñòâóþùåéðàçíîñòüþ �àç. Íåïîäâèæíàÿ ÷àñòü äâèãàòåëÿ � ñòàòîð � âûïîëíåíà òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü êðóãîâûå äâèæåíèÿ åãî êîíöîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíûåïàðíûå ìåõàíè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ êîíöîâ ñòàòîðà íà áåãóíêè îáåñïå÷èâàþò èõäâèæåíèå â òîì èëè â äðóãîì íàïðàâëåíèÿõ. Îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè ðàñ÷åòåñòàòîðà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ÷òîáû â äàëüíåéøåìïîäàâàòü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîéïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå èëè áëèçêîé ê íåé. Êîíñòðóêöèÿ ñòàòîðà âûïîëíåíàèç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòûðå ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïðåîá-ðàçîâàòåëÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êåðàìè÷åñêèõ ïëàñòèí,ïîëÿðèçîâàííûõ ïî òîëùèíå, ñ àëþìèíèåâîé âñòàâêîé ìåæäó ïàðàìè ïðåîá-ðàçîâàòåëåé. Óãëîâûå êîðïóñíûå ýëåìåíòû èçãîòîâëåíû èç ñòàëè. Êðåïëåíèåïðåîáðàçîâàòåëåé ê êîðïóñíûì ýëåìåíòàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ øïèëåê èãàåê, íå ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå. Ïîñêîëüêó â íàøó çàäà÷ó âõîäèò ëèøü íàìåðåíèåïîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ïðîãðàììó FlexPDE ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðèðàñ÷åòå ñîñòàâíûõ êîíñòðóêöèé, ðàññìîòðèì öåëîñòíóþ êîíñòðóêöèþ áåç ó÷åòàêðåïåæíûõ ýëåìåíòîâ.



212 Ñêàëèóõ À.Ñ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðîâåäåì ìîäàëüíûé àíàëèç ñòàòîðà íàîñíîâå ìîäåëè ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îí èìååò äâå îñèñèììåòðèè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü òîëüêî ÷åòâåðòü ñîñòàâíîé êîíñòðóêöèè.Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíà ïåðâàÿ �îðìà êîëåáàíèé. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíî ïîëå ïå-ðåìåùåíèé íà ïåðâîé �îðìå. Çàäàäèìñÿ ïàðàìåòðîì îøèáêè errlim = 0.001 è îò-

�èñ. 5. 1-àÿ �îðìà êîëåáàíèé. �èñ. 6. Ïîëå ïåðåìåùåíèé.ìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïëîñêèõ çàäà÷ âðåìÿ ðåøåíèÿ ïðè ïîâûøåíèè òî÷íîñòèâîçðàñòàåò íå òàê ñèëüíî, êàê ïðè ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷. Èç ðèñóíêîâõîðîøî âèäíî, ÷òî êîíñòðóêòèâíûå âûðåçû äîñòàâëÿþò ÷àñòè ñòàòîðà êðóãîâûåâðàùåíèÿ, çàñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå åãî êîíöû äâèãàòüñÿ ïîä óãëîì ê áåãóíêàì.Ó÷èòûâàÿ ãàðìîíè÷åñêèé õàðàêòåð äâèæåíèÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè äâèæóòñÿïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòü �àç íà ïðåîáðàçîâàòåëÿõâûçûâàåò íåîáõîäèìûå äâèæåíèÿ ëèíåéíîãî ðîòîðà.Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñàFlexPDE ìîæíî ðåøàòü èíæåíåðíûå çàäà÷è äëÿ ñîñòàâíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ òåëè äàæå ïðîâîäèòü ìîäàëüíûé àíàëèç ñâÿçàííûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øàïîâàëîâ Ë.À. Ìîäåëèðîâàíèå â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ì.:Ìàøèíîñòðîåíèå, 1990. 288 ñ.[2℄ Ïàðòîí Â. Ç., Êóäðÿâöåâ Á.À. Ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòü ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ èýëåêòðîïðîâîäíûõ òåë. Ì.: Íàóêà, 1988. 472 ñ.Skaliukh A. S. Using �nite-element program. At a ma
ros
opi
 level the dependen
e ofdeformations on stress is des
ribed with the help of the ordinary di�erential equation.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕÏÜÅÇÎÀÊÒÈÂÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ ÂÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÌ ÊÎÌÏËÅÊÑÅ ACELANÑîëîâüåâ À.Í.∗, ∗∗, ∗∗∗, Îãàíåñÿí Ï.À.∗
∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó
∗∗∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àçðàáîòàí ìîäóëü êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî êîìïëåêñà ACELAN äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ�óíêöèîíàëüíî íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, â òîì ÷èñëå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êåðàìèê ñíåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ïðî-ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòå-ëåé.Ââåäåíèå. Êîìïîçèòíûå è �óíêöèîíàëüíî ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû èãðàþòâàæíóþ ðîëü ïðè ñîçäàíèè ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ â ïðèáî-ðîñòðîåíèè, àâèàñòðîåíèè ìåäèöèíå è äð. Ïîñêîëüêó �èçè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåòàêèõ ìàòåðèàëîâ äîðîãî è íå âñåãäà âîçìîæíî, ïðîåêòèðîâàíèå ýòèõ óñòðîéñòâîïèðàåòñÿ íà òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòî-ÿíèÿ, êîòîðîå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ëèøü íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìà-òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, íàïðèìåð â ðàìêàõ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ(ÌÊÝ). Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ (ÏÎ), ïîçâîëÿþùåãî ïðî-âîäèòü òàêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé è â íàñòîÿùåéðàáîòå ïðîâîäèòñÿ äëÿ êîíå÷íî- ýëåìåíòíîãî êîìïëåêñà ACELAN. Îäèí êëàññ�óíêöèîíàëüíî íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ âîçíèêàåò ïðè ïîëÿðèçàöèè êåðàìèêè,êîãäà ýëåêòðîäíîå ïîêðûòèå èìååò ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ. Îáçîð ðàáîò è ìîäåëåéýòîãî íàïðàâëåíèÿ øèðîêî ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðà�èè [1℄.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàçðàáîòàí ìîäóëü êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî êîìïëåêñàACELAN äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ �óíêöèîíàëüíî íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, â òîì÷èñëå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êåðàìèê ñ íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé. Ïðè ýòîìêîîðäèíàòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðåäïîëà-ãàåòñÿ èçâåñòíûì â âèäå ëèáî �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, ëèáî äèñêðåòíîãîíàáîðà çíà÷åíèé âåëè÷èí ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ â îïðåäåëåííûõóçëàõ, ïîëó÷åííîãî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíîéïîëÿðèçàöèè ACELAN [1℄. Îïèñàíà ìåòîäèêà èíòåðïîëÿöèè ýòèõ ñâîéñòâ íàèñïîëüçóåìóþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà ý��åê-òèâíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ñ íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé.Ïîñòàíîâêà çàäà÷ äëÿ òåë ñ íåîäíîðîäíûìè ñâîéñòâàìè. Ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ ìîäåëü ñîñòàâíîãî óïðóãîãî, ýëåêòðîóïðóãîãî è àêóñòè÷åñêîãî òåëà ñ íåîäíî-ðîäíûìè ñâîéñòâàìè òâåðäûõ òåë ñîñòîèò èç êðàåâîé çàäà÷èäëÿ óïðóãèõ è ýëåêòðîóïðóãèõ òåë:

ρpkü+ αdjρj u̇−∇ · σ = fj , ∇ ·D = 0, (1)
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σ = cEj · ·(ε+ βdj ε̇) − eTj · E,D + ςdḊ = ej · · (ε+ ςdε̇) + ǫSj · E (2)

ε = (∇u+ ∇uT )/2, E = −∇ϕ (3)äëÿ àêóñòè÷åñêîé ñðåäû:
1

ρjc
2
j

ṗ+ ∇ · v = 0; v = ∇ψ, ρj v̇ = ∇ · σ; σ = −pI + b∇v (4)ãäå σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, ρ � ïëîòíîñòü òåëà, ε � òåíçîð äå�îðìàöèé, u �âåêòîð ïåðåìåùåíèé, D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, E � âåêòîð íàïðÿ-æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, f � âåêòîð ìàññîâûõ ñèë, ϕ � ýëåêòðè÷åñêèéïîòåíöèàë, α, β, ς � êîý��èöèåíòû äåìï�èðîâàíèÿ, cE, e, ǫS � òåíçîðû óïðóãèõêîíñòàíò, ïüåçîìîäóëåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, èíäåêñ j îòâå÷àåò íî-ìåðó òåëà â ìîäåëè. Â óðàâíåíèÿõ (4): c � ñêîðîñòü çâóêà, v � âåêòîð ñêîðîñòåé,
ψ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé, p � çâóêîâîå äàâëåíèå. Ê óðàâíåíèÿì (1)�(4) äîáîâëÿ-þòñÿ ìåõàíè÷åñêèå, ýëåêòðè÷åñêèå è àêóñòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òåíçîðû
cE , e, ǫS è ïëîòíîñòü òåë áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèÿìè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè â òåëå:

ρpk = ρpk (x) cEj = cEj (x) ǫSj = ǫSj (x) eTj = eTj (x) (5)Äëÿ ó÷åòà ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ çàâè-ñèìîñòü ìåõàíè÷åñêèõ, ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ:
c = ci + |P | (ca − ci), g = gi + |P | (ga − g), e = |P | ea (6)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïèñûâàþò ïåðåõîä îò èçîòðîïíîãî ñîñòîÿíèÿ ê àíèçîòðîïíî-ìó â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè, ïðè÷åì èíäåêñîì i îáîçíà÷åíû òåíçîðûäëÿ èçîòðîïíîãî ñîñòîÿíèÿ, à èíäåêñîì a � äëÿ àíèçîòðîïíîãî.Èíòåðïîëÿöèÿ íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ó÷åòàíåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ íà ýòàïå �îðìèðîâàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö ìîäó-ëþ ïåðåäàåòñÿ çàðàíåå ñîçäàííûé íàáîð êîý��èöèåíòîâ, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâàìàòåðèàëà äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ëèáî óçëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ãå-íåðàöèè òàêèõ âõîäíûõ äàííûõ áûëà ñîçäàíà ñïåöèàëüíàÿ ãðà�è÷åñêàÿ îáîëî÷êà,â êîòîðîé ìîæíî çàäàòü íåîäíîðîäíîñòè äëÿ êîíêðåòíîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé âACELAN è âèçóàëèçèðîâàòü èõ.Äëÿ áëîêà âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèé áûëè ðåàëèçîâàíû íåñêîëüêî àëãîðèòìîâïîñòðîåíèÿ ñïëàéíîâ, âî-ïåðâûõ, thin-plate spline, îòâå÷àþùèé ìîäåëè áåñêîíå÷íîïðîòÿæåííîé ïëàñòèíû, äå�îðìèðóåìîé â íåêîòîðîì íàáîðå òî÷åê ëèøü èçãèáîì.Ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà ãëàäêîñòè ýòîé ïëàñòèíû, îïèñûâàþùåãî ïîëíóþ ñâî-áîäíóþ ýíåðãèþ èçîãíóòîé óïðóãîé ïëàñòèíû, ïðèâåäåò íàñ ê ðåøåíèþ çàäà÷è.Âèä ýòîãî �óíêöèîíàëà:

J2(ϕ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

[(
∂2ϕ

∂x2

)2

+ 2

(
∂2ϕ

∂x∂y

)2

+

(
∂2ϕ

∂y2

)2
]
dx dy → min . (7)�åøåíèå òàêîé çàäà÷è ϕ(xi, yi) = fi , i = 1, N èìååò îáùèé âèä

ϕ(x, y) =

N∑

i=1

ci r
2
i ln r2

i + cN+1 + cN+2 x+ cN+3 y, r
2
i = (x− xi)

2 + (y − yi)
2 (8)



Ìîäåëèðîâàíèå íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ â ACELAN 215×òîáû îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû ci, íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëè-íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
ϕ (xj , yj) =

∑N
i=1 cir

2
ij ln r2

ij + cN+1 + cN+2xj + cN+3yj = fj ,

r2
ij = (xj − xi)

2 + (yj − yi)
2, j = 1, N ;∑N

i=1 ci = 0;
∑N

i=1 xici = 0;
∑N

i=1 yici = 0 .



 (9)Ìàòðèöà ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé, íà ãëàâíîé äèàãî-íàëè � íóëè. Äëÿ ðåøåíèÿ íóæíî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä �àóññà ñ âûáîðîì âåäóùåãîýëåìåíòà. Ïëþñ ýòîãî ïîäõîäà � ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè.Îäíàêî ñóùåñòâóþò è áîëåå ý��åêòèâíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíîâ. �àñ-ñìîòðèì òåîðèþ èíòåðïîëÿöèîííûõ Dm-ñïëàéíîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü�óíêöèè ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè. Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íà ìèíè-ìèçàöèþ �óíêöèîíàëà ãëàäêîñòè:

Jm (ϕ) = ‖∇mϕ‖L2(Ω) =



∫

Ω

∑

|α|=m

m!

α!
(Dαϕ)2dΩ




1/2 (10)
Jm (ϕ) → min

ϕ∈Θ
, Θ =

{
ϕ ∈Wm

2 (Rn) | ϕ (ti) = f i, i = 1, N
}
,

ti, i=1,N � ýòî óçëû èíòåðïîëÿöèè, fi, i=1,N � çàäàííûå ÷èñëà (çíà÷åíèÿâîññòàíàâëèâàåìîé �óíêöèè â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè). Âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè-âîäèòñÿ â êíèãå Î.Â. Àøêåíàçû [2℄. Ïðè óñëîâèè, ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê èíòåðïî-ëèðîâàíèÿ õîòÿ áû âäâîå ïðåâîñõîäèò çàäàííóþ ñòåïåíü ãëàäêîñòè m (â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîåðåøåíèå çàäà÷è (10), îáùèé âèä êîòîðîãî:
ϕ(t) =

N∑

i=1

ciEm
(
t, ti

)
+ p(t), t ∈ Rn (11)Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ:

Em(u, v) =

{
(−1)n/2−1 |u− v| 2m−n ln |u− v| , n = 2k, k ∈ Z ;

(−1) (n−1)/2 |u− v| 2m−n , n = 2k + 1, k ∈ Z
(12)à âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè m− 1:

p(t) =

M∑

ν=1

dν φν(t) ∈ Pm−1, (13)ïðè÷åì φν(t), ν = 1,M, M=Cn
n+m−1 � ýòî ðàçëè÷íûå îäíî÷ëåíû ñòåïåíè, ìåíü-øåé èëè ðàâíîé m. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñïëàéíà íóæíî ðåøèòü ñëå-äóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∑N
j=1 cjEm (ti, tj) +

∑M
ν=1 dνφν (ti) = f i, i = 1, N ;∑N

j=1 cjφν (tj) = 0 , ν = 1,M.

} (14)



216 Ñîëîâüåâ À.Í., Îãàíåñÿí Ï.À.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì Æ. Ìåíãå. Îí çàêëþ÷àåò-ñÿ â âûäåëåíèè íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà òî÷åê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû �óíäà-ìåíòàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðÿäîê êîòîðîé çàâèñèò îò âûáðàííîé ñòåïåíè ãëàäêî-ñòè ñïëàéíà. Òàêèì îáðàçîì èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå � áîëåå ìàëåíü-êóþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ è îñíîâíóþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïëàéíà.Îñíîâíàÿ ìàòðèöà â ýòîì ìåòîäå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è ñèììåò-ðè÷íîé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áûñòðûé è óñòîé÷èâûé ìåòîä êâàäðàòíîãîêîðíÿ äëÿ å¼ ðåøåíèÿ.Â êà÷åñòâå îäíîãî èç èñòî÷íèêîâ äèñêðåòíûõ äàííûõ äëÿ ìîäóëÿ âîññòàíîâëå-íèÿ �óíêöèé áûë âûáðàí ìîäóëü, îïèñàííûé â [1℄. Ýòîò ìîäóëü âõîäèò â êîìïëåêñACELAN è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïîëå ïîëÿðèçàöèè äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïüåçîýëåêòðè-÷åñêîãî òåëà. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïîëó÷àòü äàííûå î òîì, êàê ïîëÿðèçîâàíîòåëî ïðè êîíêðåòíîé êîí�èãóðàöèè ýëåêòðîäîâ è ãåîìåòðèè ñàìîãî òåëà. Ýòî ïîç-âîëèëî ïðîâåñòè òåñòèðîâàíèå íîâûõ ìîäóëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ, îòâå÷à-þùèõ ðåàëüíîìó ñîñòîÿíèþ íåîäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííîãî òåëà.×èñëåííûé ïðèìåð. �àññìîòðèì ðàáîòó îïèñàííîãî ÏÎ íà ïðèìåðå èññëåäî-âàíèÿ íåîäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, ñõåìàêîòîðîãî è íåîäíîðîäíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ (ïîëîâèíà îñåâîãî ñå÷åíèÿ) ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 1.
�èñ. 1. Ñõåìà ïðåîáðàçîâàòåëÿ è ïîëå ïîëÿðèçàöèè.Èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè(ÊÝÌÑ) ïðåîáðàçîâàòåëÿ íà ïåðâîé ðàäèàëüíîé ìîäå îò èçìåíåíèÿ âíóò-ðåííåãî ðàäèóñà ýëåêòðîäà íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÝÌÑâîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé:

K2 = (f 2
a − f 2

r )/f
2
a (15)çäåñü èíäåêñîì a îòìå÷åíà ÷àñòîòà àíòèðåçîíàíñà, èíäåêñîì r � ÷àñòîòà ðåçîíàí-ñà. Ýòè äèñêðåòíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè äëÿ èíòåðïîëÿöèè íà áîëåå ìåë-êóþ ñåòêó, íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî äâà ñïîñîáà ó÷åòà íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèèâ ïåðâîì ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèå âåêòîðà (ñëåâà) âî âòîðîì è ñòåïåíüïîëÿðèçàöèè (ñïðàâà) ïî ñîîòíîøåíèþ (6).Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ÊÝÌÑ îò ïëîùàäè ýëåêòðîäíîãî ïîêðû-òèÿ äëÿ òðåõ ìîäåëåé êåðàìèêè: êðóïíûé ïóíêòèð � îäíîðîäíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ,ìåëêèé ïóíêòèð � ó÷åò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �ó÷åò è ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè.Ïðåäñòàâëåííûé ìîäóëü ìîæåò áûòü ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿîáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãîðàíåå îïòèìèçàöèîííîãî ìîäóëÿ íà îñíîâå ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ [3℄, òàê êàê
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�èñ. 2. Âîññòàíîâëåííîå ïîëå âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè.

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü ÊÝÌÑ îò ïëîùàäè âåðõíåãî ýëåêòðîäà.ìîæåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âõîäíîé èí�îðìàöèè äèñêðåòíûé íàáîð äàííûõ îíåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâàõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêè �ÔÔÈ (ãðàíòû 10-08-01296-à, 10-01-00194-à, 10-08-00093-à).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëîêîíü À.Â., Ñêàëèóõ À.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîáðàòèìûõ ïðî-öåññîâ ïîëÿðèçàöèè. Ì: Ôèçìàòëèò, 2010. 328 ñ.[2℄ Àøêåíàçû Â. Î. Ñïëàéí-ïîâåðõíîñòè: Îñíîâû òåîðèè è âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèò-ìû. Òâåðü: Òâåðñêîé ãîñ. óí-ò, 2003. 82 ñ.[3℄ Áàðàíîâ È.Â., Âàòóëüÿí À.Î., Ñîëîâüåâ À.Í. Îá îäíîì ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå èåãî ïðèìåíåíèè â îáðàòíûõ çàäà÷àõ èäåíòè�èêàöèè óïðóãèõ òåë // Âû÷èñëèòåëü-íûå òåõíîëîãèè 2006. Ò. 11 , � 3. Ñ. 14�26.Soloviev A.N., Oganesyan P.A. Finite-element modeling of inhomogeneousele
troelasti
 materials. A module of �nite-element pa
kage ACELAN for modeling ofinhomogeneous materials (in
luding piezo
erami
s) was 
reated. Some examples of using itfor 
al
ulating the e�
ien
y of piezoele
tri
 transdu
ers are in
luded.



�ÀÑ×ÅÒ ÏÎËÍÎÉ ÄÈÀ��ÀÌÌÛ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈßÌÀÒÅ�ÈÀËÀ Ï�È ×ÈÑÒÎÌ ÑÄÂÈ�Å ÏÎ ÏÎËÍÎÉÄÈÀ��ÀÌÌÅ Ê�Ó×ÅÍÈß ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î ÎÁ�ÀÇÖÀÑòðóæàíîâ Â.Â.Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ ÓðÎ �ÀÍ, ÅêàòåðèíáóðãÎñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè äèàãíîñòèêå è êîíòðîëå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîäàâëÿþùåå÷èñëî �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí íå ìîæåò áûòü èçìåðåíî íåïîñðåäñòâåííî. Íåïîñðåäñòâåííî-ìó èçìåðåíèþ ïîääà¼òñÿ ëèøü îãðàíè÷åííûé íàáîð �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, íà âåëè-÷èíó êîòîðûõ îñòàëüíûå (íåèçìåðèìûå) ïàðàìåòðû îêàçûâàþò ëèøü îïîñðåäîâàííîåâëèÿíèå. Îòñþäà âîçíèêàåò çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïî ðåçóëüòàòàìèõ ïðîÿâëåíèé.1. Ïóñòü èçó÷àåìûé îáúåêò (�èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà) õàðàêòåðèçóåòñÿ ýëåìåíòîì
xT (ñêàëÿð, �óíêöèÿ, âåêòîð è ò. ï.), ïðèíàäëåæàùèì ìíîæåñòâó X. Ýëåìåíò xTíåäîñòóïåí äëÿ ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ è èçâåñòíî ëèøü åãî ïðîÿâëåíèå uT , ïðèíàäëå-æàùåå ìíîæåñòâó U [1℄. Ïîëàãàåì, ÷òî èçâåñòíî îòîáðàæåíèå F : X → U , êîòîðîåêàæäîìó ýëåìåíòó èç X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç U . Ýòî îòîáðàæåíèåóñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó íåèçìåðèìûìè ïàðàìåòðàìè è ïàðàìåòðàìè, êîòîðûåïîääàþòñÿ èçìåðåíèþ [1℄. Òàêèì îáðàçîì, äàííîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò îïåðà-òîðíîå óðàâíåíèå

Fx = u. (1)Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå X, òîëüêî äëÿ òàêèõýëåìåíòîâ u ∈ U , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó FX.Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ x (ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)) èç ìíîæåñòâà X ïî äàííûì
u ∈ U íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé åñëè:1) äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà u ∈ U ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x ∈ X ;2) ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî;3) ðåøåíèå äîëæíî íåïðåðûâíî çàâèñåòü îò âõîäíûõ äàííûõ (óñòîé÷èâîñòüçàäà÷è).Ýëåìåíò uT îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì èçìåðåíèé è ïîýòîìó èçâåñòåí ïðèáëè-æ¼ííî. Ïîýòîìó uT , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó FX. Îòîáðàæåíèå
F âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ òàêèì, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå F−1 íå ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíûì [1℄. Òîãäà â êà÷åñòâå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ íåëüçÿ áðàòü òî÷íîeðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðèáëèæ¼ííîé ïðàâîé ÷àñòüþ òàê êàê:1) òàêîãî ðåøåíèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, ïîñêîëüêó u ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòüìíîæåñòâó FX (íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå êîððåêòíîñòè);2) òàêîå ðåøåíèå, äàæå åñëè îíî ñóùåñòâóåò, íå áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîìóñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (íå âû-ïîëíÿåòñÿ òðåòüå óñëîâèå êîððåêòíîñòè).Îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äåëàåò íåâîçìîæíîé �èçè÷åñêóþèíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷



�àñ÷åò ïîëíîé äèàãðàììû äå�îðìèðîâàíèå ìàòåðèàëà 219âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî íàäî ïîíèìàòü ïîä ïðèáëèæ¼ííûì ðåøåíèåì òàêèõ çà-äà÷ [1, 2℄.2. Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ÿâ-ëÿåòñÿ ìåòîä ïîäáîðà [1℄. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî âû÷èñëÿåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü óðàâ-íåíèÿ (1) Fx äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà X1 ýëåìåíòîâ x, ïðèíàäëåæàùèõ X,ò. å. ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ âûáè-ðàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ X1, äëÿ êîòîðîãî íåâÿçêà ρ(Fx, u) ìèíèìàëüíà íà X1.Çäåñü ρ(Fx, u) � ðàññòîÿíèå â íåêîòîðîé ìåòðèêå ìåæäó ýëåìåíòàìè Fx è ýëå-ìåíòîì u. Îáû÷íî â êà÷åñòâå X1 âûáèðàåòñÿ ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ x, çàâèñÿùèõ îòêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ òàê, ÷òî X1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæå-ñòâîì êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèòñÿ, òàê íàçûâàåìîå,êâàçèðåøåíèå [1℄ óðàâíåíèÿ (1).3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êðó÷åíèå öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà äëèíîé
L è ðàäèóñîì ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ R. Åñëè ϕ � àáñîëþòíûé óãîë çàêðó÷èâàíèÿ,òî ϑ = ϕ/L îòíîñèòåëüíûé óãîë çàêðó÷èâàíèÿ è γm = Rϕ/L � ìàêñèìàëüíûéñäâèã [3℄. �àñïðåäåëåíèå äå�îðìàöèé ñäâèãà ïî ðàäèóñó ëèíåéíî, ïîýòîìó óðàâíå-íèå, ñâÿçûâàþùåå êðóòÿùèé ìîìåíò M è çàâèñèìîñòü τ(γ), èìååò âèä [3℄

2πL3

ϕ3

∫ aϕ

0

τ(γ)γ2dγ = M(ϕ),ãäå aϕ = Rϕ/L, τ(γ) � �óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè ÷èñòîìñäâèãå. Çàïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå
∫ aϕ

0

K(ϕ, γ)τ(γ)dγ = F (ϕ), (2)ãäå F (ϕ) = M(ϕ)/2πL, K(ϕ, γ) = K1(ϕ)K2(γ), K1(ϕ) = ϕ−3, K2(γ) = γ2. Åñëè èç-âåñòíà çàâèñèìîñòü τ(γ), òî âûðàæåíèå (2) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü M(ϕ) (ïðÿìàÿçàäà÷à).Ïîñòàâèì îáðàòíóþ çàäà÷ó, �îðìóëèðîâêà êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè M(ϕ), ïîëó÷åííîé èç ýêñïåðèìåíòà, òðåáóåòñÿ îïðåäå-ëèòü çàâèñèìîñòü τ(γ), õàðàêòåðèçóþùóþ ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè ÷èñòîì ñäâèãå.Ïåðåéä¼ì îò óðàâíåíèÿ (1) ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (2) â âèäå ∫ aϕ

0

τ(γ)γ2dγ = f(ϕ), (3)ãäå f(ϕ) = F (ϕ)K−1
1 (ϕ). Ââåä¼ì íà îòðåçêå [0, ϕZ ] ñåòêó óçëîâ ϕi = ih, i = 1, ..., n,

nh = ϕZ . Çäåñü ϕZ � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå óãëà çàêðó÷èâàíèÿ öèëèíäðà, h � øàãðàçáèåíèÿ. Ïðåäñòàâèì òåïåðü óðàâíåíèå (3) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
Σj
i=1

∫ aϕi

aϕi−1

γ2τ(γ)dγ = fj , j = 1, ...n.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ∫ aϕi

aϕi−1

γ2τ(γ)dγ = fi − fi−1. (4)



220 Ñòðóæàíîâ Â.Â.Çäåñü aϕi = γmi , fi = f(ϕi), ϕ0 = 0, f0 = 0. Àïïðîêñèìèðóÿ òåïåðü �óíêöèþ τ(γ)íà îòðåçêàõ [γi−1, γi] ëèíåéíîé �óíêöèåé τ = τi−1+αi−1(γ−γi−1), ãäå τ0 = 0, γ0 = 0,ïîëó÷àåì, èç (4) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåóãîëüíóþñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
α0
a4ϕ4

1

4
= f1, (5)

αi−1a
4

12
(3ϕ4

i − 4ϕi−1ϕ
3
i + ϕ4

i−1) +
a4

3

(
ϕ3
i − ϕ3

i−1

)
Σi−2
j=0αj (ϕj+1 − ϕj) =

= fi − fi−1, i > 2. (6)Ñíà÷àëà èç óðàâíåíèÿ (5) íàõîäèì âåëè÷èíó α0 è ïîäñòàâëÿåì å¼ â óðàâíåíèå (6)ïðè i = 2. Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó α1 è ïîäñòàâëÿåì å¼ â óðàâ-íåíèå (6) ïðè i = 3 è ò. ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5), (6) îäíîçíà÷íîðàçðåøèìà ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ αi íà-ïðÿæåíèÿ â êîíöàõ îòðåçêîâ âû÷èñëÿåì èñõîäÿ èç âèäà ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè.Òàêèì îáðàçîì, âîññòàíàâëèâàåòñÿ äèàãðàììà τ(γ).Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû αi åñòü èíêðåìåíòàëüíûå (êàñàòåëüíûå) ìîäóëèñäâèãà Gp
i .�àññìîòðèì ìíîæåñòâî X, ñîñòîÿùåå èç çàäàííûõ íà îòðåçêå [0, γZ ], ãäå

γZ = aϕZ , âñåâîçìîæíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé τ(γ) òàêèõ, ÷òî τ(0) = 0. Îáðàçýòîãî ìíîæåñòâà ïðè îòîáðàæåíèè, îñóùåñòâëÿåìûì îïåðàòîðîì (1), îïðåäåëÿåòìíîæåñòâî Y , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ �óíêöèèM(ϕ). Ñ÷èòàåì, ÷òî çàäà÷àèìååò òî÷íûå èñõîäíûå äàííûå, åñëè îíè çàäàíû �óíêöèåé MT ∈ Y .Âîçüì¼ì äëÿ ñòåðæíÿ äëèíîé L = 10ìì è ðàäèóñîì ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
R = 1ìì �óíêöèþ τT ∈ X, çàäàííóþ âûðàæåíèÿìè

τT =





Gγ, 0 6 γ 6 0.003;

23.08 +Gp
1(γ − 0.003), 0.003 6 γ 6 0.007;

38.46 +Gp
2(γ − 0.007), 0.007 6 γ 6 0.009,

(7)ãäå G = 7692 êã/ìì2, Gp
1 = 3846 êã/ìì2, Gp

2 = −19231 êã/ìì2. �åøàÿ ïðÿìóþçàäà÷ó, íàõîäèì
MT =





π384.6ϕ, 0 6 ϕ 6 3 · 10−3;

2π
(
11.54 + 96.15ϕ− 0.26·10−4

ϕ3

)
, 3 · 10−3 6 ϕ 6 7 · 10−3;

2π
(
173.08 − 480.78ϕ− 4.65·10−3

ϕ3

)
, 7 · 10−3 6 ϕ 6 9 · 10−3.

(8)Èñïîëüçóÿ �óíêöèþ (8), îïðåäåëÿåì fT (ϕ). Çàäàâàÿ çàòåì íåêîòîðûé øàã ðàç-áèåíèÿ h, íàõîäèì âåëè÷èíû fiT , ðåøàåì ñèñòåìó (5), (6) è âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ
τi, γi . Ïðîâåä¼ííûå ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ëþáîì øàãå ðàçáèåíèÿ âåëè÷èíû
τi = τiT (γi), ò. å. ïîëó÷àåì �óíêöèþ τT (7).Çíà÷åíèÿ �óíêöèèM îïðåäåëÿþòñÿ ïóò¼ì èçìåðåíèé â ýêñïåðèìåíòàõ íà êðó-÷åíèå è ïîòîìó èçâåñòíû ïðèáëèæ¼ííî. Ïóñòü M∆ òàêàÿ ïðèáëèæ¼ííàÿ �óíêöèÿ.



�àñ÷åò ïîëíîé äèàãðàììû äå�îðìèðîâàíèå ìàòåðèàëà 221Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåò èäòè ëèøü î íàõîæäåíèè ïðèáëèæ¼ííîãî ê τT ðåøå-íèÿ óðàâíåíèÿ (2). Ïðè ýòîì M∆, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y èïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ïðè f = f∆ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Åñëè òàêîå ðåøåíèåäàæå è ñóùåñòâóåò, îíî íå áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè.Ìîäåëèðóÿ äàííóþ ñèòóàöèþ, îñòàâèì â çíà÷åíèÿõ fiT òîëüêî îäèí çíàê ïîñëåçàïÿòîé. Äëÿ ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ïðèáëèæ¼ííûõ äàííûõ fi∆ ðåøèì îá-ðàòíóþ çàäà÷ó, èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (5), (6). Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷¼òîâ ïðè h = 0.0001ïîëó÷àåì õàðàêòåðíóþ ïèëîîáðàçíóþ ëîìàíóþ.Ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ äàííîãî ðåøåíèÿ ïðè íåòî÷íîì çàäàíèè èñõîäíûõ äàííûõçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåÂîëüòåðà ïåðâîãî ðîäà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåêîððåêòíîéçàäà÷è [4℄. Äëÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ íå âûïîëíÿåòñÿ òðåòüå óñëîâèå êîððåêòíîñòèïî Àäàìàðó, à èìåííî, ñêîëü óãîäíî ìàëûì âîçìóùåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ ñî-îòâåòñòâóþò áîëüøèå èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó è âîçíèêàþò ðåøåíèÿ â âèäåïèëîîáðàçíûõ �óíêöèé [4℄.Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåò èäòè ëèøü î íàõîæäåíèè ïðèáëèæ¼ííîãî ê τ ðåøå-íèÿ óðàâíåíèÿ (2). Â êà÷åñòâå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ (êâàçèðåøåíèÿ) áåð¼òñÿòàêîé ýëåìåíò τ∗, íà êîòîðîì íåâÿçêà ρ(Aτ∗,M∆) äîñòèãàåò ìèíèìóìà, ò. å.
ρ(Aτ∗,M∆) = infρ(Aτ,M∆) (9)Çäåñü A � îïåðàòîð óðàâíåíèÿ (2), ρ � ðàññòîÿíèå â íåêîòîðîé ìåòðèêå.Îñóùåñòâèì ïîñòðîåíèå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèé àëãî-ðèòì ïîäáîðà. Ïóñòü äî òî÷êè C ïðèáëèæ¼ííàÿ äèàãðàììà τ(γ) èçâåñòíà è èçýòîé òî÷êè âûõîäèò ëîìàíàÿ CNLK, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòüþ îñòàâøåéñÿ íåñãëàæåí-íîé ïèëîîáðàçíîé ëîìàíîé (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Èëëþñòàöèÿ àëãîðèòìà ïîäáîðà ðåøåíèÿ.�àçáèâàåì îòðåçîê NL òî÷êàìè Cj (j � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî) è ðåøàåìïðÿìóþ çàäà÷ó äëÿ äèàãðàìì OPCCj. Èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà çàâèñèìîñòåé
Mj(ϕ) íàõîäèì òó, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (9). Òàêèì îáðàçîì, îïðå-äåëÿåòñÿ òî÷êà C∗ (ðèñ. 1) òàêàÿ, ÷òî ïðÿìîé ðàñ÷¼ò ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì
OPCC∗ äà¼ò êðèâóþ, äîñòàòî÷íî áëèçêî ðàñïîëîæåííóþ ê êðèâîé M∆(ϕ).



222 Ñòðóæàíîâ Â.Â.Äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåì ñ òåì èçìåíåíèåì, ÷òî âìåñòî òî÷êè C áåð¼ì óæåòî÷êó C∗. �åàëèçóÿ äàííûé àëãîðèòì ïðè δ = 0.1, ïîëó÷àåì äèàãðàììó τ∗(γ),êîòîðàÿ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äèàãðàììû τa(γ) = τT (γ).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 10-01-96018).
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.[4℄ Àïàðöèí À.Ñ. Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåðà I ðîäà: òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìå-òîäû. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1999. 193 
.Struzhanov V.V. The analysis of 
omplete deformation 
urve of material for pureshear using the rotating diagram of 
ylindri
al pattern. A fundamental problem, whi
h waso

urring during the diagnosti
s and 
he
k, is that the overwhelming majority of quantity
ouldn't be measure dire
tly. Only �nite set of physi
al parameters is measurable straight.The rest of parameters (intangible parameters) are in�uen
e mediately. Hen
e the problemabout de�nition of the quantities, using the manifestation results of this quantities, appears.
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∗∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ñâÿçàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òåðìî-óïðóãèõ âîëí â ïðåäíàïðÿæåííîì ñëîå, âîçíèêàþùèõ ïîä äåéñòâèåì îñöèëëèðóþùåéòåïëîâîé íàãðóçêè. Ïîâåðõíîñòü ñëîÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿ-æåíèé, íèæíÿÿ ãðàíü ñëîÿ æåñòêî çàùåìëåíà è òåïëîèçîëèðîâàíà. Íà÷àëüíîå íàïðÿæåí-íîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ ñîçäàåòñÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ ìåõàíè÷åñêèõ óñèëèé è ïðåäâàðèòåëüíîãîíàãðåâà. Ïîñòðîåíà �óíêöèÿ �ðèíà òåðìîóïðóãîé ñðåäû, èññëåäîâàíû åå äèñïåðñèîííûåñâîéñòâà â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. �àññìîòðèì òåðìîóïðóãèé ñëîé, çàíèìà-þùèé îáëàñòü |x1| , | x2 | 6 ∞, 0 6 x3 6 h, åãî ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò ìå-õàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è òåïëîèçîëèðîâàíà, íèæíÿÿ ãðàíü æåñòêî çàùåìëåíà èòåïëîèçîëèðîâàíà. Êîëåáàíèÿ u = {u1, u2, u3, u4} ({u1, u2, u3} � êîìïîíåíòû âåê-òîðà ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé, u4 � òåìïåðàòóðà) èíèöèèðóþòñÿ îñöèëëèðó-þùåé ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè Ω = {|x1| 6 1, |x2| 6 ∞} íà ïîâåðõíîñòè òåïëî-âîé íàãðóçêîé q4(x1, x2, t) = q40(x1, x2)e
−iω t (q40 = −K33

∂u4

∂x3
� îðèåíòèðîâàííàÿ ïîíîðìàëè êîìïîíåíòà òåïëîâîãî ïîòîêà). Íà÷àëüíûå äå�îðìàöèè è òåìïåðàòóðàâ ñëîå ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîðîäíûìè. Êîëåáàíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðîèñõîäÿùèìèïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, ïîýòîìó âñå �óíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

f = f0e
−iω t.�àññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñëîÿ ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî ïîòîêà

q40 = const. Ïîëàãàåì, ÷òî u2 ≡ 0, âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì:
f = f(x1, x3),

∂

∂x2
f ≡ 0.Â îáùåì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ ïðåäíàïðÿæåííîé òåðìîóïðóãîé ñðåäû îïèñûâàþò-ñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè [1℄, [4�6℄:

∇0 ·Θ = ρ0
∂2u

∂t2
, (1)

Kiku4,ik =
cερ0θ1
θ0

∂u4

∂ t
+ θ1Q

∗
ik

∂uk, i
∂ t

. (2)Çäåñü
θij = c∗ijkluk,l −Q∗

iju4 (3)



224 Ñóâîðîâà �.Þ., Àíäæèêîâè÷ È.Å.êîìïîíåíòû ëèíåàðèçîâàííîãî òåíçîðà Ïèîëû Θ [3℄. Ó÷àñòâóþùèå â óðàâíåíè-ÿõ (1)�(3) êîý��èöèåíòû ïðè îäíîðîäíîé íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè è ïðåäíàãðåâåîïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
c∗ijkl = δkj

(
cilmm

(λ2
m − 1)

2
− (θ1 − θ0)Qil

)
+ cijklλjλk (4)

Q∗
ij = λjQij . (5)Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ [2, 4℄:

x′i =
xi · ω∗

Vp
, t′ = ω∗t, VP =

√
c11/ρ0 , u′i =

ui · ρ0ω
∗Vp

Q11θ0
, i = 1 − 3, u′4 =

u4

θ0
,

c′ijkl =
cijkl
c1111

, Q′
ij =

Qij

Q11

, K ′
ij =

Kij

K11

, ω′ =
ω

ω∗ , ω∗ =
cεc11
K11

.Â�îðìóëàõ (1) � (5) cijkl, Kij , αij,Qkl = αijcijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ óïðóãèõïîñòîÿííûõ, êîý��èöèåíòîâ óäåëüíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ,òåðìîóïðóãîñòè, ρ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè, cε � óäåëü-íàÿ òåïëîåìêîñòü. θ0 è θ1 � ñîîòâåòñòâåííî òåìïåðàòóðà òåëà â íåäå�îðìèðîâàí-íîì è íà÷àëüíîì äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, λk = 1 + δk, ãäå δk (k = 1, 2, 3) �îòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ âîëîêîí. Äëÿ óïðóãèõ êîíñòàíò áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿñèñòåìà îáîçíà÷åíèé Ôîéãòà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïàðû â ÷åòûðåõìåðíûõèíäåêñàõ, êðîìå ïàð 12, 13, 23, ñâîðà÷èâàþòñÿ ïî ïðàâèëó [1℄: 11 → 1, 22 → 2,
33→3. Äàëåå íóëè â èíäåêñàõ, ýêñïîíåíòû è øòðèõè îïóùåíû.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä: x3 = 0:

θ31 = 0 (6)
θ33 = 0 (7)

u4,3 =

{
q4, x1 ∈ Ω
0, x1 /∈ Ω

(8)
x3 = 0:

u1 = u3 = 0 (9)
u4,3 = 0 (10)2. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òåïëîïðîâîäíîñòè è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïî êîîð-äèíàòå x1 (α � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) èõ ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:

U1(α, x3, ω) = −iα
3∑

k=1

f1k (Ck sh σkx3 + Ck+3 ch σkx3) ,

U3(α, x3, ω) =

3∑

k=1

f3k (Ck ch σkx3 + Ck+3 sh σkx3) , (11)
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U4(α, x3, ω) =

3∑

k=1

f4k (Ck sh σkx3 + Ck+3 ch σkx3) .Â (11) σk íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α è ω èç õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ C = {C1, C2, C3, C4,
C5, C6} ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (11) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6)�(10), ïî-ëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü âìàòðè÷íîì âèäå:

LC = Q, (12)ãäå Q = {0, 0, Q4, 0, 0, 0}, Q4 � îáðàç Ôóðüå q4. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàäà÷è:
det L = 0.Íàéäÿ Ck èç (12), ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1),(2),(6)�(10) ìîæåì ïðåäñòàâèòüâ âèäå [4℄:

u (x1, x3) =
1

2π

∫

Γ

k (x1 − ξ, x3, ω) q (ξ) dξ, (13)
k (s, x3, ω) =

∫

Γ

K (α, x3, ω) e−iαsdα, (14)ãäå K (α, x3, ω) � ìàòðèöà-�óíêöèÿ �ðèíà çàäà÷è.3. Èññëåäîâàíèå äèñïåðñèîííûõ ñâîéñòâ ïðåäíàïðÿæåííîãî òåðìî-óïðóãîãî ñëîÿ. Ïðåäñòàâëåíèÿ (13) è (14) îïèñûâàþò ïåðåìåùåíèÿ è òåìïåðàòó-ðó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñðåäû è ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ïîëíîå èññëåäîâàíèå äè-íàìè÷åñêîãî ïðîöåññà â òåðìîóïðóãîé ñðåäå. �ÿä õàðàêòåðèñòèê ýòîãî ïðîöåññà, â÷àñòíîñòè äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû, ìîæíî èññëåäîâàòü íà îñíîâå àíàëèçàïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.Äëÿ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé âûáðàí ìàòåðèàë êëàññà 6ìì ñåëåíèä êàäìèÿ,îïèñàííûé â [3℄. Íèæå ïðèâåäåíû åãî �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè:
c11 = 7.41 · 1010 Í/ì2, c12 = 4.52 · 1010 Í/ì2, c13 = 3.93 · 1010 Í/ì2,

c33 = 8.36 · 1010 Í/ì2, c44 = 1.32 · 1010 Í/ì2, Q11 = 0.621 · 106Í/(Ê · ì2),

Q33 = 0.551 · 106Í/(Ê · ì2), cε = 260Äæ/(êã ·Ê), K11 = K33 = 9Âò/(ì ·Ê),

ρ0 = 5504 êã/ì3, θ0 = 280Ê.Íà ðèñ. 1�2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû �óíêöèè�ðèíà K34(α, ω) (èíòåíñèâíîñòü â òî÷êàõ (α, ω)) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ââåäåíîîáîçíà÷åíèå dθ =
θ1−θ0
θ0

.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíûå ìåõà-íè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò, ñðåäà ïîäâåðãàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîìó íàãðåâóèëè îõëàæäåíèþ.Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî â îòñóòñòâèå íà÷àëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïðåä-âàðèòåëüíûé íàãðåâ (dθ = 0.3) óìåíüøàåò �àçîâóþ ñêîðîñòü, â òî âðåìÿ êàê ïðåä-âàðèòåëüíîå îõëàæäåíèå (dθ = −0.3) óâåëè÷èâàåò �àçîâóþ ñêîðîñòü. Òàêæå ïðèïðåäíàãðåâå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ìîäà íà äàííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäâàðèòåëü-íîå òåìïåðàòóðíîå âîçäåéñòâèå îòñóòñòâóåò, ñðåäà ïîäâåðãàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîìóñæàòèþ èëè ðàñòÿæåíèþ.
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�èñ. 1. Âëèÿíèå ïðåäíàãðåâà íà äèñïåðñèîííûå êðèâûå, λ = 1. à) dθ = 0; b) dθ = −0.3;
) dθ = 0.3.

�èñ. 2. Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ äå�îðìàöèé íà äèñïåðñèîííûå êðèâûå, dθ = 0. à) λ = 1.03;á) λ = 0.97.



Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ äå�îðìàöèé è ïðåäíàãðåâà íà ñâîéñòâà ñëîÿ 227Èç ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî â îòñóòñòâèå íà÷àëüíîãî òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïðåä-âàðèòåëüíîå ðàñòÿæåíèå (dθ = 1.03) ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ �àçîâîé ñêîðîñòè,à ïðåäâàðèòåëüíîå ñæàòèå (λ = 0.97) ê óìåíüøåíèþ �àçîâîé ñêîðîñòè. Âëèÿíèåìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé íà ïåðâûå ìîäû ìàëî, â òî âðåìÿ êàê íà îñòàëüíûåìîäû îíî ñóùåñòâåííî. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íîâàöêèé Â. Äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1970. 301 ñ.[2℄ Sharma J. N. Mohinder Pal, Dayal Chand/ Propogation 
hara
teristi
s of Rayleighwaves in transversely isotropi
 piezothermoelasti
 materials // Journal of Sound andVibration. 2005. � 284. Pp. 227�248.[3℄ Øåéäàêîâ Ä.Í. Áåëÿíêîâà Ò.È. Øåéäàêîâ Í.Å. Êàëèí÷óê Â.Â. Óðàâíåíèÿ äè-íàìèêè ïðåäíàïðÿæåííîé òåðìîóïðóãîé ñðåäû // Âåñòíèê ÞÍÖ �ÀÍ.2008. � 3.Ñ. 9�15.[4℄ Ñóâîðîâà �.Þ. Àíäæèêîâè÷ È. Å. Êàëèí÷óê Â. Â. åìïåðàòóðíûå ý��åêòû â äè-íàìèêå ïðåäíàïðÿæåííîé òåðìîóïðóãîé ñðåäû // Âåñòíèê ÞÍÖ �ÀÍ.2010. � 4.Ñ. 18�23.[5℄ Åâäîêèìîâà Î.Â. Áåëÿíêîâà Ò.È. Êàëèí÷óê Â.Â. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðåäíàïðÿ-æåííîé ïüåçîàêòèâíîé ñðåäû ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ //Âåñòíèê ÞÍÖ �ÀÍ.2007. � 4. Ñ. 19�25.[6℄ Âîðîâè÷ È.È. Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1979. 320 ñ.Suvorova G.Yu., Andzhikovi
h I. E. In�uen
e of initial strain and preheating onthe thermoelasti
ity layer dispersion properties. The plane dynami
 
oupled problem of thepropagation of thermoelasti
 waves, arising by in�uen
e of os
illating heat load in prestressedlayer is 
onsidered. Layer surfa
e is assumed to be free from me
hani
al stresses, the lowerbound of the layer is rigidly 
lamped and insulated. The initial stress state of the layer is
reated due to me
hani
al e�e
t and preheating. The Green fun
tion of a thermo-elasti
medium is 
onstru
ted, its dispersion properties are investigated in a wide range of problemparametrs.
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∗∗University of CataniaÂ äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ý��åêòèâíûé ñïîñîá ðàñ÷åòà ðàññåÿíèÿ âîëí íà ïî-âåðõíîñòè ìîðÿ íà ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òîíêèõ áàðüåðîâ. Â ïðîöåññåðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áåëîöåðêîâñêîãî-Ëè�àíîâà. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü äàííîãî ìåòîäà óâåëè÷åíà çà ñ÷åò ðàçðàáîòàííîãî íàìèèòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà.1. Ââåäåíèå.�àññåÿíèå âîëí ñèñòåìîé áàðüåðîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íå òîëüêî ãèäðîäèíàìèêè,íî è àêóñòèêè, ðàäèî�èçèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè è äðóãèõ îáëàñòåé. Â îáëàñòèãèäðîìåõàíèêè ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíû, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû Porter è Evans [1℄,Linton è Evans [2℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå íà ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõïðåïÿòñòâèé, òàêèõ êàê ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû áàðüåðîâ, èëè ñèñòåìà ïðåïÿò-ñòâèé âíóòðè âîëíîâîäîâ.Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû, ïðèìåíèìûå äëÿ çàäà÷, êîòîðûåñâîäÿòñÿ ê ðàññåÿíèþ ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ñèñòåìå,ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òîíêèõ áàðüåðîâ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé.Ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (�ÈÓ), à òàê-æå êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ òàêèõ ñèñòåì íàïðÿìóþçàâèñÿò îò ÷àñòîòû íàáåãàþùèõ âîëí, à òàêæå êîëè÷åñòâà áàðüåðîâ â ñèñòåìå,÷òî, ñîîòâåòñòâåííî, äåëàåò íåïðàêòè÷íûì íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå �ÈÓ äëÿáîëüøèõ ñèñòåì è âûñîêèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Ìû ïðåäëàãàåì ñïîñîá óñêîðèòüýòè âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèáëèæå-íèè ðåøåíèÿ �ÈÓ ðåøåíèÿìè áîëåå ïðîñòûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíáûñòðûé ¾èòåðàöèîííûé¿ ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáåãàþùèå âîëíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèå ëè-íåéíûå êîëåáàíèÿ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòû, çàäàííîé âîëíîâûì ÷èñëîì k, è ïîñòîÿí-íîé àìïëèòóäû, à ãëóáèíà íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî äíî íå âëèÿåò íà ðàñïðîñòðàíå-íèå âîëí. Âîëíû ðàññåèâàþòñÿ íà ñèñòåìå èç N íåïîäâèæíûõ ïëîñêèõ àáñîëþòíîòâåðäûõ áàðüåðîâ L =
⋃N
i=1 li, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé. Øèðèíà áàðüå-ðîâ ìíîãî ìåíüøå èõ ïðîòÿæåííîñòè, è êðèâèçíà íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî åé ìîæíîïðåíåáðå÷ü.Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàïðàâëåíèå îä-íîé èç îñåé (x1) ñîâïàäàëî ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàáåãàþùèõ âîëí.Ïîëîæåíèå áàðüåðîâ áóäåì çàäàâàòü ïàðàìè òî÷åê [ai, bi]

N
i=1, òàêèì îáðàçîì ÷òî

ai = (ai1; ai2)
bi = (bi1; bi2)



Ìåòîäû ðàñ÷åòà ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ â îáëàñòè ñ ñèñòåìîé áàðüåðîâ 229Áóäåì èñêàòü âåëè÷èíó âîëíîâîãî äàâëåíèÿ p â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íà ïîâåðõ-íîñòè ìîðÿ x = (x1; x2) (äàëåå âåçäå èíäåêñ 1 áóäåò îçíà÷àòü ïðîåêöèþ íà îñüàáñöèññ, à èíäåêñ 2 � íà îñü îðäèíàò). Ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ èäåàëüíîé è áàðîòðîïíîé.Òîãäà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà [3℄
(∆ + k2)p = 0à íà ïîâåðõíîñòè êàæäîãî èç áàðüåðîâ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå
∂p(y)

∂ny

∣∣∣∣
L

= 0 (1)ãäå y � òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè áàðüåðà, à ny � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè áàðüå-ðà â ýòîé òî÷êå. Âîëíîâîå äàâëåíèå èùåòñÿ â âèäå ñóììû äàâëåíèé íàáåãàþùèõâîëí pinc è ðàññåÿííûõ íà ñèñòåìå áàðüåðîâ psc
p = pinc + psc (2)Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïîëîæèì ÷òî èñõîäÿùåå äàâëåíèå èìååò �îðìó ïëîñ-êîé âîëíû: pinc(x) = eikx1 , à ðàññåÿííîå ïîëå äàâëåíèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì èíòå-ãðàëîì:

psc(x) =

∫

L

p(y)
∂Φ

∂ny
(k|y − x|)dLy (3)Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å �óíêöèÿ �ðèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Õàíêå-ëÿ ïåðâîãî ðîäà:

Φ(k|y − x|) =
i

4
H

(1)
0 (k|y − x|)3. Îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå è åãî äèñêðåòíûé àíàëîã.�àçîáüåì ïîâåðõíîñòü êàæäîãî èç áàðüåðîâ li íà äâå îäíîñòîðîííèå ïîâåðõíî-ñòè l+i è l−i òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè ñìîòðåòü îò òî÷êè ai íà òî÷êó bi, òî âåêòîðíîðìàëè n+

i ê l+i áóäåò íàïðàâëåí âïðàâî, à âåêòîð n−
i ê l−i ñîîòâåòñòâåííî âëåâî.Ïåðåéäÿ â �îðìóëå (3) îò �óíêöèè ïîëíîãî äàâëåíèÿ p(y) ê �óíêöèè ïåðåïàäàäàâëåíèé g(y) è âîñïîëüçîâàâøèñü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1), à òàêæå âûðàæå-íèåì äëÿ ïîëíîãî äàâëåíèÿ (2), ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ íà l+i è l−i ïîëó÷èì ãðàíè÷íîåèíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè ïåðåïàäà äàâëåíèé:

psc(x) =

∫

L′

g(y)
∂Φ

∂ny
(k|y − x|)dLy =

N∑

i=1

∫

l′i

g(y)
∂Φ

∂ny
(k|y − x|)dlyãäå y � òî÷êà íà ñèñòåìå ýêðàíîâ, L′ � îäíîñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâó-þùàÿ ñèñòåìå áàðüåðîâ.Òàêèì îáðàçîì äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè ïåðåïàäà äàâëåíèé íà áàðüåðàõ íåîá-õîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

−∂p
inc(y0)

∂ny0
=

N∑

i=1

∫

l′i

g(y)
∂2Φ

∂ny0∂ny
(k|y − y0|)dliy (4)



230 Òàíþøèí �.A., Ïîïçóèí Â.Â.ãäå y0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ñèñòåìå áàðüåðîâ.Íàéäÿ ïðîèçâîäíûå ïî íîðìàëÿì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî y ïðèíàäëåæèò ýêðàíó
li, à y0 � ýêðàíó lj è ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèå (4) äëÿ �óíêöèè ïåðåïàäà äàâëåíèé,ïîëó÷èì:

4(bj2 − aj2)e
iky01 =

N∑

i=1

∫

l′i

g(y)
H

(1)
1 (k|y − y0|)

∑2
m=1(bim − aim)(bjm

− ajm
)

|bi − ai||y − y0| dliy (5)Â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì,äëÿ ÷åãî ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:
{
yi1 = ai1 + (bi1 − ai1)t

yi2 = ai2 + (bi2 − ai2)t

{
y0
j1 = aj1 + (bj1 − aj1)τ

y0
j2 = aj2 + (bj2 − aj2)τÎ÷åâèäíî, ÷òî òîãäà dliy = |bi−ai|dt è g(y) = gi(t), à ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

N∑

i=1

∫ 1

0

gi(t)
H

(1)
1 (k|y(t) − y0(τ)|) [(bi2 − ai2)(bj2 − aj2) + (bi1 − ai1)(bj1 − aj1)]

|y(t) − y0(τ)| dtÂ ñëó÷àå êîãäà òî÷êè y è y0 ïðèíàäëåæàò îäíîìó áàðüåðó (i = j), ÿäðî èíòå-ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â:
H

(1)
1 (k|y(t) − y0(τ)|) [(bi2 − ai2)(bj2 − aj2) + (bi1 − ai1)(bj1 − aj1)]

|y(t) − y0(τ)| =

=
H

(1)
1 (k|bi − ai||t− τ |)|bi − ai|

|t− τ | (6)Åñëè òî÷êè íà îòðàæàòåëå ñîâïàäàþò y = y0, èëè ÷òî òîæå ñàìîå t = τ , âçíàìåíàòåëå âîçíèêàåò îñîáåííîñòü. ×òîáû îïðåäåëèòü òèï äàííîé îñîáåííîñòè,âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè Õàíêåëÿ â íóëå
H

(1)
1 (x)

x→0
∼ − 2i

πxÒîãäà (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå
H

(1)
1 (k|bi − ai||t− τ |)|bi − ai|

|t− τ |
t→τ
∼

(
− 2i
πk|bi−ai||t−τ |

)
|bi − ai|

|t− τ | = − 2i

πk(t− τ)2Êâàäðàòè÷íàÿ îñîáåííîñòü â çíàìåíàòåëå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî óðàâíåíèåÿâëÿåòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì [4℄. Âûäåëèì â ÿäðå ãèïåðñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü:
H

(1)
1 (k|bi − ai||t− τ |)|bi − ai|

|t− τ | − 2i

πk(t− τ)2
+

2i

πk(t− τ)2
=

= − 2i

πk

(
1

(t− τ)2
+
πik|bi − ai||t− τ |H(1)

1 (k|bi − ai||t− τ |) − 2

2(t− τ)2

) (7)



Ìåòîäû ðàñ÷åòà ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ â îáëàñòè ñ ñèñòåìîé áàðüåðîâ 231Òîãäà, ñîãëàñíî ìåòîäó Áåëîöåðêîâñêîãî�Ëè�àíîâà [5℄, ÿäðî óðàâíåíèÿ áóäåòýêâèâàëåíòíî:
− 2i

πk

(
1

τ jv − tiu
− 1

τ jv − tiu−1

+
πik|bi − ai|d(τ jv , tiu)H

(1)
1 (k|bi − ai|d(τ jv , tiu)) − 2

2d(τ jv , tiu)
2

1

ni

)

ãäå d(τ jv , tiu) =
√

|(τ jv − tiu)(τ
j
v − tiu−1)|, τ jv = (v−0.5)/(nj), tiu = (u)/(ni), i, j = 1, .., N ,

u = 1, .., ni, v = 1, .., njÂ ñëó÷àå, êîãäà y è y0 íàõîäÿòñÿ íà ðàçíûõ áàðüåðàõ, ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé �óíêöèåé. Îêîí÷àòåëüíîå äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèåÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Kij
uv =





− 2i
πk

(
1

τ j
v−tiu

− 1

τ j
v−tiu−1

+
πik|bi−ai|d(τ j

v ,t
i
u)H

(1)
1 (k|bi−ai|d(τ j

v ,t
i
u))−2

2d(τ j
v ,tiu)2

1
ni

)
, i = j

H
(1)
1 (k|y(tiu)−y0(τ j

v )|)[(bi2−ai2
)(bj2−aj2

)+(bi1−ai1
)(bj1−aj1

)]
|y(tiu)−y0(τ j

v )|
1
ni
, i 6= jà óðàâíåíèå äëÿ g(y) áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé:

N∑

i=1

ni∑

u=1

gi(t
i
u)K

ij
uv = 4(bj2 − aj2)e

iky01(τ j
v ) (8)

|y(tiu) − y0(τ jv )| =
√

(yi1 − y0
j1

)2 + (yi2 − y0
j2

)24. Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì.Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé âåëè÷èíû ïåðåïàäà äàâëåíèé g íåîáõîäèìî ðåøèòüàëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ðàçìåðíîñòè ∑N
i=1 ni. Â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòà íàáåãàþ-ùèõ âîëí âåëèêà, äëÿ äîñòèæåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè íåîáõîäèìî áðàòüäîñòàòî÷íî ïëîòíûå ñåòêè íà ñèñòåìå áàðüåðîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèòñÿ èìåòüäåëî ñ ñèñòåìîé áîëüøèõ ðàçìåðîâ è èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ïðÿìûõ ìåòî-äîâ ðåøåíèÿ (òàêèõ êàê ìåòîä �àóññà) îêàçûâàåòñÿ íåý��åêòèâíûì, ïîñêîëüêóòðåáóåòñÿ O(M3) àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ãäå M = N ∗ ni � ýòî ðàçìåðíîñòüñèñòåìû).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå áûñòðîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé òðåáóåò ëèíåéíîãî â îò-ëè÷èè îò êóáè÷åñêîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé, çàìåòèì òîò �àêò, ÷òî äëÿ êàæäîãîîòäåëüíîãî áàðüåðà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òåïëèöåâîé è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ çà ëèíåéíîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé [6℄. Îñíîâûâà-ÿñü íà ýòîì, ìîæíî ïîñòðîèòü áûñòðûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, íà êàæäîì øàãåêîòîðîãî áóäåò ðåøàòüñÿ N òåïëèöåâûõ ñèñòåì ïîðÿäêà ni.Íà ïåðâîì øàãå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ìû íàõîäèì âåëè÷èíó ïåðåïàäà äàâ-ëåíèé íà êàæäîì áàðüåðå áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ îñòàëüíûõ

ni∑

u=1

g0
iK

ii
uv = bi, i = 1, .., N (9)Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç bi = 4(bj2 − aj2)e

iky01(τ j
v ).



232 Òàíþøèí �.A., Ïîïçóèí Â.Â.Íà êàæäîì íîâîì øàãå áóäåì óòî÷íÿòü âåëè÷èíó ïåðåïàäà äàâëåíèé, èñïîëü-çóÿ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå:
ni∑

u=1

gkiK
ii
uv = bi −

N∑

u=1,u 6=i
gk−1
i Kii

uv, i = 1, .., N (10)Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü N ñèñòåì ñ òåïëèöåâûìèìàòðèöàìè, òî îáùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàâíà
O(kNni log(ni)) àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò,÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé k ìàëî. Òàê, äëÿ ñèñòåì èç äâóõ è ÷åòûðåõ ïðåïÿòñòâèéíåîáõîäèìî âñåãî äâà øàãà ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå áîëü-øîãî êîëè÷åñòâà ïðåïÿòñòâèé N ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ý��åêòèâíåå ïðÿìîãîðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) äàæå áåç èñïîëüçîâàíèÿ áûñòðûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òåïëèöå-âûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó òðåáóåò O(kNn3

i ) âìåñòî O(N3n3
i ) êîëè÷åñòâà îïåðàöèé.Àâòîðû áëàãîäàðÿò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ, ïðî�åññîðà Ñóìáàòÿ-íà Ì.À. (Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò) çà ïîñòàíîâêó è âíèìàíèå êðàáîòå.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Porter R., Evans D.V. Wave s
attering by periodi
 arrays of breakwaters // WaveMotion 1996. � 23. Pp. 95�120.[2℄ Linton C.M., Evans D.V. Integral equations for a 
lass of problems 
on
erning obsta
lesin waveguides // Fluid Me
hani
s 1992. � 245. Pp. 349�365.[3℄ Ëàìá �. �èäðîäèíàìèêà. Ì.: �îñ. èçä-âî òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1947.929 ñ.[4℄ Ìàíæèðîâ À.Â., Ïîëÿíèí À.Ä. Ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñïðà-âî÷íèê. Ì.: Ôàêòîðèàë, 1999. 272 ñ.[5℄ Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì., Ëè�àíîâ È.Ê. ×èñëåííûå ìåòîäû â ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèÿõ è èõ ïðèìåíåíèå â àýðîäèíàìèêå, òåîðèè óïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíà-ìèêå. Ì.: Íàóêà, 1985. 253 ñ.[6℄ Chan R.H, Ng M.K. Conjugate gradient methods for toeplitz systems // SIAM Review1996. � 38(3). Pp. 427�482.Tanyushin R.A., Popuzin V.V. Fast methods to 
al
ulate the stru
ture of the wave�eld for an array of barriers. In the present paper we propose an e�
ient method to 
al
ulatethe waves di�ra
ted by the system of �nite number of barriers. Starting from the Helmholtzequation, we redu
e the problem to a system of Boundary Integral Equations. This systemis solved numeri
ally by the Belo
erkovskiy�Lifanov method. The e�
ien
y of the algorithmis signi�
antly improved by the appli
ation of a fast iterative s
heme, with the use of theToeplitz solvers.



ÀÝ�ÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÜ ÌÀØÓÙÅ�Î Ê�ÛËÀ Â �ÀÌÊÀÕ�ÈÏÎÒÅÇÛ ÏËÎÑÊÈÕ ÑÅ×ÅÍÈÉÒàðàñîâ À. Å.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ãàðìîíè÷åñêèõêîëåáàíèé ìàøóùåãî ïðÿìîóãîëüíîãî óïðóãîãî êðûëà â ïîòîêå èäåàëüíîé íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíåí ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé Ôóðüå. Èñïîëüçîâàíèå ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷óê îäíîìåðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëüíûõìíîãî÷ëåíîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü òîíêîå ïðÿìîóãîëüíîå â ïëàíå êðûëî íàõîäèòñÿâ îäíîðîäíîì íà áåñêîíå÷íîñòè ïîòîêå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Êðûëîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðóãóþ áàëêó äëèíîé 2l ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá
EJ è ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ m, íà êîòîðóþ æåñòêî íàñàæåíû ïðÿìîëèíåéíûå íåäå-�îðìèðóåìûå õîðäû äëèíîé 2c. Áàëêà ìîæåò òîëüêî èçãèáàòüñÿ. Íåâîçìóùåííàÿñêîðîñòü ïîòîêà ðàâíà u0.Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà îñè ñèììåòðèè x áàëêó âûíóæäàþò ãàðìîíè÷åñêè êî-ëåáàòüñÿ ñ àìïëèòóäîé ïåðåìåùåíèÿ W0 è àìïëèòóäîé íà÷àëüíîãî óãëà W∗, ýòèêîëåáàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà âñå êðûëî. Âñþ êàðòèíó êîëåáàíèÿ ñ÷èòàåì ñèì-ìåòðè÷íîé ïî y è ïðîèñõîäÿùåé ïðè íóëåâîì óãëå àòàêè êðûëà.�ðàíè÷íîå óñëîâèå íà îñè:

W̃ (y, t) = W0e
iωt,

dW̃

dy
(y, t) = ±W∗e

iχeiωt, y = ∓0, (1)ãäå W̃ (y, t) � �óíêöèÿ êîëåáàíèÿ êðûëà, χ � ñäâèã �àç óãëîâûõ êîëåáàíèé.Ôîðìà êîëåáàíèÿ êðûëà è âñå îñòàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îïðå-äåëÿþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, óïðóãèìè ñâîéñòâàìè êðûëà [1, 2℄, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè ñèëàìè âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà íà êðûëî. �àññìàòðèâàÿ êðûëîêàê óïðóãóþ ñèñòåìó, çàïèñûâàåì óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ áàëêè
EJ

∂4W̃

∂y4
+m

∂2W̃

∂t2
= p±, (2)ãäå p± � ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà âäîëü õîðäû, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ðàçíîñòüìåæäó äàâëåíèåì p− ñíèçó è p+ ñâåðõó êðûëà

p± =

c∫

−c

(p− − p+)dx.Áîêîâûå êðîìêè êðûëà ñâîáîäíû, ïîýòîìó
d2W̃

dy2
=
d3W̃

dy3
= 0 , y = ±l. (3)



234 Òàðàñîâ À.Å.Ïðè ðàññìîòðåíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé êàðòèíû ïðåäïîëàãàåì ïîòåíöèàëü-íîñòü âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ, ϕ̃ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ëàïëàñà
∆ϕ̃ = 0. (4)�èäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå p, êîòîðîå èñïûòûâàåò êðûëî ñî ñòîðîíû æèäêî-ñòè, â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè âíîñèìûõ êðûëîì âîçìóùåíèé, ñâÿçàíî ñ �óíêöèåé

ϕ ëèíåàðèçîâàííûì èíòåãðàëîì Ëàãðàíæà-Êîøè
p = −ρ∂ϕ̃

∂t
− ρu0

∂ϕ̃

∂x
. (5)Óñëîâèå íåïðîíèöàíèÿ ïîäðàçóìåâàåò

∂ϕ̃

∂z
=
∂W̃

∂t
, (z = 0, |x| < c). (6)Ïðè x → −∞ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé âäàëèîò êðûëà: ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ñëàãàå-ìîãî, åãî ìîæíî ïðèíÿòü èñ÷åçàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè

ϕ̃ = 0, x → −∞ , y → ±∞. (7)Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïîòåíöèàë íå èñ÷åçàåò ïðè x → +∞. Â ñàìîì äåëå,âèõðåâàÿ ïåëåíà ñðûâàåòñÿ ñ çàäíåãî ðåáðà êðûëà, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçðûâíîñòèòàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âèõðåâóþ ïå-ëåíó. Îäíàêî äàâëåíèå è íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè íåïðåðûâíû,ñëåäîâàòåëüíî
p− = p+ ,

∂ϕ̃−
∂z

=
∂ϕ̃+

∂z
, (z = 0 , |x| > c). (8)Ôóíêöèè W̃ è ϕ̃ ñ÷èòàåì ïîä÷èíÿþùèìèñÿ ãàðìîíè÷åñêîìó ïî âðåìåíè çàêîíóè ïðåäñòàâèì â âèäå

W̃ (y, t) = W (y)eiωt , ϕ̃(x, y, z, t) = ϕ(x, y, z)eiωt. (9)Èç (1) � (9) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿè óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ �óíêöèé W è ϕ
EJ

d4W

dy4
−mω2W =

c∫

−c

γ(x)dx ; γ = iωρ(ϕ+ − ϕ−) + ρu0(
∂ϕ+

∂x
− ∂ϕ−

∂x
), (10)

W (∓0) = W0 ,
dW

dx
(∓0) = ±W∗ e

iχ,
d2W

dy2
(±l) =

d3W

dy3
(±l) = 0,

∂ϕ±
∂z

= iωW , (z = 0, |x| < c), (11)
p− = p+ ,

∂ϕ−
∂z

=
∂ϕ+

∂z
, (z = 0 , |x| > c). (12)



Àýðîóïðóãîñòü ìàøóùåãî êðûëà â ðàìêàõ ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé 2352. Âûâîä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ îáîáùåííîå èíòåãðàëüíîåïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, çàïèøåì
ϕ±(x, z) =

1

2π

∫

Λ

Φ(s, z)e−isxds.Âíåñåì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (4), îòêóäà ïîëó÷èì
Φ±(s, z) = A+(s)e−|s|z + A−(s)e|s|z.Òîãäà

ϕ−(x, z) =
1

2π

∫

Λ

A−(s)e|s|z−isxds (z < 0), (13)
ϕ+(x, z) =

1

2π

∫

Λ

A+(s)e−|s|z−isxds (z > 0).Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî
A+(s) = −A−(s).Ôóíêöèþ γ(x) âðåìåííî áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíîé è ïðåäñòàâèìîé â âèäå èíòå-ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

γ(x) =
1

2π

∫

Λ

G(s)e−isxds; G(s) =

c∫

−c

γ(ξ)eisξdξ. (14)Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ γ â (10) íàéäåì
A− =

G(s)

2ρiu0(s− ω
u 0

)
; A+ = − G(s)

2ρiu0(s− ω
u 0

)
. (15)Èç (13)�(15) íàéäåì

ϕ−(x, z) =
1

4πiρu0

c∫

−c

γ(ξ)dξ

∫

Λ

e|s|z+is(ξ−x)

(s− ω
u 0

)
dξ. (16)Àíàëîãè÷íî, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è äëÿ ϕ+(x, z). Èç (16) íàéäåì

∂ϕ−(x, 0)

∂z
=

1

4πiρu0

c∫

−c

γ(ξ)K(ξ − x)dξ; K(x) =

∫

Λ

|s|
s− ω

u 0

eisxds. (17)Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ Λ â (17), â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì èçëó÷åíèÿ Çîì-ìåð�åëüäà, îáõîäèò îñîáåííîñòü íà âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êå s = ω
u0
.Èç (17) è (11), ñ ó÷åòîì (12) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

c∫

−c

γ(ξ)K(ξ − x)dξ = −4πρu0W (y). (18)



236 Òàðàñîâ À.Å.3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèéW (y)è γ(x) ïîëó÷åíà ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé: äè��åðåíöèàëüíîãî (10) è èíòåãðàëü-íîãî (18).Èç óñëîâèÿ Êóòòà-Æóêîâñêîãî [3℄ ñëåäóåò, ÷òî íà ïåðåäíåé êðîìêå äàâëåíèåîáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïîðÿäêà 1√
c+x

, x → −c, à íà çàäíåé � â íîëü ïîðÿä-êà √
c− x , x → c. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (18) öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü ìåòîäîìîðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ [4℄. Ïðè ýòîì �óíêöèþ γ(x) ñëåäóåò èñêàòü â âèäåðÿäà

γ(x) =

√
c− x

c+ x

∞∑

k=0

gk(y)P
( 1
2
,− 1

2
)

k (x).çäåñü √
(c−x)
(c+x)

ÿâëÿåòñÿ âåñîì â óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ßêîáè
P

( 1
2
,− 1

2
)

k (x).Ïðîöåäóðà ìåòîäà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñâîäèò ðåøåíèå êàæäîãîèç óðàâíåíèé (18) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü ìåòîäîì ðåäóêöèè.Âû÷èñëèâ γ, ïîäñòàâèì åãî â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (10). Àíàëîãè÷-íî, ïðèìåíÿÿ ìåòîä îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ìåòîä ðåäóêöèè ïîëó÷èìïîëíîñòüþ �óíêöèþ êîëåáàíèÿ êðûëà.�àáîòà ïîääåðæàíà ÔÖÏ ¾Èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íà-ïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîìïëåêñà �îññèè íà 2007�2013 ãî-äû¿, �îñêîíòðàêò � 16.516.11.6106.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íåêðàñîâ À.È. Òåîðèÿ êðûëà â íåñòàöèîíàðíîì ïîòîêå // Ì.-Ë.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�,1947. 258 
.[2℄ Ñåäîâ Ë.È. Ïëîñêèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè è àýðîäèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1966. 480 ñ.[3℄ Ëîéöÿíñêèé Ë.�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1973. 848 ñ.[4℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Ñìåòàíèí Á.È., Ñîáîëü Á.Â. Òîíêèå êîíöåíòðàòîðû íàïðÿæå-íèé â óïðóãèõ òåëàõ. Ì.: Íàóêà, 1993. 224 ñ.Tarasov A.E. Aeroelasti
ity of �apping wing in frames of plane se
tion hypothesis.We propose a semi-analyti
al approa
h to study harmoni
 os
illations of the �appingre
tangular wing in a �ow of invis
id in
ompressible �uid. To 
onstru
t the solution ofthis problem we apply the integral Fourier transform. With the use of the `plane se
tions'hypothesis we redu
e the problem to one-dimensional integral equations whi
h are solved bythe method of orthogonal polynomials.
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∗∗ ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏîëó÷åíî ðåøåíèå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è î âîçáóæäåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ ïîâåðõ-íîñòíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âîëí â ñæèìàåìîé æèäêîñòè, ðàçìåùåííîé â âîëíîâîì ñòåíäåêîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Äâèæåíèå ñæèìàåìîé æèäêîñòè âûçâàíî êîëåáàíèÿìè âåðòèêàëü-íîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíîé, èìåþùåé çàäàííóþ �îðìó. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîâåðõ-íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïîñòðîåííîå ðåøåíèå èìååò çàìêíóòûé âèä. Èçó÷åíî âëèÿíèå ìàëîéäèññèïàöèè ýíåðãèè.Ïëîñêèå ìàëûå êîëåáàíèÿ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, âûçâàííûå íà ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû ñ ïîìîùüþ êîëåáàíèé âåðòèêàëü-íîé ïëàñòèíû, èçó÷àëèñü â [1℄. Âîëíû â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáè-íû, ãåíåðèðóåìûå èçãèáíûìè êîëåáàíèÿìè áåñêîíå÷íîé ïîëîñû, ðàññìàòðèâàëèñüâ [2℄. Óñòàíîâëåíèå ïëîñêèõ ïðîãðåññèâíûõ âîëí ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõâåðòèêàëüíîé ñòåíêè â ãëóáîêîé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èññëåäîâàëîñüâ [3℄.Â [1℄ óêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ñëó÷àþ, êîãäà îòðàæàþùàÿ ñòåíêà íà-õîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò âîëíîîáðàçóþùåé ñòåíêè, íåâîçìîæåí â âû-áðàííûõ àâòîðàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ïðåäëàãàåìàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòüïîäîáíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì íàáëþäåíè-ÿì ïðîãðåññèâíûõ âîëí [4℄. Òåîðèÿ ïðîãðåññèâíûõ ïëîñêèõ âîëí â íåñæèìàåìîéæèäêîñòè, âûçâàííûõ ïëàñòèíîé çàäàííîé �îðìû [5℄, îáîáùàåòñÿ çäåñü íà ñëó÷àéïðîñòðàíñòâåííûõ âîëí â ñæèìàåìîé ñðåäå.1.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î âîëíîâîì äâèæåíèè òÿæåëîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè,âûçâàííîé âåðòèêàëüíîé ïëàñòèíîé, èìååò âèä
Φtt + µΦt = c20∆Φ;

Φtt + µΦt + gΦz +
α

ρ0
Φzzz = 0, z = h;

Φz = 0, z = 0;

Φx =
∂u

∂t
, x = 0, |y| < b, 0 < z < h;

Φy = 0, y = ±b, 0 < z < h;

Φx = 0, x = a, |y| < b, 0 < z < h. (1)Â (1) âåëè÷èíà c0 � ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè, Φ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, t � âðå-ìÿ, x, y � êîîðäèíàòû â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, z � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà,
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µ � êîý��èöèåíò äèññèïàöèè ýíåðãèè �ýëåÿ, α � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãîíàòÿæåíèÿ, ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè; u = u(y, z, t) � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòüäâèæåíèÿ ïëàñòèíû, ïîìåùåííîé íà âåðòèêàëüíîé ñòåíêå áàññåéíà ïðÿìîóãîëü-íîé �îðìû. Øèðèíà áàññåéíà � 2b, ãëóáèíà áàññåéíà � h, äëèíà áàññåéíà � a.Íà áîêîâûõ ñòåíêàõ y±b, íà çàäíåé ñòåíêå (x = a), íà äíå (z = 0) äàííîãî áàññåéíàâûïîëíåíû óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ. Íà ïåðåäíåé ñòåíêå áàññåéíà (x = 0) íàõîäèò-ñÿ âåðòèêàëüíàÿ ïëàñòèíà. Íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ íàëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ äíà è ïåðåäíåé ñòåíêè áàññåéíà. Äàâëåíèå â æèäêîñòè P , âîç-âûøåíèå ïîâåðõíîñòè ξ ðàâíû

P = −ρ0(Φt + µΦ + gz), 0 < z < h;

∂ξ

∂t
= Φz, z = h, (2)ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïëàñòèíà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-áàíèÿ êðóãîâîé ÷àñòîòû ω

Φ = ϕeiωt, ξ = ηeiωt, u = u0e
iωt. (3)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) â (1) âûâåäåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è îòíîñèòåëüíî êîì-ïëåêñíûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé ϕ, η, u0 â âèäå

ϕxx + ϕyy + ϕzz +
ω2 − iµω

c20
ϕ = 0;

(ω2 − iµω) ϕ− (gϕz +
α

ρ
ϕzzz) = 0, z = h;

ϕz = 0, z = 0;

ϕx = 0, x = a, |y| < b, 0 < z < h;

ϕx = iωuo, x = 0, |y| < b, 0 < z < h;

ϕy = 0, y = ±b. (4)Êðàåâàÿ çàäà÷à (4) íåîäíîðîäíàÿ çà ñ÷åò óñëîâèÿ íà ïëàñòèíå ïðè x = 0.2.Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè. Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêî-ñòè ïðåäñòàâèì â âèäå ñóïåðïîçèöèè ÷àñòíûõ ðåøåíèé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé èç(4)äëÿ å¼ îäíîðîäíûõ óñëîâèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äâîéíûì ðÿäîì
ϕ(x, y, z) =

∞∑

m=0

∞∑

n=0

Amn cos(k3(m)z) cos(k2(n)(b− y))×

× [e−m1(m,n)(2a−x) + e−m1(m,n)x]. (5)Ñèñòåìà �óíêöèé cos k3(n)(b − y) = cos(nπ/2b)(b − y) îðòîãîíàëüíà íà îòðåç-êå −b 6 y 6 b. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà â âåðòèêàëüíîìíàïðàâëåíèè k3(m) ïîëó÷åíî â ñëåäóþùåì âèäå
sin(k3h)(1 − βk2

3) =
kp
k3

cos(k3h), β =
α

ρg
, kp =

ω2 − iµω

g
. (6)



Êîëåáàíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñæèìàåìîé æèäêîñòè 239Âîëíîâîå ÷èñëî îòíîñèòåëüíî îñè x, ò. å. m1(m,n) ðàâíî âåëè÷èíå
m1(m,n) =

√
k2

2(n) + k2
3(m) − k2

0, k2
0 =

ω2 − iµω

c20
, Re (m1) > 0, µ > 0, (7)ãäå k0 � âîëíîâîå ÷èñëî ïðîäîëüíîé óïðóãîé âîëíû â íåîãðàíè÷åííîé ñæèìàåìîéæèäêîñòè; k2(n) � âîëíîâîå ÷èñëî ïîâåðõíîñòíîé âîëíû â íàïðàâëåíèè îñè y. Êî-ý��èöèåíòû Amn íåèçâåñòíû è ñîãëàñíî (4) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íà ïëàñòèíå

ϕx = iωu0(z, y), x = 0, |y| < b, 0 < z < h. (8)Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (8) íà ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé
(2/bh) cos(k3(p)z) cos(k2(n)(b − y)). Ïðîèíòåãðèðóåì (8) ïî îáëàñòè 0 < z 6 h,
−b 6 y 6 b. Îáîçíà÷èì

αpn =
2iω

bh

h∫

0

b∫

−b

u0(z, y) cos(k3(p)z) cos(k2(n)(y − b))dzdy,

p = 0, 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . ;

ε0 = 2, εn = 1, n = 1, 2, . . . ;

βpm =
2

h

h∫

0

cos(k3(m)z) cos(k3(n)z)dz;

βmm =

[
1 +

sin 2k3(m)h

2k3(m)h

]
, m = 0, 1, 2, . . . . (9)Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé �îðìóëû (9) ïîëó÷àåì íàáîð áåñêîíå÷íûõñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèç-âåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ Amn â �îðìóëå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè (5), â ñëåäóþùåìâèäå

εn

∞∑

m=0

m1(m,n)[e−2am1(m,n) − 1]βpmAmn = αpn;

n = 0, 1, 2, . . . ; p = 0, 1, 2, . . . , (10)ãäå n � íîìåð áåñêîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé; a � äëèíà áàñ-ñåéíà; εn, βpm � èçâåñòíûå êîý��èöèåíòû, íàéäåííûå â �îðìóëàõ (9); αpn � ïðà-âûå ÷àñòè áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïðåäåëåííûå â �îðìóëàõ (9);
Amn � íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (5); m � íîìåð íåèçâåñòíîé âáåñêîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé çà íîìåðîì n; p � íîìåð óðàâíå-íèÿ â áåñêîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé çà íîìåðîì n. �àññìîòðèìïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé êàæäîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (10) â îáëàñòèíèçêèõ ÷àñòîò ω2/g → 0, à òàêæå â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò ω2/g → ∞, ñ÷èòàÿ,÷òî îñòàëüíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è β, h, µ, a ïðèíèìàþò íåêîòîðûå �èêñèðîâàí-íûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäóåò ñ÷èòàòü â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå, ÷òî βpm = 0 â ñëó÷àå
p 6= m. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìû óðàâíåíèé (10) ñâîäÿòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

εnm1(p, n)[e−2am1(p,n) − 1]βppApn = αpn,
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p = 0, 1, 2, . . . ; n = 0, 1, 2, . . . . (11)Èç ñîîòíîøåíèé (11) íàõîäèì íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (5) âñëåäóþùåì âèäå

Amn = − αmn
m1(m,n)βmmεn[1 − e−2am1(m,n)]

. (12)Êîý��èöèåíòû βmm 6= 0 â (12), à â ñëó÷àå µ = 0, m > 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
1 < βmm < 2. Ôîðìóëû (12) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè â òðåõ ñëó÷àÿõ: â îáëàñòèíèçêèõ ÷àñòîò, â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò; â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåí-òà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ (ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ β). �åãóëÿðíîñòü áåñêîíå÷-íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (10) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì, ÷òî è â [5℄.Ôîðìóëû (12) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-íèÿ, ò. å. ïðè β = 0, ò. ê. βpm = 0, p 6= m, µ > 0.Â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò ïåðâûå ìîäû êîëåáàíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âå-äóò ñåáÿ ïî÷òè òàê æå, êàê è â ñëó÷àå óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ æèäêîñòè. Íà ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòè ϕ ≈ 0. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ïðåíåáðåæåíèå âëèÿíèåì ñèëûòÿæåñòè.Ñëàãàåìîå e−m1(0,0)x, âñòðå÷àþùååñÿ â ðåøåíèè (5), îïèñûâàåò ïîâåðõíîñòíóþâîëíó ñ ïëîñêèì �ðîíòîì, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ îò ïëàñòèíû è çàòóõàþùóþâäîëü îñè x. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â âèäå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âûòåêàþò èç-âåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è î âåðòèêàëüíîì âîëíîïðîäóêòîðå [1�5℄.Íàëè÷èå äèññèïàöèè ýíåðãèè â äàííîé ðàáîòå äîïîëíÿåò èçâåñòíûå èññëåäîâàíèÿ,ò. ê. ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü äëèíó ñòåíäà ïðè îòðàáîòêå âîïðîñà ãàøåíèÿ âîëí,îòðàæåííûõ îò çàäíåé ñòåíêè ñòåíäà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áóéâîë Â.Í. Êîëåáàíèÿ è óñòîé÷èâîñòü äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì â æèäêîñòè. Êèåâ:Íàóêîâà äóìêà, 1975. Ñ. 38�58.[2℄ ×åðêåñîâ Ë.Â. Íåóñòàíîâèâøèåñÿ âîëíû. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1970. Ñ. 26�32.[3℄ Ñðåòåíñêèé Ë.Í. Òåîðèÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé æèäêîñòè. Ì.: Íàóêà, 1977.Ñ. 320�335.[4℄ Madsen O. S. On the generation of long waves // J. Geophysi
al Rear
h. 1971. Vol. 76,� 36. P. 8672�8683.[5℄ Òðåïà÷åâ Â.Â., Òðåïà÷åâà �.Í. Ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, âûçâàííûå êîëåáàíèÿìèïëàñòèíû çàäàííîé �îðìû // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîøí. ñðåäû: Òð. VIII Ìåæä.êîí�. �îñòîâ í/Ä, 14-18 îêò. 2002. Ñ. 188�192.Trepa
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÛÕ �ÅÆÈÌÎÂÂ ÏÎ�ÈÑÒÎÌ ÊÎËÜÖÅÒðî�èìîâà À.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòèâ ïîðèñòîé êîëüöåâîé îáëàñòè. �àçâèò ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ äâèæå-íèé íà îñíîâå ìîäåëè Äàðñè è êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû, ñîõðàíÿþùåé êîñèììåòðèþèñõîäíîé çàäà÷è. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ êîëüöåâûõ îáëàñòåé èññëåäîâàíî îò-âåòâëåíèå ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ îò ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, èçó÷åíà ýâî-ëþöèÿ êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé ñ ðîñòîì ÷èñëà �ýëåÿ è ïðîàíàëèçèðîâàíî âîçíèêíîâåíèåíåóñòîé÷èâîñòè íà ñåìåéñòâå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.Êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ õàðàêòåðèçóþòñÿ ðÿäîì èíòåðåñ-íûõ ý��åêòîâ. Òàê, äëÿ ïëîñêîé êîíâåêöèè Äàðñè â áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå ïðèïîäîãðåâå ñíèçó áûëî îáíàðóæåíî îòâåòâëåíèå îò ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îä-íîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ [1℄. Ýòî ÿâ-ëåíèå áûëî îáúÿñíåíî Â.È. Þäîâè÷åì ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîñèììåòðèè [2℄. Àíà-ëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïëîñêîé çàäà÷è �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ïîçâîëèëîïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñåìåéñòâà ðàâíîâåñèé è èçó÷èòü åãî óñòîé÷èâîñòü âáëèçèáè�óðêàöèè ðîæäåíèÿ. Àíàëèç ñèëüíîé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ïðè áîëüøèõíàäêðèòè÷íîñòÿõ âîçìîæåí òîëüêî ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Èññëåäîâàíèåñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ðàíåå áûëî âûïîëíåíî äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îá-ëàñòåé íà îñíîâå ìåòîäà �àëåðêèíà [3℄ è êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà [4℄.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé â êîëüöå îïèñàí ÷èñ-ëåííûé ìåòîä íà îñíîâå óðàâíåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èèñïîëüçîâàëàñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ðàçâèòàÿ äëÿ êîëüöåâûõ ñåêòîðîâ â [5℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à �èëüòðàöèîííîéêîíâåêöèè â ïîðèñòîé êîëüöåâîé îáëàñòè D = [R1, R2] × [0, 2π], ïîäîãðåâàåìîéñíèçó. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõèìååò âèä [5℄:
∂tθ = ∆θ +G(ψ) − J(θ, ψ), J(θ, ψ) =

1

r

[
∂r(θ ∂ϕ ψ) − ∂ϕ(θ ∂r ψ)

]
, (1)

0 = ∆ψ − λG(θ), G(θ) =
1

r

[
∂ϕ(cosϕ θ) + ∂r(r sinϕ θ)

]
, (2)

θ
∣∣
∂D

= 0, ψ
∣∣
∂D

= 0, (3)
θ|t=0 = θ 0(r, ϕ). (4)Çäåñü t � âðåìÿ; (r, ϕ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû; ∆ = ∂2

r + 1
r
∂r + 1

r2
∂2
ϕ � îïåðàòîðËàïëàñà; θ � îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò ëèíåéíîãî ïðî�èëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãîìåõàíè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ; ψ � �óíêöèÿ òîêà; λ � �èëüòðàöèîííîå ÷èñëî �ýëåÿ.Äëÿ çàäà÷è (1)�(3) êîñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ L = (ψ,−θ), ÷òîîçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðåøåíèé [2℄.



242 Òðî�èìîâà À.Â.Íóëåâîå ðàâíîâåñèå θ = ψ = 0 äëÿ ñèñòåìû (1)�(4) èìååòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà λ è ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà λ ÷åðåç λcr îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ îòâåòâëÿåòñÿñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ñ ïåðåìåííûì ñïåêòðîì.2. Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4)èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ââîäÿòñÿ ðàâíîìåðíûå ñåòêè ïî êîîðäè-íàòàì: ri = R1 + ihr, i = 1 . . . n, hr = (R2 − R1)/(n + 1), ϕj = jhϕ, j = 1 . . .m,
hϕ = 2π/m. Òåìïåðàòóðà è �óíêöèÿ òîêà îïðåäåëÿþòñÿ â óçëàõ (ri, ϕj), ïðèâû÷èñëåíèè êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà J(θ, ψ) èñïîëüçóþòñÿ óçëû ñìåùåííûõ ñåòîê:
ri−1/2 = R1 + (i− 1/2)hr, i = 1 . . . n+ 1, ϕj−1/2 = (j − 1/2)hϕ, j = 1 . . .m+ 1.Íà äâóõòî÷å÷íûõ øàáëîíàõ ââîäÿòñÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïåðâûõ ïðîèçâîä-íûõ è îïåðàòîðû âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî:

(δ1θ)i−1/2,j =
θi,j − θi−1,j

hr
, (δ2θ)i,j−1/2 =

θi,j − θi,j−1

hϕ
,

(δ1
0θ)i−1/2,j =

θi,j + θi−1,j

2
, (δ2

0θ)i,j−1/2 =
θi,j + θi,j−1

2
.Ñ èõ ïîìîùüþ çàäàþòñÿ îïåðàòîðû íà ÷åòûðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå, ðàçíîñòíûåîïåðàòîðû ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íà òðåõòî÷å÷íûõ øàáëîíàõ è äèñêðåòíûé àíàëîãëàïëàñèàíà:

(d0θ)i,j = (δ1
0δ

2
0θ)i,j , (d1θ)i,j = (δ2

0δ1θ)i,j , (d2θ)i,j = (δ1
0δ2θ)i,j ,

(D1θ)i,j = (δ1
0δ1θ)i,j, (D2θ)i,j = (δ2

0δ2θ)i,j , ∆hθi,j =

(
1

r
δ1(rδ1θ) +

1

r2
δ2δ2θ

)

i,j

.Àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé (1), (2) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂tθi,j = ∆hθi,j +Gi,j(ψ) − Ji,j(θ, ψ), 0 = ∆hψi,j − λGi,j(θ). (5)Äèñêðåòíûå àíàëîãè êðàåâûõ óñëîâèé äàþòñÿ �îðìóëàìè:

θ0,j = 0, θn+1,j = 0, ψ0,j = 0, ψn+1,j = 0, j = 0, . . . , m+ 1,

θi,0 = 0, θi,m+1 = 0, ψi,0 = 0, ψi,m+1 = 0, i = 0, . . . , n+ 1.Ïðè àïïðîêñèìàöèè ÿêîáèàíà ïðèìåíÿëñÿ àíàëîã �îðìóëû Àðàêàâû:
Ji,j(θ, ψ) =

α

ri
[D1(θD2ψ) −D2(θD1ψ)]i,j +

(1 − α)

ri
[d1(d0θd2ψ) − d2(d0θd1ψ)]i,j , (6)à äëÿ àïïðîêñèìàöèè G(θ) àíàëèòè÷åñêè áûëà âûâåäåíà �îðìóëà:

Gi,j(θ) =
β

ri
(cosϕD2θ + r sinϕD1θ)i,j +

(1 − β)

ri
(D2(cosϕ θ) +D1(r sinϕ θ))i,j . (7)Ïðè α = 1/3 è β = 1/2 êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñèñòåìû ñîõðàíÿåò êîñèììåò-ðèþ èñõîäíîé çàäà÷è.Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé (5) çàïèñûâàåòñÿ â âåêòîðíîé �îðìå:

Θ̇ = AΘ +BΨ − F (Θ,Ψ), 0 = AΨ − λBΘ,



Âû÷èñëåíèå ñåìåéñòâà êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ â ïîðèñòîì êîëüöå 243çäåñü Θ = (θ11, θ12, . . . , θij, θi,j+1, . . . , θnm), Ψ = (ψ11, ψ12, . . . , ψij, ψi,j+1, . . . , ψnm).Ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîëíÿåòñÿ ðàçíîñòíûì àíàëîãîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (4):
Θ
∣∣
t=0

= Θ0 = (θ0(r1, ϕ1), . . . , θ
0(rn, ϕm)). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èñïîëüçóåòñÿìåòîä �óíãå�Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà. �àñ÷åòû êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ ïðîâîäèëèñü âñðåäå MATLAB. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðèìåíÿåò-ñÿ àëãîðèòì [3, 4℄. Äëÿ êàæäîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ìàòðèöà ëèíåàðèçàöèèíàõîäèòñÿ ÷èñëåííî, à åå ÿäðî îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì SVD-ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ óòî÷-íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â îêðåñòíîñòè ñåìåéñòâà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà, è ïðî-ãíîçíîå çíà÷åíèå äëÿ ñëåäóþùåé òî÷êè íà ñåìåéñòâå âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùèýêñòðàïîëÿöèîííîãî ìåòîäà Àäàìñà.3. �àñ÷åò ñåìåéñòâà êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðå-çóëüòàòû ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ çàäà÷è (1)�(4) äëÿ êîëüöåâûõ îáëàñòåéðàçíîé òîëùèíû. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñîñòîÿíèå ïîêîÿ θ = ψ = 0 ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîïðè ìàëûõ ãðàäèåíòàõ òåìïåðàòóðû (ïàðàìåòð �ýëåÿ λ < λcr). Ïðè ïðåâûøåíèèêðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âîçíèêàþò íåïðåðûâíûå ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ êîíâåê-òèâíûõ ðåæèìîâ. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñîñòîÿë â íàõîæäåíèè ñåìåéñòâêîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ è ïðîäîëæåíèè èõ ïî ïàðàìåòðó �ýëåÿ äî âîçíèêíîâåíèÿíåóñòîé÷èâîñòè.Äëÿ óçêîé êîëüöåâîé îáëàñòè D1 = [1, 1.5]× [0, 2π] îñíîâíûå ðàñ÷åòû ïðîâîäè-ëèñü íà ñåòêå èç 8×60 âíóòðåííèõ óçëîâ. Cåìåéñòâî ðàâíîâåñèé îòâåòâëÿåòñÿ ïðè

λcr ≈ 171 è åãî ýâîëþöèÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà �ýëåÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ñ óâåëè÷å-íèåì ïàðàìåòðà �ýëåÿ λ âîçðàñòàåò òåïëîâîé ïîòîê è ìåíÿåòñÿ �îðìà ñåìåéñòâà.Â íèæíåé ÷àñòè �îðìèðóåòñÿ ¾îñòðè¼¿, âïåðâûå ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè íà ñåìåé-ñòâå ïðîèñõîäèò äëÿ ðåæèìîâ èç ýòîé îáëàñòè êðèâîé ïðè λ ≈ 209. Íà ðèñ. 1bçâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíû ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, ïîòåðÿâøèå óñòîé÷èâîñòü êîëå-áàòåëüíûì îáðàçîì. Êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ äëÿ óçêîãî êîëüöà èìåþò îò âîñüìèäî äåñÿòè âàëîâ, èõ ðàñïîëîæåíèå ìîæåò áûòü ñèììåòðè÷íûì è íåñèììåòðè÷íûìîòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè.Â ñëó÷àå êîëüöåâîé îáëàñòè D2 = [1, 2] × [0, 2π] ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå òå-ðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè λcr ≈ 41 (ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå 12 × 60). Íà
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�èñ. 1. Ýâîëþöèÿ ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ äëÿ êîëüöà D1. Çâåçäî÷êàìè îáîçíà-÷åíû ðåæèìû ñ êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ.
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�èñ. 2. Ýâîëþöèÿ ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ äëÿ êîëüöà D2. Öè�ðàìè (I�IV ) îáî-çíà÷åíû ðåæèìû, äëÿ êîòîðûõ íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè òîêà, èçîòåðìû è ñïåêòðóñòîé÷èâîñòè. Çâåçäî÷êàìè (êðóæî÷êàìè) îáîçíà÷åíû ðåæèìû ñ êîëåáàòåëüíîé (ìîíî-òîííîé) íåóñòîé÷èâîñòüþ.ðèñ. 2 èçîáðàæåíî ðàçâèòèå ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ñ ðîñòîì ÷èñëà �ý-ëåÿ. Íåóñòîé÷èâîñòü êîëåáàòåëüíîãî è ìîíîòîííîãî òèïà íàáëþäàëàñü ïðè λ > 56.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ëèíèè òîêà, èçîòåðìû è ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðåæè-ìîâ, îáîçíà÷åííûõ öè�ðàìè I�IV íà ðèñ. 2a. �åæèìû ñîñòîÿëè â îñíîâíîì èçøåñòè êîíâåêòèâíûõ âàëîâ. Íà ðèñ. 3
 ïðåäñòàâëåíà ÷àñòü ñïåêòðà óñòîé÷èâîñòè,íàèáîëåå ïðèáëèæåííàÿ ê ìíèìîé îñè. Íàëè÷èå ïðàêòè÷åñêè íóëåâîãî çíà÷åíèÿâ ñïåêòðå óêàçûâàåò íà ïðèíàäëåæíîñòü ýòèõ êîíâåêòèâíûõ ñòðóêòóð îäíîïàðà-ìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Âèäíî, ÷òî õàðàêòåð ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ âåëè÷èí σ ìåíÿåòñÿ îò ðåæèìà ê ðåæèìó. Íåóñòîé÷èâîñòü íà
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) èç ñåìåéñòâàäëÿ êîëüöà D2 ïðè λ = 45.



Âû÷èñëåíèå ñåìåéñòâà êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ â ïîðèñòîì êîëüöå 245ñåìåéñòâå êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ âïåðâûå âîçíèêàåò äëÿ ñòðóêòóð ñ ñèììåòðè÷-íûì ðàñïîëîæåíèåì âàëîâ (ðåæèì III).Äëÿ øèðîêîãî êîëüöà ([1, 3]× [0, 2π]) ñåìåéñòâî îòâåòâëÿåòñÿ ïðè λcr ≈ 9.8 è ñî-äåðæèò, â îñíîâíîì, ðåæèìû ñ ÷åòûðüìÿ êîíâåêòèâíûìè âàëàìè. Íåóñòîé÷èâîñòüíà ñåìåéñòâå ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ âïåðâûå âîçíèêàåò ïðè λ ≈ 14.8.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 11-01-00708-à.
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ulated andinstability on the family is analyzed.
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∗∗Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÏîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è î ñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèèèçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ê ãðàíèöå êîòîðîãî ïðèëîæåíà íàãðóçêà, ðàñïðåäåëåí-íàÿ ïî êðóãîâîé îáëàñòè V, âíå V � íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðîïîð-öèîíàëüíû, êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè îòñóòñòâóþò. ×àñòíûìèñëó÷àÿìè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à î äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëûíà ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ óïðóãî çàêðåïëåííîé ãðàíèöåé , à òàêæå ïåðâàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷àòåîðèè óïðóãîñòè, êîãäà êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèéíà ãðàíèöå îáðàùàåòñÿ â íóëü.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óïðóãîãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà, íà ãðàíèöå êîòîðîãî äåéñòâóåò ðàñïðåäåëåííàÿ ïî êðóãîâîé îáëà-ñòè íàãðóçêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì îñåâîé ñèììåòðèè; âíå îáëàñòè ïðèëî-æåíèÿ íàãðóçêè íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, êàñàòåëüíûå íà-ïðÿæåíèÿ íà âñåé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ïîëóïðîñòðàíñòâî, îòñóòñòâóþò;íàïðÿæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü.Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, Θ, z ñ íà÷àëîì â öåíòðå îáëàñòèïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Êîîðäèíàòíóþ îñü z íàïðàâèì âåðòèêàëüíî ââåðõ. Â ñëó÷àåîñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè ñèñòåìà óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîï-íîãî òåëà (óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàêîí �óêà, ñîîòíîøåíèÿ Êîøè, ñâÿçûâàþùèåêîìïîíåíòû äå�îðìàöèè ñ ïåðåìåùåíèÿìè) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ [1℄
∇2∇2Φ(r, z) = 0, (1)

∇2 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
,ïðè÷åì êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ÷åðåç �óíêöèþíàïðÿæåíèÿ Ëÿâà âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

u = −1 + ν

E

∂2Φ

∂r∂z
,

w =
1

2G1

(
2(1 − ν)∇2Φ − ∂2Φ

∂z2

)
,

σr =
∂

∂z

(
ν∇2Φ − ∂2Φ

∂r2

)
, (2)
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σΘ =

∂

∂z

(
ν∇2Φ − 1

r

∂Φ

∂r

)
,

σz =
∂

∂z

(
(2 − ν)∇2Φ − ∂2Φ

∂z2

)
,

τrz =
∂

∂r

(
(1 − ν)∇2Φ − ∂2Φ

∂z2

)
,ãäå E � ìîäóëü óïðóãîñòè, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, G1 � ìîäóëü ñäâèãà.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âåðõíåãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0 çàïèøåì ââèäå

σz(r, 0) = −q(r), r < a;

σz(r, 0) = kw(r, 0), r > a; (3)
τrz(r, 0) = 0, r <∞.2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîéçàäà÷è (1)�(3) â îáëàñòè z > 0 èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(t, z) èçîáðàæåíèå �óíêöèè Φ(r, z). Áóäåì èìåòü

Q(z, t) =

∫ ∞

0

Φ(r, z)rJ0(rt)dr (4)è, ñîãëàñíî �îðìóëå îáðàùåíèÿ,
Φ(r, z) =

∫ ∞

0

Q(r, t)tJ0(rt)dt. (5)Çäåñü J0(rt) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Óìíîæèìóðàâíåíèå (1) íà rJ0(rt) è ïðîèíòåãðèðóåì îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì
d4Q

dz4
− 2t2

d2Q

dz2
+ t4Q = 0. (6)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû k1,2 = t, k3,4 = −t,îãðàíè÷åííîå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) çàïèøåì â âèäå

Q(z, t) = (A+Bz)e−tz . (7)Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (7), (5), âû÷èñëèì êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå (2) è, ïðèðàâ-íÿâ åãî íóëþ íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà, íàéäåì ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìèA è B
B =

1

2ν
At. (8)Ââåäåì �óíêöèþ

β(r) =




q(r) + kw(r, 0), r < a ,

0, r > a ,
(9)



248 Õàïèëîâà Í.Ñ., Çàë¼òîâ Ñ.Â.ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïåðâûå äâà óñëîâèÿ (3) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
σz(r, 0) = −β(r) + kw(r, 0), r <∞. (10)Ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâó (10) èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ, ïîëó÷èì

σz = β + kw. (11)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îðìóëû (2), (5), âû÷èñëèì èçîáðàæåíèÿ �óíêöèé
σz = −(2 − ν)t2Q

′
+ (1 − ν)Q

′′
,

w =
1

2G

[
−2(1 − ν)t2Q+ (1 − 2ν)Q

′′
]
. (12)Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (12), (7), (8) â ðàâåíñòâî (11), â ðåçóëüòàòå íàéäåì

A = − 2νβ

t2(t+ χ)
, (13)ãäå

χ =
2k(1 − ν2)

E
. (14)Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ Q(t, z) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Q = −β(2ν + tz)

t2(t+ χ)
e−tz. (15)Èç ðàâåíñòâ (5), (15) íàõîäèì �óíêöèþ íàïðÿæåíèé

Φ(r, z) = −
∫ ∞

0

β(2ν + tz)

t(t+ χ)
e−tzJ0(rt)dt (16)Ïîäñòàâèâ Φ(r, z) â �îðìóëû (2), îïðåäåëèì êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèéè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â èçîòðîïíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå

u(r, z) = −1 + ν

E

∫ ∞

0

β(t)(1 − 2ν − zt)e−tzJ1(rt)
tdt

t+ χ
, (17)

w(r, z) = −1 + ν

E

∫ ∞

0

β(t)(2ν − 2 − zt)e−tzJ0(rt)
tdt

t+ χ
, (18)

σz(r, z) = −
∫ ∞

0

β(t)t2(1 + zt)e−tzJ0(rt)
dt

t+ χ
, (19)

σr(r, z) =

∫ ∞

0

β(t)t2(1 − zt)e−tzJ0(rt)
t2dt

t+ χ
−

−1

r

∫ ∞

0

β(t)(1 − 2ν − zt)e−tzJ1(rt)
tdt

t+ χ
, (20)

σΘ(r, z) = 2ν

∫ ∞

0

β(t)e−tzJ0(rt)
t2dt

t+ χ
+
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+

1

r

∫ ∞

0

β(t)(1 − 2ν − zt)e−tzJ1(rt)
tdt

t+ χ
, (21)

τrz(r, z) = −z
∫ ∞

0

β(t)t3e−tzJ1(rt)
dt

t+ χ
. (22)Óñòðåìèâ â �îðìóëàõ (17)�(22) êîîðäèíàòó z ê íóëþ, âû÷èñëèì ïåðåìåùåíèÿè íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà

u(r, 0) = −(1 + ν)(1 − 2ν)

E

∫ ∞

0

β(t)J1(rt)
tdt

t+ χ
, (23)

w(r, 0) = −2(1 − ν2

E

∫ ∞

0

β(t)J0(rt)
tdt

t+ χ
, (24)

σz(r, 0) = −
∫ ∞

0

β(t)J0(rt)
t2dt

t+ χ
, (25)

σr(r, 0) =

∫ ∞

0

β(t)J0(rt)
t2dt

t+ χ
− 1 − 2ν

r

∫ ∞

0

β(t)J1(rt)
tdt

t+ χ
, (26)

σΘ(r, 0) = 2ν

∫ ∞

0

β(t)J0(rt)
t2dt

t+ χ
+

1 − 2ν

r

∫ ∞

0

β(t)J1(rt)
tdt

t+ χ
, (27)

τrz(r, z) = 0. (28)Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (28), êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå îáðàùàþòñÿâ íóëü. Ïðåîáðàçîâàâ ñîîòíîøåíèå (25) ê âèäó
σz(r, 0) = −

∫ ∞

0

βJ0(rt)
t(t+ χ− χ)dt

t+ χ
= (29)

= −
∫ ∞

0

βtJ0(rt)dt+ χ

∫ ∞

0

βJ0(rt)
tdt

t+ χ
= −β(r) + kw(r, 0),óáåæäàåìñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàïðÿæåíèÿ σz òîæäåñòâåííî óäîâëåòâî-ðÿþòñÿ.Âû÷èñëèì èçîáðàæåíèå �óíêöèè β(r). Ñ ó÷åòîì �îðìóëû (9) ïîëó÷àåì

β(t) =

∫ ∞

0

β(r)rJ0(rt)dr =

∫ a

0

[q(r) + kw(r, 0)]rJ0(rt)dr. (30)Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (30) ïåðåìåùåíèå w(r, 0), îïðåäåëÿåìîå �îðìó-ëîé (24), ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
β(t) =

∫ a

0

q(r)rJ0(rt)dr + χ

∫ ∞

0

β(t1)K(t, t1)dt1, (31)ÿäðî êîòîðîãî èìååò âèä
K(t, t1) =

∫ a

0

t1r

t1 + χ
J0(rt1)J0(rt)dr. (32)



250 Õàïèëîâà Í.Ñ., Çàë¼òîâ Ñ.Â.Èòàê, ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è (3) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè (17)�(28),ïðè÷åì âõîäÿùàÿ â íèõ �óíêöèÿ β(t) íàõîäèòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (31).Ïðè χ = 0 (k = 0) çàäà÷à (3) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ïåðâóþ îñíîâíóþ çàäà÷ó, ðåøå-íèå êîòîðîé ïîëó÷åíî Òåðåäçàâîé [2℄ è ïðèâåäåíî â ìîíîãðà�èè [3℄. Åñëè χ 6= 0,à íà óïðóãî çàêðåïëåííîé ãðàíèöå äåéñòâóåò ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà P , òî óñòðå-ìèâ ðàäèóñ êðóãà a ê íóëþ, íàéäåì, ÷òî �óíêöèÿ β(t) ðàâíà P/2π, à ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû (17)�(28) ñîâïàäàþò ñ îïóáëèêîâàííûìè �îðìóëàìè â ðàáîòàõ [4�6℄.Íà ïðàêòèêå ðåøåíèå çàäà÷è (3) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàííî äëÿ ðàñ÷åòà ïðî-ñòðàíñòâåííîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîäïðè ðàçðàáîòêå ïëàñòîâûõ ìåñòîðîæäåíèé ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, à òàêæå ïðèîöåíêå ïðî÷íîñòè äåòàëåé ñ òîíêèìè ïåð�îðèðîâàííûìè ïðîñëîéêàìè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �óäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1975. 576 ñ.[2℄ Terezawa K. J. Coll. S
i. Imp. Univ. Tokio. 1916. T.37, � 7.[3℄ Íîâàöêèé Â.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1975. 872 ñ.[4℄ Çàëåòîâ Â. Â.Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà, ëåæàùåãî íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû //Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. 2004. Ò. 9. C. 61�67.[5℄ Çàëåòîâ Â. Â., Õàïèëîâà Í.Ñ. Çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé â èçî-òðîïíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ëåæàùåì íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ïðè äåéñòâèè ñîñðåäî-òî÷åííîé ñèëû // Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. 2010. Ò. 20. C. 65�73.[6℄ Õàïèëîâà Í.Ñ., Çàëåòîâ Â.Â. Ñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàí-ñòâà ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ // Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõà-íèêè íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð. VIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ, 14�17ñåíòÿáðÿ 2010 ã. Ëüâîâ: Èíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêèèì. ß.Ñ. Ïîäñòðèãà÷à, 2010. Ñ. 96�97.Khapilova N. S., Zaletov S.V. Axisymmetri
 deformation of an isotropi
 half-spa
eat elasti
 �xing of boundary outside domain of appli
ation normal load . It was obtainedanalyti
 solution mixed problem about axisymmetri
 deformation of an isotropi
 half-spa
eon boundary wi
h the load is distributed in a 
ir
ular domain V , outside V � the normalstresses and displa
ements are proportional, the shear stresses on the boundary plane aremissing. Parti
ular 
ases of the problem are the task of a
ting of 
on
entrated for
e on half-spa
e with an elasti
ally �xed boundary, and also the �rst the main task of the theory ofelasti
ity, when the 
oe�
ient proportionality of stresses and displa
ements on the boundaryis zero.



ÎÖÅÍÊÀ ÑÒÅÏÅÍÈ ÏÎÂ�ÅÆÄÅÍÍÎÑÒÈ ÑÂßÇÀÍÍÛÕÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÒÅ�ÆÍÅÂÎÉ ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ×åðïàêîâ À.Â., Àêîïüÿí Â.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÑ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ÊÝ êîìïëåêñå ANSYS ðàññìîòðåí íîâûéïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèé â ñòåðæíåâîé ñâÿçàííîé êîí-ñòðóêöèè òðåóãîëüíîé êîí�èãóðàöèè ñ ïîâðåæäåíèåì â âèäå íàäðåçà. Ïðèâåäåí ñðàâ-íèòåëüíûé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèé óïðóãîãî ñòåðæíÿ èñâÿçàííûõ ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî óñòàíîâëåíî, ÷òîàìïëèòóäà è óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì �îðì 3-é ìîäû êîëåáàíèé óïðóãîãîñòåðæíÿ è ñâÿçàííîãî ýëåìåíòà ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè òðåóãîëüíîé êîí�èãóðàöèè âñîâîêóïíîñòè ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñòåïåíü ïîâðåæäåííîñòè.�åøåíèþ çàäà÷ èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèé â óïðóãèõ ñòåðæíÿõ è áàëêàõ äî-ñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â îáçîðàõ [1, 2℄, â òî âðåìÿ êàê àíàëîãè÷íûå çà-äà÷è èäåíòè�èêàöèè ñëîæíûõ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé èññëåäîâàíû ÿâíî íåäî-ñòàòî÷íî [3�6℄. Ñðåäè ïîñëåäíèõ âûäåëÿþòñÿ èçâåñòíûå ïîäõîäû Â.À. Ïîñòíî-âà [7℄, MohammadH.F.Dado et al. [8℄ ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëåé êîëåáàíèé Ýéëåðà-Áåðíóëëè è äð. Èõ àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû â òàêèõ èññëå-äîâàíèÿõ, ãäå èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííûé ïîäõîä, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåìáîëüøîãî îáúåìà ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è îáÿçàòåëüíûõ òðóäîåìêèõ íàòóðíûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ. Îäíàêî, ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü óïðîùåíî ñ ïîìîùüþ íîâûõïîäõîäîâ, îäèí èç êîòîðûõ è ïðåäëîæåí â íàñòîÿùåé ðàáîòå.Öåëü ðàáîòû: ðàçðàáîòêà íîâîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêà-öèè ïîâðåæäåíèé â ñâÿçàííîé òðåóãîëüíîé êîíñòðóêöèè íà îñíîâå ñðàâíèòåëüíîãîàíàëèçà ðåçóëüòàòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäàëüíîãî ðàñ÷åòà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòè �îðì ðàçëè÷íûõ ìîä êîëåáàíèé ñòåðæíåâûõ ñòðóêòóð ðàçëè÷íîé êîí�èãóðàöèèñ ïîâðåæäåíèåì.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è �îðì íåñêîëüêèõ ìîä êîëåáàíèé óïðó-ãîãî êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ è ñâÿçàííîãî ýëåìåíòà ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè òðå-óãîëüíîé êîí�èãóðàöèè ñ ïîâðåæäåíèåì â âèäå íàäðåçîâ.Â êà÷åñòâå îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû òðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå(ÊÝ) ìîäåëè (ðèñ. 1):- ïåðâàÿ � êîíñîëüíî-çàêðåïëåííûé óïðóãèé ñòåðæåíü ñ ïîâðåæäåíèåì íà ðàñ-ñòîÿíèè L̄c = 0.25 îò çàùåìëåíèÿ;- âòîðàÿ � ñâÿçàííàÿ ñòåðæíåâàÿ êîíñîëüíî-çàêðåïëåííàÿ ñòðóêòóðà òðåóãîëüíîéêîí�èãóðàöèè ñ äâóìÿ ïîâðåæäåíèÿìè, îäíî èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîïî-ëîæíîì îò çàùåìëåíèÿ óãëó íà ïåðåñå÷åíèè íèæíåé è áîêîâîé ãðàíåé êîíñòðóê-öèè è èìååò ïîëíûé ðàçðåç, à âòîðîå íà íèæíåé ãðàíè íà ðàññòîÿíèè L̄c = 0.25 îòçàùåìëåíèÿ (àíàëîã ñòåðæíÿ ñ íàäðåçîì);



252 ×åðïàêîâ À.Â, Àêîïüÿí Â.À.- òðåòüÿ � ñâÿçàííàÿ êîíñîëüíî-çàêðåïëåííàÿ ñòåðæíåâàÿ ñòðóêòóðà òðåóãîëü-íîé êîí�èãóðàöèè ñ îäíèì ïîâðåæäåíèåì, ðàñïîëîæåííûì íà íèæíåé ãðàíè íàðàññòîÿíèè L̄c = 0.25 îò çàùåìëåíèÿ.Â êàæäîé èç ìîäåëè ðàññìàòðèâàëîñü ïîâðåæäåíèå â âèäå íàäðåçà, ðàñïî-ëîæåííîãî íà íèæíåé ãðàíè (äëÿ òðåóãîëüíîé êîí�èãóðàöèè) íà ðàññòîÿíèè
L̄c = 0.25 îò çàùåìëåíèÿ.Êàê è ðàíåå, â [3℄ äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî êîì-ïëåêñà ANSYS áûëè ïîñòðîåíû òðåõìåðíûå ìîäåëè òåë íà îñíîâå êîíå÷íîãî ýëå-ìåíòà SOLID92. �àçáèâêà ìîäåëåé íà óçëû ïî äëèíå ïðîèçâîäèëàñü êðàòíîé 1/40îò îáùåé äëèíû. Êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � áîëåå 5000. Ïîâðåæäåíèå ìî-äåëèðîâàëîñü â âèäå íàäðåçà øèðèíîé 1ìì. Ñåòêà èìåëà äâóêðàòíîå ñãóùåíèåâ ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ äå�åêòà. Ïîâðåæäåííîñòü îöåíèâàëàñü îòíîñèòåëüíîé ãëó-áèíîé íàäðåçà t̄ = ti/t0, ãäå ti � ãëóáèíà íàäðåçà, t0 � âûñîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

�èñ. 1. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè: à) êîíñîëüíî-çàùåìëåííûé ñòåðæåíü; á) ñâÿçàííàÿñòåðæíåâàÿ ñòðóêòóðà òðåóãîëüíîé êîí�èãóðàöèè ñ äâóìÿ ïîâðåæäåíèÿìè; â) ñâÿçàííàÿñòåðæíåâàÿ ñòðóêòóðà òðåóãîëüíîé êîí�èãóðàöèè ñ îäíèì ïîâðåæäåíèåì.�åçóëüòàòû ÊÝ-ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìîäàëüíîãî àíàëèçà êîëåáà-íèé âñåõ 3-õ ìîäåëåé áûëè ïîëó÷åíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì�îðìû êîëåáàíèé. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ �îðìû ïîïåðå÷íûõ èçãèáíûõ êî-ëåáàíèé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ìîäåëè (ïëîñêèå �îðìû êîëåáàíèé). �ðà�èêèàìïëèòóä ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé â óïðóãîì ñòåðæíå è â äâóõ ñâÿçàííûõ ñòåðæíå-âûõ êîíñòðóêöèÿõ, ñ ïîâðåæäåíèåì t̄ ðàçëè÷íîé âåëè÷èíû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.Íà íèõ ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä ïî äëèíå ñòåðæíÿ L ñ èíòåðâàëîì
0.1L̄, ãäå L̄ = Li/L0 (Li � òåêóùåå ðàññòîÿíèå äî çàæàòîãî êîíöà ñòåðæíÿ). Âû-÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü ïðè îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíå íàäðåçà t̄, ïðèíèìàþùåé çíà-÷åíèÿ t̄ = 0; 0.30; 0.50; 0.70; 0.9.Àíàëèç �îðì êîëåáàíèé óïðóãîãî ñòåðæíÿ è ñâÿçàííûõ ñòåðæíåâûõñòðóêòóð òðåóãîëüíîé êîí�èãóðàöèè. Êàê íà ïåðâûõ ãðà�èêàõ �îðì êîëåáà-íèé äëÿ ñòåðæíÿ [3℄, òàê è äëÿ 2-õ äðóãèõ äëÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð (òðåóãîëüíèêèñ îäíèì è äâóìÿ ïîâðåæäåíèÿìè) îáíàðóæåíû îñîáåííîñòè â âèäå èçëîìîâ (ïå-ðåãèáîâ) �îðì êîëåáàíèé. Êîîðäèíàòà èçëîìîâ ñîîòâåòñòâóåò ìåñòîïîëîæåíèþíàäðåçà (L̄c = 0.25) ãëóáèíîé t̄ = 0.3; 0.5; 0.7; 0.9. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,íà �îðìàõ êîëåáàíèé íåïîâðåæäåííûõ ñòðóêòóð ýòà îñîáåííîñòü îòñóòñòâóåò [4℄.Íà âñåõ 3-õ ãðóïïàõ ãðà�èêîâ �îðì êîëåáàíèé ýòè èçëîìû õîðîøî âûðàæåíû äëÿêðèâûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ è òðåóãîëüíûõ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð â ñëó÷àÿõ íàäðå-
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�èñ. 2. Ñîïîñòàâëåíèå ïåðâûõ òðåõ �îðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî òðåõìîäåëåé ïðè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè t̄. Ïîâðåæäåíèå íàõîäèòñÿ â ìåñòå
L̄c = 0.25 îò çàùåìëåíèÿ.çîâ ãëóáèíîé t̄ > 0.3. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ãðà�èêîâ äëÿ ñòåðæíÿ èòðåóãîëüíîé ñòðóêòóðû ñ îäíèì ïîâðåæäåíèåì çàêëþ÷àåòñÿ â âåëè÷èíå àìïëèòó-äû ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé â òî÷êå, ñîãëàñóþùåéñÿ ñ ìåñòîì íàäðåçà � àìïëèòóäûîòëè÷àþòñÿ â äâà ðàçà è áîëåå. Åùå îäíî îòëè÷èå ãðà�èêîâ ýòèõ ñðàâíèâàåìûõ�îðì � ýòî âåëè÷èíà óãëà ϕ ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê ãðà�èêó �îðì êîëåáàíèé âòî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå ïîâðåæäåíèÿ.Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè äèíàìèêè èçìåíåíèÿ óãëà ϕ ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáè-íû íàäðåçà (ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè) áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ óãëà ϕ â çàâèñè-ìîñòè îò ìåñòîïîëîæåíèÿ íàäðåçà L̄c ïðè ðàçëè÷íîé åãî ãëóáèíå t̄. Ïî ðåçóëüòàòàìÊÝ ðàñ÷åòà äëÿ 3-õ ïåðâûõ ìîä êîëåáàíèé áûëè ïîñòðîåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòåé
ϕ(L̄, t̄) (ðèñ. 3).Àíàëèç ýòèõ ãðà�èêîâ ïîêàçàë, ÷òî óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ϕ óìåíüøàåò-ñÿ ñ ðîñòîì ãëóáèíû íàäðåçà îò t̄ = 0.30 äî t̄ = 0.70 òîëüêî äëÿ 1-é è 3-é ìîäêîëåáàíèé, ïðè÷åì ýòà îñîáåííîñòü îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ â òî÷êå ñòåðæíÿ, ðàñ-ïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè L̄c = 0.25 îò åãî çàùåìëåíèÿ. Ýòî óìåíüøåíèå óãëà ϕíàáëþäàåòñÿ êàê íà ðàñ÷åòíûõ, òàê è íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ãðà�èêàõ äëÿ óïðó-ãîãî ñòåðæíÿ, ïîëó÷åííûõ íàìè ðàíåå â ðàáîòå [3℄. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿòàêæå ðàñ÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè óãëîâ ϕ, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 1 è 2.
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�èñ. 3. Èçìåíåíèå óãëà ϕ ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê ãðà�èêàì �îðì êîëåáàíèé â òî÷êåñòåðæíÿ ñ êîîðäèíàòîé L̄c = 0.25 äëÿ ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà (à), òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòàñ äâóìÿ ïîâðåæäåíèÿìè (á) è òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ñ îäíèì ïîâðåæäåíèåì (â): 1 ì, 2ì,3ì � ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ 1-é, 2-é, 3-é ìîä êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâåííî.
Òàáëèöà 1. Óãëû ϕ íà ãðà�èêàõ �îðì êîëåáàíèé ñòåðæíÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé
L̄c = 0.25 îò çàùåìëåíèÿ.
Òàáëèöà 2. Óãëû ϕ íà ãðà�èêàõ �îðì êîëåáàíèé òðåóãîëüíîé ìîäåëè ñ îäíèì ïîâðå-æäåíèåì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé L̄c = 0.25 íà íèæíåé ãðàíè îò çàùåìëåíèÿ.Âûâîäû.1. Â ðåçóëüòàòå ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ñïåêòðîâ ÷àñòîò è ïàðàìåòðîâ ïîâðå-æäåíèÿ â óïðóãîì ñòåðæíå è â ñâÿçàííîì ýëåìåíòå òðåóãîëüíîé êîíñòðóêöèè óñòà-íîâëåíà îñîáåííîñòü â âèäå èçãèáíûõ �îðì êîëåáàíèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñ�îð-ìóëèðîâàòü äèàãíîñòè÷åñêèé ïðèçíàêà èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèÿ â ñâÿçàííîéñòðóêòóðå.2. Ïðåäïîëàãàåìûé äèàãíîñòè÷åñêèé ïðèçíàê âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà âçàèìîñâÿ-çàííûõ ïàðàìåòðà: êðèòè÷åñêóþ ÷àñòîòó îäíîé èç ìîä êîëåáàíèé è ñîîòâåòñòâó-þùóþ åé âåëè÷èíó óãëà ïåðåãèáà �îðì êîëåáàíèé.3. �åçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàñ÷åòà ïîêàçàëè, ÷òî ïî èñõîäíûì äàí-íûì äëÿ óïðóãîãî ñòåðæíÿ ìîæíî îöåíèòü ñòåïåíü ïîâðåæäåííîñòè ñâÿçàííîãîýëåìåíòà êîíñòðóêöèè.
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tures withtriangular 
on�gurations in whole have allowed one to estimate the damage degree of the
onne
ted elements of the bar 
onstru
tion.



Ê ÇÀÄÀ×Å ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î ÈÇ�ÈÁÀÒ�ÀÍÑÂÅ�ÑÀËÜÍÎ-ÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÑËÎß Ñ ÏÎËÎÑÒÜÞØàëäûðâàí Â.À., Åðæàêîâ �.Â.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à î äå�îðìàöèè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî(òðàíñòðîïíîãî) ñëîÿ, îñëàáëåííîãî öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, ïîä äåéñòâèåì èçãèáà-þùèõ óñèëèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Èññëåäóåòñÿ õàðàêòåð íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ êàêòîíêèõ, òàê è òîëñòûõ ïëèò äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ãåêñàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû.1. Ââåäåíèå. Èíòåðåñ ê òðàíñòðîïíûì ìàòåðèàëàì ðåçêî âîçðîñ â ñåðåäèíå80-ûõ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé íîâûõ ìåòîäîâ èñîçäàíèåì íîâûõ ìàòåðèàëîâ ñ óëó÷øåííûìè ïðî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Îêàçàëîñü, ÷òî èõ âîçìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íåêîòîðûìè òðàíñòðîïíûìè ìà-òåðèàëàìè. �àçâèòèå ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé äå�îðìàòèâíîãî ñîñòî-ÿíèÿ ïëàñòèí èç òàêèõ ìàòåðèàëîâ ÷àñòè÷íî îòðàæåíû â îáçîðå [1℄. À î ñîâðåìåí-íîì ñîñòîÿíèè ïðîáëåìû ìîæíî ñóäèòü ïî ðåçóëüòàòàì, ïðåäñòàâëåííûì â �óíäà-ìåíòàëüíîé ìîíîãðà�èè [2℄, ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿòðàíñòðîïíûõ òåë. Â [3℄ ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è èçãèáà äëÿ èçîòðîïíûõ ïëèò,äëÿ òðàíñòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïîäîáíàÿ çàäà÷à íå ðåøàëàñü.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå. �àññìîòðèì ðàâíîâåñèå ñëîÿ òîë-ùèíû 2H èç íèçêîìîäóëüíîãî òðàíñòðîïíîãî ìàòåðèàëà (êîíñòàíòû b1, b2 óäî-âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ b21 − b2 < 0, b1 > 0 [4℄), ïëîñêîñòü èçîòðîïèè êîòîðîéïàðàëëåëüíà ñðåäèííîé ïëîñêîñòè. Ïëàñòèíà îñëàáëåíà öèëèíäðè÷åñêîé êðóãî-âîé ïîëîñòüþ ðàäèóñà R, îáðàçóþùèå êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíû òîðöàì. Ïëîñêèåãðàíè ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, à äå�îðìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èçãèáàþùèìè óñè-ëèÿìè âèäà pz̃, äåéñòâóþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Îòíåñåì ðàññìàòðèâàåìîå òåëîê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü x̃Oỹ ëåæàëà â ñðåäèííîéïëîñêîñòè, à îñü Ox̃ áûëà ïàðàëëåëüíà èçãèáàþùèì óñèëèÿì. Íà÷àëî êîîðäèíàòïîìåñòèì â öåíòðå ïîëîñòè Ω. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíûå êîîðäèíà-òû x = x̃/R, y = ỹ/R, z = z̃/hR è õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ ~u(~r) = ~̃u(~r)/R, σij(~r) = σ̃ij(~r)/2G, i, j = x, y, z, ãäå h = H/R � îòíî-ñèòåëüíàÿ òîëùèíà, ~u = {ux, uy, uz}, ~r = {x, y, z}. Òàêæå ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþñèñòåìó êîîðäèíàò (r, θ, z) ñ ïîëþñîì â öåíòðå ïîëîñòè.Äàííàÿ çàäà÷à â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ðàâíîâå-ñèÿ òèïà Ëàìå äëÿ òðàíñòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ [4℄ è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
σxz(x, y,±1) = σyz(x, y,±1) = σzz(x, y,±1) = 0; (1)

σrr = σrθ = σrz = 0 ïðè r = 1;

σxx = pz, σij = 0, åñëè i 6= x è j 6= x ïðè x→ ∞. (2)�åøåíèå âñïîìàãàòåëüíîé çàäà÷è, ò. å. óðàâíåíèÿ Ëàìå ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìèíà òîðöàõ (1), â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîñêèì âàðèàíòîì òåîðåìû �åëüìãîëüöà, ðàçûñ-
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{u (r) , v (r)} = p(z)

{
∂Φ (x, y)

∂y
,−∂Φ (x, y)

∂x

}
+ n(z; ν̄∗)

{
∂Ψ (x, y)

∂x
,
∂Ψ (x, y)

∂y

}
,

w (r) = q(z; ν̄∗)Ψ (x, y) , (3)ãäå ν̄∗ = {ν2; νz; s0} , ν2 = νzE/Ez, s
2
0 = G/Gz, à p(z), n(z; ν̄∗), q(z; ν̄∗) (â äàëüíåé-øåì óêàçûâàòü ïàðàìåòðû íå áóäåì), Φ, Ψ � ïðîèçâîëüíûå äè��åðåíöèðóåìûå�óíêöèè, . Ïðè ýòîì âñïîìàãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ �óíêöèé Φè Ψ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ìåòàãàðìîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

D2Φ(x, y) = (δ/h)2 Φ(x, y), D2Ψ (x, y) = (γ/h)2 Ψ (x, y) ,è îòûñêàíèþ δ, γ, n, q, p èç ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷




n′′(z) + (1 + µ1)γ
2s2

0n(z) + hµ3s
2
0q

′(z) = 0,

q′′(z) +
γ2

µ2s
2
0

q +
γ2µ3

hµ2

n′(z) = 0.





q′(±1) +
γ2ν2

h(1 − ν)
n(±1) = 0,

n′(±1) + hq(±1) = 0.

(4)
p′′(z) + δ2s2

0p(z) = 0, p
′
(±1) = 0.Ñîáñòâåííûå ÷èñëà δ è γ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèé

F1(δ) = δs0 cos δs0 = 0 è F2(γ) = β sin 2αγ − αsh2βγ = 0. (5)Ïðè γp 6= 0 n, q, p èìåþò âèä [4℄
np(z) = sin γps2 sin γps1z − s3 sin γps1 sin γps2z,

qp(z) = −S1p sin γps2 cos γps1z + s3S2p sin γps1 cos γps2z, pk(z) =
2

δk
sin δks0zÂòîðîå èç òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (5) èìååò íóëåâîé òðåõêðàòíûé êîðåíü

γ0 = 0, ïîýòîìó äëÿ îòûñêàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ñòðî-èòü ñèñòåìó ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé. �åøåíèå I-ãî ïîðÿäêà èùåòñÿ â âèäå
u0 (r) = n0(z)

∂Ψ0 (x, y)

∂x
, v0 (r) = n0(z)

∂Ψ0 (x, y)

∂y
, w0 (r) = q0(z)Ψ0 (x, y) .�åøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (4) ïðè γ0 = 0, ïîëó÷èì

u0 (r) = −hB1z
∂D2F

∂x
, v0 (r) = −hB1z

∂Ψ0

∂y
, w0 (r) = B1D

2F,ãäå F � áèãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Äàëåå, ðåøåíèå II-ãî ïîðÿäêà èùåòñÿ â âèäå
u1 (r) = n0(z)

∂Ψ1 (x, y)

∂x
+ n1(z)

∂Ψ0 (x, y)

∂x
, v1 (r) = n0(z)

∂Ψ1 (x, y)

∂y
+ n1(z)

∂Ψ0 (x, y)

∂y
,

w1 (r) = q0(z)Ψ1 (x, y) + q1(z)Ψ0 (x, y) .



258 Øàëäûðâàí Â.À., Åðæàêîâ �.Â.Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê ãðàíè÷íîéçàäà÷å, ðåøåíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïåðåìåùåíèÿ â âèäå
u1 (r) = −hB0z

∂Ψ0

∂x
− B0z

h

∂F

∂x
+
[
hB0z

(
µ4z

2 − 2s2
0µ5

)
− hB̃0z

] ∂D2F

∂x
,

v1 (r) = −hB0z
∂Ψ0

∂y
− B0z

h

∂F

∂y
+
[
hB0z

(
µ4z

2 − 2s2
0µ5

)
− hB̃0z

] ∂D2F

∂y
,

w1 (r) = B0Φ0 +B0

/
h2·F +

(
B̃0 + µ5ν2B0z

2
)
D2F. (6)ãäå Φ0 � ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå I-ãî ïîðÿäêàåñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ II-ãî ïîðÿäêà, à ðåøåíèå III-ãî ïîðÿäêà ïîëíîñòüþñîâïàäàåò ñ íèì. Ïîëàãàÿ â (6) B0 = −h, B̃0 = 2s2

0hµ5 è Φ0(x, y) = 0, ïîëó÷èìðåøåíèå
u = ∂

[
zF − z3h2µ4D

2F
]
/∂x, υ = ∂

[
zF − z3h2µ4D

2F
]
/∂y,

w = −F
h

− hµ5

(
ν2z

2 − 2s2
0

)
D2F, µ4 =

2s2
0 − ν2

6 (1 − ν)
, µ5 =

1

2 (1 − ν)
,ñîâïàäàþùåå ñ ïðèâåäåííûì â [4℄ è íàçâàííîå áèãàðìîíè÷åñêèì. Îòìåòèì, ÷òî�óíêöèþ F ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî �îðìóëå �óðñà.Âîçíèêàþùåå â ïëèòå ïîëå íàïðÿæåíèé σ∗

ij åñòü ñóïåðïîçèöèÿ îñíîâíîãî σ0
ijè âîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèé σij : σ∗

ij = σ0
ij + σij . Ïîä îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì áóäåìïîíèìàòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñïëîøíîãî ñëîÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1),(2). Åãî êîìïîíåíòû â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå èìåþò âèä:

σ(0)
rr + iσ

(0)
rθ =

1

2
pz(1 + σ−2

i ), σ
(0)
θθ + σ(0)

rr = pz,

σ(0)
rz = σ

(0)
θz = σ(0)

zz = 0, σ = cos θ + i sin θ.Ïîä âîçìóùåííûì ñîñòîÿíèåì áóäåì ïîíèìàòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, âîçíèêà-þùåå â ïëèòå ñ ïîëîñòüþ, ó êîòîðîé íà òîðöàõ è íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèÿîòñóòñòâóþò, à íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðèëîæåíû óñèëèÿ
σrr|r=1 + iσrθ|r=1 = −1/2pz(1 + σ−2), σrz|r=1 = 0. (7)Ïîñêîëüêó çàäà÷à ãåîìåòðè÷åñêè è �èçè÷åñêè ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-ñòåé xOz è yOz, òî êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû è ìåòàãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè Φ, Ψìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
φ(ζ) =

∞∑

n=0

an
ζn
, ψ(ζ) =

∞∑

n=0

bn
ζn
, an = ān, bn = b̄n,

Ψp(r, θ) = c∗2pK2(γ
∗
pr) cos 2θ, c∗2p =

c2p
K2(γ∗p)

,Φk(r, θ) = b∗2kK2(δ
∗
kr) sin 2θ, b∗2k =

b2k
K2(δ

∗
k)
.Èñïîëüçóÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ íàïðÿæåíèÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7),ïðèäåì ê �óíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå

− (4a1µ7 + 3b3) z + 24h2µ4z
3a1 +

∞∑

1

pkM
−
2 (δ∗k)b2k +

∞∑

1

[
lp + npN

−
2 (γ∗p)

]
c2p = −pz/2,
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(2a1 − 3b3) z + 24h2µ4z

3a1 +

∞∑

1

pk

(
1

2
δ∗2k +N−

2 (δ∗k)

)
b2k −

∞∑

1

npM
−
2 (γ∗p)c2p = pz/2,

8a1µ5(1 − z2)h− 2
∞∑

1

gkb2k +
∞∑

1

rpP
−
2 (γ∗p)c2p = 0, b1 = p/2.�àçëàãàÿ âûðàæåíèÿ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ äàííîé ñèñòåìû â ðÿä Ôóðüå, èïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû, ïðèäåì ê áåñêîíå÷íîé àëãåáðàè÷å-ñêîé ñèñòåìå. Îñòàâëÿÿ â íåé íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, ïîëó÷èì ðåøåíèå ñíóæíîé òî÷íîñòüþ.2. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Òåõíè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ìàòåðè-àëîâ [2, 5℄, äëÿ êîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, è èõ áåçðàçìåðíûå àíàëîãè ν, νz,

ν2, s2
0 ïîìåùåíû â òàáë. 1. Ñðåäè íàïðÿæåíèé èíòåðåñ âûçûâàþò íàïðÿæåíèÿ σθθ è

σzz, ïîñêîëüêó îñòàëüíûå áëèçêè ê íóëþ ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ r, θ, z.Íà ðèñ. 1 à, á, ðèñ. 2 à, á ïðèâåäåíû ýïþðû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé σθθ è σzz ïîÌàòåðèàë E, �Ïà Ez, �Ïà G, �Ïà Gz, �Ïà ν νz ν2 s2
0Áåðèëëèé 2,960 3,41 1,357 1,66 0,091 0,034 0,030 0,817InSe 47,917 18 23 12 0,042 0,3 0,799 1,917Òàáëèöà 1. Òåõíè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëîâ è èõ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû.òîëùèíå z íà ïîëîñòè ïðè θ = π/2 äëÿ ïëàñòèí èç Be è InSe, ñîîòâåòñòâåííî, ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ h: 1 � h = 0.1; 2 � h = 0.5; 3 � h = 1.0; 4 � h = 2; 5 � h = 4.0.Êàê âèäíî, íàïðÿæåíèÿ σθθ â ìàòåðèàëå èç áåðèëëèÿ äëÿ âñåõ h èìåþò ìàêñèìóìíà âåðõíåé ãðàíèöå ïîëîñòè, äëÿ ìàòåðèàëà èç InSe ïîñëå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ hìàêñèìóì íàïðÿæåíèé ïåðåìåùàåòñÿ â ãëóáü ìàòåðèàëà (â ðàéîíå z = 0.9). Àíàëî-ãè÷íîå ïîâåäåíèå ïëàñòèíàì èç áåðèëëèÿ èìåþò ìàòåðèàëû, ó êîòîðûõ êîý��èöè-åíò Ïóàññîíà νz ìàë, äëÿ äðóãèõ ìàòåðèàëîâ õàðàêòåðíû ãðà�èêè, èçîáðàæåííûåíà ðèñ. 2. Òàêæå åñòü ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè íàïðÿæåíèé σzz äëÿ ìàòåðèàëîâ ñìàëûìè è áîëüøèìè νz. Ñ ðîñòîì h ïðè áîëüøèõ νz ñêîðîñòü ðîñòà íàïðÿæåíèé

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé σθθ è σzz îò òîëùèíû äëÿ ïëèòû èç áåðèëëèÿ.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé σθθ è σzz îò òîëùèíû äëÿ ïëèòû èç InSe.ïðè ìàëûõ z ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìàëûõ νz ïîñëå íåêî-òîðîãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñêîðîñòü ðîñòà íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñ ðîñòîì h ìàêñèìóì íàïðÿæåíèé ñìåùàåòñÿ ê òîðöàì ïëèòû.Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ êîíòðîëèðîâàëàñü ïðîâåðêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíî-ñòè ïîëîñòè. Ïðè ðàñ÷åòàõ ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ σrr îò íóëÿ íåïðåâîñõîäèëè 10−4, ïðè ýòîì äëÿ ìàëûõ h â ñèñòåìå ñîõðàíÿëîñü 50 íåèçâåñòíûõ,äëÿ áîëüøèõ h ñèñòåìà áûëà ãîðàçäî áîëüøå, íàïðèìåð, ïðè h = 4 îñòàâëÿëîñü
400 íåèçâåñòíûõ. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øàëäûðâàí Â.À.Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è ïðîáëåìû òåîðèè ïëàñòèí (îáçîð) // Ïðè-êëàäíàÿ ìåõàíèêà. 2007. Ò. 43, No 2. Ñ. 45�69.[2℄ Ding H. Chen W. Zhang L. Elasti
ity of transversaly isotropi
 materials. Dordre
ht:Springer, 2006. 454 p.[3℄ Êîñìîäàìèàíñêèé À.Ñ. Øàëäûðâàí �.�. Èçãèá òîëñòîé ïëèòû, îñëàáëåííîé ïîëî-ñòüþ // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1974. Ò. 10, No 5. Ñ. 27�32.[4℄ Êîñìîäàìèàíñêèé À.Ñ. Øàëäûðâàí Â.À. Òîëñòûå ìíîãîñâÿçíûå ïëàñòèíû. Ê.: Íà-óêîâà äóìêà, 1978. 240 ñ.[5℄ Huntington H.B. The elasti
 
onstants of 
rystals. State New York; pla
e City London:A
ademi
 Press, 1958. 139 p.Shaldyrvan V.A., Erzhakov G.V. For the problem of 
ylindri
al bend of transversalyisotropi
 layer with 
avity . Considering the model problem of deformation of a transversalyisotropi
 (transtropi
) layer weakened by 
ylindri
al 
avity under the a
tion of bending for
esat in�nity. Carring out the 
hara
ter of stress state of both thin and thi
k plate of di�erentmaterials of hexagonal stru
ture.



�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ ÏËÀÑÒÈÍÊÈ ÍÀÓÏ�Ó�ÎÌ ÑÒÅ�ÆÍÅ ÏÎÄ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌÀÝ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈË.Øðåòåð Ñ.À., Èëþõèí À.À.Òàãàíðîãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. À.Ï. ×åõîâàÎñíîâíàÿ èäåÿ èñïîëüçóåìîãî â äàííîé ðàáîòå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåé-íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãèõ ñòåðæíåé ñîñòîèò â ñâåäåíèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Êèðõãî�àê ñèñòåìå óðàâíåíèé ãàìèëüòîíîâà òèïà ñ ïîñëåäóþùåé íîðìàëèçàöèåé �óíêöèè �àìèëü-òîíà â îïðåäåëåííîì ÷èñëå ÷ëåíîâ. Ñïåöè�èêà çàäà÷ ìåõàíèêè ãèáêèõ ñòåðæíåé â òîì,÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íèõ çàäàþòñÿ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ îñè ñòåðæíÿ. È ïðè àíàëè-òè÷åñêîì ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ïîñòîÿííûå èíòå-ãðèðîâàíèÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. À äëÿ ýòîé öåëè ïîëåçíî èìåòü ÿâíûé âèä îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Áèðêãî�à. �åøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïðîâåäåíèèýêñïåðèìåíòîâ â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá èçãèáå ïîòîêîì âîçäóõà ñòåðæíÿ, æåñòêî çàêðåï-ëåííîãî íèæíèì êîíöîì, ê åãî âåðõíåìó êîíöó æåñòêî ïðèêðåïëåíà àáñîëþòíîòâåðäàÿ ïëàñòèíêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòîê âîçäåéñòâóåò òîëüêî íà ïëàñòèíêó,èçãèá ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèò â îäíîé ïëîñêîñòè. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì ÷òîáû,ïîëó÷èâ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó àýðîäè-íàìè÷åñêèìè ñèëàìè è óãëîì ïîâîðîòà ïëàñòèíêè, òåì ñàìûì ïîñòðîèòü ìàòåìà-òè÷åñêóþ ìîäåëü ýêñïåðèìåíòà â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå.Íàïðàâëåíèå ñèëû âîçäåéñòâèÿ −→
R ïîòîêà íà ïëàñòèíêó ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñíàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè −→

V , ïîýòîìó âåêòîð −→
R ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñóììûäâóõ âåêòîðîâ � âåêòîðà −→

S ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ è âåêòîðà −→
P ïîäúåìíîé ñèëû:

−→
R =

−→
S +

−→
P ,

−→
S ‖ −→

V ,
−→
P ⊥−→

VÄëÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë âçÿòû çàâèñèìîñòè [1℄:
−→
S =

ρ

2
s(α)V

−→
V ,

−→
P =

ρ

2
p (α) (

−→
i ×−→

V )Ôóíêöèè s (α), p (α) � êîý��èöèåíòû àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, çàâèñÿò îò �îð-ìû è ðàçìåðîâ ïëàñòèíêè è îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Îáùèå ñâîéñòâàýòèõ �óíêöèé: s (α) > s0 > 0, à p (α) ìåíÿåò ñâîé çíàê ïðè α = 0 è α = π/2(p (0) = p (π/2 ) = 0) [1℄.Ê ñòåðæíþ êðîìå ñèëû −→
R ïðèëîæåí ìîìåíò:

M =
ρ

2
d(α)

(
pV cosα + sV 2sinα

)ãäå d (α) � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äàâëåíèÿ äî òî÷êè êðåïëåíèÿ ïëàñòèíêè è ñòåðæ-íÿ.



262 Øðåòåð Ñ.À., Èëþõèí À.À.Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ Êèðõãî�à ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìû èìååò âèä:
B
d2θ

dl2
+
ρ

2
sV 2sin θ +

ρ

2
pV cos θ = 0 (1)Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé �à-ìèëüòîíà ïîñòóïèì �îðìàëüíî: âûáåðåì îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó θ, óêàæåì ñî-ïðÿæåííûé êîîðäèíàòå èìïóëüñ pθ, è ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òàêîìó âûáîðó�óíêöèþ �àìèëüòîíà.×åðåç îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó θ = θ(l) îáîçíà÷åí óãîë íà-êëîíà êàñàòåëüíîé äå�îðìèðîâàííîé îñè ñòåðæíÿ ê îñè Ox, (Ox ‖ −→

V ). Ââåäÿñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå θ è pθ = B dθ
dl
, ïîëó÷èì âìåñòî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1)ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé





dθ

dl
=

1

B
pθ

dpθ
dl

= −1

2
ρsV 2sin θ − 1

2
ρpV cos θ

(2)Åñëè âçÿòü �óíêöèþ �àìèëüòîíà H â âèäå:
H =

1

2B
pθ

2 − 1

2
ρsV 2cos θ +

1

2
ρpV sin θ (3)òî óðàâíåíèÿ (2) áóäóò óðàâíåíèÿìè �àìèëüòîíà ñ �óíêöèåé (3).Ñäåëàåì êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ζ = θ + δ, pζ = pθ, ãäå cos δ = V/

√
V 2 + (p/s)2.Òîãäà óðàâíåíèÿ (2) ïðèìóò âèä (4):





dζ

dl
=
pζ
B

dpζ
dl

= −1

2
Rsin ζ

(4)ãäå R = ρsV
√
V 2 + (p/s)2, à �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (3) â íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðå-ìåííûõ áóäåò èìåòü âèä:

H =
pζ

2

2B
− 1

2
Rcos ζ (5)Ñèñòåìà (4) äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ζ = 0, pζ = 0. �åøåíèå, îòëè÷íîåîò òðèâèàëüíîãî, áóäåì èñêàòü ìåòîäîì íîðìàëüíûõ �îðì. �àçëîæèì �óíêöèþ�àìèëüòîíà H (5) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ζ , pζ óäåðæèâàÿ âðàçëîæåíèè ÷ëåíû äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

H = H2 +H4, H2 =
pζ

2

2B
+

1

4
Rζ2, H2 = − 1

48
Rζ4 (6)Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:

p′ζ =
pζ√
BR

, l′ = l

√
R

2B
, ζ ′ =

ζ√
2
, H ′ =

H

R
, H ′

i =
Hi

R
(i = 2, 4) .



�åøåíèå çàäà÷è î ïîâåäåíèè ïëàñòèíêè íà óïðóãîì ñòåðæíå... 263Îïóñêàÿ øòðèõè, ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå (6) â áåçðàçìåðíîì âèäå è â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷èì íîðìàëèçîâàííóþ �óíêöèþ �àìèëüòîíà
H =

1

2
(pζ

2 + ζ2) − 1

12
ζ4 (7)Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíåå ââåñòè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êà-íîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå p = pζ + iζ, q = pζ − iζ, ïðè÷åì íåîáõîäèìî ó÷åñòü âàëåíò-íîñòü òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ H = −2iH . Çäåñü H � íîâàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà,êîòîðàÿ â ïåðåìåííûõ p è q ïðèìåò âèä:

H = −i
[
pq − 1

96
(p4 − 4p3q + 6p2q2 − 4pq3 + q4)

] (8)Ïðè îòñóòñòâèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçîíàíñîâ â ñèñòåìå (4), �óíêöèþ �àìèëü-òîíà (8) êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâîäèì ê íîðìàëüíîé �îðìå â ÷ëåíàõäî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [2℄. Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûáåðåì ïðå-îáðàçîâàíèå Áèðêãî�à [3℄ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîðîæäàþùåé �óíêöèåé
p = u+

∂S4(u, v)

∂v
, q = v − ∂S4(u, v)

∂u

S4 = S04v
4 + S13uv

3 + S22u
2v2 + S31u

3v + S40u
4Ñïåöèàëüíûì âûáîðîì êîý��èöèåíòîâ ïîðîæäàþùåé �óíêöèè ïðèâîäèì�óíêöèþ �àìèëüòîíà (8) ê íîðìàëüíîìó âèäó â ïåðåìåííûõ u è v

H∗ = −i(uv − 1

16
u2v2) (9)Ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî �óíêöèÿ H∗, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (9) íå òîæäå-ñòâåííà �óíêöèèH , ïðåîáðàçîâàííîé ê ïåðåìåííûì u è v. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü,÷òî ïðèâåäåíèå �óíêöèè �àìèëüòîíà èñõîäíîé ñèñòåìû (2) ê íîðìàëüíîé �îðìåîñóùåñòâëåíî òîëüêî â ÷ëåíàõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî [4℄. Ïîýòîìóðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà (9) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðèáëèæå-íèåì èñõîäíîé ñèñòåìû (2).Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ �óíêöèåé �àìèëü-òîíà (9) äîïóñêàåò îáùèé èíòåãðàë r = uv = const, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðåä-ñòàâèòü òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â ÿâíîì âèäå:

v = (a+ ib) eiml, u = (a− ib) e−iml, m = i
∂H∗
∂(uv)

= const,ãäå m çàâèñèò, êàê îò ïàðàìåòðîâ ñòåðæíÿ, òàê è îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [4℄. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü p′ζ è ζ ′ îò äóãîâîé êîîðäèíàòû l:
p′ζ =

(
a− 1

16

(
a2 + b2

)
a

)
cosml +

(
−b+

1

16

(
a2 + b2

)
b

)
sinml +

+
1

32
a
(
a2 − 3b2

)
cos 3ml +

1

32
b
(
b2 − 3a2

)
sin 3ml
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ζ ′ =

(
−b− 1

16

(
a2 + b2

)
b

)
cosml +

(
−a− 1

16

(
a2 + b2

)
a

)
sinml +

+
1

96
b
(
b2−3a2

)
cos 3ml +

1

96
a
(
−a2 + 3b2

)
sin 3mlÒàêèì îáðàçîì, íàéäåíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

θ(l) =
√

2ζ ′ − δÄëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ a è b âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè
l = 0 : θ = ψ

l = L: B

(
dθ

dl

)
=

1

2
ρd
(
sV 2sinαT + pV cos αT

)Ïåðåïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ p′ζ è ζ ′.
ζ ′ =

√
2

2
(ψ + δ)

p′ζ =
√

2
2
d
L
Y sin

(
α0 − ψ +

√
2ζ ′
)
, ãäå Y = L

√
R
2B

(10)Çàìåíèâ óðàâíåíèÿ äëÿ p′ζ è ζ ′ ïðèáëèæåííûìè, è âîñïîëüçîâàâøèñü ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè (10), áóäåì èìåòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ a è b.
− b

96

(
96 + 9a2 + 5b2

)
=

√
2

2
(ψ + δ),

(
1

16
sinY +

1

8
Y cos Y − 3

32
sin 3Y

)
a2b+

(
− 1

16
cos Y +

1

8
Y sinY − 3

32
cos 3Y

)
ab2+

+

(
− 1

16
cosY +

1

8
Y sinY +

1

32
cos 3Y

)
a3 +

(
2

32
sinY +

1

8
Y cos Y +

1

32
sin 3Y

)
b3+

+acos Y − bsinY =

√
2

2

d

L
Y sin

(
α0 − ψ +

√
2ζ ′
)
,

ζ ′ = −b cosY − a sinY +

+

(
− 1

16
cos Y − 1

8
Y sinY − 1

32
cos 3Y

)
a2b+

(
− 1

16
sinY +

1

8
Y cos Y +

1

32
sin 3Y

)
ab2+

+

(
− 1

16
sinY +

1

8
Y cos Y − 1

96
sin 3Y

)
a3 +

(
− 1

16
cos Y − 1

8
Y sinY +

1

96
cos 3Y

)
b3Ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ÿâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïîñòî-ÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ a è b, íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèéâ ýòî ðåøåíèå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíà-êî, â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðè l = 0, íåòíåîáõîäèìîñòè ðåøàòü ïîëó÷åííóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó. ßâíûé âèä a è b ìîæíîïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áèðêãî�à [3℄.

u = p− 1
96

(q3 − 6pq2 + 2p3), v = q + 1
96

(−2q3 + 6p2q − p3)



�åøåíèå çàäà÷è î ïîâåäåíèè ïëàñòèíêè íà óïðóãîì ñòåðæíå... 265Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì p′ζ , ζ ′, ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñò-íûõ ïîñòîÿííûõ a è b
a− ib = p′ζ + i ζ ′ − 1

96
((p′ζ − i ζ ′)

3 − 6(p′ζ + i ζ ′)
(
p′ζ − i ζ ′

)2
+ 2
(
p′ζ + i ζ ′

)3
)

a+ ib = p′ζ − i ζ ′ +
1

96
(−2

(
p′ζ − i ζ ′

)3
+ 6
(
p′ζ + i ζ ′

)2 (
p′ζ − i ζ ′

)
−
(
p′ζ + i ζ ′

)3
)ãäå p′ζ è ζ ′ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè l = 0.Åñëè æå çíà÷åíèÿ p′ζ è ζ ′ çàäàíû â íåêîòîðîé òåêóùåé òî÷êå l = lT , òî ïðàâûå÷àñòè íåîáõîäèìî ïîäåëèòü ñîîòâåòñòâåííî íà e−iml è eiml. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àåâîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè a è b, ò. ê. m çàâèñèò îò a è b.Ïîýòîìó çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ çíà÷èòåëüíîïðîùå, êîãäà p′ζ è ζ ′ çàäàíû ïðè l = 0 [4℄.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèÿ p′ζ è ζ ′ íå çàäàíû îäíîâðåìåííî â îäíîé òî÷êå,íåîáõîäèìî ðåøàòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó. Äàííóþ ñèñòåìó ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòüìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â âûáîðå íåêîòî-ðîãî íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû αT0, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò âûáðàííîé ñêî-ðîñòè ïîòîêà, èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé �èçè÷åñêîé öåëåñîîáðàçíîñòè. Äàëåå, ðåøà-åì ñèñòåìó, ïî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ ζ ′ â òî÷êå êðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ ñ ïëàñòèíêîé(çà ñ÷åò æåñòêîñòè êðåïëåíèÿ) íàõîäèì çíà÷åíèå αT1 è èñïîëüçóåì åãî â êà÷å-ñòâå ïðèáëèæåíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå èòåðàöèè. Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ,êàæäûé øàã èòåðàöèè óòî÷íÿåò çíà÷åíèå óãëà íà îäèí çíàê ïîñëå çàïÿòîé.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëîêøèí Á.ß. Ïðèâàëîâ Â.À. Ñàìñîíîâ Â.À. Ââåäåíèå â çàäà÷ó î äâèæåíèè òåëàâ ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå. Ì.: Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1986. 86 
.[2℄ Àðíîëüä Â.È. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé. Ì.: Íàóêà, 1979. 304 ñ.[3℄ Áèðêãî� �.Ä. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Ì.-Ë.: �îñòåõèçäàò, 1941. 320 ñ.[4℄ Èëþõèí À.À. Ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãèõ ñòåðæíåé. Ê.:Íàóê. Äóìêà, 1979. 216 ñ.S
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ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÄËß ÇÀÄÀ× ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉÔÎ�ÌÎÂÊÈ ÑÔÅ�ÎÈÄÀËÜÍÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊÞäèí À. Ñ., Þäèí Ñ. À.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÇíàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ íåîáõîäèìî âçàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ �îðìîâêè, ïðè ðàñ÷¼òàõ ïîâåäåíèÿêîíñòðóêöèé â ïðåäåëüíûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ èäåíòè�èêàöèè íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèà-ëîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ èñïûòàíèÿ îäíîìåðíûõ îáðàçöîâ (ñòåðæíåé, ïîëîñ). Îäíàêî âñëó÷àå ïðîöåññîâ ëèñòîâîé øòàìïîâêè ïðåäïî÷òèòåëüíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðîäàâëè-âàíèå ëèñòîâûõ îáðàçöîâ ÷åðåç îòâåðñòèÿ, îáû÷íî, êðóãëûå [1, 2℄. Çäåñü äàíî îáîáùåíèå èðàçâèòèå ðåøåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðîãî ìîäåëèðóåòñÿ âûòÿæêà êóïîëîîáðàçíûõ îáîëî÷åêèç êðóãëûõ ïëàñòèíîê.Ïðè ñâîáîäíîé âûòÿæêå êóïîëà èç ïëàñòèíû ðàâíîìåðíûì (ãèäðîñòàòè÷åñêèì)äàâëåíèåì êóïîë ïðîõîäèò ñòàäèè �îðìû êàê ñïëþñíóòîãî, òàê è âûòÿíóòîãî ýë-ëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ [3℄. �àíåå ñòðîèëîñü ðåøåíèå òîëüêî äëÿ ñëåãêà ñïëþñíóòûõñ�åðîèäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëîñòè ýêñöåíòðèñèòåòà, ÷òî îáåñïå÷èâàëîñü äîïîë-íèòåëüíîé (àðòè�èöèðóþùåé) ñèëîé [4�6℄. Äëÿ öåëåé èäåíòè�èêàöèè ìàòåðèàëîâíåîáõîäèìî ðàçâèòèå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñäåëàííîå îáîáùåíèåïðèãîäíî êàê äëÿ ñïëþñíóòîãî, òàê è äëÿ âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ è íåèñïîëüçóåò ìàëîñòü ýêñöåíòðèñèòåòà.Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè ìåðèäèàíà ïîâåðõíîñòè â âèäå r0 = ϕ(t),
z = ψ(t) å¼ ïëîùàäü ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåãðàëîì:

S = 2π

T∫

t0

ϕ(t)
√

(ϕ,t)2 + (ψ,t)2dt. (1)Â ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòàõ ýëëèïñîèäîâ:
r0 = ϕ(t) = a sin t, z = ψ(t) = zc − b cos t, (2)ãäå zc � êîîðäèíàòà öåíòðà ýëëèïñà. Ïðè ýòîì ïîëÿðíàÿ êîîðäèíàòà r0 ñâÿçà-íà ñ ëàãðàíæåâîé r, îòñ÷èòûâàåìîé íà ïëàñòèíå, ÷åðåç ðàäèàëüíóþ êîìïîíåíòóïåðåìåùåíèÿ u : r0 = r + u.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ ϕ,t = a cos t,ψ,t = b sin t èíòå-ãðàë (1) ïîëó÷àåò âèä:
S = 2πa

T∫

0

sin t
√

(a cos t)2 + (b sin t)2dt, (3)ãäå T � ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé t, ñîîòâåòñòâóþùåå âíåøíåìó êîíòóðóñåãìåíòà.



Îáîáùåíèå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè 267Îïðåäåëèì T ÷åðåç ïàðàìåòðû ýëëèïñà. Íà êîíòóðå ýëëèïòè÷åñêîãî ñåãìåíòà
r0 = rp , z = 0. Òîãäà èç (2) ñëåäóåò:

rp
−zc

= −a
b

tg T = − 1

kc
tg T, T = arctg

(
kcrp
zc

)
.Îáú¼ì ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè ïåðåìåííîé òîëùèíû h(t) íàõîäèòñÿ ïî �îð-ìóëå:

V = 2πa

T∫

0

h(t)g(t) sin tdt ,ãäå g(t) =
√

(a cos t)2 + (b sin t)2.Àïïðîêñèìàöèþ �óíêöèè h(t) çàäàåì â âèäå [3, 4℄:
h(t) = hp{1 − δ [1 − (t/T )2]}.Òîãäà

V = 2πa

T∫

0

hp{1 − δ [1 − (t/T )2]}g(t) sin t dt.Îáú¼ì èñõîäíîé ïëàñòèíû, èìåþùåé ðàäèóñ rp è òîëùèíó hp, áóäåò Vp = πr2
php .Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñæèìàåìûé ìàòåðèàë, òî V = Vp , ò. å.

2πahp

T∫

0

{1 − δ [1 − (t/T )2]}g(t) sin t dt = πr2
php . (4)�àññìàòðèâàåì (4) êàê óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà δ:

T∫

0

{1 − δ [1 − (t/T )2]}g(t) sin t dt− r2
p/2a = 0.Âåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

I0 =

T∫

0

[1 − (t/T )2]g(t) sin t dt,

I1 =

T∫

0

g(t) sin t dt− r2
p/2a.Èç óðàâíåíèÿ I1 − I0δ = 0 ñëåäóåò δ = I1/I0, èëè:

δ =

T∫
0

g(t) sin t dt− r2
p/2a

T∫
0

[1 − (t/T )2]g(t) sin t dt

.



268 Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À.Äàëåå, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî ñ ïî-ìîùüþ ïðîñòîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïîíåíòó ðàäè-àëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ïðè äå�îðìèðîâàíèè ïëàñòèíû â êóïîë. Äëÿ ýòîãî ïðèìå-íèì óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ê ó÷àñòêàì êóïîëà è ïëàñòèíû, îïðåäåëÿåìûì îáùåéëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòîé, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êî-îðäèíàò r.Ïî óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ó÷àñòêîâ êóïîëà è ïëàñòèíû,îòñåêàåìûõ êîîðäèíàòîé r, èìååò ìåñòî óðàâíåíèå:
t∫

0

{
1 − δ [1 − (t/T )2]

}
g(t) sin t dt = r2/(2a). (5)Íà îñíîâå (2) ïåðåìåííûé âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðàëà ëåâîé ÷àñòè çàâèñèò îò rè u(r):

r + u(r) = a sin t
(
r, u(r)

)
, t

(
r, u(r)

)
= arcsin

(
r + u(r)

a

)
. (6)Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé â óðàâíåíèè (5) ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâàêîîðäèíàòà r.Ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ J1 + J2,ãäå:

J1 =

t∫

0

g(t) sin t dt, J2 = −
t∫

0

δ [1 − (t/T )2]g(t) sin t dt. (7)Ïîä èíòåãðàëîì J1 âûäåëèì ñëàãàåìîå, êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ â ÿâíîìâèäå. Ýòîò ïðèåì áûë ïðåäëîæåí íàìè â ðàáîòå [7℄. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì è âû÷òåìåäèíèöó:
J1 =

t∫

0

(1 − 1 + g(t) sin t) dt = t−
t∫

0

(1 − g(t) sin t) dt. (8)Òîãäà íà îñíîâå (5), (7), (8) èìååì:
t =

t∫

0

(1 − g(t) sin t ) dt+ δ

t∫

0

[
1 − (t/T )2

]
g(t) sin t dt− r2/(2a).Ó÷èòûâàÿ (6), ïîëó÷àåì:

u(r) = a sin



t(r,u(r))∫

0

(1 − g(t) sin t ) dt+

+ δ

t(r,u(r))∫

0

[1 − (t/T )2]g(t) sin t dt− r2/(2a)


− r . (9)



Îáîáùåíèå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè 269Äëÿ óðàâíåíèÿ (9) ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïðîñòîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íà îñ-íîâå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé [8℄. Çàäàâàÿñü íåêîòîðûì íà÷àëüíûì(ñ íîìåðîì 0) ïðèáëèæåíèåì u0(r) è âû÷èñëÿÿ ñ íèì ïðàâóþ ÷àñòü â (9), ïîëó-÷èì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå u1(r). Äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, è äëÿ (k + 1)-ãî øàãàèìååì:
uk+1(r) = a sin



t(r,uk(r))∫

0

(1 − g(t) sin t) dt+

+ δ

t(r,uk(r))∫

0

[1 − (t/T )2]g(t) sin t dt− r2/(2a)


− r . (10)Ïðîöåññ (10) áûñòðî ñõîäèòñÿ è ïðîâåðÿåòñÿ ñðàâíåíèåì ñ ðàíåå ïîëó÷åííûìðåøåíèåì äëÿ ñëàáîñïëþñíóòîãî ñ�åðîèäà, êîòîðîå ïðè íàëè÷èè òîëüêî �îðìî-îáðàçóþùåãî äàâëåíèÿ (áåç àðòè�èöèðóþùåé ñèëû) âåðíî äëÿ îòíîñèòåëüíûõâûñîò ïîäú¼ìà H/rp 6 0.2 [3℄. Áîëåå îáùàÿ �îðìà ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà äà-åò âîçìîæíîñòü íå ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî âàðèàíòû ñïëþñíóòîãî è âûòÿíóòîãîýëëèïñîèäîâ, ïîñêîëüêó çäåñü íå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ïîýêñöåíòðèñèòåòó. Õîòÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññàýòîò ïðè¼ì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ. Â ïðåäñòàâ-ëåííîì çäåñü îáîáù¼ííîì ïîäõîäå ìàëîñòü ýêñöåíòðèñèòåòà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè àïðîáàöèè äàííîãî ïîëóîîáðàòíîãî ìåòîäàâ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âûñîêîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Äðóãèå ýòàïû ïîñòðîåíèÿðåøåíèÿ è ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû, ñâÿçûâàþùåé äàâëåíèå âûòÿæêè ñ ïàðàìåòðàìèêóïîëà, â ò. ÷. åãî âûñîòîé, àíàëîãè÷íû ðàíåå ðàçðàáîòàííûì [3�6℄.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñþ (Hsu T.C.) Íàïðÿæåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â ëèñòîâîì ìàòåðèàëå ïðè �îð-ìîâêå èç íåãî èçäåëèé ïî÷òè ñ�åðè÷åñêîé �îðìû // Òåîð. îñíîâû èíæ. ðàñ÷åòîâ:òð. àìåð. îáù-âà èíæ.-ìåõàíèêîâ. Ì.: Ìèð, 1975. Ò. 97, � 1. Ñ. 66�75.[2℄ Êóðêèí Ñ.À. Ïðî÷íîñòü ñâàðíûõ òîíêîñòåííûõ ñîñóäîâ, ðàáîòàþùèõ ïîä äàâëåíè-åì: ìîíîãðà�èÿ. Ì: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1976. 184 ñ.[3℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À. Óñëîâèÿ ñ�åðè÷íîñòè êóïîëà ïðè ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêåèç êðóãëîé ïëàñòèíêè // Ìîäåëè è àëãîðèòìû äëÿ èìèòàö. �èç.-õèì. ïðîöåññîâ:ì-ëû ìåæäóíàð. êîí�. Òàãàíðîã: Èçä-âî Ò�ÏÈ, 2008. Ñ. 86�94.[4℄ Þäèí Ñ.À., Þäèí À.Ñ. Àíàëèòèêà ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè ñ�åðè÷åñêîãî êóïîëàèç êðóãëîé ïëàñòèíêè // Ìàòåì. ìîäåëè è àëãîð. äëÿ èìèòàö. �èçè÷. ïðîöåññîâ: ì-ëû ìåæäóíàð. íàó÷.-òåõíè÷. êîí�. Òàãàíðîã: Èçä-âî Ò�ÏÈ, 2006. Ò. 1. Ñ. 212�215.



270 Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À.[5℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À. Ìîäåëèðîâàíèå ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè àðòè�èöèðîâàí-íîé õëîïàþùåé ìåìáðàíû // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîøí. ñðåäû: Òð. Õ ìåæäóíàð.êîí�. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÎÎÎ ¾ÖÂÂ�¿, 2006. Ò. 1. Ñ. 290�294.[6℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À. Ïëàñòè÷åñêàÿ âûòÿæêà êóïîëà èç êðóãëîé ïëàñòèíêè: òåî-ðèÿ è ýêñïåðèìåíò // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîø. ñðåäû: Òð. ÕI ìåæäóíàð. êîí�.�îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÎÎÎ ¾ÖÂÂ�¿, 2007. Ò. 1. Ñ. 255�259.[7℄ Þäèí Ñ.À., Þäèí À.Ñ. Íåëèíåéíîå äå�îðìèðîâàíèå çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè âíóòðåííèì äàâëåíèåì // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîøí. ñðåäû: Òð.ÕIII ìåæäóíàð. êîí�. �îñòîâ í/Ä, 12-15 îêò. 2009ã. Ò. 1. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ,2009. Ñ. 213�217.[8℄ Âîðîâè÷ È.È., Ëåáåäåâ Ë.Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû: ó÷åá. ïîñîáèå. Ì.: Âóçîâñêàÿ êíèãà, 2000. 320 ñ.Yudin A. S., Yudin S.A. Generalized de
ision for the plasti
 forming problem of thespheroid shells. The knowledge of materials me
hani
al properties at the large deformationsis ne
essary in problems of modeling of te
hnologi
al forming pro
esses, at 
al
ulations ofbehavior of stru
tures in limiting 
onditions. For identi�
ation of nonlinear properties ofmaterials testing of one-dimensional samples (rods, strips) are widely used. However in 
aseof pro
esses of sheet pun
hing by a preferable method is sheet samples pressing throughapertures, usually, 
ir
ular. Here generalizations and de
ision development on base of whi
hmodeled extension of a dome-shaped shells from a 
ir
ular plates are given.


