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МЕЖДИСЦИПЛИНАРНЫЕ ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ
И ДРУГИХ ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУК



УДК 548.4

О КОЛЕБАНИЯХ ДВУХ СМЕЖНЫХ ОТРЕЗКОВ ЛИНЕЙНЫХ
ДЕФЕКТОВ В СПЛОШНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

В. В. Дежин

Воронежский государственный технический университет

Задача, рассмотренная в настоящей статье, возникает при исследовании колебаний от-
резков дислокации (линейного дефекта) в кристалле. Ранее в работе [1] с использованием
лагранжевого формализма получено уравнение движения бесконечной дислокации, а в ра-
ботах [2, 3] исследованы колебания одиночного дислокационного сегмента. В данной статье
с использованием результатов работ [1–3] рассмотрены два смежных отрезка бесконечной
прямолинейной дислокации в кристалле, совершающие малые колебания под действием
внешней силы. Кристалл при этом моделировался сплошной изотропной средой. Линия
дислокации располагалась вдоль оси Oz, смещение точек дислокационной линии ξ(z, t) = 0
при z ∈ (∞,−L1)∪{0}∪ [L2,∞), где t – время, L1 и L2 – длины смежных отрезков линей-
ных дефектов. Уравнение колебаний дислокации [1] после преобразований, устраняющих
расходимость функции G(z, ω), для двух смежных отрезков линейных дефектов примет
вид интегрального уравнения Фредгольма первого рода:

L2∫
−L1

dz′G0(z − z′, ω)ξ(z′, ω) = f(z, ω), (1)

где ω – частота, f(z, ω) – величина внешней силы на единицу длины линейного дефекта,
произвольная в общем случае. Функции ξ(z, ω) и f(z, ω) из физических соображений пред-
полагались непрерывными, ядро G0(z − z′, ω) – несимметричное по переменным z и z′, в
общем случае принимает комплексные значения. Для решения задачи неизвестная функ-
ция ξ(z, ω), согласно методу неопределенных коэффициентов [4], представлялась в виде
ряда по полной системе линейно независимых функций φn(z) с учетом условий закрепле-
ния линейных дефектов. Из физических соображений в качестве функций φ

(1)
n и φ

(2)
n (z)

возьмем соответственно sin(πnz/L1) и sin(πnz/L2). Внешнюю силу также разложим в ряд
по этой системе функций:

ξ(z, ω) =
∞∑
n=1

Q(1)
n (ω) sin

πnz

L1

θ(L1/2−|z+L1/2|)+
∞∑
n=1

Q(2)
n (ω) sin

πnz

L2

θ(L2/2−|z−L2/2|), (2)

f(z, ω) =
∞∑
n=1

F (1)
n (ω) sin

πnz

L1

θ(L1/2−|z+L1/2|)+
∞∑
n=1

F (2)
n (ω) sin

πnz

L2

θ(L2/2−|z−L2/2|). (3)

Здесь θ(x) – функция Хевисайда, обозначение (1) относится к сегменту [−L1, 0], а обо-
значение (2) – к сегменту [0, L2]. При таком разложении получается f(0, ω) = 0, но это
допустимо, потому что z = 0 – точка закрепления линейных дефектов. Подставив выра-
жения (2) и (3) в уравнение (1), получим уравнение колебаний двух смежных отрезков
линейных дефектов:

∞∑
n=1

Q(1)
n (ω)

0∫
−L1

dz′G0(z − z′, ω) sin
πnz′

L1

+Q(2)
n (ω)

L2∫
0

dz′G0(z − z′, ω) sin
πnz′

L2

 =

4



=
∞∑
n=1

[
F (1)
n (ω) sin(πnz/L1)θ(L1/2−|z+L1/2|) + F (2)

n (ω) sin(πnz/L2)θ(L2/2−|z+L2/2|)
]
. (4)

Умножим уравнение (4) на sin(πmz/L1) и проинтегрируем по z на отрезке [−L1, 0] с учетом
формулы

G0(z − z′, ω) =

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)e

iq(z−z′).

Тогда получим
∞∑
n=1

(
B(1,1)

mn (ω)Q(1)
n (ω) +B(1,2)

mn (ω)Q(2)
n (ω)

)
= F (1)

m (ω). (5)

Аналогично, умножая уравнение (4) на sin(πmz/L2) и интегрируя по z на отрезке [0, L2],
получим

∞∑
n=1

(
B(2,1)

mn (ω)Q(1)
n (ω) +B(2,2)

mn (ω)Q(2)
n (ω)

)
= F (2)

m (ω). (6)

В уравнениях (5) и (6) B(s,t)
mn – матричные элементы, которые имеют следующий вид:

B(1,1)
mn (ω) =

2

L1

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

0∫
−L1

dz sin
πmz

L1

eiqz
0∫

−L1

dz′ sin
πnz′

L1

e−iqz′ =

=
4π2mn

L3
1

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

1− (−1)n cos qL1

[(πm/L1)2 − q2][(πn/L1)2 − q2]
, (7)

B(2,2)
mn (ω) =

2

L2

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

L2∫
0

dz sin
πmz

L2

eiqz
L2∫
0

dz′ sin
πnz′

L2

e−iqz′ =

=
4π2mn

L3
2

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

1− (−1)n cos qL2

[(πm/L2)2 − q2][(πn/L2)2 − q2]
, (8)

B(1,2)
mn (ω) =

2

L1

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

0∫
−L1

dz sin
πmz

L1

eiqz
L2∫
0

dz′ sin
πnz′

L2

e−iqz′ =

= −2π2mn

L2
1L2

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

1− (−1)m cos qL1 − (−1)n cos qL2 + (−1)m+n cos q(L1 + L2)

[(πm/L1)2 − q2][(πn/L2)2 − q2]
,

B(2,1)
mn (ω) =

2

L2

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

L2∫
0

dz sin
πmz

L2

eiqz
0∫

−L1

dz′ sin
πnz′

L1

e−iqz′ =

= −2π2mn

L1L2
2

∞∫
−∞

dq

2π
G0(q, ω)

1− (−1)n cos qL1 − (−1)m cos qL2 + (−1)m+n cos q(L1 + L2)

[(πm/L2)2 − q2][(πn/L1)2 − q2]
.
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В выражениях (7), (8) числа m и n – одновременно четные или нечетные, также заме-
тим, что эти выражения совпадают с выражением для матричных элементов в случае
одиночного дислокационного сегмента [2].

Уравнения (5) и (6) запишем в виде произведения блочных матриц [5]:(
B(1,1) B(1,2)

B(2,1) B(2,2)

)
·
(
Q(1)

Q(2)

)
=

(
F (1)

F (2)

)
.

Отсюда получим для амплитудного спектра смещений двух смежных отрезков линейных
дефектов (

Q(1)

Q(2)

)
=

(
B(1,1) B(1,2)

B(2,1) B(2,2)

)−1

·
(
F (1)

F (2)

)
.

Следовательно, блочная матрица
(
B(1,1) B(1,2)

B(2,1) B(2,2)

)−1

является функцией линейного от-

клика (обобщенной восприимчивостью) двух смежных отрезков линейных дефектов. Урав-
нение, определяющее собственные частоты колебаний этих отрезков, имеет вид

det

(
B(1,1)(ω) B(1,2)(ω)
B(2,1)(ω) B(2,2)(ω)

)
= 0.

Согласно известной формуле [5] запишем это равенство в виде произведения определи-
телей обычных матриц

∣∣B(1,1)
∣∣∣∣B(2,2) −B(2,1)(B(1,1))−1B(1,2)

∣∣ = 0, где
∣∣B(1,1)

∣∣ ̸= 0. Таким
образом, получим уравнение на собственные колебания двух смежных отрезков линейных
дефектов ∣∣B(2,2) −B(2,1)(B(1,1))−1B(1,2)

∣∣ = 0.
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УДК 531, 538.9.

ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА УЛЬТРАМЕЛКОЗЕРНИСТЫХ
И НАНОСТРУКТУРНЫХ МЕТАЛЛОВ И СПЛАВОВ

Р. Р. Мулюков

Институт проблем сверхпластичности металлов РАН

Объемные ультрамелкозернистые и наноструктурные металлы и сплавы со средним
размером зерен в них от 100 нм до 1 мкм получены различными деформационными ме-
тодами. Исследованы изменения их многоуровневой структуры в результате измельчения
среднего размера зерен. Обнаружены изменения свойств границ зерен, заключающиеся
в их избыточной энтальпии, фиксированном изменении параметров сверхтонкой магнит-
ной структуры, в появлении дополнительного пика на распределении автоэлектронов по
полным энергиям.

Установлено влияние изменений структуры на упругость, прочностные свойства, демп-
фирование, электрические и магнитные свойства металлов и сплавов.

Представлены перспективы практического применения объемных наноструктурных
сплавов и примеры их реализация.
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МЕХАНИКА И СОВРЕМЕННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ



УДК 517.97, 539.376

МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ФОРМЫ ОСНАСТКИ
РЕКОНФИГУРИРУЕМОГО УСТРОЙСТВА

ПРИ ФОРМООБРАЗОВАНИИ ПАНЕЛИ

К. С. Бормотин, Вин Аунг

Комсомольский-на-Амуре государственный технический университет

В последнее время конструкции современных изделий все больше состоят из крупно-
габаритных монолитных панелей из алюминиевых сплавов. Данные панели имеют двой-
ную кривизну, разнотолщинность, вырезы и т. д. Изготовление их требует разработки
процессов формообразования, позволяющих обеспечить требуемые физико-механические
свойства, а также необходимые геометрические параметры формы детали. На сегодняш-
ний день существуют различные технические решения по многопуансонному оборудова-
нию, используемому в промышленности для формообразования крупногабаритных заго-
товок в режиме ползучести [1–3]. Имеются разработки, когда используются не жесткие, а
предварительно настраиваемые на произвольные формы поверхности матрицы и пуансо-
ны [4–7]. Данные устройства формования включает штыревую оснастку, которая состоит
из рабочих органов и их приводов, расположенных снаружи камеры формования. Шты-
ревая оснастка задает формующую поверхность верхней и нижней матрицей. Матрицы
образованны двумя системами соосно расположенных стержней, каждый из которых вы-
ставляется в индивидуальную позицию по высоте z = z(x, y) и таким образом образуют
перенастраиваемую матрицу.

Для формовки данной технологией с помощью штыревой оснастки необходимо знать
закон перемещения каждого стержня, задающий упреждающую форму панели. Упрежда-
ющая форма панели должна обеспечивать заданную остаточную кривизну панели после
освобождения ее. Величина отклонения панели при разгрузке зависит от температурного
режима формовки, свойства материала и способа деформирования. Таким образом, мож-
но поставить обратную задачу, в частности относительно упреждающего контура: опреде-
лить перемещения стержней, создающих такую упреждающую кривизну панели, которая
обеспечивает заданную остаточную форму панели после разгрузки. Ранее в работах [8–10]
была сформулирована обратная задача формообразования и построен итерационный ме-
тод решения относительно неизвестных перемещений точек поверхности панели задающей
упреждающую кривизну. Но в сравнении с заданием формы панели контактными жест-
кими штампами остаточные отклонения будут различными [11]. Таким образом, в модели
обратной задачи формообразования необходимо учитывать контактные условия. Наибо-
лее часто для учета контактных ограничений используются метод множителей Лагранжа
или метод штрафа [12, 13].

Применяя основные процедуры МКЭ [13] к вариационным принципам задач деформи-
рования с контактными ограничениями и разгрузкой, строится система линейных алгеб-
раических уравнений двух задач

KU̇ = Ṙ

K̃
˙̂
U =

˙̂
R(U̇),

где K, K̃ – симметричные матрицы касательной жесткости, Ṙ – вектор скоростей внутрен-
них и внешних сил, ˙̂

R – вектор скорости сил, обусловленных начальными деформациями
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и начальными напряжениями. Данные уравнения, выраженные через скорости, можно
использовать только при решении квазистатических задач в приращениях. В результате
решения первой задачи по заданным перемещениям получаем деформированную модель
с распределением напряжений и деформаций. Вторая задача на основе данных о началь-
ных напряжениях и деформациях определяет перемещения разгрузки. После этого можно
найти остаточные узловые перемещения Ũ = U+ Û.

Итерационный метод решения обратной задачи формообразования с учетом контакт-
ных условий имеет вид:

uk+1
i = uki + αk(ũ∗i − ũki ),

где компоненты перемещений с чертой сверху представляют собой компоненты текущих
перемещений на контактной поверхности, а компоненты перемещений с волной – остаточ-
ные перемещения, вычисленные на контактной поверхности. Заданные остаточные пере-
мещения обозначены звездочкой.

Рассматривается задача определения перемещений стержней реконфигурируемой уста-
новки, создающих такую упреждающую кривизну панели, которая обеспечивает заданную
остаточную форму панели после разгрузки. В качестве заданной формы панели взята па-
нель двойной кривизны центроплановой части самолета. Заготовка имеет свойства мате-
риала АК4-1Т (алюминиевого сплава).

Итерационный метод реализован в системе MSC.Marc с помощью ряда пользователь-
ских процедур. Для подготовки расчетной модели с заданными граничными условиями
и определения проекций контактных тел применялись пользовательские программы, раз-
работанные в MSC.Patran.

По расчетам задачи определения упреждающей формы пластинки для обеспечения
заданной кривизны после разгрузки с помощью итерационного метода с разными посто-
янными коэффициентами обнаруживается сходимость к решению при 0 < αk < 2.

Таким образом, учет контактов в задачах формообразования панелей штампами повы-
шает точность в определении технологических параметров при изготовлении деталей. По-
строенный итерационный алгоритм дает возможность рассчитать закон движения стерж-
ней в реконфигурируемом устройстве при многоточечном формообразовании панелей.

Работа выполнена при финансовой поддержке совета по грантам Президента (МК-
6127.2015.1), РФФИ (16-31-60038 мол_а_дк), Минобрнауки РФ по государственному за-
данию (№ 909).
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УДК 681.3.06

ОСНОВАТЕЛЯМ ФАКУЛЬТЕТА ПММ ВГУ ПОСВЯЩАЕТСЯ . . .

А. И. Шашкин, О. Ф. Ускова, Е. Н. Коржов, О. Д. Горбенко, А. Ю. Яковлев

Воронежский государственный университет

Факультет прикладной математики, информатики и механики Воронежского государ-
ственного университета образован в нашей стране в 1969 году одним из первых факуль-
тетов подобного профиля. В настоящее время ПММ – это

• динамично развивающийся факультет – лидер;
• высококвалифицированный профессорско-преподавательский коллектив;
• богатейший парк самых современных компьютеров;
• лаборатории с уникальным оборудованием;
• функционирующая система непрерывного IT-образования;
• международная система управления качеством;
• признание образования в России и за её рубежом.

Воронежский госуниверситет в течение пят последних лет выигрывал гранты Феде-
ральной целевой программы «Государственная поддержка интеграции науки и высшего
образования» на проведение Открытых региональных студенческих школ-олимпиад по
программированию и компьютерному моделированию и в течение 9 лет был базовым ву-
зом проведения третьего (основного) этапа Всероссийской студенческой олимпиады «Ин-
форматика. Программирование. Информационные технологии» [1]. Организатором всех
этих студенческих мероприятий был факультет ПММ, становление которого связано с
именами двух выдающихся ученых: заслуженного деятеля науки РФ, доктора физико-
математических наук, профессора, члена национального комитета РАН по теоретической
и прикладной механики Ивлева Дюиса Даниловича и первого декана факультета ПММ,
доктора физико-математических наук, профессора Геннадия Ивановича Быковцева.

Олимпиада по информатике первокурсников факультета ПММ, посвященная 70-летию
со дня рождения Ивлева Д. Д., была проведена 20–26 июля 2000 года. В её организации
принимали участие старшекурсники ПММ Селезнев К., Поляков А., Мхитарян Л., Глады-
шев О. Победителями олимпиады стали Андреев Д., Радионов С (1 место); Мухоедов Д.,
Громов С. (2 место); Некрасов С. (3 место). Первое место среди первокурсниц заняла
Бондаренко Е.

Памяти первого декана факультета ПММ Быковцева Г. И. была посвящена VII регио-
нальная открытая школа-олимпиада по программированию и компьютерному моделиро-
ванию (приказ министерства образования и науки РФ № 285 от 1.11.06 «О награждении
победителей олимпиад»). Она проходила 16–17 сентября 2006 года при активно участии
членов студенческого директората, в состав которого входили Гайдай Виктор (аспирант),
Мамонов Дмитрий (5 курс), Мамедов Эмин (5 курс), Пунов Алексей (3 курс), Стукалин
Андрей. В олимпиаде участвовало свыше 200 студентов различных вузов. Победителями
стали:

1 место Селюной Андрей (Белгород)
Гладков Дмитрий (ПММ)
Кириченко Денис (ПММ)
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2 место Алимов Александр (Волгоград)
Челышев Владимир (Волгоград)

3 место Лазаренко Алексей (ПММ)
Мишина Любовь (Тамбов)
Теряев Никита (Тамбов)
Ушаков Сергей (ВГТУ)

Олимпиада по механике для студентов 2 и 3 курсов факультета ПММ ВГУ, которая
состоялась 6 сентября 2010 года, была посвящена 80-летию со дня рождения Ивлева Д. Д.
Он создал в Воронеже научную школу по механике деформируемого твердого тела, вос-
питал целую плеяду ученых, успешно работающих в вузах, научных и конструкторских
организациях Воронежа и других городов России.

Студентам были предложены нестандартные задачи трёх типов. Требовалось, исполь-
зуя универсальные подходы к решению задач механики, добавить сообразительность и
смекалку, чтобы получить короткое и изящное решение. Наиболее успешно справились с
заданием студенты Сметанин Е., Щербаков В., Новиков С., Тюхов А., Новиков М., Логу-
нова М., Москвин А. (3 курс) и Свиридов И., Володин А., Кузьмин А., Годелюк Э., Сумин
В., Скоблов С. (2 курс).

Студенческие олимпиады способствуют развитию важнейших качеств личности: ини-
циативности, способности творчески мыслить и находить нестандартные решения.

Литература
1. Ускова О. Ф. Воронежский государственный университет – головной вуз проведения

Всероссийской олимпиады «Информатика. Программирование. Информационные техно-
логии» / О. Ф. Ускова, О. Д.Горбенко, А. И. Шашкин // Педагогическая секция V Между-
народной конференции «Современные проблемы прикладной математики, теории управ-
ления и математического модлеирования», Воронеж, 11–16 сентября 2016 г. – Воронеж :
ИПЦ ВГУ, 2012. – 177 с. С. 154–156.
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МЕХАНИКА РАЗРУШЕНИЯ, МЕХАНИКА
КОНТАКТНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ И ТРИБОЛОГИЯ



УДК 539.3

КОНТИНУАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ СЛОИСТОЙ СРЕДЫ
С ПРОМЕЖУТОЧНЫМИ ПРОСЛОЙКАМИ
ИЗ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА

Н. Г. Бураго1, И. С. Никитин2

1Институт проблем механики имени А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва
2Институт автоматизации проектирования РАН, г. Москва

1. Уточненная модель с линейной вязкостью на контактных границах

В декартовой прямоугольной системе координат x1, x2, x3 рассмотрим безграничную
слоистую среду. Ось x3 перпендикулярна плоскопараллельным границам раздела слоев.
Границы раздела имеют координаты x3 = x(s) = sε, s = 0,±1,±2, . . . , где постоянная
толщина слоя ε≪ 1 является малым параметром.

На границах слоев выполняются следующие условия скольжения в предположении,
что межслойная граница всегда поджата и выполнено линейное условие вязкого трения:

σ33 < 0 [u3] = [σγ3] = [σ33] = 0, σγ3 = η[vγ]/ε.

Здесь uk – компоненты вектора смещений, vk – компоненты вектора скорости, vk = uk,t,
σij – компоненты тензора напряжений, η – коэффициент эффективной вязкости на гра-
нице слоев. Квадратные скобки [f ] = f

∣∣
x(s)+0−f

∣∣
x(s)−0

обозначают скачок величины f на
межслойной границе. Далее для компактности формул дифференцирование обозначено
следующим образом: ∂(. . .)/∂xj = (. . .),j, ∂(. . .)/∂t = (. . .),t, ∂(. . .)/∂ξ = (. . .),ξ.

Сами слои являются изотропными упругими и подчиняются закону Гука (при x3 ̸= x(s))

σij,j − ρui,tt = 0, σij = Cijkluk,l,

где тензор модулей упругости имеет вид: Cijkl = λδijδkl+µ(δikδjl+ δilδjk). Примем нулевые
начальные условия для смещений и скоростей среды: uk

∣∣
t=0

= vk
∣∣
t=0

= 0.
Введем в соответствии с методом асимптотического осреднения [1] «быструю» пере-

менную ξ = x3/ε. Будем считать, что функция uk = uk(xl, ξ, t) является гладкой по «мед-
ленным» переменным xl и гладкой по «быстрой» переменной ξ, за исключением точек
ξ(s) = x(s)/ε, где она может терпеть разрывы первого рода. Кроме того, по ξ эта функция
является 1-периодической: [[ui]] = ui

∣∣
ξ(s)+1/2

−ui
∣∣
ξ(s)−1/2

= 0. С учетом такого выбора аргу-
ментов и правила дифференцирования сложной функции, перепишем систему на ячейке
периодичности x(s)− 1/2 6 x3 6 x(s)+1/2, −1/2 6 ξ 6 1/2. При x3 ̸= x(s), ξ ̸= 0 уравнения
имеют вид

ε−2Ci3k3uk,ξξ + ε−1(Cijk3uk,jξ + Ci3kluk,lξ) + Cijkluk,lj − ρui,tt = 0.

Имеем также контактные условия при x3 = x(s), ξ = 0

ε−1C33k3uk,ξ + C33kluk,l < 0, [u3] = 0, [ε−1Ci3k3uk,ξ + Ci3kluk,l] = 0,

ε−1Cγ3k3uk,ξ + Cγ3kluk,l = ε−1η[uγ,t]

и условия 1-периодичности: [[ui]] = ui
∣∣
ξ+1/2

−ui
∣∣
ξ−1/2

= 0.
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Здесь и далее греческие индексы (β, γ) принимают значения 1 и 2, латинские индексы –
значения 1, 2, 3. Представим смещения среды в виде асимптотического ряда по степеням
малого параметра ε : ui = wi(xk, t) + εu

(1)
i (xk, ξ, t) + ε2u

(2)
i (xk, ξ, t) + ε3u

(3)
i (xk, ξ, t) + . . .

Введем операцию «осреднения» ⟨f⟩ для функции «быстрой» переменной ξ, которая бу-

дет часто использоваться в дальнейшем: ⟨f⟩ =
1/2∫

−1/2

f dξ. Приближения смещений должны

удовлетворять дополнительному условию ⟨u(n)k ⟩ = 0 [1].
Подставим это представление в систему уравнений теории упругости. Приравнивая к

нулю член при отрицательной степени ε−1, получим, что первое приближение u(1)i удовле-
творяет уравнению: Ci3k3u

(1)
k,ξξ = 0. Система уравнений после этого примет вид:

Cijklwk,jl+Cijk3u
(1)
k,jξ+(Ci3klu

(1)
k,l +Ci3k3u

(2)
k,ξ),ξ+ε

[
Cijklu

(1)
k,jl+Cijk3u

(2)
k,jξ+(Ci3klu

(2)
k,l+Ci3k3u

(3)
k,ξ),ξ

]
+

+ε2
[
Cijklu

(2)
k,jl + Cijk3u

(3)
k,jξ + (Ci3klu

(3)
k,l + Ci3k3u

(4)
k,ξ),ξ

]
+ . . . = ρwi,tt + ερu

(1)
i,tt + ε2ρu

(2)
i,tt + . . .

Разложению компонент смещений соответствует разложение компонент тензора напряже-
ний:

σij = σ
(0)
ij + εσ

(1)
ij + ε2σ

(2)
ij + . . . , σ

(n)
ij = Cijklu

(n)
k,l + Cijk3u

(n+1)
k,ξ .

Все приближения напряжений являются 1-периодическими функциями ξ. В частности,
выполняются условия [σ

(n)
i3 ] = 0, [[σ

(n)
i3 ]] = 0. Легко видеть, что ⟨σ(n)

i3,ξ⟩ = 0.
Выведем уточненную теорию второго порядка, для этого в системе уравнений удержим

члены порядка ε2. Применяя операцию осреднения по ячейке периодичности ⟨ ⟩ к системе
уравнений, получим искомый результат:

Cijklwk,jl + Cijk3⟨u(1)k,ξ⟩,j + εCijk3⟨u(2)k,ξ⟩,j + ε2Cijk3⟨u(3)k,ξ⟩,j = ρwi,tt.

Каждая из функций u
(n)
i (xk, ξ, t) (n = 1, 2, 3), находится из соответствующей «задачи

на ячейке периодичности» при −1/2 6 ξ 6 1/2 [1, 2]. Эти задачи в общем виде решены в [2]
с точностью до некоторых функций, которые определяются из условий проскальзывания.

Для заданных условий решение для первого приближения касательных смещений име-
ет вид u(1)γ = φγ(ξ−signξ/2). Функции φγ определяются из условия на скачок касательных
скоростей η[u(1)γ,t ] = µ(wγ,3 + w3,γ) + µu

(1)
γ,ξ. Отсюда следует уравнение для φγ :

ηφγ,t + µφγ = −τγ, τγ = µ(wγ,3 + w3,γ).

Решение для второго приближения касательных смещений будет выглядеть так [2]:

u(2)γ = −ψγ(ξ
2 − ξsignξ + 1/6)/2, ψγ = φγ,3.

Решение для третьего приближения касательных смещений имеет вид [2]:

u(3)γ = χγ(ξ
3/6− ξ2sign/4 + bγξ + c±γ ), [u(3)γ ] = χγ(1/12− bγ), c+γ − c−γ = 1/12− bγ,

χγ = −φγ,ll − (λ+ µ)φβ,βγ/µ+ 2ψγ,3 + (λ+ µ)ψ3,γ/µ+ ρφγ,tt/µ.

Функции bγ определяются из условия на скачок касательных скоростей

η[u
(3)
γ,t ] = ηΩγ,t = µ(χγbγ − ψγ,3/12− ψ3,γ/12), где Ωγ = χγ(1/12− bγ).

16



Отсюда следует дифференциальное уравнение для Ωγ :

ηΩγ,t + µΩγ = µgγ, gγ = (χγ − ψγ,3 − ψ3,γ)/12.

С использованием полученных результатов, а также с учетом выражения для тензора
модулей упругости уточненная система уравнений будет выглядеть следующим образом:

(λ+ µ)wk,kγ + µwγ,kk + µφγ,3 − ε2µΩγ,3 = ρwγ,tt

(λ+ µ)wk,k3 + µw3,kk + µφβ,β − ε2µΩβ,β = ρw3,tt

φγ = −
t∫

0

τγe
−µ(t−t1)/ηdt1/η, τγ = µ(wγ,3 + w3,γ), ψγ = φγ,3,

χγ = −φγ,ll − (λ+ µ)φβ,βγ/µ+ 2ψγ,3 + (λ+ µ)ψ3,γ/µ+ ρφγ,tt/µ,

Ωγ =

t∫
0

µgγe
−µ(t−t1)/ηdt1/η, gγ = (χγ − ψγ,3 − ψ3,γ)/12

2. Уточненная модель с нелинейной вязкостью на контактных границах

Рассмотрим случай проскальзывания между слоями с условиями нелинейной вязкости.
Эти условия можно сформулировать различными способами. Выберем условия, модели-
рующие явление вязкопластичности. При этом предполагается, что до какого-то предель-
ного уровня касательных напряжений σs на межслойных границах проскальзывания не
происходит, а при превышении этого уровня появляется возможность вязкого проскаль-
зывания. Чтобы избежать громоздких выкладок выберем относительно простую форму
такого условия проскальзывания:

η[vγ]/ε = σγ3H(σβ3σβ3/σ
2
s − 1).

Здесь H(y) – функция Хэвисайда, H(y) = 0 при y < 0, H(y) = 1 при y > 0. Однако
процедура подстановки асимптотических разложений скоростей и напряжений в сильно
нелинейное (разрывное) условие проскальзывания не является корректной. Поэтому ви-
доизменим это условие, «размазав» функцию Хэвисайда на некоторую «эффективную»
ширину d :

η[vγ]/ε = σγ3Hd(σβ3σβ3/σ
2
s − 1).

Здесь Hd(y) – гладкая функция, Hd(y) → H(y) при d → 0. Для определенности примем
конкретное (одно из возможных) выражение для этой функции:

Hd(y) = 1/2 + arctg(y/d)π, H ′
d(y) = d/(π(d2 + y2)), H ′′

d (y) = −2dy/(π(d2 + y2)2).

Подставим разложения скоростей и касательных напряжений в условие проскальзывания:

η([v
(1)
γ ] + ε[v

(2)
γ ] + ε2[v

(3)
γ ] + . . .) =

= (σ
(0)
γ3 + εσ

(1)
γ3 + ε2σ

(0)
γ3 + . . .)Hd

((
(σ

(0)
β3 + εσ

(1)
β3 + ε2σ

(2)
β3 )(σ

(0)
β3 + εσ

(1)
β3 + ε2σ

(2)
β3 )/σ

2
s − 1

)
/d
)
.
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Аргумент функции Hd с точностью до членов порядка ε2 имеет вид:

y = ∆0 + ε(2σ
(0)
β3 σ

(1)
β3 /σ

2
s) + ε2(2σ

(0)
β3 σ

(2)
β3 + σ

(1)
β3 σ

(1)
β3 )/σ

2
s , где ∆0 = σ

(0)
β3 σ

(0)
β3 /σ

2
s − 1.

Функцию Hd(y/d) разложим в ряд Тейлора в окрестности значения ∆0, ограничиваясь
членами порядка ε2 :

Hd = Hd(∆0/d) + ε(2σ
(0)
β3 σ

(1)
β3 /σ

2
s)d/(π(d

2 +∆2
0))+

+ε2
(
(2σ

(0)
β3 σ

(2)
β3 + σ

(1)
β3 σ

(1)
β3 )/σ

2
s · d/(π(d2 +∆2

0))− 4(σ
(0)
β3 σ

(1)
β3 /σ

2
s)

2 · d∆0/(π(d
2 +∆2

0)
2)
)
.

Видно, что для сохранения порядков членов асимптотического разложения в зоне перехода
к вязкопластичности ∆0 ∼ ε, нельзя допускать малых значений параметра d, d ∼ O(1).

Условия проскальзывания различного порядка по ε запишутся в виде

η[u
(1)
γ,t ] = σ

(0)
γ3Hd(∆0/d), η[u

(2)
γ,t ] = σ

(1)
γ3Hd(∆0/d) + σ

(0)
γ3 (2σ

(0)
β3 σ

(1)
β3 /σ

2
s)d/(π(d

2 +∆2
0)),

η[u
(3)
γ,t ] = σ

(2)
γ3Hd(∆0/d) + σ

(1)
γ3 (2σ

(0)
β3 σ

(1)
β3 /σ

2
3)d/(π(d

2 +∆2
0))+

+σ
(0)
γ3

(
(2σ

(0)
β3 σ

(2)
β3 /σ

2
s)d/(π(d

2 +∆2
0))− 4(σ

(0)
β3 σ

(1)
β3 /σ

2
s)

2 · d∆0/(π(d
2 +∆2

0)
2)
)
.

Дифференциальное уравнение для функции φγ, введенной в п. 1, следует из нелиней-
ного условия проскальзывания:

φγ,t = −σ(0)
γ3Hd(∆0/d)/η, σ

(0)
γ3 = µ(wγ,3 + w3,γ) + µφγ.

Из нелинейного условия проскальзывания также следует система неоднородных диффе-
ренциальных уравнений для функции Ωγ, введенной в п. 1:

ηΩγ,t + µΩγHd(∆0/d) + σ
(0)
γ3 (2µσ

(0)
β3Ωβ/σ

2
s)d/(π(d

2 +∆2
0)) =

= µgγHd(∆0/d) + σ
(0)
γ3 (2µσ

(0)
β3 gβ/σ

2
s)d/(π(d

2 +∆2
0)).

Окончательно уточненная система уравнений принимает вид:

(λ+ µ)wk,kγ + µwγ,kk + µφγ,3 − ε2µΩγ,3 = ρwγ,tt

(λ+ µ)wk,k3 + µw3,kk + µφβ,β − ε2µΩβ,β = ρw3,tt

φγ,t = −σ(0)
γ3Hd(∆0/d)/η, σ

(0)
γ3 = µ(wγ,3 + w3,γ) + µφγ

ηΩγ,t + µΩγHd(∆0/d) + σ
(0)
γ3 (2µσ

(0)
β3Ωβ/σ

2
s)d/(π(d

2 +∆2
0)) =

= µgγHd(∆0/d) + σ
(0)
γ3 (2µσ

(0)
β3 gβ/σ

2
s)d/(π(d

2 +∆2
0))

∆0 = σ
(0)
β3 σ

(0)
β3 /σ

2
s − 1, ψγ = φγ,3, gγ = (χγ − ψγ,3 − ψ3,γ)/12,

χγ = −φγ,ll − (λ+ µ)φβ,βγ/µ+ 2ψγ,3 + (λ+ µ)ψ3,γ/µ+ ρφγ,tt/µ.

Для модели с нелинейной вязкостью в систему уравнений для смещений wi(xk, t) вошли
дополнительные функции φγ и Ωγ, для которых получены нелинейные дифференциальные
уравнения. Вид этих уравнений связан с выбором контактных условий.
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Полученные модели могут быть полезны для исследования волновых процессов в гео-
логических массивах с соответствующей структурой и динамических процессов деформи-
рования слоистых композитов.

Работа выполнена по проекту РФФИ № 15-08-02392 и программе РАН ОЭММПУ-12.

Литература
1. Бахвалов Н. С., Панасенко Г. П. Осреднение процессов в периодических средах. –

М. : Наука, 1984. – 352 с.
2. Бураго Н. Г., Никитин И. С. Уточненная модель слоистой среды с проскальзыва-

нием на контактных границах // Прикл. математика и механика. – 2016. – Т. 80, № 2. –
С. 230–241.

19



УДК 539.3

КОНТАКТ ОСНОВАНИЯ С ПОВЕРХНОСТНО НЕОДНОРОДНЫМ
ПОКРЫТИЕМ И РЕГУЛЯРНОЙ СИСТЕМЫ ЖЕСТКИХ ШТАМПОВ

К. Е. Казаков1,2, С. П. Курдина2, А. Х. Сабитова2

1Институт проблем механики имени А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва
2Московский государственный университет имени Н. Э. Баумана

Исследуется задача взаимодействия вязкоупругого слоя с упругим покрытием, лежа-
щего на недеформируемом жестком основании, и регулярной системы жестких плоских
штампов в случае плоской деформации при условии, что жесткость упругого покрытия
переменна от точки к точке поверхности (покрытие является поверхностно неоднород-
ным). Штампы начинают вдавливаться в поверхность описанного двухслойного основа-
ния в момент времени τ0 силами Pi(t) с эксцентриситетами приложения ei(t) (i = 1, n, n
– количество штампов). Область контакта со временем не изменяется, длина линий кон-
такта b = bi − ai. Покрытие считается тонким по сравнению с областью контакта, т. е.
его толщина h≪ b. Предполагается, что жесткость покрытия меньше жесткости нижнего
слоя, или же они имеют один порядок.

Для построения модели задачи необходимо заменить штампы распределенными на-
грузками pi(x, t) = −qi(x, t), действующими на тех же участках, где и штампы. При-
равнивая вертикальные перемещения [1], вызванные нагрузками qi(x, t), и перемещения
штампов, получим (i = 1, n, x ∈ [ai, bi])

qi(x, t)h

R(x)
+

2(1− ν22)

π

n∑
j=1

(I−V)Fj
qj(x, t)

E2(t− τ2)
= δi(t) + αi(t)

(
x− ai + bi

2

)
, (1)

где R(x) – жесткость покрытия, ν2, E2(t− τ2) – коэффициент Пуассона и модуль упругом-
гновенной деформации нижнего слоя; δi(t) – осадка i-го штампа, αi(t) – угол его поворота;
I – тождественный оператор, V – интегральный оператор Вольтерра с ядром ползуче-
сти при растяжении K(t, τ), Fi – интегральные операторы Фредгольма с ядром плоской
контактной задачи kpl[(x − ξ)/H] [2], зависящее от условий соединения нижнего слоя и
недеформируемого основания. Условия равновесия штампов на основании описываются
уравнениями

bi∫
ai

qi(ξ, t)dξ = Pi(t),

bi∫
ai

(
ξ − ai + bi

2

)
qi(ξ, t)dξ =Mi(t), i = 1, n. (2)

где через Mi(t) = ei(t)Pi(t) обозначены моменты приложения сил.
Сделав в (1) и (2) замену переменных по формулам

x∗ =
2(x− ηi)

b
, ξ∗ =

2(ξ − ηj)

b
, t∗ =

t

τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
, λ =

2H

b
, ηi =

ai + bi
2

,

δi
∗
(t∗) =

2δi(t)

b
, αi∗(t∗) = αi(t), c∗(t∗) =

E2(t− τ2)

E1

, m∗(x∗) ≡ mi(x∗) =
E0

R(x)(1− ν22)

h

b
,

qi
∗
(x∗, t∗) =

2(1− ν22)qi(x, t)

E2(t− τ2)
, P i∗(t∗) =

4Pi(t)(1− ν22)

E2(t− τ2)b
, M i∗(t∗) =

8Mi(t)(1− ν22)

E2(t− τ2)b2
,
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Fij∗f(x∗) =

1∫
−1

kij(x∗, ξ∗)f(ξ∗)dξ∗, kij(x∗, ξ∗) =
1

π
kpl

(
x− ξ

H

)
,

V∗f(t∗) =

t∗∫
1

K∗(t∗, τ ∗)f(τ ∗)dτ ∗, K∗(t∗, τ ∗) = K(t− τ2, τ − τ2)τ0

и опустив в окончательных формулах звездочки, получим систему интегральных уравне-
ний (x ∈ [−1, 1])

c(t)m(x)qi(x, t) + (I−V)
n∑

j=1

Fijqj(x, t) = δi(t) + αi(t)x, (3)

1∫
−1

qi(ξ, t)dξ = P i(t),

1∫
−1

ξqi(ξ, t)dξ =M i(t), i = 1, n. (4)

На каждом штампе можно задач один из 4 типов условий: осадку и угол поворота, вдав-
ливающую силу и момент, осадку и момент, силу и угол поворота. Можно показать, что
существует 15 возможных вариантов постановки задачи. В данной работе рассмотрим ре-
шение для случая, когда на всех штампах заданы сила и момент. Решения для остальных
вариантов строятся аналогично.

Приведем систему уравнений (1) с дополнительными условиями (2) к одному оператор-
ному уравнению с двумя дополнительными векторными условиями. Примем, что q(x, t) =
= qi(x, t)ii, δ(t) = δi(t)ii, α(t) = αi(t)ii, P(t) = P i(t)ii, M(t) = M i(t)ii, k(x, ξ) = kij(x, ξ),

Gf(x) =
∫ 1

−1
k(x, ξ) · f(ξ)dξ. Здесь и далее по верхним повторяющимся индексам произво-

дится суммирование от 1 до n, если левая часть формулы не зависит от этого индекса.
Тогда уравнения (3), (4) можно записать в виде

c(t)m(x)q(x, t) + (I−V)Gq(x, t) = δ(t) +α(t)x, x ∈ [−1, 1], (5)

1∫
−1

q(ξ, t)dξ = P(t),

1∫
−1

ξq(ξ, t)dξ = M(t). (6)

Введя в (5), (6) обозначения

Q(x, t) =
√
m(x)q(x, t), K(x, t) =

k(x, ξ)√
m(x)m(ξ)

, Ff(x) =

1∫
−1

K(x, ξ) · f(ξ)dξ,

получим (x ∈ [−1, 1])

c(t)Q(x, t) + (I−V)FQ(x, t) = [δ(t) +α(t)x]
/√

m(x) = ∆(x, t), (7)

1∫
−1

q(ξ, t)√
m(ξ)

dξ = P(t),

1∫
−1

ξq(ξ, t)√
m(ξ)

dξ = M(t). (8)
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Решение разрешающего операторного уравнения (7) с дополнительными условиями (8)
будем строить в классе вектор-функций из гильбертова пространства L2([−1, 1], V ). Так
как в операторное уравнение и дополнительные условия входит функция

√
m(x), свя-

занная с поверхностной неоднородностью покрытия, то при построении решения следует
учитывать, что эта функция может быть быстроизменяющейся и даже разрывной. По-
этому в структуру функционального базиса должна входить функция

√
m(x). Система

ортонормированных базисных вектор-функций, удовлетворяющая вышеописанным усло-
виям, сможет быть построена по следующему правилу

pi
k(x) =

pi∗

k (x)√
m(x)

, pi∗

k (x) = p∗k(x)i
i,

d−1 = 1, Jk =

1∫
−1

ξkdξ

m(ξ),

dk =

∣∣∣∣∣∣∣
J0 · · · Jk
... . . . ...
Jk · · · J2k

∣∣∣∣∣∣∣ , p∗k(x) =
1√

dk−1dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
J0 J1 · · · Jk
...

... . . . ...

Jk−1 Jk
. . . J2k−1

1 x · · · xk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Следуя обобщенному проекционному методу [3], пространство L2([−1, 1], V ) предста-

вим в виде прямой суммы евклидова пространства L(0)
2 ([−1, 1], V ), базисом которого явля-

ются функции {pi
0(x),p

i
1(x)}, и ортогонального ему гильбертова пространства L(1)

2 ([−1, 1],
V ) с базисом {pi

k(x)}, i = 1, n, k = 2, 3, . . . . Тогда неизвестная вектор-функция Q(x, t)
и правая часть уравнения (7) представимы в виде суммы функций, определенных в про-
странствах L(0)

2 ([−1, 1], V ) и L(1)
2 ([−1, 1], V ) : Q = Q0+Q1,∆ = ∆0+∆1. Причем из допол-

нительных условий (8) сразу можно определить Q0(x, t) ∈ L
(0)
2 ([−1, 1], V ), а ∆1(x, t) ≡ 0.

Введя ортопроекторы P0 : L2 → L
(0)
2 , P1 = I − P0 : L2 → L

(1)
2 и подействовав P1 на (7),

получим уравнение с известной правой частью

c(t)Q1(x, t) + (I−V)P1FQ1(x, t) = ∆1(x, t)− (I−V)P1FQ0(x, t) = ∆̃1(x, t),

решение которого строится в виде ряда по собственным функциям оператора P1F :

P1Fφk(x) = γkφk(x), φk(x) =
∞∑
l=2

ψi
klp

i
l(x). Тогда функция Q1(x, t) =

∞∑
k=2

zk(t)φk(x), где

функции разложения определяются из соотношений zk(t) = (I − Wk){∆k(t)/[c(t) + γk]},
∆k(t) – функции разложения правой части по ∆̃1(x, t) по базису φk(x), Wk – операторы
Вольтерра с ядром, являющиеся резольвентами ядер γkK(t, τ)/[c(t) + γk]. Отметим, что

решение имеет вид qi(x, t) =
1

m(x)
[pi

∗
0 (x)z

i
0(t)+p

i∗
1 (x)z

i
1(t)+· · · ], то есть в нем отдельным со-

множителем выделена функция m(x), что позволяет производить вычисления в случаях,
когда поверхностные неоднородности описываются быстроменяющимися функциями.

Определив функцию Q1(x, t) можно найти и осадки и углы поворотов штампов, для
чего необходимо подействовать оператором P0 на уравнение (7).

Авторы благодарны А. В. Манжирову за постановку задачи, полезные обсуждения и
ценные советы.
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Задача о краевой трещине в полуплоскости (рис. 1) решалась различными методами,
аналитическими и численными ([1–3] и др.). Предлагаемый подход отличается простотой
и позволяет не только найти коэффициент интенсивности напряжений (КИН), но и легко
вычислить напряжения в любой точке, что важно, например, для решения задач о взаи-
модействии трещин. Этот подход применим, когда исходную задачу можно представить
как объединение более простых задач, решение которых известно [4].

Рис. 1. Полуплоскость с краевой трещиной длиной a. К кромкам трещины приложены
равные противоположно направленные нагрузки, причем p1 = 0, p2 = q(x1)

Рис. 2. Плоскость с двумя пересекающимися трещинами.
Интенсивность нагрузки q(x1) – четная функция

Рассмотрим плоскость с двумя пересекающимися трещинами (рис. 2). При b → ∞
расчетная схема сводится, в силу симметрии, к расчетной схеме, изображенной на рис. 1.
Это позволяет получить решение поставленной задачи как суперпозицию решения задачи
о трещине длиной 2a в плоскости и задачи о полуплоскости, находящейся под действием
распределенной нагрузки. Решения этих двух задач известны [5].

Напряжения в плоской задаче теории упругости определяются формулами Колосо-
ва [5]: {

σ11 + σ22 = 2
[
Φ(z) + Φ(z)

]
σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2 [z̄Φ′(z) + Ψ(z)]

, (1)

где σkm – напряжения в декартовых координатах xk; z = x1+ix2 – комплексная переменная
(i – мнимая единица); Φ(z), Ψ(z) – голоморфные функции, определяемые из граничных
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условий задачи; черта над символом обозначает комплексное сопряжение, штрих – произ-
водную.

Решение первой задачи (для трещины в плоскости) имеет вид [5]

Φ(1)(z) = − 1

2π(z2 − a2)1/2

a∫
−a

(q + p(1))
√
a2 − ξ2dξ

ξ − z
; Ψ(1)(z) = −zΦ′

(1)(z), (2)

где p(1)(x1) – дополнительная нагрузка, компенсирующая влияние разреза вдоль оси ор-
динат. Функция p(1)(x1) (очевидно, четная) находится в процессе решения задачи.

По формулам (1) определяется напряжение σ(1)11 на оси ординат (напряжение σ(1)12
в силу симметрии равно нулю) и соответствующая ему нагрузка, приложенная к правой
полуплоскости в направлении оси абсцисс: f(1)(x2) = −σ(1)11(x2). Так как граница полу-
плоскости не нагружена, необходимо эту нагрузку компенсировать, то есть приложить
нагрузку p(2)(x2) = σ(1)11(x2). Приходим к задаче о правой полуплоскости, нагруженной
распределенной нагрузкой. Решение легко получить, используя формулы работы [5]:

Φ(2)(z) =
1

2π

∞∫
−∞

p(2)(η)dη

iη − z
; Ψ(2)(z) = zΦ′

(2)(z). (3)

Теперь по формулам (1) находится напряжение на оси абсцисс σ(2)22 (напряжение σ(2)12
в силу симметрии равно нулю), обусловленное влиянием полуплоскости. Соответствующая
нагрузка, приложенная к верхней кромке трещины в направлении оси ординат, равна
f(2)(x1) = −σ(2)22(x1). Эта нагрузка компенсируется дополнительной нагрузкой p(1)(x1),
которая фигурирует в выражении (2): p(1)(x1) = σ(2)22(x1).

Условия для нагрузок p(1)(x1) и p(2)(x2) приводят к системе двух интегральных урав-
нений относительно этих функций. Исключая одну из них (в данном случае это p(2)),
приходим к интегральному уравнению относительно функции p(1):

p(1)(x)−
a∫

0

K(x, ξ)p(1)(ξ)dξ =

a∫
0

K(x, ξ)q(ξ)dξ;

K(x, ξ) =
8x

π2

√
a2 − ξ2

∞∫
0

η3√
a2 + η2(x2 + η2)2(ξ2 + η2)

(
a2

a2 + η2
+
ξ2 − η2

ξ2 + η2

)
dη,

(4)

где x = x1. Интеграл в выражении для ядра получается в конечном виде (получающаяся
громоздкая формула не приводится). Ядро K(x, ξ) имеет интегрируемую особенность в
точке (0, 0.)

Для решения уравнения (4) в данной работе использовался метод Галеркина. В каче-
стве координатных функций брались полиномы Лежандра.

После определения функции p(1)(x) можно найти КИН:

KI =
√
πa

2

π

a∫
0

q(x) + p(1)(x)√
a2 − x2

dx. (5)

Рассмотрим результаты его вычисления при q = const. В таблице приведены рассчи-
танные значения безразмерной величины K∗

I = KI

/
(q
√
πa) в зависимости от числа коор-

динатных функций N.

25



N 10 20 30 40 50 60
K∗

I 1.1197 1.1211 1.1214 1.1215 1.1215 1.1215

В работах [1, 3] для K∗
I получено значение 1.1215, что позволяет сделать вывод о

приемлемой точности и быстрой сходимости приведенного выше решения.
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Рассматривается упругая полоса, находящаяся в состоянии плоской деформации
(рис. 1). В начальный момент к полосе мгновенно прикладывается равномерно распре-
деленная нагрузка величиной q, далее остающаяся неизменной. Ставится задача опреде-
лить функцию KI(t) – зависимость коэффициента интенсивности напряжений (КИН) от
времени.

Рис. 1. Поперечное сечение полосы –
прямоугольник с симметрично
расположенной прямолинейной

центральной трещиной длиной 2a

Эта задача, называемая задачей Чена [1], бы-
ла предметом ряда исследований ([1–3] и др.).
Ее можно считать тестовой, потому что авторы
упомянутых работ получили близкие результа-
ты, причем они применяли различные методы.
Ниже представлено решение, полученное новым
методом [4].

Задача имеет две оси симметрии, проходя-
щие через середины противоположных сторон
прямоугольника. Поэтому расчетная схема – это
четверть сечения, вырезанная осями симметрии.

Решение задачи получается на основе прин-
ципа возможных перемещений∫

S

(ρ∂t∂tukδuk + σkmδεkm)dS =

∫
l

pkδukdl, (1)

где S – площадь области (рис. 2); l – ее гранич-
ный контур; ρ – плотность материала; t – время;
k,m = 1, 2; uk – вектор перемещений; δ – символ
вариации; σkm – тензор напряжений; εkm – тен-
зор деформаций; pk – распределенная нагрузка,
приложенная к контуру; ∂t = ∂/∂t – оператор
дифференцирования по времени.

Уравнение (1) преобразуется в конечнораз-
ностное уравнение по времени по неявной схеме Кранка-Николсон. Граничные задачи,
возникающие на каждом шаге по времени, решаются методом конечных элементов.

При численном решении задач механики разрушения возникает проблема моделирова-
ния напряженно-деформированного состояния окрестности кончика трещины. В настоя-
щей работе она решается с помощью включения в конечноэлементную сетку специальных
когезионных элементов [5].

Таким образом, используются элементы двух типов. Геометрически они одинаковы и
отличаются лишь числом узловых неизвестных и функциями формы. Элементы первого
типа – это обычные конечные элементы, элементы второго типа – когезионные элементы,
которые обеспечивают плавное смыкание сторон трещины в ее кончике и тем самым -
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отсутствие сингулярности полей напряжений и деформаций [6]. Когезионные элементы
составляют горизонтальный ряд, прилегающий к кромке трещины (рис. 2).

Рис. 2. Конечноэлементная сетка
(принципиальная схема). Когезионные

элементы заштрихованы

Граничные условия записываются следую-
щим образом. На участке контура AB: u1 = 0,
p2 = 0 – условия симметрии; на участке BC:
p1 = 0, p2 = q; на участке CD: p1 = 0, p2 = 0; на
участке DE: u2 = 0, p1 = 0 – условия симметрии;
на участке EA (кромка трещины): p1 = 0, p2 = 0.
Расчеты проводились при следующих исходных
данных [1–3]: модуль Юнга E = 2 · 105 МПа,
коэффициент Пуассона ν = 0, 3, плотность
ρ = 5000 кг/м3, нагрузка q = 400 МПа, разме-
ры полосы: W = 10 мм, H = 20 мм, половина
длины трещины a = 2, 4 мм. Рассматриваемый
интервал времени равен tmax = 14 мкс. Сходи-
мость численного решения исследовалась на раз-
личных конечноэлементных сетках при различ-
ном количестве шагов по времени N. На рис. 3
представлены результаты расчета при N = 900,

числе конечных элементов по оси абсцисс n1 = 100 и числе конечных элементов по оси ор-
динат n2 = 200. При этом относительная погрешность расчета не превышает 1 %. На рис.
3 по оси абсцисс отложено безразмерное время τ = c1t/(2W ), где c1 – скорость волны рас-
ширения [3], а по оси ординат отложена величина безразмерного КИН K∗

I = KI

/
(q
√
πa).

Рис. 3. Зависимость КИН от времени: 1 – решение Чена [2]; 2 – результаты
работы [1]; 3 – результаты расчета разработанным методом
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Как следует из рис. 3, результаты выполненных расчетов практически совпадают с
результатами работ [1, 2], что свидетельствует о приемлемой точности использованного
метода. Другие его достоинства: простота и возможность применения к более сложным
задачам, в частности, задачам о распространении трещин, в том числе и с учетом пласти-
ческого деформирования. Примеры решения таких задач в квазистатической постановке
даны в работе [5].
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И ЕЕ ВОЗМОЖНЫХ ПРИЛОЖЕНИЯХ
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1Институт проблем механики имени А. Ю. Ишлинского, РАН, г. Москва
2Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана
3Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», г. Москва

Рассмотрим процесс непрерывного наращивания деформируемого твердого тела на ин-
тервале времени t ∈ (t1, t2). Для рассматриваемого растущего тела имеем: уравнение рав-
новесия ∇ · T + f = 0, где T = T(x, t) – тензор напряжений, f = f(x, t) – интенсивность
объемных сил, x – радиус-вектор точки тела; краевые условия на различных кусках непо-
движной части поверхности

x ∈ S1(t) : n ·T = p0,
x ∈ S2(t) : u = u0,
x ∈ S3(t) : nn · u = u1, n ·T− n ·T · nn = p1,
x ∈ S4(t) : n ·T · nn = p2, u− nn · u = u2,

где n – единичная нормаль к поверхности тела, u – вектор перемещения; начально-краевое
условие на растущей поверхности [1]

x ∈ S∗(t) : T = T∗, n ·T∗ = p∗ (
t = τ ∗(x)

)
,

где τ ∗(x) – момент присоединения к телу частицы с радиус-вектором x; соотношение меж-
ду скоростями деформации и перемещения D = 1

2

[
∇v + (∇v)T

]
и уравнение состояния в

форме [2]
T = G(t)

(
I +Nτ0(x)

) [
2E+ (κ− 1)I1(E)1

]
,

τ0(x) =

{
t0, x ∈ Ω0,
τ ∗(x), x ∈ Ω∗(t),

где E – тензор малой деформации, 1 – единичный тензор, κ = (1−2ν)−1, ν – коэффициент
Пуассона, Ω0 и Ω∗(t) — области, занимаемые исходной и дополнительной частями тела,
t0 – момент загружения исходной части тела.

Сформулированные соотношения представляют собой общую неклассическую началь-
но-краевую задачу для непрерывно растущего тела. В них T∗ = T(x, τ ∗(x)) — задаваемый
на S∗(t) тензор напряжений, согласованный с внешними силами p∗, а оператор I +Nτ0(x)

является линейным интегральным оператором вязкоупругости [2]. Следует заметить, что
в исследуемом процессе наращивания некоторого исходно существующего тела новыми ма-
териальными элементами используемое определяющее соотношение в общем случае имеет
разрыв на поверхности раздела исходной и дополнительной частей тела. В частным слу-
чаем (при занулении Nτ0(x)) данное уравнение состояния описывает линейно упругое тело.

Сформулированную задачу можно привести к краевой задаче в скоростях соответству-
ющих величин в форме [1–3]

∇ · S+ h− θ
(
τ ∗(x)/t1 − 1

)
h1 − δ

(
τ ∗(x)/t1 − 1

)
h2 = 0;
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S = 2D+ (κ− 1)I1(D)1, D = 1
2

[
∇v + (∇v)T

]
;

x ∈ S1(t) : n · S = w0,
x ∈ S2(t) : v = v0,
x ∈ S3(t) : nn · v = v1, n · S− n · S · nn = w1,
x ∈ S4(t) : n · S · nn = w2, v − nn · v = v2,
x ∈ S∗(t) : n · S =

[
∇ ·T∗(x)/G(t) + f

(
x, τ ∗(x)

)
/G(t)−

− θ
(
τ ∗(x)/t1 − 1

)
f01 (x, t)−

− δ
(
τ ∗(x)/t1 − 1

)
f02 (x, t)

]
sn,

n ·T∗(x) = p∗(x)
(
t = τ ∗(x)

)
;

S =
∂T0

∂t
, D =

∂E

∂t
, vk =

∂uk

∂t
, h =

∂f0

∂t
, wk =

∂p0
k

∂t
,

(·)0 =
(
I +Nτ0(x)

)−1
G(t)−1(·).

Здесь θ(t) и δ(t) — функции Хевисайда и Дирака, sn — скорость движения поверхности ро-
ста в нормальном направлении, функции f0k и hk определяются по заданным (известным)
функциям исходной начально-краевой задачи.

Последняя краевая задача для скоростей совпадает по форме с краевой задачей теории
упругости с параметром времени t. Для ее решения можно применить все известные ана-
литические и численные методы. Решение же исходной начально-краевой задачи можно
затем восстановить по полученным формулам расшифровки

T(x, t) = G(t)

{
T(x, τ0(x))

G(τ0(x))

[
1 +

∫ t

τ0(x)

R(t, τ) dτ

]
+

+

∫ t

τ0(x)

[
S(x, τ) +R(t, τ)

∫ τ

τ0(x)

S(x, ζ)dζ

]
dτ

}
,

u(x, t) = u(x, τ0(x)) +

∫ t

τ0(x)

v(x, τ) dτ,

которые имеют универсальный характер и позволяют найти истинные поля напряжений
и деформации в любой момент времени.

Обсуждения разнообразных приложений построенной теории и решения соответству-
ющих задач механики можно найти, например, в [3–10].

В настоящей работе в качестве одного из возможных физических приложений рассмот-
рены процессы формирования твердых шаровых тел в поле сил собственной гравитации
за счет притока (аккреции) дополнительного вещества на их поверхность. В работе по-
строено замкнутое решение соответствующей неклассической начально-краевой задачи,
выполнены многочисленные числовые расчеты. Изучено влияние скорости и характера
роста на напряженно-деформированное состояние самогравитирующих объектов, форми-
рующихся в процессе аккреции. Проведен сравнительный анализ моделей, учитывающих и
не учитывающих механические особенности процесса наращивания. Обнаружен и деталь-
но исследован целый ряд принципиально новых механических эффектов, проявляющихся
в рассматриваемых физических процессах.

В качестве инженерного приложения рассмотрена задача о возведении тяжелого кру-
гового цилиндрического свода на горизонтальном основании методом послойного утолще-
ния первоначально установленной арочной заготовки. На примере этой задачи изучено
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влияние сил тяжести на постепенно формируемые в их присутствии объекты. Проанали-
зирован процесс эволюции напряженно-деформированного состояния таких объектов. Мо-
делирование проведено с учетом возможности использования при утолщении свода пред-
варительно напряженных конструктивных элементов, а также организации его локальной
поддержки во время возведения с помощью подвеса с контролируемой силой натяжения.
Показана исключительная важность принятия во внимание сил тяжести, действующих
на протяжении всего процесса возведения, при оценке прочности, устойчивости и несущей
способности получаемой в итоге конструкции. Продемонстрирована возможность весьма
эффективного управления текущим и результирующим состоянием изготавливаемого по-
средством наращивания тяжелого тела путем создания в присоединяемом к нему допол-
нительном материале ненулевых начальных напряжений, а также с помощью вре́менного
локального загружения поверхности этого тела.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ для ведущих научных школ
№ НШ-2954.2014.1, грантов РФФИ №№ 14-01-00741-а, 15-08-06330-а, а также Програм-
мы № 12 ОЭММПУ РАН.
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УДК 548.5

ВЛИЯНИЕ ВИБРАЦИЙ НА КОНВЕКЦИЮ МАРАНГОНИ ПРИ
ВЫРАЩИВАНИИ КРИСТАЛЛОВ ПО МЕТОДУ ЧОХРАЛЬСКОГО

А. И. Федюшкин, Н. Г. Бураго

Институт проблем механики имени А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва

При выращивании кристаллов по методу Чохральского распределение температуры по
расплаву нестабильно: наиболее холодная зона расположена вблизи охлаждаемого расту-
щего кристалла, располагающегося над горячим расплавом в печи (см. рис. 1). Из-за на-
грева нижней и боковых поверхностей печи, неравномерности распределения температуры
и термо-капиллярных эффектов на верхней свободной поверхности происходит постоянное
конвективное перемешивание всего расплава. Аналогичное действие может оказывать и
концентационно-капиллярная конвекция из-за сильной зависимости поверхностного натя-
жения от примесной неоднородности расплава. Такое конвективное движение расплава су-
щественно влияет на распределение примеси в расплаве и, соответственно, влияет на рас-
пределение примеси в растущем кристалле. Помимо капиллярных эффектов значитель-
ное воздействие на распределение примесей оказывают также режимы вращения тигля и
кристалла. Изучению влияния вращения на конвекцию посвящено много опубликованных
работ. Кроме этого в последние годы было обращено внимание на еще один эффективный
способ воздействия на конвекцию расплава, заключающийся в применении вибраций (см.
например [1]). Для более глубокого понимания влияния вибраций на гидродинамику и
тепломассоперенос расплава при росте кристаллов необходимо изучать не только воздей-
ствие вибраций в отдельности, но также их влияние во взаимодействии с другими типами
воздействий (вращение, тепловые, гравитационные, электро-магнитные и тому подобные
воздействия). Экспериментальное изучение воздействия вибраций на рост кристаллов вы-
полняется в течение ряда лет под руководством проф. Е. В. Жарикова [2, 3]. В статьях
[4, 5, 6] вибрационные потоки изучались численно и показан ряд их закономерностей, в
частности, уменьшение толщины пограничных слоев. В настоящей работе представлены
некоторые результаты численного моделирования выращивания кристаллов методом Чо-
хральского с учетом вибраций кристалла, термо-гравитационной, термо-капиллярной и
вынужденной конвекции, а также вращений кристалла и тигля.

Постановка задачи

Расчетная область для расчета рассматриваемых течений расплава в осесимметричной
постановке показана на рис. 1. Роль вибратора играет растущий цилиндр-кристалл. При-
няты следующие обозначения: R – внешний радиус тигля, RC – радиус кристалла, H –
вертикальный размер тигля, z – ось симметрии. Скорость роста кристалла и тепловые
граничные условия считаются заданными и не зависящими от времени. Вибрации име-
ют амплитуду, пренебрежимо малую по сравнению с высотой тигля, так что они заданы
изменением вертикальной скорости на поверхности кристалла по гармоническому закону
v = A sin(ω, t), где A и ω – амплитуда и частота, соответственно.
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Рис. 1. Расчетная область

В приближении Навье-Стокса-Буссинеска система исходных уравнений имеет вид
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где d/dt = u∂/∂r + w∂/∂z – материальная временная производная, u, w, v – радиальная,
осевая и азимутальная проекции скорости, T – температура, ρ0 – плотность при темпера-
туре T0, p – давление, cp – изобарическая теплоемкость, ν∗ – коэффициент кинематической
вязкости, λ – коэффициент теплопроводности, g – ускорение силы тяжести, βT – коэффи-
циент температурного расширения жидкости.

Граничные условия на оси симметрии имеют вид

0 6 z 6 H, r = 0 : u = 0, ∂w/∂r = 0, v = 0, ∂T/∂r = 0

граничные условия на поверхности кристалла записываются так

z = H, 0 6 r 6 RC : u = 0, w =Ws + Aω sin(ωt), v = 2πrΩC , T = 0.

На стенках тигля граничные условия таковы

z = 0, 0 6 r 6 R : u = 0, w =Ws + Aω sin(ωt), v = 2πrΩC , T = 1.
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На свободной поверхности расплава условия принимались такими

z = H, RC 6 r 6 R : ρ0ν∗
∂u

∂z
= −∂σ

∂r
,

∂w

∂z
= 0,

∂v

∂z
= 0,

∂T

∂z
= 0 или T =

r −RC

R−RC

.

Здесь Ws – скорость роста кристалла, A и ω – амплитуда и частота вибраций, ΩC и Ω –
частоты вращения кристалла и тигля, RC и R – радиусы кристалла и тигля, σ – коэффи-
циент поверхностного натяжения.

Формулировка граничных условий определяет степень соответствия математической
модели экспериментальным донным. В общем случае граничные условия могут зависеть
от времени. Это пока не применялось в расчетах.

Начальные условия имеют вид:

t = 0, 0 6 r 6 R, 0 6 z 6 H : u = 0, w = 0, v = 0, T = 0.

Рассматриваемый процесс определяется следующими параметрами подобия: числом
Прандтля Pr = ρcpν∗/λ, числами Рейнольдса ReC = ΩR2/ν∗, Re = WsR/ν∗, числом
Грасгофа Gr = gβ∆TR3/ν2∗ (или числом Рэлея Ra = GrPr) и числом Марангони Mn =
= σβσR∆T/(ρ0ν

2
∗). В большинстве случаев эти числа принимали значения: Pr = 5.43, ReΩ

и Re не более 1000, Gr = 0÷106, Mn = 0÷500. Гармонические вибрации кристалла имели
амплитуду A = 100µm и частоты f = ω/2π = 0÷100 Гц. Скорость роста кристаллов была
в пределах Ws = 0÷ 0.3 см/час.

Численный метод

Рассмотрим алгоритм решения на примере типичного уравнения конвекции-диффузии

∂A

∂t
+ u · ∇A = ∇ · (k∇A) + F.

Решение получалось с помощью вариационной схемы Петрова-Галеркина∫
V

(
An+1 −An

∆tn
+ un · ∇An+1

)
(δA+∆tnun · ∇δA)dV+

∫
V

k̃n∇An+1 · δAdV =

∫
V

Fn+1 · δAdV +

∫
S\SA

P n+1
∗ · δAdS,

которая дополняется главными граничными условиями

t > 0, r ∈ SA : An+1 = A∗(x, t
n+1)

и начальными условиями
t = 0, r ∈ V : A0 = A0

∗(x).

Естественные граничные условия

t > 0, r ∈ S \ SA : kn · ∇An+1 = Pn+1
∗ = P∗(x, t

n+1)

учтены в записанном выше вариационном уравнении Галеркина-Петрова. Величины со
звездочками являются заданными. Величина k̃n∗ > 0 является коэффициентом вязкости,
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подправленным (уменьшенным) по методу экспоненциальной подгонки А. А. Самарского
(в самом простом варианте)

k̃n∗ =
k2

k + un · un∆tn
.

По пространственным переменным применялась простейшая кусочно-линейная аппрокси-
мация решения на треугольных конечных элементах. Решение дискретизированных задач
получалось безматричным итерационным методом сопряженных градиентов, каждая ите-
рация которого эквивалентна расчету временного шага по явной двухслойной конечно-
разностной схеме. Число итераций для получения решения не превышает числа

√
N, где

N – число неизвестных значений искомой функции в узлах. Поскольку число операций на
каждой итерации прямо пропорционально N, то асимптотическая оценка числа операций,
затрачиваемых на расчет шага по времени дает число пропорциональное N3/2. Потребная
память ЭВМ составляет 5N (5 массивов длины N). Таким образом, применяемый метод
позволяет решать данные задачи весьма быстро на обычных бытовых ноутбуках. Отме-
тим, что хотя формально неявный метод является безусловно устойчивым, для получения
приемлемой точности расчета конвективных течений шаг по времени в нестационарных
задачах должен быть ограничен условием Куранта ∆tn 6 min(h/|un|).

Отметим дополнительно, что уравнения движения для радиальной и осевой скоро-
стей решались совместно с условием несжимаемости, которое включалось в вариационное
уравнение в качестве ограничения по методу штрафных функций. Величина коэффици-
ента штрафа определялась по максимуму модуля скорости в области течения так, чтобы
не усилить курантовское ограничение шага по времени, записанное выше. Затем отдельно
решались задачи для азимутальных скоростей и температуры. Более подробно данные
алгоритмы описаны в [7, 8].

Характеристики осредненных по времени вибрационных течений, например, некоторой
величины f в процессе решения определялись по формулам

faverage =
1

t

t∫
0

f dt.

Дополнительно расчетный шаг по времени выбирался так, чтобы на период колебаний виб-
ратора приходилось по крайней мере 20 шагов по времени. Представленные ниже резуль-
таты расчетов осредненных вибрационных течений относятся к тому моменту времени,
когда осредненное течение становится квазистационарным, если противное не оговорено.

Результаты расчетов

Для чисто термо-гравитационной конвекции принималось: Gr = 2 · 105, Pr = 5.43,
H/R = 1, RC/R = 0.3. Для конвекции Марангони принято Mn = 500.

На рис. 2 показано сравнение осредненных температур для термо-гравитационной кон-
векции (а) и добавочно для конвекции Марангони (б, в) для двух случаев тепловых усло-
вий на свободной границе (z = H, RC 6 r 6 R). Отличия видны отчетливо. В случаях
конвекции Марангони градиент температуры у кристалла значительно возрастает по срав-
нению со случаем только термо-гравитационной конвекции.

На рис. 3 показано влияние вибраций на распределение температуры в расплаве для
трех величин частоты вибраций (f = 50, 10, 1 Гц). Видно, что вибрации приводят к ин-
тенсификации перемешивания расплава и к сужению температурных пограничных слоев
на дне тигля и около кристалла.
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а) б) в)
Рис. 2. Распределение осредненной температуры: термо-гравитационная конвекция (а),

конвекция Марангони (Mn=500) с линейным законом изменения температуры
поверхности (б) и в случае теплоизолированной поверхности (в)

а) б) в)
Рис. 3. Распределение осредненной температуры при вибрациях кристалла с

частотами 50 Гц (а), 10 Гц (б) и 1 Гц (в)

Вибрации охлаждают ядро течения расплава сильнее, чем термо-гравитационная кон-
векция. Изменения температуры наблюдаются только около стенок тигля. На свободной
поверхности распределение осредненной скорости (рис. 4) свидетельствует наличие стоя-
чих волн, что наблюдается в экспериментах [2].

Рис. 4. Осредненные по времени
скорости вибрационного течения

на свободной поверхности

Представленные результаты показывают, что
при частотах порядка 50 Hz вибрации обеспечива-
ют значительно лучшее перемешивание расплава и
выравнивание температур в области течения, неже-
ли термо-гравитационная конвекция и конвекция
Марангони. Причем этот эффект не связан с гра-
витацией и может эффективно использоваться как
в земных, так и в космических условиях.

Для выравнивания распределения температур и
интенсификации перемещивания расплава в мето-
де Чохральского часто применяется вращение тиг-
ля и растущего кристалла. Для усиления воздей-
ствия вращения часто кристалл и печь вращаются
в противоположных направлениях или с ускорени-

ем. Также как термо-гравитационная конвекция вращение тигля снижает температуру
около кристалла, вращение кристалла наоборот повышает температуру около кристалла.
Ширина теплового пограничного слоя около поверхности кристалла уменьшается с повы-
шением частоты вращения. Результаты совместного действия вибраций при частоте 50 Гц
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а) б) в)
Рис. 5. Распределение температуры в печи при совместном действии вибраций и

вращений (а), вибраций, вращений и термогравитационной конвекции (б), вибраций и
конвекции Марангони (в)

и одновременных взаимно противоположных вращений тигля и кристалла с вращатель-
ными числами Рейнольдса ±500 показаны на рис. 5а. Диапазон изменения температуры
[0 ÷ 1]. Результаты совместного действия вибраций при частоте 50 Гц и одновременных
взаимно противоположных вращений тигля и кристалла с вращательными числами Рей-
нольдса ±500, соответственно, и термо-гравитационной конвекции показаны на рис. 5б.
Совместное действие вибраций и конвекции Марангони показано на рис. 5в. Заметим, что
на всех рисунках диапазон изменения безразмерной температуры один и тот же [0÷ 1].

Выводы

Показано, что вибрации способны уменьшать толщину пограничных слоев и увеличи-
вать температурные градиенты. Это может интенсифицировать тепло-массообмен около
фронта роста кристалла и повысить скорость его роста. Вибрации существенно усиливают
перемешивание расплава независимо от наличия силы тяжести. Стоячие волны на сво-
бодной поверхности при действии вибраций воспроизведены в численных экспериментах.
Установлено также, что вибрации могут ослабить влияние термо-капиллярной конвекции
Марангони.

Исследование поддержано грантами РФФИ № 14-01-00741, РНФ № 14-19-01280 и про-
граммой РАН ОЭММПУ-12.
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УДК 539.3

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫХ
ПРОЦЕССОВ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО ВЫПУЧИВАНИЯ

ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ ПРИ КОМБИНИРОВАННЫХ
НАГРУЖЕНИЯХ

В. Г. Баженов, А. А. Артемьева, М. С. Баранова,
Т. В. Кузмичева, И. А. Фролова

Национальный исследовательский Нижегородский государственный университет
имени Н. И. Лобачевского

В связи с развитием математических моделей, вычислительной техники, численных
методов и программных систем появились новые возможность решения задач устойчиво-
сти упругопластических конструкций в геометрически нелинейной постановке как неиде-
альных систем с начальными несовершенствами формы при сложных нагружениях. При
этом вместо критических бифуркационных нагрузок определяются предельные нагрузки
и соответствующие формоизменения конструкций. В настоящее время получили развитие
теории типа течения с изотропным и кинематическим комбинированным упрочнением.
Эти теории имеют достаточно широкую область применимости при описании процессов
сложногонагружения в момент потери устойчивости упругопластических оболочек. Для
численного решения подобных квазистатических задач в теории упругости хорошо разра-
ботан метод продолжения по обобщенному параметру нагружения, в который включаются
и формоизменения конструкций. Для упругопластических задач этот метод неэффективен
и мало пригоден, ввиду зависимости решения от истории нагружения. Весьма перспектив-
ным для исследования процессов деформирования и оценки предельных нагрузок упруго-
пластических тел при неоднородных напряженно-деформированных состояниях, сложных
нагружениях и немалых формоизменениях является применение динамической формули-
ровки задачи с использованием в качестве параметра нагружения модифицированного
времени. В квазистатических задачах роль регуляризатора численного решения выпол-
няют инерционные члены, вклад которых определяется выбором соответствующей ско-
рости нагружения и ее реверсом при разгружениях. Отметим, что только динамическая
постановка задачи позволяет моделировать закритическое поведение упругопластических
конструкций – перескок к новым устойчивым равновесным состояниям. Теоретическое
исследование рассматриваемых процессов будем проводить на основе теории непологих
оболочек типа Тимошенко в обобщенной двумерной постановке с разложением в ряд по
окружной координате для описания неосесимметричных форм выпучивания при квазиста-
тических и динамических нагружениях. Описание упругопластических свойств материала
осуществим в рамках обобщенной модели упругопластической среды с изотропным и ки-
нематическим упрочнением [1]. Кинематические соотношения формулируем в скоростях
в метрике текущего состояния, что позволяет учитывать большие деформации и формо-
изменения оболочек в общей цилиндрической системе эйлеровых координат. Уравнения
движения оболочки выводятся из уравнения баланса виртуальных мощностей работы ме-
ханики сплошных сред. Численное решение осуществляется по явной конечно-разностной
схеме второго порядка точности типа «крест» [2]. Вращение элементов как жесткого це-
лого относительно нормали к срединной поверхности оболочки при кручении учитыва-
ется введением коротационной производной Яуманна. Местная сопутствующая система
координат обуславливается осесимметричными формоизменениями оболочки без учета
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сдвиговых деформаций кручения, то есть она является лагранжевой только для чисто
осесимметричной деформации. Заметим, что деформации сдвига при кручении тонких
оболочек ограничены критерием устойчивости осесимметричного процесса деформирова-
ния. Металлические трубки при чистом кручении, как показывают эксперименты, теряют
устойчивость при углах сдвига менее 5◦ с образованием неосесимметричных форм. По-
этому введение производной Яуманна для учета квазижесткого вращения при кручении
вполне обосновано при использовании явной схемы интегрирования с малыми шагами по
времени [3]. В итоге существенно упрощается запись основных уравнений неосесиммет-
ричной задачи, так как за базовую берется ортогональная лагранжева система координат
осесимметричной задачи. Неосесимметричные компоненты нормального прогиба полага-
ются малыми, они определяются решением геометрически линеаризованной системы урав-
нений. Влияние неосесимметричного выпучивания на осесимметричное деформирование
проявляется через физические соотношения теории пластичности и приводит к снижению
усилий в срединной поверхности оболочки по мере развития неосесимметричных прогибов.
Потеря устойчивости оболочек вращения 50 > R/h > 10 средней длины происходит как
правило по второй или третьей форме по окружной координате в пластической области.
Поэтому при решении подобных задач теория пологих оболочек не применима [4].

Рассмотрим неосесимметричную потерю устойчивости трубчатого образца (L = 92 мм,
R = 14.5 мм, h = 1 мм) при последовательном нагружение внутренним давлением и кру-
чением. Образец с жестко защемленными торцами сначала нагружается линейно возрас-
тающим внутренним давлением до изменения диаметра оболочки в средней части на 14 %.
Затем образец разгружается, один торец остается жестко защемленным, а второй закру-
чивается с постоянной угловой скоростью u̇β = 0.3 град/с. При численном моделировании
использовалась диаграмма деформирования [5], полученная экспериментально-расчетным
методом при растяжении трубчатых образцов из стали 12Х18Н10Т до момента разруше-
ния. При квазистатическом нагружении начальное распределение скоростей перемещений
вдоль оболочки полагается линейным, а скорость перемещения торца оболочки - постоян-
ной, чтобы вклад сил инерции в решении задачи был пренебрежимо мал. Как следует из
анализа экспериментальных данных и численных расчетов значения амплитуд волнообра-
зования мало изменяются при числе волн по окружности n = 2 и угле винтовых складок
с образующей 40◦ < α < 50◦.

На рис. 1 представлены формоизменения оболочки, полученные в расчете и экспери-
менте в закритической стадии деформирования.

Рис. 1.

На рис. 2 показаны схема нагружения внутренним давлением – кручением и графи-
ки зависимости безразмерного крутящего момента на нагружаемом торце оболочки от
условной сдвиговой деформации. Маркером «крест» изображены результаты эксперимен-
та, сплошной линией – значения с учетом неосесимметричных форм, штриховой линией -
без учета неосесимметричных форм.
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При закручивании максимальные пластические деформации (18 %) образуются в уз-
ких полосах краевого эффекта. Когда угол закручивания торца достигает 20 градусов,
оболочка теряет устойчивость вблизи одного из краев оболочки. Предварительное дефор-
мирование образца внутренним давлением увеличивает предельное значение крутящего
момента по сравнению с чистым кручением на 30 %.

Проведенные исследования показывают, что предварительное нагружение изменяет
начальную геометрию оболочки и формирует деформационную анизотропию с большим
упрочнением материала в направлении главной оси деформирования.

Рис. 2.

Кручение разгруженной оболочки приводит к сложному нагружению, которое прояв-
ляется в начальный момент приложения нагрузки и не оказывает заметного влияния на
критические параметры неосесимметричной потери устойчивости. Эффективность разра-
ботанной математической модели обоснована хорошим соответствием результатов теоре-
тических и экспериментальных исследований при комбинированных сложных нагружени-
ях. Она может быть использована для моделирования процессов деформирования и потери
устойчивости оболочек вращения по осесимметричным и неосесимметричным формам в
широком диапазоне скоростей нагружения.

Работа выполнена при финансовой поддержке грантов РФФИ № 16-38-50088мол_нр,
16-38-60107 мол_а_дк.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАСКРЫТИЯ ПЛОСКИХ
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ТРАНСФОРМИРУЕМЫХ КОНСТРУКЦИЙ

В. Н. Зимин, А. В. Крылов, С. А. Чурилин

Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана

Создание космических крупногабаритных трансформируемых конструкций сопряже-
но с решением ряда технических и механических проблем, обусловленных уникально-
стью объектов, характерной особенностью которых является сочетание противоречивых
требований увеличения габаритных размеров и обеспечения достаточной жесткости при
весьма ограниченной массе силового каркаса. Как правило, подобные конструкции пред-
ставляют из себя трансформируемый силовой каркас с натянутым на него сетеполотном,
формирующим отражающую поверхность. Существует много разных концепций постро-
ения каркасов таких конструкций, одной из которых является концепция каркаса, состо-
ящего из множества однотипных элементов, связанных между собой шарнирными узла-
ми, образующих плоскую или пространственную конструкцию отражателя в разверну-
том состоянии [1]. Условно такие конструкции можно разделить на два класса: плоские
шарнирно-многозвенные конструкции и пространственно шарнирно-многозвенные кон-
струкции (рис. 1).

Рис. 1. Контурная антенна и общий вид космических калибровочных аппаратов
в рабочем положении

Несмотря на достигнутые значительные успехи в области проектирования таких кон-
струкций, важной остается задача обеспечения плавного и надежного процесса их раскры-
тия при гарантированном обеспечении последующего функционирования изделия. Для
моделирования динамики раскрытия трансформируемых конструкций целесообразно ис-
пользовать такие программные комплексы как Euler и Adams [2].

Процесс развертывания трансформируемых конструкций индивидуален для каждого
изделия, тем не менее, можно определить общий подход к построению расчетных моделей
их развертывания. Для расчетов принята расчетная схема в виде системы абсолютно твер-
дых тел, связанных между собой шарнирными узлами. Массы и моменты инерции твер-
дых тел приняты равными массам и моментам инерции реальных звеньев конструкции.
Под шарнирным узлом здесь понимается не только шарнирное соединение, допускающее
относительное вращение смежных звеньев, но и пружины кручения, накапливающие в
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процессе укладки изделия в транспортное положение необходимую для последующего его
развертывания энергию, или электромеханические приводы, отвечающие за раскрытие.
При определенном относительном положении смежных звеньев во время раскрытия на
них накладываются связи, ограничивающие их взаимное угловое смещение.

Напряженно-деформированное состояние элементов таких трансформируемых кон-
струкций при развертывании определяется ударными нагрузками при установке соседних
звеньев на упоры. Ударные нагрузки определяются из рассмотрения кинематики развер-
тывания конструкции. Расчеты показывают, что звенья конструкций контурной антенны
и фрагмента калибровочного аппарата встают на упоры в разные моменты времени. По-
этому для определения напряженно-деформированного состояния элементов конструкций
при развертывании принимаются такие их формы, когда относительные скорости сосед-
них звеньев максимальны. Тогда они представляют собой кинематически неизменяемые
системы, что необходимо для проведения расчета на прочность. Такой подход идет в запас
прочности, так как некоторая подвижность отдельных звеньев конструкций относительно
друг друга в рассматриваемые моменты времени приводит к снижению напряжений, что
обусловлено потерями кинетической энергии в шарнирных соединениях.

В результате расчета процесса развертывания в пакетах моделирования динамики мно-
гокомпонентных механических систем Euler и Adams с шагом по времени ∆t = 10−3 с
получены координаты, скорости и ускорения центров масс звеньев, а также их угловые
скорости и ускорения. Для определения напряжений, возникающих в рассматриваемых
конструкциях при постановке звеньев на упоры, необходимо определить моменты време-
ни, в которые относительные скорости звеньев максимальны. Для складного контурной
антенны выбраны два момента времени: t = 1, 8 с и t = 2, 6 с. При t = 1, 8 с только неко-
торые звенья достигают своего предельного положения, тогда как при t = 2, 6 с почти все
звенья уже стоят на упорах, однако при t = 1, 8 с относительные скорости звеньев мак-
симальны, поэтому расчет напряженно-деформированного состояния ведется и для этого
момента времени. Для фрагмента космического калибровочного аппарата выбрано одно
положение, принимается, что все звенья стоят на упорах.

Вычисленные значения скоростей в заданных точках моделей (рис. 2) принимаются в
качестве начальных условий для расчета переходного процесса в программном комплексе
MSC.Nastran, то есть при t = 0: u(t) = 0, u̇(t) = u̇0(t), где u̇0(t) – вектор начальных
узловых скоростей.

a) б) в)
Рис. 2. Начальные условия в узлах конечно-элементной моделей

На рис. 3 показаны максимальные пиковые напряжения в узлах конечно-элементных
моделей контурной антенны в положениях t = 1, 8 с: σ = 163 МПа и t = 2, 6 с:
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σ = 50 МПа, и фрагмента космического калибровочного аппарата σ = 176 МПа, в ко-
торых эти напряжения максимальны.

a) б) в)
Рис. 3. Максимальные пиковые напряжения в узлах конечно-элементных моделей

контурной антенны и фрагмента космического калибровочного аппарата

Данные значения эквивалентных напряжений в указанных зонах трансформируемых
конструкций характеризуют напряженное состояние, существующее в течение весьма ма-
лого промежутка времени и определяющееся динамическим характером нагружения.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА ПЛАСТИНЫ
НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

Н. В. Минаева, А. Н. Шевалдин

Воронежский государственный университет

Рассмотрена пластина толщины h, находящаяся на упругом основании жесткости k.
Она нагружена поперечной нагрузкой p1(x, y), по краям продольными усилиями интен-
сивности p2(x, y), p3(x, y). Два противоположных края жестко защемлены, а пара других –
шарнирно закреплены.

По линейной теории пластин, функция u(x, y), описывающая прогиб, является реше-
нием следующей задачи [1]:

D∇4u+ h

(
p3
∂2u

∂x2
+ p2

∂2u

∂y2

)
+ ku = p1

u(0, y) = u(a, y) = u(x, 0) = u(x, b) = 0

∂2u

∂2x

∣∣∣
x=0

=
∂2u

∂2x

∣∣∣
x=a

=
∂u

∂y

∣∣∣
y=0

=
∂u

∂y

∣∣∣
y=b

= 0,

(1)

где ∇4u =
∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+
∂4u

∂y4
; D – цилиндрическая жесткость.

Пусть при p1 = p10(x, y), k = k0 было найдено решение задачи (1)

u = u0(x, y).

Оно будет описывать прогиб рассматриваемой пластины при заданных внешних воз-
действиях и принятой жесткости основания, если функция u(x, y) непрерывно зависит от
p1 и k при p1 = p10(x, y), k = k0.

В результате проведенных исследований, согласно [2], было найдено соотношение, опре-
деляющее область непрерывной зависимости u(x, y) от p1 и k

4α1α2 + (α1 − α2)
2 ch(α1 + α2)− (α1 + α2)

2 ch(α2 − α1) = 0, (2)

где α1,2 =
√
−a1 ±

√
a21 − 2a2, a1 =

p2h

2D
−
(nπ
a

)2
, a2 =

(nπ)2

2a2

((nπ
a

)2
− p3h

D
+

p12a
2

D(nπ)2

)
,

n ∈ Z.
Если внешние нагрузки, параметры пластины и жесткости основания таковы, что соот-

ветствующая им точка лежит вне области, ограниченной (2), то непрерывная зависимость
нарушается, и u0(x, y) уже не будет описывать поведение рассматриваемой пластины. Для
подобных значений следует проводить исследования не на основе задачи (1), а использо-
вать другую математическую модель.
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ПАНЕЛЬНОГО ФЛАТТЕРА ПЛАСТИНКИ
ИЗ КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА

Ю. М. Севдималиев, Я. Т. Мегралиев, Х. Б. Мамедов

Бакинский государственный университет

В аэродинамике больших скоростей закон плоских сечений открытый А. А. Илью-
шиным [1] дал возможность сформировать законченную математическую формулировки
панельного флаттера пластин и пологих оболочек с приведением ее к эффективным ана-
литическим методам.

Задачи аэроупругости являются некоторой краевой задачей, сводящейся к интегриро-
ванию дифференциального уравнения либо системы уравнений в частных производных
при заданных краевых и начальных условиях. Краевые задачи, описывающие консерва-
тивные системы, всегда является самосопряженным, а задачи аэроупругости как правило,
бывают несамосопряженными.

В геомеханических приложениях представляет интерес случай чисто вязкой пластин-
ки, плавающей на гравитирующим очень вязком основании – типа некоторых толстых
слоев глины или консолидированного иля [2], приводимую к аналогичным краевым зада-
чам.

В случае пластинки с начальными неправильностями w0 = w0(x, y) уравнение движе-
ние элемента пластинки [3]

D

h
∇4(w − w0) = L(w,Φ) +

q

h
− ρ

∂2w

∂t
, (1)

где

L(w,w) = 2

[
∂2w

∂x2
∂2w

∂y2
−
(
∂2w

∂x∂y

)2
]
,

L(w,Φ) =
∂2w

∂x2
∂2Φ

∂y2
+
∂2w

∂y2
∂2Φ

∂y2
− 2

∂2w

∂x∂y

∂2Φ

∂x∂y
,

∇4 =
∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

двумерный бигармонический оператор, а Φ = Φ(x, y) – функция напряжений в срединной

поверхности, D =
Eh3

12(1− µ2)
– цилиндрический жесткость, ρ, E и µ – физические по-

стоянные материала пластинки, h – ее толщина. Часто задаются усилия, действующие в
срединной поверхности (мембранные усилия), в этих случаях исследование изгиба и устой-
чивости пластин сводится к интегрирование лишь одного дифференциального уравнения
системы (1), так как второе уравнение совпадает с уравнением плоской задачи теории
упругости изотропного или анизотропного тела.

Для пластинки, которых прогибы малы и мембранные усилии оказывают малое влия-
ние на изгиб и выпучивание, которыми можно пренебречь, то в дифференциальном урав-
нении (1) пренебрегая членами, зависящих от мембранных усилий упругую поверхность
w = w(x, y, t) пластины можно найти путем интегрирования дифференциального уравне-
ния движения.
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Во многих случаях оказывается возможным рассматривать пластинку из композицион-
ного материала как ортотропную. Для таких элементов конструкции уравнение движение
поверхности имеет вид [5]

D1
∂4(w − w0)

∂x4
+ 2D3

∂4(w − w0)

∂x2∂y2
+D2

∂4(w − w0)

∂y4
= q(x, y, t)− ρ

∂2w

∂t2
. (2)

Если представит решение в виде w = υ(x, y) exp(ωt), то наряду с невозмущенным состо-
янием w0 = w0(x, y) будем рассмотреть возмущенную, которое вследствие взаимодействия
с потоком возникает аэродинамическое (избыточное) давление

q = q0(x, y) exp(ωt). (3)

Здесь q0(x, y) имеет размерность интенсивности нагрузки. В случае изотропной пла-
стинки дифференциальное уравнение, определяющее упругую поверхность, будет D1 =
= D2 = D3 = D,

D∇2∇2(w − w0) = q − ρ
∂2w

∂t2
. (4)

Кинематические граничные условия для уравнения (2) относящиеся к перемещениям
υ(x, y) могут быть

υx = (0, y) = υ(1, y) = υxxx(0, y) = υxx(1, y) = 0,

υ(x, 0) = φ0(x), υy(x, 1) = φ1(x), υyy(x, 0) = φ2(x), υyyy(x, 1) = φ3(x). (5)

Что касается начальных условий, то они обычно формулируются для перемещений и
соответствующих скоростей точек срединной поверхности пластинки [3, 6].

Решение краевой задачи для уравнения (2) и (5) при помощи двойных тригонометри-
ческих рядов для статических и стационарных задач получены и они известны в случае
удовлетворения дифференциальных операторов требований [7]

а) кратность дифференцирования по каждой из пространственных координат четная,
включая нуль,

в) граничные условия на каждой паре противоположных кромок контура выражается
в виде равенств нулю четных производных искомых функций, при этом на одной паре
кромок по аргументу x, а на другой по y. Но они не претендуют на общность.

В предлагаемой работе для нестационарных задач панельного флаттера предложена
краевая задача и для нее доказывается существование и единственность решения.
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УДК 539.3:536.2

ДИНАМИЧЕСКИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ С УЧЕТОМ
ЭФФЕКТА НЕЛОКАЛЬНОСТИ СРЕДЫ

В. С. Зарубин, Г. Н. Кувыркин, И. Ю. Савельева

Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана

Разработке моделей поведения нелокальной среды, учитывающих особенности струк-
туры, посвящено сравнительно немного исследований. В данной работе, используя идею
А. К. Эрингена [1, 2] о том, что дальнодействующие силы, которые отвечают за нело-
кальное поведение материала в данной точке пространства x, адекватно описываются с
использованием функции расстояния φ(|x − x′|), убывающей с ростом |x − x′|, получены
определяющие уравнений, описывающие термомеханические процессы в деформируемом
твердом теле. Для этого были введены в рассмотрение эффективная температура Φ и
эффективная деформация ε̂(eff), которые определены следующими соотношениями:

Φ = p1T + p2T
(nl), ε̂(eff) = p1ε̂+ p2ε̂

(nl). (1)

Здесь T – абсолютная температура, T (nl) =
∫
V

φ(|x−x′|)T (x′, t)dx′ – нелокальная темпера-

тура; ε̂ – тензор малой деформации; ε̂(nl) =
∫
V

φ(|x − x′|)ε̂(x′, t)dx′ – тензор нелокальной

деформации; φ(|x − x′|) – функция влияния, определяющая эффект пространственной
нелокальности, причем

∫
V

φ(|x − x′|)dx′ = 1; p1, p2 ∈ [0, 1] – доли влияния локальных и

нелокальных переменных на эффективные переменные, p1 + p2 = 1.
Соотношения, аналогичные (1) используют в механике деформируемого твердого тела

(без учета влияния температуры) при построении нелокальных зависимостей компонент
тензора напряжений от тензора деформации [1–3].

Определяющие уравнения в этом случае будут иметь вид [4]

ρcε
∂Φ

∂t
= −ΦCijklε̇

(eff)
kl α

(T )
ij − ∂qi

∂xi
+ qV , σij = Cijkl(ε

(eff)
kl − ε

(T )
kl ), (2)

где ρ – плотность материала; cε – удельная массовая теплоемкость при постоянной де-
формации, qk – проекции вектора плотности теплового потока на оси Oxk прямоугольной
системы координат, k = 1, 2, 3; qV – объемная плотность мощности внутренних источников
(стоков) теплоты; Cijkl – компоненты тензора, характеризующего механические свойства
тела; α(T )

ij – компоненты тензора коэффициентов температурной деформации; ε(T )
kl – ком-

поненты тензора температурной деформации, ε(T )
kl = α

(T )
kl ∆Φ. Выражение для вектора

плотности теплового потока q запишем следующим образом:

qi = −λ(T )
ij ∂Φ(x

′, t)/∂x′j, (3)

где λ(T )
ij – компоненты тензора теплопроводности, обусловленной эффективной темпера-

турой.
Определяющие соотношения модели термомеханических процессов в твердом теле мож-

но переписать в терминах абсолютной температуры и локальной деформации, если под-
ставить в (2) соотношения (1) и (3).
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Рассмотрим задачу поверхностного нагрева упругого изотропного и однородного тела
в одномерной постановке. Для получения уравнений термоупругости и теплопроводности
положим, что термомеханическая нагрузка действует по нормали к граничной поверх-
ности, отличной от нуля является только деформация в направлении этой нормали, а
температура и напряжения зависят только от времени и координаты x1, направленной
по нормали в глубь тела. С учетом постановки задачи соотношения (2) в безразмерных
переменных можно привести к следующему виду:

R2σ̈ +R2

p1θ̈ + p2

∫
V

φ(|z′ − z|)θ̈(z′, t̄)dz′
 = p1

∂2σ

∂z2
+ p2

∂

∂z

∫
V

φ(|z′ − z|)∂σ(z
′, t̄)

∂z′
dz′, (4)

(1 + δ)

p1θ̇ + p2

∫
V

φ(|z′ − z|)θ̇(z′, t̄)dz′
 = p1

∂2σ

∂z2
+ p2

∂2

∂z2

∫
V

φ(|z′ − z|)θ(z′, t̄)dz′ − δσ̇, (5)

z = 0, σ(0, t̄) = 0, p1
∂θ

∂z
+ p2

∂

∂z

∫
V

φ(|z′ − z|)θ(z′, t̄)dz′ = −q0(t̄),

q0(t̄) =Mt̄m exp(−mt̄), M = mm/(m− 1)!, m > 1;

z → ∞, σ(z, t̄) → 0, p1
∂θ

∂z
+ p2

∂

∂z

∫
V

φ(|z′ − z|)θ(z′, t̄)dz′ → 0. (6)

Здесь выбраны следующие безразмерные параметры и переменные:

z = x1/
√
at0, t̄ = t/t0, θ = (T − T0)/T

∗, D2
q = τq/t0, T

∗ = Atm0
√
at0/λ

(T ), a = λ(T )/(ρc),

R2 = aρ/(λ+ 2µ)/t0, σ = σ11/((3λ+ 2µ)α(T )T ∗), δ = ((3λ+ 2µ)α(T ))2/T0/(ρc(λ+ 2µ)).

Параметр связанности δ характеризует изменении температуры вследствие деформи-
рования, для металлов он лежит в пределах 0,01 . . . 0,03, для полимерных материалов его
значения могут быть значительно выше. В данной работе положим δ = 0.

Численное решение задачи (4)–(6) может быть найдено с помощью конечно-элементной
процедуры в форме метода Бубнова-Галеркина.

На рис. 1 в сравнении на качественном уровне представлены распределения абсолют-
ной температуры без учета (сплошная линия) и с учетом (штриховая линия) нелокально-
сти пространства по глубине тела для различных моментов времени (значения у кривых)
и долях влияния p1 и p2: а) – p1 = 0.75, p2 = 0.25; б) – p1 = p2 = 0.5. Функция φ(|z′1 − z1|)
выбрана в виде:

φ(|z′1 − z1|) = exp(−|z′1 − z1|/ā)/2ā,

где ā – безразмерная величина пространственного влияния. На рис. 2 представлены рас-
пределения напряжений с учетом нелокальности пространства (штриховая линия) и без
учета (сплошная линия) при различных значениях R и долях влияния p1 и p2.

Работа выполнена по гранту МК-6573.2015.8 программы Президента РФ государ-
ственной поддержки молодых кандидатов наук, а также в рамках государственного
задания по проекту № 1.2640.2014 и по проекту 1712 государственного задания 2014/104.
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а) б)
Рис. 1

а) б)
Рис. 2
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УДК 539.374

НЕПРИВОДИМЫЕ СИСТЕМЫ ОБЪЕКТИВНЫХ ТЕНЗОРОВ
ДЕФОРМАЦИИ МИКРОПОЛЯРНОГО КОНТИНУУМА

В. А. Ковалев1, Ю. Н. Радаев2

1Московский городской университет управления Правительства Москвы
2Институт проблем механики имени А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва

Теория микрополярных континуумов предоставляет возможность сравнительно точно-
го описания механического поведения нескольких классов материалов, обладающих мик-
роструктурой: жидкие кристаллы, горные породы и гранулированные среды, композиты,
кристаллы с несовершенствами в форме дислокаций. В работе в рамках теоретико-полевой
схемы [1, 2] ставится и решается проблема построения систем неприводимых тензоров де-
формации и экстра-деформации микрополярного континуума. Рассматриваются два раз-
личных подхода. Первый из них алгебраический, когда тензоры деформации получаются
как целые рациональные инварианты (относительно поворотов пространственного коор-
динатного триэдра) некоторой системы контравариантных эйлеровых векторов. Второй —
основан на полярных разложениях градиентов деформации и экстра-деформации.

1.
”
Конечная“ деформация континуума определяется преобразованием

x = x(X, t) (1)

положения X отсчетной (референциальной) конфигурации в соответствующее актуальное
место x пространства. В микрополярных средах она сопровождается экстра-деформацией,
проявляющейся в форме нарушений взаимной ориентации и метрических характеристик
системы трех некомпланарных полярных d-векторов [3] d

a
(индексом a нумеруются раз-

личные векторы), связанных с микроэлементом:

d
a
= d

a
(X, t). (2)

Система пространственных полярных d-векторов, ассоциированных с каждой точкой кон-
тинуума, задает микрополярную структуру континуума. Эта система в самом общем слу-
чае предполагается

”
нежесткой“.

Переменные X и x (и соответствующие позиционные координаты Xα, xj) выступают
как соответственно лагранжева (отсчетная, референциальная) и эйлерова (пространствен-
ная) переменные, если воспользоваться стандартной терминологиней механики контину-
ума. Деформация и экстра-деформация, представленные в координатах Xα, xj, имеют
следующий вид:

xj = xj(Xα, t), (3)

d
a

j = d
a

j(Xα, t). (4)

Необходимо различать две метрики: отсчетную (лагранжеву) метрику 8gαβ и простран-
ственную (эйлерову) метрику gij. Вторая из них является внешней по отношению к кон-
тинууму и определяется по существу вложением континуума во внешнее пространство.
Конвективная (сопутствующая) метрика характеризуется метрическим тензором gαβ и, в
отличии от метрик 8gαβ и gij, определяется деформацией (1):
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Обратным штрихом слева от символа будут снабжаться величины, ассоциированные с
референциальным состоянием. Так, например, в силу принятого выше соглашения о рефе-
ренциальном и актуальном положениях точек континуума должно выполняться равенство

8x = X.

Конвективная метрика gαβ вычисляется с помощью градиента деформации и эйлеровой
gij метрики согласно следующей формуле:

gαβ = gij(∂αx
i)(∂βx

j) (5)

и в силу своего определения ротационно-инвариантна при произвольных поворотах эйле-
ровой координатной системы xj. Последнее справедливо и для отсчетной метрики 8gαβ,
поскольку

8gαβ = gij(∂α
8xi)(∂β

8xj). (6)

2. Один из способов построения тензоров деформасции и экстра-деформации микро-
полярного континуума можно охарактеризовать как алгебраический, поскольку он опира-
ется на теорию алгебраических инвариантов (см., например: Гуревич Г.Б. Основы теории
алгебраических инвариантов. М., Л.: Гостехтеоретиздат, 1948. 408 с.). В рамках указанного
подхода (см. [4]) тензоры деформации получаются как целые рациональные инварианты
относительно поворотов эйлеровой координатной системы следующей системы контрава-
риантных эйлеровых векторов:

∂αx
i, d

a

j, ∂βd
a

j. (7)

При этом следует рассматривать только такие инварианты, которые в действительности
рационально зависят от градиента деформации ∂αx

i, трактуемого как система контрава-
риантных эйлеровых векторов.

Можно показать, что неприводимая система целых рациональных инвариантов систе-
мы векторов (7) состоит из следующих инвариантых относительно поворотов эйлеровой
координатной системы лагранжевых тензоров и векторов:

gij(∂αx
i)(∂βx

j),

gij(∂αx
i)d

a

j,

gij(∂αx
i)(∂βd

a

j).

(8)

Первый из перечисленных тензоров является метрическим тензором конвективной метри-
ки.

3. Неприводимые инвариантные относительно поворотов эйлеровой координатной си-
стемы тензоры деформации могут быть построены также и другим способом. Он связан с
полярным разложением градиента деформации (∂αx

i) (i, α = 1, 2, 3) и референциальных
градиентов микрополярных директоров (∂αd

a

i) (a = 1, 2, 3; i, α = 1, 2, 3).
Известно, что градиент деформации всегда может быть представлен как произведе-

ние симметричного положительного и положительно определенного тензора второго ранга
|x|αβ (|x|αβ > 0) и ортогонального тензора λiβ:

∂αx
i = |x|αβλiβ. (9)
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Положительный тензор |x|αβ называется модулем градиента деформации, тензор λiβ —
тензором поворота.

Симметрия модуля градиента деформации |x|αβ выражается следующими соотноше-
ниями:

|x|αβ = |x|βα; (10)

ортогональность тензора поворота λiβ подразумевает выполнение следующих двух усло-
вий:

gijλ
iβλjγ = 8gβγ ,

8gβγλ
iβλjγ = gij.

(11)

Условия (11), как нетрудно видеть, эквивалентны, поскольку одно их них следует из
другого. Если совершить поворот произвольного вектора 8aα из отсчетного положения в
актуальное ai = λiα8aα, то указанные условия гарантируют совпадение длины вектора 8aα,
вычисленной с помощью отсчетной метрики, с длиной вектора ai, вычисленной с помощью
эйлеровой метрики, т.е. выполнение равенства

8gβγ 8aβ
8aγ = gijλ

iβ 8aβλ
jγ 8aγ;

если выполняется обратный поворот вектора as из актуального положения в отсчетное
8aα = λsαas, то совпадают длины векторов as (в эйлеровой метрике) и 8aα (в отсчетной
метрике):

gijaiaj =
8gβγλ

iβaiλ
jγaj.

В частности, вычисляя длины векторов d
a
jλ

jβ в отсчетной метрике 8gβγ, имеем:

8gβγd
a
iλ

iβ
d
a
jλ

jγ = gijd
a
id
a
j,

где величина справа есть длина d-директора с указателем a в эйлеровой метрике.
Симметрия модуля градиента деформации |x|αβ обеспечивает вещественность его спек-

тра. Спектральные значения |x|A (A = 1, 2, 3) вычисляются как корни характеристическо-
го уравнения:

det (|x|αβ − λ8gαβ) = 0

и называются главными растяжениями.
Собственные векторы модуля градиента деформации |x|αβ, которые мы будем обозна-

чать через 8k
A

β (A = 1, 2, 3), образуют ортонормированный в отсчетной метрике 8gαβ триэдр

8gαβ
8
k
A

β 8
k
C

β = δ
AC
,

определяющий отсчетные ориентации главных осей деформации.
Актуальная ориентация главных осей деформации определяется в результате поворота

триэдра 8k
A

β (A = 1, 2, 3):

k
A

s = λsβ 8k
A

β.

Векторы k
A

s (A = 1, 2, 3) взаимно ортогональны в эйлеровой метрике gij.

Дисторсия ∂αxj, таким образом, представляет собой композицию последовательно вы-
полняемых чистой деформации (растяжений относительно трех взаимно ортогональных

57



главных осей деформации в отсчетном положении) и поворота отсчетного триэдра глав-
ных осей деформации до их актуального положения.

Все сказанное выше относится и к референциальным градиентам микрополярных ди-
ректоров (∂αd

a

i) (a = 1, 2, 3; i, α = 1, 2, 3). Полярные разложения градиентов директоров d
a

i

(a = 1, 2, 3) имеют вид
∂αd

a

i = |d
a
|αβλ

a

iβ, (12)

где тензоры |d
a
|αβ симметричны и положительны, а

”
тензоры поворота“ λ

a

iβ ортогональны.

Тензоры |x|αβ и |d
a
|αβ, очевидно, инвариантны относительно поворотов эйлеровой ко-

ординатной системы. С тем, чтобы получить полную систему к ним следует добавить
следующие ротационно-инвариантные внутренние произведения (обязательно содержащие
множитель λiβ):

gijd
a

iλjβ, gijλ
iβλjγ, gijλ

iβ
λ
a

jγ. (13)

Рассмотрим контравариантный отсчетный вектор gijd
a

iλjβ. Очевидно, что он получает-
ся в результате обратного поворота актуального положения d-директора с указателем a в
некоторое отсчетное положение, вообще говоря, отличающееся от такового, определяемого
вектором 8d

a

β. По этой причине нам придется ввести специальное обозначение

8e
a

β = gijd
a

iλjβ, (14)

для инвариантного относительно поворота эйлеровой координатной системы отсчетного
вектора.

Второй из перечисленных в (13) ротационно-инвариантных тензоров в силу ортого-
нальности тензора поворота λiβ в точности совпадает с отсчетной метрикой:

8gβγ = gijλ
iβλjγ. (15)

В силу того, что тензор |d
a
|αβ никак не связан с градиентом деформации, его следует

включить в один тензоров из (13), например, в третий из них:

|d
a
|βςgijλiγλ

a

jς . (16)

Наконец, установим связь между двумя данными выше системами ротационно-ин-
вариантных относительно поворота эйлеровой координатной системы тензоров. Можно
утверждать, что каждая из них выражается в терминах другой; для обоснования этого
утверждения достаточно учесть следующие соотношения:

gij|x|ασ|x|βκλiσλjκ = 8gσκ|x|ασ|x|βκ,
gij|x|αβλiβd

a

j = |x|αβd
a
jλ

jβ,

gij|x|ασλiσ|d
a
|βγλ

a

jγ = |x|ασ|d
a
|βγgijλiσλ

a

jγ.

(17)

Литература
1. Ковалев В. А., Радаев Ю. Н. Элементы теории поля: вариационные симметрии и

геометрические инварианты. – М. : ФИЗМАТЛИТ, 2009. – 156 с.

58



2. Ковалев В. А., Радаев Ю. Н. Волновые задачи теории поля и термомеханика. –
Саратов : Изд-во Сарат. ун-та, 2010. – 328 с.

3. Ковалев В. А., Радаев Ю. Н. Полевые уравнения и d-тензоры термоупругого кон-
тинуума с «тонкой» микроструктурой // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика.
Механика. Информатика. – 2013. – Т. 13, Вып. 2, Ч. 1. – С. 60–68.

4. Ковалев В. А., Радаев Ю. Н. О нелинейных тензорах и векторах экстрадеформации
в теории и механике континуума // Вестник Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. –
2014. – №1 (34). – С. 66–85.

59



УДК 539.3

СОБСТВЕННЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ЗАДАЧЕ О НАРАЩИВАНИИ
УПРУГОГО ПОЛУШАРА

К. Г. Койфман

Институт проблем механики имени А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва
Московский государственный технический университет имени Н. Э. Баумана

В природе и технике встречаются процессы, сопровождающиеся увеличением разме-
ров и изменением формы твёрдых тел за счёт притока к ним дополнительного материала.
При этом, возникают несовместные деформации и соответствующие им собственные на-
пряжения. Для иллюстрации такого эффекта, в настоящей работе рассмотрена модельная
задача о наращивании упругого полушара в поле силы тяжести.

Процесс деформирования происходит в физическом пространстве E, которое считает-
ся трехмерным евклидовым точечным пространством с ассоциированным векторным про-
странством V. В пространстве E введена фиксированная декартова координатная система
с правым ортонормированным репером {i, j,k} и началом в точке o. Через I обозначается
единичный тензор (второго ранга), а через u · v и u ⊗ v – соответственно, внутреннее и
тензорное произведения векторов u,v ∈ V. Величина ∥u∥ =

√
u · u есть евклидова норма

вектора u. Основные определения тензорных операций в евклидовом пространстве счита-
ются известными [1]. Далее под полушаром с центром в o радиуса R понимается точечное
множество

HR = {p ∈ E|∥x(p)∥ < R, x(p) · k > 0},

где x : p 7→ x(p) – поле векторов места в E.
Зафиксируем плоскость, ортогональную вектору k и содержащую точку o (рис. 1).

В пространстве определено поле силы тяжести, определяемое ускорением свободного па-
дения g (постоянная величина), которое направлено перпендикулярно данной плоскости.

Рис. 1. Формируемый полушар HR(t) с границей ∂HR(t) = S∗(t) ∪ S1(t)

Процесс наращивания происходит следующим образом. С момента времени t = 0 к
точке o присоединяются частицы, формирующие вокруг неё твёрдый деформируемый
упругий полушар, занимающий область HR(t) с границей ∂HR(t) = S∗(t) ∪ S1(t) и уве-
личивающийся со временем в размерах (рис. 1). Присоединяемые частицы свободны от
напряжений и скорость их присоединения к телу нулевая. Процесс наращивания является
непрерывным, граница роста [2, 3] – полусфера S∗(t) с заданным законом изменения ради-
уса R : t 7→ R(t), который представлен гладкой и возрастающей по времени функцией на
отрезке наблюдения [0, t1], где t1 > 0. Поверхность S1(t) – граница между наращиваемым
телом и плоскостью.
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Предполагается, что полушар сделан из упругого изотропного и однородного матери-
ала, градиенты перемещения и скорости малы по норме, процесс деформирования ква-
зистатический, а в точках прикосновения тела с плоскостью отсутствуют нормальные
перемещения и касательные напряжения.

Для определения собственных напряжений необходимо к полю тензора напряжений T
прибавить поле тензора напряжений T ∗, получаемое из решения задачи о деформирова-
нии полушара HR(t), стоящего на гладком жёстком основании, с нулевыми напряжениями
на сферической границе и плотностью массовых сил равной – g. В этой задаче время -
вещественный параметр. В силу ограничений на объем работы, указаны лишь основные
этапы, необходимые для получения тензора собственных напряжений T res = T + T ∗.

Использовалась сферическая система координат (r, θ, φ), определяемая соотношением

x = r(i sin θ cosφ+ j sin θ sinφ+ k cos θ),

где r = ∥x∥ ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π]. Через er, eθ, eφ обозначается физический
базис сферической системы координат [1].

Принятые допущения в совокупности с методами, изложенными в [2, 3], приводят к
следующей краевой задаче в скоростях:

1

1− 2ν
∇(∇ · v) +∇2v = 0 , p ∈ HR(t),

er · S
∣∣
S∗(t)

= ρ
R′

t

µ
g, (1)

v · eθ

∣∣
S1(t)

= 0, eθ · S · (I − eθ ⊗ eθ)
∣∣
S1(t)

= 0 ,

где v : (r, θ, t) 7→ v(r, θ, t) – поле скоростей точек полушара, ρ – объемная плотность, µ –

модуль сдвига, ν – коэффициент Пуассона, S =
1

µ

∂T

∂t
= (∇v+∇vT ) +

ν

1− 2ν
(∇ · v)I, T –

тензор напряжений. Время t – вещественный параметр.
Задача (1) является осесимметричной. Она решалась путем сведения к эквивалентной

задаче для шара. По найденному, с использованием представления Буссинеска-Папковича-

Нейбера, полю v определялся тензор S, из которого, с учётом формулы S =
1

µ

∂T

t
и

условия отсутствия напряжений в присоединяемых слоях, определялся искомый тензор T :

T (r, θ, t) =

t∫
R−1(r)

S(r, θ, ξ)dξ.

Тензор T ∗ определялся из решения следующей краевой задачи:
µ

1− 2ν
∇(∇ · u) + µ∇2u− ρg = 0 , p ∈ HR(t),

er · T ∗∣∣
S∗(t)

= 0, (2)

u · eθ

∣∣
S1(t)

= 0, eθ · T ∗ · (I − eθ ⊗ eθ)
∣∣
S1(t)

= 0 ,

где T ∗ = µ(∇u + ∇uT ) +
µν

1− 2ν
(∇ · u)I. Частное решение задачи (2), соответствующее

объемным силам, может быть определено с использованием метода, изложенного в [4].
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Определив тензоры T и T ∗, можно найти тензор T res = T + T ∗. Для расчётов вве-

дены безразмерные переменные r◦ =
r

R(t1)
, R◦(t) =

R(t)

R(t1)
, T ◦

res =
T res

ρgR(t1)
. В качестве

примера, на рис. 2 показаны распределения нормы тензора T ◦
res по радиусу полушара r◦

при значении θ =
π

2
. Штрихпунктирная линия соответствует R◦ = 0.1, штриховая линия

соответствует R◦ = 0.5, а сплошная – R◦ = 1.

Рис. 2. Распределение нормы ∥T res∥ =
√

T ◦
res : T

◦
res

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 14-19-01280).
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НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
В СМЕЖНЫХ НАПРАВЛЕНИЯХ МЕХАНИКИ



УДК 532.582.7

К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ ОБ ОБТЕКАНИИ МАЛОГО
ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОГО ТЕЛА НЕОДНОРОДНЫМ ПОТОКОМ ВЯЗКОЙ

НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

В. С. Купцов, А. А. Катрахова

Воронежский государственный технический университет

Пусть основной (невозмущенный) поток удовлетворяет уравнениям вида

∂U0
i

∂t
= −1

ρ

∂P 0

∂xi
+ v

3∑
j=1

∂2U0
i

∂x2j
;

3∑
j=1

∂U0
j

∂xj
= 0, (1)

где t – время, xj – декартовы координаты, U0
i – компоненты вектора скорости, P 0 – дав-

ление в жидкости, ρ – плотность жидкости, v – коэффициент кинематической вязкости,
i = 1, 2, 3.

Решение уравнений (1) можно записать в виде разложения поля скоростей с помо-
щью гармонических функций (см. работу [4]). Для поля скоростей и давлений решением
конкретной краевой задачи получены конкретные выражения, ввиду громоздкости этих
выражений, они в статье не приводятся. Однако, с их помощью получено силовое воздей-
ствие на эллипсоид.

Рассмотрим уравнение эллипсоида в системе координат yi, причем направление осей
yi совпадает с направлением полуосей ai.

Пусть полуоси эллипсоида подчиняются уравнению

ai = a+ ε(αδi2 + δi3)a. (2)

где ε – мало, 0 < α < 1, a – радиус сферы. Уравнение (2) дает возможность рассмот-
реть эллипсоид, у которого две полуоси мало отличаются от радиуса сферы, δij – тензор
Кронекера.

Введем новую систему координат zi =
∑3

j=1(δij + εαδi2δj2 + εδi3δj3)yj.

Тогда уравнение эллипсоида в новой системе координат имеет вид: zjzj,= a2 (здесь и
далее по повторным индексам ведется суммирование). Применяя к уравнениям (1) метод
операционного исчисления с учетом (2), и новой системы координат,будем иметь

(δkj + εαδk2δj2 + εδk3δj3)
−2∂

2U∗
i

эл

∂z2k
− p

v
U∗
i

эл =
1

µ
(δij + εαδk2δj2 + εδk3δj3)

−1∂P
∗эл

∂zk
;

(δkj + εαδk2δj2 + εδk3δj3)
−1∂U

∗эл

∂zk
= 0.

(3)

где p – параметр преобразования Лапласа ; U∗
i

эл, P ∗эл – образы компонент поля скоростей
и давления в возмущенном эллипсоидом потоке, µ,= ρv.

Граничные условия для уравнений (3) имеют вид:

U∗
i

эл
∣∣
r=a

= 0; U∗
i

эл
∣∣
r→∞= U∗

i (zm,, p), (4)

где r2 = zj · zj, U∗
i – компоненты образа скорости невозмущенного потока.
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Решение уравнений (3) с учетом граничных условии (4) будет:

U∗
i

элU∗
i
c(zm,, p) + εV ∗

i
эл(zm,, p) + . . . ; P ∗эл = P ∗c(zm,, p) + εP ∗1(zm,, p) + . . . (5)

Нулевое приближение задачи согласно (5) будет обтекание сферы неустановившимся
потоком вязкой несжимаемой жидкости. Первое приближение:

3∑
j=1

∂2V ∗
i

эл

∂z2j
− P

v
V ∗
i

эл =
1

µ

∂P ∗1

∂zi
+ (αδj2 + δj3)

(
2
∂2U∗

i
c

∂z2j
− δij

µ

∂P ∗
в

эл

∂zk

)
;

∂V ∗
j

эл

∂zj
− (αδj2 + δj3)

∂U∗
j
c

∂zj
= 0. (6)

Граничные условия
V ∗
i

эл
∣∣
r=a

= 0; U∗
i

эл
∣∣
r→∞= 0. (7)

Решение (6) с учетом (7) представим как

V ∗
i

эл =W ∗
i

эл + (αδj2 + δj3)zj
∂U∗

j
c

∂zj
;

P ∗1 = T ∗1 − (αδj2 + δj3)zj
∂P ∗c

∂zj
. (8)

Подставим (8) в уравнения (6)–(7), то

3∑
j=1

∂2W ∗
i

эл

∂z2j
− P

v
W ∗

i
эл =

1

µ

∂T ∗1

∂zi
;

∂W ∗
j

эл

∂zi
= 0. (9)

где T ∗1, W ∗
i

эл – неизвестные функции координат и времени t; при этом W ∗
i

эл удовлетворяет

W ∗
i

эл
∣∣
r=a

= −(αδj2 + δj3)zj
U∗
i
c

∂zj
; W ∗

i
эл
∣∣
r→∞= 0. Согласно результатам работы [4] имеем для

сферы с условием прилипания жидкости на ее поверхности

U∗
i
c = − v

p · µ


1 + 1

2

(a
r

)3 K2,5

(
a

√
p

v

)
K0,5

(
a

√
p

v

) −
(a
r

)0,5 K0,5

(
r

√
p

v

)
K0,5

(
a

√
p

v

)−

−1

2

(a
r

)0,5 K2,5

(
r

√
p

v

)
K0,5

(
a

√
p

v

)
 ∂p∗∂xi

(q̄, p)−

−3zizj
r2

(ar)3
K2,5

(
a

√
p

v

)
K0,5

(
a

√
p

v

) −
(a
r

)0,5 K2,5

(
r

√
p

v

)
K0,5

(
a

√
p

v

)
 ∂p∗∂xj

(q̄, p)

 ,

(10)
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где Kn(r) – функция Макдональда дробного порядка; P ∗ – давление невозмущенного по-
тока; qj – координаты центра эллипсоида, q̄ = {qj}. Решение (9) с учетом соответствующих
граничных условий будет:

W ∗
i

эл = r0,5K2,5

(
r

√
p

v

)(p
v

)1,25 [
zj

∂

∂ze

(
A∗

mzjze
r5

)
− ze

∂

∂zj

(
A∗

mzjze
r5

)]
+

∂

∂zi

(
A∗

mzm
r3

)
+

∂

∂zi

[
Bj

∂2

∂z22

(zj
r3

)]
+

∂

∂zi

[
K0

j

∂2

∂z23

( zi
r3

)]
−

−3Tjr
4,5
(p
v

)2,25
K4,5

(
r
p

v

) ∂

∂zi

[
∂2

∂z22

(zj
r3

)]
,

(11)

где A∗
mzjze = A1z2z3 + A2z1z3 + A3z1z2, i ̸= γ ̸= e и образуют перестановку чисел 1, 2, 3;

A∗
j , Aj, Bj, Tj, Lj, K

0
j – постоянные определяются из системы уравнений (4). Они имеют

вид: Li = Ti/α, K
0
i = Bi/α, Ai = −0, 4a2[(α+ 1)δij − 0, 5α · δi2δj2 − 0, 5 · δi3δj3]a∗i ,

A0
i = 0, 4[(α + 1)δij − (3, 5 + α) · δi2δj2 + (1, 5α − 1) · δi3δj3]a∗i , Ti = α · a∗i /105a2n∗,

Bi = (α · a∗i (m∗ + 7a9n∗)/105a
2n∗, n∗ = a−4,5

(p
v

)2,25
K2,5

(
a

√
p

v

)
,

m∗ = a4,5
(p
v

)2,25 [(
1 +

15v

pa2

)
K2,5

(
a

√
p

v

)
+ 3

(p
v

)−0,5

K1,5

(
a

√
p

v

)]
,

a∗i = − 1

2µa2

[
α
(p
v

)−0,5

+
v

p

]
∂p∗

∂xi
(q̄, p).

Получены оригиналы поля скоростей и давлений возмущенного течения, которые вви-
ду громоздкости в данной работе не приведены. Определим силовое воздействие на эл-
липсоид по формуле

F эл
i =

∫
Sэл

σijNjds, (12)

где Sэл – площадь поверхности,Nj – компоненты нормали к данной поверхности, σij тензор
напряжений возмущенного потока жидкости. Используя нулевое и первое приближение
в разложении (5), из (12) получено выражение для силы, действующей на эллипсоид.
С учетом зависимости тензора напряжений от скорости и давления в жидкости

F эл
i = FC

i + Fi
эл
уст + ε · F ′

i

где FC
i – компоненты силового воздействия на сферу, помещенную в нестационарный неод-

нородный поток вязкой несжимаемой жидкости

−2πa3
{
∂p′

∂xj
(q̄, t) +

3v

a2

t∫
0

[
1 + a/(vπ(t− τ))0,5

∂p′

∂xj
(q̄, τ)dτ

]}
, Fi

эл
уст – силовое воздействие на

эллипсоид, помещенный в установившийся поток неоднородной жидкости

Fi
эл
уст = 6πµaU0

i (q̄, 0) + πa3
∂p0

∂xi
(q̄, 0)+

2, 4a · ε[(1 + α)δij − 0, 5αδi2δj2 − 0, 5δi3δj3]

(
µK0

j (q̄, 0) +
1

2
a2
∂p0

∂xj
(q̄, 0)

)
+

+2πa3µε(αδj2 + δj3)
∂2U0

i

∂x2j
(q̄, 0).
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Первое приближение за счет не стационарности потока:

Fi = −0, 4πa3

{
[(1 + α)δij − 0, 5α · δi2δj2 − 0, 5 · δi3δj3]×

×

 ∂p′
∂xj

(q̄, t) +
4

a

(v
π

)0,5 t∫
0

1√
t− τ

∂p′

∂xj
(q̄, τ)dτ − 2v

a2

t∫
0

∂p′

∂xj
(q̄, τ)dτ

−

−2, 5(α · δi2δj2 + δi3δj3)
∂p′

∂xj
(q̄, t)

}
, p′ = p0 − p0

∣∣
t=0
.

Точность решения задачи для силового воздействия она будет порядка a3, для компо-
нент вектора скорости-порядка (a/L), где L – расстояние от центра эллипсоида до особен-
ностей основного потока.
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ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ МЕХАНИКИ
ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА



УДК 539

МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ

М. А. Артемов, Е. С. Барановский, Н. С. Потапов, А. И. Шашкин

Воронежский государственный университет

Задача плоской деформации для цилиндрической области, нагруженной внешними
давлениями, представляет практический интерес. Эта задача для разных моделей рас-
сматривалась многими исследователями, например, [1–3]. Настоящая статья является про-
должением работы [4].

Жесткопластическое тело

Для плоского деформированного состояния εz = 0 при выборе модели жесткопласти-
ческого тела в рамках теории течения равенство

σz = (σx + σy)/2

выполняется для всех гладких и кусочно-гладких условий пластичности вида (s – девиатор
напряжений)

f(tr(s2), tr2(s3)) = 0, (1)

кроме условия Треска [5]. Условие пластичности Треска не позволяет определить осевое
напряжение σz.

Для условия Треска задача плоской деформации для жесткопластического тела реша-
ется, если принять, что

τmax =
√
(σx − σy)2 + 4σ2

xy = k, (2)

σmin 6 σz 6 σmax.

При этом задача будет статически определимой, если не учитывать неизвестное осевое
давление. Если выбирается условие Мизеса, независящее от третьего инварианта девиа-
тора напряжений, √

(σx − σy)2 + 4σ2
xy = k, (3)

σz = (σx + σy)/2,

то задача не будет статически определимой, поскольку равенство σz = (σx+σy).3 является
следствием ассоциированного закона.

Упругопластическое тело

Для сжимаемого упругопластического тела при решении задачи Ламе осевое напря-
жение не всегда может быть средним [6].

Рассмотрим осесимметричный случай. Для цилиндрической области a 6 r 6 b, нагру-
жаемой внешним давлением pb и внутренним давлением pa при решении задачи Ламе [7]

yr,u = A∓ B

r2
, yz = 2νA, A =

paa
2 − pbb

2

b2 − a2
, B =

b2a2(pa − pb)

b2 − a2
. (4)
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Все функции пластичности вида (1) для напряженного состояния (4) принимают наи-
большее значение на границе r = a, поэтому пластическая зона будет зарождаться на этой
границе.

Пусть в пластической зоне, когда выбирается условие пластичности Треска, реализу-
ется режим

σθ − σr = κ2k, σmin 6 σz 6 σmax, k = const, κ = sign(σθ − σr). (5)

Для этого режима задача «статически определима» только для компонент σθ, σr.
В рамках теории пластического течения, принимая гипотезу о естественном состоянии,

осевая компонента тензора пластических деформаций

epz = 0.

Учитывая, что для плоской деформации ez = eez + epz = 0, согласно закону Гука осевое
напряжение σz = ν(σθ − σr), поэтому в пластической зоне, где выполняется режим (5),
имеем

σr = 2k ln
(r
a

)
− pa, σθ = 2k + 2k ln

(r
a

)
− pa, σz = 2ν

(
k + 2k ln

(r
a

)
− pa

)
. (6)

Упругие деформации, соответствующие напряжениям (6), определяются по формулам

Eεeθ = (1 + ν)
(
(1− 2ν)

(
k ln

(r
a

)
− pa

)
+ (1− ν)k

)
,

Eεer = (1 + ν)
(
(1− 2ν)

(
k ln

(r
a

)
− pa

)
− νk

)
, Eεez = 0.

(7)

Рассматривая σθ − σr в качестве пластического потенциала, получаем

εpr + εpθ = 0,

поэтому радиальное перемещение в пластической зоне будут определяться из решения
уравнения

du

dr
+
u

r
= εer + εeθ.

Учитывая (7), получаем

Eu =
C

r
+ r(1 + ν)(1− 2ν)

(
2k ln

(r
a

)
− pa

)
,

Eεθ =
C

r2
+ (1 + ν)(1− 2ν)

(
2k ln

(r
a

)
− pa

)
,

Eεr = −C

r2
+ (1 + ν)(1− 2ν)

(
2k ln

(r
a

)
− pa + 2k

)
.

(8)

Из (7), (8) находим, что

Eεpr = −Eεpθ = −C

r2
+ 2k(1− ν2).

Из того, что на упругопластической границе r = c пластические деформации равны нулю,
следует

C = 2k(1− ν2)c2.
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Решение (6) справедливо в области [8]

a 6 r 6 r1 = a exp

(
ν

1− 2ν
+
pa
2k

)
.

На границе r = r1 выполняется равенство

σr = σz =
2νk

1− 2ν
.

а это возможно, если на внешнем контуре r = b задано растягивающее усилие.
Из формулы

r1 = a exp

(
ν

1− 2ν
+
pa
2k

)
(9)

следует, что режим (6) в пластической области не реализуется, когда давление на внут-
реннем контуре

pa < − 2νk

1− 2ν
.

На рис. 1 показано распределение максимальных касательных напряжений для напря-
женного состояния (6).

Рис. 1. k = 0.5, ν = 0.2, pa = 1

Переход упругого состояния в пластическое, когда выбирается условие Треска, при
фиксированных значениях параметров a, b, k, ν зависит от значений давлений pa, pb [4, 9].

Рассмотрим условие пластичности Треска. Для режима
σθ − σz 6 2k,
σθ − σr = 2k,
σz − σr 6 2k,

выбирая зависимость pa от pb, получаем

pa = pb + 2k

(
1− a2

b2

)
и интервал допустимых значений для pb

2k

(
a2

b2
− 1

1− 2ν

)
6 pb 6 2k

(
a2

b2
+

1

1− 2ν

)
.
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О режиме полной пластичности

В пластической зоне на границе r = r1 происходит смена режимов. На границе r = r1

σθ = 2k + 2k ln
(r1
a

)
− pa, σr = 2k ln

(r1
a

)
− p− a, σz = 2ν

(
k + 2k ln

(r1
a

)
− pa

)
.

Если r1 < b, то режим полной пластичности{
σθ − σr = 2k
σθ − σr = 2k,

(11)

не может выполняться в некоторой кольцевой области r1 6 r 6 r2. Ассоциированный с
режимом (11) закон пластического течения дает (после интегрирования)

εpθ = λ1 + λ2, εpr = −λ1, εpz = −λ2.

Поскольку Eεz = 0, то в пластической зоне Eεpz = −Eεez = −λ2,

Eepz = 2k
(
ν − (1− 2ν)

(
ln
(r
a

)
− pa

k

))
, (12)

На упругопластической границе r = c компонента epz = 0. Из (12) находим

c = a exp

(
ν

1− 2ν
+
pa
2k

)
. (13)

Сравнивая (13) и (9), получаем c = r1, то есть режим полной пластичности может выпол-
няться только при r = r1.

О смене режима пластического состояния

Если r1 < b, то при выполнении режима
σθ − σz = 2k,
σθ − σr 6 2k,
σr − σz 6 2k,

(14)

для определения напряженного состояния необходимо рассмотреть все уравнения, опре-
деляющие модель [10, 11].

Для режима (14)

σθ = m(rm−1C1 − r−m−1C2) +
2k

1− 2ν
, σr = rm−1C1 + r−m−1C2 +

2k

1− 2ν
,

σz = m(rm−1 − r−m−1C2) +
4kν

1− 2ν
.

На рис. 2 приведено распределение напряжений в пластической зоне.
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Рис. 2. a = 1, c = b = 5, k = 1, ν = 0.2, pa = 1

Выводы

При рассмотрении осесимметричной упругопластической задачи для случая плоской
деформации учет упругой сжимаемости при определенном выборе давлений, действующих
на боковые поверхности цилиндрической области, позволяет реализовать любой режим
кусочно-линейных условий пластичности. При этом режимы, соответствующие сингуляр-
ным точкам кривой пластичности, не реализуются. Аналогичные задачи для плоского
напряженного состояния рассматривались в работе [12].
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УДК 517.925.7

ОБ ЭВОЛЮЦИИ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В МАТЕРИАЛАХ
СБОРКИ, ФОРМИРУЕМОЙ ГОРЯЧЕЙ ПОСАДКОЙ

А. А. Буренин1,2, А. В. Ткачева1, Г. А. Щербатюк2

1Институт машиностроения и металлургии ДВО РАН, Комсомольск-на-Амуре
2Комсомольский-на-Амуре государственный технический университет

Технология горячей посадки была введена в промышленное производство стволов круп-
нокалиберных артиллерийских систем блистательным инженером, экстраординарным ака-
демиком Петербургской академии наук Гадолиным А. В. (1828–1892). С тех пор данная
технология, благодаря своей незамысловатости в производстве и способности обеспечить
в соединении требуемые прочностные свойства, получила широкое распространение в раз-
личных отраслях машиностроения и промышленного строительства. Действительно, что
может быть проще? Охватываемую цилиндрическую деталь охлаждают или оставляют
при комнатной температуре, а охватывающую (размерно подготовленную) нагревают до
требуемой температуры и помещают над первой. В процессе охлаждения на воздухе и
формируется требуемый натяг.

Нормативные документы по осуществлению данной технологической операции [1] до
настоящего времени основаны на теории температурных напряжений. Однако, для исклю-
чения возможного необратимого (пластического) деформирования весомых аргументов
(кроме упростить вычисления) предложений не находится. Учет возможных пластических
течений существенно усложняет задачу. Упрощению вычислений служит также использо-
вание кусочно-линейных пластических потенциалов, классическим примером которых яв-
ляется условие максимальных касательных напряжений (критерий Треска – Сен-Венана).
На такой основе задача горячей посадки, простейшая по постановке задача теории темпе-
ратурных напряжений, рассматривалась неоднократно. В случае плоского напряженного
состояния, например в [2, 3], в условиях плоского деформируемого состояния в [4]. В по-
следнем случае рассмотрение произведено особо тщательно и оказалось, что возникающая
область пластического течения в свою очередь разделяется на части, в которых течение
подчинено разным системам уравнений в зависимости от принадлежности напряжённых
состояний разным граням и ребру поверхности нагружения (призмы Треска). Уже за-
вершившееся пластическое деформирование в условиях дальнейшего остывания сборки
возникает вновь (повторное пластическое течение) и так до полного остывания сборки.
На некоторые из подобных качественных эффектов деформирования указывал еще в се-
редине прошлого столетия Д. Бленд [5].

Уже отмечалось, что использование кусочно-линейного условия пластичности Треска
значительно упрощает алгоритмы расчетов, изменяющихся во времени и с температурой
температурных напряжений, поскольку позволяет на каждом временном шаге расчетов
записать конечные зависимости между искомыми параметрами (проинтегрировать урав-
нения равновесия). Однако, как и замечалось, возникает задача алгоритмического отсле-
живания момента и места зарождения пластического течения и дальнейшего продвиже-
ния границы раздела пластических областей на части, также как и упругопластических
границ. Упрощения здесь возможно достичь, если вместо условия пластичности Треска
использовать условия максимальных приведённых касательных напряжений (критерий
Ишлинского – Ивлева). Связаны также упрощения с проявляющемся здесь замечатель-
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ным свойством условия пластичности Ишлинского – Ивлева. Если в призме Треска пе-
реход напряженных состояний с одной грани на другую через соответствующее ребро
порождает область течения в состоянии полной пластичности (на ребре призмы), то те-
чения на ребре призмы Ивлева не происходит. В этом случае осуществляется мгновенный
перескок в напряженных состояниях на иную грань. Отсутствие в таком случае аналогов
состояний полной пластичности сокращает число разбиений области пластического тече-
ния и, следовательно, упрощает алгоритмы расчетов. В этом состоит самое заметное, но не
единственное преимущество в использовании в качестве поверхности нагружения призмы
Ивлева. Здесь проведем сравнения результатов расчетов, приведенных в [4] для условия
максимальных касательных напряжений (призмы Треска) и полученных с использовани-
ем условия приведенных касательных напряжений (призма Ивлева). Постановку задачи
здесь приводить не станем; она вполне аналогично постановке принятой в [4]. Отличие
заключается только в использованном условии пластичности. Вместо условия

max |σi − σj| = 2k, (1)

принимаем

max |σi − σ| = 4

3
k, σ =

1

3
σkk. (2)

В (1), (2) σi – главные напряжения. Зависимость предела текучести k задаём в форме

k(T ) = k(r.t) = k0
(Tp − T (r.t))2

(Tp − T0)2
. (3)

Здесь k0 = const – предел текучести материала при комнатной температуре T0, Tp –
температура плавления.

Размеры настоящей заметки заставляют ограничиться в обсуждаемом сравнении толь-
ко одним расчетном моментом времени. Выберем в качестве такого момент полного осты-
вания сборки и сравним натяг и распределения остаточных напряжений. Последние пред-
ставлены на рисунке, где по оси абсцисс отложена безразмерная пространственная ко-
ордината (R2 – внешний радиус насаживаемой муфты), а по оси ординат безразмерные,
отнесённые к k0, напряжения. Прежде всего замечаем, что натяг не зависит от выбора
кусочно-линейного пластического потенциала; он одинаков с точностью до ошибок вычис-
ления в обоих рассмотренных случаях. Распределения напряжений по материалам сборки
совершенно размеренное. Отметим, что рисунок указывает существование двух разных
зон пластического течения (границы зон пластического течения отмечены вертикальны-
ми штриховыми линиями): зоны течения с условиями грани σr − σz = −2k (2–3) ребра
σr − σz = −2k, σr − σφ = −2k (1–2) призмы Треска. В тех же условиях при использова-
нии условий пластичности максимального приведенного касательного напряжения (приз-
ма Ивлева) область течения единственная и соответствует грани 2σr − σφ − σz = −4k
призмы Ивлева. Данное обстоятельство позволяет рекомендовать в качестве нормативно-
го расчета операции посадки именно расчеты согласно критерию Ишлинского – Ивлева,
поскольку в этом случае расчеты существенно сокращаются.
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Рис. Сравнение распределений остаточных напряжений на сборки:
а) – условие Ишлинского – Ивлева, б) – условие Треска – Сен-Венана
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УДК 539.32

ОБ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПЕРЕМЕННОГО МОДУЛЯ БИО
ПОРОУПРУГОЙ ТРУБЫ

А. О. Ватульян, В. В. Дударев, Р. М. Мнухин

Южный федеральный университет, Владикавказский научный центр РАН

В настоящее время теория пороупругости приобретает все более широкое приклад-
ное значение. В рамках этой теории можно описывать поведение многих биологических
и искусственных объектов [1-4]. При этом важное значение играет точность задания па-
раметров в определяющих соотношениях выбранной модели. Согласно наиболее распро-
страненной линейной теории Био уравнения, описывающие движение пороупругого тела,
имеют вид [1,2]: 

∇ ·
(
λtre I + µ

(
∇u+ (∇u)T

)
− ApI

)
= ρ

∂2u

∂t2
,

−∇ · (K∇p) + ∂

∂t

(
ϕ2p

R

)
+
∂

∂t
A∇ · u = 0,

где ρ – плотность тела, λ, µ – параметры Ламе, u – вектор перемещений, p – внутри-
поровое давление, R – гидростатическая константа, ϕ – пористость, K – коэффициент
проницаемости среды, A – модуль Био.

В качестве конкретного объекта рассмотрим пороупругую трубу, находящуюся в режи-
ме установившихся радиальных колебаний, внутренний радиус равен r1 > 0, внешний r2.
Колебания вызываются действием внешней нормальной нагрузки, имеющей амплитуду
p0 и частоту ω. Принимая p(r, t) = P (r)e−iωt, радиальное смещение ur(r, t) = U(r)e−iωt,
в условиях плоской деформации можно перейти к постановке задачи, записанной в ви-
де безразмерной канонической системы четырех дифференциальных уравнений первого
порядка: 

p′(ξ) = −Hξ(ξ)

K(ξ)
,

H ′
ξ(ξ)θ = −Hξ(ξ)

ξ
θ + iκβa(ξ)

(
u′(ξ) +

u(ξ)

ξ

)
+ iκp(ξ)η,

u′(ξ) = y(ξ) + βa(ξ)p(ξ)− c2
u(ξ)

ξ
,

y′(ξ) = c1

(
u(ξ)

ξ2
− y(ξ)− β

a(ξ)p(ξ)

ξ
+ c2

u(ξ)

ξ2

)
− κ2u(ξ),

p(ξ0) = 0,
p(1) = 0,
y(ξ0) = 0,
y(1) = p∗,

(1)

где введены следующие безразмерные функции и параметры: ξ = r/r2, P (r) = P ∗p(ξ),
K(r) = K0K(ξ), H(r) = K0P

∗/r2Hξ(ξ) — поток, U(r) = r2u(ξ), A(r) = A∗a(ξ),
(λ + 2µ)y(ξ) = (λ+ 2µ)U ′ + λU(r)/r − A(r)P (r) — функция обобщенного напряжения,

ξ0 = r1/r2, θ =
P ∗2K0

√
ρr22

r22(λ+ 2µ)3/2
, η =

ϕ2P ∗2

R(λ+ 2µ)
, β =

A∗P ∗

λ+ 2µ
, κ2 =

ρω2r22
λ+ 2µ

, c1 =
2µ

λ+ 2µ
,

c2 =
λ

λ+ 2µ
, p∗ =

p0
λ+ 2µ

.
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Решение задачи (1) об определении функций u(ξ) и p(ξ) при заданных законах, ха-
рактеризующих неоднородные свойства трубы, реализовано численно с помощью метода
пристрелки. Следует отметить, что описанное обезразмеривание позволило существенно
повысить точность реализации численной схемы. Проведенные расчеты показали влияние
функции a(ξ) и параметра A∗ на амплитудно-частотную характеристику, измеренную на
внешней границе, и первые резонансные значения параметра κ.

Рассмотрим обратную задачу об определении функции распределения модуля Био a(ξ)
по данным о функции смещения на внешней границе трубы f(1, κ), заданной в диапазоне
частот κ ∈ [κ−, κ+]. Перепишем постановку задачи (1) относительно функций смещения
u(ξ) и давления p(ξ) в виде:

ξu′′(ξ) + u′(ξ)− u(ξ)

ξ
− βξ (a′(ξ)p(ξ) + a(ξ)p′(ξ)) + κ2ξu(ξ) = 0

(−K(ξ)p′(ξ))′ · θξ −K(ξ)p′(ξ) · θ − iκβa(ξ) (u′(ξ)ξ + u(ξ))− iκp(ξ) · ξη = 0
p(ξ0) = 0
p(1) = 0
ξ0u

′(ξ0) + c2u(ξ0)− ξ0βa(ξ0)p(ξ0) = 0
u′(1) + c2u(1)− βa(1)p(1) = p∗

(2)

Отсюда следует, что сформулированная обратная задача представляет собой нелинейную
задачу об отыскании тройки функций a(ξ), p(ξ) и u(ξ, κ). Для построения решения вос-
пользуемся процедурой линеаризации:

a(ξ) = a0(ξ) + εa1(ξ), u(ξ) = u0(ξ) + εu1(ξ), p(ξ) = p0(ξ) + εp1(ξ),

где ε – формальный параметр. Подставив эти представления в (2) можно выписать две
задачи, соответствующие нулевой и первой степеням параметра ε. Далее используя ана-
логичную технику [3,4], получим искомое операторное соотношение в виде интегрального
уравнения Фредгольма первого рода относительно неизвестной функции поправки модуля
Био a1(ξ):

1∫
ξ0

2βp0(ξ) (ξu0(ξ, κ))
′ a1(ξ)dξ = p∗(f(1, κ)− u0(1, κ)), κ ∈ [κ−, κ+], (3)

здесь u0(1, κ) и p0(ξ) – соответственно смещение и давление, полученные из численного
решения прямой задачи (1) при заданном приближении a0(ξ). Поскольку решение (3)
представляет собой некорректную задачу, то ее решение может быть получено только
с помощью специальных методов, например, метода А.Н. Тихонова [5]. Из структуры
выписанного интегрального уравнения видно, что его ядро в силу граничных условий (2)
обращается в ноль на концах отрезка [ξ0, 1]. Поэтому определение функции поправки a1(ξ)
в этих точках не может быть осуществлено с достаточной точностью.

На основе (3) составлен итерационный процесс по восстановлению искомой функции
a(ξ) для различных видов законов распределения (монотонных и немонотонных). Началь-
ное приближение выбиралось в классе линейных функций a(ξ) = kξ + m по априорной
информации об ограниченности и положительности модуля Био. Коэффициенты k, m

определялись из условия минимума функционала невязки J =
κ+∫
κ−

|f(1, κ)− u0(1, κ)|2 dκ
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на построенном компактном множестве. Выход осуществляется по условию достижения
максимального наперед заданного количества итераций или малости правой части (3).
Проведенные численные эксперименты показали, что наибольшая относительная погреш-
ность восстановленной функции a(ξ) наблюдается вблизи концов отрезка [ξ0, 1], а вдали
от них обычно не превышает 5%. Наиболее точные результаты были получены при выборе
отрезка [κ−, κ+] вблизи первого резонансного значения параметра κ.

Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки России
№ 9.665.2014/K и программы фундаментальных исследований по стратегическим на-
правлениям развития науки президиума РАН №1, при поддержке гранта Президента
Российской Федерации (проект МК-5440.2016.1).

Литература
1. Biot M. A. General theory of three-dimensional consolidation // Journal of Applied

Physics. – 1941. – V. 12, N 2. – P. 155–164.
2. Coussy O. Poromechanics. – John Wiley & Sons, 2004. – 312 p.
3. Ватульян А. О., Ляпин А. А. Об обратных коэффициентных задачах пороупру-

гости // Известия Российской академии наук. Механика твердого тела. – 2013. – № 2. –
С. 114–121.

4. Дударев В. В., Ляпин А. А., Святко Ю. А. Реконструкция поля предварительных
напряжений в неоднородной пороупругой среде // Экологический вестник научных цен-
тров Черноморского экономического сотрудничества. – 2015. – № 3. – С. 20–25.

5. Тихонов А. Н., Арсенин В. Я. Методы решения некорректных задач. – М. : Наука,
1979. – 285 с.

80



УДК 519.633+531.295

ЛУЧЕВОЙ МЕТОД ПОВЫШЕННОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ РАСЧЕТА
ДИНАМИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ

УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Н. Д. Вервейко, М. В. Егоров

Воронежский государственный университет

Расчет напряженно-деформированного состояния оболочек при их динамическом на-
гружении представляет значительные трудности обусловленные многими причинами:
трехмерностью геометрической области расчета напряжений и деформаций; нестационар-
ностью этой области вследствие распространения волновых поверхностей, ограничиваю-
щих область возмущения; нелинейностью поведения упруговязкопластического материа-
ла; отсутствием точных методов решения нелинейных нестационарных систем уравнений
в частных производных, составляющих модель деформирования.

Упрощение задачи проводится разными путями из которых остановимся на следую-
щих:

Рассмотрение осесимметричной задачи деформирования.
Осреднение параметров напряженно-деформированного состояния поперек оболочек с

учетом поперечного сдвига, что проведено С. П. Тимошенко [1].
Использование нелинейной модели упруговязкопластического материал, что приводит

математическую модель к системе квазилинейных уравнений в частных производных ги-
перболического типа.

Использование приближенного лучевого метода [2, 3] построения решения динамиче-
ских задач в окрестности волновых фронтов.

Предположенные упрощения позволили лучевым методом свести задачу расчета дина-
мического напряженно-деформированного состояния оболочек вблизи волновых фронтов
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с постановкой
задачи Коши. Точное решение этих уравнений дает приближенное решение(кусочно - по-
стоянное) как функцию времени или пройденного волной расстояния (n = ct).

Приближение нулевого порядка

Рис. 1. Кусочно-постоянное по z представление решения за Σ1 и Σ2
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Приближение первого порядка

Рис. 2. Кусочно-линейное по z представление решения за Σ1 и Σ2

Использование метода Пикара, состоящего в последовательном дифференцировании
обыкновенного дифференциального уравнения с целью нахождения производных более
высокого порядка чем задание в задаче Коши позволяет найти слагаемые более высокого
порядка в разложении решения в степенной ряд Тейлора и продолжить решение за Σ:

y(z, t) =
N∑
k=1

1

k!
y(k)(z, t)

∣∣
Σ
hk +RN(h, t)h. (1)

На примере обыкновенной дифференциальной задачи Коши второго порядка это вы-
глядит следующим образом:

g(y′′, y′, y, x) = 0

y(0) = y0, y′(0) = y01
(2)

Разрешается уравнение (2) относительно y′′ : yy′′ = g−1(y′, y, x) и последовательно
дифференцируется N раз:

y′′′ = g−1
,x g

−1
,y y

′ + g−1
,y y

′′ и т. д. (3)

y(x) =
N∑
k=0

1

k!
y(k)(0)hk +RN(h, t)h

N+1. (4)

Неудобство метода Пикара состоит в необходимости дифференцирования нелинейного
уравнения(2) для каждого вида g(y′, y, x) = 0.

Для случая квазилинейного дифференциального уравнения второго порядка в част-
ных производных гиперболического типа лучевой метод, как обобщение метода Пикара,
будет состоять в последовательном решении одного и того же обыкновенного линейно-
го дифференциального уравнения (с различной правой частью) для производных более
высокого порядка по x.

Геометрически учет слагаемых до порядка h2 означает представление решения вблизи
волнового фронте в виде квадратичной функции с повышением порядка погрешности до
O(h3).
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Приближение второго порядка

Рис. 3. Представление решения за Σ1 и Σ2 с точностью до (∆n)2

Математическая модель С. П. Тимошенко деформирования оболочек вращения пе-
ременного радиуса, модифицированная для деформирования упруговязкопластического
материала представляет собой квазилинейную систему уравнений для продольного и ра-
диального перемещений как функции времени t и продольной координаты z.

∂2u

∂t2
= c21

∂2u

∂z2
+ c21

ν

R

∂2ν

∂z2
+
c21ν

R2
v
∂v

∂z
− 2µ

ρc
epzz;

∂2ψ

∂t
= c21

∂2ψ

∂2z
− 12c22k

2

h2
∂v

∂z
− 12c22k

2ψ

h2
− 2c21ν

R3
v
∂v

∂z
;

∂2v

∂t
= c22k

2∂
2v

∂z2
+ c22k

2∂ψ

∂z
− c21
R2
v − c21ν

R

∂u

∂z
+
c21ν

2R

(
∂v

∂z

)2

+
c21ν

R
v
∂2v

∂z2
− 3c22v

2R3
− 2µ

ρc
eprz;

(5)

Система уравнений (5) допускает распространение волн двух типов разрыва скоростей

и напряжений – продольных и сдвиговых: c21 =
E

ρ(1− ν)
, c1 – скорость распространения

продольных возмущений, c22 =
E

2ρ(1 + ν)
, c2 – скорость распространения сдвиговых возму-

щений.
Система уравнений(5), записанная в подвижных координатах (t, n1) и (t, n2), где:

n1 = z + c1t; n2 = z + c2t получается путем последовательной подстановки c = c1, c = c2k.
Повышение порядка уравнений (5) по производным по z последовательным дифферен-

цированием позволяет продолжить решение за Σ1 и Σ2 решая одно и тоже уравнение на
Σ1 и Σ2 с различными правыми частями [5]:

δ[f ]kΣ1

δt
+ · · · = g1e, (8)

δ[f ]kΣ2

δt
+ · · · = g2e, (9)

где [f ]k – значение функции и её производных k-го порядка.
Правые части уравнений (6)–(9) учитывают пластическое деформирование материала

из предыдущих приближений.
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Численная реализация уточненного лучевого метода расчета перемещений за Σ1 и Σ2

с точностью до h2 при распределении радиуса срединного сечения R(n) = 1+ 0, 5n приве-
дены на рисунках 4–7.

Рис. 4. График распределения продольного перемещения

Рис. 5. График распределения сдвигового перемещения
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Рис. 6. График изменения второго инварианта девиатора тензора деформаций

В случае волн нагружения малой длины h и малого времени τ = h/c полученные
расчетные данные для u(n) и v(n) позволяют вычислить остаточные деформации eprr, e

p
rz

за Σ1 и Σ2, которые затухают по мере продвижения волн разрыва.

Рис. 7. График изменения остаточных сдвиговых деформаций
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УДК 539.374

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛЕЙ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ
В ПОРИСТЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЛАХ С УЧЕТОМ

УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ПОЛНОСТЬЮ СЖАТОЙ
МАТРИЦЫ

Д. В. Гоцев, Н. С. Перунов

Воронежский государственный университет

Основные соотношения, моделирующие НДС пористого тела
со сложной реологией сжатого скелета

Деформирование пористого материала с начальным раствором пор – ε0 можно раз-
делить на два взаимосвязанных этапа [1, 2]. Первый – упругое деформирование сжимае-
мой пористой среды, второй – неупругое деформирование полностью сжатой матрицы с
упрочняющимися упруго-вязко-пластическими свойствами. Связь между напряжениями
и деформациями на первом этапе берется в виде закона Гука для сжимаемого тела.

На втором этапе упругие деформации сжатого скелета подчиняются закону Гука для
несжимаемого тела [1]

Sβ
j =

 2(µ0 + µ1)
e

εβj −2µ0

( e

εβj

)
+

2

3
µ1ε0g

β
j ,

−
e

εαα = ε0

(1)

где Sβ
j – компоненты тензора девиатора напряжений σβ

j ;
(
e
εβj

)
0
– компоненты тензора упру-

гих деформаций, вычисленные на момент полного сжатия пор, то есть при выполнении
условия

e

εαα = −ε0; µ0 + µ1 – модуль сдвига несжимаемого тела.
В зоне пластического деформирования полностью сжатой матрицы будем использовать

модель несжимаемого упрочняющегося упруго-вязко-пластического тела [3] с поверхно-
стью нагружения

F =

(
Sβ
j − c

p

εβj −η
p

ε̇βj

)(
Sj
β − c

p

εjβ −η
p

ε̇jβ

)
− k2, (2)

где
p

εβj ,
p

ε̇βj – компоненты тензоров пластических деформаций и скоростей пластических
деформаций соответственно, c – коэффициент упрочнения, η – коэффициент вязкости,
k – предел текучести материала.

Полная деформация в пластической зоне складывается из упругой и пластической
составляющих

εβj =
e

εβj +
p

εβj , (3)

причем пластическая и упругая составляющие объемной деформации соответственно удо-
влетворяют условиям несжимаемости

p
εnn = 0,

e
εnn = −ε0. (4)

В (2), (4), (5) и далее индексы «е» и «p» вверху величин обозначают их принадлежность
соответственно к упругой и пластической зонам деформирования сжатого скелета.
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Для моделирования внутренней структуры среды в реологической схеме был исполь-
зован элемент жесткого контакта, уравнение которого имеет вид [2]

σβ
j (ε

α
α + ε0) = 0, (5)

причем σβ
j = 0 до схлопывания пор, и εαα = −ε0 после. Таким образом, условие наличия

несхлопнутых пор будет иметь вид

εαα < ε0 (ε0 > 0). (6)

Для определения констант интегрирования, а так же радиуса упругопластической гра-
ницы для второго этапа деформирования, воспользуемся следующими условиями непре-
рывности:

[uj]
∣∣∣
S
= 0, [Njσ

j
β]
∣∣∣
S
= 0. (7)

Здесь квадратные скобки обозначают разность значений выражений соответствующих
упругой и пластической области на упругопластической границе S.

и граничными условиями

uj
∣∣
Γ1
=

∗
uj, Njσ

j
β

∣∣∣
Γ2

=
∗
Pβ, (8)

где Γ1 область, на которой заданы перемещения, а Γ2 область, на которой заданы напря-
жения.

Распределение полей напряжений и перемещений

Проводя моделирование НДС с учетом уравнений (1)–(8) для таких осесимметричных
тел, как цилиндрическое толстостенное тело и сферическое толстостенное тело, удается
получить аналитические решения, описывающие распределение полей напряжений и пере-
мещений в указанных телах. При этом соотношения описывающие НДС на первом этапе
деформирования, то есть при наличии несхлопнутых пор в теле, для цилиндрического
тела представлены в работе[5], а для сферического в работе [4]. НДС на момент полного
сжатия пор, получаемое при условии перехода в (6) к равенству, для цилиндрического
тела представлено в работе [5], а для сферического в работе [4].

На втором этапе деформирования при выполнении (2) возникнет и будет расти око-
ло внутренней поверхности крепи пластическая зона, препятствовать развитию которой
будут упрочнение c и вязкость η материала, то есть полностью сжатый скелет будет де-
формироваться как упрочняющаяся несжимаемая упруго-вязко-пластическая среда с па-
раметрами µ = 1 + µ0, k, c, η.

НДС полностью сжатой матрицы цилиндрического тела определяется в виде
– в упругой области (γ < r < 1)

σr =
ηχ

c+ 2µ

√
k2 − 1

3
ε20

(
2γγ̇

(
1− e

− c+2µ
η

t
)
+
c+ 2µ

η
γ2
)(

1− 1

r2

)
− qb,

σθ =
ηχ

c+ 2µ

√
k2 − 1

3
ε20

(
2γγ̇

(
1− e

− c+2µ
η

t
)
+
c+ 2µ

η
γ2
)(

1 +
1

r2

)
− qb; (9)
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– в пластической области (a < r < γ)

εpr = −εpθ =
χ

c+ 2µ

√
k2 − 1

3
ε20

(
γ2

r2
− 1

)(
e
− c+2µ

η
t − 1

)
,

σr = −qa +
χ
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√
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)(
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+

+ηγγ̇

(
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− 1
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(
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− 1
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))
.

(10)

σθ = −qa +
χ

c+ 2µ

√
k2 − 1

3
ε20

(
2

(
e
− c+2µ

η
t − 1

)(
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(
2γ2
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+
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r
− 3
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+

+ηγγ̇

(
1

a2
+

1

r2

))
+ (c+ 2µ)γ2

(
1

a2
+

1

r2

))
.

Здесь в (10), (11) и далее χ = sign(qa−qb), qa и qb – интенсивности сжимающих нагрузок,
равномерно распределенных по внутренне (r = a) и внешней (r = 1) поверхности тела
соответственно.

Радиус γ раздела зон упругого и пластического определяется из решения уравнения

qb − qa +
χ

c+ 2µ

√
k2 − 1

3
ε20

(
2

(
e
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η
t − 1

)(
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(
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= 0.

(11)

НДС полностью сжатого скелета сферического тела определяется в виде
– в упругой области (γ < r < 1)

σr =
1

3

(
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)(
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·
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(12)

– в пластической области (a < r < γ)
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;
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(13)

Перемещения и полные деформации в упругой и пластической областях в этом случае
определяются соотношениями

u =
D

r2
− ε0

3
r, εr = −2D

r3
− ε0

3
, εθ = εφ =

2D
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− ε0

3
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.

Радиус γ раздела зон упругого и пластического деформирования сжатого скелета сфе-
рического тела определяется из решения дифференциального уравнения
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γ3
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(15)

Соотношения (9)–(15) записаны в безразмерном виде. При этом все величины имеющие
размерность напряжений отнесены к параметру Ламе µ1 сжимаемого упругого тела, ко-
торое выбиралось в качестве модели среды на первом этапе деформирования, а величины
имеющие размерность напряжений к внешнему радиусу тела.

Результаты численного эксперимента

Кривые 1 соответствуют k = 0.038, кривые 2 – k = 0.039, кривые 3 – k = 0.04, без-
размерные значения других физико-механических и геометрических параметров брались
следующими a = 0.1, b = 1, qa = 10−5, qb = 0.16384, c = 10−5, λ1 = 3, µ1 = 1, ε0 = 0.02048,
µ = 3, η = 0.00008.

Таким образом, в работе построена математическая модель для описания НДС сплош-
ной среды, учитывающая пористую структуру материала и упруго-вязко-пластические
свойства сжатого скелета. В рамках предложенного подхода на основе соотношений гео-
метрически-линейной теории малых деформаций решены задачи об определении полей
напряжений и перемещений в толстостенном сферическом и цилиндрическом телах, на-
ходящихся под действием всестороннего равномерного сжатия. Получены аналитические
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Рис. 1. Зависимость компонент напряжений от радиуса при различных значениях k
для цилиндрического тела

соотношения, описывающие НДС на этапах упругого сжатия пор и неупругого деформиро-
вания сжатого скелета. Выведена зависимость между внешней и внутренней нагрузками,
необходимыми для полного сжатия пор во всем теле.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫПУЧИВАНИЯ СТАЛЬНОЙ
ПОЛУСФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ КВАЗИСТАТИЧЕСКОМ

ВДАВЛИВАНИИ ПОЛОГО ЦИЛИНДРА

А. В. Демарева, А. И. Кибец, Ю. А. Шушкина

Научно-исследовательский институт механики Национального исследовательского
Нижегородского государственного университета имени Н.И. Лобачевского

Рассматривается задача упругопластического выпучивания тонкостенной полусфери-
ческой оболочки при вдавливании упругого индентора. Внизу полусферическая оболоч-
ка опирается на неподвижное недеформируемое основание. Индентор имеет вид полого
цилиндрического образца. Нагружающее устройство обеспечивает постоянную скорость
смещения индентора.

Для численного анализа выпучивания оболочки применяется динамическая постанов-
ка задачи при малых скоростях нагружения [1]. Движение оболочки и индентора опи-
сывается с позиций механики сплошных сред с применением текущей лагранжевой фор-
мулировки [2–4]. Математическая модель включает в себя: 1) уравнения движения, 2)
кинематические соотношения, 3) уравнения упруговязкопластического деформирования
металлов и сплавов, 4) условия контактного взаимодействия. Уравнение движения вы-
водится из баланса виртуальных мощностей работы [4]. В качестве уравнений состояния
используются соотношения теории течения с изотропным упрочнением [5, 6]. Контакт обо-
лочки и индентора описывается условиями непроникания, допускающими отрыв поверх-
ностей друг от друга и повторное вступление в контакт. Определяющая система уравнений
дополняется начальными условиями и кинематическими граничными условиями.

Решение определяющей системы уравнений основано на моментной схеме метода ко-
нечных элементов и явной конечно-разностной схеме интегрирования по времени типа
«крест» [7–12]. Для дискретизации определяющей системы уравнений по пространствен-
ным переменным применяется 8-узловой изопараметрический конечный элемент с поли-
линейными функциями формы. Скорости деформаций определяются в локальном базисе,
отслеживающем поворот конечного элемента как жесткого целого [12,13], и аппроксими-
руются линейными функциями в виде суммы безмоментных и моментных составляющих
[8,12]. Пластические и упругие компоненты деформаций определяются из уравнений состо-
яния в выбранных фиксированных точках конечного элемента. В каждом конечном эле-
менте мощность виртуальной работы выражается через матрицу масс, узловые ускорения,
силы и виртуальные скорости перемещения. Для определения узловых сил, статически
эквивалентных напряжениям, применяются квадратурные формулы [10]. Для численного
решения задачи контакта оболочки и индентора на несогласованных конечно-элементных
сетках используется алгоритм [14].

Программная реализация конечно-элементной методики осуществлена в рамках вычис-
лительного комплекса (ВК) «Динамика-3» [15]. На его основе выполнен расчет упругопла-
стического деформирования и выпучивания полусферической стальной оболочки (внеш-
ний радиус R = 5, 1 см, R/h = 63, 75), расположенной на неподвижной плите при квазиста-
тическом вдавливании упругого полого цилиндра. Толщина цилиндра задавалась равной
0,5 см, а его внутренний радиус r = 0, 866R. Скорость смещения индентора 1 м/с.
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Результаты численного исследования сопоставлялись с представленными в [16] экспе-
риментальными данными и результатами расчетов с применением вычислительной систе-
мы ABAQUS [17].

Как показали вычислительные и натурные эксперименты полусферическая оболочка
в процессе нагружения претерпевает значительные локальные формоизменения в обла-
сти контакта с индентором, характеризуемые большими смещениями и углами поворота
конечных элементов как жесткого целого. После потери устойчивости на закритической
стадии в оболочке образуется кольцевая складка, интенсивность пластических деформа-
ций в которой достигает 17 %.

Расхождение графиков зависимости контактной силы от смещения нагружающего
устройства, полученных расчетным путем и экспериментально, не превышает 7 %. Так,
критическое значение нагрузки в расчете и в эксперименте составило 17,5 кН и 16,7 кН
соответственно. Перемещение индентора, при котором оболочка теряет устойчивость, рав-
ны 0,07 см (расчет) и 0,075 см (эксперимент). Остаточные формы оболочки в расчете и
эксперименте также хорошо согласуются друг с другом.

Таким образом, сопоставление результатов эксперимента и расчета показало, что вы-
числительный комплекс «Динамика-3» [15] и реализованная в нем конечно-элементная ме-
тодика [12] позволяют с приемлемой точностью оценивать величину критической нагрузки
при потере устойчивости и описывать большие формоизменения тонкостенной сфериче-
ской оболочки на закритической стадии.

Проведено численное исследование влияния размеров индентора на уровень пластиче-
ских деформаций и величину критической нагрузки. В этих расчетах внутренний радиус
индентора r менялся в интервале от 0, 25R до 0, 96R (R – внешний радиус оболочки).
Показано, что уменьшение радиуса индентора приводит к снижению критической нагруз-
ки. При r/R < 0, 7 после потери устойчивости нагрузка на полусферическую оболочку
монотонно увеличивается, хотя скорость ее роста замедляется по сравнению с докритиче-
ской стадией. С увеличением радиуса индентора от 0, 7R до 0, 096R критическая нагрузка
увеличивается, примерно, в 10 раз. Однако при (r/R > 0, 8) на закритической стадии
контактная сила между оболочкой и индентором резко уменьшается.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №14-08-00656-а).
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УДК 539.422.3

РАЗНОТИПНЫЕ БЛОЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В ЗАДАЧАХ ГЕОЭКОЛОГИИ

М. В. Зарецкая

Кубанский государственный университет

Развитие современных систем геоэкологического мониторинга, регулирования качества
окружающей среды, рационального природопользования предполагает широкое использо-
вание средств математического моделирования. Качество разрабатываемых моделей опре-
деляется двумя факторами: во-первых, задачами, стоящими перед службами контроля,
во-вторых, требованиями адекватности применяемых моделей реальным процессам в сре-
де.

Разработчики подобных моделей и систем сталкиваются с проблемами: необходимо
учитывать комплекс физико-механических, химических, гидродинамических, пластиче-
ских явлений; исследуемая среда обладает сложной геометрией и внутренней структурой;
объект исследования подвергается внутреннему и внешнему воздействию.

Применение современных вычислительных средств и численных методов не всегда поз-
воляет решить указанные проблемы и возникает необходимость разработать метод, позво-
ляющий ставить и решать граничные задачи на основе уравнений движения в различных
системах координат для сред, характеризующихся существенно отличающимися механи-
ческими, химическими, реологическими характеристиками.

Такую возможность предоставляют теория блочных структур и дифференциальный
метод факторизации, разработанные для решения граничных задач для совокупности кон-
тактирующих тел с разными физико-механическими свойствами. Теория блочных струк-
тур позволяет ввести в области блочную структуру, каждый элемент которой обладает
своими специфическими физико-механическими свойствами. Дифференциальный метод
факторизации предназначен для решения систем дифференциальных уравнений в част-
ных производных с постоянными коэффициентами в сложных, в том числе, блочных об-
ластях, в интегральном представлении.

При решении класса задач по моделированию процессов в сложно структурирован-
ной среде возможны две ситуации. Первая: требуется провести исследование в блоке с
цилиндрической границей, если с границы подается некоторый поток механических по-
лей. Блок включен в общую структуру среды, моделируемой, например, пространством,
полупространством, слоем, прямоугольным параллелепипедом. В этом случае вводится
элемент в виде цилиндра, исследование производится во внутренней области, граничные
условия задаются на внешней границе цилиндра.

Вторая ситуация: поток механических полей подается с границы блока с цилиндри-
ческой границей во внешнюю область. В этом случае область рассекается плоскостями,
продолжающими торцы цилиндра. Получаются три элемента структуры: слой с цилин-
дрическим отверстием и два полупространства. Граничные условия задаются на внешней
поверхности цилиндра.

В работах [1–3] предложена схема применения факторизационных методов в общем
случае для граничных задач, поставленных в декартовой системе координат. Ниже пред-
ложены варианты дифференциального метода факторизации для блочно структурирован-
ной среды, отдельные блоки которой формируются внутренними и внешними цилиндри-
ческими границами.
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1. Рассмотрим внутреннюю граничную задачу в ограниченном цилиндре Ω радиуса b.
Пусть процесс описывается дифференциальным уравнением Гельмгольца в цилиндри-

ческой системе координат r, φ, z :

(∆ + k21)ψ,= 0,

где ∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

∂2

∂z2
+

1

r

∂2

∂φ2
, r, φ, z ∈ Ω.

В соответствии со схемой дифференциального метода факторизации [3, 4] вводятся
прямое и обратное преобразования Фурье-Бесселя. Далее необходимо применить к исход-
ному уравнению Гельмгольца прямые преобразования Фурье-Бесселя, построить внеш-
нюю форму, осуществить переход к функциональному уравнению и после некоторых пре-
образований получить псевдодифференциальные уравнения, представленные в виде

F−1
2 (r)P1(θ, σ−, b, c1, c2) exp(−iσ−c1) = 0, r ∈ [0, b],

F−1
2 (r)P1(θ, σ+, b, c1, c2) exp(−iσ+c2) = 0, r ∈ [0, b],

где σ± = ±i
√
θ2 − k21, Ψνp = B1(r, p, z)ψν ;

P1(θ, σ, b, c1, c2) =

c2∫
c1

[
Jp(θb)

∂Ψrp

∂r
− θJp

′(θb)Ψrp

]
b exp iσzdz+

+

b∫
0

Jp(θb)

[
∂Ψ1p

∂z
− iσΨ1p

]
r exp iσc1dr +

b∫
0

Jp(θb)

[
∂Ψ2p

∂z
− iσΨ2p

]
r exp iσc2dr;

F2(θ)u =

b∫
0

u(r)Jp(θr)rdr = U(θ); F−1
2 (r)U(θ) =

∞∫
0

∞∑
p=−∞

U(θ)Jp(θr)θdθ = u(r).

Некоторые частные вопросы получения систем псевдодифференциальных уравнений
для внутренней граничной задачи в ограниченном цилиндре, методы решения и обозна-
чения представлены, например, в работе [4].

Системы псевдодифференциальных уравнений позволяют формировать интегральные
уравнения для всех возможных вариантов граничных условий. Решение задачи в инте-
гральном представлении, полученное после обращения псевдодифференциального урав-
нения, имеет вид:

ψ(r, φ, z) = B−1
3 (r, φ, z)K−1(θ, σ)

∫
∂Ω1

ω.

2. Рассмотрим внешнюю граничную задачу. Пусть процесс описывается дифференци-
альным уравнением Гельмгольца в цилиндрической системе координат r, φ, z

(∆ + k22)w = 0

в области Ω2 : a 6 r 6 ∞, −∞ 6 z 6 c1, c2 6 z 6 ∞.
Граничные условия задаются выражениями:

w(a, φ, z) = wr, c1 6 z 6 c2 w(r, φ, c1) = w1 и w(r, φ, c2) = w2, 0 6 r 6 a.

Выпишем системы псевдодифференциальных уравнений:
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F−1
1 (z)P2(θ1, σ, b, c1, c2) = 0, z ∈ [c1, c2], θ1 = i

√
σ2 − k22,

F−1
2 (r)P2(θ, σ−, a, c1, c2) exp(−iσ−c1) = 0, r ∈ [a,∞], σ± = ±i

√
θ2 − k22,

F−1
2 (r)P2(θ, σ+, a, c1, c2) exp(−iσ+c2) = 0, r ∈ [a,∞],

F−1
2 (r)P−

2 (θ, σ−, b, c1, c2) exp(−iσ−c1) = 0, r ∈ [0,∞],

F−1
2 (r)P+

2 (θ, σ+, b, c1, c2) exp(−iσ+c2) = 0, r ∈ [0,∞],
где введены обозначения:

P2(θ, σ, a, c1, c2) =

c2∫
c1

[
H(1)

p (θa)
∂Wrp

∂r
− θ(H(1)

p (θa))′Wrp

]
a exp iσzdz+

+

∞∫
a

Jp(θr)

[
∂W+

1p

∂z
− iσW+

1p

]
r exp iσc1dr +

∞∫
a

Jp(θr)

[
∂W+

2p

∂z
− iσW+

2p

]
r exp iσc2dr;

P−
2 (θ, σ, a, c1) =

∞∫
0

Jp(θr)

[
∂(W1p +W+

1p)

∂z
− iσ(W1p +W+

1p)

]
r exp iσc1dr;

P+
2 (θ, σ, a, c+) =

∞∫
0

Jp(θr)

[
∂(W2p +W+

2p)

∂z
− iσ(W2p +W+

2p)

]
r exp iσc2dr;

Wνp = B1(r, p, z)wν ; W
+
νp = 0, r 6 a, ν = 1, 2.

Дальнейший ход решения аналогичен внутренней граничной задаче.
Полученные результаты имеют важные практические приложения, прежде всего, в

развитии новых наукоемких технологий мониторинга и прогнозирования чрезвычайных
ситуаций и их возможных последствий. Введение блочного элемента с цилиндрической
границей и развитие дифференциального метода факторизации в цилиндрических коор-
динатах позволяет исследовать широкий класс конвективных течений, возникающих в
атмосфере (моделирование смерчей), морях и океанах (циклонические течения различ-
ных масштабов), геофизике (исследование тепловой конвекции в мантии и вынужденной
конвекции при субдукции литосферных плит).

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 16-08-00191_а), РФФИ и админи-
страции Краснодарского края (гранты № 16-41-230154).
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ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ПРОФИЛЯ ШЕРОХОВАТОЙ ПОВЕРХНОСТИ
ПЛАСТИНЫ НА ЕЕ УСТОЙЧИВОСТЬ

О. И. Иванищева, Ю. Н. Прибытков

Воронежский государственный университет

Рассматривается стохастическая модель устойчивости тела с шероховатой границей
при различных профилях случайных неровностей. Исследуется случай тонкой упругой
пластины с однонаправленными неровностями, приводящий к статистически нелинейно-
му уравнению прогибов. Задача потери устойчивости типа продольно-поперечного изгиба
решается на основе метода возмущений в стохастической задаче на собственные значения
[1]. Проведено сравнение влияния на устойчивость различных видов случайных функций,
описывающих шероховатый профиль поверхности. Получены зависимости критических
сжимающих усилий и соответствующей длины полуволны прогиба пластины от статисти-
ческих характеристик неровностей поверхности и размеров пластины.

1. На рис.1 представлен профиль пластины c шероховатыми поверхностями для фикси-
рованного значения ординаты y. Серединная плоскость пластины совпадает с плоскостью
XOY. По аналогии с [2] предлагается описывать случайные неровности поверхности с
помощью случайного поля h(x, y).

Рис. 1. Пластина с шероховатыми
поверхностями

В качестве примера рассмотрим шерохова-
тую пластину, удлиненную вдоль оси x (a ≫ b)
и сжатую вдоль длинной стороны усилиями σx.

Уравнение прогибов для пластины перемен-
ной толщины h = h(x, y) при заданных нагруз-
ках принимает вид

∂2

∂x2
D

(
∂2ω

∂x2
+ µ

∂2ω

∂y2

)
+2

∂

∂x

∂

∂y

(
D(1− µ)

∂2ω

∂x∂y

)
+

+
∂2

∂y2
D

(
∂2ω

∂y2
+ µ

∂2ω

∂x2

)
+ σx ·

∂2ω

∂x2
· h(x, y) = 0.

Здесь
ω(x, y) – перемещения точек серединной плоскости в направлении оси z,
D(x, y) = Eh3(x, y)/12(1− µ2) – цилиндрическая жесткость,
E – модуль Юнга,
µ – коэффициент Пуассона.
Так как цилиндрическая жесткость является случайной функцией координат x и y, то

последнее уравнение является статистически нелинейным.
Если рассмотреть случай однонаправленных шероховатостей h = h(x), то уравнение

прогибов упрощается

∂2D

∂x2

(
∂2ω

∂x2
+ µ

∂2ω

∂y2

)
+ 2

∂D

∂x

(
∂3ω

∂x3
+

∂2ω

∂x∂y2

)
+D

(
∂4ω

∂x4
+
∂4ω

∂y4
+ 2

∂4ω

∂x2∂y2

)
+

+σx ·
∂2ω

∂x2
· h(x, y) = 0.

(1)
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Рис. 2. Пластина, сжатая
вдоль длинной стороны

Граничные условия примем детерминированными и со-
ответствующими шарнирному закреплению по длинным
краям

ω(x, 0) = ω(x, b) = 0,
∂2ω(x, y)

∂y2

∣∣∣
y=0

=
∂2ω(x, y)

∂y2

∣∣∣
y=b

= 0. (2)

Задача состоит в определении критического значения
сжимающей нагрузки p = σx · h.

2. Воспользовавшись подходом, предложенным в [1],
для заданного вида корреляционной функции случайной
функции, описывающей шероховатости, можно получить
оценки критической сжимающей нагрузки.

Будем рассматривать вариант стационарной случайной
функции h = h(x) и введем следующие обозначения

h(x) = ⟨h⟩+ h′(x), H ′(x) =
h′(x)

⟨h⟩
,

KH(ρ) = ⟨H ′(x)H ′(x+ ρ)⟩, DH = ⟨H ′(x)H ′(x)⟩.

Здесь угловые скобки обозначают операцию математического ожидания,
KH(ρ) – корреляционная функция шероховатостей, DH – дисперсия.
В случае нормального закона распределения шероховатостей корреляционная функция

имеет вид
K(τ) = DH exp(−ατ 2), α > 0.

Для величины, характеризующей длину полуволны прогиба l рассматриваемой пла-
стины получается следующая оценка [1]

u1 =

√
1− 18DHµ

(1 +DH)r
, r =

ρ2π2

b2
, ρ2 =

1

α
, u =

b

l
. (3)

Очевидно (3) имеет смысл при условии

DHµ

(1 +DH)r
<

1

18
.

Оценка критического значения сжимающей нагрузки в этом случае имеет вид

Ω =
2 · (1 +DH) · (u1 + 1)

u1
− 18 ·DH · (u1 + 2µ)

u1 · r
. (4)

Здесь

Ω =
σx · 12 · (1− µ2)b2

⟨h⟩2Eπ2
.

3. Рассмотрим случай, когда корреляционная функция шероховатостей имеет перио-
дическую составляющую

K(τ) = DH exp(−ατ 2) cos βτ, α > 0.
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Можно показать, что характеристики устойчивости пластины принимают вид

u2 =

√√√√√
1−

9DH

(
q +

2

r

)
µ

(1 +DH)
, q =

β2b2

π2
(5)

Ω =
2 · (1 +DH) · (u2 + 1)

u2
−

9 ·DH ·
(
q +

2

r

)
(u2 + 2µ)

u2
. (6)

Область, в которой могут изменяться параметры определяется условием

DH

(
q +

2

r

)
µ

(1 +DH)
<

1

9
.

4. Пусть корреляционная функция случайных шероховатостей является знакоперемен-
ной затухающей функцией вида

K(τ) = DH exp(−α1|τ |)
(
cos βτ +

α1

β
sin β|τ |

)
, α1 =

√
α, α > 0.

В этом случае рассмотренная модель дает следующие оценки

u3 =

√√√√√
1−

9DH

(
q +

1

r

)
µ

(1 +DH)
,

DH

(
q +

1

r

)
(1 +DH)

<
1

9
, (7)

Ω =
2 · (1 +DH) · (u3 + 1)

u3
−

9 ·DH

(
q +

1

r

)
(u3 + 2µ)

u3
.

Можно показать, что на области допустимых значений параметров рассмотренной ма-
тематической модели выполняются системы неравенств{

u2 < u1 < u3
ρ · β < 1,

{
u2 < u3 < u1
ρ · β > 1.

(8)

Соотношения (3)–(8) описывают характеристики рассмотренной модели и определяют
возможности управления ее устойчивостью.
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УДК 539.3

О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ МЕХАНИЧЕСКОГО
ВЗАИМОВЛИЯНИЯ ТОНКОГО УПРУГОГО КОЛЬЦА И ТОНКОЙ

УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНЫ

А. В. Ковалев, Е. Ю. Русина, А. Ю. Яковлев

Воронежский государственный университет

Одной из важных задач математического моделирования [5, 11, 13, 14] является раз-
работка математических моделей механического поведения материала в упругопластиче-
ских составных конструкциях. Задача об определении напряженного и деформированно-
го состояний в составных упругих и упругопластических конструкциях рассматривалась
многими авторами, в частности в работах [2–4, 6–10, 12, 15].

Настоящая работа посвящена определению напряженнодеформированного состояния в
тонкой пластине с отверстием близким по форме к правильному m – угольнику, в которое
помещено несколько большее по размеру тонкое кольцеобразное включение. Внутренний
контур упругого кольцеобразного включения близок по форме к правильному n – угольни-
ку. На бесконечности конструкция подвержена растяжению взаимно перпендикулярными
усилиями с интенсивностями P1 и P2. Вдоль внутреннего контура включения приложено
нормальное давление P0.

При решении задачи принималось, что под влиянием внешних нагрузок включение
остается полностью в упругом состоянии, а в пластине возникает пластическая зона, це-
ликом охватывающая сложный контур отверстия.

Механическое состояние материала пластины в пластической области определяется
соотношениями условия пластичности Треска [6] в рамках идеальной пластичности.

Задача решается методом возмущений [1–3, 6–10, 15] в цилиндрической системе коор-
динат ρ, θ, z. При этом имеем случай плосконапряженного состояния материала. Ось 0z
направлена вдоль оси перпендикулярной плоскости пластины, а начало координат выби-
раем в центре кольцеобразного включения.

За нулевое приближение выбиралось осесимметричное состояние тонкой пластины с
круговым отверстием радиуса α с тонким упругим включением с внешним радиусом α1

и внутренним β. На бесконечности данная конструкция подвержена растяжению взаимно
перпендикулярными усилиями с интенсивностями P = (P1 + P2)/4k. Внутренний контур
включения нагружен усилиями интенсивностью P0. В данной задаче малый параметр ха-
рактеризует отклонение контуров отверстий в пластине и включении от окружностей, а
также возмущение статических граничных условий δd3 = (P1 − P2)/4k, где δ – малый
параметр, d3 – безразмерная константа. Все соотношения при решении были записаны в
безразмерном виде. Величины, имеющие размерность напряжений, были отнесены к 2k –
удвоенной величине предела текучести на сдвиг материала пластины. Перемещения отне-
сены к радиусу упругопластической границы в плите rs0 в нулевом приближении.

Формы контуров в плоскости, перпендикулярной оси 0Z, согласно [6–10, 15] записыва-
лись в виде следующих уравнений:

для контура, ограничивающего отверстие в пластине до деформации

ρ = α(1 + δd2 cosmθ − · · · ), (1)

для контура, ограничивающего включение до деформации

ρ = α1(1 + δd2 cosmθ − · · · ), (2)
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для контура, ограничивающего внутреннее отверстие во включении до деформации

ρ = β(1 + δd3 cosnθ − · · · ), (3)

где α1 > α, α, α1, β – радиусы круговых контуров в нулевом приближении соответственно
для: отверстия в пластине, внешнего очертания включения и внутреннего отверстия во
включении; d2, d3 – безразмерные константы.

Полученная математическая модель позволяет определить напряженное и деформиро-
ванное состояния в пластине для первого приближения, а также вид упругопластической
границы в пластине.
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УДК 517.925.7

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ
АНИЗОТРОПНОГО КРУГОВОГО ПОЛОГО ЦИЛИНДРА

С ПЕРЕМЕННЫМ ДИАМЕТРОМ ПРИ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОМ
КРУЧЕНИИ

А. В. Ковалев, И. Э. Свиридов, Ю. Д. Щеглова

Воронежский государственный университет

Работы многих авторов посвящены проблеме определения напряженного и деформиро-
ванного состояния, например [5], [6], а также, с учетом температуры и неустойчивости [4],
[7], [8], [13]. В работах [2], [9] исследуется напряженно-деформированное состояние пла-
стически анизотропного кругового цилиндра или толстостенной трубы при упругопласти-
ческом кручении в случае трансляционной анизотропии и анизотропии по Хиллу [12].

В данной работе рассматривается упругопластическое кручение кругового полого ци-
линдра с переменным диаметром [3], внешняя и внутренняя боковые поверхности которого
не сильно отличаются от цилиндрической и описываются выражениями

ρ = α + δφ(z) (1)

ρ = β + δφ(z),

где δ безразмерный малый параметр (δ ≪ 1), а φ(z) – непрерывная функция на интервале
−l 6 z 6 l. Начало координат поместим в среднем сечении цилиндра.

Материал предполагается анизотропным и обладает свойствами анизотропии, частны-
ми случаями которого являются анизотропия согласно Хиллу и трансляционная анизо-
тропия [11]. Условие пластичности примет вид

F

(
σx − σy

2
− k1 − k2

2

)2

+G

(
σy − σz

2
− k3 − k4

2

)2

+H

(
σz − σx

2
− k5 − k6

2

)2

+

+L(τxy − k7)
2 +M(τxz − k9)

2 +N(τyz − k9)
2 = k2,

(2)

где σij, τij – компоненты напряжения в декартовой системе координат, F, G, H, L, M, N –
параметры анизотропии, k – предел текучести.

Перейдем к компонентам напряжений τθz, τρθ в цилиндрической системе координат ρ,
θ, z по формулам

τxy = τρθ cos 2θ, τyz = τθz cos θ, τxz = −τθz sin θ, σx = −τρθ sin 2θ, σy = τρθ sin 2θ. (3)

Для определения напряженного состояния цилиндра наряду с (2) используются следую-
щие соотношения: уравнения равновесия сводятся к одному дифференциальному уравне-
нию

∂τρθ
∂ρ

+
∂τθz
∂z

+
2τρθ
ρ

= 0, (4)

В упругой области имеют место соотношения Коши

ερθ =
∂υ

∂ρ
− υ

ρ
, εθz =

∂υ

∂z
, (5)

где ερθ, εθz – компоненты тензора деформаций, υ – перемещение.
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Закон Гука
τρθ = 2Gερθ, τθz = 2Gεθz, (6)

где G – модуль сдвига.
Введем функцию напряжений Φ = Φ(ρ, z), удовлетворяющую уравнению равнове-

сия (4)

τθz =
1

ρ2
∂Φ

∂ρ
, τρθ = − 1

ρ2
∂Φ

∂z
. (8)

Так как боковые поверхности цилиндра свободны от нагрузки, то на внешнем и внут-
реннем контурах поперечного сечения легко определить функцию напряжения, для кото-
рой выполняются граничные условия(

∂Φ

∂s

) ∣∣∣
L1,2

= 0 или Φ
∣∣
L1,2

= const, (9)

где s – длина дуги контура меридионального сечения. Аддитивную константу, не влияю-
щую на распределение напряжений, примем равной нулю Φ

∣∣
L1,2

= 0.

На упругопластической границе Ls выполняются условия непрерывности напряжений

[τρθ]
∣∣
Ls
= 0, [τθz]

∣∣
L2
= 0. (10)

В упругой области, удовлетворяя условиям совместности, с учетом (5), (6) получим
уравнение

∂2Φ

∂ρ2
− 3

ρ

∂Φ

∂ρ
+
∂2Φ

∂z2
= 0. (11)

Величины в соотношениях (2)–(11) , имеющие размерность напряжений, отнесем к пре-
делу текучести k, а величины, имеющие размерность длины, отнесем к радиусу упругопла-
стической границы ρ0 при упругопластическом кручении изотропного кругового цилин-
дра. Символы «p», «e» подчеркивают принадлежность величин к пластической и упругой
зоне соответственно.

С помощью метода малого параметра [1] определим напряженное состояние и упру-
гопластическую границу в первом приближении. Представим искомые величины в виде
рядов по степеням безразмерного малого параметра δ ≪ 1.

Φ = Φ(0)+δΦ(1)+. . . , ρs = ρ(0)s +δρ(1)s +. . . , τij = τ
(0)
ij +δτ

(1)
ij +. . . , ki = δk

(1)
i , F = 1+δf1+. . . ,

G = 1+δg1+. . . , H = 1+δh1+. . . , L = 1+δl1+. . . , M = 1+δm1+. . . , N = 1+δn1+. . . (12)

Подставляя разложения (12) в соотношения, необходимые для определения напряженного
состояния и приравнивая члены при одинаковых степенях параметра δ, получим системы
соотношений для каждого приближения.

В нулевом приближении имеет место задача упругопластического кручения кругового
полого изотропного цилиндра, в которой Φ(0) = Φ(0)(ρ) не зависит от z. Подставляя в (2)
формулы перехода (3), с учетом разложения (12) и граничных условий (9), определим
Φ(1)p в пластической области

Φ(1)p =
ρ3 − β3

3

(
k
(1)
9 cos θ − k

(1)
8 sin θ − 1

2
(e1 sin

2 θ + f1 cos θ)

)
− β2φ(z). (13)

Таким образом, напряженное состояние в пластической области определено.
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Определим напряженное состояние в упругой области. Функция φ(z) является непре-
рывной, тогда аппроксимируем функцию φ(z) полиномом. Получим

φ(z) =
n∑

k=0

bk

(z
l

)k
. (14)

Решение в первом приближении в упругой области будем искать в виде

Φ(1)e(ρ, z) =
n∑

k=0

Rk(ρ)
(z
l

)k
, (15)

где Rk(ρ) неизвестные функции. Подставляя разложение (15) в (11) с учетом (12) получим
систему обыкновенных дифференциальных уравнений относительно Rk(ρ), которая про-
сто интегрируется. Граничное условие на внутреннем контуре (9) и условие непрерывности
(10) при подстановке (12), (8), (13) и (15) для первого приближения примут вид

n∑
k=0

Rk(α)
(z
l

)k
= −α3

m∑
k=0

bk

(z
l

)k
(16)

n∑
k=0

l
Rk(1)

(z
l

)k−1

= −β2

m∑
k=0

bkk

l

(z
l

)k−1

.

Радиус упругопластической границы в первом приближении определяется из условия
непрерывности напряжений (10) для компоненты τθz

ρ1 =

(
∂Φ(1)p

∂ρ
− ∂Φ(1)e

∂ρ

) ∣∣∣∣
ρ=1

. (17)

Применим данный алгоритм для кручения конического стержня, для которого функция
φ(z) = −z

l
. Тогда наряженное состояние и упругопластическая граница в первом прибли-

жении определяются следующими соотношениями

Φ(1)p =
ρ3 − β3

3

(
k
(1)
9 cos θ − k

(1)
8 sin θ − 1

2
(e1 sin

2 θ + f1 cos θ)

)
+ β2 z

l
(18)

Φ(1)e =

(
(ρ4 − 1)

β2 − α3

1− α4
+ β2

)
z

l
(19)

ρ1 = k
(1)
9 cos θ − k

(1)
8 sin θ − 1

2
(e1 sin

2 θ + f1 cos θ)− 4
β2 − α3

1− α4

z

l
. (20)
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УДК 519.673

СГЛАЖИВАНИЕ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЙ СЕТКИ МЕТОДОМ
ОБОБЩЁННОГО ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Е. О. Кузнецов, Ю. А. Пузино

Научный исследовательский университет «Высшая школа экономики»

В данной работе даётся описание разработанного и реализованного алгоритма сглажи-
вания сетки, использующего обобщенное линейное программирование.

Для оценки пригодности конечно-элементной сетки к применению в численных мето-
дах используют метрики качества, которые характеризуют, насколько форма элементов
сетки соотвествует желаемой. Для треугольных элементов эти функции равны 0 в слу-
чае вырожденных треугольников и равны 1 для равносторонних. Таким образом, задача
оптимизации сводится к задаче максимизации выбранного функционала качества.

В роли метрик качества треугольника используются следующие функции:

1. минимальный угол треугольников сетки.

2. отношение радиусов: q = 2r
R

, где r и R – радиусы вписанной и описанной окружности.

3. отношение средних: q = 4
√
3S

a2+b2+c2
, где S – площадь треугольника, а a, b, c – длины его

сторон.

Наибольший интерес представляет «отношение средних», т.к для фиксированной сто-
роны треугольника множество его третьих вершин при фиксированном качестве образует
окружность.

Существующие алгоритмы сглаживания имеют свои недостатки: В алгоритме сглажи-
вания по Лапласу недостатком является то, что новый узел конечного элемента находится
рядом, но не совпадает с оптимальным. В алгоритме сглаживания методом оптимизации
(реализованном в программном пакете Ansys [1]) недостатком является тот факт, что гра-
диент метрики качества наихудшего треугольника может не совпадать с направлением в
точку минимума. Тогда градиентный спуск может выполняться зигзагами и даже остано-
виться на линии равенства двух метрик качества, не достигнув к оптимума.

Разработанный алгоритм выполняет сглаживание сетки, используя решение задачи
обобщенного линейного программирования MSW. При этом используется метрика каче-
ства треугольников «отношение средних».

Обобщенное линейное програмирование – метод решения LP задач, разделяющих неко-
торое черты с задачами линейного программирования. LP задача определена как конечное
множество S и функция f , отображающая подмножество S в некоторое линейно упоря-
доченное множество. Причем функция f должна удовлетворять условиям:

• Монотонность: для любых подмножеств A ⊆ B ⊆ S, f(A) ≤ f(B) ≤ f(S).

• Локальность: для любых двух подмножеств A ⊆ B ⊆ S и любого элемента x ∈ S,
если f(A) = f(B) = f(A ∪ {x}), то f(A) = f(B ∪ {x}).
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Базис LP задачи – подмножество B ⊆ S, обладающее свойством, что для любого C ⊂ B
f(C) < f(B). Размерность LP задачи – максимальный размер базиса. Цель обобщенно-
го линейного программирования – нахождение базиса B с наименьшим значением f(B),
используя как можно меньше элементов из S.

Алгоритм для решения LP задач, работающий за

min(O(d22dn), e2
√

d ln(n\
√
d)+O(

√
d+ln(n)),

где d – размерность задачи, был предложен в работе [2]. Так как d фиксировано, то дан-
ный алгоритм MSW работает за линейное время от n (при размере множества S). Данный
алгоритм может быть также применён для нахождения позиции точки внутри полиго-
на, которая максимизирует минимальный угол внутри всех треугольников, образованных
соединением данной точки со всеми вершинами полигона, причем размерность задачи
равна 3.

Листинг msw(S, f, C):
(1) if S = C : return C
(2) choose random element x of S\C
(3)B = msw(S\x, f, C)
(4) if f(B) ! = f(B and {x}) : B = basis(B and {x}), B = msw(S, f, B)
(5) return B
Условие (4) f(B) ≠ f(B ∪ {x}) в большинстве случаев не выполняется, поэтому дорого-
стоящая функция нахождения базиса basis(B ∪ {x}) вызывается достаточно редко.

Задача сглаживания сетки, максимизирующая минимальное качество сетки с исполь-
зованием широкого спектра метрик (среди которых и «отношение средних») может быть
решена любым алгоритмом обобщенного линейного программирования за линейное вре-
мя [3]. Базисом данной задачи является набор окружностей, соответствующих областям
значений функции «отношение средних» для некоторых сторон полигона при q = f(B).
Легко показать, что базис имеет размер 2 или 3:

• dim(B) = 2 соответствует двум окружностям, касающимся в одной точке.

• dim(B) = 3 соответствует трём окружностям, пересекающимся в одной точке, ника-
кие 2 из которых не соприкасаются.

Таким образом, максимальная размерность данной задачи равна 3. Операция f(B) ̸=
f(B ∪ {x}) алгоритма MSW сводится к простому условию принадлежности точки пересе-
чения окружностей базиса окружности, соответствующей стороне x.

Наибольшую сложность в реализации представляет функция нахождения нового базиса
basis(B ∪ {x}).

Для нахождения точки касания прообразов метрик качества двух сторон составляется
уравнение:

(c1(q)− c2(q)) · (c1(q)− c2(q)) = (r1(q) + r2(q))2,

которое сводится к уравнению 4-й степени относительно q.
Для нахождения точки пересечения пробразов метрик качества трех сторон составля-

ется система квадратных уравнений:
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(p−c1(q))·(p−c1(q)) = r1(q)2, (p−c2(q))·(p−c2(q)) = r2(q)2, (p−c3(q))·(p−c3(q)) = r3(q)2

которая сводится к уравнению 5 степени относительно q. Для нахождения нового ба-
зиса находятся пересечения нового элемента x с каждым элементом и парой элементов
старого базиса B, и для полученных базисов выполняется проверка нахождения резуль-
тирующих точек внутри всех окружностей.

Таким образом, для нахождения нового базиса необходимо решить:

• при размере базиса dim(B) = 2: два уравнения 4-й степени и одно 5-й степени.

• при размере базиса dim(B) = 3: по три уравнения 4 и 5 степеней.

Улучшение алгоритма сглаживания.
Немаловажным вопросом является выбор начального базиса для алгоритма MSW. Здесь
работает простая эвристика: в процессе сглаживания сетки наиболее вероятно, что наи-
худшие треугольники улучшат своё качество, но так и останутся наихудшими.

Рис. 1. (a) Начальный базис является решением; (b) Для достижения минимума
необходимо выполнить 1 операцию нахождения базиса

Рис. 2. Результаты тестирования предложенной стратегии выбора начального базиса

Таким образом, оптимальный начальный базис должен состоять из двух окружностей,
соответствующим сторонам наихудших треугольников в первоначальной триангуляции
полигона.

Проведённое тестирование на 2000 случайных полигонах размером от 3 до 9 вершин по-
казало, что при начальном базисе, выбранном согласно предложенной стратегии, в подав-
ляющем большинстве случаев этот базис и является итоговым или требуется выполнить
операцию нахождения базиса всего один раз.
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Рис. 3. (a) Распределение качества; (b) Распределение углов до и после оптимизации

После апробации рассмотренного алгоритма сглаживания на заготовке из 290 тре-
угольных элементов были получены распределения величин углов и качества элементов.
После проведения оптимизации качество элементов не опускается ниже 0.8, а углы эле-
ментов варьируются в диапазоне от 35 до 95 градусов в наихудших случаях.
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УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛОСКОСТИ С КРУГОВЫМ
ОТВЕРСТИЕМ, ПОДКРЕПЛЕННЫМ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ

ВКЛЮЧЕНИЕМ, ПРИ ДВУОСНОМ РАСТЯЖЕНИИ
(ВТОРОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ)

П. Н. Кузнецов

Чувашский государственный педагогический университет имени И. Я. Яковлева

В статье рассматривается упругопластическое состояние пластины с круговым отвер-
стием, подкрепленным эллиптическим включением. Материал пластины предполагается
изотропным, неоднородным. Определены компоненты напряжения пластины во втором
приближении. Рассмотрено влияние неоднородности на напряженное состояние плоско-
сти.

Рис. 1.

Рассмотрим плоскость с круговым отверстием ради-
уса R, подкрепленную эллиптическим включением (см.
рис. 1). Предел текучести материала включения равен
k1, предел текучести материала плоскости – k2. Плос-
кость находится в состоянии двуосного растяжения под
действием усилий на бесконечности p1, p2. (см. рис. 1).

Положим, что уравнение эллиптического контура
имеет вид

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (1)

где a и b – полуоси эллипса.
Условие пластичности в зоне включения примем в

виде
(σρ1 − σθ1)

2 + 4τ 2ρθ1 = 4k21, (2)

где σρ1, σθ1, τρθ1 – компоненты напряжений в полярной системе координат ρ, θ; k1 – предел
текучести материала включения.

Условие пластичности вне зоны включения примем в виде

(σρ2 − σθ2)
2 + 4τ 2ρθ2 = 4k22, (3)

где σρ2, σθ2, τρθ2 – компоненты напряжений в полярной системе координат ρ, θ; k2 – предел
текучести материала плоскости.

Все величины, имеющие размерность напряжения, будем считать безразмерными и
отнесенными к пределу текучести материала включения k1, все линейные размеры будем
считать безразмерными, отнесенными к радиусу пластической зоны в нулевом прибли-
жении ρ

(0)
s . Обозначим: k2/k1 = χ. Величины (a − b)/2ρ

(0)
s , (p1 − p2)/2k1 будем считать

достаточно малыми, порядка δ и обозначим

(a− b)

2ρ
(0)
s

= δ1,
(p1 − p2)

2k1
= δ2. (4)

Далее примем
δ1 = d1δ, δ2 = d2δ, di − const, 0 6 di 6 1.
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Положим, что искомое решение зависит от некоторого параметра δ, будем искать ре-
шение в виде

σij = σ
(0)
ij + σ′

ijδ + σ′′
ijδ

2 + · · · , ρs = ρ(0)s + ρ′sδ + ρ′′sδ
2 + · · · , (5)

где ρs – радиус пластической зоны.
В статье [2] были определены компоненты напряжения в нулевом приближении

τ
(0)p
ρθ1 = 0, τ

(0)p
ρθ2 = 0, τ

(0)e
ρθ = 0, σ

(0)p
ρ1 = 2 ln

ρ

α
, σ

(0)p
θ1 = 2 + 2 ln

ρ

α
,

σ
(0)p
ρ2 = 2χ ln

ρ

β
+ 2 ln

β

α
, σ

(0)p
θ2 = 2χ ln

ρ

β
+ 2 ln

β

α
+ 2χ, (6)

σ(0)e
ρ = p− χ

ρ2
, σ

(0)e
θ = p+

χ

ρ2
,

где α = R/r
(0)
s , β = (a+ b)/2ρ

(0)
s .

Компоненты напряжения в первой и второй областях,согласно [2], равны

σ′
ρ1
p = σ′

θ1
p = τ ′ρθ1

p = 0, σ′′
ρ1
p = σ′′

θ1
p = τ ′′ρθ1

p = 0. (7)

σ′
ρ2
p = σ′

θ2
p =

2(1− χ1)

ρ
d1 ×

([√
3 sin(

√
3 ln β) + cos(

√
3 ln β)

]
cos(

√
3 ln ρ)+

+
[
sin(

√
3 ln β)−

√
3 cos(

√
3 ln β)

]
sin(

√
3 ln ρ)

)
cos 2θ,

(8)

τ ′ρθ2
p =

4(1− χ1)

ρ
d1 ×

(
cos(

√
3 ln β) cos(

√
3 ln ρ) + sin(

√
3 ln β) sin(

√
3 ln ρ)

)
sin 2θ.

Аналогично [2], можно получить компоненты напряжения в упругой области

σ′
ρ
e = 2d1(1− χ)

[√
3 sin(

√
3 ln β) + cos(

√
3 ln β)

](
− 1

ρ4
+

2

ρ2

)
cos 2θ+

+4d1(1− χ) cos(
√
3 ln β)

(
1

ρ4
− 1

ρ2

)
cos 2θ −

(
1− 4

ρ2
+

3

ρ4

)
d2 cos 2θ,

σ′
θ
e = 2d1(1− χ)

[√
3 sin(

√
3 ln β) + cos(

√
3 ln β)

]( 1

ρ4

)
cos 2θ+

+4d1(1− χ) cos(
√
3 ln β)

(
− 2

ρ4

)
cos 2θ +

(
1 +

3

ρ4

)
d2 cos 2θ,

(9)

τ ′ρθ
e = 2d1(1− χ)

[√
3 sin(

√
3 ln β) + cos(

√
3 ln β)

](
− 1

ρ4
+

1

ρ2

)
sin 2θ+

+4d1(1− χ) cos(
√
3 ln β)

(
2

ρ4
− 1

ρ2

)
sin 2θ +

(
1 +

2

ρ2
− 3

ρ4

)
d2 sin 2θ.

Уравнение эллипса (1) перепишем в виде

x2

(β + δd1)2
+

y2

(β − δd1)2
= 1.
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Переходя к полярным координатам [1, 2], получим

ρэл = β + δd1 cos 2θ −
3

4
δ2
d21
β
(1− cos 4θ) + · · · (10)

Согласно [1], граничные условия при ρ = β для второго приближения запишутся в
виде

σ′′
ρ1
p +

dσ′
ρ1
p

dρ
ρ′эл +

d2σ
(0)p
ρ1

dρ2
ρ′2эл
2

+
dσ

(0)p
ρ1

dρ
ρ′′эл+

+(σ
(0)p
θ1 − σ

(0)p
ρ1 )

ρ̇′эл
2

β2
− 2τ ′ρθ1

p ρ̇
′
эл

β
= σ′′

ρ2
p +

dσ′
ρ2
p

dρ
ρ′эл +

d2σ
(0)p
ρ2

dρ2
ρ′2эл
2

+ (11)

+
dσ

(0)p
ρ2

dρ
ρ′′эл + (σ

(0)p
θ2 − σ

(0)p
ρ2 )

ρ̇′эл
2

β2
− 2τ ′

p
ρθ2

ρ̇′эл
β
,

τ ′′ρ1
p − (σ

(0)p
θ1 − σ

(0)p
ρ1 )

(
ρ̇′′эл
β

− ρ′элρ̇
′
эл

β2

)
− (σ′

θ1
p − σ′

ρ1
p)
ρ̇′эл
β

+

+
d

dρ

[
τ ′ρθ1

p − (σ
(0)p
θ1 − σ

(0)p
ρ1 )

ρ̇′эл
β

]
ρ′эл = τ ′′ρ2

p − (σ
(0)p
θ2 − σ

(0)p
ρ2 )

(
ρ̇′′эл
β

− ρ′элρ̇
′
эл

β2

)
−

−(σ′
θ2
p − σ′

ρ2
p)
ρ̇′эл
β

+
d

dρ

[
τ ′ρθ2

p − (σ
(0)p
θ2 − σ

(0)p
ρ2 )

ρ̇′эл
β

]
ρ′эл,

где точка наверху означает дифференцирование по θ.
Из (6)–(8), (10), (11)получим

σ′′
ρ2
p
∣∣
ρ=β

= (1− χ)
d21
β2

(−5 + 6 cos 4θ), τ ′′ρ2
p = 6(1− χ)

d21
β2

sin 4θ. (12)

Из (3), (5), (8) для компонентов напряжения в зоне 2 справедливо

(σ′′
ρ2
p − σ′′

θ2
p) =

16

χ

(1− χ)2d21
ρ2

×
[
cos2(

√
3 ln β) · cos2(

√
3 ln ρ)+

+2 cos(
√
3 ln β) · cos(

√
3 ln ρ) · sin(

√
3 ln β) · sin(

√
3 ln ρ)+ (13)

+ sin2(
√
3 ln β) · sin3(

√
3 ln ρ)

]
sin2 2θ.

Уравнения равновесия удовлетворим, полагая

σ′′
p
p =

1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2
∂2Φ

∂θ2
, σ′′

θ
p =

∂2Φ

∂ρ2
, τ ′′ρθ

p = − ∂

∂ρ

(
1

ρ

∂Φ

∂θ

)
. (14)

Из (13), (14) для второй области имеет место

ρ2
∂2Φ

∂ρ2
− ρ

∂Φ

∂ρ
− ∂2Φ

∂θ2
=

=
16

χ
(1− χ)2d21 ×

[
cos2(

√
3 ln β) · cos2(

√
3 ln ρ)+

+2 cos(
√
3 ln β) · cos(

√
3 ln ρ) · sin(

√
3 ln β) · sin(

√
3 ln ρ)+

(15)

114



+sin2(
√
3 ln β) · sin2(

√
3 ln ρ)

]
sin2 2θ.

Решение представим в виде суммы однородной компоненты Φодн и неоднородной Φнеодн

Φ = Φодн + Φнеодн. (16)

Тогда имеет место

ρ2
∂2Φодн

∂ρ2
− ρ

∂Φодн

∂ρ
− ∂2Φодн

∂θ2
= 0. (17)

Решение в зоне 2 будем искать в виде [1]

σ′′
ρ2
p одн = σ′′

θ2
p одн = C00 +

1

ρ

{
[−15C41 +

√
15C42] cos(

√
15 ln ρ)+

+[−
√
15C41 − 15C42] sin(

√
15 ln ρ)

}
cos 4θ, (18)

τ ′′ρ2
p одн = 4

√
15

1

ρ

[
C42 cos(

√
15 ln ρ)− C41 sin(

√
15 ln ρ)

]
sin 4θ,

где C00, C41, C42 – некоторые постоянные.
Из (12), (18) получим

σ′′
ρ2
p одн = −5(1− χ)

d21
β2

+ 6
d21
β
(1− χ)

1

ρ

{
cos

(√
15 ln

ρ

β

)
−

√
15

5
sin

(√
15 ln

ρ

β

)}
cos 4θ,

σ′′
θ2
p одн = σ′′

ρ2
p одн, (19)

τ ′′ρ2
p одн = 6

√
15
d21
β
(1− χ)

1

ρ

{
1√
15

cos

(√
15 ln

ρ

β

)
+

1

5
sin

(√
15 ln

ρ

β

)}
sin 4θ.

Из (15) определим неоднородные решения для функции напряжений

Φнеодн =
2d21(1− χ)2

χ

{
ln ρ+

1

8
cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+

√
3

24
sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+

+

[
1

2
+

1

8
cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
−

√
3

8
sin

(
3
√
3 ln

ρ

β

)]
cos 4θ

}
.

(20)

Из (14), (20) получим

σ′′
ρ2
p неодн =

d21(1− χ)2

2χ

1

ρ2

{
4−

√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+ cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+

+

[
−32 + 7

√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
− 11 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)]
cos 4θ

}
,

σ′′
θ2
p неодн =

d21(1− χ)2

2χ

1

ρ2

{
4−

√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
− 7 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+

+

[
7
√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
− 3 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)]
cos 4θ

}
,

(21)
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τ ′′ρθ2
p неодн = −d

2
1(1− χ)2

χ

1

ρ2

{
4 + 7 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+
√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)}
sin 4θ.

Общее решение определяется суммой решений

σ′′
ρ2
p = σ′′

ρ2
p одн + σ′′

ρ2
p неодн, σ′′

θ2
p = σ′′

θ2
p одн + σ′′

θ2
p неодн, τ ′′ρθ2

p = τ ′′ρθ2
p одн + σ′′

ρθ2
p неодн,

откуда, согласно (19), (21), получим

σ′′
ρ2
p = −5(1− χ)

d21
β2

+
d21(1− χ)2

2χ

1

ρ2

{
4−

√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+ cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)}
+

+6
d21
β
(1− χ)

1

ρ

{
cos

(√
15 ln

ρ

β

)
−

√
15

5
sin

(√
15 ln

ρ

β

)}
cos 4θ+

+
d21(1− χ)2

2χ

1

ρ2

{
−32 + 7

√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
− 11 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)}
cos 4θ,

σ′′
θ2
p = −5(1− χ)

d21
β2

+
d21(1− χ)2

2χ

1

ρ2

{
−4−

√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
− 7 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)}
+

+6
d21
β
(1− χ)

1

ρ

{
cos

(√
15 ln

ρ

β

)
−

√
15

5
sin

(√
15 ln

ρ

β

)}
cos 4θ+ (22)

+
d21(1− χ)2

2χ

1

ρ2

{
7
√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
− 3 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)}
cos 4θ,

τ ′′ρ2
p = 6

√
15
d21
β
(1− χ)

1

ρ

{
1√
15

cos

(√
15 ln

ρ

β

)
+

1

5
sin

(√
15 ln

ρ

β

)}
sin 4θ−

−d
2
1(1− χ)2

χ

1

ρ2

{
4 + 7 cos

(
2
√
3 ln

ρ

β

)
+
√
3 sin

(
2
√
3 ln

ρ

β

)}
sin 4θ.

Условие сопряжения компонент напряжений на упругопластической границе запишет-
ся в виде

σ′′
ρ2
p
∣∣∣
ρ=1

= σ′′
ρ
e
∣∣∣
ρ=1

, τ ′′ρθ2
p
∣∣∣
ρ=1

= τ ′′ρθ
e
∣∣∣
ρ=1

. (23)

Из (22), (23) получим

σ′′
ρ
e
∣∣∣
ρ=1

= A+B cos 4θ, τ ′′ρθ
e
∣∣∣
ρ=1

= D sin 4θ, (24)

где

A = −5(1− χ)
d21
β2

+
d21(1− χ)2

2χ

{
4 +

√
3 sin(2

√
3 ln β) + cos(2

√
3 ln β)

}
,

B = 6
d21
β
(1− χ)

{
cos(

√
15 ln β) +

√
15

5
sin(

√
15 ln β)

}
+

+
d21(1− χ)2

2χ

{
−31− 7

√
3 sin(2

√
3 ln β)− 11 cos(2

√
3 ln β)

}
D = 6

√
15
d21
β
(1− χ)

{
1√
15

cos(
√
15 ln β)− 1

5
sin(

√
15 ln β)

}
−
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−d
2
1(1− χ)2

χ

{
4 + 7 cos(2

√
3 ln β)−

√
3 sin(2

√
3 ln β)

}
.

Решение в упругой области, согласно [1], примем в виде

σ′′
ρ
e =

A

ρ2
+

{(
− 2

ρ6
+

3

ρ4

)
a′′4 +

(
3

ρ6
− 3

ρ4

)
b′′′4

}
cos 4θ,

σ′′
θ
e = −A

ρ2
+

{(
2

ρ6
− 1

ρ4

)
a′′4 +

(
− 3

ρ6
+

1

ρ4

)
b′′′4

}
cos 4θ, (25)

τ ′′ρθ
e =

{(
− 2

ρ6
+

2

ρ4

)
a′′4 +

(
3

ρ6
− 2

ρ4

)
b′′′4

}
sin 4θ.

Из (24), (25) получим

σ′′
ρ
e =

A

ρ2
+

{(
− 2

ρ6
+

3

ρ4

)
B +

(
3

ρ6
− 3

ρ4

)
D

}
cos 4θ,

σ′′
θ
e = −A

ρ2
+

{(
2

ρ6
− 1

ρ4

)
B +

(
− 3

ρ6
+

1

ρ4

)
D

}
cos 4θ, (26)

τ ′′ρθ
e =

{(
− 2

ρ6
+

2

ρ4

)
B +

(
3

ρ6
− 2

ρ4

)
D

}
sin 4θ,

где величины A, B, D определяются из (24).
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УДК 539.374

ТЕЧЕНИЕ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА МЕЖДУ ДВУМЯ
ОСЕСИММЕТРИЧНЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ

С. Ф. Кузнецов

Воронежский государственный университет инженерных технологий

Рассматривается установившееся течение несжимаемой вязкопластической среды без
учета инерционных эффектов, вызванное вращением одной осесимметричной поверхно-
сти внутри другой с постоянной угловой скоростью. Особенность вязкопластических те-
чений связана с наличием так называемых застойных зон, в которых среда ведет себя
как твердое тело. Геометрия застойных зон зависит от искривленности поверхностей, а
также других факторов, например, угловой скорости вращения тела. Для решения задач
вязкопластического течения известен вариационный метод [1], который весьма эффекти-
вен для решения таких задач. Но при наличии неизвестных границ, подобных застойным
зонам, применение представляет некоторые трудности. Для решения поставленной задачи
используется эвристический метод [2], преимущество которого перед другими методами
численного решения состоит в том, что на каждом шаге итерационного процесса решается
краевая задача для одного обыкновенного дифференциального уравнения второго поряд-
ка. Получено поле скоpостей, по которому найдены характеристики течения. Опpеделена
гpаница застойных зон и показана oсобенность её фоpмы.

1. Постановка задачи. Рассматривается установившееся течение несжимаемой вяз-
копластической сpеды между неподвижной сферой pадиуса R и находящимся внутри нее
эллипсоидом при отсутствии внешних сил. Эллипсоид вpащается вокруг оси симметрии
с постоянной угловой скоpостью ω0. В качестве модели используется вязкопластическое
тело Бингама-Шведова. Уравнение движения сплошной среды при отсутствии внешних
массовых сил

σij,j = 0,

условие несжимаемости
Vi,i = 0 (i = 1, 2, 3).

Используется сферическая система координат r, φ, θ. В случае вpащения тела отлична
от нуля лишь одна компонента скоpости течения сpеды Vφ = V (r, θ). Контуры сечений
подвижной и неподвижной поверхностей, между которыми заключена вязкопластическая
среда, обозначим Γ0 и Γ1 соответственно. Получим два граничных условия

ω
∣∣∣
Γ0

= ω0, ω
∣∣∣
Γ1

= 0, (1)

которые выполняются в случае, если в области течения нет застойных зон.
Диффеpенциальное уpавнение движения несжимаемой вязкопластической сpеды в сфе-

рических координатах имеет вид:

µ

(
rωrr + 4ωr +

1

r
ωθθ +

3ω0 ctg θ

r

)
+

+
τ0

sin θ

(
rω2

θωrr + 4ωrω
2
θ + 3r2ω3

r + rω2
rωθθ − 2rωrωθωrθ

(ω2
θ + r2ω2

r)
3/2

+
2ω0 ctg θ

r(ω2
θ + r2ω2

r)
1/2

)
= 0.

(2)

Если внутpеннюю поверхность вpащать с малой угловой скоpостью, то она будет вовле-
кать в движение небольшую часть вязкопластической сpеды, внешняя гpаница Γ котоpой
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заpанее неизвестна и должна быть опpеделена в ходе pешения задачи. За гpаницей сpеда
ведет себя как твеpдое тело, и эта область носит название застойной зоны.

Гpаничные условия при наличии застойных зон запишем в виде
ω
∣∣∣
Γ0

= ω0, ω
∣∣∣
Γ
= 0, ∂ω/∂n = 0, (3)

где n – ноpмаль к гpанице застойных зон.
Таким обpазом, функция ω будет pешением кpаевой задачи (2), (3) для нелинейного

дифференциального уравнения второго порядка в частных производных.
Пеpейдем к безpазмеpным пеpеменным. Для этого угловую скоpость отнесем к вели-

чине ω0, линейные pазмеpы к большой полуоси эллипса.
Кpаевая задача (2), (3) в безpазмеpных пеpеменных пpимет вид:

rωrr + 4ωr +
1

r
ωθθ +

3ω0 ctg θ

r
+

1

H sin θ

(
rω2

θωrr + 4ωrω
2
θ + 3r2ω3

r + rω2
rωθθ − 2rωrωθωrθ

(ω2
θ + r2ω2

r)
3/2

+
2ωθ ctg θ

r(ω2
θ + r2ω2

r)
1/2

)
= 0,

(4)

ω
∣∣∣
Γ0

= ω0, ω
∣∣∣
Γ
= 0, ∂ω/∂n = 0, (5)

где H = µω0/τ0 – безpазмеpный паpаметp. Величина S = H−1 носит название параметра
Сен-Венана.

2. Метод pешения. Для pешения кpаевой задачи (4), (5) воспользуемся итеpацион-
ным методом [2]. В уравнении (4) от пеpеменных (r, θ) пеpейдем к пеpеменным (ξ, η) с
помощью замены

ξ = ξ(r, θ), η = η(r, θ), (6)

При введении переменной ξ производными от ω по η и смешанными производными
можно пренебречь по сравнению с остальными членами, так как согласно методу [2] пере-
менная ξ подобрана таким образом, что изменение ω вдоль линии ξ = const должно быть
малым. Тогда функция ω будет решением краевой задачи для обыкновенного линейного
дифференциального уравнения второго порядка

(ξ2θ + r2ξ2r )ωξξ + (r2ξrr + 4rξr + ξθθ + 3ξθ ctg θ)ωξ+

+
1

H sin θ

(
(r2ξ2θξrr + 4rξrξ

2
θ + 3r2 + r2ξ2rξθθ − 2r2ξrξθξrθ)(ξ

2
θ + r2ξ2r )

−3/2+

+2ξθ ctg θ(ξ
2
θ + r2ξ2r )

−1/2
)
= 0,

(7)

ω
∣∣∣
ξ=1

= 1, ω
∣∣∣
ξ=0

= 0. (8)

Переменная η пpи интегрировании уравнения (7) игpает pоль паpаметpа. Нулевое при-
ближение в (6) обозначим чеpез ξ0. Решив задачу (7), (8), найдем ω0(ξ0, η). Обозначив
ω0(ξ0, η) через ξ1, для нахождения следующего приближения решим краевую задачу, ана-
логичную задаче (7), (8), с переменными (ξ1, η). Так же поступаем на последующих ите-
рациях.

Наиболее легко pеализуемый итеpационный пpоцесс получается, если на каждом шаге
полагать η = θ. Пpи таком выбоpе пеpеменной η после обратного пеpехода от переменных
(ξ, η) к пеpеменным (r, θ) уpавнение (7) останется линейным диффеpенциальным уpавне-
нием

ωrr +

(
4rξ2r −

ξrrξ
2
θ

ξr
+ ξrξθθ + 3ξrξθ ctg θ

)
(ξ2θ + r2ξ2r )
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ξ2r (ξ

2
θ + r2ξ2r )

−1 = 0,

(9)
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ω
∣∣∣
Γ0

= 1, ω
∣∣∣
Γ
= 0. (10)

Переменная θ входит в (9) в качестве параметра.
3. Вращение эллипсоида в неподвижной сфере. Контуры сечений эллипсоида и

сферы заданы (в безразмерных переменных) уравнениями:

r = R0(θ) =
ε√

ε2 cos2 θ + sin2 θ
, r = R1(θ) = R,

где ε – малая полуось эллипса (0 < ε < 1), R – радиус сферы (R > 1). При ε = 1 получим
задачу о вращении сферы в сфере [3].

Размеры области течения зависят от геометрии эллипсоида (величины малой полуоси
эллипса ε) и значений безразмерного параметра H = µω0/τ0. Граница зоны течения имеет
эллипсоидальную форму. С увеличением H граница приближается к сфере и разделяется
на несколько частей. Части в окрестности полюсов имеют конусообразную форму, вершина
которой касается полюса эллипсоида, и остаются там постоянно при любом значении H;
другая часть сосредоточена на поверхности сферы и вытянута в направлении полюсов.
При увеличении H зона на сфере уменьшается, превращаясь в точку, затем исчезает.

Контуры сечений эллипсоида и сферы заданы (в безразмерных переменных) уравне-
ниями:

r = R0(θ) =
ε√

cos2 θ + ε2 sin2 θ
, r = R1(θ) = R,

где ε – малая полуось эллипса (0 < ε < 1), R – радиус сферы (R > 1).
В рассматриваемом случае размеры области течения зависят от величины малой по-

луоси эллипсоида ε и значений параметра H = µω0/τ0. Граница зоны течения имеет эл-
липтическую форму. При малых угловых скоростях область течения среды находится
между эллипсоидом и застойной зоной, которая примыкает к внешней сфере. С увеличе-
нием параметра H граница приближается к сфере и при некотором критическом значении
H∗ параметра H касается сферы на экваторе. При дальнейшем увеличении H зона раз-
деляется на две симметричные относительно плоскости экватора части конусообразной
формы, вершина которой касается полюса эллипсоида, и остаются там постоянно при лю-
бом значении H. В качестве характеристики течения вычислен объем среды, вовлеченный
в сдвиговое течение вращающимся телом.
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УДК 778.1

ФОРМОИЗМЕНЕНИЕ МЕТАЛЛОВ ПРИ МАГНИТНО-ИМПУЛЬСНОЙ
ОБРАБОТКЕ – ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРОЦЕССА

В. М. Леонов

Тульский государственный университет

В соответствии с дальнейшим анализом характеристик процесса магнитно-импульсной
обработки материалов на базе реализующей программы Tetra Compound v.1.1, свидетель-
ство № 2013610558 на основе соотношений Трещева А. А. [1, 2]. Рассмотрение тестовых
сплавов на примере АМг2М в конечно-элементной модели позволяет производить деталь-
ный анализ всех параметров напряженно-деформированного состояния для любой вы-
бранной области исходной заготовки. Рассмотрение формоизменения образца при дли-
тельности процесса более 25 мкс. для осевого и продольного сечения, а также сечения под
углом 45◦ от оси заготовки на операции отбортовки бокового отверстия. Расстояние вы-
бранных точек от края отверстия составляет 5 мм. Расчет с однослойной сеткой конечных
элементов в форме тетраэдра (24 тетраэдра образуют единичный прямоугольный парал-
лелепипед) с четырьмя узлами регулярной равномерной решетки, каждый узел обладает
шестью степенями свободы в 3-D постановке для решаемой задачи. Результирующее зна-
чение числа элементов находится в пределах 2 . . . 6 · 104 элементов. Рассмотрение проте-
кающих процессов формоизменения материала на операции отбортовки бокового отвер-
стия предполагает с учетом возможного масштабирования в дальнейшем широкий спектр
возможных решений, направленных на оптимизацию существующих и разработку новых
технологий с учетом фактора замещения импортной продукции. При генерации формиро-
валась регулярная неравномерная сетка конечных элементов для достижения требуемой
степени дискретизации в местах с наибольшей интенсивностью деформаций.

При формоизменении цилиндрических оболочек возникают существенные дополни-
тельные усилия в их серединной поверхности. Процесс сложного формоизменения может
быть сведен к системе локально-простых процессов. В ходе которых рассмотрение тра-
ектории деформирования может быть представлено в поэтапном виде. Ресурсоемкость
данного расчета очевидна. Вычисление, хранение данных и последующий анализ также
являются самостоятельной задачей. В связи с этим необходимо ограничить рассматрива-
емую область.

Проводимый анализ распределения компонент тензоров в объеме материала и во време-
ни позволяет отследить их пространственно-временное изменение с целью оценки темпов
и характера взаимно относительного распределения. Для компонент тензора, обеспечи-
вающих наибольший вклад в изменение интенсивности и работы деформации подобный
подход позволяет сформулировать ряд промежуточных параметров и результирующий
критерий для оценки меры исчерпания ресурса пластичности. Вклад каждой из компо-
нент тензора в совокупный объем работы по формоизменению материала.

Достижение различных степеней деформации на одинаковом временном интервале
происходит за счет перераспределения между компонентами в тензоре деформаций при
изменении параметров внешнего электромагнитного импульса. Соответственно происхо-
дит перераспределение компонент в тензоре напряжений при изменении общей работы по
формоизменению образца и каждого из рассматриваемых фрагментов материала. Важ-
ность анализа обусловлена уточнением величины предельного неразрушающего воздей-
ствия при формоизменении материалов.
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Различие в диаграмме напряжений для выбранных точек позволяет сделать вывод о
соотношении нормальных и касательных напряжений и необходимости более детального
анализа компонент тензоров напряжений и деформаций (рис. 1), а также взаимосвязанных
значений накопленной работы по формоизменению материала. Для верхней точки в осе-
вом сечении сдвиговые деформации преобладают над нормальными, последние являются
преобладающими в крайней точке поперечного сечения заготовки.

Характер распределения компонент тензора деформаций во времени по краю для поло-
вины отверстия представлен на рис. 1. Из ближайшего рассмотрения не сложно отметить,
что материал при больших степенях деформации в отдельных сегментах приближается
значительно быстрее прочих к исчерпанию ресурса пластичности.

а) б)

в) г)
Рис. 1. Распределение характеристик для 1/2 отверстия по высоте (5 мм от края).

а – εi; б – ε11; в – ε22; г – ε33

Из ранее проведенных расчетов и последующего анализа значений деформаций в точ-
ках 1 и 3 можно сделать вывод, что операцию отбортовки отверстия в цилиндрической
заготовке предпочтительнее проводить при частоте разряда большей 15 кГц для сниже-
ния деформаций на крае отверстия при постоянном угле отбортовки. Так, например, для
радиуса 0.29 при увеличении частоты с 8 до 20 кГц интенсивность деформаций снизится
с 25 до 20 %.

Построенные диаграммы помимо иллюстративного аспекта позволяют оценить цик-
личность влияния внешнего импульса применительно к каждой из компонент тензора в
объеме деформируемой заготовки.

При различной частоте, как было отмечено ранее, достигается различная предельная
деформация за выбранный временной интервал. Распространение упругопластических де-
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формаций в объеме материала зависит от формы внешнего импульса, и конфигурации
деформируемого материала. Для предварительного рассмотрения были выбраны точки
на краю отверстия, в зоне наиболее интенсивного формоизменения – в осевом сечении,
в поперечном сечении и на краю отверстия, под углом 45 градусов к вертикальной оси.
Серьезные различия в пластической зоне для каждой из точек на диаграмме нагружения
позволяют сделать вывод о различном вкладе сдвиговых компонент тензоров в общую
работу по формоизменению.

Различие в диаграмме напряжений для выбранных точек позволяет сделать вывод о
различном соотношении нормальных и касательных напряжений и необходимости более
детального анализа компонент тензоров напряжений и деформаций, а также взаимосвя-
занных значений накопленной работы по формоизменению материала. Для верхней точки
в осевом сечении сдвиговые деформации преобладают над нормальными, последние яв-
ляются преобладающими в крайней точке поперечного сечения заготовки.

Зависимость работы деформации от частоты носит минимаксный характер. Точка ми-
нимакса работы деформации достигается при значении относительного диаметра отвер-
стия 0.28 и рабочей частоты 9,27 кГц. Значение работы в точке минимакса 24.5 Дж. Из-
менение относительного диаметра отверстия от точки минимакса в обе стороны ведет к
увеличению работы деформации на 30–47 %. Стоит отметить, что уменьшение относи-
тельного диаметра отверстия с 0.4 до 0.14 приводит к росту напряжений в среднем в 1.45
раза и деформаций в 2 раза вблизи края отверстия, точки 1, 3.

Предпочтительной с точки зрения минимума работы деформации является величина
относительного диаметра отверстия 0.26. Увеличение работы деформации при увеличе-
нии относительного диаметра отверстия до 0.4 обусловлено увеличением объема дефор-
мируемого материала, несмотря на общее снижение показателей объемного напряженно-
деформированного состояния.
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МЕТОД РАСЧЕТА ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ
В ДВУХСЛОЙНОМ ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ СПАЕ МЕТАЛЛА СО

СТЕКЛОМ ПРИ РЕЗКОМ ОХЛАЖДЕНИИ

О. Н. Любимова, Э. П. Солоненко

Дальневосточный федеральный университет

Исследование технологических напряжений в двухслойном цилиндрическом спае свя-
зано с оптимизацией и нахождением режима изготовления стеклометаллокомпозитных
стержней со стеклянным сердечником [1]. Технологические и остаточные напряжения яв-
ляются следствием существенной разницы коэффициентов температурного расширения
и модулей упругости. Напряжения, возникшие в стекле, пропорциональны степени рас-
хождения температурных кривых спаиваемых материалов, на границе стекла с металлом
появляются силы, действующие нормально и касательно к поверхности (срезывающие).
В работах, посвященных спаям различных материалов, огромное внимание уделяется ре-
жиму охлаждения [2]. После сварки, проведенной при высокой температуре, стекло нахо-
дится в вязком состоянии, спай быстро остывает на воздухе и следует в своем сокращении
за металлом до верхней температуры отжига, затем при медленном охлаждении стекло
будет следовать за металлом до нижней температуры отжига и проявлять свои теплофи-
зические свойства.

При резком охлаждении (температурном скачке) в стекле возможно формирование
слоистой структуры с различными свойствами, что экспериментально подтверждается
при испытании таких спаев на растяжение. Отмечено характерное скопление дефектов в
виде цилиндрического слоя в стекле со стороны зоны соединения с металлом и внутренний
стеклянный слой без видимых трещин (рис. 1).

a б

Рис. 1. Характер разрушения спая: а – медленное охлаждение; б – быстрое охлаждение

В настоящей работе технологические напряжения в цилиндрическом спае стекла с
металлом предлагается исследовать в рамках модели Тула–Нарайанасвами–Мойнихана–
Мазури-на [3–5] с использованием методов решения задач термоупругости для слоистых
композитов. Результатом данной работы является метод расчета термических напряжений
в цилиндрическом спае, с учетом изменяющейся структуры стекла, в результате резкого
охлаждения.

Решается задача о деформировании осесимметричного цилиндрического спая, кото-
рый можно представить как длинный многослойный цилиндр, при резком одновремен-
ном изменении температуры на ∆T = T2 − T1. В этом случае, изменение свойств стек-
ла ∆pe, состоит из мгновенного ∆pi и релаксационного ∆ps (рис. 2), при произвольном
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температурно-временном режиме изменение p имеет аналитический вид [6]

p(t) = p(0) + ∆pi +∆ps (1−Mp(t)) ,

Mp(t) = exp

(
−
(
ξ(t)

τ0

)b
)
, (1)

ξ(t) =

∫ t

0

η0
η(t′)

dt
′
,

где ξ(t) – приведенное время, τ0 = η0/K
′ , η0 – вязкость сравнения, b, K ′ – кинетические

параметры модели.

t

Δpi

Δpe

Δps
p(t)

Δps(t)

p(∞)
ξξ(t)ξ(0)

p
p(0)

Рис. 2. Характерный отклик свойства p стекла на скачкообразное изменение
температуры [6]

При определении технологических напряжений с учетом релаксационного вклада, пред-
лагается использовать дискретный алгоритм расчета изложенный в [5]. Разбив стеклян-
ный цилиндр на K − 1 слой (K-й слой – внешняя металлическая оболочка), на n-ом шаге
по времени, напряжения для каждого слоя σ(k)

res(tn) могут быть представлены в виде

σ(k)
res(tn) = σ(k)(tn)− σ

(k)
rel (tn), (2)

где k = 1, . . . , K − 1, σ(k)(tn) – напряжения, получаемые на каждом шаге по времени, из
решения задачи термоупругости, при условиях идеального контакта на границах сопря-
жения слоев и отсутствия нагрузки на торцы и внешнюю поверхность цилиндра, σ(k)

rel (tn) –
отрелаксированные напряжения к данному моменту времени, которые для каждого шага
по времени определяются как

σ
(k)
rel (tn) =

k−1∑
i=0

(1−M (ξ(tn)− ξ(ti)))∆σ
(k)(ti),

∆σ(k)(t0) = 0, ∆σ(k)(tn) = σ(k)(tn)−∆σ(k)(tn−1)
(3)

здесь ξ(t) – приведенное время, зависит от времени релаксации τ
′ свойства при произ-

вольно выбранном температурном режиме. Время релаксации может быть определено
как линейно зависящее от вязкости, а изменение вязкости соответствует выражению (1)

τ ′ =
η(T, Tf )

K
,

log η(T, Tf ) = log η(T0) + (T−1
f − T−1

0 )Be + (T−1 − T−1
f )Bm,
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где η(T0), T0 – начальные значения вязкости и температуры, при этом начальная тем-
пература должна удовлетворять условию метастабильного равновесия, Be и Bm – пара-
метры, характеризующие температурные зависимости вязкости в условиях равновесной
и замороженной структуры стекла, Tf (t) – фиктивная температура. Определение σ(k)(tn)
из термоупругой задачи характеризуется наличием констант интегрирования, которые
будут присутствовать и при расчете по формулам (2)–(3) в релаксационных и техноло-
гических напряжениях. Определение этих постоянных происходит на каждом шаге по
времени из выполнения граничных условий на свободной поверхности и на границе кон-
такта (k = 1, ..., K − 1)

σ(k)
res r(tn)|r=rk = σ(k+1)

r (tn)|r=rk ,

ε(k)r (tn)|r=rk = ε(k+1)
r (tn)|r=rk ,

σ(K)
r (tn)|r=rK = f(tn).

Предложенный метод позволяет описать напряженно-деформируемое состояние в ци-
линдрическом спае, смоделировать оптимальный технологический режим изготовления
спая с заданными остаточными напряжениями без решения обратной задачи. Простота
алгоритма, позволит в дальнейшем ввести дополнительные условия, учитывающие осо-
бенности поведения материалов входящих в состав спая, например, зависимость модуля
упругости и свойства зоны соединения от температуры.
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УДК 539.376

КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫЙ И ПРИБЛИЖЕННЫЙ АНАЛИТИЧЕСКИЙ
АНАЛИЗ ДЛЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ УСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

С ВОЗМУЩЕННЫМИ ГРАНИЦАМИ

А. Д. Москалик

Самарский государственный технический университет

В работе представлены результаты исследования нелинейной краевой задачи о на-
пряженно-деформированном состоянии толстостенной несоосной трубы, находящейся под
внутренним давлением, на стадии установившейся ползучести с помощью конечно-эле-
ментного решения и решения методом малого параметра с учётом приближений до третье-
го включительно в предположении степенного закона ползучести: ε̇ij = 3

2
Aσn−1

e Sij, где n,
A—постоянные характеристики материала, Sij—девиатор напряжений, σe—интенсивность
напряжений в случае плоской деформации.

В качестве малого параметра δ принимается расстояние между центрами внутреннего
несмещенного контура r = a и внешнего смещенного контура r = b трубы (см. рис. 1).
Уравнение внешнего контура трубы с учетом возмущения δ имеет вид:

(r cos θ − δ)2 + r2 sin2 θ = b2.

Задача решается в условиях плоского деформированного состояния в предположении
несжимаемости материала для скоростей деформаций ползучести.

Используется разложение тензора напряжений σij, тензора скоростей деформаций пол-
зучести ε̇ij, вектора скоростей перемещений u̇i и уравнения внешнего контура по малому
параметру δ до членов третьего порядка включительно.

Для определения последующих после нулевого приближений используются линеари-
зованные определяющие соотношения и линеаризованные граничные условия на внешнем
контуре трубы при r = b.

В табл. 1 приведены результаты приближенного аналитического решения задачи на
модельном примере для трубы с внутренним радиусом a = 0, 115 м, внешним радиусом
b = 0, 15 м для сплава ЭИ698 с характеристиками материала n = 10, 96, A = 4, 57 · 10−33

под действием внутреннего давления q = 22, 07 МПа на внешнем контуре при θ = π (см.
рис. 1), где введено обозначение: σ∗

θθ = σ
(0+1)
θθ

/
σ
(0)
θθ при учете

Таблица 1

Значения тангенциального напряжения σθθ для трубы из сплава ЭИ698
δ 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
σ∗
θθ 1,0 1,04 1,09 1,13 1,17 1,22 1,26 1,30 1,34 1,38 1,42

σ∗∗
θθ 1,0 1,04 1,10 1,14 1,19 1,24 1,29 1,34 1,40 1,46 1,52

σ∗∗∗
θθ 1,0 1,04 1,10 1,14 1,19 1,24 1,29 1,34 1,39 1,46 1,50

первого приближения на внешней границе трубы при r = b+δ cos θ; σ∗∗
θθ = σ

(0+1+2)
θθ

/
σ
(0)
θθ при

учете двух приближений на внешней границе трубы при r = b+ δ cos θ + δ2(cos 2θ − 1)/4b

при θ = π; σ∗∗∗
θθ = σ

(0−3)
θθ

/
σ
(0)
θθ при учете трех приближений на внешней границе трубы при

r̃ = b/a+ δ cos θ + δ2(cos 2θ − 1)/4b, вычисленные с шагом δ = 0, 01.
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Из данных, приведенных в табл. 1, можно сделать вывод, что приближенное аналитиче-
ское решение задачи о несоосной трубе имеет тенденцию к сходимости. Также выполнено
численное решение для осесимметричной и несоосной трубы, рассмотренной выше, при
помощи программного комплекса ANSYS. Оценка погрешности приближенного аналитиче-
ского решения до третьего приближения включительно и численного проведена на основе
значений радиальных σrr и тангенциальных σθθ напряжений в 15 равноотстоящих точках
по координате ri: a ≤ ri ≤ b + δ cos θ + δ2(cos 2θ − 1)/4b (i = 1, 15) при θ = 0 и θ = π (см.
рис. 1) по двум нормам:

s =

15∑
i=1

∣∣σ(0−3)
ωωi − σ

ANS

ωωi

∣∣
15∑
i=1

|σANS

ωωi
|

; σ =

( 15∑
i=1

[
σ
(0−3)
ωωi − σ

ANS

ωωi

]2
15∑
i=1

[
σANS

ωωi

]2
)1/2

, ω = r, θ, (1)

где σ(0−3)
ωωi = σ

(0−3)
ωω (ri, θ), σ

ANS

ωωi
= σ

ANS

ωω(ri, θ) – расчетные значения для аналитического и
численного решений соответственно. В табл. 2 через дробную черту представлены по-
грешности решения по нормам (1):

Таблица 2

Погрешность приближенного аналитического и численного решений для сплава ЭИ698
δ 0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

σrr(r, 0) 0,17/0,38 0,18/0,40 0,37/0,45 1,22/1,47 3,05/3,11 —
σrr(r, π) 0,17/0,38 0,21/0,40 0,40/0,51 1,45/1,76 4,37/4,19 4,45/4,42
σθθ(r, 0) 0,02/0,06 0,36/0,41 1,17/1,26 3,97/4,39 8,29/10,02 —
σθθ(r, π) 0,02/0,06 0,32/0,35 1,22/1,24 2,53/3,04 5,59/5,90 8,70/8,96

На рис. 2 приведено приближенное аналитическое и конечно-элементное решения за-
дачи для сплава ЭИ698 при величине малого параметра δ = 0, 04 и угле θ = π, который
соответствует максимальным значениям тангенциального напряжения σθθ. Результаты вы-

Рис. 1. Схема несоосной трубы:
1 – внутренний контур трубы;

2 – внешний контур трубы;
3 – внешний контур трубы для

осесимметричного случая

Рис. 2. Тангенциальные напряжения:
1 – σ(0)

θθ , 2 – σ(0−1)
θθ , 3 – σ(0−2)

θθ , 4 — σ
(0−3)
θθ ,

5 — σ
ANS

θθ при θ = π, δ = 0, 04

полненной работы, а также исследований [1–3] позволяют сделать вывод о хорошей согла-
сованности численного и аналитического решений с учетом трех приближений.
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УДК 517.925.7

ЛУНА – ИДЕАЛЬНЫЙ ОБЪЕКТ ДЛЯ ПРИМЕНЕНИЯ
ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

В. П. Павлов

Математический институт имени В.А. Стеклова РАН

Любые суждения о сейсмичности планет опираются на накопленные сведения об их
внутреннем строении. В значительной степени эти сведения получены в результате об-
работки данных о сейсмических событиях. Прежде всего – это данные о зависимости от
глубины продольной vp и поперечной vs скоростей звука в твердом теле планеты. Здесь
следует обратить внимание на три обстоятельства. Во-первых, восстановление значений
скорости проводится в рамках линейной теории упругости. Во-вторых, обычно использу-
емая связь vp и vs с упругими модулями (всестороннего сжатия K и сдвига µ)

µ = ϱv2s , K = ϱ(v2p −
4

3
v2s) (2)

(ϱ – плотность планеты) имеет место лишь в ситуации, когда коэффициенты в волновом
уравнении, описывающем распространение звука, – постоянны, т. е. постоянны все упомя-
нутые выше параметры среды. В-третьих, имеется естественный критерий применимости
линейной теории упругости: малость тензора деформаций uik. В этой теории след тензора
деформаций uii = p/K, где p – давление. Возьмем в качестве критерия применимости
малость следа и посмотрим, насколько он выполнен в геофизических моделях.

Заметим прежде всего, что в таких моделях (например, [1], [2], [3]) для давления ис-
пользуется гидростатическое приближение (µ = 0), в котором давление на поверхности
равно нулю. В общем случае это не так: массовые силы создают внутренние напряжения
даже в отсутствии внешних сил. В частности, в задаче 3 §7 монографии [4] показано, что
в модели однородного гравитирующего шара радиуса R давление

p(r) = p(0)
(
1−

(
1 +

8µ

15K

)−1( r
R

)2)
; p(R) = p(0)

8µ

8µ+ 15K
. (3)

Поэтому при оценке критерия мы будем для давления пользоваться моделью (2), а для
упругих модулей – формулами (1).

Общепринятые данные (см., напр., [2]) об упругих модулях Земли дают 8µ/15K ∼ 0, 27
для всей твердой мантии. Разумно нормироваться на общепринятое значение давления на
нижней границе мантии. Тогда для значений uii на глубинах 60, 800, и 2878 км получим
0,19, 0,15 и 0,21. Именно с такой точностью применима линейная теория упругости, в
рамках которой и оцениваются механические параметры. (Заметим, что всюду в обще-
принятых таблицах для них выписываются 4 значащие цифры!) Для Луны 8µ/15K ∼ 0, 3
(см., напр., [3]), а значение p(0) вычислено в работе [5]:

p(0) =
2

3
πκϱ2R2

(
1 +

4µ

3K

)−1(
1 +

8µ

15K

)
(4)

(κ – постоянная всемирного тяготения, R – радиус Луны). Значения uii на глубинах 60, 270,
400 и 800 км таковы: 0,008, 0,011, 0,012 и 0,017 соответственно. Погрешности сделанных
оценок связаны лишь с погрешностями в измерении скоростей звука. Для vp они в пределах
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3 % во всей толще Луны, а для vs они возрастают до 11 % лишь на границе мантии
и жидкого ядра. Более того, с 7 %-ной точностью плотность и упругие модули можно
считать постоянными во всей толще мантии начиная с глубин 28 км вплоть до границы
с жидким ядром. Таким образом, в отличие от Земли, Луна – идеальный объект для
использования линейной теории упругости.

Займемся применением этой теории для описания вариаций напряженного состояния
тела Луны. Мы будем работать в системе отсчета, жестко связанной с вращающейся Лу-
ной. В этой системе все механические силы (кроме упругих), действующие в теле Лу-
ны (гравитационные, силы инерции и приливные), – потенциальные: ускорение каждой
из них есть минус градиент соответствующего потенциала. Поскольку полярное сжатие
Луны крайне мало (1, 25 × 10−3), для гравитационного потенциала φgr достаточно взять
приближение однородного шара,

φgr(r) =
2

3
πκϱR2

(( r
R

)2
− 3
)
. (5)

Его порядок определяется коэффициентами перед скобкой в (4) и есть 1, 4×1010 см2сек−2.
Движение Луны в Солнечной системе – довольно сложное. Работая в нашей системе

отсчета, мы должны учесть потенциалы всех сил инерции, связанных с ускорениями этого
движения.

Центробежный потенциал, связанный с собственным вращением Луны, есть

φcf (r) =
1

2
(Ω2

i r
2
k − (Ωiri)

2), (6)

где Ωi и rk – компоненты вектора Ω угловой скорости вращения Луны и радиус-вектора
r точки в теле Луны соответственно. Порядок этого потенциала оценим его значением
для r = R и получим 4, 6 × 102 см2сек−2. Тот же порядок имеет центробежный потен-
циал φcf1(r), связанный с вращением Луны вокруг Земли и описываемый аналогичной
(5) формулой. Порядок центробежного потенциала φcf2(r), связанного с вращением пары
Земля-Луна вокруг Солнца, составляет 3,4 см2сек−2. Порядок последнего из потенциалов
сил инерции, связанных с прецессией оси лунной орбиты, в сотню раз меньше порядка
центробежного φcf (r).

Приливные потенциалы Земли и Солнца достаточно взять в приближении Лапласа

φtid(r) =
1

2
κM̃R̃−3R2

(
− r2

R2
+ 3

(riR̃i)
2

R2R̃2

)
, (7)

где M̃ и R̃i – масса приливообразующего тела и его радиус-вектор в нашей системе ко-
ординат. Порядки этих двух потенциалов определяются, как и для (4), коэффициентами
при скобке; для Земли порядок есть 1, 1× 105, а для Солнца – 6× 103 см2сек−2.

Мы видим, что среди перечисленных потенциалов имеется своеобразная иерархия: ес-
ли взять гравитационный потенциал за 1, то центробежные потенциалы φcf (r) и φcf1(r)
имеют относительный порядок 3×10−8, φcf2(r) – порядок 2, 4×10−10, земной приливный –
порядок γ = 0, 8× 10−5, а солнечный приливный – порядок 4× 10−7.

Подчеркнем, что зависимость от времени есть только у приливных потенциалов с ха-
рактерным периодом 1 месяц: в нашей системе отсчета от времени зависят только R̃i.
Поэтому только вариации приливных потенциалов могут вызвать изменения напряжен-
ного состояния в теле Луны. Поскольку собственные колебания в теле Луны затухают
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за несколько часов, для оценки влияния приливных эффектов на напряженное состояние
тела Луны можно пользоваться не уравнениями движения, а условием равновесия.

В линейной теории упругости условием равновесия является

ϱ∂iφ(r) = ∂kσik(r) = ((K +
1

3
µ)∂i∂k + µδik∂

2
l )uk(r) ≡ Likuk, (8)

где ∂i = ∂/∂ri, φ(r) – сумма всех потенциалов (4) – (6), а тензор напряжений σik определен
законом Гука

σik(r) = Kujjδik + 2µ(uik −
1

3
ujjδik) (9)

и выражен через вектор смещения uk(r).
Рассмотрим условие равновесия (7) как дифференциальное уравнение 2 порядка для

вектора смещения uk(r) с естественным граничным условием ui(0) <∞ и граничным усло-
вием σik∂kφ = 0 на поверхности Луны (поверхность Луны определена эквипотенциальнвм
условием φ = const).

Общее решение этого уравнения есть сумма частного решения uk неоднородного урав-
нения Likuk = ϱ∂iφ и общего решения однородного Likũk = 0. Частное решение uk будем
искать в виде градиента скаляра: u(r), uk = ∂ku (его естественно назвать потенциалом де-
формации), а общее решение неоднородного – в виде суммы градиента скаляра и вектора
с нулевой дивергенцией: ũk = ∂kũ+ wk, ∂kwk = 0.

В данной работе мы ограничимся только аналитическими решениями условий равно-
весия. В этом случае справедлива теорема Холла-Вайтмана для группы SO(3) поворотов
в декартовом пространстве: скалярная функция a(r) может зависеть только от скалярных
комбинаций своих аргументов. Возьмем в качестве таких комбинаций сами потенциалы φa.
При этом, учитывая вышеупомянутую иерархию потенциалов, оставим в сумме φ = Σaφa

в правой части неоднородного уравнения только гравитационный потенциал φgr и земной
приливный φtid, имеющий по сравнению с гравитационным порядок γ = 0, 8× 10−5. Само
же неоднородное уравнение и граничное условие на поверхности Луны будем решать по
теории возмущений, оставляя только нулевой и первый порядки по γ.

В работе [5] показано, что из условий совместности системы уравнений (7) следует,
что все скалярные динамические переменные зависят только от суммы потенциалов φ.
В частности, давление пропорционально интегралу от плотности по сумме потенциалов.
Для нашей модели Луны это дает в первых двух порядках по γ формулу

p(r) = p(0)
(
1−

(
1 +

8µ

15K

)−1( r
R

)2)
(1 + γζ)

)
, ζ = −1 + 3 cos2 θ, (10)

где θ – угол между r и направлением на Землю, а p(0) дается формулой (3).
При этом в связь между давлением и следом тензора деформации

p = −K△(u+ ũ) (11)

дают вклад только потенциалы деформации неоднородного и однородного уравнений, а
вектор wk оказывается в первых двух порядках по γ нулем.

Уравнение Пуассона (10) для суммарного потенциала деформации с вычисленной пра-
вой частью (9) позволяет восстановить в первых двух порядках по γ сам тензор деформа-
ции. В выражении для него (см. [5]) от времени зависит только функция ζ (и ее градиент).
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Функция ζ периодически (с периодом T = 1 месяц) меняется со временем, испытывая ва-
риации δζ. Для последующих оценок определим δζ как разность абсолютных значений
ζ для двух «экстремальных» положений радиус-вектора приливообразующего небесного
тела (в нашем приближении – Земли) в нашей системе координат. В сферических коор-
динатах r = r(cosϑ cosϕ, cosϑ sinϕ, sinϑ), где ϑ и ϕ – широта и долгота радиус-вектора r
в теле Луны (ось z направлена вдоль оси собственного вращения Луны).

Поскольку собственное вращение Луны и ее движение по орбите синхронизованы, а
наклонение ε вектора Ωi к плоскости эклиптики постоянно, с точки зрения Луны экс-
тремальным положениям Земли отвечают R̃i± = R̃(cos ε, 0,± sin ε). В итоге вызванная
вариациями приливных сил

δζ = 3 | sin 2ε| | sin 2ϑ| | cosϕ| (12)

В линейной теории упругости объемная плотность f свободной энергии упругих на-
пряжений выражается через тензор напряжений:

f =
1

2K
p2 +

1

4µ
σ

′2
ik, σ

′

ik = 2µ(uik −
1

3
δikujj). (13)

В работе [5] вычислена вариация f , вызванная вариациями (11):

δf(r) = 0, 75γδζK−1p2(0)x2(x2 − 1, 042), x = r/R. (14)

Правая часть (13) как функция безразмерного радиуса x имеет 0 в центре, максимум при
x = 0, 52 и треть от максимального значение на поверхности. Грубо говоря, вариации
плотности свободной энергии, обусловленные приливными эффектами, сосредоточены в
сферическом слое: r – в интервале [0, 3R, 0, 7R]. К широтной и долготной зависимости
вариаций следует относиться с осторожностью: наша модель Луны слишком груба и не
учитывает деталей ее внутренней структуры.

Согласно современным представлениям механики прочности и разрушений (см., напр.,
[6]), периодические вариации напряженного состояния приводят (помимо обычной дисси-
пации в тепло) к накоплению поврежденностей в твердой среде (дислокаций, трещин и
т. п.). Такой процесс сопровождается концентрацией энергии в этих структурах. Когда
концентрация достигает некоторого критического предела, происходит разрушение среды
с высвобождением накопленной энергии.

Уже более четырех десятилетий в литературе обсуждаются данные о лунотрясениях,
полученные в 1969–1977 гг. экспедициями проекта Аполло [7,8]. В настоящее время име-
ется каталог [9,10] более чем 12500 сейсмических событий. Большинство событий (более
7000) идентифицировано как глубокие лунотрясения, очаги которых сконцентрированы
в примерно 300 «гнездах» на глубинах между 700 и 1200 км. Мы обращаем внимание
на качественное сходство двух картин – распределений по глубине для глубокофокусных
лунотрясений и для вариаций плотности свободной энергии, вызванных приливами. Оно
наводит на предположение, что именно сконцентрированная в поврежденностях энергия
высвобождается в глубокофокусных лунотрясениях.

В пользу этого предположения служит интегральная (по глубинам между 700 и 1200
км, отвечающим интервалу [0, 3R, 0, 7R]) оценка вариаций свободной энергии, сделать ко-
торую позволяет формула (13):

∆F =

∫
δf(r)r2drd cosϑdϕ (15)
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за половину периода . Для земных приливов эта оценка дает 0, 9 × 1029 эрг за время
T/2 = 1, 8 × 107 сек, или 2 × 1030 эрг в год. В основном – это энергия колебаний. Од-
нако, в неидеальной сплошной среде происходит диссипация энергии колебаний, как за
счет вязкости, так и за счет накопления поврежденностей. Существующие оценки доли
диссипирующей энергии весьма грубы, зависят от модели неидеальности среды и имеют
порядок 10−2. По-видимому, подавляющая часть ее идет в тепло, на разогрев тела Лу-
ны. Если все тепло уходит наружу, то мощность его потока составит 1, 4 × 102 эрг сек−1

см−2 = 14 × 10−6 вт см−2. Имеющиеся [11] экспериментальные оценки дают величину
2× 10−6 вт см−2. Следовательно, теоретически почти все тепло уходит на разогрев тела
Луны.

Доля энергии приливных колебаний, идущая на накопление поврежденностей, также
оценивается грубо [6]. Данные лабораторных экспериментов формулируются в терминах
количества циклов периодического нагружения, приводящего к разрушению образца. Пе-
ревод этих данных на язык энергии, запасенной в поврежденностях, зависит от модели
процесса разрушения и оценивается как 10−5 от энергии колебаний. В любом случае эта
оценка на много порядков превосходит оценку [12] энерговыделения в глубокофокусных
лунотрясениях, составляющую 8× 1013 эрг за год. Мы делаем вывод, что энергии прилив-
ных колебаний «за глаза» хватает для объяснения того, откуда берется энергия, высво-
бождающаяся в глубокофокусных лунотрясениях.
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ПРОБЛЕМЫ НАНО- И МИКРОМЕХАНИКИ



УДК 539.3

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ И ЗАЛЕЧИВАНИЕ МИКРОТРЕЩИН В МЕТАЛЛЕ
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ИМПУЛЬСОВ ТОКА ВЫСОКОЙ ПЛОТНОСТИ

К. В. Кукуджанов, А. Л. Левитин, Е. В. Макеев,
К. Г. Койфман, П. С. Бычков

Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва

Рассматриваются процессы деформирования и залечивания дефектов типа плоских
микротрещин, протекающие в материале при обработке металлических образцов крат-
ковременными импульсами электрического тока высокой плотности. Исследование осу-
ществляется численно на основе модели воздействия высокоэнергетическим электромаг-
нитным полем на предварительно поврежденный термоупругопластический материал с
дефектами, которая учитывает плавление и испарение металла, а также зависимость всех
его физико-механических свойств от температуры. Показано, что при определенных усло-
виях микротрещины могут полностью залечиваться. Этот процесс происходит путем одно-
временного уменьшение длины микротрещины, выброса струи расплавленного металла из
вершины внутрь трещины и смыкания ее берегов. Проводиться сравнение с имеющимися
экспериментами. Показано что взаимное расположение и расстояние между микротре-
щинами не влияет на процесс их залечивания, определяющим в этом процессе является
параметр поврежденности материала.

Моделируется воздействие высокоэнергетического импульсного электромагнитного по-
ля на микродефекты в поликристаллическом металле. Рассматриваются процессы, проте-
кающие в материале при обработке образцов кратковременными импульсами электриче-
ского тока большой плотности j ≈ 108−1010 А/м2 и временем воздействия τ ≈ 10−5−10−4 c.
Изучаются изменения электрического, температурного полей, напряженно-деформиро-
ванного состояния и фазовые трансформации в окрестности микротрещины с линейными
размерами 10 мкм. Подобные дефекты всегда имеются между зернами в поликристалли-
ческом металле после отливки или возникают в нем в процессе его деформирования при
технологической обработке или эксплуатации изготовленных из металлов изделий. Из та-
кого рода дефектов плоские микротрещины являются наиболее опасными с точки зрения
возможного макроразрушения изделия.

Для изучения вышеуказанных процессов предлагается связанная электротермомеха-
ническая модель кратковременного воздействия интенсивным электромагнитным полем
на предварительно поврежденный термоупругопластический материал с дефектами [1, 2].
Модель учитывает плавление и испарение металла, а также зависимость всех его физико-
механических свойств от температуры. Решение получающейся системы уравнений ищет-
ся численно методом конечных элементов на подвижных сетках с использованием сме-
шанного эйлера-лагранжева метода.

Изучаются микродефекты в форме плоских трещин с закругленными кончиками. Кра-
евые задачи решаются для случая плоской деформации в областях интегрирования, со-
держащих как один представительный элемент материала с единичным микродефектом,
так и несколько по-разному расположенных представительных элементов, моделирующих
упорядоченное и хаотическое расположением дефектов [3].

Численное моделирование показало, что при изучении процесса залечивания микро-
трещин можно без потери точности ограничиться рассмотрением в качестве области ин-
тегрирования одного представительного элемента (или одной четверти осесимметричного
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представительного элемента), задавая на ее границах, не являющихся осями симметрии,
разность потенциалов, определенную для элемента без дефекта (в состоянии «невозму-
щенном» наличием микротрещины) [3, 4]. При расстояниях между трещинами, превы-
шающих 5–6 их длин, процессы залечивания будут протекать одинаково независимо от
того моделируем мы их в области интегрирования, состоящей из одного или нескольких
представительных элементов.

Моделирование показывает, что наличие микротрещин приводит к неоднородности
всех изучаемых физических полей в материале. В окрестности микродефектов возникают
высокие значения плотности тока с большими градиентами поля. Это вызывает быстрый
локальный нагрев в окрестности кончика микротрещины, сопровождаемый тепловым рас-
ширением, а в последствие и плавлением материала. Неоднородный нагрев приводит к
большим сжимающим напряжениям и интенсивному пластическому течению материала в
окрестности микротрещины. Возникающее при этом поле напряжений вызывает не только
смыкание берегов микротрещины, но и уменьшение ее длины и выброс металла в трещину.
Выброс металла происходит посредством формирования струи расплавленного материа-
ла, направленной внутрь трещины. Данные процессы могут сопровождаться не только
плавлением в окрестности кончика, но и испарением металла в трещину при большой
поврежденности материала. Одновременное уменьшение длины, выброс расплавленного
металла внутрь трещины и смыкание берегов приводит к тому, что берега трещины на-
чинают контактировать со струей материала, и в конце этого процесса струя оказывается
полностью зажатой берегами трещины. Происходит сварка трещины и залечивание мик-
родефекта. При этом первоначальный объем дефекта в процессе залечивания существенно
уменьшается, и может уменьшиться вплоть до нуля, когда дефект полностью залечивается
[1, 2].

Результаты расчетов по предлагаемой модели сравниваются с экспериментальными
данными [5–10]. Сравнение показывает, что модель обеспечивает хорошее совпадение с
экспериментом и правильно воспроизводит основные особенности электротермомеханиче-
ских процессов в окрестности микродефектов [5, 6]. Полученный в результате численного
моделирования эффект уменьшения (залечивания) микродефектов в материале согласу-
ется с наблюдаемым в имеющихся экспериментах [7–10].

С увеличением расстояния между трещинами наблюдается уменьшение влияние вза-
имного расположения микротрещин на процессы их залечивания, так что при расстояниях
между микротрещинами, превышающих шесть их длин, время залечивания микротрещин
оказывается фактически одинаковым при любом расположении трещин друг относитель-
но друга.

Взаимодействие между микротрещинами начинает заметно сказываться на процессе их
залечивания, когда расстояния между ними сокращается до 5–6 длин микротрещин. Если
же расстояние между трещинами превышает шесть и более их длин, то процессы зале-
чивания микротрещин, становятся практически независящими как от расстояния между
дефектами, так и от расположения дефектов друг относительно друга.

Уменьшение расстояния между трещинами вплоть до 1–2 их линейных размеров (с
учетом изменения их взаимного расположения) качественно не меняет описанный процесс
залечивания, однако, приводит к его существенному замедлению: выброс расплавленно-
го материала в трещину сохраняется, но уменьшение трещины особенно в поперечном
направлении значительно сокращается.

В результате моделирования установлено, что залеченность микродефекта (определен-
ная как отношение изменения объема микротрещины в процессе ее залечивания к перво-
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начальному объему микротрещины) не зависит от взаимного расположения и расстояния
между микродефектами, а определяется лишь интегральными параметром – «начальной»
поврежденностью материала.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-08-08693).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ЭЛАСТОМЕРНЫХ МАТЕРИАЛОВ
С УЧЕТОМ ЭФФЕКТА РАЗМЯГЧЕНИЯ МАЛЛИНЗА

К. А. Мохирева, А. Л. Свистков

Институт механики сплошных сред УрО РАН
Пермский государственный национальный исследовательский университет

На сегодняшний день до сих пор встречаются работы, где поведение резин описывается
с помощью упругих потенциалов. Во многом данный способ определения свойств эласто-
мерных материалов прост и понятен, особенно при использовании в конечно-элементных
расчетах. Однако эластомеры в действительности ведут себя сложным образом – прояв-
ляются различного рода эффекты, которые хорошо видны при циклическом растяжении
образцов. Одним из таких ярких эффектов является размягчение (эффект Маллинза),
когда происходит уменьшение уровня жесткости при повторных циклах нагружения. Не
смотря на то, что для каждого эластомера степень изменения напряжений при повторных
циклах растяжения зависит от многих факторов – доли наполнителя, значения приложен-
ной нагрузки, скорости нагружения и т. д., разница в характере поведения на первом и
втором циклах растяжения всегда имеет место быть и должна быть учтена при расчетах.

Усложнение математической модели для описания поведения материала чаще всего
подразумевает возникновение вычислительных и иных трудностей. В данном случае, для
учета эффекта Маллинза, еще Огден и Роксбург [1] предложили достаточно простую фе-
номенологическую модель:

ω = ηω0 + Φ, (1)

где дополнительно определялась только одна величина – параметр размягчения η;
ω0 = ω0(λ1, λ2, λ3) – удельная энергия деформации; Φ(η) – функция диссипации, кото-

рая определялась условием
∂Φ

∂η
= −ω0.

В своей работе авторы также предложили формулу для задания параметра размягче-
ния, в последствие было написано еще несколько работ с использованием другой формы
определения данного параметра [2, 3]. В нашей работе мы решили использовать свой ва-
риант записи:

η =
1

1 + α(maxω0 − ω0)n
, (2)

где α (α > 0), n – материальные константы; ω0 – текущее значение удельной энергии
деформации, которое можно задать любым упругим потенциалом; 0 < η 6 1.

Для учета в математической модели влияния временных эффектов (вязкоупругие свой-
ства материала, ползучесть) использовалось мультипликативное разложение градиента
деформаций F на правые тензоры упругих Ue, релаксирующих Ur и вязких Uυ растяже-
ний и тензоры поворота Re, Rr:

F = ReUe = RrUrUυ. (3)

Определяющие соотношения составлялись на основе термодинамического неравенства:

T ·D− ω̇0 > 0, (4)
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где T = Te +Tr – тензорная функция, которая является суммой равновесных и релакси-
рующих напряжений, соответственно; D – тензор скоростей деформаций.

Рассматривая связь между правым тензором деформаций Коши-Грина и деформаци-
онным градиентом среды: C = FTF = U2 и обращаясь к формуле (3), можно получить
выражение для связи правых тензоров растяжения:

U2 = U2
e = UυU

2
rUυ. (5)

Кроме того, принимался в расчет известный факт, что тензор скоростей деформации сре-

ды имеет следующий вид: D =
1

2

[
ḞF−1 + (ḞF−1)T

]
= F−T (U2)•F−1. В итоге мы получили,

что тензор скоростей деформаций среды можно представить в виде суммы мер скоростей
вязкого Dυ и релаксационного деформирования Dr:

D = Dυ +Dr. (6)

Учитывая выше представленные формулы, а также выражение ω0 = ωe + ωr, были
получены следующие формулы для расчетов:

Te ·D− ω̇e = 0; (8)

1

2
F−TUx(U

2
r)

•UxF
−1 = D− dev(Q2TrQ

2), (7)

где Q = QT – индифферентный тензор.
Необходимость в создании новой модели появилась в результате анализа эксперимен-

тальных данных по исследованию влияния истории нагружения вдоль разных направ-
лений на свойства эластомеров (наведенная анизотропия). Проведение таких нестандарт-
ных экспериментов осуществлялось с помощью четырехвекторного испытательного стенда
фирмы Zwick (двухосная машина). Уникальность данной установки заключается в том,
что она позволяет задавать историю нагружения по каждому из двух направлений и отсле-
живать поле перемещений исследуемой области с помощью видеоэкстензометра. Испыта-
ния проводились на плоских крестообразных образцах для нескольких групп резин: 1) на
основе бутадиен-стирольного каучука с низкой долей наполнения разными углеродными
частицами (а. наналмазы, б. графеновые нанопластинки, в. многослойные нанотрубки) [4]
и 2) эластомеров с высокой долей наполнения техническим углеродом.

Результаты данных экспериментов показывают влияние истории нагружения на свой-
ства материалов в зависимости от направления приложения нагрузки. Такая зависимость
зачастую может наблюдаться даже при малой доли наполнителя в матрице и малых де-
формациях. Этот вывод говорит в пользу того, что необходимо учитывать изменение
свойств в зависимости от направления нагружения при построении математической мо-
дели. Однако пока что предложенные нами соотношения не учитывают данное явление,
но разработки по улучшению математической модели направлены по данному пути.

В итоге были проведены серии экспериментов, которые заключались в стандартных
одноосных испытаниях и испытаниях по исследованию эффекта наведенной анизотропии,
для разных групп эластомеров. В результате был сформулирован вывод о необходимости
учета явления наведенной анизотропии в наполненных резинах при построении матема-
тической модели. На первоначальном этапе нашей работы были записаны соотношения
для описания поведения эластомеров с учетом эффекта размягчения Маллинза и вязко-
упругих свойств. Это является первым приближением на пути построения определяющих
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соотношений для разумного учета всех необходимых эффектов в материале. Получен-
ная «приближенная» модель апробировалась на экспериментальных данных для разных
материалов.

Работа выполнена в рамках госбюджетной темы (ГР № 115 030 510 005) и при фи-
нансовой поддержке РФФИ (проект № 16-08-00914-р_а).
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В последнее десятилетие большое внимание уделяется новому типу композиционных
материалов – нанокомпозитам. Особое место среди них занимают полимерные нанокомпо-
зиты, применяемые в промышленности. Создание таких материалов с улучшенными свой-
ствами требует знаний не только свойств наполнителя и матрицы, но и как формируются
на наноуровне макроскопические свойства материала и какие процессы происходят около
частиц наполнителя. Таким образом, необходимо проводить не только макроскопические
испытания, но и анализировать структуру материала на наномасштабном уровне.

Наиболее перспективным методом изучения материала на наноуровне, который позво-
ляет не только исследовать особенности структуры образца, но и получать информацию о
его механических характеристиках, является атомно-силовая микроскопия. Основной де-
талью атомно-силового микроскопа, осуществляющей получение информации о рельефе
поверхности и свойствах исследуемого образца, является кантилевер, один конец которого
жестко закреплен, а на втором конце расположен зонд.

Механические свойства материала получают при работе в силовой моде, которая пред-
полагает непосредственный контакт зонда атомно-силового микроскопа с поверхностью
исследуемого материала. В этом случае регистрируется силовая кривая – зависимость от-
клонения свободного конца кантилевера, на котором расположен зонд, от перемещения
его основания по направлению к поверхности образца и обратно. Зная значение коэффи-
циента жесткости кантилевера, данную зависимость можно перестроить в координатах
приложенная сила – глубина проникновения зонда (рис. 1а). Для расшифровки получае-
мой силовой кривой и определения механических свойств образца применяются различные
модели контактного взаимодействия. Наиболее популярными являются модель Дерягина-
Мюллера-Топорова и модель Джонсона-Кендалла-Робертса [1–2]. Важно отметить, что обе
модели ДМТ и ДжКР берут за основу упругой составляющей силы контактного взаимо-
действия решение Герца [3] и отличаются только учетом межмолекулярной энергии взаи-
модействия. Модель ДМТ рассматривает энергию межмолекулярного взаимодействия за
пределами контактной области, а теория ДжКР – внутри контактной области. Особен-
ностью модели ДМТ является то, что в ней нет возможности рассчитать, как тянется
прилипший к зонду материал при его отведении от поверхности. Модель ДжКР лишена
этого недостатка и позволяет аппроксимировать экспериментальные данные и при под-
ведении зонда к поверхности образца, и при его отведении. Но эта модель не учитывает
жесткость используемого кантилевера атомно-силового микроскопа.

Авторами данной работы разработана более точная модель контактного взаимодей-
ствия зонда АСМ с поверхностью мягкого материала для определения его механических
характеристик. Данная модель близка к теории ДжКР, но в отличие от нее учитывает
жесткость кантилевера при анализе величины подъема зонда за счет действия поверх-
ностных сил.

Модель также учитывает действие поверхностных сил, действующих на границе обла-
сти S1 и на границе поверхности контакта S2 (рис. 2). Эти силы необходимо учитывать,
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a б
Рис. 1. а – силовая кривая, полученная для полидиметилсилоксанового образца
с помощью АСМ, где сплошная линия – прямой ход движения кантилевера

(приближение к поверхности образца), пунктирная линия – обратный ход движения
кантилевера (отвод кантилевера от поверхности образца); б – аппроксимация

экспериментальной силовой кривой по новой модели контактного взаимодействия,
где сплошная линия – экспериментальные данные,

пунктирная линия – теоретические данные

так как при движении зонда в материале изменяется площадь контакта зонда с образцом.
В результате становится другой энергия в рассматриваемой системе, которая зависит от
значений плотности поверхностной энергии контактирующих тел. Для учета этих сил вво-
дятся два параметра γ1 и γ2. Первый параметр соответствуют плотности поверхностной
энергии на границе исследуемого материала с воздухом. Второй параметр представля-
ет собой разность между плотностями поверхностных энергий, действующих на границе
зонда с воздухом, и действующей на границе зонда с исследуемым материалом. В первом
случае речь идет о той части энергии, которую необходимо вычесть из общей энергии
системы, поскольку именно на этой поверхности перестает материал взаимодействовать с
воздухом, а во втором случае – об энергии, действующей на вновь появившейся поверхно-
сти контакта зонда с материалом S2.

Аппроксимация экспериментальных данных АСМ для полидиметилсилоксанового об-
разца (рис. 1а) с помощью предложенной модели показана на рис. 1б. В данном случае был
использован зонд типа Scan Asyst-Air с радиусом скругления 10 нм. Материал, выбранный
в качестве образца для исследования, является калибровочным для АСМ с известным зна-
чением модуля упругости 2.6 МПа, который был взят за основу. Найденные параметры γ1
и γ2 соответственно равны – 0.016 нН/нм и 0.275 нН/нм. Из рис. 1б видно, что предложен-
ная модель качественно и количественно хорошо описывает экспериментальные данные.

Авторы выражают благодарность Морозову И.А. за предоставленные эксперименталь-
ные данные, полученные с помощью атомно-силового микроскопа.
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Рис. 2. Контакт параболоида вращения и плоскости, где S1 – граница контактного
взаимодействия на плоскости, ограниченная линией взаимодействия трех сред,

S2 – граница поверхности контакта, образованная при внедрении зонда
на некоторую глубину

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 16-08-00914-р_а и
14-01-96002- р_урал_а).
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УДК 539.382.2

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМАЦИИ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ
НАНОВОЛОКОН ГЦК НИКЕЛЯ С РАЗЛИЧНОЙ СТЕПЕНЬЮ

ЗАПОЛНЕНИЯ ПОР АТОМАМИ ВОДОРОДА

М. Д. Старостенков, А. В. Яшин, О. В. Яшин

Алтайский государственный технический университет имени И.И. Ползунова

В последнее десятилетие в научной литературе большое внимание уделяется иссле-
дованием методами компьютерного моделирования процессов структурно-энергетических
превращений в нановолокнах металлов и сплавов, подвергнутых высокоскоростной дефор-
мации. Ранее исследованы процессы деформации нановолокон ГЦК Ni, Al и Ni3Al [1–7],
Ni3Fe, сплавов некубической симметрии, таких как, например ГЦТ CuAu I [8–12]. В то же
время актуальным остается вопрос исследования влияния различных включений и при-
месей на процессы, происходящие во время высокоскоростной деформации. В представ-
ленной работе с привлечением метода молекулярной динамики проведено исследование
процессов структурно-энергетических превращений, наблюдаемых во время деформации
нановолокон ГЦК Ni, в октаэдрические и тетраэдрические поры которых помещены атомы
водорода.

В качестве объекта исследования в работе выступают нановолокна сплава чистого ГЦК
металла Ni, с ориентацией осей растяжения в направлениях <100>. Нановолокно Ni пред-
ставляло собой параллелепипед, вдоль направления <100> по краям нановолокна распо-
лагались атомы, составляющие абсолютно жесткие захваты, толщина каждого захвата
составляла четыре атомных плоскости (100). На боковые поверхности нановолокна в на-
правлениях <010> и <001> налагались свободные граничные условия, захваты, в свою
очередь, составляли атомы жесткой границы.

В зависимости от вида эксперимента изменялись его параметры – температура, при
которой производится деформирование нановолокон, и количество пор нановолокна, ко-
торые заполняются атомами водорода. В нановолокнах заполнялись водородом 20, 40,
60 и 80 % пор, по одному атому водорода в каждой поре. Соотношение количества ато-
мов водорода в октаэдрических и тетраэдрических порах нановолокна соответствовало
соотношению суммарного объема октаэдра и тетраэдров в элементарной ячейке. Темпера-
тура в компьютерном эксперименте устанавливалась равной 50 К, 300 К, 600 К, 900 К и
1200 К. При деформации нановолокна производилась термостабилизация в соответствии
с алгоритмом Берендсена [13], время реакции термостата при термостабилизации соответ-
ствовало значению 0,01 пс.

С целью сокращения записи авторами принято сокращенно называть нановолокна с
указанием кристаллографического направления, параллельного оси растяжения, и мате-
риала нановолокна, например <100> Ni. Для нановолокон с заполненными порами ука-
зывается процент заполненных пор, например, «нановолокно Ni (с 40 % H)».

Примененный в работе метод молекулярной динамики позволяет описать движение
каждого атома путем решения краевой задачи Коши. Чтобы записать задачу в канони-
ческом виде вводятся начальные условия (производится расчет начальных скоростей ато-
мов), для обеспечения сходимости численного решения применяют термостабилизацию,
для чего используется специальная процедура термостатирования. Взаимодействия меж-
ду атомами производился с применением парных потенциалов Морзе заимствованных из
работы [14].
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Метод молекулярной динамики, таким образом, позволяет осуществлять моделирова-
ние дефектов различной размерности, а также их сочетаний. Решение задачи Коши в
представленной работе осуществлялось методом Эйлера с полушагом. Шаг интегриро-
вания при решении системы дифференциальных уравнений движения частиц составлял
0,01 пс. Структура абсолютно жестких захватов оставалась неизменной на протяжении
всего эксперимента. При моделировании деформации в нановолокнах производилось пе-
риодически повторяющееся поступательное смещение атомов, составляющих абсолютно
жесткие захваты вдоль оси растяжения нановолокна в противоположных направлениях
друг от друга <100> и <100>. Суммарная скорость движения захватов составляла 20 м/с
и соответствовала скорости деформации порядка ·109 с−1. Длительность экспериментов в
настоящем исследовании не превышала 0.6 нс (600 пс).

При моделировании деформации в нановолокнах производилось периодически повто-
ряющееся поступательное смещение атомов, составляющих абсолютно жесткие захваты
вдоль оси растяжения нановолокна в противоположных направлениях друг от друга <100>
и <100>. Суммарная скорость движения захватов составляла 20 м/с и соответствовала
скорости деформации порядка ·109 с−1.

Особенностями структурно-энергетических превращений в нановолокнах Ni, содержа-
щих водород, является появление на стадии пластической деформации глобулярных обра-
зований из атомов водорода. Количество таких сфер увеличивается с ростом температуры.
Из полученного графика (рис. 1) зависимости значения откольной прочности от темпера-
туры эксперимента для нановолокон ГЦК Ni с различным содержанием водорода в порах
видно, что присутствие водорода в нановолокне по-разному влияет на прочностные свой-
ства нановолокна.

Рис. 1. График зависимости значения откольной прочности от температуры
эксперимента для нановолокон <100> Ni, содержащих водород, и нановолокон

<100> Ni без водорода

При заполнении 20 % пор атомами водорода наблюдается улучшение прочностных
характеристик нановолокна по сравнению с волокном Ni без атомов водорода: при всех
температурах увеличивается значение откольной прочности, улучшается пластичность,
увеличивается длительность второй и третье стадии деформации. При дальнейшем уве-
личении доли заполнения пор водородом значения характеристик падают (тонкие линии
на графике): уменьшается значение откольной прочности, волокна становятся более хруп-
кими – разрушение происходит быстрее.
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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ
ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА



УДК 539.3

ОБ АЛГОРИТМАХ РЕШЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧЕСКОЙ
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ О КОЛЬЦЕВОЙ ОБЛАСТИ

В. В. Акиньшин, И. И. Переяславская

Воронежский государственный университет

В приближении плоского напряженного состояния рассматривается упругопластиче-
ская задача о кольцевом диске при выборе кусочно-линейного условия пластичности обще-
го вида. Различные подходы решения этой задачи рассматривались, например, в работах
[1–4].

1. К выбору меры упрочнения

В теории упрочняющегося пластического тела вводится понятие меры упрочнения [5].
В области пластического состояния диска может реализоваться несколько режимов:

αi−1(σθ − δepθ) + βi−1(σr − δepr)− γi−1δe
p
z < 2k(1 + ηepeq),

αi(σθ − δepθ) + βi(σr − δepr)− γiδe
p
z = 2k(1 + ηepeq),

αi+1(σθ − δepθ) + βi+1(σr − δepr)− γi+1δe
p
z < 2k(1 + ηepeq).

(1)

В дальнейшем индекс i, определяющий номер режима пластичности не будем указывать.
Для кусочно-линейных условий пластичности мера изотропного упрочнения epeq (эк-

вивалент пластических деформаций [3]) может быть выражена через любую ненулевую
компоненту тензора пластических деформаций, например, epeq = χepθ, где χ – числовой ко-
эффициент. Так в работе [3] для условия пластичности Треска σθ − σr = σy величина epeq
определяется исходя из определения элементарной работы на приращениях пластических
деформаций

σijde
p
ij = σyde

p
eq.

Для кусочно-линейных условий пластичности это возможно в силу соотношений ассо-
циированного закона пластического течения

dεpθ : dε
p
r : dε

p
z = α : β : γ.

Однако, определение epeq не обязательно связывать с σijdepij.

2. Напряженное состояние в пластической зоне

Обозначим через a, b радиусы внутренней и внешней границы кольцевой области
(a 6 r 6 b), c – радиус упругопластической границы (a 6 c 6 b), p – давление на границе
r = a, внешняя граница r = b свободна от внешних воздействий.

Будем полагать, что в пластической области реализуется один из режимов (1) (это
предположение не является существенным в данной работе).

Алгоритм определения напряжений и деформаций для кусочно-линейных условий пла-
стичности излагался в работе [4]. Решение задачи в пластической зоне дает

σρ = ρm−1C1 + ρ−m−1C2 +
k

α + β
, σθ = (ρm−1C1 − ρ−m−1C2)m+

k

α+ β
, · · ·
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Eepθ =
α(ασθ + βσρ − k)

δ(α2 + β2 + γ2) + kδη
,

где

m =

√
β2 + δ(α2 + β2 + γ2) + kδη

α2 + δ(α2 + β2 + γ2) + kδη
.

Величины C1, C2 определяются из граничного условия σρ(ρ = a) = −p и равенства пла-
стических деформаций на упругопластической границе epθ(ρ = c) = 0.

3. Напряженное состояние в упругой зоне

Формулы для вычисления напряженного состояния в области упругого состояния дис-
ка можно получить, решая краевые или начальную задачу.

На упругопластической границе должны выполняться условия непрерывности напря-
жений (на упругопластической границе можно рассматривать не только непрерывности
напряжений, но и непрерывность комбинаций напряжений), а на внешней границе зада-
ется или радиальное напряжение, или перемещения.

Вид формул для напряжений, деформаций и перемещений будет зависеть от выбран-
ного варианта решения.

Если и на упругопластической границе учитывается непрерывности радиального на-
пряжения и непрерывность функции пластичности то, решая начальную задачу

r2
d2σr
dr2

+ 3r
dσr
dr

= 0,

σr

∣∣∣
r=c

= k ln
( c
a

)
− p,

c
dσr
dr

∣∣∣
r=c

= k.

(2)

для напряжений в упругой области имеем

σr = k ln
( c
a

)
− p+

1

2
k − kc2

2r2
, σθ = k ln

( c
a

)
− p+

1

2
k +

kc2

2r2
. (3)

Уравнение для определения радиуса упругопластической границы следует из (3) и
граничного условия σr

∣∣
r=b

= 0

2 ln
( c
a

)
− 2p

k
+ 1− c2

b2
= 0. (4)

Если решить краевую задачу (можно рассмотреть и другие варианты)
r2
d2σr
dr2

+ 3r
dσr
dr

= 0,

σr
∣∣
r=b

= 0,

c
dσr
dr

∣∣∣
r=c

= k.

(5)

то напряжения в упругой области

σr = −kc
2

2

(
1

r2
− 1

b2

)
, σθ = −kc

2

2

(
1

r2
+

1

b2

)
. (6)
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В этом случае уравнение (4) для определения радиуса этой границы следует из условия
непрерывности напряжений на этой границе.

Для преобразования вида формул для напряжений (6) к виду (3) надо использовать
уравнение (4).

Решение аналогичных задач в приближении плоской деформации можно найти, на-
пример, в работах [1, 4, 6–11].

Выводы

В зоне упругого состояния диска для определения напряжений можно рассматривать
два алгоритма: решая начальную или краевую задачу. В зависимости от того непрерыв-
ность какой комбинации напряжений на упругопластической границе рассматривать, в
рамках этих алгоритмов можем получать разные формулы. Учитывая уравнения для
упругопластической границы, все формулы для напряжений переходят одна в другую.
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УДК 539.3

К РАСЧЕТУ СЖИМАЕМОЙ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ТРУБЫ

Ю. В. Андреева1, А. Н. Внуков2, А. В. Ковалев1

1Воронежский государственный университет
2Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия

имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина», г. Воронеж

Большое число задач механики и математического моделирования решено в работах
[1–13]. В работе [1] определено напряженно-деформированное состояние в упрочняющейся
упруговязкопластической трубе с учетом температуры. При этом материал трубы счи-
тался несжимаемым. В работе [2] с помощью метода возмущений решается задача опре-
деления напряженно-деформированного состояния в упругопластической трубе с учетом
сжимаемости материала. В статье [8] определены уравнения для напряженного состоя-
ние упругопластической трубы при учете температуры и сжимаемости материала. В на-
стоящей работе определены напряжения, перемещения и радиус пластической зоны для
упругопластической трубы, находящейся в условиях плоской деформации.

Рассмотрим упругопластическое состояние круглой толстостенной трубы, поперечное
сечение которой ограничено окружностями радиусов a и b (a < b) из сжимаемого мате-
риала, находящейся под действием равномерного внутреннего давления p. Температура
трубы T (r) – является известным решением уравнения теплопроводности и изменяется по
логарифмическому закону [6, 7], предел текучести от температуры не зависит.

T (r) = P −Q ln r,

где P, Q – известные постоянные.
Разрешая уравнения для определения напряжений [8], определим выражения для поля

напряжений и перемещений в упругой и пластической областях трубы в форме.

σp
r = −p+ 2k ln

(r
a

)
,

σp
θ = −p+ 2k ln

(r
a

)
+ 2k,

σp
z = −p+2k ln

(r
a

)
+k+δ

1

2
exp

(
1− r

(0)2

s

r2

)[∫
(4µ(1) + 2α(1)EQ) exp

(
r
(0)2

s

r2
− 1

)
dr

r
+ χ(1)

e

]
,

где χ(1)
e = 4µ(1)

(
−p+ 2k ln

(r
a

)
+ k
)
− 2α(1)EP + 2α(1)EQ ln r,

up =
3kr

(0)2

s

2Er
+ δ

k

E
µ(1)

[
−3
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(0)2

s
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r − 6r ln

(
r

r
(0)
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)
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r

]
+

+δα(1)
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σe
θ = kr(0)
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s

[
1
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+

1
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+ δα(1)EQ
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ln
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+
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.

где σr, σθ, σz – компоненты тензора напряжений в цилиндрической системе координат, E –
модуль упругости, k – предел текучести, δ – малый параметр, α – коэффициент линейного
температурного напряжения, µ – коэффициент Пуассона, u – компонента радиального
перемещения, верхние индексы e, p – определяют соотношения, соответственно, в упругой
и пластической областях.

Соотношение для определения радиуса упругопластической границы (rs) имеет вид

rs = r(0)s + δα(1)EQ
1

4k

[
r(0)s ln

(
r
(0)
s

b

)
+ r(0)s − r(0)s

r
(0)2

s + b2

r
(0)2
s − b2

ln

(
r
(0)
s

a

)]
,

где r(0)s определяется из уравнения

r(0)
2

s = b2 + 2b2 ln

(
r
(0)
s

a

)
− p.

Примем следующие значения постоянных [6]: E = 2.1 · 105 дан
см2

; α = 0.000011; a = 1 см;

b = 2 см; T = 100− 115 ln r◦C; k = 7000
дан
см2

; p = 3000 атм.
Решение уравнения для радиуса упругопластической границы, при заданных значени-

ях постоянных, дает значение rs = 1, 015 см.
Сравнение результатов, полученных при решении данной задачи с результатами работ

[1, 6], показывает удовлетворительное совпадение этих результатов.
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Воронежский государственный университет

В работе рассматриваются вопросы, относящиеся к использованию кусочно-линейных
условий пластичности.

Обобщенные условия пластичности

В статьях [1–6] рассматривались обобщенные формы записи условий пластичности, ко-
торые в частных случаях переходят в условие пластичности Мизеса или предельные усло-
вия. Наиболее известные предельные условия пластичности – это условие Треска (условие
максимального касательного напряжения) и условие пластичности Шмидта (условие мак-
симального приведенного напряжения). Условия [1–3]

|s1 − s3|n + |s2 − s3|n + |s3 − s1|n = 2kn, (1)

|s1|n + |s2|n + |s3|n =
2n + 2

3n
kn, (2)

где s1 – собственные значения девиатора напряжений, при n = 2 переходят в условие пла-
стичности Мизеса, а при n = 1 и n→ ∞ переходят в условие пластичности максимального
касательного и максимального приведенного напряжения соответственно.

Условия (1), (2) можно также рассматривать в качестве некоторого приближения по
отношению к предельным условиям пластичности, что позволяет исключить наличие син-
гулярных точек. При n ̸= 1 и n ̸= ∞ эти условия не содержат сингулярных точек.

Однако (1), (2) и их многочисленные модификации и обобщения в основном использу-
ются при рассмотрении задачи плоского напряженного состояния, поскольку для такого
состояния, учитывая формулы для главных значений тензора напряжений

σ1,2 =
1

2
(σx + σy)±

√
(σx − σy)2 + 4σ2

xy,

могут быть получены условия пластичности в координатах тензоров.

Альтернативные формы записи предельных условий пластичности

Альтернативные формы записи предельных условий пластичности рассматривались
в работах [7–10]. Заметим, что эти формы не всегда эквивалентны исходным условиям
[11–14]. Интерес к альтернативным формам предельных условий пластичности связан с
возможностью записи этих условий через основные инварианты тензора напряжений.

При рассмотрении иных состояний эти условия, как и кусочно-линейные условия пла-
стичности, привносят дополнительные трудности, поскольку представлены в терминах
собственных значений тензора напряжений.

Интерес к условиям пластичности Треска и Шмидта связан также с тем, что эти усло-
вия в отличие от условия Мизеса зависят от третьего инварианта девиатора напряжений,
который в девиаторной плоскости определяет отклонение кривой пластичности от окруж-
ности.
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В [4–6] дана альтернативная форма записи условия

(s1 − s3)
2n + (s2 − s3)

2n + (s3 − s1)
2n = 2k2n. (3)

Наиболее интересны обобщения условия Мизеса, когда в (3) n = 6 или n = 8:

(s1 − s2)
6 + (s1 − s3)

6 + (s2 − s3)
6 = 66J32 − 81J23, (4)

(s1 − s2)
8 + (s1 − s3)

8 + (s2 − s3)
8 = (258J32 − 648J23)J2.

Здесь J2, J3 – второй и третий инварианты девиатора напряжений. Если обратиться к
равенству (4), то можно заметить аналогию с условием пластичности [15]

J32 + cJ23 = k,

которое было предложено для учета влияния третьего инварианта.

Обобщенный закон пластического течения

Однако использование условий (1), (2) и их обобщений порождает сложности, связан-
ные с интегрированием соотношений ассоциированного закона пластического течения.

Известно, что при решении ряда задач использование кусочно-линейных условий пла-
стичности общего вида, обобщающих условия Треска и Шмидта, эффективно, когда из-
вестны главные оси тензора напряжений [16].

Для определения кинематики для напряженного состояния, соответствующего сингу-
лярным точкам кусочно-гладких условий пластичности, был предложен обобщенный за-
кон пластического течения [17]. Этот закон позволяет принять любое направление вектора
приращений пластических деформаций внутри конуса нормалей к поверхности пластич-
ности в ее сингулярных точках и получить непрерывное поле деформаций при переходе
вектора напряжений через сингулярные точки. Этот закон позволяет получить решение
задачи о плоско-деформированном состоянии трубы при условии полной пластичности
[18].

Тем не менее, сингулярные режимы пластичности приводят к разрыву пластических
деформаций [14].

Критика условия Треска

Из всех кусочно-линейных условий пластичности наибольшие нарекания вызывает
условие Треска. При решении ряда задач использование этого условия приводит к неудо-
влетворительным результатам. Например, при решении задачи о быстровращающемся
диске на упругопластической границе можно получить ненулевые пластические дефор-
мации. Другие возражения к использованию условия Треска изложены в работе [19], в
которой анализируется решение задачи о посадке сжатием (натяг, автоскрепление) дис-
ков [20]. Суть критики в следующем. При расширении тонкого кольцевого диска только
внутренним давлением в пластической зоне реализуется режим пластичности

σθ − σρ = k,

где θ, ρ – полярные координаты. На внутренней границе диска критическому натягу со-
ответствует состояние

σρ = −k, σθ = 0.
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Сверхкритический натяг должен перевести внутреннюю границу в состояние

σρ = −k, σθ = −k,

что возможно только в случае разрыва напряжений.
Соображения, изложенные в [19], не совсем убедительны, поскольку при попытке пе-

рехода к сверхкритическому натягу на внутренней границе диска в режиме

σρ = −k, σθ = 0,

согласно обобщенному закону пластического течения, направление вектора пластических
деформаций допускает величины

εpρ ̸= 0, εpθ = 0,

что будет приводить к неограниченному утолщению диска на границе. Никакого разрыва
напряжений при этом нет. В отличие от гладких условий пластичности [17] при выходе на
сингулярный режим

σρ = −k, σθ = 0

получаем разрыв пластических деформаций.
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УДК 539.3

НЕЙТРАЛЬНОЕ НАГРУЖЕНИЕ КОЛЬЦЕВОЙ ОБЛАСТИ

Г. Г. Бердзенишвили, И. И. Переяславская

Воронежский государственный университет

Математическое моделирование состояния дисков и труб, испытывающих различное
внешнее воздействие, вызывает особые практический интерес в связи с определением раз-
личных технологических процессов, направленных на высокую точность изготовления
различных узлов. В этом научном направлении выполнено большое количество иссле-
дований, например, [1–12].

Рассматривается кольцевой диск, на границах которого задано давление или задано
радиальное смещение его границ.

1. Упругое состояние

В приближении плоского напряженного состояния напряжения, деформации и переме-
щения в кольцевом диске (a 6 r 6 b), находящегося в упругом состоянии, определяются
из совместного рассмотрения

уравнения равновесия (r, θ, z – цилиндрические координаты)

σθ = r
dσr
dr

+ σr, (1)

соотношений закона Гука

Eer = σr − νσθ, Eeθ = σθ − νσr, Eez = −ν(σθ + σr), (2)

условия совместности деформаций

r
deθ
dr

+ eθ − er = 0, (3)

и формул для деформаций

er =
du

dr
, eθ =

u

r
. (4)

Здесь E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона.
Система уравнений (1)–(3) – замкнута. Уравнение (3) тождественно выполняется при

подстановке соотношений (4).
Выбор граничных условий в напряжениях или перемещениях не принципиален, по-

скольку всегда можно выполнить необходимую замену и преобразование формул.
Исключая из системы (1)–(3) деформации eθ, er и окружное напряжение σθ, приходим

к уравнению [1]

r2
d2σr
dr2

+ 3r
dσr
dr

= 0. (6)
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Решая уравнение (6) и учитывая соотношения (1), (2), (4), находим [1]

σr = A− B

r2
, σθ = A+

B

r2
,

Eer = (1− ν)A− (1 + ν)B

r2
,

Eeθ = (1− ν)A+
(1 + ν)B

r2
,

Eu = (1− ν)Ar +
(1 + ν)B

r
.

(7)

Формулы для величин A и B зависят от характера внешних воздействий, задаваемых
на границах области решения задачи. На границах могут быть заданы условия, которым
должно удовлетворять решение задачи. Например, если на границах r = a, r = b области
решения задачи условия в напряжениях: σr

∣∣
r=a

= −pa, σr
∣∣
r=b

= −pb, то

A =
a2pa − b2pb
b2 − a2

, B =
a2b2(pa − pb)

b2 − a2
,

если заданы граничные условия в перемещениях: u
∣∣
r=a

= ∆a, u
∣∣
r=b

= ∆b, то

A = − (a∆a − b∆b)E

(1− ν)(b2 − a2)
, B = −ab(a∆b − b∆a)E

(1 + ν)(b2 − a2)
,

2. Нейтральное нагружение

Для оценки величины напряженного состояния выберем эквивалентное напряжение

σeq = max{|σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|}.

Для напряженного состояния (7) эквивалентное напряжение принимает наибольшее
значение на границе r = a.

Рис. Шестиугольник Треска

Рассмотрим случай нейтрального нагружения, когда
только на границе r = a выполняется условие пластич-
ности

σeq = σs, σs = const, (8)

а область a < r 6 b находится в упругом состоянии.
Для плоского напряженного состояния (σ3 = 0) в

плоскости главных напряжений σ1, σ2 уравнение (8)
определяет шестиугольник (рис.).

На границе r = a могут реализоваться различные ре-
жимы, соответствующие вершинам и сторонам шести-
угольника пластичности.

Для определенности примем, что σr = σ1, σθ = σ2.
Будем полагать, что давления, действующие на границы области r = a и r = b, при-

нимают неотрицательное значение (вариант растягивающих внешних усилий вполне ана-
логичен) и определим зависимость давлений для рассматриваемого случая нейтрального
нагружения для каждого режима пластичности.
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3. Режим E

На границе r = a должны выполняться условия

σθ
∣∣
r=a

= −k, σr
∣∣
r=a

= 0, (9)

Напряжения, деформации и перемещения в области упругого состояния (a 6 r 6 b)
будет определяться по формулам

σr = −1

2

(
1− a2

r2

)
k, σθ = −1

2

(
1 +

a2

r2

)
k,

Eer = −1

2

(
(1− ν)− (1 + ν)a2

r2

)
k, Eeθ = −1

2

(
(1− ν) +

(1 + ν)a2

r2

)
k,

Eu = −1

2

(
(1− ν)r +

(1 + ν)a2

r

)
k.

Для выполнения условий (9) на границах r = a и r = b должны быть

pa = 0, pb =
k

2

(
1− a2

b2

)
.

4. Режим EF

При выполнении на границе r = a условий

σθ = k, σr = −pa, −k 6 σr 6 0,

из формул (7) следует зависимость между давлениями pa и pb

pb =
1

2

(
k + pa −

(k − pa)a
2

b2

)
, 0 6 pa 6 k. (10)

pa =
(a2 − b2)k + 2b2pb

a2 + b2
,

1

2

(
1− a2

b2

)
k 6 pb 6 k. (11)

Если задаем давление на внешней границе pb, то должны выполняться соотношения
(11), поэтому Напряжения, деформации и перемещения

σr = −a
2k + b2pb
b2 + a2

+
a2b2(k − pb)

(b2 + a2)r2
, σθ = −a

2k + b2pb
b2 + a2

− a2b2(k − pb)

(b2 + a2)r2
,

Eeθ = −(1− ν)(a2k + b2pb)

a2 + b2
− (1 + ν)a2b2(k − pb)

(a2 + b2)r2
,

Eer = −(1− ν)(a2k + b2pb)

a2 + b2
+

(1 + ν)a2b2(k − pb)

(a2 + b2)r2
,

Eu = −(1− ν)(a2k + b2pb)

a2 + b2
r − (1 + ν)a2b2(k − pb)

(a2 + b2)r
.
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Если задаем давление на внутренней границе pa (0 6 pa 6 k), напряжения, деформации
и перемещения находятся по формулам

σr = −1

2

(
k + pa +

a2(k − pa)

r2

)
, σθ = −1

2

(
k + pa +

a2(k − pa)

r2

)
.

Eer = −(1− ν)(k + pa)

2
+

(1 + ν)(k − pa)a
2

2r2
,

Eeθ = −(1− ν)(k + pa)

2
− (1 + ν)(k − pa)a

2

2r2
,

Eu = −(1− ν)(k + pa)r

2
− (1 + ν)(k − pa)a

2

2r
.

Когда давление pa изменяется в пределах 0 6 pa 6 k и при этом давление pb изменяется
по закону (10), то вектор напряжений в плоскости (σr, σθ) перемещается от точки E к
точке F шестиугольника Треска (увеличение давления pa приводит к движению точки,
изображающей напряженное состояние на шестиугольнике Треска против хода часовой
стрелки).

5. Режим F. Предельное состояние

Когда pa = pb = k, реализуется режим F. Напряжения, деформации и перемещения в
области a 6 r 6 b

σr = σθ = −k.
Eer = Eeθ = −(1− ν)k, Eu = −(1− ν)kr.

Режим F соответствует предельному состоянию области. Увеличение давлений pa, pb
невозможно.

6. Режим FA

Поскольку для рассматриваемого режима

σr = −k, −k 6 σθ 6 0,

формулы (7) (pa = k) принимают вид

σr =
a2k − b2pb
b2 − a2

+
a2b2(k − pb)

(b2 − a2)r2
,

σθ =
a2k + b2pb
b2 − a2

− a2b2(k − pb)

(b2 − a2)r2
.

(12)

Учитывая, что для режима FA окружное напряжение может изменяться в пределах
−k 6 σθ 6 0, из формулы (1) находим границы изменения давления pb

1

2

(
1 +

a2

b2

)
k 6 pb 6 k.

При выполнении условий pa = k и уменьшении внешнего давления pb от значения

pb = k до значения pb =
1

2

(
1 +

a2

b2

)
k на контуре r = a будет выполняться процесс
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нейтрального нагружения согласно режиму FA, а вектор напряжений в плоскости (σr, σθ)
будет перемещаться от точки F к точке A.

Деформации и перемещения в области a 6 r 6 b

Eer =
(1− ν)(a2k − b2pb)

b2 − a2
− (1 + ν)a2b2(k − pb)

(b2 − a2)r2
,

Eeθ =
(1− ν)(a2k − b2pb)

b2 − a2
+

(1 + ν)a2b2(k − pb)

(b2 − a2)r2
,

Eu =
(1− ν)(a2k − b2pb)

b2 − a2
r +

(1 + ν)a2b2(k − pb)

(b2 − a2)r
.

7. Режим A

Данный режим выполняется на границе r = a, когда

σr
∣∣
r=a

= −pa = −k, σθ
∣∣
r=a

= 0. (13)

При выполнении (1) решение (7) принимает вид

σr = −1

2
k

(
1 +

a2

r2

)
, σθ = −1

2
k

(
1− a2

r2

)
.

Eer = −1

2

(
1− ν +

(1 + ν)a2

r2

)
k, Eeθ = −1

2

(
1− ν − (1 + ν)a2

r2

)
k,

Eu = −1

2

(
(1− ν)r − (1 + ν)a2

r

)
k.

Из решения (13) следует, что давление границе должно быть

pb =
1

2

(
1 +

a2

b2

)
k.

8. Режим AB

Режим реализуется, когда давление на внутренней границе

0 6 pa 6 k, (14)

Напряженное состояние в области упругого состояния (a 6 r 6 b), когда задаем дав-
ление pa, вычисляется по формулам

σr = −pa +
1

2
k

(
1− a2

r2

)
, σθ = −pa +

1

2
k

(
1 +

a2

r2

)
. (15)

Из условия (14) и из первой формулы (15) следует, что давление на внешней границе
r = b должно принимать значения, определяемые по формуле

pb = pa −
1

2

(
1− a2

b2

)
k.
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Деформации и перемещения в области a 6 r 6 b

Eer = (1− ν)

(
1

2
k − pa

)
− 1

2

(1 + ν)a2

r2
k,

Eet = (1− ν)

(
1

2
k − pa

)
+

1

2

(1 + ν)a2

r2
k,

Eu = (1− ν)

(
1

2
k − pa

)
r +

1

2

(1 + ν)a2

r
k.

Если задавать давление pb на внешней границе, то равенство (σθ − σr = k)
∣∣
r=a

будет
выполняться, если

−1

2

(
1− a2

b2

)
k 6 pb 6

1

2

(
1 +

a2

b2

)
k,

а давление на внутренней границе должно принимает значение

pa = pb +
1

2

(
1− a2

b2

)
k.

Напряженное состояние в области упругого состояния (a 6 r 6 b), когда задаем дав-
ление pb, можно вычислять по формулам

σr = −pb +
1

2
k

(
a2

b2
− a2

r2

)
, σθ = −pb +

1

2
k

(
a2

b2
+
a2

r2

)
.

Eer = (1− ν)pb +
1

2
ka2

(
1− ν

b2
− 1 + ν

r2

)
,

Eet = −(1− ν)pb +
1

2
ka2

(
1− ν

b2
+

1 + ν

r2

)
,

Eu = r

(
(1− ν)pb +

1

2
ka2

(
1− ν

b2
+

1 + ν

r2

))
.

Полученные формулы позволяют построить алгоритм нейтрального нагружения на
внутреннем контуре области a 6 r 6 b для условия пластичности Треска, когда вектор
напряжений в плоскости (σθ, σr) должен непрерывно перемещаться от точки E до точки
B шестиугольника Треска.

Литература
1. Дарков А. В., Шапиро Г. С. Сопротивление материалов. М.: Высшая школа. – 1965. –

762 с.
2. Kachanov L. V. Applied mathematics and mechanics. – V. 12. – North-Holland publishing

Co, 1971. – 482 p.
3. Kollmann F. G. Die Auslegung elastisch-plastisch beanspruchter QuerpreSverb inde //

Forsch. Ing.-Wes. – 1978. – № 44. – P. 1–11.
4. Gamer U. The Elastic-Plastic Shrink Fit with Supcrcritical Interference // Acta Mecha-

nica. – 1986. – № 61. – P. 1–14.
5. Артемов М. А. О двуосном растяжении толстой пластины с круговым отверстием из

упрочняющегося упругопластического материала // Прикладная механика и техническая
физика. – 1985. – № 6. – С. 158–163.

165



6. Артемов М. А., Бестужева Н. П., Потапов Н. С. О выполнении условия полной
пластичности при плоском деформированном состоянии // Вестник Воронежского госу-
дарственного технического университета. – 2010. – Т. 6, № 7. – С. 88–92.

7. Артемов М. А., Ларин И. А., Потапов Н. С. Распределение напряжений и дефор-
маций в цилиндрической трубе при выборе кусочно-линейного условия пластичности //
Вестник Воронежского государственного технического университета. – 2010. – Т. 6, № 9. –
С. 117–119.

8. Артемов М. А., Ларин И. А. Учет сжимаемости материала при определении напря-
женно-деформированного состояния в упругопластическом теле в случае плоской дефор-
мации // Вестник Воронежского государственного технического университета. – 2009. –
Т. 5, № 7. – С. 39–42.

9. Артемов М. А., Потапов Н. С. Учет сжимаемости материала при определении
напряжений и деформаций в упруго-пластическом теле в случае плоского напряженно-
го состояния // Вестник Воронежского государственного технического университета. –
2009. – Т. 5, № 8. – С. 25–29.

10. Артемов М. А., Якубенко А. П. К задаче Ламе // Теоретические и прикладные
вопросы образования и науки. Сборник научных трудов по материалам Международной
научно-практической конференции. – Тамбов, 2014. – С. 11–13.

11. Артемов М. А., Барановский Е. С., Шашкин А. И. Об одной нестандартной краевой
задаче // Механика предельного состояния и смежные вопросы: материалы Всероссийской
научной школы-конференции, посвященной 85-летию профессора Д. Д. Ивлева. – 2015. –
С. 118–122.

12. Артемов М. А., Барановский Е. С. Математическое моделирование пластического
состояния тел. Плоская деформация // Вестник Чувашского государственного педаго-
гического университета им. И.Я. Яковлева. Серия: Механика предельного состояния. –
2015. – № 2 (24). – С. 72–87.

166



УДК 531.011

ОБ ОДНОМ ТОЧНОМ АВТОМОДЕЛЬНОМ РЕШЕНИИ КОНТАКТНОЙ
ЗАДАЧИ ТОМСОНА

С. Б. Богданова, С. О. Гладков

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)

Аналитически и численно найдено одно новое автомодельное решение контактной за-
дачи Томсона. Вычисления основаны на использовании уравнений статической теории
упругости, с помощью которых получено распределение напряжений внутри цилиндри-
ческого тела в точке его контакта с полубесконечной упругой средой. Задача решена в
стационарном случае, когда интересующие нас времена δt значительно превышают время
контакта τ. Строго аналитически показано, что радиальная деформация ur(r, z) и продоль-
ная деформация uz(r, z) подчиняются уравнениям третьего порядка, которые допускают
физически правильные автомодельные решения. При определенных граничных условиях
найдены численные решения полученных уравнений.

Предположим, что имеется горизонтально летящий со скоростью V цилиндрический
стержень, локально контактирующий с полубесконечной упругой средой. Причем вся его
кинетическая энергия полностью переходит в потенциальную энергию деформаций упру-
гой среды, самого стержня и его нагрев. Будем предполагать, что теплопроводность упру-
гой среды весьма велика, а потому, ее нагрев и охлаждение происходят практически мгно-
венно. По большому счету, нагревом самого стержня тоже можно пренебречь, но посколь-
ку его размер значительно меньше линейных размеров упругой среды, то некоторое по-
вышение температуры в области контакта все же существует. Как показывают простые
оценки, тепловые деформации не слишком велики, и их можно не учитывать. Тем не
менее, при локальном нагреве, который длится некоторое небольшое, но конечное время
∆t, превышающее время контакта τ, всегда имеет место дополнительная термоупругая
деформация. В отдельных случаях она важна, но в рассматриваемой нами задаче – не су-
щественна. Ее, однако, можно легко учесть благодаря введению коэффициента объемного

расширения αP =
1

V

(
∂V

∂T

)
P

, где V – объем, T – температура, P – давление. Сказанное

означает, что закон сохранения энергии с учетом основных потерь в обоих телах мы имеем
право записать в виде

1

2

∫
V

ρV2dV =

∫
Vc

FV dV +

∫
V

F ′
V dV +

∫
V

t1∫
t0

[
cP Ṫ +

κ(∇T )2

2T0

]
dtdV +∆Fs, (1)

где стоящая слева величина есть не что иное, как кинетическая энергия стержня, идущая
целиком на его внутренние деформации (о ней поговорим чуть ниже), ρ – его плотность,
Vc – его объем, FV – плотность термоупругой энергии стержня, которая традиционно
представляет собой плотность свободной энергии при деформациях с учетом коэффици-
ента объемного расширения (см. [1, 2], а также работу [3]), второе слагаемое представляет
собой энергию упругого полупространства, о чем везде далее будет свидетельствовать
«штрих» у плотности свободной энергии, а V – его объем, наконец, третье слагаемое –
диссипативная функция и чистый нагрев, cP – изобарическая теплоемкость, отнесенная к
единице объема тела (заметим здесь, что часто вводимая в рассмотрение удельная тепло-
емкость, отнесенная к единице массы тела, отличается от введенной нами теплоемкости
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cP дополнительным множителем ρ), T0 – температура термостата. Последнее слагаемое
∆Fs представляет собой энергию звуковых колебаний. Третье слагаемое в правой части в
линейном приближении по температуре после интегрирования по частям и в силу уравне-
ния теплопроводности автоматически исчезает. В случае стержня весьма удобно перейти к
цилиндрической системе координат, где элемент объема dV = 2πrdrdz. Поэтому для инте-
ресующей нас части кинетической энергии, связанной с энергией деформации, уравнение
(1) с учетом сказанного можно переписать, как

ε(λ)

h1∫
0

ρV2dz =
2

R2

h1∫
0

R∫
0

FV (r, z)rdrdz, (2)

где R – радиус недеформированного цилиндра, а h1 – линейный размер области контакта
(см., например, задачу Герца в [1]), отсчитываемый в сторону, противоположную направ-
лению движения и лежащий внутри стержня. Величина ε(λ), характеризующая относи-

тельные потери энергии в стержне, будет строго вычислена далее, а параметр λ =
h1
R
.

Что касается плотности свободной энергии, то в соответствии с [1] при учете тепловых
деформаций, ее можно представить в виде

FV = µ

(
uik −

1

3
δikull

)2

+
K

2
u2ll −KαPull(T − T0) + f · u,

где симметричный тензор деформаций uik =
1

2

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
, его след ull = divu, а u =

= u(r) – искомый вектор смещения внутренних точек тела, являющийся следствием сило-
вых воздействий, приводящих к деформациям внутренней структуры, µ – модуль сдвига,
а K – коэффициент сжатия (расширения). Они имеют размерность давления

( эрг
см3

)
. Их

связь с модулем Юнга E и с коэффициентом Пуассона σ (которая и будет далее использо-

ваться) можно представить в классическом виде, как µ =
E

2(1 + σ)
, K =

E

3(1− 2σ)
.Послед-

нее слагаемое в плотности свободной энергии представляет собой потенциальную энергию,
связанную с действием сторонних сил. Как правило, это сила тяжести и центробежная

сила, для которых объемная сила определяется простой зависимостью f = ρg+ ρ
[ω⃗ × r]2

r
,

где ω⃗ – вектор угловой скорости вращения. Записывая функционал S{u} =
∫
V

FV dV и

варьируя его по вектору деформаций u = u(r) с учетом формул (4), получим искомое
уравнение

∆u+
1

1− 2σ
grad divu+ 2αP

1− σ

1− 2σ
∇T = −f

2(1 + σ)

E
.

При решении этого уравнения мы не будем принимать во внимание ни силу тяжести (счи-
таем, что стержень летит горизонтально), ни его возможное вращение вокруг своей оси z,
поэтому считаем, что f = 0. В итоге на временах ∆t > τ, когда закон сохранения энергии

сводится к простому уравнению (2), получаем ∆u+
1

1− 2σ
grad divu = 0. Будем искать его

решение для поставленной выше контактной задачи, в цилиндрической системе координат,
ось z которой направлена вдоль оси цилиндра. Ясно, что в этом случае вектор деформа-
ции имеет только две возможные проекции на оси z и r, то есть u = (ur(r, z), 0, uz(r, z)).
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Проектируя уравнение на оси z и r, приходим к следующей системе уравнений

∆ur−
ur
r2

+
1

1− 2σ

∂

∂r

[
1

r

∂

∂r
(rur) +

∂uz
∂z

]
= 0, ∆uz+

1

1− 2σ

∂

∂r

[
1

r

∂

∂r
(rur) +

∂uz
∂z

]
= 0, (3)

где второе слагаемое в первом уравнении системы (3) появляется в результате ковари-
антного дифференцирования после перехода в криволинейную систему координат (см., к
примеру, [4], стр. 614). Решения линейной системы уравнений (3) мы найдем в предполо-
жении, что оно является автомодельным, и должно приводить к качественно правильному
результату. Полагая поэтому, что x =

z

r
, в результате придем к следующим уравнениям[

x2 +
1− 2σ

2(1− σ)

]
u′′r + xu′r − ur +

1

2(1− σ)
(u′′z − u′z) = 0,

x2u′′r + [2(1− σ) + (1− 2σ)x2]u′′z + (1− 2σ)xu′z = 0.

(4)

Как из них видно, эта система уравнений представляет собой линейные алгебраические
уравнения по отношению к производным u′z и u′′z . Решая ее относительно u′z и u′′z , в итоге
находим следующее уравнение

φ1(x)u
′′′
r + φ2(x)u

′′
r + φ3(x)u

′
r − φ4(x)ur = 0, (5)

где функции

φ1(x) = 1− 2σ + 2(1− σ)x2 +
x2

s(x)
,

φ2(x) = 6(1− σ)x+ [1− 2σ + 2(1− σ)x2]

(
1− a′

1 + a

)
− x2

s(x)

(
1 +

a′

1 + a

)
,

φ3(x) = 2(1− σ)

(
1− a′

1 + a

)
x, φ4(x) = 2(1− σ)

(
1− a′

1 + a

)
,

s(x) = 2(1− σ) + (1− 2σ)x2, a =
(1− 2σ)x

2(1− σ) + (1− 2σ)x2
.

(6)

Вводя сокращенное безразмерное обозначение y =
ur(x)

R
, где R – радиус стержня, имеем[

1− 2σ + 2(1− σ)x2 +
x2

s(x)

]
y′′′+{

2x(1− σ)

[
3 +

2

s2(x)

]
+ [1− 2σ + 2(1− σ)x2](1− β(x))− x2

s(x)
(1 + β(x))

}
y′′+

+2(1− σ)(1− β(x))xy′ − 2(1− σ)(1− β(x))y = 0.

(7)

Численное решение уравнения (7) иллюстрируют рис. 1–6.
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Рис. 1. Функция y(x), полученная при
фиксированном начальном условии
y′(0) = 1 и различных значениях ко-
эффициента Пуассона σ. Все кривые
соответствуют теоретическим зна-
чениям коэффициента Пуассона (здесь
и далее). Сплошная кривая соответ-
ствует σ = 0.45, четырехугольники –
σ = 0.4, крестики – σ = 0.3, кружочки –
σ = 0.2, черные квадратики – σ = 0.1,
звездочки – σ = 0.01

Рис. 2. Функция y(x), полученная при
фиксированном начальном условии
y′(0) = 0.5 и различных значениях
коэффициента Пуассона σ. Сплошная
кривая соответствует σ = 0.45, че-
тырехугольники – σ = 0.4, крестики –
σ = 0.3, кружочки – σ = 0.2, черные
квадратики – σ = 0.1, звездочки –
σ = 0.01

Рис. 3. Функция y(x), полученная при
фиксированном начальном условии
y′(0) = 0.01 и различных значениях
коэффициента Пуассона σ. Сплошная
кривая соответствует σ = 0.45, че-
тырехугольники – σ = 0.4, крестики –
σ = 0.3, кружочки – σ = 0.2, черные
квадратики – σ = 0.1, звездочки –
σ = 0.01

Рис. 4. Функция y(x), полученная при
фиксированном значении коэффициента
Пуассона σ = 0.45 и различных началь-
ных условиях. Сплошная кривая, увели-
ченная в десять раз, соответствует
y′(0) = 0.01, четырехугольники – y′(0) =
0.5, крестики – y′(0) = 1, звездочки –
y′(0) = 10
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Рис. 5. Функция y(x), полученная при
фиксированном значении коэффициента
Пуассона σ = 0.2 и различных началь-
ных условиях. Сплошная кривая, уве-
личенная в десять раз, соответствует
y′(0) = 0.01, четырехугольники – y′(0) =
0.5, крестики – y′(0) = 1, звездочки –
y′(0) = 10

Рис. 6. Функция y(x), полученная при
фиксированном значении коэффициента
Пуассона σ = 0.01 и различных началь-
ных условиях. Сплошная кривая, увели-
ченная в десять раз, соответствует
y′(0) = 0.01, четырехугольники – y′(0) =
0.5, крестики – y′(0) = 1, звездочки –
y′(0) = 10
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ДАВЛЕНИЯ

К. Н. Галимзянова1, Л. В. Ковтанюк1, Г. Л. Панченко2,3
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Пусть сферический слой, ограниченный поверхностями r = r0 и r = R (r0 < R),
находится в равновесии при выполнении граничных условий

σrr
∣∣
r=R

= −p(t), σrr
∣∣
r=r0

= 0. (1)

В (1) p(t) – известная возрастающая со временем функция, σrr – компонента тензора
напряжений в сферической системе координат (r, θ, φ).

Считаем, что полные деформации dij складываются из обратимых (упругих) eij и необ-
ратимых pij деформаций [1]:

dij = eij + pij. (2)

Полагаем, что необратимые деформации накапливаются в материале непосредственно
с начала процесса деформирования. При этом необратимые деформации pij могут быть и
деформациями ползучести, и пластическими деформациями.

Напряжения в среде полностью определяются обратимыми деформациями и связаны
с ними законом Гука

σij = λekkδij + 2µeij, (3)

в котором λ, µ – параметры Ламе.
Диссипативный механизм деформирования свяжем только с вязкими и пластическими

свойствами материалов. В областях, где напряженное состояние еще не достигло поверх-
ности текучести, или, где пластическое течение происходило, но прекратилось, диссипа-
тивный механизм деформирования зададим в форме закона ползучести Нортона [2]:

V (σij) = BΣn(σ1, σ2, σ3), Σ = max |σi − σj|, γij = ενij =
∂V

∂σij
. (4)

Здесь σ1, σ2, σ3 – главные значения тензора напряжений, ενij – скорости деформаций пол-
зучести, B, n – заданные параметры ползучести материала.

При достижении напряженным состоянием поверхности текучести, диссипативный ме-
ханизм меняется: начинается пластическое течение. В качестве такой поверхности будем
использовать условие Треска

f(σij) = max |σi − σj| − 2k, γij = εpij = λ
∂f

∂σij
, λ > 0, (5)

где εpij – тензор скоростей пластических деформаций, k – предел текучести.
В условиях, пока пластическое течение не началось, интегрируя уравнение равновесия

(квазистатическое приближение)

∂σrr
∂r

+ 2
σrr − σφφ

r
= 0
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с учетом соотношений (2)–(4) и использованием краевых условий (1), для определения
компоненты деформации ползучести prr(r, t) = −2pφφ получим уравнение

prr −
3(λ+ 2µ)

2µ(3λ+ 2µ)

r30R
3

r3(R3 − r30)

p(t) + 2µ(3λ+ 2µ)

λ+ 2µ

R∫
r0

prr
r
dr

 =

= − λ+ 2µ

µ(3λ+ 2µ)

(
1

Bn

∂prr
∂t

) 1
n−1

.

(6)

Решение интегро-дифференциального уравнения (6) при заданных параметрах B, n
и p(t), и начальном условии prr(r, 0) = 0 было получено методом конечных разностей с
использованием составной формулы трапеций [3] для приближенного вычисления инте-
грала, входящего в это уравнение.

Уравнение (6) справедливо до момента времени t = t0, в который на внутренней по-
верхности r = r0 выполнится условие пластичности (5) в форме (σrr − σφφ)

∣∣∣
r=r0

= 2k.

Начиная с этого момента времени, от поверхности r = r0 развивается область пластиче-
ского течения r0 6 r 6 m(t), область m(t) 6 r 6 R остается областью с деформациями
упругости и ползучести. Таким образом, граница r = m(t) является движущейся границей
области пластического течения. Уравнение равновесия теперь необходимо проинтегриро-
вать отдельно в области пластического течения и в области с деформациями упругости
и ползучести. Из условий непрерывности компонент напряжений σrr и σφφ на границе
r = m(t) получим систему уравнений для определения функций m(t) и prr(r, t) в области
m(t) 6 r 6 R

prr −
3(λ+ 2µ)

2µ(3λ+ 2µ)

m3R3

r3(R3 −m3)

p(t)− 4k ln
m

r0
+

2µ(3λ+ 2µ)

λ+ 2µ

R∫
m

prr
r
dr

 =

= − λ+ 2µ

µ(3λ+ 2µ)

(
1

Bn

∂prr
∂t

) 1
n−1

,

(
1

Bn

∂prr(m, t)

∂t

) 1
n−1

= 2k.

В области r0 6 r 6 m(t) функция prr(r, t) имеет вид

prr =
3(λ+ 2µ)

2µ(3λ+ 2µ)

m3R3

r3(R3 −m3)

p(t)− 4k ln
m

r0
+

2µ(3λ+ 2µ)

λ+ 2µ

R∫
m

prr
r
dr

− 2(λ+ 2µ)k

µ(3λ+ 2µ)
.

Начальными значениями для компонент пластических деформаций являются накоп-
ленные к моменту начала пластического течения значения компонент деформаций ползу-
чести.

В некоторый момент времени t = t1 внешнее нагружающее давление начинает умень-
шаться. В области с накопленными необратимыми деформациями r0 6 r 6 m(t1) при
разгрузке пластические деформации не изменяются. Деформации ползучести во всем сфе-
рическом слое вычисляются из уравнения (6), в котором функция p(t) заменяется на убы-
вающую со временем функцию p1(t).

При дальнейшем уменьшении давления в некоторый момент времени t = t2 возникает
повторное пластическое течение, связанное с выполнением равенства (σrr−σφφ)

∣∣∣
r=r0

= −2k.
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Определение температурных напряжений и деформаций, при которых может про-
исходить необратимое деформирование материала, является одной из актуальных про-
блем современной механики деформированного твердого тела. Расчет температурных на-
пряжений в условиях цилиндрической симметрии связан прежде всего с определением
напряженно-деформированного состояния в трубах, валах, муфтах и других цилиндриче-
ских изделиях, подверженных интенсивному тепловому воздействию. Вычисление уровня
остаточных напряжений с учетом пластических течений, например, в задачах горячей
посадки цилиндрических тел [1], позволяет более точно рассчитать итоговый натяг по-
лучаемого соединения. Высокий температурный градиент способен вызывать процессы
необратимого деформирования в материалах конструкций в процессах сварки [2]

Задача о необратимом деформировании нагретых цилиндрических тел ранее рассмат-
ривалась в работе [3]. При помощи критерия текучести Треска было найдено аналитиче-
ское решение для напряжений и перемещений в случае пластического течения материала.
При этом было показано, что в условиях плоского деформированного состояния области
необратимого деформирования состоят из нескольких частей, в каждой из которых рас-
пределения напряжений имеют собственные аналитические зависимости. В данной работе
в качестве примера решена одномерная задача необратимого деформирования длинно-
го полого цилиндра, нагретого неравномерным тепловым полем. Рассмотрены особенно-
сти напряженно-деформированного состояния материала в рамках условия пластичности
Треска и Ивлева. В качестве зависимости предела текучести от температуры используется
линейная функция.

Рассмотрим длинный полый упругопластический цилиндр с внешним и внутренним
радиусами R1, R2. Пусть на внутренней поверхности цилиндра задано некоторое тепловое
расширение ∆, медленно увеличивающееся во времени, в то время как на внешней по-
верхности тепловое расширение равно нулю. Изменение параметра ∆ в условиях плоского
деформированного состояния приводит к увеличению абсолютных значений ненулевых
компонент тензора напряжений σrr, σφφ, σzz, в результате чего на внутренней поверхности
появляется область необратимого деформирования, определяемая выполнением условия
пластичности в форме Треска:

σrr − σzz = 2k0(1− β∆) (1)

где k0– значение предела текучести при ∆ = 0, β – константа материала, задающая сте-
пень падения предела текучести в зависимости от уровня линейного теплового расшире-
ния. Температурные напряжения в области пластического течения R1 < r ≤ a1 в процессе
увеличения параметра ∆ изменяются таким образом, что при некотором его значении ма-
териал цилиндра переходит в состояние полной пластичности в окрестности внутреннего
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радиуса: {
σrr − σzz = 2k0(1− β∆)
σrr − σφφ = 2k0(1− β∆)

(2)

Таким образом, в материале цилиндра развивается две области необратимого деформиро-
вания: область полной пластичности R1 < r ≤ a2 (1) и область пластичности R1 < r ≤ a1
(1).
В рамках условия пластичности Ивлева решение представленной задачи имеет более про-
стой вид. В окрестности внутренней поверхности развивается единственная область пла-
стического течения R1 < r ≤ a, в которой выполняется условие пластичности в форме
Ивлева:

2σrr − σzz − σφφ = 4k0(1− β∆) (3)

На графиках (рис. 1, 2) представлены результаты расчетов температурных напряже-
ний для каждого из условий пластичности. Уровень теплового расширения выбирался
таким образом, чтобы исключить возможное появление области пластического течения
на внешней поверхности цилиндра. Отметим, что разница между уровнем напряжений в
области пластического течения для обоих условий становится меньше при увеличении тем-
пературного градиента на внутренней поверхности. Так как значение теплового градиента
в стационарном случае прямо пропорционально отношению внешнего радиуса к внутрен-
нему, при определенных размерах цилиндра, различие между напряжениями в областях
необратимого деформирования может становиться существенным. Очевидно, что процесс
вычисления напряженно-деформированного состояния материала в рамках условия пла-
стичности Ивлева является более простым, поскольку, в отличие от условия Треска, в рас-
четах отсутствует необходимость учитывать возможный переход материала в состояние
полной пластичности в областях предварительного необратимого деформирования, и об-
ратный переход от состояния полной пластичности в случае разгрузки материала. Данное
обстоятельство несомненно становится полезным при более сложных расчетах, например,
при нестационарном тепловом воздействии, так как позволяет сократить возможное коли-
чество зон пластического течения, в каждой из которых необходимо определять границы
и соотношения для напряжений и перемещений.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 15-31-21111.

Рис. 1. Напряжения в цилиндре в рамках условия пластичности Треска:
āi = ai/R2, σ̄ij = σij/R2

176



Рис. 2. Напряжения в цилиндре в рамках условия пластичности Ивлева:
ā = a/R2, σ̄ij = σij/R2
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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТРЕХСЛОЙНОЙ
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ НА УСТОЙЧИВОСТЬ

К. Г. Дмитрик, А. Н. Спорыхин

Воронежский государственный университет

Оболочечные конструкции, в частности трехслойные сферические оболочки, находят
широкое применение в различных сооружениях, например, таких, как защитные оболоч-
ки атомных электростанций, летательные аппараты, нефте- и газохранилища, и многих
других.

Рассмотрим трехслойную оболочку, внутренний и внешний слой которой является
упругим, а заполнитель – вязкоупругим в соответствии с моделью Кельвина-Фойгта. Обо-
лочка нагружена с внутренней стороны равномерно распределенной нагрузкой q, с внеш-
ней стороны – p. µ1, µ2, µ3 – параметры Ламэ, ρ10, ρ20, ρ30 – плотность материала в недефор-
мированном состоянии, η3 - коэффициент вязкости, индексы при переменных приписаны
соответствующим слоям оболочки. На рис. 1. представлены основные параметры задачи.

p

a

b

R1

R2

q

II

В-УПР

УПР

УПР

III

I

Рис. 1. Модель трехслойной
оболочки

Устойчивость данной оболочки рассматривалась в
работе [2], в настоящей статье проведем численно-
аналитический анализ полученных решений.

Задача нахождения критических параметров, которые
соответствуют потере устойчивости основного состояния,
сводится к разрешимости уравнения [4]

det[Xij] = 0. (1)

Анализ такого уравнения затрудняется тем, что элемен-
ты Xij зависят не только от параметров, указанных в зада-
че, но и от произвольного комплексного числа ω (времен-
ного множителя). Поэтому для упрощения вычислений при
численном анализе будем считать что ω = S – действитель-
ное число, при этом −∞ < S < 0 будет соответствовать за-

туханию амплитуд возмущений с течением времени. Тогда для определения критической
нагрузки уравнение (1) можно переписать в виде

Φ = det(a,R1, R2, b, p, q, µ1, µ2, µ3, η3, ρ
1
0, ρ

2
0, ρ

3
0, t, S) = 0. (2)

Приведем соотношение (2) к безразмерному виду, отнеся величины, имеющие размер-
ность длины к внешнему радиусу b, а имеющие размерность напряжений – к модулю
упругости µ1. Переходя к предельной системе устремив t→ ∞, получим

Φ = −
(
−5η3
R6

2

+
5η3
R6

1

)
(p− q)

/(
4η3
R3

1

− 4η3
R3

2

)
−
(

1

R3
1

− 3

a3

)
q −

(
3− 1

R3
2

)
p+

+

(
− 1

R3
1

+
1

R3
2

)(
−1

2

(
4η3
R3

1

+
4η3
R3

2

)
(p− q)

/(
4η3
R3

1

− 4η3
R3

2

)
− 1

2
p+

1

2
q

)
+

+
4

a3
− 4µ2 −

−4Sη3 − 4µ3 + 4

R3
1

+
−4Sη3 + 4µ2 − 4µ3

R3
2

+

+
ρ10
a
S2 − ρ20S

2 +
ρ20 − ρ30
R2

S2 − ρ10 − ρ30
R1

S2.

(3)
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Будем искать зависимость между критическим давлением p и остальными параметра-
ми задачи. Поиск критической нагрузки будем проводить следующим образом.

На первом этапе необходимо определить область в пространстве параметров p, S, λi, в
которой происходит смена знака функции Φ. Иными словами, только в том случае, когда Φ
обращается в нуль, мы ищем зависимость критического параметра от других параметров
задачи.

На втором этапе вычисляется значение p∗ = min
S
p(S), при котором Φ(p, S, λi) = 0. Ины-

ми словами, мы должны зафиксировать все переменные, кроме критического параметра,
например, p, и неопределенного множителя S. В результате мы получим неявно заданную
функцию Φ, для которой мы должны отыскать минимальное значение критического па-
раметра, в нашем случае p. Ему будет соответствовать некоторое значение исследуемого
параметра, например, a. Варьируя исследуемый параметр, мы получим набор значений,
в нашем случае (ai, p

∗
i ).

Рассмотрим некоторое исходное состояние, основные параметры которого представим
на рис. 2. Рассматривая изменение какого-либо параметра, будем получать соответствую-
щую ему критическую нагрузку.

Рис. 2. Исходное значение параметров

На рис. 3 представлена зависимость безразмерного значения критической нагрузки
p∗ от геометрических параметров задачи. Исследовалось изменение толщины оболочки
при сохранении геометрических пропорций (сплошная линия), изменение толщины внут-
реннего слоя при неизменных значениях толщин внешнего слоя и заполнителя (крупный
пунктир), изменение толщины внешнего слоя (короткий пунктир), а также изменение тол-
щины слоя заполнителя (точки). По оси ординат отложена критическая нагрузка, по оси
абсцисс – параметр a. При этом различным значениям a отвечают соответствующие зна-
чения параметров R1, R2, например, при a = 0.8, b = 1 для кривой изменения толщины
при сохранении пропорций R1 = 0.84, R2 = 0.96, толщины внутреннего слоя – R1 = 0.96,
R2 = 0.99, толщины внешнего слоя – R1 = 0.81, R2 = 0.84 толщины заполнителя –
R1 = 0.81, R2 = 0.99.

На рис. 4 представлена зависимость безразмерного значения критической нагрузки p∗
от физико-механических параметров задачи – µ2 (рис. 4.а), µ3 (рис. 4.б), η3 (рис. 4.в) и
нагрузки, приложенной к внутреннему радиусу – q (рис. 4.г).

Таким образом, анализируя изменение геометрических параметров, то есть, варьи-
руя структуру оболочки (рис. 3), при фиксированной общей толщине оболочки, физико-
механических параметрах и величине внутренней нагрузки имеем:

– при увеличении общей толщины оболочки происходит рост величины критической
нагрузки, причем более быстрый, чем рост общей толщины, а при стремлении внутреннего
радиуса отверстия к нулю величина критической нагрузки неограниченно возрастает;

– если имеются ограничения на толщину слоев, то в целях повышения величины кри-
тической нагрузки для данной задачи наиболее оправданно увеличивать толщину внут-
реннего слоя, затем внешнего слоя, а затем заполнителя.
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Рис. 3. Зависимость критической нагрузки от геометрических характеристик

Рис. 4. Зависимость критической нагрузки от физико-механических характеристик
и внутреннего давления

Результаты, представленные на рис. 4, определяются следующим образом:
– применяя материал с большим параметром Ламэ для внешней оболочки, мы получим

критическую нагрузку большей величины, то же справедливо для внутренней оболочки и
для заполнителя;

– вязкость в данной задаче влияет на величину критической нагрузки незначительно
и играет дестабилизирующую роль;

– наличие внутренне приложенной нагрузки оказывает стабилизирующее воздействие.
Полученные результаты согласуются с общими теоретическими представлениями. При

этом можно подобрать материал и структуру слоев таким образом, чтобы удовлетворить
требованиям по обеспечению заданной величины критической нагрузки и ограничениям
на толщину слоев заполнителя.
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УДК 539.4

ГАРМОНИЧЕСКАЯ ТЕРМОУПРУГАЯ ВОЛНА В МИКРОПОЛЯРНОМ
КОНТИНУУМЕ С УЧЕТОМ ПОЛНОЙ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОЙ

СВЯЗАННОСТИ

В. А. Ковалев, Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

Институт Проблем Механики имени А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва

В последнее десятилетие быстро развиваются математические модели термоупругого
поведения твердых тел (GN-термоупругость), основанные на различных модификациях
закона теплопроводности Фурье. При этом ставится цель получения связанных гипербо-
лических уравнений термоупругости, которые гарантировали бы, выполнение следующих
условий: 1.) конечность скорости распространения теплового сигнала; 2.) возможность
пространственного распространения теплового импульса без затухания; 3.) отсутствие ис-
кажения волны в смысле получения решений классического Даламберовского типа с со-
храняющимся профилем. Одно из таких направлений связано с публикациями [1, 2]. GN-
теории термоупругости можно разделить на три различных варианта: термоупругость,
основанную на законе теплопроводности Фурье, с бесконечно большой скоростью рас-
пространения экспоненциально затухающего теплового сигнала (континуум первого типа,
GNI/CTE); термоупругость с сохраняющейся энергией и конечной скоростью распростра-
нения термических волн «второго звука» (континуум второго типа, GNII, гиперболиче-
ская термоупругость); третий вариант (континуум третьего типа, GNIII) смешанный и
включает первые два в качестве предельных случаев. Очевидно, что GNIII-теория охва-
тывает более широкий круг моделируемых явлений, по сравнению с классической теорией
теплопроводности Фурье. Отметим, что GNII — единственная известная в настоящее вре-
мя термодинамически корректная теория, которая позволяет описать теплопроводность в
твердом теле как волновой процесс, не сопровождающийся рассеянием энергии, и сформу-
лировать математическую модель процесса теплопроводности в твердых телах с помощью
системы гиперболических уравнений в частных производных, обеспечивающих (в силу
своей аналитической классификации) конечную скорость распространения тепла.

Полный анализ плоских гармонических GNI/CTE-термоупругих волн был выполнен в
статье [3]; было показано, что для каждой частоты всегда имеется ровно два комплексных
волновых числа, вещественная и мнимая части которых строго положительны. Плоские
волны в GNII-термоупругих средах исследованы в работе [4]. Плоские термоупругие вол-
ны «второго звука» характеризуются четырьмя вещественными волновыми числами, два
из которых положительны. В работе [5] проведен анализ волновых чисел плоских гармо-
нических связанных термоупругих волн, которые описываются линейными уравнениями
GNIII-термоупругости. Все указанные исследования [3–5] проводились в рамках линейной
симметричной упругости. Они подытожены в монографии [6]. Исследования распростра-
нения гармонических термоупругих волн в полностью связанной термоупругой микропо-
лярной среде до сих пор продолжают вызывать интерес [7].

1. Воспользуемся моделью термоупругого микрополярного континуума первого типа
(см., например, [8]). В этом случае, векторы перемещений u и микровращений ϕ связаны с
несимметричным тензором деформации e и тензором изгиба—кручения Γ соотношениями

e = ∇⊗ u− ϵ · ϕ, Γ = ∇⊗ ϕ, (1)
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где ϵ— кососимметричный тензор Леви–Чивита третьего ранга, ∇— трехмерный оператор
Гамильтона (набла Гамильтона).

Несимметричный тензор силовых напряжений σ и тензор моментных напряжений m
вычисляются согласно определяющему закону GNI/СТЕ-термоупругости

σ = (µ+ η)e+ (µ− η)eT + (λtre− αθ)I,
m = (γ + ε)Γ+ (γ − ε)ΓT + (βtrΓ− ςθ)I.

(2)

Здесь I— единичный тензор; λ, µ, η, γ, β, ε— изотермические определяющие постоянные
микрополярной термоупругой среды первого типа; α, ς — определяющие постоянные, обес-
печивающие связанность уравнений движения и теплопроводности. Постоянные α, ς за-
висят не только от механических свойств среды, но и от термических свойств.

В этом случае, система связанных уравнений движения, микровращения и теплопро-
водности для линейного изотропного микрополярного термоупругого тела первого типа
(GNI/CTE) при условии отсутствия массовых сил, моментов и источников тепла примет
вид:

(λ+ µ− η)∇∇ · u+ (µ+ η)∇2u+ 2η∇× ϕ− α∇θ − ρü = 0,

(β + γ − ε)∇∇ · ϕ+ (γ + ε)∇2ϕ− 4ηϕ+ 2η∇× u− ς∇θ − Jϕ̈ = 0,

∇2θ − κ

Λ∗
θ̇ − α

Λ∗
∇ · u̇− ς

Λ∗
∇ · ϕ̇ = 0.

(3)

Здесь и далее приняты обозначения, в основном согласующиеся с монографией [6]. От-
личные от нуля материальные постоянные α, ς обеспечивают связанность уравнений мик-
рополярной термоупругости. В книге [8] термоупругая гармонической волна исследована
в предположении о незначительности влияния определяющей постоянной ς. В статье [7]
связанная термоупругая гармоническая волна в микрополярном континууме исследуется
с учетом существенного влияния этой определяющей постоянной. Ради полноты анализа
мы сохраним эту определяющую постоянную во всех дальнейших рассуждения.

2. Плоская гармоническая микрополярная термоупругая волна обладает достаточно
простой аналитической структурой вида (k— волновой вектор; ω— циклическая частота;
A, S— векторы поляризации волны; B — амплитуда отклонений температуры от отсчет-
ной температуры):

u = Aei(k·r−ωt), ϕ = Sei(k·r−ωt), θ = Bei(k·r−ωt). (4)

Волновое число k (модуль волнового вектора k) может быть как вещественной, так и
комплексной величиной. Подставив выражения (4) в дифференциальные уравнения (3), а
также учитывая, что

∇ = ik, ∂/∂t = −iω,
получим приведенную ниже систему уравнений, связывающую волновой вектор k, цикли-
ческую частоту ω, векторы поляризации плоской волны A, S и амплитуду B:

(ρω2 − (µ+ η)k2)A− (λ+ µ− η)k(k ·A) + 2ηik× S− αikB = 0,
(Jω2 − (γ + ε)k2)S− (β + γ − ε)k(k · S) + 2ηik×A− ςikB = 0,(
κ

Λ∗
ω − k2

)
B +

α

Λ∗
iωk ·A+

ς

Λ∗
iωk · S = 0.

(5)

В том случае, когда волновой вектор k сонаправлен с одной из координатных осей
(например, с декартовой осью x3), а этого всегда можно добиться за счет поворота коор-
динатных осей, система будет обладать достаточно простой структурой.
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3. Рассмотрим сначала волновые числа поперечных волн. При проектировании си-
стемы (5) на касательное направление для определения волнвых чисел можно получить
биквадратное уравнение

k4

kµ4⊥
−
(
h23 − h21k̃⊥

2
) k2

kµ2⊥
+ (1− h21)k̃⊥

2
= 0, (6)

где используются следующие обозначения:

kµµ⊥ =
ω

cµµ⊥
, kµ⊥ =

ω

cµ⊥
, h21 =

4η

Jω2
, h22 =

η

ρcµµ2⊥
,

k̃⊥
2
=
kµµ2⊥

kµ2⊥
=

cµ2⊥
cµµ2⊥

, h23 = 1 + k̃⊥
2
+ h21h

2
2.

Фазовые скорости продольных и поперечных волн обозначим следующим образом

cµ⊥ =

√
µ+ η

ρ
, cµµ⊥ =

√
γ + ε

J
,

c∥ =

√
λ+ 2µ

ρ
, cµµ∥ =

√
β + 2γ

J
. (7)

Квадраты волновых чисел поперечной плоской гармонической волны находятся из
уравнения (9) в виде

2
k2

kµ2⊥
= h23 − h21k̃⊥

2
± i

√
D, D =

(
h23 − h21k̃⊥

2
)2

− 4(1− h21)k̃⊥
2
. (8)

Анализируя выражение (8), заключаем, что действительная и мнимая части волновых
чисел положительны только в одном случае, когда

√
2
k

kµ⊥
=

√
h23 − h21k̃⊥

2
+

√(
h23 − h21k̃⊥

2
)2

+ sign(D)D + i
√
D

2

√
h23 − h21k̃⊥

2
+

√(
h23 − h21k̃⊥

2
)2

+ sign(D)D

. (9)

4. Рассмотрим далее волновые числа продольных волн. Для этого спроектируем систе-
му (5) на нормальное направление к волновой поверхности. В итоге, получим бикубическое
уравнение для определения волновых чисел

k6

k6∥
− (1 + k̃1

2
+ iQ2

2)
k4

k4∥
+ (k̃1

2
+ iQ2

3)
k2

k2∥
− iQ2

1k̃1
2
= 0. (10)

Здесь введены следующие обозначения:

kµµ∥ =
ω

cµµ∥
, k∥ =

ω

c∥
, k̃∥ =

kµµ∥
k∥

=
c∥
cµµ∥

,

Q2
1 =

ω

l2∗k
2
∥
, s21 =

α2

ωΛ∗ρ
, sς21 =

ς2

ωΛ∗J
, k̃1

2
= k̃∥

2
(1− h21),

Q2
2 = Q2

1 + k̃∥
2
sς21 + s21, Q2

3 = Q2
1(k̃1

2
+ 1) + k̃∥

2
(sς21 + s21(1− h21)).
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Заменой
k2

k2∥
= Y +

1 + k̃1
2
+ iQ2

2

3

можно свести бикубическое уравнение (15) к неполному кубическому уравнению

Y 3 + pY + q = 0, (11)

где коэффициенты уравнения

p = Rep+ iImp, q = Req + iImq

определяются формулами

Rep = k̃1
2
− 1

3

((
1 + k̃1

2
)2

−Q4
2

)
, Imp = Q2

3 −
1

3

((
1 + k̃1

2
)2
Q2

2

)
,

Req =
2

27
+

1

3
k̃1

2
+

1

3
k̃1

4
− 2

9
Q4

1 +
2

27
k̃1

6
− 2

9
k̃1

2
Q4

1 −
1

9
Q2

1Q
2
3,

Imq =
2

9
Q2

1 −
4

9
Q2

1k̃1
2
+

2

9
k̃1

4
Q2

1 −
2

27
Q6

1 +
1

9
Q2

3 +
1

9
k̃1

2
Q2

3.

Решение неполного кубического уравнения (10) можно найти согласно формулам Кар-
дано. Возможность алгебраического определения корней оспаривается в работе [7].

Значения волновых чисел, полученные при исследовании бикубического (10) и би-
квадратного (6) уравнений, можно впоследствии использовать при отделении однознач-
ных ветвей многозначных квадратных и кубических радикалов на комплексной плоскости
k = Rek + iImk.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 15-31-21111 «Развитие математических моделей
и методов описания процессов деформирования и роста сложных сред с микрострукту-
рой»).
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УДК 539.374

МИКРОПОЛЯРНЫЕ КОНТИНУУМЫ С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ
МИКРОСТРУКТУРНЫМИ СВЯЗЯМИ

В. А. Ковалев1, Ю. Н. Радаев2

1Московский городской университет управления Правительства Москвы
2Институт проблем механики имени А. Ю. Ишлинского РАН, г. Москва

Теория микрополярного континуума является важным инструментом математического
моделирования механического поведения нескольких классов материалов в условиях, ко-
гда нельзя игнорировать их микроструктуру. Достаточно упомянуть, например, о жидких
кристаллах, гранулированных средах и биологических тканях. Теория микрополярного
континуума была предложена Э. и Ф. Коссера более ста лет назад, но до настоящего време-
ни достаточно широко используется в механике реальных материалов. В представляемой
работе теория микрополярного континуума развивается в двух основных направлениях:
в плане ее распространения на теплопроводящие среды и в плане учета возможных ки-
нематических связей (ограничений) между микроструктурными параметрами. При этом
микроструктура континуума задается микроструктурными d-векторами и d-тензорами.
Приоритет в настоящем исследовании отдается теоретико-полевому подходу. Возможные
связи (конечные или дифференциальные) между микроструктурными переменными учте-
ны с помощью правила множителей Лагранжа.

1. Вариационное описание физического поля предполагает, прежде всего, задание ин-
тегрального функционала, известного как действие ℑ (см., например, монографии [1], [2]):

ℑ =

∫
L(φk, ∂αφ

k, ∂γ∂αφ
k, ... , Xβ)d4X, (1)

где
L—

”
естественная“ плотность лагранжиана;

φk — физические полевые переменные;
Xβ (β = 1, 2, 3, 4) — пространственно-временные координаты;
d4X —

”
естественный“ элемент объема пространства—времени.

Все физические теории поля базируются на некотором вариационном принципе, кото-
рый называется вариационным принципом Гамильтона—Остроградского (или принципом
наименьшего действия). Согласно принципу наименьшего действия действительное поле
реализуется в пространстве—времени таким образом, что функционал действия ℑ оказы-
вается экстремальным, т.е. первая вариация ℑ обращается в нуль для всех допустимых
вариаций физических полей φk при неварьируемых пространственно-временных коорди-
натах и области пространства—времени, выступающей в качестве носителя поля:

δℑ = 0. (2)

В случае связанного нелинейного термомеханического поля, рассматривая Xα

(α = 1, 2, 3) как референциальные переменные Лагранжа, эйлеровы переменные xj

(j = 1, 2, 3) как физические поля, вводя контравариантные экстра-полевые микрострук-
турные d-переменные и температурное смещение ϑ,

”
естественная“ плотность действия в

расчете на единицу
”
естественного“ объема в отсчетном состоянии принимается в следу-

ющей форме:

L = L(Xβ, xj, d
a

j, d
c

j1j2···, ϑ, ẋj, ḋ
a

j
, ḋ
c

j1j2···, ϑ̇, ∂αx
j, ∂αd

a

j, ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ). (3)
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Таким образом, кроме переменных xj и ϑ и их скоростей ∂4xj = ẋj, ∂4ϑ = ϑ̇, к опреде-
ляющим переменным микрополярного термоупругого континуума относятся [4]:

градиент деформации ∂αxj (j, α = 1, 2, 3);
d-векторы d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3);

d-тензоры d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3);

референциальные градиенты d-векторов ∂αd
a

j

(a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3);
референциальные градиенты d-тензоров ∂αd

c

j1j2···

(c = 1, 2, 3, ... ; α = 1, 2, 3; j1, j2, · · · = 1, 2, 3);
референциальный градиент температурного смещения ∂αϑ
(α = 1, 2, 3).

2. Принцип наименьшего действия принадлежит к классу основных задач вариацион-
ного исчисления о поиске безусловного экстремума многомерного интегрального функци-
онала [3]. Однако по существу подобная трактовка принципа наименьшего действия не в
полной мере соответствует действительности, поскольку в аналитической механике и тер-
момеханике символ вариации δ согласно исторически сложившейся традиции обозначает
виртуальную вариацию, т.е. не произвольное сколь угодно малое изменение, а изменение,
совместимое со связями, ограничивающими геометрические положения, кинематические и
термодинамические состояния механической или термомеханической системы. Виртуаль-
ные вариации определяющих состояние континуума переменных являются произвольны-
ми, только если они независимы друг от друга. В противном случае принцип наименьшего
действия следует отнести к классу так называемых связанных задач вариационного ис-
числения. Такая постановка вариационных задач впервые была предложена Лагранжем
и называется задачей Лагранжа.

Итак, наличие ограничений (связей), накладываемых в данном случае на микрострук-
турные параметры, предполагает формулировку проблемы как связанной задачи вариаци-
онного исчисления. Ограничения при этом могут накладываться в форме конечных, либо
дифференциальных уравнений и неравенств. Связанные задачи вариационного исчисле-
ния весьма часто встречаются в механике. Их решение чаще всего опирается на правило
множителей Лагранжа (см., например, [3]).

В дальнейшем будем рассматривать только двусторонние связи, которые могут быть
заданы либо конечными уравнениями (голономные связи), либо уравнениями, которые
содержат явные вхождения первых производных от полевых переменных (дифференци-
альные, неголономные связи). Ограничимся только связями между экстра-полевыми d-
переменными и, возможно, эйлеровыми координатами xj.

В наиболее общей форме голономные связи между микроструктурными d-перемен-
ными d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3) и переменными xj

задаются конечными уравнениями

F
h
(xj, d

1

j, d
2

j, d
3

j, d
1

j1j2···, d
2

j1j2···, ... ) = 0. (4)
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Число таких уравнений должно быть меньше, чем число независимых контравариант-
ных полевых d-переменных и эйлеровых координат xj

xj,

d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3).

Рассмотрим вывод дифференциальных уравнений поля в том случае, когда d-векторы
подчинены конечным (голономным) ограничениям

F
h
(xj, d

1

j, d
2

j, d
3

j) = 0. (5)

Воспользуемся правилом множителей Лагранжа. С этой целью введем множители

Лагранжа
h

λ и новый лагранжиан L⋆ согласно

L⋆ = L −
h

λF
h
. (6)

Заметим, что множители Лагранжа
h

λ представляют собой функции только пространст-
венно-временных координат Xα.

В уравнениях поля лагранжиан L подлежит замене на новый лагранжиан L⋆. Выпол-
няя замену и используя пнринятые в [4–6] обозначения, в результате приходим к уравне-
ниям поля

∂αS
α·
·j − Ṗj = − ∂L

∂xj
+

h

λ
∂

∂xj
F
h

(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a

Mα·
·j +

a

Aj − ∂4
a

Qj =
h

λ
∂

∂d
a

jF
h

(a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3).

(7)

3. Дифференциальные связи между микроструктурными d-переменными d
a

j (a = 1, 2, 3;

j = 1, 2, 3), d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3) и переменными xj задаются неинтегри-
руемыми уравнениями следующего вида:

F
n
(xj, d

1

j, d
2

j, d
3

j, d
1

j1j2···, d
2

j1j2···, ... , ∂αx
j,

∂αd
1

j, ∂βd
2

j, ∂γd
3

j, ∂αd
1

j1j2···, ∂βd
2

j1j2···, ... ) = 0.
(8)

Дифференциальные связи также могут быть учтены в уравнениях поля с помощью
правила множителей. Вводя множители Лагранжа

n

λ и новый лагранжиан L⋆ согласно

L⋆⋆ = L −
n

λF
n
, (9)
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заменим в уравнениях поля лагранжиан L на L⋆; в итоге после ряда преобразований
можно получить следующие уравнения [7]:

∂αS
α·
·j − Ṗj = −(∂4

n

λ)
∂

∂ẋj
F
n
−

n

λ∂4
∂

∂ẋj
F
n
−

− (∂α
n

λ)
∂

∂(∂αxj)
F
n
−

n

λ∂α
∂

∂(∂αxj)
F
n
− ∂L
∂xj

+
n

λ
∂

∂xj
F
n

(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a

Mα·
·j +

a

Aj − ∂4
a

Qj = −(∂4
n

λ)
∂

∂(∂4d
a

j)
F
n
−

n

λ∂4
∂

∂(∂4d
a

j)
F
n
−

− (∂α
n

λ)
∂

∂(∂αd
a

j)
F
n
−

n

λ∂α
∂

∂(∂αd
a

j)
F
n
+

n

λ
∂

∂d
a

jF
n

(a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3).

(10)

Полученные уравнения принципиально отличаются от (7), поскольку множители
Лагранжа входят в них также в форме частных производных первого порядка.

4. Рассмотрим далее уравнения поля для случая, когда микроструктура континуума
определяется пространственной ориентацией жесткого ортогонального трехгранника, об-
разованного d-векторами. В случае простейшей голономной связи, когда трансформация
репера d

a
(a = 1, 2, 3) сводится только к его

”
жестким“ поворотам в пространстве (так

называемым микровращениям), имеем следующие конечные ограничения:

gijd
a

i
d
b

j = δ
ab

(a, b = 1, 2, 3), (11)

где gij — компоненты внешней (эйлеровой) пространственной метрики, δ
ab

— символ Кроне-
кера.

В том важном и сравнительно простом случае, когда параметрами микрострукутры
являются только d-векторы d

a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), а кинематические связи задаются

уравнениями (11), система дифференциальных уравнений поля подлежит некоторой мо-
дификации, поскольку согласно правилу множителей лагранжиан L подлежит замене на
новый лагранжиан L⋆:

L → L⋆ = L − 1

2

cb

λ

(
gkld

c

k
d
b

l − δ
cb

)
(c, b = 1, 2, 3).

Здесь
cb

λ— множители Лагранжа, которые представляют собой функции пространственно-
временных координат. Их можно считать симметричными при перестановке индексов:

bc

λ =
cb

λ (c, b = 1, 2, 3).

Вычислим сначала требуемые для модификации уравнений поля полевые производные.
Прежде всего нас интересует производная лагранжиана L⋆ по полевой переменной xj:

∂L⋆

∂xj
=
∂L
∂xj

− 1

2

cb

λ
∂gkl
∂xj

d
c

k
d
b

l.
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Полученное выражение преобразуем, принимая во внимание (Γs
kj — символы Кристоффе-

ля второго рода пространственной метрики)

∂gkl
∂xj

= Γs
kjgsl + Γs

ljgks,

а также симметрию множителей
cb

λ. В итоге приходим к следующему выражению:

∂L⋆

∂xj
=
∂L
∂xj

−
cb

λΓ
s
kjd

c

k
d
b
s.

Интерес представляет также производная лагранжиана L⋆ по экстраполевой перемен-
ной d

a

j:
∂L⋆

∂d
a

j
=
∂L
∂d
a

j
− 1

2

cb

λ(gklδ
k
j d
b

l
δ
ac
+ gklδ

l
jd
c

k
δ
ab
).

Привлекая затем соглашение о симметрии множителей
cb

λ, получаем

∂L⋆

∂d
a

j
=
∂L
∂d
a

j
− 1

2

cb

λ(gjld
b

l
δ
ac
+ gjkd

c

k
δ
ab
)

и
∂L⋆

∂d
a

j
=
∂L
∂d
a

j
−

ab

λd
b
j.

В результате дифференциальные уравнения поля получаются в виде следующей си-
стемы уравнений:

∂αS
α·
·j − Ṗj = − ∂L

∂xj
+ Γs

kj

bc

λd
b
sd
c

k (α = 1, 2, 3; j, s, k = 1, 2, 3),

∂α
a

Mα·
·j +

a

A⋆
j − ∂4

a

Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3),

(12)

где
a

A⋆
j =

∂L
∂d
a

j
−

ab

λd
b
j.

Сворачивая левую и правую части последнего равенства с вектором d
a

j, на основании
уравнений связей

gkld
c

k
d
b

l − δ
cb
= 0

находим

(
a

A⋆
j −

a

Aj)d
a

j = −
ab

λ δ
ab
.

Уравнения поля (12) приобретают наиболее простой вид в том случае, когда внеш-
няя (эйлерова) метрика становится евклидовой; наличие прямолинейных осей позволяет
вести речь о галилеевой инвариантности лагранжиана. Первое из уравнений (12) тогда
приводится к

∂αS
α·
·j − Ṗj = 0 (α = 1, 2, 3; j, s, k = 1, 2, 3);
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множители Лагранжа будут входить только во второе уравнение

∂α
a

Mα·
·j +

∂L
∂d
a

j
− ∂4

a

Qj =
ab

λd
b
j (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3);

постулируя галилееву инвариантность плотности действия относительно трансляций тем-
пературного смещения ϑ, приходим к энтропийному закону сохранения:

∂αj
α
R + ṡ =

∂L
∂ϑ

(α = 1, 2, 3).
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УДК 517.925.7

АНАЛИЗ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ В НЕОДНОРОДНОМ
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОМ ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ

ВОЛНОВОДЕ

А. В. Моргунова

Донской государственный технический университет

В настоящей работе представлено исследование дисперсионного множества для неод-
нородного трансверсально-изотропного полого цилиндра со свободными границами. За-
дача сведена к исследованию спектральной задачи для матричного дифференциального
оператора второго порядка с переменными коэффициентами которая, в свою очередь,
сводится к отысканию нетривиального решения краевой задачи для канонической систе-
мы дифференциальных уравнений первого порядка относительно амплитудных значений
компонент вектора Z = (Z1, Z2, Z3, Z4), где Z1 = Ur, Z2 = iUz (смещения), Z3 = σr,
Z4 = iσrz(напряжения). Определяющие соотношения имеют следующий вид:

σr = C11
∂Ur

∂r
+ C12

∂Ur

r
+ C13

∂Uz

∂z

σθ = C12
∂Ur

∂r
+ C11

∂Ur

r
+ C13

∂Uz

∂z

σrz = C44

(
∂Ur

∂z
+
∂Uz

∂r

)
σz = C13

(
∂Ur

∂r
+
∂Ur

r

)
+ C33

∂Uz

∂z
.

Где C11, C12, C13, C33, C44 - есть функции координаты, описывающие модули упругости.
Представление задачи в виде операторного пучка:

Y (Y1, Y2, Y3, Y4),
Y ′ = (A00 − κ2A01 + γA1 + γ2A2)Y,

Y1 =
Z1

b
, Y2 =

Z2

b
, Y3 =

Z3

C0
44

, Y4 =
Z4

C0
44

.
(1)

Далее вводится группа безразмерных параметров и функций:

γ = kb, κ2 =
ρω2b2

C0
44

, C0
44 = maxξ C44(ξ), ξ =

r

b
, ξ ∈ [ξ0; 1], ξ0 =

a

b

g1 =
C11

C0
44

, g2 =
C13

C0
44

, g1 =
C11

C0
44

, g3 =
C12

C0
44

, g4 =
C44

C0
44

, g5 =
C33

C0
44

.

(2)
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Также введем

a1 =
g3(ξ)

g1(ξ)
, a2 =

g2(ξ)

g1(ξ)
, a3 =

1

g1(ξ)
, a4 =

1

g4(ξ)
, a5 =

g1(ξ)− g3(ξ)

g1(ξ)
,

a6 =
g21(ξ)− g23(ξ)

g1(ξ)
, a7 =

g2(ξ)(g1(ξ)− g3(ξ))

g1(ξ)
, a8 =

g5(ξ)g1(ξ)− g22(ξ)

g1(ξ)
.

(3)

С учетом (1)-(3) сформулирована следующая граничная задача для оператора с двумя
спектральными параметрами.

Y ′
1 = −a1

Y1
ξ

− γa2Y2 + a3Y3

Y ′
2 = γY1 + a4Y4

Y ′
3 = (a6

1

ξ2
− κ2)Y1 + a7

γ

ξ
Y2 − a5

Y3
ξ

− γY4

Y ′
4 = a7

γ

ξ
Y1 + (γ2a8 − κ2)Y2 + γa2Y3 −

Y4
ξ
.

(4)

Граничные условия:
Y3(1) = Y4(1) = Y3(ξ0) = Y4(ξ0) = 0. (5)

Краевая задача (4)–(5) всегда имеет тривиальное решение. Соотношения между спек-
тральными параметрами, при которых существует нетривиальное решение задачи, и со-
ставляет дисперсионное множество задачи. Отметим, что соответствующая краевая за-
дача в общем случае исследуется численно. Дисперсионное множество строится с приме-
нением метода пристрелки, который позволяет с требуемой точностью строить решения
для произвольного вида функций неоднородности, включая разрывные. Изучим некото-
рые особенности строения дисперсионного множества для разных видов неоднородности.

Рис. 1. Дисперсионные множества для различных типов неоднородности
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На рис. 1 представлены дисперсионные мнржества для некоторых видов функций неод-
нородности, а именно: серыми точками представлено множество для однородного цилин-
дра (функции неоднородности есть константы), черными точками - дисперсионное множе-
ство для слоистого цилиндра (функции неоднородности есть разрывные функции), про-
зрачными точками представлено множество для немонотонных законов неоднородности.

Как видно из рисунка, тип неоднородности влияет на расположение точек множества,
но в целом характер кривых сохраняется.

В качестве альтернативного способа построения решения задачи применялся метод
Галеркина, с целью сравнения результатов, полученных методом пристрелки. Решение
строилось в функциях вида:

Y1(x) = C1 + C5x,
Y2(x) = C2 + C6x,
Y3(x) = C3(x− ξ0)(x− 1) + C7(x− ξ0)

2(x− 1),
Y4(x) = C4(x− ξ0)(x− 1) + C8(x− ξ0)

2(x− 1),

(6)

а также в более простом виде с учетом только первых четырех констант.

Рис. 2. Дисперсионные множества, построенные методом пристрелки и методом
Галеркина для двух наборов констант

На рис. 2 представлены дисперсионные множетсва полученные методом пристрелки
(черные точки), методом Галеркина для четырех и восьми констант соответственно (пунк-
тир и сплошная линия). Как видно из рисунка, метод Галеркина для четырех констант
дает недостаточное приближение первых двух ветвей множества, при использовании вось-
ми констант приближение строится с достаточной точностью, причем определяется также
и третья ветвь дисперсионного множества.
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УДК 539

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СОСТОЯНИЯ КОЛЬЦЕВОЙ
ОБЛАСТИ, НАГРУЖЕННОЙ ВНУТРЕННИМ ДАВЛЕНИЕМ

И. И. Переяславская1, М. С. Соломатин2

1Воронежский государственный университет
2Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил «Военно-воздушная академия

имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина», г. Воронеж

В настоящей работе выполнено математическое моделирование упругопластического
состояния цилиндрической области, нагруженной внутренним давлением, в приближении
плоского напряженного состояния.

Зарождение пластической зоны

Выберем условие пластичности вида (r, θ, z – цилиндрическая система координат)

max{|2σr − σθ − σz|, |2σθ − σr − σz|, |2σz − σθ − σr|} = 2k. (1)

На внутреннюю границу области Ri 6 r 6 Re действует давление p. Поскольку ра-
диальное напряжение в пластической области находится из решения задачи Коши, из
рассмотрения шестиугольника пластичности, определяемого уравнением (1), можно заме-

тить, что при 0 < p 6 2k

3
в пластической области может реализоваться режим пластич-

ности
2σθ − σr = 2k, (2)

а при
2k

3
< p 6 4k

3
могут реализоваться два режима пластичности

2σθ − σr = 2k и 2σr − σθ = −2k. (3)

Контактное давление p не может быть больше
4k

3
, что соответствовало бы выходу

вектора напряжения за пределы поверхности пластичности на границе контакта дисков.
Минимальное контактное давление, при котором на границе r = Ri выполняется усло-

вие пластичности (2), находится из решения задачи о цилиндрической области, находя-
щейся в упругом состояние [1]

p =
k

2

R2
e −R2

i

3R2
e +R2

i

.

Напряжения в пластической области

Будем обозначать через c радиус упругопластической границы. Если

k

2

R2
e −R2

i

3R2
e +R2

i

6 p 6 2k

3
, (4)

то в пластической области Ri 6 r 6 c напряженное состояние определяется из решения
задачи Коши 

2σθ − σr = 2k,
d

dr
(rσr)− σθ = 0,

σr
∣∣
r=Ri

= −p,
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так что

σr = 2k − (p+ 2k)

√
Ri

r
,

σθ = 2k − 1

2
(p+ 2k)

√
Ri

r
.

(5)

Предельное состояние в диске наступает при изменении контактного давления в диа-
пазоне (4), если его внешний радиус второго диска

Re =
(p+ 2k)2Ri

4k2
. (6)

Из (6) определяется максимальный радиус Re, для которого в пластической области
может реализовываться только режим пластичности (2).

Re =
16

9
R.

Деформации и перемещения в пластической области

В пластической области деформации включают упругую и пластическую составляю-
щие

εr =
du

dr
= εer + εpr, εθ =

u

r
εeθ + εpθ. (7)

Упругие деформации выражаются через напряжения по закону Гука

Eεer = σr − νσθ, Eεeθ = σθ − νσr.

Здесь E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона. Учитывая соотношения (7) и фор-
мулы (16), упругие деформации

Eεer = 2k(1− ν)− (2− ν)(p− 2k)

2

√
Ri

r
,

Eεeθ = 2k(1− ν)− (1− 2ν)(p− 2k)

2

√
Ri

r
.

(8)

В рамках гипотезы естественного состояния из ассоциированного с условием (2) закона
пластического течения, следует равенство

εpθ − 2εpr = 0. (9)

Исключая из (7)–(9) упругие и пластические деформации и учитывая, что на упруго-
пластической границе пластические деформации равны нулю (εpθ

∣∣
r=c

= εpr
∣∣
r=c

= 0), переме-
щения в пластической области будут решением задачи

2
dEu

dr
+
Eu

r
= 6k(1− ν) +

(
2ν − 5

2

)
(p+ 2k)

√
Ri

r
,(

Eu

r
− σθ + νσr

) ∣∣∣∣
r=c

= 0.

(10)
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Решение задачи (10), имеет вид

Eer = 2k(1− ν)r +
√
a(p+ 2k)

(
3

4

c2
r
+ ν − 5

4

)√
r.

Согласно (7) деформации

Eer = 2k(1− ν) +
1

2
(p+ 2k)

(
ν − 5

4
− 3

4

c2
r

)√
a

r
,

Eeθ = 2k(1− ν) + (p+ 2k)

(
ν − 5

4
+

3

4

c2
r

)√
a

r
,

Пластические деформации

Eepr =
3

8
(p+ 2k)

(
1− c2

r

)√a

r
,

Eepθ =
3

4
(p+ 2k)

(c2
r
− 1
)√a

r
,

Напряжения, деформации и перемещения в упругой области

На упругопластической границе напряжения непрерывны. На внешней границе вто-
рого диска σr

∣∣
r=Re

= 0. Поэтому радиальную компоненту тензора напряжений в области
упругого состояния диска c 6 r 6 Re можно находить из решения или краевой или задачи
Коши.

Выберем следующую краевую задачу

r2
d2σr
dr2

+ 3r
dσr
dr

= 0,

σr
∣∣
r=Re

= 0,(
2
drσr
dr

− σr

) ∣∣∣∣
r=c

= 2k.

(11)

Условие на упругопластической границе r = c – следствие непрерывности напряжений
на этой границе. Решение задачи (11):

σr = − 2kc2

3R2
e + c2

(
R2

e

r2
− 1

)
, σθ =

2kc2

3R2
e + c2

(
R2

e

r2
+ 1

)
. (12)

В зависимости от того какие граничные условия выбираются для определения напря-
жений в упругой области формулы (12) могут иметь иной вид, приводимый к (12).

Из условия непрерывности напряжений на упругопластической границе следует урав-
нение для вычисления радиуса упругопластической границы

(2k + p)

√
Ri

c
− 8kR2

e

3R2
e + c2

= 0.
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Рис. 1. Рис. 2. Рис. 3.

На рис. 1 – рис. 3 представлено распределение напряжений пластических деформаций
и перемещений для следующих значений безразмерных параметров: Ri = 1, Re = 1.5,
p = 0.4, ν = 0.2.

Вопросы математического моделирования упругопластического состояния цилиндри-
ческих областей при выборе кусочно-линейных условий пластичности в приближении
плоского деформированного состояния рассматривались, например, в работах [2–8].
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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ СМЕСЕЙ

А. Н. Спорыхин

Воронежский государственный университет

Очевидно, что для описания поведения целого ряда реальных структур, состоящих из
n – компонент, необходимо привлекать более общие модели тел, обобщающие известные
сложные модели сред [1]. К таким средам можно отнести: суспензии одной упруговязкопла-
стической среды в другой, краски, полимерные растворы, смеси битумов и многие другие.
Для таких сред более точной является обобщённая модель тела S1

p [1], механическая мо-
дель которой изображена на рис. 1.

Рис. 1. Обобщенная модель тела

Индексы e, e1, p, v обозначают соответственно упругий, пластический и вязкий ме-
ханизмы. Модель представляет собой последовательное соединение α (α = 1, 2, . . . ,m)
моделей тела S1

p = H − Stv − K, состоящего из последовательно соединённых тел: H –
тело Гука, Stv – тело Сен-Венана, и K – тело Кельвина-Фойгта. При этом у каждой из
этих моделей Sα

p свои собственные константы. Число m определяет порядок обобщенной
модели тела Sm

p .
Следуя [1, 2], приведем соотношения, которые полностью определяют свойства обоб-

щенной модели Sm
p произвольного порядка.

Тело остается упругим, пока

SijSij < k21, Sij = σij −
1

3
σkkδij, k1 > k2 > . . . > kα, (α = 1, 2, . . . ,m), (1)

где Sij – компоненты девиатора тензора напряжений. При этом для последовательно со-
единённых моделей

Sα
ij = λα

e
εαnnδij + 2µα

e
εαij, ̸Σα = 1, 2, . . . ,m, , (2)

где λα, µα – параметры Ламэ.
Если SijSij > k21, то полная деформация слагается из упругой и пластической

εij = ε1ij + ε2ij + · · ·+ εmij =
m∑

α=1

(
e
εαij +

p
εαij

)
. (3)

Здесь ε1ij, ε2ij, . . . , εmij – деформации, соответственно, первой, второй и так далее модели Sα
p .

Пластическая составляющая объемной деформации моделей Sα
p удовлетворяет условиям

несжимаемости
p
εαnn = 0, (α = 1, 2, . . . ,m). (4)
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Следовательно, компоненты девиатора тензора деформации тождественно равны ком-
понентам тензора деформации.

Напряжения, приложенные к моделям, одинаковы, тогда

S1
ij = S2

ij = · · · = Sα
ij = Sij, (σ1

ij = σ2
ij = · · · = σα

ij = σij), (α = 1, 2, . . . ,m). (5)

Тензоры скоростей пластической деформации
p
εαij связаны с тензорами напряжений со-

отношениями ассоциированного закона течения

p
εαij = ψα

(
Sij − cα

p
εαij − ηα

p
εαij

)
, ̸Σα = 1, 2, . . . ,m. (6)

если выполняется условие пластичности(
Sij − cα

p
εαij − ηα

p
εαij

)(
Sij − cα

p
εαij − ηα

p
εαij

)
= kα, ̸Σα = 1, 2, . . . ,m. (7)

Здесь ηα – коэффициент вязкости, cα – коэффициент упрочнения, kα – предел текучести,
ψα – скалярные положительные множители соответственно первой (α = 1), второй (α = 2)
и т. д. модели Sα

p .
Полные деформации связаны с перемещениями формулами Коши

2εij = ∇ju
i +∇iuj. (8)

Уравнения (1)–(8) с уравнениями равновесия

∇iσ
i
j +Xj = 0 (9)

представляют собой систему уравнений, описывающих деформированное состояние упру-
говязкопластической смеси произвольного порядка.
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УДК 539.3

К ВОПРОСУ ОПИСАНИЯ ЯВЛЕНИЯ «ЗАПИРАНИЯ» ОБЛАСТИ
ВЫСОКОГО ДАВЛЕНИЯ

О. Л. Швед

Объединенный институт проблем информатики НАН Беларуси

Явление «запирания» области высокого давления является необычным с точки зрения
механики материалов [1]. Так при сжатии тонкого диска на наковальне Бриджмена начи-
ная с некоторой величины усилия, в центре тонкого круглого диска образуется и расши-
ряется упругая область, и никаким большим давлением не удается изменить остаточную
толщину.

Решение возникающей краевой задачи с моделью материала [2] вызывает значительные
трудности. Поэтому предполагаем, что задано преобразование отсчетной конфигурации в
актуальную конфигурацию с учетом несжимаемости и векторы места в них r, R имеют
вид:

r = qici, R =
(√

1−p
)−1

(q1(c1 cosα+ c2 sinα) + q2(−c1 sinα + c2 cosα)) + q3(1−p)c3

(α = α0q, q = 1− q3h−1, (q1)2 + (q2)2 6 1, 0 6 q3 6 h, 0 6 p < 1, 0 6 q 6 1) ,
(1)

где c1, c2, c3 – неподвижный ортонормированный триэдр. Начальные значения p = α0 = 0.
В силу симметрии рассматриваем изменения лагранжевых координат при q2 = 0, 06q161.
Для упрощения полагаем триклинный материал модели идеально упругопластическим.

Запишем определяющие уравнения модели [2] при течении, два в конечном виде и три
в дифференциальном. Удельная потенциальная энергия упругой деформации имеет вид

э = э0 + э2 + э3 + c,

э2 =
∑(

δi(ci·C·ci)2 + δ3+ic1·C·c2ci·C·ci + δ11+ic1·C·c3ci·C·ci + δ15+ic2·C·c3ci·C·ci
)
+

δ7(c1·C·c2)2 + δ11(c1·C·c3)2 + δ15(c2·C·c3)2 + δ8c1·C·c1c2·C·c2 + δ9c2·C·c2c3·C·c3+

+δ10c1·C·c1c3·C·c3 + δ19c2·C·c1c1·C·c3 + δ20c1·C·c2c2·C·c3 + δ21c1·C·c3c3·C·c2,

э3 =
∑

δ21+i(ci·C·ci)3 + δ25(c1·C·c1)2c2·C·c2 + δ26(c1·C·c1)2c3·C·c3 + δ27(c2·C·c2)2c1·C·c1+

+δ28(c2·C·c2)2c3·C·c3+δ29(c3·C·c3)2c1·C·c1+δ30(c3·C·c3)2c2·C·c2+δ31c1·C·c1c2·C·c2c3·C·c3+

(c1·C·c3)2
∑

δ31+ici·C·ci+δ35(c1·C·c2)2c1·C·c3+δ36(c1·C·c2)2c2·C·c3+δ37(c1·C·c3)2c1·C·c2+

+δ38(c1·C·c3)2c2·C·c3+δ39(c2·C·c3)2c1·C·c2+δ40(c2·C·c3)2c1·C·c3+δ41c1·C·c2c1·C·c3c2·C·c3+

+δ42(c1·C·c1)2c1·C·c2 + c1·C·c3
∑

δ40+3i(ci·C·ci)2 + c2·C·c3
∑

δ41+3i(ci·C·ci)2+

+δ45(c2·C·c2)2c1·C·c2 + δ48(c3·C·c3)2c1·C·c2 + δ51c1·C·c1(c1·C·c2)2 + δ52c2·C·c2(c1·C·c2)2+

+δ53c3·C·c3(c1·C·c2)2 + δ54(c1·C·c2)3 + δ55(c1·C·c3)3 + δ56(c2·C·c3)3+

+(c2·C·c3)2
∑

δ56+ici·C·ci + δ60c1·C·c1c2·C·c2c1·C·c2 + δ61c1·C·c1c2·Cc2c1·C·c3+

+δ62c1·C·c1c2·Cc2c2·C·c3 + δ63c1·C·c1c3·Cc3c1·C·c2 + δ64c1·C·c1c3·Cc3c1·C·c3+
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+δ65c1·C·c1c3·Cc3c2·C·c3 + δ66c2·C·c2c3·Cc3c1·C·c2 + δ67c2·C·c2c3·Cc3c1·C·c3+

+δ68c2·C·c2c3·Cc3c2·C·c3 + c1·C·c2c1·C·c3
∑

δ66+3ici·C·ci+

+c1·C·c2c2·C·c3
∑

δ67+3ici·C·ci + c1·C·c3c2·C·c3
∑

δ68+3ici·C·ci, (2)

где э2, э3 – анизотропные структуры второй и третьей степени по компонентам тензо-
ра упругой деформации Коши – Грина C = 2−1(G − E), c – минимальная постоянная,
обеспечивающая условие э > 0. Начальные значения параметров анизотропии δj = 0
(j = 1, 2, . . . , 77), и тогда с точностью до постоянной переходит в изотропный потенциал
Мурнагана э0. Из (2) получаем определяющее уравнение для тензора напряжений Коши:

T = 2L−1
3 Fe ·

∂э
∂G

· FT
e = T0 +

∑
j

δjTj(
T0 = 2L−1

3 Fe
∂э0
∂G

· FT
e , Tj = 2L−1

3 Fe ·
∂(э2 + э3)

∂G
· FT

e

)
,

(3)

где G = FT
e ·Fe, неособенный тензор Fe = V ·OT заменяет деформационный градиент, O –

собственно ортогональный тензор поворота, сопровождающий упругую деформацию, L3 –
третий главный инвариант меры упругих искажений V. Дифференциальное уравнение
для тензора напряжений Коши имеет вид

Ω

T = K(Q−Q · ·NN), (4)

где
Ω

T – объективная производная по времени тензора T, Q = Q(D) – девиатор, опре-
деляющий критерий течения (Q · ·N > 0), D – тензор скорости деформаций, K – малый
положительный скаляр не зависящий от D,N – нормированный вектор нормали к поверх-
ности девиаторного сечения поверхности текучести. Его выбор осуществятся, как указано
в [2, 3]. Уравнение для потенциала напряжений полагаем

(L−1
3 э)· = (1− α)T · ·D, (5)

где α – близкая к единице относительная часть величины рассеиваемой работы деформа-
ции, определяется в базовом одноосном эксперименте с использованием модельного кри-
терия разрушения. В уравнении для параметров анизотропии различаются два случая:

δ̇j = βkjN · ·Tj∥Tj∥−1
(
Tj ̸= 0, β > 0, kj = ±1, ∥Tj∥ =

√
Tj · ·Tj

)
, δ̇j = 0 (Tj = 0). (6)

Скаляр β характеризует скорость роста анизотропии, и его можно назвать параметром ее
роста. Скаляры kj в (6) выбираются из условия минимизации β.

Из (1) находим тензоры скорости деформаций и вихря

D = 2−1(1− p)−1 (ṗ(c1c1 + c2c2 − 2c3c3) + (c3c1 + c1c3)a+ (c3c2 + c2c3)b) ,

W = (c1c2 − c2c1)α̇0q + 2−1(1− p)−1 ((c1c3 − c3c1)a+ (c2c3 − c3c2)b)

a = h−1
(√

1− p
)−1

q1 (α̇0 sinα− α0(α̇0q cosα + ṗ2−1(1− p)−1 sinα)) ,

b = h−1
(√

1− p
)−1

q1 (−α̇0 cosα + α0(−α̇0q sinα + ṗ2−1(1− p)−1 cosα)) .

(7)
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Расчет упругопластического процесса производится в квазистатическом режиме. При
разгрузке справедливы обычные соотношения нелинейной упругости. Из (7) известны тен-
зор D и тензор упругого спина Ω = ȮT ·O, использующийся при определении объективной
производной [2]. Известны также все величины в соотношениях (2), (3). Дифференцируя
эти уравнения и подставляя в соотношения (4), (5) с использованием (6) получаем си-
стему одного тензорного и одного скалярного уравнений относительно неизвестных сим-

метричного тензора
Ω

V и скаляра β. Она сводится к системе семи скалярных уравнений
относительно шести компонент производной меры упругих искажений в базисе c1, c2, c3
и параметра β. Разработаны процедуры формирования матрицы системы и минимизации
параметра роста.

Созданы программные средства на языке Фортран для численного моделирования.
Проведено численное моделирование процесса: первоначальная осадка по третьей оси

и дальнейшая осадка, с кручением по первым двум осям ортонормированного базиса от-
счетной конфигурации. В качестве материала выбран вольфрам. Варьировались величины
толщина диска h, скорости осадки ṗ и кручения α̇0.

В результате проведенных вычислительных экспериментов показано, что разгрузка в
тонком круглом диске действительно имеет место. Она наблюдается особенно при больших
значениях величины относительной скорости кручения и осадки. Влияние третьей лагран-
жевой координаты незначительно. Но разгрузка начинается не в центре диска, как указано
в [1], а на его краю. Возникающая в диске упругая односвязная область кольцеобразной
формы контактирует со штампами и перемещается к центру диска при уменьшении вели-
чины внешнего диаметра кольца. Разгруженный материал затем переходит потом в пла-
стическое состояние. Точка процесса в пятимерном пространстве девиаторов напряжений
практически расположена в трехмерном подпространстве. Влияние пятой ее координаты
составляет доли процента, а третьей и четвертой еще на два, три порядка меньше. По-
сле разгрузки точка процесса перемещается внутри области, ограниченной поверхностью
девиаторного сечения поверхности текучести. Повторный выход на поверхность текуче-
сти прослеживается с помощью траектории точки, полученной проектированием точки
процесса на поверхность девиаторного сечения с учетом ее сингулярности.

Выводы

Целью проведенного исследования являлась начальная попытка описания указанного
явления с использованием (1), проверка определяющих соотношений (4)–(6) и разрабо-
танных программных средств. Установлено появление и дальнейшее развитие искомой
упругой области в данном эксперименте. В проведенных расчетах скаляры α и K выбира-
лись постоянными. Для устранения недопустимого роста анизотропии важным является
оптимальное сочетание этих величин, поскольку модель [2] связана с конкретным законам
упругости Мурнагана.

Дальнейшее исследование также при условии (1) предполагает использование более
пластичного и упрочняющегося материала. Активный процесс будет происходить путем
попеременного чередования пластических и упругих состояний элементов деформируе-
мого тела. Величина α уже не будет постоянной и для ее задания ранее были проведены
вычислительные эксперименты при одноосном нагружении. Потребуется правильное опре-
деление зависимости K = K(α).
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УДК 539.3

ЛУЧЕВОЙ МЕТОД В РЕШЕНИИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ
ДЕФОРМИРОВАНИЯ УПРУГО-ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ

МАТЕРИАЛОВ

В. И. Штука

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН

Применение лучевого метода к решению существенно нестационарных задач механики
деформируемого твёрдого тела известно с конца 1960-х годов. Метод позволяет находить
решение в виде ряда за движущимися поверхностями разрывов, поэтому коэффициентами
данных рядов являются разрывы искомых функций или их производных. На поверхностях
разрывов выполняются следствия интегральных формулировок законов сохранения: ки-
нематические, геометрические и динамические условия совместности, которые, связывая
разрывы производных любого порядка друг с другом, позволяют получать рекурретнтые
зависимости для определения коэффициентов лучевых рядов. Эта возможность, однако,
не распространяется на случай, когда поверхности разрывов являются ударными волнами,
т. е. когда деформации и скорости испытывают скачок первого рода. Благодаря дополни-
тельным разложениям интенсивностей разрывов на ударных волнах, предложенным в [2],
используя понятие дельты-производной по Томасу [8], уже модифицированный лучевой
метод стал применим и к таким проблемам. Употреблением показанных приёмов было
решено немало задач нелинейной теории упругости. Распространение методики на случай
нелинейной упруго-вязкопластичности представляет не меньший интерес.

В качестве примера, разрешим одномерную задачу определения деформированного
состояния упруго-вязкопластической несжимаемой среды с цилиндрическим дефектом
сплошности, являющуюся логическим продолжением, избранной авторами [7] работы.
Аналогичные исследования, проводимые в рамках линейной теории с условием пластич-
ности Треска, принадлежат Г. И. Быковцеву и его ученикам [1]. Модель упруго-вязко-
пластической несжимаемой среды в Эйлеровых пространственных координатах x1, x2, x3
описывается системой

σij,j = ρ(v̇i + vi,jvj), σij =
∂W

∂eik
(δkj − ekj)− pδij,

dij = eij + pij −
1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpklelj,

2dij = ui,j + uj,i − uk,iuk,j, vi = u̇i + ui,jvj, 2εij = vi,j + vj,i

εpij =

 λk
∂fk
∂σij

, f 6 0

0, f > 0
, ui,j =

∂ui
∂xj

, u̇i =
∂ui
∂t
,

(1)

где ui, vi – компоненты векторов перемещений и скоростей; σij, dij – тензоры напряжений
Коши-Эйлера и полных деформаций; εij, εpij – тензоры скоростей обратимых и необрати-
мых деформаций; p – функция добавочного всестороннего давления; ρ = const – плотность
среды; fk(σij, pij, εpij) – функции, определяющие поверхность нагружения; eij, pij – тензо-
ры обратимых и необратимых деформаций. Индекс после запятой обозначает частную
производную по соответствующей координате, точка над символом – по времени.
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Разделение полных деформаций в (1) производится посредством модели больших упру-
гопластических деформаций [4], поскольку в рамках такой теории следует учитывать так-
же и конечные необратимые деформации. Скорости необратимых εpij и обратимых дефор-
маций εeij обременены сообразной (1) связью. Отметим также, что в уравнение движения
входят градиенты компонент тензора напряжений, которые зависят только от обратимых
деформаций, что подразумевает независимость термодинамических потенциалов от необ-
ратимых деформаций.

Благодаря дополнительной кинематической связи – условию несжимаемости, стано-
вится возможным проследить деформации изменения формы [6], а не объёма (в отличие
от динамики жидкостей и газов).

В качестве условия пластичности может быть избран критерий Мизеса [5]

f =

(
σij −

1

3
σkkδij − ηεpij

)(
σji −

1

3
σllδji − ηεpji

)
−K2,

где K – предел текучести, η – коэффициент вязкости.
Динамика процесса определяется краевыми и граничными условиями. Так, перед на-

чалом нагружения считаем, что в среде присутствуют только предварительные осевые
деформации erz (erφ = 0). Данное предположение является предпосылкой к возникнове-
нию и распространению именно двух ударных волн (волны нагрузки Σ1 и волны круговой
поляризации Σ2) с чётко определённым отношением порядка следования. Подробное их
исследование, аналогично произведённому в [3] и [7], может быть применено к упруго-
вязкопластическим средам. Динамическое скручивающее воздействие vφ (vz = 0) оказы-
вается на стенку дефекта и вызывает распространение Σ1 и Σ2.

Так, основными уравнениями для нулевого шага метода на волне нагрузки и волне
круговой поляризации являются уравнения затухания интенсивностей разрывов скоростей
и алгебраические связи разрывов ускорений

δκ1
δt

= κ1

(
−1

2

C

r
+ 10χ1

e3rz
C

(κ2 − C2erz,r)

)
+ C[εprz] + . . . , κi+1 =

[
∂ivz
∂ti

]∣∣∣∣
Σ1

,

δη1
δt

= η1

(
−C
r
+ 2χ1

e3rz
C

(κ2 − C2erz,r)

)
+ C[εprφ] + . . . , ηi+1 =

[
∂ivφ
∂ti

]∣∣∣∣
Σ2

,

ω2 = −r
2η1η2
Cerz

(
1− 4

5

κ1
Cerz

(1− χ1e
4
rz)

)
+ 2C[εprz] + . . . , ωi+1 =

[
∂ivz
∂ti

]∣∣∣∣
Σ2

,

где [f ] = f+ − f− – разрыв функции; f+, f− – значения функции перед и за поверхно-
стью разрыва; C =

√
µ/ρ – скорость эквиволюминальной волны; χ1 = const определена

параметрами среды.
Разрешая уравнение движения в разрывах на нулевом шаге лучевого метода, мож-

но заключить, что итоговая система оказывается отличной от системы для нелинейно-
упругой среды в том, что она учитывает необратимые эффекты, которые возникают за
счёт наличия свойств вязкопластичности. Естественно, что на поверхностях разрывов бу-
дет наблюдаться скачок скоростей необратимых деформаций только в том случае, когда
будет выполнено условие пластичности, что необходимо отслеживать при численном мо-
делировании. Также возможно специальное задание таких краевых условий, чтобы среда
при граничном воздействии, неминуемо подвергалась бы необратимому деформированию.
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УДК 539

О ПРОТИВОРЕЧИЯХ, ОБУСЛОВЛЕННЫХ ВЫБОРОМ
УСЛОВИЯ ТРЕСКА

А. П. Якубенко, М. А. Артемов, Е. С. Барановский

Воронежский государственный университет

В работе рассматривается одно известное решение упругопластической задачи о быст-
ро вращающемся круговом диске, которое содержит результаты, противоречащие общим
представлениям о распределении пластических деформаций. Обсуждаются также вопро-
сы, возникающие при использовании кусочно-линейных условий пластичности в случае
плоского напряженного состояния.

Кусочно-линейные условия пластичности позволяют в ряде случаев получить точное
или приближенное аналитическое решение, в то время как при выборе гладких условий
пластичности удается получить только численное решение задачи [1].

Несмотря на проблемы, обусловленные наличием сингулярных точек, кусочно-линей-
ные условия пластичности довольно часто рассматриваются в математической теории
пластичности [2–4]. Привлекательность выбора кусочно-линейных условий пластичности
связана с возможностью получения аналитических решений некоторых задач [5–9].

Напряженное и деформированное состояние быстровращающегося
упругопластического диска при условии пластичности Треска

В рамках теории пластического течения в круговом быстровращающемся диске имеют
место следующие соотношения:

• напряжения в пластической зоне 0 6 ρ 6 c (см. [1])

σρ = 2k − 1

3
mρ2, σθ = 2k; (1)

• упругие деформации в пластической зоне

Eεer = 2k(1− ν)− 1

3
mρ2, Eεeθ = 2k(1− ν) +

ν

3
mρ2, Eεez =

ν

3
mρ2 − 4kν; (2)

• пластические деформации

Eεpr = 0, Eεpθ = −1 + 3ν

9
mρ2, Eεpz =

1 + 3ν

9
mρ2; (3)

• перемещения и деформации в пластической зоне

Eu = 2k(1− ν)ρ− 1

9
mρ3, Eεr = 2k(1− ν)− 1

3
mρ2;

Eεθ = 2k(1− ν)− 1

9
mρ2, Eεz =

1 + 6ν

9
mρ2 − 4kν;

(4)

• напряжения в упругой зоне c 6 ρ 6 1 (решение получено с учетом условий непре-
рывности напряжений на упругопластической границе ρ = c)

σρ = 2k +
(1 + 3ν)m

24

((
2− c2

ρ2

)
c2 − 3

ν + 3

1 + 3ν
ρ2
)
,

σθ = 2k +
(1 + 3ν)m

24

((
2 +

c2

ρ2

)
c2 − 3ρ2

)
;

(5)
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• деформации и перемещения в упругой зоне

Eερ = 2k(1− ν) +
m

24

(
2c2(1 + 2ν − 3ν2)− 9(1− ν2)ρ2 − (1 + 4ν + 3ν2)c4

ρ2

)
,

Eεθ = 2k(1− ν) +
m

24

(
2c2(1 + 2ν − 3ν2)− 3(1− ν2)ρ2 − (1 + 4ν + 3ν2)c4

ρ2

)
,

Eu = 2k(1− ν)ρ+
m

24

(
2c2(1 + 2ν − 3ν2)ρ− 3(1− ν2)ρ2 +

(1 + 4ν + 3ν2)c4

ρ2

)
.

(6)

Здесь ρ = r/b – безразмерная радиальная координата, b – радиус внешнего контура дис-
ка, m = γω2b2/g – безразмерная величина, ω – угловая скорость, γ – удельный вес, g –
ускорение свободного падения, E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона.

Если определять напряжения в упругой зоне не из начальной задачи, а решать краевую
задачу, выбирая условие непрерывности радиального напряжения на упругопластической
границе [σρ(ρ = c)] = 0 и условие на внешней границе σρ(ρ = 1) = −p, то получаются иные
формулы для напряжений и деформаций.

Для решения (5) из условия σρ(ρ = 1) = −p следует зависимость

m =
24(2k − p)

3(ν + 3)b4 + (1 + 3ν)(c2 − 2b2)c2
, m =

γ

g

ω2b2

k
(7)

или, находя зависимость c = c(m) (знаки при решении биквадратного уравнения (7) вы-
бираются исходя из физического смысла: с ростом угловой скорости ω вращения диска
увеличивается радиус упругопластической границы)

c =

√√√√b2 − 2
√
2b

√
6km+ 3mp− b2m2

(1 + 3ν)m2
. (8)

Если давление на внешний контур диска p = 0, то формула (7) принимают вид, при-
веденный в [1].

В теории упругопластического тела, если принимается гипотеза о естественном со-
стоянии (отсутствие необратимых деформаций в теле до нагружения), пластические де-
формации на упругопластической границе должны быть равны нулю. Однако окружная
компонента тензора пластических деформаций (3) равна нулю только в точке ρ = 0, а на
границе упругопластической границе ρ = c имеет место

Eεpθ = −1 + 3ν

9
mc2 ̸= 0.

Поэтому перемещения и все деформации (кроме радиальной компоненты) претерпевают
разрыв на упругопластической границе. Непрерывность радиальной компоненты тензо-
ра деформаций на упругопластической границе обусловлена тем, что на этой границе
непрерывны компоненты тензора напряжений и радиальная компонента пластических де-
формаций равна нулю.

Из анализа упругого решения следует, что максимальное значение функция пластич-
ности принимает в центре диска, где σρ = σθ, то есть пластическое состояние возникает в
точке ρ = 0 для сингулярного режима пластичности Треска{

σθ − σz = 2k,
σρ − σz = 2k.

(9)
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Однако, режим пластичности (9) не может реализоваться в некоторой области, содер-
жащей точку ρ = 0, поскольку противоречит уравнению равновесия (подстановка (9) в
уравнение равновесия дает σρ − σθ +mρ2 = 0, σρ, σθ = const).

О зарождении пластической зоны в быстровращающемся диске

Рассматривая кусочно-линейные условия пластичности как некоторую аппроксимацию
«истинного» условия пластичности, в качестве «истинного» условия пластичности изо-
тропного тела выберем условие Мизеса, что не является принципиальным моментом.

Во вращающемся диске силы инерции вызывают положительные радиальные напря-
жения. Наложение сжимающего давления p, действующего на внешний контур диска,
приводит к изменению картины напряженного состояния во вращающемся диске. Изме-
нение двух параметров ω и p может приводить к зарождению пластической зоны в центре
диска или на его внешнем контуре.

Если p < 1, функция пластичности Мизеса в упругой зоне принимает наибольшее
значение в точке ρ = 0. В этом случае пластическая зона будет зарождаться в центре
диска.

Если p = 1 и m = 0, весь диск переходит в предельное состояние.
Из анализа функции пластичности Мизеса для упругого состояния следует, что пла-

стическая зона может зародиться на границе ρ = b, если на внешнем контуре диска дав-

ление p > 1 и m <
32(1 + ν)

(7 + 2ν + 7ν2)b2
. Также пластическое состояние на внешнем контуре

возникает, когда

m =
32(1 + ν)

(7 + 2ν + 7ν2)b2
и pb =

14ν + 5− 3ν2

7 + 2ν + 7ν2
.

Такой вариант (p > 1) возможен, если давление возникает за счет автоскрепления
дисков и изменяется в процессе их вращения.

В дальнейшем рассматривается случай, когда пластическая зона зарождается в центре
диска.

Напряженное и деформированное состояние быстровращающегося
упругопластического диска. Кусочно-линейное условие пластичности

общего вида

Из решения задачи для упругого состояния кругового диска следует, что в центре диска

σρ = σθ (этот вывод следует также из уравнения равновесия, если принять, что
dσρ
dρ

∣∣∣
ρ=0

̸=

∞). В силу непрерывности напряжений на упругопластической границе из этого равенства
следует, что в пластической зоне в точке ρ = 0 должен реализоваться тот режим кусочно-
линейного условия пластичности, для которого соответствующая сторона многоугольника
пластичности имеет общую точку с прямой σρ = σθ.

Рассмотрим кусочно-линейное условие пластичности общего вида

ασθ + βσρ = 2. (10)

Для режима (10) распределение напряжений будет следующим:

σρ =
2k

α + β
− αmρ2

3α + β
+ Cρ−

α+β
α ,
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σθ =
2k

α + β
− βmρ2

3α + β
− β

α
Cρ−

α+β
α .

Режим пластичности, соответствующий случаю α = 0, β = 1 не может реализоваться.
При подстановке в уравнение равновесия получаем

σρ = 2k, σθ = 2k +mρ2.

Это решение дает выход вектора напряжений за границу кривой пластичности
(σθ > 2k).

Поскольку для всех режимов пластичности, которые могут реализоваться в окрестно-
сти точки ρ = 0, имеет место (α + β)/α > 0, то должно выполняться равенство C = 0.
Поэтому в пластической зоне

σρ =
2k

α + β
− αmρ2

3α + β
, σθ =

2k

α + β
− βmρ2

3α + β
. (11)

В рамках теории пластического течения, если до нагружения пластические деформа-
ции равны нулю, то

αεpρ = βεpθ. (12)

Учитывая (11), (12), для определения перемещения в пластической зоне получаем урав-
нение

E

(
α
duρ
dρ

− β
uρ
ρ

)
+

2(1− ν)(β − α)k

α + β
+

2αβν + β2 + α2

3α+ β
mρ2 = 0.

Решая это уравнение, находим

Eu = −2αβν + β2 + α2

3α + β
mρ3 − 2(1− ν)k

α + β
+ Cρβ/α. (13)

Пластические деформации, соответствующие полю перемещений (13) и полю напря-
жений (11), будут определяться по формулам:

Eεpρ = −β(3αν + βν + 3β + α)

(3α + β)(3α− β)
mρ2 +

β

α
Cρ

β−α
α ,

Eεpθ = −α(3αν + βν + 3β + α)

(3α + β)(3α− β)
mρ2 + Cρ

β−α
α .

(14)

Режимы пластичности, когда α < β, не могут быть реализованы, поскольку приводят
к выходу вектора напряжений за кривую пластичности. Если β < α, то в силу ограни-
ченности пластических деформаций в формулах (14) надо полагать C = 0, но тогда на
упругопластической границе пластические деформации никогда не будут равны нулю.

Режим пластичности, который не приводит к противоречиям, (α = β = 1) σθ+σρ = 2k.
Для этого режима выполнено

Eεpρ = Eεpθ = −(3ν + ν + 4)

8
mρ2 + C.

Из условия равенства нулю пластических деформаций на упругопластической границе
ρ = c следует, что

C =
(3ν + ν + 4)

8
mc2,
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поэтому

Eεpρ = Eεpθ = −(3ν + ν + 4)

8
mρ2.

Таким образом, неправильный результат относительно деформаций можно объяснить
тем, что для плоского напряженного шестиугольник Треска плохо аппроксимирует «ис-
тинную» кривую пластичности, когда равны ненулевые главные напряжения. Правильный
же результат получаем при выборе условия пластичности Шмидта.

Сингулярные режимы пластичности

В работах [3, 4] отмечалось, что для плоского напряженного состояния сингулярные
режимы пластичности могут реализоваться вдоль некоторых линий. При этом переход
вектора напряжения через сингулярную точку приводит к разрыву пластических дефор-
маций и обобщенный закон пластического течения не реализуется.

Вопросы общего характера, связанные с использование кусочно-линейных условий пла-
стичности, рассматривались, например, в работах [10–12].

Выводы

Режимы пластичности, соответствующие сингулярным точкам поверхности пластич-
ности не реализуются и, соответственно, обобщенный закон пластического течения в этих
точках не выполняется.

Кусочно-линейная аппроксимация кривой пластичности должна быть такой, чтобы
разрыв пластических деформаций в сингулярных точках поверхности пластичности не
приводил к разрыву перемещений.
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