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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÛÀ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÍÀ Ï�ÅÄÅËÜÍÓÞ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎÑÒÜÈ Ï�Î×ÍÎÑÒÜ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕÎÁÎËÎ×ÅÊ Ï�È ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÕÀáðîñèìîâ Í.À., Åëåñèí À.Â., Ëàçàðåâ Ë.Í.,Íîâîñåëüöåâà Í.À.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî�àññìàòðèâàåòñÿ ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâà-íèÿ êîìïîçèòíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, îðèåíòèðîâàííàÿ íà àíàëèç èõ ïðåäåëüíîéäå�îðìèðóåìîñòè è ïðî÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò óãëîâ àðìèðîâàíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòèóêëàäêè ñëîåâ è èíòåíñèâíîñòè íàãðóæåíèÿ.Îòíåñåì öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó äëèíîé L è ðàäèóñîì R ê ñèñòåìå êîîðäè-íàò αi (i = 1, 3): α1 � íàïðàâëåíà âäîëü îáðàçóþùåé; α2 � ïî îêðóæíîñòè; α3 �ïî âíåøíåé íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Êîý��èöèåíòû Ëàìå è ãëàâíûåêðèâèçíû ðàâíû H1 = Z1 = 1, H2 = Z2 = 1 + k2α3, H3 = 1, k1 = 0, k2 = 1/R.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñîñòîèò èç íåðåãóëÿðíîãî íàáî-ðà ñëîåâ ðàçëè÷íûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Êàæäûé êîìïîçèòíûé ñëîé îáðàçî-âàí ïåðåêðåñòíîé íàìîòêîé îäíîíàïðàâëåííîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà. Êèíåìà-òè÷åñêàÿ ìîäåëü äå�îðìèðîâàíèÿ ìíîãîñëîéíîãî ãèáðèäíîãî ïàêåòà îñíîâûâàåòñÿíà íåêëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê. Äëÿ ýòîãî êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèéàïïðîêñèìèðóþòñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè ïî òîëùèíå ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà [1℄
ui(α1, α3, t) =

N∑

n=0

uni (α1, t) (n+
1

2
)1/2Pn(x), −1 6 x 6 1, (1)ãäå x = 2α3/h; h � òîëùèíà îáîëî÷êè; uni (α1, t) � èñêîìûå �óíêöèè; t � âðåìÿ,

(n + 1
2
)1/2Pn(x) � îðòîíîðìèðîâàíííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.Ôîðìóëèðîâêà ãåîìåòðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé áàçèðóþòñÿ íà ñîîòíîøåíèÿõïðîñòåéøåãî êâàäðàòè÷íîãî âàðèàíòà íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â êðèâîëè-íåéíûõ êîîðäèíàòàõ [2℄, êîòîðûå ñ ó÷åòîì (1) çàïèøóòñÿ â âèäå

e11 =
N∑

n=0

∂un1
∂α1

(n+
1

2
)1/2Pn(x) +

1

2
ω2

2,

e22 =
k2

z2

N∑

n=0

un3(n +
1

2
)1/2Pn(x),

e33 =
2

h

N∑

n=0

un3(n +
1

2
)1/2P ′

n(x),

(2)
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e13 =

2

h

N∑

n=0

un3 (n+
1

2
)1/2P ′

n(x) +
N∑

n=0

∂un3
∂α1

(n+
1

2
)1/2Pn(x),

ω2 =
1

2

(
2

h

N∑

n=0

un1(n+
1

2
)1/2P ′

n(x) +

N∑

n=0

∂un3
∂α1

(n +
1

2
)1/2Pn(x)

)
,ãäå P ′

n(x) � ïðîèçâîäíûå îò ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.Ñâÿçü ìåæäó òåíçîðàìè íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâåçàêîíà �óêà äëÿ îðòîòðîïíîãî òåëà â ñî÷åòàíèè ñ òåîðèåé ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé.Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñìåæíûõ ñëîåâ êîìïîçèòíîé îáî-ëî÷êè çàïèøóòñÿ â âèäå
σii =

3∑

j=1

Cijeii (i = 1, 3), σ13 = G13e13, (3)ãäå Cij , G13 � ý��åêòèâíûå æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿëîêàëüíîå ðàçðóøåíèå ýëåìåíòàðíûõ ñëîåâ â ïàêåòå ìíîãîñëîéíîãî êîìïîçèòà.Ìîäåëü äåãðàäàöèè æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà �îð-ìóëèðóåòñÿ íà áàçå êðèòåðèÿ ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííûõ â îñÿõîðòîòðîïèè ñëîÿ. Â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ è òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ ñâÿçóþùåãîïðåäïîëàãàåòñÿ æåñòêîå ñöåïëåíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ñëîÿìè. Ìíîãîñëîéíûé ïà-êåò íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ îáúåìíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè â ïðîöåññåäå�îðìèðîâàíèÿ îäíà èëè íåñêîëüêî êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé äîñòèãàþòïðåäåëà ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè èëè ñäâèãå, òî â ýòèõ íàïðàâëåíè-ÿõ èëè ïëîñêîñòÿõ ýëåìåíòàðíîãî ñëîÿ æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè çàíóëÿþòñÿ.Â ðåçóëüòàòå ðàçðóøåíèÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñëîåâ êîìïîçèòà ïðîèñõîäèòïåðåðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ìåæäó ñëîÿìè, à ìíîãîñëîéíûé ïàêåò ïðîäîëæàåòîêàçûâàòü ñîïðîòèâëåíèå äàëüíåéøåìó äå�îðìèðîâàíèþ.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíå-íèé äâèæåíèÿ îáîëî÷êè èñïîëüçóåì ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé [3℄, êîòî-ðûé äëÿ âíóòðåííåãî íàãðóæåíèÿ è ñâîáîäíûõ òîðöîâ îáîëî÷êè çàïèøåòñÿ â âèäå
L∫

0

N∑

n=0

[
Mn

11

∂ (δun1 )

∂α1
+ (M ′n

13 + N ′n
11)δu

n
1 + (Mn

13 − N11)
∂ (δun1 )

∂α1
+ (k2M

n
22 + M33)δu

n
3

]
dα1+

+

L∫

0

N∑

n=0

[(
N∑

m=0

An
müm1

)
δun1 +

(
N∑

m=0

An
müm3

)
δun3

]
dα1 −

L∫

0

N∑

n=0

Fn
3 δun3dα1 = 0, (4)ãäå

Mn
11 =

h

2

+1∫

−1

σ11Z2(n+ 1/2)1/2Pn(x)dx, Mn
22 =

h

2

+1∫

−1

σ22(n + 1/2)1/2Pn(x)dx,
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Mn

13 =
h

2

+1∫

−1

σ13Z2(n + 1/2)1/2Pn(x)dx, M ′n
13 =

+1∫

−1

σ13Z2(n+ 1/2)1/2P ′
n(x)dx,

Nn
11 =

h

4

+1∫

−1

σ11Z2ω2(n+ 1/2)1/2Pn(x)dx, N ′n
11 =

1

2

+1∫

−1

σ11Z2ω2(n + 1/2)1/2P ′
n(x)dx,

Mn
33 =

+1∫

−1

σ33Z2(n+ 1/2)1/2Pn(x)dx,

Ann = ρ
h

2
, (n = 0, N), Ann+1 = An+1

n = ρ
k2h

2

4

(n+ 1)√
4n2 + 8n + 3

, (n = 0, N − 1),

Anm = 0 ïðè n 6= m, m, n = 0, N), F n
3 = (n+ 1/2)1/2(−1)np3(1 − k2h/2),

ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè; p3 � èíòåíñèâíîñòü èìïóëüñà âíóòðåííåãîäàâëåíèÿ.Âûïîëíÿÿ â âàðèàöèîííîì óðàâíåíèè (4) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ó÷è-òûâàÿ íåçàâèñèìîñòü âàðèàöèé, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè è åñòåñòâåííûå äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äîïîëíÿÿ ïîëó÷åí-íûå ñîîòíîøåíèÿ íåîáõîäèìûì ÷èñëîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì çàìêíóòóþñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ äå�îðìàöèè êîìïî-çèòíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, íàãðóæåííûõ èìïóëüñîì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿâ íåêëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííîé çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà ÿâíîéâàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîé ñõåìå [1℄.Â ðàñ÷åòàõ èìïóëüñ äàâëåíèÿ çàäàâàëñÿ ñ ïîìîùüþ ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
p3(α1, t) = 0,35mq/l3 ïðè t 6 0,35l/

√
q ,

p3(α1, t) = 0 ïðè t > 0,35l/
√
q ,ãäå q � òåïëîòâîðíàÿ ñïîñîáíîñòü ÂÂ; l � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà çàðÿäà äî òî÷êèâíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; m � ìàññà çàðÿäà.Îáîëî÷êà èìåëà ñëåäóþùèå ðàçìåðû: äëèíó L = 4R, ðàäèóñ âíóòðåííåé ïî-âåðõíîñòè R = 0,15 ì, òîëùèíó h = 0,009 ì. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè îäíîíàïðàâëåííîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà áûëè ðàâíû E1 = 9,9 �Ïà,

E2 = 54,1 �Ïà, G12 = G23 = 3,42 �Ïà, G13 = 3,57 �Ïà, ρ = 2,013 · 103 êã/ì3.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà âëèÿíèÿ óãëîâ àðìèðîâàíèÿ è ñõåìû ÷åðåäî-âàíèÿ ñëîåâ íà îêðóæíûå äå�îðìàöèè â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè íà âíåøíåé ïîâåðõ-íîñòè îáîëî÷êè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, 2. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû îêðóæíûå äå-�îðìàöèè, îòíåñåííûå ê êîîðäèíàòàì, ñâÿçàííûì ñ íàïðàâëåíèåì àðìèðîâàíèÿ,â çàâèñèìîñòè îò óãëîâ àðìèðîâàíèÿ â äèàïàçîíå ±30o ÷ 90o.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè, îòðàæàþùèå âëèÿíèå ñõåìû ÷åðåäîâàíèÿ ñïè-ðàëüíûõ è êîëüöåâûõ ñëîåâ.Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïîêàçàë, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿîáîëî÷êè íàìîòî÷íîãî òèïà ñóùåñòâåííî çàâèñèò êàê îò óãëà, òàê è îò ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè óêëàäêè ñëîåâ. Âàðüèðóÿ ýòè ïàðàìåòðû, ìîæíî â ðàçû óìåíüøèòüâåëè÷èíó ìàêñèìàëüíûõ îêðóæíûõ äå�îðìàöèé âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè



10 Àáðîñèìîâ Í.À., Åëåñèí À.Â., Ëàçàðåâ Ë.Í., Íîâîñåëüöåâà Í.À.

�èñóíîê 1 � Îêðóæíûå äå�îðìàöèè â çàâèñèìîñòè îò óãëîâ àðìèðîâàíèÿ

�èñóíîê 2 � Îêðóæíûå äå�îðìàöèè â çàâèñèìîñòè îò ñõåìû ÷åðåäîâàíèÿ ñëîåâè òåì ñàìûì ïîâûñèòü åå íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü. Ñ óâåëè÷åíèåì ìàññû çàðÿäà ìàê-ñèìàëüíûå îêðóæíûå äå�îðìàöèè â �àçå ðàñòÿæåíèÿ äîñòèãàþò ïðåäåëüíîãî çíà-÷åíèÿ, êîòîðîå äëÿ êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ñîñòàâëÿåò îêîëî 2,3%. Âèäíî òàêæå,÷òî íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ñòðóêòóðîé îáëàäàþò îáîëî÷êè, ïîëó÷åííûå íà-



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âëèÿíèÿ ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ 11ìîòêîé ÷åðåäóþùèõñÿ ñïèðàëüíûõ è êîëüöåâûõ ñëîåâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì �èíàíñèðîâàíèè ïî Ïðîãðàììå ãîñóäàð-ñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è �ÔÔÈ(ãðàíò 13-08-00742).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àáðîñèìîâ Í.À. Áàæåíîâ Â. �. . Íåëèíåéíûå çàäà÷è äèíàìèêè êîìïîçèòûõ êîí-ñòðóêöèé. Í. Íîâãîðîä: Èçäàòåëüñòâî ÍÍ�Ó, 2002. 400 ñ.[2℄ Íîâîæèëîâ Â.Â.Îñíîâû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1948. 211 ñ.[3℄ Âàñèäçó Ê. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû â òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Ì.: Ìèð,1987. 512 ñ.[4℄ Ôåäîðåíêî À. �. Ñûðóíèí Ì.À. Èâàíîâ À. � . Âëèÿíèå ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ îðè-åíòèðîâàííûõ ñòåêëîïëàñòèêîâ íà ïðî÷íîñòü êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åêïðè âçðûâíîì íàãðóæåíèè èçíóòðè // Ìåõàíèêà êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. 1991.� 4. Ñ. 631�640.Abrosimov N.A., Elesin A.V., Lazarev L.N., Novoseltseva N.A. Numeri
alsimulation of the stru
ture of reinfor
ement on the ultimate deformability and strength of
omposite 
ylindri
al shells under transient e�e
ts. The te
hnique of numeri
al solution of thedynami
 deformation of 
omposite 
ylindri
al shells, fo
used on the analysis of their ultimatedeformability and strength, depending on the angle of reinfor
ement, sta
king sequen
e andintensity of loading.



ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×À Î ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈÏÅ�ÅÑÅÊÀÞÙÈÕÑß ÑÒ�ÈÍ�Å�ÎÂ È Ò�ÅÙÈÍ Â ÓÏ�Ó�ÎÉÏËÎÑÊÎÑÒÈÀãàÿí Ê.Ë.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ �åñïóáëèêè Àðìåíèÿ, Åðåâàí�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ óïðóãîé ïëîñêîñòè, îñëàáëåííîé ñè-ñòåìîé òðåùèí è àðìèðîâàííîé ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûìè óïðóãèìè áåñêîíå÷íûìèâêëþ÷åíèÿìè (ñòðèíãåðàìè) ïåðåñåêàþùèõ ëèíèè òðåùèí. Èññëåäóåòñÿ âçàèìîâëèÿíèåýòèõ äâóõ òèïîâ êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé, â ÷àñòíîñòè ñòðèíãåðîâ, íà êîý��èöèåíòûèíòåíñèâíîñòè ðàçðóøàþùèõ íàïðÿæåíèé íà êîíöàõ òðåùèí.Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèÿ òèïà ñòðèíãåðîâ íà ïîëåíàïðÿæåíèé â ïëàñòèíàõ, ïîëîñàõ è ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ, îñëàáëåííûõ òðåùè-íàìè, ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Äîñòàòî÷íî ñ ïîëíîé áèáëèîãðà�èåéòàêèõ ðàáîò ìîæíî íàéòè â [1�7℄.1. Ïóñòü óïðóãàÿ ïëîñêîñòü ñ óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè E è ν, îñëàáëåíàòðåùèíàìè äëèíîé 2l, çàíèìàþùèìè îòðåçêè [2nL− l, 2nL+ l] (n = 0,±1,±2, ...)îñè Oy, à ïî ëèíèÿì y = 2nL óñèëåíà áåñêîíå÷íûìè âêëþ÷åíèÿìè ìàëîé òîëùè-íû hs ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè Es. Íà áåðåãàõ òðåùèí äåéñòâóåò íîðìàëüíîå äàâëåíèå
p+ (y), à â òî÷êàõ x = ±a âêëþ÷åíèé ïðèëîæåíû ñîñðåäîòî÷åííûå ðàñòÿãèâàþ-ùèå ñèëû P . Êðîìå òîãî, ïëîñêîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ïîäâåðæåíà ðàâíîìåðíîìóðàñòÿæåíèþ óñèëèÿìè èíòåíñèâíîñòè σ0 ïî íàïðàâëåíèþ îñè Ox (ðèñ. 1).

�èñóíîê 1Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñòðèíãåðîâ ñïðàâåäëèâà ìîäåëü îäíîîñíîãî íàïðÿæåí-íîãî ñîñòîÿíèÿ [7℄ è îïðåäåëèì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñìåøàííîé çàäà÷è.Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñìå-øàííîé çàäà÷å äëÿ ïîëóïîëîñû {0 < x <∞; 0 < y < L}v (x, 0) = v (x, L) = τxy (x, L) = 0, 0 < x <∞
τxy (0, y) = 0, 0 < y < L

(1)
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σx (0, y) = p+ (y) 0 < y < l; u (0, y) = 0, l 6 y 6 L (2)

∂u (x, 0)

∂x
=

1

hsEs


Pθ (a− x) +

∞∫

x

τ (s) ds


+

σ0

E
, 0 < x <∞

σx (x, y) → σ0 ïðè x→ ∞
(3)ãäå θ (x) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, à τ (x) = 2τxy (x, 0) � íåèçâåñòíûå êîíòàêòíûåíàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå íà ëèíèÿõ ñîåäèíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ.Èç (3) äëÿ îñåâîãî óñèëèÿ âêëþ÷åíèÿ T0 â ñå÷åíèè x = 0 ïîëó÷èì

T0 =
hsEs
E

σ0 + P +

∞∫

0

τ (s) ds (4)�åøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïîñòðîèì ïðè ïîìîùè �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè F (x, y),ñâÿçàííîé ñ ïåðåìåùåíèÿìè è íàïðÿæåíèÿìè èçâåñòíûìè �îðìóëàìè [8℄, ïðåä-ñòàâëÿÿ åå â âèäå
F (x, y) =

∞∫

0

[
λL ch λL

sh2 λL
− 1 − ν

1 + ν

chλ (L− y)

sh λL
+ λy

shλ (L− y)

shλL

]
C (λ) cosλxdλ+

+

∞∑

k=1

(1 + xµk)Cke
−µkx cosµky + σ0y

2; µk = πk/L, (5)
Ck = − 2

πk2

β∫

0

g′ (t) sin ktdt, β = πl/L,ãäå g (t) � ïîëîâèíà ðàñêðûòèÿ òðåùèíû, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì g(0)=0,
g(β) = 0.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ g′ (t) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-íèå

1

π

β∫

0

[
1

t− y
− 8 − (3 − ν) (1 + ν)

(3 − ν) (1 + ν)

1

t+ y
+

2 (1 + ν)

3 − ν

t (t− y)

(t+ y)3 +

+
4∑

n=0

Kn (t, y)

]
g′ (t) dt =

L2

π2
(f0 (y) − σ0) − Pf1 (y) 0 < y < β,

(6)
K0 (t, y) = − 4γs

3 − ν
eγs(t+y)E1γs (t+ y)

(
3 + ν

1 + ν
+ γsy +

3 + ν

2
γst+

1 + ν

2
γ2
syt

)

K1 (t, y) =
1

2

(
ctg

t− y

2
+ ctg

t+ y

2

)
−
(

1

t− y
+

1

t+ y

) (7)
K2 (t, y) =

4γs
3 − ν

1

t+ y

[
y +

3 + ν

2
t− 1 + ν

2
γsyt−

1 + ν

2

yt

t+ y
+

1 + ν

2
γ2
syt

]
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K3 (t, y) =

4

3 − ν

∞∫

0

[
−3 + ν

1 + ν
+ λy +

3 + ν

2
λt− 1 + ν

2
λ2yt

]
∗

∗ λψ3 (λπ) e−λ(y+t)

(Fs + λ) (Fs + λ+ ψ3 (λ))
dλ

K4 (t, y) =
4

3 − ν

∞∫

0

[(
1 − 1 + ν

2
λt

)
e−λtψ1 (λ, y) +

(
−3 + ν

1 + ν
+ λy

)
e−λyψ2 (λ, t)+

+ψ1 (λ, y)ψ2 (λ, t)]
dλ

K (πλ)

f1 (y) = −2L2

π2

E

hsEs (3 − ν)

∞∫

0

[(
−3 + ν

1 + ν
+ λy

)
e−λy+

+
3 + ν

1 + ν

ch λy

eλπ shλπ
− πλ chλy

sh2 λπ

]
sin (aλπ/L)

λπK (λπ)
dλ, f0 (y) = p+ (πy/L)

(8)
ψ1 (λ, y) =

λπ ch λy

sh2 πλ
− 3 + ν

1 + ν

chλy

eπλ sh πλ
− λy shλy

eπλ sh πλ

ψ2 (λ, t) =
chλt

eπλ sh πλ

1 + ν

2
− shλt

eπλ sh πλ
− (1 + ν) shλt

sh2 πλ

ψ3 (λ) =
1

π

[
πλ

eπλ sh πλ
− 1 + ν

3 − ν

(
πλ

sh2 πλ

)2
]

(9)
E1 (γsz) = e−γsz

∞∫

0

e−zt

γs + t
dt Fs = 2EL/(1 + ν) (3 − ν)Eshs (10)

K (λ) = cth (λ) +
πγs
λ

− 1 + ν

3 − ν

λ

sh2 λ
, γs =

4EL

π (1 + ν) (3 − ν) hsEs
, (11)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿð-íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (0, β). Äëÿ îïðåäåëåíèÿêîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì

τ (x) =
16π (1 + ν)−1

(3 − ν)L2

l/L∫

0

g′ (πt) dt

∞∫

0

[(
1 − 1 + ν

2
λt

)
e−λt − sh (λt)

eλ shλ
−

−1 + ν

2
λt

ch (λt)

eλ sh λ
+
λ shλt

sh2 λ

]
sin (λx/L) dλ

K (λ)
−

− 8PE (1 + ν)−1

(3 − ν)πLhsEs

∞∫

0

sin (λa/L) sin (λx/L)

λK (λ)
dλ (0 < x <∞)

(12)
2. Ïåðåéäÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (6), çàìåòèì, ÷òî åå ÿäðî êðîìå îáû÷íîéñèíãóëÿðíîñòè òèïà Êîøè èìååò òàêæå íåïîäâèæíóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå y = 0,
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t = 0 (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âêëþ÷åíèÿ ñ òðåùèíîé). ßäðî K0 (t, y) èìååò ëîãàðè�-ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå (0, 0), à ÿäðà Kn (t, y)

(
n = 1, 4

) îãðàíè÷åíû â êâàä-ðàòå 0 6 t, y 6 β. Ñëåäîâàòåëüíî [4, 5, 8℄, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóåò èñêàòü âêëàññå �óíêöèé
g′ (t) ∼ t−δ ïðè t→ +0, g′ (t) ∼ (1 − t)−1/2 ïðè t→ 1 − 0, (13)ãäå δ � êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ [8℄.
cos (1 − δ) π − 2 (1 + ν)

3 − ν
(1 − δ)2 +

8 − (3 − ν) (1 + ν)

(3 − ν) (1 + ν)
= 0. (14)Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (6) ê èíòåðâàëó (−1, 1) è åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïðèñîõðàíåíèè îáîçíà÷åíèé äëÿ èñêîìîé �óíêöèè è ïåðåìåííûõ, èùåì â âèäå

g′ (x) = (1 + x)−δ (1 − x)−
1
2

2

n− δ + 0.5

n∑

i=1

G (ξi)

x− ξi

P
(−0.5,−δ)
n (x)

P
(0.5,1−δ)
n−1 (ξi)

. (15)ãäå ξi (i = 1, n
) � êîðíè ìíîãî÷ëåíà ßêîáè P

(−0.5,−δ)
n (ξi) = 0

(
i = 1, n

), à G (ξi)(
i = 1, n

) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé.Îñåâîå óñèëèå T0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (4), à êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæå-íèé â êîíöå òðåùèíû îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:
K =

21−δ

n− δ + 0.5

Γ (n + 0.5)√
π Γ (n + 1)

n∑

i=1

G (ξi)

(1 − ξi)P
(0.5, 1−δ)
n−1 (ξi)

(16)Àíàëèç ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïðè x → 0 èìåþòïðåäñòàâëåíèÿ
τxy (x, 0) =

4G (−1) π1−δ (1 + ν + δ (1 − ν))

Ll (3 − ν) (1 + ν) cos (πδ/2)

1

xδ
+R1 (x) , (17)

σy (x, 0) =
4G (−1)π1−δ

Ll sin (πδ/2)

[
(1 − ν)2 + δ (1 − ν2)

(3 − ν) (1 + ν)
+ 1 − δ

]
1

xδ
+R2 (x) , (18)ãäå R1 (x) è R2 (x) � îãðàíè÷åííûå �óíêöèè ïðè x → 0, à ïðè x → ∞ èìåþòïîðÿäîê óáûâàíèÿ O (e−x).Â òî÷êàõ x = ±a τxy (x, 0) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü, à σy (x, 0) �êîíå÷íûé ñêà÷îê.

τs (x) = − 8PE

(1 + ν) (3 − ν) πLhsEs
ln

∣∣∣∣
a− x

a+ x

∣∣∣∣ +O (1) (19)
σy (x, 0) = − PE

2 (1 + ν) (3 − ν)LhsEs
[sgn (x− a) − sgn (x+ a)] +O (1) (20)Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íà-ïðÿæåíèé K1/K1s, ãäå K1 è K1s � êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè ðàçðûâàþùèõíàïðÿæåíèé â êîíöå òðåùèíû ñîîòâåòñòâåííî ïðè îòñóòñòâèè è íàëè÷èè ñòðèíãå-ðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
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σ0 6= 0

(p+ = P=0)
l/L
γs

1/8 1/4 1/2 3/4 7/8
K1/K1s

0.10.515 0.54150.52160.51910.5041 0.67120.65210.64310.6115 0.75160.73510.72100.0631 0.85710.83160.81500.7902 0.92150.94070.95180.9625
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àçâèòèå òåîðèè êîíòàêòíûõ çàäà÷ â ÑÑÑ� (ïîä ðåä. �àëèíà Ë.À.). Ì.: Íàóêà,1976. 492ñ.[2℄ Àãàÿí Ê.Ë. Îá îäíîé êîíòàêòíîé çàäà÷å äëÿ áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ñ òðåùè-íîé, óñèëåííîé óïðóãèìè íàêëàäêàìè // Èçâ.ÀÍ ÀðìÑÑ�, Ìåõàíèêà, 1976,29, �4, C. 3�15.[3℄ Ìõèòàðÿí Ñ.Ì., Àãàÿí Ê.Ë. Îá îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷å äëÿóïðóãîé ïîëîñû, ðàñëàáëåííîé òðåùèíàìè è óñèëåííîé óïðóãèìè ñòðèíãåðà-ìè // Èçâ. ÀÍ ÀðìÑÑ�. Ìåõàíèêà. 1978. Ò. 31. � 3. C. 3�17.[4℄ Àãàÿí Ê.Ë. Âçàèìîäåéñòâèå ñòðèíãåðîâ ñ áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíîé, îñëàáëåí-íîé äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé òðåùèí // Â ñá.: Ìåõàíèêà äå�îðìèðóå-ìûõ òåë è êîíñòðóêöèé. Åðåâàí: Èçä-âî ÀÍ ÀðìÑÑ�, 1985, ñ.26-32.[5℄ Àãàÿí Ê.Ë. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû î âçàèìîäåéñòâèèïåðåñåêàþùèõñÿ òðåùèí è ñòðèíãåðîâ // Ïðîáëåìû ìåõàíèêè äå�îðìèðóå-ìîãî òâåðäîãî òåëà. Åðåâàí 2012. C. 42�47.[6℄ Hakobyan V. Stress Con
entration Near Defe
ts in Homogeneous and CompoundBodies // LAP Lambert A
ademi
 Publishing AG&Co KG, Germany, 2011, 148 p.[7℄ Ìõèòàðÿí Ñ.Ì. Î êîíòàêòå ìåæäó áåñêîíå÷íûì ñòðèíãåðîì è óïðóãîé ïî-ëóáåñêîíå÷íîé ïëà
òèíîé ñ âåðòèêàëüíîé òðåùèíîé // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìûìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Ñá. òð. ìåæä. êîí�. Åðåâàí 2012. C. 74�78.[8℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �óäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1975. 576 ñ.Agayan K. L. Conta
t Problem on intera
tion of 
rossing stringers and 
ra
ks in elasti
plane. A plane 
onta
t problem for an elasti
 plane, weakened by a system of 
ra
ksand reinfor
ed by symmetri
ally distributed elasti
 in�nite in
lusions (stringers) of the
ra
ks interse
ting lines, is 
onsidered. The intera
tion of these two types of the stresses
on
entrators, parti
ularly, the in�uen
e of the stringers on the 
oe�
ients of the stressesintensity and the opening of the 
ra
ks banks is studied.



ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÁÎËÜØÈÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉÓÏ�Ó�ÎÉ Ñ�ÅÄÛ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÀçàðîâ À.Ä.1, Àçàðîâ Ä.À.2
1ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÑ ïîìîùüþ òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíå-íèé äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿçè íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â óñëîâèÿõ áîëüøèõ ñäâèãîâ. Ïðîâå-äåíû ðàñ÷åòû äëÿ ñëó÷àåâ ÷èñòîãî è ïðîñòîãî ñäâèãîâ â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî îáúåìà.Îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ ñèë, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþ-ùèèå äå�îðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ.Â ñòàòüÿõ [1�3℄ áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ óïðó-ãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ. Äå�îðìàöèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà (êóáà) ïðè ïðèëîæå-íèè âíåøíèõ ñèë îïðåäåëÿåòñÿ ðåàêöèÿìè âíóòðåííèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñâÿçåéäâóõ òèïîâ ìåæäó ïðîòèâîïîëîæíûìè è ñìåæíûìè ãðàíÿìè. Â ñëó÷àå îäíîîñíîãîðàñòÿæåíèÿ áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè è ñâîéñòâà ñâÿçè ïî-ïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ óäëèíåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëèîñóùåñòâëåíî îïèñàíèå áîëüøèõ äå�îðìàöèé ñäâèãà.Ñâîéñòâà óïðóãîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íîð-ìàëüíûõ è äèàãîíàëüíûõ âíóòðåííèõ ñâÿçåé ìåæäó öåíòðàìè ãðàíåé ýëåìåíòàð-íîãî îáúåìà (ðèñ. 1). Ìîäåëü äîïóñêàåò êàê ìàëûå, òàê è áîëüøèå äå�îðìàöèè.�àññìàòðèâàåòñÿ èçíà÷àëüíî èçîòðîïíàÿ ñðåäà, íî çà ñ÷åò âûáîðà ñâîéñòâ âíóòðåí-íèõ ñâÿçåé âîçìîæíî îïèñàíèå è îðòîòðîïíûõ ñðåä (÷òî îòðàæåíî â îáîçíà÷åíèÿõõàðàêòåðèñòèê ñâÿçåé).Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè ñâÿçåé ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè èíòåãðàëüíûìè îöåí-êàìè âíóòðåííèõ ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé ñðåäû, íî íå ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèÿìè ìî-ëåêóë èëè àòîìîâ. Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-íèÿ êîý��èöèåíòîâ óïðóãîñòè ñâÿçåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ñèë îòòàëêèâàíèÿè ïðèòÿæåíèÿ â ìèêðîñòðóêòóðå ìàòåðèàëà.�åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè áóäåì îáî-çíà÷àòü ìàëûìè áóêâàìè, à â äå�îðìèðîâàííîì � áîëüøèìè.�àññìîòðèì ñäâèã ìåõàíè÷åñêîé êîíñòðóêöèè êàñàòåëüíûìè ñèëàìè T â ïëîñ-êîñòè A3, A6, A4, A5 íà óãîë γ (ðèñ. 1). Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ðàçìåðîâ(äëèí ñâÿçåé) a, b, c, l, n, p íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû: δa, δb, δc, δl, δn, δp1, δp2.
A = a + δa, B = b+ δb, C = c+ δc,

L = l + δl, N = n+ δn, P1 = p− δp1, P2 = p+ δp2,Äëèíû ãðàíåé ýëåìåíòàðíîãî êóáà â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè çàäàåì îäèíàêî-âûìè è ðàâíûìè 2a = 2, à äèàãîíàëüíûå ðàçìåðû ðàâíûìè n (ò. å. a = b = c = 1,
p = l = n =

√
2).
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�èñóíîê 1 � �åîìåòðèÿ ñâÿçåé ìîäåëè è âíåøíèå ñèëû ïðè ñäâèãåÄëèíû äèàãîíàëüíûõ ñâÿçåé îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç äëèíû ãðàíåé:
L2 = A2 +B2, N2 = B2 + C2, P 2

1 = A2 + C2 − 2AC sin γ, P 2
2 = A2 + C2 + 2AC sin γ.Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèàãîíàëüíûõ óäëè-íåíèé â çàâèñèìîñòè îò δa è δc

δ2
l + 2lδl − ql = 0, δ2

n + 2nδn − qn = 0,

δ2
p1 − 2pδp1 − q1 = 0, δ2

p2 + 2pδp2 − q2 = 0,ãäå
q1 = 2(δa + δc) − 2(1 + δa + δc + δaδc) sin γ + δ2

a + δ2
c ,

q2 = 2(δa + δc) + 2(1 + δa + δc + δaδc) sin γ + δ2
a + δ2

c ,

ql = 2(δa + δb) + δ2
a + δ2

b , qn = 2(δb + δc) + δ2
b + δ2

cÍèæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî îáúåìà, êîòîðûé ïîääåðæèâàåòñÿ íîð-ìàëüíûìè ñèëàìè D1, D2, D3 ïðèëîæåííûìè ê ãðàíÿì ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà.Óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà îáúåìà ïðè äå�îðìèðîâàíèè abc = ABC cos γ ïîçâîëÿåò ïî-ëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå δb ÷åðåç δa è δc
δb = (1 + δa + δc + δaδc)

−1

(
1 − cos γ

cos γ
− (δa + δc + δaδc)

)
,Ïîñòîÿíñòâî îáúåìà íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì. Îíî ìîæåò áûòü çà-ìåíåíî íåêîòîðîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ìåæäó óäëèíåíèÿìè ïî ðàç-íûì íàïðàâëåíèÿì.



Îïèñàíèå áîëüøèõ ñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé 19�àññìàòðèâàÿ ãåîìåòðèþ òðåóãîëüíèêîâ ïîñëå äå�îðìàöèè, ïîëó÷àåì �îðìó-ëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëîâ ìåæäó ñâÿçÿìè è ãðàíÿìè â òðåõ ñå÷åíèÿõ ìîäåëè(ðèñ. 1):
ctg β1 =

(
C

A
− sin γ

)
/ cos γ, β2 =

π

2
− (β1 − γ), tgϕ =

B

A
,

ctgα1 =

(
C

A
+ sin γ

)
/ cos γ, α2 =

π

2
− (α1 + γ), tgψ =

B

C
.Èñêàæåíèå óãëîâ ïðè äå�îðìèðîâàíèè ýëåìåíòàðíîãî êóáà îïðåäåëÿåòñÿ íåòîëüêî âåëè÷èíîé óãëà ñäâèãà, íî è óäëèíåíèÿìè δa, δc. Âñå èçìåíåíèÿ äëèí äèà-ãîíàëüíûõ ñâÿçåé îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç óäëèíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ (íîðìàëüíûõ) ñâÿ-çåé è âåëè÷èíó óãëà ñäâèãà. Èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ è óãëîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþðåàêöèé ñâÿçåé (âíóòðåííèõ ñèë). Ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàí ïðîñòîé �èçè÷åñêèéçàêîí ëèíåéíîé óïðóãîñòè äëÿ ðåàêöèè êàæäîé ñâÿçè:

Ri = kiδi, i = a, b, c, l, n, p1, p2 ,ãäå ki � êîíñòàíòû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà (õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè êàæäîé ñâÿçè).�àññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî ìîäåëè-ðîâàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé ïóòåì âûáîðà âíåøíèõ ñèë èäîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà îáúåìà ïðè äå�îðìèðîâàíèè,óñëîâèå íåèçìåííîñòè ðàçìåðîâ a, b, c � ÷èñòûé ñäâèã, óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà âû-ñîòû âåðõíåé ãðàíè ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà � ïðîñòîé ñäâèã).Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ýëåìåíòàð-íûé êóá, èìååò âèä
(D1A−D2C) sin γ − T (A− C) cos γ = 0. (1)Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèë â óçëàõ A6 (�îðìóëû (2)è (3)), A4 (�îðìóëû (4) è (5)) è A2 (�îðìóëà (6)) èìåþò âèä:

T = R1 cos β1 +R2 cosα1 +Ra sin γ + 2Rl cosϕ sin γ , (2)
D1 = −R1 sin β1 +R2 sinα1 +Ra cos γ + 2Rl cosϕ cos γ , (3)

T sin γ +D2 cos γ +R1 cosβ1 −R2 cosα1 − Rc − 2Rn cosψ = 0 , (4)
T cos γ −D2 sin γ −R1 sin β1 −R2 sinα1 = 0 , (5)

D3 +Rb − 2Rn sinψ − 2Rl sinϕ = 0 . (6)Îáùàÿ ñèñòåìà ñèë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ,êàê â êàæäîì óçëå ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè, òàê è äëÿ âñåãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìàâ öåëîì. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè ñäâèãå îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñèìîñòüþ ìåæäó êàñà-òåëüíîé ñèëîé T è óãëîì ñäâèãà γ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íà ýòó çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿðàçìåðîâ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà.Ñîîòíîøåíèÿ (2), (3), (4) è (6) äàþò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ñèë
T, D1, D2, D3. Èõ ïîäñòàíîâêà â âûðàæåíèÿ (1) è (5) äàåò äâà óðàâíåíèÿ äëÿîïðåäåëåíèÿ óäëèíåíèé δa è δc:

R1s3 +R2s4 + (Ra −Rc + 2Rl cosϕ− 2Rn cosψ) tg γ = 0, (7)
R1Q1 −R2Q2 +RaQa −RcQc + 2RlQl − 2RnQn = 0, (8)



20 Àçàðîâ À.Ä., Àçàðîâ Ä.À.ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, çàâèñÿùèå ÿâíî òîëüêî îò óãëîâ:
s1 =

cosβ1

cos γ
+ cos β1 tg γ, s2 =

cosα1

cos γ
− cosα1 tg γ

s3 = s1 − sin β1, s4 = s2 − sinα1, s5 = sin β1 tg γ, s6 = sinα1 tg γ,

s7 = sin γ1 tg2 γ, s8 =
tg γ

cos γ
, s9 = s1 tg γ, s10 = s2 tg γ.è îáîçíà÷åíèÿ, çàâèñÿùèå êàê îò óãëîâ, òàê è îò óäëèíåíèé δa è δc:

Q1 = s3 tg γ − (δa − δc) cosβ1 − δas5 + δcs9,

Q2 = s4 tg γ + (δa − δc) cosα1 − δas6 + δcs10,

Qa = sin γ(1 − δc) + s7(1 + δc),

Qc = −(1 + δc)s8, Ql = Qa cosϕ, Qn = −(1 + δc)s8 cosψ.Èç óðàâíåíèé (7) è (8) îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿ δa è δc. Â îáùåì ñëó÷àå δa íåðàâíî δc, íî ÷èñëåííûé àíàëèç ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî åå êîðíÿìèÿâëÿþòñÿ ëþáûå ïàðû çíà÷åíèé δa è δc ðàâíûå ìåæäó ñîáîé: δa = δc. Òàêèì îá-ðàçîì, çàäàâàÿ ëþáîå çíà÷åíèå δa è ëþáîå çíà÷åíèå óãëà ñäâèãà γ, äàëåå ìîæíîîïðåäåëèòü âñå ñèëû T, D1, D2, D3, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñîîòâåòñòâóþùåå äå-�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé àíàëèç, óäëèíåíèÿ δa = δcïîääåðæèâàþòñÿ íåðàâíûìè ñèëàìè D1 6= D2. Ñèëà D3 îáåñïå÷èâàåò ïîñòîÿíñòâîîáúåìà. ×èñòîìó ñäâèãó ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé A = a è C = c, òî åñòü δa = δc = 0.Îáîáùåíèåì ÷èñòîãî ñäâèãà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì çàäàâàåìîå óäëèíå-íèå δa ïîñòîÿííî è íå çàâèñèò îò óãëà ñäâèãà γ.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà âíåøíèõ ñèë T, D1, D2, D3 äëÿ ÷èñòîãî è ïðîñòîãî ñäâèãîâïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 â çàâèñèìîñòè îò óãëà ñäâèãà γ äëÿ ðàçíûõ ñî÷åòàíèéõàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè ñâÿçåé.

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòè êàñàòåëüíîé è íîðìàëüíûõ âíåøíèõ ñèë îò óãëà ñäâèãà�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýòèõ æå âíåøíèõ ñèë T, D1, D2, D3 â çàâèñèìîñòè, êàê îòóãëà ñäâèãà γ, òàê è îò óäëèíåíèé δa = δc ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Âñå ðàñ÷åòûáûëè âûïîëíåíû äëÿ çíà÷åíèé óãëà ñäâèãà äî 0.7 ðàäèàí (òî åñòü ïîðÿäêà 40ãðàäóñîâ).
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�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü âíåøíèõ ñèë îò óãëà ñäâèãà è óäëèíåíèÿÍàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ ñäâèãà â ðåàëüíîì ìàòåðèàëåïðîèñõîäÿò ñóùåñòâåííûå ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ. Íàñòîÿùàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåòó÷åñòü òàêèå èçìåíåíèÿ ïóòåì ââåäåíèÿ çàâèñÿùèõ îò óäëèíåíèé ïåðåìåííûõ õà-ðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè ñâÿçåé ìîäåëè ki(δi), i = a, b, c, l, n, p1, p2 .Åñëè æå çàäàâàòü õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçåé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, òî ìîäåëüïðèîáðåòàåò âîçìîæíîñòü îïèñûâàòü ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà âûñîêîýëàñòè÷íûõìàòåðèàëîâ. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àçàðîâ A.Ä., Àçàðîâ Ä.À. Òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ áîëü-øèõ óïðóãèõ äå�îðìàöèé ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè // Âåñòíèê Ä�ÒÓ, 2011, Ò. 11,� 2(53), �îñòîâ-íà-Äîíó, Ñ. 147�156.[2℄ Àçàðîâ A.Ä., Àçàðîâ Ä.À. Ñîïîñòàâëåíèå òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñ çàêî-íîì ñîñòîÿíèÿ Ìóðíàãàíà // Òð. XVI Ìåæä. êîí�. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõà-íèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿, 16�19 îêòÿáðÿ 2012. �îñòîâ-íà-Äîíó: ÞÔÓ, Ò. I. Ñ. 5�9.[3℄ Àçàðîâ A.Ä., Àçàðîâ Ä.À. Íåëèíåéíî-äå�îðìèðóåìàÿ òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìî-äåëü íåñæèìàåìûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ // Òð. XV Ìåæä. êîí�. ¾Ñîâðåìåííûå ïðî-áëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿, 5�7 äåêàáðÿ 2011. �îñòîâ-íà-Äîíó: ÞÔÓ, Ò. I.Ñ. 11�15.Azarov A.D., Azarov D.A. Des
ription of large shear deformations of the elasti
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ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÇÀÄÀ×Å ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈÏÎÂ�ÅÆÄÅÍÈß Â ÁÀËÎ×ÍÎÉ ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ ÑÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÇÀØÓÌËÅÍÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ Î Ê�ÈÂÈÇÍÅÌÎÄ ÊÎËÅÁÀÍÈÉÀêîïüÿí Â.À.1, Êàëèí÷óê Â.Â.1,2, Øåâöîâ Ñ.Í.1,2

1ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó
2Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå ìîäåëè áàëêè Òèìîøåíêî ñ ðàñêðûòîé òðåùèíîé èññëåäîâàíû âåðîÿòíîñò-íûå õàðàêòåðèñòèêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ëîêàëèçàöèè ïîâðå-æäåíèÿ ìåòîäîì àíàëèçà êðèâèçíû ïåðâûõ ìîä èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñ ó÷åòîì ïîãðåøíî-ñòè èçìåðåíèé ñ ïîìîùüþ ãðóïïû ðàñïðåäåëåííûõ àêñåëåðîìåòðîâ. Ïîëàãàÿ, ÷òî ìàêñè-ìàëüíàÿ íåâÿçêà ìåæäó äâóìÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîäàìè êîëåáàíèé (è èõ êðèâèçíàìè,âû÷èñëÿåìûìè êàê âòîðûå ïðîèçâîäíûå ìîä) äëÿ èäåàëüíîé è äå�åêòíîé áàëîê ëîêàëè-çîâàíà âáëèçè ïðåäïîëàãàåìîé òðåùèíû, ñ ïîìîùüþ ìàññèðîâàííûõ ñèìóëÿöèé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè ïðÿìîé çàäà÷è ïîñòðîåíû ýìïèðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàâèëüíîéîöåíêè ýòîé ëîêàëèçàöèè, ÷òî ïîçâîëèëî îöåíèòü ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ ðàñïîëîæå-íèå òðåùèíû è ðàçëè÷èòü ñëó÷àè åå íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåí-íûé ìåòîä â óñëîâèÿõ ïðèñóùåé åìó ýêñïåðèìåíòàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè îáåñïå÷èâàåòóäîâëåòâîðèòåëüíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü è ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü òîëüêî ïðè àíàëèçåãðóïïû ìîä êîëåáàíèé.Ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû èäåíòè�èêàöèè âîçìîæíûõ ïîâðåæäåíèé â êîíñòðóêöèèáûëî ðàññìîòðåíî â äåòàëüíûõ îáçîðàõ ïîñëåäíèõ ëåò [1�3℄, ãäå ìåòîäû íåðàçðó-øàþùåãî êîíòðîëÿ ïîäðàçäåëåíû íà ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå. Ëîêàëüíûå ìåòîäû,âêëþ÷àþùèå, íàïðèìåð, óëüòðàçâóêîâûå è ðåíòãåíîâñêèå, ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èåïðåäâàðèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ëîêàëèçàöèè âîçìîæíîãî äå�åêòà â êîíñòðóê-öèè. Ìåòîäû èäåíòè�èêàöèè, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ÷àñòîò è �îðì ñîáñòâåííûõêîëåáàíèé, íà ïðàêòèêå âûïîëíÿþùèå ðîëü ãëîáàëüíûõ, ïîçâîëÿþò ñ îïðåäåëåí-íîé òî÷íîñòüþ îöåíèòü ðàñïîëîæåíèå è ñòåïåíü ïîâðåæäåíèÿ â êîíñòðóêöèè, ÷òîîáóñëîâèëî ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê íèì ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ ñðåäñòâ äèàãíîñòèêèòåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ íàèáîëåå íàïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ñàìîëå-òîâ è âåðòîëåòîâ [4, 5℄.Ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ìåòîäîâ èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèé ñ ïîìîùüþ àíàëè-çà ìîä è/èëè êðèâèçí ìîä êîëåáàíèé èñïîëüçóåò íåêîòîðóþ ìîäåëü ïîâðåæäåííîéêîíñòðóêöèè [1�3℄. Â òàêîé �îðìóëèðîâêå çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíóþ çàäà÷ó, ãäå ðåçóëüòàòû êîñâåííûõ èçìåðåíèé àì-ïëèòóä êîëåáàíèé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ è/èëèñòåïåíè ïîâðåæäåíèÿ. Ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì, ñðåäè êîòîðûõ âàæíåéøèìè ÿâëÿ-þòñÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, âûçâàííûå îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ àïïàðàòóðû,âëèÿíèå âíåøíèõ �àêòîðîâ, ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ íà êîíñòðóêöèè ðåãèñòðèðóþ-ùèõ àêñåëåðîìåòðîâ, ÷èñëåííàÿ îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ, â ïîñòàíîâêå òàêîé îá-



Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê çàäà÷å èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèÿ 23ðàòíîé çàäà÷è ïðèñóòñòâóåò çíà÷èòåëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü [6, 7℄. Òàêèå îáðàò-íûå çàäà÷è ìîãóò ðåøàòüñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ, áàçèðóþùèõñÿ íà òðàäèöèîííîìäåòåðìèíèñòè÷åñêîì ïîäõîäå, íî ðåøåíèå áóäåò âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíî ê ýêñïåðè-ìåíòàëüíîìó øóìó. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä, êîòîðûéîïèñûâàåò óêàçàííûå íåîïðåäåëåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé,ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñîãëàñíî ýòî-ìó ïîäõîäó êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ, îïèñûâàþùàÿ â ìîäåëè ïîâðåæäåííîå ñîñòîÿíèå,ðàññìàòðèâàåòñÿ â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Â êà÷åñòâå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïîâðåæäåíèåì èñïîëüçîâàíà ðàíååïðåäëîæåííàÿ àâòîðàìè è ïîäòâåðæäåííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ìîäåëü êîíñîëüíîéáàëêè Òèìîøåíêî ñ îòêðûòîé òðåùèíîé, îïèñûâàåìîé ìàëûì, íî ðåçêèì èçìåíå-íèåì îäíîðîäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ [8℄. Â áåçðàçìåðíîì âèäåñèñòåìà óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
ηuττ − B(ηuξ)ξ +B(ηψ)ξ = Φ

ζψττ − (ζψξ)ξ −Aηuξ + Aηψ = 0,

u|ξ=0 = ψ|ξ=0 = ψξ|ξ=1 = (uξ − ψ)|ξ=1 = 0ãäå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå çàäà÷è
A = 6kL2/[h2(1 + ν)]; B = k/(1 + ν); Φ = qL/(bhE)âûðàæåíû ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû áàëêè: äëèíó L, ðàçìåðû íåïîâðå-æäåííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ b, h, �îðì�àêòîð k = 6/5 è ñâîéñòâà ìàòåðèà-ëà E, ν. Ïðè ýòîì áåçðàçìåðíûå �óíêöèè, îïèñûâàþùèå ðàñïðåäåëåíèå òîëùèíû

η(ξ) = 1− δ(ξ) è ìîìåíòà èíåðöèè ñå÷åíèÿ ζ(ξ) ≈ 1− 3δ(ξ) · η2(ξ) âäîëü îñè áàëêèâûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ �îðìû òðåùèíû
δ(ξ) = d ·





cos[π(ξ − l)/2ε]; ξ ∈ [l − ε, l + ε],

0; ξ /∈ [l − ε, l + ε],ãäå d ∈ [0; 1), l ∈ (0, 0) è ε≪ l ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåçðàçìåðíûå ãëóáèíó, êîîðäè-íàòó íà îñè áàëêè è ïîëóøèðèíó äå�åêòà � óçêîé äåëüòàîáðàçíîé âðåçêè.Îäíîìåðíàÿ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîé ìîäåëè, âûïîëíåííàÿ âComsol Multiphysi
s (PDE mode) ïîêàçàëà õîðîøèå èçîáðàçèòåëüíûå âîçìîæíî-ñòè è ìàëóþ âû÷èñëèòåëüíóþ òðóäîåìêîñòü, ÷òî âàæíî ïðè ìàññèðîâàííûõ ñè-ìóëÿöèÿõ ïðÿìîé çàäà÷è. Âû÷èñëåíèå ïåðâûõ ïÿòè ìîä êîëåáàíèé ïðîèçâîäèëèäëÿ áåçäå�åêòíîé áàëêè è ïðè ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûõ ¾òðåùèíàõ¿ ãëóáèíîé
d = 0.25; 0.4; 0.55; 0.7. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [8℄, �îðìû êîëåáàíèé ìàëî ÷óâñòâè-òåëüíû ê âàðèàöèè ïàðàìåòðà ε, à íàèìåíüøàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè âòî-ðûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïÿòèòî÷å÷íîé ñèììåòðè÷íîé ñõåìå äîñòè-ãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè 40 òî÷åê, ìîäåëèðóþùèõ ðàñïîëîæåíèå àêñåëåðîìåòðîâñ øàãîì ∆ξ. Èñêóññòâåííûé øóì ¾èçìåðåíèé¿ äîñòèãàëñÿ ââåäåíèåì íîðìàëüíîðàñïðåäåëåííîé â äèàïàçîíå ±2% ïîãðåøíîñòè â àìïëèòóäû ñìåùåíèé.Ïåðâûé òèï àíàëèçà âêëþ÷àë ïîñòðîåíèå ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ìàê-ñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé àìïëèòóä ñìåùåíèé äëÿ ïàð ñðàâíèâàåìûõ ìîä êîëåáàíèé



24 Àêîïüÿí Â.À., Êàëèí÷óê Â.Â., Øåâöîâ Ñ.Í.è èõ êðèâèçí ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì ïàðàìåòðîâ Áåòà- èëè íîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû, ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1, ïîçâîëèëèîöåíèòü ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ìîä è èõ êðèâèçí äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îíàëè÷èè èëè îòñóòñòâèÿ ïîâðåæäåíèÿ.

�èñóíîê 1 � Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé àìïëèòóä ïåðâîé è ïÿ-òîé ìîä êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ïîâðåæäåíèÿÄåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûïîëíåíî òðè (èëè áîëåå) èçìåðåíèé êàêîé-ëèáî ìîäûêîëåáàíèé, è äëÿ ýòèõ òðåõ èçìåðåíèé ðàññ÷èòàíû òðè íàèáîëüøèõ îòêëîíåíèÿ îò�îðìû áåçäå�åêòíîé áàëêè. Äëÿ ýòèõ îòêëîíåíèé ìîæíî ðàññ÷èòàòü âåðõíþþ Uè íèæíþþ L ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ïðè íåêîòîðîé ïðèíÿòîé äîâåðè-òåëüíîé âåðîÿòíîñòè (íàïðèìåð, 0.95). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîâðåæäåíèÿ i, îïèñûâà-åìîãî ðàñïðåäåëåíèåì pi(ξ) , ãäå i = 0, ñîîòâåòñòâóåò íåïîâðåæäåííîìó ñîñòîÿíèþ,âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì ïëîòíîñòè pi(ξ) â èíòåðâàëå [L;U ] . Â ÷àñò-íîñòè, äëÿ ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà âåðõíåì ãðà�èêå ðèñóíêà 1, ñîîòíîøåíèåâåðîÿòíîñòåé íåïîâðåæäåííîãî è ðÿäà ïîâðåæäåííûõ ñîñòîÿíèé áóäåò
P (0)/P (0.25)/P (0.4)/P (0.55)/P (0.7) ≈ 0.7/0.3/0.11/0.06/0.015.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî íàèáîëåå íàäåæíî áåçäå�åêòíîå ñîñòîÿíèåèäåíòè�èöèðóåòñÿ èìåííî ìîäàìè êîëåáàíèé, íî íå èõ êðèâèçíàìè.Èññëåäîâàëèñü òàêæå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïåðâûõ ïÿòè ìîä êîëåáàíèé è èõ êðè-âèçí ê íàëè÷èþ ïîâðåæäåíèé ðàçëè÷íîé ãëóáèíû è ëîêàëèçàöèè. Äëÿ ýòîãî áàë-êà ïî äëèíå áûëà ðàçäåëåíà íà äåñÿòü ðàâíûõ ó÷àñòêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõðàññ÷èòûâàëè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îòêëîíåíèÿ îò èñòèííîãî (íàïåðåä çà-äàííîãî) ïîëîæåíèÿ äå�åêòà è ïðîöåíò ïðàâèëüíûõ ëîêàëèçàöèé äå�åêòà. Áûëîóñòàíîâëåíî (ñì. ðèñ. 2), ÷òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ìîä êîëåáàíèé è èõ



Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê çàäà÷å èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåíèÿ 25êðèâèçí ðàçëè÷íà, è ìåíÿåòñÿ âäîëü áàëêè. Àíàëèç ëîêàëüíûõ ÷óâñòâèòåëüíîñòåéê ïîâðåæäåíèþ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíà ìàêñèìàëüíà â çîíàõ íàèáîëüøåé êðèâèçíûñîîòâåòñòâóþùåé ìîäû êîëåáàíèé. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ ÷óâñòâèòåëü-íîñòü âáëèçè çàäåëêè è ñâîáîäíîãî êîíöà áàëêè ìèíèìàëüíà.

�èñóíîê 2 � Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè êîððåêòíîé èäåíòè�èêàöèèïîâðåæäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïÿòîé ìîäû êîëåáàíèé è åå êðèâèçíûÂî âðåçêàõ íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîé ëîêàëèçàöèèïîâðåæäåíèÿ, îáîçíà÷åííàÿ êàê SL (Su

essful Lo
alization). Åå çíà÷åíèå äëÿ ìè-íèìàëüíîé èññëåäîâàííîé ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè (d = 0.25) âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåïðåâûøàåò 30%, õîòÿ ëîêàëüíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, íàïðèìåð, ïÿòîé ìîäû íà îò-äåëüíûõ ó÷àñòêàõ áàëêè äîñòèãàåò 70%. Ýòîò �àêò ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòüñîçäàíèÿ ìíîãîøàãîâîãî èíòåëëåêòóàëèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà èäåíòè�èêàöèè,ó÷èòûâàþùåãî ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåçóëüòàòîâ ìîäàëüíîãî àíàëèçà.
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Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÏÎÄÕÎÄÀÕ Ê ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÞÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ �ÅÆÈÌÎÂ �ÀÁÎÒÛÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÍÀÍÎ�ÀÇÌÅ�ÍÛÕ ÒÅËÑ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÛÌÈ ÝÔÔÅÊÒÀÌÈÀëüòåíáàõ Õ.1, Åðåìååâ Â.À.1,2,3, Íàñåäêèí À.Â.3
1Îòòî �îí �åðèêå óíèâåðñèòåò Ìàãäåáóðãà

2Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó
3Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ïðåäëîæåíû ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ (ýëåê-òðîóïðóãèõ) òåë íàíîðàçìåðîâ ñ ó÷åòîì äåìï�èðîâàíèÿ è ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ.Àíàëîãè÷íî óïðóãèì òåëàì çäåñü ïðè àíàëèçå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ ñðåäâ ìîäåëè ââåäåíû ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ è ðàñïðåäåëåííûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäûïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðóãèõ ìåìáðàí è äèýëåê-òðè÷åñêèõ ïëåíîê.Ââåäåíèå. Êàê èçâåñòíî, ðÿä íàíîìàòåðèàëîâ èìåþò àíîìàëüíûå ìåõàíè÷å-ñêèå ñâîéñòâà, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò ñâîéñòâ îáû÷íûõ ìàêðîìàòåðèàëîâ.Îäíèìè èç �àêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ çà òàêîå ïîâåäåíèå íàíîìàòåðèàëîâ, ìîãóò ÿâ-ëÿòüñÿ ïîâåðõíîñòíûå ý��åêòû. Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò ([1℄è äð.), äëÿ òåë ñóáìèêðî- è íàíîðàçìåðîâ ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ èãðàþò ñó-ùåñòâåííóþ ðîëü è îêàçûâàþò âëèÿíèå íà äå�îðìèðîâàíèå òåë â öåëîì. Â ðÿ-äå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåòîäèêèó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ íà íàíîðàçìåðíûå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è �ëåêñî-ýëåêòðè÷åñêèå òåëà. Òàê, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå â [2℄ áûëî ïðåäëîæåíî â �óíêöèî-íàë ýíåðãèè äëÿ íàíîðàçìåðíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà äîáàâèòü ïîâåðõ-íîñòíûå èíòåãðàëû ñ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè ïîâåðõíîñòíûå ìîäóëè æåñòêîñòè,ïîâåðõíîñòíûå ìîäóëè äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, ïîâåðõíîñòíûå ïüåçîìî-äóëè è êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèé è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Ïîäîáíûé ïîäõîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå ïðè èññëåäîâàíèÿõ çàäà÷ äëÿ ïüåçîýëåêòðè-÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ ïðîâîëîê, áàëîê, ïëàñòèí è íàíîðàçìåðíûõ ïüåçîêîìïî-çèòíûõ ñòðóêòóð â ðàáîòàõ [3�5℄ è äð.Ìåæäó òåì, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé, ñòðîãàÿ òåîðèÿó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ äëÿ íàíîðàçìåðíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë íàäàííîå âðåìÿ îòñóòñòâóåò. Áîëåå òîãî, ïðè ïðèíÿòèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé,ñâÿçûâàþùèõ ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ è ïîâåðõíîñòíóþ ýëåêòðè÷åñêóþ èíäóê-öèþ ñ äå�îðìàöèÿìè è âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âêëþ÷àþ-ùèì è åãî íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòó, êîððåêòíûå �îðìóëèðîâêè ïðîáëåì ïîëíûõêëàññè÷åñêèõ è îáîáùåííûõ ïîñòàíîâîê âñòðå÷àþò ñåðüåçíûå çàòðóäíåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñëåäóÿ [6, 7℄, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ¾ïîâåðõíîñòíûå ïëåí-êè¿ íå èìåþò ïîâåðõíîñòíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ý��åêòà, ò. å. ïîâåðõíîñòíûåíàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñ ïîâåðõíîñòíûìè äå�îðìàöèÿìè, à ïîâåðõíîñòíàÿ



28 Àëüòåíáàõ Õ., Åðåìååâ Â.À., Íàñåäêèí À.Â.ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ ñâÿçàíà òîëüêî ñ ïîâåðõíîñòíîé íàïðÿæåííîñòüþ ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî çà ñ÷åò îáùåé ñâÿçàííîñòè ìåõàíè÷åñêèõ èýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â îáúåìå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà äàííûå ïîâåðõíîñòíûåìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ òàêæå áóäóò ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ïðèíÿ-òûå äîïóùåíèÿ ïîçâîëÿþò äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ òåë ïîñòðîèòüñòðîãóþ òåîðèþ, ñ�îðìóëèðîâàòü ïîëíûå ïîñòàíîâêè äèíàìè÷åñêèõ êðàåâûõ çà-äà÷ ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ, ïîëó÷èòü îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ è èññëåäîâàòüðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ â R3 îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïüå-çîýëåêòðè÷åñêèì ìàòåðèàëîì; Γ � ãðàíèöà îáëàñòè; n � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷-íîé íîðìàëè ê Γ; u = u(x, t) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé; ϕ = ϕ(x, t) � ýëåêòðè÷åñêèéïîòåíöèàë; t � âðåìÿ. Ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî íàíîðàçìåð-íîãî òåëà ñ ó÷åòîì äåìï�èðîâàíèÿ â îáúåìå Ω çàïèøåì, àíàëîãè÷íî [8℄, â òîì æåâèäå, ÷òî è äëÿ òåëà îáû÷íûõ ðàçìåðîâ
∇ · σ + ρ f = ρ (ü + αdu̇), ∇ · D = qΩ, (1)

σ = c · ·(ε + βdε̇) − eT · E, D + ζdḊ = e · ·(ε + ζdε̇) + κ · E, (2)
ε = (∇u + (∇u)T )/2, E = −∇ϕ, (3)ãäå σ è ε � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé âòîðîãî ðàíãà; D è E � âåê-òîðû ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; ρ � ïëîò-íîñòü ìàòåðèàëà; c = cE � òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé ÷åòâåðòîãî ðàíãà, èçìåðåí-íûõ ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; e � òåíçîð ïüåçîìîäóëåé òðåòüåãî ðàíãà;

κ = κS = ǫS � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé âòîðîãî ðàíãà, èçìåðåí-íûõ ïðè ïîñòîÿííîé äå�îðìàöèè; αd, βd, ζd � êîý��èöèåíòû äåìï�èðîâàíèÿ;
f � âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë; qΩ � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çà-ðÿäîâ; (...)T � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Òåíçîðû ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëåé çäåñüèìåþò òàêèå æå ñâîéñòâà ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, êàê è äëÿïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë îáû÷íûõ ðàçìåðîâ.Ñ�îðìóëèðóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé (1) ñ (2), (3). Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà (ìåõàíè÷å-ñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå) è áóäóò îòëè÷àòü íàíîðàçìåðíûå òåëà îò ñîîòâåòñòâóþùèõòåë ìàêðîðàçìåðîâ.Äëÿ �îðìóëèðîâêè ìåõàíè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-ñòâóåò ðàçáèåíèå ãðàíèöû Γ íà äâà ïîäìíîæåñòâà Γσ è Γu (Γ = Γσ ∪ Γu). Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî íà ó÷àñòêå ãðàíèöû Γσ äåéñòâóþò îáû÷íûå ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæå-íèÿ pΓ è ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ τ s

n · σ = ∇s · τ s + pΓ, x ∈ Γσ, (4)ãäå ∇s � ïîâåðõíîñòíûé îïåðàòîð ãðàäèåíòà, ñâÿçàííûé ñ ïðîñòðàíñòâåííûìíàáëà-îïåðàòîðîì �îðìóëîé ∇s = ∇ − n(∂/∂r), r � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿïî íîðìàëè ê Γ, τ s � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé. Êàê è äëÿ÷èñòî óïðóãîãî òåëà, ïðè ó÷åòå ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé ïðèìåì, ÷òî ïîâåðõ-íîñòíûå íàïðÿæåíèÿ τ s ñâÿçàíû ñ ïîâåðõíîñòíûìè äå�îðìàöèÿìè εs îïðåäåëÿþ-ùèì ñîîòíîøåíèåì τ s = cs · ·(εs + βsdε̇
s), ãäå εs = (∇su · A + A · (∇su)T )/2, cs �



Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê ìîäåëèðîâàíèþ ... 29òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé, βsd � äîïîëíèòåëüíûéêîý��èöèåíò äåìï�èðîâàíèÿ, A = I−n⊗n, I � åäèíè÷íûé òåíçîð â R3. Ñâîéñòâàòåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé cs çäåñü àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèìñâîéñòâàì òåíçîðà c, ò. å. cs � ïîëóñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûéòåíçîð îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ñî ñòðóêòóðîé εs.Íà ÷àñòè ãðàíèöû Γu ïðèìåì êàê ñòàíäàðòíûå óëîâèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé, òàêè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êîíòàêòíîãî òèïà. Èìåííî, ïóñòü Γu = ∪Γuj, j = 0, 1, ..., L,
Γu0 6= ∅, ó÷àñòêè Γuj íå ãðàíè÷àò äðóã ñ äðóãîì, è ñðåäè Γuj åñòü L+1− l ó÷àñòêîâñ çàäàííûìè ïåðåìåùåíèÿìè uΓj (j ∈ Jr = {0, l+1, l+2, ..., L}) è l ïëîñêèõ ó÷àñò-êîâ (j ∈ Jp = {1, 2, ..., l}), êîíòàêòèðóþùèõ áåç òðåíèÿ ñ ïëîñêèìè ìàññèâíûìèøòàìïàìè. Ñ êàæäûì èç l ïëîñêèõ ó÷àñòêîâ Γuj, j ∈ Jp, ñâÿæåì ñâîè ìåñòíûåñèñòåìû êîîðäèíàò O(j)

ξ ξ
(j)
1 ξ

(j)
2 ξ

(j)
3 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü ξ(j)

3 ñîâïàäàëà ïî íà-ïðàâëåíèþ ñ íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè n â òî÷êå O(j)
ξ , à îñè ξ(j)

1 è ξ(j)
2 áûëèáû ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè äëÿ j-îãî øòàìïà. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõíà ó÷àñòêàõ Γuj ìîæíî ïðèíÿòü ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u · n =
2∑

k=0

αujkξ
(j)
k , (ξ

(j)
0 = 1), x ∈ Γuj, j ∈ Jp, (5)

∫

Γuj

ξ(j)
p n · σ · n dΓ = −(α̈ujp + αpdα̇

u
jp)M

(j)
p + Pjp, p = 0, 1, 2, j ∈ Jp, (6)

n · σ − (n · σ · n)n = ∇s · τ s, x ∈ Γuj , j ∈ Jp, (7)
u = uΓj , x ∈ Γuj , j ∈ Jr, Γu0 6= ∅, (8)ãäå â (5), (6) ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì j è p îòñóòñòâóåò; âå-ëè÷èíû αuj0 èìåþò ñìûñë îáùåãî ñìåùåíèÿ ó÷àñòêà Γuj ïî íîðìàëè; αuj1 = −θ(j)

2 ,
αuj2 = θ

(j)
1 � óãëû ïîâîðîòà ó÷àñòêà Γuj îòíîñèòåëüíî îñåé ξ(j)

2 è ξ(j)
1 ñîîòâåòñòâåííî;

M
(j)
0 � ìàññà øòàìïà; M (j)

1 = J
ξ
(j)
2 ξ

(j)
2
, M (j)

2 = J
ξ
(j)
1 ξ

(j)
1

� ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèèøòàìïà ñ íîìåðîì j; Pjp � ñèëû (ïðè p = 0) è ìîìåíòû (ïðè p = 1, 2), äåéñòâó-þùèå íà øòàìï ñ íîìåðîì j; αpd � êîý��èöèåíò äåìï�èðîâàíèÿ ïðè äâèæåíèèøòàìïîâ; uΓj � çàäàííûå �óíêöèè ïåðåìåùåíèé íà ó÷àñòêàõ Γuj , j ∈ Jr.Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ïðè êîíòàêòå íàíîðàçìåðíîãî òåëà ñî øòàìïîì áåç òðåíèÿêàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íå ðàâíû íóëþ, à óðàâíîâåøèâàþòñÿ ïî (7) äåéñòâèåìïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, êàê è â (4).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõ-íîñòü Γ ðàçáèòà òàêæå íà äâà ïîäìíîæåñòâà: ΓD è Γϕ (Γ = ΓD ∪ Γϕ).Ó÷àñòêè ΓD íå ýëåêòðîäèðîâàíû, è íà íèõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
n · D = ∇s · ds − qΓ, x ∈ ΓD, (9)ãäå âåêòîð ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ds ñâÿçàí ñ âåêòîðîì ïîâåðõ-íîñòíîé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Es = −∇sϕ îïðåäåëÿþùèì ñîîòíî-øåíèåì ds + ζsdḋ

s = A · κs · A · Es; ζsd � åùå îäèí êîý��èöèåíò äåìï�èðîâàíèÿ;
κs � ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ Es òåí-çîð âòîðîãî ðàíãà ïîâåðõíîñòíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, qΓ � èçâåñò-íàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ.



30 Àëüòåíáàõ Õ., Åðåìååâ Â.À., Íàñåäêèí À.Â.Ïîäìíîæåñòâî Γϕ åñòü îáúåäèíåíèåM+1 íå ãðàíè÷àùèõ äðóã ñ äðóãîì ó÷àñò-êîâ Γϕj (j ∈ JQ∪JV , JQ = {1, 2, ..., m}, JV = {0, m,m+1, ...,M}), ïîêðûòûõ áåñêî-íå÷íî òîíêèìè ýëåêòðîäàìè. Íà äàííûõ ó÷àñòêàõ çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ
ϕ = Φj , x ∈ Γϕj, j ∈ JQ, (10)

∫

Γϕj

n · D dΓ = −Qj , Ij = ±Q̇j x ∈ Γϕj, j ∈ JQ, (11)
ϕ = Vj , x ∈ Γϕj , j ∈ JV , Γj0 6= ∅, (12)ãäå âåëè÷èíû Φj , Ij , Qj è Vj çàâèñÿò òîëüêî îò t, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ Φj èçíà÷àëüíîíå èçâåñòíû, à çíàê ¾+¿ èëè ¾−¿ âî âòîðîé �îðìóëå (11) äëÿ âûðàæåíèÿ òîêà Ij÷åðåç çàðÿä Qj çàâèñèò îò âûáîðà íàïðàâëåíèÿ òîêà âî âíåøíåé öåïè.Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä íà-÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u = u∗(x), u̇ = v∗(x), ϕ = ϕ∗(x), t = 0, x ∈ Ω, (13)ïðè÷åì ïðè ζd = 0, ζsd = 0 íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íåòðåáóåòñÿ.2. Îáñóæäåíèå è âûâîäû. Ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàð-íûõ çàäà÷ (1)�(13) äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ òåë ïîçâîëÿåò àäåê-âàòíî ó÷åñòü ìåõàíè÷åñêîå è ýëåêòðè÷åñêîå çàòóõàíèå è ïîâåðõíîñòíûå ý��åêòû.Äëÿ òàêîé ïîñòàíîâêè â ñëó÷àå αd = αsd, βd = βsd = ζd = ζsd ïðèìåíèì ìåòîäðàçëîæåíèÿ ïî ìîäàì, àíàëîãè÷íî [8℄. Ïîâåðõíîñòíûå ý��åêòû, õàðàêòåðíûå äëÿíàíîðàçìåðíûõ òåë, çäåñü ó÷òåíû â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4), (7), (9). Âìåñòå ñ ñî-îòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîëåé ýòèñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.Èñõîäÿ èç äàííîé ïîñòàíîâêè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëàáûå �îðìóëèðîâêè äèíàìè-÷åñêèõ çàäà÷, ïðè÷åì êàê äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷, òàê è äëÿ çàäà÷ îá óñòàíî-âèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ [6℄ è äëÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ [7℄, óñòàíîâèòü ðàç-ëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé (ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü, äèñ-êðåòíîñòü ñïåêòðà, òåîðåìû îá èçìåíåíèÿõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè âàðüèðîâàíèèâõîäíûõ äàííûõ è ò. ä.), à òàêæå ïîñòðîèòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè.Êàê ìîæíî ïîêàçàòü, äëÿ ó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòüñòàíäàðòíîå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïðè äîïîëíèòåëüíîìâêëþ÷åíèè â ðàñ÷åòíûå ìîäåëè ïîâåðõíîñòíûõ ìåìáðàííûõ óïðóãèõ ýëåìåíòîâè ïîâåðõíîñòíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê. Ïðè ðåøåíèè ïîëó÷àþùèõñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ çàäà÷, àíàëîãè÷íî [8℄, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå àë-ãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ñîõðàíÿòü ñèììåòðè÷íóþ ñåäëîâóþ ñòðóêòóðó êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìàòðèö, à òàêæå àëãîðèòìû ìåòîäà ðàçëîæåíèè ïî ìîäàì.Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ â [6, 7℄ áûëè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõýêñïåðèìåíòîâ ïî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-áàíèÿõ è çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîäîëüíî-ïîëÿðèçîâàííîãî íàíî-ðàçìåðíîãî ñòåðæíÿ èç îêñèäà öèíêà ïðè ðàçëè÷íûõ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðàõ,õàðàêòåðèçóþùèõ ïîâåðõíîñòíûå ý��åêòû.
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�ÀÇ�ÀÁÎÒÊÀ �ÀÑ×ÅÒÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÂßÇÊÎÑÒÈ ÎÒ ÄÀÂËÅÍÈß ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÌÀÇÊÈ ÓÏÎ�ÍÎ�ÎÏÎÄØÈÏÍÈÊÀ, ÎÁËÀÄÀÞÙÅ�Î ÏÎÂÛØÅÍÍÎÉ ÍÅÑÓÙÅÉÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÜÞ È ÄÅÌÏÔÈ�ÓÞÙÈÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈÀõâåðäèåâ Ê.Ñ., Ìóêóòàäçå Ì.À., Ëàãóíîâà Å.Î.�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿÊàê èçâåñòíî [1�3℄ ïðè íàëè÷èè â ñìàçî÷íîé æèäêîñòè ÷àñòèö ïðèñàäîê èëè ïðîäóê-òîâ èçíîñà, à òàêæå çà ñ÷åò ïðèñòåííîé îðèåíòàöèè åå ìîëåêóë âáëèçè òâåðäîé îïîð-íîé ïîâåðõíîñòè ïîäøèïíèêà ïðîèñõîäèò ðàññëîåíèå ñìàçêè íà ñëîè ñ ðàçëè÷íîé âÿçêî-ñòüþ. Ñëîèñòîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå óïîðíîãî è ðàäèàëüíîãîïîäøèïíèêîâ ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòàõ [4�9℄. Ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ïðåäëàãàåìîéçäåñü ìåòîäèêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ðàñ÷åòíîé ìîäåëè íå ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüâÿçêîñòè îò äàâëåíèÿ. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ â ñìàçî÷íîì ñëîå âÿçêîñòü ñìàç-êè ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îòäàâëåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøåìñÿäâèæåíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó ïîëçóíîì è íàïðàâëÿþùåé. Ïîë-çóí ñ àäàïòèðîâàííûì ïðî�èëåì îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíûì,à íàïðàâëÿþùàÿ ñ ïîðèñòûì ñëîåì íà ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè äâèæåòñÿ â ñòîðîíóñóæåíèÿ çàçîðà ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ u∗. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü âÿçêî-ñòè ñìàçêè è ïðîíèöàåìîñòè ïîðèñòîãî ñëîÿ îò äàâëåíèÿ âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìè
µ′
i = µ0ie

α̃∗p′

k̃′ = k0e
α̃∗p′

(1)ãäå µ0i � õàðàêòåðíûå âÿçêîñòè ñëîåâ; k0 � õàðàêòåðíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïîðèñòîãîñëîÿ; α̃∗ � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â äåêàðòîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò x′O′y′ óðàâíåíèå àäàïòèðîâàííîãî êîíòóðà ïîëçóíà, ãðàíèöûðàçäåëà, à òàêæå íàïðàâëÿþùåé ñ ïîðèñòûì ñëîåì òîëùèíû H , ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå
y′ = h0 + x′ tgα∗ − a′ sinω′x′ = h′(x′), y′ = a′h′(x′)

y′ = 0, y′ = −H,ãäå α∗ � óãîë íàêëîíà ïîëçóíà ê îñè Ox.2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ óðàâíåíèé áåðóòñÿ óðàâíå-íèÿ (1), à òàêæå áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò äàâëåíèÿ è óðàâíåíèå Äàðñè, ó÷èòûâàþùååçàâèñèìîñòü âÿçêîñòè îò äàâëåíèÿ (i = 1, 2)
∂2νi
∂y2

=
Λi

eα̃p
dp

dx
,
∂ui
∂y

+
∂νi
∂x

= 0, (2)
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∂2P

∂ζ2
+
α̃H2

l2

(
∂P

∂x

)2

+
H2

l2
∂2P

∂x2
= 0ãäå ðàçìåðíûå âåëè÷èíû x′, y′, u′i, ν ′i, p′, µ′

i â ñìàçî÷íîì ñëîå ñâÿçàíû ñ áåçðàçìåð-íûìè x, y, ui, νi, p, µi ñîîòíîøåíèÿìè
y′ = h0y, x

′ = lx,

ν ′i = u∗νi, u
′
i = u∗εui,

ε = h0/l, p
′ = pap, µ

′
i = µ0iµi, α̃

∗ = pαα̃.Â ïîðèñòîì ñëîå ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì îñóùåñòâëåí ïî �îðìóëàì
y′ = Hζ, x′ = lx, P ′ = paP, k̃

′ = k0k̃

P ′ � ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå â ïîðèñòîì ñëîå.3. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íà ïîâåðõíîñòè ïîëçóíà è íàïðàâëÿþùåé âûïîëíÿ-þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
u1|y=0 = −N ∂P

∂ζ
|ζ=0, ν1 = 1, p(0) = p(1) = 1

p = P |ζ=0,
∂P

∂ζ
|ζ=−1 = 0, u2(1) = 0, ν2 = 0, ïðè y = h(x)

h(x) = 1 + η1x− η2 sinωx

η1 =
l tgα∗

h0

, η2 =
a′

h0

, ω = ω′L

(3)
Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ

u1|y=αh = u2|y=αh, ν1|y=αh = ν2|y=αh,

∂ν1

∂y
|y=αh =

µ02

µ01

∂ν2

∂y
|y=αh,

ui
νi
|y=αh(x) = αh′(x), N = − k0lpa

µ01h0Hu∗
,

h(x) = 1 + ηx− η1 sinωx,

(4)
ãäå α � ãðàíèöà ðàçäåëà ñëîåâ.Ïîëàãàÿ òîëùèíó ïîðèñòîãî ñëîÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé, óðàâíåíèå Äàðñè îñðåäíèìïî òîëùèíå ýòîãî ñëîÿ

−1∫

0

(
H2

l2
∂2P

∂x2
+
α̃H2

l2

(
∂P

∂x

)2

+
∂2P

∂ζ2

)
dζ = 0 (5)Íàõîäèì òî÷íîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì (3) è (4) ñ ó÷åòîì (5).



34 Àõâåðäèåâ Ê.Ñ., Ìóêóòàäçå Ì.À., Ëàãóíîâà Å.Î.�èäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
P = 1 +

c̃1
Λ1

(
1 +

α̃

2

)(
1

2
ηx2 − 1

2
ηx+

η1

ω
(cosωx− 1) − η1x

ω
(cosω − 1)

)4. Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ðàáî÷èõ õàðàêòåðèñòèê ïîäøèïíèêà. Â ñëó-÷àå, êîãäà äàâëåíèå â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñå÷åíèÿõ ðàâíî íóëþ äëÿ áåçðàçìåð-íîé íîðìàëüíîé ñèëû âîçäåéñòâèÿ ñìàçêè íà äâèæóùóþñÿ ïëàñòèíó è áåçðàçìåð-íîé ñèëû òðåíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
W =

c̃1
Λ1

(
1 +

α̃

2

)( η
12

+
η1

ω
− η1

ω2
sinω +

η1

2ω
(cosω − 1)

) (6)
Lòð =

1∫

0

exp−αp

(
ψ̃′′(0)

h2(x)
+
ν̃(0)

h(x)

)
dx =

= c2

[
1 − η − 2η1

ω
cos(ω − 1)

]
+ c6

[
1 − η − η1

ω
cos(ω − 1)

]Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëàãàåìàÿ ìîäåëü èìååò ñìûñë, åñëè îáëàñòü 0 6 ζ 6 1 îõâà-÷åíà âÿçêèì òå÷åíèåì.Áåçðàçìåðíûå ðàñõîäû Q1 è Q2 äâóõñëîéíîé ñìàçî÷íîé æèäêîñòè îïðåäåëÿþò-ñÿ âûðàæåíèÿìè
Q1 = c̃2

α3

6
+ c2

α2

2
+ c3α

Q2 =
c̃2
6

+
c4
2

+ c5 − c6
α3

6
− c4

α2

2
− c5α5. Îñíîâíûå âûâîäû. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííûõ àíàëèòè-÷åñêèõ âûðàæåíèé (6) äëÿ îñíîâíûõ ðàáî÷èõ õàðàêòåðèñòèê ïîêàçûâàþò:1. Òàêîé ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèé �àêòîð, êàê ñëîæíàÿ äâóõñëîéíàÿ ñòðóêòóðàñìàçî÷íîé æèäêîñòè, ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà αè âÿçêîñòíîãî îòíîøåíèÿ k , à òàêæå ïàðàìåòðà, îáóñëîâëåííîãî íàëè÷èåì ïîðè-ñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè íàïðàâëÿþùåé, íà îñíîâíûå ðàáî÷èå õàðàêòåðèñòèêèïîäøèïíèêà, ïðåæäå âñåãî íà ïîääåðæèâàþùóþ ñèëó è ñèëó òðåíèÿ.2. Ïðè çíà÷åíèè ω = 3π/2 íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü ïîäøèïíèêà ïðè ëþáîì çíà÷å-íèè α ∈ [0, 1] è α̃ ∈ [0, 1] ïðàêòè÷åñêè â äâà ðàçà âûøå, ÷åì ïðè ω = 0.3. Áåçðàçìåðíàÿ ñèëà òðåíèÿ èìååò ÿðêî âûðàæåííûå òî÷êè ìàêñèìóìà è ìè-íèìóìà. Îäíà òî÷êà ìàêñèìóìà ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìóìîì íåñóùåé ñïîñîáíîñòè,îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ω ïî íåñóùåé ñïîñîáíîñòè è ñèëå òðåíèÿ ÿâëÿ-åòñÿ ω = 6, α ∈ [0, 1], α̃ ∈ [0, 1], ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìóìó íåñóùåé ñïîñîáíîñòèè ìèíèìóìó ñèëû òðåíèÿ.4. Íàëè÷èå ïîðèñòîãî ñëîÿ íà ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè íàïðàâëÿþùåé îáåñïå÷èâà-åò ïîäøèïíèêó äåìï�èðóþùèå ñâîéñòâà.
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hverdiev K.S., Mukutadze M.A., Lagunova E.O. The development of two-layerhydrodynami
 greasing elasti
 bearing with in
reased bearing ability and damping propertiessettlement model, taking into a

ount dependen
e of vis
osity on pressure. Dependen
e ofvis
osity on pressure of two-layer hydrodynami
 greasing elasti
 bearing at great values ofpressure is investigated.



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÀÍÎÌÀËÜÍÛÕ ßÂËÅÍÈßÕ È Ï�È�ÎÄÍÛÕÂÈ�ÓÑÀÕÁàáåøêî Â.À.1, Åâäîêèìîâà Î.Â.2, Áàáåøêî Î.Ì.1,Ôåäîðåíêî À. �.2
1Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð

2Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÊ ÷èñëó ïðèðîäíûõ âèðóñîâ îòíîñÿòñÿ âèðóñû âèáðîïðî÷íîñòè, äîñòàòî÷íî äåòàëüíîèññëåäîâàííûå â [1�14℄, à òàêæå íîâûå, ïðåäñòàâëåííûå â [15℄. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èõîñîáåííîñòåé.1. Êðàòêî íàïîìíèì î âèðóñå âèáðîïðî÷íîñòè [1�11℄. Îí �îðìèðóåòñÿ â ñëîè-ñòûõ ëèíåéíî äå�îðìèðóåìûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ ñðåäàõ äëÿ ñìåøàííûõ ãðàíè÷-íûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè âêëþ÷åíèé, òðåùèí, øòàìïîâ. Íàïðèìåð, âñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ øòàìïà íà óïðóãèé ñëîé ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ïðèâîäèò ê âèðóñóâèäà [1�6℄ ∫ a

−a

k(x− ξ)q(ξ)dξ = 1 |x| 6 a,

k(x) =
1

2π

∫

Γ

K(u)e−iuxduQ(u) =

∫ a

−a

q(x)eiuxdx. (1)Ñèìâîë èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿK(u) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ìåðîìîð�íîé �óíêöè-åé è ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ÷èñëî íóëåé zn è ïîëþñîâ ξn, äåòàëüíî îïèñàííûõ â [2�6℄.Êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ ±zn, ±ξn, n 6 N ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè,îñòàëüíûå � êîìïëåêñíûå. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå âèäà
K(u) = Π(u)K0(u),Π(u) =

N

Π
n=1

(u2 − z2
n)(u

2 − ξ2
n)

−1zn > 0, ξn > 0,

n = 1, 2, ..., N,K0(u) > 0, K0(u) |u| → s, |u| → ∞, s <∞, Im u = 0.Êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ íóëåé è ïîëþñîâ çàâèñèò îò ÷àñòîòû ω êîëåáàíèÿøòàìïà. Åñëè ÷àñòîòà êîëåáàíèÿ øòàìïà ìåíüøå êðèòè÷åñêîé ω∗, ò. å. ω < ω∗,âåùåñòâåííûõ íóëåé è ïîëþñîâ íåò [14℄. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû êîëè÷åñòâî âå-ùåñòâåííûõ íóëåé è ïîëþñîâ ðàñò¼ò, ïðè÷åì ïîÿâëÿåòñÿ âíà÷àëå âåùåñòâåííûéïîëþñ, çàòåì âåùåñòâåííûé íóëü. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé N = 1 íà÷àñòîòå, ïðè êîòîðîé èìååò ìåñòî èçëó÷åíèå ýíåðãèè â ñëîå, ò. å. ω > ω∗. Ôóíê-öèÿ K(u) èìååò ïðåäñòàâëåíèå âèäà
K(u) = Π(u)K0(u),Π(u) = (u2 − z2

1)(u
2 − ξ2

1)
−1, z1 > 0, ξ1 > 0. (2)Ïðè îïðåäåëåííîé øèðèíå øòàìïà è ïàðàìåòðàõ ñðåäû, íà ýòîé ÷àñòîòå èìååòìåñòî ëîêàëèçàöèÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà, ÷òî îçíà÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèåàìïëèòóäû êîëåáàíèÿ ñëîÿ ïðè óäàëåíèè îò øòàìïà [4, 6℄. Óñëîâèåì ëîêàëèçàöèè



Î íåêîòîðûõ àíîìàëüíûõ ÿâëåíèÿõ è ïðèðîäíûõ âèðóñàõ 37ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ, íàçâàííîãî ¾ñîîòíîøåíèåì ñòàòè÷íîñòè¿. Ýòîñîîòíîøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä
Q0(z1) ≡ V q0(x) = 0, V f =

∫ a

−a

f(x)eiuxdx. (3)Çäåñü �óíêöèÿ q0(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
∫ a

−a

k0(x− ξ)q0(ξ)dξ = 1, |x| 6 a. (4)ßäðî èìååò âèä (1), â êîòîðîì K(u) çàìåíÿåòñÿ íà K0(u).Óñëîâèå ëîêàëèçàöèè, îçíà÷àþùåå, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèÿ ñëîèñòîé ñðåäûâíå îáëàñòè, çàíÿòîé øòàìïîì, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè óäàëåíèè îò øòàìïà,ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýíåðãèÿ â ñèñòåìå ¾ñëîèñòàÿ ñðåäà � øòàìï¿ â ýòîì ñëó÷àåíå èçëó÷àåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü.Êàê óñòàíîâëåíî â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, òàêîå ïîâåäåíèå ñëîèñòîé ñðåäûèìååò ìåñòî äëÿ øòàìïîâ, èìåþùèõ ðàçìåðû ap

ap = πp+ θ +O(p−ε), ε > 0, θ = argK+
0 (z1), ap ≫ 1.Çäåñü K+

0 (u) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì �àêòîðèçàöèè �óíêöèè K0(u), ò. å. ïðåä-ñòàâëåíèÿ [12, 13℄ K0(u) = K+
0 (u)K−

0 (u).�åçîíàíñíàÿ ìàññàm â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè äëÿ âûáðàííîãî ap, äëÿ êîòîðîãîâûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ñòàòè÷íîñòè, èìååò çíà÷åíèå [4, 6℄
m = Q0(0) ξ2

1 z
−2
1 ω−2 , Q0(0) =

∫ a

−a

q0(x)dx. (5)Ýòèì ðåçóëüòàòîì êàðäèíàëüíî áûëî èçìåíåíî óñòàíîâèâøååñÿ ìíåíèå î òîì,÷òî â óïðóãîì ñëîå äëÿ ÷àñòîò âûøå êðèòè÷åñêèõ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõ â ñëîå èç-ëó÷àåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü ýíåðãèÿ, ðåçîíàíñ ìàññèâíîãî øòàìïà íå âîçìîæåí.2. �àäè ïðîñòîòû ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèðîäíîãî âèðóñà, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿâ ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàþùåãîñîñòîÿíèå àòìîñ�åðû â óñëîâèÿõ âûñîêîãî äàâëåíèÿ, ïðèâåäøåãî ê ðàññìîòðåíèþýòîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è.Ñìåøàííàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
∆ψ = D ∂ψ

∂t
, ψ = σ(x, t), x ∈ ∂Ω+; ∂ψ

∂n
= 0, x ∈ ∂Ωm;

ψ = Tp(x, t), x ∈ ∂Ωp, ψ = ψ0(x, 0), x ∈ Ω, x = (x1, x2, x3).
(6)Çäåñü ψ(x, t) � èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà â îáëàñòè Ω; D−1 > 0 � êîý��èöèåíòòåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ñðåäû, êîòîðûé ñ÷èòàåì ïîñòîÿííûì; n � âíåøíÿÿ êãðàíèöå íîðìàëü; t > 0 � âðåìÿ; ψ0(x, 0) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû âîáëàñòè Ω. Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ íà äîñòàòî÷íî ïðî-äîëæèòåëüíîì, óäàëåííîì îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîìåæóòêå âðåìåíè èçìåíå-íèÿ òåìïåðàòóðû. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî â óñëîâíûé îñåííåå-çèìíèé ïåðèîä (ÎÇ)



38 Áàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì., Ôåäîðåíêî À. �.òåìïåðàòóðà T (x, t) ñòàáèëèçèðîâàëàñü è ïðèíÿëà íà ãðàíèöå óñòàíîâèâøèéñÿ âîâðåìåíè ðåæèì îõëàæäåíèÿ, îïèñûâàåìûé ñîîòíîøåíèåì
Tp(x, t) = f1p(x)e

−ωt, ω > 0. (7)�åæèì íà âåðõíåé ãðàíèöå ∂Ω+ ñ÷èòàåì â òàêîì æå âèäå óñòàíîâèâøèìñÿ âîâðåìåíè σ(x, t) = σ0e
−ωt, ω > 0, ãäå σ0, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé.Àíàëîãè÷íî, â óñëîâíî íàçâàííûé âåñåííå-ëåòíèé ïåðèîä (ÂË) ýòà �óíêöèÿîïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì íàðàñòàíèÿ íàãðåâà òåððèòîðèè, ò. å.

Tp(x, t) = f2p(x)e
εt, ε > 0. (8)Çäåñü ω, ε � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Äëÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ �óíê-öèé ϕ(x), âîäèìûõ äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ñîîòíîøåíèÿìè

ψ(x, t) = ϕ(x)e−ωt; ψ(x, t) = ϕ(x)eεt, (9)ïîëó÷àåì ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ (ÎÇ) âèäà
∆ϕ+ k2

1ϕ = 0,
∂ϕ

∂n
= 0, x ∈ ∂Ωn;

ϕ = f1p(x), x ∈ ∂Ωp, k2
1 = Dω;

ϕ = σ0(x), x ∈ ∂Ω+

(10)è äëÿ (ÂË) â �îðìå
∆ϕ− k2

2ϕ = 0,
∂ϕ

∂n
= 0, x ∈ ∂Ωn;

ϕ = f2p(x), x ∈ ∂Ωp, k2
2 = Dε;

ϕ = σ0(x), x ∈ ∂Ω+.

(11)�àññìàòðèâàÿ, ðàäè óïðîùåíèÿ, ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòî-âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ñëîå −∞ < x1, x2 <∞, 0 6 x3 6 h ñ ïëîñêèìè ãðàíèöàìè,ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì âèäà
Kλqλ ≡

∑

p

∫

∂Ωp

∫
kλ (x1 − ξ1, x2 − ξ2) qλp (ξ1, ξ2) dξ1dξ2 = f 0

λs (x1, x2) , x1, x2 ∈ ∂Ωs

kλ (x1, x2) =

∞∫∫

−∞

Kλ (α1, α2) e
−i 〈αx 〉dα1dα2, 〈αx 〉 = α1x1 + α2x2, (12)

Kλ (α1, α2) =
shαλ3h

αλ3 chαλ3h
, α13 = i

√
α2

1 + α2
2 − k2

1 α23 = i
√
α2

1 + α2
2 + k2

2,

qλs (x1, x2) = PΩs (x1, x2) qλ, λ = 1, 2
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f 0
λs (x1, x2) = −fλs (x1, x2) + σ0

∞∫∫

−∞

e−i 〈αx 〉

chαλ3h
dα1dα2 (13)Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà1) Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (12) ñ ÿäðîì KMλ (α1, α2) ñîñïåöèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ïðè λ = 1 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðîÿâëåíèÿâèðóñà (9) ðàáîòû [4℄ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ m 6 m0, π(m0 − 0.5)h−1 > k1.Òîãäà â îáëàñòè r > R èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Pr>Rϕ(r)

PΩsϕ(ρ)
→ O(e−|Imξm|(r−ρ)), m = m0 + 1, s = 1, 2, ...P (14)Àíàëîãè÷íî ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ λ = 2 �óíêöèÿ ΠM(u) ñîäåðæèò äëÿ íåêîòîðî-ãî k2

2 âñå íóëè è ïîëþñà âïëîòü äî íîìåðà m = m0 è KMλ = KλΠ
−1
M .2) Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (12) ñ ÿäðîì KMλ (α1, α2) ñîñïåöèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ïðè λ = 2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðîÿâëåíèÿâèðóñà (9) ðàáîòû [4℄ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ m 6 m0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ �èêñè-ðîâàííûõ r è ρ â ñâîèõ îáëàñòÿõ èìååò ìåñòî ñâîéñòâî

PΩs (x1, x2)ϕ(ρ)

Pr>R (x1, x2)ϕ(r)
→ O(e

|Imξm|(r−ρ)

), m = m0 + 1, s = 1, 2, ...P (15)Òàêèì îáðàçîì, âèðóñû ìîãóò ëèáî ïîíèæàòü òåìïåðàòóðó âíå çîíû íåîäíî-ðîäíîñòåé, ëèáî ïîâûøàòü â çîíå íåîäíîðîäíîñòåé.Áîëåå îáùèå ïðèðîäíûå âèðóñû âñòðå÷àþòñÿ â ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõýêîëîãèè, ñåéñìîëîãèè, òåîðèè ïðî÷íîñòè [15℄.Îòäåëüíûå �ðàãìåíòû ðàáîòû âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ (12-01-00330), (12-01-00332), (11-08-00381), ì-(13-01-12003), ð_þã_à (13-01-96502), (13-01-96505), (13-01-96508), (13-01-96509), ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà �Ô ÍØ-914.2012.1 èÌÊ-2652.2013.1, ïðîãðàìì ÎÝÌÌÏÓ è Ïðåçèäèóìà �ÀÍ, âûïîëíÿåìûõ Þæíûìíàó÷íûì öåíòðîì �ÀÍ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàáåøêî Â.À. ¾Âèðóñû¿ âèáðîïðî÷íîñòè // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê.ðåãèîí.1994. Ñïåö. âûïóñê. Ñ. 90�91.[2℄ Áàáåøêî Â.À.Î íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ êîëåáàíèÿ ïîëóîãðàíè÷åííûõ òåë // Ïèñü-ìà â æóðíàë òåõíè÷åñêîé �èçèêè. 1988. Ò. 14. Âûï. 8. Ñ. 716�720.[3℄ Áàáåøêî Â.À. Ý��åêò óïðóãîñòè ñëîÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // Ïèñüìà â æóðíàëòåõíè÷åñêîé �èçèêè. 1988. Ò. 14. Âûï. 17. Ñ. 1625�1627.



40 Áàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì., Ôåäîðåíêî À. �.[4℄ Áàáåøêî Â.À., Îáðàçöîâ È.Ô. Î íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ êîëåáàíèÿ ïîëóîãðàíè-÷åííûõ îáëàñòåé // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�. 1989. Ò. 305. � 2. Ñ. 306�309.[5℄ Áàáåøêî Â.À. Âûñîêî÷àñòîòíûé ðåçîíàíñ ìàññèâíîãî øòàìïà // Äîêëàäû ÀÍÑÑÑ�. 1989. Ò.306. �6. Ñ. 1328�1333.[6℄ Áàáåøêî Â.À., Âîðîâè÷ È.È., Îáðàçöîâ È.Ô. ßâëåíèå âûñîêî÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñàâ ïîëóîãðàíè÷åííûõ òåëàõ ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêàòâåðäîãî òåëà. 1990. � 3. Ñ. 74�83.[7℄ Áàáåøêî Â.À. Ñðåäû ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè (ñëó÷àé ñîâîêóïíîñòåé âêëþ÷åíèé è òðå-ùèí) // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 2000. � 3. Ñ. 5�9.[8℄ Áàáåøêî Â.À. Áóæàí Â. Â., Âèëüÿìñ �. (ÑØÀ) Âèðóñû âèáðîïðî÷íîñòè â óïðóãèõòâåðäûõ òåëàõ. Ñëó÷àé ïîëóïðîñòðàíñòâà // ÄÀÍ. 2002. Ò. 385. � 3. Ñ. 332�333.[9℄ Áàáåøêî Â.À., Áóæàí Â.Â., Âèëüÿìñ �. (ÑØÀ) Ê ïðîáëåìå ëîêàëèçàöèè âèáðà-öèîííîãî ïðîöåññà â óïðóãîì òâåðäîì òåëå ñîâîêóïíîñòüþ ïëîñêèõ æåñòêèõ âêëþ-÷åíèé // ÄÀÍ. 2002. Ò. 382, � 6. Ñ. 765�767.[10℄ Áàáåøêî Â.À., Ïàâëîâà À.Â., �àòíåð Ñ.Â., Âèëüÿìñ �. (ÑØÀ) Ê ðåøåíèþ çàäà÷èî âèáðàöèè óïðóãîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî ñèñòåìó âíóòðåííèõ ïîëîñòåé òðåùèí //ÄÀÍ. 2002. Ò. 382, � 5. Ñ. 625-628.[11℄ Áàáåøêî Â.À., Ïàâëîâà À.Â.,. �àòíåð Ñ.Â Çàäà÷è î âèáðàöèè óïðóãîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî ñèñòåìó âíóòðåííèõ ïîëîñòåé // ÄÀÍ. 2002. Ò. 386, � 1.Ñ. 43�45.[12℄ Áàáåøêî Â.À., Áàáåøêî Î.Ì. Ìåòîä �àêòîðèçàöèè â òåîðèè âèðóñîâ âèáðîïðî÷íî-ñòè // ÄÀÍ. 2003. Ò. 393. � 4. Ñ. 473�477.[13℄ Áàáåøêî Â.À., Áàáåøêî Î.Ì., Åâäîêèìîâà Î.Â. Ê òåîðèè áëî÷íîãî ýëåìåíòà//ÄÀÍ. 2009. Ò. 427. � 2. Ñ. 183�186.[14℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà. 1979. 320 ñ.[15℄ Áàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì. Î ¾âèðóñíîé¿ òåîðèè íåêîòîðûõàíîìàëüíûõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé// ÄÀÍ. 2012. Ò. 447. � 1. Ñ. 33�37.Babeshko V.A., Evdokimova O.V., Babeshko O.M., Fedorenko A.G. CertainAnomalous Phenomena and Natural Viruses. Natural Viruses are vibration-strength viruseswhi
h were investigated in reasonable detail in [1�14℄ and new whi
h presented in [15℄. Thepe
uliarities of them are given in report.



ÀÍÀËÈÇ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎ�Î ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß Â ÑÈËÜÍÎÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÂÈÁ�ÎÓÄÀ�ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÌÅÒÎÄÎÌÏ�ÎÄÎËÆÅÍÈß �ÅØÅÍÈß ÏÎ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÓÁàæåíîâ Â.À., Ïîãîðåëîâà Î.Ñ., Ïîñòíèêîâà Ò. �.Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðûÂ ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿ ïîâåäåíèå óäàðíîé êîíòàêòíîé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäóñîóäàðÿþùèìèñÿ òåëàìè â äâóõìàññîâîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-áîäû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé íàãðóçêè è õàðàêòåðèñòèêæåñòêîñòè ñàìîé ñèñòåìû. �åøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííûì ìåòî-äîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â ñèíòåçå ñ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõðåøåíèé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì è ìîäåëèðîâàíèåì óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé íàáàçå êâàçèñòàòè÷åñêîé òåîðèè �åðöà.1. Ââåäåíèå. Âèáðîóäàðíûå ìàøèíû è îáîðóäîâàíèå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿâ òåõíèêå, ïîýòîìó èçó÷åíèå èõ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, óäàðíûõ ñèë âçàèìî-äåéñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè â ðàçíûõ óñëîâèÿõ ðàáîòû âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûéèíòåðåñ è áóðíî ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ [1, 2℄. Îäíîé èç âàæíåéøèõõàðàêòåðèñòèê âèáðîóäàðíîãî äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåëè÷è-íà óäàðíîé ñèëû. Âèáðîóäàðíûå ñèñòåìû � ýòî ñèëüíî íåëèíåéíûå ñèñòåìû, êî-òîðûå èçìåíÿþò ñâîþ ñòðóêòóðó çà ñ÷åò ìíîãîêðàòíûõ ñîóäàðåíèé èõ ýëåìåíòîâ.Ìîäåëèðîâàíèå óäàðà â òàêèõ ñèñòåìàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëíîâîé òåîðèè óäàðàèëè äèñêðåòíîé ìîäåëè ñ ïðåäñòàâëåíèåì òâåðäîãî òåëà â âèäå íåêîòîðîãî ÷èñëàêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, ïîýòîìó ïðè èññëåäîâà-íèè äèíàìèêè âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ áîëåå ãðóáûå ìîäåëè.Äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåíà ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè êâàçèñòàòè÷å-ñêîé òåîðèè �åðöà [1, 3℄, ðàññìàòðèâàþùåé ëèøü ëîêàëüíûå äå�îðìàöèè ñîóäà-ðÿþùèõñÿ òåë â çîíå êîíòàêòà. Óäàð ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðóãèì, íèçêîñêîðîñòíûì,êîëëèíåàðíûì, áåç òðåíèÿ, ïîâåðõíîñòè òåë â çîíå êîíòàêòà � ãëàäêèìè êðèâî-ëèíåéíûìè, ¾�åðöåâûìè¿. Äåéñòâèå óäàðà ìîäåëèðóåòñÿ íåëèíåéíîé êîíòàêòíîéñèëîé, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû è ïðèñóò-ñòâóåò ëèøü âî âðåìÿ óäàðà. Ìîäåëèðîâàíèå óäàðà êîíòàêòíîé ñèëîé �åðöà ïîç-âîëÿåò ïîëó÷èòü çàêîí äâèæåíèÿ òåë âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû íà âñåé âðåìåííîéîñè, âêëþ÷àÿ ïåðèîä óäàðà, äàåò âîçìîæíîñòü ó÷åñòü ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë, îïðåäåëèòü äëèòåëüíîñòü óäàðà è âåëè÷èíó óäàðíîéêîíòàêòíîé ñèëû.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-íèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [4℄ â ñèíòåçå ñ ìå-òîäîì ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì [5℄.Ýòè ìåòîäû â ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì ÷èñëåííûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿíåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èõ ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò íàõîäèòüðåøåíèÿ øàã çà øàãîì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, âûáðàííîãî âåäóùèì,ïðîïóñêàÿ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ è ñîêðàùàÿ âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé



42 Áàæåíîâ Â.À., Ïîãîðåëîâà Î.Ñ., Ïîñòíèêîâà Ò. �.äâèæåíèÿ â óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìàõ êîëåáàíèé â äåñÿòêè ðàç. Ïðè ýòîì îáåñ-ïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî ðàñïîçíàâàíèÿ çîí íåóñòîé÷èâîñòèíàéäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ýòó ìåòîäèêó óäàëîñü ïðèìåíèòü ê èññëåäî-âàíèþ äèíàìèêè âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì. �àçðàáîòàííûå àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþòïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòåé ïîëóðàçìàõîâ êîëåáàíèé òåë, óäàðíûõ ñèë êîíòàêòíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ è äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèëüíî íåëèíåéíûõ âèáðî-óäàðíûõ ñèñòåì îò âûáðàííîãî âåäóùåãî ïàðàìåòðà, â ÷àñòíîñòè, èíòåíñèâíîñòèâíåøíåé íàãðóçêè è åå ÷àñòîòû. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííûõ ðåæèìîâ ïîç-âîëÿåò íàéòè çîíû íåóñòîé÷èâûõ äâèæåíèé, ãäå T�ïåðèîäè÷åêîå êîëåáàòåëüíîåäâèæåíèå â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ðåàëèçóåòñÿ (T � ïåðèîä âíåøíåé íàãðóçêè) [6℄.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿ êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèåìåæäó òåëàìè äâóõìàññîâîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,ñîñòîÿùåé èç îñíîâíîãî è ïðèñîåäèíåííîãî òåë, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ëèíåé-íûìè óïðóãèìè ïðóæèíàìè è äåìï�åðàìè (ðèñóíîê 1). Îñíîâíîå òåëî ïîäâåð-æåíî äåéñòâèþ âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóçêè F (t) = λF0 cos(ωt + ϕ), ãäå λ �ïàðàìåòð åå èíòåíñèâíîñòè. Ýòà âèáðîóäàðíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàñ-ñè÷åñêóþ ñõåìó, ãäå ïðèñîåäèíåííîå òåëî ìîæåò èãðàòü ðîëü óäàðíîãî ãàñèòåëÿêîëåáàíèé. Óäàð ìîäåëèðóåòñÿ ñèëîé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà áàçå òåîðèè
�èñóíîê 1 � �àñ÷åòíàÿ ñõåìà âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû�åðöà:

Fcon(z) = K[H(z)z(t)]3/2, K =
4

3

q

(δ1 + δ2)
√
A+B

, δi =
1 − µi

2

Eiπ
, i = 1, 2, (1)ãäå z(t) � îòíîñèòåëüíîå ñáëèæåíèå òåë çà ñ÷åò ìåñòíîé äå�îðìàöèè â çîíå êîí-òàêòà, H(z) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, µi è Ei � êîý��èöèåíòû Ïóàññîíàè ìîäóëè Þíãà ìàòåðèàëîâ òåë, A, B è q � õàðàêòåðèñòèêè ìåñòíîé ãåîìåòðèèçîíû êîíòàêòà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

ẍ1 = −2ξ1ω1(ẋ1 − ẋ2) − ω2
1(x1 − x2 −D) +

1

m1

Fcon(x2 − x1),

ẍ2 = −2ξ2ω2ẋ2 − ω2
2x2 − 2ξ1ω1χ(ẋ2 − ẋ1)−

− ω2
1χ(x2 − x1 +D) +

1

m2
[F (t) − Fcon(x2 − x1)],

(2)
ãäå ω1 =

√
k1

m1
, ω2 =

√
k2

m2
, ξ1 =

c1
2m1ω1

, ξ2 =
c2

2m2ω2
, χ =

m2

m1
, ω1, ω2 � ïàðöèàëü-íûå ÷àñòîòû, Fcon(x2 − x1) � ìîäåëèðóþùàÿ ñèëà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.



Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå â âèáðîóäàðíîé ñèñòåìå 433. Õàðàêòåðèñòèêè óäàðíîé êîíòàêòíîé ñèëû. Íåëèíåéíûå äè��åðåí-öèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2) èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì ïðîäîëæå-íèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ â ñèíòåçå ñ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì [5, 6℄. Çîíû óñòîé÷èâî-ãî è íåóñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ìóëüòèïëèêàòîðîâ �ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿêîíòàêòíîé ñèëû îò ïàðàìåòðà èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé íàãðóçêè λ ïðåäñòàâëå-íà íà ðèñóíêå 2. Â çîíàõ íåóñòîé÷èâîñòè T � ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíè (ó÷àñòêè

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû îò èíòåíñèâíîñòè âíåøíåé íàãðóçêèêðèâîé BC è DE) ðåàëèçóþòñÿ nT � ïåðèîäè÷åñêèå ìíîãîóäàðíûå ðåæèìû, â÷àñòíîñòè 4T � ïåðèîäè÷åñêèé 4-õ óäàðíûé è 5T � ïåðèîäè÷åñêèé 2-õ óäàðíûé,ïðè ìàëîé âíåøíåé íàãðóçêå (ó÷àñòîê êðèâîé AB) äâèæåíèå T � ïåðèîäè÷åñêîåáåçóäàðíîå. Â êàæäîì èç k ñîóäàðåíèé â k � óäàðíîì ðåæèìå äåéñòâóåò êîí-òàêòíàÿ ñèëà. Èõ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàíû òî÷êàìè ïðè òåõ çíà÷åíè-ÿõ λ, ãäå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ , ãäå ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèé äâèæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ìåòîäîì�óíãå�Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà. Ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè íàãðóçêè ñèëà êîíòàêòíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ìíîãîóäàðíûõ ðåæèìàõ êîíòàêòíàÿ ñèëà áîëü-øå ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîóäàðíûì. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîíòàêò-íîé ñèëû îò ÷àñòîòû âíåøíåé íàãðóçêè ω äàíà íà ðèñóíêå 3. Â çîíå ðåçîíàíñà(ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû ω1 = 4,73 ðàä/
, ω2 = 6, 28 ðàä/
) êîíòàêòíàÿ ñèëà ðåçêîâîçðàñòàåò. Ïàëèòðà çîí íåóñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíà, êîí-òàêòíàÿ ñèëà â òàêèõ ðåæèìàõ òàêæå âîçðàñòàåò. Îñîáåííî èíòåðåñåí äèàïàçîí ÷à-ñòîò 8, 0 ðàä/
 6 ω 6 10, 39 ðàä/
, ãäå ñóùåñòâóþò òðè ðàçíûå âåòâè êðèâîé. Äâåâåòâè ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì ðåæèìàì: âåòâü LM � îäíîóäàðíîìó, à âåòâü
SN � áåçóäàðíîìó, à òðåòüÿ âåòêà MN � íåóñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ âèáðîóäàð-íîé ñèñòåìû. Ýòè âåòâè ïîëó÷åíû ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé ðåøåíèé ñ ðàçíûìèíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è äåìîíñòðèðóþò çàâèñèìîñòü äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿñèëüíî íåëèíåéíîé ñèñòåìû îò åå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Íà ðèñóíêå 4 â êðóïíîììàñøòàáå âðåìåíè èçîáðàæåíû ãðà�èêè êîíòàêòíîé ñèëû çà îäèí óäàð ïðè ðàç-íûõ çíà÷åíèÿõ æåñòêîñòè ñîåäèíèòåëüíîé ïðóæèíû. Ñèëüíîå óìåíüøåíèå æåñòêî-



44 Áàæåíîâ Â.À., Ïîãîðåëîâà Î.Ñ., Ïîñòíèêîâà Ò. �.

�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû îò ÷àñòîòû âíåøíåé íàãðóçêè.ñòè (k1 = 22, 3 H/ì) ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ìíîãîóäàðíûõ nT�ïåðèîäè÷åñêèõðåæèìîâ. Çíà÷èòåëüíî âëèÿþò íà âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîé êîíòàêòíîé ñèëû âå-

�èñóíîê 4 � Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû îò æåñòêîñòè ïðóæèíûëè÷èíû ìîäóëåé óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Â òàáëèöå 1 ïðèâå-äåíû çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé êîíòàêòíîé ñèëû äëÿ ÷åòûðåõ ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ(E1 = E2). Îòìåòèì èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò � ìîäóëü óïðóãîñòè êàó÷óêà â 26000ðàç ìåíüøå, ÷åì ñòàëè, êîíòàêòíàÿ ñèëà ìåíüøå â 70 ðàç, ïðè ýòîì ïîëóðàçìàõîñíîâíîãî òåëà óìåíüøèëñÿ òîëüêî â 1,24 ðàçà!Òàáëèöà 1 � Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû îò ìîäóëåé óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ òåëÌàòåðèàë Ñòàëü Ìåäü Àëþìèíèé Êàó÷óêÌîäóëü Þíãà, 1011 H/ì2 2, 10 1, 11 0, 69 0, 00008Fmax
on , 105 H 4, 51 3, 49 2, 89 0, 065Âûâîäû. Âåëè÷èíà óäàðíîé ñèëû � îäíà èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê âèáðî-óäàðíîãî äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðà-ìåòðó â ñèíòåçå ñ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî íåëè-íåéíûõ ñèñòåì è ìîäåëèðîâàíèåì óäàðà ñèëîé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñîîò-âåòñòâèè ñ çàêîíîì �åðöà äàåò èññëåäîâàòåëþ ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ ÷èñëåííîãî



Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå â âèáðîóäàðíîé ñèñòåìå 45àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàÿ âû÷èñëå-íèå ëþáûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, êîíòàêòíîé ñèëû, â çàâèñèìîñòèîò ïàðàìåòðà, âûáðàííîãî âåäóùèì. Â ðàáîòå ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå ñèëûêîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê âíåøíåé íàãðóçêè �åå èíòåíñèâíîñòè è ÷àñòîòû � è îò ïàðàìåòðîâ ñàìîé âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû �æåñòêîñòè ñîåäèíèòåëüíîé ïðóæèíû è ìîäóëåé óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ êîíòàêòè-ðóþùèõ òåë. �àçðàáîòàííûå ìåòîäèêè ñóùåñòâåííî óïðîùàþò ïîñòðîåíèÿ, ñâÿ-çàííûå ñ èññëåäîâàíèåì ðåæèìîâ êîëåáàíèé, â ðàçû óìåíüøàÿ âû÷èñëèòåëüíûåçàòðàòû, îáåñïå÷èâàÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîå îïðåäåëåíèå çîí íåóñòîé÷èâîñòè êîëå-áàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.
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3Äàëüíåâîñòî÷íûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ÂëàäèâîñòîêÂ ïðåäñòàâëåííîì ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìàòèêà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåéîáîáùàþùèõ ìîäåëü áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé íà ñëó÷àè ó÷åòà ðåî-ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ (ïîëçó÷åñòü, ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèé).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ðåøåíà çàäà÷à î ñæàòèè ïî-ëîãî øàðà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâóêàçàíû çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèöû ìèêðîäå�åêòà ñïëîøíîñòè, ãðàíèö ïëàñòè÷åñêîé îá-ëàñòè, ïîñòðîåíû ïîëÿ îñòàòî÷íûõ äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé ïîñëå ïîëíîé ðàçãðóçêèñðåäû.1. ÂâåäåíèåÒåîðèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïîäðàçóìåâàåò ðàçäåëåíèå ïîëíûõ äå�îðìàöèéíà îáðàòèìóþ è íåîáðàòèìóþ ñîñòàâëÿþùèå. Èç-çà íåâîçìîæíîñòè îïûòíîãî èç-ìåðåíèÿ òàêèõ ñîñòàâëÿþùèõ â îòëè÷èå îò ïîëíûõ äå�îðìàöèé, äàííîå ðàçäåëå-íèå îêàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëîì êîíñòðóêòîðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Èìåííî òàêîéïðîèçâîë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ïðè÷èíîé ñóùåñòâóþùåãî ðàçíîîáðàçèÿ â ïîñòðîåíè-ÿõ ìîäåëåé áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé [1�6℄. Âïåðâûå ãåîìåòðè-÷åñêè êîððåêòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îð-ìàöèé áûëà ïîñòðîåíà â 1969 ãîäó [6℄, â êîòîðîé ðàçäåëåíèå äå�îðìàöèé íà îá-ðàòèìûå è íåîáðàòèìûå áûëî ñâÿçàíî ñ ïðåäïîëîæåíèè î ñîîòâåòñòâèè êàæäîìóäå�îðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ åäèíñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçãðóçêè, êîãäà îáðàòè-ìûå äå�îðìàöèè îòñóòñòâóþò âî âñåì ïðîäå�îðìèðîâàííîì òåëå. Â òî æå âðåìÿòàêîé ïîäõîä îñòàåòñÿ äîìèíèðóþùèì ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé áîëüøèõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé [1, 4, 5℄. Äðóãîé ãåîìåòðè÷åñêè è òåðìîäèíàìè÷åñêèíåïðîòèâîðå÷èâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëè ïðåäëîæèë Â.Ï. Ìÿñíèêîâ [3℄,â êîòîðîì â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìàëèçìîì íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè îïðåäå-ëåíèå îáðàòèìûõ è íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé ñëåäîâàëî èç �îðìóëèðîâêè äëÿíèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà. Âàðèàíò êîíêðåòèçàöèè èñòî÷íèêîâè ïîòîêîâûõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè èçìåíåíèÿ (ïåðåíîñà) îáðàòèìûõ è íåîáðà-òèìûõ äå�îðìàöèé áûë ïðåäëîæåí â [2℄. Çäåñü ïðîâåäåì îáîáùåíèå ìîäåëè [2, 9℄íà ñëó÷àé ó÷åòà íåëèíåéíîé âÿçêîñòè äå�îðìèðóåìîé ñðåäû êàê â ñëó÷àå åå ïëà-ñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, òàê è ïðè ðàçãðóçêå, è ïðè äå�îðìèðîâàíèè, ïðåäâàðÿþùåìòå÷åíèå.2. Ìîäåëèðîâàíèå áîëüøèõ äå�îðìàöèé



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè â óñëîâèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ 47Ïîëàãàåì, ÷òî íàðÿäó ñ òåìïåðàòóðîé (ýíòðîïèåé) ïàðàìåòðàìè ñîñòîÿíèÿ äå-�îðìèðóåìîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûå è íåîáðàòèìûå äå�îðìàöèè. Êîìïîíåí-òû ïîñëåäíèõ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò Ýéëåðà îáî-çíà÷èì ÷åðåç eij è pij ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòóëèðóåì óðàâíåíèÿ èçìåíåíèÿ (ïåðåíî-ñà) äëÿ äàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëíûõ äå�îðìàöèé â �îðìå
Deij
Dt

= εij − γij − 0.5 ((εik − γik + zik)ekj+

+eik(γkj − εkj − zkj)) ,

Dpij
Dt

= γij − pikγkj − γikpkj.

(1)Çäåñü îáîçíà÷åíî:
Dnij
Dt

=
dnij
dt

− riknkj + nikrkj, εij = 0.5 (vi,j + vj,i) ,

rij = wij + zij (eij , εij) , wij = 0.5 (vi,j − vj,i) ,

zij = A−1
{
(εikekj − eikεkj)B

2 +B (εikekmemj − eikekmεmj) +

+eikεkmemnenj − eikekmεmnenj} , zij = −zij ,

A = 8 − 8E1 + 3E2
1 − E2 −

1

3
E3

1 +
1

3
E3, B = 2 −E1,

E1 = ejj, E2 = ejmemj , E3 = ejmemnenj.

(2)
Â çàïèñè óðàâíåíèé ïåðåíîñà äëÿ òåíçîðîâ eij è pij íàðÿäó ñ åñòåñòâåííûìèòðåáîâàíèÿìè èõ ñèììåòðèè ïðèíÿòî óñëîâèå îáðàùåíèÿ òåíçîðà pij â íîëü ïðèîòñóòñòâèè èñòî÷íèêà (γij = 0) â èçìåíåíèè äàííîãî òåíçîðà; ñîãëàñíî âòîðîìóðàâåíñòâó èç (1) êîìïîíåíòû pij òåíçîðà íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé èçìåíÿþòñÿâ òàêîì ñëó÷àå òàêæå, êàê åñëè áû òåëî (èëè ñèñòåìà êîîðäèíàò) ïîâîðà÷èâàëàñüêàê æåñòêîå öåëîå (Dpij/Dt = 0). Èç óðàâíåíèèé ïåðåíîñà (1) è (2) ðàçäåëåíèåïîëíûõ äå�îðìàöèé Àëüìàíñè dij ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â �îðìå

dij = eij + pij − 0.5eikekj − eikpkj − pikekj + eikpkmemj ,

dij = 0.5 (ui,j + uj,i − ui,kuk,j)
(3)Â (3) ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé òî÷åê äå�îðìèðîâàííîé ñðåäû.Ñîãëàñíî (3) â êà÷åñòâå òåíçîðà îáðàòèìûõ äå�îðìàöèé ñëåäîâàëî áû âûáðàòüòåíçîð sij = eij −0.5eikekj , òàê êàê ïðè pij = 0 èìååì dij = sij. Ââåäåíèå â ðàññìîò-ðåíèå òåíçîðà eij âûçâàíî íå òîëüêî îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòîé â çàïèñè äëÿ íåãîóðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (1), íî è â ïðîñòîòå çàïèñè ñ òàêèì òåíçîðîì àíàëîãà �îðìóëûÌóðíàãàíà. Àíàëîã �îðìóëû Ìóðíàãàíà ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå ãèïîòå-çû î íåçàâèñèìîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé. Â óñëîâèÿõïðèíÿòèÿ äàííîé ãèïîòåçû, êàê è â [9℄ ïîëó÷àåì

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂eik
(δkj − ekj) (4)

ρT
ds

dt
+ qj,j = σijγji (5)



48 Áàæèí À.À., Áóðåíèí À.À., Ìóðàøêèí Å.Â.Òàêèì îáðàçîì îáðàòèìûå äå�îðìàöèè çàäàþò êîíñåðâàòèâíûé ìåõàíèçì äå-�îðìèðîâàíèÿ: ïî èçâåñòíûì òàêèì äå�îðìàöèÿì îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è â êëàñ-ñè÷åñêîé ñðåäå Ïðàíäòëÿ-�åéñà, íàïðÿæåíèÿ, åñëè òîëüêî óïðóãèé ïîòåíöèàë
W = W (eij) îïðåäåëåí (ρ0 � ïëîòíîñòü ñðåäû â ñâîáîäíîì åå ñîñòîÿíèè). Äèññèïà-òèâíûé ìåõàíèçì äå�îðìèðîâàíèÿ çàäàåòñÿ èñòî÷íèêîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿáàëàíñà ýíòðîïèè (5), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòÿìè γij íàêîïëåíèÿ íåîáðà-òèìûõ äå�îðìàöèé. Çàìåòèì, ÷òî (4) íåïîñðåäñòâåííî ïåðåõîäèò â èçâåñòíóþ âíåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè �îðìóëó Ìóðíàãàíà ïðè îòñóòñòâèè íåîáðàòèìûõäå�îðìàöèé (pij ≡ 0)

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂dik
(δkj − 2dkj)Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîã �îðìóëû Ìóðíàãàíà (4), ïåðåïèñàííûé äëÿñëó÷àÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû

σij = −pδij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) , ïðè pij 6= 0. (6)Â êà÷åñòâå óïðóãîãî ïîòåíöèàëà èçîòðîïíîé è íåñæèìàåìîé ñðåäû áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå

W = W (J1, J2) = (α− µ)J1 + αJ2 + βJ2
1 − ξJ1J2 − χJ3

1 ,

J1 = sjj, J2 = sijsji, sij = eij −
1

2
eikekj

(7)Â (7) ïàðàìåòð ñðåäû µ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìîäóëåì ñäâèãà, α, β, ξ, χ � óïðóãèåìîäóëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ñ÷èòàåì, ÷òî âÿçêèå ñâîéñòâà ñðåäû ïðîÿâëÿþò-ñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé äèññèïàòèâíûéìåõàíèçì äå�îðìèðîâàíèÿ çàäàäèì, ââåäÿ ïîòåíöèàë V = V (σij) â �îðìå
V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) ,

Σ =

√
3

2
{(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2},

σ =
1

3
σjj =

1

3
(σ1 + σ2 + σ3) .

(8)Çäåñü σ1, σ2, σ3 � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé, B, n � ïîñòîÿííûåìàòåðèàëà. Èíâàðèàíò Σ òåíçîðà íàïðÿæåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíî-æèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ îêòàýäðè÷åñêèì íàïðÿæåíèåì (èíòåíñèâíîñòüþ íàïðÿæåíèé).Äëÿ èñòî÷íèêà γij â óðàâíåíèè (1) èçìåíåíèÿ (ïåðåíîñà) íåîáðàòèìûõ äå�îðìà-öèé, ñ÷èòàÿ ïîñëåäíèå äå�îðìàöèÿìè ïîëçó÷åñòè, ïîëàãàåì
γij = εvij =

∂V (Σ)

∂σij
. (9)Òàêèì îáðàçîì γij îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåíçîðîì ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó-÷åñòè εvij, à äèññèïàòèâíûé ïîòåíöèàë âûáðàí â �îðìå ñòåïåííîãî çàêîíà ïîëçó÷å-ñòè [7℄. Î÷åâèäíî, ÷òî âûáîð çàêîíà ïîëçó÷åñòè â �îðìå (8) è (9) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî



Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè â óñëîâèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ 49îäíîé èç âîçìîæíîñòåé. Çàïèñàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ ñîñòàâëÿþò çàìêíóòóþìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èçîòåðìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ.Êîãäà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â íåêîòîðûõ òî÷êàõ äå�îðìèðóåìîé ñðåäûäîñòèãàåò ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ, äèññèïàòèâíûé ìåõàíèçì äå�îðìèðîâàíèÿâ îêðåñòíîñòÿõ òàêèõ òî÷åê ìåíÿåòñÿ � íà÷èíàåòñÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå. Ñ öå-ëüþ êîíêðåòèçàöèè ïîñëåäóþùåãî ïðèíèìàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòüþ íàãðóæåíèÿ âïðîñòðàíñòâå ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Ìèçåñàñ óðàâíåíèåì
f(σij) = τijτji −

8

3
k2 = 0, τij = σij − σ, (10)Â (10) k � ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà (ïðåäåë òåêó÷åñòè). Ñîãëàñíî (10) âÿçêèìèñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà â óñëîâèÿõ åãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðåíåáðåãàåòñÿ. Ïðè-íèìàÿ óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ìèçåñà [7℄, �îðìóëèðóåì àññîöèèðîâàííûéçàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ

γij = εpij = λ
∂f(σij)

∂σij
, λ > 0 (11)Â îáëàñòÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ γij îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ïëàñòè-÷åñêèõ äå�îðìàöèé. Îòìå÷àåì, ÷òî (10) è (11) çàäàþò ïðîñòåéøóþ êîíêðåòíóþìîäåëü òå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ïðè íåîáõîäèìîñòè óòî÷íÿòüñÿ.3. Çàêëþ÷åíèå.Â [9℄ íà ïðèìåðå îäèíî÷íîãî äå�åêòà ñïëîøíîñòè (ìèêðîïîðà, ìèêðîòðåùèíà)â ñðåäå ñ óïðóãèìè è ïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è äîïóñêàþùåé áîëüøèå äå�îð-ìàöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåó÷¼ò ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû ïðèâîäèò ê ý��åê-òó ¾ïðèñïîñàáëèâàåìîñòè¿ ñðåäû ê íàãðóçêàì ïî òèïó ¾íàãðóçêà - ðàçãðóçêà¿. Âòàêîì ñëó÷àå ðàçìåðû äå�åêòà ïîñëå êàæäîé ðàçãðóçêè îêàçûâàþòñÿ îäèíàêî-âûìè, íåèçìåííûì îñòàåòñÿ è óðîâåíü è ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèéâ îêðåñòíîñòè äå�åêòà. Åñëè ó÷èòûâàòü âÿçêîñòü ñðåäû òîëüêî ïðè å¼ ïëàñòè-÷åñêîì òå÷åíèè [9℄, òî ñ ðîñòîì öèêëîâ ðàçìåðû äå�åêòà áóäóò âîçðàñòàòü, ÷òîçàäàåò ñòåïåíü ðîñòà ïîâðåæäåííîñòè è ñíèæåíèå óñòàëîñòíîé ïðî÷íîñòè. Èçâå-ñòåí ïðîòèâîïîëîæíûé ý��åêò, êîãäà çà ñ÷åò ïðåäâàðèòåëüíîé êâàçèñòàòè÷åñêîéîáðàáîòêè ìàòåðèàëà çíà÷èòåëüíûì ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì åãî óñòàëîñòíàÿïðî÷íîñòü âîçðàñòàåò, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ [10℄ ÿâëåíèåì ¾çàëå÷èâàíèÿ¿ ìèêðîäå�åê-òîâ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà. Òàêèì îáðàçîì ó÷åò ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâìàòåðèàëà âûâîäèò èç ïàðàäîêñàëüíîé ñèòóàöèè ïðèñïîñàáëèâàåìîñòè ê öèêëè÷å-ñêèì íàãðóçêàì ïî òèïó ¾íàãðóçêà - ðàçãðóçêà¿. Â [11℄ ïðåäïðèíèìàëàñü ïîïûòêàîáúÿñíåíèÿ óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ïðè òàêèõ íàãðóçêàõ, êîãäà äî ñòàäèè ïëàñòè-÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ïðè ðàçãðóçêå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ìîäåëèðîâàëèñü òåíçîðíî-ëèíåéíûì óðàâíåíèåì âÿçêîóïðóãîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî äåéñòâèòåëüíî íà êàæäîìøàãå öèêëà íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè ðàçìåðû äå�åêòà óìåíüøàþòñÿ, êàê è óðî-âåíü îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé. Îäíàêî, êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà äàííîãî ý��åêòàîêàçàëàñü íåçíà÷èòåëüíîé. Ïîñòðîåííàÿ çäåñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áîëüøèõäå�îðìàöèé â îòëè÷èå îò èñïîëüçóåìîé â [11℄ áàçèðóåòñÿ íà íåëèíåéíîì çàêîíåïîëçó÷åñòè (8) è (9) è ïîòîìó ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ý��åêò çàëå-÷èâàíèÿ ìèêðîäå�åêòîâ ñïëîøíîñòè.
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reep in the vi
inityof a single defe
t of 
ontinuity in terms of the plasti
 �ow evolution . In the present report wefo
uses on the problems of 
onstru
tion of models generalizing model of large elasti
-plasti
deformation to the 
ase of the rheologi
al properties of the material deformation (
reep, stressrelaxation). As an example of using the proposed model the problem of 
ompression of a hollowsphere under external pressure is solved. A

ording to the results of numeri
al experiments thelaws of motion of the boundary mi
rodefe
t 
ontinuity, limits the �eld of plasti
, 
onstru
ted�eld of residual stresses and strains after a full dis
harge prote
tion are shown.



ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÍÅ�ÀÇ�ÅÇÍÎÉ ÁÀËÊÈÍÀ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÎÏÎ�ÀÕÁàíè÷óê Í.Â.1, Áàðñóê À.À.2, Ìàêååâ Å.Â.1,Ñèíèöûí À.Â.1
1Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêà èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, Ìîñêâà

2Ìîëäàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊèøèíåâÈññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòè áåñêîíå÷íîé áàëêè ëå-æàùåé íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå óïðóãèõ îïîð. Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé �óíêöèè âû-áðàíî ðàñïðåäåëåíèå òîëùèí áàëêè èç êëàññà ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ ïåðèîäîì ðàâ-íûì ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñîñåäíèìè îïîðàìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Ôëîêå ìíîãîòî-÷å÷íàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè íåîãðàíè÷åííîé íåðàçðåçíîé áàëêè�îðìóëèðóåòñÿ íà êîíå÷íîì è ðàâíîì ïåðèîäó èíòåðâàëå. �åøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèèñòðîèòñÿ â �îðìå êâàäðàòóð.Äëÿ îïèñàíèÿ èçãèáà áàëêè ïðè ïîòåðå åå óñòîé÷èâîñòè ââåäåì îñü x, ñîâìåùàÿåå ñ îñüþ íåäå�îðìèðîâàííîé áàëêè ñ íà÷àëîì â îäíîé èç îïîð (xn = nl, n = 0,
±1,±2, . . .). Îáñóæäàåìàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè íåðàçðåçíîé áàëêè [1℄, ñæèìà-åìîé ñèëîé P , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîòî÷å÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñïåêòðàëüíóþçàäà÷ó

(EI(x)wxx)xx + Pwxx = 0, xn−1 < x < xn, n = 0,±1,±2, . . . , (1)
w+(xn) = w−(xn), w

+
x (xn) = w−

x (xn), (2)
EI+(xn)w

+
xx(xn) = EI−(xn)w

−
xx(xn), (3)

(EI+(xn)w
+
xx(xn))x − (EI−(xn)w

−
xx(xn))x = −kw(xn), (4)ãäå E � ìîäóëü Þíãà, I(x) = AmS

m(x) � ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-íèÿ, S(x) � ðàñïðåäåëåíèå ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé, Am (m = 1, 2, 3) �êîý��èöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå òèï ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé. Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
S(x) ≡ (S(x + jl)), (j = 0,±1,±2, . . .) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì l( l � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè îïîðàìè). Âåðõíèìè ñèìâîëàìè ± îòìå÷àþòñÿïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí â òî÷êàõ ïðè ñòðåìëåíèè ê ýòèìòî÷êàì ñïðàâà (ñèìâîë − ) è ñëåâà � (ñèìâîë + ). Óñëîâèÿ ñîïðÿæåííîñòè (2)�(4)îçíà÷àþò íåïðåðûâíîñòü ïðîãèáà, ïðîèçâîäíîé ïðîãèáà, èçãèáàþùåãî ìîìåíòà,óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ äëÿ óïðóãîé îïîðû.Òåîðåìà Ôëîêå [2℄ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå â âèäå

w(x, α) = w0(x) exp(iαx),−∞ < x <∞, w0(x+ jl) = w0(x), α ∈ [o, 2π/l],ãäå j ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.



52 Áàíè÷óê Í.Â., Áàðñóê À.À., Ìàêååâ Å.Â., Ñèíèöûí À.Â.Ïðè ýòîì ìíîãîòî÷åñíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (1)�(4) â ïðåäïî-ëîæåíèè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê â òî÷-êàõ xn: EI+(xn) = EI−(xn) n = 0,±1,±2, . . . �îðìóëèðóåòñÿ íà èíòåðâàëå ïåðèî-äè÷íîñòè [0, l]

(EI(x)wxx)xx + Pwxx = 0, 0 < x < l, (5)
w(l, α) = w(0, α) exp(iαl), wx(l, α) = wx(0, α) exp(iαl), (6)

EI(l)wxx(l, α) = EI(0)wxx(0, α) exp(iαl), (7)
(EI(l)wxx(l, α))x = [(EI(0)wxx(0, α))x + kw(0, α)] exp(iαl) (8)Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äîïóñêàåò äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå è ïðåîáðàçóåòñÿê âèäó

EI(x)wxx + Pw = D1x+D2,ãäå D1, D2 � íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå.Ñïåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å (5)�(8) ñîîòâåòñòâóåò åå âàðèàöèîííàÿ �îðìóëè-ðîâêà:
P (α) = min

w(x,α)∈B,w∗(x,α)∈B∗

1
2

∫ l
0
EI(x)wxx(x, α)w∗

xx(x, α)dx+ 1
2
kw(0, α)w∗(0, α)

1
2

∫ l
0
wx(x, α)w∗

x(x, α)dx
(9)Ñèìâîëîì B îáîçíà÷åí êëàññ �óíêöèé w(x, α), óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûõóñëîâèÿì (6)�(8), B∗ � ñîîòâåòñòâåííî êëàññ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ �óíêöèé

w∗(x, α), óäîâëåòâîðÿþùèõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê (6)�(8) ãðàíè÷íûì óñëî-âèÿì.Âàðüèðóÿ �óíêöèîíàë (9), ïîëó÷èì â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà óðàâíå-íèå (5).Çàäà÷à îïèìèçàöèè ñ ó÷åòîì ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí (çíàê ¾òèëüäû¿â äàëüíåéøåì îïóñêàåì)
x = lx̃, S(x) =

V S̃(x)

l
, P =

AmV
m

lm+2
λ,
klm+3

AnV m
= γ,

∫ l

0

S(x)dx = V,m = 1, 2, 3�îðìóëèðóåòñÿ â âèäå
λ(S) → max

S
,

∫ 1

0

S(x)dx = 1, (10)ãäå
λ(S) = min

w(x)∈B,w∗(x)∈B∗

1
2

∫ 1

0
Sm(x)wxx(x)w

∗
xx(x)dx+ γ

2
w(0)w∗(0)

1
2

∫ 1

0
wx(x)w∗

x(x)dx
(11)Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà δλ(S) = 0 äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (10)�(11)çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

M(x)M∗(x) = Sm+1,M(x) = Sm(x)wxx,

∫ 1

0

wx(x)w
∗
x(x)dx =

m

µ
, (12)



Îïòèìèçàöèÿ óñòîé÷èâîñòè íåðàçðåçíîé áàëêè íà óïðóãèõ îïîðàõ 53ãäå µ > 0 � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, m=1,2,3. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ îò-íîñèòåëüíî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
Mxx(x) + λ

M(x)

Sm(x)
= 0, 0 6 x 6 1, (13)à îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òîëùèí è ñîîòâåòñòâóþùèå èçãèáàþùèå ìîìåíòû èïðîãèáû ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå �óíêöèé:

S(x) = S(1 − x), w(x) = w∗(1 − x),M(x) = M∗(1 − x)Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (13)
Mx(x)M

∗
x(x) + (m+ 1)λS(x) = C1, C1 − real, (14)

Mx(x)M
∗(x) −M(x)M∗

x(x) = 2iC2, C2 − real (15)Âûðàæåíèÿ (14) è (15) è è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13) ñ �óíêöèåé S(x) , óäîâëåòâîðÿþùåé íåîáõîäèìîìóóñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè (12).Ïîñëå âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê íåëèíåéíîìóäè��åðåíöèðóåìîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ òîëùèíû S(x)

dS

dx
= ± 2

m+ 1

√
gm(S)

Sm
, gm(S) = C1S

m+1 − (m+ 1)λSm+2 − C2
2 , (16)

gm(S0) =
sin4 α

2

(1 − 4λ
γ

sin2 α
2
)2
S

2(m+1)
0 , S0 = S(x0), m = 1, 2, 3, (17)Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ïîñëåäóþùåé çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (äëÿ ñëó÷àÿ

λ = 1)
I1(m, β, β0, s) =

∫ s

β0

τmdτ√
(1 − τ)(τ − β)g0

m(β, τ)
, (18)

I2(m, β, β0) =

∫ 1

β0

τm+1dτ√
(1 − τ)(τ − β)g0

m(β, τ)
, (19)

I3(n, β, β0) =

∫ 1

β0

dτ

τ
√

(1 − τ)(τ − β)g0
m(β, τ)

, (20)
g0
m(β, s) = αm0 + αm1s+ ... + αmms

m, (21)
αm0 =

βm(1 − β)

1 − βm+1
(m = 1, 2, 3), αm1 =

βm−1(1 − β2)

1 − βm+1
(m = 2, 3),

α32 =
β(1 − β3)

1 − β4
, αmm = 1(m = 1, 2, 3),

S(x) = S∗s(x), s(0) = β0, s(1) = 1, (22)



54 Áàíè÷óê Í.Â., Áàðñóê À.À., Ìàêååâ Å.Â., Ñèíèöûí À.Â.è ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè â �îðìå êâàäðàòóð
√
m+ 1

2
S∗m

2 I1(m, β, β0, s) = x, 0 6 x 6 0.5, (m = 1, 2, 3), (23)ãäå ïàðaìåòðû β, β0, S
∗ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõóðàâíåíèé: √

m+ 1

2
S∗m

2 I1(m, β, β0, 1) =
1

2
, (24)

m+ 1

2

√
βm+1(1 − β)

1 − βm+1
I3(m, β, β0) =

α

2
, (25)

(m+ 1)(1 − β0)(β0 − β)g0
m(β, β0) =

sin4 α
2

(1 − 4
γ

sin2 α
2
)2
β2m+2

0 Sm∗ (26)Âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû îáúåìà, îòâå÷àþùåãî ðàñïðåäåëåíèþ s(x) è çíà÷åíèþ
λ = 1 èìååò âèä V =

√
m+ 1I2(m, β, β0)S

∗m+2
2 .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 11-08-00030à),Ïðîãðàììû ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ � 12 è Ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõøêîë (ãðàíò � 2611.2012.1).
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ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ ÑÏÈ�ÀËÜÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ Ê�ÎÂÈÂ ËÅÂÎÌ ÆÅËÓÄÎ×ÊÅ ÑÅ�ÄÖÀÁàòèùåâ Â.À., �åòìàí Â.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ìàëûõ ñïèðàëüíûõ âîçìóùåíèé â ñõîäÿùåìñÿ ñòàöèîíàðíîìïîòîêå ìàëîâÿçêîé æèäêîñòè â êîí�óçîðå. Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ïðîáëåìå âîçíèêíî-âåíèÿ âèíòîâûõ òå÷åíèé êðîâè â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñïèðàëüíîåòå÷åíèå âîçíèêàåò â ñåðäå÷íîì æåëóäî÷êå â äèàñòîëó è óñèëèâàåòñÿ â ñèñòîëó ââèäó íà-ëè÷èÿ îñîáîé çàêðó÷åííîé ïðèðîäû ñëîåâ ìóñêóëàòóðû íà ñòåíêàõ æåëóäî÷êà. Â ðàáîòåðàññìàòðèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ âèíòîâûõ òå÷åíèé êðîâè âñåðäå÷íîì æåëóäî÷êå âáëèçè âõîäà â àîðòó. Èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò ìåõàíèçìñâÿçàí ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà æèäêîñòè â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà. Íàïðèìåðå òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êîí�óçîðå (ïîâåðõíîñòü óñå÷åííîãî êîíóñà) ïîêàçàíî, ÷òîâ ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå ìàëîâÿçêîé æèäêîñòè âîçíèêàåò íåâÿçêàÿ ñïèðàëüíàÿ íåóñòîé÷è-âîñòü, ÷òî è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ è óñèëåíèþ ñïèðàëüíûõ ïîòîêîâ.1. Ââåäåíèå. Çàêðó÷åííûå ïîòîêè êðîâè â àîðòàõ ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ ïðè-âëåêëè ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå ó÷åíûõ âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà. Îòìå-òèì, ÷òî âïåðâûå íà ýòîò �àêò óêàçàë åùå Âèëüÿì �àðâåé â 1628 ã., îáíàðóæèââðàùåíèå êðîâè â ñåðäöå ïðè âñêðûòîé ãðóäíîé êëåòêå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà-êîïëåí îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë ïî ýòîé ïðîáëåìå. Îòìåòèì, ÷òîâèíòîâûå òå÷åíèÿ êðîâè âîçíèêàþò ïðè íàïîëíåíèè êðîâüþ ëåâîãî ñåðäå÷íîãî æå-ëóäî÷êà. Â ñèñòîëó ïðè îòêðûòîì àîðòàëüíîì êëàïàíå çàêðó÷åííûé ïîòîê êðîâèïåðåìåùàåòñÿ â âîñõîäÿùóþ ÷àñòü àîðòû. Ê ìåõàíèçìó âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëü-íûõ òå÷åíèé â àîðòå îòíîñèòñÿ è àíèçîòðîïíûé õàðàêòåð òîíêèõ óïðóãèõ ñòåíîêàîðòû. Ýòî ïîêàçàíî ïðî�åññîðîì Þ.À. Óñòèíîâûì â åãî ïóáëèêàöèÿõ. Â íàñòîÿ-ùåå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âèíòîâûå òå÷åíèÿ êðîâè â ñåðäå÷íîì æåëóäî÷êå ñâÿçàíûñ îñîáåííîñòÿìè ñòðîåíèÿ ñëîåâ ìóñêóëàòóðû íà ñòåíêàõ æåëóäî÷êà è âûçâàíûðàçíîíàïðàâëåííûì ñîêðàùåíèåì ìóñêóëàòóðû æåëóäî÷êîâ. Ýòîò çàêðó÷åííûéïîòîê âîçíèêàåò â äèàñòîëó ïðè çàêðûòîì àîðòàëüíîì êëàïàíå è óñèëèâàåòñÿ âñèñòîëó. Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè îòêðûòèè àîðòàëüíîãî êëàïàíà âîçíè-êàåò áûñòðûé ñõîäÿùèéñÿ ïîòîê êðîâè â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà, êîòîðûé îêàçû-âàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ñïèðàëüíûì âîçìóùåíèÿì. Ïî àíàëîãèè ñòå÷åíèåì â êîí�óçîðå, âîçíèêàþùèå ñïèðàëüíûå âîçìóùåíèÿ óñèëèâàþòñÿ âäîëüñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà è ñîçäàþò çàêðó÷åííîå òå÷åíèå æèäêîñòè íà âõîäå â àîðòó.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè â êîí�óçîðå (îáëàñòü, îãàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòüþ óñå÷åííîãî êîíóñà) íà îñ-íîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà
∂v

∂t
+ (v,∇v) =

1

ρ
∇p+ ν∆v, div v = 0.Íà ñòåíêå êîí�óçîðà S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè v|S = 0. Çà-äà÷à ðåøàåòñÿ â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, θ, ϕ. Íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõî-äèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþùèõ ïîâåðõíîñòè êîí�óçîðà. Òå÷åíèå æèäêîñòè



56 Áàòèùåâ Â.À., �åòìàí Â.À.ñ÷èòàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì, ò. å. âåêòîð ñêîðîñòè v = (vr, vθ, vϕ) è äàâëåíèå íå çà-âèñÿò îò îêðóæíîé êîîðäèíàòû ϕ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ñðåäíèé ðàñõîä æèäêîñòè,êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïóñòü a ðàäèóñ âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ êîí�óçîðà.
α � âåëè÷èíà óãëà ìåæäó îñüþ ñèììåòðèè è îáðàçóþùåé ïîâåðõíîñòè êîí�óçî-ðà. Çàäà÷à èìååò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû : Re = Ua/ν, St = aω∗/U , α. ÇäåñüU � ìàñøòàá ñêîðîñòè, îïðåäåëÿåìûé êàê ñðåäíåðàñõîäíàÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè
U = Qa−2. Ïàðàìåòð ω∗ ââîäèòñÿ êàê ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìàëûõ ñïèðàëüíûõ âîç-ìóùåíèé. Re � ÷èñëî �åéíîëüäñà. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøèõ ÷èñåë�åéíîëüäñà. Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε2

ν = ν/(Ua). Ïàðàìåòð εν = 1/
√

Re îïðåäå-ëÿåò òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ñòåíêå êîí�óçîðà.3. Ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Íèæå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñòàöèîíàðíûé ïîòîêæèäêîñòè, íà êîòîðûé íàëîæåíû ìàëûå, ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè ñïèðàëüíûåâîçìóùåíèÿ. Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà ãëàâíûì ïðèáëèæåíèåì ñòàöèî-íàðíîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîå òå÷åíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè â êîí�óçîðå èïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ñòåíêå. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãîïîòîêà ïðåäñòàâèì â âèäå
vr = vr0 + hr0 +O(εν), vθ = εν(vθ1 + hθ1) +O(ε2

ν), εν → 0.Ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ñ÷èòàåòñÿ íåçàêðó÷åííûì, ïîýòîìó vϕ = 0. Àíàëîãè÷íîåðàçëîæåíèå ââîäèòñÿ è äëÿ äàâëåíèÿ. Êîìïîíåíòà vr0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿìÝéëåðà è ïîëó÷àåòñÿ â âèäå vr0 = −1/r2. Çíàê ìèíóñ îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê äâèæåòñÿîò áîëüøåãî îñíîâàíèÿ êîíóñà ê ìåíüøåìó. Íà ïîâåðõíîñòè êîí�óçîðà âîçíèêà-åò ñòàöèîíàðíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé, îïèñûâàåìûé êîìïîíåíòàìè hr0, hθ1. Ñóììà
vr0 +hr0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ïðàíäòëÿ. �àññìîòðèì ðå-øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ïðàíäòëÿ â ñëó÷àå a ≪ l, ãäå l ðàññòîÿíèå îò íà÷àëàêîîðäèíàò âäîëü ïîâåðõíîñòè êîí�óçîðà äî òî÷êè, ëåæàùåé íà âõîäíîì ñå÷åíèèïîâåðõíîñòè êîí�óçîðà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ óïðîùàåòñÿ, ââèäóïðåíåáðåæåíèÿ ìàëûìè ïîðÿäêà O(a/l). Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ïîãðà-íè÷íûé ñëîé Áëàçèóñà íà ïëîñêîé ïëàñòèíå, ðåøåíèå êîòîðîãî èçâåñòíî. Îòìåòèì,÷òî ïðè âòåêàíèè ðàâíîìåðíîãî ïîòîêà â öèëèíäð, ìîäåëèðóþùèé êðóïíûé êðî-âåíîñíûé ñîñóä, íà ñòåíêå âîçíèêàåò ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ðåøåíèå äëÿ êîòîðîãî âïåðâîì ïðèáëèæåíèè òàêæå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì Áëàçèóñà.4. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñïèðàëüíûõ âîçìó-ùåíèé, íàëîæåííûõ íà ñòàöèîíàðíûé ïîòîê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àìïëèòóäà ýòèõâîçìóùåíèé ìàëà è èìååò ïîðÿäîê O(εϕ). Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü çàäà÷à ñîäåðæèòäâà ìàëûõ ïàðàìåòðà εν , ǫϕ. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè
ǫϕ → 0 ïîñòðîèì â âèäå

vr = (vr0 + hr0 +O(ǫν)) + ǫ2ϕv
1
r + . . .Ôóíêöèè vro, hro îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà. Ñëàãàåìîå v1

ró÷èòûâàåò ñïèðàëüíûå âîçìóùåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðÿäû ñòðîÿòñÿ äëÿ äàâëåíèÿ èêîìïîíåíòû ñêîðîñòè vθ. Ïðèâåäåì óðàâíåíèå äëÿ îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè
St

∂vϕ

∂t
+ vr

∂vϕ

∂r
+ vθ

r
∂vϕ

∂θ
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r
ctg θ =

= ε2
ν
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vϕ = wϕ + N . Ôóíêöèÿ wϕ îïèñûâàåò ðåøåíèå âî âñåé îáëàñòè, çà èñêëþ÷åíè-åì îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ôóíêöèÿ N îïðåäåëÿåò ïîïðàâêó ê �óíêöèè wϕâ îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ôóíêöèþ wϕ îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåéêðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ vr, vθ

St
∂wϕ

∂t
+ vr0
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∂wϕ
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+ wϕ

r

)
= ε2ν

r2
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∂
∂r

(
r2 ∂wϕ
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+

ε2ν
r2

(
1

sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂vϕ

∂θ

)
− wϕ

sin2 θ

)
,

wϕ = 0(θ = ±α), wϕ(r, θ, t+ T ) = wϕ(r, θ, t).Êðàåâûå óñëîâèÿ ïî êîîðäèíàòå r îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íà âõîäå â êîí�óçîð.Ôóíêöèÿ wϕ îïðåäåëÿåò îñíîâíîé âêëàä â âûðàæåíèå äëÿ îêðóæíîé êîìïîíåíòûñêîðîñòè vϕ è èìååò ïîðÿäîê O(ǫϕ). Ôóíêöèÿ N äàåò ìàëóþ ïîïðàâêó ê wϕ è èìå-åò ïîðÿäîê O(ενεϕ). Îñîáåííîñòüþ óðàâíåíèÿ äëÿ wϕ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,÷òî â îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ýòî óðàâíåíèå íå ó÷èòûâàåò âëèÿíèÿ �óíêöèéïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ hr0 è äð., êîòîðûå âõîäÿò â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû äëÿ êîìïî-íåíò vr, vθ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåâÿçêà â óðàâíåíèÿõ. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ,÷òî ýòà íåâÿçêà ìàëà è èìååò ïîðÿäîê O(ενεϕ).Çàìå÷àíèå. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ïðèìåíÿåìûé çäåñü äëÿ îïðåäåëåíèÿîêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè vϕ, â ñëó÷àå ìàëîé âÿçêîñòè îòëè÷àåòñÿ îò ìåòî-äîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé òåì, ÷òî âíåîáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ êîìïîíåíòû vϕ ðåøàåòñÿíå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû Ýéëåðà, à óðàâíåíèå äëÿ ýòîé êîìïîíåíòû èç ñèñòåìûÍàâüå�Ñòîêñà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà îêðóæíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðî-ñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ êîîðäèíàòû θ, ïðè÷åì äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ ýòîé �óíêöèè íåò íè óñëîâèé, íè óðàâíåíèé. Âûáîð ýòîé �óíêöèè ïðîèçâî-äèòñÿ ñ ïîìîùüþ ãèïîòåç, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Áýò÷åëîðà�Ëàâðåíòüåâà.Â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå îêðóæíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-çíà÷íî, áåç ïðèâëå÷åíèÿ ãèïîòåç è ìîäåëåé.5. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Çàäà÷à äëÿ êîìïîíåíòû wϕ äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðå-ìåííûõ wϕ = W (r, t)F (θ)/r. Ôóíêöèÿ F (θ) îïðåäåëÿåòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {
d2F
dθ2

+ dF
dθ

ctg θ −
(
ω + 1

sin2 θ

)
F = 0,

F (±α) = 0.Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ðåøåíà êàê ÷èñëåííî, òàê è àñèìïòîòè÷åñêè. Ïàðàìåòð ω âîçíèêâ ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Ôèçè-÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðà ω ñîñòîèò â îòðàæåíèè ñâÿçè ìåæäó êîíâåêòèâíûìè èäè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòû wϕ. Ýòîò ïàðàìåòð âûðà-æàåòñÿ ïî àñèìïòîòè÷åñêèì �îðìóëàì ÷åðåç ïàðàìåòð α è ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí.Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà α ïðèâåäåì àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû
ωm = −

j2
1,m

α2
+O(1), Fm = J1(j1,mθ/α) +O(α2), (α→ 0), m = 1, 2, 3, ...Çäåñü ïàðàìåòðû j1,m � ýòî íóëè �óíêöèè Áåññåëÿ J1(x). ×èñëåííûé ðàñ÷åò �óíê-öèè F (θ) è ïàðàìåòðà ω ïîêàçûâàåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðèìå-íÿòü íå òîëüêî äëÿ ìàëûõ, íî è äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé óãëà α. Íàïðèìåð, ïðè
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α = π/2 òî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî ω = −6, à àñèìïòîòè÷åñêîå � ω = −5.9504. Îò-íîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò ìåíåå ïðîöåíòà. Ïðè α < π/2 îòíîñèòåëü-íàÿ ïîãðåøíîñòü ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé ω óáûâàåò ñ óìåíüøåíèåì âåëè÷èíû α.Ïðè α = π/4 îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò ìåíåå 0.05 ïðîöåíòà. Çà-ìåòèì, ÷òî äëÿ α = π/2 òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ω íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå
ωm = −2m(2m+ 1), m = 1, 2, 3, ....Ôóíêöèÿ W (r, t) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

r2St
∂W

∂t
− ∂W

∂r
= ε2

ν

(
r2∂

2W

∂r2
+ ωW

)
.Â ñëó÷àå êîëåáàòåëüíûõ ïî âðåìåíè âîçìóùåíèé �óíêöèþ W (r, t) ïðåäñòàâèì ââèäå W = V (r)eit. Àìïëèòóäà V (r) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöè-àëüíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ. Îäíî èçýòèõ ðåøåíèé íå èìååò êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè εν → 0 è ïîòîìó íå�èçè÷íî. Âòîðîåðåøåíèå èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè è â ïðåäåëå îïèñûâàåòñïèðàëüíûå âîçìóùåíèÿ â èäåàëüíîé æèäêîñòè äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé óãëà α.×èñëåííûå ðàñ÷åòû çäåñü çàòðóäíèòåëüíû, òàê êàê ñëîæíî îòäåëèòü íå�èçè÷íîåðåøåíèå. Ïîýòîìó ïðèìåíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.Çàìå÷àíèå. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðèìåíÿåìîãî çäåñü àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäàäëÿ îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè wϕ = W (r, t)F (θ)/r ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèêîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà α äè��óçèÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ìàëà ïî ñðàâ-íåíèþ êîíâåêöèåé, ïîýòîìó â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè â óðàâíåíèè äëÿ �óíêöèè

W (r, t) äè��óçèîííûìè ÷ëåíàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî, â îêðóæíîì íàïðàâ-ëåíèè äè��óçèÿ è êîíâåêöèÿ èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê, ÷òî è áûëî ó÷òåíî ïðèîïðåäåëåíèè �óíêöèè F (θ). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà α äè��óçèÿè êîíâåêöèÿ èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, îäíàêî â äàííîéñòàòüå ýòîò ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.Ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà α ïàðàìåòð ω òàêæå êîíå÷åí è àñèìïòîòè÷åñêèåðàçëîæåíèÿ ñïèðàëüíûõ âîçìóùåíèé W ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿìïàðàìåòðà ε2
ν . �ëàâíûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ W0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

r2St
∂W0

∂t
− ∂W0

∂r
= 0.Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå W0 = f (t+ r3St/3 + γ), ãäå

f ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, à γ ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð. Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ ïîâðåìåíè êîëåáàíèé ïîëó÷èì ðåøåíèå W0 = sin (t+ r3St/3 + γ). Òåïåðü ïðèâåäåì�îðìóëó äëÿ îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñïèðàëüíûõ âîçìóùåíèé
wϕ =

Fm(θ)

r
sin
(
t+ r3St/3 + γ

)
+O(ε2

ν).Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäû íåâÿçêèõ ñïèðàëüíûõ âîçìóùåíèéâîçðàñòàþò â íàïðàâëåíèè ïîòîêà (ïðè óáûâàíèè êîîðäèíàòû r).Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ñïèðàëüíûõ âîçìóùåíèé îò ïðî-äîëüíîé êîîðäèíàòû. Ïîòîê æèäêîñòè äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ êîîðäè-íàòû r , â êîòîðîì âîçðàñòàþò íåâÿçêèå âîçìóùåíèÿ. Ñòðåëêà ïîêàçûâàåò íàïðàâ-ëåíèå ïîòîêà. Ïóíêòèðîì èçîáðàæåí ãðà�èê �óíêöèè 1/r, îïèñûâàþùåé ñòàöè-îíàðíóþ ñïèðàëüíóþ ìîäó èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê âûõîäíîìó
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�èñóíîê 1 � �îñò ñïèðàëüíûõ âîçìóùåíèé âäîëü ïîòîêàñå÷åíèþ êîí�óçîðà r → 1 ñïèðàëüíûå âîçìóùåíèÿ âîçðàñòàþò è âûõîäÿò íà ñòà-öèîíàðíûé ðåæèì.Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñòàöèîíàðíûé ñõîäÿùèéñÿ ïîòîê æèäêî-ñòè â êîí�óçîðå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåâÿçêîé íåóñòîé÷èâîñòè, ÷òî îçíà÷àåò ðîñòñïèðàëüíûõ âîçìóùåíèé âäîëü ïîòîêà. Ïðèìåíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê îêðåñòíî-ñòè âõîäà â àîðòó â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïåðèîä ñèñòîëûïîòîê êðîâè, ïîëó÷èâ ñïèðàëüíûå âîçìóùåíèÿ îò ïðèñòåíî÷íûõ ñëîåâ ìóñêóëàòó-ðû, óñèëèâàåò ýòè âîçìóùåíèÿ. Íà âûõîäå èç ñåðäå÷íîãî æåëóäî÷êà çàêðó÷åííûéïîòîê äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 12-01-00582-à).Batish
hev V.A., Getman V.A. Emergen
e spiral �ow of blood in the left ventri
leof the heart. The behavior of small disturban
es in a spiral 
onverging steady �ow of low-vis
osity �uid in 
onfusor is studied. This problem relates to the problem of heli
al blood �owin the left ventri
le of heart. In this paper the me
hanism of the heli
al �ow of blood in theventri
le of the heart into the aorta near the entran
e is investigated. It is assumed that thisme
hanism asso
iated with the instability of the �uid �ow in the left ventri
le. It is shownthat in the 
onverging �ow of �uid in 
onfusor arises a spiral non-vis
ous instability. Thisleads to the emergen
e and strengthening of the spiral �uid �ows.



ÑÄÂÈ� ÓÏ�Ó�Î�Î ÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ ÏÎËÎÑÎÂÛÌØÒÀÌÏÎÌ, ÏÅ�ÅÌÅÙÀÞÙÈÌÑß Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉÑÊÎ�ÎÑÒÜÞ Â ÍÀÏ�ÀÂËÅÍÈÈ, Î�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÎÌÍÀÏ�ÀÂËÅÍÈÞ ÑÄÂÈ�ÀÁàòóðèíà Í.Þ.1, Çåëåíöîâ Â.Á.2,3, Ìèòðèí Á.È.3
1�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò

2ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó
3Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ÷èñòîì ñäâèãåïîëîñîâûì øòàìïîì óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Â ïðîöåññå ñäâèãà øòàìï ñìåùàåòñÿïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ñäâèãó.�åøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, äâóìåðíîå ÿäðî êîòî-ðîãî çàâèñèò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåäâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîñòðîåíî äî âîçíèêíîâåíèÿ äè�ðàêöèîííûõ âîëíâ îáëàñòè êîíòàêòà â äâóõ ñêîðîñòíûõ äèàïàçîíàõ äâèæåíèÿ øòàìïà, ïîêðûâàþùèõ âåñüñïåêòð åãî ñêîðîñòåé. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ðåøåíèå çàäà÷è îá èìïóëüñíîì íà÷àëüíîìâîçäåéñòâèè íà øòàìï.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è å¼ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. �àññìàòðèâàåòñÿíåñòàöèîíàðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ÷èñòîì ñäâèãå óïðóãîãî ïîëó-ïðîñòðàíñòâà (|x| < ∞, 0 6 y < ∞, |z| < ∞) ïîëîñîâûì øòàìïîì, äâèæóùèìñÿïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëå-íèè îñè Ox. Øèðèíà øòàìïà 2a (−a − V t 6 x 6 a − V t, y = 0, |z| < ∞), àåãî ñäâèã ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó w(x + V t, 0, t) = ε(t) (t > 0), ãäå w � óïðó-ãîå ñìåùåíèå â ïëîñêîñòè y = 0 (yOz) â íàïðàâëåíèè îñè Oz. Ïîâåðõíîñòüïîëóïðîñòðàíñòâà âíå îáëàñòè êîíòàêòà øòàìïà ñ óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì(−∞ < x < −a − V t, a − V t < x < ∞, y = 0, |z| < ∞) ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé:

σxx = σyy = σzz = σxy = σxz = σyz = 0, ãäå σxx, σyy, σzz � íîðìàëüíûå, σxy, σxz,
σyz � êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Íà áåñêîíå÷íîñòè â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâåïðè √x2 + y2 → ∞ ñìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òàê êàê äî íà-÷àëüíîãî ìîìåíòà ïîëóïðîñòðàíñòâî íàõîäèëîñü â ïîêîå, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿçàäà÷è ïî w è w′

t íóëåâûå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñòàíîâêè êîíòàêòíîé çàäà÷è íà �èêñèðîâàííîé îáëàñòè êîí-òàêòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä â ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x′, y′, ñâÿçàííóþñî øòàìïîì, ïî �îðìóëàì
x′ = x+ V t, y′ = y.Òîãäà ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèíè-ìàþò âèä
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y′ = 0 σyz(x

′, 0, t) = ϕ(x′, t), −a 6 x′ 6 a, (1)
w(x′, 0, t) = ε(t), −a 6 x′ 6 a, (2)
σyz(x

′, 0, t) = 0, −∞ < x′ < −a, a < x′ <∞, (3)à äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó [1℄
µ∆w = ρ

(
w′′
tt + 2V w′′

x′t + V 2w′′
x′x′

)
. (4)Â äàëüíåéøåì øòðèõè íàä x è y îïóñêàþòñÿ. Íà áåñêîíå÷íîñòè â óïðóãîìïîëóïðîñòðàíñòâå

w,w′
y → 0 ïðè √x2 + y2 → ∞. (5)Íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
w = w′

t = 0 ïðè t = 0. (6)Â ñëó÷àå, åñëè ε(t) íå çàäà¼òñÿ ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è, òî îïðåäåëÿåòñÿ èçóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåäå�îðìèðóåìîãî øòàìïà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè [1℄
mε̈(t) = T (t) + P (t), ε(0) = 0, ε̇(0) = v0 (7)ãäå m � ïîãîííàÿ ìàññà øòàìïà, v0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü øòàìïà, T (t) =

a∫
−a

ϕ(ξ, t)dξ � ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñäâèãó øòàìïà, P (t) � äðóãèåñèëû, äåéñòâóþùèå íà øòàìï.Äëÿ ñâåäåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (1)�(4) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëî-âèÿìè (6) è óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè (5) ê äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-íèþ èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (ïî âðåìåíè t) è Ôóðüå(ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå x) [2℄ â ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ:
wLF (α, y, p) =

∞∫

0

e−ptdt

∞∫

−∞

w(x, y, t)eiαxdx, (8)
w(x, y, t) =

1

2πi

i∞∫

−i∞

eptdp
1

2π

∞∫

−∞

wLF (α, y, p)e−iαxdα. (9)Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (8), (9) ïîçâîëÿþò ñìåøàííóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó (1)�(7) ïðèâåñòè ê ðåøåíèþ äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
∞∫

0

dτ

a∫

−a

ϕ(ξ, τ)k(ξ − x, t− τ)dξ = −2πµc−1
V ε(t), |x| 6 a, t < 0 (10)

k(x, t) =
1

2πi

i∞∫

−i∞

eptdp

∫

Γ

K(u)eiuxp/c2du, K(u) =
1

cV
√
u2 + (1 − iuβ2)2

, (11)



62 Áàòóðèíà Í.Þ., Çåëåíöîâ Â.Á., Ìèòðèí Á.È.
β2 =

V

c2
, c2 =

√
µ

ρ
, cV = lim

|u|→∞
uK(u) =





1

i
√
β2

2 − 1
, β2 > 1, V > c2,

1√
1 − β2

2

, β2 < 1, V < c2

(12)îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ïîäøòàìïîì σyz(x, 0, t) = ϕ(x, t), c2 � ñêîðîñòü óïðóãîé âîëíû ñäâèãà, Γ � êîíòóð èí-òåãðèðîâàíèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè u = σ+iτ , ïðîõîäÿùèé ïîä óãëîì − arg(p)ê äåéñòâèòåëüíîé îñè.2. �åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è. Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèåçàäà÷è ϕ(x, t) � íàïðÿæåíèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ïîä øòàìïîì, îïðåäåëÿþùèåñÿèç äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10), â îòñóòñòâèå äè�ðàêöèîííûõ âîëíîò êðà¼â øòàìïà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ϕ(x, t) = ϕ+(a+ x, t) + ϕ−(a− x, t) = ϕ∞(x, t), 0 6 t 6 2a/c2, |x| 6 a, (13)ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé ϕ±(x, t) ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé íà êîîðäèíàòíîé ïîëóîñè è ðåøåíèÿ ϕ∞(x, t) ñîîòâåòñòâóþùåãî äâóìåðíîãîèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà âñåé îñè, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

ϕ∞(x, t) = −µε̇(t)
c2

, −∞ < x <∞, t > 0 (14)Íàïðÿæåíèÿ ϕ±(x, t), à òàêæå ñìåùåíèÿ w∓(x, t) ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âíå îá-ëàñòè êîíòàêòà îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íàêîîðäèíàòíîé ïîëóîñè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è Ôó-ðüå è ìåòîäà Âèíåðà�Õîï�à ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé íà ïîëóîñè [3℄ è â çàâèñèìîñòè îò äèàïàçîíà èìåþò âèäI.
ϕ+(x, t) =





−µ
[
x−1 ∂

∂t

t−xτ2∫

t−xτ1

ε(τ)G+
+(x, c2(t− τ))dτ +

ε̇(t)

c2

]
, t− xτ1 > 0, x > 0

−µε̇(t)
c2

, t− xτ1 < 0, x > 0 (15)
G+

+(x, t) =
K+

+(0)

iπ

√
xγ1 − t

√
t− xγ2

t
, τk =

γk
c2

(k = 1, 2),

w−(x, t) = 0, t > 0, x < 0, (16)
ϕ−(x, t) = −µε̇(t)

c2
, t > 0, x > 0, (17)

w+(x, t) =






(−x) ic2
πK−

− (0)

t+xτ2∫

t+xτ1

ε(τ)G−
−(−x, c2(t− τ))dτ, x+ xτ1 > 0, x < 0

0, t+ xτ1 < 0, x < 0

(18)
G−

−(x, t) =
1

t
√
xγ1 − t

√
t− xγ2

(19)



Ñäâèã óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïîëîñîâûì øòàìïîì ... 63ãäå γ1 = (β2 − 1)−1, γ2 = (β2 + 1)−1.Íà ïåðåäíåé (ëåâîé) êðîìêå äâèæóùåãîñÿ øòàìïà íàïðÿæåíèÿ ϕ+(x, t) èìåþòêîíå÷íûé ñêà÷îê (15), à ñìåùåíèÿ ïåðåä øòàìïîì w−(x, t) = 0 (16) � â ïðîöåññåâñåãî äâèæåíèÿ â ýòîì ñêîðîñòíîì äèàïàçîíå. Íà çàäíåé (ïðàâîé) êðîìêå øòàìïàíàïðÿæåíèÿ ϕ−(x, t) ñîâïàäàþò ñ íàïðÿæåíèÿìè ϕ∞(x, t) (14). Ïîëå ãîðèçîíòàëü-íûõ ñìåùåíèé w+(x, t) (18) íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âíå îáëàñòè êîíòàêòà çàçàäíåé êðîìêîé øòàìïà èìååò äâà �ðîíòà, îäèí èç êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî øòàì-ïà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ V − c2 â íàïðàâëåíèè øòàìïà, à äðóãîé ñîñêîðîñòüþ V + c2 îò øòàìïà.II.
ϕ+(x, t) =





−µ
[
x−1/2 ∂

∂t

t−xτ2∫

0

ε(τ)G+
+(x, c2(t− τ))dτ +

ε̇(t)

c2

]
t− xτ2 > 0, x > 0

−µε(t)
c2

t− xτ2 < 0, x > 0(20)
G+

+(x, t) =
K+

+(0)

π

√
t− xγ2

t

w−(x, t) =





(−x)1/2 c2
πK+

−(0)

t−xτ1∫

0

ε(τ)G+
−(x, c2(t− τ))dτ t− xτ1 > 0, x < 0

0 t− xτ1 < 0, x < 0.

(21)
G+

−(x, t) =
1

t−√
t− xγ1

ϕ−(x, t) =





−µ
[
x−1/2 ∂

∂t

t+xτ1∫

0

ε(τ)G−
+(x, c2(t− τ))dτ +

ε̇(t)

c2

]
t+ xτ1 > 0, x > 0

−µε̇(t)
c2

t+ xτ1 < 0, x > 0(22)
G−

+(x, t) =
K−

+(0)

π

√
t+ xγ1

t

w+(x, t) =






(−x)1/2 c2
πK−

−(0)

t+xτ2∫

0

ε(τ)G−
−(x, c2(t− τ))dτ t+ xτ2 > 0, x < 0

0 t+ xτ2 < 0, x < 0

(23)
G−

−(x, t) =
1

t
√
t+ xγ2



64 Áàòóðèíà Í.Þ., Çåëåíöîâ Â.Á., Ìèòðèí Á.È.ãäå γ1 è γ2 òå æå, ÷òî óêàçàíû ïîñëå (18).Íàïðÿæåíèÿ ϕ±(x, t) (22), (20) èìåþò îäèíàêîâóþ îñîáåííîñòü x−1/2, îòëè÷à-ÿñü êîý��èöèåíòîì ïðè îñîáåííîñòè, êîòîðûé çàâèñèò îò V . Ñìåùåíèå ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè ïåðåä ïåðåäíåé è çàäíåé êðîìêàìè èìåþò ãëàäêîñòü ïîðÿäêà x1/2,îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà êîý��èöèåíòàìè ïåðåä íåé, êîòîðûå çàâèñÿò îò V .3. Èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå íà äâèæóùèéñÿ øòàìï. Ïóñòü â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè t = 0 øòàìï ïîëó÷àåò ìåõàíè÷åñêèé èìïóëüñ, ñîîáùàþùèé åìóñêîðîñòü v0 â íàïðàâëåíèè îñè Oz. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ øòàì-ïà ïðè òàêîì âîçäåéñòâèè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàíî â (7), â êîòîðîì
P (t) = 0, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò ñ äàííûìè â (7), à T (t) îïðåäåëÿåòñÿ ïîäè-àïàçîííî ñ ïîìîùüþ (14), (15), (17) èëè (22), (20). Ïðè ìàëûõ t ðåøåíèå ïðèíèìàåòíàèáîëåå ïðîñòîé âèä
ε(t) =

v0√
α
e−α0t

{
sin
√

|α|t, α < 0,

sh
√

|α|t, α > 0,
α = α2

0 −
µ

m
d, d =





1

2

(√
γ2 −

√
γ1

)2

γ1γ2
, V > c2,

1, V < c2,

α0 =
µ

m

a

c2
, (24)�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 13-08-01435-à, 13-07-00952-à.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Êîâàëåíêî Å.Â. Çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ñî ñìåøàííû-ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ì.: Íàóêà, 1986. 336 ñ.[2℄ Äèòêèí Â.À., Ïðóäíèêîâ À.Ï. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïåðàöèîííîå èñ-÷èñëåíèå. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1961. 524 ñ.[3℄ Íîáë Á. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Âèíåðà�Õîï�à äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò, 1962. 280 ñ.Baturina N.Yu., Zelentsov V.B., Mitrin B. I. Shear of elasti
 half-spa
e by astrip pun
h moving with a 
onstant velo
ity in the dire
tion orthogonal to the shear . We
onsider a non-stationary dynami
 
onta
t problem about a shear of an elasti
 half-spa
e bya strip pun
h. During shear the pun
h moves parallely to itself with a 
onstant velo
ity inthe dire
tion orthogonal to the shear. The problem redu
es to the two-dimensional integralequation, the two-dimensional kernel of whi
h depends on the di�eren
e between argumentsby ea
h of variables. An approximated solution of the two-dimensional integral equation is
onstru
ted in the time range before the emergen
e of di�ra
tion waves in the two ranges ofthe pun
h velo
ity, whi
h 
over all possible range of its speed. The solution of the problemabout impulse initial impa
t on the stamp is 
onsidered in details.



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÒÅÎ�ÈÈ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊÂ ÇÀÄÀ×Å Î ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ Î�ÒÎÒ�ÎÏÍÛÕ Ê�Ó�ËÛÕÏËÀÑÒÈÍÁàóýð Ñ.Ì., Âîðîíêîâà Å.Á., Êðàêîâñêàÿ Å.Â.Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò�àññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êðóãëûõ öèëèíäðè÷åñêèîðòîòðîïíûõ è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâ-ëåíèÿ. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîãèáà ïëàñòèí ïî ïðèáëèæåííûì ìîäåëÿì, îñíî-âàííûì íà ãèïîòåçàõ Êèðõãî�à�Ëÿâà (ÊË) è Òèìîøåíêî��åéññíåðà (Ò�), à òàêæå ñïîìîùüþ óòî÷íåííîé òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí Àìáàðöóìÿíà, òåîðèè àíèçîòðîï-íûõ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû Ïàëèÿ�Ñïèðî (ÏÑ) è óòî÷íåííîé èòåðàöèîííîé òåîðèè�îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà (�Ò×). Òåîðèÿ �Ò× â îòëè÷èå îò äðóãèõ òåîðèé, îñíî-âàííûõ íà ìåõàíè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ, ïðåäëàãàåò ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ òðåõ-ìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè.Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè ÊË áåçðàçìåðíûé ïðîãèá ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ
q çàâèñèò òîëüêî îò ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è èìååò âèä (äëÿæåñòêî çàùåìëåííîãî êðàÿ)

wKL/q =
1

8(n2 − 9)

(
4rn+1

n + 1
− r4 +

n − 3

n + 1

)
,ïðè n = 3 wKL/q =

(
4r4 ln r − r4 + 1

)
/192. Çäåñü n2 = Eθ/Er, r = rdim/R, w = wdim/h,

q = qdimR4/(Drh), Dr = Erh
3/(12(1 − νrθνθr), h � òîëùèíà ïëàñòèíû, R � åå ðàäèóñ,

Er � ìîäóëü óïðóãîñòè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè.Òåîðèè Ò� è Àìáàðöóìÿíà äàþò äëÿ ïðîãèáà, ñîîòâåòñòâåííî,
wTR

q
=

wKL

q
+

b1

2
(r2 − 1),

wA

q
=

wKL

q
+ b1

rn+1 − 1

n + 1
+

b2

2(n2 − 1)

(
2rn+1

n + 1
− r2 +

n − 1

n + 1

)
,

b1 = − 3Dr

4hR2Grz
, b2 =

h2

10R2
(ν∗

31 − ν∗
32) −

4(n2 − 1)

5
b1,

Grz � ìîäóëü æåñòêîñòè íà ñäâèã â ïëîñêîñòè (r, z). Ôîðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ ïî òåîðèÿìÏÑ è �Ò× èìåþò áîëåå ãðîìîçäêèé âèä. Ïðè óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ Erh
2/(GrzR

2)ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî âñåì òåîðèÿì, ñáëèæàþòñÿ.Äëÿ çàäà÷è î äå�îðìàöèè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíêè (�Ï) äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà ïîääåéñòâèåì âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (Â�Ä) ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé çàäà÷è, ïîëó-÷àþùèõñÿ ïî íåêëàññè÷åñêèì òåîðèÿì, ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþïðèêëàäíîãî ïàêåòà ANSYS. �Ï áëèçêà ê ìÿãêîé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé. Ìîäóëüóïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè òîëùèíû ïëàñòèíêè íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå òàíãåíöèàëüíûõìîäóëåé. Äëÿ ýòîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ òåîðèè îáîëî÷åê ÏÑ è �Ò× ïðè äàâëåíèÿõ, ñî-îòâåòñòâóþùèõ âíóòðèãëàçíîìó äàâëåíèþ, äàþò âåëè÷èíû ïðîãèáîâ, áëèçêèå ê ðåçóëü-òàòàì, ïîëó÷åííûì â ïàêåòå ANSYS. Çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ ïîòåîðèè �T× áëèæå ê çíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.



66 Áàóýð Ñ.Ì., Âîðîíêîâà Å.Á., Êðàêîâñêàÿ Å.Â.1. Ââåäåíèå. Ïîñëåäíåå âðåìÿ ìîäåëè ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òåëà ÷àñòîèñïîëüçóþòñÿ â áèîìåõàíèêå è ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåäèöèíñêèõ ïðîáëåì. Äëÿ áî-ëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüîñîáåííîñòè èõ ñòðîåíèÿ (ìíîãîñëîéíîñòü), îñîáåííîñòè òêàíåé, êîòîðûå, êàê ïðà-âèëî, ÿâëÿþòñÿ àíèçîòðîïíûìè, íåîäíîðîäíûìè. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïëàñòèí,íå ó÷èòûâàþùàÿ ïîïåðå÷íûå ñäâèãè è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, èíîãäà ìîæåòäàâàòü áîëüøèå ïîãðåøíîñòè ïðè îïèñàíèè äå�îðìàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåä-ñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ ïëàñòèí, ïîëó÷åííûõ ïî óòî÷íåííûì òåîðèÿì.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ êðóãëàÿ îðòîòðîïíàÿ ïëàñòèíà ïî-ñòîÿííîé òîëùèíû h è ðàäèóñà R (h ≪ R) â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(r, θ, z). Íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïëàñòèíû, r � ðàäèàëüíàÿ êîîð-äèíàòà, θ � ïîëÿðíûé óãîë, z-êîîðäèíàòà íîðìàëüíàÿ ê ïëîñêîñòè ïëàñòèíû.Çàêîí �óêà äëÿ öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíûõ ïëàñòèí èìååò âèä

err =
1

Er
σr −

νrθ
Eθ
σθ −

νrz
Ez

σz , erθ =
σrθ
Grθ

,

eθθ = −νθr
Er
σr +

1

Eθ
σθ −

νθz
Ez

σz , eθz =
σθz
Gθz

, (1)
ezz = −νzr

Er
σr −

νzθ
Eθ

σθ +
1

Ez
σz , ezr =

σzr
Gzr

.Çäåñü ei è σi � íîðìàëüíûå äå�îðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ, eij è σij � äå�îðìàöèè èíàïðÿæåíèÿ ñäâèãà, Ei �ìîäóëèÞíãà â íàïðàâëåíèè i, νij � êîý��èöèåíòû Ïóàñ-ñîíà, Gij � ìîäóëè ñäâèãà. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâa Eiνij = Ejνji (i, j = r, θ, z).Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ 9 íåçàâèñèìûõ óïðóãèõ êîíñòàíò (òðè ìîäóëÿ óïðó-ãîñòè, òðè ìîäóëÿ ñäâèãà è òðè êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà). Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíû, åñëè r − θ � ïëîñêîñòü èçîòðîïèè, íåçàâèñèìûõ óïðóãèõêîý��èöèåíòîâ ïÿòü Er , Ez , νrθ , νrz , Grz.Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì íîðìàëü-íîãî äàâëåíèÿ
σzz = p± äëÿ z = ±h/2 . (2)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðàé ïëàñòèíû r = R æåñòêî çàùåìëåí, è ïðèëîæåííàÿ íà-ãðóçêà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè. Ïîýòîìó ðåøåíèå íå áóäåòçàâèñåòü îò ïîëÿðíîãî óãëà θ.Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

q = p+ − p− , m =
h

2
(p− + p+) ,

ν∗31 =
νzr + νθrνzθ
1 − νrθνθr

, ν∗32 =
νzθ + νrθνzr
1 − νrθνθr

,

E∗
33 =

Ez
1 − ν∗31νrz − ν∗13νθz

.3. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ è òåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéññíåðà. Ïî êëàññè÷å-ñêîé òåîðèè Êèðõãî�à�Ëÿâà áåçðàçìåðíûé ïðîãèá ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì äàâ-ëåíèÿ q çàâèñèò òîëüêî îò ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è äëÿ
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wKL

q
=

1

8(n2 − 9)

(
4rn+1

n+ 1
− r4 +

n− 3

n + 1

)ïðè n = 3 wKL/q =
(
4r4 ln r − r4 + 1

)
/192. Çäåñü n2 = Eθ/Er, r = rdim/R, w =

wdim/h, q = qdimR
4/(Drh), Dr = Erh

3/(12(1 − νrθνθr), h � òîëùèíà ïëàñòèíû,
Er � ìîäóëü óïðóãîñòè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè.Òåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéññíåðà, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîðìàëü ê ñðå-äèííîé ïîâåðõíîñòè îñòàåòñÿ ïðÿìîé, íî ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà íåêîòîðûéóãîë, äàåò äëÿ ïðîãèáà ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

wTR

q
=
wKL

q
− 3Dr

8hR2Grzb1
(r2 − 1).Çäåñü Grz � ìîäóëü ñäâèãà, õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíåíèå óãëà â ïëîñêîñòè (r, z).Â ðàáîòå [5℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî òåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéñ
íåðà íåñóùåñòâåííî óòî÷-íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ è ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé äëÿ èçî-òðîïíûõ òîíêîñòåííûõ òåë. Îäíàêî íà ðÿäå ïðèìåðîâ â ðàáîòå [5℄ ïîêàçàíî òàêæå,÷òî ïðè ¾óìåðåííî ìàëîé ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè¿ íà ñäâèã òåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéñ
íåðà àñèìïòîòè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâà è ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò òåîðèþ Êèðõ-ãî�à�Ëÿâà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñïðàâåäëèâî ïðè h2

R2
≪ Grz

Erz
≪ 1.4. Òåîðèÿ Àìáàðöóìÿíà. Â óòî÷íåííîé òåîðèè Àìáàðöóìÿíà [1℄ èñïîëüçó-þòñÿ ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:� íîðìàëüíîå ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè ïåðåìåùåíèå íå çàâèñèò îòêîîðäèíàòû;� êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå äå�îðìàöèè è ïî òîëùèíå ïëà-ñòèíêè ìåíÿþòñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó.Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà èìååò âèä

wA

q
=
wKL

q
+ b1

rn+1 − 1

n+ 1
+

b2
2(n2 − 1)

(
2rn+1

n+ 1
− r2 +

n− 1

n+ 1

)
,

b1 = − 3Dr

4hR2Grz
, b2 =

h2

10R2
(ν∗31 − ν∗32) −

4(n2 − 1)

5
b1.Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé ïëàñòèíû (n = 1, b2 = 0) è âûðàæåíèÿ äëÿ ïðî-ãèáà, ïîëó÷åííûå ïî òåîðèè Òèìîøåíêî��åéññíåðà è Àìáàðöóìÿíà, ñîâïàäàþò.5. Òåîðèÿ Ïàëèÿ�Ñïèðî. Â òåîðèè îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû Ïàëèÿ�Ñïèðî [2℄, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:� ïðÿìîëèíåéíûå âîëîêíà îáîëî÷êè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê åå ñðåäèííîé ïî-âåðõíîñòè äî äå�îðìàöèè, îñòàþòñÿ ïîñëå äå�îðìàöèè òàêæå ïðÿìîëèíåéíûìè(êàê è â òåîðèè Òèìîøåíêî��åéññíåðà);� êîñèíóñ óãëà íàêëîíà òàêèõ âîëîêîí ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äå�îðìèðî-âàííîé îáîëî÷êè ðàâåí îñðåäíåííîìó óãëó ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.
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wP

q
=
wKL

q
+ b11

rn+1 − 1

n + 1
+

b22
2(n2 − 1)

(
2rn+1

n+ 1
− r2 +

n− 1

n+ 1

)
,

b11 = − Dr

2hR2Grz

, b22 =
h2

8R2
(ν∗31 − ν∗32) − (n2 − 1)b11.6. Òåîðèÿ �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà. Èòåðàöèîííàÿ òåîðèÿ �îäèî-íîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ âûøå òåîðèé, îñíîâàííûõíà ìåõàíè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ, ïðåäëàãàåò ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ òðåõ-ìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè [3℄. Ýòà òåîðèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ ãè-ïîòåçàõ:� ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàñïðåäåëåíû ïî òîë-ùèíå îáîëî÷êè ïî çàêîíó êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû ñîîòâåòñòâåííî;� òàíãåíöèàëüíûå è íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ðàñïðå-äåëåíû ïî òîëùèíå îáîëî÷êè ïî çàêîíó ïîëèíîìà ñîîòâåòñòâåííî òðåòüåé è âòîðîéñòåïåíè.Íîâàÿ èòåðàöèîííàÿ òåîðÿ �Ò× ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äå�îðìàöèþ ïëàñòèíû,ó÷èòûâàþùóþ ïîâîðîòû âîëîêîí, èõ èñêðèâëåíèå, à òàêæå èçìåíåíèå èõ äëèíû.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè ãèïîòåçàìè ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ñó÷åòîì ñèììåòðèè èìåþò âèä

ur = u∗P0(z) + γ∗1P1(z) + ϑ∗1P2(z) + ϕ∗
1P3(z) ,

uz = w∗P0(z) + γ∗3P1(z) + ϑ∗3P2(z) . (3)Çäåñü Pi, (i = 0 . . . 3) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà
P0 = 1 , P1 =

2z

h
, P2 =

6z2

h2
− 1

2
, P3 =

20z3

h3
− 3z

h
.Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àþùàÿñÿ â [3℄ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùàÿ òåîðèþ ïëàñòèí ñ çàäàííûìè íà ëè-öåâûõ ïëîñêîñòÿõ êèíåìàòè÷åñêèìè è ñòàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, èìå-åò ÷åòûðíàäöàòûé ïîðÿäîê. Òåîðèè Àìáàðöóìÿíà, Ïàëèÿ�Ñïèðî è Òèìîøåíêî��åéññíåðà èìåþò äåñÿòûé ïîðÿäîê, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ � âîñüìîé.Ïî òåîðèè �Ò× òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ íîð-ìàëüíîãî ïðîãèáà ïëàñòèíû, îäíàêî �îðìóëà èìååò î÷åíü ãðîìîçäêèé âèä. Äëÿòðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé ïëàñòèíû (ïðè n = 1, ò.å ïðè Er = Eθ) âûðàæåíèå äëÿïðîãèáà èìååò âèä

wRTCtr

q
=
wKL

q
+

3Dr

10hR2Grz
(1 − r2) +

Dr(1 + ν)

80EzR2
(1 − 6r2) +

5D2
rν

′2(1 + ν)

6R4h2
− Drh

10EzR47. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè áåçðàçìåðîãîíîðìàëüíîãî ïðîãèáà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè.�åçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñâîéñòâà ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè òîëùèíû ïëà-ñòèíû ñèëüíî âëèÿþò íà âåëè÷èíó ïðîãèáà. Âèäíî òàêæå, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ òåî-ðèè îáîëî÷åê Ïàëèÿ�Ñïèðî è �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà äàþò âåëè÷èû ïðî-ãèáîâ, áëèçêèå ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ïàêåòå ANSYS.
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Eθ/Er = 25, Er/Ez = Grθ/Grz = 2
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Eθ/Er = 25, Er/Ez = Grθ/Grz = 20

 TR−th
 Amb−th
 PS−th
 RTCh−th
 FEM�èñóíîê 1 � Áåçðàìåðíûé ïðîãèá ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïðè Er/Ez =

Grθ/Grz = 2 (ñëåâà) è Er/Ez = Grθ/Grz = 20 (ñïðàâà). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâó-åò ðàñ÷åòàì ïî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè, ïóíêòèðíûå ëèíèè, îòìå÷åííûå ìàðêåðàìè,òðåóãîëüíèêàìè, ñìîòðÿùèìè âíèç, ñîîòâåòâóþò ðàñ÷åòàì ïî ðàçëè÷íûì òåîðèÿì îáî-ëî÷åê (òðåóãîëüíèê, ñìîòðÿùèé âíèç, � òåîðèÿ Ò�, òðåóãîëüíèê, ñìîòðÿùèé ââåðõ, �òåîðèÿ Àìáàðöóìÿíà, ðîìá � òåîðèÿ �Ò×, êðóã � òåîðèÿ ÏÑ).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àìáàðöóìÿí Ñ.À. Òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí. Ì.: Íàóêà, 1987. 360 ñ.[2℄ Ïàëèé Î.Ì., Ñïèðî Â. Å. Àíèçîòðîïíûå îáîëî÷êè â ñóäîñòðîåíèè. Òåîðèÿ è àíàëèç.Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1977. 386 ñ.[3℄ �îäèîíîâà Â.À., Òèòàåâ Á.Ô., ×åðíûõ Ê.Ô. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõïëàñòèí è îáîëî÷åê. ÑÏá.: ÑÏá�Ó, 1996. 280 ñ.[4℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., Âîéíîâñêèé-Êðèãåð Ñ. Ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè. Ì.: Íàóêà, 1963.635 ñ.[5℄ Òîâñòèê Ï. Å. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì õàðàêòåðå ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé áàëîê, ïëà-ñòèí è îáîëî÷åê // ÑÏá.: Âåñòíèê ÑÏá�Ó, 2007. âûï.3. C. 49�54.Bauer S.M., Voronkova E.B., Krakovskay E.V. Non
lassi
al theories of shells inproblem on the axisymmetri
 bending of 
ir
ular orthotropi
 plates. Four so-
alled non
lassi
al,re�ned and high-order theories of plates of moderate thi
kness, worked out by Ambartsumyan,Palii�Spiro and by Rodinova�Titaev�Chernykh are dis
ussed. In these theories deformations,rotation and bending of the �bers and their elongations in the dire
tion of the thi
kness of theshell are taken into a

ount. These theories are based on two di�erent prin
iples: hypothesesof stressed and deformation states are used for the dedu
tion from 3-dimensional system ofequations to a 2-dimensional one in the Amb and the PS theories; the RTCh theory authorsapply mathemati
al approa
hes to develop a set of 2-dimensional equations. The algebrai
relationships for de�e
tions and stresses, between solutions of the Kir
hho��Love (KL) theoryand those of the re�ned theories are presented. Numeri
al results for displa
ements found withthese theories are 
ompared with those obtained by FEM.



ÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ �ÀÑ×ÅÒÀ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉÂ Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÛÕ ÁÀËÊÀÕ ÈÇ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ�ÎÌÀÒÅ�ÈÀËÀ Ï�È ×ÈÑÒÎÌ ÈÇ�ÈÁÅÁàõàðåâà Å.À., Ñòðóæàíîâ Â.Â.Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ ÓðÎ �ÀÍ, Åêàòåðèíáóðã�àññìîòðåíà çàäà÷à î ÷èñòîì èçãèáå áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿèç ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî ý��åêòîì äå�îðìàöèîííîãî ðàçóïðî÷íåíèÿ. Ïðåäëîæåíûèòåðàöèîííûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ áàëêè èçðàçóïðî÷íÿþùåãîñÿ ìàòåðèàëà ïðè ÷èñòîì èçãèáå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äî ìîìåíòàðàçðóøåíèÿ íàèáîëåå ðàñòÿíóòûõ âîëîêîí.Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ïðè ðàñòÿæåíèè ìàòåðèàëàñ ïåðåõîäîì íà ñòàäèþ äå�îðìàöèîííîãî ðàçóïðî÷íåíèÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò-ñÿ ïàäàþùåé âåòâüþ äèàãðàììû äå�îðìèðîâàíèÿ, ïîëó÷åíû â ðàáîòå [1℄. Èõ âû-âîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ý��åêòà âûïîëàæèâàíèÿ ìîäóëÿ ðàçãðóçêè, ïðî-èñõîäÿùåãî âñëåäñòâèå îáðàçîâàíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû,ïðèâåäåííûå â [1, 2℄ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ÷èñòîì èçãèáå ïðÿìîóãîëüíîé áàëêèâ ïðåäïîëîæåíèè î ëèíåéíîì õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ äå�îðìàöèè ïî åå âûñî-òå è ñèììåòðè÷íîé äèàãðàììîé äå�îðìèðîâàíèÿ, ðàñïðîñòðàíåíû íà çàäà÷ó îáîïðåäåëåíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ÷èñòîì èçãèáå áàëêè ñî ñâîéñòâàìè ìà-òåðèàëà, ðàçëè÷íûìè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè.1. �àññìîòðèì ÷èñòûé èçãèá äîñòàòî÷íî äëèííîé áàëêè ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïî-ïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Âûñîòà è øèðèíà áàëêè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 2h è b. Äå�îð-ìèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåì êâàçèñòàòè÷åñêè ïðè íåèçìåííîé òåìïåðàòóðå, çàäàâàÿëèáî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèé èçãèáàþùèé ìîìåíò M (ìÿãêîå íàãðóæåíèå), ëèáîìîíîòîííî óâåëè÷èâàÿ êðèâèçíó áàëêè κ (æåñòêîå íàãðóæåíèå) (ðèñ. 1).

�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå äå�îðìàöèéÂ ñëó÷àå ÷èñòîãî èçãèáà â áàëêå âîçíèêàþò òîëüêî ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ
σx = σ(y), à ïðîäîëüíûå äå�îðìàöèè ëèíåéíî ðàñïðåäåëåíû ïî åå âûñîòå è âû-÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå εx = ε(y) = κ(y + a), y ∈ [−h; h]. Çäåñü a � îòêëîíåíèå



Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé â áàëêàõ 71íåéòðàëüíîé ëèíèè, ãäå íóëåâûå íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè, äî îñè ñèììåòðèè
Ox (ðèñ. 1).Â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ âîëîêíà âûøå íåéòðàëüíîé ëèíèè íàõîäÿòñÿ âñîñòîÿíèè ñæàòèÿ, à íèæå � â ñîñòîÿíèè ðàñòÿæåíèÿ. Ïîýòîìó ñâîéñòâà ìàòåðèàëàîïèñûâàåò ïîëíàÿ äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ (ðèñ. 2)

σ(ε) =





σ−(ε), −ε−Z 6 ε < 0;

σ+(ε), 0 6 ε 6 ε+
Z ,îáëàäàþùàÿ âîñõîäÿùèìè è ïàäàþùèìè, âîîáùå ãîâîðÿ, äî íóëÿ ó÷àñòêàìè. Íà(ðèñ. 2) σ+

B è ε+
B (σ−

B è ε−B) � íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè, îòâå÷àþùèå ïðåäåëóïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè (ñæàòèè), ε+
Z (ε−Z) � äå�îðìàöèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðè ðàñ-òÿæåíèè (ñæàòèè), E � ìîäóëü Þíãà.

Ep1

E

Es

Eu

σ+
B

εe

ε

σ, МПа

ε
εp

ε+
B

E

σ+(ε)

ε+
Z

σ-(ε)

-ε-
B

-σ-
B

Ep2

-ε-
Z

E

�èñóíîê 2 � Ïîëíàÿ äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿÍàêëîí äèàãðàìì ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè õàðàêòåðèçóåò �óíêöèÿ Ep = σ,ε,èìåþùàÿ ñìûñë êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ. Íà ñòàäèè óïðóãîñòè Ep = E. Çíàê ìîäó-ëÿ Ep îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà. Åñëè Ep > 0, òî èìååò ìåñòî óïðî÷íåíèåìàòåðèàëà; êîãäà Ep < 0 � ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà. Çäåñü è äàëåå çàïÿòîé îáî-çíà÷åíà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî óêàçàííîé âåëè÷èíå.Â çàâèñèìîñòè îò ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ìàòåðèàëå áàëêè ïðè äå�îðìè-ðîâàíèè, âîçìîæíû òðè âàðèàíòà ðàçãðóçêè [3℄. Ïåðâûé � áåç îñòàòî÷íûõ äå�îð-ìàöèé ñ ñåêóùèì ìîäóëåì Es = σ(ε)/ε, âòîðîé � ñ ìîäóëåì ðàçãðóçêè, ðàâíûììîäóëþ Þíãà E, òðåòèé � 
 ìîäóëåì ðàçãðóçêè Eu < E (ðèñ. 2). Âî âòîðîì è òðå-òüåì ñëó÷àÿõ ïîñëå ðàçãðóçêè ïîÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå äå�îðìàöèè. Äàëåå áóäåìðàññìàòðèâàòü ïîñëåäíèé âèä ìàòåðèàëà. Ñ÷èòàåì, ÷òî �óíêöèÿ Eu(ε) = σ/(ε−εp)èçâåñòíà. Çäåñü εp � îñòàòî÷íàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ. Ïîëíàÿ äå�îðìàöèÿïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ε = εe+εp, ãäå εe, εp � ñîîòâåòñòâåííî óïðóãàÿ è ïëàñòè÷å-ñêàÿ ñîñòàâëÿþùèå ïîëíîé äå�îðìàöèè. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî îáîáùåííîìó



72 Áàõàðåâà Å.À., Ñòðóæàíîâ Â.Â.çàêîíó ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ [3℄
dεp =

(
1 − Ep

Eu

)
dε. (1)Ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè ïðèìåì â âèäå

σ = Eu(ε− εp). (2)2. Îïðåäåëèì íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå áàëêè, èñïîëüçóÿ ñâÿçüìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè (2). Ïðè ìÿãêîì íàãðóæåíèè ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ èìåþò âèä [4℄
b

∫ h

−h

σ(y)dy = 0, b

∫ h

−h

σ(y)ydy = M, (3)à ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ [4℄
ε1 = κ(h+ a), ε2 = κ(−h + a). (4)Çäåñü ε1, ε2 � ñîîòâåòñòâåííî äå�îðìàöèè íèæíèõ è âåðõíèõ âîëîêîí áàëêè(ðèñ. 1).Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå, à èìåííî, îñíîâíóþ çàäà÷ó, ãäå σ′ = Euε′è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3) èëè (4) ïðè a = 0, è êîððåêòèðóþùóþ çàäà÷ó, ãäå

σ′′ = Eu(e′ − εp) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
b

∫ h

−h

σ′′(y)ydy = 0 (5)äëÿ ìÿãêîãî íàãðóæåíèÿ è
κ = 0 (6)äëÿ æåñòêîãî íàãðóæåíèÿ.Îñíîâíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé çàäà÷åé èçãèáà óïðóãîé áàëêè. Åå ðåøåíèåäëÿ ìÿãêîãî íàãðóæåíèÿ èìååò âèä

κ′ =
M

Iu
, ε′ = κ′y, σ′ = Eu(κy)ε′, (7)ãäå Iu = b

∫ h
−h
Eu(y)y2dy � æåñòêîñòü ïðè èçãèáå óïðóãîé áàëêè ñ ìîäóëÿìè Eu(ε),à äëÿ æåñòêîãî íàãðóæåíèÿ �

M ′ = Iuκ, ε′ = κy, σ′ = Euε′. (8)Â ïåðâîì ñëó÷àå κ′ � êðèâèçíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçãèáàþùåìó ìîìåíòó M , âîâòîðîì M ′ � ìîìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé κ.Êîððåêòèðóþùàÿ çàäà÷à � ýòî çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ (îñòàòî÷-íûõ) íàïðÿæåíèé â áàëêå ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå îñòàòî÷íîé äå�îðìàöèè εp. Ååðåøåíèå äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) èìååò âèä
κ′′ =

Mφ

Iu
, e′ = κ′′y +

RΦ

2bhEu
, σ′′ = Eu(e′ − εp) +

RΦ

2bhEu
, (9)



Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé â áàëêàõ 73ïðè÷åì e′ = κ′′(y + a0), a0 = (RΦIu)/(2bhMΦ). Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6) èìååì
M ′′ = −MΦ, e′ =

RΦ

2bhEu
, σ′′ =

RΦ

2bh
− Euεp. (10)Çäåñü M ′′ � âåëè÷èíà ìîìåíòà, óäåðæèâàþùåãî áàëêó â ïîëîæåíèè κ = 0; MΦ,

RΦ � ñîîòâåòñòâåííî �èêòèâíûå èçãèáàþùèé ìîìåíò è ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå,
MΦ = bE

∫ h

−h

εpydy, RΦ = bE

∫ h

−h

εpdy.Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ïðè çàäàííîé�óíêöèè εp(y) ÿâëÿåòñÿ ñóììà ðåøåíèé îñíîâíîé è êîððåêòèðóþùåé çàäà÷.�àññìîòðèì èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèé ðàâ-íîâåñèÿ ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèè. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ M0, κ0 áàëêà íàõîäèòñÿâ ðàâíîâåñèè è â êàæäîé òî÷êå åå ñå÷åíèÿ èçâåñòíû ε0, σ0, εp0, Ep
0 , Eu

0 . Óâåëè÷èìêðèâèçíó íà ∆κ. Ñíà÷àëà ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëû (8) âìåñòî κ âåëè÷èíó ∆κ, ïî-ëó÷àåì ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è σ′
1, ε′1, M ′

1 è âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ σ1 = σ0 + σ′
1,

ε1 = ε0 + ε′1, M1 = M0 + M ′
1, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðâîå ïðèáëèæåíèå êðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ κ1 = κ0 + ∆κ.Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1) è ïîäñòàâëÿÿ dε = ε′1, Ep = Ep

0 , Eu = Eu
0 ,âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ dεp1(y) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ (1) íà îòðåçêå [ε0, ε1]. Çàòåì ïî �îðìóëàì (10), â êîòîðûõ εp çàìåíÿåì íà dεp1è Eu íà Eu

0 , ïîëó÷àåì ðåøåíèå êîððåêòèðóþùåé çàäà÷è σ′′
1 , e′1, M ′′

1 . Òîãäà âòîðîåïðèáëèæåíèå ðàâíî σ2 = σ1+σ′′
1 , ε2 = ε1+e

′
1,M2 = M1+M ′′

1 . Â çàêëþ÷åíèå âòîðîãîýòàïà íàõîäèì Ep
2 = Ep(ε2) è Eu

2 = Eu(ε2). Ñíîâà ïî �îðìóëå (1), ãäå ïîëàãàåì
dε = e′1, Ep = Ep

1 , Eu = Eu
1 , âû÷èñëÿåì dεp2 è ïîâòîðÿåì êîððåêòèðîâêó.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ìÿãêîãî íàãðóæåíèÿ. Âîçìóòèì ïîëîæåíèå ðàâíî-âåñèÿ, óâåëè÷èâ èçãèáàþùèé ìîìåíò íà âåëè÷èíó ∆M (M1 = M0 + ∆M). Äëÿîïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íîâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèìåíÿåì òó æå èòåðà-öèîííóþ ñõåìó, òîëüêî âìåñòî �îðìóë (8), (10) èñïîëüçóåì �îðìóëû (7), (9) è ïðèêàæäîé êîððåêòèðîâêå äîïîëíèòåëüíî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ a′i.3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ÷èñòîãî èçãèáà ñòàëüíîéáàëêè âûñîòîé 2h = 20 ìì è øèðèíîé b = 10 ìì. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïèñûâàåòçàâèñèìîñòü

σ(ε) =




E · ε · exp (ε/ε−B) , −ε−Z 6 ε < 0;

E · ε · exp (−ε/ε+
B

)
, 0 6 ε 6 ε+

Z ,ãäå E = 2 · 105 ÌÏà, ε+
B = 0.01, ε−B = 0.02 � äå�îðìàöèè ïðåäåëîâ ïðî÷íîñòè ïðèðàñòÿæåíèè è ñæàòèè, ε+
Z = 0.09 è ε−Z = 0.18 � äå�îðìàöèè ðàçðóøåíèÿ.Ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèè ïîëó÷àåì äèàãðàììó M − κ (ðèñ. 3). Òî÷êà Z ñî-îòâåòñòâóåò ðàçðóøåíèþ íàèáîëåå ðàñòÿíóòûõ âîëîêîí áàëêè, ñîîòâåòñòâóþùèõäå�îðìàöèè ðàçðóøåíèÿ ε+

Z . Ïðè ìÿãêîì íàãðóæåíèè ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî âîñõîäÿ-ùàÿ âåòâü äèàãðàììû M − κ. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ òî÷êè N èòåðàöèîííûé ïðîöåññðàñõîäèòñÿ � äå�îðìèðîâàíèå áàëêè ïðèîáðåòàåò äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð.
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�èñóíîê 3 � Äèàãðàììà ÷èñòîãî èçãèáà�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ïðè ñîõðàíåíèè ñîñòîÿíèÿ ÷èñòîãîèçãèáà ðàçðóøåíèå ïðè ëþáîì ñïîñîáå íàãðóæåíèÿ ïðîèñõîäèò â íàèáîëåå ðàñòÿ-íóòûõ âîëîêíàõ, êîãäà îíè ïåðåõîäÿò óæå íà ñòàäèþ ðàçóïðî÷íåíèÿ, òîëüêî äëÿæåñòêîãî íàãðóæåíèÿ çîíà ðàçóïðî÷íåíèÿ èìååò áîëüøèå ðàçìåðû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 13�08�00186, 13�01�96008).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñòðóæàíîâ Â. Â., Áàõàðåâà Å.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ÷èñòîãî èçãèáàïðÿìîóãîëüíûõ áàëîê èç ðàçóïðî÷íÿþùåãîñÿ ìàòåðèàëà ñ ñèììåòðè÷íîé äèàãðàì-ìîé ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ // Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. 2012. Ò 5.,� 2. Ñ. 158�167.[2℄ Ñòðóæàíîâ Â.Â., Áàõàðåâà Å.À. Èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîñòü ÷èñòîãî èçãèáà áàëîê èç ïëàñòè÷íûõ è õðóïêèõ ðàçó-ïðî÷íÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ // Âåñòíèê Ñàì. ãîñ. òåõí. óí-òà. Ñåðèÿ Ôèç.-ìàò. íàóêè.2010. � 1(10). Ñ. 84�95.[3℄ Ñòðóæàíîâ Â.Â., Ìèðîíîâ Â.Ì. Äå�îðìàöèîííîå ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà â ýëå-ìåíòàõ êîíñòðóêöèÿõ. Åêàòåðèíáóðã: ÓðÎ �ÀÍ, 1995. 190 ñ.[4℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �åðå Äæ. Ìåõàíèêà ìàòåðèàëîâ. Ì.: Ìèð, 1976. 669 ñ.Bakhareva E.A., Struzhanov V.V. Iterative methods of stress estimation inre
tangular beams from nonlinear material under the pure bending . The arti
le is 
on
ernedwith pure bending of the beam with re
tangular 
ross-se
tion. The material possesses theproperty of deformational weakening. The iterative method for determining the stressed statein pure bending of a beam of su
h material are suggested. Cal
ulations are performed upto the moment of destru
tion of the most stret
hed �bers. The destru
tion takes pla
e afterbeginning of material weakening.



ÎÖÅÍÊÀ Â�ÅÌÅÍÍÎÉ ÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÈ ÄÀÂËÅÍÈßÑ�ÀÁÀÒÛÂÀÍÈß Ï�ÅÄÎÕ�ÀÍÈÒÅËÜÍÛÕ ÌÅÌÁ�ÀÍÍÛÕÓÑÒ�ÎÉÑÒÂ �ÅÀÊÒÎ�ÍÎÉ ÓÑÒÀÍÎÂÊÈÁåëèêîâ Í.Â., Çàíèìîíåö Þ.Ì., Êàêóðèí À.Ì.,Ïàâëîâ Â.Â., Òðåïà÷åâà �.Í.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ àðòè-�èöèðîâàííûõ õëîïàþùèõ ìåìáðàí äëÿ îöåíêè èõ ýêñïëóàòàöèîííîãî ðåñóðñà.Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ õëîïàþùèå ïðåäîõðàíèòåëüíûå ìåìáðàíû(ÌÕ), âõîäÿùèå â ñîñòàâ ìåìáðàííûõ ïðåäîõðàíèòåëüíûõ óñòðîéñòâ (ÌÏÓ). Äî-ñòîèíñòâàìè õëîïàþùèõ ìåìáðàí ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè áåçûíåðöèîííîå ñðàáàòû-âàíèå, ïîëíàÿ ãåðìåòè÷íîñòü ïðè íîðìàëüíîì òåõíîëîãè÷åñêîì ðåæèìå, áîëüøàÿïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, âûñîêàÿ òî÷íîñòü ñðàáàòûâàíèÿ, ñðàâíèòåëüíàÿ äåøå-âèçíà, ïðîñòîòà è êîìïàêòíîñòü êîíñòðóêöèé. Ýòî îáóñëîâëèâàåò âñå áîëåå øèðî-êîå èõ ïðèìåíåíèå â ñîñòàâå ìåìáðàííûõ ïðåäîõðàíèòåëüíûõ óñòðîéñòâ (ÌÏÓ)ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè.Îñîáåííîñòüþ êîíñòðóêöèè èññëåäóåìûõ õëîïàþùèõ ìåìáðàí ÿâëÿåòñÿ àðòè-�èöèðîâàííàÿ �îðìà èõ îáîëî÷êè, êîòîðàÿ �îðìèðóåòñÿ â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿìåìáðàí ïóòåì êîððåêöèè �îðìû êóïîëîîáðàçíîé îáîëî÷êè ëîêàëüíûì ñèëîâûìâîçäåéñòâèåì, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûì âíóòðåííåìó (�îðìîîáðàçóþùåìó)äàâëåíèþ âûòÿæêè [1, 2℄. Â ðåçóëüòàòå ìåìáðàíà ïîëó÷àåò äîçèðîâàííîå îòêëîíå-íèå îò òîé �îðìû, êîòîðàÿ ïîëó÷èëàñü áû ïðè ñâîáîäíîé âûòÿæêå, â ñòîðîíó áîëååâûãîäíîé êîí�èãóðàöèè. Íîâàÿ êîí�èãóðàöèÿ êóïîëîîáðàçíîé îáîëî÷êè ïðèâî-äèò ê ñíèæåíèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìåìáðàí ê ñòîõàñòè÷åñêèì òåõíîëîãè÷åñêèìíåñîâåðøåíñòâàì, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ âòîðè÷íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äåòåðìèíèðî-âàííûìè èñêóññòâåííûìè.Àðòè�èöèðîâàííàÿ �îðìà êóïîëîîáðàçíîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ êëàñ-ñà òî÷íîñòè ñåðèéíûõ îáðàçöîâ ÌÏÓ 1. . . 3% áëàãîäàðÿ ðåøåíèþ ñëåäóþùèõ òåõ-íîëîãè÷åñêèõ çàäà÷:- óñòðàíåíèÿ âëèÿíèÿ çîí êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â ïðèêðàåâîé îáëàñòèêóïîëà ìåìáðàí íà ñòàáèëüíîñòü äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ;- óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé òîëùèíû è àíèçîòðîïèè ïðîêàòà èñ-õîäíîãî ëèñòîâîãî ìàòåðèàëà íà òî÷íîñòü ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàí;- îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé ñòàáèëüíîñòè è íåçàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿìåìáðàí îò àãðåãàòíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû;- îáåñïå÷åíèÿ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàí ïó-òåì àíàëèçà ìîäåëè íàáëþäåíèé, îòðàæàþùåé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ¾äàâëåíèå � ïåðåìåùåíèå êóïîëà¿ ðàáî÷åé õàðàêòåðèñòèêè ìåìáðàí;- àâòîìàòèçàöèè âñåõ ýòàïîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî öèêëà èçãîòîâëåíèÿ ìåìáðàí ñèñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ.



76 ÁåëèêîâÍ.Â., ÇàíèìîíåöÞ.Ì., ÊàêóðèíÀ.Ì., ÏàâëîâÂ.Â., Òðåïà÷åâà�.Í.Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî öèêëà èçãîòîâëåíèÿ, èñïûòàíèÿ è íåðàç-ðóøàþùåãî êîíòðîëÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàí èñïîëüçóåòñÿ êîìïüþòåð-íûé òåõíîëîãè÷åñêèé êîìïëåêñ ¾ÀÑÄ-Ì¿.Êîìïëåêñ ¾ÀÑÄ-Ì¿ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåàëèçàöèè ñëåäóþùèõ çàäà÷:- àâòîìàòèçàöèè òåõïðîöåññà èçãîòîâëåíèÿ, èñïûòàíèÿ è íåðàçðóøàþùåãî êîí-òðîëÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàí;- àâòîìàòèçàöèè íàó÷íîãî ýêñïåðèìåíòà ïî èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ îñíîâíûõìåõàíè÷åñêèõ, êîíñòðóêöèîííûõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÕÏÌ íà ñòàáèëü-íîñòü èõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñ ó÷åòîì èõ êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåéè ðàáî÷èõ óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè â ÌÏÓ;Ñòðóêòóðà êîìïëåêñà ¾ÀÑÄ-Ì¿ â êîí�èãóðàöèè, îáåñïå÷èâàþùåé èñïûòàíèÿè ïðîãíîçèðîâàíèå äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàí, ïðåäñòàâëåíà íèæå íà ðèñ. 1.

�èñóíîê 1 � Êîìïüþòåðíûé êîìïëåêñ ¾ÀÑÄ�Ì¿Â ñîñòàâ îñíîâíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ êîìïëåêñà âõîäÿò:- ïðåññ ãèäðàâëè÷åñêèé (íàãðóçêà 200 òîíí, P = 200 àòìîñ�åð);- âíåøíèé èñòî÷íèê äàâëåíèÿ (ðàáî÷àÿ ñðåäà � ñæàòûé âîçäóõ);- çàæèìíûå êîëüöà (ìåìáðàííûé óçåë) äëÿ çàêðåïëåíèÿ ìåìáðàíû íà ðàáî÷åìñòîëå ïðåññà;- óñòðîéñòâî àðòè�èêàöèè ìåìáðàí;- ïíåâìàòè÷åñêèå êëàïàíû äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîäà÷åé è ñáðîñîì äàâëåíèÿ;- äàò÷èêè äàâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ, �èêñèðóþùèå ñîîòâåòñòâåííî äàâëåíèåïîä êóïîëîì ìåìáðàíû è ïåðåìåùåíèå êóïîëà ïðè âîçäåéñòâèè äàâëåíèÿ;- íîðìèðóþùèé óñèëèòåëü (ÍÓ) äëÿ ïðåöèçèîííîãî äàò÷èêà ïåðåìåùåíèÿ;- êîíòðîëüíûå ìàíîìåòðû;- ìèêðîïðîöåññîðíîå óñòðîéñòâî ñáîðà äàííûõ (ÓÑÄ);- ïåðñîíàëüíûé êîìïüþòåð (ÏÊ).



Îöåíêà âðåìåííîé ñòàáèëüíîñòè äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ÌÏÓ 77Òåõíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïëåêñà- îïåðàöèîííàÿ ñðåäà ÏÎ . . . . . . . . . . . .Windows;- òî÷íîñòü ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ äëÿ ðàáî÷èõ òåìïåðà-òóð äî 25◦Ñ, íå áîëåå . . . . . . . . . . . . . . . 1%;- òî÷íîñòü ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ äëÿ ðàáî÷èõ òåìïåðà-òóð äî 400◦Ñ, íå áîëåå . . . . . . . . . . . . . . . 3%;- ÷èñëî èçìåðèòåëüíûõ êàíàëîâ . . . . . . 24;- ïðîãðàììíûé âûáîð òèïà äàò÷èêà;- êîíòðîëü ïîäêëþ÷åíèÿ äàò÷èêîâ;- íàñòðîéêà ðåæèìîâ èçìåðåíèé;- âèçóàëüíûé êîíòðîëü èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ â ðåàëüíîì âðåìåíè;- ìîíèòîðèíã òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìåìáðàí;- êîððåêöèÿ ãðóáûõ îøèáîê èçìåðåíèé;- íàñòðîéêà èçìåðèòåëüíûõ êàíàëîâ ÓÑÄ;- àâòîìàòè÷åñêàÿ êàëèáðîâêà äàò÷èêîâ è èçìåðèòåëüíûõ êàíàëîâ ÓÑÄ.Ïðîâåðêå âðåìåííîé ñòàáèëüíîñòè äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïîäâåðãàëàñü ïàð-òèÿ àðòè�èöèðîâàííûõ õëîïàþùèõ ìåìáðàí ÌÕ200 (çàâ.� 65, 68, Â25) ïîñëå íà-ðàáîòêè 23300 ÷àñîâ ýêñïëóàòàöèè â ñîñòàâå ÓÏÌ 4,5 ÁÁÍ � 14-03/447 ðåàêòîð-íîé óñòàíîâêè ÁÍ-600 òðåòüåãî ýíåðãîáëîêà Áåëîÿðñêîé ÀÝÑ, à òàêæå ðåçåðâíàÿïàðòèÿ ìåìáðàí ÌÕ200 (çàâ.� 54, 62).

�èñóíîê 2 � Îêíî ïðîãíîçèðîâàíèÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàí



78 ÁåëèêîâÍ.Â., ÇàíèìîíåöÞ.Ì., ÊàêóðèíÀ.Ì., ÏàâëîâÂ.Â., Òðåïà÷åâà�.Í.Ïîñëå óñòàíîâêè èñïûòûâàåìîé ìåìáðàíû â ìåìáðàííûé óçåë ñîçäàþòñÿ íåîá-õîäèìûå ðàáî÷èå óñëîâèÿ åå êðàåâîãî çàêðåïëåíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àáñî-ëþòíóþ ãåðìåòè÷íîñòü ïîëîñòè ïîä êóïîëîì ìåìáðàíû ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíåéñðåäå. Â ãåðìåòè÷íóþ ïîëîñòü ïîä êóïîë ìåìáðàíû îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà ïîäà-åòñÿ ïëàâíî íàðàñòàþùåå è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå ïî âûïóêëîé ïîâåðõíîñòèìåìáðàíû äàâëåíèå ðàáî÷åé ñðåäû.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ðàáî÷åå îêíî ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ êîìïëåêñà ¾ÀÑÄ-Ì¿. Â îêíå îòîáðàæàåòñÿ ãðà�èê èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ïîä êóïîëîì ìåìáðàíû èïåðåìåùåíèå êóïîëà ìåìáðàíû ïîä âîçäåéñòâèåì äàâëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû.Â ïðîöåññå ïðîãíîçèðîâàíèÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ àíàëèçèðóåòñÿ õàðàêòåðèçìåíåíèÿ ðàáî÷åé õàðàêòåðèñòèêè ìåìáðàíû ¾äàâëåíèå � ïåðåìåùåíèå êóïî-ëà¿. Íà èíòåðâàëå, îïðåäåëÿåìîì êîëè÷åñòâîì òî÷åê àïïðîêñèìàöèè, ìîäåëèðó-åòñÿ íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü P = f(x), è îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ïðî-èçâîäíîé dP/dx êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî ìîìåíò ïðèáëèæåíèÿìåìáðàíû ê ñîñòîÿíèþ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (õëîïêó). Òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿäàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàíû ïîäáèðàåòñÿ âàðüèðîâàíèåì êîý��èöèåíòàìè÷óâñòâèòåëüíîñòè àëãîðèòìà îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ïî ðåçóëüòà-òàì ìîäåëèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äàâëåíèå ñðàáàòûâàíèÿ ìåìáðàíû è âûðàáàòû-âàåòñÿ ñèãíàë íà óïðàâëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûì êëàïàíîì, êîòîðûé ðàçãåðìåòè-çèðóåò ÿ÷åéêó ïîä ìåìáðàíîé äî ìîìåíòà åå ðàçðóøåíèÿ.Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿïàðòèè ìåìáðàí, âûâåäåííûõ èç ýêñïëóàòàöèè è ðåçåðâíûõ ìåìáðàí.Òàáëèöà 1� Ïðîãíîçèðóå- Ïðîãíîçèðóå- Ïðîãíîçèðóå- ÄàòàÌÕ ìîå Pñðàá ìîå Pñðàá ìîå Pñðàá èçãîòîâëåíèÿïðè òåìïåðà- ïðè òåìïåðà- ïðè òåìïåðà- ÌÕòóðå 250◦Ñ òóðå 250◦Ñ òóðå 250◦ÑÌÏà (êãñ/ñì2) ÌÏà (êãñ/ñì2) ÌÏà (êãñ/ñì2)(ïðè èçãîòîâ- (ïîñëå 23300 (ðåçåðâíûå)ëåíèè) ÷àñîâ ýêñïëóà-òàöèè)54 0.243 (2.48) 0.238 (2.43) 04.11.200362 0.251 (2.56) 0.239 (2.44) 04.11.200365 0.251 (2.56) 0.239 (2.44) 04.11.200368 0.253 (2.58) 0.244 (2.49) 04.11.2003Â25 0.248 (2.53) 0.238 (2.43) 12.03.2008Ïðîâåäåííûå èñïûòàíèÿ õëîïàþùèõ ìåìáðàí íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü è ñòàáèëü-íîñòü äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïîêàçûâàþò:- ïîñëå 23300 ÷àñîâ ýêñïëóàòàöèè ìåìáðàí � 65,68, Â25 â ñîñòàâå ÓÏÌ 4,5ÁÁÍ � 14-03/447 ðåàêòîðíîé óñòàíîâêè ÁÍ-600 èõ ðàáî÷èå ïàðàìåòðû äàâëåíèåè òî÷íîñòü ñðàáàòûâàíèÿ íå èçìåíÿþòñÿ è îñòàþòñÿ â çàäàííûõ ãðàíèöàõ ðàáî÷åãî



Îöåíêà âðåìåííîé ñòàáèëüíîñòè äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ÌÏÓ 79äèàïàçîíà 0.245ÌÏà ±3%, óêàçàííîãî â òåõíè÷åñêèõ òðåáîâàíèÿõ ê èçãîòîâëåíèþè èñïûòàíèÿì ìåìáðàí;- äàâëåíèå è òî÷íîñòü ñðàáàòûâàíèÿ ðåçåðâíûõ ìåìáðàí � 54,62 òàêæå íå èç-ìåíÿþòñÿ è îñòàþòñÿ â çàäàííûõ ãðàíèöàõ ðàáî÷åãî äèàïàçîíà 0.245 ÌÏà ±3%;- âðåìåííàÿ ñòàáèëüíîñòü äàâëåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ðåçåðâíûõ ìåìáðàí ñîõðà-íÿåòñÿ â òå÷åíèå 10 ëåò õðàíåíèÿ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïüÿíêîâ Á. �., Êàêóðèí À.Ì., Þäèí À.Ñ. // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ. Êàâê. ðåãèîí. Åñòåñòâ.íàóêè. 1999. � 2. Ñ. 22�24.[2℄ Belikov N.V., Zanimonets Y.M., Pavlov V.V., Kakurin A.M., Yudin A. S. NewApproa
hes to the problem of in
rease of a

ura
y and stability of 
riti
al loadings ofbursting disks // Abstra
ts of Russian-Taiwanese Symposium ¾Physi
s and Me
hani
sof New Materials and Their Appli
ations"(Rostov-on-Don, June 4�6, 2012). Rostov-on-Don: SFU Press, 2012. P. 12.Belikov N.V. Zanimonets Yu.M., Kakurin A.M., Pavlov V.V., Trepa
heva G.N.Assessment of temporal stability of safety membrane bu
kling pressure for rea
tor devi
es. Theresults of non-destru
tive 
ontrol of bu
kling pressure of arti�
al 
lapping membranes for theassessment of their operational lifetime are presented.



Î ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ È ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÒÎÍÊÈÕ ÑÒÅ�ÆÍÅÉÁåëÿåâ À.Ê.1, Ìîðîçîâ Í.Ô.2, Òîâñòèê Ï.Å.2
1 Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ �ÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

2 Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò�àññìàòèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå òîíêîãî ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì ïðîäîëüíî-ãî óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí. �åçóëüòàòû ñðàâ-íèâàþòñÿ ñ ðåøåíèåì Èøëèíñêîãî�Ëàâðåíòüåâà. Îáíàðóæåíà ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòüðåøåíèÿ îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè óäàðíîãî èìïóëüñà.1. Ââåäåíèå. Îñíîâû èññëåäîâàíèé ïî ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé çà-ëîæåíû â òðóäàõ Ë.Ýéëåðà [1℄. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ,ïðîâåäåííûå ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè [2�5℄, óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü äîñòàòî÷-íî îñòîðîæíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ñòàòèêè â óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêîãî íàãðó-æåíèÿ. Æåëàòåëüíî ïðîñëåäèòü âûøåóêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèìåíèòåëüíî êèññëåäîâàíèþ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè [6,7℄. Â ðàáîòå 1949 ãîäà Èøëèíñêèé è Ëàâðåí-òüåâ [8℄ îáðàòèëè âíèìàíèå íà ñïåöè�èêó ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èññëåäî-âàíèè íà óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ. Â ïðåäëà-ãàåìîì äîêëàäå, îñíîâàííîì íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [9℄, ïðîâîäèòñÿ àíàëèç çàäà÷èÈøëèíñêîãî�Ëàâðåíòüåâà (ÈË), îïðåäåëÿþòñÿ è óòî÷íÿþòñÿ çîíû íåóñòîé÷èâî-ñòè.2. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Â áåçðàçìåð-íûõ ïåðåìåííûõ ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëüíûõ âîëí â âÿçêî-óïðóãîì ñòåðæíå èåãî ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè
(

1 +
δ

ω

∂

∂t

)
∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
,

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −ε0(t) = −P0(t)

ES
, u(1, t) = 0, (1)

µ2

(
1 +

δ

ω

∂

∂t

)
∂4w

∂x4
+

∂

∂x

(
ε(x, t)

∂w

∂x

)
+
∂2w

∂t2
= 0, ε(x, t) = −∂u

∂x
. (2)Çäåñü âñå ëèíåéíûå ðàçìåðû îòíåñåíû ê äëèíå ñòåðæíÿ, à âðåìÿ � ê âðåìåíè ïðî-áåãà ïðîäîëüíîé âîëíû ïî åãî äëèíå, u(x, t) è w(x, t) � ïðîäîëüíîå è ïîïåðå÷íîåïåðåìåùåíèÿ, P0(t) > 0 � ñæèìàþùàÿ ñèëà íà êîíöå ñòåðæíÿ, E � ìîäóëü Þí-ãà, ε(x, t) � ïðîäîëüíàÿ äå�îðìàöèÿ (ε(x, t) > 0 ïðè ñæàòèè), δ � êîý��èöèåíòâÿçêîñòè, ω � õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, µ � ìàëûé ïàðàìåòð òîëùèíû è

ℓ = 1/µ � ïàðàìåòð äëèíû,
µ2 =

J

SL2
=
( r
L

)2

≪ 1, r =

√
J

S
, (3)ãäå L, S, J � äëèíà ñòåðæíÿ, ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è åãî ìîìåíò èíåð-öèè, r � ðàäèóñ èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè êîíöûñòåðæíÿ ïðåäïîëàãàåì øàðíèðíî îïåðòûìè (w(x, t) = w′′(x, t) = 0 ïðè x = 0, 1).



Î ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè òîíêèõ ñòåðæíåé 812. �åøåíèå Èøëèíñêîãî�Ëàâðåíòüåâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîäîëüíûåâîëíû â ñòåðæíå îòñóòñòâóþò (èëè èñ÷åçëè â ñâÿçè ñ çàòóõàíèåì) è ðàññìàòðèâà-åòñÿ óðàâíåíèå (2) ïðè δ = 0, ε(x, t) = ε0 = const > 0 :
µ2∂

4w

∂x4
+ ε0

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂t2
= 0. (4)Ýéëåðîâà êðèòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ ðàâíà ε∗ = µ2π2. Ïðè ε0 > ε∗ âîçìîæíàïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïî m0 = [ε0/(µπ)] ïåðâûì �îðìàì, ãäå [z] � öåëàÿ ÷àñòü z.Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â âèäå

w(x, t) =

m0∑

m=1

(
Bm1e

αmt +Bm2e
−αmt

)
sin(mπx) +

∞∑

m=m0+1

(Bm3 cos(omt+ βm) sin(mπx),ãäå ïîñòîÿííûå Bmi, βm îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
αm =

√
ε0m2π2 − µ2m4π4, ωm =

√
µ2m4π4 − ε0m2π2. (5)Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ñêîðîñòü ðîñòà àìïëèòóäû m-îé �îðìû ïîòåðè óñòîé-÷èâîñòè ïàðàìåòðîì αm. Ýòà ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà ïðè îäíîì èç öåëûõ m, áëè-æàéøèõ ê çíà÷åíèþ m∗ =

√
ε0/2/(µπ). Ñ ðîñòîì äå�îðìàöèè ñæàòèÿ ε0 ðàñòåòêàê ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà àìïëèòóäû α0(ε0) = maxm{αm(ε0)}, òàê è íîìåðñîîòâåòñòâóþùåé �îðìû.3. �àñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëüíûõ âîëí. Â ïîäõîäå ÈË ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òîïðîäîëüíàÿ äå�îðìàöèÿ ε(x, t) ïîñòîÿííà. Íàéäåì ñíà÷àëà çàâèñèìîñòü ε(x, t) èççàäà÷è (1) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ε0(t) = ε0 =

const, ò. å. äëÿ èìïóëüñà íåîãðàíè÷åííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè. Ïîëó÷àåì [9℄
ε(x, t) = ε0(1 + ψ(x, t)), ψ(x, t) = −

∞∑

k=1

2

νk
e−δνk/2 cos(νkx) sin(νkt), (6)ãäå νk = (k−0.5)π � ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, îäèí êîíåö êîòîðîãîçàêðåïëåí, à äðóãîé ñâîáîäåí. Ïðè δ = 0 ðåøåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è �óíêöèÿ

ε(x, t) ïåðèîäè÷íà ïî âðåìåíè (u(x, t) = u(x, t + 4)). Ïðè 0 < δ ≪ 1 ðåøåíèå (6)ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì.Äëÿ êðàòêîâðåìåííîãî èìïóëüñà äëèòåëüíîñòè τ (ε0(t) = ε0 ïðè t 6 τ è
ε0(t) = 0 ïðè t > τ) èìååì
ε(x, t) = 2ε0

∞∑

k=1

ψk(t)

νk
sin(νkx), ψk(t) =

{
(1 − cos(νkt))e

−δνkt/2, t 6 τ,
(cos(νk(t− τ)) − cos(νkt))e

−δνkt/2, t > τ.

(7)Ïðè δ = 0, t > τ ðåøåíèå (7) ïåðèîäè÷íî (u(x, t) = u(x, t+ 4)).4. Âîçáóæäåíèå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé, âûçâàííûõ ïðîäîëüíûì óäà-ðîì. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (2) èùåì â âèäå ðÿäà Ôóðüå
w(x, t) =

M∑

m=1

Xm(x)Tm(t), Xm(x) = sinmπx. (8)



82 Áåëÿåâ À.Ê., Ìîðîçîâ Í.Ô., Òîâñòèê Ï.Å.Ïðè δ = 0 �óíêöèè Tm(t), m = 1, 2, . . . , N, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé
d2Tm
dt2

+µ2m4π4Tm(t)−
N∑

n=1

amn(t)Tn(t) = 0, amn(t) = 2

∫ 1

0

ε(x, t)X ′
m(x)X ′

n(x)dx. (9)Êîý��èöèåíòû amn(t) ïåðèîäè÷íû (amn(t + 4) = amn(t)). �àñ÷åòû ïîêàçàëè,÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì �îðì êîëåáàíèé, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåò-ñÿ ÷åðåç ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëÿìè amn(t), m 6= n, à òàêæå êîìáèíàöèîííûìèðåçîíàíñàìè, îãðàíè÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì ãëàâíûõ ðåçîíàíñîâ. �åçîíàíñ èçãèá-íîé �îðìû Xm(x) èìååò ìåñòî ïðè 4µmm
2π = 1 èëè ℓm = 4m2π.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ðîñòà àìïëèòóäû ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (9) ïðè amn(t) = 0, m 6= n è èçâåñòíûì ñïîñîáîì [6,7℄ íà-õîäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ρm. Ïðè |ρm| > 1 íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé-÷èâî è ïàðàìåòð αm, ââåäåííûé â ï.2, ñâÿçàí ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåìïî �îðìóëå αvm = ln(|ρm|)/4.�àññìîòðèì ñíà÷àëà äëèòåëüíûé èìïóëüñ (6). Òîãäà amm(t) = m2π2ε0 + âmm(t),ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè âmm(t) ðàâíî íóëþ. Ïðè âmm(t) = 0 è ε0 > µ2m2π2èìååò ìåñòî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì ÈË. Ñëàãàåìîå

âmm(t), ó÷èòûâàþùåå ïðîäîëüíûå âîëíû, çàìåäëÿåò ðîñò àìïëèòóäû ïîïåðå÷íûõêîëåáàíèé è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ñ êðèòè÷åñêîé äëèíîé ℓ5 = 100π,ñîîòâåòñòâóþùåé m-îé �îðìå. Çàìåäëåíèå ðîñòà àìïëèòóäû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìî-äåëüþ ÈË èëëþñòðèðóåòñÿ äàííûìè â òàáëèöå 1, ãäå âåëè÷èíà a0 ââåäåíà â ï.2, ààíàëîãè÷íàÿ åé âåëè÷èíà av ó÷èòûâàåò ïðîäîëüíûå âîëíû.Òàáëèöà 1 � Ñðàâíåíèå âåëè÷èí α0 è αv

ε0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
α0 0.154 0.313 0.470 0.616 0.785 0.959 1.099 1.250
αv 0.153 0.307 0.446 0.588 0.712 0.855 0.977 1.091

�èñóíîê 1 � Ñêîðîñòè ðîñòà àìïëèòóä m-îé �îðìûÍà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû âåëè÷èíû αvm(ε0) äëÿ ε0 6 0.007. Íîìåð �îðìû
m óêàçàí âáëèçè êðèâîé è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 6 m 6 11. Ïàðàìåòðè-÷åñêèå ðåçîíàíñû îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ ðàíüøå ýéëåðîâûõ



Î ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè òîíêèõ ñòåðæíåé 83�îðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. �àíüøå äðóãèõ èìååò ìåñòî ðåçîíàíñ ñ m = 6∗ ïðè
0.00134 < ε0 < 0.00334. Ïðè m 6 5 ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ íåò.5. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïðè êðàòêîâðåìåííîì óäàðå. Ïðè êðàòêîâðå-ìåííîì óäàðå äëèòåëüíîñòüþ τ ïðîäîëüíàÿ äå�îðìàöèÿ ε(x, t) çàäàåòñÿ �îðìóëîé(7) è ñðåäíåå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà amm(t) â óðàâíåíèè (9) ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìóîïðåäåëÿþùåå âëèÿíèå íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè èìåþò íå ýéëåðîâû êðèòè÷åñêèåíàãðóçêè, à ïàðàìåòðè÷åñêèå ðåçîíàíñû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì τ = 1 èñòåðæåíü äëèíîé ℓ5 = 100π, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ m = 5. Íà ðèñ. 2ïðåäñòàâëåíû ñêîðîñòè ðîñòà àìïëèòóä αm(ε0) ïðè ε0 6 0.007.

�èñ. 2. Ôóíêöèè αm(ε0) ïðè êðàòêîâðåìåííîì óäàðå.Â îòëè÷èå îò äëèòåëüíîãî óäàðà ïðè m = 5 ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòü íà÷èíàåòñÿñî çíà÷åíèÿ ε0 = 0, �îðìû m = 1 è m = 2 â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå ε0 íåâîçáóæäàþòñÿ, à îñòàëüíûå �îðìû âîçáóæäàþòñÿ ïðè ε0 > 0.0008.Ïðè τ = 1 óðîâåíü âîçáóæäåíèÿ íåðåçîíàíñíûõ �îðì ñîïîñòàâèì ñ óðîâíåìäëÿ äëèòåëüíîãî èìïóëüñà, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 1. Ïðè τ 6 2 óðîâåíü âîçáóæäåíèÿïðèáëèæåííî ïðîïîðöèîíàëåí èìïóëüñó p = ε0τ .6. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü. Íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ïðîãèáîâ ñî âðåìåíåì ãîâîðèòî òîì, ÷òî ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïðèãîäíà ëèøü íà íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ. Ó÷åòñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåò ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1 è 2 ðåçóëü-òàòû. Ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê íåëèíåéíîé ìîäåëè. Äëÿ äëèòåëüíîãî èìïóëüñà ïðè
ε0 > ε∗ = µ2π2 ñòåðæåíü â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèìåò �îðìó îäíîé èç óñòîé÷èâûõýëàñòèê Ýéëåðà. Äëÿ êðàòêîâðåìåííîãî èìïóëüñà ïðè íåëèíåéíîì ïîäõîäå äâè-æåíèå ïðèíèìàåò õàðàêòåð áèåíèé ñ ïåðåêà÷êîé ýíåðãèè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé âïîïåðå÷íûå è íàîáîðîò.Áóäåì èñõîäèòü èç ïðèíöèïà Îñòðîãðàäñêîãî��àìèëüòîíà, ïðèíèìàÿ âûðàæå-íèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â âèäå
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0
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∂2w

∂x2
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dx, ε =
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∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

. (10)Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåì â âèäå ðÿäîâ ïî �îðìàì êîëåáàíèé
u(x, t) =

K∑

k=1

ak(t) sin((k − 0.5)πx), w(x, t) =

N∑

n=1

bm(t) sin(mπx). (11)



84 Áåëÿåâ À.Ê., Ìîðîçîâ Í.Ô., Òîâñòèê Ï.Å.Â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ïîëó÷àåì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ak(t) è bm(t).Íèæå ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè K = N = 5 â (11),
τ = 0.5, ε0 = 0.002 íà èíòåðâàëå 0 6 t 6 1000. �àññìàòðèâàåì áåçðàçìåðíûåäëèíû ℓm = 4πm2, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì ðåçîíàíñàì ïðè m = 2, 3, 4. Íà÷àëü-íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå m-îé �îðìå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áåðåì ðàâíûìè
bm(0) = 0.001, à îñòàëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñ÷èòàåì ðàâíûìè íóëþ.

�èñ. 3. Âçàèìîäåéñòâèå ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïðè m = 2, 3, 4 è ñîîòâåòñòâóþùèåãðà�èêè �óíêöèè a1(t), îïèñûâàþùåé ãëàâíóþ ÷àñòü ïðîäîëüíîãî âîçìóùåíèÿ.Ïðè íàëè÷èè ñîïðîòèâëåíèé ïðèõîäèì ê çàòóõàþùèì áèåíèÿì.Ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíòû 12.01.92000.ÍÈÑ-à, 13.01.00523-à.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ýéëåð Ë. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ êðèâûõ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ìàêñèìóìà ëèáî ìè-íèìóìà. Ì.-Ë. �ÒÒÈ. 1934. 600 ñ.[2℄ Hut
hinson W. J., Budiansky B. Dynami
 Bu
kling Estimates // AIAA Journal. 1966.V. 4. � 3. P. 527-530.[3℄ Knauss W.G., Ravi-Chandar K. Intern. J. Fra
ture. 1985. V. 27. P. 127-143.[4℄ Ìîðîçîâ Í.Ô., Ïåòðîâ Þ.Â. Ïðîáëåìû äèíàìèêè ðàçðóøåíèÿ. Èçä-âî ÑÏá�Ó.1997. 129 ñ.[5℄ Bratov V.A., Morozov N.F., Petrov Yu. V. Dynami
 Strength of Continuum.St.Petersburg Univ. Press. 2009. 223 p.[6℄ Áîëîòèí Â. Â. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà. 1956. 600 ñ.[7℄ Âîëüìèð À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü ñæàòûõ ñòåðæíåé ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè //Ñòðîèò. ìåõ. è ðàñ÷åò ñîîðóæåíèé. 1960. � 1. Ñ. 6-9.[8℄ Ëàâðåíòüåâ M.A., Èøëèíñêèé À.Þ. Äèíàìè÷åñêèå �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèóïðóãèõ ñèñòåì // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�. 1949. Ò. 64. � 6. Ñ. 776-782.[9℄ Ìîðîçîâ Í.Ô., Òîâñòèê Ï.Å. Äèíàìèêà ñòåðæíÿ ïðè ïðîäîëüíîì óäàðå // ÂåñòíèêÑÏá�Ó. Ñåð. 1. 2009. � 2. Ñ. 105-111.Belyaev A.K., Morozov N. F., Tovstik P. E. On stati
 and dynami
 instability ofthin rods. Dynami
 behavior of thin rod under a
tion of longitudinal impa
t is studies forpropagation of the longitudinal waves. Results are 
ompared with the solution obtained byIshlinsky and Lavrent'ev. The results are shown to depend essentially on the impa
t duration.



ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈ ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀÂ ÓÏ�Ó�ÎÉ ÊËÈÍÎÂÈÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÅÁåðêîâè÷ Â.Í.Ôèëèàë Ìîñêîâñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà òåõíîëîãèé è óïðàâëåíèÿèì. Ê. �. �àçóìîâñêîãî, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂîïðîñû ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â ðàçëè÷íûõâîïðîñàõ ãåî�èçèêè, äèíàìèêè ñòðîèòåëüíûõ ñîîðóæåíèé è ìàøèíîñòðîèòåëüíûõêîíñòðóêöèé, à òàêæå â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, îñíîâàííûõ íà èñ-ïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòíî àêòèâíûõ âîëí (ÏÀÂ). Äåòàëüíûé àíàëèçïðîöåññîâ ëîêàëèçàöèè êîëåáàíèé â ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòûõ ñðåäàõ äàí â [1℄ è äð. Äëÿóïðóãèõ îáëàñòåé êëèíîâèäíîãî òèïà àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âûøåóêàçàííûõ âî-ïðîñîâ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [2, 3, 4℄ ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ óãëîâ ðàñòâîðà êëèíà.Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè èìåþò ýìïèðè÷åñêèé õàðàêòåð è îáíàðóæåíûàâòîðîì ëèøü â ðóêîâîäñòâàõ ïî ñåéñìîðàçâåäêå [5℄ è äð.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ àíàëèçà âîïðîñîâ ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïðîöåññàâ îêðåñòíîñòè ãðàíåé è ðåáðà êëèíîâèäíîé ñðåäû ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñ-ïîëüçîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà �àìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî â �îðìå Òðå��òöà[6℄. Ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ �óíê-öèé âûáèðàþòñÿ �óíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèé (ÔÈ�) Ñìèðíîâà-Ñîáîëåâà äëÿâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìûå ïëîñêèìè ¾êîìïëåêñíûìè¿ âîëíàìè. Äëÿ èññëåäîâà-íèè âîïðîñîâ ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïðîöåññà â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû êëèíî-âèäíîé ñðåäû θ = α îáùåå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ âåêòîðà ñìåùåíèé V(r, θ, t) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ â âèäå [7℄:
2µV = −∇F + 4(1 − ν)Ψ, F (r, θ, t) = Ψ0(r, θ, t) + rΨr(r, θ, t)

{
Ψr = Ψ1(r, θ, t) cos(α − θ) + Ψ2(r, θ, t) sin(α − θ)

Ψθ = −Ψ1(r, θ, t) sin(α − θ) + Ψ2(r, θ, t) cos(α − θ)

Ψ = {Ψr(r, θ, t), Ψθ(r, θ, t)}

∇2Ψ0 −
1

p2

∂2Ψ0

∂t2
=

(
1

p2
− 1

s2

)
r
∂2Ψr

∂ t2
∇2Ψ1,2 −

1

s2

∂2Ψ1,2

∂ t2
= 0

Ψ1(r, θ, t) = m Imf1

[
t − r

c
cos ϕ − i

r

c
m sin ϕ

]
, 0 < ϕ <

π

2
, ϕ = α−θ (1)

Ψ2(r, θ, t) = Ref1

[
t − r

c
cos ϕ − i

r

c
m sin ϕ

]
,Ψ0(r, θ, t) = Φ00(r, ϕ, t) − rΨr(r,ϕ, t)

Φ00(r, ϕ, t) = Ref0

[
t − r

c
cos ϕ − i

r

c
M sin ϕ

]
,

M =
√

1 − c2/p2, m =
√

1 − c2/s2 , 0 < θ 6 αÏðè àíàëèçå ïðîöåññîâ ëîêàëèçàöèè âîëí â îêðåñòíîñòè ðåáðà ïðîñòðàíñòâåííîé êëè-íîâèäíîé ñðåäû (¾êëèíîâûå âîëíû¿)òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû [7℄, ïðè ýòîì ÔÈ�èìåþò âèä, àíàëîãè÷íûé ïðåäûäóùåìó:
2µu = −∇F + 4(1 − ν)Ψ, F = Ψ0(r, θ, z, t) + rΨr(r, θ, z, t) + zΨz(r, θ, z, t)
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Ψ = {Ψr(r, θ, z, t), Ψθ(r, θ, z, t), Ψz(r, θ, z, t)}





Ψr = Ψ1(r, θ, z, t) cos θ + Ψ2(r, θ, z, t) sin θ
Ψθ = −Ψ1(r, θ, z, t) sin θ + Ψ2(r, θ, z, t) cos θ
Ψz = Ψ3(r, θ, z, t)

Ψ1,2 =

{
ℜf1,2

(
t − z

w
− i

r

w

√
1 − w2

s2
cos(θ − θ0)

)
cos θ0 (2)

Ψ3 =
√

1 − w2

s2

{
ℑf1

(
t − z

w − i rw

√
1 − w 2

s2
cos( θ − θ0)

)
cos θ0 +

+ℑf2

(
t − z

w − i rw

√
1 − w2

s2
cos( θ − θ0)

)
sin θ0

}

Ψ0 = ℜ
{

f0

(
t − z

w
− i

r

w

√
1 − w2

s2
cos( θ − θ0)

)
− rΨ1 cos θ + Ψ2 sin θ − zΨ3

}Â ñîîòíîøåíèÿõ (1), (2) θ0 � ñâîáîäíûé óãëîâîé ïàðàìåòð, óãîë 0 < θ 6 α îòñ÷è-òûâàåòñÿ îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû ϕ = α , ñîîòâåòñòâóþùåé θ = 0, �óíêöèè f0,1,2(ζ) =∑∞
k=1 b

(0,1,2)
k ζk− ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ζ, âå-ëè÷èíû s , p� ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ âîëí ñîîòâåòñòâåí-íî, ñ, w � �àçîâûå ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ è êëèíîâûõ âîëí ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèçàäàíèè ðåæèìà óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îáëàñòè óêàçàííûå �óíêöèèìîæíî âûáðàòü â âèäå f0,1,2(z) = B0,1,2 exp(−iω z), ãäå B0,1,2−ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿí-íûå. Êàê ñëåäóåò èç (1), (2) àìïëèòóäà èñêîìûõ âîëí áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòüïðè óäàëåíèè ïî íîðìàëè îò ëèíèè θ = 0, ëèáî ðåáðà r = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþâîçíèêíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ, ëèáî êëèíîâûõ âîëí ñîîòâåòñòâåííî.Â çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí äëÿ ïëîñêîé êëèíîâèäíîé îáëàñòè óäàåò-ñÿ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óäîâëåòâîðèòü òîëüêî îäíîìó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

{σϕ, τrϕ}|θ=α = 0, ïðèâîäÿùåìó ê óðàâíåíèþ äëÿ ñêîðîñòè âîëíû �åëåÿ,íå îáëàäàþùåé äèñïåðñèåé. Ïðè àíàëèçå êëèíîâûõ âîëí, òàêæå íå èìåþùèõ äèñïåð-ñèè, ïîïûòêà óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå íå ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿì äèíàìè÷åñêîé òåîðèèóïðóãîñòè è âñåì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ îòûñêèâàþòñÿ òî÷-êè ñòàöèîíàðíîñòè (îáîáùåííûå îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ) �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ H(u) �à-ìèëüòîíà - Îñòðîãðàäñêîãî [9℄ íà ìíîæåñòâå ÔÈ� (1), (2):
H(u) =

t2∫

t1

a(u)dt −
t2∫

t1

b(u)dt = A(u) − B(u) (3)
a(u) =

∫∫

Ω

W (u) dΩ , b(u) = 1
2ρ

∫∫

Ω

(
∂ u

∂ t

)2
dΩ , u = u(r, ϕ, z, t), ∀t2 > t1 > 0ãäå W (u) � óïðóãèé ïîòåíöèàë ñðåäû, ρ− å¼ ïëîòíîñòü. Ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå�óíêöèè â (2) ìîæíî âûáðàòü ñðåäè �óíêöèé âèäà :

f(ξ) =

∞∑

n=1

bnξ
n, g(ζ) =

∞∑

n=1

dnζ
n (4)

ξ = exp
[
−iω(t − c−1r cos ϕ) − ωc−1Mr sinϕ)

]

ζ = exp
[
−iω(t − z

w
) − rω

w
P cos(θ − θ0)

]
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M =

√
1 − c2/p2

(
M =

√
1 − w2/s2

)
P =

√
1 − w2/p2

(
P =

√
1 − w2/s2

)Ââåäåì �óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî L2,T

{
W 1

2 (Ω)
} ñî ñìåøàííîé íîðìîé:

‖u ‖2
L2,T{W 1

2 (Ω)} =

∫

T

‖u(t) ‖2
W 1

2 (Ω) dt, T = (t1, t2)Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå íèæå ñèñòåìû �óíêöèé, óêàçàííûå â ðàçëîæåíèÿõ (4)
{

exp
[
−iωn(t − c−1r cos ϕ) − ωc−1n Mr sin ϕ

] }

{
exp[−iω(t − zw−1) − rw−1ωP cos(θ − θ0)]

}ïîëíû â L2,T

{
W 1

2 (Ω)
}, Ω = {(r, ϕ) : 0 < r < ∞, 0 < ϕ 6 π/2}, ∀T = [t1, t2].Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäàõ òåîðèè àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé â êîìïëåêñíîéîáëàñòè [10℄.Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèé f0,1,2(z) è èõ ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáè-íàöèÿìè ïîëíûõ ñèñòåì �óíêöèé èç òåîðåìû 1 ïðèâîäèò ê àïïðîêñèìàöèè âåêòîðà ñìå-ùåíèé â �îðìå ûN (r, ϕ, t) =

∑N
k=1 B

(N)
k uk(r, ϕ, t). Òîãäà, ñîãëàñíî ìåòîäó Òðå��òöà, èçóñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè δH(u − ûN ) = 0 ïðè óñëîâèè (B(ûN ), ûN ) = 1 âûòåêàåò îäíî-ðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî B

(N)
k , ãäå ó÷òåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå

σ(u)|∂Ωα
= 0:

N∑

n=1

B(N)
n




t2∫

t1

∫

∂Ω

σ(un) · uk dl dt −
∫∫

Ω

un ·
∂ uk

∂ t

∣∣∣∣
t2

t1

dΩ


 = 0, ∀t1,2 ∈ R1

+, k = 1, 2, ... (5)Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïðîöåññà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðèíöèïïðåäåëüíîé àìïëèòóäû. Â ðàáîòå óñòàíîâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîððåêòíîñòü ïðèìåíå-íèÿ ýòîãî ïðèíöèïà â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ�îðìóëèðîâàííèæå äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ. Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå îí èìååò àíàëîãè÷íûé âèä.Òåîðåìà 2.Ïóñòü u(r, ϕ, t) åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â êëè-íîâèäíîé îáëàñòè Ω, à �óíêöèÿ w(r, ϕ, t) = w̃(r, ϕ) exp(−iωt) - ðåøåíèåñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â òîé æå îáëàñòè. Òîãäàñïðàâåäëèâà îöåíêà:
‖ u(r, ϕ , t) exp(iω t) − w̃ (r, ϕ)‖W 1

2 (Ω) < C exp(−ε t) , t → ∞ (C = const) (6)Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ [11,12℄.Â ñëó÷àå, åñëè èñòî÷íèê êîëåáàíèé ñòîõàñòè÷åñêèé è ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíûé ïðî-öåññ òèïà Âèíåðà, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò èñòî÷íèêîâ êîëå-áàòåëüíûé ïðîöåññ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, êàê è â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå, ñòðåìèòñÿê óñòàíîâèâøåìóñÿ. Â ñëó÷àå àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Ïóñòü u(r, ϕ, t) åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷èäëÿ êëèíîâèäíîé îáëàñòè Ω, ñî ñëó÷àéíûì êîëåáàòåëüíûì ïðîöåññîì òèïà Âèíåðà íàó÷àñòêå ãðàíèöû Ω, à �óíêöèÿ w(r, ϕ, t) = w̃(r, ϕ) exp(−iωt)− ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåéêðàåâîé çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â òîé æå îáëàñòè. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1(¾ïî÷òè íàâåðíîå¿) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûé ïðåäåë :
Pr
{

lim
t→∞

‖ u(r, ϕ , t) exp(iω t) − w̃ (r, ϕ)‖W 1
2 (Ω) = 0

}
= 1 (7)



88 Áåðêîâè÷ Â.Í.Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ïðåäûäóùåãî ðåçóëüòàòà è ðåçóëüòàòîâòåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [13, 14℄.Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (6) ïðè äåòåðìèíèðîâàííûõ èñòî÷íèêàõ êîëåáàíèéâûòåêàåò ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòà òåîðåìû 2 ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðè-òè÷åñêèõ óãëîâ ðàñòâîðà α∗, ïðè êîòîðûõ íà ãðàíÿõ êëèíà ïîÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòíûåâîëíû �åëåÿ:
lim
t→∞





lim
N→∞

det

∥∥∥∥∥∥

t∫

t0

∫

∂Ω

σ(un) · uk dl dt −
∫∫

Ω

un ·
∂ uk

∂ t

∣∣∣∣
t

t0

dΩ

∥∥∥∥∥∥
N×N





= 0 (8)Â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ ïîñëåäíèé ïðåäåë äîëæåí ïîíèìàòü-ñÿ â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå (7) ¾ïî÷òè íàâåðíîå¿.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ â èñõîäíûõ ðàâåíñòâàõ (1), (2) óõîäÿùèõ âîëí â ñî-îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Çîììåð�åëüäà, êðèòè÷åñêèå óãëû ðàñòâîðà êëèíà α∗ äîëæíûóäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 0 < α∗ 6 π/2. Ïðè óãëàõ ðàñòâîðà êëèíà α > π/2 âîëíîâîéðåæèì âèäà (1), (2) íà ãðàíèöå θ = 0 ìåíÿåò ñâîé õàðàêòåð. Ïðè àíàëèçå ëîêàëèçàöèèâîëíîâîãî ïðîöåññà â ïðîñòðàíñòâåííîì êëèíå èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ÔÈ�.Ïðè ýòîì â îòëè÷èå îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ êëèíîâûå âîëíû â îêðåñòíîñòè ðåáðà ïîÿâëÿ-þòñÿ ïðè ëþáûõ îñòðûõ óãëàõ α ðàñòâîðà êëèíà, ïðè ýòîì w = w(α) Â ñëåäóþùåéíèæå òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñêîðîñòåé ïîâåðõíîñòíûõâîëí �åëåÿ cR è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êðèòè÷åñêèõ óãëîâ ðàñòâîðà α∗ êëèíîâèäíîé îáëà-ñòè, ðàññ÷èòûâàåìûõ ïî óðàâíåíèþ (8), ïðèâåäåíû äëÿ íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ ãåîëîãè÷å-ñêèõ ïîðîä ïðèïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ çåìíîé êîðû.Êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû,ïðèâåäåííîéíèæå, êðèòè÷åñêèå óãëû ðàñòâîðà α∗ êëèíîâèäíîé îáëàñòè îêàçûâàþòñÿ â èíòåðâàëå
0 < α∗ < π/2. Ïîñêîëüêó ïðè ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ äëÿêëèíîâèäíîé îáëàñòè, òî çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íå çàâèñèò îò õàðàêòåðàêîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà, ãåíåðèðóåìîãî èñòî÷íèêàìè íà ó÷àñòêå ãðàíèöû êëèíîâèäíîéñðåäû. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñêîðîñòåé w = w(α) êëèíîâûõ âîëí ïðåäñòàâëåíûâ ðàáîòàõ [2,3℄Òàáëèöà 1 � Ñêîðîñòè âîëí è êðèòè÷åñêèå óãëû ðàñòâîðà êëèíîâèäíîé îáëàñòè� Ìàòåðèàë Ñêîðîñòüâîëíû ñäâèãàs, êì/ñ Ñêîðîñòü ïîâåðõ-íîñòíîé âîëíû�åëåÿ â êëèíå
R , êì/ñ Êðèòè÷åñêèéóãîë ðàñòâîðàêëèíà

α∗, ãðàä1. Ïî÷âû ïåñ÷àíî-ãëèíèñòûå, ñóõèå 0,1000,1500,2000,300 0, 0920,1380,1840,276 81,981,280,679,42. Ìåðçëîòà, ëåä 1,2501,3501,450 1,1501,2421,334 70,669,969,13. Èçâåñòíÿê 1,3001,4201,520 1,1961,3061,394 70,269,368,54. �ëèíà âîäîíàñûùåííàÿ 1,7501,850 1,6101,702 66,866,0
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ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉÎÁÎËÎ×ÊÈ Ñ ÁÀÍÄÀÆÎÌ ÈÇ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÎ�ÎÌÀÒÅ�ÈÀËÀ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÑÄÂÈ�ÀÁåñ÷åòíèêîâ Ä.À., Ëüâîâ �.È.Íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò¾Õàðüêîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò¿Â äàííîé ðàáîòå, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê ñ êîíå÷íîé ñäâèãîâîéæåñòêîñòüþ, áûëî âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàëüíîé öè-ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñêëååííîé ñ áàíäàæîì èç ñòåêëîïëàñòèêà. Îïðåäåëåíî âëèÿíèåãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè íà ïîÿâëåíèå îòðûâíûõ óñèëèé ìåæäó åå ýëå-ìåíòàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðà�èêîâ.1. Ââåäåíèå. Ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü òðàíñïîðòèðîâêè íå�òå-ãàçîïðîäóêòîâ îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ìàãèñòðàëüíûìè òðóáîïðîâîäàìè, èçíîñ êîòîðûõ, â ðåçóëüòàòå âîç-äåéñòâèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû è ðàáî÷èõ íàãðóçîê, òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ ïåðèîäè-÷åñêèõ ìîíèòîðèíãîâ è ðåìîíòíûõ ðàáîò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç íàèáîëååý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðåìîíòà ìàãèñòðàëüíûõ òðóáîïðîâîäîâ áåç îñòàíîâêè èõýêñïëóàòàöèè ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâêà áàíäàæåé èç ïîëèìåðíûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðè-àëîâ [1, 2℄. Òàêèå ìàòåðèàëû â ñðàâíåíèè ñ òðàäèöèîííûìè îáëàäàþò ðÿäîì ïðå-èìóùåñòâ, êîòîðûå çàêëþ÷àþòñÿ â îáåñïå÷åíèè êîððîçèîííîé ñòîéêîñòè, ïðîñòîòåè óíèâåðñàëüíîñòè ïðèìåíåíèÿ, ëåãêîñòè è âìåñòå ñ ýòèì äîñòàòî÷íîé ïðî÷íîñòè.Äëÿ ðàçâèòèÿ ñóùåñòâóþùèõ, è ñîçäàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåé äèà-ãíîñòèêè òðóáîïðîâîäîâ, à òàêæå ìåòîäîâ ðåìîíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîçèòîâ,Åâðîêîìèññèÿ âûäåëèëà ãðàíò íà èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò ¾INNOPIPES¿ ïî 7-é�àìî÷íîé ïðîãðàììå ÅÑ [3℄. Â öåëÿõ ïðîåêòà îòìå÷àåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäå-íèÿ äåòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, íàïðàâëåííûõ íà ïîâûøåíèå ý��åêòèâíîñòè, ìåòî-äèê ðåìîíòà, èñïîëüçóþùèõ êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû, ââèäó íåñîâåðøåíñòâà ñó-ùåñòâóþùèõ ñòàíäàðòîâ èõ ïðèìåíåíèÿ.Âàæíûì àñïåêòîì â ïîâûøåíèè ý��åêòèâíîñòè áàíäàæèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿîáåñïå÷åíèå äîïóñòèìûõ îòðûâíûõ óñèëèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ðåìîíòíîãî ñîåäè-íåíèÿ, ëèáî èõ ïîëíîå óñòðàíåíèå. Ïîÿâëåíèå îòðûâíûõ óñèëèé ñëåäóåò èç àíàëèçàðåàëèçàöèè âîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé êîíòàêòà, â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ïîëíîå ñî-ïðèêîñíîâåíèå áàíäàæà è öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè [4, 5℄. Â äàííîé ðàáîòå äëÿäâóõ ñêëååííûõ ñîîñíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê èç èçîòðîïíîãî è îðòîòðîï-íîãî ìàòåðèàëîâ âûïîëíÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè íàðåàëèçàöèþ îòðûâíûõ êîíòàêòíûõ óñèëèé.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåìîå ðåìîíòíîå ñîåäèíåíèå ïîêàçàíî íàðèñóíêå 1. Ó÷àñòîê òðóáû ìîäåëèðóåòñÿ êàê áåñêîíå÷íî-äëèííàÿ èçîòðîïíàÿ öè-ëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, à áàíäàæ � êàê ñïëîøíàÿ îðòîòðîïíàÿ îáîëî÷êà êîíå÷-íîé äëèííû. Êîíñòðóêöèÿ íàãðóæåíà âíóòðåííèì äàâëåíèåì P , à âîçìîæíûå îñå-âûå óñèëèÿ â îáîëî÷êå ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.
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�èñóíîê 1 � �àñ÷åòíàÿ ñõåìà ðåìîíòíîãî ñîåäèíåíèÿ: R � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòèîáîëî÷êè; h � òîëùèíà îáîëî÷êè; hb � òîëùèíà áàíäàæà; 2L � äëèííà áàíäàæà; P �âíóòðåííèå äàâëåíèåÄëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ, ïàðàìåòðû êîíñòðóêöèè ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùè-ìè: R=505 ìì; h=10 ìì; hb=10 ìì; L=100 ìì; P=6 ÌÏà. Ìàòåðèàëîì îáîëî÷êèÿâëÿåòñÿ ñòàëü: E=200 �Ïà; G=76,9 �Ïà. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà áàíäàæà ðàñ-ñìàòðèâàëñÿ ñòåêëîïëàñòèê ñî ñëåäóþùèìè ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:
E1=18,6 �Ïà; E2=24,6 �Ïà; E3=6 �Ïà; µ12=0,15; µ13=0,42; µ23=0,18; G12=4 �Ïà;
G13=3 �Ïà; G23=3 �Ïà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãëàâíûå îñè îðòîòðîïèè ìàòåðèàëàáàíäàæà ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè êðèâèçíû åãî ñðåäèííîé ïîâåðõ-íîñòè.×òî áû èññëåäîâàòü îòðûâíûå óñèëèÿ ìåæäó ñêëååííûìè îáîëî÷êàìè, íåîáõî-äèìî îïðåäåëèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ñîåäèíåíèÿ íà êîíòàêòíîå äàâëåíèå. Â òî÷-êàõ, ãäå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèæàòèå, êîíòàêòíîå äàâëåíèå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì.Â òî÷êàõ, ãäå âîçìîæíî ïîÿâëåíèå çàçîðà � êîíòàêòíîå äàâëåíèå ñòàíåò îòðèöà-òåëüíûì.3. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè âûïîëíÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè óïðóãèõîáîëî÷åê òèïà Òèìîøåíêî [6, 7℄, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò äå�îðìàöèþ ñäâèãà è ïîç-âîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå îáîñíîâàííûå ðåçóëüòàòû â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ.Ïðè èññëåäîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ îáîëî÷åê ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ñîïðÿæåíèÿ.�àñ÷åòíàÿ ñõåìà ðàçáèâàëàñü íà äâà ó÷àñòêà: I(0 6 x 6 L); II(x > L). �àçðåøàþ-ùàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîãèáîâ è óãëîâ ïîâî-ðîòà îáîëî÷åê äëÿ ïåðâîãî ó÷àñòêà èìååò âèä (1), à äëÿ âòîðîãî � âèä (2).





d2W I

dx2
+
dγb

dx
− 2gb

2W I =
−Pk
kG13hb

d2γb

dx2
− bbγ

b − bb
dW I

dx
= 0

d2W I

dx2
+
dγI

dx
− 2g2W I =

−(P − Pk)

kGh
d2γI

dx2
− bγI − b

dW I

dx
= 0

(1)
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



d2W II

dx2
+
dγII

dx
− 2g2W II =

−P
kGh

d2γII

dx2
− bγII − b

dW II

dx
= 0

(2)Â ñèñòåìàõ (1, 2) îáîçíà÷åíî: W I , W II � ïðîãèáû îáîëî÷êè íà ïåðâîì è âòî-ðîì ó÷àñòêå (ïðîãèá áàíäàæà ïî óñëîâèþ ñêëåéêè ðàâåí W I); γb, γI , γII � óãëûïîâîðîòà íîðìàëüíîãî ýëåìåíòà â áàíäàæå è îáîëî÷êå; PK � êîíòàêòíîå äàâëåíèå;
2gb

2, bb � �óíêöèè, îòðàæàþùèå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè áàíäàæà è åãî ðàçìåðû;
2g2, b � �óíêöèè, çàâèñÿùèå îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè;
k = 5/6 � êîý��èöèåíò ñäâèãà [6℄.Èñêëþ÷èâ èç (1) êîíòàêòíîå äàâëåíèå, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-íî W I , γI , γb. �åøåíèÿ äëÿ ýòèõ �óíêöèé ïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå ñóììû îáùåãî è÷àñòíîãî ðåøåíèé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåí-íî. ×àñòíîå ðåøåíèå äëÿ óãëîâ ïîâîðîòà ðàâíî íóëþ, à äëÿ ïðîãèáà èìååò âèä:
W

I
= P (G13hb +Gh)/

[
(2gb

2G13hb + 2g2Gh)(G13hb −Gh)
].Ïîèñê îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéïðèâåë ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè-÷åñêèì óðàâíåíèåì øåñòîãî ïîðÿäêà, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ðàçìåðîâè ìàòåðèàëà îáîëî÷åê. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî â øèðîêèõ ïðåäå-ëàõ âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè, äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ðåàëèçóþòñÿäâå ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé s1,2 = −β ± iα, s3,4 = β ± iα è äâàâåùåñòâåííûõ êîðíÿ s5,6. �åøåíèå äëÿ ó÷àñòêà, ãäå ïðîèñõîäèò êîíòàêò, â ñëó÷àåòàêèõ êîðíåé èìååò âèä:

W I = (d1e
−βx + d3e

βx) cos(αx) + (d2e
−βx + d4e

βx) sin(αx) + d5e
s5x + d6e

s6x +W
I (3)

γI = (t1e
−βx + t3e

βx) cos(αx) + (t2e
−βx + t4e

βx) sin(αx) + t5e
s5x + t6e

s6x (4)
γb = (k1e

−βx + k3e
βx) cos(αx) + (k2e

−βx + k4e
βx) sin(αx) + k5e

s5x + k6e
s6x (5)Êîíñòàíòû di, ti, ki îáðàçóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðà äëÿ êàæäîãî èç ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé si, è íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìî-íåçàâèñèìûìè. Ïîäñòàâèâ (3) è (4) â ïîñëåäíååóðàâíåíèå ñèñòåìû (1) è ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíê-öèÿõ, ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, èç êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿñâÿçü êîíñòàíò ti ñ di. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ êîíñòàíòû ki ÷åðåç di,åñëè ïîäñòàâèòü (3) è (5) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âñåõâçàèìîñâÿçåé, íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç êîíñòàíòû di.Ïîäîáíûì îáðàçîì âûïîëíÿëîñü ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (2). Äåòàëüíîå îïèñàíèå ðåøåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî ó÷àñòêà îáîëî÷êè ïðåä-ñòàâëåíî â ðàáîòå [6℄. Íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû ðåøåíèé, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòåèíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿëèñü èç ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé, ïðåäñòàâëåííûõ íèæå:

x = 0 : γI = 0; γb = 0;
dW I

dx
= 0

x = L : W I = W II ; γI = γII ; M1
I = M1

II ;

M1
b = 0; Q1

I +Q1
b −Q1

II = 0



Êîíòàêò îáîëî÷êè ñ êîìïîçèòíûì áàíäàæîì ñ ó÷åòîì ñäâèãà 933. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ êîíòðîëüíûõ òî÷åê x = 0 è x = L (öåíòð è êðàéáàíäàæà), áûëè ïîñòðîåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿîò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè.

�èñóíîê 2 � Êîíòàêòíîå äàâëåíèå â çàâè-ñèìîñòè îò äëèíû áàíäàæà �èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîãî äàâëå-íèÿ îò òîëùèíû îáîëî÷êè

�èñóíîê 4 � Âëèÿíèå òîëùèíû áàíäàæà íà êîíòàêòíîå äàâëåíèåÏðè ïîñòåïåííîì íàðàùèâàíèè äëèíû áàíäàæà, êîíòàêòíîå äàâëåíèå â êîí-òðîëüíûõ òî÷êàõ ïðèîáðåòàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå è íå èçìåíÿåòñÿ (ðèñóíîê 2).Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè òîëùèíû îáîëî÷êè, êîíòàêòíîåäàâëåíèå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, â ñëåäñòâèè íåîãðàíè÷åííîãîðîñòà æåñòêîñòè îáîëî÷êè. Äàííûé ïðîöåññ èëëþñòðèðóåòñÿ ãðà�èêîì íà ðèñóí-êå 3, ÷òî ïîäòâåðæäàåò àäåêâàòíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Èç ãðà�èêà íà ðèñóíêå 4 âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå òîëùèíû áàíäàæà ïðèâîäèòê ïîÿâëåíèþ îòðûâíûõ óñèëèé îêîëî åãî êðàÿ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè òîë-ùèíû áàíäàæà îòðûâíûå óñèëèÿ ìîãóò ðàñïðîñòðàíèòñÿ ïî âñåé åãî äëèíå è ïðå-âûñèòü ïðåäåë àäãåçèîííîé ïðî÷íîñòè, ÷òî ïðèâåäåò ê ðàçðûâó êëååâîãî ñëîÿ èçíà÷èòåëüíîìó ñíèæåíèþ êà÷åñòâà ðåìîíòà.



94 Áåñ÷åòíèêîâ Ä.À., Ëüâîâ �.È.4. Âûâîäû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè îáîëî÷åê ñ êîíå÷íîé ñäâèãîâîé æåñò-êîñòüþ, âûïîëíåí àíàëèç âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè íàâîçíèêíîâåíèå îòðûâíûõ êîíòàêòíûõ óñèëèé â ñîåäèíåíèè èçîòðîïíîé îáîëî÷êèñ îðòîòðîïíûì áàíäàæîì.Óñòàíîâëåíî, ÷òî îñíîâíûì ïàðàìåòðîì, âëèÿþùèì íà ïîÿâëåíèå îòðûâíûõêîíòàêòíûõ óñèëèé, ÿâëÿåòñÿ òîëùèíà áàíäàæà. Åå óâåëè÷åíèå ïðèâîäèò ê âîç-íèêíîâåíèþ çîí ñ îòðèöàòåëüíûì êîíòàêòíûì äàâëåíèåì, êîòîðûå íà÷èíàþò ñâîéðîñò îò êðàåâ áàíäàæà. Èçìåíåíèå äëèííû áàíäàæà è òîëùèíû îáîëî÷êè ê ïîÿâ-ëåíèþ îòðûâà íå ïðèâîäèò.�åçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè áàíäàæåéèç êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íåðàçðóøàþùåãî ðåìîíòàìàãèñòðàëüíûõ òðóáîïðîâîäîâ.Àâòîðû âûðàæàþò áîëüøóþ áëàãîäàðíîñòü çà ïîääåðæêó Åâðîïåéñêîé êîìèñ-ñèè, â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ìàðèè Êþðè, êîíòðàêò � PIRSES-GA-2012-318874, ïðî-åêò ¾Èííîâàöèîííûé íåðàçðóøàþùèé êîíòðîëü è ðåìîíò ñîâðåìåííûìè êîìïî-çèòíûìè ìàòåðèàëàìè òðóáîïðîâîäîâ ñ îáúåìíûìè ïîâåðõíîñòíûìè äå�åêòàìè¿(INNOPIPES). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Md Shamsuddoha, Md Mainul Islam, Thiru Aravinthan, Allan Manalo, Kin-tak Lau.E�e
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ Â�ÅÌÅÍÍÎ�Î È ÄÅÒ�ÅÍÄÀÍÀËÈÇÀ ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀ�ÄÈÎÑÈ�ÍÀËÎÂÁîãà÷åâà Ì.Î.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíû 4 âèäà êàðäèîñèãíàëîâ, çàïèñàííûõ âî âòîðîì ñòàíäàðòíîì îòâåäåíèè:êàðäèîñèãíàë çäîðîâîãî ÷åëîâåêà, ïàöèåíòà ñ èí�àðêòîì ìèîêàðäà, êàðäèîñèãíàë â ñëó-÷àå ãèïåðòðî�èè ñåðäöà è êàðäèîñèãíàë ïàöèåíòà ñ áëîêàäîé íîæêè ïó÷êà �èñà. Äëÿäàííûõ êàðäèîñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà îïðåäåëåíû îñíîâíûå êàð-äèîãðà�è÷åñêèå êîìïëåêñû. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïðîâåäåí âðåìåííîé àíà-ëèç è äåòðåíä-àíàëèç �ëóêòóàöèé. Ïðèâåäåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ðàçëè÷-íûå îòêëîíåíèÿ îò íîðìû ïî õàðàêòåðó êàðäèîñèãíàëà.ÂâåäåíèåÊàðäèîñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ñèãíàëîì íåñòàöèîíàðíîé ïðèðîäû, êîòîðûé èçìåíÿåò-ñÿ â çàâèñèìîñòè îò èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé îðãàíèçìà ÷åëîâåêà. Îò÷åòëè-âûå íàðóøåíèÿ â ñòðóêòóðå êàðäèîñèãíàëà âûÿâëÿþòñÿ íåâîîðóæåííûì ãëàçîì.Îäíàêî âîçìîæåí öåëûé ðÿä îòêëîíåíèé è ïîãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå íåïðîÿâëÿþòñÿ â âèäå êîíòðàñòíûõ ïðèçíàêîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îñîáî âàæíû ìå-òîäû, ïîçâîëÿþùèå èäåíòè�èöèðîâàòü äàæå íåçíà÷èòåëüíûå îòêëîíåíèÿ êàðäèî-ñèãíàëà îò íîðìû.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ àíàëèçà êàðäèîñèãíàëîâ çäî-ðîâîãî ïàöèåíòà è â ñëó÷àå òðåõ ïàòîëîãèé. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà äàííûõ áûëàèñïîëüçîâàíà èíòåðíåò-áàçà áèîëîãè÷åñêèõ ñèãíàëîâ PhisioNet [1℄. Âñå ðàñ÷åòûáûëè ðåàëèçîâàíû â ñðåäå Maple.Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì èäåíòè�èêàöèè êàðäèîãðà�è÷åñêèõ êîì-ïëåêñîâ1 ýòàï. Ïðåäâàðèòåëüíîå îáó÷åíèå.Íà äàííîì ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíîå, ìèíèìàëüíîå è ñðåäíåå çíà÷å-íèå ñèãíàëà íà èíòåðâàëå [t0, t1], çàâåäîìî áîëüøåì îäíîãî ïåðèîäà êàðäèîãðàì-ìû. Ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿîòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ R-çóáöîì. Îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîâàÿ àñèììåòðèÿ êàðäèîãðàììû(çíàê R-çóáöà).2 ýòàï. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ êàðäèîñèãíàëà.Íà âòîðîì ýòàïå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ìèíèìàëüíî èìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå ïåðèîäû êàðäèîñèãíàëà îïðåäåëÿþòñÿ R-çóáöû êàê çóá-öû ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé. Ïîñëå îöåíêè ïåðèîäîâ êàðäèîñèãíàëà íà êàæäîì
RR-èíòåðâàëå îïðåäåëÿåòñÿ óðîâåíü èçîýëåêòðè÷åñêîé ëèíèè êàê ñðåäíåå çíà÷å-íèå àìïëèòóäû ÝÊ�-çàïèñè. Ó÷èòûâàÿ ñòðîãóþ õðîëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü, äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ çóáöû T , P , Q, S.3 ýòàï. Àäàïòàöèÿ.Ïîëó÷åííûå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä è ïåðèîäà èñïîëüçóþòñÿ äëÿóòî÷íåíèÿ ïðîãíîçà íà ñëåäóþùèé ïåðèîä. Ïîñëå ýòîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä êýòàïó àíàëèçà ñëåäóþùåãî ïåðèîäà.



96 Áîãà÷åâà Ì.Î.Òàêèì îáðàçîì, â ðåãóëÿðíîì ðåæèìå öèêëè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ ýòàïû àíà-ëèçà òåêóùåãî è ïðîãíîçà ñëåäóþùåãî ïåðèîäîâ êàðäèîãðàììû ñ àäàïòàöèåé êåå íåáîëüøèì âàðèàöèÿì. Â ìîìåíò çàïóñêà àëãîðèòìà è ïðè ñáîÿõ âûïîëíÿåòñÿîáó÷àþùèé ýòàï.Âîçâðàò ê îáó÷àþùåìó ýòàïó âîçìîæåí â äâóõ ñëó÷àÿõ: ðàçíîñòü àìïëèòóäñîñåäíèõ çóáöîâ áîëüøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìèçóáöàìè áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.�åçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû îáîáùåí â Òàáëèöàõ 1 è 2.Òàáëèöà 1 � Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä çóáöîâ êàðäèîñèãíàëîâÇóáåö Íîðìà Èí�àðêòìèîêàðäà �èïåðòðî�èÿ Áëîêàäà íîæêèïó÷êà �èñàP 1,19 ìì 1,19 ìì 1,17 ìì 1,40 ììQ -1,15 ìì -0,18 ìì -0,52 ìì -0,85 ìì9 R 9,25 ìì 7,88 ìì 8,02 ìì 7,08 ììS -2,22 ìì -1,50 ìì -1,21 ìì -0,74 ììT 1,18 ìì 1,19 ìì 1,04 ìì 2,45 ììÈçîëèíèÿ 0,8 ìì 1,1 ìì -0,5 ìì 1,4 ììÒàáëèöà 2 � Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëèòåëüíîñòè êàðäèîãðà�è÷åñêèõ êîìïëåêñîâÊîìïëåêñ Íîðìà Èí�àðêòìèîêàðäà �èïåðòðî�èÿ Áëîêàäà íîæêèïó÷êà �èñàRR 0,77 ñ 0,58 ñ 0,68 ñ 0,78 ñPQ 0,12 ñ 0,09 ñ 0,08 ñ 0,14 ñQRS 0,06 ñ 0,09 ñ 0,09 ñ 0,13 ñQRST 0,35 ñ 0,39 ñ 0,38 ñ 0,35 ñ�åçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:
• óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû çóáöîâ P è T , à òàêæå äëèòåëüíîñòè êîìïëåêñà QRSïðè áëîêàäå íîæêè ïó÷êà �èñà;
• ìàëàÿ àìïëèòóäà çóáöà Q è äëèòåëüíîñòü RR-èíòåðâàëà ïðè èí�àðêòå ìèî-êàðäà;
• óìåíüøåíèå àìïëèòóäû çóáöà T è äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëà PQ ïðè ãèïåð-òðî�èè.Âðåìåííîé àíàëèçÀíàëèç ãðà�èêîâ Ïóàíêàðå�ðà�èê Ïóàíêàðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåò-ñÿ ïàðîé RR-èíòåðâàëîâ ñ ëàãîì m (RRi, RRi+m). Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìèãðà�èêà Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ S1 è S2, îïðåäåëÿþùèå ìàëóþ è áîëüøóþ ïîëóîñèýëëèïñà, îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàêî òî÷åê [2℄.Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ äëÿ êàðäèîñèîãíàëà çäîðîâîãî ÷åëîâåêà, à òàêæåïðè ãèïåðòðî�èè è áëîêàäå íîæêè ïó÷êà �èñà õàðàêòåðíû íåçíà÷èòåëüíûå ðàç-ëè÷èÿ â äëèòåëüíîñòè ñîñåäíèõ êàðäèîèíòåðâàëîâ, òîãäà êàê â ñëó÷àå èí�àðêòàìèîêàðäà íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ðàçìåðîâ ýëëèïñà è åãî ïîâîðîò íà 90◦ (ðèñ. 1).
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�èñóíîê 1 � �ðà�èêè Ïóàíêàðå ïðè èññëåäîâàíèè êàðäèîñèãíàëîâ çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à), ïðèèí�àðêòå ìèîêàðäà (á), ãèïåðòðî�èè (â), áëîêàäå íîæêè ïó÷êà �èñà (ã)Àíàëèç ãèñòîãðàììûÏîä ãèñòîãðàììîé ïîíèìàåòñÿ ãðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñãðóïïèðîâàííûõçíà÷åíèé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñåðäå÷íûõ öèêëîâ, ãäå ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâà-þòñÿ âðåìåííûå çíà÷åíèÿ, à ïî îñè îðäèíàò � èõ êîëè÷åñòâî èëè äîëÿ îò îáùå-ãî ÷èñëà. Èíà÷å, ãèñòîãðàììà ïîêàçûâàåò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êàðäèîèíòåðâàëîâêàê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Èç ïðèâåäåííîãî ãðà�èêà (ðèñ.2) âèäíî:1) äëÿ çäîðîâîãî ÷åëîâåêà õàðàêòåðíà ãèñòîãðàììà, áëèçêàÿ ïî âèäó ê êðèâîé�àóññà;2) ýêñöåíñèâíàÿ, ñ ÿðêî âûðàæåííîé îòäåëüíîé âåðøèíîé â ñëó÷àå èí�àðêòà;3) àñèììåòðè÷íàÿ, ñî ñìåùåíèåì âëåâî ïðè ãèïåðòðî�èè;4) ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ïðè áëîêàäå íîæêè ïó÷êà �èñà.Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ êàðäèîêîìïëåêñîâ è ãèñòîãðàììû âû÷èñëåíû ñòàí-äàðòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðÿäà RR-èíòåðâàëîâ, ïðåäñòàâëåí-íûå â Òàáëèöå 3:Äåòðåíä àíàëèç �ëóêòóàöèéÏðè äåòðåíä àíàëèçå ÝÊ� çàïèñè íà êàæäîì RR-èíòåðâàëå ðàññìàòðèâàåòñÿîòêëîíåíèÿ ñèãíàëà îò èçîëèíèè è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îòêëîíåíèé
τ â òó èëè èíóþ ñòîðîíó îò èçîëèíèè. Ê ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-äîëæèòåëüíîñòåé �ëóêòóàöèé ïðèìåíÿåòñÿ äåòðåíä àíàëèç, êîòîðûé ñîñòîèò èçíåñêîëüêèõ ýòàïîâ.
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�èñóíîê 2 � �èñòîãðàììû çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à), ïðè èí�àðêòå ìèîêàðäà (á), ãèïåðòðî�èè(â), áëîêàäå íîæêè ïó÷êà �èñà (ã)Ñïåðâà ñòðîèòñÿ íîâûé âðåìåííîé ðÿä èç yk, îïðåäåëÿåìûõ �îðìóëîé
yk =

k∑

i=1

(τi − τ̄ ) . (1)Ïîëó÷åííûé ðÿä ðàçäåëÿåòñÿ íà ñåãìåíòû ðàçìåðà n. Íà êàæäîì ñåãìåíòå òî÷-êè âðåìåííîãî ðÿäà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìîé ynk . Çàòåì òî÷êè ïðÿìîé âû÷èòà-þòñÿ èç âðåìåííîãî ðÿäà è âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå Fn:
Fn =

√√√√ 1

N

N∑

k=1

(yk − ynk )
2 . (2)Òàáëèöà 3 � Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðÿäà RR-èíòåðâàëîâÕàðàêòåðèñòèêà Çäîðîâûé Èí�àðêòìèîêàðäà �èïåð-òðî�èÿ Áëîêàäàíîæêèïó÷êà�èñà ÍîðìàÑðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëü-íîñòü èíòåðâàëà 0,77 ñ 0,58 ñ 0,68 ñ 0,78 ñ 0,75�1 ñÌîäà 0,76 ñ 0,57 ñ 0,69 ñ 0,81 ñ 0,75�1 ñÑðåäíåêâàäðàòè÷åñêîåîòêëîíåíèå 0,04 ñ 0,04 ñ 0,01 ñ 0,02 ñ 0,04�0,08 ñÌåæèíòåðâàëüíûå ðàçëè÷èÿ 0,03 ñ 0,06 ñ 0,005 ñ 0,01 ñ 0,02�0,05 ñÂàðèàöèîííûé ðàçìàõ 0,21 ñ 0,24 ñ 0,06 ñ 0,09 ñ 0,15�0,3 ñÊîý��èöèåíò âàðèàöèè 0,06 0,06 0,02 0,03 0,03�0,12×àñòîòà ïîÿâëåíèÿ áûñòðûõèçìåíåíèé ðèòìà 0,12 0,24 0 0 0,13±0,08



Ìåòîäû âðåìåííîãî è äåòðåíä àíàëèçà äëÿ èññëåäîâàíèÿ êàðäèîñèãíàëîâ 99Ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñåãìåíòà n äëÿ âûÿâëåíèÿçàâèñèìîñòè F = F (n) = nα [3℄.Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α äëÿ èññëåäóåìûõ êàðäèîñèãíàëîâ ñîñòàâëÿåò:äëÿ êàðäèîñèãíàëà â íîðìå α = −1,12; â ñëó÷àå èí�àðêòà ìèîêàðäà α = −1,33;ïðè ãèïåðòðî�èè α = −1,20; â ñëó÷àå áëîêàäû íîæêè ïó÷êà �èñà α = −1,15.

�èñóíîê 3 � Äåòðåíä àíàëèç �ëóêòóàöèé êàðäèîñèãíàëîâ çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à), ïðè èí�àðêòåìèîêàðäà (á), ãèïåðòðî�èè (â), áëîêàäå íîæêè ïó÷êà �èñà (ã)
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Bousseljot R., Kreiseler D., S
hnabel A. Nutzung der EKG-SignaldatenbankCARDIODAT der PTB uber das Internet // Biomedizinis
he Te
hnik. 1995. Band 40.P. 317.[2℄ Goshvarpour A. et al. Analysis of lagged Poin
are plots in heart rate signals duringmeditation // Digital Signal Pro
essing. 2011. V. 21. P. 208�214.[3℄ Reyes-Ramirez I., Guzman-Vargas L. S
aling properties of ex
ursions in heartbeatdynami
s // European Journal of Physi
s. 2010. V. 89. P. 431�437.Boga
heva M.O. The use of methods the time and detrend analysis for investigationof 
ardia
 signals. Investigated four types of 
ardia
 signals re
orded in the se
ond standardlead: for healthy man, for patients with myo
ardial infar
tion, hypertrophy and bundle bran
hblo
k. For these 
ardia
 signals with help of iteration algorithm the main 
ardiographi

omplexes are identi�ed. On the basis of the data the time analysis and detrend �u
tuationanalysis are performed. The above methods 
an identify various deviations in nature 
ardia
signal.



ßÂÍÛÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈß ÏÅ�ÅÌÅÙÅÍÈÉ Â ÄÈÔ�ÀÊÖÈÈÓËÜÒ�ÀÇÂÓÊÎÂÛÕ ÂÎËÍ ÍÀ ÍÅÏËÎÑÊÈÕ ��ÀÍÈ×ÍÛÕÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒßÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅËÁîåâ Í.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ïåðåìåùåíèé óëüòðàçâóêîâîé ïðîäîëüíîé âîëíû, ðàñ-ïðîñòðàíÿþùåéñÿ â óïðóãîì òåëå âäîëü åãî íåïëîñêîé ñâîáîäíîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòèêàíîíè÷åñêîé �îðìû, äîïóñêàþùåé ìíîãîêðàòíûå ïåðåîòðàæåíèÿ. Ïðîâåäåí êà÷åñòâåí-íûé è êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç àìïëèòóäû îòðàæåííîé âîëíû â çàâèñèìîñòè îò óäàëåí-íîñòè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà îò îòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé. Óñòàíîâëåíû ïàðàìåòðûòðàåêòîðèè ëó÷à, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ �îêóñèðîâêà îòðàæåííîé âîëíû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àñïðîñòðàíåíèå óëüòðàçâóêîâîé (ÓÇ) ïðîäîëüíîéâîëíû âäîëü íåïëîñêîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî, íàïðè-ìåð, â óïðóãîì îáðàçöå ñ ïàðàëëåëüíûìè ãðàíÿìè, íà îäíîé èç êîòîðûõ èìååòñÿâûïóêëàÿ âûòî÷êà â âèäå êðóãîâîãî ïîëóöèëèíäðà èëè ïîëóøàðà (ðèñ. 1). Íàïðîòèâîïîëîæíîé ïëîñêîé ãðàíè âîçìîæíî ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà ÓÇ âîëíû èïðèåìíèêà ïðè êîòîðîì îñóùåñòâèìî ïåðåîòðàæåíèå ÓÇ âîëíû â îäíîé ïëîñêî-ñòè ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî N ðàç (ðèñ. 1). Òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2N-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòüäèàìåòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ�åðû è êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ ïåðïåí-äèêóëÿðíîé îáðàçóþùåé. Óòî÷íèì òðàåêòîðèþ ëó÷à, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïëîñêóþ ëîìàíóþ ëèíèþ.Îò ÓÇ äàò÷èêà x0, íàõîäÿùåãîñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîé ãðàíè è ïðîäîëæåíèèîäíîé èç ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ýòîé ãðàíè ñòîðîí ïðàâèëüíîãî 2N-óãîëüíèêà, âïè-ñàííîãî â îêðóæíîñòü, íà âîãíóòóþ ÷àñòü ãðàíè÷íîãî êîíòóðà óêàçàííîãî ñå÷åíèÿâûïóêëîé âûòî÷êè êàíîíè÷åñêîé �îðìû â âèäå ïîëóîêðóæíîñòè ïàäàåò ïî ïðÿ-ìîé, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ âûäåëåííàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà âûñîêî÷àñòîòíàÿìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà (çàâèñèìîñòü ïî âðåìåíè e−iωt, ω � ÷àñòîòàêîëåáàíèé).Íà ïîëóîêðóæíîñòè íàõîäÿòñÿ N âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà y∗1, y∗2, . . . , y∗N , êîòî-ðûå â �ÒÄ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ âîëíû. Ïðè òàêîé òðàåêòî-ðèè ìíîãîêðàòíî îòðàæåííîãî ëó÷à, ëó÷, ïðèõîäÿùèé â òî÷êó ïðèåìà xN+1 èç ïî-ñëåäíåé òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗N áóäåò ïàðàëëåëåí èñõîäíîìó ïàäàþùåìóëó÷ó. �àññòîÿíèå L0 îò èñòî÷íèêà x0 äî ïåðâîé òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗1è ðàññòîÿíèå LN îò òî÷êè y∗N äî ïðèåìíèêà xN+1 ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ðèñ. 1).Ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ â âîëíîâîì óðàâíåíèè çàäà÷à ñâîäèòñÿ êèññëåäîâàíèþ àìïëèòóäû äàâëåíèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ.2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Â ñàìîé îáùåé ïîñòàíîâêå äâóìåðíàÿ è ïðîñòðàíñòâåí-íàÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé â ïåðåîòðàæåííîé ïðîäîëüíîé âîëíå îòñêîïëåíèÿ ïðåïÿòñòâèé â óïðóãîé ñðåäå â ñëó÷àå âûñîêèõ ÷àñòîò èññëåäîâàíû â
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�èñóíîê 1 � N-êðàòíîå îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé ïðîäîëüíîé âîëíû îò ñâîáîäíîé ãðà-íè÷íîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà â âèäå âîãíóòîé ïîëóñ�åðûðàáîòàõ Ñóìáàòÿíà Ì.À. è Áîåâà Í.Â. [1, 2℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ íà îñíîâå ìîäè�èêà-öèè �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à [3℄ ïîëó÷åíû äè�ðàêöèîííûå èíòå-ãðàëû, ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé êîòîðûõ èññëåäîâàíû ìåòî-äîì ìíîãîìåðíîé ñòàöèîíàðíîé �àçû [4℄. Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿäàâëåíèÿ â ïåðåîòðàæåííîé âîëíå ñîîòâåòñòâóþò �ÒÄ. Âûïèøåì àíàëèòè÷åñêèåâûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷å [2℄ â òî÷êåïðèåìà.
u(p)
r (xN+1) = B

N∏

n=1

cos(γ∗n)Vpp(y
∗
n)
exp

(
i
[
kp
∑N

n=0Ln +
π

4
(δ

(p)
2N + 2N)

])

(∏N
n=0Ln

)
·
√

|detD(p)
2N |

(1)
B = Qqk

2
p/(4πµk

2
s)

Ln =
∣∣y∗n − y∗n+1

∣∣ , n = 1, N − 1, L0 = |x0 − y∗1| , LN = |y∗n − xN+1| ,
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2N = signD

(p)
2N , ìàòðèöà �åññå D(p)

2N = (dij), i, j = 1, 2N ÿâëÿåòñÿ ëåíòî÷íîé (ñøèðèíîé ëåíòû ðàâíîé ñåìè) è ñèììåòðè÷íîé dij = dji. Vpp(y∗n) � êîý��èöèåíòûîòðàæåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû â òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗n, n = 1, N , à
γ∗n � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïàäåíèÿ âîëíû è íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè y∗n.Ïàðàìåòðû λ, µ � êîý��èöèåíòû Ëÿìý, kp =

ω

cp
, ks =

ω

cs
, cp, cs � âîëíîâûå ÷èñëàè ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëí.3. Îòðàæàòåëè êàíîíè÷åñêîé �îðìû.Ïðè ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè ïëîñêîãî ëó÷à åãî ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿñîîòíîøåíèÿìè âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü 2N-óãîëüíèêà:

γ∗n =
π(N − 1)

2N
, n = 1, N, γ∗n = γ∗, c = cos γ∗,

L0 = LN = Rc+ x, x ∈ (−Rc,+∞), LN = 2Rc, n = 1, N − 1.Â äàëüíåéøåì áóäåì èññëåäîâàòü âåëè÷èíó ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â ïåðåîò-ðàæåííîé âîëíå â òî÷êå xN+1.Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàçíûå è ñâÿ-çàíû ñ âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà N ìàòðèöû �åññå â ñëó÷àå äâóìåðíîéçàäà÷è è îïðåäåëèòåëåé ïîðÿäêà 2N â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è. Ïîëó÷åí-íûå îïðåäåëèòåëè ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû, ñèììåòðè÷íûå è âû÷èñëåíû ñ èñïîëüçî-âàíèåì ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.Â ñëó÷àå äâóìåðíîé çàäà÷è, èñõîäÿ èç îáùåé �îðìóëû [1℄ äëÿ îïðåäåëèòåëÿìàòðèöû �åññå D((îêð))
N è ïåðåìåùåíèÿ ïîëó÷àåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ:
detD

(îêð)
N = 4(−1)N (2Rc)−Nz(1 +Nz)(1 + z)−2,

∣∣u(îêð)r (xN+1)
∣∣ = B |2Rcz(1 +Nz)|−1/2 (2)Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è îñíîâó ðàñ÷åòîâ ñîñòàâëÿåò âûðàæåíèå (1).Ïåðâûì ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêèé îòðàæàòåëü. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëüìàòðèöû �åññå â (1) äëÿ ïîëóöèëèíäðà èìååò âèä:

detD
(öèë)
2N = 16(−1)N(2Rc)−2Nz(1 +Nz)(z +N)(1 + z)−4à ïåðåìåùåíèå (1):

∣∣u(öèë)r (xN+1)
∣∣ = B

(
2Rc |z(1 +Nz)(z +N)|1/2

)−1

. (3)Äëÿ ïîëóñ�åðû:
detD

(ñ�)
2N = 16(−1)N+1(2Rc)−2Nz2(1 +Nz)(1 + z)−4,à ïåðåìåùåíèå (1):
∣∣u(ñ�)r (xN+1)

∣∣ = B(2Rc)−1
∣∣z2(1 +Nz)

∣∣−1/2
. (4)Íà îñíîâå ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâëåíî ïîâåäåíèå �óíêöèé |ur(xN+1)|äëÿ âñåõ òèïîâ îòðàæàòåëåé:
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�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â øåñòèêðàòíî îòðà-æåííîé ïðîäîëüíîé âîëíå îò ïîëóöèëèíäðà (êðèâàÿ 4), îò ïîëóñ�åðû (êðèâàÿ 5) è ñè-ñòåìû ïëîñêèõ îòðàæàòåëåé (êðèâàÿ 3) îò óäàëåííîñòè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà âîëíû.
z = x/Rc, c = cos 75◦�óíêöèè âîçðàñòàþò íà ìíîæåñòâå z ∈ (−1,−N−1)

⋃
(z0, 0);óáûâàþò íà ìíîæåñòâå z ∈ (−N−1, z0)

⋃
(0,+∞);�óíêöèè (2),(3),(4) èìåþò ìèíèìóìû:ïðè z0 = (3N)−1

(√
N4 −N2 + 1 −N2 − 1

)
(z0 → −(2N)−1, N → ∞)

B−1Rc
∣∣∣u(öèë)r (xN+1)

∣∣∣
∣∣∣
min

→ 1;ïðè z0 = −(2N)−1 B−1
√
Rc
∣∣∣u(îêð)r (xN+1)

∣∣∣
∣∣∣
min

=
√

2N ;ïðè z0 = −2/(3N) B−1Rc
∣∣∣u(ñ�)r (xN+1)

∣∣∣
∣∣∣
min

= (3
√

3/4)N.Ïðÿìûå z = N−1 è z = 0 ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûìè àñèìïòîòàìè. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ïðè ðàñïîëîæåíèè èñòî÷íèêà â òî÷êàõ z = N−1 è z = 0 ãðàíè÷íûé êîíòóðîòðàæàòåëÿ äîïóñêàåò �îêóñèðîâêó àêóñòè÷åñêîé âîëíû â òî÷êå ïðèåìà.�ðà�èêè �óíêöèé âåëè÷èíû 2B−1Rc |ur(x7)| â òðåõìåðíîé çàäà÷å äëÿ øåñòè-êðàòíî ïåðåîòðàæåííîé âîëíû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Êðèâàÿ 3 ñîîòâåòñòâóþò ïå-ðåîòðàæåíèÿì âîëíû îò ñèñòåìû ïëîñêèõ îòðàæàòåëåé, à êðèâûå 4 è 5 - ïåðåîòðà-æåíèÿì âîëíû ñîîòâåòñòâåííî îò öèëèíäðè÷åñêîãî è ñ�åðè÷åñêîãî îòðàæàòåëåé.Äëÿ N-êðàòíî îòðàæåííîé âîëíû âî ìíîæåñòâå z ∈ (−1,−N−1)
⋃

(−N−1, 0)
⋃

(0, 1)ïåðåìåùåíèå â îòðàæåííûõ âîëíàõ îò íåïëîñêèõ îòðàæàòåëåé áîëüøå, ÷åì îò ñè-



104 Áîåâ Í.Â.ñòåìû ïëîñêèõ îòðàæàòåëåé, à ïðè z ∈ (1,+∞) ìåíüøå. Ïðè ðàñïîëîæåíèè èñòî÷-íèêà âîëíû â òî÷êå z = 1 (x = Rc) ïåðåìåùåíèÿ â îòðàæåííûõ âîëíàõ îäèíàêîâûå.4. Çàêëþ÷åíèå.Â ðàáîòå â ðàìêàõ �ÒÄ ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿâ ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæåííîé ïðîäîëüíîé ÓÇ âîëíå îò âîãíóòîé ÷àñòè êðóãîâî-ãî êîíòóðà (2), ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé öèëèíäðè÷åñêîãî (3) è ñ�åðè÷åñêîãî (4)îòðàæàòåëåé. Ïðîâåäåí êà÷åñòâåííûé è êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ âûðà-æåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèé èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà âîëíû îò ïîâåðõíîñòåéîòðàæàòåëåé. Íà ïðèìåðå ìíîãîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ïðîäîëüíîéâîëíû îò ïîâåðõíîñòåé îòðàæàòåëåé êàíîíè÷åñêîé �îðìû îáñóæäåíà ïðàêòè÷åñêèâàæíàÿ ïðîáëåìà çàìåíû íåïëîñêèõ îòðàæàòåëåé ïëîñêèìè â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõóëüòðàçâóêîâîãî íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Sumbatyan M.A.,Boyev N.V. High-frequen
y di�ra
tion by non
onvex obsta
les //J. A
oust. So
. Am. 1994. 95, � 5. (Part 1).P. 2347�2353.[2℄ Áîåâ Í. Â. �àññåÿíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ âîëí íà ïðîèçâîëüíîé íåâûïóêëîé ãðàíè÷-íîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà ñ ó÷åòîì ïåðåîòðàæåíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2005.Ñ. 65�80.[3℄ Áîðîâèêîâ Â.À.,Êèíáåð Á. Å. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèè äè�ðàêöèè. // Ì.: Ñâÿçü,1978. 248 ñ.[4℄ Ôåäîðþê Ì.Â. Ìåòîä ïåðåâàëà. // Ì.: Íàóêà, 1977. 368 ñ.Boyev N.V. Expli
it expressions for displa
ements in di�ra
tion of Ultrasoni
 waves bynon-plane boundary surfa
es of elasti
 bodies. We develop expli
it expressions for displa
ementsof an Ultrasoni
 longitudinal wave propagating in an elasti
 body along its non-plane freeboundary surfa
e of 
anoni
al shape, admitting multiple re-re�e
tions. There is performed aqualitative and quantitative analysis of the re�e
ted wave amplitude versus distan
e of thesour
e and the re
eiver from the re�e
ting surfa
e. There are evaluated the parameters of theray traje
tory whi
h result in fo
using of the re�e
ted wave.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÎËÅÉ ÍÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÒÅË, ÎÑËÀÁËÅÍÍÛÕ ÍÀËÈ×ÈÅÌ ÄÅÔÅÊÒÎÂÁî÷àðîâà Î.Â.1, Àíäæèêîâè÷ È.Å.2
1Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó

2ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé âîëíîâûõ ïîëåé íà ïîâåðõíî-ñòè ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ òåë. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ äå�åê-òà, åãî ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ. Èññëå-äîâàíèå ïðîâåäåíî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè-÷åñêèõ ïðîöåññîâ â òåëàõ, îñëàáëåííûõ íàëè÷èåì äå�åêòîâ.Âîçìîæíîñòü íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ, äå�åêòîâ ðàçëè÷íûõ ìå-õàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ âñåãäà áûëà è îñòà¼òñÿ àêòóàëüíîé, ÷òî ïðèâëåêàåò ê ñî-çäàíèþ íîâûõ ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ �çäîðîâüÿ� ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé. Ñîâðåìåí-íîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà íîâûõ ìàòåðèàëîâ ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîâû-øåííûå òðåáîâàíèÿ ê ýêñïëóàòàöèîííûì õàðàêòåðèñòèêàì äåòàëåé è óçëîâ êîí-ñòðóêöèé, âûïîëíåííûõ èç ýòèõ ìàòåðèàëîâ, è ðàáîòàþùèõ â ñëîæíûõ óñëîâèÿõñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ ïðîñòûõ è ý��åêòèâíûõìåòîäîâ ïîñòîÿííîãî ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà. Â [1℄ ïðåäëîæåí ìåòîä èïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåò-ðîâ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé íà ïîâåðõíîñòè òåë, âûïîë-íåííûõ èç ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñî ñëîæíû-ìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Áûëî îòìå÷åíî, ÷òî âàæíóþ ðîëü â èí-òåãðàëüíîé îöåíêå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ èãðàþò ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà ñèñòåìûäàò÷èê � êîíòðîëèðóåìûé îáúåêò çà ñ÷åò ñîçäàíèÿ ðåçîíàíñíîãî ðåæèìà êîëå-áàíèé, îáåñïå÷èâàþùåãî ÷åòêèé êîíòðîëü çà èçìåíåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâñðåäû [2℄. Â [3℄ áûë ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëíîâûõ ïî-ëåé çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ äàò÷èêîâ äèíàìè÷åñêîé äå�îð-ìàöèè [4℄, ïîçâîëÿþùèõ îöåíèâàòü âëèÿíèå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíòðîëèðóå-ìîãî îáúåêòà íà äå�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïî-ëÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü îöåíêè ñîñòîÿíèÿ è ïðî÷íîñòèñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ òåë, îñíîâàííîé íà êîíòðîëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî-âåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ. ×èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåäåíî èññëåäî-âàíèå âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ äå�åêòà ïî ïîâåðõíîñò-íîìó âîëíîâîìó ïîëþ.Èññëåäóþòñÿ îñîáåííîñòè äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà íà ïîâåðõíîñòè ïðÿìîóãîëü-íîãî ïàðàëëåëåïèïåäà èç ýêñòðóäèðîâàííîãî ïåíîïîëèñòèðîëà ñ ðàçìåðàìè45×80×960 ìì, â êîòîðîì ïðîðåçàíû ñêâîçíûå ïîïåðå÷íûå öèëèíäðè÷åñêèå ïî-ëîñòè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ. Íèæíÿÿ ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà æåñòêî ïðèêëååíàê íåäå�îðìèðóåìîìó îñíîâàíèþ. Ïîâåðõíîñòíûå êîëåáàíèÿ â îáðàçöå âîçáóæäà-ëèñü èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì âáëèçè åãî ëåâîé ãðàíè ÷åðåç ëåãêèé àëþìèíèå-âûé øòàìï. Äå�åêò â âèäå öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ðàñïîëàãàëñÿ íà ðàññòîÿíèè



106 Áî÷àðîâà Î.Â., Àíäæèêîâè÷ È.Å.280 ìì îò ëåâîãî êðàÿ îáðàçöà. Äèàìåòð ïîëîñòè, ðàâíî êàê è ãëóáèíà åå çàëå-ãàíèÿ (ðàññòîÿíèå îò âåðõíåé òî÷êè ïîëîñòè äî ïîâåðõíîñòè ñðåäû), âàðüèðîâàë-ñÿ. Êîëåáàíèÿ ðåãèñòðèðîâàëèñü ìèíèàòþðíûìè àêñåëåðîìåòðàìè �èðìû PCBPiezotroni
s (ÑØÀ), ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòîÿíèè 180 ìì (1-é äàò÷èê � äî ïî-ëîñòè), 280 ìì (2-é äàò÷èê � íàä ïîëîñòüþ) è 380 ìì (3-é äàò÷èê � ïîñëå ïîëîñòè)îò ëåâîãî êðàÿ îáúåêòà. Áëîê-ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.

�èñóíîê 1 � Áëîê-ñõåìà ýêñïåðèìåíòàÑèãíàëû ñ àêñåëåðîìåòðîâ ïîñòóïàëè íà ìíîãîêàíàëüíûé àíàëèçàòîð LMS-S
adas �èðìû LMS International (Áåëüãèÿ), ïðîãðàììíî îáðàáàòûâàëèñü è ïðåä-ñòàâëÿëèñü â âèäå ñïåêòðîâ ñèãíàëà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.Ïàðàëëåëüíî äëÿ àíàëîãè÷íîé ìîäåëè ïðîâîäèëñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-ìåíò, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðàñ÷åòàâîëíîâîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà, îñëàáëåííîãî íàëè÷èåì ïîëî-ñòè, áûë ïðèìåíåí ïàêåò ANSYS ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìàíäíîãî ÿçûêà APDL. Ïðèðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: ìîäóëüÞíãà E = 22 ÌÏà, ïëîòíîñòü
ρ = 50 êã/ì3, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, 3.Íà ðèñóíêàõ 2�3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ñòðóêòóðûñðåäû, â ÷àñòíîñòè íàëè÷èå äå�åêòà, åãî ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ, íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ. Íà ðèñóíêå 2ïîêàçàíû ãðà�èêè ñïåêòðàëüíîãî îòêëèêà íà èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå â òî÷êå,íàõîäÿùåéñÿ íàä ïîëîñòüþ, äëÿ ñëåäóþùèõ îáðàçöîâ: 1 � îáðàçåö áåç äå�åêòîâ(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 2 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþ äèìåòðîì 20 ìì, ðàñïîëîæåííîé íàðàññòîÿíèè 5 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), 3 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþäèìåòðîì 30 ìì, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè 5 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà ÷àñòîòà (â ê�ö), ïî îñè îðäèíàò �âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñìåùåíèÿ ñ ìíîæèòåëåì k = 104 (ì). Êàê ñëåäóåò èçãðà�èêîâ, íàëè÷èå ïîëîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ íà À×Õ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ àìïëèòóäûâ îêðåñòíîñòè â îêðåñòíîñòè 4 ê�ö. Óâåëè÷åíèå ðàçìåðà ïîëîñòè ïðèâîäèò ê çíà-÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû íà òîé æå ÷àñòîòå.Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàí ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû, èçìåðåííûé äàò÷èêîì,íàõîäÿùèìñÿ íàä ïîëîñòüþ, äëÿ ñëåäóþùèõ îáðàçöîâ: 1 � îáðàçåö áåç äå�åêòîâ(ïóíêòèð), 2 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþ äèìåòðîì 30 ìì, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè



Ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè òåë 
 äå�åêòàìè 10710 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), 3 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþ äèìåòðîì30 ìì, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè 5 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû (øòðèõ-ïóíêòèð).Êàê ñëåäóåò èç ãðà�èêà, çàãëóáëåíèå äå�åêòà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àìïëèòó-äû.

�èñóíîê 2 � À×Õ êîëåáàíèé ïîâåðõíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ïîëîñòè

�èñóíîê 3 � À×Õ êîëåáàíèé ïîâåðõíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ãëóáèíû çàëåãàíèÿ ïîëîñòèÍà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè À×Õ òðåõ äàò÷èêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íàðàññòîÿíèè 180, 280 è 380 ìì îò êðàÿ îáðàçöà. Ïîëîñòü ðàñïîëîæåíà íà ðàññòîÿíèè



108 Áî÷àðîâà Î.Â., Àíäæèêîâè÷ È.Å.280 ìì îò êðàÿ è íà ãëóáèíå 5 ìì. Êàê ñëåäóåò èç ãðà�èêîâ, ïîëîñòü îêàçûâàåòâëèÿíèå ëèøü íà áëèæíèé äàò÷èê, â òî âðåìÿ êàê óäàëåííûå äàò÷èêè íàëè÷èåïîëîñòè ïî÷òè íå ÷óâñòâóþò.

�èñóíîê 4 � À×Õ êîëåáàíèé ïîâåðõíîñòè îáðàçöà ñ ïîëîñòüþ â òðåõ òî÷êàõ (âû÷èñëè-òåëüíûé ýêñïåðèìåíò)

�èñóíîê 5 � À×Õ êîëåáàíèé ïîâåðõíîñòè îáðàçöà ñ ïîëîñòüþ â òðåõ òî÷êàõ (íàòóðíûéýêñïåðèìåíò)



Ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè òåë 
 äå�åêòàìè 109Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé äèíàìèêè ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñ ïîëîñòüþ 30 ìì, îò òðåõäàò÷èêîâ, ðàñïîëîæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî íà ðàññòîÿíèè 180, 280 è 380 ìì îò êðàÿ(íà ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâåííî øòðèõïóíêòèðíàÿ, ïóíêòèðíàÿ è ñïëîøíàÿ êðèâûå).Ýòè ãðà�èêè â îïðåäåëåííîé ìåðå ïîäòâåðæäàþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ÷èñëåí-íûì ïóòåì ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà,îñëàáëåííîãî íàëè÷èåì ïîëîñòè.Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,íàëè÷èå äå�åêòà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ â îêðåñò-íîñòè äå�åêòà, ïðè ýòîì ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ ïîëîñòè, ðàçìåð ïîëîñòè îêàçû-âàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà àìïëèòóäó À×Õ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîéÔåäåðàöèè (ÌÊ-6213.2012.1), �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(11-08-00884). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëÿíêîâà Ò.È., Àíäæèêîâè÷ È.Å., Øåéäàêîâ Ä.Í. �åçîíàíñíûé ìîíèòîðèíãñòðóêòóðû ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû // Âåñòíèê Þæíîãî íàó÷íîãî öåíòðà. 2007.Ò. 3. � 3. Ñ. 3�8.[2℄ Áàáåøêî Â.À., Âîðîâè÷ È.È., Îáðàçöîâ È.Ô. ßâëåíèå âûñîêî÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñàâ ïîëóîãðàíè÷åííûõ òåëàõ ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÒÒ. 1990. � 3.Ñ. 74�83.[3℄ Ìóõîðòîâ Â.Ì., Ìóõîðòîâ Âàñ. Ì., Áèðþêîâ Ñ.Â. Íîâûé äàò÷èê äèíàìè÷åñêîéäå�îðìàöèè íà îñíîâå òîíêèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê, ïîëó÷åííûõ èîííî-ïëàçìåííûì íàïûëåíèåì // Ìèð èçìåðåíèé. 2007. Âûï. 7. Ñ. 45�61.[4℄ Åñèïîâ Þ.Â., Ìóõîðòîâ Â.Ì., Êàëèí÷óê Â. Â., Àíäæèêîâè÷ È.Å. Î âîçìîæíîñòèðàííåãî äèàãíîçà ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé ñ ïðèìåíåíèåì ñåãíåòîýëåê-òðè÷åñêèõ äàò÷èêîâ äèíàìè÷åñêîé äå�îðìàöèè // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõöåíòðîâ ×ÝÑ. 2010. � 4. Ñ. 29�35.Bo
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÈÇÈÊÎ-ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÎÁËÅ�×ÅÍÍÎ�Î ÁÅÒÎÍÀ ÍÀ ÇÀÏÎËÍÈÒÅËßÕÈÇ �Î�ÅËÛÕ ÏÎ�ÎÄÁóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â.,Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáëåã÷åííûõ áå-òîíîâ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå çàïîëíèòåëåé ìàòåðèàëû èç ãîðåëûõ ïîðîä øàõòíûõ îòâà-ëîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ ââåäåíèåì çàïîëíèòåëåé èç ãîðåëûõ ïîðîä ìàêñèìàëüíî èñïîëü-çóåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ñïîñîáíîñòü öåìåíòà è ýòî ñïîñîáñòâóåò óëó÷øåíèþ ïîêàçàòåëåéêà÷åñòâà áåòîíîâ.Îñíîâíûì êîìïîíåíòîì îáëåã÷åííîãî áåòîíà ÿâëÿþòñÿ èñêóññòâåííî ïîëó÷åí-íûå ïîðèñòûå çàïîëíèòåëè: êåðàìçèò, àãëîïîðèò. Îäíàêî â ñëîæèâøèõñÿ ýêîíî-ìè÷åñêèõ è ýêîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ â �îññèè äîëÿ ïðîèçâîäñòâà è ïðèìåíåíèÿêåðàìçèòà çíà÷èòåëüíî óìåíüøèëàñü. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèîðèòåòíîå íàïðàâëåíèåïîëó÷àþò ïðåèìóùåñòâåííî áåçîáæèãîâûå ïîðèñòûå çàïîëíèòåëè èç îòõîäîâ ïðî-èçâîäñòâà. Äëÿ ýòîãî èìåþòñÿ äîñòàòî÷íûå îáúåìû çàïàñîâ øàõòíûõ ãîðåëûõ ïî-ðîä è çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ, ìíîãèå èç êîòîðûõ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ÿâëÿþò-ñÿ ïîòåíöèàëüíûì ñûðüåì äëÿ òàêîãî ðîäà çàïîëíèòåëåé. Â �îñòîâñêîé îáëàñòèäëÿ ýòèõ öåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãîðåëûå ïîðîäû íåêîòîðûõ øàõòíûõ îòâàëîâ(øàõò èì. Êèðîâà, ¾Áóðãóñòèíñêàÿ � 2¿, ¾Àëìàçíàÿ¿ è äð.).Â ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî óïðàâëåíèþ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè áå-òîíîâ èññëåäîâàíî âëèÿíèå âèäà çàïîëíèòåëåé íà êà÷åñòâî áåòîíîâ. Â êà÷åñòâåîáúåêòà èññëåäîâàíèé èñïîëüçîâàíû çàïîëíèòåëè èç ãîðåëûõ ïîðîä îòâàëà øàõ-òû èì. Êèðîâà. Çàïîëíèòåëè (êðóïíûå � ùåáåíü è ìåëêèå � ïåñ÷àíàÿ �ðàêöèÿ)ïîëó÷åíû äðîáëåíèåì øàõòíûõ ïîðîä ñ ïîñëåäóþùèì �ðàêöèîíèðîâàíèåì ïðî-äóêòîâ äðîáëåíèÿ. Ìåëêèé çàïîëíèòåëü èç ãîðåëûõ ïîðîä � ýòî îòñåâ äðîáëå-íèÿ. ×àñòèöàì çàïîëíèòåëåé èç ãîðåëûõ ïîðîä ñâîéñòâåííà ïîðèñòàÿ ñòðóêòóðàñ ðàçâèòîé ïîâåðõíîñòüþ. Ýòî îáóñëàâëèâàåò ïîíèæåííóþ íàñûïíóþ ïëîòíîñòüòàêèõ çàïîëíèòåëåé â ñðàâíåíèè ñ òðàäèöèîííûìè. Ïî ýòîìó ïîêàçàòåëþ ãîðåëî-ïîðîäíûå çàïîëíèòåëè ñõîäíû ñ èñêóññòâåííûìè ïîðèñòûìè çàïîëíèòåëÿìè. Íî âîòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ çàïîëíèòåëè èç ãîðåëûõ ïîðîä èìåþò áîëüøóþ ïðî÷íîñòüè áîëåå íèçêèå çíà÷åíèÿ ïî âîäîïîãëîùåíèþ. Áëàãîäàðÿ æåñòêîé ñòðóêòóðå êðè-ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ìèêðîïîðû â ÷àñòèöàõ ùåáíÿ íå ìîãóò ïåðåõîäèòü â îò-êðûòûå ïîðû, è ìîëåêóëû âîäû íå ïðîíèêàþò â ïðîñòðàíñòâî ìèêðîïîð, ïîýòîìóâîäîïîãëîùåíèå ùåáíÿ èç ãîðåëûõ ïîðîä íåûñîêîå. Ìàðêà ùåáíÿ ïî ïðî÷íîñòèïðè èñïûòàíèè íà äðîáèìîñòü � 400, 600, 800, 1000; ïî èñòèðàåìîñòè � È2, ïîìîðîçîñòîéêîñòè � F25, F50, íàñûïíàÿ ïëîòíîñòü � 800�950 êã/ì3, âîäîïîãëîùå-íèå � 0,5−9, 5 %. Ìåëêèé çàïîëíèòåëü � îòñåâ äðîáëåíèÿ ïîðîä èìååò íàñûïíóþ



Èññëåäîâàíèå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáëåã÷åííîãî áåòîíà . . . 111ïëîòíîñòü 850-950 êã/ì3, ìîäóëü êðóïíîñòè � 2,3 − 3,5. Â çàïîëíèòåëÿõ èç ãî-ðåëûõ ïîðîä îòñóòñòâóþò ãëèíèñòûå è èëèñòûå ÷àñòèöû, íåò ãëèíû â êîìêàõ,ñîäåðæàíèå çåðåí ñëàáûõ ïîðîä è ïðèìåñåé, îòíîñèìûõ ê âðåäíûì, íå ïðåâû-øàåò äîïóñòèìûõ ïðåäåëîâ. Ôîðìà ÷àñòèö óãëîâàòàÿ, íåîêàòàííàÿ, ïîâåðõíîñòüøåðîõîâàòàÿ. Ñîäåðæàíèå â ùåáíå ïëàñòèí÷àòûõ è èãëîâàòûõ çåðåí íàõîäèòñÿ âïðåäåëàõ 8�15 %. Òàêèå îñîáåííîñòè çàïîëíèòåëåé èç ãîðåëûõ ïîðîä îáúÿñíÿþòñÿèõ ïðîèñõîæäåíèåì. �îðåëûå ïîðîäû � ïðîäóêò äëèòåëüíîãî îáæèãà óãëåâìåùà-þùèõ ïîðîä, èçâëå÷åííûõ íà ïîâåðõíîñòü ïðè äîáû÷å óãëÿ è ñêëàäèðîâàííûõâ òåððèêîíàõ. Îáæèã ïóñòûõ øàõòíûõ ïîðîä ïðîèñõîäèò â îòâàëå â åñòåñòâåí-íûõ óñëîâèÿõ ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê 1000 ◦Ñ. Â ðåçóëüòàòå òåðìè÷åñêîãîâîçäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ïîðîäû ïðèîáðåëè ïîðèñòîå ñòðîåíèå. Â ïîðîäàõ ïðè äëè-òåëüíîì îáæèãå ïðîèñõîäèëè ïèðîïðîöåññû, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ñ�îðìèðîâàëàñüïîðèñòàÿ ñòðóêòóðà ñ ïîðàìè ðàçëè÷íîãî âèäà è ðàçìåðîâ. Â ïîðîäàõ èìåþòñÿìåëêî-, ñðåäíå- è êðóïíîïîðèñòûå ñòðóêòóðû. Ñâîåîáðàçèå ñòðóêòóðû çàïîëíè-òåëåé èç ãîðåëûõ ïîðîä îïðåäåëÿåò èõ íåâûñîêóþ ïëîòíîñòü. Âåùåñòâåííûé ñî-ñòàâ ãîðåëûõ ïîðîä ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà �èçèêî-õèìè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîèñ-õîäÿùèå ïðè òâåðäåíèè è �îðìèðîâàíèè ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. �îðåëûå ïîðîäûñîäåðæàò â çíà÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå ãëèíèñòûå, æåëåçèñòûå è êðåìíåçåìèñòûåãèäðàâëè÷åñêèå êîìïîíåíòû. Àêòèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæíûì ñâîéñòâîìãîðåëûõ ïîðîä, îáóñëàâëèâàþùèì èõ ïðèìåíåíèå â ñîñòàâå âÿæóùèõ è áåòîíîâ.Àêòèâíîñòü ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì â íèõ íåñêîëüêèõ àêòèâ-íûõ êîìïîíåíòîâ: àëþìèíàòíîãî â âèäå àìîð�èçîâàííîãî ãëèíèñòîãî âåùåñòâàè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà àêòèâíîé ìîäè�èêàöèè Al2O3, êðåìíåçåìèñòîãî â âè-äå ðàñòâîðèìîé èëè àêòèâíîé êðåìíåêèñëîòû, æåëåçèñòîãî â âèäå ðàñòâîðèìûõ
Fe2O3 è Fe3O4 è àëþìîñèëèêàòíîãî ñòåêëà. �îðåëûå ïîðîäû ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâààêòèâíîãî ãëèíèòà.Îïûò ïðèìåíåíèÿ çàïîëíèòåëåé èç ãîðåëûõ ïîðîä â ñîñòàâàõ îáëåã÷åííûõ áå-òîíîâ íåâåëèê. Íàèáîëåå èçâåñòíî èñïîëüçîâàíèå ïðè ïðîèçâîäñòâå îáëåã÷åííûõè ëåãêèõ áåòîíîâ çîë è çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ. Ïîðèñòûå çàïîëíèòåëè èç ãîðåëûõïîðîä îòâàëà øàõòû èì. Êèðîâà ââîäèëè â ñîñòàâ áåòîííîé ñìåñè äëÿ ïîëó÷å-íèÿ îáëåã÷åííîãî áåòîíà. Â êà÷åñòâå êðóïíîãî çàïîëíèòåëÿ èñïîëüçîâàëè ñìåñü�ðàêöèé ñâ. 5 äî 15 ìì. Ñîîòíîøåíèå �ðàêöèé 5�10 è 10�15 ìì â ñìåñè ñîñòàâëÿ-åò 1:1. Íà òàêîì çàïîëíèòåëå ïîëó÷àþòñÿ êîíñòðóêöèîííûå áåòîíû ñ ïëîòíîñòüþ1800-2000 êã/ì3. Óìåíüøèòü ïëîòíîñòü áåòîíà ìîæíî çàìåíîé îáû÷íîãî ïåñêà íàêåðàìçèòîâûé ïåñîê èëè îòñåâû äðîáëåíèÿ ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä. �åãóëèðîâàòüïðî÷íîñòü è ïëîòíîñòü áåòîíà ìîæíî òàêæå ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîìáèíèðîâàííûõçàïîëíèòåëåé (ùåáåíü, è êåðàìçèò, ïåñîê, îòñåâ è êåðàìçèòîâûé ïåñîê), âçÿòûõâ ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ. Ïðèìåíåíèå êîìáèíèðîâàííûõ çàïîëíèòåëåé ñâÿçà-íî íå òîëüêî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñíèçèòü ïëîòíîñòü áåòîíà, íî òàêæå óìåíüøèòüðàñõîä äîðîãîñòîÿùåãî êåðàìçèòà. Ñîäåðæàíèå êåðàìçèòà ñîñòàâëÿëî 20, 30, 40,0 è 50 % îò âåñà êðóïíîãî çàïîëíèòåëÿ.Ñîñòàâ áåòîíà îïðåäåëÿëè ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì ñïîñîáîì. Èçãîòîâëåí-íûå ïî ñïîñîáó âèáðîïðåññîâàíèÿ îáðàçöû êóáû ñ ðàçìåðîì ðåáðà 10 ñì. Îò�îð-ìîâàííûå îáðàçöû âûäåðæèâàþòñÿ â �îðìàõ 15�18 ÷àñîâ, äàëåå ïðîïàðèâàþòñÿïî ðåæèìó: ïîäúåì òåìïåðàòóðû äî 80 ◦Ñ â òå÷åíèå 3 ÷àñîâ, èçîòåðìè÷åñêèé ïðî-



112 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.ãðåâ ïðè òåìïåðàòóðå 85�87 ◦Ñ â òå÷åíèå 8�9 ÷àñîâ è ìåäëåííîå îõëàæäåíèå äîêîìíàòíîé òåìïåðàòóðû. Èñïûòàíèÿ îáðàçöîâ ïðîâîäèëèñü ÷åðåç 4 ÷àñà ïîñëå èç-âëå÷åíèÿ èç ïðîïàðî÷íîé êàìåðû è ðàñïàëóáêè �îðì.�åçóëüòàòû èñïûòàíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.Òàáëèöà 1 � Ñîñòàâû è �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îáëåã÷åííîãî áåòîíàÊëàññ(ìàðêà)áåòîíà �àñõîä ìàòåðèàëîâ Ïðî÷íîñòüíà ñæà-òèå, ÌÏà Ïëîòíîñòüáåòîíà,êã/ì3öåìåíò îòñåâ êåðàìçèò ùåáåíü âîäàÂ7,5 (100) 220 582 222 666 191 11,2 1690- ¾ - 240 524 196 590 196 13,3 1550- ¾ - 240 516 208 596 200 16,1 1580- ¾ - 260 516 232 542 189 13,4 1550- ¾ - 260 516 300 446 185 12,7 1522Â10 (150) 260 576 216 648 204 16,7 1700Â12,5 (150) 260 576 246 518 195 15,9 1700Â15 (200) 320 572 257 601 215 21,3 1750- ¾ - 340 564 254 592 213 22,4 1750Â22,5 (300) 420 572 257 601 215 31,9 1850Â25 (350) 460 556 235 549 213 36,6 1800Ïî ðåçóëüòàòàì âûïîëíåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â áåòî-íàõ íà çàïîëíèòåëÿõ èç ãîðåëûõ ïîðîä íå òîëüêî äîñòèãàåòñÿ çàäàííàÿ ïðî÷íîñòü,íî è îòìå÷àåòñÿ çàïàñ ïî ïðî÷íîñòè. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíà ñ çà-ïîëíèòåëÿìè èç ãîðåëûõ ïîðîä îáåñïå÷èâàþòñÿ ïðè òåõ æå ðàñõîäàõ öåìåíòà, ÷òîè íà òðàäèöèîííûõ çàïîëíèòåëÿõ è â òåõ æå ïðåäåëàõ, êàêèå ðåêîìåíäóþò íîð-ìàòèâíûå äîêóìåíòû äëÿ êîíêðåòíûõ ìàðîê áåòîíà. Ïðè èçãîòîâëåíèè èçäåëèéèç ïðåäëàãàåìûõ ñîñòàâîâ ñëåäóåò âûáèðàòü âàðèàíòû ñ ðàñõîäîì öåìåíòà, ÷òîáûîáåñïå÷èòü òðåáóåìûå ïîêàçàòåëè áåòîíà ïî ïðî÷íîñòè, ïëîòíîñòè, ìîðîçîñòîé-êîñòè, âîäîíåïðîíèöàåìîñòè, èçíîñî- è àòìîñ�åðîñòîéêîñòè. Ïðè ïðåäúÿâëåíèèê áåòîíó òðåáîâàíèé òîëüêî ïî ïðî÷íîñòè è ïëîòíîñòè ñëåäóåò ïðîâåñòè êîððåê-òèðîâêó ñîñòàâîâ áåòîíà, íàïðàâëåííóþ íà ñíèæåíèå ðàñõîäà öåìåíòà.Â çàâîäñêèõ óñëîâèÿõ èç ñîñòàâîâ äëÿ êîíñòðóêöèîííî-òåïëîèçîëÿöèîííîãîè êîíñòðóêöèîííîãî áåòîíà áûëè èçãîòîâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïàðòèè èçäå-ëèé. Îáðàçöû-êóáû äëÿ êîíòðîëüíûõ èñïûòàíèé �îðìîâàëèñü è ïîäâåðãàëèñüïðîïàðèâàíèþ â öåõå îäíîâðåìåííî ñ èçäåëèÿìè, à òàêæå äðóãàÿ ïàðòèÿ îáðàçöîâíàáèðàëè ïðî÷íîñòü â óñëîâèÿõ åñòåñòâåííîãî òâåðäåíèÿ. Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëå-íû ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé ñâîéñòâ áåòîíà.Äëÿ áåòîíîâ ìàðîê 150 è 200 îòíîñèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü ïîñëå òåïëîâîé îáðà-áîòêè ïî îáùåïðèíÿòîìó äëÿ áåòîíà ðåæèìó èçìåíÿëàñü â ïðåäåëàõ 0,825 � 1,18,äëÿ ìàðîê 50 è 75 � îò 0,8 äî 0,86, â òî âðåìÿ êàê äëÿ êîíòðîëüíûõ îáðàçöîâîíà íàõîäèëàñü â ïðåäåëàõ 0,68 � 0,72. Áåòîí äëÿ ñòåíîâûõ áëîêîâ ìàðêè 50 èìåëïëîòíîñòü 1200, ìàðêè 75 � 1400 êã/ì3, äëÿ áëîêîâ ïîäîêîííûõ � 1600 êã/ì3,äëÿ ïåðåìû÷åê � 1800 êã/ì3. Íà èçäåëèÿõ èç ýêñïåðèìåíòàëüíîãî áåòîíà íå áûëî



Èññëåäîâàíèå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáëåã÷åííîãî áåòîíà . . . 113ïðèçíàêîâ äå�åêòîâ ïîâåðõíîñòè. Èìåëî ìåñòî ýêîíîìèÿ öåìåíòà îò 5 äî 10 %áåç óõóäøåíèÿ ñâîéñòâ áåòîíà. Óëó÷øèëèñü ïîêàçàòåëè âîäîïîãëîùåíèÿ, ìîðî-çîñòîéêîñòè è âîäîíåïðîíèöàåìîñòè áåòîíà. Îñòàòî÷íàÿ âëàæíîñòü áåòîíà ïîñëåïðîïàðèâàíèÿ ñíèæàëàñü è ñîñòàâëÿëà 5,3 � 6,0 % (ó êîíòðîëüíûõ îáðàçöîâ 10,4 �
27,8 %). Ýòè îñîáåííîñòè áåòîíà íà íåòðàäèöèîííûõ çàïîëíèòåëÿõ èìåþò âàæíîåçíà÷åíèå äëÿ ïðàêòèêè, òàê êàê èç-çà ïîâûøåííîé ìîíòàæíîé âëàæíîñòè íàáëþ-äàþòñÿ ñëó÷àè ïðîìåðçàíèÿ ñòåí èç êåðàìçèòîáåòîíà, à ïîâûøåííîå óâëàæíåíèåòîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ðåçêî óõóäøàåò ìèêðîêëèìàò â ïîìåùåíèÿõ.Òàáëèöà 2 � Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà îáëåã÷åííîãî áåòîíà (ýêñïåðèìåíòàëüíàÿïàðòèÿ)Èçäåëèå,ìàðêà áåòîíà,îñàäêà êîíóñà Îòïóñê-íàÿïðî÷-íîñòü,% Ïðî÷íîñòü íà ñæàòèå, ÌÏà Ìîðîçî-ñòîéêîñòü,ìàðêà Âîäî-íåïðîíè-öàåìîñòü,ìàðêàïîñëåïðîïàðè-âàíèÿ åñòåñòâåííîåòâåðäåíèå, ñóò.28 60 180Ïåðåìû÷êè 200,ÎÊ � 2-3 ñì 70 16,5 (0,825) 19,8 22,5 23,6 F75 W4Ïåðåìû÷êè 150,ÎÊ � 2-3 ñì 100 17,7 (1,18) 21,0 22,6 24,8 F75 W2Áëîêè íàðóæíûåñòåíîâûå 100,ÎÊ � 2-3 ñì 70 8,3 (0,85) 10,9 12,4 13,0 F50 W2Áëîêèïîäîêîííûå 75,ÎÊ � 2-3 ñì 70 6,0 (0,80) 7,8 8,3 9,0 F35 �Áëîêè íàðóæíûåñòåíîâûå 50,ÎÊ � 2-3 ñì 70 4,3 (0,86) 5,7 6,8 7,3 F25 �Áåòîí íà ïîðèñòûõ çàïîëíèòåëÿõ èç ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä ñòîåê ê äåéñòâèþàãðåññèâíûõ ñðåä. Èñïûòàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ áåòîíîâ ïðîâîäèëîñü íà ìîäåëü-íîé óñòàíîâêå, èìèòèðóþùåé íàòóðíûå óñëîâèÿ ýêñïëóàòàöèè èçäåëèé â îñëîæ-íåííûõ óñëîâèÿõ (êîëåáàíèÿ âëàæíîñòè è òåìïåðàòóðû, äåéñòâèå áèîëîãè÷åñêèàêòèâíûõ è àãðåññèâíûõ ñðåä). Íàáëþäåíèÿ âåëèñü â òå÷åíèå òðåõ ëåò è ïîäòâåð-äèëè õîðîøèå ýêñïëóàòàöèîííûå êà÷åñòâà èñïûòûâàåìîãî áåòîíà. Ïðèçíàêîâ ðàç-ðóøåíèÿ íå îáíàðóæåíî, êàïèëëÿðíîå âñàñûâàíèå è âîäîïîãëîùåíèå â 1,7−2,2 ðàçàìåíüøå, à ïðî÷íîñòü íà 18�27 % âûøå, ÷åì ó êåðàìçèòîáåòîíà. Òàêîé áåòîí öåëåñî-îáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óñòðîéñòâà ïîëîâ è ñòåí íå òîëüêî â æèëûõ, íî è ïðîèç-âîäñòâåííûõ çäàíèÿõ, íî è â ïîìåùåíèÿõ ñ ïåðåìåííîé âëàæíîñòüþ è òåìïåðàòó-ðîé, ñ âîçäåéñòâèåì íàãðóçîê è àãðåññèâíûõ ñðåä. Óñòðîéñòâî ïîëîâ ïðîèçâîäèòñÿïî òîé æå òåõíîëîãèè, êàê è èç êåðàìçèòîáåòîíà. Áåòîííóþ ñìåñü óêëàäûâàþò íàóïëîòíåííîå ùåáåíî÷íîå îñíîâàíèå. Òîëùèíà ñëîÿ óêëàäêè 70�80 ìì. Óëîæåííûéáåòîí ïîñëå íàáîðà ïðî÷íîñòè ïîêðûâàþò öåìåíòíî-ïåñ÷àíîé ñòÿæêîé.Áåòîíû, ñîäåðæàùèå ãîðåëûå øàõòíûå è èìåþùèå ïîðèñòóþ ñòðóêòóðó, òðåáó-þò îñîáîãî âíèìàíèÿ ê îáåñïå÷åíèþ ñîõðàííîñòè àðìàòóðû îò êîððîçèè. Â òàêèõáåòîíàõ òîëùèíó çàùèòíîãî ñëîÿ íåîáõîäèìî âûäåðæèâàòü íà 5�10 ñì áîëüøå,



114 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.÷åì â êîíñòðóêöèÿõ èç áåòîíà òîé æå ìàðêè íà ïëîòíûõ çàïîëíèòåëÿõ.Óëó÷øåíèå ñâîéñòâ ãîðåëîïîðîäíûõ áåòîíîâ ñ îäíîé ñòîðîíû ñâÿçàíî ñî ñòðóê-òóðîé ÷àñòèö ãîðåëîé ïîðîäû (ïîðèñòîñòü, øåðîõîâàòîñòü è ÷èñòîòà ïîâåðõíîñòè,îòñóòñòâèå çàñîðÿþùèõ ïðèìåñåé, ãèäðàâëè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü) ñïîñîáñòâóþùåéõîðîøåìó ñöåïëåíèþ âÿæóùåãî ñ çàïîëíèòåëåì. Ñ äðóãîé � íàëè÷èå àêòèâíûõêîìïîíåíòîâ â ñîñòàâå ãîðåëûõ ïîðîä èíòåíñè�èöèðóåò ãèäðàòàöèþ öåìåíòà. Àê-òèâíûå êîìïîíåíòû ãîðåëîé ïîðîäû âçàèìîäåéñòâóþò ñ ïðîäóêòàìè ãèäðàòàöèèöåìåíòà, îáðàçóÿ äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷åñòâî íîâîîáðàçîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì,ïîòåíöèàëüíàÿ ñïîñîáíîñòü öåìåíòà èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìàëüíî. Ïðîöåññ òâåðäå-íèÿ áåòîííîé ñìåñè â ïðèñóòñòâèè ãîðåëûõ ïîðîä è ñîñòàâ îñíîâíûõ ïðîäóêòîâãèäðàòàöèè öåìåíòà ïðîòåêàåò ïî èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé ñõåìå, êàê è â ñîñòàâàõíà òðàäèöèîííûõ ìàòåðèàëàõ. Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ è ðåçóëüòà-òàìè äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé [1�4℄. �åçóëüòàòû êîìïëåêñíûõ �èçèêî-õèìè÷åñêèõèññëåäîâàíèé ãèäðàòèðîâàííûõ öåìåíòíî-ãîðåëîïîðîäíûõ êîìïîçèöèé ïîäòâåð-æäàþò, ÷òî ãîðåëûå ïîðîäû ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà ñîñòàâ íîâîîáðàçîâàíèé,íî âûçûâàþò êîëè÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ ãèäðàòíûõ íîâîîáðàçîâàíèé: óâåëè÷è-âàåòñÿ îáùåå êîëè÷åñòâî öåìåíòèðóþùèõ âåùåñòâ è ðàñòåò ÷èñëî íèçêîîñíîâíûõãèäðîñèëèêàòîâ, îòâåòñòâåííûõ çà íàáîð ïðî÷íîñòè òâåðäåþùåãî ìàòåðèàëà.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìèõååâà Ò.Å., �àëü÷åíêî Ï.Ï., Êàïëàí Á.ß., Ìèðîøíè÷åíêî Å. �. Òåîðåòè÷åñêèåîñíîâû âûáîðà îïòèìàëüíûõ ñîñòàâîâ òàìïîíàæíûõ ðàñòâîðîâ íà îñíîâå ãîðåëûõïîðîä Äîíáàññà // Òð.ÂÍÈÈÎÌØÑ. Õàðüêîâ, 1978. Âûï. 26. Ñ. 56�64.[2℄ Êíèãèíà �.È., Áàëàíäèíà Ò.Ñ. Äîëãîâå÷íûå ñòðîèòåëüíûå ìàòåðèàëû íà îñíîâåãîðåëûõ ïîðîä // Ôèçèêî-õèìè÷åñêèå îñíîâû è ýêîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû èñïîëüçî-âàíèÿ îòõîäîâ äîáû÷è è ïåðåðàáîòêè òâåðäûõ ãîðþ÷èõ èñêîïàåìûõ. Òåç. äîêë. Âñåñ.ñîâåù. Ì., 1980. ×. 1. Ñ. 21�25.[3℄ Áàæåíîâ Þ.Ì., Àëèìîâ Ë.À., Âîðîíèí Â. Â �àçâèòèå òåîðèè �îðìèðîâàíèÿñòðóêòóðû è ñâîéñòâ áåòîíîâ ñ òåõíîãåííûìè îòõîäàìè // Èçâ. âóçîâ. Ñòðîèòåëü-ñòâî. 1996. � 7. Ñ. 55�58.[4℄ Âëàñîâ Â.Â. Ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ ïðè òâåðäåíèè âÿæóùèõ íà îñíîâå ïðèðîä-íîãî è òåõíîãåííîãî àëþìîñèëèêàòíîãî ñûðüÿ // Èçâ. âóçîâ. Ñòðîèòåëüñòâî. 1997.� 5. Ñ. 42�48.Burav
huk N. I., Guryanova O.V., Okorokov E. P., Pavlova L.N. The Study onphysi
al and me
hani
al properties of lightweight 
on
rete by �llers of burnt ro
ks. Resultsof resear
h on the physi
al and me
hani
al properties of lightweight 
on
retes 
ontainingmaterials as �llers of burnt ro
ks the mine dumps. It is established that with introdu
tionof �llers from burned breeds potential ability of 
ement is as mu
h as possible used and itpromotes improvement of indi
ators of quality of 
on
rete.



ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÈÉ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß ÈÌÀËÎÖÈÊËÎÂÎÉ ÓÑÒÀËÎÑÒÈ ÍÀ ÌÅÕÀÍÈÊÓ�ÀÇ�ÓØÅÍÈßÁóõàíüêî À.À.1, Ëîøìàíîâ À.Þ.2, Õðîìîâ À.È.2
1Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåòèì. àêàä. Ñ.Ï. Êîðîë¼âà (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)

2Êîìñîìîëüñêèé-íà-Àìóðå ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòÍà îñíîâå òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ äå�îðìàöèîííî-ýíåðãåòè÷åñêèéïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Äàííûé ïîä-õîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè ìàëîöèêëîâîé óñòà-ëîñòè è ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ.1. Ââåäåíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ óïðó-ãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïðîöåññîâ: äî-âåäåíèÿ ìàòåðèàëà äî ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (çàðîæäåíèå òðåùèíû) è îáðàçîâà-íèÿ íîâûõ ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé (ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû). Îáà ýòèõ ïðîöåñ-ñà îáóñëîâëåíû íàëè÷èåì ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, íàêîïëåíèåì ðàññåèâàåìîéðàáîòû âíóòðåííèõ ñèë è èñ÷åðïàíèåì ïëàñòè÷íîñòè. Â ðàáîòå ïðîöåññ äîñòèæå-íèÿ ìàòåðèàëîì ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ óïðî÷íÿþùåãîñÿíåñæèìàåìîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà. Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ íà îñíîâå èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà, ïðè ïðåäïîëîæå-íèè, ÷òî ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ òðåùèíû ñîïðîâîæäàåòñÿ îïðåäåëåííûì ïëàñòè÷å-ñêèì òå÷åíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäåëüíîìó óïðî÷íåíèþ ìàòåðèàëà. Â êà÷åñòâååäèíîé êðèòåðèàëüíîé âåëè÷èíû âûáðàíà óäåëüíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë W íàïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèÿõ.2. Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Ïîä ïðåäåëüíûì ñî-ñòîÿíèåì ïëàñòè÷åñêèõ òåë ïîíèìàåòñÿ ñîñòîÿíèå, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþ-ùåå ïðîöåññó ðàçðóøåíèÿ (ìîìåíòó íàðóøåíèÿ ñïëîøíîñòè ñðåäû). Ñîãëàñíî ìíî-ãî÷èñëåííûìè îïûòàìè â óñëîâèÿõ ìàëîöèêëîâîé óñòàëîñòè ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèåìàòåðèàëà ïðè ìîíîòîííîì íàãðóæåíèè íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, à ñóùåñòâåí-íî çàâèñèò îò ðàññåÿíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Èçâåñòíî, ÷òî ìàëîöèêëîâàÿ óñòà-ëîñòü ìàëî çàâèñèò îò óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó ïðîöåññ äîñòèæåíèÿìàòåðèàëîì ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ îïèñûâàòü â ðàìêàõ óïðî÷íÿþ-ùåãîñÿ íåñæèìàåìîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà.Îñíîâíûì ñîîòíîøåíèåì òåîðèè ìàëîöèêëîâîé óñòàëîñòè ÿâëÿåòñÿ �îðìóëàÊî��èíà�Ìýíñîíà [1, 2℄, ýíåðãåòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà êîòîðîé áûëà äàíà Ñ. Ôåëò-íåðîì, Äæ. Ìîððîó [3℄ è Ä. Ìàðòèíîì [4℄. Ñîãëàñíî ýòîé òðàêòîâêå ðàçðóøåíèåíàñòóïàåò òîãäà, êîãäà ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ, ðàññåèâàåìàÿ â åäèíèöå îáúåìà ìà-òåðèàëà, âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ íåîáðàòèìûõ ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé äîñòèãàåòîïðåäåëåííîé êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, ñâÿçàííîé ñ ïðîöåññàìè óïðî÷íåíèÿ. Ôîð-ìóëà Êî��èíà�Ìýíñîíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
∆εpN

m = M(W∗∗), W∗∗ = Wc −Wh,



116 Áóõàíüêî À.À., Ëîøìàíîâ À.Þ., Õðîìîâ À.È.ãäå ∆εp � ïðèðàùåíèå ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé; N � ÷èñëî öèêëîâ;m,M � êîí-ñòàíòû ìàòåðèàëà; W∗∗ � ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàðîæäåíèåìàêðîòðåùèíû â èñõîäíîì ìàòåðèàëå; Wh � ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë íà ïëàñòè÷å-ñêèõ äå�îðìàöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ óïðî÷íåíèåì ìàòåðèàëà; Wc =

Np∑

N=1

WN � ñóììàð-íàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë, ñâÿçàííûõ ñ óïðî÷íåíèåì çà N�öèêëîâ; Np � ÷èñëîöèêëîâ äî ðàçðóøåíèÿ; WN � ýíåðãèÿ, ðàññåèâàåìàÿ â åäèíèöå îáúåìà ìàòåðèàëàïðè N�îì öèêëå.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë äîñòèãàåò ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿ-íèÿ, êîãäà âåëè÷èíà W äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ W∗∗, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòèñ÷åðïàíèþ ïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëà è çàðîæäåíèþ òðåùèíû. Òî åñòü, äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ÷àñòü ðàññåèâàåìîé ýíåðãèè,ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàáîòå âíóòðåííèõ ñèë íà ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèÿõ, ñâÿçàí-íûõ ñ óïðî÷íåíèåì.Â ðàáîòàõ [5�7℄ ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà ïðåäëàãàåòñÿ îïèñûâàòü ëèíè-ÿìè íà ïîâåðõíîñòè äå�îðìàöèîííûõ ñîñòîÿíèé óïðî÷íÿþùåãîñÿ íåñæèìàåìîãîæåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà. Â ñå÷åíèÿõ ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëü-íûìè äåâèàòîðíîé ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ãëàâíûõ äå�îðìàöèé, ïðåäëàãàåìûåëèíèè èìåþò âèä êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ëèíèÿìè èïîâåðõíîñòüþ íàãðóæåíèÿ ìàòåðèàëà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû
h′ =

3σS(IE)

3 − 2IEêàê �óíêöèè ïàðàìåòðà óïðî÷íåíèÿ, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì ïåðâîãî èíâà-ðèàíòà IE òåíçîðà êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé Àëüìàíñè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
h′ íåîáõîäèìî ïåðåñòðîèòü äèàãðàììó íàãðóæåíèÿ â âèäå σS = σS(IE), ó÷èòûâàÿñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç êèíåìàòèêè öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà ïðè îäíîîñíîìðàñòÿæåíèè [8℄:

E1 =
1

2

δ(2 + δ)

(1 + δ)2
, E2 = E3 = −1

2
δ.Çäåñü Ei(i = 1, 2) � êîìïîíåíòû òåíçîðà êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé Àëüìàíñè; δ �îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå îáðàçöà; σS(IE) � çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè, îïðå-äåëÿåìîå èç ýêñïåðèìåíòà íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà èõàðàêòåðèçóþùåå ñîñòîÿíèå óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà íà äàííîì óðîâíå äå�îðìà-öèé.Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïèñàíèè ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà ïðåäëàãàåòñÿèñïîëüçîâàòü ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ, ñâÿçàííóþ ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòèäå�îðìàöèîííûõ ñîñòîÿíèé óïðî÷íÿþùåãîñÿ íåñæèìàåìîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêî-ãî òåëà è îòâå÷àþùóþ ñîñòîÿíèþ ìàòåðèàëà. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ýòîé ïî-âåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ ñîäåðæèò âòîðîé è òðåòèé èíâàðèàíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé,ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è ñèììåòðè÷íûì [9℄:

(σ2 + σ3 − 2σ1)(σ3 + σ1 − 2σ2)(σ1 + σ2 − 2σ3)+

+
9

2
σS(IE)

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2
]

= 27σ3
S(IE)

[
1 − 27

(3 − 2IE)3

]
.



Îáîáùåíèå òåîðèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ìàëîöèêëîâîé óñòàëîñòè ... 117Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøåìñÿïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè ïðè âûãëàæèâàíèè æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ãëàä-êèì óãëîâûì èíäåíòîðîì â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè [7℄.3. �àñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû âíóòðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà. Ïðî-öåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îñíîâå ìîäåëè èäåàëüíîãîæåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ òðåùèíû ñî-ïðîâîæäàåòñÿ îïðåäåëåííûì ïëàñòè÷åñêèì òå÷åíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäåëü-íîìó óïðî÷íåíèþ ìàòåðèàëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçðóøåíèå ÷àñòèö ìàòåðèàëà âîêðåñòíîñòè òðåùèíû ïðîèñõîäèò, êîãäà óäåëüíàÿ ðàáîòàW âíóòðåííèõ ñèë, íåîá-õîäèìàÿ äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû, äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ W∗.�àñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû â óïðóãîïëàñòè÷åñêîì òåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ â óñëî-âèÿõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè êàê äâèæåíèå óãëîâîãî âûðåçà âìåñòå ñ íåáîëüøîéæåñòêîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòüþ [10, 11℄. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå êîí�èãó-ðàöèè ÷àñòèö, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü îñîáåííîñòü ïîëÿ äå�îðìàöèé â âåðøèíåòðåùèíû, âîçíèêàþùóþ â ðàìêàõ äå�îðìàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè [12℄. �àñ-ñìàòðèâàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ñòÿãèâàþùàÿñÿ â âåðøè-íó òðåùèíû. Ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ðàññåèâàåìîé ðàáîòû âíóòðåííèõñèë è äå�îðìàöèé âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â îêðåñòíîñòè âåðøèíûòðåùèíû ïðè àäèàáàòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.Ìàòåðèàë â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì. Âíåø-íÿÿ ÷àñòü îáëàñòè, îêðóæàþùåé âåðøèíó òðåùèíû, ÿâëÿåòñÿ óïðóãîé. Íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â íåé îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ìå-òîäîâ è ïàêåòîâ òèïà ANSYS, MSC è äð. Âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ æåñòêîïëà-ñòè÷åñêîé, äå�îðìàöèè â íåé, èìåþùèå áîëüøèå (êîíå÷íûå) çíà÷åíèÿ, îïèñûâà-þòñÿ àíàëèòè÷åñêè òåíçîðàìè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãà-åòñÿ, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü òðåùèíû, ïðèìûêàþùàÿ ê æåñòêîïëàñòè÷åñêîéîáëàñòè, ïðÿìîëèíåéíà; ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ; ðàçìåðûæåñòêîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì; ìàòåðèàë âíåøíåé îáëà-ñòè ¾íàáåãàåò¿ íà âíóòðåííþþ îáëàñòü ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãåòè÷åñêè îáîñíîâàíî äëÿíåáîëüøèõ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé, è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå
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êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû W∗ ïîêðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ J-èíòåãðàëà Jc, îïðåäåëÿåìîãî ýêñïåðèìåíòàëüíî. Çäåñü
Jp ≈ J � çíà÷åíèå J-èíòåãðàëà ïðè ñòÿãèâàíèè æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî êîíòóðà âòî÷êó; u, v � ïðîåêöèè ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ íà êðèâîëèíåéíûå îñè α, β â ñèñòåìåêîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ âåðøèíîé òðåùèíû; ϕ � óãîë íàêëîíà α-ëèíèè ê îñè X;
m � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû; λ1 � åäèíè÷íàÿ ãëóáèíà ïî íîðìàëè êîáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äëÿ îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû.



118 Áóõàíüêî À.À., Ëîøìàíîâ À.Þ., Õðîìîâ À.È.Â ñëó÷àå, åñëè æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, è òðåùèíà ðàñ-ïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ m, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü J-èíòåãðàëïî âñåé æåñòêîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè (áåç ñòÿãèâàíèÿ êîíòóðà â òî÷êó). Ýòî ïðè-âîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
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λ1,

êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïëà-ñòè÷åñêîé îáëàñòè a, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà äî ïðåäåëüíîãî ñî-ñòîÿíèÿ ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû âäîëü ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèè ñ ïîñëåäóþùèì ååðàçðóøåíèåì ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ ðàñïðîñòðàíåíèè òðåùèíû.4. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä îïèñàíèÿ ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé âïðîñòðàíñòâàõ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé âìåñòå ñ ïîâåðõíîñòüþ íà-ãðóæåíèÿ ó÷èòûâàåò ý��åêò Áàóøèíãåðà è êîíå÷íîñòü äå�îðìàöèé ìàòåðèàëà.Ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå íàêîïëåíèå ðàññåèâàåìîé ðàáîòû âíóòðåííèõ ñèë èðàñïðåäåëåíèå äå�îðìàöèé âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ïðè ïåðåñå÷åíèè åþ ïëà-ñòè÷åñêîé îáëàñòè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû íå èìåþò îñîáåííîñòè. Äàííîåîòëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ ó÷åòîì äâèæåíèÿ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 11-08-00580-à).
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Îáîáùåíèå òåîðèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ìàëîöèêëîâîé óñòàëîñòè ... 119[6℄ Áóõàíüêî À.À., �ðèãîðüåâà À.Ë., Êî÷åðîâ Å.Ï., Õðîìîâ À.È. Äå�îðìàöèîííî-ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêèõ òåë // Èçâåñòèÿ �îñ-ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 2009. � 6. Ñ. 178�186.[7℄ Õðîìîâ À.È., Áóõàíüêî À.À., Îâ÷èííèêîâà Ñ.À. Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå è ìàëî-öèêëîâàÿ óñòàëîñòü ïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ // Äàëüíåâîñòî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèéæóðíàë. 2013. Ò. 13, � 1. Ñ. 148�158.[8℄ Õðîìîâ À.È., Êîçëîâà Î.Â. �àçðóøåíèå æåñòêîïëàñòè÷åñêèõ òåë. Êîíñòàíòû ðàç-ðóøåíèÿ. Âëàäèâîñòîê: Äàëüíàóêà, 2005. 159 ñ.[9℄ Áóõàíüêî À.À. Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè, ñâÿçàííîå ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòèäå�îðìàöèîííûõ ñîñòîÿíèé, è îñîáåííîñòè åãî ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè èäåàëüíîéïëàñòè÷íîñòè // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòå-òà. Ñåðèÿ: Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. 2013. � 1(30). Ñ. 199�206.[10℄ Áóõàíüêî À.À., Õðîìîâ À.È. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå â âåðøèíå òðåùèíû, äå�îðìà-öèè è ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ // Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê. 2012. Ò.442,� 3. Ñ. 333�336.[11℄ Áóõàíüêî À.À., Õðîìîâ À.È. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùè-íû. Ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ è åãî ñâÿçü ñ J-èíòåãðàëîì // Ïðèêëàä-íàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ �èçèêà. 2012. Ò. 53,� 6. Ñ. 112�120.[12℄ Ri
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�ÀÑ×ÅÒ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß Ge Â SiGe ÏËÅÍÊÅ ÍÀ SiÏÎÄËÎÆÊÅ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÄÈÑËÎÊÀÖÈÎÍÍÛÕ ÏÅÒÅËÜÈ ÄÈÑËÎÊÀÖÈÉ ÍÅÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈßÁû÷êîâ À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂûïîëíåí ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè óïðóãîé ýíåðãèè â ïîëóïðî-âîäíèêîâîé ïëåíêå SiGe íà Si ïîäëîæêå. Ïîñòðîåíà òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ïëîñêîé ïëåíêè ñäèñëîêàöèåé. �àñ÷åò óïðóãèõ äå�îðìàöèé âûïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ. Â ðàñ÷åòå ó÷òåíû íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñïëàâà èç-çà íà-ïðÿæåíèé íåñîîòâåòñòâèÿ íà ãðàíèöå ¾ïëåíêà � ïîäëîæêà¿, ïðîíèêàþùèõ äèñëîêàöèéè äèñëîêàöèîííûõ ïåòåëü.Îáðàçîâàíèå äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìåõàíèçìîâ ðå-ëàêñàöèè óïðóãîé ýíåðãèè â ãåòåðîýïèòàêñèàëüíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ïëåíêàõ,íàïûëåííûõ íà ïîäëîæêó [1℄. Îáû÷íî äèñëîêàöèè çàðîæäàþòñÿ íà íåãëàäêîé ïî-âåðõíîñòè ïëåíêè è çàòåì îíè ñêîëüçÿò ïî íàïðàâëåíèþ ê ãðàíèöå ¾ïëåíêà �ïîäëîæêà¿ ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé íåñîîòâåòñòâèÿ (ñæàòèÿ â ñëó÷àå ïëåíêèSiGe íà Si ïîäëîæêå). Ýòè äèñëîêàöèè ñêîëüçÿò ïî ïëîñêîñòÿì {111} (âåêòîð Áþð-ãåðñà a/2[101℄), êîòîðûå íàêëîíåíû ïîä óãëîì 60◦ ê ïëîñêîñòè (001) ïîäëîæêè.Áëèçëåæàùèå 60◦ äèñëîêàöèè ïåðåñåêàþòñÿ è âñòóïàþò â äèñëîêàöèîííóþ ðåàê-öèþ a/2[1̄01] + a/2[011̄] = a/2[1̄10], ïðîäóêòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèäÿ÷àÿ ÷èñòîêðàåâàÿ äèñëîêàöèÿ ñ âåêòîðîì Áþðãåðñà a/2[110℄ ïàðàëëåëüíîì ïëîñêîñòè (001)ïîäëîæêè (äèñëîêàöèÿ Ëîìåðà). Åñëè ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ {111} ïåðåñåêàþò-ñÿ íå òî÷íî â ãåòåðîãðàíèöå, òî áëèçëåæàùèå 60◦ äèñëîêàöèè èëè èõ îòäåëüíûåâåòâè äîëæíû ëèáî ïîäíÿòüñÿ â ïëåíêó, ëèáî îïóñòèòüñÿ â ïîäëîæêó äî ëèíèèïåðåñå÷åíèÿ íàêëîííûõ ïëîñêîñòåé ñêîëüæåíèÿ. Òàêîå ÿâëåíèå íàáëþäàëîñü íàýêñïåðèìåíòå. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàáëþäàåìûå êðàåâûå äèñëîêàöèèðàñïîëîæåíû òî÷íî â ãðàíèöå ¾ïëåíêà � ïîäëîæêà¿, ÷òî ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èåäðóãèõ ìåõàíèçìîâ èõ îáðàçîâàíèÿ, íå ïðåäïîëàãàþùèõ ñëó÷àéíóþ âñòðå÷ó äâóõ
60◦ äèñëîêàöèè. Íàïðÿæåíèÿ, èíäóöèðóåìûå 60◦ äèñëîêàöèÿìè è äèñëîêàöèÿìèËîìåðà èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåíèé íåñîîòâåòñòâèÿ,âûçûâàåìûõ êîãåðåíòíîé ãðàíèöåé è ýòèì îáóñëàâëèâàþò ïðîöåññ ðåëàêñàöèè íà-ïðÿæåíèé â ïëåíêå.Äðóãèì ìåõàíèçìîì ðåëàêñàöèè óïðóãîé ýíåðãèè â ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêåÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå àòîìîâ Ge è Si çà ñ÷åò èõ ðàçíîðàçìåð-íîñòè âáëèçè âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè è â îñòðîâêàõ, êîòîðûå ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåíû â ñëó÷àå åå ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè [2℄. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷åò [3℄ äëÿ âîë-íèñòîé (undulated) ïîâåðõíîñòè ïëåíêè ïîêàçàë 9% ñíèæåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòèóïðóãîé ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðóãîé ýíåðãèåé ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëå-íèè êîìïîíåíò SiGe. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëîâëåíî ÿâëåíèåì ìåõàíîäè�-�óçèè â ïëåíêå. ×òî êàñàåòñÿ îñòðîâêîâ, òî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè âíèõ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû íàïûëåíèÿ ïëåíêè: ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ðîñòà



�àñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ Ge â SiGe ïëåíêå íà Si ïîäëîæêå... 121óïðóãàÿ ýíåðãèÿ äàåò îñíîâíîé âêëàä â �îðìèðîâàíèå îñòðîâêà, à ïðè òåìïåðàòó-ðå âûøå 873 K âêëàä ýíåðãèè ïåðåìåøèâàíèÿ ïðåîáëàäàåò [4℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèêîìíàòíîé òåìïåðàòóðå âêëàä äå�îðìàöèè èãðàåò ðåøàþùóþ ðîëü â îïðåäåëåíèèêîìïîçèöèîííîãî ïðî�èëÿ.Â [5℄ âûïîëíåí ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñïëàâà SiGe â îêðåñòíîñòèäèñëîêàöèè Ëîìåðà, êîòîðûé ó÷èòûâàë óïðóãóþ ýíåðãèþ äèñëîêàöèè è ýíåðãèþïåðåìåøèâàíèÿ. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçàëè, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ââåäåíèå äèñëî-êàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ â öåíòðå îñíîâàíèÿ îñòðîâêà â âèäå óñå÷åííîé ïèðàìèäûðåçêî ìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèå àòîìîâ Ge: â îòñóòñòâèè äèñëîêàöèè âåðøèíà ïèðà-ìèäû îáîãàùåíà àòîìàìè Ge, à ââåäåíèå äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ ïåðåìåùàåòèçáûòî÷íûå àòîìû Ge â îêðåñòíîñòü ÿäðà äèñëîêàöèè. Â [5℄ �èêñèðîâàíî ðàñïî-ëîæåíèå äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ Ëîìåðà, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîéóïðóãîé ýíåðãèè â îñòðîâêå ïðè îäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè êîìïîíåíò. Îäíàêî,â [6℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ëèíåéíîé âåëè÷èíû íåñîîòâåòñòâèÿ f = Az ïîòîëùèíå ïëîñêîé ïëåíêè (graded �lm), ïåðâàÿ äèñëîêàöèÿ íåñîîòâåòñòâèÿ çàíè-ìàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íà ðàññòîÿíèè zC îò ãðàíèöû ¾ïëåíêà � ïîäëîæêà¿.Âåëè÷èíà zC óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì êîý��èöèåíòà A, íî ìîæåò ïðåâûñèòü40 íì ïðè A < 12 ñì−1. Äëÿ øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ A âåëè÷èíà zC ìåíÿåòñÿîò 6% äî 11% îò êðèòè÷åñêîé òîëùèíû ïëåíêè.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ðåëàêñàöèè ïîëóïðîâîä-íèêîâîé ïëåíêè çà ñ÷åò ýíåðãèè äå�îðìàöèè. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ îäíîâðåìåí-íî èçìåíåíèå óïðóãîé ýíåðãèè íåñîîòâåòñòâèÿ, êàê çà ñ÷åò äèñëîêàöèîííîé ïåðå-ñòðîéêè, òàê è çà ñ÷åò ìåõàíèçìà íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâà êîìïîíåíòïëåíêè.Óïðóãàÿ çàäà÷à äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëè â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä
σij,j = 0, Ω

ui = 0, ΓD

σijnj = 0, ΓNãäå Ω � îáëàñòü çàíÿòàÿ òåëîì, ΓD
⋃

ΓN � ãðàíèöà òåëà, ΓD � ãðàíèöà ïëåíêà-ïîäëîæêà, ΓN � ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ïëåíêè. Áóäåì, àíàëîãè÷íî [5℄, ðàññìàòðèâàòüäå�îðìàöèþ íåñîâìåñòíîñòè ïëåíêè êàê ñîáñòâåííóþ äå�îðìàöèþ
ε∗ij = εmc(x, y, z)δij, εm = 0,04. Òîãäà, çàêîí �óêà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì σij = Cijkl(εkl − ε∗kl).Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ïëîñêîé ïëåíêè îïðåäåëÿåòñÿ ñìåíîé çíàêàó ïðèðàùåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè δF ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè ïðè íàëîæåíèèâîçìóùåíèÿ íà ïëîñêóþ ïëåíêó

δF =

∫

ΓN

γdS +

∫

Ω

wdV − γ0 S0 −Eel0,ãäå óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ γ îïðåäåëåíà �îðìóëîé γ = cγGe + (1 −
c)γSi, γGe è γSi � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ Ge è Si, ñîîòâåòñòâåííî,
c = c(x, y, z) � äîëÿ Ge â ñïëàâå, γ0 � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ íåâîç-ìóùåííîé ïëåíêè, S0 � ïëîùàäü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íåâîçìóùåííîé ïëåíêè,
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Eel0 � óïðóãàÿ ýíåðãèÿ íåâîçìóùåííîé ïëåíêè, ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè íà ïî-âåðõíîñòè ïëåíêè w èìååò âèä

w =
1

2
εijσij .�àñ÷åòû âûïîëíåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà FlexPDEäëÿ òðåõìåðíûõ îáðàçöîâ. Câÿçü ìåæäó íåîäíîðîäíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâGe è äå�îðìàöèåé îïðåäåëÿëàñü àíàëîãè÷íî [7℄. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà ñõåìàðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèé â ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêå, à íà ðèñóíêå 2 ïðèâå-äåí ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè àòîìîâ Ge â áåçäèñëîêàöèîííîé ïëåíêåñ âîëíèñòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-òà çàâèñèìîñòè óïðóãîé ýíåðãèè îáðàçöà îò âûñîòû ðàñïîëîæåíèÿ íàáîðà èç 5äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ îò ãðàíèöû ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà. Äëèíà è øè-ðèíà îáðàçöà ñîñòàâëÿþò 400 íì, óãîë ìåæäó äèñëîêàöèÿìè è ïëîñêîñòüþ ïîä-ëîæêè � 60◦. Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, óïðóãàÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò ïîìåðå óâåëè÷åíèÿ âûñîòû ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèé, à ïðè âûñîòå 18 íì äîñòèãàåòìèíèìóìà. Ó÷åò íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ge âíîñèò ïîïðàâêó â çíà÷åíèÿóïðóãîé ýíåðãèè îáðàçöà.

�èñóíîê 1 � Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ïðîíèêàþùèõ äèñëîêàöèé, äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿè äèñëîêàöèîííîé ïåòëè; à,á � â ïëåíêå ñ âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòüþ (undulated �lm); â �äèñëîêàöèè â ïëåíêå ñ îñòðîâêîì (hut) íà åå ïîâåðõíîñòèÂûïîëíåííûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðäèëè âûâîäû [6℄ î òîì, ÷òî ðàâíîâåñíîå ïîëîæå-íèå äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ â äâóõêîìïîíåíòíîì óïðóãîì ñëîå SiGe íàõîäèòñÿíå íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà, à â ãëóáèíå ïëåíêè. Ïðè÷åì ýòîò âûâîäìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ïðîíèêàþùèå äèñëîêàöèè, õîòÿ èçìåíåíèå îðèåíòà-öèè äèñëîêàöèè ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è ðàñïðåäåëåíèåêîìïîíåíò ñïëàâà â îáðàçöå. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà óïðóãîé ýíåðãèè ïëåíêè, ñîäåð-æàùåé ïðèçìàòè÷åñêóþ äèñëîêàöèîííóþ ïåòëþ â âèäå îêðóæíîñòè, ïîêàçàëè çíà-÷èòåëüíîå åå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó óïðóãîé ýíåðãèè ïëåíêè. Îäíàêî ó÷åò âëèÿíèÿ



�àñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ Ge â SiGe ïëåíêå íà Si ïîäëîæêå... 123

�èñóíîê 2 � �àâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ Ge â ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêå íà ïîä-ëîæêå ñ âîëíèñòîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñðåäíÿÿ äîëÿ Ge η=0,33. �àçìåð èññëåäóå-ìîé îáëàñòè 400x400 íì

�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü óïðóãîé ýíåðãèè Eel îáðàçöà Si1−ηGeη ïëåíêè ñ âîëíèñòîéïîâåðõíîñòüþ îò îòíîñèòåëüíîé âûñîòû ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèé dh/h îòíîñèòåëüíîãðàíèöû ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà, ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè Ge â îáðàçöå, èïðè c = c(x, y, z) (dh � âûñîòà ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèé, h � âûñîòà ïëåíêè, η = 0,33,
h = 22 íì)



124 Áû÷êîâ À.À.ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåíêè íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþóïðóãîé ýíåðãèè îáðàçöà è êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âûñîòû äèñëîêàöèè. Â îòëè÷èåîò [6℄, ãäå ïðåäïîëàãàëàñü ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïëåíêè, äàííûé ðàñ÷åò ïðåäïîëà-ãàåò áîëåå ñëîæíóþ �îðìó ïîâåðõíîñòè.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà óïðóãîé ýíåðãèè ïëåíêè èñïîëüçîâàíû äëÿîöåíêè óñëîâèé �îðìèðîâàíèÿ íàíîðàçìåðíûõ äå�åêòîâ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-ñòè ïëåíêè íà îñíîâå òåðìîäèíàìèêè ïîâåðõíîñòè. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ó÷åòâëèÿíèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåíêè ïðèâîäèò ê îñëàáëåíèþ óñëîâèéïîÿâëåíèÿ îñòðîâêîâ íà ïîâåðõíîñòè (ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ïðè ìåíüøèõ ðàçìåðàõîñòðîâêîâ), ýòîò ý��åêò îñîáåííî çàìåòåí ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ Ge.
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ÊÎÍÒÀÊÒ ÁÅ�Å�À ÌÅÆÔÀÇÍÎÉ Ò�ÅÙÈÍÛÑ ÆÅÑÒÊÈÌ ØÒÀÌÏÎÌ
Âàñèëüåâà Þ.Î.1, Ñèëüâåñòðîâ Â.Â.2

1×óâàøñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. È.Í. Óëüÿíîâà, ×åáîêñàðû
2�îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íå�òè è ãàçàèì. È.Ì. �óáêèíà, Ìîñêâà�àññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëîñêîãî êóñî÷íî�îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òå-ëà ñ ïîëóáåñêîíå÷íîé òðåùèíîé âäîëü ëèíèè ðàçäåëà ñðåä. Â îäèí èç áåðåãîâ òðåùèíûíà íåêîòîðîì ó÷àñòêå âäàâëèâàåòñÿ ñî ñöåïëåíèåì æåñòêèé øòàìï. Òåëî ðàñòÿãèâàåòñÿíà áåñêîíå÷íîñòè çàäàííûìè íàïðÿæåíèÿìè.Ïóñòü êóñî÷íî�îäíîðîäíîå óïðóãîå èçîòðîïíîå òåëî, ñîñòàâëåííîå èç âåðõíåéè íèæíåé ïîëóïëîñêîñòåé ñ óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè µ1, κ1 è µ2, κ2 ñîîòâåòñòâåí-íî, íà ëèíèè ðàçäåëà ñðåä y = 0 îñëàáëåíî ïîëóáåñêîíå÷íîé îòêðûòîé òðåùèíîé

[0,+∞). Â âåðõíèé áåðåã òðåùèíû âäîëü ó÷àñòêà [0, l] âäàâëèâàåòñÿ ñî ñöåïëåíè-åì ñ çàäàííûì íàòÿãîì àáñîëþòíî æåñòêèé øòàìï, èìåþùèé çàäàííóþ �îðìóïîâåðõíîñòè. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî áåðåãà è âåñü íèæíèé áåðåã òðåùèíû íàãðó-æåíû çàäàííûìè íàïðÿæåíèÿìè:
u+(x) + iv+(x) = s1(x) + is2(x) + iεx+ (u0 + iv0), x ∈ (0, l]

τ+
xy(x) + iσ+

y (x) = p+
1 (x) + ip+

2 (x), x ∈ (l,+∞) (1)
τ−xy(x) + iσ−

y (x) = p−1 (x) + ip−2 (x), x ∈ (0,+∞)ãäå u+ iv � âåêòîð ñìåùåíèé, τxy + iσy � âåêòîð íàïðÿæåíèé, s1(x), s2(x), p±1 (x),
p±2 (x) � çàäàííûå �óíêöèè, íåïðåðûâíûå ïî �åëüäåðó íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìå-æóòêàõ, ïðè÷åì p±j (x) = O(x−ρ), ρ > 1, x → +∞; ε � íåèçâåñòíûé óãîë ïîâîðîòàøòàìïà, u0 + iv0 � êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, âûðàæàþùàÿ æåñòêîå ñìåùåíèå âñåãîòåëà. Èíäåêñàìè ïëþñ è ìèíóñ ïîìå÷åíû çíà÷åíèÿ �óíêöèé íà âåðõíåì è íèæíåìáåðåãàõ òðåùèíû. Ôóíêöèÿ s1(x) îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó íàòÿãà â òî÷êå x, à s2(x) ��îðìó ïîâåðõíîñòè øòàìïà. Âäîëü ëó÷à (−∞, 0] ïîëóïëîñêîñòè æåñòêî ñîåäèíåíûäðóã ñ äðóãîì. Íà áåñêîíå÷íîñòè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòè ðàñòÿãèâàþò-ñÿ çàäàííûìè ïðîäîëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè σ∞

x1 è σ∞
x2 = σ∞

x1µ2(1 + κ1)/[µ1(1 + κ2)]ñîîòâåòñòâåííî. Çàäàíû åùå ãëàâíûé âåêòîð X0 + iY0 âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõíà øòàìï, è ìîìåíò M0 ýòèõ ñèë îòíîñèòåëüíî âåðøèíû òðåùèíû.Òðåáóåòñÿ íàéòè êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû, îïèñûâàþùèå íàïðÿæåííîå ñî-ñòîÿíèå òåëà, è èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé âáëèçè êîíöîâ øòàìïà,îäèí èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé òðåùèíû.Ìåõàíè÷åñêàÿ çàäà÷à (1) ñ ïîìîùüþ âèäîèçìåíåííûõ �îðìóë Êîëîñîâà�Ìóñ-õåëèøâèëè â �îðìå �.Ï. ×åðåïàíîâà [1℄ ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîé êðàåâîé çàäà÷å



126 Âàñèëüåâà Þ.Î., Ñèëüâåñòðîâ Â.Â.�èìàíà íà ëó÷å [0,+∞) äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ Φ(z), Ω(z) (z = x+ iy):
(

Φ+(x)
Ω+(x)

)
=

(
0 κ−1

1

−m −α

)(
Φ−(x)
Ω−(x)

)
+ g1(x), 0 < x < l

(
Φ+(x)
Ω+(x)

)
=

(
0 −1

−m 1 −m

)(
Φ−(x)
Ω−(x)

)
+ g2(x), l < x < +∞

(2)
m =

1 + µ∗κ1

µ∗ + κ2
, α =

κ1 + κ2 − 2µ∗κ1

κ1(µ∗ + κ2)
, µ∗ =

µ2

µ1

g1(x) =

(
2µ1κ

−1
1 [s′(x) + iε]

α−1
3 p−(x) − 2µ1κ

−1
1 α4α

−1
3 [s′(x) + iε]

)
,

g2(x) =

(
p+(x)

α−1
3 p−(x) − α4α

−1
3 p+(x)

)

s′(x) = s′1(x) + is′2(x), p+(x) = p+
2 (x) − ip+

1 (x), p−(x) = p−2 (x) − ip−1 (x),

α1 = (1 + µ∗κ1)/(1 + κ2), α2 = (1 − µ∗)/(1 + κ2), α3 = 1 − α2, α4 = 1 − α1,Íà áåñêîíå÷íîñòè êîìïëåñíûå ïîòåíöèàëû îãðàíè÷åíû, à â òî÷êàõ z = 0 è z = l±i0ìîãóò èìåòü èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè.�åøåíèå âåêòîðíîé çàäà÷è �èìàíà (2) ñ êóñî÷íî�ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîìíàõîäèòñÿ ÿâíî ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ [2℄ è èìååò âèä
Φ(z) = H1(z/l), Ω(z) = H2(z/l) (3)

Hj(ζ) = [A0 + A1ζ + εµ1J1(ζ) + J∗
1 (ζ)]χj1(ζ) + [A2 + εµ1J2(ζ) + J∗

2 (ζ)]χj2(ζ)

A0 = − X + iY

2πlc3(α1 + α3)
− a(a + 1 − c)

a+ 1 − b
(A1 + A2), A1 =

σ∞
x1

4c3
, A2 =

A1

a− b

X + iY = X0 + iY0 − i

+∞∫

l

p+(x)dx+ i

+∞∫

0

p−(x)dx

c3 =
c1ξ2e

iπaΓ(c)Γ(b− a)

Γ(c− a)Γ(b)
+
c2ξ1e

iπ(a+1−c)Γ(2 − c)Γ(b− a)

Γ(b+ 1 − c)Γ(1 − a)

c1 =
(1 − ξ1)e

−iπcΓ(2 − c)

Γ(a + 1 − c)Γ(1 − b)
, c2 =

(1 − ξ2)Γ(c)

Γ(a)Γ(c− b)
, ξ1,2 =

1

2

(
−α±

√
α2 − 4mκ−1

1

)

a = 1 − ln ξ1
2πi

, b =
3

2
+

1

2πi
(lnm− ln ξ1), c = 1 +

1

2πi
(ln ξ2 − ln ξ1)

(0 < arg ξ1 6 π, π 6 arg ξ2 < 2π, Imξ1 > 0, Imξ2 6 0)

εµ1 = −


 M0

(1 + κ1)l2
+
µ1

κ1

1∫

0

ts′1(lt)dt+

1∫

0

tRe [(A0 + A1t+ J∗
1 (t))χ+

11(t)+

+ (A2 + J∗
2 (t))χ+

12(t)
]
dt
)
·




1∫

0

tRe [χ+
11(t)J1(t) + χ+

12(t)J2(t)
]
dt




−1
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Jj(ζ) =

1

κ1π

1∫

0

hj(t)dt

t− ζ
, j = 1, 2

J∗
j (ζ) =

µ1

κ1πi

1∫

0

hj(t)s
′(lt)dt

t− ζ
+

1

2πi

+∞∫

1

hj(t)p
+(lt)dt

t− ζ
+

1

2πi

+∞∫

0

ηj(t)p
−(lt)dt

t− ζ

h1(t) =
[
χ+

22(t) + α4α
−1
3 χ+

12(t)
]
/ detX+(t)

h2(t) = −
[
χ+

21(t) + α4α
−1
3 χ+

11(t)
]
/ detX+(t)

η1(t) = −α−1
3 χ+

12(t)/ detX+(t), η2(t) = α−1
3 χ+

11(t)/ detX+(t)ãäå èíòåãðàëû Jj(ζ), J∗
j (ζ) ñõîäÿòñÿ, χij(z) � ýëåìåíòû êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöû

X(z) îäíîðîäíîé çàäà÷è (2)
X(ζ) = ζλC

(
F (a, b; c; ζ)

ζ1−cF (a− c+ 1, b− c+ 1; 2 − c; ζ)

a(1 − ζ)F (a+ 1, b; c; ζ)
(a− c+ 1)ζ1−c(1 − ζ)F (a− c+ 2, b− c+ 1; 2 − c; ζ)

)

|ζ | < 1, ζ 6∈ [0, 1]

X(ζ) = ζλCP±

(
F (a, b; a+ b+ 1 − c; 1 − ζ)

(ζ − 1)c−a−bF (c− a, c− b; c+ 1 − a− b; 1 − ζ)

a(a+1−c)
a+b+1−c

(1 − ζ)F (a+ 1, b; a+ b+ 2 − c; 1 − ζ)

(a+ b− c)(ζ − 1)c−a−bF (c− a− 1, c− b; c− a− b; 1 − ζ)

)

|ζ − 1| < 1, Im(±ζ) > 0

X(ζ) = ζλQ

(
ζ−aF (a, a+ 1 − c; a+ 1 − b; ζ−1)
ζ−bF (b, b+ 1 − c; b+ 1 − a; ζ−1)

a(a+1−c)
b−1−a

ζ−a−1(1 − ζ)F (a+ 1, a+ 2 − c; a+ 2 − b; ζ−1)

(a− b)ζ−b(1 − ζ)F (b, b+ 1 − c; b− a; ζ−1)

)

|ζ | > 1, Im(±ζ) > 0

λ = − ln ξ1
2πi

, C =

(
c1ξ2 c2ξ1
c1m c2m

)
, P+ =

(
p11 p12

p21 p22

)

P− =

(
1 0
0 e−2πic

)
· P+ =

(
p11 p12

p21e
−2πic p22e

−2πic

)

p11 =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
, p12 =

eiπ(a+b−c)Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)

p21 =
Γ(2 − c)Γ(c− a− b)

Γ(1 − a)Γ(1 − b)
, p22 =

eiπ(a+b−c)Γ(2 − c)Γ(a+ b− c)

Γ(a+ 1 − c)Γ(b+ 1 − c)

Q =

(
c3 c4
−c3 c4m

)
, c4 =

c1ξ2e
iπbΓ(c)Γ(a− b)

Γ(a)Γ(c− b)
+
c2ξ1e

iπ(b+1−c)Γ(2 − c)Γ(a− b)

Γ(a+ 1 − c)Γ(1 − b)



128 Âàñèëüåâà Þ.Î., Ñèëüâåñòðîâ Â.Â.ãäå F (a, b; c; ζ) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �àóññà.Íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû x = 0 íà äåé-ñòâèòåëüíîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè x < 0 âåêòîð íàïðÿæåíèé èìååò ñëåäóþùóþàñèìïòîòèêó
σy(x) − iτxy(x) =

KI − iKII√
2π|x|γ2−iδ2

+
KIII − iKIV√
2π|x|γ1−iδ1

+O(1), x → 0 − 0

γj = arg ξj/(2π), δj = ln |ξj|/(2π), j = 1, 2; γ1 + γ2 = 1, γ2 ∈ [0, 5; 1)

KI − iKII =
√

2π(ξ1 +m)D2e
−iπ(γ2−iδ2), KIII − iKIV =

√
2π(ξ2 +m)D1e

−iπ(γ1−iδ1)

Dj = cj [A0 + εµ1J1(0) + J∗
1 (0) + (1 − γj + iδj)(A2 + εµ1J2(0) + J∗

2 (0))]lγj−iδjãäå KI, KII, KIII, KIV � êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé.Â îêðåñòíîñòè ïðàâîãî êîíöà øòàìïà z = l + i0 ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé ïîëíî-ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè Φ(z) âáëèçè ýòîé òî÷êè:
Φ(z) =

NI − iNII√
π(z − l)1/2−iβ

+O(1), β =
lnκ1

2π
, z → l + i0 (4)

NI − iNII =
√
π(c1ξ2p12 + c2ξ1p22)B

B = [A0 + A1 + εµ1J1(1) + J∗
1 (1) + (1/2 − iβ)(A2 + εµ1J2(1) + J∗

2 (1))]l1/2−iβãäå NI, NII � êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé.Âáëèçè òî÷êè z = l − i0 êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû, à çíà÷èò, è íàïðÿæåíèÿîãðàíè÷åíû.�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, êîãäà øòàìï ïðÿìîëèíåéíûé, âäàâëèâàåò-ñÿ â ïîëóïëîñêîñòü áåç íàòÿãà s′(x) = 0, à ê áåðåãàì òðåùèíû â òî÷êàõ x = x0± i0,
x0 > l, ïðèëîæåíû ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû p±(x) = ±iFcδ(x− x0), ãäå Fc � âåëè÷è-íà ñèëû, δ(x − x0) � äåëüòà��óíêöèÿ Äèðàêà, âñå îñòàëüíûå íàãðóçêè íóëåâûå.�ðà�èêè êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì äëÿ x0 = 2l, à òàêæå ãðà�èêèóãëà ïîâîðîòà øòàìïà, êîý��èöèåíòîâ KI, KII, KIII, KIV è êîý��èöèåíòîâ NI, NIIâ çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ∆ = |x0 − l| ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Íà ðèñóíêåïðèíÿòî Fc = F (0.1 + i), F > 0, κ1 = 1.8, κ2 = 2.2, µ2/µ1 = 2.Ìåòîäîì, óêàçàííûì âûøå, ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âäàâëèâàíèè æåñòêîãî øòàìïàáåñêîíå÷íîé äëèíû â áåðåã ïîëóáåñêîíå÷íîé îòêðûòîé ìåæ�àçíîé òðåùèíû [3℄.Øòàìï ïðÿìîëèíåéíûé, æåñòêî ñöåïëåí ñ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ âäîëü ëó÷à
[l̃,+∞). Âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû â äàííîì ñëó÷àå ó âåêòîðà íàïðÿæåíèé âîçíè-êàåò ñòåïåííî�îñöèëëèðóþùàÿ îñîáåííîñòü, õàðàêòåðíàÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåæ-�àçíîé òðåùèíû:

σy(x) − iτxy(x) =
K̃I − iK̃II√
2π|x|1/2−iδ

+O(1), δ =
lnm

2π
, x→ 0 − 0ãäå K̃I, K̃II � êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé.Âáëèçè êîíöà øòàìïà z = l̃+i0 íàïðÿæåíèÿ èìåþò ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîåïðåäñòàâëåíèþ (4).



Êîíòàêò áåðåãà ìåæ�àçíîé òðåùèíû ñ æåñòêèì øòàìïîì 129
0 1

x/l−8

4

τ+
xy(x)/F

σ+
y (x)/F

0 2
∆/l−2.7

−1.5

εµ1/F

0 2
∆/l0

1.4 KI/F

KII/F

−0.1KIII/F

−KIV/F

0 2
∆/l−0.44

−0.06

NI/F

NII/F

�èñóíîê 1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû 12-01-31387, 13-01-00003.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ×åðåïàíîâ �.Ï. Ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Ì.: Íàóêà,1983. 296 ñ.[2℄ Áåéòìåí �. Ýðäåéè À. Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå �óíêöèè. Ò.1. �èïåðãåîìåòðè÷å-ñêàÿ �óíêöèÿ. Ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà. Ì.: Íàóêà, 1973. 296 ñ.[3℄ Âàñèëüåâà Þ.Î. Ìî÷àëîâ Å. Â. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïîä ïîëóáåñêîíå÷íîéæåñòêîé íàêëàäêîé íà áåðåãó ìåæ�àçíîé òðåùèíû â ñëó÷àå äåéñòâèÿ ñîñðåäîòî-÷åííîé ñèëû // Âåñòíèê ×óâàøñêîãî óíèâåðñèòåòà. 2013. � 3. Ñ. 3�7.Vasilyeva Yu.O., Silvestrov V.V. A 
onta
t of an interfa
e 
ra
k edge with a rigidpat
h plate. Stress state of a plane pie
ewise�homogeneous elasti
 body with a semi�in�nite
ra
k along the substan
es dividing line is 
onsidered. One of the 
ra
k edges is pressed withadhesion by a rigid pat
h plate along an interval. The body is stret
hed by spe
i�ed stressesat in�nity.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ�Î ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ�ÎÑÎÑÒÎßÍÈß È Å�Î �ÅÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈß ÏÎ ÄÀÍÍÛÌÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÇÎÍÄÈ�ÎÂÀÍÈßÂàòóëüÿí À.Î.1,2 Äóäàðåâ Â.Â.2, Íåäèí �.Ä.1
1Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÏðåäñòàâëåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ òåë ïðè íà-ëè÷èè íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÏÍÑ). �àññìîòðåíûòðè ãðóïïû íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÏÍ),îòëè÷àþùèåñÿ âèäîì îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ. Îñóùåñòâëåíî ñðàâíåíèå ìîäåëåé;ïðîâåäåíà îöåíêà âëèÿíèÿ ÏÍ íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïëàñòèí. �àññìîòðåíûîáðàòíûå çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíîãî ÏÍÑ â ïëàñòèíå è êîëüöåâîé îáëàñòèíà îñíîâå ìåòîäà àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-òû.1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì óïðóãîå òåëî â òðåõ êîí�èãó-ðàöèÿõ. Â ïåðâîé (åñòåñòâåííîé) êîí�èãóðàöèè κ1 òåëî ñâîáîäíî îò íàïðÿæåíèé.Âî âòîðîé êîí�èãóðàöèè κ2 â òåëå ñîçäàåòñÿ ïîëå íàïðÿæåíèé, õàðàêòåðèçóþùå-åñÿ òåíçîðîì σ0, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñàìîóðàâíîâåøåííûì ∇ · σ0 = 0. Äàëåå áóäåìíàçûâàòü σ0 òåíçîðîì ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÏÍ). Íàêëàäûâàÿ ìàëûåäå�îðìàöèè íà êîíå÷íûå äå�îðìàöèè êîí�èãóðàöèè κ2, ïîëó÷èì òðåòüþ êîí�è-ãóðàöèþ κ3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êîíå÷íîé êîí�èãóðàöèè κ3 òåëî èìååò îáúåì V ,îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñòüþ S = Su ∪ Sσ, íà Su çàäàíî ïîëå ïåðåìåùåíèé, íà Sσçàäàíà íàãðóçêà.Íà îñíîâàíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ [1�3℄, ìîæ-íî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåàðèçîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî òåëà ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ èìååòâèä:
∇ · T + ρω2u = 0, (1)

T = Γ(σ0,∇u) + L(ε), (2)
u|Su = 0, n · T

∣∣
Sσ

= P , (3)ãäå u � âåêòîð ñìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîí�èãóðàöèè κ2, ρ � ïëîòíîñòü, T �íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû, Γ � òåíçîð, çàâèñÿùèé â îáùåì ñëó-÷àå îò òåíçîðà σ0 è ãðàäèåíòà ñìåùåíèé ∇u, ε = 1
2

(
∇u+ ∇uT) � òåíçîð ìàëûõäå�îðìàöèé, L � òåíçîð ëèíåéíîé óïðóãîñòè, çàäàâàåìûé ìàòåðèàëüíûìè êîí-ñòàíòàìè è òåíçîðîì ε [2℄. Â ñëó÷àå ëèíåéíî-óïðóãîãî òåëà òåíçîð L ìîæíî îïðå-äåëÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîáùåííûì çàêîíîì �óêà σ = C : ε = L, ãäå C � òåíçîðóïðóãèõ ìîäóëåé 4-ãî ðàíãà.Â ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷å (1)�(3) óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ñîîò-íîøåíèåì, ñâÿçûâàþùèì òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû T ñ òåíçîðîì σ0 è òåíçîðîì
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L. Ïðè ýòîì îò êîìïîíåíò σ0 çàâèñèò òîëüêî òåíçîð Γ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áèëè-íåéíûì îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíî σ0 è ∇u. Ñîâðåìåííûå ìîäåëè ÏÍ îòëè÷àþòñÿñòðóêòóðîé òåíçîðà Γ. Âûïèøåì òðè îñíîâíûå ãðóïïû ìîäåëåé ÏÍ:I. Ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ E. Òðå��òöåì, Â.Â. Íîâîæèëîâûì, Ê. Âàñèäçó,À.Í. �óçåì [1℄ è Ë. �îáåðòñîíîì: Γ(σ0,∇u) = σ0 · ∇u;II. Ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ Ì. Áèî, À. Õîãåð [3℄: Γ(σ0,∇u) = 1/2

(
σ0 · ε− ε · σ0

)
−

σ0 · ω;III. Ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ Ì. Áèî è �. Ñàóñâåëëîì, Ê. Òðóñäåëëîì [2℄:
Γ(σ0,∇u) =

(tr ε)σ0 − ε · σ0 − σ0 · ω, ãäå ω = 1/2
(
∇uT −∇u

) � òåíçîð ïîâîðîòîâ.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîäåëü I ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì ìîäåëè II. Îäíàêî, àâ-òîðû, ïðåäëîæèâøèå ýòó ìîäåëü, ïîëó÷èëè åå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.2. Ñðàâíåíèå ìîäåëåé. Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûõ ìîäåëåé ïðîâåäåí äëÿ îäíî-îñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ÏÍ (σ0
11(x1) 6= 0). Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïàËàãðàíæà ñ ó÷åòîì ãèïîòåç Êèðõãî�à�Ëÿâà ñ�îðìóëèðîâàíû ïîñòàíîâêè êðàå-âûõ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíîðàñòÿíóòîé (èëè ñæàòîé) êîíñîëè. Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîé ìîäåëüþ, â êîòî-ðîé êîìïîíåíòà σ0

11 âõîäèò â ïðîäîëüíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, ÿâëÿåòñÿìîäåëü I. Â ñëó÷àå èçãèáíûõ êîëåáàíèé â ðàìêàõ êàæäîé èç ìîäåëåé îáùèé âèäóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, êðîìå òîãî, ÷òî ÏÍ âíîñÿò âêëàä âæåñòêîñòü íà èçãèá òîëüêî â ìîäåëè I: ê ìîäóëþ Þíãà E ïðèáàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà
σ0

11. Â ðåàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ âåëè÷èíû ÏÍ ðåäêî âûõîäÿò çà ïðå-äåëû äèàïàçîíà max |σ0
11|/E = 10−5 ÷ 10−3. Åñëè âî âñåõ ïîëó÷åííûõ ïîñòàíîâêàõïðåíåáðå÷ü âåëè÷èíîé σ0

11 ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäóëåì Þíãà, òî äëÿ âñåõ òðåõ ìîäå-ëåé áóäåì èìåòü èçâåñòíóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ(áåç âêëàäà ÏÍ) è ïîñòàíîâêó çàäà÷è îá èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ [4℄.×èñëåííîå ñðàâíåíèå ðåøåíèé äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé îñóùåñòâëåíî ñ ïîìî-ùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî äèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì (À×Õ è ñîá-ñòâåííûå ÷àñòîòû). �àñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû â ðå-æèìå ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé, âûçûâàåìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà âåðõíåéãðàíè ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ íàãðóçêîé ñ àìïëèòóäîé q. Ïàðàìåòðû ïëàñòèíû:
l = 1(ì) � äëèíà, b = 0.5(ì) � øèðèíà, h = 0.1(ì) � òîëùèíà, E = 1.96·1011(Ïà) �ìîäóëü Þíãà, ν = 0.28 � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, ρ = 7.8 ·103(êã/ì3) (ìàòåðèàë �ñòàëü). Ïîëå ÏÍ � îäíîîñíîå è îäíîðîäíîå σ0

11 = 
onst, σ0
11/E = 0.5 · 10−2. Â ðå-çóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíû äàííûå îá À×Õ â òî÷êå {x = l, y = 0}äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ u2 äî ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû. Ïðèýòîì âåòâè À×Õ, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì òðåì ìîäåëÿì, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþòäðóã ñ äðóãîì è äîñòàòî÷íî äàëåêî îòñòîÿò îò âåòâè, ñîîòâåòñòâóþùåé íåíàïðÿ-æåííîìó ñîñòîÿíèþ (σ0

11 = 0). Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íóþ ñòðóêòó-ðó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (I-III), äëÿ îäíîîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿðàçëè÷èå À×Õ îêàçàëîñü íåñóùåñòâåííûì. Òàêæå ïðîâåäåí àíàëèç ñîáñòâåííûõ÷àñòîò (Ñ×) äëÿ òðåõ ìîäåëåé ÏÍ íà ïðèìåðå óçêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñïàðàìåòðàìè l = 1(ì), b = 0.05(ì), h = 0.1(ì) (ìàòåðèàë � ñòàëü): íàèáîëåå ñó-ùåñòâåííîå âëèÿíèå ÏÍ îêàçûâàþò íà ïåðâûå (íèæíèå) Ñ×. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû àíàëèçà âëèÿíèÿ ÏÍ íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óç-êèõ ïëàñòèí íå ïðîòèâîðå÷àò äàííûì ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåäåííûõ äëÿ



132 Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â., Íåäèí �.Ä.ìåòàëëè÷åñêèõ áàëîê.3. Èäåíòè�èêàöèÿ ïëîñêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïëà-ñòèíå. �àññìîòðèì çàäà÷ó îá èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ ÏÍ (σ0
xx(x, y),

σ0
yy(x, y), σ0

xy(x, y)), ñîäåðæàùåãîñÿ â òîíêîé ïëàñòèíå, çàùåìëåííîé îäíèì êîí-öîì. Ïëàíàðíûå êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ êàñàòåëüíîéíàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé ê âåðõíåé ãðàíè ïëàñòèíû [5℄. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà (êî-ý��èöèåíòû Ëàìå è ïëîòíîñòü), ðàçìåðû ïëàñòèíû è íàãðóçêà τ |lσ ñ÷èòàþòñÿ çà-äàííûìè. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ïîëåñìåùåíèé u|lσ ïîä íàãðóçêîé â êîíå÷íîì íàáîðå ÷àñòîò ωk ∈ [ω−, ω+]. Ñ�îðìó-ëèðîâàííàÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè íåîäíîðîäíîãî ÏÍÑ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëî-èññëåäîâàííóþ êîý��èöèåíòíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîéíåêîððåêòíîé ïðîáëåìîé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí èòåðàöèîííûéìåòîäà. Âûâåäåíî ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ ïîïðàâîê êîì-ïîíåíò òåíçîðà ÏÍ ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó âûáðàííîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿ-íèþ:
∫

Ω

[
σ0(n)
xx K(n−1)

xx + σ0(n)
yy K(n−1)

yy +τ 0(n)
xy K(n−1)

xy

]
dΩ = F (n−1), (4)ãäå σ

0(n)
xx , σ0(n)

yy , σ0(n)
xy � ïîïðàâêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì ÏÍ íà òå-êóùåé èòåðàöèè (ïðè ýòîì σ

0(0)
ij � çàðàíåå âûáðàííîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-íèå), K(n−1)

xx =
(
u

(n−1)
x,x

)2

+
(
u

(n−1)
y,x

)2, K(n−1)
yy =

(
u

(n−1)
x,y

)2

+
(
u

(n−1)
y,y

)2, K(n−1)
xy =

2
(
u

(n−1)
x,x u

(n−1)
x,y + u

(n−1)
y,x u

(n−1)
y,y

), F (n−1) =
∫
lσ

τ(u
(n−1)
x − fx)dlσ. fx � êîìïîíåíòà çàäàí-íîãî ïîëÿ ñìåùåíèé ïîä çîíäèðóþùåé íàãðóçêîé, (n) è (n−1) � íîìåðà èòåðàöèé,

lσ = {x ∈ [0, l], y = h/2} � âåðõíÿÿ ãðàíü ïëàñòèíû ïîä çîíäèðóþùåé íàãðóçêîé.Ïðåäëîæåíî äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4). Ïåðâûé îñíîâàí íà ïðåä-ñòàâëåíèè �óíêöèè Ýðè â âèäå Φ =
∑N

k=1 αkψk (αk � íåèçâåñòíûå êîý��èöè-åíòû ðàçëîæåíèÿ, ψk � áàçèñíûå �óíêöèè). Îïðåäåëèâ êîîðäèíàòíûå �óíêöèè
ψk è çà�èêñèðîâàâ íåñêîëüêî ÷àñòîò êîëåáàíèé ωk ∈ [ω−, ω+], ìîæíî ñâåñòè ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ (4) ê ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî αk (äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèèÒèõîíîâà). Âòîðîé ïîäõîä àíàëîãè÷åí ïåðâîìó è îñíîâàí íà ðàçáèåíèè îáëàñòèïëàñòèíû íà ïðÿìîóãîëüíûå ñåãìåíòû (ñóïåðýëåìåíòû), íà êàæäîì èç êîòîðûõîïðåäåëåíà �óíêöèÿ Ýðè, çàäàâàåìàÿ êâàäðàòè÷íûì ïîëèíîìîì, ò. å. êîìïîíåí-òû ÏÍ ìîäåëèðóþòñÿ â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé �óíêöèè, îïðåäåëåííîé íà âñåéîáëàñòè ïëàñòèíû. �åçóëüòàòû ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàì-êàõ ïåðâîãî ïîäõîäà ïîêàçàëè, ÷òî ðåêîíñòðóêöèÿ ïðîõîäèò óñïåøíî, åñëè ïîðÿäîêïîëèíîìîâ â ïðåäñòàâëåíèè âîññòàíàâëèâàåìîé �óíêöèè Ýðè íå ïðåâûøàåò òðåõ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûì çàâèñèìîñòÿì êîìïîíåíò ÏÍ. Ïðè ýòîì íà÷àëüíîåïðèáëèæåíèå ÏÍ ïîëàãàëîñü íóëåâûì.Â ðàìêàõ âòîðîãî ïîäõîäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëîñüðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, ïîëó÷àåìîå â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé ÏÍ ñ ïîìîùüþïåðâîãî ìåòîäà. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ïðèåìëåìóþòî÷íîñòü ïîëó÷àåìîé ðåêîíñòðóêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè.



Ìîäåëèðîâàíèå è ðåêîíñòðóêöèÿ ÏÍÑ 133Ïðè ïðîâåäåíèè îáîèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷àñòîòû êîëåáàíèé �èêñèðîâàëèñü ìåæäóïåðâîé è âòîðîé ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè (âñåãî áûëî çà�èêñèðîâàíî 7 ÷àñòîò,ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â âûáðàííîì äèàïàçîíå); âûÿâëåíî, ÷òî êîíöû äèàïà-çîíà äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ðåçîíàíñàì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèåìëåìóþòî÷íîñòü ðåêîíñòðóêöèè. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå ÷àñòîòíîãî äèà-ïàçîíà íèæå ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû äàåò ðåêîíñòðóêöèþ õóäøåé òî÷íîñòè.Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äåìîíñòðèðóþò âîç-ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ñõåìû èäåíòè�èêàöèè äîñòàòî÷íî ãëàä-êèõ íåîäíîðîäíûõ êîìïîíåíò ÏÍ â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé.3. Èäåíòè�èêàöèÿ ÏÍÑ â êîëüöåâîé îáëàñòè. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ðà-äèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ êîëüöåâîé îáëàñòè (r1 < r < r2) ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîãîÏÍÑ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäè êîìïîíåíò òåíçîðà ÏÍÑ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ÿâ-ëÿþòñÿ êîìïîíåíòû σ0
rr(r) è σ0

ϕϕ(r), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðàâíîâåñèÿ.Êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêîé ïðèëîæåííîé íà âíåøíåé ãðà-íèöå îáëàñòè, âíóòðåííÿÿ îáëàñòü ñâîáîäíà îò íàãðóçîê. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ èìåþò âèä:
(1 + g)U ′′ + (g′ +

1 + g

ξ
)U ′ − (

1 + g

ξ2
+
g′

ξ
− κ2)U = 0, (5)

(1 + g)U ′ + k
U

ξ
)|ξ=1 = p∗, (1 + g)U ′ + k

U

ξ
)|ξ=ξ0 = 0, (6)ãäå λ, µ � ïàðàìåòðû Ëàìå, p∗ = −pr2/(λ + 2µ), κ2 = ρω2r2

2/(λ + 2µ) � âîë-íîâîå ÷èñëî, ξ ∈ [ξ0, 1] � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, ξ0 = r1/r2, k = λ/(λ + 2µ),
g(ξ) = σ0

rr/(λ + 2µ) � �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàêîí èçìåíåíèÿ êîìïîíåíòû
σ0
rr, ur(r) = r2U(ξ) � ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñìåùåíèÿ. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷èîá îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé �óíêöèè U(ξ) ïðè èçâåñòíîé �óíêöèè g(ξ) îñóùåñòâëå-íî ÷èñëåííî â ïàêåòå Maple íà îñíîâå ìåòîäà ïðèñòðåëêè. Ïðîâåäåíû âû÷èñëè-òåëüíûå ýêñïåðèìåíòû î âëèÿíèè óðîâíÿ ÏÍÑ íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàê-òåðèñòèêè è ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòî âëèÿíèå ñóùåñòâåííîòîëüêî âáëèçè ðåçîíàíñîâ è äëÿ áîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è î ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíîãî ÏÍÑ ðàññìîò-ðåíî äâà ïîäõîäà. Ïðè ïåðâîì ïîäõîäå â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèèñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè óçëîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè ñìåùåíèÿ â êîíå÷íîì íàáî-ðå òî÷åê äëÿ íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòû. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíî-ñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè g(ξ). Åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå êâàäðàòóð,à ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëåíà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè ñìåùåíèÿ èñïîëüçîâàíñïëàéí ïÿòîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííûé ïî çàäàííûì óçëîâûì çíà÷åíèÿì. Ïðè âòî-ðîì ïîäõîäå â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè äàí-íûå îá àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè íà âíåøíåé ãðàíèöå êîëüöåâîé îá-ëàñòè â çàäàííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå d(κ), κ ∈ [κ−, κ+]. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëåííîåðåøåíèå ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà. Íà îñíîâå ìåòîäà ëèíåàðè-çàöèè ñ�îðìóëèðîâàíî ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê ê âîññòàíàâëèâàåìîé



134 Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â., Íåäèí �.Ä.�óíêöèè g1(ξ):
1∫

ξ0

g1(ξU
′
0
2
+
U2

0

ξ
)dξ +

1∫

ξ0

g′1U
2
0dξ = p∗(U0(1, κ) − d(κ)), κ ∈ [κ−, κ+] (7)ãäå U0 � �óíêöèÿ ñìåùåíèÿ, âû÷èñëåííàÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå èòåðàöèîííîãîïðîöåññà èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéèíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè, ðåøåíèå êîòîðîãîîñóùåñòâëåíî ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè À. Í. Òèõîíîâà. Ïðîâå-äåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðåêîíñòðóêöèè çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ÏÍÑ.Ïðîâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, äàíû ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïîîñóùåñòâëåíèþ íàèáîëåå ý��åêòèâíîé ïðîöåäóðû ðåêîíñòðóêöèè â ðàìêàõ êàæ-äîãî èç ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (� 13-01-00196-à, 12-01-31501 ìîë_à)è â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâà-öèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ñîãëàøåíèÿ 14.132.21.1358, 14.132.21.1360).
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÑÕÅÌÅ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÑËÎÈÑÒÛÕ Ô�ÌÑ Ó×ÅÒÎÌ ÂßÇÊÎÑÒÈÂàòóëüÿí À.Î.1,2, ßâðóÿí Î.Â.2, Áîãà÷åâ È.Â.1
1Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÈññëåäîâàíà çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ âÿçêîóïðóãîãî îðòîòðîï-íîãî ñëîÿ â ðàìêàõ óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêèõ êîëåáàíèé ïî äàííûì àêóñòè÷åñêîãî çîíäè-ðîâàíèÿ. Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ñâÿçàíà ñ ïðåäâàðèòåëüíûì óïðîùåíèåì èñõîäíîé çàäà÷èè ðàçäåëåíèåì åå íà áîëåå ïðîñòûå êðàåâûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî âîññòàíàâëèâàåìûõ�óíêöèé. Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ ïîëó÷åííûõçàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííûõ ñõåì è ðåãóëÿðèçóþùèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòûâîññòàíîâëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ âÿçêîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê îðòîòðîïíîé ñëîèñòîé ñðå-äû.Ââåäåíèå. Àêòèâíîå âíåäðåíèå â ïðàêòèêó �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìà-òåðèàëîâ (Ô�Ì) ñòàâèò ïåðåä ó÷åíûìè íîâûå àêòóàëüíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñóòî÷íåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå Ô�Ì â êðèòè÷å-ñêèõ óñëîâèÿõ, à òàêæå ñ âîïðîñàìè ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñõåì îïðåäåëåíèÿ èõ ìå-õàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Êîëè÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèêÔ�Ì ïîçâîëèò ìîäåëèðîâàòü ðåàëüíîå ïîâåäåíèå ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ â êàæ-äîì îòäåëüíîì ñëó÷àå. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íåîä-íîðîäíûõ ñâîéñòâ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ ó÷åòîì âÿçêîñòèâ ðàìêàõ îðòîòðîïíîé ìîäåëè.Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è. �àññìîòðèì êîëåáàíèÿíåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî îðòîòðîïíîãî ñëîÿ òîëùèíû h, íèæíÿÿ ãðàíü êîòî-ðîãî æåñòêî çàùåìëåíà, íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû ïðèëîæåíû íàãðóçêè.Êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îá-ëàñòè â ðàìêàõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè èìååò âèä
σij,j + ρω2ui = 0, i, j = 1, 3 (1)

σkk = C∗
1ku1,1 + C∗

k3u3,3, k = 1, 3

σ13 = σ31 = C∗
55(u1,3 + u3,1)

(2)
x3 = 0 : ui = 0

x3 = h : σi3 =

{
pi, x1 ∈ [a, b]

0, x1 /∈ [a, b]

(3)Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ îïèñûâàþòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïàñîîòâåòñòâèÿ [1℄:
C∗
lm(x3, iω) =

iωnC
′

lm(x3) + C
′′

lm(x3)

1 + iωn
(4)
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′

lm(x3) è C
′′

lm(x3) � �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòè ìãíîâåííûõè äëèòåëüíûõ ìîäóëåé ñðåäû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè è
C

′

lm(x3) > C
′′

lm(x3), n � âðåìÿ ðåëàêñàöèè (
onst).Îáðàòíàÿ êîý��èöèåíòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè �óíêöèé C ′

lm(x3)è C ′′

lm(x3) ïî èí�îðìàöèè î ïîëÿõ ñìåùåíèé, èçìåðåííûõ íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ
u1(x1, ω) = f1(ω), u3(x1, ω) = f3(ω), (5)2. Ñâåäåíèå ê ñèñòåìàì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâî-ãî ðîäà.Èñïîëüçîâàííàÿ â ðàáîòå [2℄ ñõåìà âîññòàíîâëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ îð-òîòðîïíîãî ñëîÿ ðàçâèòà äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîóïðóãîé íåîäíîðîäíîé ñëîèñòîé ñðåäû.Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x1 èââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

x3 = hx, ũs = hUs, k2 = ρω2h2/C
′

55(0),
C∗
lm = C

′

55(0)c∗lm, p̃s = C
′

55(0)Ps, s = 1, 3, l,m = 1, 3, 5

ν = n
√
C

′

55(0)/ρh2, c∗lm(x, ik) = (ikνc
′

lm(x) + c
′′

lm(x))/1 + ikν,
c
′′

lm(x) = C
′′

lm(x3)/C
′

55(0), c
′

lm(x) = C
′

lm(x3)/C
′

55(0)�àñêëàäûâàÿ �óíêöèè òðàíñ�îðìàíò Ôóðüå ïî ñòåïåíÿì α

Uj(x, α) = U
(0)
j (x) + αU

(1)
j (x) + α2U

(2)
j (x) + ...

Pj(α) = P
(0)
j + iαP

(1)
j + α2P

(2)
j + ..., j = 1, 3,

(6)ïðèðàâíèâàíèÿ îïåðàòîðíûå êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ α, ïîëó÷èìñåðèþ êðàåâûõ çàäà÷, ðàçäåëåííûõ îòíîñèòåëüíî âîññòàíàâëèâàåìûõ �óíêöèé
c∗lm(x, ik) è íåèçâåñòíûõ �óíêöèé U (m)

j (x), êîòîðûå ðåøàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî [2℄ñ ïðèâëå÷åíèåì èòåðàöèîííûõ ñõåì äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèé c
′

33(x), c′′33(x),
c
′

55(x), c′′55(x) è ðåãóëÿðèçóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÔðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè îòíîñèòåëüíî c′13(x), c′′13(x)è c′11(x),
c
′′

11(x).Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âîññòàíîâëåíèè íåèçâåñòíûõ �óíê-öèé íàáëþäàåòñÿ íàêîïëåíèå ïîãðåøíîñòè íà ïîñëåäíèõ ýòàïàõ ðåêîíñòðóêöèè è âáîëüøåé ñòåïåíè ýòî áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè ìîäóëåé c′11(x), c′′11(x).3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóê-öèè �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìãíîâåííûì è äëèòåëüíûì ìîäóëÿì. Âîññòàíîâëå-íèå ïðîèñõîäèò â 4 ýòàïà. Íà ïåðâîì è âòîðîì ýòàïàõ ïðè ðåêîíñòðóêöèè �óíêöèé
c
′

55(x), c′′55(x), c′33(x), c′′33(x) íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ðàçûñêèâàëîñü íà îñíîâàíèèìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé (èëè êîíñòàíò).Íà òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ýòàïàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííîé âû÷èñëèòåëüíîéñõåìîé çíàíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íå òðåáóåòñÿ. Ïàðàìåòð, ñîîòâåòñòâóþùèéâðåìåíè ðåëàêñàöèè ñ÷èòàëñÿ èçâåñòíûì τ = 0.1. Íà ãðà�èêàõ ñïëîøíîé ëèíè-åé ïîêàçàí ãðà�èê èñõîäíîé �óíêöèè, ïóíêòèðîì � íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ,òî÷êàìè � âîññòàíîâëåííîé.1 ýòàï. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé c′55(x) = 0.5 sin(πx)+0.5, c′′55(x) = 0.4 sin(πx)+
0.4. Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ íàéäåíû â âèäå: c0′55(x) = 0.7, c0′′55(x) = 0.6. ×àñòîòíûé



Îá îäíîé ñõåìå èäåíòè�èêàöèè ñëîèñòûõ Ô�Ì ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè 137äèàïàçîí âûáðàí èç àíàëèçà À×Õ: k ∈ [1.44, 2.7]. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèéïîòðåáîâàëîñü N=10 èòåðàöèé. Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 9% âêðàéíèõ òî÷êàõ.

�èñóíîê 1 � �åçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ c
′

55(x) è c
′′

55(x)2 ýòàï. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé c
′

33(x) = 0.8 + 0.4 cos(πx + π/2), c′′33(x) =
1 + 0.5 cos(πx + π/2). Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ íàéäåíû â âèäå: c0′33(x) = 0.8,
c0

′′

33(x) = 0.6, k ∈ [1.45, 2.5], N=15. Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò12% â êðàéíèõ òî÷êàõ.

�èñóíîê 2 � �åçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ c
′

33(x) è c
′′

33(x)3 ýòàï. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé c
′

11(x) = 1 − 0.5x2, c′′11(x) = 0.9 − 0.6x2, k ∈
[1.4, 2.8]. Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 13% â êðàéíèõ òî÷êàõ.4 ýòàï. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé c

′

11(x) = 0.6 + 0.4x2, c′′11(x) = 0.4 + 0.5x2,
k ∈ [1.7, 2.6]. Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 14% â êðàéíèõ òî÷êàõ.�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäàþò ý��åêòèâíîñòü ïðè-ìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîé ñõåìû èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâäëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ � 12-01-31501ìîë-à, � 13-01-00196, âíóòðåííåãî ãðàíòà ÞÔÓ � 213.01-24/2013-74 è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿè íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ñîãëàøåíèÿ � 14.132.21.1358 è � 14.132.21.1360.
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�èñóíîê 3 � �åçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ c
′

13(x) è c
′′

13(x)

�èñóíîê 4 � �åçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ c
′

11(x) è c
′′

11(x)
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��ÀÍÈ×ÍÎÝËÅÌÅÍÒÍÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÇÀÄÀ×ÅÎ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕÓÏ�Ó�ÈÕ ÌÀÑÑÈÂÎÂÂîðîíà Þ.Â., Êîçàê À.À., ×åðíåíêî Å.Ñ.Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðûÊ ðåøåíèþ çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ ìàññèâîâ ïðèìåíÿþòñÿ äâàãðàíè÷íîýëåìåíòíûõ ïîäõîäà. Ïåðâûé èç íèõ ñâÿçàí ñ ïåðåõîäîì â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü, àâòîðîé ðåàëèçóåò øàãîâóþ ïî âðåìåíè ïðîöåäóðó. Ñîïîñòàâëåíèå ìåòîäèê ïðîèçâîäèòñÿâ ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ öèëèíäðè-÷åñêèìè ïîëîñòÿìè.Ý��åêòèâíûì ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ ìàññèâîâ,îñëàáëåííûõ ðàçíîãî ðîäà ïîëîñòÿìè è âêëþ÷åíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõýëåìåíòîâ (Ì�Ý). Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äâóìÿ ïóòÿìè.Â ïåðâîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåâîä çàäà÷èâ ÷àñòîòíóþ îáëàñòü, òîãäà êàê âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ øàãîâàÿ ïî âðåìåíèïðîöåäóðà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòìè÷åñêîé îñíîâîé çàäà÷è ñëóæèò ãðàíè÷íûéàíàëîã �îðìóëû Ñîìèëèàíû äëÿ ïåðåìåùåíèé, ñâÿçûâàþùèé ìåæäó ñîáîé èçâåñò-íûå è íåçàäàííûå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõãðàíèöû. �àçðåøàþùåå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâóìåðíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-áàíèÿ óïðóãîãî ìàññèâíîãî òåëà, ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë èìååò âèä
1

2
uj(~x, ω) =

∫

Γ

qk(~y, ω)Ujk(~x, ~y, ω)dΓy −
∫

Γ

uk(~y, ω)Tjk(~x, ~y, ω)dΓy, j, k = 1, 2, (1)ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé; ~x {x1, x2}, ~y {y1, y2} ∈ Γ ; �� ãðàíèöà îáëà-ñòè, çàíèìàåìîé òåëîì; uj(~x, ω),qj(~x, ω) � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâåííîïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå; Ujk(~x, ~y, ω) � �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèåçàäà÷è [1℄, êîòîðîå çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
Ujk =

i

4µ
δjk

[
H

(1)
0 (ϕ1) −

H
(1)
1 (ϕ2)

(ϕ2)
+ α

H
(1)
1 (ϕ1)

(ϕ1)

]
+

+
i

4µ
r,j r,k

[
H

(1)
2 (ϕ2) − αH

(1)
2 (ϕ1)

] (2)
ϕj =

ωr

Cj
; C2 =

√
µ

ρ
; C1 =

√
λ+ 2µ

ρ
; α =

C2
2

C2
1

; ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; λ è µ �êîíñòàíòû Ëàìå; r,j =
∂r

∂x
=
yj − xj
r

;r2 = (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2;Tjk(~x, ~y, ω) � îáîá-ùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (íàïðÿæåíèÿ íà ïëîùàäêàõ ñêîìïîíåíòàìè íîðìàëè nj(~y), êîòîðûå âîçíèêàþò â óïðóãîì äâóìåðíîì ïðîñòðàí-ñòâå îò äåéñòâèÿ â òî÷êå ~x ñîñðåäîòî÷åííîé åäèíè÷íîé ñèëû â íàïðàâëåíèè îñè
xk); H(1)

m � �óíêöèÿ Õàíêåëÿ 1-ãî ðîäà ïîðÿäêà m .



140 Âîðîíà Þ.Â., Êîçàê À.À., ×åðíåíêî Å.Ñ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëëîêàöèîííîé ïðîöåäóðîé Ì�Ý ãðàíèöà òåëà ïðåäñòàâëÿåò-ñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ, ââîäèòñÿ ãèïîòåçà î õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ íåèç-âåñòíûõ â ïðåäåëàõ êàæäîãî �Ý, íàçíà÷àåòñÿ ñèñòåìà ïîëþñîâ ~xl, ñîãëàñîâàííàÿ ñââåäåííîé ãèïîòåçîé, ïîñëå ÷åãî ïîî÷åðåäíî â êàæäîì èç ïîëþñîâ çàïèñûâàþòñÿóðàâíåíèÿ (1). �åçóëüòàòîì òàêîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé èíàïðÿæåíèé â òî÷êàõ êîëëîêàöèè ~xl. Êîý��èöèåíòàìè ñèñòåìû ñëóæàò èíòåãðà-ëû ïî ãðàíè÷íûì ýëåìåíòàìè îò ïðîèçâåäåíèé ÿäåð Ujk(~x, ~y, ω) èëè Tjk(~x, ~y, ω) èñîîòâåòñòâåííûõ �óíêöèé �îðìû. Êîãäà ðàññòîÿíèå r ìåæäó òî÷êîé íàáëþäåíèÿ
~x è òî÷êîé èíòåãðèðîâàíèÿ ~y ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò. å., åñëè ïîëþñ ðàñïîëîæåí íàòîì æå �Ý, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, �óíêöèè Õàíêåëÿ, à âìåñòåñ íèìè è ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ, ïðèíèìàþò áåñêîíå÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ,÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì âû÷èñëåíèå äèàãîíàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû ñè-ñòåìû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííîãî ïðåïÿòñòâèÿ �óíêöèè Õàíêåëÿ ïðèáëèæåííî çà-ìåíÿþòñÿ íà÷àëüíûìè îòðåçêàìè ðÿäà Ìàêëîðåíà. Ïîñëå òàêîé çàìåíû ÿäðà èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ujk(~x, ~y, ω) ≈ Us
jk(~x, ~y) + U∗

jk(~x, ~y, ω); Tjk(~x, ~y, ω) ≈ T sjk(~x, ~y) + T ∗
jk(~x, ~y, ω), (3)ãäå Us

jk(~x, ~y) è T sjk(~x, ~y) � ñîîòâåòñòâåííî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïëîñêîé çà-äà÷è ñòàòèêè è åãî îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ.Ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå ÿäåð ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è òðóäíîñòåé íå âûçûâàåò,à ðåãóëÿðíûå äîáàâêè U∗
jk(~x, ~y, ω) è T ∗

jk(~x, ~y, ω) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ëþáîéñòåïåíüþ òî÷íîñòè, òî ïðîáëåìó àëãåáðàèçàöèè ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé (1) ïðè ïåðâîì ïîäõîäå ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåííîé.Ïðè âòîðîì ïîäõîäå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè ñèñòåìû ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èîòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë èìååò ñëåäóþùèé âèä
1

2
uk(~x0, t) =

∫ t+

0

∫

Γ

Ukj( ~x0, ~y, t− τ)qj(~y, τ)dΓydτ−

−
∫ t+

0

∫

Γ

Tkj(~x0, ~y, t− τ)uj(~y, τ)dΓydτ,

(4)ãäå
Ukj(r, t) =

1

2πρ

[
H(C1t− r)

C1r2
f

(1)
kj (~x, ~y, t) +

H(C2t− r)

C2r2
f

(2)
kj (~x, ~y, t)

]
;

H(τ) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà ; f (1)
kj (r, t) =

(
2d1 + r2

d1

)
r,k r,j −δkjd1,

f
(2)
kj (r, t) =

(
2d2 + r2

d2

)
r,k r,j −δkj

(
d2 + r2

d2

)
, d1 =

√
(C1t)2 − r2, d2 =

√
(C2t)2 − r2;

Tjk(r, t) � îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ Ujk(r, t).Îñîáåííîñòü äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ê ÷èñëó ïåðåìåííûõ, îòêîòîðûõ çàâèñèò ðåøåíèå, äîáàâëÿåòñÿ âðåìÿ. Ñîîòâåòñòâåííî âîçíèêàåò íåîáõî-äèìîñòü â ðàçäåëåíèè âðåìåííîãî èíòåðâàëà íà îòäåëüíûå ïðîìåæóòêè è àïïðîê-ñèìàöèè íåèçâåñòíûõ â ïðåäåëàõ êàæäîãî ïðîìåæóòêà. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî



�ðàíè÷íîýëåìåíòíûå ïîäõîäû ê çàäà÷å î íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ 141ãðàíè÷íûå íàïðÿæåíèÿ íà êàæäîì øàãå ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, òî èí-òåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè â ïåðâîì èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4)ìîæåò áûòü âûïîëíåíî àíàëèòè÷åñêè [2℄.Òàêæå â çàìêíóòîé �îðìå ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ïî âðåìåíè âòîðîåñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4). Áîëåå òîãî, ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ òàê-æå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå, ïîäîáíîì ñîîòíîøåíèþ (3), ò. å. â âèäå ñóì-ìû ñîîòâåòñòâåííîãî ñòàòè÷åñêîãî ÿäðà è íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé äîáàâêè. Òàêèìîáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü âñå ïðèíöèïèàëüíûå ïðåïÿòñòâèÿ,ñòîÿùèå íà ïóòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è [2℄.Ñîïîñòàâëåíèå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ áûëî âûïîëíåíî íà çàäà÷å î íåñòà-öèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ êðóãîâûìè öèëèíäðè-÷åñêèìè îòâåðñòèÿìè ðàäèóñà R=3ì, ãðàíèöà îäíîãî èç êîòîðûõ ïîäâåðãàåò-ñÿ ðàäèàëüíîìó âîçäåéñòâèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî èìïóëüñà, çàäàâàåìîãî �îðìóëîé
qR(t) = 4

qt(T − t)

T 2
(ðèñ. 1). Âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà T =

20R

C1
= 0.0108c .

�èñóíîê 1 � �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 2,3. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ öè�ðàìè 1è 4 îáîçíà÷åíû êðèâûå, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4). Öè�ðàìè2 è 5 îáîçíà÷åíû ãðà�èêè, ïîñòðîåííûå â ðàìêàõ ïåðâîãî ïîäõîäà ïðè èñïîëüçî-âàíèè 12 ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå, à öè�ðàìè 3 è 6 - ãðà�èêè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõóäåðæèâàëèñü 4 ÷ëåíà ðÿäà. Ïðè ýòîì ãðà�èêè 1,2,3 õàðàêòåðèçóþò ïàðàìåòðûÍÄÑ â òî÷êå À, à ãðà�èêè 4,5,6 - â òî÷êè Á ãðàíèöû (ðèñ. 1).Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî-äå�îðìè-ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äâóõ ïîäõîäîâ, ñîäåðæàòñÿ â òàáëè-öàõ 1- 4. Íîðìèðîâêà çíà÷åíèé ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé îñóùåñòâëÿëàñü ïî �îð-ìóëå Un
R = uR

µ

qR
, à òàíãåíöèàëüíûõ íàïðÿæåíèé σs � ïî �îðìóëå σns =

σs
q
. ×åðåç

Un,t
R , σn,ts îáîçíà÷åíû äàííûå, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2-é ïîäõîä), à ÷åðåç Un,ω

R (m) , σn,ωs (m) �äàííûå, ïîëó÷åííûå ïóòåì ïåðåõîäà â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü (1-é ïîäõîä), ïðè÷åìâåëè÷èíà m ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó óäåðæèâàåìûõ ãàðìîíèê.Äàííûå, ïðèâåäåíûå â ðèñóíêàõ è â òàáëèöàõ, ñâèäåòåëüñòâóþò îá óäîâëå-
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�èñóíîê 2 � �àäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êàõ À è Á ãðàíèöû ïðè L=3ì

�èñóíîê 3 � Òàíãåíöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ À è Á ãðàíèöû. L=3ìÒàáëèöà 1 � Íîðìèðîâàííûå ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êàõ ãðàíèöûÒî÷êà Un,t
R,max Un,ω

R,max(4) Un,ω
R,max(12) Un,t

R,min Un,ω
R,min(4) Un,ω

R,min(12)À 0.764 0.777 0.775 -0.155 -0.096 -0.144Á 0.502 0.521 0.502 -0.043 -0.055 -0.036Â 0.526 0.528 0.524 -0.080 -0.057 -0.071� 0.536 0.562 0.567 -0.134 -0.078 -0.135



�ðàíè÷íîýëåìåíòíûå ïîäõîäû ê çàäà÷å î íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ 143Òàáëèöà 2 � Íîðìèðîâàííûå òàíãåíöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ ãðàíèöû, L=3 ìÒî÷êà σn,ts,max σn,ωs,max(4) σn,ωs,max(12) σn,ts,min σn,ωs,min(4) σn,ωs,min(12)À 0.929 0.855 0.860 -0.144 -0.138 -0.131Á 1.288 1.248 1.250 -0.262 -0.168 -0.249Â 1.046 1.065 0.993 -0.130 -0.118 -0.114� 1.202 1.302 1.283 -0.273 -0.199 -0.255Òàáëèöà 3 � Íîðìèðîâàííûå ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êàõ ãðàíèöû, L=6 ìÒî÷êà Un,t
R,max Un,ω

R,max(4) Un,ω
R,max(12) Un,t

R,min Un,ω
R,min(4) Un,ω

R,min(12)À 0.619 0.625 0.625 -0.105 -0.085 -0.102Á 0.511 0.527 0.509 -0.053 -0.048 -0.045Â 0.531 0.537 0.530 -0.077 -0.059 -0.070� 0.312 0.323 0.325 -0.104 -0.063 -0.098Òàáëèöà 4 � Íîðìèðîâàííûå òàíãåíöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ ãðàíèöû, L=6 ìÒî÷êà σn,ts,max σn,ωs,max(4) σn,ωs,max(12) σn,ts,min σn,ωs,min(4) σn,ωs,min(12)À 1.054 1.030 0.992 -0.120 -0.116 -0.970Á 1.234 1.183 1.182 -0.225 -0.169 -0.211Â 1.122 1.076 1.060 -0.147 -0.106 -0.129� 0.550 0.576 0.583 -0.151 -0.119 -0.144òâîðèòåëüíîé êà÷åñòâåííîé ñîãëàñîâàíîñòè äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçó-âàíèè ðàçíûõ ïîäõîäîâ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå ãðà�èêè, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ïåðâîãî ïîäõîäà, ñòàíîâÿòñÿâñ¼ áîëåå ïîäîáíûìè êðèâûì, ïîñòðîåííûì íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ èíòåãðàëíûõ óðàâíåíèé (4), òî åñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèéâòîðîãî ïîäõîäà.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåíåðäæè Ï. Áàòòåð�èëä �. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ.Ì.: Ìèð., 1984. 494 ñ.[2℄ Dominguez J. Boundary Elements in Dynami
s. Southampton, Boston.: ComputationalMe
hani
s Publi
ation, 1993. 454 
.Vorona Yu.V., Kozak A.A., Chernenko O. S. Vibrations of 2-d solids with opening-mode 
ra
ks. Two Boundary Element approa
hes are applied to the 2D transient dynami
s ofelasti
 solids. The �rst one is 
onne
ted with transition into frequen
y domain and the se
ondone is based on the time stepping pro
edure. Comparison of the approa
hes is performed whilesolving the problem of in�nite body with two 
ylindri
al holes impulse loadings.



ÂËÈßÍÈÅ Ñ�ÅÄ È ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÅÉÍÀ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ�èíèÿòóëëèí �.�., ßêóïîâ Í.Ì.Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍÍà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà â àãðåññèâíîé ñðåäå îáðàçóåòñÿ çàùèòíûé ñëîé, ïðè ðàçðó-øåíèè êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ êîððîçèîííûé èçíîñ. Ñðåäè �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ðàçðó-øåíèå çàùèòíîãî ñëîÿ � �èçè÷åñêèå ïîëÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïî èçó÷åíèþ âëèÿíèÿìàãíèòíîãî ïîëÿ è óëüòðà�èîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ íà ïðîöåññû êîððîçèè.Ââåäåíèå. Êîíñòðóêöèè è ñîîðóæåíèÿ ðàáîòàþò ïîä âîçäåéñòâèåì ðàçëè÷-íûõ ñðåä è �èçè÷åñêèõ ïîëåé. Èçâåñòíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà, íàõîäÿ-ùåãîñÿ â àãðåññèâíîé ñðåäå, îáðàçóåòñÿ çàùèòíûé ñëîé, ïðè ðàçðóøåíèè êîòî-ðîãî íà÷èíàåòñÿ êîððîçèîííûé èçíîñ. Ïðè ýòîì, íàðÿäó ñ óòîíåíèåì ýëåìåíòîâêîíñòðóêöèé, ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ðàçðûõëåíèÿ ìàòåðèàëà, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿòîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ñðåäè �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ðàçðóøåíèåçàùèòíîãî ñëîÿ � �èçè÷åñêèå ïîëÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ îòìå÷åííûõ �àê-òîðîâ íà êîððîçèþ òîíêîñòåííûõ îáðàçöîâ èñïîëüçóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî � òåî-ðåòè÷åñêèé ìåòîä [1�4℄. Íà ýêñïåðèìåíòàëüíîì ýòàïå òîíêîñòåííûé îáðàçåö çàæè-ìàþò ïî êîíòóðó, íàãðóæàþò ïîâåðõíîñòíûì äàâëåíèåì è ñíèìàþò çàâèñèìîñòü¾ïðîãèá � äàâëåíèå¿. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé îáðàç-öîâ ðàçðàáîòàíû óñòàíîâêè è ïðåäëîæåíû ñïîñîáû, íà êîòîðûå ïîëó÷åíû ïàòåí-òû �Ô íà èçîáðåòåíèå. Íà òåîðåòè÷åñêîì ýòàïå, èñïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûåäàííûå è ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê [5, 8�10℄, ñòðîÿòñÿ êðèâûå èç-ìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé è ìîäóëÿ óïðóãîñòè (èëè óñëîâíîãî ìîäóëÿ) îò äå�îðìàöèé.Ìàëîèçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû âëèÿíèÿ �èçè÷åñêèõ ïîëåé, â ÷àñòíîñòè, ìàã-íèòíîãî ïîëÿ è óëüòðà�èîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ íà ïðîöåññ êîððîçèîííîãî èçíîñà.Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [6℄ ðàññìîòðåí âîïðîñ ñíèæåíèÿ êîððîçèîííîé àêòèâíîñòèïóòåì îáðàáîòêè ïåðåêà÷èâàåìîé æèäêîñòè ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì. Â ðà-áîòå [7℄ îòìå÷àåòñÿ ý��åêò âëèÿíèÿ ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñâîéñòâàñòàëè 17�1Ñ. Áðèòàíñêèé ó÷åíûé À.Äàâåíïîðò ñ êîëëåãàìè óñòàíîâèëè [13℄, ÷òîâ ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáùàÿ êîððîçèÿ ìåäè ñóùåñòâåííî óñêîðÿåòñÿ,à ñêîðîñòü ëîêàëüíîé êîððîçèè æåëåçà, íèêåëÿ è íåðæàâåþùèõ ñòàëåé çàâèñèòîò íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èññëåäîâàíèÿ êîððîçèîííîãî èçíîñà ìàòåðèàëà,íàõîäÿùåãîñÿ â æèäêîé ñðåäå è ïîä âîçäåéñòâèåì óëüòðà�èîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ(ÓÔ), âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî. Íåáîëüøîå óñêîðåíèå êîððîçèîííîãî èçíîñà ñïëàâà öèí-êà ïîä âëèÿíèåì ÓÔ îòìå÷åíî â ðàáîòå [11℄. Êîððîçèÿ öèíêà, àëþìèíèÿ, ñåðåáðà,óãëåðîäèñòîé ñòàëè ïðè âîçäåéñòâèè ÓÔ èçëó÷åíèÿ íåîäíîçíà÷íà, íàáëþäàëîñüêàê óñêîðåíèå, òàê è çàìåäëåíèå êîððîçèîííîãî èçíîñà [12℄. Â ðàáîòå ïðèâîäÿò-ñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ èóëüòðà�èîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ íà ïðîöåññû êîððîçèîííîãî èçíîñà òîíêîñòåííûõ



Âëèÿíèå �èçè÷åñêèõ ïîëåé íà ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 145ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Âîïðîñû âëèÿíèÿ �èçè÷åñêèõ ïîëåé íà êîððîçèþ ÷ðåç-âû÷àéíî âàæíû äëÿ ïðàêòèêè.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èññëåäóåìûå îá-ðàçöû èç ëèñòîâîé ñòàëè ìàðêè Ñòàëü 3 ñ äèàìåòðîì ðàáî÷åé çîíû 110 ìì è òîë-ùèíîé äëÿ ãðóïïû îáðàçöîâ � 1 � 0.6 ìì è äëÿ ãðóïïû � 2 � 0.5 ìì, ïîìåùàëèñüâ àãðåññèâíóþ ñðåäó è ïîäâåðãàëèñü âñåñòîðîííåé êîððîçèè. Ïðè ýòîì ÷àñòü îá-ðàçöîâ ïîäâåðãàëàñü ïðåðûâèñòîìó âîçäåéñòâèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à äðóãàÿ ÷àñòüíå ïîäâåðãàëàñü âîçäåéñòâèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿìåæäó êàòóøêàìè ñîñòàâèëà 5000 Ýðñòåä (5 êÝ). Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿðàññìîòðåííûõ ãðóïï îáðàçöîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.Òàáëèöà 1 � Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûåÎáðàçöû ãðóïïû �ðóïïà � 1 �ðóïïà � 2Âðåìÿ èçíîñà/ 1728 ÷àñîâ / 1872 ÷àñà /âðåìÿ âîçäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ 265 ÷àñîâ 223 ÷àñàÂîçäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ äà íåò äà íåòÒîëùèíà (ìì) ïîñëå èçíîñà 0.590 0.577 0.475 0.452Êðèâûå äå�îðìèðîâàíèÿ ¾ïðîãèá Í � äàâëåíèå �¿ äëÿ îáðàçöîâ èç ãðóïïû� 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1.

�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü ¾ïðîãèá Í � äàâëåíèå �¿ (îáðàçöà èç ãðóïïû � 1)Íà ðèñóíêå 1, êðîìå êðèâûõ äëÿ îáðàçöîâ ïîäâåðæåííîãî è íå ïîäâåðæåí-íîãî âîçäåéñòâèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðåäñòàâëåíû òàêæå êðèâûå ïðè ðàñ÷åòíûõçíà÷åíèÿõ ïðîãèáà äëÿ îáðàçöîâ ñ òîëùèíîé t1 = 0.59 ìì (ñîîòâåòñòâóþùåé



146 �èíèÿòóëëèí �.�., ßêóïîâ Í.Ì.òîëùèíe îáðàçöà èç ãðóïïû � 1 ïîñëå âûäåðæèâàíèÿ â àãðåññèâíîé ñðåäå) ïðè
Eèñõ = 2.1 · 105 ÌÏà è Eïðèáë = 1.673 · 105 ÌÏà, ïðè êîòîðîì êðèâàÿ ïðîãèáà ìàê-ñèìàëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ê ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé ¾äàâëåíèå � � ïðîãèá Í¿äëÿ îáðàçöà èç ãðóïïû � 1.Êðèâûå äå�îðìèðîâàíèÿ ¾äàâëåíèå � � ïðîãèá Í¿ äëÿ îáðàçöîâ èç ãðóïïû� 2 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ¾ïðîãèá Í � äàâëåíèå �¿ (îáðàçöà èç ãðóïïû � 2)Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ìàãíèò-íîãî ïîëÿ íà ñòàëüíîé îáðàçåö çàìåäëÿåò ïðîöåññ êîððîçèè.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ óëüòðà�èîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ. Èñ-ñëåäóåìûå îáðàçöû êðóãëîé �îðìû äèaìåòðîì D = 110 ìì èç òîíêîëèñòîâîé ñòà-ëè ìàðêè Ñòàëü 3 òîëùèíîé t = 0.6 ìì ïîìåùàëèñü â îñíîâíóþ è êîíòðîëüíóþåìêîñòè ñ àãðåññèâíîé æèäêîñòüþ è íàõîäèëèñü â ýòîé ñðåäå â òå÷åíèå çàäàííîãîâðåìåíè. Ïðè ýòîì îäèí èç îáðàçöîâ ïîäâåðãàëñÿ ïðåðûâèñòîìó óëüòðà�èîëåòîâî-ìó èçëó÷åíèþ, à äðóãîé íåò. Ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.Ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì áûëè ïîñòðîåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ¾äàâ-ëåíèå � � ïðîãèá Í¿ (ðèñóíêè 3, 4, 5, 6), äëÿ îáðàçöîâ ïîäâåðãàâøèõñÿ è íåïîäâåðãàâøèõñÿ âîçäåéñòâèþ óëüòðà�èîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ.Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, ïðîãèáû îáðàçöîâ, ïîäâåðãàâøèõñÿ ïðåðûâèñòîìó âîç-äåéñòâèþ ÓÔ, ìåíüøå, ÷åì ó îáðàçöîâ, íå ïîäâåðãàâøèõñÿ âîçäåéñòâèþ ÓÔ.



Âëèÿíèå �èçè÷åñêèõ ïîëåé íà ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 147Òàáëèöà 2 � Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûåÎáðàçöû ãðóïïû �ðóïïà � 1 �ðóïïà � 2 �ðóïïà � 3.1 �ðóïïà � 3.2Âðåìÿ èçíîñà/ 2784 ÷àñà / 1055 ÷àñîâ / 1016 ÷àñîâ / 1016 ÷àñîâ /âðåìÿ âîçäåéñò 1111 ÷àñîâ 146 ÷àñîâ 280 ÷àñîâ 280 ÷àñîââèÿ ÓÔÂîçäåéñòâèå ÓÔ äà íåò äà íåò äà íåò äà íåòÒîëùèíà (ìì) 0.580 0.575 0.570 0.588 0.459 0.425 0.466 0.477ïîñëå èçíîñàÑðåäà êèñëàÿ êèñëàÿ êèñëàÿ âîäà

�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü äàâëåíèå � �ïðîãèá Í (îáðàçöû èç ãðóïïû � 1) �èñóíîê 4 � Çàâèñèìîñòü äàâëåíèå � �ïðîãèá Í (îáðàçöû èç ãðóïïû � 2)

�èñóíîê 5 � Çàâèñèìîñòü äàâëåíèå � �ïðîãèá Í (îáðàçöû èç ãðóïïû � 3.1) �èñóíîê 6 � Çàâèñèìîñòü äàâëåíèå � �ïðîãèá Í (îáðàçöû èç ãðóïïû � 3.2)�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà: ¾Èññëåäîâàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ èïîâåäåíèÿ òîíêèõ ñòðóêòóð ïðè âîçäåéñòâèè ïîëåé è ñðåä¿ ïî Ïðîãðàììå ÎÝÌÌ-ÏÓ �ÀÍ � 12.



148 �èíèÿòóëëèí �.�., ßêóïîâ Í.Ì.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðãàëèåâ À.�., ßêóïîâ Ñ.Í. Ìåòîäèêà èñïûòàíèÿ ïëåíîê è ìåì-áðàí â óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî äàâëåíèÿ // Çàâîä-ñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ. Äèàãíîñòèêà ìàòåðèàëîâ. 2008. Ò. 74. � 11. Ñ. 54�56.[2℄ �àëèìîâ Í.Ê.,ßêóïîâ Í.Ì., ßêóïîâ Ñ.Í. Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèé ìåòîäîïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñ�åðè÷åñêèõ ïëåíîê è ìåìáðàí ñî ñëîæ-íîé ñòðóêòóðîé // ÌÒÒ. 2011. � 3. Ñ. 58�66.[3℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðóëëèí �. �., Íóðãàëèåâ À.�., ßêóïîâ Ñ.Í. Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ òîíêîñëîéíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïàòåíò � 3.2310184.[4℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðãàëèåâ À.�., �èíèÿòóëëèí �.�., ßêóïîâ Ñ.Í. Ìåòîäèêà àíàëè-çà ðàáîòû êîíñòðóêöèé, ïîäâåðæåííûõ êîððîçèîííîìó èçíàøèâàíèþ // Âåñòíèêìàøèíîñòðîåíèÿ. 2012. � 10. Ñ. 36�40.[5℄ �àëèìîâ Ê. Ç. Ê îáùåé òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðè êîíå÷íûõ ïåðåìåùåíèÿõ //ÏÌÌ. 1951. Ò.XV. âûï. 6. Ñ. 723�742.[6℄ Õàéäàðîâ Ô. �. Ïîâûøåíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðîìûñëîâûõ òðóáîïðîâîäîâ çà ñ÷åòñíèæåíèÿ êîððîçèîííîé àêòèâíîñòè ïåðåêà÷èâàåìûõ æèäêîñòåé // Íå�òåãàçîâîåäåëî. 2002. � 1. Ñ. 1�9.[7℄ Õóäÿêîâ Ì.À., Àëòûíîâà �. �. Âëèÿíèå ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà öèêëè÷å-ñêóþ òðåùèíîñòîéêîñòü è êîððîçèîííóþ ñòîéêîñòü ñòàëè 17�1Ñ // Íå�òåãàçîâîåäåëî. 2006. Ò. 4. � 1. Ñ. 286.[8℄ Ôåäîñüåâ Â.È. Óïðóãèå ýëåìåíòû òî÷íîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ. Ì.: �îñèçäàòåëüñòâîîáîðîííîé ïðîìûøëåííîñòè, 1949. 343 ñ.[9℄ Ìóøòàðè Õ.Ì., �àëèìîâ Ê. Ç. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãèõ îáîëî÷åê. Êàçàíü: Òà-òêíèãîèçäàò, 1957. 431 ñ.[10℄ Èëüþøèí À.À. Ïëàñòè÷íîñòü. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1948. 376 ñ.[11℄ Thompson E.A., Burleigh T.D. A
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ÂÎËÍÎÂÎÉ ÍÅ�ÀÇ�ÓØÀÞÙÈÉ ÊÎÍÒ�ÎËÜ ÑÊ�ÛÒÛÕÄÅÔÅÊÒÎÂ È Î×À�ÎÂ ÊÎ��ÎÇÈÈ Â ÑËÎÈÑÒÛÕÌÅÒÀËËÎÏÎËÈÌÅ�ÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÀÕ�ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Åðåìèí À.À.,Åâäîêèìîâ À.À.Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè Êóá�Ó, Êðàñíîäàð�àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äè�ðàêöèè óïðóãèõ âîëí, âîçíèêàþùèå ïðè óëüòðàçâóêî-âîì íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, èçãîòîâëåííûõ êàê èç òðàäèöè-îííûõ, òàê è èç íîâûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Îñíîâíûì ìåòîäîì èõ ðåøåíèÿ, èñ-ïîëüçóåìûì ïðè ñîçäàíèè êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñëîèñòûõ ýëåìåíòîâ(ÌÑÝ). Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäñòàâèòü è îáñóäèòü ñëåäóþùèå òåîðåòè÷åñêèå èýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû:- ïðîõîæäåíèå áåãóùèõ âîëí ÷åðåç çîíû óòîíüøåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ýëåìåíòàõ êîí-ñòðóêöèè ïðè êîððîçèè;- âåéâëåò è îêîííûé Ôóðüå àíàëèç ðåãèñòðèðóåìûõ ñèãíàëîâ, âûÿâëåíèå â íèõ õà-ðàêòåðíûõ ïðèçíàêîâ êîððîçèè è ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ îöåíêè ñòåïåíè êîððîçèéíîãî ïî-ðàæåíèÿ ïî èçìåíåíèþ âîëíîâûõ õàðàêòåðèñòèê;- àíàëèç èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõçàäà÷ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷àñòîòû â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ óïðóãèõ è ãåîìåò-ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çîíäèðóåìîé ñòðóêòóðû, à òàêæå àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ý��åêòîâ,ñâÿçàííûõ ñ ïî÷òè âåùåñòâåííûìè òî÷êàìè ñïåêòðà;- ÷àñòîòíî-çàâèñèìàÿ íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ áåãóùèõ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ êðóãî-âûìè àêòóàòîðàìè â àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ êîìïîçèòàõ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçðàáîòêå ìåòîäîâîáíàðóæåíèÿ è èäåíòè�èêàöèè çîí êîððîçèè.1. �àññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ u(x, z) = (ux, uz)e
−iωtñëîèñòîãî èçîòðîïíîãî óïðóãîãî âîëíîâîäà D : {x = (x, z) : |x| < ∞, −H <

z < 0}, ñîäåðæàùåãî íåîäíîðîäíîñòü â âèäå ïîâåðõíîñòíîé âûåìêè ñ íåçàìêíóòîéãðàíèöåé S, ìîäåëèðóþùåé ðåçóëüòàò êîððîçèéíîãî âîçäåéñòâèÿ (ðèñ. 1). Ïåðå-ìåùåíèÿ u òî÷åê âîëíîâîäà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàìå è óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿìè îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé íà ãîðèçîíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âîëíîâîäà:
τ |z=0 = τ |z=−H = 0, τ = {τxz, σzz}, è íà ãðàíèöå âûåìêè S (çäåñü è äàëåå ãàðìî-íè÷åñêèé ìíîæèòåëü e−iωt îïóùåí).

x1

x
z

z=-H

u0

z=0

S

D

x=ax= - a

z=-h�èñóíîê 1 � �åîìåòðèÿ çàäà÷è



150 �ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Åðåìèí À.À., Åâäîêèìîâ À.À.Ñóììàðíîå ïîëå u ñêëàäûâàåòñÿ èç èñõîäíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ u0 è íåèçâåñòíîãîïîëÿ usc, âîçíèêàþùåãî ïðè äè�ðàêöèè íà ïðåïÿòñòâèè. Â êà÷åñòâå u0 ðàññìàò-ðèâàþòñÿ íîðìàëüíûå ìîäû âèäà
u+

0 (x) = a+
0,k(z)e

iζkx, a+
0,k = −iresK(α, z)|α=−ζk

Q(−ζk),ãäå K(α, z) è Q(α) � Ôóðüå-ñèìâîëû ìàòðèöû �ðèíà äëÿ âîëíîâîäà áåç ïîâðå-æäåíèé è âåêòîðà ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q, ìîäåëèðóþùåé èñòî÷íèê; ζk � âå-ùåñòâåííûå ïîëþñà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K.Îòðàæåííîå ïîëå èùåòñÿ â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ [1℄ ñ ÿäðîì - ìàò-ðèöåé �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé l(x, ξ) = [l1
... l2 ... l3] äëÿ ñëîèñòîãî âîëíîâîäà âöåëîì :

usc(x) =

∫

S

l(x, ξ)c(ξ)dsξ (1)Â îòëè÷èå îò ìàòðèöû �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ áåçãðàíè÷íîé óïðóãîé ñðå-äû ñòîëáöû lj ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûõ ãðàíèöàõ âîëíîâîäà [2, 3℄. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòèïîòåíöèàëà c(x) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (�ÈÓ).Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèÿ (1) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîíòóðå S �ÈÓ îò-íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé âåêòîð-�óíêöèè c(x) ïðèìåò âèä:
τ 0(xS) + lim

x→xS

∫

S

r(x, ξ)c(ξ)dsξ = 0, xS ∈ S (2)Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ çäåñü ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè èíòåãðè-ðîâàíèÿ [4℄; r(x, ξ) = Tn(x)l(x, ξ), ãäå Tn � îïåðàòîð íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè ñâíåøíåé íîðìàëüþ n. ×èñëåííîå ðåøåíèå �ÈÓ (2) ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõýëåìåíòîâ (Ì�Ý) ñ ïîìîùüþ ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíîé âåêòîð-�óíêöèè
c, èñïîëüçóÿ òåõíèêó âðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå-òðàíñ�îðìàíò [5℄.2. Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ â ðàìêàõ ïðåäëàãà-åìîãî âûøå ïîäõîäà, íàðÿäó ñ ïðîâåðêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèÿ ýíåðãå-òè÷åñêîãî áàëàíñà ïðîâîäèëîñü ñîïîñòàâëåíèå ñ íåçàâèñèìûìè òåîðåòè÷åñêèìè èýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ðàáîò [6, 7℄ äëÿ àëþìèíèåâîé ïëàñòèíû òîëùèíû
H = 3 ìì ñ ïðÿìîóãîëüíîé âûåìêîé äëèíû 2a è ãëóáèíû h (ðèñ. 1). Â öèòèðóå-ìûõ ðàáîòàõ â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëèñü èñòî÷íèêè êîëåáàíèé, ïîçâîëÿþùèåâîçáóæäàòü ïî÷òè ÷èñòûå ñèììåòðè÷íóþ (s0) èëè àíòèñèììåòðè÷íóþ (a0) �óíäà-ìåíòàëüíûå ìîäû. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü ìåòîäîì êîíå÷íûõýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå.Íà ðèñ. 2 ïðèâîäèòñÿ ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû êîý��èöèåíòà îòðà-æåíèÿ µ− äëÿ ìîäû a0, ïîëó÷åííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî (òî÷êè), ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è Ì�Ý-ÌÑÝ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), äëÿ h = 0.17H , a = 0.5H(ðèñ. 2 à) è h = 0.5H , a = 0.5H (ðèñ. 2 á ). Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ µ− îïðå-äåëÿþòñÿ êàê îòíîøåíèå ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ èñõîäíîãî è îòðàæåííîãî ñèãíàëîâ,èçìåðåííûõ â òî÷êå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, íàõîäÿùåéñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó èñ-òî÷íèêîì è âûåìêîé. Ñëåäóÿ [6, 7℄, òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå µ− âû÷èñëÿåòñÿ ïî
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�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ìîäû a0 îò ÷àñòîòû
µ-

2a/H�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ìîäû s0 îò îòíîøåíèÿ äëèíû âûåìêèê òîëùèíå âîëíîâîäà�îðìóëå
µ− = |usc,z(x1)|/|u0, z(x1)| äëÿ ìîäû a0,
µ− = |usc,x(x1)|/|u0, x(x1)| äëÿ ìîäû s0.Çàâèñèìîñòü µ− îò âåëè÷èíû 2a/H äëÿ ìîäû s0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3, ãäå ïóíêòèðíîéëèíèåé ñ ìàðêåðàìè îòìå÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñïëîøíîé ëèíèåé � ðå-çóëüòàò ÌÊÝ, à ïóíêòèðíîé � Ì�Ý-ÌÑÝ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ õîðîøååêà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ Ì�Ý-ÌÑÝ ñ ðåçóëüòàòàìèðàáîò [6, 7℄.3. Â äàííîì ðàçäåëå àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå ðàçìåðîâ íåîäíîðîäíîñòè íà ðàñ-ïðåäåëåíèå ýíåðãèè íàáåãàþùåé âîëíû ìåæäó ìîäàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè äè-�ðàêöèè. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: E0(ζ) � ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âîëíîâîäà íàáåãàþùåé íîðìàëüíîé ìîäîé ñ âîëíîâûì÷èñëîì ζ , E±(ζ) � ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ ìîäîé ζ ñïðàâà (¾+¿) è ñëåâà (¾−¿) îòíåîäíîðîäíîñòè (ζ = ζ1 èëè ζ2 äëÿ a0 èëè s0, ñîîòâåòñòâåííî). Â äâóõìîäîâîì÷àñòîòíîì äèàïàçîíå óñëîâèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà èìååò âèä:
E0(ζ) = E+(ζ1) + E−(ζ1) + E+(ζ2) + E−(ζ2)Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ, îòðàæåíèÿ è òðàíñ�îðìàöèè ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

κ±ζi→ζj
= E±(ζj)/E0(ζi)(i = j � ïðîõîæäåíèå-îòðàæåíèå, j 6= i � òðàíñ�îðìàöèÿ ìîä)
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(ïóíêòèðíûåëèíèè) äëÿ íàáåãàþùåé ìîäû s0 (ãðà�èêè à,â,ä) è a0 (ãðà�èêè á,ã,å)Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè äàííûõ êîý��èöèåíòîâ îò ÷àñòîòû êîëåáàíèéäëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ âûåìîê äëèíû 2a = 10H è ãëóáèíû h = 0.25H (ðèñ. 4 à,á),
0.5H (ðèñ. 4 â,ã) è 0.75H (ðèñ. 4 ä,å). Äëÿ ãðà�èêîâ κ±ζ→ζ õàðàêòåðíî ÷åðåäîâàíèåëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ, ñâÿçàííîå ñî ñëîæåíèåì â �àçå èëè ïðîòè-âî�àçå âîëíîâûõ ïàêåòîâ, îòðàæåííûõ ïðàâîé è ëåâîé êðîìêàìè âûåìêè [6, 7℄.Ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû âûåìêè àìïëèòóäà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâäëÿ êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ. Â òî æå âðå-ìÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ñèãíàëà òîíàëüíîé ïîñûëêè ñ óçêèì÷àñòîòíûì ñïåêòðîì âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà äëÿ ïðåïÿòñòâèÿ áîëüøèõ ðàçìå-ðîâ (íàïðèìåð, äëÿ h = 0.75H è f = 245 ê�ö) âñÿ ýíåðãèÿ ïðîõîäèò çà çîíó ñïîâðåæäåíèåì íå òîëüêî ïðàêòè÷åñêè áåç îòðàæåíèÿ, íî è áåç êîíâåðòàöèè îäíî-ãî òèïà ìîäû â äðóãîé. Òåì ñàìûì çîíäèðîâàíèå ñ ýòîé öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé íåïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü êîððîçèéíîå ïîðàæåíèå äàííûõ ðàçìåðîâ. Äàííûé ïðèìåðóêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ øèðîêîïîëîñíûõ èçìåðåíèé è ìíîãî-�àêòîðíûõ ìåòîäîâ äëÿ îáíàðóæåíèÿ è èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ.
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ÓËÜÒ�ÀÇÂÓÊÎÂÀß ÍÅ�ÀÇ�ÓØÀÞÙÀß ÌÅÒÎÄÈÊÀÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÌÎÄÓËÅÉÑËÎÈÑÒÛÕ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ�ëóøêîâ Å.Â.1, Ëàììåðèíã �.2, Åðåìèí À.À.1,Ìÿêèøåâà Î.À.1
1Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè Êóá�Ó, Êðàñíîäàð

2Èíñòèòóòìåõàíèêè, Óíèâåðñèòåò èì. �åëüìóòàØìèäòà, �àìáóðã, �åðìàíèÿÂ äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðàçðóøàþùèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ óïðóãèõ ìîäóëåéñëîèñòûõ âîëîêîííî-àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè íåâÿçêèìåæäó òåîðåòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûìè äèñïåðñèîííûìè õàðàêòåðè-ñòèêàìè áåãóùèõ óïðóãèõ âîëí Ëýìáà, âîçáóæäàåìûõ ïîâåðõíîñòíûìè ïüåçîàêòèâíûìèýëåìåíòàìè. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ òðåõìåðíîé ëèíåéíîéäèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ñëîèñòûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåä è áàçèðóåòñÿ íà èí-òåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ è àñèìïòîòèêàõ, èñïîëüçóþùèõ ìàòðèöû �ðèíà äëÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Äëÿ ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷-íîãî �óíêöèîíàëà íåâÿçêè èñïîëüçóåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûé ìèêðîãåíåòè÷åñêèé àëãî-ðèòì.1. Âîëîêîííî-àðìèðîâàííûå ñëîèñòûå êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû ïîëó÷èëè øè-ðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå áëàãîäàðÿ âûñîêîé ïðî÷íîñòè, îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîéïëîòíîñòè è ñëàáîé ïîäâåðæåííîñòè òðåùèíîîáðàçîâàíèþ. Ïðè ðàñ÷åòå, ïðîåêòè-ðîâàíèè è ýêñïëóàòàöèè èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé èç êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ,íàïðèìåð, ýëåìåíòîâ àýðîêîñìè÷åñêèõ èçäåëèé èç àðìèðîâàííûõ óãëåïëàñòèêîâ,ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ çíàíèå èõ óïðóãèõ ñâîéñòâ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîñòü çàäà÷èîïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé òàêèõ ìàòåðèàëîâ íåðàçðóøàþùèìèìåòîäàìè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè òîëüêî âîçðàñòàåò.Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäõîäîâ ê èçìåðåíèþ ý�-�åêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Òðàäèöèîííûå ìåòîäèêè,òàêèå êàê ñæàòèå, ðàñòÿæåíèå è ñäâèã, ÿâëÿþòñÿ ðàçðóøàþùèìè è ïîçâîëÿþòîïðåäåëèòü òîëüêî îäèí-äâà óïðóãèõ ìîäóëÿ â ðàìêàõ îäíîãî ýêñïåðèìåíòà. Âèá-ðàöèîííûå è óëüòðàçâóêîâûå ìåòîäû íå òîëüêî ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü á�îëüøååêîëè÷åñòâî ìîäóëåé èç îäíîãî ýêñïåðèìåíòà, íî è ÿâëÿþòñÿ íåðàçðóøàþùèìè ïîñâîåé ïðèðîäå. Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìïîçèò-íîãî ìàòåðèàëà èñïîëüçóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòûèññëåäóåìîãî îáðàçöà [1℄, òîãäà êàê ìåòîäèêè âòîðîé ãðóïïû èñïîëüçóþò óëüòðà-çâóêîâûå îáúåìíûå âîëíû èëè áåãóùèå âîëíû (âîëíû Ëýìáà) [2, 3℄. Ñóùåñòâåííûìïðàêòè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì, õàðàêòåðíûìè êàê äëÿ âèáðàöèîííîãî ïîäõîäà, òàêè äëÿ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà îáúåìíûõ óïðóãèõ âîëíàõ, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüèñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâëåííûõ îáðàçöîâ ìàòåðèàëà íåáîëüøèõ ðàç-ìåðîâ, à òàêæå ìàññèâíîãî è ñëîæíîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ. Â òî



Îïðåäåëåíèå ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ 155æå âðåìÿ âîëíû Ëýìáà îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ êî âñåì óïðó-ãèì ìîäóëÿì, à îáîðóäîâàíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåàëèçàöèè òàêèõ ìåòîäîâ, ìîæåòáûòü ëåãêî èíòåãðèðîâàíî â èññëåäóåìóþ èíæåíåðíóþ ñòðóêòóðó.2. �àññìàòðèâàþòñÿ ñëîèñòûå âîëîêîííî-àðìèðîâàííûå êîìïîçèöèîííûå ìàòå-ðèàëû ñ ñîíàïðàâëåííîé èëè ïåðåêðåñòíîé óêëàäêîé îäíîïðàâëåííûõ ïðåïðåãîâ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà, îñíî-âàííàÿ íà ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ìåæäó ðàññ÷èòàííûìè òåîðåòè÷åñêè è èçìåðåí-íûìè ýêñïåðèìåíòàëüíî äèñïåðñèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè áåãóùèõ âîëí, âîç-áóæäàåìûõ òîíêèìè ïüåçîàêòèâíûìè ýëåìåíòàìè, ïðèêëååííûìè ê ïîâåðõíîñòèèññëåäóåìîãî îáðàçöà. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ äëÿ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèò-ìà èñïîëüçóþòñÿ ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé �óíäàìåíòàëüíûõàíòèñèììåòðè÷íîé (a0) è ñèììåòðè÷íîé (s0) âîëí Ëýìáà, èçìåðåííûå ñ ïîìîùüþëàçåðíîé âèáðîìåòðèè âäîëü íåñêîëüêèõ çàäàííûõ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿêîëåáàíèé. Èññëåäóåìûå êîìïîçèòíûå îáðàçöû ìîäåëèðóþòñÿ êàê ìíîãîñëîéíûåëèíåéíî-óïðóãèå ìàòåðèàëû, ñîñòîÿùèå èç òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñëîåâ ñîäèíàêîâûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè, òîëùèíà è ïëîòíîñòü êîòîðûõ èçâåñòíà. Òà-êèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü 5 óïðóãèõ ìîäóëåé, à èìåííî C11, C12, C22,
C44, C55. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî âîëîêíà âåðõíåãî ñëîÿ îðèåíòèðîâàíû âäîëüîñè x.
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A
2�èñóíîê 1 � Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè è ãåîìåòðèè çàäà÷èÏðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:1. Áåãóùèå óïðóãèå âîëíû ãåíåðèðóþòñÿ ïîâåðõíîñòíîé ëîêàëèçîâàííîé íà-ãðóçêîé (íàïðèìåð, ïüåçîàêòèâíûì ýëåìåíòîì), âîçáóæäàåìîé òîíàëüíîé ïî-ñûëêîé ñ ìåíÿþùèìèñÿ öåíòðàëüíûìè ÷àñòîòàìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêàíè-ðóþùåãî ëàçåðíîãî âèáðîìåòðà èçìåðÿåòñÿ âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðî-ñòåé òî÷åê ïîâåðõíîñòè âäîëü íàïðàâëåíèÿ óêëàäêè âîëîêîí â âåðõíåì ñëîå(òî÷êè Ai) è â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè (òî÷êè Bi) (ñì. ðèñ. 1).2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé ïî èçìåðåííûì âîëíîâûì ñèãíàëàì êíèì ïðèìåíÿåòñÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ñ âåéâëåòîì �àáîðà. Ïîêàçàíî [4℄,÷òî, èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû âåéâëåò-êîý��èöèåíòîâ,



156 �ëóøêîâ Å.Â., Ëàììåðèíã �., Åðåìèí À.À., Ìÿêèøåâà Î.À.ìîæíî îïðåäåëèòü âðåìÿ ïðèõîäà âîëíîâîãî ïàêåòà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåéöåíòðàëüíîé ÷àñòîòû. �ðóïïîâûå ñêîðîñòè ìîä a0 è s0 âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåìäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåííîãî âîëíîâûì ïàêåòîì, íà íàéäåííîå âðåìÿïðèõîäà. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ çàòåì îñðåäíÿþòñÿ âäîëü ðàññìàòðèâàåìîãîíàïðàâëåíèÿ.3. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ñòðîèòñÿ êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë íåâÿçêè:
ERR(C) =

N∑

j=1

a2
j(v

m
g,j − vcg,j)

2, (1)ãäå C � ìàòðèöà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ (âîçìîæíîå ðåøåíèå îïòèìèçàöèîí-íîé çàäà÷è), êîìïîíåíòû êîòîðîé îãðàíè÷åíû íåêîòîðûìè íàïåðåä çàäàí-íûìè çíà÷åíèÿìè, vmg è vcg � èçìåðåííûå è ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ ãðóï-ïîâûõ ñêîðîñòåé, N � îáùåå êîëè÷åñòâî èçìåðåííûõ ñêîðîñòåé (äëÿ ìîä
a0 è s0); aj = vmax/v

m
g,j � íîðìèðóþùèå êîý��èöèåíòû, vmax = max(vmg,j),

j = 1, 2, ..., N . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ vcg èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû èç ðàáîòû [5℄:
vg =

(
vgx
vgy

)
=

[
cos γ − sin γ
sin γ cos γ

](
∂W/∂α

∂W
α∂α

)
,ãäå ω = W (α, γ) � äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå èç ýëåìåíòîâÔóðüå-ñèìâîëà ìàòðèöû �ðèíà K(α, γ) [6, 7℄; α è γ � Ôóðüå-ïåðåìåííûå âïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ý��åêòèâíîñòü ðåàëèçîâàííîé ÷èñëåííîé ïðî-öåäóðû îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì óñòîé÷èâîãî ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìàäëÿ ïîñòðîåíèÿ K(α, γ) [7℄.4. Ñîîòíîøåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîêìåæäó ðàñ÷åòíûìè è èçìåðåííûìè çíà÷åíèÿìè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé, êî-òîðàÿ äîëæíà áûòü ìèíèìèçèðîâàíà. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòüâåùåñòâåííîçíà÷íûé ìèêðîãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì [8℄ ñ ìîäåëèðóåìûì äâî-è÷íûì ñêðåùèâàíèåì. Ïðè ýòîì êàæäàÿ õðîìîñîìà êîäèðóåò âîçìîæíóþìàòðèöó C, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà ERR(C) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì öåëå-âîé �óíêöèè.Ïîñëå ÷èñëåííîãî òåñòèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà íà êîìïîçèòàõ ñ èç-âåñòíûìè ñâîéñòâàìè, ìåòîäèêà áûëà ïðèìåíåíà äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöàñî ñõåìîé óêëàäêè ñëîåâ [0o]4, òîëùèíîé H = 1.1 ìì è ñ ïëîòíîñòüþ ρ = 1482 êã/ì3ñ çàðàíåå íåèçâåñòíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû ñëå-äóþùèå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû C (â �Ïà):

C11 = 95.9, C12 = 3.6, C22 = 9.6, C44 = 3.0, C55 = 3.5èëè èíæåíåðíûõ êîíñòàíò:
E1 = 94.0�Ïà, E2 = 8.2�Ïà, µ12 = 0.24, G23 = 3.0�Ïà, G12 = 3.5�ÏàÍà ðèñ. 2 ïðèâîäÿòñÿ çàâèñèìîñòè èçìåðåííûõ è ðàññ÷èòàííûõ ñ èñïîëüçîâà-íèåì ïðèâåäåííûõ âûøå êîíñòàíò çíà÷åíèé äëèí âîëí ìîäû a0 îò ÷àñòîòû âäîëü
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�èñóíîê 3 � Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ìîäû a0 äëÿ f = 4 ê�ö (ëåâûéãðà�èê) è f = 20 ê�ö (ïðàâûé ãðà�èê)îñåé x è y. Çàâèñèìîñòü ãðóïïîâîé ñêîðîñòè a0 îò óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ ÷à-ñòîò f = 4 ê�ö è f = 20 ê�ö ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿõîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ; îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 5%.Êðîìå òîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàäèöèîííîãî ðàçðóøàþùåãî ýêñïåðèìåíòà íàðàñòÿæåíèå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ìîäóëåé Þíãà: E1 = 105.7�Ïà, E2 = 7.5 �Ïà è ìîäóëÿ ñäâèãà G12 = 3.35 �Ïà (äàííûå ïðåäîñòàâëåíû Ì.-Í. Íîéìàíîì, Èíñòèòóò ìåõàíèêè, Óíèâåðñèòåò èì. �åëüìóòà Øìèäòà, �àìáóðã),÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðà-áîòàííîãî àëãîðèòìà. Íåêîòîðûå ðàñõîæäåíèÿ â çíà÷åíèÿõ E1 (îêîëî 10%) ñâÿ-çàíû, ïî-âèäèìîìó, ñ ïîãðåøíîñòüþ â èçìåðåíèè ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ìîäû s0.Ïîñëåäíÿÿ âûçâàíà îòíîñèòåëüíîé ìàëîñòüþ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû àìïëèòó-äû ñèììåòðè÷íîé ìîäû â íàïðàâëåíèè âäîëü âîëîêîí, â òî âðåìÿ êàê ëàçåðíûéâèáðîìåòð, èñïîëüçîâàâøèéñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ, ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü èìåííî âåðòè-êàëüíûå êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòè îáðàçöà. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû âèäèòñÿïåðñïåêòèâíûì ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå äâóõ ìåòîäèê èçìåðåíèÿ âîëíîâûõ ïî-ëåé: ïüåçîñåíñîðîâ, ÷óâñòâèòåëüíûõ ê ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé,è ëàçåðíûõ âèáðîìåòðîâ.
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ÝÔÔÅÊÒ ÝÑÒÀÔÅÒÍÎÉ ÏÅ�ÅÄÀ×È ÝÍÅ��ÈÈ ÌÅÆÄÓÌÎÄÀÌÈ ÁÅ�ÓÙÈÕ ÂÎËÍ Â ÓÏ�Ó�ÎÌÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ Ñ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÌ ÊÀÍÀËÎÌ�ëóøêîâà Í.Â., Ôîìåíêî Ñ.È.Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè Êóá�Ó, ÊðàñíîäàðÈññëåäóþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè áåãóùèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ â ñëîè-ñòîì èëè ãðàäèåíòíîì (íåïðåðûâíî-ñòðàòè�èöèðîâàííîì) ïîëóïðîñòðàíñòâå çàäàííûìãàðìîíè÷åñêèì ïîâåðõíîñòíûì èñòî÷íèêîì. Àíàëèçèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè, îò-äàâàåìîé èñòî÷íèêîì â ñðåäó, ìåæäó âîçáóæäàåìûìè ìîäàìè, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèåýíåðãèè êàæäîé ìîäû ïî ãëóáèíå â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû. �àññìàòðèâàþòñÿ ñðåäû ñîäíèì èëè íåñêîëüêèìè âíóòðåííèìè êàíàëàìè, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðåí ý��åêò ïåðå-íîñà îñíîâíîé ÷àñòè ýíåðãèè èñòî÷íèêà òîëüêî îäíîé èç áåãóùèõ âîëí, à èìåííî ìîäîéñ âûñøèì íîìåðîì, âîçáóæäàåìîé â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Ñ ðîñòîì÷àñòîòû ýòî âûãëÿäèò êàê ýñòà�åòíàÿ ïåðåäà÷à ýíåðãèè îò ïðåäûäóùåé ìîäû ê ñëåäó-þùåé, òîëüêî ÷òî ïîÿâèâøåéñÿ äëÿ äàííîé ÷àñòîòû, áåãóùåé âîëíû. Àíàëèç ðàñïðåäå-ëåíèÿ ýíåðãèè ïî ãëóáèíå óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü åå êîíöåíòðàöèè âî âíóòðåííèõêàíàëàõ êàê â �îðìå ýíåðãåòè÷åñêèõ âèõðåé âûñîêîé ïëîòíîñòè, òàê è çà ñ÷åò îáðàòíûõïîòîêîâ ýíåðãèè, èäóùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè.1. Ââåäåíèå.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [1℄, â êîòîðîé àíàëèçèðî-âàëèñü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè âîçáóæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ìàòåðèàëàõñ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûì ïîêðûòèåì. Áûëè ðàññìîòðåíû ÷åòûðå òèïà ïî-êðûòèé, èç êîòîðûõ ïîêðûòèÿ ñ âíóòðåííåé ìÿãêîé ïðîñëîéêîé (ñ âíóòðåííèìçâóêîâûì êàíàëîì ïî òåðìèíîëîãèè Ë.Ì. Áðåõîâñêèõ [2℄) äåìîíñòðèðóþò ý��åêòëîêàëèçàöèè ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû êîëåáàíèé êàæäîé èç ïîâåðõíîñòíûõ âîëíòîëüêî â îïðåäåëåííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ([1℄, ðèñ. 11�12). Î÷åâèäíî, â êàæäîìèç ýòèõ äèàïàçîíîâ âîëíîâàÿ ýíåðãèÿ, îòäàâàåìàÿ èñòî÷íèêîì â ñðåäó, ïåðåíîñèòñÿïðåèìóùåñòâåííî òàêîé ìîäîé ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé êîëåáàíèé ïîâåðõíî-ñòè ñðåäû.Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, à òàêæå äëÿ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âîçáóæäàåìûõ ìîä ïî ãëóáèíå áûë ïðîâåäåí àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêèõïîòîêîâ, �îðìèðóþùèõñÿ â ñðåäàõ ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè âíóòðåííèìè êàíà-ëàìè. Àíàëèç ïðîâîäèëñÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îñðåäíåííîãî çà ïåðèîäêîëåáàíèé ïîòîêà ýíåðãè, ïåðåíîñèìîãî â ïîëå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÷åðåçïðîèçâîëüíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü z = 
onst, áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öè-ëèíäðà r =
√
x2 + y2 = 
onst è ïîâåðõíîñòü íèæíåé ïîëóñ�åðû [3℄.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, äåìîíñòðèðóþùèå ýñòà�åòíóþïåðåäà÷ó âîëíîâîé ýíåðãèè ìåæäó íîðìàëüíûìè ìîäàìè. Àíàëîãè÷íûé ý��åêòäîìèíèðóþùåãî âëèÿíèÿ îòäåëüíûõ ìîä â îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçî-íàõ áûë ðàíåå îáíàðóæåí äëÿ áåãóùèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ â óïðóãîì ñëîåïüåçîàêòóàòîðîì-íàêëàäêîé, ïðèêëååííûì ê åãî ïîâåðõíîñòè [4℄. Â îòëè÷èå îò
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�èñóíîê 1 � Ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîå óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ïî-âåðõíîñòíîé íàãðóçêîéóêàçàííûõ âûøå ðàáîò â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå è ðàñïðåäå-ëåíèå ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé îòäåëüíûìè ìîäàìè, ïî ãëóáèíå ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿçîí åå êîíöåíòðàöèè âî âíóòðåííèõ êàíàëàõ.2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è.�àññìàòðèâàåòñÿ óïðóãîå èçîòðîïíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, çàíèìàþùåå â äåêàð-òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáúåì −∞ < x, y < ∞, −∞ < z 6 0. Ìîäóëè óïðó-ãîñòè λ, µ è ïëîòíîñòü ρ ñ ãëóáèíîé ìîãóò ìåíÿòüñÿ â ïðîìåæóòêå −H 6 z 6 0ëèáî íåïðåðûâíî, ìîäåëèðóÿ òåì ñàìûì �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîå ïîêðûòèåòîëùèíû H , ëèáî ñêà÷êîîáðàçíî, åñëè èìååò ìåñòî êëàññè÷åñêàÿ ìíîãîñëîéíàÿñðåäà (ðèñ. 1). Óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñðåäû u(x)e−iωt ñ êðóãî-âîé ÷àñòîòîé ω âîçáóæäàþòñÿ íàãðóçêîé qe−iωt, ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíîé îò íà-ïðÿæåíèé ïîâåðõíîñòè z = 0 â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäûïåðåìåùåíèé u = {u1, u2, u3} è òåíçîð íàïðÿæåíèé σij óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿìäâèæåíèÿ
σij,j + ρω2ui = 0, σij = λ div u δij + µ(ui,j + uj,i), i, j = 1, 2, 3. (1)Â ñëó÷àå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè λ, µ è ρ îò z óðàâíåíèÿ (1) îïðå-äåëåíû â îòêðûòûõ îáëàñòÿõ (ñëîÿõ) Sm: zm+1 < z < zm, (m = 1, 2, ...,M ,

z1 = 0, zM+1 = −∞), à íà èõ ãðàíèöàõ çàäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íåïðå-ðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé u è íàïðÿæåíèé τ = {τxz, τyz, σz}. Íà áåñêîíå÷íîñòè âû-ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ, âûòåêàþùèå èç ïðèíöèïà ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ.Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêè ïîëå ñìåùåíèé u ïðåäñòàâèìî â âèäå îä-íîêðàòíîãî êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ôóðüå�Áåññåëÿ:
u(x) =

1

2π

∫

Γ

K
(
−i

∂
∂x
,−i

∂
∂y
, α, z,

)
J0(αr) Q(α)α dα, (2)â êîòîðîì K(α1, α2,

√
α2

1 + α2
2, z) = Fx,y[k(x, y, z)], è Q = Fx,y[q] � ñèìâîëû Ôóðüåìàòðèöû �ðèíà è âåêòîðà íàãðóçêè. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàáîò[1, 3�5℄. Âêëàä âû÷åòîâ â âåùåñòâåííûõ ïîëþñàõ ζn ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K äàþòàñèìïòîòèêó áåãóùèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ çàäàííîé íàãðóçêîé q.



Ý��åêò ýñòà�åòíîé ïåðåäà÷è ýíåðãèè ìåæäó ìîäàìè áåãóùèõ âîëí 161Îñðåäíåííûé çà ïåðèîä ïîòîê ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé Ez(z) ÷åðåçïðîèçâîëüíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü z = 
onst îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì [3℄
Ez =

ω

2
Im

∫ ∞∫

−∞

(τ ,u) dx dy =
ω

2

1

4π2
Im

∞∫

0

G(α, z)α dα, (3)â êîòîðîì �óíêöèÿ G âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû K. Îíà êîìïëåêñ-íîçíà÷íà íà îòðåçêå 0 6 α 6 κs, ãäå κs � âîëíîâîå ÷èñëî îáúåìíûõ S âîëí âïîäñòèëàþùåì îäíîðîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, à âåùåñòâåííûå ïîëþñà ζn ðàñïî-ëîæåíû âíå çîíû êîìïëåêñíîçíà÷íîñòè (ζn > κs). Òåì ñàìûì âêëàä â ìíèìóþ÷àñòü èíòåãðàëà (4) (ò. å. â âåëè÷èíó Ez) äàåò òîëüêî îòðåçîê êîìïëåêñíîçíà÷íî-ñòè è âû÷åòû â ïîëþñàõ ζn:
Ez(z) = EV (z) + ER(z)

EV (z) =
ω

2

1

4π2
Im

κS∫

0

G(α, z)α dα

ER(z) =
∑
n

En(z), En(z) =
ω

2

1

4π
resG(α, z)α|α=ζn.

(4)
Êîððåêòíîå âû÷èñëåíèå âû÷åòîâ â ïîëþñàõ ζn, êîòîðûå äëÿ �óíêöèè G ñòà-íîâÿòñÿ äâóêðàòíûìè, îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà ïðåäåëüíîãî ïîãëîùå-íèÿ. Ïîäðîáíî òåõíèêà èõ âû÷èñëåíèÿ îïèñàíà â ðàáîòå [3℄. Òàì æå áûëî ïî-êàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà EV (z) îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé ÷åðåçïëîñêîñòü z = 
onst îáúåìíûìè âîëíàìè; ïðè÷åì îíà �àêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò

z (EV (z) = EV (0)). Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ En, ñîñòàâëÿþùèõ ER(z), äàåò êîëè÷å-ñòâî ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé ÷åðåç ýòó ïëîñêîñòü áåãóùåé âîëíîé, ñîîòâåòñòâóþùåéïîëþñó ζn. Áåãóùèå âîëíû ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ îò èñòî÷íèêà íà áåñêîíå÷íîñòü â ãî-ðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïîýòîìó âåëè÷èíà ER(z) îáû÷íî óáûâàåò ìîíîòîííîñ ãëóáèíîé z çà ñ÷åò òàêîãî îòòîêà ýíåðãèè. Îäíàêî â ãðàäèåíòíîì èëè ìíîãî-ñëîéíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå âîçìîæíî íàðóøåíèå ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ ER(z),êîòîðîå îáúÿñíÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì îáðàòíûõ ïîòîêîâ ýíåðãèè, èäóøèõ èç áåñ-êîíå÷íîñòè íà îïðåäåëåííîé ãëóáèíå è ïîäïèòûâàþùèõ òåì ñàìûì ïîòîê ýíåðãèè÷åðåç ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü z = 
onst [5℄.3. �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî èñòî÷íèêà â óïðóãîì ïî-ëóïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííèì êàíàëîì.Â ïðèâåäåííûõ íèæå ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõñëîéíîå ïîêðûòèå îêñèäàëþìèíèÿ � àëþìèíèé � îêñèä àëþìèíèÿ (ðèñ. 1á); óïðóãèå êîëåáàíèÿ ãåíåðèðó-þòñÿ òî÷å÷íîé âåðòèêàëüíîé íàãðóçêîé. Ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåðèàëîâ,à òàêæå àíàëèç âëèÿíèÿ íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîêðûòèÿ íàäèñïåðñèîííûå êðèâûå ïðèâåäåíû â [1℄ (ïîêðûòèå IV). Íà ðèñóíêå 2a ïðèâîäÿòñÿäèñïåðñèîííûå êðèâûå (ìåäëåííîñòè áåãóùèõ âîëí sn = ζn/ω â çàâèñèìîñòè îòáåçðàçìåðíîé êðóãîâîé ÷àñòîòû ω̃ = 2πfH/vs = Hκs, f � ðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà) äëÿêóñî÷íî-îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííèì êàíàëîì òîëùèíû h = H/3.Â äàëüíåéùåì âîëíà íàä ω̃ îïóùåíà. Â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå âîçáóæäàåòñÿäî 10 áåãóùèõ âîëí. Êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé êàæäîé èç íèõ, ïîêàçàíî
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�èñóíîê 2 � Äèñïåðñèîííûå êðèâûå (ìåäëåííîñòè) sn áåãóùèõ âîëí (à) è íîðìèðîâàí-íàÿ âîëíîâàÿ ýíåðãèÿ E/ω2 (á) â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå 0 6 ω 6 35; ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿèñòî÷íèêà E0 = Ez(0) � ïóíêòèð, äîëÿ ðåëååâñêèõ âîëí ER = ER(0) � øòðèõ-ïóíêòèðè ýíåðãèÿ êàæäîé ìîäû � ñïëîøíûå ëèíèèíà ðèñ. 2á ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè. Äàííûå ãðà�èêèíàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò ýñòà�åòíóþ ïåðåäà÷ó ýíåðãèè îò îäíîé ìîäû ê äðóãîé,êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð ïðè ω > 10. Íà áîëåå íèçêèõ ÷àñòîòàõòàêæå íàáëþäàåòñÿ äîìèíèðîâàíèå òîëüêî îäíîé ìîäû íà òåõ ÷àñòîòàõ, ãäå ååýíåðãèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.Íà ðèñóíêå 3 ïðèâîäÿòñÿ äèàãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè áåãóùèõ âîëí ïî÷àñòîòå è ãëóáèíå. Èíòåíñèâíîñòü öâåòà îïðåäåëÿåò óðîâåíü âåëè÷èíû ηn(ω, z) =

�èñóíîê 3 � ×àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ìåäëåííîñòåé îòäåëüíûõ ìîä (ñâåðõó) èêîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé äàííûìè ìîäàìè ÷åðåç ïëîñêîñòü z = 
onst,â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ω è ãëóáèíû z (ñíèçó)
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En(ω, z)/Ez(ω, 0), õàðàêòåðèçóþùåé äîëþ ýíåðãèè èñòî÷íèêà ïåðåíîñèìóþ ìîäîéñ íîìåðîì n ÷åðåç ïëîñêîñòü z = 
onst. Çäåñü òàêæå õîðîøî âèäíà ëîêàëèçàöèÿýíåðãèè êàæäîé ìîäû â îïðåäåëåííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Óâåëè÷åíèå ìîùíî-ñòè ïîòîêà ýíåðãèè ïåðâûõ òðåõ ìîä â ïðåäåëå ìÿãêîé ïðîñëîéêè (äèàïàçîí ãëó-áèíû −2H/3 < z < −H/3, ðèñ. 3à�â; H = 1) óêàçûâàåò íà íàëè÷èå îáðàòíûõïîòîêîâ ýíåðãèè, èäóùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè âïëîòü äî áëèæíåé çîíû èñòî÷íèêà, âêîòîðîé îíè ðàçâîðà÷èâàþòñÿ âñòðå÷íûì ïîòîêîì ýíåðãèè èñòî÷íèêà è ñíîâà óõî-äÿò íà áåñêîíå÷íîñòü. Ôàêòè÷åñêè ýòî âèõðåâàÿ öèðêóëÿöèÿ ýíåðãèè ÷åðåç áåñêî-íå÷íîñòü, íå íàðóøàþùàÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà â öåëîì: ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ,óõîäÿùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòü, ðàâíà ýíåðãèè èñòî÷íèêà E0. Îäíàêî ïëîòíîñòü êàêïðÿìûõ, òàê è îáðàòíûõ ïîòîêîâ ýíåðãèè â êàíàëå è åãî îêðåñòíîñòè, êàê è êîëè-÷åñòâî ýíåðãèè, çàïàñåííîå â âèõðåâûõ çîíàõ, ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâûøàòü ñî-îòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòîêîâ â ïðèïîâåðõíîñòíîé çîíå,÷òî óêàçûâàåò íà àêêóìóëÿöèþ âîëíîâîé ýíåðãèè â êàíàëå.�àáîòà ïîääåðæàíà �îññèéñêèì �îíäîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðî-åêò � 13-01-96520).
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÇÎÍ ÍÅÏ�ÎÊËÅÉÊÈ È ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÈÌÈÊ�ÎÄÅÔÅÊÒÎÂ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÕÈÍÒÅ�ÔÅÉÑÀÕ�îëóá Ì.Â., Äîðîøåíêî Î.Â.Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè Êóá�Ó, ÊðàñíîäàðÄèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðåùèíîâàòîé ñðåäû èëè çîíû, ñîäåðæàùåé ìíîæåñòâåí-íûå âíóòðåííèå äå�åêòû, ìîæíî îïèñàòü ââåäåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ ìèêðîòðåùèí èëèââåäåíèåì ïðóæèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò îïèñû-âàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ îòñëîåíèé, íåæåëè óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé íà áåðåãàõðàçðåçà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîèçâîäèòñÿ îáîáùåíèå ïðóæèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèéâ äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå íà ñëó÷àé òðåùèí ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ. Ïðèâîäÿòñÿ è îáñóæ-äàþòñÿ �îðìóëû äëÿ ïðóæèííîé æ¼ñòêîñòè, âûâåäåííûå ïóòåì ó÷¼òà âûñøèõ ñòåïåíåéðàçëîæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ.ÂâåäåíèåÏîÿâëåíèå íîâûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ äåëàåò àêòóàëüíûìè çàäà÷è îáíà-ðóæåíèÿ è èäåíòè�èêàöèè âíóòðåííèõ íåîäíîðîäíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþóëüòðàçâóêîâîãî íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ. Äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîâðåæäåí-íîé çîíû îïèñûâàþò ïóòåì ââåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìèêðîòðåùèí (ïîëîñòåé) [1, 2℄èëè ïÿòåí êîíòàêòà [3℄. Ïîëó÷èëè òàêæå ðàçâèòèå è äðóãèå ïîäõîäû ê ìîäåëè-ðîâàíèþ ïîâðåæäåííûõ ìàòåðèàëîâ: çàìåíà ïîâðåæäåííîé çîíû òîíêèì âÿçêî-óïðóãèì ñëîåì, â òîì ÷èñëå â êîìáèíàöèè ñ ðàññìàòðèâàåìûì â íàñòîÿùåé ðàáîòåââåäåíèåì ïðóæèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (Ï�Ó) [3℄.Èñïîëüçîâàíèå Ï�Ó âèäèòñÿ âåñüìà ý��åêòèâíûì, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûìè ðàáîòàìè, íàïðèìåð, [4℄. Ï�Ó ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè íåæåëè óñëîâèÿ ñâîáîäíûõ îò íàïðÿæåíèé áåðåãîâ òðåùèíû èïîçâîëÿþò îïèñûâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ îòñëîåíèé. Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèèîáðàòíûõ çàäà÷ îá èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ Ï�Ó ìîãóò äàòü çíàíèå î ñòåïåíèïîâðåæä¼ííîñòè. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå Ï�Ó â òî÷êå x ïîâåðõíîñòè S ñ íîðìàëüþ
n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

τn(x) = κ (un−(x) − un+(x)) , x ∈ S,ãäå κ � ìàòðèöà æ¼ñòêîñòåé 3×3, n± � âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ íîðìàëè ê ïîâåðõ-íîñòè â òî÷êå x, τ n � íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèéíà ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ n â x, à u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé. Â [5, 6℄ áûëè ïîëó-÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ æ¼ñòêîñòåé â Ï�Ó äëÿ àíòèïëîñêîãî è ïëîñêîãî ñëó÷àåâ âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå òðåùèíû èìåþò îäèíàêîâóþ øèðèíó 2l. Äëÿ èíòåð�åé-ñà ñ ïîâðåæä¼ííîñòüþ C ìåæäó ìàòåðèàëàìè A è B, ãäå äå�åêòû íåîãðàíè÷åíûâäîëü îñè x2 è íîðìàëü n = {0, 0, 1} ñîâïàäàåò ñ îñüþ x3, â àíòèïëîñêîì ñëó÷àåèìååòñÿ îäíà íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà
κ22 =

4

πCl
· µAµB

µA + µB
(1)



Ìîäåëèðîâàíèå çîí íåïðîêëåéêè íà ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ èíòåð�åéñàõ 165è äâå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû κ11 è κ33 â ïëîñêîì ñëó÷àå, êîòîðûå èìåþò âèä
κ11 = κ33 =

8

πβCl
, β =

λA + 2µA

(λA + µA)µA
+

λB + 2µB

(λB + µB)µB
(2)è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîíñòàíòû Ëÿìå µi è λi èëè ïëîòíîñòè ρi. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå Ï�Ó [3, 5, 6℄ íà ñëó÷àé èíòåð�åéñà ñ òðåùèíàìè ðàçëè÷íûõðàçìåðîâ è ïðèâîäÿòñÿ óòî÷í¼ííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ æ¼ñòêîñòè.1. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ äëÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû.�àññìîòðèì âíà÷àëå ïðîõîæäåíèå ïëîñêîé óïðóãîé SH-âîëíû èç íèæíåãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà â äðóãîå ñ ðàñïîëîæåííîé íà èõ ñòûêå èíòåð�åéñíîé ïîëîñîâîéòðåùèíîé. Ñõåìà âûâîäà ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íà îïèñàííîé [6℄. Äåêàðòîâà ñèñòåìàêîîðäèíàò âûáðàíà òàê, ÷òî îñü z îðòîãîíàëüíà èíòåð�åéñó, íà êîòîðîì ðàñïîëî-æåíà òðåùèíà |x| < l, à âîëíà ïàäàåò ïîä íîðìàëüíûì óãëîì ê èíòåð�åéñó. Ïðèðàñïðîñòðàíåíèè SH-âîëíû â ïëîñêîñòè Oxz âåêòîð ïåðåìåùåíèé èìååò òîëüêîîäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó uy. �àðìîíè÷åñêèå óñòàíîâèâøèåñÿ ñ ÷àñòîòîé ω êî-ëåáàíèÿ â êàæäîì èç èçîòðîïíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ j = A(z < 0) è j = B(z > 0)îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè, çàïèñàííûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé ujy. Íåíóëå-âûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σjyz âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ ñîãëàñ-íî çàêîíó �óêà. Ïîëíîå âîëíîâîå ïîëå � ñóïåðïîçèöèÿ ïîëÿ áåç äå�åêòà uj,iny èðàññåÿííîãî òðåùèíîé ïîëÿ uj,scy . Ïîëå áåç äå�åêòà çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç àìïëèòóä-íûå êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿuiny =

{
eik

Az +R−e−ik
Az, z < 0,

T−eik
Bz, z > 0,

R− =
µAkA − µBkB

µAkA + µBkB
, T− =

2µBkB

µAkA + µBkB
,çäåñü kj � âîëíîâûå ÷èñëî, µj � ìîäóëè ñäâèãà äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâ.�àññåÿííûå è ïàäàþùèå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ, à òàêæåãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà èíòåð�åéñå

{
uA,sc = uB,sc, σA,scyz = σB,scyz , |x| > l

σA,scyz = σB,scyz = −σA,inyz , |x| < l.
(3)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ââîäèòñÿ �óíêöèÿ ðàñêðûòèÿ áåðåãîâ òðåùèíû

vy(x) = uA,scy (x, 0−) − uB,scy (x, 0+),ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ê êîòîðîé äàåò�óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Ôóðüå-ñèìâîëà íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå
Q (α) = [KA (α, 0) −KB (α, 0)]−1 · V (α) = L(α)V (α),

L(α) =
µAµBγAγB

µBγB + µAγA
, γj =

√
α2 − (kj)2.Ïîäñòàíîâêà ðàññåÿííûõ òðåùèíîé ïîëåé â âèäå èíòåãðàëîâ Ôóðüå [7℄ â ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

1

2π

∫

Γ

L(α)V (α)e−iαxdα = −iµAkA
(
1 − R−

)
, |x| < l.



166 �îëóá Ì.Â., Äîðîøåíêî Î.Â.Íåèçâåñòíûé ñêà÷îê ñìåùåíèé ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà
vy(x) =

∞∑

n=1

cnψn(x/l), ψn(x/l) =
sin(n arccos s)

sin s
, Ψk(αl) =

∫ l

−l

ψk(x/l)e
iαxdα,êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó �óíêöèé íà èíòåðâàëå [−1; 1] è ó÷èòûâàþòïîâåäåíèå ó êðàåâ. Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñëåäó-þùèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Áóáíîâà��àë¼ðêèíà äàåò áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1

2π

∞∑

n=1

cn

∫ ∞

−∞

L(α)Ψn(αl)Ψk(αl)dx = −iµAkA
(
1 −R−

)
Ψk(0), k = 1,∞Äëÿ vy(x) èçâåñòíà àñèìïòîòèêà [6℄, êîòîðàÿ èìååò âèä

vas
y (x) = 2 iK

√
l2 − x2, K =

(µA + µB)kBkB

µAkA + µBkB
.2. �àñïðåäåëåíèå òðåùèí ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ.Ñëåäóþùèì øàãîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ íàáîðîì èç N èíòåð�åéñíûõ òðå-ùèí ðàçëè÷íîé äëèíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äå�åêòû ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíûìîáðàçîì, à âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó òðåùèíàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ îïðåäåëå-íèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ çíà÷åíèå, êîòîðîå âäàëèîò ãðàíèö ïîëóïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí. Çàòåì ê ïîëÿì

uiny è uscy ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Áåòòè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî êîíòóðà èíòåãðèðîâà-íèÿ S−, îãðàíè÷åííîãî ëèíèÿìè x = ±x0, z = −z0 è z = 0−. Àíàëîãè÷íî òåîðåìàÁåòòè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êîíòóðà S+, ñèììåòðè÷íîãî ê S− îòíîñèòåëüíî îñè z = 0.Èíòåãðàëû âäîëü âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ x = ±x0 â îáîèõ êîíòóðàõ îáðàòèëèñüâ íîëü. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ ïîëåé îñòàþòñÿ òîëüêî èíòåãðàëû ïîãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêàì:
(∫

z=z0

−
∫

z=−z0

)(
uiny σ

sc
yj − uscy σ

in
yj

)
dx−

∫

D

vyσ
in
yzdx = 0Çäåñü D = {⋃ |x − xj | < lj} � ïîâðåæäåííàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ìåæäó ïîëóïðî-ñòðàíñòâàìè. Ïðè ýòîì ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ ðàññåÿííîå âîëíîâîå ïîëå ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ïëîñêèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ îò èíòåð�åéñà â íàïðàâëåíèè ±zàìïëèòóäàìè P±. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé uiny è uscy óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿè ïðèíèìàåò âèä

ikAµAP−(2x0) = 1/2 iµAkA(1 −R−)π

N∑

j=1

l2jÄëÿ òðåùèí ðàçíûõ ðàçìåðîâ íà èíòåðâàëå [−x0; x0] ìîæíî ââåñòè òðåùèíîâà-òîñòü àíàëîãè÷íî èñïîëüçóåìîé äëÿ ìîäåëè ñ îäèíàêîâûìè ïî ðàçìåðó òðåùèíàìè
Cl =

N∑

j=1

lj

/
x0
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T̃− = T−

(
1 − i

4
ClKπl

∗

)
, l∗ =

Dl + (Ml)
2

Ml÷åðåç ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ äëÿ íàáîðà òðåùèí
Ml =

N∑

j=1

lj

/
N, Dl =




N∑

j=1

l2j −
1

N

(
N∑

j=1

l2j

)2

 1

N
.Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ñîñòîèò â âûâîäå çàâèñèìîñòè ìåæäó æåñòêîñòüþ â ïðó-æèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîãî èíòåð�åéñà. Ñ ýòîéöåëüþ âû÷èñëÿåòñÿ êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû ÷åðåç äâà ïîëóïðî-ñòðàíñòâà, ñöåïëåíèå ìåæäó êîòîðûìè çàäàåòñÿ ïðóæèííûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè ñ íåèçâåñòíîé æåñòêîñòüþ:

T̂− =
2µAkAκ

iµAkAµBkB + κ (µAkA + µBkB)
.3. Ïîïðàâêà äëÿ ïðóæèííîé æåñòêîñòè.Æ¼ñòêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâåíñòâå êîý��èöèåíòîâ ïðî-õîæäåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåííîé ïðóæèíû T̂− è ðàñïðåäåëåíèÿ òðåùèí íà èíòåð�åé-ñå. Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó κy → ∞ âîëíîâûå ïîëÿ ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûìèè êîý��èöèåíò T̂− ñîâïàäàåò ñ T̃−, à ïðè κy → 0 èìååò ìåñòî ïîëíîå îòðàæåíèå.Ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü êîý��èöèåíòû ê îáùåìó âèäó, ÷òîîñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì κy êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ

T̂− = T−

(
1 − iµAkAµBkB

µAkA + µBkB
· κ−1

22 −
(

µAkAµBkB

µAkA + µBkB

)2

· κ−2
22

)
+ o(κ−3

22 )Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ ïîëó÷èì æåñòêîñòü ïðóæèíû
κ22 =

2(1 + d2)

πCll∗
· µAµB

µA + µB
, d2 =

√
1 + πKCll∗.Âåêòîð ñìåùåíèé â ïëîñêîì ñëó÷àå èìååò äâå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû uj =

(ujx, 0, u
j
z) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ëàìå. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà òèïàâîëí: ïëîñêàÿ �-(s = 3) èëè SV-âîëíà(s = 1). Äàëåå, àíàëîãè÷íî ñõåìå, ïðèìå-íåííîé ê àíòèïëîñêîé ïðîáëåìå, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ìíî-æåñòâåííûõ èíòåð�åéñíûõ òðåùèíàõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëíûé êîý��èöèåíò ïðîõîæ-äåíèÿ ÷åðåç èíòåð�åéñ ñ ðàñïðåäåëåíèåì òðåùèí ðàçëè÷íîé âåëè÷èíû

T̃s = T−
s

(
1 − i

1

8
πβClHsx0

)
,

Hs =
cAs c

B
s k

A
s k

B
s

cAs k
A
s + cBs k

B
s

, kjs = ω

√
ρj/cjs, cj3 = λj + 2µj, cj1 = µj.



168 �îëóá Ì.Â., Äîðîøåíêî Î.Â.Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî T̂− è T̃−, à òàêæå óñëîâèå ìàëîñòè äå�åêòîâ ωl∗ ≪ 1,ïîëó÷àåì îäèíàêîâûå êîíñòàíòû äëÿ Ï�Ó âíå çàâèñèìîñòè îò òèïà âîëí
κ11 = κ33 =

4(1 + d1)

πβCll∗
, d1 =

√
1 + i

πβCll∗

2
.Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäèíàêîâûõ äå�åêòîâ �îðìóëû ñîâïàäàþò ñïîëó÷åííûìè â [5, 6℄, íî ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè è òî÷íûìè. Äàííûå ñîîòíîøåíèÿìîãóò ñëóæèòü äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ î ñòåïåíè îòñëîåíèÿ ñëîèñòûõ êîìïî-çèòîâ, åñëè èçâåñòíû çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíûõ óñòàëîñòíûõ äå�åêòîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �12�01�33011�ìîë_âåä_à).
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ �ÀÇÍÛÕ ÒÈÏÎÂ ÑËÎÈÑÒÛÕÔÎÍÎÍÍÛÕ Ê�ÈÑÒÀËËÎÂ Ï�È �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÈ ÂÎËÍÈ �ÀÑÑÅßÍÈÈ ÍÀ ÎÒÑËÎÅÍÈßÕ�îëóá Ì.Â., Ôîìåíêî Ñ.È., Àëåêñàíäðîâ À.À.Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè Êóá�Ó, Êðàñíîäàð�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñëîèñòîãî �îíîííîãî êðèñòàëëà ïðè ïðî-õîæäåíèè ìîäóëèðîâàííûõ ïëîñêèõ âîëí, ïàäàþùèõ íà êðèñòàëë ïîä ïðîèçâîëüíûìóãëîì ê èíòåð�åéñó. Êîìïîçèò ñîñòîèò èç ïîâòîðÿþùèõñÿ ÿ÷ååê ñ ïðîñëîéêàìè èç�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ. ß÷åéêè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ìíîãîñëîéíûéïàêåò, ãäå ñëîè ìîãóò áûòü óïðóãèìè, �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûìè è ïüåçîýëåêòðè÷å-ñêèìè. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íàõîæäåíèþãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòàõ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ñïåêòðå âõîäíîãî èìïóëüñà.Àíàëèçèðóåòñÿ ñòðóêòóðà çàïðåù¼ííûõ çîí è âëèÿíèå îäèíî÷íûõ äå�åêòîâ íà âîëíîâóþêàðòèíó â êðèñòàëëå.ÂâåäåíèåÊîíöåïöèÿ �îíîííûõ êðèñòàëëîâ ïîÿâèëàñü â 1990-õ ãîäàõ, ÿâëÿÿñü âî-ìíîãîìïðîäîëæåíèåì ðàáîò ïî �îòîííûì êðèñòàëëàì [1℄. Ôîíîííûå êðèñòàëëû ñîñòî-ÿò èç ïåðèîäè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé â ìàòðèöó èëè ñëîè è ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèòíûìèìàòåðèàëàì. Ôîíîííûå êðèñòàëëû îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòíûìè õàðàêòå-ðèñòèêàìè, íàïðèìåð, çàïðåù¼ííûìè ÷àñòîòíûìè çîíàìè. Â çàïðåù¼ííîé çîíå,ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí �àêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ýòî ÿâëåíèå ìîæåò áûòü èñïîëü-çîâàííûì â øèðîêîì ñïåêòðå òåõíîëîãèé è â ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ. Ïðèëîæåíèÿâêëþ÷àþò â ñåáÿ �îêóñèðîâêó, ìèíèìèçàöèþ âèáðàöèè, çâóêîâóþ êîëëèìàöèþ,àêóñòè÷åñêóþ ìàñêèðîâêó, îïòî-ìåõàíè÷åñêèå âîëíîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â �îòîí-íûõ óñòðîéñòâàõ, ñíèæåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â ïîëóïðîâîäíèêàõ è äð. [2, 3℄. Íà-ñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â [4, 5℄ è ïîñâÿ-ùåíà èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ P- è SV-âîëí â íåïîâðåæäåííûõ èïîâðåæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîçèòàõ.�àññìîòðèì äâóìåðíûå ïëîñêèå ãàðìîíè÷åñêèå ïðîäîëüíûå (P) è ïîïåðå÷íûå(SV) âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ìíîãîñëîéíîé óïðóãîé ñòðóêòóðå, êîòîðàÿ ñî-ñòîèò èç äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ìåæäó êîòîðûìè íàõîäèòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿñòðóêòóðà ñëîåâ, ñîñòîÿùàÿ èç N ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ÿ÷ååê ñîñòàâëåí-íûõ èç óïðóãèõ îäíîðîäíûõ èëè �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ñëî¼â. Â íåêîòîðîéÿ÷åéêå ñ èíäåêñîì M íà ðàññòîÿíèè d îò èíòåð�åéñà z = aM−1 ðàñïîëîæåíà òðå-ùèíà â âèäå ïîëîñû äëèíîé 2l. Ââîäèòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò x = (x, z),öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òðåùèíû. �ðàíèöà òðåùèíû è îñü êîîðäèíàò
x íàïðàâëåíû ïàðàëëåëüíî èíòåð�åéñó ñòðóêòóðû. Ñëîé j, çàíèìàþùåé îáúåì
|x| 6 ∞, aj−1 6 z 6 aj òîëùèíû dj = aj − aj−1 õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíñòàíòàìè Ëàìå
λj , µj è ïëîòíîñòüþ ρj . Èíäåêñû j = 0 è j = N + 1 ñîîòâåòñòâóþò íèæíåìó èâåðõíåìó ïîëóïðîñòðàíñòâó.Íåïðåðûâíîñòü íàïðÿæåíèé ñîõðàíÿåòñÿ âî âñ¼ì êîìïîçèòå, ïåðåìåùåíèÿ òî-æå íåïðåðûâíû ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, çà èñêëþ÷åíèåì òðåùèíû {|x| < l, z = 0}.



170 �îëóá Ì.Â., Ôîìåíêî Ñ.È., Àëåêñàíäðîâ À.À.Ñóììàðíîå âîëíîâîå ïîëå â ñëîèñòîì êîìïîçèòå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé âîëíî-âîãî ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû uin è ðàññåÿííîãî âîëíîâîãî ïîëÿ usc: u = uin + usc.Èòîãîâîå ïîëå ïåðåìåùåíèé u = uin + usc íåïðåðûâíî â ñëîèñòîé ñòðóêòóðå êîì-ïîçèòà, êðîìå òðåùèíû, ãäå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
τ (x, z) = {τxz(x, z), τzz(x, z)} = 0, (x, z) ∈ Ω = {|x| < l, z = 0}. (1)Ïîýòîìó, ðàññåÿííîå ïîëå íàïðÿæåíèé íåïðåðûâíî íà èíòåð�åéñàõ z = ai, íî ïðî-òèâîïîëîæíî ïî çíàêó ê ïàäàþùåìó íàïðÿæåíèþ íà òðåùèíå, òî åñòü τ sc = −τ in.2. Âîëíîâîå ïîëå â íåïîâðåæäåííîì �îíîííîì êðèñòàëëå.Ïàäàþùåå âîëíîâîå ïîëå â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå uin áåç ó÷¼òà òðåùèíûñîñòîèò èç íàáåãàþùåé è îòðàæ¼ííîé âîëí. Âîëíîâîå ïîëå uin â âåðõíåì ïîëóïðî-ñòðàíñòâå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïëîñêèõ P- è SV-âîëí. Ïåðåìåùåíèÿ ïàäàþùåéãàðìîíè÷åñêîé ïî âðåìåíè ïëîñêîé âîëíû ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k0 è óãëîì ïàäåíèÿ θê ïîâåðõíîñòè ñëî¼â ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

uin
j (x, z; t) = ũin

j (z) exp(ik0x sin θ − iωt). (2)Â äàëüíåéøåì ìíîæèòåëü exp(ik0x sin θ− iωt), ãäå ýòî âîçìîæíî, áóäåò îïóñêàòüñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ïåðåìåùåíèé âíå òðåùèíû uin ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî âòåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ âîëí a1s è a2s êàê
ars =





Irse
ik0

sz cos θ +Rrse
−ik0

rz cos θ0rs , z < 0,

Trse
−ikN+1

r z cos θ(N+1)rs, z > N ·H,
s = 1, 2. (3)Çäåñü èíäåêñ s = 1, 2 îïðåäåëÿåò òèï íàáåãàþùåé âîëíû ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k0 = ksè óãëîì ïàäåíèÿ θ, à r = 1, 2 è óêàçûâàåò íà òèï îòðàæ¼ííûõ âîëí. Êîý��èöèåí-òû Irs îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ñèìâîëà Êðîíåêåðà Irs = δrs. Óãëû ðàñïðîñòðà-íåíèÿ θjrs ïðîøåäøèõ è îòðàæ¼ííûõ âîëí óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó Ñíåëëèóñà.Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ Trs è Rrs ïëîñêèõ âîëí âû÷èñëÿþò-ñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íà èíòåð�åéñàõ ñëîè-ñòûõ ñòðóêòóð êîìïîçèòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ò-ìàòðèö [4℄. Ìàòðèöà ïåðå-íîñà (Ò-ìàòðèöà) ðàññìàòðèâàåìîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû íàõîäèòñÿ êàê ñòå-ïåíü Ò-ìàòðèöû îäíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà Tc, ò. å. T = TNc = G−1 · ΛN · G, ãäå

Λ = diag{1/λ1, 1/λ2, λ1, λ2} � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Æîðäàíà, G � ìàòðèöà ïå-ðåõîäà ê áàçèñó Æîðäàíà, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå ÷èñëà óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèèñ íåðàâåíñòâîì |λ2| > |λ1| > 1. Àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ Trs ïðèíåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê (N → ∞) èìååò âèä:
{Tr1, Tr2} ∼ (mr2λ

−N
2 + mr1λ

−N
1 )/(∆2 + ∆1λ

−2N
1 ),ãäå mr1, mr2, ∆1, ∆2 ïîëóàíàëèòè÷åñêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöûïåðåõîäà G, à òàêæå ñâîéñòâà âíåøíåé ñðåäû. Àíàëèç ïîëó÷åííîé àñèìïòîòèêèïîçâîëÿåò êëàññè�èöèðîâàòü ÷àñòîòíûå äèàïàçîíû äëÿ �îíîííûõ êðèñòàëëîâ èñâåñòè ðåçóëüòàòû â òàáëèöó 1. Â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå òàáëèöû ïðèâîäèòñÿ àñèìïòî-òèêà ýíåðãåòè÷åñêîãî êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ κ+ ÷åðåç ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóê-òóðó. Ïåðâûå äâå ñòðîêè òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêèì ñòîï- èëè çàïðå-ù¼ííûì çîíàì (ÑÇ�I,ÑÇ�II), â êîòîðûõ ïàäàþùàÿ íà êðèñòàëë âîëíà ïîëíîñòüþ



Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ðàçíûõ òèïîâ ñëîèñòûõ �îíîííûõ êðèñòàëëîâ 171îòðàæàåòñÿ îò íåãî. Ñòîï-çîíà II (ÑÇ�II) èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ âåðòè-êàëüíîãî óãëà ïàäåíèÿ âîëíû (θ = 0). ×åòâåðòàÿ ñòðîêà òàáëèöû ñîîòâåòñòâóåòñëó÷àþ ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç êðèñòàëë (ðàçðåø¼ííàÿ çîíà, �Ç). Ïðîìåæóòî÷-íûìè çîíàìè, âîçíèêàþùèìè, êàê ïðàâèëî, èç ÑÇ�II ïðè èçìåíåíèè óãëà ïàäåíèÿ,ÿâëÿþòñÿ ðàçðåø¼ííûå çîíû ìàëîãî ïðîõîæäåíèÿ (�ÇÌÏ), óñëîâèÿ íà êîòîðûåïðèâîäÿòñÿ â òðåòüå ñòðîêå òàáëèöû 1 (ε < 10−1). Â ýòèõ çîíàõ èìååò ìåñòî íåçíà-÷èòåëüíîå ïðîõîæäåíèå âîëíîâîé ýíåðãèè ÷åðåç êðèñòàëë äàæå äëÿ áåñêîíå÷íîáîëüøîãî íàáîðà ÿ÷ååê, îäíàêî, ñ èíæåíåðíîé òî÷êè çðåíèÿ îíè ïîäîáíû çàïðå-ù¼ííûì çîíàì, ò. ê. ýíåðãåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ κ+ < 10−2.Òàáëèöà 1 � Êëàññè�èêàöèÿ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíîâ âîçáóæäåíèÿ �îíîííûõ êðèñòàëëîâÒèï Ñîáñòâåííûå Äîïîëíèòåëüíûå Ïîâåäåíèå κ+çîíû çíà÷åíèÿ Tc óñëîâèÿ ïðè N → ∞Ñòîï-çîíà � I |λ2| > 1 & m2 6= 0 & ∆12 6= 0 κ+ = O(|λ1|−2N )
|λ1| > 1 m2 = 0 & ∆12 6= 0 κ+ = O(|λ2|−2N )Ñòîï-çîíà � II |λ2| > 1 & m2 = 0 κ+ = O(|λ2|−2N )
|λ1| = 1�àçðåø¼ííûå |λ2| > 1 & 0 < w < ε < 1 κ+ = O(|w|2)çîíû ìàëîãî |λ1| = 1 w = |m2/(∆12 + ∆23λ

−2N
1 )|ïðîõîæäåíèÿ�àçðåø¼ííûå |λ2| > 1 & w > ε κ+ = O(1)çîíû |λ1| = 1èëè |λ2| = 13. Âîëíîâîå ïîëå â �îíîííîì êðèñòàëëå ñ îäèíî÷íîé òðåùèíîé.�àññåÿííîå ïîëå ïåðåìåùåíèé usc(x, z) â ñòðóêòóðå êîìïîçèòà äâóõ ìíîãîñëîé-íûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ìåæäó êîòîðûìè ðàñïîëîæåíà òðåùèíà, ìîæåò áûòü çà-ïèñàíî äëÿ êàæäîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà â âèäå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àíà-ëîãè÷íî àíòèïëîñêîìó ñëó÷àþ [5℄. Íà ïîâåðõíîñòè îáîèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ïðè-ëîæåíà íåèçâåñòíàÿ íàãðóçêà p(x), òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîåïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ [6℄

u±(x, z) =
1

2π

∫ ∞

−∞

K±(α, z)P(α)e−iαxdα. (4)Çäåñü P(α) � Ôóðüå-îáðàç íåèçâåñòíîãî âåêòîðà íàïðÿæåíèé p(x), è α � ïàðàìåòðèíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. K±(α, z) � Ôóðüå-îáðàç ìàòðèöû �ðèíà ïî ïåðå-ìåííîé x [6℄. Ñòîëáöû ìàòðèöûK±(α, z) �Ôóðüå-îáðàçû �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-íèé äëÿ íîðìàëüíîé è êàñàòåëüíîé íàãðóçêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ,íàõîäÿòñÿ îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì Ò-ìàòðèö, à òàêæå ðàçðàáîòàííûìè äëÿ ìíî-ãîñëîéíûõ óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ àëãîðèòìàìè, îïèñàííûìè â [6℄.Íåèçâåñòíûå íàïðÿæåíèÿ p(x) è ñêà÷îê ñìåùåíèé áåðåãîâ òðåùèíû v(x) =
u−(x, 0) − u+(x, 0) ñâÿçàíû, â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä:

P(α) =
[
K−(α, 0) −K+(α, 0)

]−1
V(α) = L(α)V(α),



172 �îëóá Ì.Â., Ôîìåíêî Ñ.È., Àëåêñàíäðîâ À.À.÷òî ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íåèçâåñòíûì ñêà÷êîì v íà òðåùèíå.Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ v(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà âòî-ðîãî ðîäà ñ âåñîì (φn(x)). Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿìåòîä �àë¼ðêèíà: ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèÿ ñêà÷êà íà òðåùèíå â óðàâíåíèÿ èçàòåì ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà φn(x). Â èòîãå ïðè-õîäèì ê ñëåäóþùåé äèñêðåòèçèðîâàííîé �îðìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
1

2π

∞∑

n′=1

cn′

∫ ∞

−∞

L(α)Φn(α)Φn′(α)dα = pn(x) = −τ̃
in(0)Φn(lk0 sin θ). (5)Çäåñü, Φn(α) = Jn+1(αl)/α � Ôóðüå-îáðàç φn(x), cn � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

v(x), à èíòåãðàëû â ëåâîé ÷àñòè (5) ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðóâäîëü âåùåñòâåííîé îñè α, îáõîäÿùåìó ïîëþñà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
L(α). Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (5) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðåäóêöèè.4. ×èñëåííûå ïðèìåðû è àíàëèç.Â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè âëèÿíèÿ ãåîìåòðèè �îíîííîãî êðèñòàëëà íà çàïðå-ù¼ííûå çîíû ðàññìàòðèâàþòñÿ âëèÿíèå îòíîøåíèÿ K = hA/hB ìåæäó òîëùèíàìèîäíîðîäíûõ ñëîåâ A è B. Âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî, îêðóæàþùåå êðèñòàëë, èìååòñâîéñòâà ìàòåðèàëà A, à êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ èñïîëüçóåòñÿ îêñèä àëþìèíèÿ (A)è àëþìèíèé (B), çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäÿòñÿ â [4℄. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçû-âàþòñÿ çàâèñèìîñòè çàïðåù¼ííûõ è ðàçðåø¼ííûõ çîí îò K â ëîãàðè�ìè÷åñêîììàñøòàáå äëÿ óãëà ïàäåíèÿ θ = 0◦ (a) è θ = 20◦ (b). Ìåñòîïîëîæåíèå, �îðìà èøèðèíà çàïðåù¼ííûõ çîí ñèëüíî èçìåíÿþòñÿ âíóòðè äèàïàçîíà 10−1 < K < 10.Ïëîòíîñòü ðàçëè÷íûõ çîí ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû êîëåáàíèé, êîòîðûå ïðèóâåëè÷åíèè êîíöåíòðàöèè îäíîãî èç ìàòåðèàëîâ ñòàíîâÿòñÿ áîëåå óçêèìè. Ïðè
K → 0 èëè K → ∞ êîý��èöèåíò ëîêàëèçàöèè â çîíàõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàêñðåäà ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíîé. Ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè æ¼ñòêîãî ìàòåðèàëà(A) çàïðåù¼ííûå çîíû ñìåùàþòñÿ â áîëåå âûñîêèå ÷àñòîòíûå äèàïàçîíû. Ñòîèò

�èñóíîê 1 � Âëèÿíèå îòíîøåíèÿ ìåæäó òîëùèíàìè îäíîðîäíûõ ñëîåâ â ÿ÷åéêå êðèñòàë-ëà íà çàïðåù¼ííûå çîíû â �îíîííîì êðèñòàëëå áåç äå�åêòîâ äëÿ θ = 0◦



Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ðàçíûõ òèïîâ ñëîèñòûõ �îíîííûõ êðèñòàëëîâ 173îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ óãëîâ ïàäåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîí-öåíòðàöèè æ¼ñòêîãî ìàòåðèàëà A (K > 10) çàïðåù¼ííûå çîíû ÿâëÿþòñÿ áîëååøèðîêèìè, ÷åì ïðè áîëüøåé êîíöåíòðàöèè ìÿãêîãî ìàòåðèàëà (K < 10−1). Ïðè-ñóòñòâèå ìÿãêîãî ìàòåðèàëà B äàæå â ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ (hA = 100hB) ïðèâî-äèò ê ïîÿâëåíèþ çàïðåù¼ííûõ çîí â �îíîííîì êðèñòàëëå. Êðîìå òîãî, ÷èñëåííûåðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå îäèíî÷íûõ äå�åêòîâ íå âëèÿåò íà çàïðåù¼ííûåçîíû, õîòÿ ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò ïîòîê âîëíîâîé ýíåðãèè â îêðåñòíîñòèòðåùèíû, îñîáåííî â ðåçîíàíñíûõ ñèòóàöèÿõ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (14.B37.21.0387) è ïðè ïîääåðæ-êå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 12�01�31001).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Kushwaha M. S., Halevi P., Dobrzynski L., Djafari-Rouhani B. A
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÔÎ�ÌÛÈ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈß ÒÅË Ï�È Ô�ÅÒÒÈÍ�Å�îðÿ÷åâà È. �.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÏðåäëîæåí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ èçìåíåíèÿ íàïðÿæåí-íîãî ñîñòîÿíèÿ è �îðìû èçíàøèâàåìûõ ïîâåðõíîñòåé ïðè �ðåòòèíãå â óñëîâèÿõïîëíîãî èëè ÷àñòè÷íîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé â îáëàñòè êîíòàêòíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ. ×àñòè÷íîå ïðîñêàëüçûâàíèå âîçíèêàåò â óñëîâèÿõ âèáðàöèé ìà-ëîé àìïëèòóäû è õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì çîí ñöåïëåíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿâ îáëàñòè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêîé ðåæèì òðåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ â òîìñëó÷àå, åñëè òàíãåíöèàëüíàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê âçàèìîäåéñòâóþùèì òåëàì, ïîìîäóëþ íå ïðåâûøàåò ïðåäåëüíîé ñèëû òðåíèÿ. Ïðè îñöèëëèðóþùåé òàíãåíöè-àëüíîé ñèëå ïîâòîðÿþùååñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå èìååò ìåñòî â çîíàõ ñêîëüæåíèÿ,ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èçíîñ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåé (ÿâëåíèå�ðåòòèíãà). Ôîðìîèçìåíåíèå ïîâåðõíîñòè â ðåçóëüòàòå åå èçíàøèâàíèÿ ïðèâîäèòê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëèÿåò íàñêîðîñòü åå èçíîñà.Ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà ââåäåíèè äâóõ ìàñøòàáîâ âðåìåíè: âðåìåíè îäíîãî öèêëàèçìåíåíèÿ òàíãåíöèàëüíîé íàãðóçêè è âðåìåíè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîìó÷èñëó öèêëîâ. Äëÿ îöåíêè �îðìîèçìåíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïðè èçíàøèâàíèè èñ-ïîëüçóåòñÿ çàêîí Àð÷àðäà. Ýâîëþöèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ðàçìåðà îáëàñòèêîíòàêòà è âåëè÷èíû çàçîðà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïîøàãîâîãî àëãîðèò-ìà. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèéíàïðÿæåíèé è �îðìû èçíîøåííîé ïîâåðõíîñòè. �àññìîòðåíû ñëó÷àè ïîëíîãî èëèíåïîëíîãî óäàëåíèÿ ÷àñòèö èçíîñà èç çîíû òðåíèÿ.Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå êèíåòèêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â êîí-òàêòå óïðóãèõ òåë ðàçëè÷íîé êîí�èãóðàöèè. Èññëåäîâàí ñëó÷àé íàëè÷èÿ òîíêîãîñëîÿ îêñèäíîé ïëåíêè íà ïîâåðõíîñòè îäíîãî èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë. Àíàëèçïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïîêàçàë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé ïðåòåðïåâàåò ñóùå-ñòâåííûå èçìåíåíèÿ ïðè �ðåòòèíãå. Çíà÷åíèÿ äàâëåíèé âîçðàñòàþò âíóòðè çîíûñöåïëåíèÿ è óáûâàþò â çîíàõ ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ãäå èìååò ìåñòî èçíàøèâàíèå ïî-âåðõíîñòåé. Ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà öèêëîâ äàâëåíèå íà ãðàíèöå çîí ïðîñêàëüçûâà-íèÿ è ñöåïëåíèÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîçâîëÿåòòàêæå ðàññ÷èòàòü ýâîëþöèþ çàçîðà ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè, à òàêæå íàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ â ïîäïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ ìàòåðèàëà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿàíàëèçà õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðè �ðåòòèíãå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 11-01-00650 è 12-08-90434).Gorya
heva I.G.Modelling of 
hange in a form and stress state of bodies under fretting.The numeri
ally analiti
al method of investigation of 
hange in stress state and form ofsurfa
es worn out during fretting under 
onditions of ful or partial slip of surfa
es in a 
onta
tarea.



ÎÁ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÈ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÇÎÍÄÈ�ÎÂÀÍÈß�óêàñÿí Ë.Ñ.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåêîíñòðóêöèè ïåðåìåííûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè íà îñíîâåèññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îä-íèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷èâøèõ íàèáîëüøåå ðàçâèòèå íà ïðàê-òèêå. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñíÿòèè èí�îðìàöèè î ïîëÿõ ïåðåìåùåíèé âíóòðèèññëåäóåìîãî îáúåêòà ïóòåì âîçáóæäåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé .Íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ, ðåøà-þòñÿ îáðàòíûå êîý��èöèåíòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, íàïðàâëåííûå íà ðå-êîíñòðóêöèþ ïåðåìåííûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè [1℄. Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷àîïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-âîãî ïîðÿäêà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ íåîäíîðîä-íîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû â äâóõìåðíîì ñëó÷àå [2℄. Ïóñòü îáëàñòü S ⊂ R2îãðàíè÷åíà ãëàäêîé êðèâîé l = l1 ∪ l2.
{

(λ (u1,1+u2,2)),1 + (µ (u1,2+u2,1)),2 +µ (2u1,1),1 +ρω2u1= 0

(λ (u1,1+u2,2)),2 + (µ (u2,1+u1,2)),1 +µ (2u2,2),2 +ρω2u2= 0
(1)ãäå λ, µ � ïàðàìåòðû Ëÿìå, ρ � ïëîòíîñòü, ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ui|l1 = 0,

(λ (u1,1 + u2,2) + 2µu1,1)n1 + µ (u1,2 + u2,1)n2|l2 = P1

µ (u1,2 + u2,1)n1 + (λ (u1,1 + u2,2) + 2µu2,2)n2|l2 = P2

(2)2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà îñíîâå ðàçíîñòíîé òðàêòîâêè2.1 Èññëåäîâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è.Îáåçðàçìåðèâ ïàðàìåòðû è �óíêöèè çàäà÷è (1)
g =

µ

µ0
, q =

λ

µ0
, κ2 =

ρ0ω
2a2

µ0
, a = diamS, q, g ∈ C1

+ (S)

C1
+ (S) = {f | f ∈ C1 (S) , f > f0 > 0}ïîëó÷àåì

{
(q (u1,1+u2,2)),1 +(g (u1,2+u2,1)),2 + (g (2u1,1)),1 +κ2u1= 0

(q (u1,1+u2,2)),2 +(g (u2,1+u1,2)),1 + (g (2u2,2)),2 +κ2u2= 0
(3)



176 �óêàñÿí Ë.Ñ.�àññìîòðèì çàäà÷ó ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ ïåðåìåííû-ìè êîý��èöèåíòàìè â îáëàñòè S = [0, b] × [−c, c] ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè
u1|x1=0 = 0, u2|x1=0 = 0

q (u1,1 + u2,2) + 2gu1,1|x1=b = P1, g (u1,2 + u2,1)|x1=b
= P2

q (u1,1 + u2,2) + 2gu1,1|x2=±c = 0, g (u1,2 + u2,1)|x2=±c = 0

(4)Ïðÿìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ðåøåíèè ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè (3) îòíî-ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé u1 (x1, x2) , u2 (x1, x2), óäîâëåòâîðÿþùåé êðàåâûìóñëîâèÿì (4) ïðè çàäàííîì çàêîíå èçìåíåíèÿ g (x1, x2) , q (x1, x2) â íåêîòîðîì äèà-ïàçîíå èçìåíåíèÿ κ. Çàäà÷à ðåøàëàñü ìåòîäîì ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé [3,4℄.2.2 Èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è.Öåëüþ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíîé �óíêöèè g (x1, x2) ,
q (x1, x2) ïî èçâåñòíûì óçëîâûì çíà÷åíèÿì �óíêöèé u1 (x1, x2) , u2 (x1, x2), ïîëó-÷åííûì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ìåòîäîì ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìà-öèé.Îòìåòèì ÷òî, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (åñëè P2 6= 0) çà-äà÷à (3)�(4) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåí-òàìè. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé íà ýòîì ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðåîäîëåíèå íåêîððåêòíîñòè âçàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè, çàäàííîé â íàáîðå òî÷åê, ÷òî õàðàê-òåðèçóåò èçìåðåíèÿ, �èêñèðóåìûå äàò÷èêàìè âíóòðè îáëàñòè. Îáðàòíàÿ çàäà÷àðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïóòåì ïîñëîéíîãî ïðîäâèæåíèÿ îòãðàíèöû îáëàñòè, ãäå çàäàíû âîçäåéñòâèÿ, ê ãðàíèöå, êîòîðàÿ çàùåìëåíà, ïðè÷åìäëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà êàæäîì øàãå ñòðîèëèñü êóñî÷íî-ãëàäêèå �óíê-öèè ìåòîäîì ñïëàéí àïïðîêñèìàöèé [5℄.Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðàçíîñòíîãî ïîäõîäà ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó,õàðàêòåðèçóþùóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü [4℄. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíûðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèé g (x1, x2) , q (x1, x2), ãäå çàäàíà êàñàòåëüíàÿíàãðóçêà íà ãðàíèöå x1 = b, b : c = 1 : 2.Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îòìåòèì, ÷òî ïîãðåø-íîñòü âû÷èñëåíèé íå ïðåâûøàåò 0,5 % â ÷àñòîòíîé îáëàñòè äî ïåðâîãî ðåçîíàíñà.Íà ðèñóíêå 2 ïðîèëëþñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â ñëó÷àå,êîãäà êàñàòåëüíàÿ íàãðóçêà çàäàíà íà ãðàíèöå x2 = c.Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îòìåòèì, ÷òî â äàí-íîé çàäà÷å íàáëþäàåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè îò òèïà íàãðóæåíèÿ.ÂûâîäûÏðåäëîæåí ñïîñîá ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè íåèçâåñòíûõ �óíê-öèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëåé óïðóãîñòè â ïëîñêîé ïðÿìîóãîëü-íîé îáëàñòè. �åøåíèå ïîñòðîåíî íà îñíîâå àíàëèçà çàäà÷è Êîøè ñ èñïîëüçîâàíèåìðàçíîñòíûõ è ñïëàéí- àïïðîêñèìàöèé. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-ðèìåíòîâ ïî ðåêîíñòðóêöèè ïåðåìåííûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè, ïðîàíàëèçèðîâàíàòî÷íîñòü ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà íàãðóçêè è ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà.



Îá îïðåäåëåíèè ïåðåìåííûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè 177à) q = 1 + 2x2
1 + x2

2, g = 2 + x2
1 + x2

2, P1 = 0, P2 = 1, κ = 1; νg = 0.0066%, νq = 0.016%

á) q = 3 − x2
1 − x2

2, g = 4 − 2x2
1 − x2

2, P1 = 0, P2 = 1, κ = 1; νg = 0.04%, νq = 0.22%

�èñóíîê 1 � �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðè íàãðóæåíèè íà ãðàíèöå x1 = b

à) b : c = 1 : 2; νg = 0.059%, νq = 6%

á) b : c = 1 : 1; νg = 0.0028%, νq = 0.003%

�èñóíîê 2 � �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðè íàãðóæåíèè íà ãðàíèöå x2 = c



178 �óêàñÿí Ë.Ñ.Àâòîð áëàãîäàðèò ïðî�. À.Î. Âàòóëüÿíà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[2℄ Ôèëèïïîâ À.Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.736 ñ.[3℄ Ñàìàðñêèé À.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1971. 553 ñ.[4℄ Âàòóëüÿí À.Î., �óêàñÿí Ë.Ñ. Î çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è åå ïðèëîæåíèÿõ â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ // Âåñòíèê Ä�ÒÓ�7, 2012. C. 11�20.[5℄ Àëüáåðã Äæ., Íèëüñîí Ý., Óîëø Äæ. Òåîðèÿ ñïëàéíîâ è åå ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ìèð.1972. 316 ñ.Gukasyan L. S. On the determination of the elasti
 module of the variables based ofa
ousti
 sounding . In this work we propose a method for re
onstru
ting the variable elasti
module based on a study of the Cau
hy problem for a system of �rst order di�erentialequations.



�ÀÑ×ÅÒ ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÛÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉ Â ÓÑËÎÂÈßÕÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß È �ÀÇ��ÓÇÊÈ ÏÎËÎ�ÎÖÈËÈÍÄ�ÀÄàö Å.Ï.1, Ìîêðèí Ñ.Í.2, Ìóðàøêèí Å.Â.1,2

1Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ �ÀÍ, Âëàäèâîñòîê
2Äàëüíåâîñòî÷íûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Âëàäèâîñòîê�àáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ �îðìèðîâàíèÿ íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé ìå-òàëëè÷åñêèõ èçäåëèé âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ íà íèõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóð. Ïî-ëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêîì äå�îðìèðîâàíèè ïîëîãî öèëèíäðàïðè íàãðåâå åãî íà îäíîé èç ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé è ïðîöåññå ïîñëåäóþùåãî îõëà-æäåíèÿ. Âû÷èñëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ çîííåîáðàòèìîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ðàçãðóçêè è ïîâòîðíîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ.1. Ââåäåíèå�àçëè÷íûå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû òåðìîìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêè ìåòàëëî-èçäåëèé (ñâàðêè, èçãîòîâëåíèè êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è äð.), ñâÿçàíû ñ ëî-êàëüíûì íàãðåâîì ìàòåðèàëà äî âûñîêîé òåìïåðàòóðû. Òåìïåðàòóðíûå íàïðÿ-æåíèÿ, âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå ïåðåïàäà òåìïåðàòóð, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíèîïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé. Ïîòðåáíîñòü â ìàòåðè-àëàõ, êîòîðûå ìîãëè áû óñïåøíî �óíêöèîíèðîâàòü ïðè òàêèõ âûñîêèõ óðîâíÿõòåìïåðàòóðû, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ è òðóäíûõ çàäà÷, îïðåäå-ëÿþùèõ ëèöî ñîâðåìåííîé òåõíèêè. Òðóäíîñòü óñóãóáëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîìèìî âû-ñîêèõ óðîâíåé òåìïåðàòóðû, â ðàáî÷èõ óñëîâèÿõ íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå ìîæåòâûéòè íà ïðåäåë òåêó÷åñòè. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ çàðîæäàþùåãîñÿïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè íàãðåâà. Èçó÷åíèþ âîïðîñîâ ìîäåëèðîâàíèÿíåîáðàòèìîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ â óñëîâèÿõ íåèçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåñ-ñîâ ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [1�4℄. Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïåðåìåùå-íèé â òåîðèè èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíàÄ.Ä. Èâëåâûì [5℄. Áûëà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé â ñòàòè-÷åñêè îïðåäåëèìûõ çàäà÷àõ òåîðèè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè è óêàçàíû óñëîâèÿ,êîãäà äàííàÿ âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ. Óêàçàííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïåðå-ìåùåíèé èñïîëüçóåòñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.2. Ìîäåëü òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäûÌàòåðèàë öèëèíäðà ñ÷èòàåì óïðóãîïëàñòè÷åñêèì, ïîä÷èíÿþùèìñÿ ìàòåìàòè-÷åñêîé ìîäåëè òèïà Ïðàíäòëÿ��åéñà [1, 2℄ â êîòîðîé äå�îðìàöèè eij ïîëàãàþòñÿìàëûìè è ïðèíèìàåòñÿ èõ àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå íà óïðóãóþ eeij è ïëàñòè÷åñêóþ

epij ñîñòàâëÿþùèå
eij = eeij + epij =

1

2
(ui,j + uj,i) (1)Óðîâåíü è ðàñïðåäåëåíèå óïðóãèõ äå�îðìàöèé è òåìïåðàòóðû â øàðå çàäàþòíàïðÿæåíèÿ â íåì, îïðåäåëÿåìûå ñîãëàñíî çàêîíó Äþãàìåëÿ�Íåéìàíà

σij = (λeekk −mθ)δij + 2µeeij, θ = T (xi, t) − T0 (2)



180 Äàö Å.Ï., Ìîêðèí Ñ.Í., Ìóðàøêèí Å.Â.Çäåñü λ, µ � ïàðàìåòðû Ëàìå, m = 3αK, K � ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿìàòåðèàëà, α � êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà,
T (xi, t) � òåêóùàÿ òåìïåðàòóðà.Íà÷àëî ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â ìàòåðèàëå ñâÿæåì ñ âûïîëíåíèåìóñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè â �îðìå Òðåñêà � Ñåí-Âåíàíà [2℄

f(σij , θ) = max |σi − σj | − 2k(θ) = 0 (3)ãäå σi � ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ, k(θ) � ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè çàäàííîéòåìïåðàòóðå. Äàëåå â ðàñ÷åòàõ äëÿ k(θ) ïðèíèìàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ ëèíåéíàÿ çàâè-ñèìîñòü k(θ) = k0−βθ, â êîòîðîé k0 � ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè êîìíàòíîéòåìïåðàòóðå, β � òåïëî�èçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà, çàäàþùàÿ ñòåïåíü ïà-äåíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû è îïðåäåëÿåìàÿ íà îñíîâåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Â óñëîâèÿõ ïðèíèìàåìîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ìè-çåñà [2℄ ïîâåðõíîñòü (3) ñòàíîâèòñÿ ïëàñòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, ñëåäñòâèåì êîòî-ðîãî ÿâëÿåòñÿ àññîöèèðîâàííûé çàêîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
εpij = ξ

∂f

∂σij
, ξ =

√
εpklε

p
lk

(
∂f

∂σmn

∂f

∂σnm

)− 1
2 (4)Åñëè ê ñîîòíîøåíèÿì (1) � (4) äîáàâèòü ëîêàëüíûå ñëåäñòâèÿ çàêîíîâ ñîõðàíå-íèÿ (óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è óðàâíåíèå áàëàíñà âíóòðåííåé ýíåðãèè) è ïîñòóëèðî-âàòü çàêîí òåïëîïðîâîäíîñòè, íàïðèìåð, â �îðìå Ôóðüå, òî ïîëó÷èì çàìêíóòóþìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äå�îðìèðîâàíèÿ.2. Òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ ïîëîãî öèëèíäðà�àññìîòðèì áåñêîíå÷íî äëèííûé ïîëûé öèëèíäð, ñâîáîäíûé îò âíåøíèõ íà-ãðóçîê ïðè íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå T0. Âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü ïîääåðæèâàåòñÿ ïðèïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå. Íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òåìïåðàòóðà ïî-âûøàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Tm, ïðè÷åì ïðîöåññ ðîñòà òåìïå-ðàòóðû ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåíåáðå÷ü ñêîðîñòüþðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ìàòåðèàëå öèëèíäðà. Òàêîé ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿñâÿçàí ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

θ(a) = θk, θ(b) = 0, σrr(a) = 0, σrr(b) = 0 (5)Â óñëîâèÿõ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿòåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (5) áóäåò �óíêöèÿ
θ(r) = θk

ln (r/b)

ln (a/b)
(6)Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå òåðìîóïðóãîãî äå�îðìèðîâà-íèÿ ìàòåðèàëà öèëèíäðà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì çàâèñèìîñòÿì äëÿ íàïðÿæåíèéè ïåðåìåùåíèé

u(r) = mw−1F (a, r) + (r2 − a2)r−1c1 + c2r
−1

σrr(r) = −2µr−1u(r) + wc1 (7)
σθθ(r) = 2µr−1u(r) + λc1 − 2µmw−1θ(r)
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F (x, y) = 0.25θk

(
x2 − y2 − 2x2 ln (x/b) + 2y2 ln (y/b)

)
/ln (a/b)Íåèçâåñòíûå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü èç êðàåâûõ óñëîâèé (5).Ïðè îïðåäåëåííîì óðîâíå (θk = θ1) íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà âû-ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè

|σrr(a) − σθθ(a)| = 2k(θ(a)) (8)÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íà÷àëå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåéïîâåðõíîñòè. Â ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ òåìïåðàòóðû îáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿðàñòåò, ÷òî îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ êàê âîáëàñòè òåðìîóïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ãäå ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ âû÷èñ-ëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (7), òàê è â îáëàñòè òå÷åíèÿ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â çîíå íåîáðàòèìîãî äå-�îðìèðîâàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðåäëîæåííûì Ä.Ä. Èâëåâûì â [5℄. Èíòå-ãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèÿ â çîíå ïëàñòè-÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáðàòèâ çàêîí Äþãàìåëÿ�Íåéìàíà (2), ìîæ-íî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ óïðóãèõ äå�îðìàöèé. Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåìïëàñòè÷åñêîé íåñæèìàåìîñòè, êàê ñëåäñòâèåì àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà ïëàñòè-÷åñêîãî òå÷åíèÿ (4) è óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà�Ñåí-Âåíàíà (3), è ïîäñòàâèâïîëó÷åííûå óïðóãèå äå�îðìàöèè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùå-íèé â çîíå íåîáðàòèìîãî äå�îðìèðîâàíèÿ
d2u
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dr
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)
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+

2k

gr
+

1

g

dk

dr
= 0ðåøåíèåì êîòîðîãî îïðåäåëèì ïåðåìåùåíèÿ è, ñëåäîì, íàïðÿæåíèÿ

u(r) = m(gr)−1F (a, r) − rg−1G(a, r) + c3r
−1

σrr(r) = −2G(a, r)

σθθ(r) = −2G(a, r) − 2k(r) (9)
G(x, y) = k0 ln (y/x) (1 + θkβ ln (

√
xy/b)/ln (a/b))Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ òåïåðü ñëåäóåò îïðåäåëÿòü íå òîëüêî ïî êðàåâûìóñëîâèÿì (5), íî è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå r = a1, êîòîðóþìîæíî îïðåäåëèòü, íàéäÿ êîðåíü óðàâíåíèÿ

mµF (a1, b) + (µa2
1 + b2g)G(a, a1)

µg(b2 − a2
1)

− m

2w
θ(a1) +

k(a1)

2µ
= 0 (10)Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû äî çíà÷åíèÿ (θk = θ2) âîçìîæíî ñè-òóàöèÿ, êîãäà óñëîâèå òåêó÷åñòè (8) ìîæåò âûïîëíèòñÿ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè,íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Ïðè (θk > θ2) ãðàíèöû îáîèõ ïëàñòè÷åñêèõ òå-÷åíèé äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà θk.Òåïåðüóðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñëåäóåò èíòåãðèðîâàòü â òðåõ îáëàñòÿõ, îòêóäà ïîëó÷èì



182 Äàö Å.Ï., Ìîêðèí Ñ.Í., Ìóðàøêèí Å.Â.âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè âíåøíåãî ïëàñòè÷åñêîãîòå÷åíèÿ (b1 6 r 6 b)

σrr(r) = 2G(b1, r) + c4

σθθ(r) = 2G(b1, r) + 2k(r) + c4 (11)
u(r) = m(gr)−1F (b1, r) + rg−1G(b1, r) + c4(r

2 − b21)(2gr)
−1 + c5r

−1â îáëàñòè òåðìîóïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ (a1 6 r 6 b1) ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì(7) è â îáëàñòè âíóòðåííåãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (a 6 r 6 a1) ïî �îðìóëàì (9).Íåèçâåñòíûå èíòåãðèðîâàíèÿ, êàê è ïðåæäå, íàéäåì ïî êðàåâûì óñëîâèÿì (5) èóñëîâèÿì ðàâåíñòâà íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íà óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ãðàíèöàõ
a1, b1.�ðàíèöû îáëàñòåé íåîáðàòèìîãî äå�îðìèðîâàíèÿ a1 è b1 îïðåäåëÿþòñÿ ðåøå-íèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
2c2wµ−mµθ(a1)a

2
1 + k(a1)wa

2
1 = 0

2c2wµ+ (4µ2mF (a1, b1) −mµθ(b1) − k(b1)w)b21 = 0Ïðè äîñòèæåíèè çàäàííîãî óðîâíÿ òåìïåðàòóðû (θk = θ3) íà÷íåì óìåíüøàòüòåìïåðàòóðó íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè, òåì ñàìûì íà÷àâ ïðîöåññ ðàçãðóçêè òå-ëà. Â îáëàñòè îáðàòèìîãî äå�îðìèðîâàíèÿ (a1 6 r 6 b1) ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæå-íèÿ âû÷èñëÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè (7). Â îáëàñòÿõ ñ íàêîïëåííûìè íåîáðàòèìûìèäå�îðìàöèÿìè (a 6 r 6 a1) è (b1 6 r 6 b) çàâèñèìîñòè äëÿ ïåðåìåùåíèé èíàïðÿæåíèé âåñüìà ãðîìîçäêè è ïîýòîìó íå áóäåì ïðèâîäèòü èõ â ýòîì ñîîáùå-íèè, îòìåòèì ëèøü ÷òî ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ �îðìóë âïîëíå àíàëîãè-÷åí îïèñàííîìó ðàíåå äëÿ îáëàñòåé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Óïðóãèå äå�îðìàöèèìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç èçâåñòíûå íàêîïëåííûå íåîáðàòèìûå è ïîëíûå, çàâèñÿùèåîò ïåðåìåùåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ óïðóãèõ äå�îðìàöèé âçàêîí Äþãàìåëÿ�Íåéìàíà è çàòåì â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïðèäåì ê óðàâíåíèþäëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè óðîâåíü íàêîïëåííûõ íåîá-ðàòèìûõ äå�îðìàöèé äîñòàòî÷íî âûñîê íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò ïðî-èçîéòè âûõîä íà óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü íà÷àëî ïîâòîðíîãîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. À çíà÷èò, óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèäåòñÿ èíòåãðèðîâàòüíåçàâèñèìî â ÷åòûðåõ îáëàñòÿõ, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì íåïðåðûâíîñòü ïàðàìåòðîâíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ýòèõ îáëàñòåé.3. Çàêëþ÷åíèåÏîñòðîåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü óðîâåíü îñòàòî÷íûõ íàïðÿæå-íèé ïîëîãî öèëèíäðà ïðè òåïëîâîì âîçäåéñòâèè íà íåãî. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåí-íîãî ñ÷åòà ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïî òîë-ùèíå äå�îðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà. Óêàçàíû âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷å-ñêîé òåìïåðàòóðû íàãðåâà, ïðè êîòîðîé íà÷íåòñÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå. Íàéäåíàìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íàãðåâà, ïðè êîòîðîé óðîâíÿ íàêîïëåííûõ íåîáðàòè-ìûõ äå�îðìàöèé íå õâàòèò äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïîâòîðíîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿâ îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîéÔåäåðàöèè (ÌÊ-776.2012.1) è ãðàíòà �ÔÔÈ (ìîë_à_âåä 12-01-33064).
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÈ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉÂ ÑËÎÅ ÒÊÀÍÎ�Î ÊÎÌÏÎÇÈÒÀ ÏÎËÎÒÍßÍÎ�Î ÏËÅÒÅÍÈßÑ ÏÎËÈÊ�ÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÅÉÄåäêîâ Ä.Â., Òàøêèíîâ À.À.Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò�àçðàáîòàíà ìîäåëü ñëîÿ òêàíîãî êîìïîçèòà ïîëîòíÿíîãî ïëåòåíèÿ. Îïðåäåëåíû çíà-÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, âûçâàííîé íàëè÷èåì ëîêàëüíûõ òåõ-íîëîãè÷åñêèõ äå�åêòîâ (ðàçðûâû íèòåé îñíîâû è/èëè óòêà, òóíåëüíûå è âíóòðåííèåïîðû). Óñòàíîâëåíû ìåõàíèçìû, èíèöèèðóþùèå ðàçðóøåíèå ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìàò-ðèöû.Ñîçäàíèå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé èç êîìïîçèòîâ, àðìèðóþùèé êàðêàñ êîòîðûõñîñòîèò èç ñëîåâ êåðàìè÷åñêîé òêàíè ïîëîòíÿíîãî ïëåòåíèÿ (ñàðæà 1/1 ñ ðàâíûìèðàïîðòàìè ïî îñíîâå è óòêó), à ìàòðèöà � ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèé ìàòåðèàë, ÿâëÿ-åòñÿ îäíèì èç ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ òåõíèêè è òåõíîëîãèé. Ïðå-èìóùåñòâàìè ýòèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ òåïëîñòîéêîñòü, ìàëàÿ ïëîòíîñòüè ñòîéêîñòü ê òåïëîâîìó óäàðó. Êðîìå òîãî, ýòè ìàòåðèàëû îáëàäàþò âûñîêèìèïðî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðè îáû÷íîé è ïîâûøåííîé òåìïåðàòóðàõ.Ïðè ïðîèçâîäñòâå òêàíûõ êîìïîçèòîâ íåèçáåæíû òåõíîëîãè÷åñêèå äå�åêòû,ñíèæàþùèå ýêñïëóàòàöèîííûå ñâîéñòâà èçäåëèé. Ê ÷èñëó òèïè÷íûõ äå�åêòîâîòíîñÿòñÿ âîçíèêàþùèå ïðè ïðîøèâêå ñëîåâ ðàçðûâû íèòåé îñíîâû èëè óòêà, àòàêæå âíóòðåííèå ïîðû, êîòîðûå âîçíèêàþò â îáëàñòÿõ, ðàñïîëîæåííûõ âáëèçèó÷àñòêîâ âîëîêîí ñ íàèáîëüøåé êðèâèçíîé, è îáíàðóæèâàþòñÿ òîëüêî íà ýòàïåâûõîäíîãî óëüòðàçâóêîâîãî êîíòðîëÿ èçäåëèÿ. Ýòè îáëàñòè òðóäíîäîñòóïíû äëÿïðîíèêíîâåíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìàòðèöû (óãëåðîäíîé, îñàæäàåìîé èç ãàçî-âîé �àçû èëè ïîëó÷àåìîé ïðè êàðáîíèçàöèè ïîëèìåðîâ), ìàòðèöû íà îñíîâå òåð-ìîðàñøèðåííîãî ãðà�èòà èëè êåðàìèêè òàêæå çàòðóäíåíî.Ïîëîòíÿíîå ïëåòåíèå îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå êîðîòêèå ïåðåêðûòèÿ âîëîêîí,íàèáîëüøóþ ïðî÷íîñòü, ïëîòíîñòü è ïîâûøåííóþ æåñòêîñòü, îäíîðîäíóþ, ãåîìåò-ðè÷åñêè èäåíòè÷íóþ ñ ëèöåâîé è èçíàíî÷íîé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòü òêàíè. Áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî àðìèðóþùèå íèòè èìåþò íåèçìåííîå ïî äëèíå êðóãëîå ïîïå-ðå÷íîå ñå÷åíèå. Èñêðèâëåíèå íèòåé çàäàåòñÿ äóãîé ñ öåíòðàëüíûì óãëîì α = π/4(ýòîò óãîë îñòàåòñÿ íåèçìåííûì âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ âíåøíèõ íàãðóçîêèç-çà âûñîêîé æåñòêîñòè êåðàìè÷åñêèõ âîëîêîí) è ïðÿìîé [1℄. Êîý��èöèåíòû àð-ìèðîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè îñíîâû è óòêà ïðè ýòîì ñîâïàäàþò è ïðèíèìàþò çíà÷å-íèå 0,14. Â ñëîÿõ òêàíîãî êîìïîçèòà âîëîêíà ìîãóò áûòü îêðóæåíû ìàòåðèàëîììàòðèöû èëè ñîïðèêàñàòüñÿ ìåæäó ñîáîé â ìåñòàõ íàèáîëüøåé êðèâèçíû, îáðàçóÿïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ñ òðåíèåì.�àçðàáîòàíà äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü òêàíîãî êîìïîçèòà ñ èñêðèâëåííûìè âî-ëîêíàìè è ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìàòðèöåé, êîòîðàÿ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ î ïðîèçâîëüíîì êîìáèíèðîâàííîì íàãðóæåíèè ñëîÿ ìàòåðèàëà



Êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â ñëîå òêàíîãî êîìïîçèòà 185â ñâîåé ïëîñêîñòè ïîçâîëèëà îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæå-íèé, âûçâàííûå íàëè÷èåì ëîêàëüíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ íåñîâåðøåíñòâ (ðèñóíîê 1):âíóòðåííÿÿ çàêðûòàÿ ïîðà, îòñóòñòâèå íèòè óòêà, ðàçðûâ íèòè óòêà, îäíîâðåìåí-íûé ðàçðûâ íèòåé îñíîâû è óòêà (áåç è ñ äîïîëíèòåëüíîé ïðîïèòêîé è êàðáîíè-çàöèåé ñâÿçóþùåãî â îáëàñòè äå�åêòà) [2, 3℄.Ïîñòðîåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ñëîÿ îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ïîìîùè ïëàò�îð-ìû SALOME, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïðå- è ïîñòïðîöåññèíãà, îáúåäè-íÿåò ðàçëè÷íûå ìîäóëè, ïðèìåíÿåìûå â ïðèëîæåíèÿõ: îò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ â ÑÀÏ� äî ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóåòñÿ êàê áàçà äëÿ ïðîåêòàNURESIM (European Platform for NU
lear REa
tor SIMulations), ïðåäíàçíà÷åííî-ãî äëÿ ïîëíîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàêòîðîâ. Äèñêðåòèçàöèÿ ïðîâîäèëàñüíà 16-óçëîâûå òåòðàýäðàëüíûå è 20-óçëîâûå ãåêñàýäðàëüíûå èçîïàðàìåòðè÷åññêèåýëåìåíòû. Ñòåïåíü äèñêðåòèçàöèè âûáèðàëàñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííûåâ ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ ïåðåìåùåíèé, äå�îðìà-öèé è íàïðÿæåíèé â ñëîå òêàíîãî êîìïîçèòà íè êà÷åñòâåííî, íè êîëè÷åñòâåííî íåèçìåíÿëèñü ïðè óìåíüøåíèè õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

�èñóíîê 1 � Ëîêàëüíûå òåõíîëîãè÷åñêèå äå�åêòû òêàíûõ êîìïîçèòîâ ïîëîòíÿíîãî ïëå-òåíèÿ: ðàçðûâ íèòè îñíîâû (à), ðàçðûâ íèòåé îñíîâû è óòêà (á), òóíåëüíàÿ ïîðà íà ìåñòåïðîïóùåííîé íèòè îñíîâû (â) è âíóòðåííÿÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ ïîðà (ã)Èññëåäîâàíî ñîâìåñòíîå âëèÿíèå óñëîâèé êîíòàêòà èñêðèâëåííûõ âîëîêîí òêà-íè ïîëîòíÿíîãî ïëåòåíèÿ (îòñóòñòâèå ïðÿìîãî êîíòàêòà èç-çà ãàðàíòèðîâàííîãîñëîÿ ìàòðèöû èëè êîíòàêò ñ êóëîíîâñêèì òðåíèåì) è íàëè÷èÿ ëîêàëüíûõ òåõíî-ëîãè÷åñêèõ äå�åêòîâ íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è èõ èíâàðèàíòîâ.Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîç-



186 Äåäêîâ Ä.Â., Òàøêèíîâ À.À.âîëèëè óñòàíîâèòü, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä â êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè (îòíî-øåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé â òî÷êå ñëîÿ òêàíîãî êîìïîçèòà ñ äå�åêòîìê ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ñëîå áåçäå�åêòíîãî ìà-òåðèàëà ñ èäåàëüíî ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â ýòîé æå òî÷êå: Kσij
= σij/σ

per
ij )âíîñÿò êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Ìîäóëü Þíãà è êîý�-�èöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà íèòåé àðìèðóþùåãî êàðêàñà ïðèíèìàëè çíà÷åíèÿ:

Ef = 280 �Ïà è νf = 0,20. Óïðóãèå ìîäóëè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìàòðèöû áûëèâûáðàíû ñëåäóþùèìè: Em = 0,28 �Ïà è νm = 0,40. Ñòàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò òðå-íèÿ µ = 0,12 ñîîòâåòñòâîâàë îïðåäåëÿëñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ñêîëüæåíèè êåðà-ìè÷åñêîãî âîëîêíà ïî ïîâåðõíîñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìàòðèöû. Âûáîð òî÷åê, âêîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, îáó-ñëîâëåí íåîáõîäèìîñòüþ èñêëþ÷åíèÿ îáëàñòåé ñèíãóëÿðíîñòè ïîëÿ íàïðÿæåíèé,êîòîðûå èìåþò ìåñòî âáëèçè ãðàíèö òåõíîëîãè÷åñêèõ äå�åêòîâ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòîâ êîí-öåíòðàöèè èíòåíñèâíîñòåé íàïðÿæåíèé â íèòÿõ, à â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ìàê-ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Kσij
â ìàòðèöå ñëîÿ òêàíîãî êîìïîçèòà â ãåîìåòðè÷åñêîì öåí-òðå ìåæâîëîêîííîãî ïðîñòðàíñòâà, âáëèçè ëîêàëüíîãî äå�åêòà (ðàçðûâ èñêðèâ-ëåííûõ âîëîêîí îñíîâû è/èëè óòêà). Îáëàñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìàòðèöû, âêîòîðûõ àíàëèçèðîâàëîñü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, áûëè âûáðàíû òàêèì îáðàçîì,÷òîáû èñêëþ÷èòü òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòè ïîëÿ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíè-êàòü íà ãðàíèöàõ ïîëîñòåé òåõíîëîãè÷åñêèõ äå�åêòîâ.Êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè èíòåíñèâíîñòåé íàïðÿæåíèé äîñòèãàþò ìàêñè-ìàëüíûõ çíà÷åíèé â ìåñòàõ íàèáîëüøåãî èñêðèâëåíèÿ íèòåé è ðàñïîëàãàþòñÿñòðîãî ïåðèîäè÷íî. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò îáëàñòè âáëèçè ëîêàëüíîãî äå�åê-òà, ãäå èññëåäóåìûé ïàðàìåòð äîñòèãàåò çíà÷åíèé 1,6 è 2,5 äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäààðìèðóþùèå ýëåìåíòû îêðóæåíû ãàðàíòèðîâàííîé ïðîñëîéêîé ìàòðèöû è èìåþòêîíòàêò ñ òðåíèåì ñîîòâåòñòâåííî.

a) á)�èñóíîê 2 � �àñïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè èíòåíñèâíîñòåé íàïðÿæåíèéâ ñëîå òêàíîãî êîìïîçèòà: íèòè àðìèðóþùåãî êàðêàñà îêðóæåíû ãàðàíòèðîâàííîé ïðî-ñëîéêîé ìàòðèöû (à), èìåþò êîíòàêò ñ òðåíèåì (á)Â ñëó÷àå ðàçðûâà íèòåé îñíîâû è/èëè óòêà ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäîå âîëîêíîêîìïîçèòà îêðóæåíî ãàðàíòèðîâàííûì ñëîåì ìàòðèöû, íàèáîëüøèé âêëàä â êîý�-



Êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â ñëîå òêàíîãî êîìïîçèòà 187Òàáëèöà 1 � Ìàêñèìàëüíûå êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â ìàòðèöå ñëîÿòêàíîãî êîìïîçèòà ïðè ÷èñòîì �îðìîèçìåíåíèèÄå�åêò Óñëîâèÿ êîíòàêòàíèòåé Kσ11 Kσ22 Kσ33 Kσ12 Kσ13 Kσ23�àçðûâ íèòè îñ-íîâû Íàëè÷èå ãàðàíòè-ðîâàííîé ïðîñëîé-êè ìàòðèöû 1,34 1,02 2,00 1,21 1,06 1,15Íàëè÷èå êîíòàêòàñ òðåíèåì 1,39 1,86 2,72 1,31 1,13 1,32�àçðûâ íèòèîñíîâû (äî-ïîëíèòåëüíîåíàñûùåíèå ïîðû) Íàëè÷èå ãàðàíòè-ðîâàííîé ïðîñëîé-êè ìàòðèöû 1,36 1,13 1,99 1,15 0,96 1,09Íàëè÷èå êîíòàêòàñ òðåíèåì 1,30 3,44 5,41 0,99 0,88 1,87�àçðûâ íèòåé îñ-íîâû è óòêà Íàëè÷èå ãàðàíòè-ðîâàííîé ïðîñëîé-êè ìàòðèöû 1,50 1,47 2,24 1,24 0,98 1,30Íàëè÷èå êîíòàêòàñ òðåíèåì 1,41 2,00 1,05 1,41 1,05 1,76�àçðûâ íèòåé îñ-íîâû è óòêà (äî-ïîëíèòåëüíîå íà-ñûùåíèå ïîðû) Íàëè÷èå ãàðàíòè-ðîâàííîé ïðîñëîé-êè ìàòðèöû 1,38 1,21 2,16 1,18 1,06 1,32Íàëè÷èå êîíòàêòàñ òðåíèåì 1,24 4,68 1,39 1,07 0,96 2,08�èöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé âíîñÿò íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ σ33. Ïîëó-÷åííûå ðåçóëüòàòû (òàáëèöà 1) ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè ìàêðîñêîïè÷åñêèîäíîðîäíîì ÷èñòîì �îðìîèçìåíåíèè �ðàãìåíòà òêàíîãî êîìïîçèòà ðàçðóøåíèåìàòðèöû â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ìîæåò áûòü èíèöèèðîâàíî ïî ìåõàíèçìàì îò-ðûâà â íàïðàâëåíèè óòêà.Ïðè íàëè÷èè êîíòàêòà ñ òðåíèåì ìåæäó èñêðèâëåííûìè âîëîêíàìè òêàíîãîêîìïîçèòà óâåëè÷èâàþòñÿ â 1,4�2,7 ðàç êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé(òàáëèöà 1). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â ñëîå àðìèðîâàííî-ãî ìàòåðèàëà êðîìå êîíöåíòðàòîðîâ, âûçâàííûõ êîíòàêòîì ñ òðåíèåì, ïîÿâëÿþòñÿâíóòðåííèå çàìêíóòûå îáëàñòè â ìåñòàõ íàèáîëüøåãî èñêðèâëåíèÿ ïåðåïëåòåííûõíèòåé, íå ñîäåðæàùèå ìàòåðèàëà ñâÿçóþùåãî.Äîïîëíèòåëüíîå íàñûùåíèå ïîëîñòè, âîçíèêàþùåé íà ìåñòå ðàçðûâà óòêà è îñ-íîâû, íå ïðèâîäèò ê ñìåíå ìåõàíèçìà âîçìîæíîãî ðàçðóøåíèÿ ñëîÿ: êàê è ïðåæäå,íà÷àëî ïîòåðè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè áóäåò âûçâàíî îòðûâîì â íàïðàâëåíèè óòêà.Íàñûùåíèå ìàòåðèàëîì ìàòðèöû ïîëîñòè, âîçíèêàþùåé íà ìåñòå ðàçîðâàííîé íè-òè îñíîâû, ïðèâîäèò ëîêàëüíîìó èçìåíåíèþ (íà ìàñøòàáàõ, ñîèçìåðèìûõ ñ õàðàê-òåðíûì ðàçìåðîì âîëîêîí) ñèììåòðèè àðìèðóþùåãî êàðêàñà è, êàê ñëåäñòâèå �



188 Äåäêîâ Ä.Â., Òàøêèíîâ À.À.ñìåíå ìåõàíèçìà ðàçðóøåíèÿ (îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò ïðåâûøàþùåå â 1,85�2,34ðàç çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà Kσ22). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äîìèíèðóþùèìèìåõàíèçìàìè íà÷àëà ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâ ìàòðèöû â íàïðàâëåíèè, ïåð-ïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ñëîÿ.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿñïîñîáíîñòè òêàíûì êîìïîçèòîì ñîïðîòèâëÿòüñÿ âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ íåîáõî-äèìî ïðåäóñìîòðåòü â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå îïåðàöèè, îáåñïå÷èâàþùèå ïðî-íèêíîâåíèå ñâÿçóþùåãî â ïîëîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ëîêàëüíûõ äå�åêòîâ (äîïîë-íèòåëüíàÿ ïðîïèòêà, äîóïëîòíåíèå è êàðáîíèçàöèÿ, äîîñàæäåíèå ïîëèêðèñòàë-ëè÷åñêîé ìàòðèöû èç ãàçîâîé �àçû) â ñëó÷àå, åñëè îáíàðóæèâàþòñÿ çàêðûòûåâíóòðåííèå ïîðû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçìîæíî ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëà ìàòðèöûïî ìåõàíèçìàì ñäâèãà è îòðûâà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �ÔÔÈ-Óðàë � 11�01�96033).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Èìàíêóëîâà À.Ñ. Òåêñòèëüíûå êîìïîçèòû. Á.: Èçäàòåëüñêèé öåíòð ¾ÌÎÊ¿, 2005.152 ñ.[2℄ Äåäêîâ Ä.Â., Çàéöåâ À.Â., Òàøêèíîâ À.À. Êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â ñëîå òêà-íîãî êîìïîçèòà ñ çàêðûòûìè âíóòðåííèìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïîðàìè�// ÂåñòíèêÏÍÈÏÓ. Ìåõàíèêà 2011. � 4. Ñ. 29�36.[3℄ Äåäêîâ Ä.Â., Òàøêèíîâ À.À. Êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â ñëîå òêà-íîãî êîìïîçèòà ñ ëîêàëüíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè äå�åêòàìè ïðè ÷èñòîì �îðìîèç-ìåíåíèè // Âû÷èñëèò. ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. 2013. Ò. 6, � 1. Ñ. 103�109.Dedkov D.V., Taskinov A.A. Stress 
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essing operations to �ll the formed voids by matrixmaterial 
an de
rease stress 
on
entration and in
rease the ability of a material to withstandexternal for
e loads. The me
hanisms responsible for initiation of damages in a poly
rystallinematrix are determined.



ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÕ ÏÎËÎÑÒÅÉÂ ÓÏ�Ó�ÎÌ ÑËÎÅÄèäåíêî À.Â., Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, ÊðàñíîäàðÂ ïëîñêîé ïîñòàíîâêå ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âíóòðåí-íåé ïîëîñòè ïðÿìîóãîëüíîé èëè ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû â óïðóãîì èçîòðîïíîì ñëîå. Äëÿðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â áëî÷íîé ñòðóêòóðå ñ ïî-ëîñòÿìè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä áëî÷íîãî ýëåìåíòà è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðåøå-íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Èí�îðìàöèåé äëÿ ðåøåíèÿîáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëîñòåé ñëóæàò ñìåùåíèÿ, ðàññ÷èòàííûå èëèèçìåðåííûå íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ.Èçîòðîïíàÿ ëèíåéíî-óïðóãàÿ ïîëîñà, ñîäåðæàùàÿ ïîëîñòü ïðÿìîóãîëüíîé èëèýëëèïòè÷åñêîé �îðìû, ìîäåëèðóåòñÿ â âèäå áëî÷íîé ñòðóêòóðû èç íåñêîëüêèõïëîñêèõ áëîêîâ. Íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ äåéñòâóåò ñòàòè÷åñêèé èëè ãàðìîíè÷åñêèéèñòî÷íèê êîëåáàíèé. Ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñû âíå èñòî÷-íèêà è íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè. Áëîêè â áëî÷íîéñòðóêòóðå, ìîäåëèðóþùåé ïîëîñó ñ ïîëîñòüþ, ðàññìàòðèâàëèñü ïëîñêèå, ïðÿìî-óãîëüíûå èëè òðàïåöèåâèäíûå. Ñòðóêòóðà ñ ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòüþ ìîäåëèðî-âàëàñü ÷åòûðüìÿ ïðÿìîóãîëüíûìè áëîêàìè: äâóõ � â âèäå ïîëîñû, äâóõ � â âèäåïîëóïîëîñû. Ïîëîñòü ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû â ñëîå àïïðîêñèìèðîâàëàñü íåñêîëü-êèìè êîíå÷íûìè òðàïåöèåâèäíûìè è äâóìÿ ïîëóáåñêîíå÷íûìè ïðÿìîóãîëüíûìèáëî÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíà èç ãðàíåé ïðÿìîóãîëüíîé ïîëî-ñòè è îäíà èç ïîëóîñåé ýëëèïñà ïàðàëëåëüíà ïîâåðõíîñòè ïîëîñû. Äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ äâóõýòàïíûé ïîäõîä. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðè çàäàííûõ ïàðàìåò-ðàõ áëî÷íîé ñòðóêòóðû, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ïàðàìåòðû ïîëîñòè îïðåäåëåííîãîòèïà è èñòî÷íèêà êîëåáàíèé, ðåøàëàñü ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà ñìåùåíèé â îïðå-äåëåííûõ òî÷êàõ íà ïîâåðõíîñòè îäíîãî èç áëîêîâ áëî÷íîé ñòðóêòóðû. Íà âòîðîìýòàïå ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòè ïî ðàñ-ñ÷èòàííûì íà ïåðâîì ýòàïå ò. í. ýòàëîííûì ñìåùåíèÿì. Âû÷èñëÿåìûå ýòàëîííûåñìåùåíèÿ èìèòèðóþò ðåçóëüòàòû �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. �åøåíèå ïðÿìîé çà-äà÷è íà ïåðâîì ýòàïå îñíîâàíî íà ìåòîäå áëî÷íîãî ýëåìåíòà (ÌÁÝ) è, â êà÷åñòâåêîíòðîëÿ, ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ðàáîòå [1℄ ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ïîäõî-äû äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåë ñëîæíîé êîí-�èãóðàöèè. Äðóãîé ïîäõîä [2, 3℄ íàöåëåí íà ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé äëÿ áëî÷íîé ñòðóêòóðû è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíî ìàëîåêîëè÷åñòâî óðàâíåíèé. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà áëî÷íîãî ýëåìåí-òà äëÿ ïëîñêîé ëèíåéíî-óïðóãîé áëî÷íîé ñòðóêòóðû [4℄. Ñ÷èòàåì, ÷òî îáëàñòü Ωáëî÷íîé ñòðóêòóðû ñîñòîèò èç áëîêîâ, çàíèìàþùèõ îáëàñòè Ωb, b = 1, 2, ..., B ñãðàíèöàìè ∂Ωb. ×àñòü ãðàíèöû áëîêà, íàçûâàåì êîíòàêòèðóþùåé, ÿâëÿåòñÿ îá-ùåé ñ ãðàíèöåé äðóãîãî áëîêà. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü ñâîáîäíîé èëè ïîä-âåðãàòüñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì. Â êàæäîé îáëàñòè êðàåâàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ äëÿ



190 Äèäåíêî À.Â., Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â.ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êî-ý��èöèåíòàìè, â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íûìè. Äëÿ êàæäîãî áëîêà êðàåâóþ çàäà÷óäëÿ ñèñòåìû P äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â áëî÷íîéäâóìåðíîé îáëàñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Kb(∂x1, ∂x2)ϕb =

M∑

m=1

N∑

n=1

P∑

p=1

= Abspmnϕ
(m)(n)
bpx1x2

= 0, s = 1, 2, ..., Pb,

Abspmn = const, ϕb = {ϕb1 , ϕb2 , ..., ϕbP }, b = 1, 2, ..., B

ϕ = {ϕs}, ϕ(x) = ϕ(x1, x2), x = {x1, x2}, x ∈ ΩbÍà êîíòàêòèðóþùåé ãðàíèöå ∂Ωb ∩ ∂Ωd çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ:
Rb(∂x1, ∂x2)ϕb +Rd(∂x1, ∂x2)ϕd = (1)

=

M1∑

m=1

N1∑

n=1

P∑

p=1

= [Bb
spmnϕ

(m)(n)
bpx1x2

+Bd
spmnϕ

(m)(n)
dpx1x2

] = fbds

s = 1, 2, ..., sb0 < P, x ∈ ∂Ωb ∩ ∂Ωd, M1 < M, N1 < N, b, d = 1, 2, ..., B.Äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èññëåäóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ìåäëåííî ðàñòóùèõ îáîá-ùåííûõ �óíêöèé Hs(Ω), îïèñàííûõ â [2, 3℄. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1) â îáùåì âè-äå [4℄ îïèñûâàþò ñëó÷àé êîíòàêòà áëîêîâ, êîãäà íà îáùèõ ãðàíèöàõ ïðèíèìàåòñÿóñëîâèå ñîâïàäåíèÿ íåîáõîäèìûõ êîìïîíåíò �èçè÷åñêèõ ïîëåé, åñëè ó÷èòûâàþò-ñÿ íå òîëüêî óïðóãèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè f = 0 óñëîâèÿ (1)áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàâåíñòâà íà îáùåé ãðàíèöå ðåøåíèé èèõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ãðàíèö áëîêîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ îáùèìè íè ñ êàêèì äðóãèìáëîêîì, ïðèíèìàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ðàáî-òàõ [2, 3℄. Ñëåäóÿ àëãîðèòìó äè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà �àêòîðèçàöèè, êðàåâàÿçàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà [4℄:
Kb(α)Φb =

∫

∂Ωb

ωb, Kb(α) ≡ −Kb(−iα1,−iα2) = ‖kbnm(α)‖, b = 1, 2, ..., B.Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîäðîáíî èçëîæåííûå â [2, 3℄, ïîëó÷àåìâ ñëó÷àå áëîêîâ, çàíèìàþùèõ âûïóêëûå îáëàñòè, ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â êàæ-äîì áëîêå â âèäå
ϕb(x

ν) =
1

4π2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(K−1
rb (αν2)K

−1
b (αν2))

∫

∂Ω

ωbexp(−i〈αν2xν2〉)dαν1dαν2 , xν ∈ Ωb (2)Â òîì ñëó÷àå, êîãäà áëîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóïðîñòðàíñòâî èëè ñëîèñòóþñðåäó, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïñåâäîäè��åðåíöèàëü-íûå óðàâíåíèÿ âûðîæäàþòñÿ â àëãåáðàè÷åñêèå, ïîñëå îáðàùåíèÿ êîòîðûõ ðåøåíèå



Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ âíóòðåííèõ ïîëîñòåé â óïðóãîì ñëîå 191ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â êîíå÷íîì âèäå [2, 3℄. Åñëè ðàññìàòðèâàåìûé áëîê íå ÿâ-ëÿåòñÿ âûïóêëûì òåëîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïðèìåíèòüìåòîä îáîáùåííîé �àêòîðèçàöèè [5℄.Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòè íà âòîðîì ýòàïå ïðèâîäèò ê çàäà÷åìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè ìåæäó ýòàëîííûì ïîëåì ñìåùåíèé è ïðîáíûìïîëåì ñìåùåíèé, îïðåäåëÿåìûì ïðåäïîëàãàåìûìè ïàðàìåòðàìè ïîëîñòåé [9℄.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà ïîâåðõíîñòè áëî÷íîé ñòðóêòóðû xjèçâåñòíû èç �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà èëè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿïåðåìåùåíèé u(xj, 0) = g(xj). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè íåèçâåñòíûõïàðàìåòðîâ ïîëîñòè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ (2) è ìèíèìèçàöèè íåâÿ-çîê, îïðåäåëåííûõ â òî÷êàõ çàìåðîâ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñû:
min

∑

j

‖g(xj) − u(xj)‖ (3)Íåÿâíûì îáðàçîì â âûðàæåíèå (3) âõîäÿò ïàðàìåòðû áëî÷íîé ñòðóêòóðû. Äîïîë-íèòåëüíî íåîáõîäèìî íàëîæèòü íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà äèàïàçîí äîïóñòèìûõèçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ áëîêîâ, ïîëîñòåé è èõ ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõ-íîñòíîãî èñòî÷íèêà. Ïîñêîëüêó ðàñ÷åò (2) âîçìîæåí òîëüêî ÷èñëåííî, òî öåëåâàÿ�óíêöèÿ â (3) èìååò òèï ÷åðíîãî ÿùèêà, äëÿ åå îïòèìèçàöèè òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèåñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòìîâ. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçà-öèè èñïîëüçîâàëèñü êàê ìåòîäû ñëó÷àéíîãî ãëîáàëüíîãî ïîèñêà - ãåíåòè÷åñêèåàëãîðèòìû [7℄, òàê è ìåòîäû ãëîáàëüíîãî èëè ëîêàëüíîãî ïîèñêà [8℄. Ïîñêîëüêóêàæäàÿ ïîëîñòü îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè, ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçà-öèè (3) òðåáóåò ìíîãîêðàòíîãî âû÷èñëåíèé (2), ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè îçíà÷àåòíåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü ïîâåðõíîñòíûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ïîëîñòåé ñ çàäàííûìèïàðàìåòðàìè (ïðÿìàÿ çàäà÷à), à çàòåì ñðàâíèâàòü èõ ñ èçâåñòíûìè äàííûìè. Äëÿðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà. Ïåðâûéîñíîâàí íà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðà-ëîâ Ôóðüå, ÷åðåç êîòîðûå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåøåíèå â ÌÁÝ (2). Âòîðîé ïîäõîäñâÿçàí ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà èòåðàöèé çà ñ÷åò óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñòðàòåãèé îï-òèìèçàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäå ñ ïîëîñòüþ èçâåñò-íîé êîí�èãóðàöèè, ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåìåùåíèé íàîñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäëîæåííûé â [6℄. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâà-ëàñü çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â áåñêîíå÷íîé ïî ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòåïîëîñå, òðåáóåòñÿ âûáðàòü â êîíå÷íîé ñòðóêòóðå óñëîâèÿ íà óäàëåííûõ ãðàíèöàõñïåöèàëüíûì îáðàçîì, íå äîïóñêàþùèì îòðàæåíèÿ âîëí. Èñõîäíûé áåñêîíå÷íûéñëîé ìîäåëèðóåòñÿ êîíå÷íîé îáëàñòüþ ñ âîçðàñòàþùèì ïî ìåðå óäàëåíèåì îò öåí-òðà êîîðäèíàò âíóòðåííèì òðåíèåì.Ïîãðåøíîñòü â ñèìóëèðîâàííûå èçìåðåíèÿ âíîñèëàñü ïðè ïîìîùè ãåíåðèðîâà-íèÿ ñëó÷àéíûõ îòêëîíåíèé. Äîñòèãíóòàÿ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ îòíîñèòåëü-íàÿ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè èìåëà ïîðÿäîêïîãðåøíîñòåé ýòàëîííûõ ñìåùåíèé, äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïîëîñòè ïîãðåøíîñòè áû-ëè â íåñêîëüêî ðàç âûøå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ è àäìèíèñòðàöèèÊðàñíîäàðñêîãî êðàÿ 12-08-00880-à, 13-01-96511-ð-þã-à.
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Î ÏÎÒÅ�Å ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÓÏ�Ó�ÎÉ ÏËÈÒÛ Ñ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÛÌÑ�ÅÄÍÈÌ ÑËÎÅÌÅðåìååâ Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ðåøåíà çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òðåõ-ñëîéíîé ïëàñòèíêè, âíóòðåííèé ñëîé êîòîðîé ïðåäâàðèòåëüíî ñæàò èëè ðàñòÿíóò. Ïðî-âåäåí àíàëèç çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ óñèëèé îò íà÷àëüíûõ äå�îðìàöèé ïðè êîìáèíè-ðîâàííîì íàãðóæåíèè.1. Ââåäåíèå. Â ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ êàê ëèíåéíîé, òàê íåëè-íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè çà îòñ÷åòíóþ êîí�èãóðàöèþ, îò êîòîðîé îòñ÷èòûâàåò-ñÿ äå�îðìàöèÿ, îáû÷íî ïðèíèìàþò åñòåñòâåííîå, íåíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå òåëà.Îäíàêî áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà îòñ÷åòíóþ êîí�èãóðàöèþ íåâîçìîæíî âûáðàòüòàê, ÷òîáû îíà áûëà íåíàïðÿæåííîé äëÿ âñåãî òåëà. Òàêîé ñëó÷àé èìååò ìåñòî,êîãäà òåëî ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûå âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå ñîçäàþòíåñîâìåñòíûå (ðàçðûâíûå) äå�îðìàöèè. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûå âêëþ÷å-íèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ñîåäèíåíèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñ íàòÿãîì, âêîíñòðóêöèÿõ ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè, îáóñëîâëåííûìè ïëàñòè÷åñêèìè äå-�îðìàöèÿìè, íåðàâíîìåðíûì íàãðåâîì, �àçîâûìè ïåðåõîäàìè, íàïûëåíèåì ïî-âåðõíîñòíîãî ñëîÿ è äðóãèìè �àêòîðàìè. Â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ çà îòñ÷åòíóþ êîí-�èãóðàöèþ ñëåäóåò ïðèíèìàòü òàêóþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé äëÿ îäíèõ÷àñòåé òåëà è íàïðÿæåííîé äëÿ äðóãèõ ÷àñòåé.2. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. �àññìîòðèì ñîñòîÿíèå òðåõñëîéíîé ïëèòû ñ íà-÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Â êà÷åñòâå ìîäåëè ìàòåðèàëà ðàññìîòðèì íåîãóêîâ-ñêèé ìàòåðèàë. Ïóñòü ïëèòà èìååò òîëùèíó 2h, âíóòðåííèé ñëîé èìååò òîëùèíó
2h1, è äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïëèòû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:
0 < x1 < a, 0 < x2 < b. Ïóñòü ñðåäíèé ñëîé ðàñòÿíóò â α ðàç âäîëü îñè x1, â βðàç âäîëü îñè x2, à çàòåì ñêðåïëÿåòñÿ ñ îäèíàêîâûìè âåðõíèì è íèæíèì ñëîÿ-ìè. Ïîñëå ýòîãî ïëèòà äå�îðìèðóåòñÿ îäíîðîäíûì îáðàçîì êàê îäíî öåëîå, ïîääåéñòâèåì ñèë, ïðèëîæåííûõ ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.Óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòíîé êîí�èãóðà-öèè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò) [2℄

−∇ · D = 0, D = D(C), (1)ãäå ∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà â îò÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, D � òåíçîð íàïðÿæåíèéÏèîëû, C � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè.Òåíçîðû D è C çàâèñÿò îò âûáîðà îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Ïóñòü ìû èìååìäâå îòñ÷åòíûå êîí�èãóðàöèè κ è κ′, C è C′ � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàäèåíòû äå-�îðìàöèè, îòâå÷àþùèå îäíîé òåêóùåé êîí�èãóðàöèè χ: C : κ → χ, dC′ : κ′ → χ.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè ïðè èç-ìåíåíèè îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè: C = P · C′, P : κ → κ′, ãäå P � ãðàäèåíòäå�îðìàöèè ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ê äðóãîé.



194 Åðåìååâ Â.Â.Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ Ïèîëû â ðàçíûõ îòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöèÿõ
D = (detC)C−1 · T, D′ = (det C′)C′−1 · T.Çäåñü T � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè. Îòñþäà âûâîäèì ñâÿçü ìåæäó D è D′:

D′ = (detP)−1P · D. Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëèòåëè ãðàäèåíòàäå�îðìàöèè â ðàçíûõ îòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöèÿõ è ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè ïåðå-õîäà ðàâíû åäèíèöå: detC = detC′ = detP = 1.Ìîäåëü íåñæèìàåìîãî íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà îòíîñèòåëüíî íåíàïðÿæåíèéîòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì óäåëüíîé ïîòåíöèàëü-íîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè W è òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû
W =

µ

2

[
tr(C ·CT ) − 3

]
, D = µC − pC−T ,ãäå µ� ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, èãðàþùèé ðîëü ìîäóëÿ ñäâèãà, p� äàâëåíèå â íåñæè-ìàåìîì òåëå, íå âûðàæàåìîå ÷åðåç äå�îðìàöèþ.Òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà îòíîñèòåëüíî ïðåäíà-ïðÿæåííîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì,èìååò âèä D′ = µPT · P · C′ − p′C′−T .Äëÿ îäíîðîäíîé äå�îðìàöèè òðåõñëîéíîé ïëèòû ñ ïðåäíàïðÿæåííûì ñðåäíèìñëîåì èìååì P = αi1i1 + βi2i2 + α−1β−1i3i3. Äëÿ êðàéíèõ ñëîåâ îòñ÷åòíàÿ êîí-�èãóðàöèÿ íåíàïðÿæåííàÿ, äëÿ ñðåäíåãî � ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííàÿ, ñ ãðà-äèåíòîì äå�îðìàöèè P. �àññìîòðèì çàäà÷ó î íåâîçìóùåííîì (äîêðèòè÷åñêîì)ñîñòîÿíèè ñîñòàâíîé ïëèòû, ñ÷èòàÿ, ÷òî â ýòîì ñîñòîÿíèè êàæäûé èç ñëîåâ èñïû-òûâàåò îäíîðîäíóþ äå�îðìàöèþ. Òàê êàê ïîñëå ñêëåèâàíèÿ ñëîè äå�îðìèðóþòñÿñîâìåñòíî, èìååì

C = C′ = λ1i1i1 + λ2i2i2 + (λ1λ2)
−1i3i3.Çäåñü λ1, λ2 � êîý��èöèåíòû ðàñòÿæåíèÿ ïëèòû â íàïðàâëåíèÿõ x1 è x2 ñîîò-âåòñòâåííî. Òîãäà óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàþò âèä 2hD1 + h1D

′
1 = 0, 2hD2 +

h1D
′
2 = 0, D′

3 = D3 = 0, ãäå D1, D2, D3 � íàïðÿæåíèÿ â êðàéíèõ ñëîÿõ (äèà-ãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû), D′
1, D

′
2, D

′
3 � íàïðÿæåíèÿ âñðåäíåì ñëîå, êîòîðûå äàþòñÿ �îðìóëàìè

D1 = µλ1 − pλ−1
1 , D2 = µλ2 − pλ−1

2 , D3 = µλ−1
1 λ−1

2 − pλ1λ2,

D′
1 = µ′λ1α

2 − p′λ−1
1 , D′

2 = µ′λ2β
2 − p′λ−1

2 , D′
3 = µ′λ−1

1 λ−1
2 α−2β−2 − p′λ1λ2.Çäåñü µ � ìîäóëü ñäâèãà êðàéíèõ ñëîåâ, µ′ � ìîäóëü ñäâèãà ñðåäíåãî ñëîÿ, p è

p′ � äàâëåíèÿ â ñëîÿõ.Âåëè÷èíû p è p′ íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ âåðòèêàëüíûõ ñîñòàâëÿ-þùèõ íàïðÿæåíèé ñðåäíåãî è êðàéíèõ ñëîåâ è äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè p = µλ−2
1 λ−2

2 ,
p′ = µ′λ−2

1 λ−2
2 α−2β−2. Êîý��èöèåíòû äå�îðìàöèè ïëèòû íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì

λ1 =
(2hµ+ h1µ

′β2)
1
6 (2hµ+ h1µ

′α−2β−2)
1
6

(2hµ+ h1µ′α2)
1
3

,
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�èñóíîê 1 � Êîý��èöèåíò äå�îðìàöèè ïëèòû λ1

�èñóíîê 2 � Êîý��èöèåíò äå�îðìàöèè ïëèòû λ2

λ2 =
(2hµ+ h1µ

′α2)
1
6 (2hµ+ h1µ

′α−2β−2)
1
6

(2hµ+ h1µ′β2)
1
3

.Íà ðèñ. 1 è 2 ïîñòðîåíû ãðà�èêè êîý��èöèåíòîâ äå�îðìàöèè ïëèòû λ1 è λ2 îòíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè ñðåäíåãî ñëîÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ β è α, ñîîò-âåòñòâåííî. Ñóùåñòâåííîãî êà÷åñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà êîý��èöèåíòû äå�îðìàöèèâäîëü îñåé x1 è x2 íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè âäîëü îñåé x2 è x1, ñîîòâåòñòâåííî, íåâûÿâëåíî.3. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ �îðìóëèðîâêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ðàâíî-âåñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [2℄. Ýòîò ìåòîäñîñòîèò â òîì, ÷òî íà èçâåñòíîå ñîñòîÿíèå îäíîðîäíîé äå�îðìàöèè ïëèòû, êî-òîðîå íàçûâàåòñÿ íåâîçìóùåííûì, íàêëàäûâàåòñÿ ìàëàÿ äå�îðìàöèÿ. Ëèíåàðè-çîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âûâîäÿòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â ðÿä ïîñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà η. Ïîëàãàåì R = R0 + ηw, D = D0 + ηḊ + . . .

Ḋ =
d

dη
D(C + η∇w)

∣∣∣∣
η=0

.Çäåñü çíàê ¾0¿ âíèçó îòíîñèòñÿ ê íåâîçìóùåííîìó ñîñòîÿíèþ, R � ðàäèóñ-âåêòîðòî÷åê òåëà â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, w � âåêòîð ìàëûõ äîáàâî÷íûõ ïåðå-ìåùåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ, óäåðæèâàÿ ÷ëåíû òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïàðà-ìåòðà η, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âåêòîðíîé �óíêöèè
w(x1, x2, x3).



196 Åðåìååâ Â.Â.Äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìåþòâèä [3℄
Ḋ = µ∇w − ṗC−T + pC−T · ∇w · C−T . (2)Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ Ḋ′:

Ḋ′ = µA · ∇w − ṗC−T + p′C−T · ∇w ·C−T , A = α2i1i1 + β2i2i2 + (αβ)−2i3i3. (3)Äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà â ÷èñëî ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé âõîäèò óñëîâèåíåñæèìàåìîñòè, ëèíåàðèçîâàííàÿ âåðñèÿ êîòîðîãî èìååò âèä
tr(C−1 · ∇w) = 0. (4)Òàêèì îáðàçîì, ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû ñîñòîèò èçóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (1), â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ (2) äëÿ âíåøíèõ ñëîåâ è (3) äëÿ âíóòðåííåãî ñëîÿ, ëèíåàðèçîâàííîåóñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (4), äîïîëíåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè, êîòîðûå çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.Íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè òðåõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 â êàæäîì ñëîå ÿâëÿþòñÿñëåäóþùèå: wk, ṗ (k=1, 2, 3). Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ðåøåíèå ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå

w1 = W1(x3) cos
nx1

a
sin

mx2

b
, w2 = W2(x3) sin

nx1

a
cos

mx2

b
,

w3 = W3(x3) sin
nx1

a
sin

mx2

b
, ṗ = P (x3) sin

nx1

a
sin

mx2

b
,

(5)
m,n = 0, 1, 2, 3, . . .. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëåé, çàâèñÿùèõ îò x3. Åå ðå-øåíèå âåñüìà ãðîìîçäêî è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ïîäñòàíîâêà íàéäåííîãî ðåøåíèÿâ êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó êðèòè÷åñêèå äå�îðìà-öèè, âèäà D(λ1, λ2;α, β, h, h1, µ, µ

′, m, n) = 0.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà âíà÷àëå ðàññìîòðåíàîäíîñëîéíàÿ ïëèòà. Ïîêàçàíî, ÷òî íàáëþäàåòñÿ î÷åíü õîðîøåå ñîâïàäåíèå ïðèìàëûõ òîëùèíàõ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè ïëàñòèí [1℄. Ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíûïëàñòèíêè íàáëþäàþòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûå ðàñõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ óñèëèé,ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå òðåõìåðíîé è äâóìåðíîé òåîðèé.�àññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòèäëÿ òðåõñëîéíîé ïëèòû. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ Nk =
∫ h
−h
Dkkdx3äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî óäëèíåíèÿ α è β. Âèäíî, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñòÿ-æåíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ. Òàêæå ïîêàçàíû çíà÷åíèÿêðèòè÷åñêèõ óñèëèé êàê �óíêöèé íîìåðà ìîäû âûïó÷èâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíû çíà-÷åíèÿ: h = 0.01; h1 = 0.005; µ = µ′ = 1.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿ-æåíèé íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè òðåõñëîé-íîé ïðåäíàïðÿæåííîé ïëèòû ïðè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì íàãðóæåíèè â óñëîâèÿõïëîñêîé äå�îðìàöèè ðåøåíà ðàíåå [4℄.Àâòîð áëàãîäàðèò Ë.Ì.Çóáîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038).
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�èñóíîê 3 � Êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ N1, N2 äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ α, β è ðàçëè÷íûõìîä âûïó÷èâíèÿ m, n

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âîëüìèð À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà, 1967. 984 ñ.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1990. 512 ñ.[3℄ Çóáîâ Ë.Ì. Âûïó÷èâàíèå ïëàñòèíîê èç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ïðè à��èííîéíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè // ÏÌÌ. 1970. Ò.34. Âûï. 4. Ñ. 632�642.[4℄ Åðåìååâ Â. Â.Î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òðåõñëîéíîé íåëèíåéíî óïðóãîé ïîëîñû ñ ïðåä-âàðèòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè // Òðóäû XV ìåæä. êîí�. �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìûìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû�. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçäàòåëüñòâî ÞÔÓ. 2011. Ò. 2. Ñ. 66�70.Eremeev V.V. On the stability of three-layered non-linear elasti
 plate with prestressedmiddle layer . Within the framework of the three-dimensional nonlinear elasti
ity we 
onsiderthe in�nitesimal stability of a three-layered plate with prestressed internal layer. Thedependen
e of 
riti
al loads on the initial strains under 
ombined loading is analyzed.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÅÆÈÌÎÂ ÝÊÑÏËÓÀÒÀÖÈÈ ÊÎËÅÖÈÇ ÒÅ�ÌÎ�ÀÑØÈ�ÅÍÍÎ�Î ��ÀÔÈÒÀÂ Ê�ÀÍÀÕ Ñ ÓÏËÎÒÍÅÍÈÅÌ ÏÎ ØÒÎÊÓÇàéöåâ À.Â.1, Èñàåâ Î.Þ.2, Êàðàâàåâ Ä.Ì.1,Ñìèðíîâ Ä.Â.2, Õàíîâ À.Ì.1
1Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

2ÎÎÎ ¾Ñèëóð¿, Ïåðìü�àçðàáîòàíà ìîäåëü íà÷àëüíîãî ðåæèìà ðàáîòû èçãîòàâëèâàåìûõ êðóïíîñåðèéíûìèïàðòèÿìè êîëåö èç Ò��, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü íîâûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ êðàå-âûõ çàäà÷ äëÿ óïëîòíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è èõ ïàêåòîâ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ïðîâåäåíà îöåíêà íà÷àëüíîé ïðî÷íîñòè ïî ñîâîêóïíîñòè êðèòåðèåâ. Ïîëó÷åííûå èç âû-÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàííûå î ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ îáëàñòåé, â êîòîðûõ íà÷è-íàåòñÿ ðàçðóøåíèå Ò��, ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, íàáëþäàåìûìè ïðè ýêñïëóàòàöèèêðàíîâ ñ óïëîòíåíèÿìè ïî øòîêó.Òåðìîðàñøèðåííûé ãðà�èò (Ò��) � óíèêàëüíûé íàíîñòðóêòóðèðîâàííûé ìà-òåðèàë, êîòîðûé âíå çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè (ïîâûøåííûå òåìïå-ðàòóðû, òåðìîöèêëèðîâàíèå, âðåìÿ êîíòàêòà ñ àãðåññèâíûìè ñðåäàìè) îáëàäàåòâûñîêîé òåðìî-õèìè÷åñêîé ñòîéêîñòüþ, íèçêèì êîý��èöèåíòîì òðåíèÿ, âûñîêè-ìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Óïëîòíèòåëüíûå ýëåìåíòû (ÓÝ) èç Ò�� íàäåæíû è íåòðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî óïëîòíåíèÿ ïðè ýêñïëóàòàöèè, ðàáîòàþò ïðè òåìïåðà-òóðàõ äî 560◦Ñ è äàâëåíèè 40,0 ÌÏà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîåâíåäðåíèå ÓÝ èç Ò�� íà ïðåäïðèÿòèÿõ è ïðîìûøëåííûõ îáúåêòàõ àýðîêîñìè÷å-ñêîãî, ìåòàëëóðãè÷åñêîãî, íå�òåãàçîâîãî è õèìè÷åñêîãî êîìïëåêñîâ, ïðåäïðèÿòèéýíåðãåòèêè è ÆÊÕ. Òðàäèöèîííûå ñïîñîáû îòðàáîòêè ÓÝ èç Ò�� (íà íàòóð-íûõ êîíñòðóêöèÿõ è îïûòíûõ îáðàçöàõ) íåîïðàâäàíû âñëåäñòâèå âûñîêîãî ðèñêàâîçíèêíîâåíèÿ àâàðèé, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ñåðüåçíûì ýêîëîãè÷åñêèì è ýêîíîìè-÷åñêèì óùåðáîì. Ïîýòîìó áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ Ò��, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòüòåïëî�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî ìàòåðèàëà, îïèñûâàòü ïîâåäåíèå, ïðî-åêòèðîâàòü íîâûå ÓÝ è ïàêåòû ÓÝ, îïòèìàëüíî ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì íà-ãðóæåíèÿ êîíêðåòíîãî óçëà èëè àãðåãàòà [1, 2℄.�àññìàòðèâàëèñü êîëüöåâûå ÓÝ è ïàêåòû èç äâóõ îäèíàêîâûõ ÓÝ, êàæäûéèç êîòîðûõ ÿâëÿë
ÿ òîëñòîñòåííûì, îãðàíè÷åííûì ïî âûñîòå h, îäíîðîäíûìòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì öèëèíäðîì ñ îñüþ ñèììåòðèè áåñêîíå÷íîãî ïîðÿä-êà z (0 6 z 6 h), ñîâïàäàþùåé ñ îáðàçóþùåé. Ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ öèëèíäðîâîãðàíè÷åíû äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè a è b (a < b).Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÓÝ (èëè ïàêåòà ÓÝ)ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî Ò�� ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì ìàòåðèàëîì, âíåøíåå òåðìî-ñèëîâîåâîçäåéñòâèå íà êîòîðûé ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íî ìàëîìó èçìåíåíèþ îáúåìà è �îð-ìû �èçè÷åñêèõ òî÷åê. Êðàåâàÿ çàäà÷à ñîñòîÿëà èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â îòñóò-ñòâèå ìàññîâûõ ñèë, ãåîìåòðè÷åñêèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, çàïèñàííûõ âöèëèíäðè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, à òàêæå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.



Ìîäåëèðîâàíèå ðåæèìîâ ýêñïëóàòàöèè êîëåö èç Ò�� 199�åøåíèå óêàçàííîé êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿëîñü ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ. Òåñòèðîâàíèå êîíå÷íîýëåìåíòíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâîäèëîñü íà îñ-íîâå ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííûõ ñ ïîëó÷åííûìè íîâûìè òî÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðå-øåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïî âûñîòå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõòîëñòîñòåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë: î ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðûïðè íàëè÷èè èçîòåðìè÷åñêèõ áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé è ðàâíîâåñèè ñ çàäàííûìè íàâíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè óñëîâèÿìè êîíòàêòà ñ òðåíèåì.Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íà èçîòåðìè÷åñêèõ âíóòðåííåé è âíåøíåé áîêîâûõ ïî-âåðõíîñòÿõ ÓÝ è ïàêåòà ÓÝ áûëè çàäàíû ïîñòîÿííûå òåìïåðàòóðû âûñîêîàãðåñ-ñèâíûõ è ðåàêöèîííîñïîñîáíûõ ãàçîâ èëè æèäêîñòåé Tint è îêðóæàþùåé ñðå-äû Text. Âíåøíÿÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñîïðèêàñàåòñÿ ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþñàëüíèêîâîé êàìåðû òàê, ÷òî èñêëþ÷àþòñÿ ðàäèàëüíûå, îñåâûå è îêðóæíûå ïå-ðåìåùåíèÿ. Íà ó÷àñòêå îòäåëüíîãî ÓÝ èëè ïàêåòà, êîíòàêòèðóþùåì ñ íàæèìíîéâòóëêîé, çàäàâàëîñü â íàïðàâëåíèè îáðàçóþùåé òîðöåâîå äàâëåíèå ãåðìåòèçàöèè
pfrontzz (îäíîðîäíîñòü ýòîãî äàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèæèìíûìè áîëòàìè) è îò-ñóòñòâèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Íà ó÷àñòêå òîðöåâîé ïîâåðõíîñòè, êîíòàêòè-ðóþùåé ñ ãðàíäáóêñîé, îãðàíè÷åííîì äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ñðàäèóñàìè a è d (a < d), çàäàâàëîñü îäíîðîäíîå ðàáî÷åå äàâëåíèå pworkzz , à íà ó÷àñò-êå òîé æå ïîâåðõíîñòè, íî îãðàíè÷åííîì îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè d è b (d < b)� èñêëþ÷àëèñü ïåðåìåùåíèÿ â ðàäèàëüíîì, îñåâîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ.Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ó÷àñòêàì òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòåé, çàêðåïëÿëèñü òàê, ÷òîîêàçûâàëèñü íå ñïîñîáíûìè ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëà-ãàÿ äâèæåíèå øòîêà âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíûì, çàäàâàëîñü îäíîðîäíîå ðàñïðå-äåëåíèå îñåâûõ ïåðåìåùåíèé ±uintz íà âíóòðåííåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ÓÝ (çíàêïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ øòîêà: ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå� â ñòîðîíó íàæèìíîé âòóëêè, îòðèöàòåëüíîå � â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëå-íèè). Íà ó÷àñòêå ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà êîëåö, âõîäÿùèõ â ïàêåò, ïðåäïîëàãàëîñüðàâåíñòâî òåìïåðàòóð è òåïëîâûõ ïîòîêîâ, à òàêæå èäåàëüíîå ñîïðÿæåíèå, ïðî-ñêàëüçûâàíèå èëè êîíòàêò ñ êóëîíîâñêèì òðåíèåì.�àññìàòðèâàëñÿ íà÷àëüíûé ðåæèì ðàáîòû èçãîòàâëèâàåìûõ êðóïíîñåðèéíû-ìè ïàðòèÿìè ÓÝ (èñïîëüçóþòñÿ â êðàíàõ ñ óïëîòíåíèÿìè ïî øòîêó), âíóòðåííèé,âíåøíèé ðàäèóñû è âûñîòà êîòîðûõ ðàâíû a = 15,0 ìì, b = 22,5 ìì, à h = 8,0 ììñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêåìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ANSYS 12.0 òåìïåðàòóðûðàáî÷åé è îêðóæàþùåé ñðåä ïðèíèìàëèñü ðàâíûìè Tint = 300◦C, Tint = 550◦C è
Text = 20◦C. �àáî÷åå äàâëåíèå è òîðöåâîå äàâëåíèå ãåðìåòèçàöèè íà ïîâåðõíî-ñòè êîíòàêòà ñ íàæèìíîé âòóëêîé áûëè ðàâíû pworkzz = 40,0 ÌÏà è pfrontzz = 2pworkzz .Óïðóãèå è òåïëî�èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå Ò�� îïðåäåëÿëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî [4℄èëè âûáðàëèñü ñëåäóþùèìè [3℄: E = 9,04 �Ïà è Ê = 0,75 �Ïà � ìîäóëè Þíãà,
ν = 0,03 è ν̂ = 0,05 � êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà, G = 0,47 �Ïà è Ĝ = 0,35 �Ïà �ïîïåðå÷íûé è ïðîäîëüíûé ìîäóëè ñäâèãà; α = 1,21 · 10−6 Ê−1è α̂ = 2,77 · 10−6 Ê−1;
λ = 122,0 Âò/(ì ·Ê) è λ̂ = 87,0 Âò/(ì ·Ê) ïðè Tint = 300◦C, λ = 90,0 Âò/(ì ·Ê)è λ̂ = 70,0 Âò/(ì ·Ê) ïðè Tint = 550◦C � êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè èëèíåéíîãî òåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè è íàïðàâëåíèè îáðà-çóþùåé.



200 Çàéöåâ À.Â., Èñàåâ Î.Þ., Êàðàâàåâ Ä.Ì., Ñìèðíîâ Ä.Â., Õàíîâ À.Ì.Áûëè ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû îïðåäåëåíèÿ çíà-÷åíèé íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé [5℄
j(1)
σ = (σrr + σθθ)/2, j(2)

σ = σzz, (1)
j(3)
σ =

[
(σrr − σθθ)

2 + 4σ2
rθ

]1/2
, j(4)

σ =
[
σ2
rz + σ2

θz

]1/2îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñòèìûõ íàä öèëèíäðè÷åñêèòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì òåëîì ñ îñüþ ñèììåòðèè z áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.Ýòè èíâàðèàíòû îïðåäåëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè (ðàäèàëüíûå σrr, îêðóæíûå σθθ èïðîäîëüíûå σzz) è êàñàòåëüíûìè σrz, σθz è σrθ êîìïîíåíòàìè. Íåñìîòðÿ íà òî,÷òî ýòè âåëè÷èíû ïîçâîëÿþò îïèñàòü ìåõàíèçìû ðàçðóøåíèÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî òåëà (ïîòåðÿ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè îò ðàñòÿæåíèÿ èëè ñæàòèÿ â ïëîñ-êîñòè èçîòðîïèè èëè îñåâîì íàïðàâëåíèè, îò ïîïåðå÷íîãî èëè ïðîäîëüíîãî ñäâè-ãà), èõ âû÷èñëåíèå â ïàêåòå ANSYS 12.0 íå ïðåäóñìîòðåíî.�åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 1 ïîçâîëèëè ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òîíàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíûìè ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû ðàáî÷åé ñðåäû Tint ÿâëÿ-þòñÿ ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé èíâàðèàíòû. Êðîìå òîãî, èçìåíåíèå óñëîâèéíà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ÓÝ èç Ò�� ñ èäåàëüíîãî ñîïðÿæåíèÿ íà ñêîëüæåíèåïðè îäíîé è òîé æå Tint ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ìàêñèìàëüíûõ ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå çíà÷åíèé j
(1)
σ , j(3)

σ è j(4)
σ , à òàêæå ñíèæåíèþ j

(2)
σ . Îáðàòèì âíèìàíèå íàòî, ÷òî íè îäíî èç ïðèâåäåííûõ â òàáë. 1 çíà÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò êðèòè÷åñêèå

j
(1) 
r
σ = 173,3 ÌÏà, j(2) 
r

σ = 138,4 ÌÏà, j(3) 
r
σ = 138,8 ÌÏà è j

(4) 
r
σ = 84,2 ÌÏà(ýòè âåëè÷èíû âû÷èñëåíû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûì ïðî÷íîñòíûì ïî-ñòîÿííûì â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè: S− = 173,3 ÌÏà è τmax = 69,4 ÌÏà; â îñåâîìíàïðàâëåíèè ⌢

S
−

= 138,4 ÌÏà è ïðîäîëüíîì ñäâèãå ⌢
τmax = 59,5 ÌÏà).Òàáëèöà 1 � Ìàêñèìàëüíûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå (ÌÏà) çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ òåí-çîðà íàïðÿæåíèé â ïàêåòàõ ÓÝ èç Ò�� ïðè âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè øòîêà

Tint,oC Äâèæåíèå â ñòîðîíó íàæèìíîéâòóëêè Äâèæåíèå îò íàæèìíîé âòóëêè
j
(1)
σ j

(2)
σ j

(3)
σ j

(4)
σ j

(1)
σ j

(2)
σ j

(3)
σ j

(4)
σ300 6,3 57,4 10,5 73,6 6,5 57,6 10,7 66,1550 7,2 57,4 12,1 80,5 7,3 57,6 12,3 72,8Èäåàëüíîå ñîïðÿæåíèå ÓÝ â ïàêåòå Ñêîëüæåíèå íà êîíòàêòàõ ÓÝâ ïàêåòå300 6,7 57,3 12,2 76,3 7,2 57,1 14,3 78,5Ïðîàíàëèçèðîâàâ �àêòîðû, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëå-íèÿ íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ (1) â òî÷êàõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ÓÝ, âõîäÿùèõ âïàêåò (òîëùèíà, êîëè÷åñòâî êîëåö â ñàëüíèêîâîé êàìåðå), áûëà ïðîâåäåíà îöåíêàâëèÿíèÿ ìåõàíèçìîâ ðàçðóøåíèÿ íà íà÷àëüíóþ ïðî÷íîñòü è ñðàâíåíèå ðàçëè÷-íûõ ðåæèìîâ âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ øòîêà (äâèæåíèå â ñòîðîíóíàæèìíîé âòóëêè è â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè). Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëå-íû ðàñïðåäåëåíèÿ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî èíâàðèàíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ÓÝ
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�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå òðåòüèõ j
(3)
σ (à) è ÷åòâåðûõ j

(4)
σ (á) èíâàðèàíòîâ òåíçîðàíàïðÿæåíèé â ÓÝ èç Ò�� ïðè Tint = 550◦Cèç Ò�� ïðè äâèæåíèè øòîêà â ñòîðîíó íàæèìíîé âòóëêè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òîìàêñèìàëüíûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íàáëþäàþòñÿ âáëèçè âíóòðåííåé áîêîâîéïîâåðõíîñòè ÓÝ, êîíòàêòèðóþùåé ñî øòîêîì, íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ j(3)

σ èìåþò ìå-ñòî íà âíåøíåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, à j(4)
σ � åùå è íà ó÷àñòêå, êîíòàêòèðóþùåìñ íàæèìíîé âòóëêîé.Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ òðåòüåãî èíâàðèàíòà â ïàêåòå èçäâóõ ÓÝ ïðè òåìïåðàòóðå ðàáî÷åé ñðåäû Tint = 300◦C. Íà ãðàíèöå êîíòàêòà êî-ëåö áûëè çàäàíû óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Êàê âèäèì, íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ j(3)

σèìåþò ìåñòî íà âíåøíåé è âíóòðåííåé áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ â îáëàñòÿõ, ïðè-ìûêàþùèõ ê íàæèìíîé âòóëêå è ãðàíèöå êîíòàêòà ÓÝ â ïàêåòå. Ïîýòîìó ñëàáîåñîïðîòèâëåíèå Ò�� ñäâèãîâîìó âîçäåéñòâèþ â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè ÿâëÿåòñÿ îñ-íîâíîé ïðè÷èíîé íàáëþäàåìîé ïðè ýêñïëóàòàöèè êðàíîâ ñ óïëîòíåíèåì ïî øòîêóïîòåðè ãåðìåòèçàöèè è ðàçðóøåíèÿ íà îòìå÷åííûõ ó÷àñòêàõ.Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîçâîëèëè îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå äàâëå-íèÿ ãåðìåòèçàöèè, îáîñíîâàòü ðåêîìåíäàöèè ïî âíåñåíèþ èçìåíåíèé â ñóùåñòâó-þùèå êîíñòðóêöèè ïàêåòîâ ÓÝ, à òàêæå ðàçðàáîòàòü îñíîâû äëÿ ñîçäàíèÿ ìåòîäèê
0,01

0,17

0,33

0,48

0,69

0,80

0,95

1,11

1,27

1,43

0,01

0,28

0,55

0,83

1,10

1,37

1,64

1,91

2,18

2,45

МПа
( )

,1,0
3

sj

�èñóíîê 2 � �àñïðåäåëåíèå òðåòüèõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ïàêåòå ÓÝ èçÒ�� ïðè âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè øòîêà: îò íàæèìíîé âòóëêè (à) è â ñòî-ðîíó íàæèìíîé âòóëêè (á) ïðè Tint = 550◦C



202 Çàéöåâ À.Â., Èñàåâ Î.Þ., Êàðàâàåâ Ä.Ì., Ñìèðíîâ Ä.Â., Õàíîâ À.Ì.óòî÷íåííîãî ïðî÷íîñòíîãî àíàëèçà äëÿ èíæåíåðîâ-êîíñòðóêòîðîâ, ó÷èòûâàþùèõàíèçîòðîïèþ òåïëî�èçè÷åñêèõ, äå�îðìàöèîííûõ è ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ Ò�� èðåàëüíûå ìåõàíèçìû ðàçðóøåíèÿ. Íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò � çàâèñèìîñòü çíà÷å-íèé èíâàðèàíòîâ îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ øòîêà áûë îáúÿñíåí íà îñíîâå àíàëèçàïîëó÷åííîãî àâòîðàìè [6℄ íîâîãî òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàâ-íîâåñèè îãðàíè÷åííûõ ïî äëèíå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë,íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ çàäàíû óñëîâèÿ êîíòàêòà ñ òðåíèåì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �ÔÔÈ�Óðàë � 11�01�96033).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëîâà Ì. Þ., Ìàëêîâà È. À., Êóçèíîâà Ò. Ì., Êîëûøêèí À. Ñ., Èñàåâ Î. Þ.Ìîäè�èöèðîâàííûå óïëîòíåíèÿ èç òåðìîðàñøèðåííîãî ãðà�èòà // Àðìàòóðîñòðî-åíèå. 2006. � 3. Ñ. 67-71.[2℄ Áåëîâà Ì. Þ., Èñàåâ Î. Þ., �îçîâñêèé À. Ñ., Ñìèðíîâ Ä. Â. Óïëîòíåíèÿ èçòåðìîðàñøèðåííîãî ãðà�èòà: óñëîâèÿ áåçîïàñíîãî ïðèìåíåíèÿ â ñðåäå æèäêîãî èãàçîîáðàçíîãî êèñëîðîäà // Àðìàòóðîñòðîåíèå. 2006. � 2. Ñ. 70�75.[3℄ Çàéöåâ À. Â., Çëîáèí Í. �., Èñàåâ Î. Þ., Ñìèðíîâ Ä. Â. Ìîäåëèðîâàíèå óñëî-âèé ýêñïëóàòàöèè è óòî÷íåííûé ïðî÷íîñòíîé àíàëèç óïëîòíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ èçòåðìîðàñøè-ðåííîãî ãðà�èòà // Âåñòíèê ÏÍÈÏÓ. Ìåõàíèêà. 2012. � 4. Ñ. 5�19.[4℄ Êàðàâàåâ Ä. Ì., Õàíîâ À. Ì., Äåãòÿðåâ À. È., Ìàêàðîâà Ë. Å., Ñìèðíîâ Ä. Â.,Èñàåâ Î. Þ. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà íà îñíîâå òåðìî-ðàñøèðåííîãî ãðà�èòà // Èçâ. Ñàìàðñêîãî ÍÖ �ÀÍ. 2012. Ò. 14, � 1. Ñ. 562�564.[5℄ Ïîáåäðÿ Á. Å. Ìåõàíèêà êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1984. 336 ñ.[6℄ Çàéöåâ À. Â., �îãîâ Ä. Ñ. Ìîäåëèðîâàíèå íà÷àëüíîãî ðåæèìà ðàáîòû êîëüöà èçòåðìî-ðàñøèðåííîãî ãðà�èòà â êðàíàõ ñ óïëîòíåíèåì ïî øòîêó // Èçâ. ÑàìàðñêîãîÍÖ �ÀÍ. 2012. Ò. 14, � 1. Ñ. 1235�1238.Zaitsev A.V., Isaev O.Yu., Karavaev D.M., Smirnov D.V., Khanov A.M.Mathemati
al model for des
ribing behavior of �exible graphite o-ring seals under theirexploitation in stop valves. The in�uen
e of thermofor
e loading 
onditions on the 
hara
terof stress-strain distributions along 
ross-se
tions of FG o-ring seals and their pa
ks has beeninvestigated. FEM Cal
ulations have been made of estimation of damage me
hanisms a�e
tionon strength, of a 
omparison of di�erent loading modes, height and 
onditions on 
onta
tsurfa
es between seals on the maximum values of radial, hoop, axial, and shear stresses. Thelo
ations of damaged domains obtained from experiments 
orrespond with the results of o-ringseals exploitation.



ÒÅÎ�ÅÌÀ Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎËÅÉÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉ È ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉÂ ÂÛÑÎÊÎÏÎ�ÈÑÒÛÕ ÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÅÍÀÕ,ÊÅ�ÀÌÈÊÀÕ È ÁÈÎÊÎÌÎÇÈÒÀÕÇàéöåâ À.Â., Êîêøàðîâ Â.Ñ., Ñîêîëêèí Þ.Â.Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòÂ ðàìêàõ ïîëèäèñïåðñíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ ñ�îðìóëèðîâàíà è äîêàçà-íà òåîðåìà î çíàêå ïðîèçâîäíîé ìîìåíòíîé �óíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ïîëåéíàïðÿæåíèé è/èëè äå�îðìàöèé â 2D è 3D âûñîêîïîðèñòûõ ìàòåðèàëàõ â òî÷êàõ, ñîîò-âåòñòâóþùèõ íóëåâîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà. Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ èçîòðîïèÿ ýòèõ ïîëåé,ïîêàçàíî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ðàçìåðà ïîð íà çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé.Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìíîãîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà âûñîêîïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ èáèîêîìïîçèòîâ (ïåíû, ìåòàëëè÷åñêèå ãóáêè, òðàáåêóëÿðíàÿ êîñòíàÿ òêàíü) ïðî-ÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àéíîñòè õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ, �îðìû è âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-íèÿ ïîð. Ïðîãíîçèðîâàíèå ý��åêòèâíûõ äå�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ è îïðåäåëå-íèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé âêîìïîíåíòàõ ýòèõ ìàòåðèàëîâ ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèíåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êîòîðûõ òðå-áóþòñÿ �îðìóëèðîâêà ðàçëè÷íûõ ãèïîòåç î õàðàêòåðå ïàðíîãî è ìíîãî÷àñòè÷íîãîâçàèìîäåéñòâèÿ â àíñàìáëå ïîð.Íà îñíîâå äîêàçàííûõ òåîðåì î ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå óñëîâíûõ âåðîÿòíî-ñòåé [1, 2℄ ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîãîòî÷å÷íûõ ìî-ìåíòíûõ �óíêöèé ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû êîìïîçèòîâ ñ êðóãëûìè â ïîïåðå÷íîìñå÷åíèè òóííåëüíûìè è ñ�åðè÷åñêèìè ïîðàìè (2D è 3D ïîðèñòûå ìàòåðèàëû),êîòîðûé ïîçâîëèë çàïèñàòü âûðàæåíèÿ â âèäå ðÿäîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëå-íîâ è ðàçðàáîòàòü âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû. Ïðîãðàìì-íàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå ðàçðàáîòàííûõ íà îñíîâå êîìïëåêñíîãîïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà êëàñòåðíîãî è âåéâëåò àíàëèçà ïðîöåäóð èäåíòè�èêàöèè èêëàññè�èêàöèè �àç ïîçâîëèëà âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé, îïðå-äåëèòü ñòîõàñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ñòðóê-òóð, à òàêæå ñ�îðìóëèðîâàòü íîâûé êðèòåðèé îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ 2D è 3D ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ. Äåòàëüíûé àíàëèç ñõî-äèìîñòè ðÿäîâ ïîçâîëèë òàêæå èññëåäîâàòü òàêèå çàêîíîìåðíîñòè, êàê íàëè÷èåèëè îòñóòñòâèå ëîêàëüíîñòè, à òàêæå ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà � êâàçèäåòåðìèíèðî-âàííûõ (ý��åêò ñàìîîðãàíèçàöèè) è ïåðèîäè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ â ñëó÷àéíûõïîëÿõ ñòðóêòóðû. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ è ïðîàíàëèçèðîâàíî âëè-ÿíèå çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàþùèõ ðàçáðîñ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ïîðíà ïðîèçâîäíûå ìîìåíòíûõ �óíêöèé ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû êîìïîçèòîâ â òî÷êàõ,ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì (ïî ìîäóëþ) çíà÷åíèÿì àðãóìåíòîâ. Èç ýòèõ âûðàæå-íèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ áåçóñëîâíûõ âòîðîãî è óñëîâíûõ äâóõòî÷å÷íûõ ìîìåíòíûõ�óíêöèé òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òóííåëüíûå è



204 Çàéöåâ À.Â., Êîêøàðîâ Â.Ñ., Ñîêîëêèí Þ.Â.ñ�åðè÷åñêèå ïîðû èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð, ïðè ëþáûõ îáúåìíûõ íàïîëíåíèÿõè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ñëåäóþò ðàâåíñòâà, âïåðâûå ïîëó÷åííûå Ï. Äåáà-åì [3℄.Åñëè âíóòðè �ðàãìåíòà íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ìîæíî âûäåëèòü îáëàñòè,â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ñòðóêòóðíûå ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ïîñòîÿííû, òîïðåäëîæåííûé ìåòîä, ïîñëå îáîáùåíèÿ [4, 5℄, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïîñòðîå-íèÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé ýòèõ ïîëåé.Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ïðîîáðàçîì �ðàãìåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé êîíêðåò-íóþ ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîëåé íàïðÿ-æåíèé è äå�îðìàöèé, ðàçáèòûé íà ïîäîáëàñòè, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ èññëåäóåìûåïîëÿ ïîñòîÿííû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîîáðàç óñëîâíî íåïîäâèæåí.Îïðåäåëåíèå 2. Ôðàãìåíò, ãåîìåòðè÷åñêè èäåíòè÷íûé ïðîîáðàçó è ñîäåðæà-ùèé èí�îðìàöèþ î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé,íàä êîòîðûì ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ òðàíñëÿöèè è ïðîèçâîëü-íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçâîðîòà êàê æåñòêîãî öåëîãî, íàçîâåì îáðàçîì.Ïîëèäèñïåðñíûå ìîäåëè ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ïîëó÷èòüòî÷íûå (â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ãèïîòåç) àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ý��åêòèâíûõóïðóãèõ ìîäóëåé, íî è îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûå óñëîâíûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèéâòîðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé [4, 5℄. Â ðàìêàõèñïîëüçóåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àíàëèçèðóåìûå âûñîêîïîðèñòûåêîìïîçèòû ÿâëÿþòñÿ êîíãëîìåðàòàìè ïîëûõ ÷àñòèö ωk (ðèñóíîê 1, a), èìåþùèõâíóòðåííèé ïðîèçâîëüíûé ðàäèóñ ak è âíåøíèé ðàäèóñ bk (c = ak/bk = const,ïðè÷åì ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì âíå çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðíîãîðàçìåðà ïîðû). Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè âïîëûõ ÷àñòèöàõ, ñîñòàâëÿþùèõ ñòðóêòóðó 2D è 3D âûñîêîïîðèñòûõ ìàòåðèàëàõñëó÷àéíû è îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåíû.Ïóñòü τ (r) � èññëåäóåìûé ïàðàìåòð ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñòðóêòóðíûõ äå�îðìà-öèé (íàïðÿæåíèé). Òîãäà áåçóñëîâíàÿ íîðìèðîâàííàÿ ìîìåíòíàÿ �óíêöèÿ âòîðîãîïîðÿäêà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ τ (r) ïðè |∆r| → 0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäàñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ:
K̃(2)
τ (|∆r| , ϕ) =

1mes Ω

M∑

k=1

[
(τ ◦k )

2 mes ωk ∩ ω′
k + τ ◦k

L∑

l=1

(τ ◦l mes ωl ∩ ω′
k)

] (1)ãäå τ ◦k (r) = τk (r) − 〈τk (r)〉 ≡ const � ïóëüñàöèÿ èññëåäóåìîãî ïîëÿ, M � êîëè-÷åñòâî ñîäåðæàùèõñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå êîìïîçèòà Ωïîëûõ ÷àñòèö ωk. Çäåñü mes ωk∩ω′
l � ìåðû ïåðåñå÷åíèé, îáðàçîâàííûå â ðåçóëüòàòåñìåùåíèÿ k-îé ïîëîé ÷àñòèöû îáðàçà îòíîñèòåëüíî òîé æå ÷àñòèöû, ïðèíàäëåæà-ùåé ïðîîáðàçó (ðèñóíîê 1, à), à mes ωl ∩ ω′

k � ìåðû ïåðåñå÷åíèé ðàññìàòðèâàåìî-ãî ïîëîãî âêëþ÷åíèÿ ñ áëèæàéøèìè, îïðåäåëÿåìûìè êîîðäèíàöèîííûì ÷èñëîì L(ðèñóíîê 1, á), à ϕ � óãîë, îïðåäåëÿþùèé îðèåíòàöèþ âåêòîðà òðàíñëÿöèè ∆r.Ïðè ñìåùåíèè îáðàçà îòíîñèòåëüíî ïðîîáðàçà â íàïðàâëåíèè âåêòîðà òðàíñ-ëÿöèè ∆r èçìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå R =
√

(rl + rk)
2 + |∆r|2 − 2 |∆r| (rl + rk) 
os δìåæäó öåíòðîì èñêîìîé ïîëîé ÷àñòèöû îáðàçà è öåíòðàìè áëèæàéøèõ ÷àñòèö,ïðèíàäëåæàùèõ ïðîîáðàçó. Çäåñü δ � óãîë, îáðàçîâàííûì âåêòîðîì òðàíñëÿöèè
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�èñóíîê 1 � Ê îïðåäåëåíèþ ìåð ïåðåñå÷åíèé ïîëûõ âêëþ÷åíèéè ïðÿìîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû ñîñåäíèõ ÷àñòèö äî íà÷àëà äâèæåíèÿ (ðèñó-íîê 1, á).Èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ ìåð íåíóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ êðóãîâ è øàðîâ ðàçëè÷-íûõ ðàäèóñîâ rk è rl, çàïèøåì ïðè |∆r| → 0 ñëàãàåìûåmesωl ∩ ω′
k = r2

k ar

os [H (1 − |∆r|
os δ
rk

)]
+ r2

l ar

os [H (1 − |∆r|
os δ
rl

)]
−

−
√

(rk + rl) [2rkrl − (rk + rl) |∆r| 
os δ] |∆r| 
os δ , (2)mesωl ∩ ω′
k = π

3Q

{
(rk + rl)

2 |∆r|2 
os2δ − 2 [(r4
k + r4

l ) −
−rkrl (r2

k + r2
l ) + (r3

k + r3
l ) (|∆r| 
os δ +Q)]} , (3)êîòîðûå îïðåäåëÿþò âûðàæåíèå (1) âêëàä îáëàñòåé ìàòðèöû, áëèæàéøèõ (ïî îò-íîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòèöå) ïîëûõ êðóãîâûõ è øàðîâûõ âêëþ÷åíèé.Çäåñü p = (rk + rl +R)/2, H = (rk + rl)/Q è Q =

√
(rk + rl) (rk + rl − 2 |∆r| 
os δ).Íà ðèñóíêå 2 äëÿ ñëó÷àÿ c = ak/bk = 3/5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ìåð ïåðå-ñå÷åíèé è èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè ïîëûõ ÷àñòèö.Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà. Ïðîèçâîäíûå óñëîâíûõ è áåçóñëîâíûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé âòîðî-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé è/èëè äå�îðìàöèé â 2D è 3D âûñîêî-ïîðèñòûõ êîìïîçèòàõ â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà,îòðèöàòåëüíû, èõ çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì âåäåòñÿ ïîñòðî-åíèå ýòèõ �óíêöèé, è êîîðäèíàöèîííîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû, à âåëè÷èíàîáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììàðíîìó ïåðèìåòðó (ïëîùàäè) ìåæ�àçíûõ ãðàíèöïîðà � ìàòðèöà.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíÿÿ ïîäñòàíîâêè (2) è (3) â ðàâåíñòâî (1), íàéäåì ïðî-
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�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ìåð ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòåé è èõ ïðîèçâîäíûõ îò ðàññòîÿíèÿìåæäó öåíòðàìè ïîðèçâîäíûå ïðè |∆r| → 0

∂K
(2)
τ

∂ |∆r|

∣∣∣∣∣
|∆r|→0

= − 2mes Ω

M∑

k=1

[
(ak + bk) (τ ◦k )

2] = − 2c

πM (1 − c) 〈a2
k〉

M∑

k=1

[
ak (τ ◦k )

2] (4)è
∂K

(2)
τ

∂ |∆r|

∣∣∣∣∣
|∆r|→0

= − πmes Ω

M∑

k=1

[(
a2
k + b2k

)
(τ ◦k )

2] = − 3c (1 + c2)

4M (1 − c3) 〈a3
k〉

M∑

k=1

[
a2
k (τ ◦k )

2] (5)áåçóñëîâíûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ïîëåé τ (r) â 2D è3D âûñîêîïîðèñòûõ êîìïîçèòàõ ñîîòâåòñòâåííî. Êàê âèäèì, èñêîìûå ïðîèçâîä-íûå îòðèöàòåëüíû, à èõ çíàê íå çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ c = ak/bk, îïðåäåëÿþùåãîîáúåìíóþ ïîðèñòîñòü, è íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì ñòðîèòñÿ K(2)
τ (|∆r| ϕ). Ïîñëåä-íèé âûâîä îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâ ïîòîìó, ÷òî �îðìóëû (4) è (5) íå ñîäåðæàòóãîë ϕ, îïðåäåëÿþùèé îðèåíòàöèþ âåêòîðà òðàíñëÿöèè ∆r. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå. Åñëè âêëþ÷åíèÿ âíóòðè ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ Ω èìåþò îäè-íàêîâûé ðàäèóñ, òî èñêîìûå ïðîèçâîäíûå ∂K(2)

τ (|∆r| ,ϕ)
/
∂ |∆r| ïðè |∆r| → 0 îá-ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ýòîìó ðàäèóñó. Äåéñòâèòåëüíî

∂K
(2)
τ

∂ |∆r|

∣∣∣∣∣
|∆r|→0

= − 2c

πM (1 − c) ak

M∑

k=1

(τ ◦k )
2,

∂K
(2)
τ

∂ |∆r|

∣∣∣∣∣
|∆r|→0

= − 3c (1 + c2)

4M (1 − c3) ak

M∑

k=1

(τ ◦k )
2.Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó â çíàìåíàòåëå �îðìóë (4), (5) ñòîèò âòîðàÿ è òðåòüÿñòåïåíü ðàäèóñà ÷àñòèö àðìèðóþùåãî íàïîëíèòåëÿ, òî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íàçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé äîëæåí îêàçûâàòü �ðàêöèîííûé ñîñòàâ ìàòåðèàëà, ïðåä-îïðåäåëÿåìûé òèïîì çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ïîð.
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(2)
τ (|∆r| ,ϕ)

/
∂ |∆r|ïðè |∆r| → 0 îò óãëîâûõ êîîðäèíàò ñâèäåòåëüñòâóåò î ëîêàëüíîé èçîòðîïèè ïîëåéíàïðÿæåíèé è/èëè äå�îðìàöèé â âûñîêîïîðèñòûõ ìàòåðèàëàõ ñëó÷àéíîé ñòðóê-òóðû â ïðèáëèæåíèè ¾ìàëûõ ðàññòîÿíèé¿.Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõà-íèêè âûñîêîïîðèñòûõ êîìïîçèòîâ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ãèïîòåçû î õàðàêòå-ðå ìíîãî÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â àíñàìáëå ïîð è àïïðîêñèìàöèè ìîìåíòíûõ�óíêöèé. Ïðîèçâîäíûå ýòèõ �óíêöèé â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì çíà÷å-íèÿì àðãóìåíòîâ (|∆r| → 0), ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæ-íûõ óñëîâèé äëÿ âåðè�èêàöèè è îòáðàêîâêè ñóùåñòâóþùèõ è ðàçðàáàòûâàåìûõìîäåëåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �ÔÔÈ � 11�01�00910).
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ation // J. Appl. Phys. 1957. Vol. 28, � 6. Ñ. 679�683.[4℄ Çàéöåâ À.Â., Êèñëèöûí À.Â., Êîêøàðîâ Â. Ñ. Îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ñòðóê-òóðû, ñëó÷àéíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â âîëîêíèñòûõ è äèñïåðñíî-óïðî÷íåííûõ êîìïîçèòàõ // Âåñòíèê ÍÍ�Ó èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. 2011. � 4, ×. 4.Ñ. 1485�1487.[5℄ Çàéöåâ À.Â., Êîêøàðîâ Â.Ñ. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ ïîëåé íàïðÿ-æåíèé è äå�îðìàöèé â äèñïåðñíî-óïðî÷íåííûõ êîìïîçèòàõ // Ìîëîäåæíàÿ íàóêàÏðèêàìüÿ. 2010. Âûï. 11. Ñ. 167�171.Zaitsev A.V., Koksharov V. S., Sokolkin Yu.V. Theorem on major regularities ofrandom stress and strain �elds in high-porous metalli
 foams, 
erami
s and bio
omposites.The new method for analyti
al 
al
ulation of multipoint 
orrelation fun
tions of randomstress and strain �elds in high-porous materials was developed. Theorem on the derivativesign of un
onditional 
orrelation fun
tions of the se
ond order at the points 
orrespondingto zero values of arguments, and on the lo
al isotropy of random �elds was formulated andproved.



�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÅ�ÅÌÅÙÅÍÈÉ ÍÀ ��ÀÍÈÖÅÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ Ï�È ÓÏ�Ó�ÎÌÇÀÊ�ÅÏËÅÍÈÈ Å�Î ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÂÍÅ Ê�Ó�ÎÂÎÉÎÁËÀÑÒÈ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÍÀ��ÓÇÊÈÇàë¼òîâ Â.Â.1, Çàë¼òîâ Ñ.Â.2, Õàïèëîâà Í.Ñ.1
1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Äîíåöê

2Òàãàíðîãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. À.Ï. ×åõîâàÈññëåäîâàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîé ñìåøàííîé çàäà÷è òåîðèèóïðóãîñòè äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: â êðóãîâîé îáëàñòè V íàóïðóãîå òåëî äåéñòâóåò ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà, çàâèñÿùàÿ îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû,âíå îáëàñòè V íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, êàñàòåëüíûåíàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà îòñóòñòâóþò, íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæå-íèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ íàãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà. ×èñëåííî ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà, õàðàêòå-ðèçóþùåãî óïðóãèå ñâîéñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâà è çàêðåïëåíèå åãî ïîâåðõíîñòè, íà ðàñ-ïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé â ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè â ñëó÷àå, êîãäà ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêàðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî êðóãîâîé îáëàñòè.Ââåäåíèå. Çàäà÷à Áóññèíåñêà [1℄ î ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèéâ èçîòðîïíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ê ãðàíèöå êîòîðîãî ïðèëîæåíà íîðìàëüíàÿ ñîñðå-äîòî÷åííàÿ ñèëà, ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé ìîäåëüþ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé ïðèêëàäíûõçàäà÷ â ãåîìåõàíèêå, ìàøèíîñòðîåíèè, ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå, áèî�èçèêå, èíæå-íåðíîé ìåäèöèíå è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè.Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë â ìîíîãðà-�èè [2℄ ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ïîëóïðî-ñòðàíñòâà, äå�îðìèðóåìîãî íàãðóçêîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî êðóãîâîéîáëàñòè.Â ðàáîòàõ [3, 4℄ ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷èî äåéñòâèè íà ïîëóïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåííîé ïî êðóãó íîðìàëüíîé íàãðóçêè,ïðè óïðóãîì çàêðåïëåíèè ãðàíèöû âíå îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ âíåøíèèõ óñèëèé.Íèæå íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ïå-ðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ óïðóãî çàêðåïëåííîé ïîâåðõíîñòüþ âñëó÷àå íàãðóçêè, îòâå÷àþùåé óñëîâèÿì îñåâîé ñèììåòðèè. ×èñëåííî èññëåäîâàíàçàâèñèìîñòü ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî çàêðåï-ëåíèå ïîâåðõíîñòè è óïðóãèå ñâîéñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïðè äåéñòâèè â êðóãîâîéîáëàñòè íîðìàëüíîé íàãðóçêè ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ.Ñèñòåìà óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-ñèÿ, ñîîòíîøåíèÿ Êîøè, çàêîí �óêà è óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé. Äëÿèññëåäîâàíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ââåäåìöèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, θ, z. Å¼ íà÷àëî ïîìåñòèì â öåíòðå êðóãî-âîé îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ íîðìàëüíîé íàãðóçêè. Ñ�îðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ



�àñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà 209ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Â îáëàñòè {0 6 r < ∞, 0 6 θ < 2π, 0 6 z < ∞} íàéòè íåèç-âåñòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σr(r, z), σθ(r, z), σz(r, z), τrz(r, z) è âåê-òîðà ïåðåìåùåíèé u(r, z), w(r, z), óäîâëåòâîðÿþùèå îñíîâíûì óðàâíåíèÿì òåîðèèóïðóãîñòè è ñëåäóþùèì ñìåøàííûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà:
σz(r, 0) = −q(r), r < a;

σz(r, 0) = kw(r, 0), a < r <∞; (1)
τrz(r, 0) = 0, 0 < r <∞.Â �îðìóëàõ (1) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: k � ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò ïðîïîðöèî-íàëüíîñòè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé, q(r) � íàãðóçêà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî êðóãóðàäèóñà a.2. Àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ïîëóïðî-ñòðàíñòâà.�åøåíèå çàäà÷è î ñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâàïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (1) ïîëó÷åíî â ðàáîòå [3℄. Ñîãëàñíî ðåøå-íèþ [3℄ ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé â ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè z = 0 èìååò âèä

u(r, 0) = −(1 + ν)(1 − 2ν)

E

∫ ∞

0

β(t)J1(rt)
tdt

t+ χ
, (2)

w(r, 0) =
2(1 − ν2)

E

∫ ∞

0

β(t)J0(rt)
tdt

t+ χ
. (3)Çäåñü E, ν � ìîäóëü óïðóãîñòè è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, J0, J1 � �óíêöèèÁåññåëÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïàðàìåòð χ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ [3℄

χ =
2k(1 − ν2)

E
. (4)×åðåç β̄(t) îáîçíà÷åíà òðàíñ�îðìàíòà �óíêöèè β(r) ïðè èíòåãðàëüíîì ïðåîá-ðàçîâàíèè Õàíêåëÿ

β(t) =

∫ ∞

0

β(r)rJ0(rt)dr. (5)Ââåäåííàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è �óíêöèÿ β(r) ñâÿçàíà ñ âíåøíåé íàãðóçêîé q(r)ðàâåíñòâîì
β(r) = {q(r)+kw(r,0),r<a

0,r>a (6)Ïåðåõîäÿ â �îðìóëàõ (2)�(3) îò òðàíñ�îðìàíòû ê îðèãèíàëó �óíêöèè β, ïðå-îáðàçóåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé ê âèäó
u(r, 0) = −(1 + ν)(1 − 2ν)

E

∫ a

0

β(ξ)gu(ξ, r)dξ, (7)
w(r, 0) =

2(1 − ν2)

E

∫ a

0

β(ξ)gw(ξ, r)dξ. (8)Â �îðìóëàõ (7), (8) �óíêöèè gu, gw îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
gu(ξ, r) = ξ

∫ ∞

0

J0(ξ, t)J1(rt)
tdt

t+ χ
, (9)
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gw(ξ, 0) = ξ

∫ ∞

0

J0(ξt)J0(rt)
tdt

t+ χ
, (10)à �óíêöèÿ β(r) íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

β(r) = q(r) +

∫ a

0

β(ξ)g1w(ξ, r)dξ, r < a (11)ãäå
g1w(ξ, r) = χgw(ξ, r). (12)Ïðåîáðàçóåì íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû â �îðìóëàõ (9)�(10) ê âèäó

ϕ1(ξ, r) =

∫ ∞

0

J0(ξt)J1(rt)
tdt

t+ χ
=

=

∫ ∞

0

J0(ξt)J1(rt)dt− χ

∫ ∞

0

J0(ξt)J1(rt)
dt

t+ χ
, (13)

ϕ2(ξ, r) =

∫ ∞

0

J0(ξt)J0(rt)
tdt

t+ χ
=

=

∫ ∞

0

J0(ξt)J0(rt)dt− χ

∫ ∞

0

J0(ξt)J0(rt)
dt

t+ χ
. (14)Âû÷èñëèì [5℄ ïåðâûå èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (13), (14), ïîëó÷èì

ϕ1(ξ, r) = −χ
∫ ∞

0

J0(ξt)J1(rt)
dt

t+ χ
+

1

r
{1

0}, [ξ<rξ>r], (15)
ϕ2(ξ, r) = −χ

∫ ∞

0

J0(ξt)J0(rt)
dt

t+ χ
+

2

π
{

1
r
K( ξ

r
)

1
ξ
K( r

ξ
)
}, [ξ<rξ>r]. (16)Çäåñü K( ξ

r
) � ïîëíûé ýëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Ñ ó÷åòîì �îð-ìóë (7)�(10), (13), (14), ïðåäñòàâèì êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ïîëó-ïðîñòðàíñòâà â âèäå

u(r, 0) = −(1 + ν)(1 − 2ν)

E

∫ a

0

β(ξ)ξϕ1(ξ, r)dξ, (17)
w(r, 0) =

2(1 − ν2)

E

∫ a

0

β(ξ)ξϕ2(ξ, r)dξ, (18)ãäå �óíêöèè ϕ1(ξ, r), ϕ2(ξ, r) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (15),(16).3. Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.Íà ðèñóíêàõ 1a,1b ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðå-ìåùåíèé ïðè èçìåíåíèè áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû r/a îò 1 äî 4 äëÿ çíà÷åíèéïàðàìåòðà χ , ðàâíûõ 0.2, 1, 1.8 (ì−1).�àñ÷¼òû ïî �îðìóëå (17) âûïîëíÿëèñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ óïðóãèõ ïî-ñòîÿííûõ: ν = 0, 25;E = 104 ÌÏà. Èíòåíñèâíîñòü íàãðóçêè, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-äåëåííîé ïî êðóãó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà a = 1ì, ïîëàãàëàñü ðàâíîé q0 = 1ÌÏà.Èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (17) âû÷èñëÿëñÿ ïî �îðìóëå òðàïåöèé. Äëÿ ðåøåíèÿ
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�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíûõ ïå-ðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâàèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-íèé [6℄.Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà χ ðàäèàëüíûåïåðåìåùåíèÿ íà îòðåçêå r/a ∈ [1; 4] ñ ðîñòîì r ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ.Àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ u(r) óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà χ. Èç ðàñ-÷¼òîâ ñëåäóåò, ÷òî âëèÿíèå ïàðàìåòðà χ íà ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé âîçðàñòàåòïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè r = a è ñòàíîâèòñÿ ñóùå-ñòâåííûì â èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû [1.3, 3.0℄, ïðè r/a > 3ïîÿâëÿåòñÿ òåíäåíöèÿ ê ñáëèæåíèþ êðèâûõ íà ðèñ.1b.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Boussinesq J. Appli
ation eles Potentiels a l`Etude l`Equilibre et du Mouvement desSolides Elastiques. Gauther-Villars, Paris. 1885.721 p.[2℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �óäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1975. 576 ñ.[3℄ Õàïèëîâà Í.Ñ., Çàë¼òîâ Ñ.Â.Îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ èçîòðîïíîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà ïðè óïðóãîì çàêðåïëåíèè ãðàíèöû âíå îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ íîðìàëüíîéíàãðóçêè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû: Òðóäû XV Ìåæäó-íàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó. 4�7 äåêàáðÿ 2011ã., 2011. Ò. 2, C. 246�250.[4℄ Õàïèëîâà Í.Ñ., Çàë¼òîâ Â. Â., Çàë¼òîâ Ñ.Â., Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î äåéñòâèèðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íà èçîòðîïíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ óïðóãî çàêðåïëåííîéãðàíèöåé //Òðóäû Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû.2012. Ò. 25. Ñ. 251�259.[5℄ �ðàäøòåéí È.Ñ. �ûæèê Í.Ñ. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé.Ì., 1974. 1108 ñ.[6℄ Êàíòîðîâè÷ Ë. Â., Àêèëîâ �.Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ì., 1984. 752 ñ.Zaletov V.V., Zaletov S.V., Khapilova N. S. The distribution of displa
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ally analyzed the in�uen
e of the parameter,
hara
terizing elasti
 properties of the half-spa
e and �xing its surfa
e, on the distributionthe of displa
ements in the bounding plane for the 
ase, when applied load is distributeduniformly on a 
ir
ular area.



ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÈÇ�ÈÁ Ï�ÈÇÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Á�ÓÑÀÑ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ ÄÈÑËÎÊÀÖÈßÌÈÇåëåíèíà À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà çàäà÷à î áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ ÷èñòîãî èçãèáà öèëèíäðè÷åñêèõ (ïðèç-ìàòè÷åñêèõ) óïðóãèõ òåë ñ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè. Èññëåäîâàíèåîñíîâàíî íà ñèñòåìå óðàâíåíèé òðåõìåðíîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ñîñòîÿùåé èçóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìàòåðèàëà è óðàâ-íåíèé íåñîâìåñòíîñòè. Óïðóãîå òåëî â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè èìååò �îðìó öèëèíäðàïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Îáðàçóþùèå öèëèíäðà ïàðàëëåëüíû îñè x3, à êîîð-äèíàòû x1, x2 îòñ÷èòûâàþòñÿ â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Çàäà÷à îá èçãèáå ðåøåíàïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì, ïîçâîëÿþùèì îòäåëèòü ïåðåìåííóþ x3 è ñâåñòè èñõîäíóþ òðåõ-ìåðíóþ çàäà÷ó ê äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïëîñêîé îáëàñòè σ â �îðìå ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ áðóñà. �åøåíèå ïîëó÷åííîé äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,èññëåäîâàòü âëèÿíèå äèñëîêàöèé íà íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü èçãèáàþùåãî ìîìåíòà îòïàðàìåòðà β, õàðàêòåðèçóþùåãî êðèâèçíó îñè èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ.1. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíî óïðó-ãîé ñðåäû ñ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè ñîñòîèò [1, 2℄ èç óðàâíå-íèé ñòàòèêè äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû D

divD = 0, (1)îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé óïðóãîãî ìàòåðèàëà
D =

dW

dC
(2)è òåíçîðíîãî óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíîñòè

rotC = α. (3)Â (1)�(3) C � òåíçîð äèñòîðñèè, α � òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, W �óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëà, div è rot � îïåðàòîðû äèâåðãåíöèèè ðîòîðà â êîîðäèíàòàõ îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Â (1) ïðèíÿòî äîïóùåíèå îáîòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë. Òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé α, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿçàäàííîé �óíêöèåé ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò, äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþñîëåíîèäàëüíîñòè
divα = 0. (4)Åñëè äèñëîêàöèè îòñóòñòâóþò (α = 0), òî òåíçîð äèñòîðñèè ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåí â âèäå

C = gradR,ãäå R � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷åê òåëà â äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè, grad �îïåðàòîð ãðàäèåíòà â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå C íàçûâàåòñÿ ãðà-äèåíòîì äå�îðìàöèè, èëè ãðàäèåíòîì ìåñòà [3℄. Ïðè α 6= 0 âåêòîðíîå ïîëå R



214 Çåëåíèíà À.À.íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ óïðóãîãî òåëà ñ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìèíåëüçÿ îïðåäåëèòü ïîëå ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö, íî ìîæíî íàéòè ïîëÿ âðàùåíèé,äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé.2. Ïðèâåäåíèå ê äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷å. �àññìîòðèì óïðóãîå òåëî,êîòîðîå èìååò â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè �îðìó ïðèçìàòè÷åñêîãî (öèëèíäðè÷å-ñêîãî)áðóñà ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x1 è x2îòñ÷èòûâàþòñÿ â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, à êîîðäèíàòà x3 îòñ÷èòûâàåòñÿïî îñè ñòåðæíÿ. Êîîðäèíàòíûå îðòû îáîçíà÷èì ik (k=1,2,3).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x3è èìååò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå
α = α13(x1, x2)i1 ⊗ e3 + α23(x1, x2)i2 ⊗ e3+

+α31(x1, x2)i3 ⊗ e1 + α32(x1, x2)i3 ⊗ e2,
(5)

e2 = i2cosβx3 + i3sinβx3, e3 = −i2sinβx3 + i3cosβx3, β = const.Óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè (4) íàêëàäûâàåò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà êîìïî-íåíòû òåíçîðà α
∂α13

∂x1
+
∂α23

∂x2
+ βα32 = 0. (6)Êîìïîíåíòà α31 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé ïå-ðåìåííûõ x1, x2.Òåíçîð äèñòîðñèè áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå [4℄, ñîîòâåòñòâóþùåì íåëèíåéíîìóèçãèáó áðóñà â ïëîñêîñòè x2, x3

C = C11(x1, x2)i1 ⊗ i1 + C12(x1, x2)i1 ⊗ e2+

+C21(x1, x2)i2 ⊗ i1 + C22(x1, x2)i2 ⊗ e2 + C33(x1, x2)i3 ⊗ e3.
(7)Íà îñíîâàíèè (5), (7) óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (3) ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ êîì-ïîíåíòíóþ �îðìó

∂C33

∂x2
− βC22 = α13, −∂C33

∂x1
+ βC12 = α23,

∂C21

∂x1

− ∂C11

∂x2

= α31,
∂C22

∂x1

− ∂C12

∂x2

= α32,

(8)Èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (8) òîëüêî ïåðâûå òðè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïðè ïî-ìîùè óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè òåíçîðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé (6) ëåãêî ïðî-âåðèòü, ÷òî ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå â (8) ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ. Òàêèì îáðàçîì,â çàäà÷å èçãèáà òåíçîðíîå óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (3) ïðèâîäèòñÿ ê òðåì ñêà-ëÿðíûì ñîîòíîøåíèÿì.Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà óïðóãèé ïîòåíöèàë W � �óíêöèÿ èíâàðèàíòîâäå�îðìàöèè
I1 = trG, I2 =

1

2
tr2
(
G − trG2

)
, I3 = detG,

G = C · CT .

(9)



Íåëèíåéíûé èçãèá ïðèçìàòè÷åñêîãî áðóñà ... 215Çäåñü G � ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè [3℄. Èç (2) è (9) ñëåäóåò îáùåå ïðåäñòàâëåíèåòåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà
D = a1 (I1, I2, I3)C + a2 (I1, I2, I3)G · C + a3 (I1, I2, I3)C

−T . (10)ãäå a1, a2, a3 � íåêîòîðûå �óíêöèè èíâàðèàíòîâ. Èç (7) âûòåêàåò, ÷òî ïðè èçãèáåáðóñà òåíçîð G è åãî èíâàðèàíòû íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû x3. Ïîýòîìó äëÿîäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî òåëà â ñèëó (7), (10) òåíçîð Ïèîëû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
D = D11(x1, x2)i1 ⊗ i1 +D12(x1, x2)i1 ⊗ e2+

+D21(x1, x2)i2 ⊗ i1 +D22(x1, x2)i2 ⊗ e2 +D33(x1, x2)i3 ⊗ e3.
(11)Ñ ó÷åòîì (11) âåêòîðíîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (1) çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ ñêàëÿð-íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

∂D11

∂x1
+
∂D21

∂x2
= 0,

∂D12

∂x1
+
∂D22

∂x2
= βD33.

(12)Òàê êàê âåëè÷èíû Dsk âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà äèñòîðñèè Cmnïðè ïîìîùè óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà, ñîîòíîøåíèÿ (12) âìåñòå ñ ïåðâûìèòðåìÿ óðàâíåíèÿìè (8) îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïÿòèíåèçâåñòíûõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ C11, C12, C21, C22, C33. �ðàíè÷íûå óñëî-âèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû, âûðàæàþùèå îòñóòñòâèå íàãðóçêè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòèïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà, èìåþò âèä
n1D11 + n2D21 = 0,

n1D12 + n2D22 = 0.
(13)Çäåñü n = n1i1 + n2i2 � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíè÷íîìó êîíòóðó ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ.Èòàê, çàäà÷à î ñèëüíîì èçãèáå ïðèçìàòè÷åñêîãî áðó÷à ñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñ-ëîêàöèÿìè ïðèâåäåíà ê äâóìåðíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ïëîñêîé îáëà-ñòè â �îðìå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.Êàê äîêàçàíî ðàíåå [4℄, ðåàëèçàöèÿ äå�îðìàöèè (3) òðåáóåò ïðèëîæåíèÿ ê òîð-öàì áðóñà òîëüêî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, äåéñòâóþùåãî â ïëîñêîñòè x2x3. Ïîñëåðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8), (12), (13) èçãèáàþùèé ìîìåíò M ìîæíî îïðåäåëèòüïî �îðìóëå

M(β) =
∂

∂β

∫∫

σ

Wdσ, (14)ãäå σ � îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.3. Ôóíêöèè íàïðÿæåíèé è âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà äâóìåðíîéêðàåâîé çàäà÷è. ×èñëî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé â äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷å, îïè-ñûâàþùåé íåëèíåéíûé èçãèá ñòåðæíÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè, ìîæíî



216 Çåëåíèíà À.À.óìåíüøèòü. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (12) ÷åðåç�óíêöèè íàïðÿæåíèé Φ1, Φ2, Ψ [4℄
D11 =

∂Ψ

∂x2
, D12 = βΦ2, D31 = − ∂Ψ

∂x1
,

D22 = −βΦ1, D33 =
∂Φ2

∂x1

− ∂Φ1

∂x2

.

(15)Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (10) ìîæíî îáðàòèòü,ò. å. âûðàçèòü òåíçîð äèñòîðñèè C ÷åðåç òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû. Òîãäà ñ ó÷å-òîì (15) êîìïîíåíòû äèñòîðñèè C11, C12, C21, C22, C33 áóäóò âûðàæåíû ÷åðåç�óíêöèè Φ1, Φ2, Ψ è èõ ïðîèçâîäíûå. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (12) òîæ-äåñòâåííî óäîâëåòâîðåíû, �óíêöèè íàïðÿæåíèé îñòàåòñÿ ïîä÷èíèòü òðåì óðàâíå-íèÿì íåñîâìåñòíîñòè
∂C33

∂x2

− βC22 = α13, −∂C33

∂x1

+ βC12 = α23,

∂C21

∂x1
− ∂C11

∂x2
= α31.

(16)Â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè σ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13) �îðìóëèðóþòñÿ â òåð-ìèíàõ �óíêöèé íàïðÿæåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì
n1Φ2 − n2Φ1 = 0, Ψ = 0. (17)Ñîîòíîøåíèÿ (16), (17) îáðàçóþò äâóìåðíóþ íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó òèïàÄèðèõëå îòíîñèòåëüíî �óíêöèé íàïðÿæåíèé.Âàæíîé îñîáåííîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ �óíêöèé íàïðÿæåíèé â çàäà÷àõ ðàâíîâå-ñèÿ óïðóãèõ òåë ñ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-íîñòü ïåðåõîäà ê âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå. Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà îñíîâàíàíà ïîíÿòèè óäåëüíîé äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè V êàê �óíêöèè òåíçîðà íàïðÿæå-íèé Ïèîëû, ñâÿçàííîé ñ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé W ïðåîáðàçîâàíèåìËåæàíäðà [5℄

V (D) = tr
(
CT (D) · D

)
−W (D).Ïî ñâîéñòâó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà èìååì

C(D) =
dV (D)

dD
. (18)Ôóíêöèîíàë äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè â çàäà÷å èçãèáà ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëàñ äèñëîêàöèÿìè èìååò âèä

Π [Φ1,Φ2,Ψ] =

∫∫

σ

{V [D(Φ1,Φ2,Ψ)] − α13Φ1 − α23Φ2 − α31Ψ}dσ. (19)Âàðüèðóåìûå �óíêöèè íàïðÿæåíèé äîëæíû áûòü ïîä÷èíåíû êðàåâûì óñëîâè-ÿì (17), à íàïðÿæåíèÿ Dsk âûðàæåíû ÷åðåç �óíêöèè Φ1, Φ2, Ψ ïðè ïîìîùè (15).



Íåëèíåéíûé èçãèá ïðèçìàòè÷åñêîãî áðóñà ... 217Óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà âàðèàöèîííîé çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîñòè �óíêöèîíàëà Π ÿâ-ëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ íåñîâìåñòíîñòè (16).4. Óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå î ñèëüíîì èçãèáå ïðèçìàòè÷åñêîãî áðóñàñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñïðåäåëå-íèÿ äèñëîêàöèé, êîãäà α23 = α31 = α32 = 0, α13 = const. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
β = −α13 ñèñòåìà (16) èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

C11 = 1, C22 = 1, C12 = C21 = 0, C33 = 1,êîòîðîìó, ñîãëàñíî (7), ñîîòâåòñòâóåò òàêîé òåíçîð äèñòîðñèè
C = i1 ⊗ i1 + i2 ⊗ e2 + i3 ⊗ e3. (20)Âûðàæåíèå (20) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð, îïèñû-âàþùèé ïîâîðîò ñå÷åíèÿ áðóñà íà óãîë βx3 âîêðóã îðòà i1. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòèäèñòîðñèè òåíçîð äå�îðìàöèé

1

2
(G − E),ãäå E � åäèíè÷íûé òåíçîð, òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, ðàâíû íóëþ è íà-ïðÿæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè êðàåâûõ äèñëîêàöèé ñòåð-æåíü èçãèáàåòñÿ áåç âñÿêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð â òîì ñìûñëå, ÷òî îíîñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ìàòåðèàëà è ïðîèçâîëüíîé �îðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿöèëèíäðè÷åñêîãî òåëà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Zubov L.M. Nonlinear Theory of Dislo
ations and Dis
linations in Elasti
 Bodies. B.:Springer, 1997. 205 p.[2℄ Deresin S.V., Zubov L.M. Dis
linations in nonlinear elasti
ity // ZAMM Z. Angew.Math. und Me
h. 2011. V. 91. P. 433�442.[3℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[4℄ Çåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ ÷èñòîãî èçãèáà ïðèçìàòè÷åñêèõóïðóãèõ òåë // ÏÌÌ. 2000. Ò. 64. Â. 3. Ñ. 416�423.[5℄ Çóáîâ Ë.Ì. Ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîñòè äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû â íåëèíåéíîé òåîðèèóïðóãîñòè // ÏÌÌ. 1970. Ò. 34. Âûï. 2. C. 241�245.Zelenina A.A. Nonlinear bending of prismati
 bar with distributed dislo
ations. Problemof 
ylindri
al (prismati
) bodies with 
ontinuously distributed dislo
ations pure bending underlarge deformations is 
onsidered.



ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×À Î ÄÂÈÆÅÍÈÈÏËÎÑÊÎ�Î ØÒÀÌÏÀ ÏÎ ��ÀÍÈÖÅ ÓÏ�Ó�ÎÉÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈÇåëåíöîâ Â.Á.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ñêîëüæåíèè ïëîñêîãî øòàìïà ïîãðàíèöå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ïîäâèæíûõ êîîðäèíàòàõ, ñâÿçàííûõ ñ äâèæóùèìñÿøòàìïîì, êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ,äâóìåðíîå ÿäðî êîòîðîãî çàâèñèò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíî â ÷åòûð¼õ ñêîðîñò-íûõ äèàïàçîíàõ äâèæåíèÿ øòàìïà, îõâàòûâàþùèõ âåñü ñïåêòð åãî ñêîðîñòåé. �àññìàò-ðèâàåìàÿ çàäà÷à âïåðâûå áûëà èññëåäîâàíà Ë.À. �àëèíûì [1℄ ìåòîäàìè òåîðèè �óíêöèéêîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé â äîçâóêîâîì äèàïàçîíå äâèæåíèÿ øòàìïà. Â [2, 3℄ ðàññìàòðè-âàåìàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ¾ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé¿ áåç ó÷åòà èíåðöèèîñíîâàíèÿ, à â [4℄ çàäà÷à ðåøåíà ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì â äîçâóêîâîì äèàïàçîíå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è å¼ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. �àññìàòðèâàåòñÿäèíàìè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ïî ãðàíèöå (y = 0) óïðóãîé ïîëó-ïëîñêîñòè (|x| < ∞, 0 6 y < ∞) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V â îòðèöàòåëüíîìíàïðàâëåíèè îñè Ox ïëîñêîãî øòàìïà øèðèíû 2a (−a − V t 6 x 6 a− V t, y = 0).Äâèæóùèéñÿ øòàìï âíåäðÿåòñÿ â óïðóãóþ ïîëóïëîñêîñòü, ñìåùàÿñü ïàðàëëåëü-íî îñè Oy ïî çàêîíó y = ε(t) (t > 0), òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî îñíîâàíèå îñòà¼òñÿïàðàëëåëüíûì îñè Ox, à íà ãðàíèöå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
v(x + V t, 0, t) = ε(t) ïðè −a − V t 6 x 6 a − V t, ãäå v � âåðòèêàëüíîå ñìåùå-íèå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñèëû òðåíèÿ è ñöåïëåíèÿ ìåæäó îñíîâàíèåì øòàìïàè óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòüþ îòñóòñòâóþò. Ïîâåðõíîñòü ïîëóïëîñêîñòè âíå îáëàñòèêîíòàêòà øòàìïà ñ óïðóãîé ñðåäîé ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé: σyy = σxy = 0, ãäå
σyy � íîðìàëüíûå, à σxy � êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Íà áåñêîíå÷íîñòè â óïðó-ãîé ïîëóïëîñêîñòè ñìåùåíèÿ u, v è íàïðÿæåíèÿ σyy, σxy, σxx ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è íóëåâûå: ïðè t = 0 u = v = ∂u

∂t
= ∂v

∂t
= 0.Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà (ïî âðåìåíè t) è Ôóðüå(ïî êîîðäèíàòå x) ïîñòàâëåííàÿ ñìåøàííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â ïîäâèæ-íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñî øòàìïîì, ïðèâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóìåðíîãîèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ [4℄

t∫

0

dτ

a∫

−a

ϕ(ξ, τ)k(ξ − x, t− τ)dτ = −2πµc−1
V ε(t), |x| 6 a, t > 0 (1)

k(x, t) =
1

2πi

i∞∫

−i∞

eptdp

∫

Γ

K(u)eiuxp/c2du, K(u) = (1 − iuβ2)
2σ2R

−1(u) (2)
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R(u) = cV

[(
2u2 + (1 − iuβ2)

2
)2 − 4/u2σ1σ2

] (3)
σ1 =

√
u2 + (1 − iuβ2)2, σ2 =

√
u2 + β2(1 − iuβ2)2, βk = V/ck, k = 1, 2

c1 =

√
λ+ 2µ

ρ
, c2 =

√
µ

ρ
, β =

c2
c1
, cV = lim

|u|→∞
uK(u)îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σyy(x, 0, t) = ϕ(x, t), âîçíèêàþùèõ ïîäøòàìïîì íà ãðàíèöå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, Γ � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â êîì-ïëåêñíîé ïëîñêîñòè u = σ + iτ , ïðîõîäÿùèé ïî ïðÿìîé ïîä óãëîì − arg p ê äåé-ñòâèòåëüíîé îñè, c1, c2 � ñêîðîñòè �ðîíòîâ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé óïðóãèõâîëí, cV � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò V .Îáùèå ñâîéñòâà ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè K(u) ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-íèÿ óêàçàíû â [4℄, èç êîòîðûõ îòìåòèì ñëåäóþùèå:

K(u) =
1

u
+O

(
1

u2

) ïðè |u| → ∞, 0 < arg u < 2π (4)
K(u) = K(0) +O(u) ïðè |u| → 0, K(0) = β/cV . (5)Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè u = σ + iτ �óíêöèÿ K(u) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîéè èìååò ñëåäóþùèå èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè: ÷åòûðå òî÷êè âåòâëåíèÿ àëãåá-ðàè÷åñêîãî òèïà u = −iγk (k = 1, 2, 3, 4), ëåæàùèå íà ìíèìîé îñè, γk â êîòîðûõâû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

γ1 =
β

β1 − 1
, γ2 =

1

β2 − 1
, γ3 =

1

β2 + 1
, γ4 =

β

β1 + 1
, (6)è äâà ïîëþñà �ýëåÿ u = −iγk (k = 5, 6), òàêæå ëåæàùèõ íà ìíèìîé îñè, äëÿêîòîðûõ

γ5 =
ηR

βR − 1
, γ6 =

ηR
βR + 1

, βR =
V

cR
, (7)ãäå ±iηR ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �ýëåÿ

(2u2 + 1)2 − 4u2
√
u2 + 1

√
u2 + β2 = 0,à cR � ñêîðîñòü âîëíû �ýëåÿ.2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. �åøåíèå äâóìåð-íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è (1) ñòðîèòñÿ â âèäå [4, 5℄

ϕ(x, t) = ϕ+(a+ x, t) + ϕ−(a− x, t) − ϕ∞(x, t), 0 6 t < 2a/c1, |x| 6 a, (8)ãäå ϕ±(a± x, t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé íà êîîðäèíàòíîé ïîëóîñè, ϕ∞(x, t) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî äâó-ìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà âñåé îñè
ϕ∞(x, t) = −µ

β

ε̇(t)

c2
, −∞ < x <∞. (9)



220 Çåëåíöîâ Â.Á.�åøåíèÿ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà êîîðäèíàòíîé ïîëóîñè îïðå-äåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà è Ôóðüå è ìåòîäàÂèíåðà�Õîï�à ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [4, 6℄.�åøåíèå äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è (1) âèäà (8) ïîñòðîå-íî â ÷åòûð¼õ ñêîðîñòíûõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ V : I. V > c1; II. c2 < V < c1;III. cR < V < c2; IV. V < cR, â êîòîðûõ äëÿ èñêîìûõ ϕ±(x, t), v∓(x, t) áûëè ïîëó-÷åíû ñëåäóþùèå �îðìóëû:
I. ϕ+(x, t) = ϕ∞(x, t)H(t) + x−1

2∑

k=1

Φ+
k (x, t)H(t− xτk) t > 0, x > 0 (10)

Φ+
1 (x, t) =

µ

π

∂

∂t




t−xτ2∫

t−xτ1

+

t−xτ4∫

t−xτ3



 ε(τ)G+
1 (x, c2(t− τ)) dτ

Φ+
2 (x, t) =

µ

π

∂

∂t

t−xτ3∫

t−xτ2

ε(τ)G+
2 (x, c2(t− τ)) dτ, τk =

γk
c2

(k = 1, 2, 3, 4)

G+
1 (x, t) = b1(x, t)R

−1(x, t), G+
2 (x, t) = G+

1 (x, t) − b2(x, t)R
−1(x, t)

b1(x, t) =
(
−2t2 + (x− β2t)

2
)2
, R(x, t) = t(x− β2t)

2
√
t− xγ4

√
xγ1 − t

√
β2

1 − 1

b2(x, t) = 4t2
√
t− xγ4

√
xγ1 − t

√
t− xγ3

√
xγ2 − t

√
b21 − 1

√
b22 − 1

v−(x, t) = 0 t > 0, x < 0 (11)
ϕ−(x, t) = ϕ∞(x, t) t > 0, x > 0 (12)
v+(x, t) = − 1

πβ

2∑

k=1

V +
k (x, t)H(t+ xτk) t > 0, x < 0 (13)

V +
1 (x, t) =




t+xτ2∫

t+xτ1

+

t+xτ4∫

t+xτ3



 ε(τ)B+
1 (x, c2(t− τ)) dτ

V +
2 (x, t) =

t+xτ3∫

t+xτ2

ε(τ)B+
2 (x, c2(t− τ)) dτ

B+
1 (x, t) = xt−1b1(x, t)R(x, t)R−1

1 (x, t), B+
2 (x, t) = xt−1R(x, t)R−1

2 (x, t),

R1(x, t) = t
(
b21(x, t) − b22(x, t)

)
, R2(x, t) = t (b1(x, t) − b2(x, t))



Äâèæåíèå ïëîñêîãî øòàìïà ïî ãðàíèöå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè 221II. ϕ+(x, t) = ϕ∞(x, t)H(t) − x−3/2Φ+(x, t)H(t− xτ4) t > 0, x > 0 (14)
Φ+(x, t) =

K+
+(0)

π

∂

∂t

t−xτ4∫

0

ε(τ)G+
+ (x, c2(t− τ)) dτ,

G+
+(x, t) =

(−xγ5 + t)(xγ6 − t)

t
√
t− xγ4r

+
+(−itx−1)

v−(x, t) = −(−x)−1/2V −
0 (x, t)H(t− xτ1) t > 0, x < 0 (15)

V −
0 (x, t) =

1

πK+
−(0)

t−xτ1∫

0

ε(τ)G−
+ (x, c2(t− τ)) dτ,

G+
−(x, t) = c2t

−1
√−xγ1 + tr+

−(−itx−1)

ϕ−(x, t) = ϕ∞(x, t)H(t) − x1/2Φ−(x, t)H(t+ xτ1) t > 0, x > 0 (16)
Φ−(x, t) =

K−
+(0)

π

∂

∂t

t+xτ1∫

0

ε(τ)G−
+ (x, c2(t− τ)) dτ

v+(x, t) = −(−x)3/2V +
0 (x, t)H(t+ xτ4) t > 0, x < 0 (17)

V +
0 (x, t) =

1

πK−
−(0)

t+xτ4∫

0

ε(τ)G−
− (x, c2(t− τ)) dτ,

G−
−(x, t) = − c2

√
t+ xγ4

t(xγ5 + t)(xγ6 + t
r−−

(
it

x

)III. Ôîðìóëû ϕ±(x, t), v∓(x, t) â ýòîì ñêîðîñòíîì äèàïàçîíå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþòñ �îðìóëàìè ïðåäûäóùåãî ñêîðîñòíîãî äèàïàçîíà II, çà èñêëþ÷åíèåì �îðìóë äëÿ
r±±(u) è K±

±(0).IV. ϕ+(x, t) = ϕ∞(x, t)H(t) + x−1/2Φ+(x, t)H(t− xτ4) t > 0, x > 0 (18)
Φ+(x, t) =

K+
+(0)

π

∂

∂t

t−xτ4∫

0

ε(τ)G+
+ (x, c2(t− τ)) dτ, G+

+(x, t) =
xγ0 − t

t
√
t− xγ4r

+
+(−itx−1)

v−(x, t) = (−x)1/2V −
0 (x, t)H(t− xτ1) t > 0, x < 0 (19)

V −
0 (x, t) =

1

πK+
−(0)

t−xτ1∫

0

ε(τ)G+
− (x, c2(t− τ)) dτ, G+

−(x, t) =
c2
√
t− xγ1

t(t− xγ5)
r+
−

(
−it
x

)
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ϕ−(x, t) = ϕ∞(x, t)H(t) − x−1/2Φ−(x, t)H(t+ xτ1) t > 0, x > 0 (20)
Φ−(x, t) =

K−
+(0)

π

∂

∂t

t+xτ1∫

0

ε(τ)G−
+ (x, c2(t− τ)) dτ, G−

+(x, t) =
xγ5 + t

t
√
xγ1 + tr−+(−itx−1)

v+(x, t) = −(−x)1/2V +
0 (x, t)H(t+ xτ4) t > 0, x < 0 (21)

V +
0 (x, t) =

1

πK−
−(0)

t+xτ4∫

0

ε(τ)G−
− (x, c2(t− τ)) dτ, G−

−(x, t) = −c2
√
t+ xγ4

t(xγ6 + t)
r−−

(
−it
x

)Ôîðìóëû äëÿ r±±(u) è K±
±(0) îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå �àêòîðèçàöèè [5℄ ïî-äèíòåãðàëüíîé �óíêöèè K(±u) ÿäðà (2) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â êàæäîìêîíêðåòíîì äèàïàçîíå.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àëèí Ë.À. Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1953. 264 ñ.[2℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Êîâàëåíêî Å.Â. Çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ñî ñìåøàííû-ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ì.: Íàóêà. �ë. ðåä. �èç.-ìàò. ëèò., 1986. 336 ñ.[3℄ Áåëîêîíü À.Â., Íàñåäêèí À.Â. Âçàèìîäåéñòâèå äâèæóùèõñÿ øòàìïîâ ñ óïðóãèìè èâÿçêîóïðóãèìè òåëàìè. Â êí. Ìåõàíèêà êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ì.: Ôèçìàò-ëèò, 2001. Ñ. 331�348.[4℄ Çåëåíöîâ Â. Á., Áàòóðèíà Í.Þ. Î äâèæåíèè ïëîñêîãî øòàìïà ïî ãðàíèöå óïðóãîéïîëóïëîñêîñòè // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2011. � 3. Ñ. 40�48.[5℄ Íîáë Á. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Âèíåðà�Õîï�à äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1962. 279 ñ.[6℄ Ôëèòìàí Ë.Ì.Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î øòàìïå íà óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè // ÏÌÌ.1959. Ò. 23, âûï. 4. Ñ. 697�605.Zelentsov V.B. Dynami
 
onta
t problem about a �at pun
h moving along the boundaryof an elasti
 half-plane. Dynami
 
onta
t problem about sliding of a �at pun
h along theboundary of elasti
 half-plane is 
onsidered. In the moving 
oordinate system, relative to themoving pun
h, the 
onta
t problem redu
es to the solution of the two-dimensional integralequation, whi
h have a two-dimensional kernel depending on the di�eren
e between thearguments by ea
h of the variables. An approximated solution of the integral equaiton ofthe problem is 
onstru
ted in the four ranges of the pun
h velo
ity, whi
h 
over all possiblevalues of the velo
ity. The problem was �rst 
onsidered by L.A. Galin [1℄ using methods of
omplex analysis in subsoni
 velo
ity range. Considered problem was solved in the ¾steady-state movement¿ mode without respe
t to inertia of the foundation in [2, 3℄. In [4℄ the problemwas solved by the proposed method in subsoni
 velo
ity range.



ÌÎÄÅËÜ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÌÅÕÀÍÎÄÈÔÔÓÇÈÈÄËß ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎ�Î ÑËÎßÇåìñêîâ À.Â., Òàðëàêîâñêèé Ä.Â.Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò(íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæ¼ííî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿóïðóãîé äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäû ñ ó÷¼òîì ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé, îáóñëîâëåííûõ íà-ëè÷èåì äè��óçèîííûõ ïîòîêîâ. Âëèÿíèå äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ íà íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîé ìî-äåëè óïðóãîé äè��óçèè, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ñâÿçàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿóïðóãîãî òåëà è óðàâíåíèÿ ìàññîïåðåíîñà. Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå èñêî-ìûõ �óíêöèé â ðÿäû Ôóðüå ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿËàïëàñà ïî âðåìåíè. Ñòðîèòñÿ �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. �àññìîòðåíû ïðèìå-ðû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà äè��óçèîííûé ïîòîê íà ãðàíèöå çàòóõàåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìóçàêîíó.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü èìååòñÿ îäíîðîäíûé ñëîé, ïðåäñòàâëÿþùèéñîáîé òâ¼ðäûé äâóõêîìïîíåíòíûé ðàñòâîð. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà ïîâåðõíî-ñòÿõ x = 0, L çàäàíî ïåðåìåùåíèå è äè��óçèîííûå ïîòîêè. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèåïðîöåññû â ñðåäå áåç ó÷¼òà òåìïåðàòóðíûõ ý��åêòîâ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä (øòðèõ �ïðîèçâîäíàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå, òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-íè) [1℄:
u′′ = ü+ α1η

′
1 + α2η

′
2, D1η

′′
1 = η̇1 + Λ1u

′′′, D2η
′′
2 = η̇2 + Λ2u

′′′, (1)
u|x=0 = f1 (τ) , u|x=1 = f2 (τ) ,

(Λ1u
′′ −D1η

′
1)|x=0 = f3 (τ) , (Λ2u

′′ −D2η
′
2)|x=0 = f5 (τ) ,

(Λ1u
′′ −D1η

′
1)|x=1 = f4 (τ) , (Λ2u

′′ −D2η
′
2)|x=1 = f6 (τ) ,

u|τ=0 = u̇|τ=0 = ηq|τ=0 = 0.

(2)Çäåñü âñå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè è äëÿ íèõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-þùèå îáîçíà÷åíèÿ (÷åðòà íàä ñèìâîëàìè â äàëüíåéøåì îïóñêàåòñÿ):
x =

x̄

L
, u =

ū

L
, τ =

ct

L
, c2 =

C3333

ρ
, αq =

n
(q)
0 α

(q)
33

C3333
, fk (τ) =

f̄k (τ)

cn
(q)
0

, q = 1, 2,

ηq =
η(q)

n
(q)
0

, Dq =
D

(q)
33 g

(q)

cL
, Λq =

Λ
(q)
3333

cLn
(q)
0

, Λ
(q)
3333 =

n
(q)
0 α

(q)
33 D

(q)
33

RT0
,ãäå t � âðåìÿ; x̄ � äåêàðòîâà êîîðäèíàòà, ū � ïåðåìåùåíèå, L � òîëùèíà ñëîÿ,

ηq = n(q)−n(q)
0 � ïðèðàùåíèå êîíöåíòðàöèè q � îé êîìïîíåíòû âåùåñòâà, n(q)

0 � íà-÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâ, C3333 � óïðóãàÿ ïîñòîÿííàÿ; α(q)
33 � êîý��èöèåíò,



224 Çåìñêîâ À.Â., Òàðëàêîâñêèé Ä.Â.îïðåäåëÿåìûé òèïîì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè, D(q)
33 � êîý��èöèåíòû ñàìîäè�-�óçèè, g(q) � òåðìîäèíàìè÷åñêèé ìíîæèòåëü Äàðêåíà, R � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìà-íà, T0 � òåìïåðàòóðà.2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïóñòü Guk = u è Gq

ηk = ηq � �óíêöèè �ðèíà çàäà-÷è (1)�(2).Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî �óíêöèè �ðèíà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè
Gu2 (x, τ) = Gu1 (1 − x, τ) , Gu4 (x, τ) = Gu3 (1 − x, τ) , Gu6 (x, τ) = Gu5 (1 − x, τ) ,

Gq
η2 (x, τ) = Gq

η1 (1 − x, τ) , Gq
η4 (x, τ) = Gq

η3 (1 − x, τ) , Gq
η6 (x, τ) = Gq

η4 (1 − x, τ) ,ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ïðåäñòàâèìî â âèäå
u =

3∑

k=1

[Gu,2k−1 (x, τ) ∗ f2k−1 (τ) +Gu,2k−1 (1 − x, τ) ∗ f2k (τ)] ,

ηq =

3∑

k=1

[
Gq
η,2k−1 (x, τ) ∗ f2k−1 (τ) +Gq

η,2k−1 (1 − x, τ) ∗ f2k (τ)
]
.

(3)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ è ïðèðàùåíèÿ êîíöåíòðàöèèäîñòàòî÷íî íàéòè òîëüêî �óíêöèè Guk è G
(q)
ηk ïðè k = 1, 3, 5. Ïðèìåíÿÿ ê çàäà-÷å (1)�(2) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè è âûïîëíÿÿ ðåäóêöèþ ê íóëåâûìãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïîëó÷èì

s2UL − UL′′ + α1H
L
1

′
+ α2H

L
2

′
= F1 (x, s) ,

sHL
1 −D1H

L
1

′′
+ Λ1U

L′′′ = F3 (x, s) , sHL
2 −D2H

L
2

′′
+ Λ2U

L′′′ = F5 (x, s) ,
(4)

UL
∣∣
x=0

= 0, UL
∣∣
x=1

= 0,
(
Λ1U

L′′ −D1H
L
1

′
)∣∣∣

x=0
= 0,

(
Λ2U

L′′ −D2H
L
2

′
)∣∣∣

x=0
= 0,

(
Λ1U

L′′ −D1H
L
1

′
)∣∣∣

x=1
= 0,

(
Λ2U

L′′ −D2H
L
2

′
)∣∣∣

x=1
= 0,

(5)ãäå
UL = uL − ϕ, HL

q = ηLq − ψq, (6)
uL è ηLq � òðàíñ�îðìàíòû Ëàïëàñà èñêîìûõ �óíêöèé u è ηq; �óíêöèè ϕ è ψqîïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ϕ (x, s) = ϕ∗ (x) fL1 (s) , ψ1 (x, s) = ψ∗
1 (x) fL3 (s) , ψ2 (x, s) = ψ∗

2 (x) fL5 (s) ,

ϕ∗ (x) = 1 − x, ψ∗
1 (x) =

1

D1

(
x2

2
− x

)
, ψ∗

2 (x) =
1

D2

(
x2

2
− x

)
,

F1 (x, s) = ϕ∗ (x)

[
−s2fL1 (s) +

α1

D1
fL3 (s) +

α2

D2
fL5 (s)

]
,

F3 (x, s) = [1 − sψ∗
1 (x)] fL3 (s) , F5 (x, s) = [1 − sψ∗

2 (x)] fL5 (s) ,

fL1 , fL3 è fL5 � òðàíñ�îðìàíòû Ëàïëàñà �óíêöèé, âõîäÿùèõ â ïðàâûå ÷àñòè ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé (2).



Ìîäåëü íåñòàöèîíàðíîé ìåõàíîäè��óçèè 225�åøåíèå çàäà÷è (4)�(5) èùåòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì
UL (x, s) =

∞∑

n=1

UL
n (s) sinλnx, H

L
q (x, s) =

∞∑

n=0

HL
qn (s) sin λnx, (7)ïðè ýòîì çàïèñûâàåì â âèäå àíàëîãè÷íûõ ðÿäîâ �óíêöèè ϕ, ψq è ïðàâûå ÷àñòèóðàâíåíèé â (4).Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-òåëüíî �óíêöèé UL

n H
L
nq ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì äàëåå ïî �îðìóëàì (6), (7) �óíê-öèè uL è ηLq , êîòîðûå ñ ó÷¼òîì (3) áóäóò èìåòü âèä

uL = GL
u1 (x, s) fL1 (s) +GL

u3 (x, s) fL3 (s) +GL
u5 (x, s) fL5 (s) ,

ηLq = G
(q)
η1 (x, s) f1 (s) +G

(q)
η3 (x, s) f3 (s) +G

(q)
η5 (x, s) f5 (s) ,

(8)ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
GL
u1 (x, s) =

∞∑

n=1

GL
u1n (s) sinλnx, G

L
u3 (x, s) =

∞∑

n=1

GL
u3n (s) sinλnx,

GL
u5 (x, s) =

∞∑

n=1

GL
u5n (s) sinλnx, G

1L
η1 (x, s) =

∞∑

n=1

G1L
η1n (s) cosλnx,

G1L
η3 (x, s) = G1L

η30 (s) +

∞∑

n=1

G1L
η3n (s) cosλnx,

G1L
η5 (x, s) =

∞∑

n=1

G1L
η5n (s) cosλnx, G

2L
η1 (x, s) =

∞∑

n=1

G2L
η1n (s) cosλnx,

G2L
η3 (x, s) =

∞∑

n=1

G2L
η3n (s) cosλnx, G

2L
η5 (x, s) = G2L

η50 (s) +
∞∑

n=1

G2L
η5n (s) cosλnx,

(9)
G1L
η30 (s) = G2L

η50 (s) =
1

s
,

GL
u1n (s) = 2λn

s2 + a1ns + a2n

P4n (s)
, GL

u3n (s) =
2α1λn (s + a3n)

P4n (s)
, GL

u5n (s) =
2α2λn (s + a4n)

P4n (s)
,

G1L
η1n (s) = −2Λ1λ

2
n

(
s3 + a3ns

)

P4n (s)
, G1L

η3n (s) = 2
s3 + a3ns

2 + λ2
ns + a5n

P4n (s)
, G1L

η5n (s) =
2α2Λ1λ

2
n

P4n (s)
,

G2L
η1n (s) = −2Λ2λ

2
n

(
s3 + a4ns

)

P4n (s)
, G2L

η3n (s) =
2α1Λ2λ

2
n

P4n (s)
, G2L

η5n (s) = 2
s3 + a4ns

2 + λ2
ns + a6n

P4n (s)
,

a1n = λ4
n (D1 +D2 + α1Λ1 + α2Λ2) , a2n = λ4

n (D1D2 − α1Λ1D1 − α2Λ2D1) ,

a3n = D2λ
2
n, a4n = D1λ

2
n, a5n = λ4

n (D2 − α1α2Λ1Λ2) , a6n = λ4
n (D1 − α1α2Λ1Λ2) ,

P4n (s) =
(
s2 + λ2

n

) (
s+D1λ

2
n

) (
s+D2λ

2
n

)
−α1Λ1λ

4
n

(
s+D2λ

2
n

)
−α2Λ2λ

4
n

(
s+D1λ

2
n

)
.



226 Çåìñêîâ À.Â., Òàðëàêîâñêèé Ä.Â.3. Âû÷èñëåíèå îðèãèíàëîâ �óíêöèé âëèÿíèÿ. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê âû÷èñ-ëåíèþ îðèãèíàëîâ �óíêöèé âëèÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî äðîáè âõîäÿùèå â (9), ðàçëàãàþòñÿíà ýëåìåíòàðíûå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
Gu1 = 2

∞∑

n=1

λn
(
A11n cos znτ + A12nz

−1
n sin znτ + A13ne

s3nτ + A14ne
s4nτ
)
,

Gu3 = 2α1

∞∑

n=1

λn
(
A12n cos znτ + A22nz

−1
n sin znτ + A23ne

s3nτ + A24ne
s4nτ
)
,

Gu5 = 2α2

∞∑

n=1

λn
(
A32n cos znτ + A32nz

−1
n sin znτ + A33ne

s3nτ + A34ne
s4nτ
)
,

G1
η1 = −2Λ1

∞∑

n=1

λ2
n

(
A42n cos znτ + A42nz

−1
n sin znτ + A43ne

s3nτ + A44ne
s4nτ
)
,

G1
η3 = H (τ) + 2

∞∑

n=1

(
A52n cos znτ + A52nz

−1
n sin znτ + A53ne

s3nτ + A44ne
s4nτ
)
,

G1
η5 = 2α2Λ1

∞∑

n=1

λ2
n

(
A62n cos znτ + A62nz

−1
n sin znτ + A63ne

s3nτ + A64ne
s4nτ
)
,

G2
η1 = −2Λ1

∞∑

n=1

λ2
n

(
A72n cos znτ + A72nz

−1
n sin znτ + A43ne

s3nτ + A74ne
s4nτ
)
,

G2
η3 = 2α1Λ2

∞∑

n=1

λ2
n

(
A62n cos znτ + A62nz

−1
n sin znτ + A63ne

s3nτ + A64ne
s4nτ
)
,

G2
η5 = H (τ) + 2

∞∑

n=1

(
A82n cos znτ + A82nz

−1
n sin znτ + A83ne

s3nτ + A84ne
s4nτ
)
,ãäå H (τ) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, z2

n = s1s2, s1, s2 � êîìïëåêñíûå êîðíè, à s3, s4 �äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P4n, Aprn, p = 1, 8, r = 1, 4 � êîý��èöèåíòûðàçëîæåíèÿ äðîáåé â (9) íà ýëåìåíòàðíûå [1℄.Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé âëèÿíèÿ, ðåøåíèå èñõîäíîéçàäà÷è (1)�(2) íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëàì (3). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çà-äà÷à, â êîòîðîé íà ïîâåðõíîñòè x = 0 çàäàí äè��óçèîííûé ïîòîê äëÿ ïåðâîéêîìïîíåíòû âåùåñòâà â âèäå f3 (τ) = e−τ . �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ïðåäñòàâëåíû íàãðà�èêàõ, ïðèâåäåííûõ íèæå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 11-08-00064 èãðàíòà ÔÖÏ (ñîãëàøåíèå � 14.Â37.21.0381 îò 02.08.2012).
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�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèé îòâðåìåíè: Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
x = 0.1, ëèíèÿ ñ òî÷êàìè � x = 0.5, ïóíê-òèðíàÿ � x = 0.8. �èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ïðèðàùåíèÿ êîí-öåíòðàöèè îò âðåìåíè äëÿ ïåðâîãî âåùå-ñòâà: Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò x =

0.1, ëèíèÿ ñ òî÷êàìè � x = 0.5, ïóíêòèð-íàÿ � x = 0.8.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �îéõáóðã Ä.Ì., Çåìñêîâ À.Â., Òàðëàêîâñêèé Ä.Â. Äâóõêîìïîíåíòíûé óïðóãî äè�-�óçèîííûé ñëîé ïîä äåéñòâèåì îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ âîçìóùåíèé // Âåñò-íèê Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà. 2013, Ò. 20. � 2. Ñ. 226�237.Zemskov A.V., Tarlakovsky D.V. Non-stationary di�usion model of elasti
ity fortwo-
omponent layer . The problem of determining the stress strain state of an elasti
 medium,taking into a

ount the stru
tural 
hanges 
aused by the presen
e of di�usion �uxes. Thein�uen
e of di�usion pro
esses on the stress-strain state of the environment is taken intoa

ount by using the lo
ally equilibrium model of elasti
 di�usion, whi
h in
ludes the 
oupledsystem of equations of motion of an elasti
 body and the equations of heat and mass transfer.For solutions used de
ompositions of the unknown fun
tions in Fourier series and thenapplying the integral Lapla
e transform with respe
t to time. We 
onstru
t a fundamentalsolution of the problem. For examples the 
ases where the di�usion �ux at the boundary isde
ays exponentially are 
onsidered.



ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÅ ÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈÄËß ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕ ÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅËÇóáîâ Ë.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàí âîïðîñ îá óíèâåðñàëüíûõ îäíîðîäíûõ äå�îðìàöèÿõ ìèêðîïîëÿðíîé èçî-òðîïíîé óïðóãîé ñðåäû. Íàéäåííîå â ðàáîòå ìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèé õà-ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ãðàäèåíò äå�îðìàöèè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì íåîñîáûì ïî-ñòîÿííûì òåíçîðîì, à òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà ëèáî ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì ìàêðîïîâîðîòà,ëèáî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî ïîëóîáîðîòîì âîêðóã íåêîòîðûõ îñåé.1. Óíèâåðñàëüíûìè äå�îðìàöèÿìè äëÿ äàííîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ â ìåõàíèêåñïëîøíîé ñðåäû íàçûâàþò òàêæå äå�îðìàöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíè-ÿì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëþáîãî ìàòåðèàëà èç ýòîãî êëàññà ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõíàãðóçîê. Öåííîñòü óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèé çàêëþ÷àåòñÿ â èõ óäîáñòâå äëÿýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëîâ. Äëÿ ïðîñòûõ(íåïîëÿðíûõ) óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, êàê èçâåñòíî [1, 2℄, óíèâåðñàëüíûìè ÿâëÿþòñÿëþáûå îäíîðîäíûå äå�îðìàöèè, ò. å. òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ãðàäèåíò äå�îðìàöèè Fïîñòîÿíåí (íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò). Â áîëåå óçêîì êëàññå óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ,à èìåííî äëÿ èçîòðîïíûõ íåñæèìàåìûõ òåë ñóùåñòâóåò íàáîð íåîäíîðîäíûõ óíè-âåðñàëüíûõ äå�îðìàöèé [1, 2℄. Êëàññ íåîäíîðîäíûõ óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèéäëÿ èçîòðîïíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ òåë ïîñòðîåí â [3℄.Íèæå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá óíèâåðñàëüíûõ îäíîðîäíûõ äå�îðìàöèÿõ äëÿìèêðîïîëÿðíîé îäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäû (êîíòèíóóìà Êîññåðà), â êîòîðîé ïîëåâðàùåíèé êèíåìàòè÷åñêè íåçàâèñèìî îò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé. Îäíîðîäíûìè äå�îð-ìàöèÿìè ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà íàçûâàþòñÿ òàêèå, â êîòîðûõ ïîñòîÿííû ãðàäèåíòäå�îðìàöèè è òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà.Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû ïðè îòñóòñòâèèìàññîâûõ ñèë è ìîìåíòîâ èìååò âèä [4℄
divD = 0, divG + (FT · D)× = 0 (1)

D = P · H, G = K · H, P =
∂W

∂E
, K =

∂W

∂L
(2)

E = F ·HT , L = −H · (rotH)T +
1

2
Itr[H · (rotH)T ] (3)

F = gradR, W = W (E,L)Çäåñü D è G � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû,
P è K � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Êèðõãî�à, H �ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà, E � ìåðà äå�îðìàöèè, L �



Îäíîðîäíûå óíèâåðñàëüíûå äå�îðìàöèè ... 229òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè, I � åäèíè÷íûé òåíçîð, R � âåêòîð ïîëîæåíèÿ ÷à-ñòèöû ñðåäû â äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè, W � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ äå�îðìàöèè. Ñèìâîëû grad, div è rot îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îïåðàöèèãðàäèåíòà, äèâåðãåíöèè è ðîòîðà â êîîðäèíàòàõ îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè òåëà.×åðåç Φ× îáîçíà÷åí âåêòîðíûé èíâàðèàíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà Φ:
Φ× = (Φskis ⊗ ik)× , Φskis × ik .2. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîòðîïíûé ìèêðîïîëÿðíûé ìàòåðè-àë. Òðåáîâàíèå èçîòðîïíîñòè íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà òåíçîðíûå�óíêöèè P(E,L) è K(E,L)

P(Q · E · QT , εQ · L · QT ) = Q · P(E,L) · QT

K(Q ·E · QT , εQ · L · QT ) = εQ · K(E,L) · QT
(4)

ε = detQãäå Q � ëþáîé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð.Ïðè îäíîðîäíîé äå�îðìàöèè òåíçîðû F, H è E ïîñòîÿííû, à òåíçîð L ñîãëàñ-íî (3) ðàâåí íóëþ. Èç îäíîðîäíîñòè ñðåäû âûòåêàåò, ÷òî òåíçîðû íàïðÿæåíèé
D,G,P,K ïîñòîÿííû. Ïîýòîìó ïåðâîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â (1) óäîâëåòâîðÿåò-ñÿ òîæäåñòâåííî, à âòîðîå â ñèëó (2), (3) ïðèíèìàåò âèä

(ET ·P)× = 0 (5)Óðàâíåíèå (5) âûðàæàåò ñîáîé áàëàíñ ìîìåíòîâ ïðè îäíîðîäíîé äå�îðìàöèè.Îíî ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ ñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà ET · P è ïðè çàäàííîìãðàäèåíòå äå�îðìàöèè ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ìèêðîïîâîðîòà H. �å-øåíèå óðàâíåíèÿ (5), âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íàéäåíî òîëüêî ïðè èçâåñòíîìîïðåäåëÿþùåì ñîîòíîøåíèè ìàòåðèàëà, ò. å. ïðè çàäàííîé �óíêöèè W (E, 0). Òåìíå ìåíåå, êàê ïîêàçàíî â äàííîé ðàáîòå, â êëàññå èçîòðîïíûõ ìèêðîïîëÿðíûõìàòåðèàëîâ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5), êîòîðûå íå çàâèñÿò îò îïðåäåëÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèé. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè äëÿ èçîòðîïíûõìàòåðèàëîâ. Ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ ðåøåíèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿÒ å î ð å ì à. Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî êîíòèíóóìà Êîññåðà óðàâíåíèå (5) óäîâëå-òâîðÿåòñÿ ïðè òàêèõ îäíîðîäíûõ äå�îðìàöèÿõ, äëÿ êîòîðûõ ìåðà äå�îðìàöèè
E áóäåò ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê òåíçîð E ïî óñëîâèþ ñèììåòðè÷åí, äëÿ íåãî ñïðàâåä-ëèâî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå

E = E1d1 ⊗ d1 + E2d2 ⊗ d2 + E3d3 ⊗ d3 (6)ãäå dk(k = 1, 2, 3) � îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïîëîæèìâ ñîîòíîøåíèÿõ (4) ïðè L = 0 ïîî÷åðåäíî
Q = Q1 = I − 2d1 ⊗ d1 ,

Q = Q2 = I − 2d2 ⊗ d2 ,
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Q = Q3 = I − 2d3 ⊗ d3 .Â ñèëó (6) èìååì Qs · E · QT
s = E, s = 1, 2, 3.Èç (4) òåïåðü ñëåäóþò ðàâåíñòâà

Qs · P = P · Qs, s = 1, 2, 3 (7)Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) ñëåâà íà âåêòîð dm, à ñïðàâà íà âåêòîð
dn (m 6= n),ïîëó÷èì

dm ·P · dn = 0, m 6= n (8)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî òåíçîð P ñèììåòðè÷åí è ñîîñåí òåíçîðó E,ò. å. èìååò ñëåäóþùåå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
P = P1d1 ⊗ d1 + P2d2 ⊗ d2 + P3d3 ⊗ d3 (9)Èç (6) è (9) íåïîñðåäñòâåííî âèäíà ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà ET · P, ÷òî è äî-êàçûâàåò òåîðåìó.Â ñèëó òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ (3) ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíûõ îäíîðîäíûõ äå-�îðìàöèé èçîòðîïíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ òåë ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ òåíçîðà ìèê-ðîïîâîðîòà H èç ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

F · HT = H · FT , H · HT = I, detH = 1 (10)3. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10) âîñïîëüçóåìñÿ ïîëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ãðàäèåíòàäå�îðìàöèè [2℄
F = U · A (11)Çäåñü U � ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé òåíçîð ðàñòÿæåíèÿ, A �ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìàêðîïîâîðîòà. Ñîãëàñíî (10), (11) ñèììåòðè÷-íûé òåíçîð F · HT óäîâëåòâîðÿåò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

(F · HT )2 = U2 (12)Ïóñòü e1, e2, e3 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåíçîðà U.Òîãäà ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå òåíçîðà ðàñòÿæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ òàê
U = U1e1 ⊗ e1 + U2e2 ⊗ e2 + U3e3 ⊗ e3 (13)Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Uk ðàçëè÷íû, òî ïðîåêòîðû â (13) îïðåäåëåíû îä-íîçíà÷íî è óðàâíåíèå (12) èìååò âîñåìü ðåøåíèé

F · HT = H · FT = ±U1e1 ⊗ e1 ± U2e2 ⊗ e2 ± U3e3 ⊗ e3 (14)Ïðè ïîìîùè (11) è (14) íàõîäèì èñêîìûé òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà
H = (±e1 ⊗ e1 ± e2 ⊗ e2 ± e3 ⊗ e3) · A (15)



Îäíîðîäíûå óíèâåðñàëüíûå äå�îðìàöèè ... 231Èç âîñüìè òåíçîðîâ (15) òîëüêî ñëåäóþùèå ÷åòûðå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííî îðòî-ãîíàëüíûìè
H1 = A, H2 = (e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3) · A

H3 = (−e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3) · A

H4 = (−e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3) · A

(16)Òåíçîðû, çàêëþ÷åííûå â ñêîáêè â âûðàæåíèÿõ (16), îïèñûâàþò ïîëóîáîðîòû(ò. å. îáîðîòû íà 180◦) âîêðóã ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà U. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæå-ñòâî ìèêðîïîâîðîòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ïðè îäíîðîäíîéäå�îðìàöèè èçîòðîïíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìàêðîïîâîðîò, àòàêæå ïîâîðîòû, îòëè÷àþùèåñÿ îò ìàêðîïîâîðîòà ïîëóîáîðîòàìè âîêðóã ãëàâíûõîñåé òåíçîðà ðàñòÿæåíèÿ.Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà U êðàòíûå, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâ-íåíèÿ (10) ñòàíîâèòüñÿ áåñêîíå÷íûì. Íàïðèìåð, ïðè U1 = U2 = U3 ìèêðîïîâî-ðîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîðîäíûì óíèâåðñàëüíûì äå�îðìàöèÿì, âûðàæàþòñÿ�îðìóëàìè
H = A, H = (2e ⊗ e − I) · A (17)ãäå e � ëþáîé åäèíè÷íûé âåêòîð. Â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ,êîãäà U1 = U2 6= U3 âåêòîð e â (17) íå âïîëíå ïðîèçâîëåí. Îí ìîæåò áûòü ðàâåí e3,à òàêæå ëþáîìó åäèíè÷íîìó âåêòîðó, ðàñïîëîæåííîìó â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé

e3. Ïîëó÷åííîå ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (10) çàâåðøàåò ïî-ñòðîåíèå íàáîðà óíèâåðñàëüíûõ îäíîðîäíûõ äå�îðìàöèé èçîòðîïíîé ìèêðîïî-ëÿðíîé ñðåäû.4. �àññìîòðèì íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ìèêðîïîëÿðíîì òåëå ïðè îäíîðîä-íûõ óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèÿõ, íà ïðèìåðå �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà [4℄.Äàííàÿ ìîäåëü çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-ãèè äå�îðìàöèè
2W = λtr2(E − I) + (µ+ β)tr[(E − I) · (ET − I)] + (µ− β)tr(E − I)2+

+δtr2L + (γ + η)tr(L · LT ) + (γ − η)trL2
(18)ãäå λ, µ, β, δ, γ, η � ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äàí-íîãî ìàòåðèàëà ñîãëàñíî (2), (18) èìåþò âèä

P = λI(trE − 3) + (µ+ β)(E− I) + (µ− β)(ET − I)

K = δItrL + (γ + η)L + (γ − η)LT
(19)Òàê êàê ïðè îäíîðîäíîé äå�îðìàöèè L = 0, ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ â ñèëó (19)òàêæå ðàâíû íóëþ, à òåíçîð ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé ïðè E = ET ñèììåòðè÷åí èçàïèñûâàåòñÿ òàê

P = λI(trE− 3) + 2µ(E− I) (20)



232 Çóáîâ Ë.Ì.Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ äå�îðìàöèÿ, â êîòîðîé H = A (ìèêðî-ïîâîðîò ñîâïàäàåò ñ ìàêðîïîâîðîòîì), òî èìååì
P = λI(trU − 3) + 2µ(U − I) (21)Äëÿ óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèé, â êîòîðûõ H = (2e⊗e−I) ·A, ãäå e � ëþáîéñîáñòâåííûé âåêòîð òåíçîðà U, íàïðÿæåíèÿ áóäóò òàêèìè

P = λI(2e ·U · e − trU − 3) + 2µ(2U · e ⊗ e −U − I) (22)Ñîãëàñíî (22) ïðè U = I, â îòëè÷èå îò (21) P 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèîòñóòñòâèè ìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè, ò. å. ïðè íóëåâûõ óäëèíåíèÿõ è ñäâèãàõ ìà-òåðèàëüíûõ âîëîêîí â ìèêðîïîëÿðíîì òåëå ñ êèíåìàòè÷åñêè íåçàâèñèìûì ïîëåìâðàùåíèé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàâíîâåñíûå íåíóëåâûå ñèëîâûå íàïðÿæåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òðóñäåëë Ê.Ïåðâîíà÷àëüíûé êóðñ ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Ì.:Ìèð,1975. 522 ñ.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[3℄ Çóáîâ Ë.Ì. Óíèâåðñàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ èçîòðîïíûõ íåñæèìàåìûõ ìèêðîïîëÿð-íûõ òåë // Äîêëàäû �ÀÍ. 2010. Ò. 435. � 1. Ñ. 35�39.[4℄ Zubov L.M. Nonlinear Theory of Dis
lo
ations and Dis
linations in Elasti
 Bodies. B.:Springer. 1997. 205 p.Zubov L.M. Uniform universal deformations of isotropi
 mi
ropolar elasti
 solids. Theproblem of uniform universal deformations of mi
ropolar isotropi
 elasti
 medium is analyzed.The set of universal deformations is established for whi
h the deformation gradient is anynon-singular 
onstant se
ond-order tensor while the mi
rorotation tensor 
oin
ides with thethe ma
rorotation tensor or with the ma
rorotation tensor subje
ted by 180-degree rotationsabout some axes.



ÁÎËÜØÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÒÎËÑÒÎÑÒÅÍÍÎÉ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÉÎÁÎËÎ×ÊÈ Ñ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ Ê�ÀÅÂÛÌÈÄÈÑËÎÊÀÖÈßÌÈÇóáîâ Ë.Ì.1, Ôèëèïïîâà Ë.Ì.2
1Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå íåëèíåéíîé êîíòèíóàëüíîé òåîðèè äèñëîêàöèé ðàññìîòðåíà çàäà÷à î áîëü-øèõ äå�îðìàöèÿõ óïðóãîãî ïîëîãî øàðà, ñîäåðæàùåãî íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûå äèñ-ëîêàöèè. Â ðàìêàõ ìîäåëè ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèÿõ, îáóñëîâëåííûõ ñïåöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì êðàåâûõ äèñ-ëîêàöèé. Òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé ïðèíèìàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì è õàðàêòåðèçó-åòñÿ îäíîé ñêàëÿðíîé �óíêöèåé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ñðåäû âêëþ÷àåò â ñåáÿ óðàâíåíèåðàâíîâåñèÿ äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû D [1℄
divD + ρb = 0, (1)îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìàòåðèàëà

D = D(C) =
dW

dC
(2)è ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

C = gradR (3)Çäåñü div è grad � îïåðàòîðû äèâåðãåíöèè è ãðàäèåíòà â êîîðäèíàòàõ îòñ÷åò-íîé êîí�èãóðàöèè, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, b � ìàññîâàÿ ñèëà, R � âåêòîðïîëîæåíèÿ ÷àñòèö òåëà â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, C � ãðàäèåíò äå�îðìà-öèè (ãðàäèåíò ìåñòà), W � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëà. Âìåñòîñîîòíîøåíèÿ (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè
rotC = 0(rot � îïåðàòîð ðîòîðà â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåìèñêëþ÷åíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ R èç óðàâíåíèÿ (3).Åñëè â òåëå èìåþòñÿ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûå äèñëîêàöèè, òî âåêòîðíîåïîëå R íå ñóùåñòâóåò, à óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåñîâ-ìåñòíîñòè [2�4℄
rotC = α (4)ãäå α � òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé. Çàäàííîå òåíçîðíîå ïîëå âòîðîãî ðàíãà αäîëæíî áûòü ñîëåíîèäàëüíûì, ò. å. óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
divα = 0



234 Çóáîâ Ë.Ì., Ôèëèïïîâà Ë.Ì.Ïðè íàëè÷èè ðàñïðåäåëåííûõ äèñëîêàöèé òåíçîð C áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì äèñ-òîðñèè, ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå (3) â ýòîì ñëó÷àå íåñïðàâåäëèâî.2. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî î÷åíü ìàëî òî÷íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíîé òåî-ðèè óïðóãîñòè äëÿ òåë ñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè. Íèæå íàéäåíî ðåøåíèåíîâîé çàäà÷è î áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ óïðóãîãî ïîëîãî øàðà ñ ðàñïðåäåëåííûìèêðàåâûìè äèñëîêàöèÿìè.Ââåäåì â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ïîëîãî øàðà ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r,
ϕ (äîëãîòà) è θ (øèðîòà), à åäèíè÷íûå âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûìëèíèÿì, îáîçíà÷èì er, eϕ è eθ. Òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé çàäàäèì â âèäå

α = β(r)(eϕ ⊗ eθ − eθ ⊗ eϕ) (5)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òåíçîðíîå ïîëå (5) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ ñîëåíîè-äàëüíîñòè ïðè ëþáîé �óíêöèè β(r).Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ çàäà÷è, òåíçîð äèñòîðñèè áóäåì èñêàòü â âèäå
C = Cr(r)er ⊗ er + Cϕ(r)(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ) (6)Äëÿ èçîòðîïíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà çàâèñèìîñòü òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëûîò òåíçîðà äèñòîðñèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê [1℄

D = ζ(G) · C

G = C · CT
(7)ãäå G � ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè, ζ(G) � èçîòðîïíàÿ òåíçîðíàÿ �óíêöèÿ. Èç (6)è (7) âûòåêàåò, ÷òî òåíçîð D â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååò âûðàæåíèå, àíàëî-ãè÷íîå (6)

D = Dr(r)er ⊗ er +Dϕ(r)(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ) (8)Â ñèëó (5), (6), (8) óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (1) ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë èóðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (4) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé
dDr

dr
+

2(Dr −Dϕ)

r
= 0 (9)

Cr − Cϕ
r

− dCϕ
dr

= β(r) (10)Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íàïðÿæåíèÿ Dr è Dϕ âûðàæåíû ÷åðåç �óíêöèè Crè Cϕ ïðè ïîìîùè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (7).3. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîé ìîäåëè èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû â äàëüíåéøåìáóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëóëèíåéíûé (ãàðìîíè÷åñêèé) ìàòåðèàë [1℄, äëÿ êîòîðîãîóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä
D =

2µ

1 − 2ν
(νtrU − 1 − ν)A + 2µC (11)

U = (C · CT )1/2

A = U−1 · C



Áîëüøèå äå�îðìàöèè òîëñòîñòåííîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ... 235Çäåñü µ � ìîäóëü ñäâèãà, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, U � ñèììåòðè÷íûé ïî-ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé òåíçîð ðàñòÿæåíèÿ, A � ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûéòåíçîð ïîâîðîòà [1℄. Òåíçîðû U è A ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿòåíçîðà äèñòîðñèè
C = U · AÏîñêîëüêó ñîãëàñíî (6)

detC = Cr(Cϕ)
2îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè Cr(r) íå èìåþò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ñëåäîâà-òåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è î ðàâíîâåñèè øàðà ñ äèñëîêàöèÿìè äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüóñëîâèþ

Cr(r) > 0Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (6) èìååì
U = Crer ⊗ er + |Cϕ|(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ)

A = er ⊗ er + (sgnCϕ)(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ)
(12)Íà îñíîâàíèè (11), (12) íàõîäèì âûðàæåíèÿ íàïðÿæåíèé äëÿ ïîëóëèíåéíîãîìàòåðèàëà

Dr =
2µ

1 − 2ν
[2ν|Cϕ| + (1 − ν)Cr − 1 − ν]

Dϕ = Dθ =
2µ(sgnCϕ)

1 − 2ν
[2ν|Cϕ| + νCr − 1 − ν] + 2µCϕ

(13)Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (12) ïðè Cϕ(r) > 0 òåíçîð ïîâîðîòà ñîâïàäàåò ñ åäè-íè÷íûì òåíçîðîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìàòåðèàëüíûå âîëîêíà óïðóãîãî òåëà íå èñ-ïûòûâàþò ïîâîðîòîâ. �åøåíèå, â êîòîðîì Cϕ(r) < 0, îïèñûâàåò äå�îðìàöèþ, ñî-ïðîâîæäàþùóþñÿ ïîâîðîòîì ýëåìåíòîâ îáúåìà øàðà íà 1800 âîêðóã ðàäèàëüíîéîñè. Åñëè âíåøíèå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò, òî òàêîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçî-âàíî òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé. Â äàëüíåéøåì äâàðåøåíèÿ, â êîòîðûõ �óíêöèÿ Cϕ(r) èìååò ðàçíûå çíàêè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîîòäåëüíîñòè.4.Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (13), âûðàçèì êîìïîíåíòû äèñòîðñèè ÷åðåç íàïðÿæåíèÿÏèîëû. Â ñëó÷àå, êîãäà
Cϕ(r) > 0ïîëó÷èì

Cr = 1 +
Dr − 2νDϕ

2µ(1 + ν)
,

Cϕ = 1 +
(1 − ν)Dϕ − νDr

2µ(1 + ν)

(14)Èç (9), (10) è (14) âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Dr(r)

r
d2Dr

dr2
+ 4

dDr

dr
=

4µ(1 + ν)

ν − 1
β(r) (15)



236 Çóáîâ Ë.Ì., Ôèëèïïîâà Ë.Ì.Ñ÷èòàÿ, ÷òî âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü øàðà r = r1 è âíåøíÿÿ r = r0 ñâîáîäíûîò âíåøíåé íàãðóçêè, ïîëó÷èì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Dr(r1) = 0, Dr(r0) = 0 (16)�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (15), (16) çàïèñûâàåòñÿ òàê

Dr(r) = − 1

3r3

r∫

r1

ρ4γ(ρ)dρ+
1

3

r∫

r1

ργ(ρ)dρ+ A1 + A2r
−3 (17)

γ(r) =
4µ(1 + ν)

ν − 1

β(r)

r
, A1 = −A2

r3
1

A2 =
r3
0 − r3

1

3r3
0r

3
1




r0∫

r1

ργ(ρ)dρ− 1

r3
0

r0∫

r1

ρ4γ(ρ)dρ



Íàïðÿæåíèå Dϕ òåïåðü îïðåäåëÿåòñÿ èç (9):
Dϕ = Dr +

r

2

dDr

dr
(18)à ïðè ïîìîùè (14) íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû äèñòîðñèè.Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñïëîøíîãî øàðà (r1 = 0) ïðè

β(r) = β0r
κ, β0 = constÂ ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (15), (16) ïðè κ > −1 èìååò âèä

Dr(r) =
4µ(1 + ν)β0(r

κ+1
0 − rκ+1)

(1 − ν)(κ + 1)(κ + 4)
(19)Åñëè κ = −1, òî íàïðÿæåíèÿ âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìè

Dr(r) = −4(1 + ν)β0

3(1 − ν)
ln
r

r0

Dϕ(r) = −2(1 + ν)β0

3(1 − ν)

(
1 + 2ln

r

r0

)è èìåþò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â öåíòðå øàðà.5. �àññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå, â êîòîðîì
Cϕ(r) < 0Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîìîùè (13) ïîëó÷èì

Cr = 1 +
Dr + 2νDϕ

2µ(1 + ν)
,

Cϕ = −1 +
νDr + (1 − ν)Dϕ

2µ(1 + ν)

(20)



Áîëüøèå äå�îðìàöèè òîëñòîñòåííîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ... 237Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (20) â (9) è (10) ïðèâîäèò ê òàêîìó óðàâíåíèþ îò-íîñèòåëüíî Dr(r)

d2Dr

dr2
+

4

r

dDr

dr
− 4ν

(1 − ν)r2
Dr =

4µ(1 + ν)

(1 − ν)r2
[2 − rβ(r)] (21)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (21), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (16), èìååò ïîñðàâíåíèþ ñ (17) áîëåå ãðîìîçäêèé âèä è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

β(r) = 2r−1êðàåâàÿ çàäà÷à (16), (21) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâûìíàïðÿæåíèÿì. Ýòî ðåøåíèå èíòåðåñíî òåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî óïðóãîãîìàòåðèàëà, ò. å. íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð. Â ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå íåñîâ-ìåñòíîñòè (10) ïðè β = 2r−1 èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå Cr = 1, Cϕ = −1. Ñîãëàñ-íî (6) ïîëå äèñòîðñèè, îòâå÷àþùåå ýòîìó ðåøåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî îðòî-ãîíàëüíûì òåíçîðîì, êîòîðûé îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîå ïîëå âðàùåíèé. Êàæäûéýëåìåíòàðíûé îáúåì òåëà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë 1800 âîêðóã ðàäèàëüíîé îñè.Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè äèñòîðñèè óäëèíåíèÿ è ñäâèãè â ëþáîé òî÷êå òåëà ðàâ-íû íóëþ. Çíà÷èò, ðàâíû íóëþ è íàïðÿæåíèÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèîòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[2℄ Ýøåëáè Äæ. Êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ äèñëîêàöèé. Ì.: ÈË, 1963. 248 ñ.[3℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà. Ò. 7. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.:Íàóêà, 1987. 248 ñ.[4℄ Derezin S.V., Zubov L.M. Dis
linations in nonlinear elasti
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h. 2011. V. 91. P. 433�442.Zubov L.M., Filippova L.M. Large deformations of thi
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al shellwith distributed edge dislo
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ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÒÅ×ÅÍÈß: ËÎÊÀËÈÇÀÖÈß, ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÈ Ï�Î�ÍÎÇÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÀÇ�ÓØÅÍÈßÇóåâ Ë.Á., Áàðàííèêîâà Ñ.À., Äàíèëîâ Â.È.Èíñòèòóò �èçèêè ïðî÷íîñòè è ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ÑÎ �ÀÍ, ÒîìñêÏðåäëîæåíà äâóõêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè, îáúÿñíÿþùàÿñìåíó êàðòèí ýâîëþöèè àâòîâîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è åãî ïåðåõîäà êðàçðóøåíèþ â õîäå äå�îðìèðîâàíèÿ êàê ðåçóëüòàò èçìåíåíèé õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿèí�îðìàöèîííîé è äèíàìè÷åñêîé ïîäñèñòåì.1. Ââåäåíèå.Â íàøèõ ðàáîòàõ [1�6℄ áûëè óñòàíîâëåíû îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè àâòîâîëíî-âîé ïðèðîäû ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ òâåðäûõ òåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëîæåíûâ îñíîâó íîâîé ìîäåëè ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ, ó÷èòû-âàþùåé âàæíóþ ðîëü íåêîòîðûõ, îáû÷íî èãíîðèðóåìûõ îñîáåííîñòåé ïðîöåññà.Îñîáåííî ñóùåñòâåííûìè ïðåäïîñûëêàìè äëÿ ðàçðàáîòêè òàêîé ìîäåëè ÿâëÿþò-ñÿ îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ äå�îðìàöèè èìååò àâòîâîëíîâîéõàðàêòåð [1, 2℄, ñâÿçàííûé ñî ñòàäèéíîñòüþ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, à òàêæå ñëåäó-þùèå äåòàëè ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, âêëþ÷àþùèå â òîé èëè èíîé �îðìåõàðàêòåðèñòèêè �îíîííîé ïîäñèñòåìû äå�îðìèðóåìîãî êðèñòàëëà:� ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ìàêðîõàðàêòåðèñòèêè ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷å-ñêîé äå�îðìàöèè λ è Vaw (äëèíà âîëíû è ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ) ñ ìèêðîõà-ðàêòåðèñòèêàìè ðåøåòêè ri è N (èîííûé ðàäèóñ è ÷èñëî âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâíà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó) ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòàëëîâ [3, 4℄;� ñîäåðæàùåå âÿçêîñòü �îíîííîãî ãàçà B è ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ óëüòðàçâó-êîâûõ âîëí V⊥ âûðàæåíèå êîý��èöèåíòà Ξ = B · V⊥/η , â �îðìóëå äëÿ ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ àâòîâîëí ëîêàëèçîâàííîé äå�îðìàöèè Vaw = V0 + Ξ/θ [5℄. Çäåñü
η � âÿçêîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ âçàèìîäåéñòâèåì äèñëîêàöèé è ý��åêòèâíûõ áàðüå-ðîâ, θ = G−1·dσ/dε� êîý��èöèåíò äå�îðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ, V0 � êîíñòàíòà,
G � ìîäóëü ñäâèãà, σ è ε � íàïðÿæåíèå è äå�îðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâåííî;� ðàâåíñòâî λ · Vaw ≈ 1/2 · d · V⊥, óñòàíàâëèâàþùåå âçàèìîñâÿçü õàðàêòåðèñòèêóïðóãèõ âîëí â êðèñòàëëàõ (ðàññòîÿíèå ìåæäó íàèáîëåå ïëîòíî óïàêîâàííûìèïëîñêîñòÿìè d è ñêîðîñòü óïðóãèõ ïîïåðå÷íûõ âîëí V⊥) ñ ìàêðîõàðàêòåðèñòèêàìèàâòîâîëí ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (λ è Vaw) â íèõ [6℄;� ðàâåíñòâî λVawρ ≈ h/r3

i , ñâÿçûâàþùåå ïðîèçâåäåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õà-ðàêòåðèñòèê àâòîâîëíîâûõ ïðîöåññîâ è ìàòåðèàëà â ëåâîé ÷àñòè ñ âåëè÷èíîé âÿç-êîñòè �îíîííîãî ãàçà â äå�îðìèðóåìûõ êðèñòàëëàõ â ïðàâîé [6℄. Çäåñü h � ïî-ñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåðæàùèå àêóñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êðèñòàëëà, óêà-çûâàþò íà âàæíóþ ðîëü �îíîííîé ïîäñèñòåìû â �îðìèðîâàíèè àâòîâîëíîâûõêàðòèí ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ýòî êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì äëÿ ïðî-öåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ èõ ìàêðîõàðàêòåðèñòèêàìè λ è Vaw. Ñóùåñòâóåò,



Äâóõêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ 239îäíàêî, ïðîñòîå îáúÿñíåíèå òàêîé çàêîíîìåðíîñòè, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â ñîîò-âåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Òåéëîðà-Îðîâàíà ε̇ = bρdVd äèñëîêàöèè ñ âåêòîðîì Áþð-ãåðñà b è ïëîòíîñòüþ ρd äàþò âêëàä â ïëàñòè÷åñêóþ äå�îðìàöèþ, ïðîòåêàþùóþñî ñêîðîñòüþ ε̇, òîëüêî ïðè ñâîåì äâèæåíèè ìåæäó ý��åêòèâíûìè ñòîïîðàìè,êîòîðîå êîíòðîëèðóåòñÿ �îíîííûì è ýëåêòðîííûì ãàçàìè â êðèñòàëëå, òî åñòü,åñëè èõ ñêîðîñòü Vd 6= 0 [7℄. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò ïîÿâëåíèå õàðàêòåðè-ñòèê �îíîííîãî ãàçà â îïèñàíèè ìåäëåííûõ ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ ëîêàëèçîâàííîéïëàñòè÷íîñòè.2. Î ðîëè àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ â ðàçâèòèè ïëàñòè÷íîñòè.Åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �îíîííàÿ ïîäñèñòåìà èãðàåò áîëåå âàæíóþðîëü â ðàçâèòèè ëîêàëèçîâàííîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ òâåðäûõ òåë. Äëÿ îáîñíî-âàíèÿ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ïðîöåññ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷å-íèÿ âêëþ÷àåò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà òèïà âçàèìîñâÿçàííûõ ñîáûòèé, ñîãëàñîâàííîïðîòåêàþùèõ â äå�îðìèðóåìîé ñðåäå. Ñ îäíîé ñòîðîíû ýòî ðåëàêñàöèîííûå àêòûäâèæåíèÿ äèñëîêàöèé [8℄, èõ àíñàìáëåé è (â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå) àâòîâîëíëîêàëèçîâàííîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ [1, 2℄, òî åñòü, ñîáñòâåííî ïëàñòè÷åñêîå�îðìîèçìåíåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû êàæäûé ýëåìåíòàðíûé àêò ïëàñòè÷íîñòè ñî-ïðîâîæäàåòñÿ ãåíåðàöèåé óïðóãèõ âîëí (ðîæäåíèåì �îíîíîâ), ñâÿçàííîé ñ ïåðå-ðàñïðåäåëåíèåì óïðóãèõ äå�îðìàöèé â õîäå ðåëàêñàöèîííûõ àêòîâ äå�îðìàöèè,íàïðèìåð, ïðè ñêà÷êàõ äå�îðìàöèè ðàçíîãî ìàñøòàáà. Ýòîò ý��åêò ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé àêóñòè÷åñêóþ ýìèññèþ è, êàê èçâåñòíî [9℄, íàøåë øèðîêîå ïðèìåíåíèå âìåòîäàõ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ìàòåðèàëîâ è èçäåëèé èç íèõ.Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü áàçèðóåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè î âçàèìîäåéñòâèè ýòèõ ÿâ-ëåíèé, è åå îñíîâíûå ÷åðòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Â õîäå êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãîàêòà ïëàñòè÷íîñòè ëþáîé ïðèðîäû ãåíåðèðóþòñÿ óëüòðàçâóêîâûå âîëíû àêóñòè-÷åñêîé ýìèññèè, êîòîðûå â îáúåìå êðèñòàëëà ïåðåðàñïðåäåëÿþò âûäåëÿþùóþñÿóïðóãóþ ýíåðãèþ ìåæäó êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê ðîñòó íà-ïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè êîíöåíòðàòîðîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, èíèöèèðóåò èõ ðåëàê-ñàöèþ â �îðìå íîâûõ ñäâèãîâ, ïîñëå ÷åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé ïîâòîðÿ-åòñÿ. �åøàþùèì �àêòîðîì â ðåàëèçàöèè òàêèõ àêòîâ ÿâëÿåòñÿ íå àìïëèòóäà àêó-ñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, à èõ �îðìà è ñïåêòð, îáåñïå÷èâàþùèå àêòèâàöèþ â ïåðâóþî÷åðåäü êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé àíàëîãè÷íîãî òèïà è ðàçìåðà. Íà îñíîâàíèèèäåè îá îáìåíå ýíåðãèåé ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíî ðåëàêñèðóþùèìè êîíöåíòðàòî-ðàìè íàïðÿæåíèé â íàøåé ðàáîòå [10℄ óäàëîñü îáúÿñíèòü ïðèðîäó êðóïíîìàñøòàá-íûõ êîððåëÿöèé â ðàñïîëîæåíèè î÷àãîâ ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷íîñòè â ñèñòåìå,ñîäåðæàùåé òîëüêî îáúåêòû ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ìàñøòàáà � äèñëîêàöèè.Â ïîëüçó ðåàëèñòè÷íîñòè òàêîãî ìåõàíèçìà ñâèäåòåëüñòâóþò, íàïðèìåð, õîðî-øî èçâåñòíûå ëèíèè Âàëüíåðà � áîðîçäû, íàáëþäàþùèåñÿ íà ïîâåðõíîñòè õðóï-êîãî ñêîëà [11℄. Îíè âîçíèêàþò ïîä äåéñòâèåì óëüòðàçâóêîâûõ èìïóëüñîâ ñ ÷à-ñòîòîé ∼ 10 Ì�ö, èçëó÷àåìûõ òðåùèíîé ïðè ðîñòå è èñêðèâëÿþùèõ åå �ðîíò.Ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ïîðÿäîê âåëè÷èíû ýíåðãèè òàêèõ èìïóëüñîâ, ïîëàãàÿ, ÷òîîíà ðàñõîäóåòñÿ íà óâåëè÷åíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ ∆S, è ïðåíåáðå-ãàÿ äðóãèìè êàíàëàìè äèññèïàöèè. Â ñîãëàñèè ñ ïðèâåäåííûìè â [11℄ äàííûìè
∆S ≈ 10−8 ì2 ïðè ãëóáèíå áîðîçä íà ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ ∼ 1 ìêì è äèàìåò-ðå îáðàçöà ∼ 10−2 ì. Ïðè õàðàêòåðíîì äëÿ ìåòàëëîâ çíà÷åíèè ïëîòíîñòè ïîâåðõ-



240 Çóåâ Ë.Á., Áàðàííèêîâà Ñ.À., Äàíèëîâ Â.È.íîñòíîé ýíåðãèè γ ≈ 1 Äæ/ì2 ýíåðãèÿ èìïóëüñà, èñêðèâëÿþùåãî �ðîíò òðåùèíû,
∆W > γ∆S ≈ 10−8 Äæ, òî åñòü, òàêèå èìïóëüñû â òâåðäûõ òåëàõ ìîãóò îáëàäàòüäîñòàòî÷íî áîëüøîé ýíåðãèåé.Èçâåñòíî òàêæå îáðàòíîå äåéñòâèå äå�åêòíîé ïîäñèñòåìû íà àêóñòè÷åñêèå õà-ðàêòåðèñòèêè êðèñòàëëîâ, ñîñòîÿùåå â ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàâøèõñÿ èçìå-íåíèÿõ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óëüòðàçâóêà VS â õîäå ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìà-öèè [12℄. Ñëîæíàÿ �îðìà çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óëüòðàçâóêà VSîò ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ε è íàïðÿæåíèÿ òå÷åíèÿ σ óêàçûâàåò íà âçàèìî-ñâÿçü àêóñòè÷åñêèõ è äå�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ â õîäå ïëàñòè÷åñêîéäå�îðìàöèè.3. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîäåëè.Áàçîé ðàçâèâàåìûõ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ îáùèé ïðèíöèï îïè-ñàíèÿ ïðèðîäû ÿâëåíèé ñàìîîðãàíèçàöèè, ïðåäëîæåííûé Á.Á. Êàäîìöåâûì [13℄.Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, ñïîñîáíûå ê ñàìîîðãàíèçàöèè îòêðûòûå ñèñòåìû èìåþòòåíäåíöèþ ñàìîïðîèçâîëüíî ðàññëàèâàòüñÿ íà èí�îðìàöèîííóþ (óïðàâëÿþùóþ)è äèíàìè÷åñêóþ ïîäñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ âûçûâàåò ñàìîîðãàíèçà-öèþ. �àñïðîñòðàíÿÿ ýòó èäåþ íà äå�îðìèðóåìûå ñðåäû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîìñëó÷àå ðîëü èí�îðìàöèîííîé ïîäñèñòåìû èãðàþò ñèãíàëû àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè,èçëó÷àåìûå â õîäå ýëåìåíòàðíûõ ðåëàêñàöèîííûõ àêòîâ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ,à äèíàìè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà âêëþ÷àåò ïðîöåññû äâèæåíèÿ äèñëîêàöèé è/èëè èõàíñàìáëåé, îòâåòñòâåííûå çà �îðìîèçìåíåíèå. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ïðîöåññïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ îáóñëîâëåí âçàèìîñâÿçàííûìè ñîáûòèÿìè â äå�åêòíîé è�îíîííîé ïîäñèñòåìàõ äå�îðìèðóåìîãî êðèñòàëëà. Ýòèì ðàçâèâàåìàÿ ìîäåëü îò-ëè÷àåòñÿ îò äèñëîêàöèîííûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ òîëüêî ýâîëþöèþ äå�åêòîâ.Îáúÿñíèòü êîððåëèðîâàííîå ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â î÷àãàõ, óäàëåííûõäðóã îò äðóãà íà ìàêðîñêîïè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ∼ λ, ìîæíî, ïðèíÿâ âî âíèìàíèåâàæíóþ ðîëü, êîòîðóþ èãðàþò ïðè äå�îðìèðîâàíèè èìïóëüñû àêóñòè÷åñêîé ýìèñ-ñèè ñ èõ áîëüøèìè äëèíàìè ïðîáåãîâ.Ýòà èäåÿ ðàçâèâàåò ïðåäëîæåííóþ â [14℄ äâóõêîìïîíåíòíóþ ìîäåëü ïðîöåññàïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, â êîòîðîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ äå�îðìàöèé ∂ε/∂t è íàïðÿ-æåíèé ∂σ/∂t îïèñûâàþòñÿ ðåàêöèîííî�äè��óçèîííûìè óðàâíåíèÿìè

∂ε

∂t
= f(ε, σ) +Dε

∂2ε

∂x2
, (1)

∂σ

∂t
= g(σ, ε) +Dσ

∂2σ

∂x2
, (2)ãäå íåëèíåéíûå �óíêöèè f(ε, σ) è g(σ, ε) èìåþò ñìûñë ëîêàëüíûõ ñêîðîñòåé èç-ìåíåíèÿ äå�îðìàöèè è íàïðÿæåíèé íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå, à ¾äè��óçè-îííûå¿ ÷ëåíû Dε(∂

2ε/∂x2) ≪ Dσ(∂
2σ/∂x2) çàäàþò èõ ìåçî- è ìàêðîìàñøòàáíîåïåðåðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ ïåðåõîäà îò ìîäåëè [14℄ ê ðàçâèâàåìîé äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü, ÷òî (1) îïè-ñûâàåò èçìåíåíèÿ â äèíàìè÷åñêîé, à (2) � â èí�îðìàöèîííîé ïîäñèñòåìå, ïðè÷åìîáå îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáàìè, êîòîðûå êàê ìíîæèòåëè âõî-äÿò â äè��óçèîííûå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé (1) è (2), ïðåäñòàâëÿåìûå â îáùåìâèäå êàê D ≈ V · L. Äëÿ èí�îðìàöèîííîé ïîäñèñòåìû ìàñøòàá L ≈ λ ïîðÿäêà



Äâóõêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ 241ðàçìåðà îáðàçöà, à äëÿ äèíàìè÷åñêîé îí ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ ðàçìåðîìäèñëîêàöèîííîãî àíñàìáëÿ L ≈ d̄≪ λ.Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèâàåìàÿ äâóõêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà åñòåñòâåí-íîé âçàèìîñâÿçè äâóõ õîðîøî èçâåñòíûõ ý��åêòîâ, èçó÷àâøèõñÿ ðàíåå ïðàêòè÷å-ñêè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà:� ñîáñòâåííî äå�îðìàöèè, âûçûâàåìîé äâèæåíèåì ðåøåòî÷íûõ äå�åêòîâ ðàç-íîãî òèïà, â ÷àñòíîñòè, äèñëîêàöèé, èõ àíñàìáëåé, äâîéíèêîâ è ò. ï. (äèíàìè÷åñêàÿïîäñèñòåìà);� àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè, ñîïðîâîæäàþùåé ðàáîòó ëþáûõ ìåõàíèçìîâ ïëà-ñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (èí�îðìàöèîííàÿ ïîäñèñòåìà). �îëü èìïóëüñîâ àêóñòè÷åñêîéýìèññèè ñâîäèòñÿ ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ óïðóãèõ ïîëåé, òî åñòü, ê ïåðåäà÷å óïðóãîéýíåðãèè îò ðåëàêñèðóþùèõ êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé ê âîçíèêàþùèì.4. Çàêëþ÷åíèå.1. Ñòàäèéíîñòü ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ñâÿçàíà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñìåíîéàâòîâîëíîâûõ êàðòèí ëîêàëèçîâàííîãî òå÷åíèÿ ïî ñëåäóþùåìó ñöåíàðèþ: àâòî-âîëíà ïåðåêëþ÷åíèÿ → �àçîâàÿ àâòîâîëíà→ äèññèïàòèâíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðóê-òóðà → êîëëàïñ àâòîâîëíû ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷íîñòè.2. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû è èõ èíòåðïðåòàöèÿ óêàçûâàþò òàêæå íàâàæíîñòü ó÷åòà òåñíîé âçàèìîñâÿçè àíñàìáëåé äå�åêòîâ ñ �îíîííîé ïîäñèñòåìîéâ êðèñòàëëàõ. Ïðåäëîæåííàÿ íà ýòîé áàçå äâóõêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêî-ãî òå÷åíèÿ ïðàâèëüíî îáúÿñíÿåò âîçíèêíîâåíèå êîððåëÿöèé ìàêðîñêîïè÷åñêîãîìàñøòàáà ïðè ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â äå�îðìèðóåìûõ ìåòàëëàõ èñïëàâàõ.3. Ñ�îðìóëèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò âêëþ÷èòü ëîêàëèçîâàííîåïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå â ðÿä ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÿâëåíèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàêñâåðõòåêó÷åñòü è ñâåðõïðîâîäèìîñòü, â êîòîðûõ íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì ìàñøòàáåïðîÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûå ñâîéñòâà âåùåñòâà [15, 16℄. Íà ýòó âîçìîæíîñòü óêàçûâà-åò ñîâïàäåíèå �îðì äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ äëÿ àâòîâîëí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿè äëÿ ñâåðõòåêó÷åãî He4 [16℄. Êðîìå òîãî, êâàäðàòè÷íàÿ äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿàâòîâîëí ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷íîñòè, àíàëîãè÷íà ñïåêòðó ýëåìåíòàðíûõ âîç-áóæäåíèé ñâåðõïðîâîäíèêà [16℄. Ñõîäñòâî íàçâàííûõ ÿâëåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîëåæàùèå â èõ îñíîâå êîëëåêòèâíûå ý��åêòû íå äîïóñêàþò âîçìîæíîñòè îïèñà-íèÿ â ðàìêàõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà àääèòèâíûõ ñâîéñòâàõ èíäèâèäóàëüíûõ íî-ñèòåëåé (â ñëó÷àå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ � äèñëîêàöèé). Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿêîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ íåîáõîäèì ó÷åò ÿâëåíèé ñàìîîðãà-íèçàöèè äå�îðìèðóåìîé ñðåäû â �îðìå àâòîâîëí ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷åñêîéäå�îðìàöèè. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Zuev L.B.Wave phenomena in low-rate plasti
 �ow in solids // Ann. Phys. 2001. V. 10.� 11�12. P. 965�984.[2℄ Zuev L.B. On the waves of plasti
 �ow lo
alization in pure metals and alloys // Ann.Phys. 2007. V. 16. � 4. P. 286�310.



242 Çóåâ Ë.Á., Áàðàííèêîâà Ñ.À., Äàíèëîâ Â.È.[3℄ Çóåâ Ë. Á. Óñòàíîâèâøèåñÿ âîëíû ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷íîñòè ïðè ëèíåéíîì çà-êîíå äå�îðìàöèîí-íîãî óïðî÷íåíèÿ è ñîîòíîøåíèå äå Áðîéëÿ // Ìåòàëëî�èçèêà èíîâåéøèå òåõíîëîãèè. 2004. Ò. 26. � 3, Ñ. 361�370.[4℄ Zuev L.B. The linear work hardening stage and de Broglie equation for autowaves oflo
alized plasti
ity // Int. J. Solids Stru
tures. 2005. V. 42. �. 3. P. 943�949.[5℄ Çóåâ Ë.Á. Àâòîâîëíîâàÿ êîíöåïöèÿ ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè òâåð-äûõ òåë // Ìåòàëëî�èçèêà è íîâåéøèå òåõíîëîãèè. 2006. Ò. 28. � 9. Ñ. 1261�1276.[6℄ Çóåâ Ë. Á. Î ïðÿìîé ñâÿçè ðåøåòî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ ëîêàëèçîâàí-íîé ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè // Ìåòàëëî�èçèêà è íîâåéøèå òåõíîëîãèè. 2007.Ò. 29. � 9. Ñ. 1147�1157.[7℄ Àëüøèö Â.È., Èíäåíáîì Â.Ë. Äèíàìè÷åñêîå òîðìîæåíèå äèñëîêàöèé // ÓÔÍ.1975. Ò. 115. � 1. Ñ. 3�39.[8℄ Êîìíèê Ñ.Í., Áåíãóñ Â. Ç. Î ïðèðîäå ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé â äå�îðìèðîâàííûõêðèñòàëëàõ // ÄÀÍ ÑÑÑ. 1966. Ò. 166. � 4. Ñ. 829�832.[9℄ Gillis P. P., Hamstad M.A. Some fundamental aspe
ts of the theory of a
ousti
emission // Mater. S
i. and Engng. 1974. V. 14. � 1. P. 103�108.[10℄ Çóåâ Ë.Á., Ñåìóõèí Á.Ñ., Çàðèêîâñêàÿ Í.Â. Ïåðåñòðîéêà àâòîâîëíîâîé ñòðóêòóðûïðè äå�îðìàöèè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî Al. // ÆÒÔ. 2001. Ò. 71. � 5. Ñ. 57�62.[11℄ Êåðêõî� Ô. Ôèçèêà áûñòðîïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ. Ò. 2. Ì.: Ìèð, 1971. Ñ. 5�68.[12℄ Zuev L.B., Semukhin B. S. Some a
ousti
 properties of a deforming medium // Phil.Mag. A. 2002. V. 82. �. 6. P. 1183�1193.[13℄ Êàäîìöåâ Á.Á. Äèíàìèêà è èí�îðìàöèÿ. Ì.: �åäàêöèÿ æóðíàëà ÓÔÍ, 1997. 397 ñ.[14℄ Çóåâ Ë.Á. Î �îðìèðîâàíèè àâòîâîëí ïëàñòè÷íîñòè ïðè äå�îðìàöèè // Ìåòàëëî-�èçèêà è íîâåéøèå òåõíîëîãèè. 1994. Ò. 16. � 10, Ñ. 31�36.[15℄ Òèëëè Ä. �., Òèëëè Äæ. Ñâåðõòåêó÷åñòü è ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Ì.: Ìèð. 1977. 304 ñ.[16℄ Áðàíäò Í.Á., Êóëüáà÷èíñêèé Â.À. Êâàçè÷àñòèöû â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ. Ì.: Ôèç-ìàòëèò. 2005. 631 ñ.Zuev L. B., Barannikova S.A., Danilov V. I. Two-Component Model îf Plasti
 Flow:Lo
alization, Instability and Predi
tion of Failure. In the framework of the proposed two-
omponent plasti
 deformation model, a 
hange-over in the patterns of autowave pro
esses ofplasti
 �ow evolution and a transition to fra
ture is attributed to the spe
i�
 features of theintera
tion between information and dynami
 subsystems.



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÎÑÒÀÂÍÎ�ÎÏÎ�ÎÓÏ�Ó�Î�Î ÒÅËÀÈãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ïåòðîâ À.Í., Èïàòîâ À.À.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî�àññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ ïîðîóïðóãîñòè ñ ÷åòûðüìÿ áàçîâûìè �óíêöèÿìè � ïåðåìå-ùåíèÿìè è ïîðîâûì äàâëåíèåì. Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ñîñòàâíîãî òåëà ìåòîäîì ãðàíè÷-íûõ ýëåìåíòîâ, çàïèñàííûì â ïðÿìîé ïîñòàíîâêå.Ââåäåíèå. Èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî èìïóëüñà âïîðîóïðóãîì òåëå â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà ïðîíèöàå-ìîñòè. Äëÿ îäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãî òåëà âàðüèðîâàíèå âåëè÷èíû êîý��èöèåí-òà ïðîíèöàåìîñòè ïîçâîëÿåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ý��åêò ïîÿâëåíèÿ âîëíû Áèî.Ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ äëÿ ñîñòàâíîãî ïîðîóïðóãîãî òåëà, êîãäà â îäíîé ïî-ðîóïðóãîé ÷àñòè òåëà èìååòñÿ ñèëüíîå âëèÿíèå âîëíû Áèî, à â äðóãîé ÷àñòè òåëàâîëíà Áèî òðàäèöèîííî ñëàáî âûðàæåíà.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. �àññìîòðèì êóñî÷íî-îäíîðîäíîå òåëî Ω â òðåõ-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Ox1x2x3.�ðàíèöó òåëà îáîçíà÷èì ÷åðåç S, ãðàíèöû îäíîðîäíûõ ÷àñòåé Ωk (k = 1, ..., K) �÷åðåç Sk. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ωk ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè òåëàìè. Ïàðàìåòðû ìà-òåðèàëà êàæäîé îäíîðîäíîé ÷àñòè Ωk ìàðêèðóåì âåðõíèì èíäåêñîì ¾k¿. Äèíàìè-÷åñêîå ñîñòîÿíèå êàæäîé ÷àñòè òåëà Ωk îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèÿõ [1℄:
Bkuk = 0, υk = (uk, pk),

Bk =



Gk∇2 +

(
Kk + 1

3
Gk
)
∂i∂j − s2(ρk − βkρkf ) −(αk − βk)∂i

−s(αk − βk)∂j
βk

sρkf
∇2 − s(φk)2

Rk


 ,ãäå u � âåêòîð èçîáðàæåíèé îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé òî÷êè x = (x1, x2, x3), s �ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà,

βk =
κkρkfφ

2s2

φ2s+ s2κk(ρkα + φρkf)
,

Gk, Kk � êîíñòàíòû óïðóãîñòè, φ � ïîðèñòîñòü, κ � ïðîíèöàåìîñòü, αk � ý�-�åêòèâíûé êîý��èöèåíò íàïðÿæåíèé, ρk, ρkα, ρkf � ïëîòíîñòè ïîðèñòîãî ñêåëåòà,ïðèñîåäèíåííîé ìàññû è æèäêîé ñðåäû.�àññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ Ωk:
υkl (x, s) = fkl (x, s), x ∈ Su ∩ Sk, l = 1, 4,

t̃kl (x, s) = gkl (x, s), x ∈ Sσ ∩ Sk,
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υkl (x, s) = υsl (x, s), t̃

k
l (x, s) = −t̃sl (x, s), x ∈ S ′

ks.Çäåñü Su è Sσ � ÷àñòè ãðàíèöû S òåëà Ω, ïî êîòîðûì çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ïåðå-ìåùåíèÿ è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû; S ′
ks � ãðàíèöà êîíòàêòà ÷àñòåé Ωk è Ωs. Ôóíêöèè

fkl (x, t) è gkl (x, t) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò è âðåìåíè.Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîé ïîðîóïðóãîñòèíà îñíîâå ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê ìîæíî ïîñòðîèòü èç ñëåäóþùåãî îáúåìíîãîèíòåãðàëà [1, 2℄: ∫
Ω

ΓTB

[
ûi

p̂

]
dΩ = 0, ãäå Γ =

[
Ûs
ij Û

f

P̂ s
j P̂ f

]
.Ïîëó÷àåì èòîãîâóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîé �îðìå

∫

S

[
Ûs
ij − P̂ s

j

Ûf
i − P̂ f

][
t̂i

q̂

]
dS −

∫

S

[
T̂ sij − Q̂s

j

T̂ fi − Q̂f

] [
ûi

p̂

]
dS =

=

∫

Ω

(B∗Γ)T
[
ûi

p̂

]
dΩ =

[
ûj

p̂

]
,ãäå t̂i = σ̂ijnj, q̂ = −β/(sρf)(p̂,i + ρfs

2ûi)ni, B∗ � ñîïðÿæåííûé ê B îïåðàòîð.Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ �ÈÓ îñíîâàíà íà ãðàíè÷íî-ýëå-ìåíòíîì ïîäõîäå ê àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû îáëàñòè, íà îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõïåðåìåùåíèÿõ è îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèëàõ è èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ÷èñ-ëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [3�5℄. Â êà÷åñòâå ïðîåêöèîííîãî ìå-òîäà ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè. ×òîáû ââåñòè �Ý-äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìàòðè-âàåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå.×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. �àññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû
t3(t) = t0f(t), t0 = −1000 Í/ì2 íà ïîâåðõíîñòü îäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå çàêîíà èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè âîçüìåì �óíêöèþÕåâèñàéäà f(t) = H(t). Äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíàÿ è ïðî-íèöàåìàÿ: íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè çàäàíî ïîðîâîå äàâëåíèå p = 0 è ïîâåðõíîñòíûåñèëû ti(t) = 0 (i = 1, 3), êðîìå ó÷àñòêà ïëîùàäüþ 1 ì2, ãäå t3(t) = t0f(t).Â êà÷åñòâå ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì âîäîíàñûùåííûé ïåñîê 
 ïàðàìåò-ðàìè: K=2.1 ·108 Í/ì2, G=9.8 ·107 Í/ì2, ρ=1884 êã/ì3, φ=0.48, Ks=1.1 ·1010 Í/ì2,
ρf=1000 êã/ì3, Kf=3.3 · 109 Í/ì2, k=3.55 · 10−9 ì4/(H · c). Èññëåäóåì âëèÿíèå èç-ìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè íà äèíàìè÷åñêèå îòêëèêè ïåðåìåùåíèé èïîòîêà â òî÷êå D äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâ-ëåíû ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé. Â êà÷åñòâå èäåíòè�èêàöèè ãðà�èêîâ, ïîñòðîåííûõïðè çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè k=3.55 · 10−9ì4/(H · c) èñïîëüçîâàíìàðêåð ¾◦¿, ïðè k=3.55 ·10−7ì4/(H · c) � ìàðêåð ¾∗¿, ïðè k=3.55 ·10−6ì4/(H · c) �ìàðêåð ¾△¿, ïðè k=3.55 · 10−5ì4/(H · c) � ìàðêåð ¾�¿.Èññëåäîâàíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà ïðîíèöàå-ìîñòè ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, âõîäÿùåãî â äèíàìè÷åñêèé çàêîí Äàðñè, ñóùå-ñòâåííî âëèÿåò íå òîëüêî íà àìïëèòóäó ïîâåðõíîñòíîé âîëíû, íî è íà åå ñêîðîñòüðàñïðîñòðàíåíèÿ.
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�èñóíîê 1 � ◦� k=3.55·10−9ì4/(H ·c), ∗� k=3.55·10−7ì4/(H ·c), △ - k=3.55·10−6ì4/(H ·c),
� - k=3.55 · 10−5ì4/(H · c)

�èñóíîê 2 � ◦� k=3.55·10−9ì4/(H ·c), ∗� k=3.55·10−7ì4/(H ·c), △ - k=3.55·10−6ì4/(H ·c),
� - k=3.55 · 10−5ì4/(H · c)�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû�îññèè íà 2009-2013 ãîäû¿ (�14.B37.21.1137, �14.B37.21.1249), Ïðîãðàììû ãîñó-äàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ïðèïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698-à, 12-08-00984-à, 13-08-97091 ð-ïîâîëæüå-à,12-08-31572 ìîë-à, 13-08-00658-à).
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ S
hanz M.Wave Propogation in Vis
oelasti
 and Poroelasti
 Continua. Berlin: Springer,2001. 170 p.[2℄ Àìåíèöêèé À.Â., Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �ðàíè÷íûå èíòåãðàëü-íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òðåõìåðíîé òåîðèè ïîðîóïðóãî-ñòè // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóç. ñáîðíèê. 2009. � 71. Ñ. 164�171.[3℄ Àìåíèöêèé À.Â., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �àçâèòèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîðèñòûõ ñðåäàõ // Ïðî-áëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóç. ñáîðíèê. 2008. � 70. Ñ. 71�78.[4℄ Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà�ÈÓ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ òåîðèé âÿçêî- è ïîðî-óïðóãîñòè // Ýëåêòðîííûé æóðíàë ¾Òðóäû ÌÀÈ¿. 2010. � 40. Ñ. 1�20.[5℄ Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. ×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíîé äèíà-ìè÷åñêîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè ìåòîäîì �ÈÓ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âìåõàíèêå äå�îðìèðóåìûõ òåë è êîíñòðóêöèé. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ è êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ. Òð. XXIII Ìåæä. êîí�. BEM-FEM-2009, 28 ñåíò.�01 îêò. 2009. ÑÏá: 2009.Ñ. 182�185.Igumnov L.A., Litvin
huk S.Yu., Petrov A.N., Ipatov A.A. Numeri
allymodeling the dynami
s of a 
ompound poroelasti
 body . The theory of poroelasti
ity with fourbasi
 fun
tions (displa
ements and pore pressure) is 
onsidered. The dynami
s of a 
ompoundbody is analyzed using the boundary element method written in a dire
t formulation.



Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ��ÀÍÈ×ÍÎ-Â�ÅÌÅÍÍÛÕÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÄËß ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÄÈÍÀÌÈÊÈ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ È ÏÎ�ÎÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅËÈãóìíîâ Ë.À., �àòàóøêî ß.Þ., Àìåíèöêèé À.Â.,Áåëîâ À.À.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ øàãîâûõ ïî âðåìåíè ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûõñõåì äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè òðåõìåðíûõóïðóãèõ è ïîðîóïðóãèõ òåë. �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ñõåìû îïèðàþòñÿ íà ïðèìåíåíèå ìå-òîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê è àïïàðàò �îðìàëèçàöèè ñõåì �óíãå�Êóòòû ñ ïîìîùüþ êîý��è-öèåíòîâ òàáëèö Áóò÷åðà. Øàãîâûå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ñõåìû ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿêîíêðåòíûõ òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷.Ââåäåíèå. Íîâûé èìïóëüñ ê ïîñòðîåíèþ øàãîâûõ ïî âðåìåíè ñõåì ìåòîäà ãðà-íè÷íûõ ýëåìåíòîâ (Ì�Ý) äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè âÿçêî- è ïîðî-óïðóãîñòè äàëè ðàáîòû [1�3℄. �àçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîêïðèìåíåíû â [4, 5℄.Òåñíàÿ ñâÿçü ðàáîò [1, 2℄ ñ ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûåìîäè�èêàöèè ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê [6℄. �àáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñó ïðèìåíå-íèÿ òàêèõ ìîäè�èêàöèé â ðàìêàõ êîíêðåòíîé ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû ðåøå-íèÿ êðàåâûõ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è ïîðîóïðóãî-ñòè [7�10℄.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. �àññìàòðèâàåòñÿ èçîòðîïíîå îäíîðîäíîå òåëî
Ω ∈ R3, äå�îðìèðóåìîå â ðàìêàõ ìîäåëåé ëèíåéíûõ òåîðèé óïðóãîñòè èëè ïî-ðîóïðóãîñòè [3, 11℄. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

σ = 2µε+ (λ tr ε− αpγ)I, α = ϕ(1 −QR−1), ϕ = V fV −1,

ε = 0.5
(
∇uT + (∇uT )T

)
, ξ = α tr ε+ ϕ2R−1p,

ξ̇ = ∇T q = 0, q = ϕ(u̇f − u̇),

(∇Tσ)T + F = ρü+ ϕρf(üf − ü)γ,

q = −k
(
∇p+ ρf ü+ (ρα + ϕρf )ϕ−1(üf − ü)

)
, ρα = Cϕρf ,ãäå V = V s + V f � îáúåì ïîðèñòîãî îáðàçöà, ϕ = V f/V � ïîðèñòîñòü, ρ =

(1 − ϕ)ρs + ϕρf � ïëîòíîñòü ïîðèñòîãî îáðàçöà, λ, µ � ïàðàìåòðû Ëàìå, α � êî-ý��èöèåíò ý��åêòèâíîãî íàïðÿæåíèÿ, ρα = Cϕρf � ïëîòíîñòü ïðèñîåäèíåííîéìàññû. Çàâèñèìîñòü ìåæäó ñêåëåòîì è íàïîëíèòåëåì õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðà-ìè Q è R.



248 Èãóìíîâ Ë.À., �àòàóøêî ß.Þ., Àìåíèöêèé À.Â., Áåëîâ À.À.Óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïàðàìåòð γ, îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè óïðóãîñòè (γ = 0)è òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè (γ = 1).Êðàåâûå óñëîâèÿ íà îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ u = (u1, u2, u3, γp) è îáîáùåí-íûå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû t = (t1, t2, t3, γq) ïîçâîëÿþò êîððåêòíî ñ�îðìóëèðîâàòüêðàåâóþ çàäà÷ó. Èòîãîâàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ çàïèñûâàåòñÿ â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó Lt→s(.) ñ ïàðàìåòðîì s.Ôîðìàëüíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ãðàíè÷íî-ãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà:
αΩuk(x, t) +

∫

Γ

(
Tik(x, y, s)ui(y, s) − T 0

ik(x, y, s)ui(x, s) − Uik(x, y, s)ti(y, s)
)
∂Γ = 0,

(x ∈ ∂Γ), u = (u1, u2, u3, γp), t = (t1, t2, t3, γq)
T ,

U(x, t) = L−1
t→s(U(x, s)), T (x, t) = L−1

t→s(T (x, s)),

U(x, s) =



Us
ij(x, y, s) − P s

j (x, y, s)

Uf
i (x, y, s) − P f(x, y, s)


 , T (x, s) =



T sij(x, y, s) −Qs

j(x, y, s)

T fi (x, y, s) −Qf (x, y, s)


ãäå U(x, s), T (x, s) � ñîîòâåòñòâåííî �óíäàìåíòàëüíûå [3℄ è ñèíãóëÿðíûå [3, 5℄ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåõ-ìåðíîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè.Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü. Âûäåëåíèå îñîáåííîñòåé �ÈÓ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðåãó-ëÿðèçàöèþ è ïîñòðîèòü ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíóþ ñõåìó [3, 7, 8℄. ßäðà áàçîâîãî �ÈÓçàïèñàíû â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ øàãîâîé ñõåìûïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êâàäðàòóð ñâåðòîê [1, 2℄. Çäåñü èñïîëüçîâàíà åãî ìîäè�èêà-öèÿ � ðàñøèðåíèå íà ñåìåéñòâî ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàí-íûì òðåáîâàíèÿì.Äëÿ óðàâíåíèÿ â ñâåðòêàõ y(t) = f(t) ∗ g(t), ∗ � ñâåðòêà Âîëüòåðà, ìîæåìçàïèñàòü

yn+1 = bTA−1
n∑

k=0

ωn−k(∆t)gn, n = 0, 1, ..., N,

gn = (tn + cl∆t), l = 1, m,

ωn(∆t) = R−nL−1

L−1∑

l=0

f
(
(∆t)−1∆

(
Rei2π/L

))
e−nl2π/L,

∆(z) = A−1 − zA−1IbTA−1,ãäå A � ìàòðèöà Áóò÷åðà ìåòîäà �óíãå�Êóòòû, bT , c � êîý��èöèåíòû òàáëèöûÁóò÷åðà ìåòîäà �óíãå�Êóòòû, tn = n∆t.×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. �àññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñè-ëû íà ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïîëîñòüþ. �àññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà



Ì�ÂÝ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè 249ïîëîñòè � ñ�åðè÷åñêàÿ è êóáè÷åñêàÿ. Â êà÷åñòâå äåéñòâóþùåé ñèëû ðàññìàòðè-âàåòñÿ âåðòèêàëüíàÿ ñèëà P (t) = P0f(t) íà ïëîùàäè S = 1 ì2 äíåâíîé ïîâåðõíî-ñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. �àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âíóòðè ïîëóïðîñòðàíñòâàíà ãëóáèíå h = 7.5 ì (öåíòð ïîëîñòè) ðàñïîëîæåíà ñ�åðè÷åñêàÿ ïîëîñòü ðàäè-óñà R = 5 ì, è ñëó÷àé, êîãäà íà ãëóáèíå h = 7.5 ì (öåíòð êóáà) ðàñïîëîæåíàêóáè÷åñêàÿ ïîëîñòü ñ äëèíîé ðåáðà 10 ì.�ðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì äâóõ ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè.×åòâåðòü ñåòêè ñîäåðæèò äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà � 864 ýëåìåíòà, äëÿ ïîëîñòè �150 ýëåìåíòîâ.Ïàðàìåòðû óïðóãîãî ìàòåðèàëà âûáðàíû ñëåäóþùèìè: E = 2.5 · 108 Í/ì2,
ν = 0.298, ρ = 1884 êã/ì3 (c1 = 425 ì/ñ, c2 = 228 ì/ñ).Â êà÷åñòâå ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì âîäîíàñûùåííûé ïåñîê 
 ïàðàìåò-ðàìè: K=2.1 ·108 Í/ì2, µ=9.8 ·107 Í/ì2, ρ=1884 êã/ì3, φ=0.48, Ks=1.1 ·1010 Í/ì2,
ρf=1000 êã/ì3, Kf=3.3 · 109 Í/ì2, k=3.55 · 10−9 ì4/(H · c).�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íàãðóçêà: f(t) = H(t), P0 = 1 Í/ì2.Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõ-íîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà íà ðàññòîÿíèè 15 ì îò ãðàíèöû äåéñòâèÿ ñèëû äëÿ óïðó-ãîãî è ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Êðèâàÿ 1 � ðåøåíèå çàäà÷è äëÿïîëóïðîñòðàíñòâà áåç ïîëîñòè, êðèâàÿ 2 � ðåøåíèå çàäà÷è ñî ñ�åðè÷åñêîé ïîëî-ñòüþ, êðèâàÿ 3 � ðåøåíèå çàäà÷è ñ êóáè÷åñêîé ïîëîñòüþ.

�èñóíîê 1 �èñóíîê 2Ïðèâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î âëèÿíèè �îðìû ïîëîñòè íà ïîðî-óïðóãèé îòêëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ äðåíèðîâàííûìè è íå äðåíèðîâàííûìè åãî îöåí-êàìè.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû�îññèè íà 2009�2013 ãîäû¿ (�14.B37.21.1137, �14.B37.21.1249), Ïðîãðàììû ãîñó-äàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ïðèïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698-à, 12-08-00984-à, 13-08-97091 ð-ïîâîëæüå-à,12-08-31572 ìîë-à, 13-08-00658-à).
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÁÀËÊÈÁÅ�ÍÓËËÈ�ÝÉËÅ�À, ÑÂßÇÀÍÍÎÉ Ñ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÌÓÏ�Ó�ÈÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÅÌÈíäåéöåâ Ä.À.1, Ìî÷àëîâà Þ.À.1, Ñåìåíîâ Á.Í.2
1Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ �ÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ áàëêà, ëåæàùàÿ íà óïðóãîì îñíîâàíèèè ïîäæàòàÿ ñèëîé P . Óïðóãîå îñíîâàíèå èìååò îñîáåííîñòü � êîíå÷íóþ îáëàñòü,õàðàêòåðèçóþùóþñÿ ìåíüøèì çíà÷åíèåì êîý��èöèåíòà æåñòêîñòè.Â òåîðèè óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ íà-ãðóçêàõ ðàâíîâåñèå óïðóãîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî, è îíî îñòàåòñÿ òàêîâûì âïëîòüäî ïåðâîé òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ �îðì ðàâíîâåñèÿ, çà êîòîðîé èñõîäíàÿ �îðìà ñòà-íîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Êðèòè÷åñêàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøàÿ ñèëà, ïðèêîòîðîé íàðÿäó ñ èñõîäíîé �îðìîé ðàâíîâåñèÿ ïîÿâëÿåòñÿ áëèçêàÿ ê íåé äðóãàÿ�îðìà. Îäíàêî òàêîé ñòàòè÷åñêèé ïîäõîä ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ êîíñåðâàòèâíûõñèñòåì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî ïðè-ìåíÿòü áîëåå îáùèé äèíàìè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè êîëåáà-íèé ñèñòåìû âáëèçè ðàâíîâåñèÿ. Òåîðèÿ ïðèìåíåíèÿ îáîèõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèèçàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ õîðîøî èçâåñòíà, îäíàêî âîïðîñêàñàòåëüíî ñèñòåì áåñêîíå÷íûõ ðàçìåðîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ëîêàëèçàöèè êîëåáàíèé â îáëàñòèäå�åêòà îñíîâàíèÿ è îñîáåííîñòè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè áàëêè â ýòîì ñëó÷àå. Ïîäëîêàëèçîâàííîé �îðìîé êîëåáàíèé áóäåì ïîíèìàòü �îðìó ñîñðåäîòî÷åííóþ âáëè-çè îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè îñíîâàíèÿ è èìåþùóþ êîíå÷íóþ ýíåðãèþ. Ìàòåìàòè-÷åñêè ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííûõ ìîä ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ êàê íåïðåðûâíî-ãî, òàê è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çà-äà÷. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé áàëêè, ëåæàùåé íà íåîäíîðîäíîì óïðóãîì îñíîâàíèè,ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííîé ìîäû êîëåáàíèé ñâÿçà-íî ñ âîçíèêíîâåíèåì òî÷å÷íîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé, êîòîðûéëåæèò íèæå ÷àñòîòû îòñå÷êè áàëêè. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòèáàëêè ñâÿçàíà ñ ñóùåñòâîâàíèåì ëîêàëèçîâàííîé �îðìû êîëåáàíèé â îáëàñòè äå-�åêòà. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îò çíà÷åíèÿ ñèëû P .Ñòðåìëåíèå äèñêðåòíîé, ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû â íîëü îïðåäåëÿåò ëîêàëèçîâàííóþ�îðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è êðèòè÷åñêóþ ñèëó, çíà÷åíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñîçíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è. Áûëàïîñòðîåíà �óíêöèÿ �ðèíà áàëêè, ïîäæàòîé ñèëîé, èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñâå-äåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå îöåíêèäëÿ ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ðàçìåðîâ îáëàñòè äå�åêòàîñíîâàíèÿ è åãî æåñòêîñòè íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé ñèëû.Indeytsev D.A., Mo
halova Yu.A., Semenov B.N. Stability of in�nite Bernoully�Euler beam bounded with inhomogeneous elasti
 basis. In the paper the possibility of os
illationlo
alization in defe
t area of a basis and spe
i�
s of loss of its stability are 
onsidered.



ÁÅÑÏ�ÎÂÎÄÍÎÉ ÄÀÒ×ÈÊ ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�Û ÍÀÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÛÕ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍÀÕ Ñ ÊÎÄÎÂÛÌÈÎÒ�ÀÆÀÒÅËßÌÈÊàðàïåòüÿí �.ß., Äíåïðîâñêèé Â. �., Áîãäàíîâ Ì.È.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðè ðåàëèçàöèè äàò÷èêà íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëíàõ (ÏÀÂ) ñ äîïîëíè-òåëüíûìè êîäîâûìè îòðàæàòåëÿìè ïîëåçíàÿ èí�îðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè äàò÷èêà (à ñëå-äîâàòåëüíî, è íàáëþäàåìîãî îáúåêòà) ñ÷èòûâàåòñÿ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè ñ ìè-íèìàëüíûìè âðåìåííûìè çàòðàòàìè. Ïðè ýòîì îïåðàòîð èëè ïîëüçîâàòåëü ìîæåò íàõî-äèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè îò êîíòðîëèðóåìîãî îáúåêòà. Âîçìîæíîñòü ïðèåìà ïåðåîòðàæåí-íîãî (ðåçîíàòîðîì èëè ëèíèåé çàäåðæêè) ðàäèîñèãíàëà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõè ýëåêòðè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé íà ðàññòîÿíèè � îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ÏÀÂ-òåõíîëîãèè. Êòîìó æå êîíñòðóêòèâíûå è òåõíîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ, äàò÷èêîâ íà ÏÀÂ ïîçâîëÿþò ïðî-âîäèòü ìîíèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ è èõ èäåíòè�èêàöèþ â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ,íàïðèìåð, â äâèæåíèè ïðè ïîâûøåííîé ðàäèàöèè èëè â ðåàêòèâíûõ ñðåäàõ.Êîíñòðóêöèÿ óñòðîéñòâàÂ óñëîâèÿõ ñèëüíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ïîìåõ àìïëèòóäà ñèãíàëà ìîæåò ñèëü-íî çàâèñåòü îò âðåìåíè èçìåðåíèÿ, äàæå åñëè ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå, ÷òî ìîæåòïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ïîíèæåíèþ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ. Îäíàêî, åñëè èçìå-ðÿòü íå àìïëèòóäó ñèãíàëà, à çàäåðæêó ñèãíàëà ìåæäó îïîðíûì è îòðàæàòåëü-íûì âñòðå÷íî-øòûðåâûìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè (ÂØÏ), òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿàìïëèòóäû íå áóäåò ñêàçûâàòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ èçìåðåíèé. Áîëåå òîãî, ìîæíîìåæäó îïîðíûì è îòðàæàòåëüíûì ÂØÏ ðàñïîëîæèòü êîäîâûå îòðàæàòåëè, êî-òîðûå äëÿ êàæäîãî äàò÷èêà áóäóò èìåòü ðàçíûå ïîëîæåíèÿ. Òîãäà äàò÷èê ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ðàäèî÷àñòîòíóþ èäåíòè�èêàöèîííóþ ìåòêó, â êîòîðîé ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó èìïóëüñàìè áóäåò çàâèñåòü îò èçìåðÿåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû.Ê êîíêóðåíòíûì ïðåèìóùåñòâàì ïàññèâíûõ äàò÷èêîâ íà ÏÀÂ ñ êîäîâûìè îòðà-æàòåëÿìè, ÷àñòî íàçûâàåìûõ ÏÀÂ-ìåòêàìè, îòíîñÿòñÿ: ìàëàÿ èçëó÷àåìàÿ ìîù-íîñòü îïðàøèâàþùåãî óñòðîéñòâà; òåìïåðàòóðíàÿ ñòàáèëüíîñòü êîäà ìåòêè (äî
40 ◦C); âîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è äðóãèõ �èçè÷åñêèõ ïàðà-ìåòðîâ [1℄.Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïàññèâíûé äàò÷èê òåìïåðàòóðû [2℄. Â ýòîì ñëó÷àå èç-çà îòëè÷íîãî îò íóëÿ òåìïåðàòóðíîãî êîý��èöèåíòà çàäåðæêè ðàññòîÿíèå ìåæäóîòðàæåííûìè èìïóëüñàìè áóäåò çàâèñåòü îò òåìïåðàòóðû, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå çà-äåðæêà ìåæäó èìïóëüñàìè, òåì ñèëüíåå áóäóò ñäâèãàòüñÿ èìïóëüñû îòíîñèòåëüíîäðóã äðóãà ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà êîíñòðóêöèÿ äàò÷èêà òåìïåðàòóðû. Îí ðàñïîëîæåí íà ïîä-ëîæêå èç íèîáàòà ëèòèÿ ðàçìåðîì 1,42õ14õ0,5 ìì. Ïåðâûé îòðàæàòåëü ðàñïîëîæåííà ðàññòîÿíèè 1,89 ìì îò ïðèåìî-ïåðåäàþùåãî ÂØÏ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ïðèåìåîòðàæåííûõ èìïóëüñîâ îò äàò÷èêà èñêëþ÷èòü îòðàæåííûå ñèãíàëû îò ðàçëè÷íûõ
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�èñóíîê 1 � Êîíñòðóêöèÿ äàò÷èêà òåìïåðàòóðûìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â çîíå ñ÷èòûâàòåëÿ, òàê êàê ýòè îòðàæåííûå ñèãíàëûïðèäóò íà ñ÷èòûâàòåëü çíà÷èòåëüíî ðàíüøå, ÷åì îòðàæåííûå èìïóëüñû îò äàò÷è-êà, ïîñêîëüêó ïðè ðàññòîÿíèè 1,89 ìì îòðàæåííûå îò äàò÷èêà èìïóëüñû ïðèäóòïðèìåðíî ÷åðåç 1 ìêñ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòðàæàòåëÿì, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòî-ÿíèè 150 ì. Ïðè òàêîì ðàññòîÿíèè îòðàæåííûå èìïóëüñû çíà÷èòåëüíî îñëàáíóòè íå áóäóò ìåøàòü ïðèåìó îòðàæåííûõ îò äàò÷èêà èìïóëüñîâ. Èí�îðìàöèîííûåîòðàæàòåëüíûå ÂØÏ íàõîäÿòñÿ â 4-õ ëîòàõ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïðåäóñìîòðåíî4 ïîëîæåíèÿ (ñëîòû). �àññòîÿíèå ìåæäó ñëîòàìè ðàâíî 0,8 ìì, à ðàññòîÿíèå ìåæ-äó ëîòàìè ðàâíî 1,6 ìì. Â êàæäîì ëîòå ïðåäóñìîòðåí òîëüêî îäèí îòðàæàòåëü,êîòîðûé ðàñïîëàãàåòñÿ â îäíîì èç 4-õ ñëîòîâ.

�èñóíîê 2 � Êîíñòðóêöèÿ ÏÀÂ îòðàæàòåëÿ (ðàçìåðû óêàçàíû â ìì)Ïðèåìî-ïåðåäàþùèé ÂØÏ âûïîëíåí, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, îäíîíà-ïðàâëåííûì ñ âíóòðåííèìè îòðàæàòåëÿìè. Øèðèíà ýëåêòðîäîâ â íåì âûáðàíàðàâíîé 2 ìêì è 1 ìêì, à ìåæýëåêòðîäíûå çàçîðû ðàâíû 0,8 ìêì. Ïðè ýòîì ÂØÏý��åêòèâíî èçëó÷àåò ïîâåðõíîñòíûå àêóñòè÷åñêèå âîëíû (ÏÀÂ) òîëüêî âïðàâî âäèàïàçîíå ÷àñòîò 860-880 Ì�ö (öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà ðàâíà 870 Ì�ö). Îòðàæàòå-ëè ñîñòîÿò èç äâóõ ÂØÏ ñ ÷èñëîì ýëåêòðîäîâ ðàâíûì 3, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.�àññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ÂØÏ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììàðíûé êî-
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a) á)�èñóíîê 3 � Äàò÷èê íà ïëàòå ñ àíòåííîéý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îò íèõ âîçðàñòàë ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ïðèåìî-ïåðåäàþùåãîÂØÏ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îòðàæåííûå èìïóëüñû áëèçêèìè ïî àìïëèòóäå, òàêêàê ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ àìïëèòóäà ÏÀÂ óáûâàåò èç-çà îòðàæåíèÿ îò ïðåäû-äóùèõ îòðàæàòåëåé.Ïîäëîæêà íèîáàòà ëèòèÿ ñ âûïîëíåííûìè íà íåé ÂØÏ è îòðàæàòåëÿìè ðàç-ìåùåíà íà ïîëèêîðîâîé ïîäëîæêå ñ ðàçìåðàìè 19.9õ23,9õ0,5 ìì. Êàê ïîêàçàíî íàðèñ. 3 a ïîäëîæêà ðàñïîëàãàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìèíèìàëüíóþäëèíó çîëîòûõ ïðîâîäíèêîâ, ñîåäèíÿþùèõ øèíû ÂØÏ ñ âûâîäàìè äëÿ àíòåííû.Íà ðèñ. 3 á ïðåäñòàâëåíî �îòî òàêîãî äàò÷èêà. Ê âûâîäàì àíòåííû ïðèïàèâà-þòñÿ ïðîâîäíèêè èç ìåäíîé ïðîâîëîêè äèàìåòðîì 0,5 ìì è äëèíîé 8 ñì, ÷òîáûïîëó÷èëàñü àíòåííà â âèäå ïîëóâîëíîâîãî âèáðàòîðà, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïî-ëîâèíå äëèíû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ñîñòàâëÿåò 16 ñì.Äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ àíòåííû íåîáõîäèìî áóäåò èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûåìàòåðèàëû è áîëåå ñëîæíûå âèäû àíòåíí, âûáîð êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ñïåöèàëüíóþçàäà÷ó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïðåäìåò îòäåëüíîé ðàçðàáîòêè.Äëÿ ãåðìåòèçàöèè ïîäëîæêè èñïîëüçîâàëàñü ìåòàëëè÷åñêàÿ êðûøêà ðàçìåðîì20õ6, êîòîðàÿ ïðèêëåèâàëàñü ê ïîëèêîðîâîé ïîäëîæêå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óãëûêîðïóñà ñîâïàäàëè ñ ìàëåíüêèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, âûïîëíåííûìè íà ïîëèêîðî-âîé ïîäëîæêå. Òàê êàê êëåé ÿâëÿåòñÿ èçîëÿòîðîì, òî êðûøêà íå ñìîæåò çàìêíóòüâûâîäû àíòåííû. Âûñîòà êðûøêè äîëæíà áûòü íå ìåíåå 1 ìì, ÷òîáû íå çàìêíóòüçîëîòûå ïðîâîäíèêè.�åçóëüòàòû èçìåðåíèéÈìïóëüñíûå îòêëèêè ïîëó÷àëèñü â ðåçóëüòàòå Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòîò-íûõ õàðàêòåðèñòèê ïàðàìåòðà S11 àíòåííû â âèäå ïîëóâîëíîâîãî âèáðàòîðà íàöåíòðàëüíóþ ÷àñòîòó 870 Ì�ö ñ äëèíîé ÷åòâåðòüâîëíîâûõ âèáðàòîðîâ ïî 8 ñì(ðèñ. 4 à). Êîðïóñèðîâàííûå äàò÷èêè ñ àíàëîãè÷íîé àíòåííîé ðàñïîëàãàëèñü ïà-ðàëëåëüíî àíòåííå, ïîäñîåäèíåííîé ê èçìåðèòåëüíîìó ïðèáîðó íà ðàññòîÿíèè 2ñì. Â ýòîì ñëó÷àå ñèãíàë îò ïðèáîðà èçëó÷àåòñÿ àíòåííîé, ïîäñîåäèíåííîé ê ïðè-áîðó, è ïðèíèìàåòñÿ àíòåííîé äàò÷èêà-ìåòêè. Òàê êàê ýòà àíòåííà ïîäñîåäèíåíàê ïðèåìî-èçëó÷àòåëüíîìó ÂØÏ äàò÷èêà, òî ýëåêòðîìàãíèòíûé ñèãíàë ïðåîáðàçî-
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a) á)�èñóíîê 4 � Ñõåìà èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ êîðïóñèðîâàííûõ äàò÷èêîâ è ÷àñòîòíàÿ çà-âèñèìîñòü ïàðàìåòðà S11 àíòåííû â âèäå ïîëóâîëíîâîãî âèáðàòîðà, ïîäñîåäèíåííîé êèçìåðèòåëüíîìó ïðèáîðóâûâàåòñÿ â ÏÀÂ è, îòðàæàÿñü îò ÏÀÂ îòðàæàòåëåé ñ îïðåäåëåííîé çàäåðæêîé, ïî-ïàäàåò îïÿòü íà ïðèåìî-ïåðåäàþùèé ÂØÏ è èçëó÷àåòñÿ àíòåííîé äàò÷èêà-ìåòêè,ïîïàäàÿ íà àíòåííó, ïîäñîåäèíåííóþ ê èçìåðèòåëüíîìó ïðèáîðó. Çàäåðæàííûåñèãíàëû èíòåð�åðèðóåò ñ îñíîâíûì ñèãíàëîì íà ýòîé àíòåííå, ÷òî è ïðèâîäèòê èçðåçàííîñòè ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà S11, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4 á.×èñëî òî÷åê â ïðèáîðå ÈÊÊÏ (èçìåðèòåëü êîìïëåêñíîãî êîý��èöèåíòà ïåðåäà÷è)¾Îáçîð-103¿ áûëî âûáðàíî ðàâíûì 2097, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íå ïðîïó-ñòèòü âñå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû íà ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà S11.
a) á)�èñóíîê 5 � Èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà è èõ �ðàãìåíò ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå

20 ◦C (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ïðè òåìïåðàòóðå 70 ◦C (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ). Ïî îñè àáñöèññîòëîæåíî ÷èñëî îòñ÷åòîâ, ïðè÷åì îäèí îòñ÷åò ðàâåí 6 íñÍà ðèñ. 5 à ïîêàçàíû èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ.Ïðè íàãðåâàíèè îòêëèê îò ïîñëåäíåãî îòðàæàòåëÿ ñìåùåí âïðàâî îòíîñèòåëüíîîòêëèêà, èçìåðåííîãî ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå, íà 8 îòñ÷åòîâ ïðè ðàññòîÿíèèìåæäó îïîðíûì è ïîñëåäíèì èìïóëüñàìè â 860 îòñ÷åòîâ. À íà ðèñ. 5 á ïîêàçàí�ðàãìåíò èìïóëüñíîãî îòêëèêà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû íà50 ãðàäóñîâ çàäåðæêà èçìåíèëàñü íà 0,9 % . Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè íåîáõîäèìîóâåëè÷èòü ÷èñëî îòñ÷åòîâ ìåæäó îòðàæåííûìè èìïóëüñàìè. Òàê, íàïðèìåð, ïðè÷èñëå îòñ÷åòîâ ìåæäó èìïóëüñàìè ðàâíûì 1200, ñìåùåíèå îòðàæåííîãî èìïóëüñàìîæåò âîçðàñòè äî 12 îòñ÷åòîâ. Òàêîå ÷èñëî îòñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþìåæäó îòðàæàòåëÿìè ðàâíîìó 15 ìì, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàçìåñòèòü òàêîéäàò÷èê â êîðïóñ äëèíîé 20 ìì.
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�èñóíîê 6 � Èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå íà ðàññòîÿíèè 30ñì îò àíòåííûÍà ðèñ. 6 ïîêàçàí èìïóëüñíûé îòêëèê äàò÷èêà, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó äàò÷è-êîì è àíòåííîé ïðèáîðà ðàâíî 30 ñì. Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòûñâèäåòåëüñòâóþò î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ êîäîâûõ îòðàæà-òåëåé. Êàê âèäíî, àìïëèòóäà ñèãíàëà óìåíüøèëàñü â 33 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ àì-ïëèòóäîé îòðàæåííîãî ñèãíàëà ïðè ðàññòîÿíèè 2 ñì ìåæäó àíòåííîé ïðèáîðà èäàò÷èêîì. Ìîùíîñòü íà âûõîäå ïðèáîðà ðàâíà 2,5 ìÂò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿ-æåíèþ 0,33 Â ïðè ñîïðîòèâëåíèè 50 Îì. Ïðè ìîùíîñòè íà âûõîäå ïðèáîðà â 250ìÂò äàëüíîñòü ìîæåò âûðàñòè ïðèìåðíî â 10 ðàç è äîñòè÷ü 3 ì ïðè èñïîëüçîâàíèèàíòåííû â âèäå ïîëóâîëíîâîãî âèáðàòîðà. Ýòî ðàññòîÿíèå ìîæåò áûòü óâåëè÷åíîåùå â 3�4 ðàçà çà ñ÷åò îïòèìèçàöèè ïðèåìî-ïåðåäàþùèõ àíòåíí.
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�ÀÑ×ÅÒ ÂËÈßÍÈß ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÇÎÍÄ�ÎÁ�ÀÇÅÖ ÍÀÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÌÈÊ�ÎÊÎÍÑÎËÈÀÒÎÌÍÎ-ÑÈËÎÂÎ�Î ÌÈÊ�ÎÑÊÎÏÀ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌÒÅÏËÎÂÎ�Î ØÓÌÀÊàðïèíñêèé Ä.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂûïîëíåí ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê êîëåáàíèé ìèêðîêîíñîëè àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðî-ñêîïà (ÀÑÌ) â ìàëîàìïëèòóäíîì äèíàìè÷åñêîì ðåæèìå. Óòî÷íåíû óñëîâèÿ ðàáîòûàòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà, êîãäà åäèíñòâåííîé âîçìóùàþùåé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ òåïëî-âîé øóì, à ìèêðîêîíñîëü èìååò â ïëàíå ñòóïåí÷àòóþ �îðìó. Òàêàÿ ãåîìåòðèÿ ìèêðî-êîíñîëè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà, ïðè êîòîðîì óïðóãàÿ ýíåðãèÿêîëåáàíèé ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ îò îñíîâíîé ìîäû ê âûñøèì ìîäàì. �àñ÷åò ïîäòâåðäèë,÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé âòîðîé èçãèáíîé ìîäû çîíäà ÀÑÌ çàìåò-íî óâåëè÷èâàåòñÿ è ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä-îáðàçåö.1. Ââåäåíèå. Ìàëîàìïëèòóäíûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû (êîíòàêòíûé è íåêîí-òàêòíûé) àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà (ÀÑÌ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, òàê êàê àì-ïëèòóäà êîëåáàíèé ìèêðîêîíñîëè ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 0,1 íì ïðè åå äëèíå ïîðÿäêà100 ìêì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòå àíàëèç õàðàêòåðèñòèê ýòèõðåæèìîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèÿ äàëüíîäåéñòâóþùèõ ñèë ïðè-òÿæåíèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà è êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ñèë îòòàëêèâàíèÿ â çàäà÷àõ ñè-ëîâîé ñïåêòðîñêîïèè. Îäíàêî, èìååòñÿ ïðåïÿòñòâèå äëÿ áîëåå øèðîêîãî èñïîëüçî-âàíèÿ ìàëîàìïëèòóäíûå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ â ÀÑÌ. Ýòî ïðåïÿòñòâèå ñâÿçà-íî ñ âëèÿíèåì òåïëîâîãî øóìà íà ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ÀÑÌ. Àíàëèç òåïëîâûõøóìîâ â ïîêàçàë, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èõ ðàçëè÷íûå èñòî÷íèêè â ÀÑÌ.Â ÷àñòíîñòè, òåïëîâîé øóì ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå îáóñëàâëèâàåò êîëåáàíèÿìèêðîêîíñîëè (æåñòêîñòü 0,4 Í/ì) ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé àìïëèòóäîé 0.1 íì.Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ äîñòàòî÷íî ¾ìÿãêèõ¿ ìèêðîêîíñîëåé ÀÑÌ òåïëîâîé øóìÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âîçáóæäåíèÿ ìàëîàìïëèòóäíûõ êîëåáàíèé ìèêðîêîíñîëè.Ýòîò ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà óáåäèòåëüíî ïîäòâåðæäåí íà îïûòå. Îòìåòèì, ÷òî ðåæè-ìó êîëåáàíèé ìèêðîêîíñîëè ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî øóìà ñîîòâåòñòâóåò ìèíè-ìàëüíî âîçìîæíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ àìïëèòóäà, à ÷àñòîòíûé ñïåêòð ÿâëÿåòñÿøèðîêîïîëîñíûì è áëèçîê ê ñïåêòðó ¾áåëîãî¿ øóìà. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèåäèíàìè÷åñêîãî ìàëîàìïëèòóäíîãî ðåæèìà ÀÑÌ ïðè èñïîëüçîâàíèè òåïëîâîãî øó-ìà â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîãî èñòî÷íèêà âîçáóæäåíèÿ ìèêðîêîíñîëè ñâÿçàíî ñ êà-ëèáðîâêîé ìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ.Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ âåðøèíû çîíäà êàíòèëåâåðà ïðÿìîóãîëüíîé�îðìû ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî øóìà âû÷èñëåíû â [1℄. Â ýòîé ðàáîòå áûëè ó÷òå-íû âåðòèêàëüíàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ èçãèáíûå ìîäû, à òàêæå êðóòèëüíàÿ ìîäà.�àñ÷åòû [1℄ ïîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèÿ ìèêðî-êîíñîëè è ýíåðãèè óïðóãèõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîé è âòîðîé èçãèáíûììîäàì. Âìåñòå ñ òåì, èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ



258 Êàðïèíñêèé Ä.Í.íà âåëè÷èíó ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ìèêðîêîíñîëè, ñîîòâåòñòâóþùóþ âòîðîé èçãèá-íîé ìîäe (f2 < 500 ê�ö) èç-çà ñâîéñòâ �îòîäåòåêòîðà ÀÑÌ. Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òîïðè âûáîðå ñòóïåí÷àòîé �îðìû ìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ (ðèñ. 1) ìèíèìóìó îòíîøå-íèÿ f2/f1 ñîîòâåòñòóåò ðàâåíñòâî äëèí îáîèõ ñòóïåíåé L1 = L/2, à äëÿ âûáîðàøèðèíû êàæäîé ñòóïåíè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî W2 < W1. �åçóëüòà-òû [2℄ èñïîëüçîâàíû â [3℄ äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñòóïåí÷àòîéìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ â óñëîâèÿõ âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà (f2 = 2f1, f2 = 3f1) ïîä äåé-ñòâèåì îäíî÷àñòîòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ. Âíóòðåííåìó ðåçîíàíñó ïðèêîëåáàíèÿõ ñòóïåí÷àòîé ìèêðîêîíñîëè ñîîòâåòñòâóþò âåëè÷èíû W2/W1 = 0.04,
W2/W1 = 0.2 [3℄, ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèÿ âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà îáóñëàâëèâàþòïåðåíîñ ýíåðãèè îò ïåðâîé ê âòîðîé èçãèáíîé ìîäå è ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü äîïîë-íèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ ïðè ñèëîâîé ñïåêòðîñêîïèè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âëèÿíèÿ êîðîòêîäåé-ñòâóþùèõ ñèë â êîíòàêòíîì è ñèë âàí äåð Âààëüñà â áåñêîíòàêòíîì ìàëîàìïëè-òóäíûõ ðåæèìàõ íà îöåíêó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé çîíäà ÄÀÑÌ çàñ÷åò òåïëîâûõ øóìîâ. �àñ÷åò ó÷èòûâàåò ñòóïåí÷àòóþ �îðìó ìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ,ïðèêðåïëåííóþ ê îñíîâàíèþ óïðóãèì øàðíèðîì æåñòêîñòè k. Ïàðàìåòðû �îðìûìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ L1, W1, W2 âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâîâàòüóñëîâèÿì âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 2 : 1 è 3 : 1. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò [3℄ ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ øèðîêîïîëîñíîå ÷àñòîòíîå âîçìóùåíèå ìèêðîêîíñîëè.

�èñóíîê 1 � Ôîðìà ìèêðîêîíñîëè àòîìíî-ñèëîâîãî ìèêðîñêîïà2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì òåïåðü ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ñîáñòâåííûõêîëåáàíèÿõ ñòóïåí÷àòîé ìèêðîêîíñîëè ñ çîíäîì, íà âåðøèíó êîòîðîãî äåéñòâó-þò ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû. Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàñ÷åòîì õàðàêòåðèñòèêïåðâûõ äâóõ èçãèáíûõ ìîä êîëåáàíèé ìèêðîêîíñîëè ÀÑÌ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿìèêðîêîíñîëè 
òóïåí÷àòîé �îðìû èìåþò âèä
ρA1U1,tt +EI1U1,xxxx = 0, 0 6 x 6 L1 (1)
ρA2U2,tt +EI2U2,xxxx = 0, L1 6 x 6 L.Â (1) ρ, Ai, Ui, E, Ii (i = 1, 2) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ìèêðîêîíñîëè, åå ïëîùàäèïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (Ai = WiH, i = 1, 2), ïåðåìåùåíèÿ âåðòèêàëüíîãî èçãèáà,



�àñ÷åò âëèÿíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä � îáðàçåö 259ìîäóëü Þíãà, ìîìåíòû èíåðöèè ñå÷åíèé (Ii = WiH
3/12, i = 1, 2), ñîîòâåòñòâåííî.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ïðåäïîëàãàþò æåñòêîå çàêðåïëåíèå ïðè x = 0 (k → ∞), àïðè x = L íà âåðøèíó çîíäà äåéñòâóþò ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëà è ìîìåíò, êîòîðûåïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â [1℄

U1(0, t) = 0, U1,x (0, t) = 0,

EI2U2,xx (L, t) = −Kth
2U2,x (L, t) −mc2U2,ttx (L, t), (2)

EI2U2,xxx (L, t) = KnU2(L, t) +mU2,tt (L, t).Â (2) êîý��èöèåíòû Kn, Kt âûáðàíû àíàëîãè÷íî [1℄ è äàíû â òàáëèöå 1.Òàáëèöà 1 � Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö. D � ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó çîíäîì è îáðàçöîìðåæèì D(íì) Kn(Í/ì) Kt (Í/ì)íåò âçàèìîäåéñòâèÿ 1.0 0 0ïðèòÿæåíèå 0.5 -7.9 0îòòàëêèâàíèå 0.08 35 58Ñîîòíîøåíèå íåïðåðûâíîñòè (3) ïðè x = L1 
îãëàñíî [3℄ äîïîëíÿåò (1)�(2)
U1(L1, t) = U2(L1, t), U1,x (L1, t) = U2,x (L1, t), (3)

EI1U1,xx (L1, t) = EI2U2,xx (L1, t), EI1U1,xxx (L1, t) = EI2U2,xxx (L1, t).×èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí â çàäà÷å (1)�(3) âûáðàíû àíàëî-ãè÷íî [1℄. Ìàòåðèàë ìèêðîêîíñîëè è çîíäà � êðåìíèé: ïëîòíîñòü ρ = 2330 êã/ì3,ìîäóëü Þíãà E = 1.5 · 1011 Ïà; äëèíà ìèêðîêîíñîëè � L = 200 ìêì, òîëùèíà �
H = 3.5 ìêì, ìàññà çîíäà � m = 2 · 10−13 êã, âûñîòà çîíäà � h = 15 ìêì, ðàñ-ñòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ çîíäà äî íèæíåé ãðàíè ìèêðîêîíñîëè c = 2/3 h, øèðèíàìèêðîêîíñîëè � W1 = 40 ìêì, W2 = 0.04W1; 0.2W1.Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä
U1(x, t) =

∞∑

n=1

a1n(t)h1n(x/L), 0 6 x 6 L1; U2(x, t) =

∞∑

n=1

a2n(t)h2n(x/L), L1 6 x 6 L,(4)ãäå h1n(x/L), h2n(x/L) � ñîáñòâåííûå �îðìû ìîäû n (áåçðàçìåðíûå) äëÿ âåðòè-êàëüíîãî èçãèáà äâóõ ó÷àñòêîâ ìèêðîêîíñîëè, ñîîòâåòñòâåííî, à an(t)) � ñîîò-âåòñòâóþùèå èì âîçìóùåíèÿ (ðàçìåðíîñòè äëèíû) ìîäû n â ìîìåíò âðåìåíè t.Ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé êîíñîëè, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì(2) è óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè (3) èìåþò âèä
h1n(x/L) = G1 [cos(k1nx/L) − cosh(k1nx/L)] +H1 [sin(k1nx/L) − sinh(k1nx/L)] , (5)
h2n(x/L) = G2 cos(k2nx/L) +H2 cosh(k2nx/L) + J2 sin(k2nx/L) +M2 sinh(k2nx/L).



260 Êàðïèíñêèé Ä.Í.Ïîäñòàíîâêà (4), (5) â (1) è (2) ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå 6 àëãåáðàè÷å-ñêèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ G1, H1, G2, H2, J2,M2. Íåòðè-âèàëüíîå ðåøåíèå îáóñëîâëåíî íóëåâîé âåëè÷èíîé îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ñèñòåìû èïîçâîëÿåò íàéòè êîðíè ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå ñîáñòâåííûå �îðìû ìèêðî-êîíñîëè. Cîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìèêðîêîíñîëè fn ñâÿçàíû ñ k1n è k2n ñîîòíîøåíèåì
k4
jn =

ρf 2
nAj
EIj

, j = 1, 2.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ îáñóæäåíèå. �àñ÷åòû ïîäòâåðäèëè ðåçóëü-òàòû [1℄, ÷òî â ðåæèìå ïðèòÿæåíèÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìèêðîêîíñîëè óìåíüøà-þòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåæèìîì îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, à â ðåæèìå îòòàëêèâà-íèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ (òàáëèöà 2). Ïîäòâåðäèëèñü òàêæå îöåíêè [2℄ äëÿ îòíîøåíèÿâòîðîé è ïåðâîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, êîòîðûå ïðè âûáðàííîé ãåîìåòðèè ìèêðî-êîíñîëè äîñòèãàþò ìèíèìóìà.Òàáëèöà 2 � Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïåðâîé f1 âòîðîé f2 ìîä âåðòèêàëüíîãî èç-ãèáà äëÿ ìèêðîêîíñîëè ñòóïåí÷àòîé �îðìû â óñëîâèÿõ âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 2:1. ×èñëàâ ñêîáêàõ óêàçûâàþò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ ìèêðîêîíñîëè ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû [1℄ðåæèì f1,Êãö f2,Êãöíåò âçàèìîäåéñòâèÿ 100.6 (111.7) 340.2 (706.4)ïðèòÿæåíèå 12.9 (15.0) 87.3 (698.1)îòòàëêèâàíèå 212.3 (245.2) 511.9 (752.8)�àññìîòðèì äàëåå ýíåðãåòè÷åñêèé âêëàä êàæäîé ìîäû êîëåáàíèé âåðòèêàëü-íîãî èçãèáà ìèêðîêîíñîëè. Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ ìîäû n âåðòèêàëüíîãî èçãèáà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî ïî �îðìóëå
W p
n(t) = Ea2

n(t)

[
I1

∫ L1/L

0

h′′21n(x/L) d(x/L) + I2

∫ 1

L1/L

h′′22n(x/L) d(x/L)

]
. (6)Àíàëîãè÷íî [4℄, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîé ñîáñòâåííîé ìîäå ìèêðîêîíñîëè ñî-îòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ kBT/2, ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà(òåîðåìà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ [5, 6℄). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåí-êó äëÿ âåëè÷èíû √< u2

n(1, t) > äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé ìîäû.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â òàáëèöå 3 ïîäòâåðæäàþò ïðåäïîëîæåíèå î ïåðåðàñïðå-äåëåíèè âåëè÷èí ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé â óñëîâèÿõ âíóòðåííåãî ðåçî-íàíñà ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãî øóìà.



�àñ÷åò âëèÿíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä � îáðàçåö 261Òàáëèöà 3 � Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå âåðøèíû çîíäà ïåðâîé è âòîðîé ìîä âåðòè-êàëüíîãî èçãèáà ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö çà ñ÷åò òåïëîâîãî øóìà â óñëî-âèÿõ âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 2:1. ×èñëà â ñêîáêàõ óêàçûâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíûäëÿ ìèêðîêîíñîëè ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû [1℄ðåæèì √
< u2

1(L, t) >,íì √
< u2

2(L, t) >,íìíåò âçàèìîäåéñòâèÿ 0.029 (0.0303) 0.011(0.00716)ïðèòÿæåíèå 0.309 (0.0321) 0.0094 (0.00709)îòòàëêèâàíèå 0.017(0.0226) 0.011( 0.00746)
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ond �exible mode is in
reased appre
iably and is
hanged appre
iably on a

ount of the probe�sample intera
tion.



ÂËÈßÍÈÅ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉ ÍÀ ÈÇÌÅÍÅÍÈÅÄËÈÍÛ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ-ÓÏ�Ó�Î�Î ÖÈËÈÍÄ�ÀÊàðÿêèí Ì.È.1, 2, Øóá÷èíñêàÿ Í.Þ.1
1Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, Âëàäèêàâêàç�åøåíà çàäà÷à î ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè íåëèíåéíî-óïðóãîãî öèëèíäðà ñ âíóòðåííèìèíàïðÿæåíèÿìè. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ðàññìîòðåíû èçîëèðî-âàííûå äå�åêòû � êëèíîâàÿ äèñêëèíàöèÿ è âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ � íà îñè öèëèíäðà.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëóîáðàòíîãî ìåòîäà íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðîàíàëèçèðî-âàíî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå öèëèíäðà ñ äå�åêòîì äëÿ äâóõ ìîäåëåéìàòåðèàëîâ � ïîëóëèíåéíîãî è ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî îáùåãî âèäà. Ìåòîäîì ïîñëå-äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïîëó÷åíèû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, îïèñûâàþùèå èçìå-íåíèå äëèíû öèëèíäðà â çàâèñèìîñòè îò ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìûõìîäåëåé ìàòåðèàëîâ.Êëèíîâàÿ äèñêëèíàöèÿ. �àññìîòðèì äå�îðìàöèþ ñïëîøíîé ñðåäû:
R = P (r) ,Φ = κϕ, Z = γz. (1)Çäåñü r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îò÷åòíîé êîí�èãóðàöèè; R,Φ, Z �öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå; κ, γ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.Ïî ïðåäñòàâëåíèþ (1) îïðåäåëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äå�îðìà-öèè � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè ÊîøèC, ëåâûé òåíçîð èñêàæåíèéU, òåíçîð ïîâîðîòàA è ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíàG, à òàêæå ãëàâíûå èíâàðèàíòû Ik, k = 1, 2, 3.Çàòåì ïî çàäàííîé �óíêöèè óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè W íàõîäèòñÿ òåí-çîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà D, ÷åðåç êîòîðûé âûïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

divD = 0, êîòîðûå ïðåâðàùàþòñÿ â
dDrR

dr
− DrR − κDϕΦ

r
= 0, (2)è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ eR ·D = 0, îçíà÷àþùèå îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé íà áîêîâûõïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðà

DrR|r=r0,r1 = 0. (3)Êðàåâàÿ çàäà÷à (2)�(3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç îáûêíîâåííî-ãî äè�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî �óíêöèè P (r) èãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Äëÿ àíàëèçà óäëèíåíèÿ ïî ñõåìå, îïèñàííîé â [1℄, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëå-íèåì îñåâîé ñèëû â âèäå F =

∫∫

S

DzZdS, (4)
S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.



Âëèÿíèå âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé íà èçìåíåíèå äëèíû öèëèíäðà 263Â ðàáîòå áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ìîäåëè ìàòåðèàëîâ: ãàðìîíè÷åñêèéW =
1

2
λI2

1 (U−E) + µI1 (U− E)2 , (5)è ìàòåðèàë Áëåéòöà è Êî îáùåãî âèäàW =
1

2
µ (1 − β)

[
I2I

−1
3 +

1

α
(Iα3 − 1) − 3

]
+

1

2
µβ

[
I1 +

1

α

(
I−α3 − 1

)
− 3

]
, (6)çäåñü E � åäèíè÷íûé òåíçîð, λ, µ, α, β � ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì ïðèìàëûõ äå�îðìàöèÿõ µ èìååò ñìûñë ìîäóëÿ ñäâèãà, à ïàðàìåòð α ñâÿçàí ñ êîý�-�èöèåíòîì Ïóàññîíà ν ñîîòíîøåíèåì α =

ν

1 − 2ν
.Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî ìàòåðèàëà (5) ñèñòåìà (2)�(3) èìååò àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå [1℄, à â ñëó÷àå ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî (6) ïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷àðåøàëàñü ÷èñëåííûì îáðàçîì.

�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ äëèíûöèëèíäðà îò ïàðàìåòðà äèñêëèíàöèè �èñóíîê 2 � Èçìåíåíèå äëèíû öèëèíäðàâ çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà äèñëîêàöèèÍà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà 
 h = r0/r1 =
0.05 îò ïàðàìåòðà äèñêëèíàöèè äëÿ ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî ìàòåðèàëà (5) � ëè-íèÿ 1, è äëÿ ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî (6): β = 0.9 � ëèíèÿ 2, β = 0.6 � ëèíèÿ 3,
β = 0.2 � ëèíèÿ 4. Êàê èçâåñòíî ïðè β = 0 ìîäåëü ìàòåðèàëà (6) ïðèâîäèòñÿ êìîäåëè óïðîùåííîãî ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî [2℄, â ýòîì ñëó÷àå öèëèíäð óêîðà÷è-âàåòñÿ. Èç ãðà�èêà âèäíî, ÷òî õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà äëÿ ìîäåëèìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî çàâèñèò îò ìàòåðèàëüíîãî ïàðàìåòðà β.Äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿâîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îïèñàííûì â [2℄. �ëàâ-íûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü äîïîë-íèòåëüíóþ çàäà÷ó îá ý��åêòàõ âòîðîãî ïîðÿäêà êàê â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.Âïåðâûå ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ ê çàäà÷àì î êðó÷åíèè è ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ. Â [3℄ïðèâîäèòñÿ åãî ñðàâíåíèå ñ ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè



264 Êàðÿêèí Ì.È., Øóá÷èíñêàÿ Í.Þ.íà ïðèìåðå çàäà÷è êðó÷åíèÿ êðóãîâîãî íåëèíåéíî-óïðóãîãî ñòåðæíÿ òîðöåâûìèìîìåíòàìè, òàì æå îïèñàíà ïîäðîáíàÿ åãî ñõåìà.Áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäå
P (r) = P0 (r) + δP1 (r) + δ2P2 (r) + . . . , (7)ãäå δ = 1 − κ. �àññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷-íûì ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà δ, ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ�óíêöèé P0 (r) , P1 (r) , P2 (r). Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îñåâîé ñèëû F = 0 ïî (4) ïðè-âîäèò ê àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè γ îò κ ñëåäóþùåãî âèäà

γ = 1 − 1

45

(1 − κ)2 (6β − 5) (h4 − 2h2 − 4ln(h)2 + 1)

(h2 − 1)2 . (8)Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ïîëó÷åííûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåìïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè β < 5/6 öèëèíäð áóäåò óêîðà÷èâàòüñÿ, ïðè β > 5/6 öèëèíäðáóäåò óäëèíÿòüñÿ.Âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ. Îáðàçîâàíèå â öèëèíäðå âèíòîâîé äèñëîêàöèè îïè-ñûâàåòñÿ ïîëóîáðàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì âèäà:
R = P (r) ,Φ = ϕ+ ψz, Z = γz + âϕ, (9)çäåñü ψ � óãîë çàêðó÷èâàíèÿ íà åäèíèöó äëèíû, â =

|b|
2π

� ïàðàìåòð äèñëîêà-öèè, b � âåêòîð Áþðãåðñà, a = â/r1. Ïî (9) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿíåîáõîäèìûå õàðàêòåðèñòèêè äå�îðìàöèè è âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà (2)�(3). Äëÿàíàëèçà óäëèíåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíà ñèëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà � êðóòÿùèéìîìåíò: M =

∫∫

S

DzΦRdS. (10)Ïóñòü ψ = 0, òîãäà ñëåäóÿ ñõåìå â [1℄, èç óñëîâèÿ F = 0 ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòüèçìåíåíèÿ äëèíû γ îò ïàðàìåòðà äèñëîêàöèè a. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòüèçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà îò ïàðàìåòðà äèñëîêàöèè äëÿ ìàòåðèàëà Áëåéòöà èÊî: β = 0 � ëèíèÿ 1, β = 0.3 � ëèíèÿ 2, β = 0.7 � ëèíèÿ 3, β = 1 � ëèíèÿ 4, äëÿìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî ìàòåðèàëà � ëèíèÿ 5, h = 0.01. Èç ãðà�èêà ïîíÿòíî, ÷òîïðè β = 1 ìîäåëè ìàòåðèàëà (6) äëèíà öèëèíäðà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, ïðè óìåíü-øåíèè β îò 1 äî 0 íàáëþäàåòñÿ óäëèíåíèå öèëèíäðà, à â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãîìàòåðèàëà öèëèíäð óêîðà÷èâàåñÿ.Ïðè èññëåäîâàíèè îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ òðåìÿ âàðüèðóåìûìè ïàðàìåò-ðàìè γ, ψ è a, òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü êàê âëèÿåò âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ íà èçìåíåíèåäëèíû öèëèíäðà è îïðåäèòü óãîë çàêðó÷èâàíèÿ öèëèíäðà. Èç îäíîâðåìåííî âû-ïîëíåííûõ óñëîâèé M = 0,Q = 0 íàõîäÿòñÿ γ è ψ êàê �óíêöèè îò a. Íà ðèñ. 3èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà îò ïàðàìåòðà äèñëîêàöèèäëÿ ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî: β = 0 � ëèíèÿ 1, β = 0.2 � ëèíèÿ 2, β = 0.8 �ëèíèÿ 3, äëÿ ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî ìàòåðèàëà � ëèíèÿ 4, h = 0.05. Öèëèíäðóêîðà÷èâàåòñÿ â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, à â ñëó÷àå ìàòåðèàëà Áëåéòöàè Êî õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà β.
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�èñóíîê 3 � Èçìåíåíèå äëèíû öèëèíäðà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà äèñëîêàöèè×òîá ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïî-ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé è ïîñòðîèì àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü γ îò a è β.Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå äëÿ �óíêöèè P (r) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðà-ìåòðà a è, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îòûñêèâàòüíåèçâåñòíûå �óíêöèè P0 (r) , P1 (r) , P2 (r), â òàêîì ñëó÷àå γ çàïèñûâàåòñÿ êàê
γ = 1 − a2 (h2 + 1) (β − 1) 3 + (h2 − 1) (8 − 3β)

5 (h4 − 1)
. (11)Ïîëó÷åíîå âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò ëèøü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ γ â ìàëîé îêðåñòíî-ñòè èçìåíåíèÿ a, íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíî èçìåíåíèå äëèíû öèëèíäðà â çàâèñìîñòè îòïàðàìåòðà äèñëîêàöèè äëÿ ìîäåëè ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî ïðè β = 0 è h = 0.01,ãäå ëèíèÿ 3 � ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò, à ëèíèÿ 1 � ïðèáëèæåííûé ïî �îðìóëå (11).Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷èòü áîëåå òî÷íî âëèÿíèå a íà èçìåíåíèå äëèíû öèëèíäðà,íóæíî óäåðæàòü ñëàãàåìûå ñ áîëüøèì ïîðÿäêîì ìàëîñòè:

P (r) = P0 (r) + aP1 (r) + a2P2 (r) + a3P3 (r) + a4P4 (r) + . . . . (12)Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî P3 (r) = 0, âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè P4 (r) íå ïðèâîäèòñÿ âñâÿçè ñ ãðîìîçäêîñòüþ, à ïðåäñòàëåíèå (11) ñõåìàòè÷íî çàïèñûâàåòñÿ êàê
γ = γ0 + a4t (β, h) , (13)ãäå t (β, h) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ñòåïåíåé β è h = r0/r1, à γ0 �ñîîòíîøåíèå (11).Íà ðèñ. 4 èçáðàæåíà æå çàâèñèìîñòü äëÿ ìîäåëè ìàòåðèàëà (6) è ïðè òåõ æåçíà÷åíèÿõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ãäå ëèíèÿ 2 � ïîñòðîåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ�îðìóëîé (13). Âèäíî, ÷òî ïðåäëîæåííîå óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ â âèäå (13) äîñòà-òî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà îò a.
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