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ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÎÑÒÜ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÌÅÄËÅÍÍÎ�ÎÄÂÈÆÅÍÈß ÂßÇÊÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ Ñ�ÅÄÛ Ñ N-ÎÁ�ÀÇÍÎÉÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜÞ ÎÒ ÑÊÎ�ÎÑÒÈ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈÊåëëåð È.Ý.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, Ïåðìü�àññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòè íåñæèìàåìîé âÿçêîïëàñòè-÷åñêîé ñðåäû ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòåðèàëüíîé �óíêöèåé, ñâÿçûâàþùåé èíòåíñèâíîñòè íà-ïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè. Íàéäåí îáùèé âèä ìàòåðèàëüíîé �óíêöèè, îáåñ-ïå÷èâàþùåé ïîëíóþ èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé â äâóìåðíîé �îðìóëèðîâêå. Äàííàÿ�óíêöèÿ èìååò N-îáðàçíûé (ñïèíîäàëüíûé) âèä è â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóåò ëè-íåéíî âÿçêîé æèäêîñòè è èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîìó òâåðäîìó òåëó. Ñìåíà çíàêà ÷óâñòâè-òåëüíîñòè ê ñêîðîñòè äå�îðìàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñìåíå òèïà ñèñòåìû è ïåðåõîäó ÷åðåçëèíèþ ðàçðûâà â ñïëîøíîì òåëå. Íàéäåííàÿ �óíêöèÿ îáåñïå÷èâàåò ðàñùåïëåíèå îïå-ðàòîðà íà ïàðå äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ òî÷íî ëèíåàðèçóþòñÿ.�åçóëüòàò ðàñøèðÿåò êëàññ èíòåãðèðóåìûõ çàäà÷ íà ò. í. ¾àêòèâíûå ìàòåðèàëû¿ (èëè¾ìàòåðèàëû ñ âíóòðåííåé äèíàìèêîé¿), ê êîòîðûì ñóùåñòâóåò áîëüøîé èíòåðåñ.1. Óðàâíåíèÿ è èõ çàïèñü â âèäå êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû. �àññìàòðè-âàþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû
∇ · σ = 0, σ = −pI +

τ(ξ)

2ξ
D, D =

1

2
(∇v + v∇), ∇ · v = 0, (1)ãäå ∇ � îïåðàòîð �àìèëüòîíà, σ è D � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ñêî-ðîñòè, p � ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, I � åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, v �ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèé, ξ =

√
1
2
D : D � èíòåíñèâíîñòü äå�îðìàöèè ñêîðîñòè1,

τ(ξ) � ìàòåðèàëüíàÿ �óíêöèÿ, íà êîòîðóþ àïðèîðè íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷å-íèÿ.Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ÷àñòíûõ âèäîâ �óíêöèè τ(ξ), îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëíóþèíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû (1).Óðàâíåíèÿ (1) â äåêàðòîâûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x, y èìåþò âèä:
σxx,x +σxy,y = 0, σxy,x +σyy,y = 0, (2)

σxx = −p+
τ(ξ)

2ξ
vx,x , σyy = −p− τ(ξ)

2ξ
vx,x , σxy =

τ(ξ)

4ξ
(vx,y +vy,x ), (3)

vx,x +vy,y = 0. (4)1×èñëîâîé ìíîæèòåëü â îïðåäåëåíèè èíòåíñèâíîñòè äå�îðìàöèè ñêîðîñòè àäàïòèðîâàí äëÿäâóìåðíîãî ñëó÷àÿ òàê, ÷òîáû äëÿ îäíîðîäíîãî îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â ñèëóîïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû (1) âåëè÷èíà τ ñòàíîâèëàñü ðàâíîé ðàñòÿãèâàþùåìó íà-ïðÿæåíèþ, à ξ � ñêîðîñòè äå�îðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ.



Èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû 7Ñèñòåìà (1) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû Áèíãàìà τ =
τ∗+ 2µξ èçó÷àëàñü À.À. Èëüþøèíûì [1℄ è áûëà ñâåäåíà èì ê îäíîìó ñèëüíî íåëè-íåéíîìó óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â òåðìèíàõ �óíêöèè íàïðÿæåíèé èëè�óíêöèè òîêà ïîëÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïóòü, èñ-êëþ÷àþùèé èç óðàâíåíèé ðàäèêàë. Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îð-ìàöèè ñêîðîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå [2℄

σxx = −p− τ(ξ)

2
sin 2ϕ, σyy = −p +

τ(ξ)

2
sin 2ϕ, σxy = σyx =

τ(ξ)

2
cos 2ϕ, (5)

vx,x = −ξ sin 2ϕ, vy,y = ξ sin 2ϕ, vx,y +vy,x = 2ξ cos 2ϕ, (6)óäîâëåòâîðÿþùåì óðàâíåíèÿì (3) è (4). Çäåñü ϕ � óãîë ìåæäó ëèíèåé ìàêñèìàëü-íîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è îñüþ x. Âûðàæåíèÿ (5) ïîäñòàâëÿþòñÿ â (2), à (6)âìåñòå ñ âûðàæåíèåì âèõðÿ ñêîðîñòè
q =

1

2
(vy,x −vx,y )ïîçâîëÿþò îáðàçîâàòü äâà óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè:

(vx,x ),y = (vx,y ),x , (vy,y ),x = (vy,x ),y .Â èòîãå èñõîäíûå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñèñòåìû îäíîðîäíûõ êâàçè-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
u,x +Λu,y = 0, Λ = A−1B. (7)ãäå u = {ξ, ϕ, p, q}T ,

A =




τ ′ sin 2ϕ 2τ cos 2ϕ 2 0
−τ ′ cos 2ϕ 2τ sin 2ϕ 0 0
− cos 2ϕ 2ξ sin 2ϕ 0 1
− sin 2ϕ −2ξ cos 2ϕ 0 0


 , B =




−τ ′ cos 2ϕ 2τ sin 2ϕ 0 0
−τ ′ sin 2ϕ −2τ cos 2ϕ 2 0
− sin 2ϕ −2ξ cos 2ϕ 0 0
cos 2ϕ −2ξ sin 2ϕ 0 1


 ,

τ ′ = dτ/dξ , äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðîé ðàçâèòû ìåòîäû [3℄.2. Óñëîâèÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-ðèöû Λ ñóòü
λ1± = tg(ϕ± β), λ2± = − ctg(ϕ± β), (8)ãäå

tg 2β =
√
−m, m ≡ d ln τ

d ln ξ
=
τ ′ξ

τ
(9)ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê ñêîðîñòè äå�îðìàöèè, ïðèíèìàþùèéïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñèñòåìà (7) èìååò ëîêàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï ïðè

m < 0 è ýëëèïòè÷åñêèé òèï ïðè m > 0.Äè��åðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ íàõîäÿòñÿ óìíîæåíèåì(7) íà ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Λ è èìåþò âèä
∓τξ−1

√
m(m− 1)dξ − 2τ

√
1 −mdϕ+ 2dp∓ τξ−1

√
−mdq = 0,

±τξ−1
√
m(m− 1)dξ + 2τ

√
1 −mdϕ+ 2dp∓ τξ−1

√
−mdq = 0

(10)



8 Êåëëåð È.Ý.äëÿ λ1± è λ2± ñîîòâåòñòâåííî.Ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ τ(ξ) â ï�à��îâîé ñèñòåìå (10) óäàåòñÿ ïîä÷èíèòüíåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè (óñëîâèÿì òåîðå-ìû Ôðîáåíèóñà [4℄), ñâîäÿùèìñÿ ê ðàâåíñòâàì
τ
√

1 −m ≡ α, τξ−1
√
−m ≡ γ, (11)ãäå α, γ � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Óñëîâèÿ (11) ñ ó÷åòîì (9) ïðèíèìàþò âèääâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

τ ′ − ξ−1τ + α2ξ−1τ−1 = 0, τ ′ + γ2ξτ−1 = 0,êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ
τ =

{ √
τ 2
∗ − 4µ2ξ2, 0 6 ξ 6 τ∗

2µ
,√

4µ2ξ2 − τ 2
∗ , ξ > τ∗

2µ
,

(12)ïðè÷åì ïåðâàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò α = τ∗ è γ = 2µ â (11), à âòîðàÿ � α = iτ∗ è
γ = i2µ.3. �àñùåïëåíèå óðàâíåíèé. Ñ �óíêöèåé (12) ñîîòíîøåíèÿ (10) èíòåãðè-ðóþòñÿ, è ÷åðåç ýòè èíòåãðàëû (èíâàðèàíòû �èìàíà) çàïèñûâàþòñÿ íåèçâåñòíûåçàäà÷è. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñëó÷àÿ:

χ = 1
2
(β + ϕ− p̄+ µ̄q),

η = 1
2
(β + ϕ+ p̄− µ̄q),

λ = 1
2
(β − ϕ+ p̄+ µ̄q),

ζ = 1
2
(−β + ϕ+ p̄+ µ̄q).

2β = χ + η + λ− ζ,
2ϕ = χ+ η − λ+ ζ,
2p = −χ+ η + λ+ ζ,
2µ̄q = χ− η + λ+ ζ,

(13)ãäå µ̄ = µ/τ∗ è p̄ = p/τ∗.Ñèñòåìà (7) â òåðìèíàõ (13) ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå ïàðû íåñâÿçàííûõ êâàçèëè-íåéíûõ óðàâíåíèé
χ,x +tg(ϕ+ β)χ,y = 0, η,x −ctg(ϕ+ β)η,y = 0,
λ,x +tg(ϕ− β)λ,y = 0, ζ,x −ctg(ϕ− β)ζ,y = 0,

(14)êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ïîäâåðãíóòü ïðåîáðàçîâàíèÿì ãîäîãðà�à (χ, η) →
(x, y) , (λ, ζ) → (x, y) è ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó:

x,χ +ctg(χ− λ)y,χ = 0, x,η −tg(χ− λ)y,η = 0,
x,λ +ctg(η − ζ)y,λ = 0, x,ζ −tg(η − ζ)y,ζ = 0,

(15)è, íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê
x = x1cos(χ− λ) − y1sin(χ− λ), y = x1sin(χ− λ) + y1cos(χ− λ),
x = x2cos(η − ζ) − y2sin(η − ζ), y = x2sin(η − ζ) + y2cos(η − ζ),

(16)ïðèìåíÿåìûõ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñòðîêàì (15), ïðèâåñòè ê ñèñòåìå ñ ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè
y1,η −

1

2
x1 = 0, x1,χ −

1

2
y1 = 0, y2,ζ −

1

2
x2 = 0, x2,λ −

1

2
y2 = 0, (17)



Èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû 9ãäå êàæäàÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ óäîâëåòâîðÿåò òåëåãðà�íîìó óðàâíåíèþ:
x1,χλ −

1

4
x1 = 0, y1,χλ −

1

4
y1 = 0, x2,ηζ −

1

4
x2 = 0, y2,ηζ −

1

4
y2 = 0. (18)Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè ëèáî çàäà÷è �óðñà äëÿ óðàâíå-íèé (18) ðàçðàáîòàíû. Â-÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ ëþáûå òðè èíâàðèàíòà �èìàíà (13)êîíñòàíòàìè, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ òèïà Ïðàíäòëÿ�Ìàéåðà.Â ñëó÷àå µ̄ = 0 (12) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â �óíêöèþ τ ≡ τ∗, ñîîòâåòñòâóþùóþèäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè, m ≡ 0, β ≡ 0, ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (8) ïîÿâëÿ-åòñÿ ïàðà êðàòíûõ, è (14)�(18) ñâîäÿòñÿ ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì [2℄.Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ñëó-÷àÿ â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ íåèçâåñòíûõ.Ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ (12) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî è äîñòà-òî÷íîãî óñëîâèÿ ðàñùåïëåíèÿ êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû [5℄, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â èí-âîëþòèâíîñòè îïåðàòîðà Λ (èìåþùåãî ïðîñòîé ñïåêòð (8)) è åãî òåíçîðà Íèåí-õåéñà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíîâ ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà îðòîãîíàëüíûå ïàðûïðàâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Λ.4. Î êëàññå ñïëîøíûõ ñðåä ñ N-îáðàçíîé çàâèñèìîñòüþ îò ñêîðîñòèäå�îðìàöèè. Ìàòåðèàëüíàÿ �óíêöèÿ (12), ãàðàíòèðóþùàÿ ïîëíóþ èíòåãðèðó-åìîñòü óðàâíåíèé (7) â ïëîñêîì ñëó÷àå, èìååò ïðèìå÷àòåëüíûé âèä (ðèñ. 1). Îíàäîïóñêàåò ïåðåõîä îò ãèïåðáîëè÷åñêîãî ê ýëëèïòè÷åñêîìó ðåæèìó ñ îáðàçîâàíèåìëèíèé ðàçðûâà â ñïëîøíîé ñðåäå. Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè [6℄ èóðàâíåíèé �åéðèíãåð îáùåé ïëîñêîé çàäà÷è èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè [2℄ ýòîò ïå-ðåõîä ñâÿçàí ñ ìåòàñòàáèëüíîñòüþ êèíåòè÷åñêèõ, à íå òåðìîñòàòè÷åñêèõ ñâîéñòâñðåäû.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

Ξ�Ξ*

Τ�Τ*

�èñóíîê 1 � �ðà�èê �óíêöèè (12)Êëàññ òàêèõ ìàòåðèàëîâ èçâåñòåí: ìåòàëëû â óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêîãî äå�îð-ìàöèîííîãî ñòàðåíèÿ, äèíàìè÷åñêîé ðåêðèñòàëëèçàöèè [8℄, ìàðòåíñèòíûõ ïðåâðà-ùåíèé, äâîéíèêîâàíèÿ; òâåðäûå ïîëèìåðû; ñðåäû ñ âíóòðåííèì ñóõèì òðåíèåì(ñûïó÷èå ñðåäû è ãîðíûå ïîðîäû). Òàêàÿ ñêîðîñòíàÿ ìåòàñòàáèëüíîñòü ñðåäû â



10 Êåëëåð È.Ý.ñîåäèíåíèè ñ åå óïðóãèìè ñâîéñòâàìè ìîæåò îòâå÷àòü çà ðåæèìû äå�îðìèðîâà-íèÿ, ñîïðîâîæäàåìûå ðàñïðîñòðàíåíèåì óåäèíåííûõ âîëí ëîêàëèçàöèè äå�îðìà-öèé è ðåëàêñàöèîííûìè àâòîêîëåáàíèÿìè [7℄. Â ÷àñòíîñòè, ñîëèòîíèêó â ïîäîáíûõñðåäàõ îáåñïå÷èâàåò ¾êëþâ¿ íà êðèâîé (12).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ N 13-01-00365 è Ïðîãðàììûñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ÓðÎ, ÑÎ è ÄÂÎ �ÀÍ N 12-Ñ-1-1015.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Èëüþøèí A.A. Äå�îðìàöèÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà // Ó÷åíûå çàïèñêè Ì�Ó. Ìå-õàíèêà. 1940. Âûï. 39. Ñ. 3�81.[2℄ Ôðåéäåíòàëü À., �åéðèíãåð Õ. Ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè íåóïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû.Ì.: �îñ. èçä. �èç.-ìàò. ëèò., 1962. 432 ñ.[3℄ �îæäåñòâåíñêèé Á.Ë., ßíåíêî Í.Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðè-ëîæåíèÿ ê ãàçîâîé äèíàìèêå. Ì.: Íàóêà, 1988. 686 ñ.[4℄ �àøåâñêèé Ï.Ê. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.Ì.,Ë.: �îñòåõèçäàò, 1947. 354 ñ.[5℄ Bogoyavlenskij O. I. De
oupling problem for systems of quasi-linear pde's // Commun.Math. Phys. 2007. � 269. P. 545�556.[6℄ Îâñÿííèêîâ Ë.Â. Ëåêöèè ïî îñíîâàì ãàçîâîé äèíàìèêè. Ì.-Èæåâñê: ÈÊÈ, 2003.336 ñ.[7℄ Lebyodkin M., Dunin-Barkowskii L., Bre
het Y., Estrin Y., Kubin L.P. Spatio-temporaldynami
s of the Portevin � Le Chatelier e�e
t: experiment and modeling // A
taMaterialia. 2000. Vol. 48, � 10. P. 2529�2541.[8℄ �óäñêîé À.È., �óäàåâ ß.È. Ìåõàíèêà äèíàìè÷åñêîé ñâåðõïëàñòè÷íîñòè àëþìèíè-åâûõ ñïëàâîâ. ÑÏá: Íàóêà, 2009. 218 ñ.Keller I. E. Integrability of slow motion equations for vis
oplasti
 medium with N-shapedstrain rate dependen
e. The equilibrium and 
ompatibility equations for vis
oplasti
 mediumwith an arbitrary material fun
tion relating the stress intensity to the strain rate one is
onsidered. A general form of the fun
tion ensuring 
omplete integrability of the equationsin two-dimensional formulation has been found. The fun
tion has an N-shaped (spinoidal)graph and in parti
ular 
ases 
orresponds to a linearly vis
ous liquid and perfe
tly plasti
solid. A 
hange of the sign of the sensitivity to the strain rate 
orresponds to a 
hange in thetype of the system and a pass over the dis
ontinuity line in a solid. The fun
tion providesde
oupling of the operator in a pair of two-dimensional subspa
es where the equations areexa
tly linearized. The results allows us to extend the 
lass of integrable problems to so-
alled�a
tive materials� (or �materials with internal dynami
s�), whi
h have aroused 
onsiderableinterest.



ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�ÎÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�Î�Î ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÀ ÑÎ ÑËÎÆÍÎÉÌÈÊ�ÎÑÒ�ÓÊÒÓ�ÎÉ: ÒÅÎ�ÅÒÈÊÎ-ÏÎËÅÂÎÉ ÏÎÄÕÎÄÊîâàëåâ Â.À.1, �àäàåâ Þ.Í.2
1Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû

2Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, Ìîñêâà�àññìàòðèâàåòñÿ îäíà íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîóïðóãîãî êîíòèíóó-ìà ñ ¾òîíêîé¿ (ñëîæíîé) ìèêðîñòðóêòóðîé, õàðàêòåðíîé äëÿ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ.Ìîäåëü ðåàëèçîâàíà â òåðìèíàõ 4-êîâàðèàíòíîãî ëàãðàíæåâà �îðìàëèçìà òåîðèè ïîëÿ.Ìèêðîñòðóêòóðà êîíòèíóóìà çàäàåòñÿ ìèêðîñòðóêòóðíûìè d-òåíçîðàìè, êîòîðûå ââî-äÿòñÿ â òåîðåòèêî-ïîëåâóþ ñõåìó êàê ýêñòðà-ïîëåâûå ïåðåìåííûå (d-ïåðåìåííûå). Óêà-çûâàåòñÿ ¾åñòåñòâåííàÿ¿ ïëîòíîñòü âàðèàöèîííîãî èíòåãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà òåðìî-óïðóãîãî äåéñòâèÿ. Ñ�îðìóëèðîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï íàèìåíü-øåãî äåéñòâèÿ. Êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ â êîíòèíóóìå ñ ìèêðî-ñòðóêòóðîé ïîëó÷åíû â êàíîíè÷åñêîé �îðìå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Âûïîëíåí ó÷åò èíåð-öèîííîñòè ìèêðîñòðóêòóðíîé ¾ñîñòàâëÿþùåé¿ òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ. Âàðèàöèîííûå ñèì-ìåòðèè èíòåãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñòðî-åíèÿ êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ òåðìîìåõàíèêè.1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ ìåõàíèêàóïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ (elasti
 metamaterials), îáëàäàþùèõ âåñüìà íåîáû÷íîéìèêðîñòðóêòóðîé è àíîìàëüíûì ìåõàíè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Ïîä ìèêðîñòðóêòó-ðîé êîíòèíóóìà â øèðîêîì ñìûñëå ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ðàç-ëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ (ñòðóêòóðíûõ óðîâíåé), îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèåêîíòèíóóìà. Äâóìÿ êëþ÷åâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîíòèíóóìà ñ ìèêðîñòðóêòó-ðîé ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ óðîâíåéè âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è ýíåðãèè ñ îäíîãî ñòðóêòóðíîãî óðîâíÿ íà äðóãîé. Òåîðèÿòàêèõ êîíòèíóóìîâ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò [1, 2℄, îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèçíàíèè ñóùåñòâî-âàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ (ýêñòðà) ñòåïåíåé ñâîáîäû è âîçìîæíîñòè èññëåäîâàòü �è-çè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûé îáúåì íå êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, à êàê ñóùåñòâåííîáîëåå ñëîæíûé îáúåêò, ñ ïðèñóùèìè åìó äîïîëíèòåëüíûìè (ïîìèìî òðåõ òðàíñëÿ-öèîííûõ) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ðîòàöèîííûìè, îñöèëëÿöèîííûìè), êàê ñâîåãî ðîäàìèêðîêîíòèíóóì, îáëàäàþùèé âîçìîæíîñòüþ äîïîëíèòåëüíîé ìèêðîäå�îðìàöèè.Òàêèì îáðàçîì, íåñêîëüêî áîëåå ðåàëèñòè÷íàÿ ìîäåëü êîíòèíóóìà ïîëó÷àåòñÿ âðåçóëüòàòå ïåðåõîäà îò àáñòðàêòíîé, íå ñóùåñòâóþùåé â äåéñòâèòåëüíîñòè òî÷êè¾íóëåâîãî ðàçìåðà¿, ê ýêñòðàòî÷êå. Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì êîíòèíó-óìà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé (mi
rostru
ture 
ontinuum model), îòíîñÿòñÿ ê òåì îáëà-ñòÿì ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, êîòîðûå îòäàþò ïðèîðèòåò èìåííîñòðóêòóðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Ïðè ýòîì ÿâíî ïðîñìàòðèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ðåøå-íèÿ íåëèíåéíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè êîíòèíóóìà ñî ñëîæíîé ìèêðîñòðóêòóðîé âíåðàìîê èìåþùåãîñÿ �èçè÷åñêè íàäåæíî îáîñíîâàííîãî íàáîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-äåëåé.



12 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäàìè òåîðèè ïîëÿ [3, 4℄îáùåé íåëèíåéíîé òåîðåòèêî-ïîëåâîé ìîäåëè òåðìîóïðóãîãî êîíòèíóóìà ñ ¾òîí-êîé¿ ìèêðîñòðóêòóðîé, ïðåäñòàâëÿåìîé êîíå÷íûì íàáîðîì òåíçîðîâ ïðîèçâîëüíîâûñîêèõ ðàíãîâ, è âûâîä çàìêíóòîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëÿ.2. Ýêñòðà-ïîëåâûå d-òåíçîðû. Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ïîäõîäîì ê èçó-÷åíèþ äå�îðìàöèè êîíòèíóóìà ÿâëÿåòñÿ êîíöåïöèÿ ñðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõïîëîæåíèé ñîñòàâëÿþùèõ åãî òî÷åê. Â ýòîì ïëàíå íåîáõîäèìû èíñòðóìåíòû, ïîç-âîëÿþùèå îäíîçíà÷íî èäåíòè�èöèðîâàòü âñå òî÷êè, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îá-ðàçóåò êîíòèíóóì. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñïîñîáîâ èíäèâèäóàëèçàöèè, øèðîêî èñ-ïîëüçóåìûõ â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, îáû÷íî âûñòóïàþò ìåòêè,÷àñòíûì âàðèàíòîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû-ìåòêè.Â òåîðèÿõ êîíòèíóóìà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé ïðîèçâîëüíàÿ ¾êîíå÷íàÿ¿ äå�îðìà-öèÿ êîíòèíóóìà, ïðåäñòàâëÿåìàÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì
x = x(X, t) (1)ïîëîæåíèÿ X îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè â ñîîòâåòñòâóþùåå àêòóàëüíîå ìåñòî xïðîñòðàíñòâà, ñîïðîâîæäàåòñÿ ýêñòðà-äå�îðìàöèåé, ïðîÿâëÿþùåéñÿ â �îðìå íà-ðóøåíèé âçàèìíîé îðèåíòàöèè è ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû òðåõ íåêîì-ïëàíàðíûõ d-âåêòîðîâ d

a

(a = 1, 2, 3), ñâÿçàííûõ ñ ìèêðîýëåìåíòîì:
d
a

= d
a

(X, t). (2)Ïåðåìåííûå X è x âûñòóïàþò êàê ñîîòâåòñòâåííî ëàãðàíæåâà (îòñ÷åòíàÿ) èýéëåðîâà (ïðîñòðàíñòâåííûå) ïåðåìåííûå, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíîé òåðìè-íîëîãèíåé ìåõàíèêè êîíòèíóóìà. Ñ ýòèìè ïåðåìåííûìè ñâÿçàíû ìåòðèêè Gαβ, gij .Êîíâåêòèâíàÿ ìåòðèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gαβ.Çàìåòèì, ÷òî ëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå Xα (α = 1, 2, 3), äîïîëíåííûå ÷åòâåðòîéâðåìåííîé êîîðäèíàòîé, âûñòóïàþò êàê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû.Ýéëåðîâû ïåðåìåííûå xj (j = 1, 2, 3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �èçè÷åñêèå ïîëÿ. Òî æåñàìîå îòíîñèòñÿ ê ¾ìÿãêîé¿ ñèñòåìå d-âåêòîðîâ d
a

(a = 1, 2, 3). Íî îíè êëàññè�è-öèðóåòñÿ íàìè êàê ýêñòðà-ïîëåâûå ïåðåìåííûå è ââîäÿòñÿ â �îðìàëèçì òåîðèèïîëÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3).Ñèñòåìà òðåõ d-âåêòîðîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ êàæäîé òî÷êîé êîíòèíóóìà, ñîá-ñòâåííî è çàäàåò ìèêðîñòðóêòóðó êîíòèíóóìà. ¾Òîíêàÿ¿ ìèêðîñòðóêòóðà êîí-òèíóóìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýêñòðà-ïîëÿìè êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ (d-òåíçîðîâ)ñêîëü óãîäíî âûñîêèõ ðàíãîâ1
d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ). (3)Ýêñòðà-äå�îðìàöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ íàëè÷èåì ¾òîíêîé¿ ìèêðîñòðóêòóðû, ìà-òåìàòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè, ïîäîáíûìè (2).1Âûáðàííàÿ äàëåå ñõåìà îïèñàíèÿ ¾òîíêîé¿ ìèêðîñòðóêòóðû è âîçìîæíîñòü åå ìàòåìàòè-÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ d-òåíçîðàìè ïðîèçâîëüíî âûñîêèõ ÷åòíûõ ðàíãîâ ïðåäëîæåíà â ðàáîòå:�àäàåâ Þ.Í. Êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè ïîâðåæäåííîñòè òâåðäûõ òåë / Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèåó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà �èç.-ìàò. íàóê. Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè �ÀÍ. Ì., 1999. 380 ñ.



Òåðìîóïðóãèé êîíòèíóóì ñî ñëîæíîé ìèêðîñòðóêòóðîé 13Ïîâåäåíèå ðåïåðà d
a

(a = 1, 2, 3) õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê åãî âîçìîæíîé ¾÷èñòîé¿äå�îðìàöèåé (ñäâèãàìè òðåõãðàííèêà è óäëèíåíèÿìè åãî ðåáåð), òàê è ïîâîðîòîì.ßñíî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò êîíòèíóóìà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé îáëàäàåò áîëüøèì ÷èñ-ëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷åì êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì. Ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñòåïåíÿìèñâîáîäû, êîòîðûìè îáëàäàåò ìèêðîýëåìåíò, ñâÿçàíû åñòåñòâåííî è äîïîëíèòåëü-íûå èíåðöèÿ, èìïóëüñ, êèíåòè÷åñêîå è äå�îðìàöèîííîå äåéñòâèå (êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèÿ è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ). Òðàíñ�îðìàöèÿ ðåïåðà d
a

(a = 1, 2, 3) ìîæåò ñâî-äèòüñÿ òîëüêî ê åãî ¾æåñòêèì¿ ïîâîðîòàì â ïðîñòðàíñòâå; â ýòîì ñëó÷àå ïîìèìîòðåõ òðàíñëÿöèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìèêðîýëåìåíò áóäåò îáëàäàòü ëèøü òðåìÿäîïîëíèòåëüíûìè ðîòàöèîííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòåëü-íî ¾æåñòêîé¿ òðàíñ�îðìàöèè óêàçàííîãî ðåïåðà ìîæíî âûðàçèòü óðàâíåíèÿìè
gijd

a

i
d
b

j = δ
ab

(a, b = 1, 2, 3), (4)ãäå δ
ab

� ñèìâîë Êðîíåêåðà, êîòîðûå, î÷åâèäíî, èìåþò ñìûñë äîïîëíèòåëüíûõêèíåìàòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ýêñòðà-ïîëåâûå ïåðåìåííûå d
a(a = 1, 2, 3).Â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå äîïîëíèòåëüíîå êèíåìàòè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå ìîæåòíàêëàäûâàòüñÿ íà ýêñòðà-äå�îðìàöèþ êîíòèíóóìà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé â �îðìåêîíå÷íîãî óðàâíåíèÿ

F (d
1

j1j2···, d
2

j1j2···, ... ) = 0, (5)ñâÿçûâàþùåãî ýêñòðà-ïîëåâûå ïåðåìåííûå d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ).3. Òåðìîóïðóãîå äåéñòâèå è äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ. Âêà÷åñòâå îñíîâíîé òåðìè÷åñêîé ïîëåâîé ïåðåìåííîé âûáåðåì òåìïåðàòóðíîå ñìå-ùåíèå ϑ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðâîîáðàçíàÿ ïî âðåìåíè (ïðè �èêñèðîâàí-íûõ ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ) îò àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû θ.Ïåðå÷èñëèì âñå îïðåäåëÿþùèå ïåðåìåííûå òåðìîóïðóãîãî êîíòèíóóìà ñ ¾òîí-êîé¿ ìèêðîñòðóêòóðîé: ãðàäèåíò äå�îðìàöèè ∂αx
j (j, α = 1, 2, 3); d-âåêòîðû d

a

j(a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) âìåñòå ñ èõ ðå�åðåíöèàëüíûìè ãðàäèåíòàìè ∂αd
a

j (a =

1, 2, 3; j = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3); d-òåíçîðû d
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3)è èõ ðå�åðåíöèàëüíûå ãðàäèåíòû ∂αd
c

j1j2··· (c = 1, 2, 3, ... ; α = 1, 2, 3; j1, j2, · · · =

1, 2, 3); ãðàäèåíò òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ ∂αϑ è ñêîðîñòü òåìïåðàòóðíîãî ñìå-ùåíèÿ ∂4ϑ.¾Åñòåñòâåííàÿ¿ ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ (ëàãðàíæèàí) â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìàâ îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè èìååò �îðìó
L = L (Xβ, xj , d

a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j, ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ). (6)Îíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçíîñòü ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ñâî-áîäíîé ýíåðãèè �åëüìãîëüöà
L =

1

2
ρRgkjẋ

kẋj +
1

2
ρRgij

ab

I ḋ
a

i
ḋ
b

j
+

1

2
ρRgj1k1gj2k2 · · ·

cd

J ḋ
c

j1j2···
ḋ
d

k1k2··· · · · −

−ψ(Xβ, xj , d
a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j, ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ).
(7)



14 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.Çäåñü òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè ∂4 ïðè ïî-ñòîÿííûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ Xα; ρR � ðå�åðåíöèàëüíàÿ ïëîòíîñòü; ab

I, cd

J�òåíçîðû èíåðöèè ìèêðîýëåìåíòà.Âàðèàöèîííûé èíòåãðàë òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ â ñèëó óêàçàííîé �îðìó-ëîé (6) ïëîòíîñòè äåéñòâèÿ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
ℑ =

∫
L (Xβ, xj , d

a

j , d
c

j1j2···, ϑ, ẋj, ḋ
a

j
, ḋ

c

j1j2···, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αd
c

j1j2···, ∂αϑ)d4X.

(a = 1, 2, 3; c = 1, 2, 3, ... ; α, β = 1, 2, 3; j, j1, j2, · · · = 1, 2, 3)

(8)Ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàöèîííîìó èíòåãðàëó (8) è ïðèíöèïó íàèìåíüøåãî äåé-ñòâèÿ ñâÿçàííûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ ïîëó÷àþòñÿ â êîâàðèàíòíîé �îðìå è åñòåñòâåííîðàñïàäàþòñÿ íà ÷åòûðå ãðóïïû
∂αS

α·
·j − Ṗj = −∂L

∂xj
(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α

a

M
α·
·j +

a

A j − ∂4

a

Qj = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α

c

M
α·· ···
·j1j2···

+
c

A j1j2··· − ∂4

c

Qj1j2··· = 0,

(c = 1, 2, 3, ... ; α = 1, 2, 3; j1, j2, · · · = 1, 2, 3)

∂αj
α
R + ṡ =

∂L

∂ϑ
(α = 1, 2, 3).

(9)
Ñëåäóþùèå ïîëåâûå ïðîèçâîäíûå ââîäÿòñÿ äëÿ çàïèñè äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ïîëÿ (9):

Pj =
∂L

∂ẋj
,

a

Qj =
∂L

∂ḋ
a

j ,
c

Qj1j2··· =
∂L

∂ḋ
c

j1j2···
,

Sα·
·j = − ∂L

∂(∂αxj)
,

a

M
α·
·j = − ∂L

∂(∂αd
a

j)
,

c

M
α·· ···
·j1j2···

= − ∂L

∂(∂αd
c

j1j2···)
,

a

A j =
∂L

∂d
a

j
,

c

A j1j2··· =
∂L

∂d
c

j1j2···
,

s =
∂L

∂ϑ̇
, jα

R =
∂L

∂(∂αϑ)
.

(10)
Â ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà-÷åíèÿ: Pj �îáîáùåííûé èìïóëüñ, ñîîòâåòñòâóþùèé òðàíñëÿöèîííûì ñòåïåíÿìñâîáîäû; a

Qj , c

Qj1j2···�îáîáùåííûå ýêñòðàèìïóëüñû, ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíè-òåëüíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû; Sα·
·j �ïåðâûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à;

a

M
α·
·j , c

M
α·· ···
·j1j2···�òåíçîðû ýêñòðàíàïðÿæåíèé; a

A j, c

A j1j2···�îáîáùåííûå ñèëû�ìî-ìåíòû, ñîïðÿæåííûå ýêñòðà-ïîëåâûì ïåðåìåííûì d
a

j (a = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), d
c

j1j2···(c = 1, 2, 3, ... ; j1, j2, · · · = 1, 2, 3); s� ïëîòíîñòü ýíòðîïèè (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöóîáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè); jα
R �ðå�åðåíöèàëüíûé âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè (âåäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè).



Òåðìîóïðóãèé êîíòèíóóì ñî ñëîæíîé ìèêðîñòðóêòóðîé 15Êîìïîíåíòû êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ âêîíòèíóóìå ñ ¾òîíêîé¿ ìèêðîñòðóêòóðîé, âû÷èñëÿåìûå â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíîé ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîëíûéãàìèëüòîíèàí ïîëÿ H , âåêòîð ïñåâäîèìïóëüñà ïîëÿ Pλ, âåêòîð Óìîâà�Ïîéíòèí-ãà Γµ è òåíçîð íàïðÿæåíèé Ýøåëáè P µ·
·λ (λ, µ = 1, 2, 3):

H = ẋlPl + ḋ
a

l a

Ql + ḋ
c

j1j2··· c

Qj1j2··· + ϑ̇s− L . (11)
Pλ = −(∂λx

l)Pl − (∂λd
a

l)
a

Ql − (∂λd
c

j1j2···)
c

Qj1j2··· − s(∂λϑ). (12)
Γµ = Sµ·

·l ẋ
l +

a

M
µ·
·l ḋ

a

l
+

c

M
µ·· ···
·j1j2···ḋ

c

j1j2··· − jµ
Rϑ̇. (13)

−P µ·
·λ = L δµ

λ + Sµ·
·l (∂λx

l) +
a

M
µ·
·l (∂λd

a

l) +
c

M
µ·· ···
·j1j2···

(∂λd
c

j1j2···) − jµ
R(∂λϑ). (14)�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 13-01-00139 ¾�èïåðáîëè÷åñêèå òåïëîâûåâîëíû â òâåðäûõ òåëàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé¿).
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Î �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÈ ÂÎËÍÛ �ÀÇ��ÓÇÊÈ Â ÒßÆÅËÎÌÑËÎÅ Ï�È Ï�ÎÄÎËÆÀÞÙÅÌÑß ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÌÒÅ×ÅÍÈÈÊîâòàíþê Ë.Â., �óñàíîâ Ì.Ì.Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ �ÀÍ, ÂëàäèâîñòîêÏðèâîäèòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè áîëüøèõ óïðóãî-âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ äå-�îðìàöèé. �àñïîëîæåííûé íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè óïðóãî-âÿçêîïëàñòè÷åñêèé ñëîé ïîäïðèëîæåííûìè ê ïîâåðõíîñòè ñäâèãîâûìè óñèëèÿìè, íàïðàâëåííûìè ââåðõ, íà÷èíàåòíàêàïëèâàòü íåîáðàòèìûå äå�îðìàöèè. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íà îïîðíîé ãðàíè-öå ñëîÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âñëîå íàðÿäó ñ îáëàñòüþ âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðèñóòñòâóåò è îáëàñòü îáðàòèìîãîäå�îðìèðîâàíèÿ. Ïðè ïåðåõîäå îò òðåíèÿ ê ïðîñêàëüçûâàíèþ ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿïðåòåðïåâàþò ñêà÷îê, âñëåäñòâèå ÷åãî ïî ñðåäå íà÷èíàåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïîâåðõíîñòüðàçðûâîâ íàïðÿæåíèé, êîòîðóþ íàçîâåì âîëíîé ðàçãðóçêè. Îñîáåííîñòü çàäà÷è â òîì,÷òî ñî ñòîðîíû íàãðóæåííîé ãðàíèöû ïðîäîëæàåòñÿ ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå.Çàäà÷à òåîðèè áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé î ðàñïðîñòðàíåíèèâîëíû ðàçãðóçêè â ñëîå, íàêîïèâøåì êàê îáðàòèìûå, òàê è íåîáðàòèìûå äå�îð-ìàöèè ðåøåíà ðàíåå [1℄. �àññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà íàãðóæàþùåå óñèëèå ñíè-ìàëîñü â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñ òÿæåëîãî ñëîÿ, çàêðåïëåííîãî íà íàêëîí-íîé ïëîñêîñòè. Íèæå ðåøàåòñÿ ïîäîáíàÿ çàäà÷à, îäíàêî íàãðóæàþùåå óñèëèå íåñíèìàåòñÿ, ñàì ñëîé íå çàêðåïëåí, à âîëíà ðàçãðóçêè íà÷èíàåò ðàñïðîñòðàíÿòü-ñÿ, êîãäà íà ãðàíèöå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâ-êà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü, êàê ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óïðóãàÿ âîëíà ðàçãðóçêè ïðèïðîäîëæàþùåìñÿ ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñ íàêîïëåííûìè íåîá-ðàòèìûìè äå�îðìàöèÿìè ïîëó÷åíû çà ñ÷åò êâàçèñòàòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ.Çäåñü áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèÿ áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, ïî-ñòðîåííàÿ â ðàìêàõ òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ [2℄. Ñ÷èòàåì, ÷òî íåîáðàòèìûåäå�îðìàöèè â ìàòåðèàëå íàêàïëèâàþòñÿ ïðè äîñòèæåíèè íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíè-åì ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ, êîòîðàÿ â óñëîâèÿõ ïðèíèìàåìîãî ïðèíöèïà ìàêñè-ìóìà Ìèçåñà ÿâëÿåòñÿ ïëàñòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Â êà÷åñòâå òàêîé ïîâåðõíîñòèáóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà, îáîáùåííîå íà ñëó÷àé ó÷åòàâÿçêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ [3℄.
max|σi − σj | = 2k + 2η|εp

k|,ãäå σi è εp
k � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõäå�îðìàöèé, k � ïðåäåë òåêó÷åñòè, η � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè.Ñêîðîñòè íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿìè àññîöèèðîâàí-íûì çàêîíîì ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ

εp
k = λ

∂f

∂σij
, f(σij, ε

p
k) = k, λ > 0.



Î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû ðàçãðóçêè ïðè ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè 17�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è èìåþò âèä:
U(x1 = 0) = 0, σ11(x1 = 0) = −σ, V2 = λt,

U = U2(x1) � åäèíñòâåííàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ,
σ è λ çàäàâàåìûå ïîñòîÿííûå�åøàÿ êâàçèñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó íàì ñòàíîâèòüñÿ èçâåñòíî âðåìÿ íà÷àëî ïëà-ñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, ìîìåíò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ãðàíèöà âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ m(t) â ìîìåíò ïðîñêàëüçûâàíèÿ (ðèñ. 1). Òàê êàê óñèëèÿíàïðàâëåíû ââåðõ, òî âîëíà ðàçãðóçêè âîçíèêíåò â îáëàñòè íàêîïèâøåé òîëüêîóïðóãèå äå�îðìàöèè.

�èñóíîê 1 � Òÿæåëûé ñëîé, íàêîïèâøèé íåêîòîðûé óðîâåíü íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèéÈñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ïîëó÷èâ âîëíîâîå óðàâíåíèå â ìîìåíòïðîñêàëüçûâàíèÿ (t = t1) è ðåøàÿ åãî, èñïîëüçóÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ïåðå-ìåùåíèÿ â óïðóãîé îáëàñòè ïîñëå ïðîñêàëüçûâàíèÿ (t > t1):
U =

ρ g2 (−1/2 h2 + h (−Gt1 + x +Gt) − 1/2 x2)

µ
+
λ

G

(
h

(
1/4

t1
G

+ 3/4
t

G

)
+

+
G2 (−1/4 t1

3 − 1/4 tt1
2 + 1/4 t2t1 + 1/4 t3) + 1/4 x2 + 3/4 tx2

h
− 1/2 xt1 − 3/2 tx

)
.Ïåðåìåùåíèÿ â óïðóãîé îáëàñòè ïîñëå îòðàæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè îò âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû(t > t2) :
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U = −1/8 ρ g2tm2

η
− 1/8 λ m2t

Gh
+ 1/8 λx3

G2h
− 1/8 Gλ t22t

h
+ 1/8 ρ g2t2m2

η

−1/8 Gρg2t22m
η

+ 1/4 λ t2tx
h

+ 1/4 λ mt2t
h

+ 1/4 λ mt2x
Gh

− 1/4 λ mtx
Gh

+ 1/8 Gρ g2t2x
η

− 3/4 λ tx
G

−1/8 ρ g2tx2

η
− 1/24 ρ g2m3

Gη
− 1/8 Gρg2t2m

η
− 5/4 λ mt2

G
+ 1/8 Gρ g2t22x

η

+1/24 ρ g2x3

Gη
+ 1/4 ρ g2txm

η
+ 1/4 Gρ g2t2tm

η
− 1/8 λ mt2

h
+ 5/8 hλ t2

G
+ 1/24 G2ρ g2t23

η

+1/8 ρ g2xm2

Gη
+ 1/8 λ t2x2

Gh
− 1/2 km

µ
− 1/4 Gρ g2t2tx

η
+ 1/2 ρ g2xm

µ
− 3/8 λ x2

G2

+1/8 Gλ t3

h
− 1/4 ρ g2t2xm

η
− 1/8 Gλ t23

h
− 1/8 λ mx2

G2h
+ 1/2 Gkt2

µ
+ 1/8 Gλ t2t2

h
+ 1/8 λ m3

G2h

−1/4 λ t2x
G

− 1/24 G2ρ g2t3

η
− 1/2 ρ g2m2

µ
− 5/8 hλm

G2 − 1/2 h2ρ g2

µ
+ 5/8 λ m2

G2

+1/2 kx
µ
− 1/2 Gkt

µ
+ 1/4 λ mt

G
+ 1/2 Gρ g2mt2

µ
+ 1/8 ρ g2t2x2

η
− 1/2 ρ g2x2

µ
− 3/8 λ m2t2

Gh

+Ghρ g2t
µ

+ 1/4 λ mx
G2 − 3/8 λ t2 + hρ g2m

µ
− 1/8 ρ g2x2m

Gη
+ hρ g2x

µ
+ 3/8 λ t2x

h
+ 3/8 λ mt22

h

+5/8 λ t2
2 − 1/2 Gρ g2tm

µ
+ 3/8 hλ t

G
− 1/8 G2ρ g2t22t

η
− 1/8 λ t22x

h
+ 3/8 hλx

G2 + 3/8 λ tx2

Gh

−Ghρ g2t2
µ

− 1/8 λ m2x
G2h

− 1/4 λ t2t+ 1/8 G2ρ g2t2t2

η
.Ïåðåìåùåíèÿ â âÿçêîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ âîëíû ðàçãðóç-êè îò ãðàíèöû âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (t > t2):

U = −1/2 ρ g2x2

µ
+ 3/8 hλ t

G
+ 1/8 ρ g2G2t2t2

η
− 1/8 ρ g2Gt2m

η
+ 1/8 ρ g2Gt2x

η

−7
8

ρ g2x2t2
η

− 17
8

ρ g2x2m
Gη

+ 17
24

ρ g2x3

Gη
− 3/8 hλm

G2 + 1/8 λ m3

G2h
+ 1/8 ρ g2Gt22x

η

+1/24 ρ g2G2t23

η
− 1/8 ρ g2m2t

η
− 5/8 λ mt22

h
+ 1/2 ρ g2m2

µ
− Ghρg2t2

µ
+ 1/2 Gkt2

µ
+ 17

8
ρ g2m2x

Gη

+1/2 kx
µ
− hk

µ
+ 1/2 km

µ
− 1/2 Gkt

µ
− 7

8
ρ g2t2m2

η
+ 5/8 λ t2

2 − 1/24 ρ g2G2t3

η
− 1/8 Gλt23

h

+7/4 ρ g2t2mx
η

+ 1/2 h2ρ g2

µ
+ 3/4 λ t2m

G
+ 1/2 ρ g2Gmt2

µ
− 17

24
ρ g2m3

Gη
− 1/8 ρ g2G2t22t

η

−2 hρ g2m
µ

− 1/8 ρ g2Gmt22

η
− 1/8 ρ g2tx2

η
− 3/8 λ m2t2

Gh
− 3/8 hλ t2

G
+ 1/4 ρ g2mtx

η

−1/2 ρ g2Gmt
µ

− 1/4 ρ g2Gt2tx
η

+ 1/4 ρ g2Gmt2t
η

+ 1/8 λ m2

G2 − 3/4 λ tx
G

+ 1/8 λ x3

G2h
+ 3/8 λ t2x

h

+1/2 ρ g2mx
µ

+ 3/8 λ tx2

Gh
− 1/8 λ x2m

G2h
+ 1/4 λ mt

G
+ 1/8 Gλ t2t2

h
+ 1/4 λ t2mx

Gh
− 1/8 λ t22x

h

−1/4 λ t2t+ Ghρ g2t
µ

+ 1/8 Gλ t3

h
− 1/8 λ tm2

Gh
+ hρ g2x

µ
− 1/8 λ xm2

G2h
− 3/8 λ x2

G2 − 1/8 Gλt22t
h

−1/4 λ txm
Gh

− 1/8 λ t2m
h

− 1/4 λ t2x
G

+ 1/4 λ t2tx
h

+ 1/4 λ t2mt
h

+ 3/8 hλx
G2 + 1/4 λ mx

G2

+1/8 λ t2x2

Gh
− 3/8 λ t2.Ïåðåìåùåíèÿ â âÿçêîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïîñëå îòðàæåíèÿ âîëíû ðàçãðóçêè



Î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû ðàçãðóçêè ïðè ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè 19îò íàãðóæåíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïîñëåäóþùèì ñíÿòèåì íàãðóçîê (t > t3):
U = −3/4 λ x2

G2 − 2/3 ρ g2x3

Gη
+ λ mt

G
+ 3/4 hλ t

G
+ 5/4 λ t3

2 − 3/2 Gρ g2mt2

η

+G2ρ g2t32t
η

+ ρ g2tx2

η
− G2ρ g2t3t2

η
− λ m2t

Gh
− hk

µ
− 1/2 λ mx2

G2h
− 1/2 λ mt2

h
+ 2 ρ g2mt3x

η

−3/4 hλ t3
G

+ 1/3 G2ρ g2t3

η
− 1/2 ρ g2x2

µ
+ 1/2 h2ρ g2

µ
− 3/4 λ t2 − 1/4 Gλ t32t

h
+ λ t3m2

Gh

−1/2 λ t32m
h

+ 1/4 λ t3x2

Gh
+ 2 Ghρ g2t

µ
+ 3/4 λ tx2

Gh
+ 1/2 ρ g2mx2

Gη
− 1/3 G2ρ g2t33

η

−hρ g2m
µ

− ρ g2m2t3
η

+ λ mt3t
h

− λ mt3
G

+ 1/4 Gλ t3t2

h
+ 3 Gρ g2mt3t

η
− 2 ρ g2t3x2

η
+ 1/4 Gλ t3

h

−3/2 Gρg2mt32

η
− 1/4 Gλ t33

h
− 2 Ghρg2t3

µ
− 1/2 λ t3t.Ïî óñëîâèþ îáëàñòü âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìåíüøå îáëàñòè îáðàòèìûõäå�îðìàöèé, à ñëåäîâàòåëüíî ïðåëîìëåíàÿ âîëíà äîñòèãíåò ãðàíèöû ðàíüøå, ÷åìîòðàæåííàÿ. Äàëåå ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî ñëîþ, â ìîìåíòñíÿòèÿ íàãðóçêè, â ìîìåíò, êîãäà âîëíà äîñòèãàåò âÿçêîïëàñòè÷íîé îáëàñòè è âìîìåíò, êîãäà âîëíà äîñòèãàåò íàãðóæåííîé ãðàíèöå ñëîÿ, ïðè çíà÷åíèÿõ ïîñòî-ÿííûõ:

φ =
π

3

ρ g2h

µ
= 3, 6 · 10−4,

kh

ην0
= 7, 95 · 10−4, ν0 =

√
k

ρ
,

k

µ
= 0, 0007ïðèâåäåíî íà ðèñ. 2.

�èñóíîê 2 � (a) � ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé â ìîìåíò ïðîñêàëüçûâàíèÿ, (b) � â ìî-ìåíò êîãäà âîëíà äîñòèãàåò âÿçêîïëàñòè÷åñêóþ îáëàñòü, (ñ) � â ìîìåíò êîãäà äîñòèãàåòãðàíèöó ñëîÿÍåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ëèíåéíîñòü ãðà�èêîâ íà ìàëîì ó÷àñòêå âûçâàíà îä-íîâðåìåííûì äâèæåíèåì îáîèõ ãðàíèö ñëîÿ. Òåì íå ìåíåå èç ãðà�èêîâ âèäíî,êàê ãðàíèöà, íåêîãäà íåïîäâèæíàÿ, çà ñ÷åò òðåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âîëíàðàçãðóçêè äîøëà äî îáëàñòè âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, îáãîíÿåò íàãðóæåííóþãðàíèöó. Äàëüíåéøåå êîëåáàíèå ñëîÿ íåçíà÷èòåëüíî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåí-íûìè.



20 Êîâòàíþê Ë.Â., �óñàíîâ Ì.Ì.
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ontinues the plasti
 �ow.



ÑÎÂÌÅÑÒÈÌÎÑÒÜ ÕÈÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÍÀ��ÀÍÈÖÀÕ ÇÅ�ÅÍ Â ÑÒÀËÈ È ÅÅ ÂËÈßÍÈÅ ÍÀÈÇÍÎÑÎÑÒÎÉÊÎÑÒÜ ÓÇËÎÂ Ò�ÅÍÈßÊîëåñíèêîâ Â.È.1, Ìèãàëü Þ.Ô.2
1�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ

2Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂâåäåíèå. Íåñìîòðÿ íà óñïåõè, äîñòèãíóòûå â îáëàñòè �èçèêè òðåíèÿ è èç-íîñà, ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ �ðèêöèîííî-êîíòàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåìåíòîâìåòàëëè÷åñêèõ è ìåòàëëîïîëèìåðíûõ òðèáîñèñòåì îñòàåòñÿ îñòðîé è íåðåøåííîé.Ïðè÷èíû òàêîãî ïîëîæåíèÿ îáúÿñíÿþòñÿ ïðåæäå âñåãî îïðåäåëåííûì îòñòàâàíè-åì òåîðèè è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ îò óðîâíÿ, äîñòèãíóòîãî, íàïðèìåð, â �èçèêå òâåðäîãî òåëà, ãäå èìåþòñÿçíà÷èòåëüíûå óñïåõè � îïðåäåëèëèñü ñîâðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ îá ýëåêòðîí-íîì ñòðîåíèè ìàòåðèè, ñ�îðìóëèðîâàíû ïîëîæåíèÿ òåîðèè äèñëîêàöèé, ïîëó÷èëèçíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû (ðåíòãåíîñòðóêòóðíûé, ðåíòãå-íîñïåêòðàëüíûé è äð.). Â ýòîé ñâÿçè òðèáîëîãèè, çàðîäèâøåéñÿ êàê íàóêà î ïðî-öåññàõ â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåêòàõ, íåîáõîäèìî âñå øèðå âûõîäèòü íà ìèêðî-è íàíîóðîâåíü è âñå áîëåå äåòàëüíî çàíèìàòüñÿ èçó÷åíèåì ìåæàòîìíûõ âçàèìî-äåéñòâèé íà ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ. Ïðîãðåññ â ýòîì íàïðàâëåíèè íåâîçìîæåí áåçïðèâëå÷åíèÿ íîâåéøèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâà-íèÿ. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, îäíèìè èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ èçó-÷åíèÿ ïðîöåññîâ íà ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ðåíòãåíîýëåêòðîííîéñïåêòðîñêîïèè (�ÝÑ), îæå-ýëåêòðîííîé ñïåêòðîñêîïèè (ÎÝÑ) è êâàíòîâîé õèìèè.Â òå÷åíèå ðÿäà ëåò â íàøåé ãðóïïå âåäóòñÿ èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâòðåíèÿ è èçíîñà, â òîì ÷èñëå è ñ ïîìîùüþ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìåòîäîâ. Ïðè ýòîìïðèìåíÿþòñÿ ñîâðåìåííûå ïðèáîðû è âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäèêè. Â ÷àñòíîñòè, âïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè �èðìûSPECS, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâîäèòü èçó÷åíèå ýëåìåíòíîãî ñîñòàâà è ýëåêòðîííîãîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòåé òðåíèÿ ïî ýëåêòðîííûì ñïåêòðàì, âîçáóæäåííûì ìÿãêèìðåíòãåíîâñêèì èçëó÷åíèåì. Íàøà ãðóïïà îäíîé èç ïåðâûõ íà÷àëà ïðèìåíÿòü ìåòî-äû êâàíòîâîé õèìèè äëÿ ðåøåíèÿ òðèáîëîãè÷åñêèõ çàäà÷, ïðîâîäèòü ñ ýòîé öåëüþêâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ðàñ÷åòû ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, îñíîâàííûõíà ïðèáëèæåíèè òåîðèè �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè (DFT).Íèæå ðå÷ü ïîéäåò îá îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ èçíî-ñîñòîéêîñòüþ ìàòåðèàëîâ. Ïðè ðàññìîòðåíèè �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà èçíîñ óç-ëîâ òðåíèÿ, âàæíî ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòü àòîìíîé ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòíîãîñëîÿ ìàòåðèàëà è, â òîì ÷èñëå, íàëè÷èå çåðåí. Îäíîé èç ïðè÷èí ðàçðóøåíèÿ ïî-ëèêðèñòàëëîâ, óêàçûâàåìîé â ëèòåðàòóðå, ÿâëÿåòñÿ çåðíîãðàíè÷íàÿ ñåãðåãàöèÿ, âõîäå êîòîðîé èç îáúåìà çåðåí íà ãðàíèöû ìåæäó íèìè âûõîäÿò àòîìû ïðèìåñíûõè ëåãèðóþùèõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ñâÿçü ìåæäó çåðíàìè ìîæåò îñëàáëÿòüñÿ.Ýòà èäåÿ áûëà âûñêàçàíà äàâíî [1℄, íî íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåí-òàëüíûå èññëåäîâàíèÿ çåðíîãðàíè÷íîé ñåãðåãàöèè, ñâÿçü ýòîãî ÿâëåíèÿ ñ ìåõàíèç-ìîì ðàçðóøåíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ âûÿñíåíà íå ïîëíîñòüþ.



22 Êîëåñíèêîâ Â.È., Ìèãàëü Þ.Ô.Ïîÿâèâøèåñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ìåòîäû êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ,îñíîâàííûå íà ïðèáëèæåíèè DFT, ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè äîñòàòî÷íî òî÷íûé àíà-ëèç àòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé, âëèÿþùèõ íà ðàçðóøåíèå ìåòàëëîâ. Ýòè ìåòîäûîêàçàëèñü ý��åêòèâíûìè ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé, â êîòîðûõ ïðîÿâëÿ-þòñÿ õèìè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Îäíàêî ðàáîòû, â êîòîðûõ ýòè è ïîäîáíûå èììåòîäû ïðèìåíåíû ê âûÿâëåíèþ ñâÿçè ìåæäó ÿâëåíèåì çåðíîãðàíè÷íîé ñåãðåãà-öèè è ïðîáëåìîé ðàçðóøåíèÿ è èçíîñîñòîéêîñòè ìåòàëëîâ, âñå åùå ðåäêè è â íèõðàññìàòðèâàåòñÿ ñåãðåãàöèÿ òîëüêî íåêîòîðûõ âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ [2℄. Íà íàøâçãëÿä, äëÿ ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ïðîáëåìû íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñèñòåìàòè÷åñêèéàíàëèç, â êîòîðîì èçó÷àëàñü áû áîëüøàÿ ãðóïïà ñåãðåãèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ.Ìîäåëü è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåòïðîãðàìì ADF [3℄, îñíîâàííûé íà ïðèáëèæåíèè DFT. Îí äàåò âîçìîæíîñòü èçó-÷àòü ñîåäèíåíèÿ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ, âêëþ÷àþùèå ñîòíè àòîìîâ. Ýòî âàæíî äëÿïðèìåíåíèé â ñëó÷àå ñòàëè. Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çåðíàìè ïðè íàëè÷èè ñåãðå-ãèðîâàííûõ àòîìîâ èçó÷àëèñü íàìè ñ ïîìîùüþ ìîäåëüíûõ ìíîãîàòîìíûõ êëàñòå-ðîâ. Ìíîãîàòîìíûé êëàñòåð, èìèòèðóþùèé ñåãðåãàöèþ â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîììàòåðèàëå, äîëæåí, î÷åâèäíî, ñîäåðæàòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî àòîìîâ ìàòðèöû(èç ïðèëåãàþùèõ ñëîåâ äâóõ ñîñåäíèõ çåðåí), à òàêæå ñåãðåãèðîâàííûõ èëè ïðî-äè��óíäèðîâàâøèõ àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå. �àçìåð êëàñòåðà äîëæåíáûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû ñ åãî ïîìîùüþ âîçìîæíî òî÷íåå âîñïðîèçâîäè-ëèñü îñíîâíûå êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè ñåãðåãàöèè. Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, ïðàêòèêà êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî âî ìíîãèõñëó÷àÿõ êëàñòåðû ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðîâ íà êà÷åñòâåííîì è ïîëóêîëè÷å-ñòâåííîì óðîâíÿõ ìîãóò âîñïðîèçâîäèòü îñîáåííîñòè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ [4℄. Èçíàøèõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîàòîìíûå êëàñòåðû ñ ÷èñëîì àòîìîâ ïîðÿäêà18 èëè áîëåå ïîçâîëÿþò íà êà÷åñòâåííîì è ïîëóêîëè÷åñòâåííîì óðîâíÿõ èññëåäî-âàòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè ìåæäó ñåãðåãèðîâàííûìè àòîìàìè è ïîâåðõíîñòÿìèçåðåí æåëåçà [5℄. Ýòîò �àêò óêàçûâàåò íà òî, ÷òî èññëåäóåìûé ý��åêò ÿâëÿåòñÿäîñòàòî÷íî ñèëüíûì, îí õîðîøî âîñïðîèçâîäèòñÿ ìîäåëüíûìè êëàñòåðàìè ñî ñðàâ-íèòåëüíî ìàëûì ÷èñëîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ.
�èñóíîê 1 � Êëàñòåð, ñîäåðæàùèé àòîìû æåëåçà (ìàòðèöà) è ïðèìåñíîãî ýëåìåíòà (ñå-ãðåãàöèîííûé ñëîé).Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñåãðåãàöèÿ, èñïîëüçîâà-ëè òîò èçâåñòíûé �àêò, ÷òî íà íàèáîëåå óçêîì ó÷àñòêå ãðàíèöû ìåæäó çåðíàìèâ ïîëèêðèñòàëëå (ò. å. â ìåñòå êîíòàêòà çåðåí) øèðèíà ãðàíèöû ïîðÿäêà ïîñòîÿí-íîé ðåøåòêè. Ýòî ïîçâîëèëî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ìîäåëü ãðàíèöû



Ñîâìåñòèìîñòü õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöàõ çåðåí 23(ðèñóíîê 1): â 18-àòîìíîì êëàñòåðå æåëåçà àòîìû èç ñðåäíåãî ñëîÿ çàìåíåíû ñå-ãðåãèðîâàííûìè àòîìàìè. Ïðè ýòîì äâà âåðõíèõ è äâà íèæíèõ ñëîÿ èìèòèðóþòñîîòâåòñòâåííî âåðõíåå è íèæíåå çåðíà ïîëèêðèñòàëëà, à ñðåäíèé ñëîé ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ãðàíèöó ìåæäó çåðíàìè. Â ñëó÷àå ìåòàëëà âûñîêîé ÷èñòîòû ìîäåëüíûéêëàñòåð ñîäåðæèò òîëüêî àòîìû Fe. Áåçóñëîâíî, òàêàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò âñåãîðàçíîîáðàçèÿ óñëîâèé, âàæíûõ äëÿ ïðîöåññà ñåãðåãàöèè è ïðîáëåìû èçíîñîñòîé-êîñòè. Îñíîâíîå íàçíà÷åíèå ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè � âî-ïåðâûõ, îöåíèòü âëèÿíèåáëèæàéøåãî àòîìíîãî îêðóæåíèÿ íà õèìè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ñåãðåãèðîâàííû-ìè àòîìàìè è àòîìàìè ìàòðèöû â ìåñòå êîíòàêòà çåðåí, è, âî-âòîðûõ, èçó÷èòü,êàê ýòà ñâÿçü âëèÿåò íà ïðî÷íîñòü ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îáëàñòåé è ïîâåðõíîñòíûõñëîåâ ïîëèêðèñòàëëà. Åñëè â ýòîé ìîäåëè óáðàòü àòîìû äâóõ âåðõíèõ ñëîåâ, òîîñòàâøèåñÿ àòîìû (íèæíèå ñëîè + ñëîé ïðèìåñíûõ àòîìîâ) èìèòèðóþò ÿâëåíèåàäñîðáöèè íà ïîâåðõíîñòè (100) æåëåçà.Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ýíåðãèè ñâÿçè Eñâ êëàñòåðîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò àä-ñîðáèðîâàííûå è ñåãðåãèðîâàííûå àòîìû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ïåðâûõ ïÿòè ïå-ðèîäîâ òàáëèöû ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè îò 1 äî 54 (îò âî-äîðîäà äî êñåíîíà) [5�9℄. Ýòè äîïîëíèòåëüíûå àòîìû ðàçìåùàëèñü ëèáî íà âíåø-íåé ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà (â ñëó÷àå àäñîðáöèè), ëèáî â ñðåäíåì ñëîå (â ñëó÷àåñåãðåãàöèè). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàëîñü ïîëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ àòî-ìîâ íàä öåíòðàìè êâàäðàòîâ èç àòîìîâ æåëåçà (ïîçèöèÿ fourfold) èëè íàä ñòîðî-íàìè ýòèõ êâàäðàòîâ (ïîçèöèÿ twofold). Âûáèðàëèñü ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùèåìèíèìóìó ýíåðãèè êëàñòåðà. Â ðàñ÷åòàõ, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿëñÿ áàçèñ TZ2P èèñïîëüçîâàëèñü îñòîâíûå ¾çàìîðîæåííûå¿ îðáèòàëè (îïöèÿ ¾Small¿, ñì. [3℄).Åñëè ñåãðåãàöèîííûé êëàñòåð ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåð-æèò äîïîëíèòåëüíûå àòîìû (�àêòè÷åñêè ýòî àäñîðáöèîííûé êëàñòåð), à äðóãàÿñîñòîèò òîëüêî èç àòîìîâ æåëåçà, òî, âû÷èñëÿÿ ýíåðãèè èñõîäíîãî êëàñòåðà (E0) èäâóõ åãî ÷àñòåé (E1 è E2), ìîæíî íàéòè ýíåðãèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ðàçðûâà êëà-ñòåðà Ep = |E0 −E1 − E2|. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ýíåðãèè ñâÿçèäâóõ áëèæàéøèõ çåðåí èç æåëåçà, ðàçäåëåííûõ àòîìàìè ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñâåäåíû â òàáëèöå 1. Äàííûå ýòîé òàáëèöû, ïîñòðîåííîéïî àíàëîãèè ñ òàáëèöåé Ìåíäåëååâà, �àêòè÷åñêè îòðàæàþò ñîâìåñòèìîñòü ðàç-ëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ æåëåçîì íà åãî ïîâåðõíîñòÿõ. Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî äëÿýëåìåíòîâ íà÷àëà ïåðèîäà ñâÿçü ñ æåëåçîì ñëàáàÿ, íî ñ ðîñòîì íîìåðà ýëåìåí-òà îíà âíà÷àëå óâåëè÷èâàåòñÿ, à çàòåì, âî âòîðîé ïîëîâèíå ïåðèîäà, óìåíüøàåòñÿ.(Äëÿ ýëåìåíòîâ ÷åòâåðòîãî ïåðèîäà õàðàêòåðåí èçëîì ýòîé çàâèñèìîñòè â òî÷êå ïå-ðåõîäà îò ìåäè ê öèíêó, çàâåðøàþùåìó ñîâîêóïíîñòü ïåðåõîäíûõ 3d-ýëåìåíòîâ.)Ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü ãðóïïû ñâÿçü îñëàáåâàåò (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ãðóïïàèíåðòíûõ ãàçîâ â àäñîðáèðîâàííîì ñîñòîÿíèè è àòîìû ìàãíèÿ). Ïîäîáíûå ñâîé-ñòâà õàðàêòåðíû êàê äëÿ àäñîðáèðîâàííûõ, òàê è äëÿ ñåãðåãèðîâàííûõ àòîìîâ. Èçïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâà õèìè÷åñêîé ñâÿçè ðàçëè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ ñ æåëåçîì íàõîäÿòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò çàðÿäà ÿäðà àòîìîâ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò Ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó Ìåíäåëååâà. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòèäàííûå èç òàáëèöû 1 ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðà�èêà (ðèñóíîê 2).�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî àòîìû óãëåðîäà, àçîòà, ìàðãàíöà, ìîëèá-äåíà ïðî÷íî ¾ñøèâàþò¿ çåðíà æåëåçà, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ñâÿçè êëàñòåðîâ, ñîäåð-



24 Êîëåñíèêîâ Â.È., Ìèãàëü Þ.Ô.Òàáëèöà 1 � Ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàçðûâà êëàñòåðîâ Fe8X2Fe8 (ýÂ)

æàùèõ ýòè àòîìû, îêàçûâàåòñÿ íèæå, ÷åì ýíåðãèÿ ñâÿçè êëàñòåðà òîãî æå ðàçìåðà,ñîñòîÿùåãî èç ÷èñòîãî æåëåçà. Íàîáîðîò, àòîìû ëèòèÿ, êðåìíèÿ, �îñ�îðà, ñåðû,ìåäè è íèêåëÿ, õîòÿ è âñòóïàþò â õèìè÷åñêóþ ñâÿçü ñ æåëåçîì, îñëàáëÿþò ñâÿçüìåæäó çåðíàìè, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ñâÿçè ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàñòåðîâ âûøå, ÷åìýíåðãèÿ ñâÿçè êëàñòåðà èç ÷èñòîãî æåëåçà. Î÷åâèäíî, îñëàáëåíèå ñâÿçè ìåæäóçåðíàìè â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå óìåíüøàåò èçíîñîñòîéêîñòü ñòàëè. Íåñìîòðÿ íà

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðûâà êëàñòåðîâ Fe8X2Fe8, îòàòîìíîãî íîìåðà ýëåìåíòà Õ.ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð íàøèõ âû÷èñëåíèé, èõ ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñò-íûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè �àêòàìè [1℄. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî áîëåå òî÷íûå ðàñ÷åòûïîäòâåðäÿò íàéäåííóþ çàâèñèìîñòü óïðî÷íÿþùèõ (èëè ðàçóïðî÷íÿþùèõ) ñâîéñòâýëåìåíòîâ îò çàðÿäà ÿäðà èõ àòîìîâ. Ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò ñëóæèòü òåîðåòè÷å-ñêîé áàçîé äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðè-àëîâ, â êîòîðûå ââîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ëåãèðóþùèå äîáàâêè.Åñëè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿòü íà ïðàêòèêå (íàïðèìåð, ðåøàòü çà-äà÷ó ïîâûøåíèÿ èçíîñîñòîéêîñòè ñòàëè ïóòåì ââåäåíèÿ â åå ïîâåðõíîñòíûå ñëîèàòîìîâ óïðî÷íÿþùèõ ýëåìåíòîâ), òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñâîéñòâî ðàñòâîðèìî-ñòè ýëåìåíòîâ. Ââîäèìûå óïðî÷íÿþùèå ýëåìåíòû ìîãóò ðàñòâîðÿòüñÿ â îáúåìíîé�àçå æåëåçà (ò. å. â çåðíàõ) è òà èõ ÷àñòü, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè çåðåí,ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ìàëîé è íåäîñòàòî÷íîé äëÿ ñîçäàíèÿ ý��åêòà óïðî÷-íåíèÿ ñòàëè. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ ââå-äåíèå â ñòàëü áîðà, êîòîðûé, õîòÿ è óñòóïàåò óãëåðîäó ïî çíà÷åíèþ âåëè÷èíû Ep,íî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå óãëåðîäà ðàñòâîðèì â ñòàëè. Äîñòàòî÷íî ââåñòè â ñòàëü



Ñîâìåñòèìîñòü õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöàõ çåðåí 25áîð â êîëè÷åñòâå, îáåñïå÷èâàþùåì çàïîëíåíèå ìåæêðèñòàëëèòíûõ ãðàíèö (�àê-òè÷åñêè, ýòî ñîòûå äîëè ïðîöåíòà îò îáùåãî îáúåìà îáðàçöà), è ìîæíî îæèäàòüñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ èçíîñîñòîéêîñòè ñòàëè. Îäíàêî, åñëè êîëè÷åñòâî áîðàóâåëè÷èâàòü, òî ÷àñòü àòîìîâ áîðà áóäåò ïðîíèêàòü â çåðíà æåëåçà, è âíóòðè íèõáóäóò âîçíèêàòü õèìè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ áîðà ñ æåëåçîì, óãëåðîäîì è äðóãèìè ìå-òàëëàìè � áîðèäû è êàðáèäû. Ýòè ñîåäèíåíèÿ çíà÷èòåëüíî óñòóïàþò â ïðî÷íîñòèæåëåçó, è ñâîéñòâà ñòàëè áóäóò óõóäøàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, óëó÷øàòü ïðî÷íîñòüè èçíîñîñòîéêîñòü ñòàëè ñëåäóåò òîëüêî ñ ïîìîùüþ ìàëûõ êîíöåíòðàöèé áîðà.Çàêëþ÷åíèå. Ýíåðãèÿ ñâÿçè àòîìîâ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ çå-ðåí íàõîäèòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò àòîìíîãî íîìåðà ýëåìåíòîâ, ÷òîñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó Ìåíäåëååâà. Ýòîò �àêò ìîæåò ñëóæèòü òåî-ðåòè÷åñêîé áàçîé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ñòàëè ñ ðàçëè÷íûìñîñòàâîì ëåãèðóþùèõ è ïðèìåñíûõ ýëåìåíòîâ.�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ (ïðîåêò � 11-08-00640-à).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àíàëèç ïîâåðõíîñòè ìåòîäàìè îæå- è ðåíòãåíîýëåêòðîííîé �îòîýëåêòðîííîé ñïåê-òðîñêîïèè / Ïîä ðåä. Ä. Áðèããñà, Ì.Ï. Ñèõà. Ì.: Ìèð, 1987. 598 ñ.[2℄ Gesari S.B., Pronsato M.E. Juan A. E�e
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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ ÍÀÌÀ�ÍÈ×ÅÍÍÛÕ×ÀÑÒÈÖ, ÇÀÊËÞ×ÅÍÍÛÕ Â ÝËÀÑÒÎÌÅ�Êîíîâàëîâà À.Ì., Ñòîëáîâ Î.Â., �àéõåð Þ.Ë.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, ÏåðìüÎïèñàí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé ñèëû, äåéñòâóþùåé ìåæäó äâóìÿ ÷à-ñòèöàìè èçîòðîïíîãî �åððîìàãíåòèêà, íàõîäÿùèìèñÿ â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì âíåø-íåì ïîëå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè áëèçêîì ðàñïîëîæåíèè ÷àñòèö (äîëè ðàäèóñà) ìàãíèòíàÿñèëà çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè òî÷å÷íûõ äèïîëåé. Êðîìå ýòîãî,ñèëüíî ñóæàåòñÿ èíòåðâàë óãëîâ ìåæäó ïîëåì è ìåæöåíòðîâûì âåêòîðîì ÷àñòèö, ñîîò-âåòñòâóþùèé îòòàëêèâàíèþ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â ïëîòíîé ñèñòåìå íåîäíîðîäíî ïî-ëÿðèçîâàííûõ (íàìàãíè÷åííûõ) ÷àñòèö äîìèíèðóþùèì òèïîì âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿïðèòÿæåíèå. Ïîëó÷åííûå ñèëîâûå çàâèñèìîñòè èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè ðàâíîâåñíîãîðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â óïðóãîì ìàññèâå, ïðè èõ íàìàãíè÷èâà-íèè.1. Ââåäåíèå Ôóíêöèîíàëüíîñòü ìÿãêèõ ìàãíèòíûõ ýëàñòîìåðîâ (ÌÌÝ) êàêìàòåðèàëîâ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ îáóñëîâëåíà èõ ñèëüíûì îòêëèêîìíà ïðèëîæåííîå ïîëå. Îáúÿñíåíèå è îïèñàíèå ýòîãî ý��åêòà ÿâëÿþòñÿ ïðåäìå-òîì �óíäàìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ìàãíèòîìåõàíèêèÌÌÝ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå îäíîãî èç ãëàâíûõ ïðèáëèæå-íèé ýòîé òåîðèè. À èìåííî: áîëüøèíñòâî ìîäåëåé ÌÌÝ èñõîäÿò èç òîãî, ÷òî ìàã-íèòíîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö �åððîìàãíåòèêà, òî åñòü ÷óâñòâèòåëüíîé ê ïîëþêîìïîíåíòû ìàòåðèàëà, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, ïîëàãàÿ èõ òî÷å÷íûìè äèïîëÿìè.Âîçüì¼ì íàèáîëåå èçó÷åííûé êëàññ òàêèõ êîìïîçèòîâ: äèñïåðñèè ìèêðî÷àñòèöêàðáîíèëüíîãî æåëåçà â ýëàñòîìåðíîé (íàïðèìåð, ñèëèêîíîâîé) ìàòðèöå. Ëåãêîóáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ íèõ óêàçàííîå ïðåäïîëîæåíèå ìàëîðåàëèñòè÷íî. Â ñàìîì äå-ëå, çåðíà æåëåçà ðàçìåðîì a ∼ 1ìêì ÿâëÿþòñÿ ìíîãîäîìåííûìè, à, çíà÷èò, ïîîòíîøåíèþ ê ïðèëîæåííîìó ïîëþ H � ìàãíèòî-ïîëÿðèçóþùèìèñÿ. Â ïîëå H ,êîòîðîå ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò, êàæäàÿ÷àñòèöà ïðèîáðåòàåò ìàãíèòíûé ìîìåíò µ è ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íèêîì èíäóöèðîâàí-íîãî ïîëÿ |H in| ∼ µ/a3 
 ãðàäèåíòîì ∼ Hin/a. Òàêèì îáðàçîì, â ÌÌÝ ëîêàëüíîåïîëå H + H in îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî íåîäíîðîäíûì. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðè áëèçêîìðàñïîëîæåíèè ÷àñòèö (íàïðèìåð, â ïàðíîì êëàñòåðå) ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ ìåæ-÷àñòè÷íîé ìàãíèòíîé ñèëû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî ïðåäñêàçûâàåò ìî-äåëü òî÷å÷íûõ äèïîëåé. Î÷åâèäíî, ÷òî èçìåíåíèå âíóòðåííèõ ñèë (íàïðÿæåíèé)äîëæíî ñêàçûâàòüñÿ è íà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ äå�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ÌÌÝ.2. Ñèëà ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Ïóñòü äâå ìàãíèòîìÿãêèå ñ�åðè÷å-ñêèå ÷àñòèöû ñ ðàäèóñàìè a ïîìåùåíû â îäíîðîäíîå ïîëå H0, à èõ öåíòðû îòñòîÿòíà âåêòîð l. Òî åñòü ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàíòåëü, ðàçìåð êîòîðîé áóäåìõàðàêòåðèçîâàòü áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé q = l/a; ïðè q = 2 ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿâ ïëîòíîì êîíòàêòå. Íàïðàâèì âäîëü H0 îñü Oz ñèñòåìû êîîðäèíàò, à å¼ íà÷àëîïîìåñòèì â öåíòð ìàññ ãàíòåëè; óãîë α çàäàåò îðèåíòàöèþ âåêòîðà l îòíîñèòåëü-íî Oz. Ïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû íàìàãíè÷èâàþòñÿ èçîòðîïíî ïî ëèíåéíîìó çàêîíó



Âçàèìîäåéñòâèå íåîäíîðîäíî íàìàãíè÷åííûõ ÷àñòèö â ýëàñòîìåðå 27ñ íåçàâèñÿùåé îò ïîëÿ âîñïðèèì÷èâîñòüþ χ, òî åñòü îãðàíè÷èìñÿ îáëàñòüþ ìíîãîíèæå ïîëÿ íàñûùåíèÿ.Äëÿ ðàñ÷¼òà ìåæ÷àñòè÷íûõ ñèë â íàìàãíè÷åííîé ãàíòåëè íåîáõîäèìî íàéòèðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ âíóòðè ÷àñòèö, è â îêðóæàþùåì èõ ïðîñòðàíñòâå, ðåøàÿ ïîë-íûå óðàâíåíèÿ ìàãíèòîñòàòèêè. Ýòà çàäà÷à âêëþ÷àåò äâà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà èãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê íèì:
∇ · B = 0, B(i)

n

∣∣
Γk

= B(e)
n

∣∣
Γk
, ∇× H = 0, H(i)

τ

∣∣
Γk

= H(e)
τ

∣∣
Γk
. (1)Çäåñü B � âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè, Bn � åãî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

H � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à Hτ � å¼ òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà;èíäåêñû (i) è (e) îáîçíà÷àþò âåëè÷�èíû âíóòðè è âíå íàìàãíè÷èâàþùåéñÿ îáëàñòèñîîòâåòñòâåííî. Ââîäÿ ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ψ, ïðåäñòàâèì H êàêñóììó âíåøíåãî ïîëÿ H0 è ïîëÿ −∇ψ, ñîçäàâàåìîãî íàìàãíè÷åííûì âåùåñòâîì.Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå B = H +4πM , ãäå M � íàìàãíè÷åííîñòü. Äëÿ ìàòåðèàëàñ âîñïðèèì÷èâîñòüþ χ èìååì M = χH . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1) ïðèíèìàåò âèä
∆ψ = 0, ψ(i)

∣∣
Γk

= ψ(e)
∣∣
Γk
,

∂ψ(e)

∂n

∣∣
Γk

− (1 + 4πχ)
∂ψ(i)

∂n

∣∣
Γk

+ 4πχH0n = 0. (2)Å¼ ðåøåíèå äà¼ò ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ âíå è âíóòðè ãàíòåëè, à ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ,çàêëþ÷¼ííàÿ â ñèñòåìå, ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå
Um = −1

2
χ

∫

V (i)

H · H0 dV, (3)ãäå V (i) � îáúåì, çàíèìàåìûé ìàãíèòíûìè ÷àñòèöàìè.Ìàãíèòîñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à (2) ðåøàëàñü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ esys.es
ript, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà âûñîêîóðîâíåâîì ÿçûêåpython. �àñ÷¼òíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé êóá ñî ñâîéñòâàìè âàêóóìà (χ = 0),êóäà ïîìåùàëàñü ìàãíèòíàÿ ãàíòåëü. Íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ êóáà çàäàâàëèñü çíà-÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìîãî ïàðîé äèïîëåé, êàê åñëè áû îíè ðàñ-ïîëàãàëèñü â öåíòðàõ ìàãíèòíûõ ÷àñòèö. Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë ïîëó÷åí äèñ-êðåòíûé ÷èñëîâîé ìàññèâ U(q, α), íà îñíîâå êîòîðîãî ñòðîèëàñü àíàëèòè÷åñêàÿàïïðîêñèìàöèÿ Um(q, α). Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü Um áûëà çàèìñòâîâàíà èç ñòàíäàðò-íîé çàïèñè ïàðíîãî äèïîëüíîãî ïîòåíöèàëà â ñëó÷àå, êîãäà ìàãíèòíûå ìîìåíòûïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó:
Um(q, α) = ω0(q) + ω2(q) cos 2α. (4)Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì íå òîëüêî äëÿ òî÷å÷íûõìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ, íî è äëÿ îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííûõ ñ�åð [2℄.Ýíåðãèÿ (4) �èòèðîâàëàñü â èíòåðâàëå 2 < q < 4, ïîñêîëüêó ïðè q > 4 ïî-òåíöèàë, íàéäåííûé ÷èñëåííî, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ äèïîëüíûì. Ïðè êàæäîì

q êîý��èöèåíòû ω0 è ω2 îïðåäåëÿëè â îáëàñòè α ∈ [0, 90◦] èç ñîîáðàæåíèé íàè-ëó÷øåãî ñîãëàñèÿ ñ ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè U(q, α); ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûñèëà0.02%. Ïî íàéäåííûì äèñêðåòíûì çàâèñèìîñòÿì ω0(q) è ω2(q) áûëè ñêîíñòðóè-ðîâàíû èõ àïïðîêñèìàöèè â �îðìå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî q; èòîãîâàÿ ïîãðåøíîñòüïðèáëèæåíèÿ äëÿ îáîèõ êîý��èöèåíòîâ ñîñòàâèëà ìåíåå 0.1%.



28 Êîíîâàëîâà À.Ì., Ñòîëáîâ Î.Â., �àéõåð Þ.Ë.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïàðíîãî ïîòåíöèàëà Um îáëàäàåò íåïðåðûâíîñòüþè äè��åðåíöèðóåìîñòüþ ïî îáåèì ïåðåìåííûì. Åãî èñïîëüçîâàíèå ïðåâðàùàåòâû÷èñëåíèå ñèë
f = fn + f τ = − l

l2

(
l · ∂Um

∂l

)
− 1

l2

(
l ×
(
∂Um

∂l
× l

))
, (5)â àíàëèòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó, êàðäèíàëüíî îáëåã÷àÿ ðàñ÷¼òû. Êàê âèäíî èç (5),ñîñòàâëÿþùàÿ fn íàïðàâëåíà âäîëü ìåæöåíòðîâîé ëèíèè ÷àñòèö è çàäàåò èõ ïðè-òÿæåíèå/îòòàëêèâàíèå. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà, f τ , ïåðïåíäèêóëÿðíà ìåæöåíòðîâîéëèíèè è ëåæèò â ïëîñêîñòè, îáðàçóåìîé âåêòîðàìè H0 è l. Ïàðà ñèë f τ ñîçäàåòâðàùàþùèé ìîìåíò

M = l × f τ = −l × ∂Um/∂l, M = −∂Um/∂α. (6)Ïîäñòàíîâêà â (6) àïïðîêñèìàöèîííîé �îðìóëû (4) äà¼ò, êàê è äîëæíî áûòü,óãëîâóþ çàâèñèìîñòü äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ M ∝ sin 2α.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî àíèçîòðîïèÿ ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà-ìàãíè÷èâàþùèõñÿ ñ�åð ëèøü â êà÷åñòâåííîì îòíîøåíèè ñõîäíà ñî òîé, ÷òî èìååòìåñòî äëÿ æåñòêèõ äèïîëåé ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ðàñ-ïîëîæåíèè ¾ãîëîâà�õâîñò¿ (âäîëü îñè z) ÷àñòèöû ïðèòÿãèâàþòñÿ 
 ìàêñèìàëüíîéñèëîé, à ïðè ðàñïîëîæåíèè ¾áîê î áîê¿ (α = 90◦) èñïûòûâàþò ìàêñèìàëüíîåîòòàëêèâàíèå. Îäíàêî íà ìàëûõ ìåæ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ (q & 2) è óãëîâîåðàñïðåäåëåíèå, è çíà÷åíèÿ ñèëû fn ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ñëó-÷àÿ. Êàê èçâåñòíî, åñëè â ïàðå æåñòêèõ äèïîëåé âûáðàòü îäíó èç ÷àñòèö çà íà÷àëîêîîðäèíàò, òî òîãäà ïîâåðõíîñòüþ íóëåâîé ñèëû (fn(q, α) = 0) ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïðÿ-ìûõ êðóãîâûõ êîíóñîâ ñ óãëàìè ðàñòâîðà ≃ 55◦. Êîíóñû ñîâìåùåíû âåðøèíàìèâ öåíòðå îòñ÷¼òíîé ÷àñòèöû, à îñíîâàíèÿìè îáðàùåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-ðîíû; òî÷êè âíóòðè êîíóñîâ ñîîòâåòñòâóþò âçàèìíîìó ïðèòÿæåíèþ, à âíå èõ �îòòàëêèâàíèþ. Êàê ïîêàçûâàåò ðèñ.1, äëÿ íàìàãíè÷èâàþùèõñÿ ñ�åð ïîâåðõíîñòüíóëåâîé ñèëû, ñîõðàíÿÿ îñåâóþ ñèììåòðèþ, èìååò ñëîæíóþ �îðìó. Ñèëà fn(q) óæåíå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé óãëà, è ïðè íåêîòîðûõ âçàèìíûõ ïîëîæåíèÿõ÷àñòèö ïðèòÿæåíèå ñìåíÿåòñÿ îòòàëêèâàíèåì ïðîñòî ïðè ñáëèæåíèè/óäàëåíèè èõöåíòðîâ.Ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè ìåæäó ÷àñòèöàìè çàâèñèìîñòü ñèëî-âîé êîìïîíåíòû fn îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè q òàêæå îòëè÷àåòñÿ îò òîé,÷òî ïðåäñêàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì òî÷å÷íûõ äèïîëåé. �àçëè÷èÿ â âåëè÷èíå ñè-ëû, ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, è ñëåäóþùåé èç ïðèáëèæåíèÿòî÷å÷íûõ äèïîëåé, ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíûìè óæå ïðè q ∼ 3.5. Ïðè ñáëèæåíèè äî
q ∼ 2.5 ñèëà ïðèòÿæåíèÿ/îòòàëêèâàíèÿ fn, ïîëó÷åííàÿ èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷è ìàãíèòîñòàòèêè, îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè òî÷å÷íûõ äèïîëåé,íà ñîòíè ïðîöåíòîâ.4. Ìîäåëü óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Îöåíèì â ïðîñòåéøåì ïðèáëèæåíèèóïðóãóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ äîëæíà ñîçäàâàòüñÿ â ïîëèìåðíîé ìàòðèöå ÌÌÝ ïðèíàìàãíè÷èâàíèè. Ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ïîëÿ ÷àñòèöû íàïîëíèòåëÿ ïðèîáðåòàþò ìàã-íèòíûå ìîìåíòû, è ìåæäó íèìè âîçíèêàþò ñèëû ïðèòÿæåíèÿ/îòòàëêèâàíèÿ. Åñëèâíåøíåå ïîëå H0 íàïðàâëåíî âäîëü âåêòîðà q ïàðû ÷àñòèö, òî ïîñëåäíèå áóäóò
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�èñóíîê 1 � Óãîë α ïðè êîòîðîì ïðîèñ-õîäèò ñìåíà çíàêà ñèëû ïðèòÿæåíèÿ / îò-òàëêèâàíèÿ fn â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿìåæäó ÷àñòèöàìè q �èñóíîê 2 � Âåëè÷èíà ñèëû ïðèòÿæåíèÿ /îòòàëêèâàíèÿ fn ïðè α = 0 â ñðàâíåíèè ññèëîé, ïðåäñêàçûâàåìîé ìîäåëüþ òî÷å÷íûõäèïîëåéïðèòÿãèâàòüñÿ ñæèìàÿ, ïðåæäå âñåãî, îáëàñòü óïðóãîé ìàòðèöû, çàêëþ÷åííóþìåæäó íèìè. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (α = 0) èñïîëüçóåì ïðîñòóþ ñòåðæ-íåâóþ ìîäåëü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ê ïîâåðõíîñòÿì ÷àñòèö ïðèêðåïëåíû àáñîëþòíîòâåðäûå ïëàñòèíêè, ïëîñêîñòè êîòîðûõ îáðàùåíû äðóã ê äðóãó è ïåðïåíäèêóëÿð-íû ìåæöåíòðîâîé ëèíèè ãàíòåëè. Ìåæäó ïëàñòèíêàìè âëîæåí êðóãëûé ñòåðæåíüäèàìåòðîì a, ñäåëàííûé èç íåñæèìàåìàåìîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàêî-íó Ìóíè��èâëèíà. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà q0 − 2, ãäå q0 �áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîä äåéñòâè-åì ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ ñèë, ïåðåäàâàåìûõ ïëàñòèíêàìè, ñòåðæåíü ïðåòåðïåâàåòîäíîðîäíîå îäíîîñíîå ñæàòèå. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ýíåðãèÿ åñòü
UY = 1

4
πa2(q0 − 2) [k1I1(C) + k2I2(C)] , (7)ãäå I1,2(C) � ïåðâûé è âòîðîé èíâàðèàíòû ìåðû äå�îðìàöèè Êîøè C, çàïèñûâà-åìûå ÷åðåç îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ñòåðæíÿ λ = (q − 2)/(q0 − 2) â âèäå

I1(C) = 2/λ+ λ2, I2(C) = 2/λ2 + 2λ.Êîìáèíèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ àïïðîêñèìàöèåé (4), çàïèøåì ïîëíóþ ýíåðãèþ Uñèñòåìû ïðè α = 0. Ïðèäàâàÿ åé áåçðàçìåðíóþ �îðìó (Ũ = U/k1a
3), ïîëó÷èì

Ũ = H̃2
0 [ω0(λq0) + ω2(λq0)] + 1

4
π(q0 − 2)

[(
2/λ+ λ2

)
+ k̃2

(
1/λ2 + 2λ

)]
; (8)çäåñü ââåäåíû ïàðàìåòðû H̃0 = H0/

√
k1 è k̃2 = k2/k1.5. Àíàëèç ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé Â âûðàæåíèè (8) ìèíèìóì ìàãíèòíîéñîñòàâëÿþùåé äîñòèãàåòñÿ ïðè ïëîòíîì êîíòàêòå ÷àñòèö (λ → 0), â òî âðåìÿ êàêóïðóãàÿ ýíåðãèÿ ìèíèìàëüíà äëÿ íåäå�îðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ (λ = 1). Îòñþäàâèäíî, ÷òî óïðóãèå è ìàãíèòíûå ñèëû êîíêóðèðóþò, è ðàâíîâåñíîå ìåæ÷àñòè÷íîåðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ èõ áàëàíñîì, ÷òî èëëþñòðèðóåò ðèñ.3. Â ñëàáîì ïîëå,êîãäà ìàãíèòíîå ïðèòÿæåíèå ÷àñòèö íåâåëèêî, ýíåðãèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ìèíè-ìóì (êðèâàÿ 1); ïðè ýòîì äå�îðìàöèÿ ìàëà. Ñ ðîñòîì ïîëÿ ñèòóàöèÿ èçìåíÿåòñÿ:



30 Êîíîâàëîâà À.Ì., Ñòîëáîâ Î.Â., �àéõåð Þ.Ë.íàðÿäó ñ ðàâíîâåñèåì ïðè ìàëûõ ñìåùåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàòü áà-ëàíñ ìàãíèòíûõ è óïðóãèõ ñèë ïðè ñóùåñòâåííîì ñáëèæåíèè ÷àñòèö (êðèâàÿ 2).Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïîëÿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëûõ ñìåùåíèÿõèñ÷åçàåò, óñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåò òîëüêî ñèëüíî ñæàòàÿ ãàíòåëü (êðèâàÿ 3).

�èñóíîê 3 � Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðè k̃2 = 0.1, q0 = 12 è çíà÷åíèÿõ ïîëÿ H̃0 = 44(1), H̃0 = 48 (2), H̃0 = 52 (3)Ñïîñîáíîñòü ìàãíèòîóïðóãèõ ñèñòåì ê áèñòàáèëüíîñòè, â ïðèíöèïå, õîðîøîèçâåñòíà. Ìû ïîäòâåðäèëè íàëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà ó íàøåé ìîäåëè. Êàê îêàçà-ëîñü, ãàíòåëü èç íàìàãíè÷èâàþùèõñÿ ÷àñòèö ïðîÿâëÿåò áèñòàáèëüíîñòü ëèøü âíåêîòîðîì èíòåðâàëå ïàðàìåòðîâ. Â äàëüíåéøåé ðàáîòå ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåðèòü èóòî÷íèòü ýòîò âûâîä, à òàêæå ïðîñëåäèòü, êàê îòðàæàåòñÿ ìåçîñêîïè÷åñêàÿ áè-ñòàáèëüíîñòü (êëàñòåðû ÷àñòèö) íà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ÌÌÝ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû �ÀÍ 12-Ï-1-1018, ïðîåêòîâ �Ô-ÔÈ 11-02-96000 è 13-01-96056. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëàíäàó Ë.Ä. Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðèÿ ïîëÿ. Ì.: Íàóêà, 1973. 504 ñ.[2℄ Áàãàåâ Â. Í. , Áóåâè÷ Þ. À. Òåòþõèí Â. Â. Ê òåîðèè ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ è ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ â äèñïåðñíûõ ñèñòåìàõ // Ìàãíèòíàÿ ãèäðî-äèíàìèêà. 1986. � 3. Ñ. 35�40.Konovalova A.M., Stolbov O.V., Raikher Yu. L. The intera
tion of magnetizedparti
les embedded in an elastomer . Numeri
al 
al
ulation is des
ribed of the magnetostati
for
e between two parti
les made of an isotropi
 ferromagnet subje
ted to a 
onstant uniformexternal �eld. It is shown that under 
lose neighboring (a fra
tion of the radius) the magneti
for
e di�ers substantionally from that predi
ted by the point dipole model. Besides that,the angle interval between the �eld and the parti
le inter-
enter ve
tor, whi
h 
orrespondsto the parti
le repulsion, narrows 
onsiderably. This implies that in a dense system of non-uniformly polarized (magnetized) parti
les, attra
tion is the dominating type of intera
tion.The obtained for
e dependen
ies are used for estimating the equilibrium distan
e between theparti
les embedded in an elasti
 matrix under magnetizing.



ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ, ÍÀÏ�ßÆ�ÍÍÎÑÒÜ È ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈßÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ Ê�Ó�ÎÂÛÕ ÇÓÁÜÅÂ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕÇÓÁ×ÀÒÛÕ ÏÅ�ÅÄÀ× ÍÎÂÈÊÎÂÀÊîðîòêèí Â.È.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû îñíîâíûå ãåîìåòðî-êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè öèëèíäðè÷åñêèõçóá÷àòûõ ïåðåäà÷ Íîâèêîâà ñ êðóãîâîé ïðîäîëüíîé �îðìîé çóáüåâ � óðàâíåíèÿ áîêî-âûõ ïîâåðõíîñòåé è ëèíèé çàöåïëåíèÿ, ïîäðåçàíèå çóáüåâ, ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõòî÷åê ïî ïîëóøåâðîíàì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íàïðÿæ¼ííîñòü çóáà íå çàâèñèò îò ñòîðîíûïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Ïîêàçàíà âûñîêàÿ íàïðÿæ¼ííîñòü â îñíîâàíèè ãîëîâêè çóáà ïðèèñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ èñõîäíûõ êîíòóðîâ, ðåêîìåíäîâàíà ïðîäîëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿàêòèâíûõ ïîâåðõíîñòåé çóáüåâ êàê ý��åêòèâíîå ñðåäñòâî ïîâûøåíèÿ íàãðóçî÷íîé ñïî-ñîáíîñòè çóá÷àòîé ïåðåäà÷è.Íåñìîòðÿ íà ïðèçíàííûå [1�4℄ äîñòîèíñòâà öèëèíäðè÷åñêèõ çóá÷àòûõ ïåðåäà÷ñ êðóãîâîé (àðî÷íîé) ïðîäîëüíîé �îðìîé çóáüåâ, â òîì ÷èñëå ñ çàöåïëåíèåì Íî-âèêîâà [2℄, òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì ãåîìåòðè÷åñêèõ è ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòå-ðèñòèê ïîñëåäíèõ óäåëåíî íåäîñòàòî÷íî âíèìàíèÿ. Áîëüøèíñòâî ðàáîò êàñàåòñÿñïîñîáîâ íàðåçàíèÿ çóáüåâ è êîíñòðóêöèé ðåæóùåãî èíñòðóìåíòà. Ìîæíî âûäå-ëèòü ðàáîòû [1�4℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû íàãðóæåííîñòèýâîëüâåíòíûõ àðî÷íûõ ïåðåäà÷, à òàêæå ðàáîòó [5℄, ïîñâÿù¼ííóþ ðàçðàáîòêå îáîá-ù¼ííîé òåîðèè êðóãîâèíòîâûõ ïîâåðõíîñòåé, âêëþ÷àÿ ïåðåäà÷è Íîâèêîâà.Êîíòàêòíûå òî÷êè äâèæóòñÿ ïî ïîëóøåâðîíàì ñèììåòðè÷íî îò òîðöîâ ê ñå-ðåäèíå çóá÷àòîãî âåíöà èëè íàîáîðîò. Îñîáåííîñòÿìè ãåîìåòðèè è êèíåìàòèêèàðî÷íûõ ïåðåäà÷ Íîâèêîâà ÿâëÿþòñÿ èçìåíÿþùååñÿ â çàâèñèìîñòè îò �àçû çà-öåïëåíèÿ ÷èñëî êîíòàêòíûõ òî÷åê ïî îáåèì ëèíèÿì çàöåïëåíèÿ, à òàêæå ïåðåìåí-íîñòü ïàðàìåòðîâ ïî ïîëóøåâðîíàì, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ òàáëèöåé 1, â êîòîðîéîáîçíà÷åíî: i = 1, 2...2n � íîìåð êîíòàêòíîé òî÷êè, j � íîìåð çóáà â ìíîãîïàðíîìçàöåïëåíèè, bi � ðàññòîÿíèå (â äîëÿõ øèðèíû bw) êîíòàêòíîé òî÷êè äî ñåðåäè-íû øèðèíû çóá÷àòîãî âåíöà (ïîëîæèòåëüíîå â îäíó ñòîðîíó è îòðèöàòåëüíîå � âäðóãóþ), β � óãîë íàêëîíà çóáà, ρα, ρβ � ñîîòâåòñòâåííî ïðî�èëüíûé è ïðîäîëü-íûé ïðèâåäåííûå ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòåéçóáüåâ â êîíòàêòíûõ òî÷êàõ.Óðàâíåíèÿ áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé êðóãîâûõ çóáüåâ ïîëó÷åíû äëÿ îáùåãî ñëó-÷àÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:




x = (ρ sinϑ− b+ r) cosϕ+ [rϕ+ r0 + (ρ cosϑ− a− r0) cosβ] sinϕ;
y = (ρ sinϑ− b+ r) sinϕ− [rϕ+ r0 + (ρ cos ϑ− a− r0) cosβ] cosϕ;
z = −(ρ cos ϑ− a− r0) sinβ;
(rϕ+ r0 − a cosβ − r cosβ) sinϑ+ b cos ϑ cosβ = 0.

(1)Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà � óðàâíåíèå çàöåïëåíèÿ f(ϑ, β, ϕ) = 0.



32 Êîðîòêèí Â.È.Òàáëèöà 1 � �àñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ êðóãîâûõ çóáüåâ ïî ïîëóøåâðîíàìÏàðàìåòð Ïåðâûé ïîëóøåâðîí Âòîðîé ïîëóøåâðîí
i 1 2 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
j j1 j2 . . . jn jn j(n−1) . . . j1
bi b1 b2 . . . bn −bn −b(n−1) . . . −b1
βi β1 β2 . . . βn βn β(n−1) . . . β1

ραi ρα1 ρα2 . . . ραn ραn ρα(n−1) . . . ρα1

ρβi ρβ1 ρβ2 . . . ρβn ρβn ρβ(n−1) . . . ρβ1Â ñèñòåìå (1) íà÷àëüíûé ðàäèóñ r = mtz, ãäå mt � òîðöîâûé ìîäóëü, z �÷èñëî çóáüåâ çóá÷àòîãî êîëåñà, ϑ� òåêóùèé óãîë ïðî�èëÿ çóáà, r0 � íîìèíàëüíûéðàäèóñ ïðîäîëüíîé �îðìû çóáà, ϕ� ïàðàìåòð îáêàòêè; çíà÷åíèÿ a, b, âûðàæàåìûå÷åðåç ïàðàìåòðû èñõîäíîãî êîíòóðà [6℄, ïðèâåäåíû äëÿ ðàâíîñìåù¼ííîãî ñäâèãà(x1 = −x2) â òàáëèöå 2.Òàáëèöà 2 � Ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (1) äëÿ êîíòàêòíîé òî÷êèÏàðà-Ìåòð k = 1 k = 2

i = 1, a i = 2, f i = 1, f i = 2, a
ρ ρa ρf ρf ρa

a la la+(ρf−ρa) cosαk −(lf + 0.5πm0) −(lf + 0.5πm0)
b xa − x1 xf − x1 −(xf + x1) −(xa + x1)
ϑ αk αk π + αk π + αk

r r1 −r2 r1 −r2
r0 r0(−1)t+1 r0(−1)t+1 r0(−1)t+1 r0(−1)t+1

ϕ ϕa ϕaz1/z2 ϕf ϕfz1/z2
β βa(−1)t+1 βa(−1)t+1 βf(−1)t+1 βf(−1)t+1Èíäåêñû îçíà÷àþò: i = 1 îòíîñèòñÿ ê øåñòåðíå, i = 2 � ê êîëåñó; k = 1 �êîíòàêò ãîëîâêè çóáà øåñòåðíè ñ íîæêîé çóáà êîëåñà, k = 2 � êîíòàêò íîæêèçóáà øåñòåðíè ñ ãîëîâêîé çóáà êîëåñà; t = 1 � êîíòàêò âîãíóòîé ðàáî÷åé ñòîðîíûçóáà øåñòåðíè ñ âûïóêëîé ñòîðîíîé çóáà êîëåñà, t = 2 � êîíòàêò âûïóêëîé ðàáî-÷åé ñòîðîíû çóáà øåñòåðíè ñ âîãíóòîé ñòîðîíîé çóáà êîëåñà. Èíäåêñû ¾a¿ è ¾f¿îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ãîëîâêå è íîæêå çóáà.Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè ϑa = ϑf = αk ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿëèíèé çàöåïëåíèÿ ïî ãîëîâêàì è íîæêàì çóáüåâ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñèëüíîâûòÿíóòûå âäîëü çóáà ýëëèïñû ñ ýêñöåíòðèñèòåòàìè, áëèçêèìè åäèíèöå.Êîý��èöèåíòû ïðîäîëüíîãî ïåðåêðûòèÿ, îïðåäåëÿåìûå êàê îòíîøåíèÿ óãëîâïîâîðîòà çóá÷àòîãî êîëåñà ïðè ïðîõîæäåíèè êîíòàêòíîé òî÷êè îò ñåðåäèíû äîòîðöà (èëè íàîáîðîò) ê óãëîâîìó øàãó, ðàâíîìó 2π/z1, ðàçëè÷íû ïî ãîëîâêàì(εβa) è íîæêàì (εβf) è ðàâíû (â ÷àñòíîñòè, äëÿ t = 1):

εβa = |z1 [la − (xa − x1)ctgαk ± r0] (cosβa max − 1)/(2πr1)| ;
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εβf = |z1 {±r0 − [0.5πm0 + lf − (xf + x1)ctgαk]} (cosβf max − 1)/(2πr1)| .Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðåçóëüòà-òû èññëåäîâàíèé îãðàíè÷èòåëüíûõ �àêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèéêîý��èöèåíòîâ ñìåùåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ðåéêè ïðè íàðåçàíèè àðî÷íûõ çóáüåâ Íî-âèêîâà ñ èñõîäíûì êîíòóðîì ��Ó-5 [6℄, ïðåâûøåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê óõóäøå-íèþ êà÷åñòâà çàöåïëåíèÿ.Òàáëèöà 3 � Ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (1) äëÿ êîíòàêòíîé òî÷êèÊîý��.ñìåùå-íèÿ Ïî óñëîâèþÍåïîäðåçàíèÿãîëîâêè çóáà Äîïóñòèìîé òîëùèíûâåðøèíû çóáà1 Äîïóñòèìîãîïîëîæåíèÿïîëþñíîé ëèíèè

z = 9 z = 25 z = 9 z = 25 z = 9 z = 25
xmax 0.407 0.621 0.147/0.430 0.615/1.113 0.177
xmin -0.384 -0.598 Áåç îãðàíè÷åíèé -0.177Ñ öåëüþ îöåíêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè àðî÷íûõ çóáüåâ Íîâèêîâà âûïîëíåíî îáú-¼ìíîå ìîäåëèðîâàíèå íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåíèåìíàïðÿæåíèé ðàñòÿæåíèÿ (σp) è ñæàòèÿ (σc) â íèæíåì (ÍÊ) è âåðõíåì (ÂÊ) êîí-öåíòðàòîðàõ çóáüåâ ïðîèçâîäÿùèõ ðååê ñ ðàçëè÷íûìè èñõîäíûìè êîíòóðàìè. Íà-ãðóçêà ïîä ðàñ÷¼òíûì óãëîì ê íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè ïðèêëàäûâàëàñü ïî öåíòðóçóá÷àòîãî âåíöà êàê ñ âîãíóòîé, òàê è ñ âûïóêëîé ñòîðîíû çóáà. Çàäà÷à ðåøà-ëàñü êàê ñèììåòðè÷íàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïàêåòà ANSYS èâûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êëàñòåðîâ.Â òàáëèöå 4 äàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ âñå÷åíèè ïîä ñèëîé äëÿ ïðèìåðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èñõîäíûõ êîíòóðîâ ïî �ÎÑÒ30224-96 [6℄ è Äîí-63 [7℄. Íàðÿäó ñ ýòèì íà ðàñòÿíóòîé ñòîðîíå çóáà îïðåäåëåíûîòâåòñòâåííûå çà ðàçðóøåíèå çóáà ò. í. ïðèâåäåííûå (êðèòåðèàëüíûå) íàïðÿæåíèÿ

σnp = σe/
√

1 − µ+ µ2 [8℄, ãäå σe � ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ ïî ýíåðãåòè÷åñêîéòåîðèè ïðî÷íîñòè, µ � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà.Èç òàáëèöû 4 ñëåäóåò: à) íàïðÿæ¼ííîñòü çóáüåâ â îáîèõ êîíöåíòðàòîðàõ ïðàê-òè÷åñêè íå çàâèñèò îò ñòîðîíû ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè; á) íàïðÿæåíèÿ íà ñæàòîéñòîðîíå çóáà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò íàïðÿæåíèÿ íà ðàñòÿíóòîé ñòîðîíå; â) íà-ïðÿæåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ ó çóáüåâ ñ èñõîäíûì êîíòóðîì Äîí-63 ïðåâûøàþò ñîîòâåò-ñòâóþùèå íàïðÿæåíèÿ ó çóáüåâ ñ èñõîäíûì êîíòóðîì ïî �ÎÑÒ 30224-96: ïî ÍÊíà 17-20%, à ïî ÂÊ íà 45-60%; ã) ïî êðèòåðèàëüíûì íàïðÿæåíèÿì èñõîäíûé êîí-òóð ïî �ÎÑÒ 30224-96 îáåñïå÷èâàåò ïðèìåðíî ðàâíóþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïî ÍÊ èÂÊ, â òî âðåìÿ êàê ïðè èñõîäíîì êîíòóðå Äîí-63 ¾îïàñíûì¿ ïî ðàçðóøåíèþ çóáàîêàçûâàåòñÿ ÂÊ.Âûøå óêàçûâàëîñü î âîçìîæíîñòè ïðîäîëüíîé ìîäè�èêàöèè êðóãîâûõ çóáüåâïðîñòûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ñ öåëüþ îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðîäîëü-íîé ìîäè�èêàöèè íàìè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïåðåäà÷ Íîâèêîâà ñ êðóãîâûìè



34 Êîðîòêèí Â.È.Òàáëèöà 4 � Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû íà çóáüÿ ðååêïåðåäà÷ Íîâèêîâà ñ èñõîäíûìè êîíòóðàìè ïî �ÎÑÒ 30224-96 è Äîí-63 [m = 1, bw = 25,
Ft = 3000 H]Ñòîðîíàïðèëîæå-íèÿíàãðóçêè r0,ìì Èñõîäíûé êîíòóð ïî �ÎÑÒ 30224 � 96

σp, ÌÏà σnp, ÌÏà σc, ÌÏàÍÊ ÂÊ ÍÊ ÂÊ ÍÊ ÂÊÂîãíóòàÿ 18 1244 917 1460 1502 2295 219636 1252 931 1477 1538 2290 2191Âûïóêëàÿ 18 1221 921 1473 1585 2238 213536 1239 924 1484 1578 2264 2160Èñõîäíûé êîíòóð Äîí-63Âîãíóòàÿ 18 1473 1447 1686 2170 2079 185936 1488 1475 1713 2228 2081 1855Âûïóêëàÿ 18 1466 1460 1750 2297 2016 180136 1484 1468 1729 2284 2051 1826çóáüÿìè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè òî÷íîñòè, ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ èõ ïðîäîëüíîéìîäè�èêàöèè çà ñ÷¼ò òîðöîâîãî îòâîäà δlT ïîâåðõíîñòåé.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèëè äàòü ðåêîìåíäàöèè ïî íàçíà÷åíèþ îò-âîäà δlT, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5. Êîý��èöèåíòû λF è λH ïîêàçûâàþò,âî ñêîëüêî ðàç ñíèæàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èçãèáíàÿ è êîíòàêòíàÿ íàïðÿæ¼ííîñòüìîäè�èöèðîâàííûõ çóáüåâ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåìîäè�èöèðîâàííûìè (δlT = 0) ïðèïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ.Òàáëèöà 5 � Îðèåíòèðîâî÷íûå ðåêîìåíäàöèè ïî íàçíà÷åíèþ âåëè÷èíû δlTÑòåïåíüòî÷íîñòè ïî [9℄ �åêîìåíäóåìîåçíà÷åíèå δlT âäîëÿõ ìîäóëÿ mt

λF λH6. . . 8 0.008. . . 0.011 äî 1.4 äî 1.19. . . 10 0.014. . . 0.020 1.6. . . 1.8 1.2. . . 1.411 0.035 äî 2 äî 1.612 ñâûøå 0.045 ñâûøå 2 ñâûøå 1.6Èç òàáëèöû 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðîäîëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé êðóãîâûõçóáüåâ ïåðåäà÷ Íîâèêîâà ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì ñíèæåíèÿ èõ íàïðÿ-æ¼ííîñòè, ïðè ýòîì ý��åêò òåì áîëüøå, ÷åì íèæå òî÷íîñòü ïåðåäà÷è.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò 13-08-00386.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �åøåòîâ Ä.Í., �îëîâà÷åâ Ì.È. Ê ðàñ÷¼òó àðî÷íûõ ïåðåäà÷ íà ñîïðîòèâëåíèå êîí-òàêòíîé óñòàëîñòè // Âåñòíèê ìàøèíîñòðîåíèÿ. 1983. � 2. Ñ. 12�16.[2℄ Äîãîäà Ì.È., Åðåìèí Â.Å., Äîãîäà À.È. �àçðàáîòêà è îñâîåíèå âûñîêîíàãðóæåí-íûõ àðî÷íûõ ïåðåäà÷ è ñðåäñòâ äëÿ èõ ïðîèçâîäñòâà // Âåñòíèê ìàøèíîñòðîåíèÿ.1990. � 9. Ñ. 41�44.[3℄ Ñèðèöûí À.È., Áåëÿåâ À.È, Ñèðèöûí Ä.À. Îñîáåííîñòè èçãîòîâëåíèÿ è ïðèìåíå-íèÿ âûñîêîòî÷íûõ àðî÷íûõ òÿãîâûõ çóá÷àòûõ ïåðåäà÷ // Âåñòíèê ìàøèíîñòðîåíèÿ.1997. � 1. Ñ. 3�6.[4℄ Àéðàïåòîâ Ý.Ë., �îðîäíè÷èé Â.Ï., Åðèõîâ Ì.Ë, Ñûçðàíöåâ Â.Í. Íàãðóæåííîñòüöèëèíäðè÷åñêèõ ïåðåäà÷ ñ àðî÷íûìè çóáüÿìè // Âåñòíèê ìàøèíîñòðîåíèÿ. 1986.� 2. Ñ. 20�22.[5℄ Ñåâðþê Â.Í. Òåîðèÿ êðóãîâèíòîâûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîåêòèðîâàíèè ïåðåäà÷ Íîâè-êîâà. Õàðüêîâ: Èçä-âî Õ�Ó. 1972. 168 ñ.[6℄ Êîðîòêèí Â.È., Îíèøêîâ Í.Ï., Õàðèòîíîâ Þ.Ä. Çóá÷àòûå ïåðåäà÷è Íîâèêîâà.Äîñòèæåíèÿ è ðàçâèòèå. Ì: Ìàøèíîñòðîåíèå-1, 2007. 384 ñ.[7℄ �îñëèâêåð Å. �. Ïðî÷íîñòü è æåñòêîñòü çóáüåâ ïåðåäà÷ ñ çàöåïëåíèåì Ì.Ë. Íîâè-êîâà // Ïðî÷íîñòü êîðïóñîâ ñóäîâ è íàäåæíîñòü äåòàëåé ìàøèí. Òðóäû �ÈÈÂÒà.�îðüêèé: 1975. � 138. Ñ. 50�138.[8℄ Êîðîòêèí Â.È., Êîëîñîâà Å.Ì., Ñóõîâ Ä.Þ. Êîý��èöèåíò �îðìû çóáà ïðè ðàñ÷¼-òå íà èçëîìíóþ ïðî÷íîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ ýâîëüâåíòíûõ çóá÷àòûõ êîë¼ñ, ðàáîòàþ-ùèõ â óñëîâèÿõ ëîêàëüíîãî êîíòàêòà // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâ. �åãèîí. Òåõíè÷åñêèåíàóêè. 2009. � 5. Ñ. 78�84.[9℄ �ÎÑÒ 1643-81. Ïåðåäà÷è çóá÷àòûå öèëèíäðè÷åñêèå. Äîïóñêè. Ì.: Èçä-âî ñòàíäàð-òîâ. 1981. 69 ñ.Korotkin V. I. Kinemati
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Ô�ÎÍÒ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉ ÓÏ�Ó�ÎÉ Ñ�ÅÄÛÏ�È ÎÁÚÅÄÈÍÅÍÈÈ ×ÀÑÒÈÖÊóëèêîâñêèé À. �.1, Ñâåøíèêîâà Å.È.2
1Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà �ÀÍ, Ìîñêâà

2Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà�àññìîòðåí ïðîöåññ ïðåâðàùåíèÿ ïîòîêà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â íåëèíåé-íóþ íåñæèìàåìóþ óïðóãóþ ñðåäó â ïëîñêîì �ðîíòå ñëèïàíèÿ. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðàýòîãî �ðîíòà ïðåâðàùåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ íàáåãàþùåãî ïîòîêà è îáðàçî-âàâøåéñÿ óïðóãîé ñðåäû.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïðåâðàùåíèè ïîòîêà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèöñðåäû (êàïåëü) â ðåçóëüòàòå ñëèïàíèÿ è ïîñëåäóþùåãî ïðåâðàùåíèÿ â íåëèíåéíîóïðóãóþ íåñæèìàåìóþ àíèçîòðîïíóþ ñðåäó. Ïðåâðàùåíèå ïðîèñõîäèò íà ïëîñêîì�ðîíòå, îðòîãîíàëüíîì îñè x. Ñêîðîñòü ïîòîêà êàïåëü V̄ íàïðàâëåíà ïîä íåêî-òîðûì óãëîì ê îñè x è èìååò ïî îòíîøåíèþ ê �ðîíòó íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòó
V è ïðîåêöèè V1, V2 íà îñè êîîðäèíàò x1, x2, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè �ðîíòà (ðè-ñóíîê 1). Èçó÷àåòñÿ èçìåíåíèå â îáðàçîâàâøåéñÿ ñðåäå ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåé èïîÿâëåíèå ïîïåðå÷íûõ äå�îðìàöèé. Îáðàçîâàâøàÿñÿ ñðåäà ïðåäïîëàãàåòñÿ îáëà-äàþùåé àíèçîòðîïèåé â ïëîñêîñòè �ðîíòà. Òàêàÿ çàäà÷à ïðè ïðÿìîì íàáåãàíèèïîòîêà ÷àñòèö è îáðàçîâàíèè èçîòðîïíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû ðàññìîòðåíà â [1℄.

�èñóíîê 1�àññìîòðåíèå âåäåòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ �ðîíòîì. Â ýòîé ñèñòå-ìå â óïðóãîé ñðåäå íåïîñðåäñòâåííî çà �ðîíòîì íîðìàëüíàÿ ê �ðîíòó êîìïîíåíòàñêîðîñòè vx = W . Íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, ïðåäñòàâëÿþùåé �ðîíò ïðåâðàùåíèÿ,äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿìàññû ñëåäóåò
W = V

ρo

ρãäå ρo è ρ � ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî â ïîòîêå ÷àñòèö è â óïðóãîé ñðåäå. Òàê êàêîáðàçîâàâøàÿñÿ ñðåäà ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìîé, òî ρ = 
onst è, ñëåäîâàòåëü-íî, vx = W = 
onst âî âñåé îáëàñòè çà �ðîíòîì. Òàêèì îáðàçîì äâèæåíèå ñðåäûâäîëü îñè x îïðåäåëåíî è äàëüíåéøåìó èçó÷åíèþ ïîäëåæàò òîëüêî êàñàòåëüíûåêîìïîíåíòû. Âåëè÷èíà W ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ çàäà÷àõ.



Ôðîíò îáðàçîâàíèÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû ïðè îáúåäèíåíèè ÷àñòèö 37Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò äàåò
σα − σ−α = −̺W (vα − v−α ), α = 1, 2

σ−α , v
−
α � íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè ïåðåä �ðîíòîì, î êîòîðûõ èçâåñòíî, ÷òî v−α = Vαè σ−α = 0 èç-çà îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèé â ïîòîêå ÷àñòèö. Ïî äðóãóþ ñòîðîíóïðè x = ∞ óïðóãàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ â ïîêîå, òî åñòü vα = 0. Òàêèì îáðàçîì, âóïðóãîé ñðåäå

σα = ρWVα (1)Êàê èçâåñòíî, íà ðàçðûâàõ, êðîìå ñîîòíîøåíèé, ñëåäóþùèõ èç çàêîíîâ ñî-õðàíåíèÿ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî âûñòàâëÿòü äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ñòðóêòóðû ðàçðûâà.×òîáû âûÿñíèòü, êàê ïðîèñõîäèò ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòîêà èíàéòè äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñòðóêòóðó �ðîí-òà ñëèïàíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ïðèíÿòà ìîäåëü âÿçêî-óïðóãîé ñðåäûÊåëüâèíà�Ôîéõòà. Óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ �ðîíòîì, èìåþòâèä
ρ

(
∂vα

∂t
+W

∂vα

∂x

)
=
∂σα

∂x
+ µ

∂2vα

∂x2
α = 1, 2

∂uα

∂t
+W

∂uα

∂x
=
∂vα

∂x

(2)Çäåñü µ � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè. Äëÿ çàäàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà óïðóãèõ íàïðÿ-æåíèé σα ïðèíÿòà ìîäåëü íåëèíåéíîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû, äëÿ êîòîðîé óïðóãèéïîòåíöèàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ìíîãî÷ëåíîì ïî ñòåïåíÿì ñäâèãîâûõ êîìïî-íåíò äå�îðìàöèé uα = ∂wα/∂x α = 1, 2, ãäå wα � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìå-ùåíèÿ [2℄
Φ(u1, u2) =

f

2
(u2

1 + u2
2) +

g

2
(u2

2 − u2
1) −

κ

4
(u2

1 + u2
2)

2 (3)Êîý��èöèåíò f îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íûõ âîëí â èçîòðîï-íîé ñðåäå c2o = f/ρ. Ìàëûé êîý��èöèåíò g õàðàêòåðèçóåò àíèçîòðîïèþ ñðåäû.Â ïðèñóòñòâèè àíèçîòðîïèè ñêîðîñòè äâóõ âîëí ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèéðàçëè÷íû c21,2 = (f∓g)/ρ. Â äàííîé ðàáîòå ïðèíÿòî g > 0, ÷òî ìîæåò áûòü ñäåëàíîñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì îñåé x1, x2.Êîý��èöèåíò íåëèíåéíîñòè κ ìîæåò áûòü ëþáîãî çíàêà è óêàçûâàåò íà íà-ïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ãðà�èêà çàâèñèìîñòè σ(u) ïðè g = 0: ïðè κ > 0 âûïóêëîñòüãðà�èêà îáðàùåíà ââåðõ, ïðè κ < 0 � âíèç.Äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñòðóêòóðû (∂uα/∂t = 0, ∂vα/∂t = 0) ñèñòåìà óðàâíåíèé (2)ìîæåò áûòü îäèí ðàç ïðîèíòåãðèðîâàíà ïî x. Âî âòîðîì óðàâíåíèè
vα = W uα +Bαïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ Bα îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ïðè x = ∞ â îáëàñòèóïðóãîñòè, ãäå ñðåäà ïîêîèòñÿ vα = o, à êîìïîíåíòû äå�îðìàöèè uα = 0 âñëåä-ñòâèå ïðèíÿòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îá îòñóòñòâèè äå�îðìàöèé â ñðåäå Êåëüâèíà�Ôîéõòà â ìîìåíò åå îáðàçîâàíèÿ. Òîãäà
vα = W uα



38 Êóëèêîâñêèé À. �., Ñâåøíèêîâà Å.È.Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò â ïîñòàíîâêå çàäà÷è âìåñòî êîìïîíåíò íàïðÿæåíèÿ â ðà-âåíñòâå (1) èñïîëüçîâàòü êîìïîíåíòû äå�îðìàöèè
Uα = Vα/Wíà êîòîðûå ñëåäóåò âûéòè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ �ðîíòà ñëèïàíèÿ.Èíòåãðèðîâàíèå ïåðâîé ãðóïïû óðàâíåíèé (2) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ vα äàåò

νW
duα

dx
= W 2uα − σα −Qα, ν =

µ

ρ
, α = 1, 2 (4)Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî çàäàííîìó óïðóãîìó ïîòåí-öèàëó σα =

∂Φ

∂uα
, à ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ Qα íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé äàëåêîçà ðàçðûâîì, ãäå duα

dx
→ 0 è uα = Uα.Äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ âåëè÷èí âíóòðè ñòðóêòóðû âîëíû, äâèæóùåéñÿ ñîñêîðîñòüþ W , ïîëó÷åíà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

νW
du1

dx
= κ

(
W 2 − (f − g)

κ

+ u2
1 + u2

2

)
u1 −Q1 = L(u1, u2)

νW
du2

dx
= κ

(
W 2 − (f + g)

κ

+ u2
1 + u2

2

)
u2 −Q2 = M(u1, u2)

(5)
Q1 = κU1

(
W 2 − (f − g)

κ

+R2

)
, Q2 = κU2

(
W 2 − (f + g)

κ

+R2

)
, R2 = U2 + U2

2Ó ñèñòåìû (5) ìîæíî êà÷åñòâåííî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõíà �àçîâîé ïëîñêîñòè u1u2 [3℄. Ñðåäè íèõ ñëåäóåò îòûñêàòü (åñëè ýòî îêàæåòñÿâîçìîæíûì) òàêóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ èç ñîñòîÿíèÿ ñðåäû â ìîìåíò îáðàçîâàíèÿñðåäû Êåëüâèíà�Ôîéõòà, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå (u1 = 0, u2 =

0), ïðèâåäåò â ñîñòîÿíèå çà �ðîíòîì, ãäå duα

dx
→ 0 è ðåøåíèå äëÿ êîìïîíåíò u1, u2àñèìïòîòè÷åñêè âûéäåò íà ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì ñîñòîÿíèåì ìîæåò áûòüòîëüêî êàêàÿ-ëèáî èç îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (5).Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (5) íà ïëîñêîñòè u1u2 ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ëèíèé

L(u1, u2) = 0 è M(u1, u2) = 0. Ñàìè ýòè ëèíèè ñëóæàò èçîëèíèÿìè äëÿ ñèñòå-ìû (5), êîòîðûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðåñåêàþò â íàïðàâëåíèè ïàðàëëåëüíîìîñè u2 (ëèíèþ L = 0) è ïàðàëëåëüíî îñè u1 (ëèíèþM = 0). Íà �àçîâîé ïëîñêîñòè
u1u2 ýòè ëèíèè èìåþò êà÷åñòâåííî îäèíàêîâûé âèä è ñîñòîÿò èç äâóõ âåòâåé, îäíàèç êîòîðûõ � îâàë, ëåæàùèé ïî îäíó ñòîðîíó îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò (îñè u2äëÿ L = 0 è u1 äëÿ M = 0), äðóãàÿ âåòâü ëåæèò ïî äðóãóþ ñòîðîíó óêàçàííîé îñèè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê íåé óõîäèò â ±∞. �àñïîëîæåíèå âåòâåé îòíîñè-òåëüíî îñåé êîîðäèíàò è ðàçìåðû îâàëîâ çàâèñÿò îò çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è
W,U1, U2,κ. Îâàëû (îäèí èëè îáà) ìîãóò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü.Ïåðåñå÷åíèå ëèíèé L = 0, M = 0 äàåò íà ïëîñêîñòè u1u2 îò îäíîé äî ïÿòè îñî-áûõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû ýòèòî÷êè A,B,C,D, F äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà κ > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, W < f − g < f + g.



Ôðîíò îáðàçîâàíèÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû ïðè îáúåäèíåíèè ÷àñòèö 39Òàì æå óêàçàíû çíàêè L è M â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìåæäó èçîëèíèÿìè. Ýòî ïîçâî-ëÿåò îïðåäåëèòü òèïû îñîáûõ òî÷åê. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òî÷êà A � óçåë ñâõîäÿùèìè ëèíèÿìè, òî÷êè B è D � ñåäëà, òî÷êè C è F � óçëû ñ âûõîäÿùèìèëèíèÿìè. Íà ðèñóíêå ýòî èçîáðàæåíî ñòðåëêàìè íà êàñàòåëüíûõ ê èíòåãðàëüíûìêðèâûì â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê.

�èñóíîê 2Â îáëàñòè, ãäå ðàñïîëîæåíà íà÷àëüíàÿ òî÷êà O, çíàêè M < 0, L < 0 óêàçû-âàþò íà òî, ÷òî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ðåøåíèå èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, âûõîäÿùàÿ èçòî÷êè O, äîëæíà èäòè â òðåòüþ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè u1u2 è ìîæåò ñðàçó ïîïàñòüâ óçåë A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîé âîëíå ñäâèãîâûå äå�îðìàöèè uα ïðè x = 0äîñòèãëè ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ çíà÷åíèé Uα. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàííàÿ âîëíàäâèæåòñÿ ìåäëåííåå ëþáûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðûå åå äîãîíÿþò è ìåíÿþòîáå êîìïîíåíòû äå�îðìàöèè äî íóæíûõ çíà÷åíèé.Îäíàêî ïðè òîì æå çíà÷åíèè ñêîðîñòè �ðîíòà ñëèïàíèÿ W < f − g ïðè óâå-ëè÷åíèè Q1 (âûøå ïðèâåäåíû �îðìóëû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî Q1 ∼ U1) îâàë, ñîîò-âåòñòâóþùèé L = 0, ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå è äâå îñîáûå òî÷êè A è B (óçåë è ñåäëî)ñáëèæàþòñÿ è â êîíöå êîíöîâ ñëèâàþòñÿ â îäíó. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ñêî-ðîñòü W ñîâïàëà ñî ñêîðîñòüþ c1 ìåäëåííîé ïîïåðå÷íîé âîëíû ïî ñîñòîÿíèþ çàðàçðûâîì è âûïîëíåíî óñëîâèå Æóãå. Â ýòîì ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííî çà âîëíîéÆóãå ìîæåò èäòè ìåäëåííàÿ âîëíà �èìàíà ñ òîé æå ñêîðîñòüþ ïåðåäíåãî �ðîíòà.Ïóñòü òåïåðü ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ κ > 0, Q1 > 0, Q2 > 0 ñêîðîñòü �ðîí-òà W > f + g. Íà ïëîñêîñòè u1u2 ïðîïàäàþò îáà îâàëà è îñòàåòñÿ îäíà îñîáàÿòî÷êà F . Íî ýòî óçåë ñ âûõîäÿùèìè ëèíèÿìè è ïîïàñòü â íåãî èç íà÷àëüíîãî ñî-ñòîÿíèÿ íåëüçÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé áûñòðîé âîëíå ïðîèñõîäèòñëèïàíèå ÷àñòèö è ïðåâðàùåíèå èõ â óïðóãóþ ñðåäó, íî íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿêàñàòåëüíûõ äå�îðìàöèé, îíè îñòàþòñÿ íóëåâûìè. Îíè áóäóò èçìåíÿòüñÿ â äâóõâîëíàõ, èäóùèõ ñëåäîì çà �ðîíòîì ñëèïàíèÿ ñ ìåíüøèìè ñêîðîñòÿìè ïî óæå îá-ðàçîâàâøåéñÿ óïðóãîé ñðåäå. Íàõîæäåíèå ýòèõ âîëí ñîñòàâëÿåò çàäà÷ó î ïîðøíåäëÿ óïðóãîé ñðåäû, êîãäà äå�îðìàöèè íà ïîðøíå ðàâíû Uα, à ñîñòîÿíèå ñðåäûíåäå�îðìèðîâàííîå. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ëþáûõ ñèòóàöèé ïðèâåäåíî â [2℄.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ýòî áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûñòðîé è ìåäëåííîé



40 Êóëèêîâñêèé À. �., Ñâåøíèêîâà Å.È.âîëí �èìàíà. (Â ñðåäå ñ κ > 0 íå ìîãóò èäòè óäàðíûå âîëíû ïî íåäå�îðìèðîâàí-íîìó ñîñòîÿíèþ [4℄).Äëÿ ñëó÷àÿ f − g < W < f + g â ñðåäå ñ κ > 0 è Q1 > 0, Q2 > 0 îñîáûìèòî÷êàì áóäóò C,D, F . Íè â îäíó èç íèõ íåëüçÿ ïîïàñòü âíóòðè ñòðóêòóðû �ðîíòàñëèïàíèÿ. Îäíàêî , â òîì ñëó÷àå, êîãäà Q1 = 0(òî åñòü U1 = 0), òî÷êè C è D (ñåäëîè óçåë) îêàæóòñÿ íà îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè îñè u2 è èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ áûñòðîéâîëíû èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîïàäàåò â áëèæàéøóþ èç òî÷åê C ñåäëî. Â ýòîéâîëíå ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà äå�îðìàöèè u2. Åñëè äîñòèãíóòîçàäàííîå çíà÷åíèå u2 = U2, òî ñëåäîì çà ýòîé âîëíîé ïî ïîëó÷åííîìó ñîñòîÿíèþ
(u1 = 0, u2 = U2) ïîéäåò ñëåäóþùàÿ ìåäëåííàÿ âîëíà ñî ñêîðîñòüþ W < f − g, âêîòîðîé áóäåò ìåíÿòüñÿ äðóãàÿ ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà äå�îðìàöèè u1. Ñòðóêòóðàòàêîé ìåäëåííîé âîëíû ïîëíîñòüþ îïèñàíà â [2℄. Åñëè æå U2 îêàçàëîñü áîëüøå, òîòî÷êè C è D ñáëèæàþòñÿ è ñëèâàþòñÿ, ÷òî ãîâîðèò î òîì , ÷òî ýòî áûñòðàÿ âîëíàÆóãå è ñëåäîì çà íåé íåïîñðåäñòâåííî ñ òîé æå ñêîðîñòüþ ïåðåäíåãî �ðîíòàìîæåò èäòè áûñòðàÿ âîëíà �èìàíà. Ýòî îáåñïå÷èò èçìåíåíèå êîìïîíåíòû u2 äîíóæíîãî çíà÷åíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû �ðîíòà îáðàçîâàíèÿ óïðóãîé ñðåäûèç ïîòîêà êàïåëü, ïðîâåäåííîå ñ ïîìîùüþ ìîäåëè âÿçêî-óïðóãîñòè Êåëüâèíà�Ôîéõòà, ïîêàçàëî ñëåäóþùåå. Åñëè W > f + g, òî ñîñòîÿíèå çà �ðîíòîì îïðå-äåëÿåòñÿ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè U1 = 0, U2 = 0. Åñëè f − g <
W < f + g, òî èìååòñÿ îäíî äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå U1 = 0. Ïðè ýòîì çíà-÷åíèå U2 ïðîèçâîëüíî â íåêîòîðîì èíòåðâàëå , íà ãðàíèöå êîòîðîãî çà ðàçðûâîìâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Æóãå äëÿ áûñòðûõ óïðóãèõ âîëí. Åñëè W < f − g, òî ñó-ùåñòâóåò îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé U1 è U2, â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ êîòîðîé çàñîîòâåòñòâóþùèì ðàçðûâîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Æóãå äëÿ ìåäëåííûõ âîëí âóïðóãîé ñðåäå.Åñëè îáðàçîâàâøàÿñÿ óïðóãàÿ ñðåäà îáëàäàåò íåëèíåéíîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþ-ùåé κ < 0, òî èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êóëèêîâñêèé À.�. Î ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ �ðîíòàõ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ â ìåõàíèêåñïëîøíûõ ñðåä // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 2011. Ò.75. Âûï. 4. Ñ. 531�550.[2℄ Êóëèêîâñêèé À.�., Ñâåøíèêîâà Å.Í. Íåëèíåéíûå âîëíû â óïðóãèõ ñðåäàõ. Ì.: Ìîñê.ëèöåé, 1988. 412 ñ.[3℄ �îæäåñòâåíñêèé Á.Ë., ßíåíêî Í.Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðè-ëîæåíèÿ ê ãàçîâîé äèíàìèêå. Ì.: Íàóêà, 1978. 687 ñ.[4℄ Áëåíä Ä.�. Íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1972. 183 ñ.Kulikovskii A.G., Sveshnikova E. I. Front of anisotropi
 elasti
 medium formation inparti
le aggregation. A transition of nonintera
ting parti
le �ow into a nonlinear in
ompressibleelasti
 medium is 
onsidered at a plane front of parti
le aggregation. The stru
ture of thefront is investigated depending on parameters of the up-stream �ow and the resulting elasti
medium.



ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÉ ÊÎÍÒÀÊÒ ÒÅËÑ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÎ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÌÈ ÏÎÊ�ÛÒÈßÌÈÈ ÑÈÑÒÅÌ ÆÅÑÒÊÈÕ ØÒÀÌÏÎÂÊóðäèíà Ñ.Ï.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïðèáîðîñòðîåíèÿ è èí�îðìàòèêèÏðè âîññîçäàíèè ðåàëüíîé êàðòèíû ïðîöåññîâ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë ñ ïî-êðûòèÿìè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêèå �àêòîðû, êàê íåîäíîðîäíîñòü ïîêðûòèé è ñëîæ-íûå �îðìû êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà-÷à î âÿçêîóïðóãèõ òåëàõ ñ ïîâåðõíîñòíî íåîäíîðîäíûìè óïðóãèìè ïîêðûòèÿìè (òàêèìèïîêðûòèÿìè, íåîäíîðîäíîñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû), íà êîòîðûåäåéñòâóþò ñèñòåìû æåñòêèõ øòàìïîâ.Ââåäåíèå. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ îñíîâàíèé ñ ïîâåðõ-íîñòíî íåîäíîðîäíûìè ïîêðûòèÿìè. Ïîâåðõíîñòíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ìîæåò áûòüîáóñëîâëåíà, íàïðèìåð, îñîáåííîñòÿìè íàíåñåíèÿ ïîêðûòèÿ íà îñíîâíîé ñëîé, àòàêæå âîçíèêíóòü ïðè ïîâåðõíîñòíîé îáðàáîòêå óæå íàíåñåííûõ ïîêðûòèé (ëà-çåðíàÿ îáðàáîòêà, èîííàÿ èìïëàíòàöèÿ è ò.ä.). Îíà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ è âñëåäñòâèåèñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïðè èçãîòîâëåíèè ïîêðûòèé. Ñëåäóåò îò-ìåòèòü, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü ìîæåò îïèñûâàòüñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè è äàæåðàçðûâíûìè �óíêöèÿìè. Äëÿ óêàçàííîé çàäà÷è âûâåäåíà ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõñìåøàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà ê îäíîìó èíòåãðàëüíî-ìó óðàâíåíèþ ñ òåíçîðíûì ÿäðîì â �óíêöèîíàëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.Òàêæå âûïèñàíà ñèñòåìà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, ÿâëÿþùèõñÿ óñëîâèÿìè ðàâ-íîâåñèÿ øòàìïîâ íà îñíîâàíèè, êîòîðàÿ òàêæå ïðèâåäåíà ê îäíîìó äîïîëíèòåëü-íîìó óðàâíåíèþ. Òàê êàê ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ Ôóðüå è äðó-ãèõ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð, ìåòîäà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ) ïðèâî-äèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÂîëüòåðà, äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìóñëîâèåì ðàçâèò ïðîåêöèîííî-ñïåêòðàëüíûé ìåòîä äëÿ ñëó÷àÿ áûñòðî îñöèëëèðó-þùèõ �óíêöèé â èñõîäíûõ äàííûõ. Óêàçàíû âñå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷. Äëÿðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿ-æåíèé ïîä øòàìïàìè è îñàäîê øòàìïîâ, ïðè÷åì â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîíòàêòíûõíàïðÿæåíèé �óíêöèÿ íåîäíîðîäíîñòè ïîêðûòèÿ âûäåëåíà îòäåëüíûì ñîìíîæè-òåëåì, òî åñòü óäàëîñü íàéòè òîíêóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íà íåäå�îðìèðóåìîì æåñòêîì ïîäñòèëàþùåì îñíî-âàíèè ëåæèò îäíîðîäíûé âÿçêîóïðóãèé ñëîé ñ òîíêèì óïðóãèì ïîêðûòèåì (ðè-ñóíîê 1), æåñòêîñòü R(r) êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå ïîâåðõíîñòè, íî íåìåíÿåòñÿ ïî ãëóáèíå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æåñòêîñòü ïîêðûòèÿ ìåíüøå æåñòêîñòèíèæíåãî ñëîÿ, èëè æå îíè èìåþò îäèí ïîðÿäîê. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íàâûøåîïèñàííîå îñíîâàíèå íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ñèñòåìà æåñòêèõ îñåñèììåòðè÷-íûõ êîíöåíòðè÷åñêèõ øòàìïîâ, öåíòðû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â òî÷êå r = 0. Îáëà-ñòè êîíòàêòà øòàìïîâ ñ îñíîâàíèåì ñî âðåìåíåì íå èçìåíÿþòñÿ è ðàâíû øèðèíàìøòàìïîâ, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî áîëüøå òîëùèíû ïîêðûòèÿ.
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�èñóíîê 1 � Ìíîæåñòâåííûé îñåñèììåòðè÷íûé êîíòàêòÌîæíî ïîêàçàòü [1℄, ÷òî ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷èèìååò âèä:
qi(r, t)h

R(r)
+

2(1 − ν2
2)

H
(I − V )

n∑

j=1

∫ bj

aj

kas

(
r

H
,
ρ

H

)
qj(ρ, t)ρ dρ

E2(t− τ2)
= δi(t) − gi(r),

V f(t)=

∫ t

τ0

K(2)(t−τ2, τ−τ2)f(t) dτ, K(2)(t, τ) = E2(τ)
∂

∂τ
τ

[
1

E2(τ)
+C(2)(t, τ)

]
,

r ∈ [ai, bi] (i = 1, n), t > τ0. (1)Çäåñü qi(r, t) � êîíòàêòíîå äàâëåíèå ïîä i-ì øòàìïîì, H , ν2, E2(t), C(2)(t, τ), τ2 �òîëùèíà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, ìîäóëü óïðóãîìãíîâåííîé äå�îðìàöèè, ìåðàïîëçó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè è ìîìåíò èçãîòîâëåíèÿ íèæíåãî âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ,ñîîòâåòñòâåííî, h≪ max
j=1,n

(bj−aj) � òîëùèíà ïîêðûòèÿ, δi(t), gi(r) � îñàäêà è �îð-ìà îñíîâàíèÿ i-ãî øòàìïà, ai, bi � âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû i-ãî øòàìïà,
i = 1, n, n � êîëè÷åñòâî øòàìïîâ; I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, V � îïåðàòîðÂîëüòåðà ñ ÿäðîì ïîëçó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè K(2)(t, τ), τ0 > τ2 � ìîìåíò íà÷àëàäåéñòâèÿ øòàìïîâ íà îñíîâàíèå, kas(r, ρ) =

∫∞
0
L(u)J0(ru)J0(ρu) du � ÿäðî îñåñèì-ìåòðè÷íîé êîíòàêòíîé çàäà÷è [2℄, J0(u) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãîïîðÿäêà, à L(u) çàâèñèò îò óñëîâèé ñîåäèíåíèÿ íèæíåãî ñëîÿ ïîäñòèëàþùåãî îñ-íîâàíèÿ. Ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò äîïîëíèòü äîïîëíèòåëüíûìèóñëîâèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ óñëîâèÿìè ðàâíîâåñèÿ øòàìïîâ íà ñëîå:

∫ bi

ai

qi(ρ, t)ρ dρ = Pi(t) (i = 1, n), (2)ãäå Pi(t) � ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê i-ìó êîëüöåâîìó øòàìïó ïî åãî îñè.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ñ äîïîëíèòåëü-íûìè óñëîâèÿìè (2) ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè â íåé çàìåíó



Îñåñèììåòðè÷íûé êîíòàêò òåë ñ ïîêðûòèÿìè è ñèñòåì æåñòêèõ øòàìïîâ 43ïåðåìåííûõ ïî �îðìóëàì
r∗ =

√
r2 − a2

i

b2i − a2
i

, ρ∗ =

√
ρ2 − a2

i

b2i − a2
i

, r, ρ ∈ [ai, bi], t∗ =
t

τ0
, λ =

H

b1 − a1

,

ηj =
aj

b1 − a1

, ζj =

√
b2j − a2

j

b1 − a1

, δ∗i (t∗) =
δi(t)ζi
b1 − a1

, g∗i (t∗) =
gi(t)ζi
b1 − a1

,

q∗i (r∗, t∗) =
2qi(r, t)(1 − ν2

2)ζi
E2(t− τ2)

, P ∗i (t∗) =
Pi(t)(1 − ν2

2)ζi
πE2(t− τ2)(b2i − a2

i )
,

c∗(t∗) =
E2(t− τ2)

E0

, mi(r
∗) =

1

1 − ν2
2

E0

Ri(r)

h

2(b1 − a1)
,

G
∗
ijf(r∗, t∗) =

∫ 1

0

kij(r
∗, ρ∗)f(ρ∗, t∗)ρ∗ dρ∗, kij(r

∗, ρ∗) =
ζiζj
λ
kas

(
r

H
,
ρ

H

)
,

V
∗f(r∗, t∗) =

∫ t∗

1

K2(t∗, τ ∗)f(r∗, τ ∗) dτ ∗, K2(t
∗, τ ∗) = K(2)(t− τ2, τ − τ2)τ0.

(3)
Îïóñòèâ â ðåçóëüòèðóþùèõ âûðàæåíèÿõ çâåçäî÷êè, ïîëó÷èì:

c(t)mi(r)qi(r, t) + (I − V )

n∑

j=1

Gijqj(r, t) = δi(t) − gi(r), r ∈ [0, 1],

∫ 1

0

qi(ρ, t)ρ dρ = Pi(t), i = 1, n, t > 1,èëè, â âåêòîðíîì âèäå,
c(t)D(r)q(r, t) + (I − V )Gq(r, t) = δ(t) − g(r), r ∈ [0, 1], (4)

∫ 1

0

q(ρ, t)ρ dρ = P(t), t > 1, (5)ãäå q(r,t) = (q1(r,t), . . . , qn(r,t))T , δ(t) = (δ1(t), . . . , δn(t))T , g(r) = (g1(r), . . . , gn(r))T ,
P(t) = (P1(t), . . . , Pn(t))T � n-ìåðíûå âåêòîðû, D(r) = diagn{m1(r), . . . , mn(r)},
G = [Gij]n×n � ìàòðè÷íûé îïåðàòîð n × n, òàêîé, ÷òî G f(r) =

∫ 1

0
k(r, ρ)f(ρ)ρ dρ,

k(r, ρ) = [kij(r, ρ)]n×n. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ
Q(r, t) = D1/2(r)q(r, t), K(r, ρ) = D−1/2(r)k(r, ρ)D−1/2(ρ),

Ff(r) =

∫ 1

0

K(r, ρ)f(ρ)ρ dρ,
(6)òî óðàâíåíèÿ (4) è (5) ïðèìóò âèä

c(t)Q(r, t) + (I − V )FQ(r, t) = ∆(r, t) − G(r), r ∈ [0, 1], (7)
∫ 1

0

D−1/2(ρ)Q(ρ, t)ρ dρ = P(t), t > 1, (8)



44 Êóðäèíà Ñ.Ï.ãäå ∆(r, t) = D−1/2(r)δ(t), G(r) = D−1/2(r)g(r). Êàê ìîæíî âèäåòü, ìû ïîëó÷èëèîïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (7), êîòîðîå ïî ñâîåìó âèäó ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ óðàâ-íåíèåì (10) èç [4℄. Ïîýòîìó ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîãî áóäåò àíàëîãè÷åí, à èçìåíåíèÿáóäóò ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì ñëàãàåìîãî G(r).2. Âàðèàíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè. Íà êàæäîì øòàìïå ìîæíî çà-äàòü îäèí èç äâóõ òèïîâ óñëîâèé: îñàäêó èëè âäàâëèâàþùóþ ñèëó. Òîãäà îñåñèì-ìåòðè÷íàÿ çàäà÷à ìíîæåñòâåííîãî êîíòàêòà äîïóñêàåò òðè âàðèàíòà ïîñòàíîâêè:
• íà âñåõ øòàìïàõ çàäàíû êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ (îñàäêè);
• íà âñåõ øòàìïàõ çàäàíû êâàçèñòàòè÷åñêèå óñëîâèÿ (âäàâëèâàþùèå ñèëû);
• íà ÷àñòè øòàìïîâ çàäàíû êèíåìàòè÷åñêèå, à íà ÷àñòè êâàçèñòàòè÷åñêèå óñëîâèÿ.Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì ñ îäíîé ãðóïïîé øòàìïîâ, ïîñëåäíèé � ñäâóìÿ ãðóïïàìè.3. �åøåíèå çàäà÷è äëÿ äâóõ ãðóïï øòàìïîâ. Íàèáîëåå îáùèì ðåøåíèåìÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ äâóõ ãðóïï øòàìïîâ, òî åñòü êîãäà íà ÷àñòè øòàìïîâçàäàíû ïðèëîæåííûå ñèëû Pp(t) (p = 1, n0), à íà ÷àñòè èçâåñòíû îñàäêè δq(t)(q = n0 + 1, n). Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [3℄, ìîæíîïðèäòè ê ðåøåíèþ, èìåþùåìó âèä:
q(r, t) = D−1/2(r)Q(r, t), Q(r, t) = z(0)
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∞∑
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∞∑
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∞∑
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Kℓm
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(kℓ)
i ,

Km1m2
ij =
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0
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0
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(m1)
i (r)p
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j (ρ)rρ dr dρ, K(k)

p = K00
qpψ

(k0)
q +

∞∑

m=1

Km0
ip ψ

(km)
i ,

∆(k)(t) = −(I − V )K(k)
p z(0)

p (t) + δ(k)
q δq(t) − g(k), δ(k)

q =
√
J0,qψ

(k0)
q ,

g(k) =

∫ 1

0

G(ρ) · ϕ(k)(ρ)ρ dρ, Wkf(t) =

∫ t

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

k, ℓ = 1, 2, 3, . . . , m1, m2 = 0, 1, 2, . . . , i, j = 1, n, p = 1, n0, q = n0 + 1, n,

(9)
ãäå Rk(t, τ) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà γkK2(t, τ)/[c(t) + γk] (k = 1, 2, 3, . . .); {p(k)

i (r)} �îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà �óíêöèé (i = 1, n, k = 0, 1, 2, . . .)
p

(k)
i (r) = D−1/2(r)p
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i (r) = p
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i (r)ii, Jk,i =
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mi(ρ)
dρ,

p
∗(k)
i (r) =

1√
dk−1,idk,i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

J0,i J1,i · · · Jk,i

J1,i J2,i · · · Jk+1,i... ... . . . ...
1 r2 · · · r2k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

d−1,i = 1,

dk,i =

∣∣∣∣∣∣∣

J0,i · · · Jk,i... . . . ...
Jk,i · · · J2k,i

∣∣∣∣∣∣∣
.

(10)
Âñþäó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïî íèæíèì ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììè-ðîâàíèå ïî i, j îò 1 äî n, ïî p îò 1 äî n0, ïî q îò n0 + 1 äî n, åñëè äðóãàÿ ÷àñòü



Îñåñèììåòðè÷íûé êîíòàêò òåë ñ ïîêðûòèÿìè è ñèñòåì æåñòêèõ øòàìïîâ 45�îðìóëû íå çàâèñèò îò ýòîãî èíäåêñà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n0 = n ìû ïîëó÷èìðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ âäàâëèâàþùèõ ñèë íà âñåõ øòàìïàõ, à ïðè n0 = 0 �ðåøåíèÿ ïðè èçâåñòíûõ îñàäêàõ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó (9) è (10) ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
q(r, t) = D−1(r)F(t, r),ãäå F(t, r) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà r. Òî åñòü â ðåøåíèè âÿâíîì âèäå âûäåëåíî ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå îáðàòíîé çàâèñèìîñòüþ ñ æåñòêîñòüþïîêðûòèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ îñíîâàíèé, æåñòêîñòè ïî-êðûòèé êîòîðûõ çàäàþòñÿ áûñòðîîñöèëëèðóþùèìè è ðàçðûâíûìè �óíêöèÿìè.Êðîìå òîãî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñàäîê δp(t) (p = 1, n0)øòàìïîâ, íà êîòîðûõ çàäàíû ñèëû.Âûâîäû. Ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à îá îñåñèììåòðè÷íîì êîíòàêòå âÿçêî-óïðóãîãî òåëà ñ ïîâåðõíîñòíî íåîäíîðîäíûì óïðóãèì ïîêðûòèåì è ñèñòåìû êîëü-öåâûõ æåñòêèõ øòàìïîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä, àíà-ëîãè÷íûé òîìó, êîòîðûé áûë ïîëó÷åí äëÿ çàäà÷è îá îñåñèììåòðè÷íîì êîí�îðì-íîì êîíòàêòå [3℄, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ àíàëî-ãè÷íî. Äëÿ ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû óêàçàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè èâûïèñàíî íàèáîëåå îáùåå ðåøåíèå. Îòìå÷åíî, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ êîíòàêòíûõäàâëåíèé â ÿâíîì âèäå âûäåëåíî ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå ñ æåñòêîñòüþ ïîêðûòèÿ.Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ý��åêòèâíûå ðåøåíèÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà æåñòêîñòü ïî-êðûòèÿ îïèñûâàåòñÿ áûñòðîîñöèëëèðóþùåé èëè äàæå ðàçðûâíîé �óíêöèåé. Ýòî-ãî íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ äðóãèìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00991).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àðóòþíÿí Í.Õ., Ìàíæèðîâ À.Â. Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè ïîëçó÷åñòè. Åðåâàí:Èçä-âî ÍÀÍ �À, 1999. 318 ñ.[2℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Ìõèòàðÿí Ñ.Ì. Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ òåë ñ òîíêèìè ïîêðû-òèÿìè è ïðîñëîéêàìè. Ì.: Íàóêà, 1983. 488 ñ.[3℄ Ìàíæèðîâ À.Â., Êóðäèíà Ñ.Ï., Êóõàðñêèé Ñ. Î ñîãëàñîâàííîì êîíòàêòå øòàìïîâè òåë ñ ïîêðûòèÿìè, èìåþùèõ ñëîæíûé ïðî�èëü ïîâåðõíîñòè // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà.Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàò. Ìåõ. Èí�. 2012. Ò. 12, âûï. 4. Ñ. 80�89.Kurdina S. P. Axisymmetri
 
onta
t problem for solids with surfa
e inhomogeneous
oatings and systems of rigid pun
hes When we re
reating a real pi
ture for the pro
essesof 
onta
t intera
tion of 
oated solids, we should take into a

ount fa
tors su
h as the 
oatinginhomogeneities and 
ompli
ated shapes of 
onta
ting surfa
es. This paper investigatesaxisymmetri
 problem for vis
oelasti
 solids with surfa
e inhomogeneous elasti
 
oating (su
h
oatings, whi
h inhomogeneity depends on the radial 
oordinate) and system of rigid pun
hes.



ÁÈÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞ ÑÂßÇÈÁÈËÈÀ�ÍÎÉ ÁÎËÈ Ñ ÎÏÎ�ÎÆÍÅÍÈÅÌ ÆÅË×ÍÎ�ÎÏÓÇÛ�ßÊó÷óìîâ À. �.1, Ñàìàðöåâ Â.À.2, Íÿøèí Þ.È.1,�àâðèëîâ Â.À.2
1Ïåðìñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

2Ïåðìñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ìåäèöèíñêàÿ àêàäåìèÿÂ äàííîé ðàáîòå ñäåëàíû ïåðâûå øàãè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè îïîðîæíåíèÿ æåë÷-íîãî ïóçûðÿ, ïîçâîëÿþùåé îöåíèòü âëèÿíèå òðåõ çíà÷èìûõ �àêòîðîâ äëÿ âûÿâëåíèÿñâÿçè ñ áèëèàðíîé áîëüþ. Â õîäå ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè èñïîëüçîâàëèñüìîäåëü Ôðàíêà, òåîðèÿ ìåìáðàí è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ñîâìåñòíî ñ êëè-íè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè.1. ÊîíöåïöèÿÄëÿ îöåíêè �àêòîðîâ àêàëüêóëåçíîé áîëè â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ äâàêðèòåðèÿ: ñòåïåíü îïîðîæíåíèÿ æåë÷íîãî ïóçûðÿ (EF ) è ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèåâ ïóçûðå (pmax) (íîðìà 14,7 ìì ðò. ñò.) [4℄. Îäíàêî äàííûå êðèòåðèè íå âñåãäàîòðàæàþò èñòèííóþ êàðòèíó, ïîýòîìó àâòîðàìè áûë ïðåäëîæåí äîïîëíèòåëüíûéêðèòåðèé � íàïðÿæåíèÿ â æåë÷íîì ïóçûðå (σmax).Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà êîíöåïöèÿ ðàáîòû. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîèçâîäèòñÿ óëü-òðàçâóêîâàÿ äèàãíîñòèêà ïàöèåíòà ñ íàïîëíåííûì æåë÷íûì ïóçûðåì (ïðîèçâî-äèòñÿ èçìåðåíèå ðàçìåðîâ è îáú¼ìà æåë÷íîãî ïóçûðÿ); äàëåå ïàöèåíòà ïðîñÿòñúåñòü ÷òî-íèáóäü → ïðîèñõîäèò âûäåëåíèå ãîðìîíà õîëåöèñòîêèíèíà → ïóçûðüñæèìàåòñÿ. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïðîèçâîäÿòñÿ çàìåðû îáúåìà æåë÷íîãî ïóçûðÿ.Âû÷èñëÿåòñÿ ïåðâûé êðèòåðèé � ñòåïåíü îïîðîæíåíèÿ æåë÷íîãî ïóçûðÿ (EF ).
EF =

V0 − V30

V0
· 100% (1)ãäå V0 � îáú¼ì æåë÷íîãî ïóçûðÿ â íà÷àëå îïîðîæíåíèÿ, V30 � îáú¼ì æåë÷íîãîïóçûðÿ ÷åðåç 30 ìèíóò ïîñëå íà÷àëà îïîðîæíåíèÿ. Ïîñêîëüêó â íåêîòîðûõ ñëó-÷àÿõ îïîðîæíåíèå ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ÷åì ÷åðåç 30 ìèíóò, òî äàííûé ïàðàìåòðìîæåò áûòü ïðèíÿò çà 100%. Áîëåâîé êðèòåðèé äëÿ EF < 35% [1, 12℄.Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Ôðàíêà, ñîãëàñíî êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü çàâè-ñèìîñòè V (t) è p(t) â ðåçåðâóàðàõ ñ ïîäàòëèâûìè ñòåíêàìè. Ñîïîñòàâëÿÿ ýêñïå-ðèìåíòàëüíûå äàííûå è ìîäåëü Ôðàíêà, ìîæíî íàéòè å¼ ïàðàìåòðû. Ïîäñòàâëÿÿïàðàìåòðû ìîäåëè â çàâèñèìîñòü p(t) ìîæíî íåèíâàçèâíî in vivo îïðåäåëèòü ìàê-ñèìàëüíîå äàâëåíèå â æåë÷íîì ïóçûðå (pmax), ïîñêîëüêó íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëèñ÷èòàþò, ÷òî áèëèàðíàÿ áîëü ñâÿçàíà ñ äàâëåíèåì â æåë÷íîì ïóçûðå è æåë÷íûõïóòÿõ [6, 9�11℄.Â ðàáîòå [4℄ áûëè ïðîâåäåíû èçìåðåíèÿ áîëåâîãî ïîðîãà äëÿ 40 ïàöèåíòîâ äîè ïîñëå óäàëåíèÿ æåë÷íîãî ïóçûðÿ. Âåëè÷èíà äàâëåíèÿ ñâÿçàííàÿ ñ áîëåâûì ïî-ðîãîì âàðüèðîâàëàñü îò 14,7 äî 59 ìì ðò. ñò. Ïîñêîëüêó âûøåóêàçàííûå êðèòåðèè
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�èñóíîê 1 � Êîíöåïöèÿ ðàáîòûíå âñåãäà îêàçûâàëèñü óäà÷íûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ áèëèàðíîé áîëè, áûëî ðåøåíîèñïîëüçîâàòü íîâûé êðèòåðèé äëÿ ñâÿçè áîëåâûõ îùóùåíèé è áèîìåõàíè÷åñêèõïàðàìåòðîâ:
σmax > [σ],ãäå σmax = 200ìì ðò.ñò. ≈ 26 êÏà [8℄, [σ] � íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ñòåíêåæåë÷íîãî ïóçûðÿ.Åñëè ïðèíÿòü �îðìó æåë÷íîãî ïóçûðÿ â âèäå ýëëèïñîèäà, òî äëÿ îöåíêè íà-ïðÿæåíèé â ñòåíêå ïóçûðÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëè Ëàïëàñà, òîíêîñòåííûõîáîëî÷åê è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè. Çíàÿ çàâèñèìîñòü pmax, ìîæíî âû÷èñëèòüìàêñèìàëüíûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â æåë÷íîì ïóçûðå (σmax).Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòü âûøåóêàçàííûõ êðèòåðèåâ ñ êëèíè÷å-ñêèìè ñëó÷àÿìè.2. Ôèçèîëîãèÿ òå÷åíèÿ æåë÷èÑîãëàñíî ñîâðåìåííûì èññëåäîâàíèÿì, íàêîïëåíèå æåë÷è â ïóçûðå è åãî îïî-ðîæíåíèå � ýòî íåïðåðûâíûå ïðîöåññû [10℄. Ïðè¼ì ïèùè ïðèâîäèò ê âûäåëåíèþñïåöèàëüíîãî ãîðìîíà (õîëåöèñòîêèíèíà) [8℄, êîòîðûé ïîäà¼ò ñòèìóëèðóþùèé ñèã-íàë æåë÷íîìó ïóçûðþ äëÿ îïîðîæíåíèÿ. Ìàêñèìàëüíîå îïîðîæíåíèå ïóçûðÿ, âêîòîðîì çàäåéñòâîâàíû ýëåìåíòû íåðâíîé ñèñòåìû, ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå 90−120ìèíóò ïîñëå ïðèåìà ïèùè [11℄. Îïîðîæíåíèå æåë÷íîãî ïóçûðÿ ïðîèñõîäèò òîãäà,êîãäà óðîâåíü äàâëåíèÿ âíóòðè æåë÷íîãî ïðîòîêà (ñâÿçàííîãî ñî ñêîðîñòüþ òå-÷åíèÿ æåë÷è è âåëè÷èíîé äàâëåíèÿ ñ�èíêòåðà) ñòàíîâèòñÿ âûøå, ÷åì óðîâåíüäàâëåíèÿ â ïîëîñòè æåë÷íîãî ïóçûðÿ. Íàðóøåíèÿ ìîòîðíîé �óíêöèè æåë÷íîãîïóçûðÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ êàìíåé [3℄. Æåë÷ü âûðàáàòûâàåòñÿ ïå÷å-íüþ ïîñòîÿííî, îäíàêî â ïåðèîäû ìåæäó ïðèåìàìè ïèùè èç ïå÷åíè îíà ïîñòóïàåòâ æåë÷íûå ïðîòîêè.Íà (ðèñ. 2) ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî èçìåíåíèå äàâëåíèÿ è îáúåìà îò âðåìåíè âîâðåìÿ íàïîëíåíèÿ è îïîðîæíåíèÿ ïóçûðÿ. Â íà÷àëå �àçû íàïîëíåíèÿ ñ�èíêòåðÎääè çàêðûò, à îáúåì è äàâëåíèå â æåë÷íîì ïóçûðå íèæå áàçàëüíîãî óðîâíÿ [6℄.Ïðè ïðèåìå ïèùè õîëåöèñòîêèíèí ñòèìóëèðóåò ñîêðàùåíèå æåë÷íîãî ïóçûðÿ.Äàâëåíèå â æåë÷íîì ïóçûðå áûñòðî âîçðàñòàåò äî çíà÷åíèÿ â òî÷êå 3, ÷òî ïðåâû-øàåò äàâëåíèå â îáùåì æåë÷íîì ïðîòîêå. Â òî æå âðåìÿ, õîëåöèñòîêèíèí òàêæå



48 Êó÷óìîâ À. �., Ñàìàðöåâ Â.À., Íÿøèí Þ.È., �àâðèëîâ Â.À.äåéñòâóåò íà ñ�èíêòåð Îääè, êîòîðûé ðåëàêñèðóåò è îòêðûâàåòñÿ. Â ðåçóëüòà-òå, äàâëåíèå â îáùåì æåë÷íîì ïðîòîêå â äàëüíåéøåì ïîíèæàåòñÿ (ó÷àñòîê 3-4).Ïóçûðü ñîêðàùàåòñÿ, è æåë÷ü ïîïàäàåò â äâåíàäöàòèïåðñòíóþ êèøêó âñëåäñòâèåãðàäèåíòà äàâëåíèÿ (∆p = p − pd) (ðèñ. 2) [2℄. Â íîðìå äîëÿ âûáðîñà ñîñòàâëÿåòîêîëî 70% îò íà÷àëüíîãî îáúåìà V0. Âðåìÿ íàïîëíåíèÿ (tf ) îáû÷íî ïðèìåðíî âøåñòü ðàç áîëüøå âðåìåíè îïîðîæíåíèÿ (te). Çà ýòî âðåìÿ æåë÷íûé ïóçûðü ðàñ-ñëàáëÿåòñÿ, è âíóòðåííåå äàâëåíèå p ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì (ð = 11 ìì ðò.ñò.) [9℄; òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàïîëíåíèå æåë÷íîãî ïóçûðÿ � èçîòîíè÷å-ñêèé ïðîöåññ [11℄.

�èñóíîê 2 � Òå÷åíèå æåë÷è â äâåíàäöàòèïåðñòíóþ êòøêó âñëåäñòâèå ãàðàäèåíòà äàâëå-íèé ∆p = p− pd3. Ìîäåëü Ôðàíêà äëÿ îïèñàíèÿ �óíêöèîíèðîâàíèÿ æåë÷íîãî ïóçû-ðÿ è íàõîæäåíèå å¼ ïàðàìåòðîâ èç êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèéÑõåìà òå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 2) âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ è âçàèìî-äåéñòâèÿ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Ôðàíêà [5℄:
−dV
dt

= Q, (2)
dV = d(C · P ), (3)
Q =

p− pd

R
. (4)ãäå V � îáú¼ì æåë÷íîãî ïóçûðÿ, C � ïîäàòëèâîñòü ñòåíîê æåë÷íîãî ïóçûðÿ,

Q � ðàñõîä æåë÷è, ïîñòóïàåìîé èç æåë÷íîãî ïóçûðÿ, p � äàâëåíèå â æåë÷íîìïóçûðå, pd � äàâëåíèå â äâåíàäöàòèïåðñòíîé êèøêå (pd = 6 ìì ðò. ñò.) [8℄, R �ãèäðàâëè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå.Ïîäñòàâèâ (3) â (1) ñ ó÷åòîì (2), â ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèÿ �óíêöèè ïîäàòëèâî-ñòè ïîñòîÿííîé C = 
onst, çàâèñèìîñòü äàâëåíèé îò âðåìåíè èìååò âèä:
p = pd + (pd − pe)e

te−t
RC , (5)ãäå pe � äàâëåíèå, êîãäà ïóçûðü îïîðîæíåí (pe = 11 ìì ðò. ñò.) [7℄, te � âðåìÿîïîðîæíåíèÿ. Çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ îáú¼ìà îò âðåìåíè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (t) = B + C(pd − pe)e
te−t
RC , (6)



Áèîìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ñâÿçè áèëèàðíîé áîëè 49ãäå B = Ve −C(pd − pe). Âåëè÷èíó B ìîæíî îïðåäåëèòü èç êëèíè÷åñêèõ íàáëþäå-íèé çàâèñèìîñòè îáú¼ìà ïóçûðÿ îò âðåìåíè. Íà îñíîâàíèè êëèíè÷åñêèõ èçìåðåíèéîáúåìà æåë÷íîãî ïóçûðÿ áûëè íàéäåíû ïàðàìåòðû ìîäåëè Ôðàíêà ïî �îðìó-ëå (6); äàëåå ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì ñòðîèëàñü çàâèñèìîñòü p(t) ((5)) (ðèñ. 3).

�èñóíîê 3 � Àïïðîêñèìàöèÿ êëèíè÷åñêèõ èçìåðåíèé ìîäåëüþ Ôðàíêà (òî÷êàìè ïîêàçà-íû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ìîäåëüíàÿ çàâèñèìîñòü): à � çàâè-ñèìîñòü îáúåìà îò âðåìåíè, á � çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò âðåìåíè4. Íàõîæäåíèå íàïðÿæåíèé â ñòåíêå æåë÷íîãî ïóçûðÿÊîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü æåë÷íîãî ïóçûðÿ â �îðìå ýëëèïñîèäà áûëà ïî-ñòðîåíà â ANSYS. Ìîäóëü Þíãà ïóçûðÿ áûë âûáðàí ðàâíûì 5 · 106 Ïà [7℄, êîý�-�èöèåíò Ïóàññîíà � 0,45 [4℄. Ìîäåëü ðàçáèâàëàñü íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû Solid185(÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � 28 000).

�èñóíîê 4 � Íàïðÿæåíèÿ â æåë÷íîì ïóçûðåÊ ìîäåëè ïðèêëàäûâàëîñü ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå pmax, îïðåäåëÿåìîå èç çà-âèñèìîñòè p(t) (ñì. ðèñ. 4, á). �àñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñòåíêåïóçûðÿ ïîêàçàíî íà (ðèñ. 4).
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Î ÂËÈßÍÈÈ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ�Î ÍÀÏ�ßÆÅÍÈß ÍÀÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ Ò�ÅÙÈÍÛ Â ÑËÎÅËàïèíà Ï.À.1, ßâðóÿí Î.Â.1,2
1Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷è äëÿ îðòîòðîïíî-ãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ ñ òðåùèíîé. Ïðîàíàëèçèðîâàíîâëèÿíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà âîëíîâûå ïîëÿ è ïðîöåäóðó ðåêîíñòðóêöèèòðåùèíû.Ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò íà-ëè÷èÿ â íèõ äå�åêòîâ, ðàçâèòèå êîòîðûõ ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ �àêòîðîâ ìîæåòïðèâîäèòü ê íåîáðàòèìûì ïîñëåäñòâèÿì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèéòðåùèíû è ðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå îïàñíûìè äå�åêòàìè.Âîïðîñû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â òåëàõ ñ òðåùèíàìè èçàäà÷è èäåíòè�èêàöèè ìåñòîïîëîæåíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû,ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïðîáëåìàìè ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Â ïîñëåäíååâðåìÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå �èçè÷åñêèõ ïîëåé â òåëàõ, â êîòîðûõ èìå-þòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ.Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèéíà ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â âÿçêîóïðóãîì îðòîòðîïíîì ñëîå, îñëàáëåííîì âíóòðåííåéòðåùèíîé, à òàêæå íà ïðîöåäóðó èäåíòè�èêàöèè òðåùèíû â ñëîå.�àññìîòðèì çàäà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ îðòîòðîïíîãî âÿçêîóïðóãî-ãî ñëîÿ. Êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ àíòèïëîñêîé íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé íà ÷àñòèâåðõíåé ãðàíèöû. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé.Íèæíÿÿ ãðàíèöà æåñòêî çàùåìëåíà. Ñëîé îñëàáëåí âíóòðåííåé òóííåëüíîé òðå-ùèíîé. Òðåùèíà ìîäåëèðóåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêèé ðàçðåç, íà áåðåãàõ êîòîðîãîêîìïîíåíòà ïîëÿ ïåðåìåùåíèé òåðïèò êîíå÷íûé ñêà÷îê. Íà îñíîâå òåîðèè äèñëî-êàöèé äåéñòâèå òðåùèíû çàìåíÿåòñÿ �èêòèâíîé ìàññîâîé ñèëîé ñ íîñèòåëåì íàòðåùèíå, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû [6℄. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî â ïðîöåññå êîëåáàíèé áåðåãà òðåùèíû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîìè ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé.Âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ó÷òåíû íà îñíîâå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ â ðàìêàõ êîì-ïëåêñíûõ ìîäóëåé [5℄, ÷òî ïîçâîëÿåò, êàê è â óïðóãîé çàäà÷å, îòäåëèòü âðåìåííîéìíîæèòåëü. Â ñëîå èìåþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå îäíîðîäíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿ-æåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ìîäåëè �óçÿ [4℄.Êðàåâàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèÿõ äëÿ ñëîÿ ñ òðåùè-íîé è ïðåäâàðèòåëüíûì îäíîðîäíûì ðàñòÿãèâàþùèì íàïðÿæåíèåì íà áåñêîíå÷-íîñòè ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ ïðèíèìàåò âèä:
T2j,j + ρω2u+ f = 0, (1)
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T21 = σ21 + u,1σ

0
11; T23 = σ23, (2)

σ21 = C∗44(iω)u,1; σ23 = C∗66(iω)u,3, (3)
u|x3=0 = 0; T23|x3=h = pδ(x1 + L), (4)

T2jn
±
j |l±0 = 0, j = 1, 3, (5)Çäåñü (1) � óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, (2) � óñëîâèå, çàïèñàííîå ñîãëàñíî ìîäå-ëè �óçÿ, ñâÿçûâàþùåå ïðåäâàðèòåëüíûå è òåêóùèå íàïðÿæåíèÿ, (3) � îïðåäåëÿ-þùèå ñîîòíîøåíèÿ âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà â ðàìêàõ êîíöåïöèè êîìïëåêñíûõìîäóëåé, (4) � ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, (5) � óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé íà òðå-ùèíå, ãäå σ2j è T2j � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, σ0

11 � ïðåäâàðèòåëüíîåðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, C∗kl(iω) � êîìïîíåíòû òåíçî-ðà êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé, fi = −(C∗66(iω)n+
1 χ,1 + C∗44(iω)n+

3 χ,3)δ(ζ) � �èêòèâíûåìàññîâûå ñèëû, χ = u|l+0 − u|l−0 � �óíêöèÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû, ζ � êîîðäèíàòà,îòñ÷èòûâàåìàÿ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè l+0 , δ(ζ) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà ñíîñèòåëåì íà òðåùèíå, n±j � êîìïîíåíòû åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íîðìàëåé ê ïîâåðõ-íîñòÿì l±0 .Èñêëþ÷èâ íàïðÿæåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â ïåðåìåùåíèÿõ:
(C∗44(iω) + σ0

11)u,11 + C∗66(iω)u,33 + ρω2u+ f = 0, (6)è ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
u|x3=0 = 0; C∗66(iω)u,3|x3=h = pδ(x1 + L), (7)

((C∗44(iω) + σ0
11)u,1n

±
1 + C∗66(iω)u,3n

±
3 )|l±0 = 0, (8)Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íà-ïðÿæåíèÿ, σ0

11 ÿâëÿåòñÿ ¾ïîïðàâêîé¿ êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ.Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè òðåùèíû â ñëîå ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìåñòîïîëîæå-íèÿ è ãåîìåòðèè òðåùèíû ïî ïîëÿì ïåðåìåùåíèé, èçìåðåííûì íà ÷àñòè âåðõíåéãðàíèöû ñëîÿ [a, b]:
u(x1, h) = g(x1), x1 ∈ [a, b]. (9)�åøåíèå ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà îñíîâå ïðèíöèïà ñî-îòâåòñòâèÿ àíàëîãè÷íî [3℄. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé èìååòâèä:

um(x) = uet(x) +

∫

l+0

K(ξ, x)χ(ξ)dlξ, x ∈ S, (10)



Î âëèÿíèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ... 53ãäå uet(x) õàðàêòåðèçóåò ïîëå â ñëîå áåç òðåùèíû îò äåéñòâèÿ íàãðóçêè, à âòîðîåñëàãàåìîå � ïîëå, îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì òðåùèíû (îòðàæåííîå ïîëå).Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (8) è îñóùåñòâèâ ïàðàìåòðèçàöèþ òðåùèíû,ñ�îðìóëèðîâàíî ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ�óíêöèé ðàñêðûòèÿ òðåùèíû:
1∫

−1

G(1)(t, τ)(t− τ)−2χ(t)dt+

1∫

−1

G(2)(t, τ)χ(t)dt = F (τ), τ ∈ [−1, 1] (11)Ïåðâûé èíòåãðàë â (11) èìååò ãèïåðñèíãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü, è èíòåãðàë ïî-íèìàåòñÿ â ñìûñëå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãó-ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ïðèìåíÿåì ðåãóëÿðèçóþùóþ �îðìóëó, ïðåäëîæåííóþ â [2℄.Ïîëó÷åííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ãðàíè÷íûõýëåìåíòîâ. Îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíòû �óíêöèè ðàñêðûòèÿ òðå-ùèíû ñîñòàâëåíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñìåòîäîì êîëëîêàöèé. Êîý��èöèåíòû ñèñòåì ïîëó÷åíû â âèäå îäíîêðàòíûõ èíòå-ãðàëîâ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿëàñü ñîñòàâíàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà�àóññà âîñüìîãî ïîðÿäêà.Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçàâçÿò âÿçêîóïðóãèé îðòîòðîïíûé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èç ýïîêñèäíîé ñìîëû ñ 60-ïðîöåíòíûì ñîäåðæàíèåì ïðîäîëüíûõ âîëîêîí èç ãðà�èòà, îïèñàííûé â [7℄.Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå äèñïåðñèîííûõ ìíîæåñòâ äëÿ ñëîÿ áåçïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî-íàïðÿæåííîãî ñëîÿ. Âåëè÷è-íà ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì áåçðàçìåðíûì ïàðà-ìåòðîì r =
σ0
11

C∗
44(0)

. Äëÿ äàííîãî ãðà�èêà r = 0.078. Ïðè r << 0.05 âåòâè äèñïåðñè-îííûõ ìíîæåñòâ ðàçëè÷àþòñÿ ñëàáî.×èñëåííûé àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé íàëîííîé òðåùèíû, êîòîðàÿïàðàìåòðèçîâàíà ÷åòûðüìÿ èíâàðèàíòíûìè ïàðàìåòðàìè: äëèíà l, óãîë íàêëîíàê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé îñè θ, ðàññòîÿíèå d îò ñðåäíåéòî÷êè äî íèæíåé ãðàíèöû è ðàññòîÿíèå L îò ñðåäíåé òî÷êè äî òî÷êè ïðèëîæåíèÿíàãðóçêè âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè.Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ïîëÿ ïåðåìåùåíèé äëÿ ñëîÿ áåç ïðåäâàðèòåëüíûõíàïðÿæåíèé è äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî-íàïðÿæåííîãî ñëîÿ, ãäå r = 0.0156. Ïàðàìåòðûòðåùèíû âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: l = 0.2h, θ = 65⋄, d = 0.5h, L = 2.1h.Áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà k0 = 4 (k0 =
√

ρ
C∗

44(0)
ωh).�åøåíèå çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ òðåùèíû ïî èçâåñòíûì íà ÷àñòèâåðõíåé ãðàíèöû ïîëÿì ïåðåìåùåíèé ñâåäåíî ê ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿç-êè. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëåíà ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì [3℄.Íèæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå âõîäíîé èí-�îðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðÿ-ìîé çàäà÷è ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü âóñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ïðè ðàñ÷åòàõ âûáèðàëîñü 10òî÷åê çîíäèðîâàíèÿ. Ïàðàìåòðû òðåùèíû è ÷àñòîòà âûáðàíû òàê æå, êàê è íàðèñóíêå 2. Îáëàñòü ïîèñêà áûëà âûáðàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0.1h < l < 0.3h;

55⋄ < θ < 115⋄; 2h < L < 2.3h; 0.3h < d < 0.7h. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè
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�èñóíîê 1 � äèñïåðñèîííûå ìíîæåñòâà

�èñóíîê 2 � ïîëÿ ïåðåìåùåíèéîïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû (â ïðîöåíòàõ) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïðåäâàðè-òåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ïîäõîäà ïðèèäåíòè�èêàöèè òðåùèíû äëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ r << 0.001.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 13-01-00196,�213.01-24/2013-74, �ÔÔÈ �12-01-31501 ìîë_à.



Î âëèÿíèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ... 55Òàáëèöà 1 � îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû
r 0 0.000156 0.00156 0.0156 0.156
εl 6 12.5 19 12.5 20
εθ 1 5 7 36 53
εd 0.5 0.5 1 1 1
εL 10 15 15 10 19
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ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÛÅ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎËÍÛÂ ÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�ÎÉÏ�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÉ Ñ�ÅÄÅËåâè �.Þ.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåðìîóïðóãèõ âîëí ðàññìàòðè-âàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçàííàÿ çàäà÷à î âîçáóæäåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ïî-âåðõíîñòè ïðåäíàïðÿæåííîãî òåðìîóïðóãîãî òåëà. Êîëåáàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîä äåé-ñòâèåì ðàñïðåäåëåííîãî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû îñöèëëèðóþùåãîòåïëîâîãî ïîòîêà. Ïîâåðõíîñòü òåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿ-æåíèé, âíå îáëàñòè íàãðóçêè � òåïëîèçîëèðîâàííîé. Íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèåïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì, ñîçäàåòñÿ çà ñ÷åò ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ âîçäåéñòâèé.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèè ñëîÿ ïîä äåéñòâèåì çà-äàííîé íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû òåïëîâîé íàãðóçêè. Èçó÷åíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí íàïîâåðõíîñòè òåðìîóïðóãîé ñðåäû.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. �àññìîòðèì òåðìîóïðóãîå òåëî, ïîäâåðã-íóòîå äåéñòâèþ îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ìåõàíè÷å-ñêîé íàãðóçêîé è òåìïåðàòóðíûì âîçäåéñòâèåì. Êîëåáàíèÿ u = {u1, u2, u3, u4}({u1, u2, u3} � êîìïîíåíòû âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé, u4 � òåìïåðàòóðà)îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè Ω = {|x1| 6 1, |x2| 6 ∞}íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû îñöèëëèðóþùåé òåïëîâîé íàãðóçêè
q4(x1, x2, t) = q40(x1, x2)e

−iω t,ãäå q40 = −K33
∂u4

∂ x3
� îðèåíòèðîâàííàÿ ïî íîðìàëè êîìïîíåíòà òåïëîâîãî ïîòîêà.Ïîâåðõíîñòü òåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, âíåîáëàñòè íàãðóçêè � òåïëîèçîëèðîâàííîé.Â îáùåì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ ïðåäíàïðÿæåííîé òåðìîóïðóãîé ñðåäû îïèñûâàþò-ñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè [1℄, [3�7℄:

θij,j = ρ
∂2ui

∂t2
, θij = c∗ijkluk,l − β∗iju4, (1)

Kiku4,ik = κ
∂u4

∂ t
+ θ1β

∗
ik

∂uk,i

∂ t
, κ = cερ0

θ1
θ0
. (2)Ïîëàãàåì, ÷òî òåðìîóïðóãîå òåëî ïðåäâàðèòåëüíî íàãðåòî äî òåìïåðàòóðû

θ1 = const è ïîäâåðãíóòî äåéñòâèþ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ïðèâîäÿòê îäíîðîäíîé íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè âèäà: R = λ · r, Λ =
3∑

k=1

νkikik.



Ïîâåðõíîñòíûå àêóñòè÷åñêèå âîëíû â òåðìîóïðóãîé ... 57Ó÷àñòâóþùèå â óðàâíåíèÿõ (1), (2) êîíñòàíòû ñðåäû ïðè îäíîðîäíîé íà÷àëü-íîé äå�îðìàöèè è ïðåäíàãðåâå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:
c∗ijkl =

3∑

m=1

δkj

2
cilmm

(
ν2

m − 1
)

+ cijklνjνk − (θ1 − θ0) βilδkj, (3)
β∗ij = νjβij . (4)Â �îðìóëàõ (3), (4) ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì îòñóòñòâóåò.Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ [2℄, [4, 5℄:

x′i = xi · ω∗/VL, t′ = ω∗t, VL =
√
c1111/ρ0 , u′i = ui · ρ0/ω

∗VLβ11θ0, i = 1 − 3,

u′4 = u4/θ0, c′ijkl = cijkl/c1111, β ′ij = βij/β11,

K ′ij = Kij/K11, ω′ = ω/ω∗ , ω∗ = cεc1111/K11.Â �îðìóëàõ (1)�(4) cijkl, Kij, αij , βkl = αijcijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ óïðóãèõïîñòîÿííûõ, êîý��èöèåíòîâ óäåëüíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ,òåðìîóïðóãîñòè, ρ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè, cε � óäåëü-íàÿ òåïëîåìêîñòü, θ0 è θ1 � ñîîòâåòñòâåííî òåìïåðàòóðà òåëà â íåäå�îðìèðîâàí-íîì è íà÷àëüíîì äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, νk = 1 + δk, ãäå δk (k = 1, 2, 3) �îòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ âîëîêîí.Êîëåáàíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïðîèñõîäÿùèìè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, ïî-ýòîìó âñå �óíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå: f = f0e
−iω t. �àññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà-÷ó, ò. å. u2 ≡ 0, è âñå îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

f = f(x1, x3),
∂

∂x2
f ≡ 0.Äàëåå íóëè â èíäåêñàõ, ýêñïîíåíòû è øòðèõè îïóùåíû.�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñëîé, çàíèìà-þùèé îáëàñòü |x1| , |x2 | 6 ∞, 0 6 x3 6 h. Íà åãî íèæíåé ãðàíè ïðåäïîëàãàþòñÿóñëîâèÿ æåñòêîãî ñöåïëåíèÿ ñ íåäå�îðìèðóåìûì îñíîâàíèåì è òåïëîèçîëÿöèè:

x3 = h :

θ31 = 0, (5)
θ33 = 0, (6)

u4,3 =





− q4
K33

, x1 ∈ Ω

0, x1 /∈ Ω

(7)
x3 = 0 :

u1 = u3 = 0, (8)
q4 = 0. (9)2. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1), òåïëîïðîâîäíîñòè (2) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì



58 Ëåâè �.Þ.(5)�(9) ïî êîîðäèíàòå x1 èõ ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:
U1(α, x3, ω) = −iα

3∑
k=1

f1k (Ckshσkx3 + Ck+3chσkx3) ,

U3(α, x3, ω) =
3∑

k=1

f3k (Ckchσkx3 + Ck+3shσkx3) ,

U4(α, x3, ω) =
3∑

k=1

f4k (Ckshσkx3 + Ck+3chσkx3) .

(10)
Â (10) σk íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α è ω èç õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ Ck ïîäñòàâèì ïðåä-ñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (10) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5)�(9) è ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

LC = Q, (11)ãäå Q = {0, 0, Q4, 0, 0, 0}, Q4 � îáðàç Ôóðüå q4.Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàäà÷è: det L = 0.Íàéäÿ Ck èç (11), ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1),(2),(5)�(9) ìîæåì ïðåäñòàâèòü ââèäå [4, 5℄:
u (x1, x3) =

1

2π

∫

Γ

k (x1 − ξ, x3, ω) q (ξ) dξ, (12)
k (s, x3, ω) =

∫

Γ

K (α1, x3, ω) e−iα1 sdα1. (13)Çäåñü K (α1, x3, ω) � ìàòðèöà-�óíêöèÿ �ðèíà ñðåäû.3. Èññëåäîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí ïðåäíàïðÿæåííî-ãî òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ.Ïðåäñòàâëåíèÿ (12) è (13) îïèñûâàþò ïåðåìåùåíèÿ è òåìïåðàòóðó â ïðîèç-âîëüíîé òî÷êå ñðåäû è ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ïîëíîå èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãîïðîöåññà â òåðìîóïðóãîé ñðåäå. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èññëåäîâàòü ïîâåðõíîñòíîåâîëíîâîå ïîëå. �àññìîòðèì çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñëîÿ ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîãîïîòîêà q40 = const.Äëÿ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé âûáðàí ñåëåíèä êàäìèÿ, ìàòåðèàë êëàññà 6 ìì,îïèñàííûé â [2℄. Íèæå ïðèâåäåíû åãî �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè:
c11 = 7.41·1010 Í/ì2, c12 = 4.52·1010 Í/ì2, c13 = 3.93·1010 Í/ì2,
c33 = 8.36·1010 Í/ì2, c44= 1.32·1010 Í/ì2, Q11 = 0.621·106 Í/◦Ê/ì2,
Q33 = 0.551·106 Í/◦Ê/ì2, cε = 260 Äæ/êã/◦Ê, K11= K33= 9 Âò/ì/◦Ê,
ρ0 = 5504 êã/ì3, θ0 = 280◦Ê.Íà ðèñóíêàõ 1�3 ïðèâåäåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ðàçëè÷íûõðåæèìîâ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ðàñïðåäåëåíèå âåðòèêàëüíîé êîìïî-íåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ ïðè ÷àñòîòå ω = 0.5.Ââåäåíî îáîçíà÷åíèå dθ = (θ1 − θ0) /θ0.



Ïîâåðõíîñòíûå àêóñòè÷åñêèå âîëíû â òåðìîóïðóãîé ... 59Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû ýïþðû ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåíåííîé âåðòèêàëüíîé êîì-ïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ ξσ = (u3σ−u3) ·102 íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ â ñëó÷àå, êîãäàïðåäâàðèòåëüíîå òåïëîâîå âîçäåéñòâèå îòñóòñòâóåò, ñðåäà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâè-åì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàñòÿæåíèÿ ν = 1.005 (ëèíèÿ 1) è ñæàòèÿ ν = 0.995 (ëèíèÿ2). Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåíåííîé âåðòèêàëüíîéêîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ ξτ = (u3τ − u3) · 102 â ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóþòíà÷àëüíûå ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ, ñðåäà ïîä äåéñòâèåì ïðåäâàðèòåëüíîãî íà-ãðåâà dθ = 0.01 (ëèíèÿ 3) è îõëàæäåíèÿ dθ = −0.01 (ëèíèÿ 4). Íà ðèñóíêå 3 �
ξστ = (u3στ − u3) · 102 ñðåäà ïîä äåéñòâèåì ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðåâà dθ = 0.01 èãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàñòÿæåíèÿ ν = 1.005 (ëèíèÿ 1) è ñæàòèÿ ν = 0.995 (ëèíèÿ 2).Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû âåùåñòâåííûå ÷àñòè, ïðåðûâèñòûìè � ìíèìûå.Èç ðèñóíêîâ 1, 2, 3 ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå äå�îðìàöèè è ïðåä-âàðèòåëüíûå òåìïåðàòóðíûå âîçäåéñòâèÿ çíà÷èòåëüíî âëèÿþò íà âåðòèêàëüíóþêîìïîíåíòó âåêòîðà ïîâåðõíîñòíîé âîëíû ñðåäû. Ïðè÷åì ñî÷åòàíèåì ñæàòèÿ èíàãðåâà ìîæíî óñèëèòü äåéñòâèå òåïëîâîãî ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòè, à ðàñòÿæåíèÿè íàãðåâà � îñëàáèòü.
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ÂÎËÍÛ �ÓËßÅÂÀ�ÁËÞØÒÅÉÍÀ Â Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎÍÀÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÌÀ�ÍÈÒÎÓÏ�Ó�ÈÕ Ñ�ÅÄÀÕËåâè Ì.Î., Ìèõàéëîâà È.Á.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõêîëåáàíèÿõ ìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû ñîñòîÿùåé èç ñëîÿ è ïîäñòèëàþùåãî åãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà. Êîëåáàíèÿ ñðåäû îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì îñöèëëèðóþùåé íà åå ïî-âåðõíîñòè íàãðóçêè ïðîèçâîëüíîãî âèäà. Ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàãíèòîóïðóãèéñëîé òîëùèíû h, æåñòêî ñöåïëåííûé ìàãíèòîóïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì: |x1| , |x3 | 6

∞; −∞ 6 x2 6 h, u1 = u2 = 0, ∂
∂x3

= 0, un = un(x1, x2); Ïîëó÷åíà è èññëåäîâàíà�óíêöèÿ ìàãíèòîóïðóãîé �ðèíà ñðåäû.1. Ââåäåíèå. Âîëíû �óëÿåâà�Áëþøòåéíà íàøëè áîëüøîå ïðèìåíåíèå â àêó-ñòîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ îáðàáîòêè è ãåíåðàöèè ñèãíàëîâ. Èõ âûñîêàÿ ãëóáè-íà ïðîíèêíîâåíèÿ è îñîáîå óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ ïîçâîëèëî ñîçäàâàòü ïðèáîðûñ íîâûìè êà÷åñòâàìè. Êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò âîçíèêíîâåíèå ÏÀÂ�óëÿåâà�Áëþøòåéíà íà ãðàíèöå ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû ñ âàêóóìîì. Â [1℄ ðàññìàò-ðèâàëèñü âîëíû â ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãèõ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèà-ëàõ áåç íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. Â [2℄ ðàññìàòðèâàëèñü äèñïåðñèîííûå îñîáåííî-ñòè â ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäå ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Â äàííîé ðàáîòå ïîêà-çàíà âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàãíè-òîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Èññëåäóþòñÿ âëèÿíèå ñëàáîé íåîäíîðîäíîñòè âûçâàííîéíà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè íà âîëíó �óëÿåâà�Áëþøòåéíà.2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû. Êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëå-áàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîéëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ìàãíèòîñòàòèêè [3℄:
∇ · Θ(n) = ρ(n)∂

2u(n)

∂t2
(1)

∇ · B(n) = 0 (2)Çäåñü ρ(n) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëîâ ñëîÿ (n=1) è ïîëóïðîñòðàíñòâà (n=2),
u(n) =

{
u

(n)
1 , u

(n)
2 , u

(n)
3 , u

(n)
4

} � ðàñøèðåííûé âåêòîð ñìåùåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êèñðåäû (u(n)
4 � ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå). Θ(n) è B(n) � ëèíåàðèçîâàííûåòåíçîð íàïðÿæåíèé è âåêòîð èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû,êîìïîíåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:

θ
(n)
lk =

3∑
s=1

3∑
p=1

c
(n)∗
lkspu

(n)
s,p +

3∑
p=1

f
(n)∗
lkp u

(n)
4,p ,

b
(n)
l =

3∑
s=1

3∑
p=1

f
(n)∗
lsp u

(n)
s,p −

3∑
p=1

µ
(n)∗
lp u

(n)
4,p .

(3)
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lkspè f

(n)∗
lkp � óïðóãèå è ïüåçîìàãíèòíûå êîíñòàíòû, µ(n)∗

lp � êîíñòàíòû ìàã-íèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ñëîÿ (n=1) èëè ïîëóïðîñòðàíñòâà (n=2) â íà÷àëüíî-äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, µ0 � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà. Ïîñêîëüêóêîëåáàíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ óñòàíîâèâøèìèñÿ, ïðîèñõîäÿùèìè ïî ãàðìîíè÷åñêî-ìó çàêîíó, âñå �óíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå F = F0e
−iω′ t′ . Äàëåå ýêñïîíåíòûè øòðèõè îïóùåíû. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì:, f ′

lkp = flkp · kf/c44,
µ

′

lp = µlp · k2
f/c44, ω′

= ωh/Vsf , kf = 107ì/À. Çäåñü Vsf � ñêîðîñòü ñäâèãîâîé âîëíûâ ìàãíèòîóïðóãîé ñðåäå, kf � îáåçðàçìåðèâàþùàÿ êîíñòàíòà. Âñå óïðóãèå êîí-ñòàíòû îòíåñåíû ê c44ïîëóïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûå ïàðàìåòðû îòíåñåíû ê õàðàê-òåðíîìó ðàçìåðó ñëîÿ, ïëîòíîñòü � ê õàðàêòåðíîé ïëîòíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà.3. Êðàåâàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ.�àññìîòðèì êîëåáàíèÿ ñðåäû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
u

(n)
1 = u

(n)
2 = 0, ∂

∂x3
= 0,

u
(n)
k = u

(n)
k (x1, x2) , u

(n)
3 = 0, k = 3, 4, n = 0, 1, 2

(4)Âíîñÿ �îðìóëû (4) â óðàâíåíèÿ (3), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñäâèãîâûõ êîëåáàíèéïðåäíàïðÿæåííîé ìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû
c
(n)∗
1331u

(n)
3,11 + c

(n)∗
2332u

(n)
3,22 + f

(n)∗
231 u

(n)
4,11 + f

(n)∗
232 u

(n)
4,22 = ρ(n) ∂2u

(n)
3

∂t2
,

f
(n)∗
231 u

(n)
3,11 + f

(n)∗
232 u

(n)
3,22 − µ

(n)∗
11 u

(n)
4,11 − µ

(n)∗
22 u

(n)
4,22 = 0.

(5)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ âàêóóìà x2 > h

u
(n)
4,11 + u

(n)
4,22 = 0 (6)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïðèìóò âèä:

θ
(2)
23 = θ

(1)
23 , u

(2)
3 = u

(1)
3 , b

(2)
2 = b

(1)
2 , u

(2)
4 = u

(1)
4 (7)Íà ãðàíèöå ñ âàêóóìîì â ñëó÷àå ìàãíèòî-îòêðûòîé çàäà÷è:

x2 = h : θ
(1)
23 = 0, b

(1)
2 = b

(0)
2 , u

(1)
4 = u

(0)
4 (8)Íà ãðàíèöå ñ âàêóóìîì â ñëó÷àå ìàãíèòî-çàêðûòîé çàäà÷è:

x2 = h : θ
(1)
23 = 0, u

(1)
4 = u

(0)
4 (9)Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â êîìïîíåíòíîé �îðìå: x2 = h: Ìàãíèòî�îòêðûòàÿ çàäà÷à:

c
(1)∗
2332 · u

(1)
3,2 + f

(1)∗
232 · u(1)

4,2 = 0, f
(1)∗
232 · u(1)

3,2 − µ
(1)∗
22 · u(1)

4,2 = −µ0 · u(0)
4,2,

u
(0)
4 = u

(1)
4 .

(10)Ìàãíèòî�çàêðûòàÿ çàäà÷à:
c
(1)∗
2332 · u

(1)
3,2 + f

(1)∗
232 · u(1)

4,2 = 0,

u
(0)
4 = 0.

(11)
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x2 = 0 :

c
(2)∗
2332 · u

(2)
3,2 + f

(2)∗
232 · u(2)

4,2 = c
(1)∗
2332 · u

(1)
3,2 + f

(1)∗
232 · u(1)

4,2; u
(2)
3 = u

(1)
3 ;

f
(2)∗
232 · u(2)

3,2 − µ
(2)∗
22 · u(2)

4,2 = f
(1)∗
232 · u(1)

3,2 − µ
(1)∗
22 · u(1)

4,2; u
(2)
4 = u

(1)
4 .

(12)�åøåíèÿ íàøåé êðàåâîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå (p = 3, 4):
0 < x2 6 h : U (1)

p (α, x2) =
2∑

k=1

y
(1)
pk [c

(1)
k chσ

(1)
k x2 + c

(1)
k+2shσ

(1)
k x2]. (13)

x2 > h : U
(0)
4 (α, x2) = c

(0)
1 exp(−αx2) (14)

x2 6 0 : U (1)
p (α, x2) =

2∑

k=1

y
(2)
pk [c

(2)
k exp(σ

(2)
k x2)]; (15)Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì ∂2U

∂x2
2

= σ2U äëÿ ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâàáóäåò èìåòü âèä:
∣∣∣∣∣∣

−c(n)∗
1331α

(n)
i

2
+ c

(n)∗
2332σ

(n)
i

2
+ ρ(n)ω2 −f (n)∗

231 α
(n)
i

2
+ f

(n)∗
232 σ

(n)
i

2

−f (n)∗
231 α

(n)
i

2
+ f

(n)∗
232 σ

(n)
i

2
µ

(n)∗
11 α

(n)
i

2 − µ
(n)∗
22 σ

(n)
i

2

∣∣∣∣∣∣
= 0. (16)Íåèçâåñòíûå ypk(k=1,2; p=3,4) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû:





(c
(n)∗
1331α

(n)
i

2
+ c

(n)∗
2332σ

(n)
i

2
+ ρ(n)ω2)y

(n)
3k + (−f (n)∗

231 α
(n)
i

2
+ f

(n)∗
232 σ

(n)
i

2
)y

(n)
4k = 0,

(−f (n)∗
231 α

(n)
i

2
+ f

(n)∗
232 σ

(n)
i

2
)y

(n)
3k + (µ

(n)∗
11 α

(n)
i

2
− µ

(n)∗
22 σ

(n)
i

2
)y

(n)
4k = 0.

(17)Äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ c(n)
k ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-íèÿ (13)�(15) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7)�(12). Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

A · C = Q, (18)ãäå C =
{
c
(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , c

(1)
4 , c

(2)
1 , c

(2)
2 , c

(0)
1

} � èñêîìûå êîý��èöèåíòû,
Q = {Q3, Q4, Q5, 0, 0, 0} � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàãðóçêè.Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàäà÷è èìååò âèä:

det(A) = 0. (19)4. Íà÷àëüíî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòî-ÿíèå â n�îé ñëîå, âõîäÿùåì â ñòðóêòóðó ñðåäû, îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîì Êèðõãî�à,êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ïðåäïîëîæåíèé îá îäíîðîä-íîñòè íà÷àëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé ïðèíèìàþò âèä:
P

(n)
11 = c

(n)
1111S

(n)
11 + c

(n)
1122S22 + c

(n)
1133S33 − f

(n)
311Y

(n)
3 ,

P
(n)
22 = c

(n)
1122S11 + c

(n)
2222S22 + c

(n)
2233S33 − f

(n)
311Y

(n)
3 ,

P
(n)
33 = c

(n)
3311S

(n)
11 + c

(n)
2233S22 + c

(n)
3333S33 − f

(n)
333Y

(n)
3 ,

b
(n)
3 = f

(n)
311S

(n)
11 + f

(n)
311S

(n)
22 + f

(n)
333S

(n)
33 + µ

(n)
33 Y

(n)
3 .

(20)
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(n)
3 ,b(n)

k � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è âåêòî-ðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè â íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ îïðå-äåëåíèÿ êîíêðåòíîãî âèäà íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äîñòàòî÷íî çà-äàòü ëþáûå ÷åòûðå âåëè÷èíû, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû áóäóò íàéäåíû èç óðàâíåíèé(20). Êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè Êîøè â íà÷àëüíî äå�îðìèðîâàííîé êîí-�èãóðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì: S(n)
ij = 1/2δij

(
ν

(n)
i

2 − 1
), êîý��èöèåíòû

c
(n)∗
lksp, f (n)∗

lsp è µ(n)∗
lp ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî �îðìóëàì [3℄ : c(n)∗

lksp = P
(n)
lk δks + ν

(n)
k ν

(n)
s c

(n)
lksp,

f
(n)∗
lsp = ν

(n)
s f

(n)
lsp , µ(n)∗

lp = µ0ν
(n)
1 ν

(n)
2 ν

(n)
3 ν

(n)
l

−2
δlp + β

(n)
lp . Çäåñü β(n)

kp � êîíñòàíòû ìàã-íèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè, ñâÿçàííûå ñ êîíñòàíòàìè ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ñî-îòíîøåíèÿìè µ(n)
kp = µ0δkp + β

(n)
kp .Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå âèäû íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû:1. îäíîîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå: 1×1: ν1=ν, P11=P, P22=P33=0; 1×2: ν2=ν,

P22=P, P11=P33=0; 1×3: ν3=ν, P33=P, P11=P22=0;2. äâóîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå: 2×1: ν1=ν, P11=0, P22=P33=P 2×2: ν2=ν,
P22=0, P11=P33=P 2×3: ν3=ν, P33=0, P22=P11=P3. ãèäðîñòàòè÷åñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå 3×3: ν1=ν2=ν3=ν, P11=P22= P33=P ;5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Íèæå ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè �àçîâûõ ñêîðîñòåéäëÿ ñðåäû ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ ñëîé æåñòêî ñöåïëåííûé ñ ïîäñòèëàþùèì åãîïîëóïðîñòðàíñòâîì. Ìàòåðèàë ñðåäû � CoFe2O4.
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�èñóíîê 1

Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû �àçî-âûå ñêîðîñòè âîëíû �-Á ïðè íà÷àëü-íî äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ñëîÿ(υ=1.01), íà ðèñóíêå 2 ïðè ÍÄÑ ïîëó-ïðîñòðàíñòâà (υ=0.99) äëÿ ðàçíûõ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé è îñåâîì ðåæèìè äå-�îðìàöèè 1×2. Â ýòîì ðåæèìå íàáëþ-äàþòñÿ íàèáîëüøèå îòêëîíåíèÿ �àçî-âûõ ñêîðîñòåé îò áåçíàïðÿæåííîãî ñëó-÷àÿ. Èç ãðà�èêîâ �àçîâûõ ñêîðîñòåéâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ìàãíèòî�çàêðûòîéçàäà÷è èìååò ìåñòî óìåíüøåíèå �àçî-âîé ñêîðîñòè äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåííûõðåæèìîâ îñåâîé äå�îðìàöèè.Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíû ñêîðîñòè ïðè ÍÄÑ ñëîÿ (υ=1.01) è ïîëóïðîñòðàí-ñòâà (υ=0.99) â ðåæèìå 2 × 2 îñåâîé äå�îðìàöèè ñðåäû. Èç ãðà�èêà âèäíî, ÷òîíàèáîëüøåå èçìåíåíèå ñêîðîñòåé äîñòèãàåòñÿ â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè, ñ ðîñòîì÷àñòîòû ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ìîäû. Â ñëó÷àå ìàãíèòî-çàêðûòîé çàäà÷è�àçîâûå ñêîðîñòè âîëíû óìåíüøàþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàãíèòî-îòêðûòîé. �àç-íèöà ñêîðîñòåé ìàêñèìàëüíà äëÿ ïåðâîé ìîäû è óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèèáåçìåðíîé ÷àñòîòû κ.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÎÁÎËÎ×ÅÊ Â�ÀÙÅÍÈß, ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕ ÒÅÊÓÙÓÞÆÈÄÊÎÑÒÜËåêîìöåâ Ñ.Â., Áî÷êàð¼â Ñ.À., Ìàòâååíêî Â.Ï.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, Ïåðìü�àáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó àíàëèçó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè öè-ëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ íåïîäâèæíîé èëè òåêó-ùåé ñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòüþ, ñ ó÷¼òîì âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèëîâûõ �àêòîðîâ,äåéñòâóþùèõ íà óïðóãóþ êîíñòðóêöèþ. �åøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâóìåðíîé(îñåñèììåòðè÷íîé) è òð¼õìåðíîé ïîñòàíîâêàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ. Íà ïðèìåðå êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðîäåìîíñòðèðîâàíà òîæäå-ñòâåííîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ðàçíûõ ïîäõîäîâ. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðà-öèè âîçìîæíîñòåé ïðîñòðàíñòâåííîé ðåàëèçàöèè çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå ãèä-ðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê.1. Ââåäåíèå. Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé âçàèìîäåéñòâèå öèëèí-äðè÷åñêîé, ãëàâíûì îáðàçîì êðóãîâîé, îáîëî÷êè ñ æèäêîñòüþ èçó÷àåòñÿ èíòåíñèâ-íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Íåêîòîðûå ðàáîòû âûïîëíåíû ñ ïðèìå-íåíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èëè ñìåøàííîãî ïîäõîäà, ãäå ïåðåìå-ùåíèÿ êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ),òîãäà êàê äëÿ æèäêîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.Êðàòêèé îáçîð ñòàòåé ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëåííûìè ðåàëèçàöèÿìè ïðèâåä¼í â [1℄. Çàèñêëþ÷åíèåì ðàáîòû [2℄, ïðåäñòàâëåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè. Áîëü-øèíñòâî èç íèõ çàïèñàíî â ðàìêàõ îñåñèììåòðè÷íûõ ïîñòàíîâîê, ÷òî îãðàíè÷èâà-åò êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ òåëàìè âðàùåíèÿ. �åàëüíûå êîíñòðóêöèè, õîòÿ÷àñòî è ÿâëÿþòñÿ îñåñèììåòðè÷íûìè, ïîäâåðãàþòñÿ âîçäåéñòâèþ òð¼õìåðíûõ íà-ãðóçîê, ïîýòîìó ïðè âçàèìîäåéñòâèè îáîëî÷êè ñ æèäêîñòüþ, ìîãóò íàáëþäàòüñÿðàçëè÷íûå òèïû ïðîñòðàíñòâåííûõ êîëåáàíèé è íåóñòîé÷èâîñòè. Àíàëèòè÷åñêèåðåøåíèÿ äëÿ òàêèõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî ñëîæíû è âåñüìà îãðàíè÷åíû. Â äàííîéðàáîòå óñòîé÷èâîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ñîäåðæàùèõ òåêóùóþ æèäêîñòü,èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îñåñèììåòðè÷íîé è òð¼õìåðíîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðåà-ëèçàöèé. Ïðè àíàëîãè÷íûõ ïîäõîäàõ ê îïèñàíèþ æèäêîñòè ïðîäåìîíñòðèðîâàíàòîæäåñòâåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ðàçìå-ðîâ, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïàðàìåòðîâ âíåøíåé íàãðóçêè. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðà-öèè âîçìîæíîñòåé ïðîñòðàíñòâåííîé ðåàëèçàöèè çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâà-íèå âëèÿíèÿ óðîâíÿ çàïîëíåíèÿ æèäêîñòè íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, �îðìû êîëå-áàíèé è óñòîé÷èâîñòü òîíêîñòåííûõ êðóãîâûõ è ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðè÷åñêèõîáîëî÷åê.2. �àçðåøàþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. �àññìàòðè-âàåòñÿ òîíêîñòåííàÿ èçîòðîïíàÿ îáîëî÷êà äëèíîé L ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ, âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñ óñòàíîâèâøèìñÿ âíóòðåííèì ïîòîêîì èäåàëüíîéñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äå�îðìàöèè, âîçíèêàþùèå â îáîëî÷êå â ðåçóëüòàòå ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè. Âëèÿíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ 67äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå êîíñòðóêöèé, ÷àñòè÷íîçàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ, íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü â ðàìêàõ ïîòåí-öèàëüíîé òåîðèè îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ óñëîâè-åì íåïðîíèöàåìîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðåîáðàçóþòñÿñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áóáíîâà��àë¼ðêèíà [3℄. Äå�îðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ â ðàìêàõòåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãî�à�Ëÿâà èëè óðàâíåíèé òåîðèèóïðóãîñòè. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîé ðåàëèçàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèâîëè-íåéíàÿ ïîâåðõíîñòü êîíñòðóêöèè äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîäåëèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþïëîñêèõ ÷åòûð¼õóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äè-íàìèêè îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé,ó÷èòûâàþùèé ðàáîòó ñèë èíåðöèè, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íàñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè, è ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæ¼ííîå íåäå�îðìèðîâàííîå ñî-ñòîÿíèå, âûçâàííîå âëèÿíèåì ðàçëè÷íûõ ñèëîâûõ �àêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà îáî-ëî÷êó.Ïðîöåäóðà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâÿçàííóþ ñèñòå-ìó äâóõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ â ìàòðè÷íîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì
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]
.Çäåñü: Ks, Kf � ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè îáîëî÷êè è æèäêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî; Ms,

Mf � ìàòðèöû ìàññ; Kg � ìàòðèöà ãåîìåòðè÷åñêîé æåñòêîñòè; Cs, Cf � ìàòðèöûñâÿçè îáîëî÷êè è æèäêîñòè; Cc
f � ìàòðèöà âëèÿíèÿ ñèë Êîðèîëèñà â æèäêîñòè;

As, Af � ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè, îáóñëîâëåííûå âçàèìîäåéñòâèåì îáîëî÷êè è æèä-êîñòè; Ac
f � ìàòðèöà âëèÿíèÿ öåíòðîáåæíûõ ñèë â æèäêîñòè; ρf � ïëîòíîñòüæèäêîñòè.Ïðåäñòàâëÿÿ âîçìóùåííîå äâèæåíèå îáîëî÷êè è æèäêîñòè ñëåäóþùèì îáðà-çîì: d = q exp(i∗ωt), ϕ = f exp(i∗ωt), ãäå q, f � íåêîòîðûå �óíêöèè êîîðäèíàò,

i∗ =
√
−1 , à ω = λR + i∗λim � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü, ðàçðåøàþùóþñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

[
0 I

−M−1 (K + A) −M−1C

]
x = ωx, (2)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, x =

{
q f q̇ ḟ

}T. Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà-÷åíèé ñèñòåìû (2) îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì QR-ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äâóìåðíûõçàäà÷ èëè Ëàíöîøà � äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ.Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïîâåäåíèÿ íàãðóæåííûõ îáîëî÷åê 
 ïðîòåêàþ-ùåé âíóòðè íèõ æèäêîñòüþ ñâîäèòñÿ ê:
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• ðåøåíèþ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è KU = P 0, èç êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ óñèëèÿ èìîìåíòû, âûçâàííûå ïðèëîæåííîé íàãðóçêîé;
• ðåøåíèþ ñâÿçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) ñ ó÷¼òîì ïðåäâàðèòåëüíîãî íà-ïðÿæ¼ííîãî íåäå�îðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ, îáóñëîâëåííîãî âëèÿíèåì ñòàòè-÷åñêèõ ñèëîâûõ �àêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà îáîëî÷êó.3. ×èñëåííûå ïðèìåðû. Â ïåðâîì ïðèìåðå ðàññìîòðåíà êðóãîâàÿ öèëèí-äðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ñâîáîäíî îï¼ðòàÿ íà îáîèõ êðàÿõ, âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñâíóòðåííèì ïîòîêîì æèäêîñòè. Ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëü-çóåòñÿ áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü Λ = U/ξ. Çäåñü: U � ñêîðîñòü ïîòîêà æèäêîñòè;

ξ = [E/ρs (1 − ν2)]
0.5; E � ìîäóëü óïðóãîñòè; ρs � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷-êè; ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà. Èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå 1,àñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáîëî÷åê ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ, óâåëè÷åíèå äëèíûêîíñòðóêöèè L ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó ñíèæåíèþ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé äèâåðãåí-öèè ΛD. Äàííàÿ çàâèñèìîñòü íîñèò íåìîíîòîííûé õàðàêòåð, îáóñëîâëåííûé ñìå-íîé �îðìû êîëåáàíèé, ïî êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Â ýòîìñëó÷àå ïðîèñõîäèò ðåçêèé èçëîì êðèâîé êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé, ïîñëå êîòîðîãîâìåñòî ëîêàëüíîãî ó÷àñòêà âîçðàñòàíèÿ ñëåäóåò ó÷àñòîê óáûâàíèÿ. Íà ðèñóíêå 1ñèìâîëàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ äâóìåðíîé ïîñòàíîâêè íàîñíîâå ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî âàðèàíòà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè èñïîëü-çîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿþòñÿäëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé âîëí â îêðóæíîì è ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. Â òð¼õ-ìåðíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷å ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðàñïîëîæåí â ïðîèçâîëü-íîì ïîðÿäêå, è äëÿ êîððåêòíîãî ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå�îðì êîëåáàíèé. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ñèñòåìû, ãäå ïî-òîê æèäêîñòè çàíèìàåò òîëüêî ÷àñòü âíóòðåííåãî îáú¼ìà îáîëî÷êè. ×èñëåííûìèýêñïåðèìåíòàìè óñòàíîâëåíî (ðèñóíîê 1,à), ÷òî óìåíüøåíèå óðîâíÿ çàïîëíåíèÿ

k = Vf/Vi (Vf è Vi � îáú¼ìû æèäêîñòè è âíóòðåííåé ïîëîñòè îáîëî÷êè, ñîîòâåò-ñòâåííî) ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ æèäêîñòè, íî íåîêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà âèä ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.Íà ðèñóíêå 1,á ïðèâåäåíû êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè äëÿ îáîëî÷åê, ñî-äåðæàùèõ òåêóùóþ æèäêîñòü, è ïîäâåðãàþùèõñÿ äîïîëíèòåëüíîìó âîçäåéñòâèþâíåøíåãî èëè âíóòðåííåãî ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Èç ïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ ñëå-äóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå íàãðóçêè ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ èëè âîçðàñòàíèþ êàê ñîá-ñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé, òàê è êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèîáîëî÷åê. Ïðè ýòîì, �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ìîæåò çàâèñåòü îò âåëè÷èíû èíàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ äàâëåíèÿ. Çäåñü è äàëåå P < 0 ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåìóäàâëåíèþ, à P > 0 � âíóòðåííåìó.Íà ïðèìåðå êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê îöåíåíî âëèÿíèå ñòàòè÷åñêîéíàãðóçêè, ïîÿâëÿþùåéñÿ èç-çà ïîâûøåíèÿ äàâëåíèÿ â æèäêîñòè, êîòîðîå íåîáõî-äèìî äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ñèë âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â çàìêíóòîì êàíàëå, à òàêæåñèë òðåíèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõîñåâîãî óñèëèÿ è íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ñîîòíî-øåíèé, ïîëó÷åííûé â [4℄, íà îñíîâå óñðåäí¼ííûõ ïî âðåìåíè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Íà ðèñóíêå 1,á ïðèâåäåíû êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ 69íàãðóæåííûõ îáîëî÷åê, ïîëíîñòüþ è ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ òåêóùåé æèäêîñòüþ,ñ ó÷¼òîì ñòàöèîíàðíûõ ñèë âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿíàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì íåîäíîðîäíûõ â îêðóæíîì è ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíè-ÿõ óñëîâèé íàãðóæåíèÿ. Íàðàâíå ñ óðîâíåì çàïîëíåíèÿ æèäêîñòüþ, óìåíüøåíèåêîòîðîãî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé, ïðåîáëàäàþùèì �àêòî-ðîì, çíà÷èòåëüíî ìåíÿþùèì ãðàíèöó ãèäðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì,ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà âíåøíåãî äàâëåíèÿ.
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�èñóíîê 1 � Áåçðàçìåðíûå êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè ΛD êðóãîâûõ öèëèíäðè-÷åñêèõ îáîëî÷åê: (à) � â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ L/R; (á ) � íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåé-ñòâèåì äàâëåíèÿ: ñïëîøíûå ëèíèè � ñ ó÷¼òîì ñòàöèîíàðíûõ ñèë âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ,ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � áåç ó÷¼òà, ñèìâîëû � äâóìåðíàÿ ïîñòàíîâêàÍà ðèñóíêå 1 äëÿ îáîëî÷åê ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûõ òåêóùåé æèäêîñòüþ ïðèâå-äåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ äâóìåðíîé è òð¼õìåðíîé ïîñòà-íîâîê. Ïðåäñòàâëåííûå äàííûå èëëþñòðèðóþò òîæäåñòâåííîñòü íàéäåííûõ êðè-òè÷åñêèõ ñêîðîñòåé â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ è ïàðàìåòðîâ âíåøíåéíàãðóçêè. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ïðîñòðàíñòâåííîé ðåàëèçàöèèçàäà÷è ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü íåêðóãîâûõ, â ÷àñòíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ, îáîëî-÷åê, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âíóòðåííèì ïîòîêîì æèäêîñòè. Ïðîâåä¼ííûå ÷èñëåí-íûå ýêñïåðèìåíòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ãðàíèöà ãèäðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ýòèõêîíñòðóêöèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïñà α = Rz/Ry(ðèñóíîê 2). Õàðàêòåðíûì äëÿ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîíîòîííîå ñíè-æåíèå êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé, êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè L/R > 6, ïðèâîäÿùåå âäàëüíåéøåì ê ñóùåñòâåííîìó ðàçëè÷èþ â êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ æèä-êîñòè ìåæäó îáîëî÷êàìè ñ ýëëèïòè÷åñêèì è êðóãîâûì ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè.Ýòî îòëè÷èå îáóñëîâëåíî íå òîëüêî ðàçíèöåé â îáú¼ìàõ æèäêîñòè, íî è, ãëàâíûìîáðàçîì, îñîáåííîñòÿìè ãåîìåòðèè êîíñòðóêöèé íåêðóãîâîãî ïðî�èëÿ. Äëÿ äîñòà-òî÷íî ¾ðàñòÿíóòûõ¿ (α > 1.25) îáîëî÷åê âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà êðèòè÷åñêèåñêîðîñòè äèâåðãåíöèè �àêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò óðîâíÿ çàïîëíåíèÿ, íàïðèìåð ïðè
k > 0.5 (ðèñóíîê 2,á ).
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�èñóíîê 2 � Áåçðàçìåðíûå êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè ΛD ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèí-äðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â çàâèñèìîñòè îò: (à) � îòíîøåíèÿ L/R ïðè k = 1; (á ) � îòíîøåíèÿïîëóîñåé ýëëèïñà α ïðè ðàçíîì óðîâíå æèäêîñòè�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû ��12-01-00323-à è 12-01-31138) è ïðîãðàììû ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò �12-Ñ-1-1015).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Bo
hkarev S.A., Matveenko V.P. Natural vibrations and stability of shells of revolutionintera
ting with an internal �uid �ow // J. Sound Vib. 2011. � 13. P. 3084�3101.[2℄ Firouz-Abadi R.D., Noorian M.A., Haddadpour H. A �uid-stru
ture intera
tion modelfor stability analysis of shells 
onveying �uid // J. Fluids Stru
t. 2010. � 5. P. 747�763.[3℄ Áî÷êàð¼â Ñ.À., Ìàòâååíêî Â.Ï. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íàãðóæåííûõ êîàêñèàëüíûõöèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ âíóòðåííèì òå÷åíèåì æèäêîñòè // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ.2010. � 6. Ñ. 29�45.[4℄ Pa��doussis M.P., Misra A.K., Chan S.P. Dynami
s and stability of 
oaxial 
ylindri
alshells 
onveying vis
ous �uid // J. Applied Me
h. 1985. � 2. P. 389�396.Lekomtsev S.V., Bo
hkarev S.A., Matveenko V. P. Numeri
al modeling of stabilityof shells of revolution, 
ontaining �owing �uid . The work deals with the numeri
al analysis ofnatural vibrations and stability of 
ylindri
al shells fully or partially �lled with quies
ent or�owing 
ompressible invis
id �uid, taking into a

ount the in�uen
e of di�erent for
es a
tingon the elasti
 stru
ture. The problem is solved in 2D (axisymmetri
) and 3D formulations usingthe �nite element method. Several numeri
al examples from 
ir
ular 
ylindri
al shells havebeen 
onsidered to demonstrate the identity of results obtained with the di�erent approa
hes.To demonstrate the feasibility of three-dimensional solution of the problem, the hydroelasti
stability of ellipti
al 
ylindri
al shells have been analyzed.



ÂËÈßÍÈÅ ÂÍÅØÍÅ�Î È ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅ�Î Ò�ÅÍÈßÍÀ Ï�ÅÄÅËÜÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÎÁ�ÀÇÖÀ �Î�ÍÎÉ ÏÎ�ÎÄÛÏ�È ÑÆÀÒÈÈ ÆÅÑÒÊÈÌÈ ØÒÀÌÏÀÌÈËîêøèíà Ë.ß., Êîñòàíäîâ Þ.À.Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Ñèì�åðîïîëüÏðè ðàññìîòðåíèè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) îáðàçöà ãîðíîéïîðîäû ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè æåñòêèìè øòàìïàìè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòàïðåäåëà ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà, ó÷èòûâàþùåå âíóòðåííåå è âíåøíåå òðåíèå. Íàéäåí âèäòðàåêòîðèè ìàêñèìàëüíûõ ý��åêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÒÌÝÊÍ). Ïîëó÷å-íû çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è óãëîâ íàêëîíà ÒÌÝÊÍ îò âíóòðåííåãî òðå-íèÿ è êîíòàêòíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî âíåøíèì òðåíèåì.Ïðåäåë ïðî÷íîñòè îáðàçöîâ ãîðíîé ïîðîäû ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ÿâëÿåòñÿîäíèì èç îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ îöåíêè áåçîïàñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîäçåìíûõ ñîîðó-æåíèé è âîçìîæíîñòè ðàçðóøåíèÿ ãîðíûõ ìàññèâîâ èñïîëíèòåëüíûìè îðãàíàìèãîðíûõ ìàøèí.Àâòîðàìè ðàíåå ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà îáðàçöà ãîðíîé ïî-ðîäû ïðè ñæàòèè æåñòêèìè øòàìïàìè ñ ó÷åòîì òîëüêî âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòå-ðèàëà [1℄. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòî-ÿíèå îáðàçöà ãîðíîé ïîðîäû ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ìåæäó æåñòêèìè øòàìïàìèñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà è êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòèïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �îðìèðîâàíèå î÷àãîâ ðàçðóøåíèÿ âëîêàëüíûõ îáëàñòÿõ ïðîèñõîäèò íà òðàåêòîðèÿõ ìàêñèìàëüíûõ ý��åêòèâíûõ êà-ñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé [2℄. Ïîä ïîíÿòèåì ý��åêòèâíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ
τef ïîíèìàåòñÿ àêòèâíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå τα çà âû÷åòîì �ðèêöèîííîé ñî-ñòàâëÿþùåé.Äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ÒÌÝÊÍ èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Êóëîíà

τef = τα − µσα 6 k, (1)ãäå τef � ý��åêòèâíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ÒÌÝÊÍ, τα � àêòèâíîå êà-ñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ÒÌÝÊÍ, µ = tgρ � êîý��èöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿìàòåðèàëà, ρ � óãîë åãî âíóòðåííåãî òðåíèÿ, σα � íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íàÒÌÝÊÍ, k � ïðåäåëüíàÿ ñîïðîòèâëÿåìîñòü ìàòåðèàëà ñäâèãó. Êðèòåðèé (1) îçíà-÷àåò, ÷òî ïðè τef = k ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå, à ïðè τef < k ìàòåðèàë íàõîäèòñÿâ óïðóãîì ñîñòîÿíèè.�àññìîòðèì îáðàçåö ãîðíîé ïîðîäû øèðèíîé 2a è âûñîòîé h ïðè îäíîîñíîìñæàòèè âäîëü îñè ÎY ìåæäó æåñòêèìè øòàìïàìè ñèëîé P , êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-êå 1, ïðè íàëè÷èè êîíòàêòíîãî òðåíèÿ, êîòîðîå îáóñëàâëèâàåò äåéñòâèå íà êîíòàê-òèðóþùèõ ñî øòàìïàìè ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöà êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé τk. Äëÿàíàëîãè÷íîé çàäà÷è àâòîðàìè ðàíåå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà ñó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåí-íîãî âíåøíèì òðåíèåì [3℄. Îäíàêî ïðè ýòîì îáðàçåö ñæèìàëñÿ ìåæäó æåñòêèìè
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a b�èñóíîê 1 � Ñõåìû ðàñïîëîæåíèÿ ÒÌÝÊÍ â îáðàçöå ãîðíîé ïîðîäû (a) è óãëîâ â òî÷êå
a îáðàçöà (b) ïðè åãî îäíîîñíîì ñæàòèèïëèòàìè ïðåññà è ïîëàãàëîñü, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ îáðàçöà íàïðÿæåíèå ñæàòèÿ
σy = const. Â äàííîé ðàáîòå íàïðÿæåíèå σy, äåéñòâóþùåå íà êîíòàêòèðóþùèõ ñîøòàìïàìè ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöà, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ íàíèõ øòàìïîâ è ïîòîìó çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x: σy = σy(x).Ïîñêîëüêó íàãðóæåíèå è äå�îðìèðîâàíèå îáðàçöà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíîåãî ïðîäîëüíîé îñè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëåâóþ ïîëîâèíó îáðàçöà. Ïðî-âåäåì ÒÌÝÊÍ ab â âèäå ïðîèçâîëüíîé êðèâîé è êàñàòåëüíûå ê íåé â òî÷êàõ aè b (ðèñóíîê 1à). Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òðåóãîëüíèêîâ aes è bes′, �îðìèðóåìûõÒÌÝÊÍ ab, íàéäåì ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè÷åðåç óãëû íàêëîíà α è γ ê îñè ÎX êàñàòåëüíûõ ê ÒÌÝÊÍ â òî÷êàõ a è b ñîîò-âåòñòâåííî:

σα = −σxâ − σyâ
2

+
σxâ + σyâ

2
cos 2α− τk sin 2α, (2)

τα =
σxâ + σyâ

2
sin 2α+ τk cos 2α, (3)ãäå τk � êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå îò âíåøíåãî òðåíèÿ, σyâ è σxâ � íîðìàëüíûåíàïðÿæåíèÿ â òî÷êå a, èíäåêñ ¾â¿ îáîçíà÷àåò âåðõíþþ êîíòàêòèðóþùóþ ïîâåðõ-íîñòü îáðàçöà.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (2) è (3) â (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ý��åêòèâíîãîêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

τef =
σxâ + σyâ

2
sin 2α + τk cos 2α−

−µ
(
σxâ − σyâ

2
− σxâ + σyâ

2
cos 2α + τk sin 2α

)
.

(4)Ïîëó÷èì, ïî àíàëîãèè, äëÿ òðåóãîëüíèêà bes′:
σγ =

σxí + σyí
2

− σxí − σyí
2

cos 2γ + τk sin 2γ, (5)
τγ = −σxí − σyí

2
sin 2γ − τk cos 2γ,
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τef = −σxí − σyí

2
sin 2γ − τk cos 2γ−

µ

(
σxí + σyí

2
− σxí − σyí

2
cos 2γ + τk sin 2γ

)
,

(6)ãäå σyí è σxí � íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå b, èíäåêñ ¾í¿ îáîçíà÷àåò íèæíþþêîíòàêòèðóþùóþ ïîâåðõíîñòü îáðàçöà.Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (2) ïî α, ïîëó÷èì dσα

dα
= −2τα. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòîóðàâíåíèå êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ Êóëîíà (1), ïîëó÷èì âàæíîå äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå

dσα

dα
= −2(τef + µσα). (7)Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè, ïîëó÷èì äëÿ íèæíåãî òðåóãîëüíèêà bes′:

dσγ

dγ
= −2(τef + µσγ). (8)Êàæäîå èç óðàâíåíèé (7) è (8) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà íàÒÌÝÊÍ. Èíòåãðèðóÿ (7) è ïîëàãàÿ, ÷òî óñëîâèå ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà τef = kâûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå a è äîñòèãàåòñÿ â òðåóãîëüíèêå aes ðàíüøå, ÷åì â òðåóãîëü-íèêå bes′, ïîëó÷èì

ln(τef + µσγ) − ln(k + µσα) = −2µ(γ − α). (9)Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) íåîáõîäèìî íàéòè óãëû α è γ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà
α, ïðè êîòîðîì ý��åêòèâíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå áóäåò èìåòü ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèå, ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîäíóþ ∂τef

∂α
íóëþ è ïîëó÷èì:

tg2α =
1 + µtg2β

tg2β − µ
,ãäå ρ � óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ ìàòåðèàëà, µ = tgρ, tg2β = 2τk/ (σxâ + σyâ),

β � óãîë ïîâîðîòà ÒÌÝÊÍ îò âíåøíåãî òðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. ðèñóíîê 1á),
α = π/4 + ρ/2 − β. Ïî àíàëîãèè íàéäåì óãîë γ äëÿ íèæíåãî òðåóãîëüíèêà bes′:

tg2γ = ctg (2θ − ρ) ,ãäå tg2θ = 2τk/ (σxí − σyí), θ � óãîë ïîâîðîòà ÒÌÝÊÍ îò âíåøíåãî òðåíèÿ. Ñëå-äîâàòåëüíî (ñì. ðèñóíîê 1á), γ = π/4 + ρ/2 − θ.Èç àíàëèçà âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ β è θ ñëåäóåò, ÷òî |β| < |θ| è θ < 0, ò. ê.
σxí < σyí. Ñëåäîâàòåëüíî α < γ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ó÷åò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé,âûçâàííûõ êîíòàêòíûì òðåíèåì, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîâåðõíîñòè ðàçðóøå-íèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè÷åíèþ ñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà.Ïîñêîëüêó (γ − α) = β − θ, âûðàæåíèå (9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(τef + µσγ)

(k + µσα)
= exp [2µ (θ − β)] . (10)



74 Ëîêøèíà Ë.ß., Êîñòàíäîâ Þ.À.Òàê êàê σx = 0 â òî÷êå a, èç óðàâíåíèé (2) è (4) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = a

σα =
σyâ
2

(1 + cos 2α) − τk sin 2α; (11)
τef = k =

σyâ
2

sin 2α+ τk cos 2α− µ
(σyâ

2
+
σyâ
2

cos 2α− τk sin 2α
)
, (12)ïðè ýòîì β = arctg (2τk/σyâ) /2.Äëÿ òðåóãîëüíèêà bes′ íàéäåì τef èç (6):

τef = −µσxí + σyí
2

− 1

2

√
(1 + µ2)

[
(σxí − σyí)2 + 4τ 2

k

]
. (13)Îïðåäåëèì σxí â òî÷êå b èç âûðàæåíèÿ (13):

σxí = σyí +
2 (τef + µσyí)

cos ρ

(
sin ρ−

√
1 − b2

)
. (14)ãäå b = τk/ (τef + µσyí).Íàéäåì σγ â íèæíåì òðåóãîëüíèêå bes′ èç âûðàæåíèÿ (5) ñ ó÷åòîì (14):

σγ = σyí (1 − sin ρ
√

1 − b2
)
− cos ρτef

√
1 − b2. (15)Ïîäñòàâëÿÿ σα è σγ èç (11) è (15) â (10), ñ ó÷åòîì (12), ïîëó÷èì

b2
[
I2 + (2τk sin ρ)2]− 4τkbI + 4τ 2

k cos2 ρ = 0, (16)ãäå I = (2k + µσyâ − µ sin ρ
√
σ2

yâ + 4τ 2
k ) exp 2µ (θ − β).Óðàâíåíèå (16) ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî b ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Äëÿ êàæäîãîêîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ σyâ, σyí, τk, è β, à çíà÷åíèÿ ρ, µ è kíàõîäÿòñÿ èç òàáëèö ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è ïîäñòàâëÿþòñÿ â óðàâíåíèå (15). Ïîñëåâû÷èñëåíèÿ b îïðåäåëÿþòñÿ τef è θ. Çíàíèå ýòèõ âåëè÷èí ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþîïðåäåëèòü âèä òðàåêòîðèè ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà è óãëû íàêëîíà êàñàòåëüíûõê ÒÌÝÊÍ.Ïîñêîëüêó íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü îáðàçöà äåéñòâóåò æåñòêèé øòàìï,òî ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè ïîä øòàìïîì îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ äëÿ êîíòàêòíîéçàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè [4℄:

σy(x) =
P

π
√
a2 − x2

. (17)Èç (17) î÷åâèäíî, ÷òî σy(x) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöàìó÷àñòêà êîíòàêòà x = ±a. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåàëüíûé ïðî�èëü øòàì-ïà íå èìååò â ñå÷åíèè ïðÿìûõ óãëîâ, à èìååò óãëû, çàêðóãëåííûå ñ ìàëûì, íîêîíå÷íûì ðàäèóñîì. Ñ ó÷åòîì êîíå÷íîñòè âåëè÷èíû êðèâèçíû çàêðàèí øòàìïàðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè ïîä øòàìïîì îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
σy(x) =

2P (π − 2ϕ0) cosϕ1 + sinϕ1 ln

∣∣∣∣
sin (ϕ1 + ϕ0)

sin (ϕ1 − ϕ0)

∣∣∣∣
πa (π − 2ϕ0 − sin 2ϕ0)

+

+

2P sinϕ0 ln

∣∣∣∣tg
(ϕ1 + ϕ0)

2
tg

(ϕ1 − ϕ0)

2

∣∣∣∣
πa (π − 2ϕ0 − sin 2ϕ0)

,

(18)



Âëèÿíèå òðåíèÿ íà ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ãîðíîé ïîðîäû 75ãäå sinϕ1 =
x

a
, sinϕ0 =

a1

a
, a = a1 + r, r � ðàäèóñ çàêðàèí øòàìïà.Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè íà êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõîáðàçöà âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (18). Äëÿ âåðõíåé ïîâåðõíîñòè â íåãî ïîäñòàâ-ëÿåì sinϕ1 =

xâ
a
, xâ = a1 − δ, ãäå xâ � êîîðäèíàòà òî÷êè a, δ � ìàëûé ïàðàìåòð,çíà÷åíèå êîòîðîãî çàäàåòñÿ ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è. Äëÿ íèæíåé ïîâåðõ-íîñòè sinϕ2 =

xí
a
.Ïîäñòàâëÿÿ â (16) σyâ è σyí, îïðåäåëåííûå ïî �îðìóëå (18), ìîæíî íàéòè τef ,õàðàêòåðèçóþùåå ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå îáðàçöà, è óãëû íàêëîíà êàñàòåëüíîé êÒÌÝÊÍ α è γ. Ïîñêîëüêó ïðè ðàçðóøåíèè íà ÒÌÝÊÍ τef = k, ýòî, â ñâîþ î÷å-ðåäü, äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è çíà÷åíèÿ êî-îðäèíàò xâ òî÷êè a è xí òî÷êè b.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëîêøèíà Ë.ß. Ïàðàìåòðû ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáðàçöà ãîðíîé ïîðîäû ïðèîäíîîñíîì ñæàòèè æåñòêèìè øòàìïàìè // Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ãîð-íîãî ïðîèçâîäñòâà. 2012. �15. Ñ. 36�45.[2℄ Âàñèëüåâ Ë.Ì. Ìåòîä ðàñ÷¼òà ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ãîðíûõ ïîðîä íà îäíîîñíîåñæàòèå ïðè ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó êîíòàêòíûìè íàïðÿæåíèÿìè // �åîòåõíè÷å-ñêàÿ ìåõàíèêà: Ìåæâåäîìñòâ. ñá. íàó÷. ðàáîò. Äíåïðîïåòðîâñê: È�ÒÌ ÍÀÍÓ,2003. Âûï. 42. Ñ. 73�80.[3℄ Ëîêøèíà Ë.ß. Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äå�îðìèðóåìîãî òåëà ñó÷åòîì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òðåíèÿ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû: ìåæäóíàð. íàó÷. êîí�. 3�7 äåêàáðÿ 2011 ã.: òðóäû êîí�.�îñòîâ-íà-Äîíó: Þæíûé �åäåðàëüíûé óí-ò, 2011. Ñ. 901�905.[4℄ Øòàåðìàí È.ß. Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1949.272 ñ.Lokshina L.Ya., Kostandov Yu.A.The in�uen
e of external and internal fri
tion onthe limiting state of the ro
k spe
imen at 
ompression by rigid stamps. The equation for
al
ulation of material strength limit taking into a

ount an internal and external fri
tionby 
onsideration of the stress-strain state of ro
k spe
imen at the monoaxial 
ompression byrigid stamps is obtained. The view of à traje
tory of maximum e�e
tive tangential stresses(ÒÌETS) is found. Dependen
es of limiting stress and slope angles of TMETS from internalfri
tion and 
onta
t tangential stress 
aused by an external fri
tion are re
eived.



ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÍÀÍÎ�ÀÇÌÅ�ÍÛÕÑÅ�ÍÅÒÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÏËÅÍÎÊËûæîâ Â.À.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðîâåäåíî ñðàâíåíèå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òîíêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõïëåíîê ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Â êà÷åñòâå ïëåíêè ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ýïèòàêñèàëüíûé ñëîé òâåðäîãî ðàñòâîðà Ba0.8Sr0.2TiO3 (BST08), âûðàùåííûéíà ïîäëîæêå MgO. Èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû, ïîëó÷åííûå èç �åíîìåíî-ëîãè÷åñêîé òåîðèè òâåðäûõ ðàñòâîðîâ, èç �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè òîíêèõ ñåãíåòî-ýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê è èç ëèíåàðèçîâàííîé îêîëî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿòåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè. Íà÷àëüíûå äå�îðìàöèè â ïëåíêå çàäàþòñÿ èñõîäÿ èç ïàðà-ìåòðîâ ðåøåòêè BST08 äëÿ îáúåìíîãî îáðàçöà è ïëåíêè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå îáëàñòåéñóùåñòâîâàíèÿ è ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí ðåëååâ-ñêîãî òèïà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé.Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òâåðäûõ ðàñòâîðîâ è òîíêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõïëåíîê â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ � êîíöåíòðàöèè, òåìïåðàòóðû,äå�îðìàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ � óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿËàíäàó [1�3℄, îñíîâíîé çàäà÷åé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãîïîòåíöèàëà. Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê òîíêîé ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíàäå�îðìàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ (mis�t strain) â ïëîñêîñòè ïîäëîæêè. Çíà÷åíèå äå-�îðìàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìîùüþ ðåíòãåíî-ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà. Ïðè êîíêðåòèçàöèè âèäà òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëàìîãóò áûòü ïîñòðîåíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèåìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû äëÿ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîé ïëåíêè â íåêîòîðîì çàäàííîìñîñòîÿíèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �èêñèðîâàííûå äå�îðìàöèè ñðåäû äëÿ ñåãíåòîýëåê-òðè÷åñêîé ïëåíêè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ëèíåàðèçîâàííóþ îêîëî íåêîòîðîãî êî-íå÷íîãî íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèþ ýëåêòðîóïðóãîñòè [4, 5℄.Â ñëó÷àå ñëîæíîãî ïðåäíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-íèÿ òàêæå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà�åëüìãîëüöà. Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïðèìåíåíûâ öåëÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òîíêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõïëåíîê. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèêäëÿ êîíñòàíò èç �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè è äëÿ êîíñòàíò, ðàññ÷èòàííûõ èñõî-äÿ èç ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè äèíàìèêè ïðåäíàïðÿæåííûõ ýëåêòðîóïðóãèõ ñðåäïðè êîíêðåòèçàöèè âèäà íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òîíêîé ïëåíêè. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êî-ëåáàíèÿõ òîíêîé ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîé ïëåíêè Ba0.8Sr0.2TiO3 (BST08) íà ïîâåðõ-íîñòè äèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà MgO. Ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå(T = 300◦K) ïëåíêà BST08 íàõîäèòñÿ â òåòðàãîíàëüíîé �àçå, ñïîíòàííàÿ ïîëÿðè-çàöèÿ ðàâíà p0 = p3 = 0.23 Êë/ì2 [2℄.



Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà íàíîðàçìåðíûõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê 77Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèèïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë èìåþò âèä:
∇·Θ(n) = ρ(n)ü(n), (1)

∇ · D(n) = 0. (2)èíäåêñîì (n) îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â ïîäëîæêå (1) è ïëåíêå (2), Θ � òåíçîðäå�îðìàöèé, D � ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, u � ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäû, ρ � ïëîò-íîñòü. Ëèíåàðèçîâàííûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäûìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â �îðìå:
Θ

(2)
lk = C

∗(2)
lksp

∂u
(2)
s

∂xp

+ e
∗(2)
lkp

∂ϕ(2)

∂xp

, (3)
D

(2)
l = e

∗∗(2)
lsp

∂u
(2)
s

∂xp
+ ε

∗(2)
lp

∂ϕ(2)

∂xp
, (4)ãäå ϕ �� ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë.Êîý��èöèåíòû C∗lksp, e∗lkp, e∗∗lsp, ε∗lp ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç �åíîìåíîëîãè÷å-ñêîé òåîðèè ïóòåì äè��åðåíöèðîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà �åëüì-ãîëüöà F :

C∗lksp =
∂F

∂Slk∂Ssp
, e∗lkp =

∂F

∂Slk∂Ep
, e∗∗lsp =

∂F

∂El∂Ssp
, ε∗lp =

∂F

∂El∂Ep
. (5)Çäåñü Slk �� äå�îðìàöèè ïëåíêè, E �� íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Â ñëó÷àå ëèíåàðèçàöèè îêîëî îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-íèÿ, ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè C∗lksp, e∗lkp, e∗∗lsp, ε∗lp è ìàòåðèàëüíûìè êîíñòàí-òàìè ñðåäû â åñòåñòâåííîé êîí�èãóðàöèè èìååò âèä [4℄:

C∗lksp = Plpδks+νkνsclksp, e∗lkp = νkeplk, e∗∗lsp = νselsp, ε∗lp = −ν1ν2ν3

ν2
l

ε0δlp−εlp, (6)ãäå Plp �� êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ÍÄÑ, δks �� ñèìâîë Êðîíåêåðà,
νi = 1 + δi, δi �� îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ïàðàìåòðà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè â íà-ïðàâëåíèè îñè xi. Â (6) ïîâòîðÿþùèåñÿ èíäåêñû íå ÿâëÿþòñÿ íåìûìè, ïîýòîìóñóììèðîâàíèå â äàííîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò. Ïàðàìåòðû Plp ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(2) äëÿ íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîåîïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè è ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèåé ïëåíêè.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçî-âàòü íåêîòîðóþ àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ. Â êà÷åñòâå òàêîé èí�îðìàöèè âûáðàíûçíà÷åíèÿ äå�îðìàöèé ñðåäû, îïðåäåëåííûå ÷åðåç èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåøåòêèïëåíêè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáúåìíûì îáðàçöîì, è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, âåëè÷è-íó êîòîðîé ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèìåðíî ðàâíîé ïîëÿðèçàöèè p3 = 0.23 Êë/ì2, òàêêàê çíà÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè äëÿ BST ìíîãî áîëüøå åäèíèöû.Ïàðàìåòðû ðåøåòêè a è c äëÿ îáúåìíîãî îáðàçöà BST08 è ïëåíêè BST08/MgOïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, ïàðàìåòðû ðåøåòêè äëÿ òâåðäîãî ðàñòâîðà BST08 ðàññ÷è-òàíû ïî ïðàâèëó Âåãàðäà.



78 Ëûæîâ Â.À.2. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïëåíêà íà ïîäëîæêå ìîäåëèðî-âàëàñü ïðåäíàïðÿæåííûì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì íà ïîâåðõíîñòè äèýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ïðåäïî-ëàãàëèñü ðàâíûìè íóëþ, íà ãðàíèöå ¾ïüåçîýëåêòðèê�äèýëåêòðèê¿ íàêëàäûâàëèñüóñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, íîðìàëüíîé êîì-ïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è ïîòåíöèàëà. Íà áåñêîíå÷íîñòè ó÷èòûâàëèñüóñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåð�åëüäà.

�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü �àçîâûõ ñêîðîñòåé ÏÀÂ ðåëååâñêîãî òèïà îò áåçðàçìåðíîé÷àñòîòû äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâÈññëåäîâàëèñü îñîáåííîñòè âîçáóæäåíèÿ ÏÀÂ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ïëàíàð-íûõ ýëåêòðîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé � �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè è ëèíåà-ðèçîâàííîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ ÍÄÑ. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ïëîñ-êîé ïîñòàíîâêå � ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñâîéñòâà ñðåäû íå ìåíÿþòñÿ âäîëü ýëåê-òðîäà.Èññëåäîâàëèñü îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è �àçîâûå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíÿþ-ùèõñÿ ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí ðåëååâñêîãî òèïà.Òàáëèöà 1 � Ïàðàìåòðû ðåøåòêè äëÿ êîìïîíåíò BT, ST è òâåðäîãî ðàñòâîðà BST08,à òàêæå äëÿ òîíêèõ ïëåíîê BST08 íà ïîäëîæêå MgOÌàòåðèàë a, àíãñòðåì c, àíãñòðåì c/aBaTiO3 [6℄ 3.992 4.030 1.010SrTiO3 [6℄ 3.905 3.907 1.001BST08 (îáúåìíûé îáðàçåö) 3.975 4.005 1.008BST08/MgO (h>105nm) [7℄ 3.955 4.035 1.020BST08/MgO (h<40nm) [7℄ 4.000 3.990 0.998



Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà íàíîðàçìåðíûõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê 79

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè �àçîâûõ ñêîðîñòåé ÏÀÂ ∆Vf = (Vf − V
(a)
f ) · 1000 îòáåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü �àçîâûõ ñêîðîñòåé ÏÀÂ îò áåçðàçìåð-íîé ÷àñòîòû ω äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ: a) îáúåìíûéîáðàçåö BST08 íà ïîäëîæêå MgO; b) ïëåíêà BST08/MgO, h < 40nm (ëèíåàðèçà-öèÿ îêîëî ÍÄÑ); 
) ïëåíêà BST08/MgO, h > 105nm (ëèíåàðèçàöèÿ îêîëî ÍÄÑ);d) ïëåíêà BST08/MgO (�åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñ ó÷åòîì mis�t strain). Êîí-ñòàíòû äëÿ îáúåìíîãî îáðàçöà òâåðäîãî ðàñòâîðà BST08 â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèèáûëè âçÿòû èç [2℄.Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíà ðàçíîñòü �àçîâûõ ñêîðîñòåé ∆Vf = (Vf−V (a)

f )·1000,îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðåäûäóùåìó ðèñóíêó. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ðå-çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ðå-çóëüòàòîâ äëÿ òâåðäîãî ðàñòâîðà BST08 ñ ó÷åòîì ÍÄÑ. Ïðè íàëè÷èè ñæèìàþùèõâ ïëîñêîñòè ïîäëîæêè íàïðÿæåíèé (
, d) �àçîâàÿ ñêîðîñòü ÏÀÂ óâåëè÷èâàåòñÿ,ïðè íàëè÷èè ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé (b) � óìåíüøàåòñÿ. Â îáëàñòè íèçêèõ÷àñòîò ý��åêò èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè íåçíà÷èòåëåí, íî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû èçìåíåíèåñêîðîñòè ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Òî÷êà âûõîäà âòîðîé ìîäû ω∗ ñìåùàåòñÿ âñòîðîíó âûñîêèõ ÷àñòîò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåí-íûõ â ðàáîòå ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõñòðóêòóðàõ ñ ïîêðûòèåì èç òîíêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê. Èçìåíåíèå äè-íàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â îáîèõ ìîäåëÿõ ïîä äåéñòâèåì ñæèìàþùèõ íàïðÿæå-íèé êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò. Îêîí÷àòåëüíî âûáîð ðàñ÷åòíîé ìîäåëè ìîæíî áóäåòñäåëàòü òîëüêî ïîñëå ïðîâåðêè íà íàèëó÷øåå ñîâïàäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 12-08-31219).
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÀÂÒÎÔ�ÅÒÈ�ÎÂÀÍÈßÈ ÏÎÑËÅÄÓÞÙÅÉ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÁ�ÀÁÎÒÊÈËüâîâ �.È., Îêîðîêîâ Â.À.Íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò¾Õàðüêîâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò¿Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î âëèÿíèè ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà è ý��åêòàÁàóøèíãåðà íà àâòî�ðåòèðîâàíèå è ïîñëåäóþùóþ ìåõàíè÷åñêóþ îáðàáîòêó. Ïðåäñòàâ-ëåíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ïîâðå-æäàåìîñòè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè ïîâðåæäàåìîñòè. Ñ�îðìó-ëèðîâàíà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ òîëñòîñòåííîãî öèëèíäðà â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè.1. Ââåäåíèå. Àâòî�ðåòèðîâàíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â öåëÿõ ïîâûøåíèÿïðî÷íîñòè, à òàêæå ïðîäëåíèÿ ðåñóðñà ïðè ìàëîöèêëîâîé óñòàëîñòè äëÿ ðàáîòàþ-ùèõ ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ êîìïîíåíò êîíñòðóêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ñàìûõ ðàç-ëè÷íûõ ñ�åðàõ èíäóñòðèè (ýëåìåíòû òîïëèâíûõ ñèñòåì â äèçåëüíûõ äâèãàòåëÿõ,ýëåìåíòû ñòàíêîâ ãèäðîàáðàçèâíîé ðåçêè, áàëëîíû äëÿ ñîäåðæàíèÿ ñæèæåííîãîãàçà, åìêîñòè äëÿ õðàíåíèÿ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ ïîä äàâëåíèåì).Èäåÿ àâòî�ðåòèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýëåìåíò êîíñòðóêöèè ïðåäâàðè-òåëüíî íàãðóæàþò äàâëåíèåì âûøå ðàáî÷åãî äëÿ òîãî, ÷òî áû îí äå�îðìèðîâàëñÿïëàñòè÷åñêè, è çàòåì, ïîñëå ðàçãðóçêè â íåì ïîÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå ñæèìàþùèåíàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ñóììèðóþòñÿ ñ ðàñòÿãèâàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè îò ðàáî÷åãîäàâëåíèÿ è êàê ðåçóëüòàò ñíèæàåòñÿ óðîâåíü ñóììàðíûõ íàïðÿæåíèé.Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì àâòî�ðåòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèå ý��åêòàÁàóøèíãåðà, êîòîðûé âûçûâàåò ïîÿâëåíèå âòîðè÷íûõ ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèéïðè ðàçãðóçêå, è êàê ñëåäñòâèå âåäåò ê óìåíüøåíèþ áëàãîïðèÿòíûõ îñòàòî÷íûõíàïðÿæåíèé [1℄. Åùå îäíèì íåáëàãîïðèÿòíûì ÿâëåíèåì äëÿ àâòî�ðåòèðîâàíèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà, êîòîðîå âîçíèêàåò âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ çîíûïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé è òàêæå âåäåò ê óìåíüøåíèþ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýòîãî ý��åêòà â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ êîíòèíóàëüíàÿ ìåõàíè-êà ïîâðåæäàåìîñòè.Ïîñëå òîãî, êàê îñíîâíîé òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ àâòî�ðåòèðîâàíèÿ çàâåð-øåí, ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü â ïîñëåäóþùåé ìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêåèç-çà òîãî, ÷òî ïîñëå ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ íà÷àëüíûé ðàçìåð çàãîòîâêèèçìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñíÿòèå ìàòåðèàëà ñ ïîâåðõíîñòè àâòî�ðåòèðîâàííî-ãî êîìïîíåíòà ïðèâåäåò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, ïîýòîìóèññëåäîâàíèå îñòàòî÷íîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñëå ïðîöå-äóðû ñíÿòèÿ ìàòåðèàëà òàêæå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìè-ðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ý��åê-òà ðàçóïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà, âîçíèêàþùåãî èç-çà çíà÷èòåëüíûõ ïëàñòè÷åñêèõ äå-�îðìàöèé âî âðåìÿ ïðîöåññà àâòî�ðåòèðîâàíèÿ, èñïîëüçîâàëàñü êîíòèíóàëüíàÿ



82 Ëüâîâ �.È., Îêîðîêîâ Â.À.ìåõàíèêà èçîòðîïíîé ïîâðåæäàåìîñòè. Îñíîâíûå �åíîìåíîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ïî-âðåæäàåìîñòè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâà-íèÿ ìàòåðèàëà, à òàêæå ìåòîäû èçìåðåíèÿ è èäåíòè�èêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ïîâðå-æäàåìîñòè ïðåäñòàâëåíû â [2℄. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ýêâèâàëåíòíûõ äå�îðìàöèé,ëþáîå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà ìîæåò áûòü çàìå-íåíî íà òàêîå æå äëÿ íåïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà ïóòåì ââåäåíèÿ ý��åêòèâíîãîòåíçîðà íàïðÿæåíèé. Ý��åêòèâíûé òåíçîð íàïðÿæåíèé ââîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèèñ êîíöåïöèåé ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé:
σ̃ =

σ

1 −D
, (1)ãäå D � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð ïîâðåæäàåìîñòè, ìåíÿþùèéñÿ îò 0 äî 1.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷èòûâàòü ý��åêò Áàóøèíãåðà, íåîáõîäèìî âûáèðàòü ìîäåëèïëàñòè÷íîñòè ñî ñìåùàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïëàñòè÷íîñòè. Â ðàáîòå ðàññìàòðè-âàåòñÿ ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûì óïðî÷íåíèåì. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé òåêó÷åñòèÌèçåñà ïîâåðõíîñòü ïëàñòè÷íîñòè ñ ó÷åòîì êîíöåïöèè ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèéçàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

f(σij , X
d
ij, R) =

√√√√3

2

(
σd

ij

1 −D
−Xd

ij

)(
σd

ij

1 −D
−Xd

ij

)
−R− σT = 0, (2)ãäå Xd

ij � òåíçîð äîáàâî÷íûõ íàïðÿæåíèé; R � �óíêöèÿ èçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ;
σd

ij � äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé; σT � ïðåäåë òåêó÷åñòè.Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ïî òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ íåîáõîäèìîñ�îðìèðîâàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðîñòÿìè íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòÿìè äå�îð-ìàöèé. Â ñòàòüå [3℄ ïðåäëàãàåòñÿ çàïèñûâàòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðà÷åòâåðòîãî ðàíãà, êîòîðûé çàâèñèò îò òåêóùåãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, îò êîí-ñòàíò óïðóãîñòè, à òàêæå îò ïàðàìåòðîâ õàðàêòåðèçóþùèõ ïëàñòè÷íîñòü è ðîñòïîâðåæäàåìîñòè:
ε̇ij = Bijklσ̇kl, σ̇ij = Hijklε̇kl, (3)ãäå Bijkl � òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, êîòîðûé ïîëó÷åí â ñëåäóþùåì âèäå:
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, (5)ãäå Eijkl � óïðóãèé òåíçîð æåñòêîñòè; σA
ij � òåíçîð àêòèâíûõ íàïðÿæåíèé; Y �òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà, ñâÿçàííàÿ ñ ïàðàìåòðîì ïîâðåæäàåìîñòè; S � ïàðàìåòð,õàðàêòåðèçóþùèé ðîñò ïîâðåæäàåìîñòè; c1 è c2 � êîíñòàíòû, êîòîðûå ìîãóò áûòüîïðåäåëåíû èç ýêñïåðèìåíòà íà îäíîîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå.3. Àâòî�ðåòèðîâàíèå òîëñòîñòåííîãî öèëèíäðà. Ïðîöåññ àâòî�ðåòèðî-âàíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðâîì øàãå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàãðó-æåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-



Èññëåäîâàíèå ïðîöåññà àâòî�ðåòèðîâàíèÿ 83íèå ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ àâòî�ðåòèðîâàíèÿ, äàëåå äàâëåíèå ñíèìàåòñÿ è ðåøà-åòñÿ çàäà÷à ðàçãðóçêè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè òîëñòîñòåí-íîãî öèëèíäðà ïîñòîÿííîé òîëùèíû íåîáõîäèìî âûâåñòè ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå.Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (3) è ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îñåñèììåòðè÷íîéçàäà÷è â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
σ̇r = H11ε̇r +H12ε̇θ,

σ̇θ = H21ε̇r +H22ε̇θ,

ε̇r = du̇/dr,

ε̇θ = u̇/r.
(6)Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ:

dσ̇r

dr
+
σ̇r − σ̇θ

r
= 0. (7)Ñèñòåìó óðàâíåíèé (6), (7) ìîæíî ïðèâåñòè ê ðàçðåøàþùåìó óðàâíåíèþ îò-íîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé:

H11
d2u̇

dr2
+

[
dH11

dr
+

1

r
(H12 −H21 +H11)

]
du̇

dr
+

[
1

r

dH12

dr
− H22

r2

]
u̇ = 0. (8)Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè íà âíóòðåííåì è âíåøíåì ðàäèóñàõ ra è rb. Îòíîñèòåëüíîïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

H11
du̇

dr
(ra) +

H12

ra
u̇(ra) = −Ṗ

H11
du̇

dr
(rb) +

H12

rb

u̇(rb) = 0. (9)Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ öèëèíäðà óäîáíî èñïîëüçîâàòüìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì Íüþòîíà��à�ñîíà. Äëÿ òîãî, ÷òî-áû ó÷åñòü èñòîðèþ ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè ìà-òåðèàëà íåîáõîäèìî ïðèëîæåííóþ ê òåëó íàãðóçêó ðàçáèâàòü íà ìàëûå ïðèðàùå-íèÿ, ñîîòâåòñòâåííî è ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü ñ�îðìóëèðîâàíûîòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìà-öèé, à òàêæå ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé íà êàæäîé ðàâíîâåñíîé èòåðàöèè ìåòîäàÍüþòîíà��à�ñîíà èñïîëüçîâàëàñü íåÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà ñ ðàäèàëüíûì âîçâðàò-íûì àëãîðèòìîì äëÿ êðèòåðèÿ ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðà-ìåòðîâ ïîâðåæäàåìîñòè èñïîëüçîâàëàñü ÿâíàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòà-òå çàìåíû äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì âîçíèêàëà ñèñòåìàëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà êîòîðîé èìååò òðåõäèàãîíàëüíûé âèä. �åøàëàñüäàííàÿ ñèñòåìà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîãîíêè.4. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåäóðû ñíÿòèÿ ìàòåðèàëà. Åñëè â òåëå èìåþòñÿîñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ, òî ïðîöåäóðà ñíÿòèÿ ìàòåðèàëà âíåñåò èçìåíåíèÿ â îñòà-òî÷íîå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü íî-âîå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîñëå ñíÿòèÿ ìàòåðèàëà íåîáõîäèìîâîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ñå÷åíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìîæíî ìûñëåííî îòáðîñèòü



84 Ëüâîâ �.È., Îêîðîêîâ Â.À.÷àñòü òåëà è ïðèëîæèòü ïî ïîâåðõíîñòè ñå÷åíèÿ äåéñòâóþùèå â òåëå íàïðÿæåíèÿ.Òîãäà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òåëà îñòàíåòñÿ â ïðåæíèõ óñëîâèÿõ, òàê êàê âåëè÷èíàóñèëèé, ñóùåñòâîâàâøèõ íà ïîâåðõíîñòè íå èçìåíèëàñü. Åñëè ïðîâîäèòñÿ äåéñòâè-òåëüíîå ñå÷åíèå (÷àñòü ìàòåðèàëà óäàëÿåòñÿ), òî ïîâåðõíîñòü ïîëíîñòüþ îñâîáîæ-äàåòñÿ îò íàïðÿæåíèé. Òîãäà, åñëè íà ïîâåðõíîñòè ñå÷åíèÿ äî ñðåçà äåéñòâîâàëèîñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ σij , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ ìàòåðèàëà êïîâåðõíîñòè îñòàâøåãîñÿ òåëà ïðèëîæåíà ñëåäóþùàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà [4℄:
Pin = −σijnj . (10)Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-ìè (10) áóäåò íàéäåíî ïîëå äîáàâî÷íûõ íàïðÿæåíèé σ̆ij , êîòîðûå âîçíèêëè èç-çàóäàëåíèÿ ÷àñòè ìàòåðèàëà. Íîâîå îñòàòî÷íîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â òåëå áóäåòîïðåäåëÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
σR

ij = σij + σ̆ij . (11)Â ðåàëüíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ñíÿòèå ìàòåðèàëà ïðîèñõîäèò ìàëûìèïîðöèÿìè, ïîýòîìó âûøåèçëîæåííûå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû áûòü ñ�îðìóëèðîâàíûäëÿ ïðèðàùåíèé íàïðÿæåíèé. Òîãäà ïðèìåíèòåëüíî ê òîëñòîñòåííîìó öèëèíäðóîïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïîñëå ñíÿòèÿ ìàòåðèàëà çàêëþ÷àåòñÿ â ðå-øåíèè êðàåâîé çàäà÷è (8), êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ äëÿ êàæäîãî ñðåçà. �ðàíè÷íîå óñëî-âèå íà ïðåäïîëàãàåìîì íîâîì âíóòðåííåì ðàäèóñå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ îñòàòî÷íîìóðàäèàëüíîìó íàïðÿæåíèþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïî-ëó÷àþòñÿ äîáàâî÷íûå íàïðÿæåíèÿ σ̆k
r è σ̆k

θ . Òîãäà íîâûå îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿáóäóò îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (11):
σk

r = σk−1
r + σ̆k

r ,

σk
θ = σk−1

θ + σ̆k
θ ,

(12)ãäå k � íîìåð ñðåçà.5. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûëà ðåøåíà çàäà÷à àâòî�ðå-òèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåé ìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêè äëÿ òîëñòîñòåííîãî öèëèíäðàñ âíóòðåííèì è âíåøíèì ðàäèóñàìè ra = 0.04m è rb = 0.08m ñî ñëåäóþùèìè ïàðà-ìåòðàìè ìàòåðèàëà: ìîäóëü óïðóãîñòè � E = 200 �Ïà; êîý��èöèåíò Ïóàññîíà �
ν = 0.32; ïðåäåë òåêó÷åñòè � σT = 450 ÌÏà; ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ � ET = 6 �Ïà;ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðîñò ïîâðåæäàåìîñòè � S = 6 ÌÏà;Íà ïåðâîì ýòàïå áûëà ðåøåíà çàäà÷à íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè, â ðåçóëüòà-òå ÷åãî áûëî ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, îáðàçîâàâøèõñÿïîñëå äåéñòâèÿ äàâëåíèÿ àâòî�ðåòèðîâàíèÿ 650 ÌÏà. Äàëåå áûëà ïðîâåäåíà ñå-ðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïîñëå ñíÿòèÿ ìàòåðèàëà ñâíóòðåííåãî ðàäèóñà öèëèíäðà. È íà ïîñëåäíåì ýòàïå ê öèëèíäðó ïîñëå ìåõàíè-÷åñêîé îáðàáîòêè ïðèêëàäûâàëîñü ðàáî÷åå äàâëåíèå 450 ÌÏà. Íà ðèñóíêå 1 ïî-êàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ïî òîëùèíå öèëèíäðà ðàáî÷èõ ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé,âîçíèêàþùèõ îò ðàáî÷åãî äàâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ áåç àâòî�ðåòèðîâàíèÿ, à òàêæåïîñëå àâòî�ðåòèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ñíÿòîãî ìàòåðèàëà.Âèäíî, ÷òî ñ êàæäûì ïîñëåäóþùèì ñíÿòèåì ìàòåðèàëà ðàáî÷èå ýêâèâàëåíòíûåíàïðÿæåíèÿ âîçðàñòàþò è ñîîòâåòñòâåííî ñíèæàåòñÿ ý��åêò îò ïåðâîíà÷àëüíîãîàâòî�ðåòèðîâàíèÿ.
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�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèéÀâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïîääåðæêå Åâðîïåéñêîé Êîìèññèè, ïðîãðàì-ìå Ìàðèè Êþðè, êîíòðàêòó � PIRSES-GA-2012-318874, ïðîåêòó ¾Èííîâàöèîííûéíåðàçðóøàþùèé êîíòðîëü è ðåìîíò ñîâðåìåííûìè êîìïîçèöèîííûìè ìàòåðèàëà-ìè òðóáîïðîâîäîâ ñ îáúåìíûìè äå�åêòàìè ïîâåðõíîñòè¿.
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s. Springer, 2012. 402 p.[3℄ Ëüâîâ �.È., Îêîðîêîâ Â.À. Âëèÿíèå ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà íà àâòî�ðåòèðîâà-íèå òîëñòîñòåííûõ öèëèíäðîâ // Âåñòíèê Íàöèîíàëüíî Òåõíè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà"ÕÏÈ". 2012. � 55. P. 108�117.[4℄ Áèðãåð È.À. Îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ. Ì.: Ìàøãèç, 1963. 231 ñ.Lvov G. I., Okorokov V.O. Resear
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÈ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÎÁÎËÎ×ÅÊ Â�ÀÙÅÍÈßÌàêàðîâ Ñ.Ñ., Óñòèíîâ Þ.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè è íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ òðåõ òèïîâ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé íàãðóçêè.Áûëè ðàññìîòðåíû ñëó÷àè îñåâîãî ñæàòèÿ è âíåøíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Èñ-ñëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ íåëèíåéíûõ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè îáîëî÷åê, îñ-íîâàííûõ íà ãèïîòåçàõ Êèðãî�à�Ëÿâà. Äëÿ îöåíêè îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ëèíåé òåîðèèîáîëî÷åê ÷èñëåííî èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòè ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê ÍÄÑ îáîëî÷åê îòãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è âíåøíåé íàãðóçêè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿóñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê.1. Îñíîâíûå ïîëåâûå õàðàêòåðèñòèêè â áàçèñå ãàóññîâîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò. Íèæå r, φ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, a = a(z) � ðàäèóñ ñðåäèí-íîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, h � òîëùèíà, L � ðàññòîÿíèå ìåæäó òîðöàìè.Ñðåäèííûå ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îáîëî÷åê çàäàþòñÿ ïðèâåäåííîé íè-æå �îðìóëîé ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.Èìååì
a(z) = a1 +K sin2 πnz

L
,ãäå a1 � ðàäèóñ òîðöà îáîëî÷êè z = 0, K > 0 � êîý��èöèåíò âûïóêëîñòè, n �íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå êîëè÷åñòâî ãî�ðîâ.Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ òðåõ òèïîâ îáîëî÷åê:1. öèëèíäðè÷åñêîé (K = 0, n = 0, a(z) = a1);2. âûïóêëîé (n = 1, a(z) = a1 +K sin2 πz

L
);3. ãî�ðèðîâàííîé (n = 10, ò. å. a(z) = a1 +K sin2 10πz

L
).Íèæå êîìïîíåíòû âñåõ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê (âåêòîðà ñìåùåíèé, òåíçîðàäå�îðìàöèé è ò. ï.) ðàññìàòðèâàþòñÿ â ãàóññîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò α1, α2, α3 êàê�óíêöèè ϕ, z. Ïðè ýòîì ãëàâíûå êðèâèçíû êîîðäèíàòíûõ ëèíèé α1, α2 è èõ êîý�-�èöèåíòû Ëÿìå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè

k1 =
(1 + a′2)1/2

a(z)
, k2 =

a′′

(1 + a′2)3/2
, A1 = a(z) , A2 =

1√
1 + a′2Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ

A−1
1 ∂ϕT11 + A−1

2 ∂zT12 + k1Q
∗
1 + q1 = 0

A−1
1 ∂ϕT12 + A−1

2 ∂zT22 + k2Q
∗
2 + q2 = 0 (1)

A−1
1 ∂ϕQ

∗
1 + A−1

2 ∂zQ
∗
2 − k1T11 − k2T22 + q3 = 0



Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè è ÍÄÑ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ 87Çäåñü q1, q2, q3 � ïðîåêöèè âíåøíåé íàãðóçêè íà îðòû ãàóññîâîé ñèñòåìû êîîð-äèíàò, ∂ϕ, ∂z � ïðîèçâîäíûå ïî ϕ è z ñîîòâåòñâåííî.
T11 = B(ε11 + νε22), T22 = B(ε22 + νε11), T12 = 1/2B(1 − ν)ε12;

Q∗1 = Q1 − S1, Q1 = A−1
1 ∂ϕM11, S1 = T11θ1 + T12θ2, (2)

Q∗2 = Q2 − S2, Q2 = A−1
2 ∂zM12, S2 = T12θ1 + T22θ2, (3)

M11 = D(κ11 + νκ22), M22 = D(κ22 + νκ11), M12 = D
1 − ν

2
κ12,ãäå

B =
Eh

1 − ν2
, D =

Eh3

12(1 − ν2)Êîìïîíåíòû òåíçîðà êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé èìåþò âèä
ε11 = e11 +

1

2
θ2
1, ε22 = e22 +

1

2
θ2
2, ε12 = e12 +

1

2
θ1θ2, (4)ãäå

e11 = A−1
1 ∂ϕu1 + u3k1 + A−1

1 u2, e22 = A−1
2 ∂zu2 + k2u3,

2e12 = A−1
2 ∂zu1 + A−1

1 ∂ϕu2 + A−1
1 u1,

θ1 = −A−1
1 ∂ϕu3 + u1k1, θ2 = −A−1

2 ∂zu3 + k2u2,Çäåñü θ1, θ2 � óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíûõ ê ëèíèÿì ãëàâ-íûõ êðèâèçí. Êîìïîíåíòû òåíçîðà èçìåíåíèÿ êðèâèçí
κ11 = A−1

1 ∂ϕθ1 + A−1
1 θ2, κ22 = A−1

2 ∂zθ2, 2κ12 = A−1
1 ∂ϕθ2 + A−1

1 θ1 + A−1
2 ∂zθ1�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè íà òîðöàõ îáîëî÷êè èìåþò âèä

u1|x=0,L = 0, u2|x=0 = u∗, u2|x=L = 0, u3|x=0,L = 0, θ2|x=0,L = 0 (5)Ïóòåì çàäàíèÿ u∗ ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëèðîâàòü âëèÿíèå ìîíòàæíûõ èëèòåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé.2. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâî-ãî ïîðÿäêà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð Y = (Y1, Y2, ..Y8) ñ áåçðàçìåðíûìèêîìïîíåíòàìè
Yi = ui/L, i = 1, 2, 3; Y4 = θ2; Y5 = T12/B; Y6 = T22/B; Y7 = LM22/D; Y8 = Q∗2/B,Ïðè ýòîì êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(5) ïðåîáðàçóþòñÿ ê çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìûÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂xY = L(Y, ∂ϕY,q) + N(Y, ∂ϕY,q), x = z/L, (6)



88 Ìàêàðîâ Ñ.Ñ., Óñòèíîâ Þ.À.ãäå L� ëèíåéíûé îïåðàòîð,N� íåëèíåéíûé îïåðàòîð. Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîéäå�îðìàöèè (u1 = 0, ∂ϕY = 0) óðàâíåíèÿ (6) ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñèñòåìå 6-òè ÎÄÓ
dYi

dx
= Fi (Yj,q) , i, j = 2, 3, 4, 6, 7, 8. (7)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5) ïðèìóò âèä

Y2 |x=0= u∗, , Y2 |x=L= 0, Y3 |x=0,L= 0, Y4 |x=0,L= 0. (8)3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Y0 = (Y02, Y03, Y04, Y06, Y07, Y08)ðåøåíèå íåëèíåéíîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è (7). �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (6), (8)áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå:

Y = Y0 + εU, (9)ãäå U = (U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8) è
Ui = Vi(x) cos(kϕ+ ψi). (10)Çäåñü ψi = 0, i = 1, 3, 4, 5, 7, 8; ψi = π/2, i = 2, 6. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (9)�(10) â (6)ïîëó÷àåì ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
dU

dx
= H(k,Y0,U,q). (11)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè èìåþò âèä

U1 |x=0= u∗, U1 |x=L= 0, U2 |x=0,L= 0, U3 |x=0,L= 0, U4 |x=0,L= 0. (12)Çàäà÷à î íàõîæäåíèè íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (11)�(12) áûëà ñâå-äåíà ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîéàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ò. å. ê çàäà÷å ïîèñêà íóëåé å¼ îïðåäåëèòåëÿ,ýëåìåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ÷åòûðåõ çàäà÷ Êîøè.4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ Èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè è íà-ïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ òðåõ òèïîâ îáîëî÷åêâðàùåíèÿ � öèëèíäðè÷åñêîé, âûïóêëîé, ãî�ðèðîâàííîé, è äâóõ òèïîâ âíåøíåãîâîçäåéñòâèÿ: 1) îñåâîãî ñæàòèÿ, êîòîðîå ìîäåëèðîâàëîñü çàäàíèåì îñåâîãî ñìå-ùåíèÿ u∗; 2) âíåøíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Ââèäó îãðàíè÷åíèé íà îáúåìíèæå ïðèâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è 1.4.1. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ÍÄÑ. Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ïðè-ìåíèìîñòè ëèíåéíîé òåîðèè áûëè èññëåäîâàííû çàâèñèìîñòè ñìåùåíèé uz, ur èíàïðÿæåíèé σzz îò âåëè÷èíû u∗ ïðè ðàçëè÷íûõ �èêñèðîâàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõïàðàìåòðàõ (ðàäèóñà, äëèíû, òîëùèíû, âûïóêëîñòè). ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçà-ëè, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáîëî÷åê, íàõîäÿøèõñÿ ïîä äåéñòâèåì îñåâîãî ñæà-òèÿ è æåñòêî çàùåìëåííûõ íà òîðöàõ, ïðè îòíîøåíèè äëèíû ê ðàäèóñó L/a1 < 3è ïðè λ = u∗/L = 10−4, ëèíåéíàÿ òåîðèÿ íà÷èíàåò äàâàòü áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü
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�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ îò ðàäèóñà ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè â òîðöàõ

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ïåðâûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðàâîëíîîáðàçîâàíèÿÒàáëèöà 1 � Òî÷êè ñãóùåíèÿ êðèòè÷åñêîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà u∗Òèï îáîëî÷êè Òî÷êà ñãóùåíèÿ Êîëè÷åñòâî Àññèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå0.007 6Öèëèíäðè÷åñêàÿ 0.011 6 0.00030.0016 6Âûïóêëàÿ 0.011 5 0.000190.008 4�î�ðèðîâàííàÿ 0.015 5 0.00180.0025 6



90 Ìàêàðîâ Ñ.Ñ., Óñòèíîâ Þ.À.ðåøåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòåé ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé σzz îòâåëè÷èíû ðàäèóñà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â òîðöàõ a1 ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1.4.2. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû çà-âèñèìîñòè ïåðâûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà λ = u∗/L äëÿðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà âîëíîîáðàçîâàíèÿ k. Â õîäå èññëåäîâàíèÿ áûëèíàéäåíû íåêîòîðûå òî÷êè ñãóùåíèÿ äëÿ âñåõ òðåõ îáîëî÷åê (ñì. òàáë. 1).5. Çàêëþ÷åíèå. Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà èññëåäîâàííû îáëàñòè ïðè-ìåíåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè äëÿ òðåõ îáîëî÷åê. Äëÿ îáîëî÷åê íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåé-ñòâèåì îñåâîãî ñæàòèÿ è æåñòêî çàùåìëåííûõ íà òîðöàõ, ëèíåéíàÿ òåîðèÿ äà¼òáîëüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðè îòíîøåíèè äëèíû îáîëî÷êè ê ðàäèóñó L/a1 < 3 è âåëè-÷èíå îñåâîãî ñìåùåíèÿ λ = u∗/L = 10−4. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòèîáîëî÷åê áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ òî÷åê ñãóùåíèÿ êðèòè÷åñêîãî áåçðàçìåðíîãîïàðàìåòðà îñåâîãî ñìåùåíèÿ îäíîãî èç òîðöîâ. Óñòàíîâëåííû àñèìïòîòè÷åñêèåçíà÷åíèÿ òî÷åê ñãóùåíèÿ äëÿ òðåõ îáîëî÷åê ñ �èêñèðîâàííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìèïàðàìåòðàìè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �îëüäåíâåéçåð À.Ë. Òåîðèÿ òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà, 1976. 512 ñ.[2℄ �ðèãîëþê Ý.È. Êàáàíîâ Â. Â. Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà 1978. 360 ñ.[3℄ �åòìàí È.Ï. Êàðÿêèí Ì.È. Óñòèíîâ Þ.À. Àíàëèç íåëèíåéíîî ïîâåäåíèÿ êðóã-ëûõ ìåìáðàí ñ ïðîèçâîëüíûì ïðî�èëåì ïî ðàäèóñó // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêàè ìåõàíèêà. 2010. Ò. 74. Âûï. 6. C. 917�927.Makarov S. S., Ustinov Y.A. Investigations of stability and stress-strain state ofrotation shells. The work is devoted to investigation of stability and stress-strain state ofthe three types of revolution shells: a 
ylinder, a 
onvex and a 
orrugated that are under thein�uen
e of the external load. Cases of external hydrostati
 pressure and axial 
ompression are
onsidered. A study is 
ondu
ted in the framework of the nonlinear two-dimensional equationsof the theory of shells, is based on the hypotheses Kirho�-Love [1, 2℄. Numeri
al 
al
ulationsdependen
y �eld 
hara
teristi
s SSS shells from the geometri
al parameters to de�ne theareas of appli
ability of the linear theory were 
arried out. Also dependen
e of maximumstress values of the radius of the shell is obtained. Results of resear
h of stability of shells arereported.



��ÀÍÈ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ Ñ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÌ ØÀ�ÎÌÂ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÏÎ�ÎÓÏ�Ó�ÎÉÄÈÍÀÌÈÊÈÌàðêîâ È.Ï., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ïåòðîâ À.Í., Áåëîâ À.À.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî�àññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûõ ìåòîäèê íà îñíîâå ìåòîäà êâàä-ðàòóð ñâåðòîê è èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Øàãîâûå ïî âðåìåíè ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ñõåìû ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûé øàã. ×èñëåííîå îáðàùåíèå ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îðèåíòèðîâàíî íà ïðèìåíåíèå ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Äóðáèíà, ïîç-âîëÿþùåé íåðàâíîìåðíî ðàçáèâàòü ÷àñòîòíûé èíòåðâàë. Âàðüèðîâàíèå øàãîì ïî âðåìå-íè èëè ïî ÷àñòîòå âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ êîìáèíèðîâàííûõ �îðìóë ñ êëþ÷îì.Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåííûõ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûõ ñõåì ÷èñëåííî ðåøåíû òðåõìåðíûåêðàåâûå çàäà÷è ïîðîóïðóãîé äèíàìèêè. Äàí èõ àïîñòåðèîðíûé àíàëèç.Ââåäåíèå. �åøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ïîðîóïðóãîé äèíàìèêè ìåòîäîì ãðàíè÷-íûõ ýëåìåíòîâ îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà-ñà. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ âî âðåìåíè äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÷èñëåí-íîãî îáðàùåíèÿ Äóðáèíà èëè ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê. Îáà ìåòîäà îïèðàþòñÿíà ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîáëåìû ìåòîäîì ëîêàëüíîé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿ-öèè ñ ïîñòîÿííûì øàãîì. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íàðÿäó ñ ïîâûøåíèåì ëîêàëüíîéèíòåðïîëÿöèè ïðèìåíèòü ïåðåìåííûé øàã è êîìáèíèðîâàííûå �îðìóëû ñ ó÷åòîìïîÿâëåíèÿ ïðîáëåìû èíòåãðèðîâàíèÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ �óíêöèé.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ è äèñêðåòíàÿ ìîäåëè. Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó äëÿ ïîëíîé ìîäåëè Áèî èìååò âèä [1℄
Gũi,jj +

(
K +

1

3
G

)
ũj,ij − (α− β)p̃,i − s2(ρ− βρf)ũi = −F̃i ,

β

sρf
p̃,ii −

φ2s

R
p̃− (α− β)sũi,i = −ã ,

β =
kρfφ

2s2

φ2s+ s2k(ρa + φρf )
,ãäå s � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, G, K � êîíñòàíòû óïðóãîñòè, φ �ïîðèñòîñòü, k � ïðîíèöàåìîñòü, α � ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò íàïðÿæåíèé,

ρ, ρa, ρf � ïëîòíîñòè ïîðèñòîãî ñêåëåòà, ïðèñîåäèíåííîé ìàññû è íàïîëíèòåëÿ,
F̃i, ã � ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ.×òîáû ââåñòè �Ý-äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíå-íèå [2�6℄

αΩυ̃k(x, t) +

Γ∫

0

∫

Γ

(
T̃ik(x, y, t− τ)υ̃i(y, τ) −
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− T̃ 0

ik(x, y, t− τ)υ̃i(x, τ) − Ũik(x, y, t− τ)t̃i(y, τ)
)
dΓdτ = 0,

(x ∈ ∂Γ), t̃ = [t1, t2, t3, q]
T , υ̃ = (u1, u2, u3, p),ãäå Ũik, T̃ik � ìàòðèöû �óíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé; T̃ 0

ik � ìàòðèöàñëàãàåìûõ êîìïîíåíò T̃ik, ñîäåðæàùèõ îñîáåííîñòè.Áàçîâûé ïðîöåññ �Ý-äèñêðåòèçàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè Γ íàãðàíè÷íûå ýëåìåíòû: ÷åòûðåõóãîëüíûå è òðåóãîëüíûå âîñüìèóçëîâûå áèêâàäðà-òè÷íûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûðîæ-äåííûå ÷åòûðåõóãîëüíûå ýëåìåíòû. Îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ àïïðîêñèìèðóþò-ñÿ áèëèíåéíî, îáîáùåííûå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû � ïîñòîÿííî [3, 4℄. Äëÿ ïîëó÷å-íèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà �ÈÓ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè. Â êà÷åñòâå óçëîâêîëëîêàöèè âûáèðàþòñÿ óçëû àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ �óíêöèé.Äèñêðåòíûå àíàëîãè �ÈÓ �îðìèðóþòñÿ â âèäå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé.Äëÿ ñëó÷àÿ ïðèìåíåíèÿ â ðàìêàõ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû ìåòîäà êâàäðà-òóð ñâåðòîê èìååò çíà÷åíèå ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé êâàäðàòóðíîé�îðìóëû. Óðàâíåíèå â ñâåðòêàõ y(t) = f(t) ∗ g(t), ãäå ¾∗¿ � ñâåðòêà Âîëüòåððà,ìîæåì çàïèñàòü â âèäå êâàäðàòóðíîé �îðìóëû [7, 8℄:
y(n∆t) =

n∑

k=0

ωn−k(∆t)g(k∆t), n = 0, 1, . . . , N,

ωn(∆t) =
R−n

2π

2π∫

0

f
(
γ
(
Reiϕ

)
/∆t

)
e−inϕdϕ.Òðàäèöèîííûé ìåòîä èñïîëüçóåò ìåòîä òðàïåöèé ñ ïîñòîÿííûì øàãîì äëÿ âû-÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà. Ôîðìóëà ïîñòðîåíèÿ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé íà îñíîâå ïåðå-ìåííîãî øàãà èìååò âèä:

ωn(∆t) =
R−n

2π

L−1∑

k=0

(
f

(
γ (Reinϕk)

∆t

)
e−inϕk + f

(
γ (Reinϕk+1)

∆t

)
e−inϕk+1

)
ϕk+1 − ϕk

2
.Äëÿ ñëó÷àåâ âîçíèêíîâåíèÿ ïðîáëåìû èíòåãðèðîâàíèÿ îñöèëëèðóþùåé �óíê-öèè, èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíèðîâàííàÿ �îðìóëà, èñïîëüçóþùàÿ ñïåöè�èêó èíòåãðè-ðîâàíèÿ òàêèõ �óíêöèé. Ìîäè�èêàöèÿ íà îñíîâå ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ïîäûí-òåãðàëüíîé �óíêöèè âåñîâûõ ìíîæèòåëåé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

ωn(∆t) =
R−n

2π

L−1∑

k=1

ϕk+1∫

ϕk

f

(
γ (Reinϕ)

∆t

)
e−inϕdϕ =

=
R−n

2π

L−1∑

k=1

ϕk+1 − ϕk

2
ein

ϕk+ϕk+1
2

[
D1(w)f̄

(
γ (Reinϕk)

∆t

)
+D2(w)f̄

(
γ (Reinϕk+1)

∆t

)]ãäå w = −nϕk+1 − ϕk

2
, D1,2(w) = e

{
sinw/w ± (w cosw − sinw)i/w2, |w| > w2

e∓wi, |w| 6 w2



�Ý-ñõåìû ñ ïåðåìåííûì øàãîì â çàäà÷àõ ïîðîóïðóãîé äèíàìèêè 93�àññìîòðåíà ìîäè�èêàöèÿ íà îñíîâå ëîêàëüíîé êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìà-öèè. Âîçìîæíîñòè ïîñòðîåííûõ ìîäè�èêàöèé ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê ïðîäå-ìîíñòðèðîâàíû íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ.Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê ñ ïåðåìåííûì øàãîì ïðè ëèíåéíîé èí-òåðïîëÿöèè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè íå ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìó óñòîé÷èâî-ñòè ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé �óíêöèè íà âûáðàííîì âðåìåííîì èíòåðâàëåáåç èçìåëü÷åíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Ïðèìåíåíèå êîìáèíèðîâàííûõ �îðìóë ïîçâî-ëÿåò ïîëó÷èòü èñêîìûé ðåçóëüòàò íà òîé æå ñåòêå.Ïîñòðîåíèå ìîäè�èêàöèé ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê íà îñíîâå êîìáèíèðîâàí-íûõ �îðìóë ïîçâîëèëî ïðåîäîëåòü òàêèå îãðàíè÷åíèÿ òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà,êàê âûáîð ÷èñëà øàãîâ N ïî âðåìåíè, ñîâïàäàþùèì ñ ÷èñëîì óçëîâ L ïî óãëó ϕ.Èñïîëüçîâàíèå ìîäè�èêàöèé ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü íåîáõîäèìîå ÷èñëî òî÷åê ðàç-áèåíèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè.Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-ïëàñà íà îñíîâå ìåòîäà Äóðáèíà. Ïðèìåíåíû ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Äóðáèíà. Áà-çîâàÿ �îðìóëà ìåòîäà Äóðáèíà íà îñíîâå ìåòîäà òðàïåöèé ñ ïåðåìåííûì øàãîìäëÿ âñåé ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(0) =

∞∑

k=1

(f(α + iωk) + f(α + iωk+1))∆k/2π,

f(t) ≈ eαtπ−1
∞∑

k=1

(f(α + iωk)eitωk + f(α + iωk+1)e
itωk+1)∆k/2.Ïîñòðîåíû ìîäè�èêàöèè ìåòîäà ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ÷èñëåííîãî èíòå-ãðèðîâàíèÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé �óíêöèè. Ìîäè�èêàöèè ïîñòðîåíû íà îñíîâåëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè f(α+ iω) è ïðèâîäÿò ê êîìáè-íèðîâàííûì �îðìóëàì (�îðìóëàì ñ êëþ÷îì). Âîçìîæíîñòè ìîäè�èêàöèé ìåòîäàÄóðáèíà ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ. Äàíî ñðàâíåíèå ïðåäëî-æåííûõ �îðìóë ñ ìîäè�èêàöèåé ìåòîäà Äóðáèíà äðóãèõ àâòîðîâ.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êîìáèíèðîâàííûõ�îðìóë ïîçâîëÿåò áåç ïîòåðè òî÷íîñòè â íåñêîëüêî ðàç ïîíèçèòü êîëè÷åñòâî òî÷åêèíòåãðèðîâàíèÿ.�ðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðåçóëüòàòû. �àññìîòðåíà çàäà÷à î äåéñòâèè âåð-òèêàëüíîé ñèëû t3(t) = P0f(t), P0 = −1000 Í/ì2, f(t) = H(t) íà ïîâåðõ-íîñòü ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè ìàòåðèàëà:

E = 2, 544 · 108 Í/ì2; k = 3, 55 · 10−9 ì4/Íñ; ν = 0, 298; R = 1, 2 · 109 Í/ ì2;
ρ = 1884 êã/ì3; ρf = 1000 êã/ì3; φ = 0, 48; α = 0, 98. Ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàí-ñòâà îïèñûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé �Ý-ñåòêîé, ñîñòîÿùåé èç 3088 ýëåìåíòîâ. Îòêëèêãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé íà ðàññòîÿíèè 20 ì îò ìåñòà äåéñòâèÿ ñèëû ïðåäñòàâëåííà ðèñóíêå 1. Ïîëó÷åííûå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðåøåíèÿ êàê äëÿ óïðóãîãî, òàêè äëÿ ïîðîóïðóãîãî ñëó÷àåâ íå ïîäòâåðæäàþò ïàäåíèÿ àìïëèòóäû çà �ðîíòîìâîëíû �åëåÿ, ïîëó÷åííûå â [1℄.Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðàññòîÿíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî 6, 12, 20 ì) îò ìåñòà äåé-ñòâèÿ ñèëû íà �îðìó è àìïëèòóäó îòêëèêà äàâëåíèÿ ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 2.
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�èñóíîê 1 � 1 � óïðóãîå �Ý ðåøåíèå, 2 � ïîðîóïðóãîå �Ý ðåøåíèå, ïóíêòèð � ïîðî-óïðóãîå �Ý ðåøåíèå èç [1℄

�èñóíîê 2 � 1 � íà ðàññòîÿíèè 6 ì, 2 � 12 ì, 3 � 20 ì�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû�îññèè íà 2009-2013 ãîäû¿ (�14.B37.21.1137, �14.B37.21.1249), Ïðîãðàììû ãîñó-äàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ïðèïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698-à, 12-08-00984-à, 13-08-97091 ð-ïîâîëæüå-à,12-08-31572 ìîë-à, 13-08-00658-à).
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 Continua. Berlin: Springer,2001. 170 p.[2℄ Àìåíèöêèé À.Â., Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �ðàíè÷íûå èíòå-ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òðåõìåðíîé òåîðèè ïîðî-óïðóãîñòè // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóç. ñáîðíèê. 2009. � 71.Ñ. 164�171.[3℄ Àìåíèöêèé À.Â., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �àçâèòèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîðèñòûõ ñðåäàõ // Ïðî-áëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóç. ñáîðíèê. 2008. � 70. Ñ. 71�78.[4℄ Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà�ÈÓ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ òåîðèé âÿçêî- è ïîðî-óïðóãîñòè // Ýëåêòðîííûé æóðíàë ¾Òðóäû ÌÀÈ¿. 2010. � 40. Ñ. 1�20.[5℄ Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. ×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíîé äèíà-ìè÷åñêîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè ìåòîäîì �ÈÓ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âìåõàíèêå äå�îðìèðóåìûõ òåë è êîíñòðóêöèé. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ è êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ. Òð. XXIII Ìåæä. êîí�. BEM-FEM-2009, 28 ñåíò.� 01 îêò. 2009. ÑÏá: 2009.Ñ. 182�185.[6℄ Áåëîâ À.À. �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíûé ðàñ÷åò äèíàìèêè ñîñòàâíûõ âÿçêîóïðóãèõ òåë //Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóç. ñáîðíèê. 2008. � 70. Ñ. 162�168.[7℄ Lubi
h C. Convolution Quadrature and Dis
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huk S.Yu., Petrov A.N., Belov A.A. Variable-step boundary-element s
hemes in 3-d boundary-value problems of porielasti
 dynami
s. The use of boundary-element methodologies based on the 
onvolution quadrature method and Lapla
e integraltransform is 
onsidered. The time-step boundary-element s
hemes make it possible to use avariable step. Numeri
al inversion of Lapla
e transform is oriented at using a modi�
ation ofDourbin's method allowing for an unevenly subdivided frequen
y interval. Varying the time-or frequen
y-step is possible due to the use of 
ombined formulas with a key.Appli
ation of the present boundary-element s
hemes is illustrated by numeri
allyanalyzing boundary-value problems of poroelasti
 dynami
s. Their a posteriori analysis isgiven.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÎÉ ÏÅ�ÅÑÒ�ÎÉÊÈ ÊÎÑÒÍÎÉÒÊÀÍÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÑÏËÎØÍÛÕ Ñ�ÅÄÌàñëîâ Ë.Á., Ñàáàíååâ Í.À.Èâàíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýíåðãåòè÷åñêèé óíèâåðñèòåò1. Ââåäåíèå. Æèâûå òêàíè â ïðîöåññå ñâîåãî ðîñòà è ðàçâèòèÿ ñóùåñòâåííûì îá-ðàçîì ðåàãèðóþò íà âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå, â êîòîðîì îíè �óíêöèîíèðóþò. Ìåõàíè÷å-ñêèé �àêòîð îêàçûâàåò ñòèìóëèðóþùåå è ðåãóëèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà ñïåöè�è÷åñêèåêëåòêè òêàíåé, ÷òî ïðèâîäèò ê çàïóñêó è ðàçâèòèþ ïðîöåññîâ òðàíñ�îðìàöèè îðãàíà âìàêðîñêîïè÷åñêîì ìàñøòàáå [1℄. ßâëåíèå ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè íåðàçâèòîé ìÿãêîéñóáñòàíöèè â ïëîòíóþ êîñòíóþ òêàíü ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå äè��åðåíöèàöèè êîñò-íûõ êëåòîê, íàïðèìåð, âî âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ öåëîñòíîñòè êîñòè ïîñëå ïåðåëîìà èâæèâëåíèÿ ñêåëåòíûõ èìïëàíòàòîâ â òâåðäîå âåùåñòâî êîñòíîé òêàíè, ÷òî ïðèâîäèò êçàïóñêó ïðîöåññà ðåïàðàòèâíîé ðåãåíåðàöèè êîñòè â çîíå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ ïîâåðõíî-ñòüþ èíîðîäíîãî ïðåäìåòà èëè ìåæäó êîñòíûìè îòëîìêàìè.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ, âíîñèìûå âíåøíåé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêîé â óñòà-íîâèâøååñÿ äâèæåíèå æèäêîñòè â òðàíñïîðòíîé ñèñòåìå êîñòè ìîãóò îáåñïå÷èâàòü ïå-ðåäà÷ó óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ ìåæäó êëåòêàìè êîñòè â ïðîöåññå åå ñòðóêòóðíîé ïåðå-ñòðîéêè. Áûë ââåäåí áåçðàçìåðíûé ¾ìåõàíî-ðåãóëèðóþùèé èíäåêñ¿ (1), îïðåäåëÿþùèé,òêàíü êàêîãî �åíîòèïà îáðàçóåòñÿ â òåêóùåé òî÷êå ñðåäû â îòâåò íà ìåõàíè÷åñêóþ ñòè-ìóëÿöèþ [2℄:
M =

ε

a
+
q

b
(1)ãäå ε � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îêòàýäðè÷åñêîé ñäâèãîâîé äå�îðìàöèè óïðóãîãî êàð-êàñà äâóõ�àçíîé ñðåäû, q � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà âíóòðèòêàíåâîéæèäêîñòè â ïîðàõ, a = 0.0375 è b = 3 ìêì/ñ � ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû.�àññìîòðåííàÿ ìîäåëü èíòåíñèâíî ïðèìåíÿëàñü è â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ [3℄. Ïðåä-ïîëàãàëîñü, ÷òî êëåòêè â êàæäîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå ìîãóò äè��åðåíöèðîâàòüñÿ â êëåò-êè îñíîâíûõ òèïîâ òêàíåé: �èáðîáëàñòû, õîíäðîöèòû è îñòåîáëàñòû â çàâèñèìîñòè îòñðåäíåãî ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòà â òåêóùèé ðàñ÷åòíûé äåíü.Ê îñíîâíîìó íåäîñòàòêó äàííûõ ðàáîò ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî ìîäåëèðîâàëîñü äåé-ñòâèå òîëüêî ñòàòè÷åñêîé èëè öèêëè÷åñêîé íàãðóçêè íèçêîé ÷àñòîòû (1 �ö). Ýêñïåðè-ìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ðåçîíàíñíûå ðåæèìû îòíîñèòåëüíî âûñîêîé ÷àñòîòû ìîãóò îêà-çûâàòü áîëåå ñóùåñòâåííûé ý��åêò ïðè ñòèìóëèðîâàíèÿ æèâûõ òêàíåé, ÷åì íèçêî÷à-ñòîòíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ íàãðóçêà [4℄.2. Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè òêàíè. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ìå-õàíèçìà ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè êîñòíîé òêàíè ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ îäíîìåðíóþìîäåëü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçó÷àåìàÿ îáëàñòü ðåïàðàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåáîëüøîéó÷àñòîê âäîëü îñè x äëèíîé 2l, çàíèìàåìûé ñïëîøíîé ïîðîóïðóãîé ñðåäîé ñ ïîñòîÿííû-ìè êîý��èöèåíòàìè.�àññìîòðèì îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ÷àñòîò-íîé îáëàñòè, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ïîðîóïðóãîé ñðåäû [5℄:

−Eû′′ − (ρ− γ̃(ω)ρf )w2û+ (α− γ̃(ω))p̂′ = f̂V x (2)
−K̃(ω)p̂′′ + iωφ2R−1p̂+ i(α − γ̃(ω))ωû′ = 0



Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè êîñòíîé òêàíè 97ãäå û � ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå òî÷åê ñòåðæíÿ; p̂ � äàâëåíèå æèäêîñòè â ïîðàõ; E �ìîäóëü Þíãà ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà â äðåíèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; α � êîý��èöèåíòý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé Áèî; γ̃ � êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ïðîíèöàåìîñòü ñðå-äû è âçàèìîäåéñòâèå �àç; K̃ � ïðèâåäåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ãèäðàâëè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòüïîðèñòîé ñðåäû.Â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè òêàíè, çàíèìàþùåé íåáîëüøóþîáëàñòü äëèíîé 2l âäîëü ïðîäîëüíîé îñè êîñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷íóþ ïî-ñòàíîâêó çàäà÷è. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñðåäíåìñå÷åíèè ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå è ïîòîê æèäêîñòè â ïîðàõ ðàâíû íóëþ, à ïðàâîå ñå÷å-íèå ñâîáîäíî îò íàãðóçîê è ïîëíîñòüþ ïðîíèöàåìî äëÿ ïîðîâîé æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàÿîòñóòñòâèå âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ, ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü è ðåøåíèå â âèäå ðàçëî-æåíèÿ â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
f̂V x(x) =

∞∑

n=1,3,5...

fnsin
nπx

2l
, fn =

2

l

∫ l

0
f̂V x(x)sin

nπx

2l
dx (3)

û(x) =

∞∑

n=1,3,5...

unsin
nπx

2l
, p̂(x) =

∞∑

n=1,3,5...

pncos
nπx

2lãäå fn � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íàãðóçêè â ðÿä Ôóðüå.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3) â óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷èì:
(
E
(nπ

2l

)2
− (ρ− γ̃(ω)ρf )ω2

)
un − (α− γ̃(ω))

nπ

2l
pn = fn (4)

iω(α− γ̃(ω))
nπ

2l
un +

(
K̃(ω)

(nπ
2l

)2
+ iωφ2R−1

)
pn = 0�åøåíèå ñèñòåìû (4) ìîæåò áûòü íàéäåíî ëþáûì èçâåñòíûì àëãåáðàè÷åñêèì ìåòî-äîì. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì êîìïëåêñíûå ÷àñòîòíûå �óíêöèè, õàðàêòå-ðèçóþùèå ïåðåìåùåíèÿ è äàâëåíèå ïîðîâîé æèäêîñòè ïîðîóïðóãîé ñðåäû, ñîâåðøàþùåéêîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïðîäîëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû.Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåõàíî-ðåãóëèðóþùåãî êðèòåðèÿ (1) íóæíû ýêâèâàëåíòíàÿ ñäâèãî-âàÿ äå�îðìàöèÿ óïðóãîãî ñêåëåòà è ñêîðîñòü ïîòîêà âíóòðèòêàíåâîé æèäêîñòè â ïîðàõ:

ε̂(x) =

∞∑

n=1,3,5...

(
K̃(ω)(nπ/2l)2 + iωφ2R−1

)
(nπ/2l)fn

∆(ω)
cos

nπx

2l
(5)

q̂(x) = K̃(ω)

∞∑

n=1,3,5...

iω(α− γ̃(ω))(nπ/2l)2fn

∆(ω)
sin

nπx

2lãäå çíàìåíàòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4).Îáðàçîâàíèå êëåòîê è èõ ìèãðàöèÿ â ïðîöåññå ñðàùåíèÿ ïåðåëîìà åùå íå äîñòàòî÷íîèçó÷åíû. Ýòîò ïðîöåññ ïðèíèìàåòñÿ ñëó÷àéíûì è íåíàïðàâëåííûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòäè��óçèè ÷àñòèö ãàçà èëè æèäêîñòè. Â ðàññìàòðèâàåìîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ðàñ-÷åòà êîíöåíòðàöèè êëåòîê:
d

dx

(
J
dψ

dx

)
− dψ

dt
= 0 (6)ãäå J=Jx � êîý��èöèåíò äè��óçèè.



98 Ìàñëîâ Ë.Á., Ñàáàíååâ Í.À.Ïóñòü â êðàéíèõ ñå÷åíèÿõ çîíû ðåïàðàöèè x = ±l çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè àêòèâ-íûõ êëåòîê-ïðåäøåñòâåííèêîâ, ìèãðèðóþùèõ âíóòðü îáëàñòè, ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòî-ÿííîé è ðàâíîé ψmax. Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîäðàçóìåâàþùóþîòñóòñòâèå ïîòîêà âåùåñòâà â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè, óðàâíåíèå (6) èìååò àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå â âèäå ñóììû ψmax è ðàçëîæåíèÿ ïî ìåòîäó Ôóðüå:
ψ(x, t) = ψmax − 4

π
ψmax

∞∑

k=1

(−1)k−1

2k − 1
cos

(2k − 1)πx

2l
exp

(−J(2k − 1)2π2t

4l2

) (7)Ñîîòíîøåíèå (7) ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü êîíöåíòðàöèþ àêòèâíûõ êëåòîê â çîíå ðå-ïàðàöèè íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå. Ïîñêîëüêó íà îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âëèÿþòíå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè êëåòîê, à îòíîñèòåëüíûå, òî â ðàññìàòðèâàåìîéñõåìå äâèæåíèÿ àêòèâíûõ êëåòîê-ïðåäøåñòâåííèêîâ îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí íåçàâèñèìûéïàðàìåòð J . Åãî çíà÷åíèå âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çà ðàñ÷åòíûé ïåðèîä, ïðè-íÿòûé ðàâíûì 4 ìåñÿöàì (120 äíåé), çîíà ðåïàðàöèè áûëà áû ïîëíîñòüþ çàïîëíåíààêòèâíûìè êëåòêàìè, ñïîñîáíûìè ê äè��åðåíöèàöèè [3℄. Äëÿ îáëàñòè äëèíîé 2l = 10ìì ïðè J = 0.67 ìì2/äåíü çà êëèíè÷åñêè äîñòîâåðíûé ïåðèîä âðåìåíè T = 120 ñóòîêêîñòíàÿ ìîçîëü áóäåò ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà àêòèâíûìè êëåòêàìè. Íàéäåííîå çíà÷åíèåêîý��èöèåíòà äè��óçèè èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì ðàñ÷åòå.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà è îáñóæäåíèå. ×èñëåííûé àíàëèç áûë ïðî-âåäåí ïðè çíà÷åíèÿõ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò, ïðèâåäåííûõ â Òàáëèöå 1. Ïëîòíîñòü äâóõ-�àçíîé ñðåäû, ìîäóëè Þíãà è ñäâèãà â äðåíèðîâàííîì ñîñòîÿíèè E è G, êîý��èöèåíòûÁèî ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé α, ãèäðîñòàòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà R ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûìïóòåì èñõîäÿ èç òèïè÷íûõ çíà÷åíèé óïðóãèõ ìîäóëåé ìàòåðèàëà òâåðäîé è æèäêîé �àçè ïîðèñòîñòè ìàòåðèàëà [3℄.Òàáëèöà 1 � Ý��åêòèâíûå ìîäóëè áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé (â ñèñòåìå ÑÈ)Òèï òêàíè ψ α ρ E(dr) G(dr) R K�ðàíóëèð. 0.99 1.000 1021 1.36 · 105 0.57 · 105 2.29 · 109 1 · 10−14Ôèáðîçíàÿ 0.80 0.990 1100 1.15 · 106 0.47 · 106 0.21 · 109 1 · 10−14Õðÿùåâàÿ 0.80 0.995 1120 5.82 · 106 2.35 · 106 1.07 · 109 5 · 10−15Íåçðåë. êîñòü 0.65 0.893 1182 3.73 · 109 0.97 · 109 1.42 · 109 1 · 10−13Çðåëàÿ êîñòü 0.20 0.435 1416 1.31 · 1010 0.45 · 1010 0.39 · 109 4 · 10−13Êîìïàêòíîå 0.10 0.367 1468 2.11 · 1010 0.63 · 1010 0.19 · 109 1 · 10−17Ïðîíèöàåìîñòü áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåìåííûìè [5℄:
K̃(ω) =

K

1 + iωKρf
τ
φ

, γ̃(ω) =
iωρfK

1 + iωKρf
τ
φ

, ãäå K =
k

ηfÇíà÷åíèÿ K âçÿòû èç [3, 5℄, à õàðàêòåðèñòèêà èñêðèâëåííîñòè ïîðîâûõ êàíàëîâ
τ = 1.66, ÷òî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ðàñ÷åòàõ è ñîîòâåòñòâóåò ïîðàì íåñïåöè�è÷åñêîé �îð-ìû. Àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ äå�îðìàöèé è ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè â ïîðàõ ïåðåìåùå-íèé è äàâëåíèÿ æèäêîñòè â ïîðàõ (5) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ìåõàíî-ðåãóëèðóþùåãîèíäåêñà (1), ÿâëÿþùåãîñÿ êðèòåðèåì ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè êîñòíîé òêàíè. Â ïðîâå-äåííîì ÷èñëåííîì àíàëèçå èñïîëüçîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïàðàìåòðû, âçÿòûå èç [3℄.Ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû ðàâíû: a = 0.0375, b = 0.003 ìì/ñ. Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ìåõàíî-ðåãóëèðóþùåãî èíäåêñà ñëåäóþùèå: 1) M > 3 � îáðàçîâàíèå �èáðîçíîé òêàíè; 2)
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1 < M 6 3 � îáðàçîâàíèå õðÿùåâîé òêàíè; 3) 0.267 < M 6 1 � îáðàçîâàíèå íåçðå-ëîé êîñòíîé òêàíè ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïîðèñòîñòüþ, áëèçêîé ê ãóá÷àòîìó âåùåñòâóêîñòè; 4) 0.01 < M 6 0.267 � îáðàçîâàíèå çðåëîé êîñòíîé òêàíè, ïðèáëèæàþùåéñÿ ïîñâîèì ìåõàíè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ê êîìïàêòíîìó âåùåñòâó êîñòè; 5) M 6 0.01 �ðåçîðáöèÿ êîñòíîé òêàíè, âîçíèêàþùàÿ ïðè íåäîñòàòî÷íîì ìåõàíè÷åñêîì ñòèìóëèðîâà-íèè.Â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà òêàíü â çîíå ðåïàðàöèè, ðàñ-ñìîòðèì ñóììó ìåäëåííî-èçìåíÿþùåéñÿ ñæèìàþùåé ñèëû, ïîñòîÿííîé íà êàæäîì øàãåïî âðåìåíè, è áûñòðîé ñîñòàâëÿþùåé, èçìåíÿþùåéñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ îòíî-ñèòåëüíî âûñîêîé ÷àñòîòîé ω. Ïóñòü â òå÷åíèå âðåìåíè 0 < t 6 t1 ñòàòè÷åñêàÿ íàãðóçêàíà êîñòü ïëàâíî óâåëè÷èâàåòñÿ äî ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Fmax = 500 Í è ñî-õðàíÿåò äîñòèãíóòóþ âåëè÷èíó äî êîíöà ïåðèîäà ðåïàðàöèè t = 120 ñóòîê.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àìïëèòóäà ãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêè f̂V x ïðîïîðöèîíàëüíà ïîñòî-ÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ñ çàäàííûì êîý��èöèåíòîì, ïðèíÿòûì â ðàñ÷åòå β = 0.1.�ðà�èêè èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè (�èñóíîê 1à) â õàðàêòåðíîé òî÷êå x = 2.5 ììäëÿ òèïè÷íîé íàãðóçêè ïðè t1 = 60 äíåé ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íàñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ê òîìó èëè èíîìó çíà÷åíèþ ìîäóëÿ Þíãà è, ñëåäîâàòåëüíî, íàîáðàçîâàíèå îïðåäåëåííîãî âèäà òêàíè âëèÿåò ÷àñòîòà ïðèëîæåííîé ãàðìîíè÷åñêîé íà-ãðóçêè. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòüäîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü ìåõàíèçìà ïåðåñòðîéêè îò ÷àñòîòíûõ ñâîéñòâ áèîìå-õàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ 1..10 �ö ïðè óäîâëåòâî-ðèòåëüíîì âîññòàíîâëåíèè â íà÷àëüíûé ïåðèîä â ïîñëåäóþùåì íàáëþäàåòñÿ ðåçîðáöèÿòêàíè è ïåðåõîä â òêàíü ñ íèçêèì ìîäóëåì óïðóãîñòè. Òîëüêî ñòàòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, íåñïîñîáíàÿ ãåíåðèðîâàòü âûíóæäåííûå ïîòîêè âíóòðèòêàíåâîé æèäêîñòè â ñèñòåìå ïî-ðîâûõ êàíàëîâ, êàê ñëåäóåò èç ðèñóíêà, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ �èáðîçíî-õðÿùåâîéòêàíè. Âûñîêàÿ ÷àñòîòà, ðàâíàÿ 30 �ö äëÿ äàííîé ÷èñëîâîé ìîäåëè, òàêæå íå ñïîñîá-ñòâóåò óäîâëåòâîðèòåëüíîìó îñòåîãåíåçó è äîñòàòî÷íî áûñòðî âåäåò ê �îðìèðîâàíèþ�èáðîçíîé òêàíè. Îïòèìàëüíîé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íàãðóçêà ÷àñòîòîé 20 �ö,ñòèìóëèðóþùàÿ óñòîé÷èâûé ïðîöåññ òðàíñ�îðìàöèè èñõîäíîãî íåäè��åðåíöèðîâàííî-ãî âåùåñòâà â çðåëóþ êîñòíóþ òêàíü.�ðà�èêè (ðèñóíîê 1á) äåìîíñòðèðóþò çàâèñèìîñòü ìåõàíèçìà ðåïàðàöèè îò êîîðäè-

à) á)�èñóíîê 1 � Èçìåíåíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè òêàíè: a) â òî÷êå x = 2.5 ìì ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû äåéñòâóþùåé íàãðóçêè; á) â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ êîñòíîé ìîçîëè ïðè÷àñòîòå 20 �ö



100 Ìàñëîâ Ë.Á., Ñàáàíååâ Í.À.íàòû ïðè �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå 20 �ö, ïðèíÿòîé îïòèìàëüíîé äëÿ äàííîé ÷èñëîâîéìîäåëè. �àñïðåäåëåíèå äå�îðìàöèé óïðóãîãî ñêåëåòà òâåðäîé �àçû è ïîòîêîâ æèäêîñòèâ ïîðàõ ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûé õàðàêòåð äàæå äëÿ îáëàñòè ïðîñòîé �îðìû,íå ãîâîðÿ óæå î òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì ìåõàíî-ðåãóëèðóþùåãî èíäåêñà (1) è ïîïàäàíèþ òåêóùåé òî÷êè (ε, q) â òó èëè èíóþ îáëàñòüóïðàâëÿþùåé äèàãðàììû. Òàê â ñå÷åíèè x = 0 ìì ïîòîê æèäêîñòè (5) ðàâåí íóëþ, ÷òîîáóñëîâëåíî ñèììåòðè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à ýòî, êàê è â ñëó÷àå òîëüêî ñòà-òè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ �èáðîçíî-õðÿùåâîé òêàíè. Îòðèöàòåëüíûéý��åêò íèçêèõ ñêîðîñòåé æèäêîñòè â ïîðàõ îñòàåòñÿ çàìåòíûì äî ñå÷åíèé x = ±1 ìì,÷òî ñîñòàâëÿåò 20 % êîñòíîé ìîçîëè.4. Çàêëþ÷åíèå. �àññìîòðåííàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ñòðóêòóðíîé ïåðåñòðîéêè êîñò-íîé òêàíè è åå êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ òåñòèðîâàíèÿ îáùå-ãî äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî àëãîðèòìà è îöåíêè âëèÿíèÿ îòäåëüíûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà ïðîöåññ ðåãåíåðàöèè êîñòíîé ìîçîëè. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåííàÿìîäåëü ïîçâîëèëà èññëåäîâàòü âëèÿíèå ÷àñòîòû ñòèìóëèðóþùåé íàãðóçêè íà ïðîöåññ ïå-ðåñòðîéêè òêàíè, ÷òî ñîâåðøåííî îòñóòñòâóåò â èçâåñòíûõ èñòî÷íèêàõ, à òàêæå âëèÿíèåðàííåãî íàãðóæåíèÿ íà âîññòàíîâëåíèå óïðóãèõ ñâîéñòâ êîñòíîé ìîçîëè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 12-01-00054-à.
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÑÏËÀÂÎÂ Ñ ÏÀÌßÒÜÞÔÎ�ÌÛ Ï�È ÍÅÌÎÍÎÒÎÍÍÎ ÌÅÍßÞÙÈÕÑßÍÀÏ�ßÆÅÍÈßÕÌèøóñòèí È.Â., Ìîâ÷àí À.À.Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè �ÀÍ, ÌîñêâàÏðåäëîæåí âàðèàíò îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþ �îð-ìû ïðè íåìîíîòîííîì íàãðóæåíèè, ìîäåëèðóþùèé ðàçëè÷íûå âèäû äå�îðìàöèîííîãîóïðî÷íåíèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ ýòèõ ìàòåðèàëîâ.Ïðè íåìîíîòîííîì èçìåíåíèè íàïðÿæåíèé ñïëàâû ñ ïàìÿòüþ �îðìû (ÑÏÔ)äåìîíñòðèðóþò ðÿä íåîáû÷íûõ äå�îðìàöèîííûõ ý��åêòîâ. Ïðè ïðÿìîì �àçî-âîì ìàðòåíñèòíîì ïðåâðàùåíèè ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèé ñî ñíèæàþùåéñÿ èí-òåíñèâíîñòüþ íàáëþäàåòñÿ ðîñò íåóïðóãèõ äå�îðìàöèé [1, 2℄. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿÿâëåíèÿ íàêîïëåíèÿ äå�îðìàöèé ïðÿìîãî ïðåâðàùåíèÿ äå�îðìàöèîííîå óïðî÷-íåíèå íå õàðàêòåðíî. Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì íàãðóæåíèè, ðàçãðóçêå è ïîâòîðíîìíàãðóæåíèè îáðàçöà èç ÑÏÔ, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëíîñòüþ ìàðòåíñèòíîì �àçîâîìñîñòîÿíèè, íàáëþäàåòñÿ ÿâíîå äå�îðìàöèîííîå óïðî÷íåíèå [3℄.Åñëè ïîñëå ïîëíîãî ïðÿìîãî �àçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãîíàïðÿæåíèÿ è ðàçãðóçêè ïîäâåðãíóòü îáðàçåö èç ÑÏÔ, ïåðåøåäøåãî â ìàðòåí-ñèòíîå �àçîâîå ñîñòîÿíèå, ìîíîòîííîìó èçîòåðìè÷åñêîìó íàãðóæåíèþ, òî ìîæíîóáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàòåðèàë ÿâíî ïîäâåðãñÿ äå�îðìàöèîííîìó óïðî÷íåíèþ,òåì áîëåå ñóùåñòâåííîìó, ÷åì áîëüøåå íàïðÿæåíèå äåéñòâîâàëî ïðè ïðåäøåñòâó-þùåì ïðÿìîì ïðåâðàùåíèè (ÿâëåíèå ïåðåêðåñòíîãî óïðî÷íåíèÿ [3℄). Íåîáõîäèìîîòìåòèòü, ÷òî èçâåñòíûå ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ÑÏÔ, êàê ïðàâèëî, íå îïèñûâàþò óïî-ìÿíóòûõ âûøå ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ íåìîíîòîííîì íàãðóæåíèåì ÑÏÔ.Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿèçìåíåíèÿ íåóïðóãèõ äå�îðìàöèé çà ñ÷åò �àçîâûõ (ïðÿìûõ èëè îáðàòíûõ) ïå-ðåõîäîâ èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, íå àïåëëèðóþùèå ê ïîíÿòèþïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ, ïîñêîëüêó ÿâëåíèå äå�îðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ äëÿðàçâèòèÿ èëè óìåíüøåíèÿ �àçîâûõ äå�îðìàöèé â ÑÏÔ íå õàðàêòåðíî. Â ÷àñòíî-ñòè, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â ìîäåëèíåëèíåéíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ÑÏÔ ïðè �àçîâûõ è ñòðóêòóðíûõ ïðåâðàùåíèÿõ[4, 5℄:
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ij � ïðèðàùåíèå íåóïðóãîé äå�îðìàöèè, ñâÿçàííîå ñ �àçîâûì ïåðåõî-äîì, q � îáúåìíàÿ äîëÿ ìàðòåíñèòíîé �àçû, εphst
ij � �àçîâî-ñòðóêòóðíàÿ äå�îð-ìàöèÿ, σij , σi � òåíçîð è èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, øòðèõîì îáîçíà÷åíû êîì-ïîíåíòû äåâèàòîðà, ρD � ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà, èìåþùàÿ ñìûñë èíòåíñèâíîñòè



102 Ìèøóñòèí È.Â., Ìîâ÷àí À.À.êðèñòàëëîãðà�è÷åñêîé äå�îðìàöèè �àçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ, ε0 � ëèíåéíàÿ äå�îð-ìàöèÿ îáúåìíîãî ý��åêòà ðåàêöèè �àçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ, Φ1(σi) � ìàòåðèàëüíàÿ�óíêöèÿ, èìåþùàÿ ñìûñë �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ìèêðîíàïðÿæå-íèé â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå ÑÏÔ (àóñòåíèòíîå �àçîâîå ñîñòîÿíèå), f(q) � ìà-òåðèàëüíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîöåññàìè çàðîæäåíèÿè ðàçâèòèÿ ìàðòåíñèòíûõ ýëåìåíòîâ ïðè ïðÿìîì �àçîâîì ïðåâðàùåíèè.Â òî æå âðåìÿ, ïðè îïèñàíèè ðàçâèòèÿ ñòðóêòóðíûõ äå�îðìàöèé, äëÿ êîòîðîãîõàðàêòåðíû ðàçëè÷íûå âèäû äå�îðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ, ïîíÿòèå íàïðÿæåíèÿíà÷àëà íåóïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ (äëÿ ñîêðàùåíèÿ íàçûâàåìîãî äàëåå ¾ïðåäå-ëîì òåêó÷åñòè¿) íåîáõîäèìî. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ïîíÿòèå åäèíîãî ïðåäåëàòåêó÷åñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ÑÏÔ íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó ðàçëè÷-íûå ýëåìåíòàðíûå ìàðòåíñèòíûå îáúåìû, ñîñòàâëÿþùèå ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì,ìîãëè çàðîäèòüñÿ â ïðîöåññå ïðÿìîãî ïðåâðàùåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ íàïðÿæåíèÿõè ïîýòîìó îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè íà÷àëà íåóïðóãîãî äå�îðìèðîâà-íèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå ðîñòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé äå�îðìàöèè ìàð-òåíñèòíîé íåóïðóãîñòè èñïûòûâàåò òîëüêî ÷àñòü ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà. Ïðèýòîì óïðóãî âåäóò ñåáÿ òå ýëåìåíòàðíûå ìàðòåíñèòíûå îáúåìû, ïðåäåë òåêó÷åñòèêîòîðûõ âûøå, ÷åì âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ â äàííîìïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå. Â ðàìêàõ ìîäåëè íåëèíåéíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ÑÏÔïðè �àçîâûõ è ñòðóêòóðíûõ ïðåâðàùåíèÿõ äëÿ ïðèðàùåíèÿ ñòðóêòóðíîé äå�îð-ìàöèè ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü [4, 5℄
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i � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé çà âñþ èñòîðèþ ñó-ùåñòâîâàíèÿ ìàðòåíñèòà â äàííîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå ÑÏÔ. Åñëè õîòÿ áûîäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî, òî dεst

ij = 0. ßñíî, ÷òî �îðìóëà (3) ïðè íåìî-íîòîííîì íàãðóæåíèè ÑÏÔ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèìåíèìà, ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü
q, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (3), ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âñÿ ìàðòåíñèòíàÿ ÷àñòüïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ÑÏÔ èñïûòûâàåò ñòðóêòóðíîå ïðåâðàùåíèå, à âåëè÷è-íà σmax

i êàê ðàç è òðàêòóåòñÿ êàê åäèíûé ïðåäåë òåêó÷åñòè âñåõ ìàðòåíñèòíûõýëåìåíòîâ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà.Ïðåäëàãàåòñÿ, ñîõðàíèâ óñëîâèå àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ (4), îòêàçàòüñÿ îò òðå-áîâàíèÿ (5). Â äîïîëíåíèþ ê óñëîâèþ (4) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷àñòü ìàðòåíñèòíîãîîáúåìà, çàäàâàåìàÿ âåëè÷èíîé îáúåìíîé äîëè qst, òàêîé ÷òî 0 6 qst 6 q, â êîòî-ðîé ïðîèñõîäèò ñòðóêòóðíûé ïåðåõîä. Âåëè÷èíà qst äîëæíà �èãóðèðîâàòü âìåñòîìíîæèòåëÿ q â ïðàâîé ÷àñòè (3).



Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþ �îðìû 103Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû qst, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùèõïðåäïîëîæåíèÿõ.1. Â êàæäîé òî÷êå ïðîöåññà èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé âî âñåõ ìàðòåíñèòíûõýëåìåíòàõ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà îäèíàêîâà è ðàâíà èíòåíñèâíîñòè ìàêðîñêî-ïè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ â ýòîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå. Ïðèðàùå-íèå ñòðóêòóðíîé äå�îðìàöèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñèñïîëüçîâàíèåì ïðèðàùåíèé ñòðóêòóðíûõ äå�îðìàöèé ìàðòåíñèòíûõ ýëåìåíòîâïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî �åéññó.2. Ïðè çàðîæäåíèè ìàðòåíñèòíîãî ýëåìåíòà â ïðîöåññå ïðÿìîãî ïðåâðàùåíèÿåãî ïðåäåë òåêó÷åñòè ðàâåí èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâîâàâøåãî â ìîìåíòîáðàçîâàíèÿ ýòîãî ýëåìåíòà.3. Ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàðòåíñèòíîãî ýëåìåíòà ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó çà âñþèñòîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî ýëåìåíòà çíà÷åíèþ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé,äåéñòâîâàâøèõ â äàííîì ýëåìåíòå.4. Ïðèðàùåíèå ñòðóêòóðíîé äå�îðìàöèè ìàðòåíñèòíîãî ýëåìåíòà ñîîñíî äå-âèàòîðó äåéñòâóþùåãî â íåì íàïðÿæåíèÿ è ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèðàùåíèþ èíòåí-ñèâíîñòè ýòèõ íàïðÿæåíèé.5. Ïðè îáðàòíîì �àçîâîì ïðåâðàùåíèè ïîðÿäîê èñ÷åçíîâåíèÿ ìàðòåíñèòíûõýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ïîðÿäêó èõ âîçíèêíîâåíèÿ ïðè ïðåäøå-ñòâóþùåì ïðÿìîì ïðåâðàùåíèè. Ýëåìåíòû, âîçíèêøèå ïîñëåäíèìè, èñ÷åçàþò âïåðâóþ î÷åðåäü.Íà îñíîâàíèè ñ�îðìóëèðîâàííûõ ïîëîæåíèé ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèå àëãî-ðèòìû îïðåäåëåíèÿ îáúåìíîé äîëè qst ìàðòåíñèòíûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâèòåëüíî-ãî îáúåìà, â êîòîðûõ â äàííîé òî÷êå ïðîöåññà ïðîèñõîäèò ñòðóêòóðíîå ïðåâðàùå-íèå. Ïðîèñõîäÿùèé â äàííîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå ÑÏÔ òåðìîìåõàíè÷åñêèéïðîöåññ äåëèòñÿ íà �ðàãìåíòû ïðÿìîãî èëè îáðàòíîãî �àçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ.Íà êàæäîì èç òàêèõ �ðàãìåíòîâ âåëè÷èíà îáúåìíîé äîëè ìàðòåíñèòíîé �àçûèëè ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, èëè ìîíîòîííî óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîìîòäåëüíîì �ðàãìåíòå âåëè÷èíà q õàðàêòåðèçóåò íå òîëüêî îáúåìíóþ äîëþ ìàð-òåíñèòà â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå, íî è ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê âðåìåíåïîäîá-íûé ïàðàìåòð ïðîöåññà. Êàæäîå çíà÷åíèå q îïðåäåëÿåò òî÷êó ïðîöåññà, â êîòîðîéîáúåìíàÿ äîëÿ ìàðòåíñèòíîé �àçû âûðîñëà äî çíà÷åíèÿ q ïðè ïðÿìîì ïðåâðàùå-íèè èëè óìåíüøèëàñü äî çíà÷åíèÿ q ïðè îáðàòíîì ïðåâðàùåíèè, èëè, ÷òî òî æå,ýëåìåíòàðíûé îáúåì ìàðòåíñèòà dq, çàðîäèâøèéñÿ ïðè ïðÿìîì ïðåâðàùåíèè èëèèñ÷åçíóâøèé ïðè îáðàòíîì ïðåâðàùåíèè â òî÷êå ïðîöåññà q.Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðÿìîãî ïðåâðàùåíèÿ, êîòîðûé õàðàêòåðèçó-åòñÿ çàâèñèìîñòüþ
σi = f1(q) (6)Ñîãëàñíî ýòîé çàâèñèìîñòè â òîò ìîìåíò, êîãäà âåëè÷èíà îáúåìíîé äîëè ìàðòåí-ñèòíîé �àçû äîñòèãëà çíà÷åíèÿ q, èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé â ïðåäñòàâèòåëüíîìîáúåìå áûëà ðàâíà σi, èëè, ÷òî òî æå, ìàðòåíñèòíûé ýëåìåíò dq, çàðîäèâøèéñÿ ïðèïðÿìîì ïðåâðàùåíèè, êîãäà âåëè÷èíà îáúåìíîé äîëè ìàðòåíñèòíîé �àçû áûëà q0èìååò ïðè çàðîæäåíèè ïðåäåë òåêó÷åñòè, ðàâíûé f1(q0). �ðà�èê çàâèñèìîñòè (6)áóäåò äàëåå äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòüñÿ ïåðâîé êðèâîé.Ïðè ïðîäîëæåíèè �àçîâîãî ïåðåõîäà ïðåäåëû òåêó÷åñòè ìàðòåíñèòíûõ ýëå-



104 Ìèøóñòèí È.Â., Ìîâ÷àí À.À.ìåíòîâ ìîãóò ìåíÿòüñÿ. Äàëåå äëÿ êàæäîé òî÷êè ïðîöåññà ïðÿìîãî ïðåâðàùåíèÿ,îïðåäåëÿåìîé çíà÷åíèåì q = q0, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà �óíêöèÿ
σ∗ = f2(q, q0), q 6 q0 (7)îáîçíà÷àþùàÿ ïðåäåë òåêó÷åñòè, êîòîðûé èìååò ìàðòåíñèòíûé ýëåìåíò, çàðîäèâ-øèéñÿ â òî÷êå ïðîöåññà q â òîò ìîìåíò, êîãäà îáúåìíàÿ äîëÿ ìàðòåíñèòíîé �àçûäîñòèãëà çíà÷åíèÿ q0. Íà îñíîâàíèè ñ�îðìóëèðîâàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé ëåã-êî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãðà�èêà çàâèñèìîñòè (7), êîòîðûé äàëåå äëÿêðàòêîñòè áóäåò íàçûâàòüñÿ âòîðîé êðèâîé.1. f2(q0, q0) = f1(q0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íàÿ òî÷êà âòîðîé êðèâîé âñåãäàëåæèò íà ïåðâîé êðèâîé.2. f2(q1, q0) = max

q16q6q0

f1(q).3. f2(q1, q0) > f2(q2, q0) ïðè q1 6 q2 6 q0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðàÿ êðèâàÿ,ïîñòðîåííàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ q0, íå ìîæåò èìåòü ó÷àñòêîâ ñòðîãîãîâîçðàñòàíèÿ.4. Ïóñòü íà îòðåçêå q ∈ [q1, q2] �óíêöèÿ f2(q, q0) ñòðîãî óáûâàåò ïî q. Â ýòîì ñëó-÷àå �óíêöèÿ f1(q) òàêæå ìîíîòîííî óáûâàåò íà îòðåçêå [q1, q2], ïðè÷åì �ðàãìåíòâòîðîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùèé q ∈ [q1, q2] èäåíòè÷åí îòðåçêó ïåðâîé êðèâîé äëÿòåõ æå çíà÷åíèé àðãóìåíòà.5. Åñëè ïðÿìîå ïðåâðàùåíèå íà íåêîòîðîì �ðàãìåíòå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà
q ∈ [q1, q2] ïðîèñõîäèò ïðè ìîíîòîííîì óáûâàíèè σi, òî ñòðóêòóðíîãî ïðåâðà-ùåíèÿ íå ïðîèñõîäèò íè â îäíîì èç ìàðòåíñèòíûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâèòåëüíî-ãî îáúåìà, è ïðåäåë òåêó÷åñòè îáðàçîâàâøèõñÿ íà ýòîì �ðàãìåíòå ìàðòåíñèòíûõýëåìåíòîâ íå ìåíÿåòñÿ, ò. å. ñîõðàíÿåò çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå ýòèì ýëåìåíòîì ïðèåãî çàðîæäåíèè. Â ðåçóëüòàòå �ðàãìåíò âòîðîé êðèâîé äëÿ q ∈ [q1, q2] ñîâïàäàåòñ ñîîòâåòñòâóþùèì �ðàãìåíòîì ïåðâîé êðèâîé.6. Ïóñòü íà íåêîòîðîì �ðàãìåíòå q ∈ [q1, q2] ðîñòà çíà÷åíèé q ïðÿìîå ïðåâðàùå-íèå ïðîèñõîäèò ïðè ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Â ýòîìñëó÷àå âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ â ïðåäñòàâèòåëüíîìîáúåìå ÑÏÔ, ïðåâîñõîäèò ïðåäåëû òåêó÷åñòè, ïîëó÷åííûå ìàðòåíñèòíûìè ýëå-ìåíòàìè ïðè èõ çàðîæäåíèè, ïî êðàéíåé ìåðå, â íåêîòîðîé ëåâîé îêðåñòíîñòèòî÷êè q. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäåëû òåêó÷åñòè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé qèç ýòîé îêðåñòíîñòè îäèíàêîâû è ðàâíû çíà÷åíèþ σi â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êåïðîöåññà. Òàêèì îáðàçîì, íà âòîðîé êðèâîé ïîÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå ó÷àñò-êè. Â ñèëó òîãî, ÷òî âòîðàÿ �óíêöèÿ f2(q, q1) äëÿ �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ q1íå ìîæåò âîçðàñòàòü ïî q, ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê íå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñî-áîé íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî, à ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêîì, ïðàâûé êîíåöêîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ òåêóùåé òî÷êîé ïðîöåññà, ëåæàùåé íà âîçðàñòàþùåé âåòâèïåðâîé êðèâîé, à ëåâûé êîíåö íàõîäèòñÿ íà áëèæàéøåé ñëåâà íèñïàäàþùåé âåòâèâòîðîé êðèâîé. Åñëè òàêàÿ òî÷êà îòñóòñòâóåò, òî ëåâàÿ òî÷êà îòðåçêà ëåæèò íàîñè σi. Äëèíà ýòîãî îòðåçêà êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó qst. Â ðàñ-ñìàòðèâàåìîì ïðîöåññå ïðîèñõîäèò ñòðóêòóðíîå ïðåâðàùåíèå, îòðåçîê äâèãàåò-ñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ, ïðè÷åì åãî äëèíà íå ìîæåò óáûâàòü â ïðîöåññå äâèæåíèÿèçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî âîñõîäÿùåé âåòâè ïåðâîé êðèâîé. Äè��åðåíöèàë äëèíû



Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñïëàâîâ ñ ïàìÿòüþ �îðìû 105äóãè ñòðóêòóðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ dLst =
√
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ij/3 îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìó-ëå dLst = qstρDΦ′2(σi)dσi. Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíûé ìîäóëü, ñîîòâåòñòâóþùèéñòðóêòóðíîé äå�îðìàöèè, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí qst è íå ìîæåò âîçðàñòàòü âðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ñêà÷-êîîáðàçíîãî óìåíüøåíèÿ êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ.Àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìû ïðåäëîæåíû äëÿ ñëó÷àÿ îáðàòíîãî �àçîâîãî ïðåâðà-ùåíèÿ è äëÿ íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷å-íèè ïàðàìåòðà �àçîâîãî ñîñòàâà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè îáðàòíîì ïðåâðàùåíèè, âîòëè÷èå îò ïðÿìîãî, â ñëó÷àå ðîñòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ñòðóêòóðíîå ïðå-âðàùåíèå ìîæåò íå ïðîèñõîäèòü.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ (ãðàíò �11-01-00503_à).
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ÌÅÒÎÄÛ ÌÍÎ�ÎÌÀÑØÒÀÁÍÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÓËÜÒ�ÀÇÂÓÊÎÂÛÕ ÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÈÇËÓ×ÀÒÅËÅÉÑ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÌÈ ÝËÅÌÅÍÒÀÌÈÍàñåäêèí À.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ ïîäõîäû, ñâÿçàííûå ñ íåñòàíäàðòíûì è ìíîãîìàñøàáíûìêîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ìîäåëèðîâàíèåì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, îðèåíòèðîâàííûõâ áîëüøåé ñòåïåíè íà óëüòðàçâóêîâûå ìåäèöèíñêèå ïðèìåíåíèÿ.Ââåäåíèå. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå óñòðîéñòâà ñ êîìïîçèòíûìè ïüåçîýëåìåíòàìè,è, â ÷àñòíîñòè, ïîðèñòûå ïüåçîìàòåðèàëû, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëååâîñòðåáîâàííûìè äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ óëüòðàçâóêîâûõ ïðèìåíåíèé. Îñíîâíàÿ âû-ãîäà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïüåçîêîìïîçèòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ñóùåñòâåí-íîãî óëó÷øåíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïüåçîóñòðîéñòâ, îñîáåííî, ïðè èõ ðàáîòåâ àêóñòè÷åñêèõ ñðåäàõ. Òàê, ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òîïîðèñòàÿ ïüåçîêåðàìèêà îáëàäàåò áîëüøîé îáúåìíîé ïüåçî÷óâñòâèòåëüíîñòüþ âøèðîêîé ïîëîñå ÷àñòîò è ìåíüøèì èìïåäàíñîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîé ïüåçî-êåðàìèêîé. Ïðè ýòîì óêàçàííûå ý��åêòû óñèëèâàþòñÿ ïðè ïîâûøåíèè ñòåïåíèïîðèñòîñòè êåðàìèêè. Â òî æå âðåìÿ, êàê áûëî îáíàðóæåíî â ðÿäå èññëåäîâàíèé(ñì. ññûëêè â [1℄), îñíîâíûå òîëùèííûå õàðàêòåðèñòèêè (ïüåçîìîäóëü d33, êîý�-�èöèåíòû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè k33, kt) äëÿ ðÿäà ïîðèñòûõ ïüåçîêåðàìèêïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ïîðèñòîñòè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîäîëüíûå âåëè÷èíû(d31, k31, kp) áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè. Äàííûå ñîîáðàæåíèÿ è ëåæàò âîñíîâå ïðèìåíåíèé ïîðèñòûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â êà÷åñòâå àêòèâíûõýëåìåíòîâ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ èçëó÷àòåëåé è ïüåçîãåíåðàòîðîâ.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ â [2, 3℄ è ðÿäå äðó-ãèõ ðàáîò áûë ðåàëèçîâàí êîìïëåêñ ñðåäñòâ ìíîãîìàñøòàáíîãî àíàëèçà: íà ìèê-ðîóðîâíå � âû÷èñëåíèå ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ìåëêîäèñïåðñíûõ �àç êîìïîçèò-íûõ ìàòåðèàëîâ; íà ïîñëåäóþùèõ óðîâíÿõ � ðàñ÷åòû ñîñòàâíûõ êâàçèîäíîðîäíûõñðåä ñ ý��åêòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñðåäíåííûõñâîéñòâ ïüåçîêîìïîçèòîâ íà ìèêðîóðîâíå ïî ìåòîäó ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ïðè-ìåíÿëèñü àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå(ÊÝ) òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñðàâíåíèÿ äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ. Äîïîë-íèòåëüíûå óòî÷íåíèÿ çäåñü îïðåäåëÿëèñü ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ: íà÷àëüíîéïîðèñòîñòüþ, íåîäíîðîäíîñòüþ ïîëÿðèçàöèè â îêðåñòíîñòè ïîð è âêëþ÷åíèé, ïî-âåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ íà íàíîìàñøòàáàõ è äð.1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ â R3 îáëàñòü, çàíèìàå-ìàÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ìàòåðèàëîì; Γ � ãðàíèöà îáëàñòè; n � âåêòîð âíåøíåéåäèíè÷íîé íîðìàëè ê Γ; u = u(x, t) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé; ϕ = ϕ(x, t) � ýëåê-òðè÷åñêèé ïîòåíöèàë; t � âðåìÿ. Ïî âåêòîðíîìó ïîëþ u è ñêàëÿðíîìó ïîëþ ϕîïðåäåëÿþòñÿ òåíçîð äå�îðìàöèé ε è âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-ëÿ E, ñîîòâåòñòâåííî, ïî �îðìóëàì
ε = (∇u + (∇u)T )/2, E = −∇ϕ. (1)



Ìåòîäû ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ... 107Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: S = {ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13,
2ε12} � (ïñåâäî-) âåêòîð äå�îðìàöèé; σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé âòîðîãî ðàíãà;
T = {σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12} � (ïñåâäî-) âåêòîð íàïðÿæåíèé; D � âåêòîð ýëåê-òðè÷åñêîé èíäóêöèè; cE � 6 × 6 ìàòðèöà óïðóãèõ ìîäóëåé, èçìåðåííûõ ïðè ïî-ñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; e � 3 × 6 ìàòðèöà ïüåçîìîäóëåé; ǫS � 3 × 3 ìàò-ðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííîé äå�îðìàöèè;
(...)T � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ; 〈...〉 =

∫
Ω

(...) dΩ � îñðåäíåííàÿ ïî îáúåìóâåëè÷èíà.2. Ìîäåëèðîâàíèå ïîðèñòûõ ïüåçîêîìïîçèòîâ. Äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâ-íûõ ñâîéñòâ ïîðèñòûõ ïüåçîêîìïîçèòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ý��åêòèâíûõ ìîäó-ëåé â ñî÷åòàíèè ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ è ìåòîäîì êîíå÷íûõýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [4, 5℄.Ïðè òàêîé ñòðàòåãèè ïåðâûì ýòàïîì ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïðåäñòà-âèòåëüíîãî îáúåìà êîìïîçèòà. �àññìîòðèì ïîðèñòûé ïüåçîêîìïîçèò êàê áèíàðíûéêîìïîçèò, ïåðâîé �àçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûé ñòðóêòóðíûé êàðêàñ, à âòîðîé�àçîé � èçîëèðîâàííûå èëè ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ïîðû äîñòàòî÷íî áîëüøèõðàçìåðîâ íà ìèêðîóðîâíå. Ïåðâûé ñëó÷àé ïî êëàññè�èêàöèè �.Ý. Íüþíåìà îòâå-÷àåò ñâÿçíîñòè 3-0, à âòîðîé � ñâÿçíîñòè 3-3 (çàêðûòûå è îòêðûòûå ïîðû, ñîîò-âåòñòâåííî). Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì áóäåì âûáèðàòü â �îðìå êóáà, ðàâíîìåðíîðàçáèòîãî íà ìåíüøèå îäèíàêîâûå êóáèêè, êîòîðûå íàäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ïüå-çîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà èëè ïîðû. Ïðè ýòîì êàæäûé ìàëåíüêèé êóáèê óäîáíîïðèíÿòü êîíå÷íûì ýëåìåíòîì, à âåñü ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì � ÊÝ ñåòêîé.Ïðè íåáîëüøîì ïðîöåíòå ïîð äîñòàòî÷íî ïðîñòûì, íî àäåêâàòíûì íàáëþäàå-ìîé íà ïðàêòèêå ìèêðîñòðóêòóðå ïîðèñòîãî êîìïîçèòà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåäñòà-âèòåëüíûé îáúåì â âèäå êóáè÷åñêîé ðåøåòêè, ñîñòîÿùåé èç îäèíàêîâûõ ÿ÷ååê �êóáèêîâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îáúÿâëÿåòñÿ ïîðàìè. Îòìåòèì, ÷òîòàêàÿ ìîäåëü äëÿ ïîðèñòîãî êîìïîçèòà ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïîð ìîæåò ïîòåðÿòüñâÿçíîñòü êàðêàñà, à òàêæå íå ïîääåðæèâàåò ñòðóêòóðó êîìïîçèòà (3-0 èëè 3-3).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð â êóáè÷åñêîé ðåøåòêå ìîæíî èñïîëüçîâàòüñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû òèïà [4℄, à òàêæå àëãîðèòìû òåîðèè ïåðêîëÿöèè, ïîçâî-ëÿþùèå ïîëó÷àòü ïðîòåêàþùèå êëàñòåðû. Ïðè ìàëîé äîëå âòîðîé �àçû ìîæíîñòðîèòü êëàñòåðû èç ïîð, à ïðè áîëüøîé ïîðèñòîñòè � êëàñòåðû èç ìàòåðèàëàñòðóêòóðíîãî êàðêàñà. �ÿä òàêèõ ìåòîäîâ ãåíåðàöèè ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâáûë ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí Â.Â. �åìèçîâûì è ïðîàíàëèçèðîâàí â [5℄ ïðèìåíè-òåëüíî ê ïîðèñòûì ïüåçîìàòåðèàëàì. Îäèí èç íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ ìî-äåëèðîâàíèÿ 3-0 è 3-3 áèíàðíûõ êîìïîçèòîâ � ìåòîä îãðàíè÷åííîé äè��óçèåéàãðåãàöèè Âèòòåíà�Ñàíäåðà áûë èñïîëüçîâàí ïðè ðàñ÷åòàõ ïîðèñòûõ ïüåçîêîìïî-çèòîâ â [1, 5℄.Ïîñòðîåííàÿ ÊÝ ñåòêà â âèäå ñâÿçàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè èç ïüåçîêåðàìè-÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ âêëþ÷åíèÿìè èç ïîðèñòûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïå-ðåäàâàëàñü äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ â ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANSYS. Íà âòîðîìýòàïå ìîäåëèðîâàëñÿ ïðîöåññ ïîëÿðèçàöèè ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ñ öåëüþ îïðå-äåëåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî êàðêàñà â îêðåñòíîñòÿõ ïîð. Çäåñüïî ÌÊÝ â äåêàðòîâîé ñèòñåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 ðåøàëàñü çàäà÷à êâàçèýëåêòðî-ñòàòèêè äëÿ ïîðèñòîãî äèýëåêòðèêà â îáëàñòè Ω = [0, L] × [0, L] × [0, L], ñãåíåðè-



108 Íàñåäêèí À.Â.ðîâàííîé äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïî îäíîìó èç ìåòîäîâ, îïèñàííûõ âûøå.Ïðè ýòîì, êàæäóþ èç êóáè÷åñêèõ ÿ÷ååê ìîæíî ñ÷èòàòü êóáè÷åñêèì êîíå÷íûìýëåìåíòîì (ÊÝ) ñî ñâîèìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ðàçëè÷íûìè äëÿ ÊÝ,çàïîëíåííûõ ìàòåðèàëîì, è äëÿ ïîðèñòûõ ÊÝ. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþêðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû
∇ ·D = 0, D = ǫ · E, E = −∇ϕ, x ∈ Ω, (2)

ϕ = Vj , x ∈ Γϕj, j = 1, 2; n ·D = 0, x ∈ Γq, (3)ãäå L � ëèíåéíûé ðàçìåð êóáà; Γ = Γϕ1 ∪ Γϕ2 ∪ Γq; Γϕj � ýëåêòðîäû x3 = 0 è
x3 = L, äëÿ êîòîðûõ çàäàåòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ V1 − V2 = κLEp, ïðîïîðöè-îíàëüíàÿ çíà÷åíèþ ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè Ep ñ êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
κ; ǫ � ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé íåïîëÿðèçîâàííîé êåðàìèêè ñïîðàìè.Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (3) íàõîäèëèñü çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè
Pek = Dek − ǫ0E

ek â öåíòðàëüíîé òî÷êå êàæäîãî ÊÝ ñ íîìåðîì k, íå ÿâëÿþùå-ãîñÿ ïîðîé. (Çäåñü ÷åðåç ǫ0 îáîçíà÷åíà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà.)Ñ äàííûìè ÊÝ àññîöèèðîâàëèñü ñâîè ýëåìåíòíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxek
1 x

ek
2 x

ek
3 ,äëÿ êîòîðûõ îñè Oxek

3 âûáèðàëèñü òàêèìè, ÷òîáû èõ íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàëè ñíàïðàâëåíèÿìè âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè Pek.Íà òðåòüåì ýòàïå ìîäåëèðîâàíèÿ ÊÝ ýëåêòðîñòàòèêè äèýëåêòðèêîâ ìîäè�è-öèðîâàëèñü â ýëåìåíòû ñ âîçìîæíîñòÿìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àíàëèçà. Íîâûìýëåìåíòàì ïðèñâàèâàëèñü �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà äâóõ òèïîâ: ïîëÿðèçî-âàííîé ïüåçîêåðàìèêè äëÿ ÊÝ ìàòðèöû è ïðåíåáðåæèìî ìàëûå óïðóãèå è ïüå-çîýëåêòðè÷åñêèå ìîäóëè è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, ðàâíûå ǫ0, äëÿ ïîð.Ñ ïîëÿðèçîâàííûìè ÊÝ ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ìàòðèöû ñâÿçûâàþòñÿ ýëåìåíòíûåñèñòåìû êîîðäèíàò Oxek
1 x

ek
2 x

ek
3 , îïðåäåëåííûå ïî âåêòîðàì ïîëÿðèçàöèè Pek. Äà-ëåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãîîáúåìà ïî ÌÊÝ ðåøàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ýëåêòðîóïðóãîñòè (1),

LT (∇) · T = 0, ∇ · D = 0, (4)
T = cE · S− eT · E = 0, D = e · S + ǫS · E, (5)

LT (∇) =



∂1 0 0 0 ∂3 ∂2

0 ∂2 0 ∂3 0 ∂1

0 0 ∂3 ∂2 ∂1 0


 , ∇ =





∂1

∂2

∂3



 , (6)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u = LT (x) · S0, ϕ = −x · E0, x ∈ Γ, (7)ãäå S0 � øåñòèìåðíûé âåêòîð ïîñòîÿííûõ äå�îðìàöèé ε0ij , à E0 � òðåõìåðíûéïîñòîÿííûé âåêòîð.Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ S0 è E0, ìîæíî îïðåäå-ëèòü êîíêðåòíûå ý��åêòèâíûå ìîäóëè ïüåçîêîìïîçèòà. Òàê äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîë-íîãî íàáîðà ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ïüåçîêåðàìèêè íóæíî ðåøèòü ïÿòü ðàç çàäà÷ó(1), (4)�(7). Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû:I) ε0 = ε0 e1e1, E0 = 0 ⇒ cEeff
1j = 〈σjj〉/ε0, j = 1, 2, 3, eeff

31 = 〈D3〉/ε0;II) ε0 = ε0 e3e3, E0 = 0 ⇒ cEeff
j3 = 〈σjj〉/ε0, j = 1, 2, 3, eeff

33 = 〈D3〉/ε0;III) ε0 = ε0(e2e3 + e3e2), E0 = 0 ⇒ cEeff
44 = 〈σ23〉/(2ε0), eeff

15 = 〈D2〉/(2ε0);IV) ε0 = 0, E0 = E0 e1 ⇒ eeff
15 = −〈σ13〉/E0, ǫSeff

11 = 〈D1〉/E0;
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3j = −〈σjj〉/E0, j = 1, 2, 3, ǫSeff

33 = 〈D3〉/E0.Òèïè÷íûå êàðòèíû çàâèñèìîñòåé ý��åêòèâíûõ ïüåçîìîäóëåé r(d3j) = deff
3j /d3j ,

r(g3j) = geff
3j /g3j (j = 1, 3) îò ïîðèñòîñòè äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ðèñóíêå 1 äëÿ ïî-ðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè PZT-4 [3℄. Äàííûå âåëè÷èíû îòíåñåíû ê ñîîòâåòñòâóþùèìïüåçîìîäóëÿì d3j è g3j ñïëîøíîé êåðàìèêè. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 1à, ïüåçîìîäóëü

deff
33 îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûì, â òî âðåìÿ êàê ïüåçîìîäóëü deff

31 óáûâàåò ñðîñòîì ïîðèñòîñòè. Òàêèå çàâèñèìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïüåçîêåðàìèêè áûëèòàêæå ïîëó÷åíû ðàíåå ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðÿäå ðàáîò (ñì. ññûëêè â [1℄). Ìåæäóòåì, êîý��èöèåíòû ïüåçî÷óâñòâèòåëüíîñòè geff
33 è geff

31 âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì ïîðè-ñòîñòè, ïðè÷åì îñîáåííî ñèëüíî äëÿ âûñîêîïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè (ðèñóíîê 1á).

�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòè ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé îò ïîðèñòîñòè: (à) r(d3j); (á) r(g3j)3. Ìîäåëèðîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ èç ïîðèñòîé ïüå-çîêåðàìèêè. Ïîñòîÿíñòâî òîëùèííîãî ïüåçîìîäóëÿ deff
33 â ñî÷åòàíèè ñ íèçêèìèìïåäàíñîì îïðåäåëÿåò ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêèâ êà÷åñòâå àêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïüåçîèçëó÷àòåëåé ñèëüíîãî óëüòðàçâóêà â àêóñòè-÷åñêèõ ñðåäàõ. Òàê, â [2℄ è äð. ðàáîòàõ èçó÷àëèñü �îêóñèðóþùèå ïüåçîèçëó÷àòå-ëè èç ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè, â òîì ÷èñëå ñ ïåðåõîäíûìè ñëîÿìè è ìíîãîýëåê-òðîäíûìè ïîêðûòèÿìè. Çäåñü íóæíî îòìåòèòü íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðèêîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå ýëåìåíòíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, ñâÿçàííûõ ñ íåîäíî-ðîäíîñòÿìè ïîëÿðèçàöèè; êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êîíòàêòà òâåðäûõ äå�îðìèðóåìûõè æèäêèõ ñðåä; íåîòðàæàþùèõ èìïåäàíñíûõ ãðàíèö è ò. ä. Êðîìå òîãî, ïðè âûñî-êîé èíòåíñèâíîñòè óëüòðàçâóêà ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò íåëèíåéíûå ý��åêòûè òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ. Òîãäà âìåñòî êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé àêóñòèêè íåîáõî-äèìî èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàòü äèññèïàòèâíûå ý��åêòûè ñâÿçàííîñòü àêóñòè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿïîêàçàëè ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè äëÿ ñîçäàíèÿïüåçîèçëó÷àòåëåé óëüòðàçâóêîâûõ àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè èìàëîé �îêàëüíîé îáëàñòè.Âûñîêàÿ ïüåçî÷óâñòâèòåëüíîñòü âûñîêîïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè îïðåäåëÿåò ååïåðñïåêòèâû äëÿ ñîçäàíèÿ ñåíñîðîâ è ïüåçîãåíåðàòîðîâ. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ãåíå-ðàòîðû îñîáåííî èíòåðåñíû êàê óñòðîéñòâà ¾çåëåíîé¿ ýíåðãèè, íàïðèìåð, ïðè íà-ãðóæåíèè ïüåçîêåðàìèêè îò äâèæåíèÿ ïåøåõîäîâ èëè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ. Òàê,â [3℄ áûë èññëåäîâàí 1-3 ïüåçîêîìïîçèò, ñîñòàâëåííûé èç ýïîêñèäíîé ìàòðèöû èïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ â íåé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñòåðæíåé, âûïîëíåííûõèç ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè PZT-4, ïîëÿðèçîâàííîé ïî òîëùèíå.



110 Íàñåäêèí À.Â.

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòè îò ïîðèñòîñòè ðåçóëüòàòîâ äëÿ êîìïîçèòíîãî ïüåçîãåíåðàòîðà:(à) ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà âåðõíåì ýëåêòðîäå;(á) ìàêñèìàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì ñòåðæíåÍåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ 1-3 êîìïîçèòà ñïüåçîêåðàìèêîé PZT-4 ñ ðàçëè÷íîé ïîðèñòîñòüþ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Êàê âèäíîèç ðèñóíêà 2à, ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà âåðõíåì ýëåêòðîäå âîçðàñòàåò ñ ïîðè-ñòîñòüþ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ðîñòà êîý��èöèåíòîâ geff
33 è geff

31 . Íàîáîðîò, ìàêñè-ìàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ |σ33| â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñòåðæíÿõ óáûâàþòñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè (�èñ. 2á). Òàêèì îáðàçîì, èç ïîëó÷åííûõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõðåçóëüòàòîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ãåíåðàòîðû èç ïîðèñòîéïüåçîêåðàìèêè ïåðñïåêòèâíû â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ âîçîáíîâëÿåìîé ýíåðãèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00829,13-01-00943). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íàñåäêèí À. Â., Øåâöîâà Ì.Ñ. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ìåòîäàìè ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè // Èíæåíåðíûé âåñòíèê Äîíà. 2013. � 2. C. 9.[2℄ Äîìàøåíêèíà Ò.Â., Íàñåäêèí À.Â., �ûáÿíåö À.Í. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç �î-êóñèðóþùåãî óëüòðàçâóêîâîãî ïüåçîèçëó÷àòåëÿ â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáà-íèé // Èçâåñòèÿ ÞÔÓ. Òåõíè÷åñêèå íàóêè. 2010. � 6 (107). Ñ. 174�179.[3℄ Íàñåäêèí À.Â. Ìîäåëèðîâàíèå ïüåçîãåíåðàòîðîâ èç ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè êàêèñòî÷íèêîâ âîçîáíîâëÿåìîé ýíåðãèè íà òðàíñïîðòå // Âåñòíèê ��ÓÏÑ. 2011. � 4.Ñ. 193�201.[4℄ Nasedkin A.V., Shevtsova M. S. Improved �nite element approa
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onne
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÌÍÎ�ÎÑËÎÉÍÎ�Î Ó�ÎËÜÍÎ�Î ÏËÀÑÒÀÑ Ò�ÅÙÈÍÀÌÈ È ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒßÌÈÂ ÌÀÒÅ�ÈÀËÜÍÛÕ ÌÎÄÓËßÕÍàñåäêèíà À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçàííàÿ ïîðîóïðóãàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãîóãîëüíîãî ïëàñòà ñ òðåùèíàìè ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà è ïîëîæåíèÿ è �èçè÷åñêèìè íåëè-íåéíîñòÿìè â ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷èïîðîóïðóãîñòè ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó çàäà÷àìèïîðî- è òåðìîóïðóãîñòè. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàñïðåäåëå-íèå ïîðîâîãî äàâëåíèÿ è êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé â óãîëüíîì ïëàñòå.1. Ââåäåíèå. Â ñîâðåìåííîé ãåî�èçèêå áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ïðîöåññ îïòè-ìèçàöèè ýêñïëóàòàöèè ìåñòîðîæäåíèé è, â ÷àñòíîñòè, èõ êîìïëåêñíîãî èñïîëüçî-âàíèÿ. Ïðèìåðîì òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåñòîðîæäåíèé ÿâëÿåòñÿ äîáû÷à ìåòàíàèç óãîëüíûõ ïëàñòîâ.Ïðåäâàðèòåëüíàÿ äåãàçàöèÿ óãîëüíûõ ïëàñòîâ î÷åíü âàæíà äëÿ ïîäãîòîâêèìåñòîðîæäåíèé ê ý��åêòèâíîé ðàçðàáîòêå. Êðîìå òîãî, óãîëüíûé ìåòàí ìîæåòèñïîëüçîâàòüñÿ êàê íåòðàäèöèîííûé èñòî÷íèê ýíåðãèè. Îäíèì èç ñïîñîáîâ èçâëå-÷åíèÿ ìåòàíà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà óãîëüíûé ïëàñò,ïðè êîòîðîì âîäà ÷åðåç ñêâàæèíó, ïðîáóðåííóþ ñ çåìíîé ïîâåðõíîñòè, íàãíåòàåòñÿâ ïëàñò ïîä áîëüøèì äàâëåíèåì. Æèäêîñòü ïåðåìåùàåòñÿ âãëóáü ïëàñòà, îòòåñ-íÿÿ è ñæèìàÿ ìåòàí â ïîðàõ. Êîãäà äàâëåíèå äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿãèäðîðàçðûâà, â ïëàñòå ïîÿâëÿþòñÿ òðåùèíû è ìåòàí âûñâîáîæäàåòñÿ èç ñâÿçàí-íîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîðîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàðóøåíèå ñòðóêòóðû óãîëüíîãî ïëàñòàïðèâîäèò ê ãàçîîòäà÷å â çîíå äåãàçàöèè.Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷å-ñêèõ ìîäåëåé, â òîì ÷èñëå ïðîöåññîâ �èëüòðàöèè ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ìàññèâàõ ãîðíûõ ïîðîä ñ äå�åêòàìè è ñòðóêòóð-íûìè ïðåâðàùåíèÿìè, âûçâàííûìè �èëüòðàöèåé.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëèíà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà ãèäðîðàñ÷ëåíåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãî óãîëü-íîãî ïëàñòà ñ �èçè÷åñêèìè íåëèíåéíîñòÿìè â ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëÿõ è ñ òðåùè-íàìè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü �îðìóëèðóåòñÿ ñ ïîçèöèè òåîðèè ïîðîóïðóãîñòèâ îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå. Óãîëüíûé ïëàñò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâóõ�àçíàÿïîðèñòàÿ ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ èç òâåðäîé �àçû ñêåëåòà è æèäêîé �àçû �èëüòðóþùå-ãîñÿ â ïîðàõ �ëþèäà. Ïðîâîäèòñÿ ñâÿçàííûé íåñòàöèîíàðíûé íåëèíåéíûé àíàëèçäëÿ òâåðäîé è æèäêîé �àç, òî åñòü ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äå�îðìàöèèïîðèñòîãî òåëà è �èëüòðàöèè æèäêîñòè ïî çàêîíó Äàðñè â ïîðèñòîé ñðåäå.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì íàñûùåííóþ ïîðèñòóþ ñðåäó ñ óïðóãîéìàòðèöåé. Ïðèâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íàñûùåííîé ïîðîóïðóãîé ñðåäû ïðè ìà-ëîé ïîðèñòîñòè ñ åäèíè÷íûì òåíçîðîì Áèî
ρü −∇ · (c · ·ε − I p) = ρf , (1)
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I · ·ε̇ +

1

M
ṗ−∇ · (

K

ρfg
· ∇p) = 0, (2)ãäå u = u(x, t) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, p � ïîðîâîå äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü,

c � òåíçîð óïðóãèõ äå�îðìàöèé ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ε = (∇u + (∇uT ))/2 � òåíçîðäå�îðìàöèé, I � åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, 1

M
=

1

N
+

1

Kf
φ, N−1 � îáðàò-íûé ìîäóëü Áèî, êîòîðûé ñâÿçûâàåò èçìåíåíèå ïîðèñòîñòè ñ èçìåíåíèåì äàâëåíèÿïðè ïîñòîÿííîé äå�îðìàöèè, Kf � îáúåìíûé ìîäóëü ñæàòèÿ æèäêîñòè, φ � ïî-ðèñòîñòü, K � äèàãîíàëüíûé òåíçîð êîý��èöèåíòîâ �èëüòðàöèè âòîðîãî ðàíãà,

ρf � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, f � âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë.�àññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìåêîîðäèíàò (r, ϕ, z) äëÿ èçîòðîïíîãî óãîëüíîãî ïëàñòà. �àññìàòðèâàåìûé óãîëüíûéïëàñò ñîñòîèò èç òðåõ ñëîåâ: ñëîÿ óãëÿ (òîëùèíû h1) è äâóõ ñëîåâ ñîïóòñòâóþùèõïîðîä � ãëèíèñòîãî (h2) è ïåñ÷àíèñòîãî (h3) ñëàíöåâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ìåõà-íè÷åñêèå è �èëüòðàöèîííûå ñâîéñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îäíîì èç ñëîåâ ïëàñòàèìååòñÿ êîëüöåâàÿ âíóòðåííÿÿ òðåùèíà äëèíîé l, ðàñïîëîæåííàÿ ñèììåòðè÷íî ïîòîëùèíå ñëîÿ. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí óãîëüíûé ïëàñò ñ òðåùèíîé â óãîëüíîì ñëîå.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1)�(2) õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî íà ãðàíèöåñêâàæèíû r = r0 è íà áåðåãàõ òðåùèíû çàäàåòñÿ ïîðîâîå äàâëåíèå êàê èçâåñòíàÿëèíåéíàÿ âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ îò âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî îòñóò-ñòâóåò óòå÷êà ðàáî÷åé æèäêîñòè â êðîâëþ z = h1 +h2 +h3 è ïîäîøâó z = 0 ïëàñòà,è ïëàñò íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ ñæàòèÿ ìàññèâîì ãîðíûõ ïîðîä îáùåé òîëùèíû hñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ ρh.

�èñóíîê 1 � Ñõåìà òðåõñëîéíîãî óãîëüíîãî ïëàñòà ñ òðåùèíîé â óãîëüíîì ñëîåÄëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèÿ ãèäðîðàñ÷ëåíåíèÿ óãîëüíîãî ïëàñòà ïðèìåì ãè-ïîòåçó î íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòÿõ îò äàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëåé óãîëüíîãîñëîÿ ïëàñòà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ðåçêèìè èçìåíåíèÿìè çíà÷åíèé ìîäóëåéïðè äîñòèæåíèè ïîðîãîâîãî äàâëåíèÿ ãèäðîðàçðûâà. Ïðèìåì ñëåäóþùóþ íåëè-íåéíóþ çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà �èëüòðàöèè Kii = K îòïîðîâîãî äàâëåíèÿ p [1℄
K(p) =





K0, ps < p < p1,

K1 + (K2 −K1)
(p− p1)

(p2 − p1)
, p1 6 p 6 p2,

(3)



Ìîäåëèðîâàíèå ïëàñòà ñ òðåùèíàìè è �èçè÷åñêèìè íåëèíåéíîñòÿìè. . . 113ãäå K0, ps � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè è ïîðîâîãî äàâëå-íèÿ, ñîîòâåòñòâåííî; K1 � çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè ïðè p = p1, p1 �äàâëåíèå ãèäðîðàçðûâà; K2 � êîíå÷íîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè ïðè
p = p2, p2 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ.Çàâèñèìîñòü (3) äåëàåò ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé. Âïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé [2℄ äàëåå â äàííîé ðàáîòå ïðèìåì àíàëîãè÷íóþ çàâè-ñèìîñòü äëÿ ìîäóëÿ Þíãà óãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòà.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. ×èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîéçàäà÷è ïîðîóïðóãîñòè (1)�(2) ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ìåòîäà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçîâàííîé â ïàêåòå ANSYS âåðñèè 11.0. Çàìåòèì, ÷òî ïðèñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíå ïåðåìåííûõ è îáîçíà÷åíèé çàäà÷ó ïîðîóïðóãîñòè ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó òåðìîóïðóãîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðò-íûå ìîäóëè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè â ïàêåòå ANSYS. Òàê êàêïîðÿäîê âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è ñèëüíî ðàçëè÷àåòñÿ, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ áûëè âçÿòû ïàðàìåòðû òðåõñëîéíîãî óãîëüíîãîïëàñòà âáëèçè îäíîé èç ñêâàæèí Êðàñíîäîíåöêîãî ìåñòîðîæäåíèÿ Äîíáàññêîãîáàññåéíà. Ïëàñò çàëåãàåò íà ãëóáèíå h=400 ì ñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ âûøåëåæà-ùèõ ïîðîä ρh=2000 êã/ì3. Òîëùèíà óãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòà h1=1.35 ì, òîëùèíàñëîÿ ïåñ÷àíèñòîãî ñëàíöà h2=0.6 ì, òîëùèíà ñëîÿ ãëèíèñòîãî ñëàíöà h3=4.95 ì.Â òîëùó ïëàñòà ñ çåìíîé ïîâåðõíîñòè ïðîáóðåíà ñêâàæèíà ðàäèóñîì r0=0.05 ì,÷åðåç êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ïëàñò â ðàäè-óñå ðàñ÷åòíîé çîíû R=200 ì. Õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà íàãíåòàíèÿ æèäêîñòè âñêâàæèíó ñëåäóþùèå: íà÷àëüíîå ïëàñòîâîå äàâëåíèå ps=4.5·106 Ïà, äàâëåíèå ãèä-ðîðàçðûâà p1=8·106 Ïà, ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå p2=15·106 Ïà, âðåìÿ çàêà÷èâàíèÿæèäêîñòè â ñêâàæèíó t2=720 ñ.Äëÿ êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè óãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòà áûëà ïðèíÿòà çàâèñè-ìîñòü (3), ãäå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè K0=1.04·10−6 ì/ñ,çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè ïðè ãèäðîðàçðûâå K1=49.9·10−6 ì/ñ, ìàêñè-ìàëüíîå çíà÷åíèå K2=55.96·10−6 ì/ñ. Äëÿ ìîäóëåé Þíãà óãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòàáûëà ïðèíÿòà àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ñ óìåíüøåíèåì ìîäóëÿÞíãà îò íà÷àëüíî-ãî çíà÷åíèÿ E0=5.5·109 Ïà äî E1=5.0·109 Ïà ïðè äîñòèæåíèè äàâëåíèåì çíà÷åíèÿäàâëåíèÿ ãèäðîðàçðûâà. Ìàòåðèàëüíûå ìîäóëè ñîïóòñòâóþùèõ ñëîåâ ñëàíöåâ íåçàâèñÿò îò äàâëåíèÿ. Ýòè ìîäóëè, ïëîòíîñòè è íå óêàçàííûå âûøå ìîäóëè óãîëü-íîãî ïëàñòà ïðèâåäåíû â [1℄.Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ áûëè ðàññìîòðåíû òðåùèíû ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà èïîëîæåíèÿ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøè-íû òðåùèíû ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ñîçäàåòñÿ ñëîé âûðîæäåí-íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñî ñäâèãîì ñðåäèííûõ óçëîâ íà ÷åòâåðòü äëèíû ñòîðîíûäëÿ ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ âåðøèíó òðåùèíû.Íà îñíîâå àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü âëèÿíèå òðå-ùèíû íà âåëè÷èíó çîíû äåãàçàöèè. �àññìîòðèì ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàç-ìåðíîãî ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p̃ = p/p2 âäîëü áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà r̃ = r/R äëÿóãîëüíîãî ïëàñòà ñ òðåùèíîé â óãîëüíîì ñëîå â òî÷êàõ óãîëüíîãî ñëîÿ ñ êîîðäè-íàòàìè z̃ = h̃1/2, h̃1 = h1/R (ðèñ. 2). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè òðåùèíû
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�èñóíîê 2 � �ðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ðàäèóñó â óãîëüíîì ñëîå ïëàñòà: 1 �äëÿ ïëàñòà áåç òðåùèíû, 2 � äëÿ ïëàñòà ñ òðåùèíîé äëèíîé l = 1.25h1 â óãîëüíîì ñëîå,3 � äëÿ ïëàñòà ñ òðåùèíîé äëèíîé l = 2.5h1 â óãîëüíîì ñëîå

�èñóíîê 3 � �ðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ðàäèóñó â óãîëüíîì ïëàñòå ñ òðåùèíîé:1 � â ñëîå ïåñ÷àíèñòîãî ñëàíöà ñ òðåùèíîé â ñëîå ïåñ÷àíèñòîãî ñëàíöà, 2 � â óãîëüíîìñëîå ñ òðåùèíîé â ñëîå ïåñ÷àíèñòîãî ñëàíöà, 3 � â óãîëüíîì ñëîå ñ òðåùèíîé â óãîëüíîìñëîåïî îêîí÷àíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçìåð çîíû äåãà-çàöèè. Ïðè ýòîì çîíà ðàçóïðî÷íåíèÿ óãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòà óâåëè÷èâàåòñÿ íåçíà-÷èòåëüíî è ñîñòàâëÿåò 0.3R ≈ 60 ì äëÿ ïëàñòà áåç òðåùèíû (êðèâàÿ 1) è îêîëî
0.38R ≈ 76 ì äëÿ ïëàñòîâ ñ òðåùèíàìè â óãîëüíîì ñëîå (êðèâûå 2 è 3). Çîíà àê-òèâíîãî ãèäðîðàñ÷ëåíåíèÿ îöåíèâàåòñÿ äëÿ óãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòà áåç òðåùèíû â
0.15R ≈ 30 ì (êðèâàÿ 1), à ïðè íàëè÷èè òðåùèíû äëèíîé l = 1.25h1 â óãîëüíîìñëîå ðàçìåð ýòîé çîíû âîçðàñòàåò äî 0.21R ≈ 42 ì (êðèâàÿ 2), íî ïðè óâåëè÷åíèèòðåùèíû â äâà ðàçà ìåíÿåòñÿ óæå íå òàê ñèëüíî: 0.25R ≈ 50 ì (êðèâàÿ 3).�àññìîòðèì âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû íà ðàñïðåäåëåíèå ïîðîâîãî äàâ-ëåíèÿ. Ïóñòü òðåùèíà òîé æå äëèíû l = 1.25h1 ðàñïîëîæåíà â ñåðåäèíå âåðõíåãî



Ìîäåëèðîâàíèå ïëàñòà ñ òðåùèíàìè è �èçè÷åñêèìè íåëèíåéíîñòÿìè. . . 115ñëîÿ ïåñ÷àíèñòîãî ñëàíöà. Ñðàâíèì êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ òàêîãîïëàñòà ñ êðèâûìè ïîðîâîãî äàâëåíèÿ äëÿ ïëàñòà â ñëîå óãëÿ (ðèñ. 3). Èç ðèñóí-êà âèäíî, ÷òî ïðè ðàñïîëîæåíèè òðåùèíû â ñëîå ïåñ÷àíèñòîãî ñëàíöà êðèâûåðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â ýòîì ñëîå (êðèâàÿ 1) è â ñëîå óãëÿ (êðèâàÿ 2) îòëè-÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. �àçëè÷èå íàáëþäàåòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî â ñëîå ïåñ÷àíè-ñòîãî ñëàíöà ïèêè ñãëàæåíû, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ñêà÷êà êîý��èöèåíòà�èëüòðàöèè äëÿ ñëîåâ ñëàíöåâ. Ïðè ýòîì èç ñðàâíåíèÿ êðèâûõ 2 è 3 ñëåäóåò,÷òî ðàñïîëîæåíèå òðåùèíû â ñëîå ïåñ÷àíèñòîãî ñëàíöà íå èçìåíÿåò ðàçìåð çîíûðàçóïðî÷íåíèÿ óãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòà, ïðè ýòîì çîíà àêòèâíîãî ãèäðîðàñ÷ëåíåíèÿóãîëüíîãî ñëîÿ ïëàñòà óìåíüøàåòñÿ äî ðàçìåðà 0.16R ≈ 32 ì.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðèíÿòàÿ íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ìîäóëåé Þíãàóãîëüíîãî ñëîÿ ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìèäëÿ ïîñòîÿííûõ ìîäóëåé Þíãà.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òàêæå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðî-âîãî äàâëåíèÿ, ïåðåìåùåíèé, äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé è ïðîâåñòè àíàëèç êîí-öåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â âåðøèíå òðåùèíû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �12-01-31411 ìîë_à.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íàñåäêèí À.À., Íàñåäêèí À.Â., Èîâàíå Æ. Ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî âîç-äåéñòâèÿ íà ìíîãîñëîéíûé ïîðîóïðóãèé ïëàñò ñ íåëèíåéíûìè ãåîìåõàíè÷åñêèìèñâîéñòâàìè // Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ.2009. � 4. Ñ. 23�32.[2℄ Íàñåäêèí À.À. Ìîäåëèðîâàíèå ïîðîóïðóãîãî íåëèíåéíîãî ìíîãîñëîéíîãî ïëàñòà ñòðåùèíîé ïðè ãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíè-êè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû XIV ìåæä. êîí�., ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, Àçîâ, 19�24 èþíÿ2010 ã. �îñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÞÔÓ, 2010. Ñ. 227�230.Nasedkina A.A.Modelling of multilayer 
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oupled poroelasti
 problem for an inhomogeneousporoelasti
 
oal seam with 
ra
ks of various sizes and lo
ations and physi
al nonlinearitiesin material modules. Nonlinear transient problem of poroelasti
ity is solved with the help of�nite element method using the analogy between the problems of poro- and thermoelasti
ity.The results of the 
omputations allow analysing the distribution of the pore pressure andstress 
on
entration in the 
oal seam.



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÎÁ�ÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ Ï�È ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÈÏ�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ�Î ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÍåäèí �.Ä., Íåñòåðîâ Ñ.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÀíàëèç íåîäíîðîäíûõ ïîëåé âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé â òåëàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéâàæíåéøóþ çàäà÷ó ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñ-ñëåäîâàíû îáðàòíàÿ çàäà÷à îá èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ÏÍ â ïëàñòèíå è îáðàòíàÿçàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñòåðæíÿ íà îñíîâå àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ.Ââåäåíèå. Ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ (ÏÍ) ñóùåñòâóþò â òåëå ïðè îò-ñóòñòâèè âíåøíèõ òåïëîâûõ èëè �èçè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé (â ëèòåðàòóðå èíîãäàâñòðå÷àþòñÿ äðóãèå íàçâàíèÿ: îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ, íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ).ÏÍ âîçíèêàþò ÷àùå âñåãî â ïðîöåññå òåõíîëîãè÷åñêîé îáðàáîòêè (ñâàðêà, çàêàëêà,òåðìîîáðàáîòêà, ïðîêàòêà); òàêæå òàêèå íàïðÿæåíèÿ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ðåçóëüòàòîìäåéñòâèÿ íàãðóçîê ïðè óïðóãîì èëè âÿçêîóïðóãîì äå�îðìèðîâàíèè è ìîæåò äî-ñòèãàòü áîëüøèõ çíà÷åíèé. Îäíà èç ãëàâíûõ çàäà÷ òåõíîëîãîâ � ñíèçèòü óðîâåíüïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, îäíàêî âûÿâèòü ðåàëüíûé óðîâåíü ïðåäâàðèòåëü-íûõ íàïðÿæåíèé â êîíñòðóêöèè óäàåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Ó÷åò ïðåäâàðèòåëüíûõíàïðÿæåíèé ïîçâîëèò êîððåêòíî ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå ñèñòåìû è àäåêâàòíî îïè-ñûâàòü èõ ðåàëüíîå ïîâåäåíèå â ðåæèìå ýêñïëóàòàöèè ïðè íàëè÷èè ñëîæíîãî òåð-ìîñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ, ìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè. Ó÷åò ÏÍÑ ïîçâîëÿåò êîððåê-òèðîâàòü ðÿä ìîäåëåé è áîëåå àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü ïîäçåìíûå ñîîðóæåíèÿ,òðóáîïðîâîäû è ìåòîäû èõ äèàãíîñòèêè íà îñíîâå àêóñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ çîíäèðî-âàíèÿ.Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ òåõíèêè âñå ÷àùå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûåñ íàõîæäåíèåì òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé íåîäíîðîäíûõ òåë. Ïðè ýòîì íà÷àëü-íûì ýòàïîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëåé ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè ñ íåîäíîðîä-íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òî÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè,îò çíàíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèà-ëîâ. Òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðîäíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìèêîîðäèíàò è íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ïðîñòûõ ìàêðîýêñïåðèìåíòîâ, ïîýòîìóçàäà÷à èõ èäåíòè�èêàöèè îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷.Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåí-íîãî òåëà. Ëèíåðèçîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ïðåä-âàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî òåëà ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ èìååò ñëå-äóþùèé âèä:
∇ · T + ρω2u = 0, (1)

T = Γ(σ0,∇u) + L(ǫ) (2)
u|Su

= 0, T · n
∣∣
Su

= P, (3)



Îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ 117ãäå u � âåêòîð ñìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîí�èãóðàöèè κ2, T � íåñèììåòðè÷íûéòåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû, Γ � òåíçîð, çàâèñÿùèé â îáùåì ñëó÷àå îò êîìïî-íåíò òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ0 è ãðàäèåíòà ñìåùåíèé ∇u, ǫ =
1
2

(
∇u+ ∇uT) � òåíçîð ìàëûõ äå�îðìàöèé, L � òåíçîð ëèíåéíîé óïðóãîñòè, çà-äàâàåìûé ìàòåðèàëüíûìè êîíñòàíòàìè è òåíçîðîì äå�îðìàöèé. Â ñëó÷àå ëèíåéíîóïðóãîãî òåëà, â êà÷åñòâå ýòîãî òåíçîðà ñëåäóåò ðàññìîòðåòü òåíçîð íàïðÿæåíèé âðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî çàêîíà �óêà σ = C : ǫ = L, ãäå C � òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé4-ãî ðàíãà.Ïðè ýòîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ÏÍ, ïðåäëîæåííóþ E. Òðå�òöåì, Â.Â.Íîâîæèëîâûì, Ê. Âàñèäçó, À.Í. �óçåì è Ë. �îáåðòñîíîì: Γ(σ0,∇u) = σ0 · ∇u,Îáðàòíàÿ çàäà÷à î ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé ïëàñòèíå. �àññìîò-ðèì çàäà÷ó îá èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíîãî ïîëÿ ÏÍ σ0

xx(x, y), σ0
yy(x, y), σ0

xy(x, y),ñîäåðæàùåãîñÿ â òîíêîé ïëàñòèíå, çàíèìàþùåé îáëàñòü {x ∈ [0, l], y ∈ [−h/2, h/2]},çàùåìëåííîé îäíîé ãðàíüþ (x = 0). Âîñïîëüçóåìñÿ èäååé àêóñòè÷åñêîãî ìåòîäàíåðàçðàóøàþùåãî êîíòðîëÿ: ïðèëîæèì ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùóþñÿ çîíäèðóþùóþêàñàòåëüíóþ íàãðóçêó ê âåðõíåé ãðàíè ïëàñòèíû, ðåàëèçóÿ åå ïëàíàðíûå êîëåáà-íèÿ (â ðàáîòàõ [1, 2℄ îïèñûâàëèñü ðàçëè÷íûå òèïû çîíäèðóþùèõ íàãðóçîê, ïðè-ëîæåííûõ ê ãðàíèöå ïëàñòèíû, íî âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòîò òèï äàåò ñàìûå òî÷íûåðåçóëüòàòû èäåíòè�èêàöèè îäíîîñíûõ ÏÍ).Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà (êîý��èöèåíòû Ëàìå è ïëîòíîñòü), ðàçìåðû ïëàñòèíûè çîíäèðóþùàÿ íàãðóçêà τ |lσ çàäàíû. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà äîïîë-íèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ïîëå ñìåùåíèé u|lσ ïîä íàãðóçêîé â êîíå÷íîì íàáîðå÷àñòîò ωk ∈ [ω−, ω+], ìîäåëèðóþùàÿ äàííûå çîíäèðîâàíèÿ.Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à îá îòûñêàíèè ïîëÿ ÏÍ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéìàëîèññëåäîâàííóþ êîý��èöèåíòíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåëè-íåéíîé íåêîððåêòíîé ïðîáëåìîé. Â ðàáîòå [2℄ âûâåäåíî ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþ-ùåå äëÿ âûøåîïèñàííîé ïëàñòèíû ðåàëèçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî îïðåäå-ëåíèþ ïîïðàâîê êîìïîíåíò òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî îòíîøåíèþê íåêîòîðîìó âûáðàííîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ:
∫

Ω

[
σ0(n)

xx K(n−1)
xx + σ0(n)

yy K(n−1)
yy +τ 0(n)

xy K(n−1)
xy

]
dΩ = F (n−1), (4)ãäå σ0(n)

xx , σ0(n)
yy , σ0(n)

xy � ïîïðàâêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì ïðåäâàðèòåëü-íûõ íàïðÿæåíèé íà òåêóùåé èòåðàöèè (ïðè ýòîì σ
0(0)
ij � çàðàíåå âûáðàííîå íà-÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå), K(n−1)

xx =
(
u

(n−1)
x,x

)2

+
(
u

(n−1)
y,x

)2, K(n−1)
yy =

(
u

(n−1)
x,y

)2

+
(
u

(n−1)
y,y

)2, K(n−1)
xy = 2

(
u

(n−1)
x,x u

(n−1)
x,y + u

(n−1)
y,x u

(n−1)
y,y

)
F (n−1) =

∫
lσ

τ(u
(n−1)
x − fx)dlσ. fx �êîìïîíåíòà çàäàííîãî ïîëÿ ñìåùåíèé ïîä çîíäèðóþùåé íàãðóçêîé (äîïîëíèòåëü-íàÿ èí�îðìàöèÿ â ïîñòàíîâêå îáðàòíîé çàäà÷è), (n) è (n − 1) îçíà÷àþò íîìåðàèòåðàöèè, lσ = {x ∈ [0, l], y = h/2} � âåðõíÿÿ ãðàíü ïëàñòèíû ïîä çîíäèðóþùåéíàãðóçêîé.�àçîáüåì îáëàñòü ïëàñòèíû íà N ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïîäîáëàñòåé � ñóïåð-ýëåìåíòîâ è ââåäåì íà êàæäîì èç íèõ �óíêöèþ íàïðÿæåíèé Ýðè Φi(x, y), îïðåäå-
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2
x2 +bixy+ ci

2
y2 (i = 1, N). Âûðàçèìïîïðàâêè σ0(n)

xx , σ0(n)
yy , σ0(n)

xy ÷åðåç îäíó �óíêöèþ íàïðÿæåíèé Ýðè Φ(x, y):
σ0(n)

xx = Φ,yy ; σ0(n)
yy = Φ,xx ; τ 0(n)

xy = −Φ,xy . (5)Òîãäà êîìïîíåíòû ÏÍ σ
0(n)
xx , σ0(n)

yy , σ0(n)
xy ïðèìóò âèä êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèéíà âñåé îáëàñòè ïëàòñèíû. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, çà�èêñèðîâàâ íåñêîëüêî÷àñòîò êîëåáàíèé ωk ∈ [ω−, ω+], ìîæíî ñâåñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ê ïëîõîîáóñëîâëåííîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî αk (äëÿåå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà).Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî èäåíòè�èêà-öèè íåîäíîðîäíûõ ÏÍ äëÿ ñòàëüíîé ïëàñòèíû ñ ïàðàìåòðàìè l = 1ì, b = 0.5ì, h =

0.1ì, E = 1.96 · 1011Ïà, ν = 0.28, ρ = 7.8 · 103êã/ì3 (ðèñ. 1). Òî÷íûå ÏÍ çàäàâàëèñüâ âèäå ïîâåðõíîñòåé òðåòüåãî ïîðÿäêà (÷òî ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèè Ýðè ïÿòîãîïîðÿäêà):




σ0∗
xx = c2 + c3x+ d3y + c4x

2 + d4xy − (2c4 + a4)y
2 − (2c5 + 3a5)xy

2 − 1
3
(b5 + 2d5)y

3,
σ0∗

yy = a2 + a3x + b3y + a4x
2 + b4xy + c4y

2 + a5x
3 + b5x

2y + c5xy
2 + 1

3
d5y

3,
σ0∗

xy = −b2 − b3x− c3y − 1
2
b4x

2 − 2c4xy − 1
2
d4y

2 − 1
3
b5x

3 − c5x
2y − d5xy

2+
+1

3
(2c5 + 3a5)y

3, (6)ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòîâ: a2 = 20, b2 = 10, c2 = 10, a3 =
0.001221, b3 = 0.123, c3 = −0.1, d3 = 0.02, a4 = 0, b4 = 0.01, c4 = 0.01, d4 = 0.001, a5 =
0.001, b5 = 0.001, c5 = −0.001, d5 = 0.001 (ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ÏÍèçìåðÿþòñÿ â êã/ñì2).

�èñóíîê 1 � Ñëåâà íàïðàâî: σ0
xx (êã/ñì2), σ0

yy (êã/ñì2), σ0
xy (êã/ñì2). �ëàäêàÿ ïîâåðõ-íîñòü � òî÷íûé çàêîí, ëîìàíàÿ ïîâåðõíîñòü � âîññòàíîâëåííûé çàêîí â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé: 19. Ìàêñèìàëüíûå îãðåøíîñòè ðåêîíñòðóê-öèè ñîîòâåòñòâåííî: 14%, 9%, 3%Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà ÷àñòîòû êîëåáàíèé �èêñèðîâàëèñü ìåæäó ïåð-âîé è âòîðîé ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè (âñåãî áûëî çà�èêñèðîâàíî 6 ÷àñòîò, ðàâíî-ìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â âûáðàííîì äèàïàçîíå); âûÿâëåíî, ÷òî êîíöû äèàïàçîíàäîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ðåçîíàíñàì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèåìëåìóþ òî÷-íîñòü ðåêîíñòðóêöèè. Ïðè ýòîì ðàññìîòðåíèå ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà íèæå ïåðâîéðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû äàåò ðåêîíñòðóêöèþ õóäøåé òî÷íîñòè.



Îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ 119Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñòåðæíÿ. ×àñòî â ïðîöåññå ðàçëè÷-íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé â ðåçóëüòàòå íåðàâíîìåðíîãî îñòûâàíèÿ â òâåðäûõòåëàõ âîçíèêàåò íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ÏÍ è òåìïåðàòóðû. Ý��åêòèâíîñòüèñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ çàâèñèò îò òî÷íîãî çíàíèÿ íà÷àëüíîãî òåðìî-óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èäåíòè-�èêàöèè ÏÍ è òåìïåðàòóðû íà îñíîâå ðåøåíèÿ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷òåðìîóïðóãîñòè. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è. par�àññìîòðèì ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ æåñòêî çàêðåïëåííîãî íà òîðöå x = 0 íåîäíî-ðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî òåðìîóïðóãîãî ñòåðæíÿ äëèíû l ïîä äåé-ñòâèåì ïðèëîæåííîé ê òîðöó x = l òåïëîâîãî ïîòîêà. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à,ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé â ñëó÷àå êîíå÷íûõ äå�îð-ìàöèé ïîñëå ëèíåàðèçàöèè èìååò âèä [4, 5℄:
∂σx

∂x
= ρ(x)

∂2u

∂t2
, (7)

σx = σ0
x + (E + σ0

x + γθ0)
∂u

∂x
− γ(x)θ, (8)

∂

∂x
(k(x)

∂θ

∂x
) = c(x)

∂θ

∂t
+ γθ0(1 +

σ0
x

E
+
γ

E
θ0)

∂2u

∂x∂t
, (9)

u(0, t) = θ(0, t) = 0, −k(l)
∂θ

∂x
(l) = q0φ(t), σx(l, t) = 0. (10)

θ(x, 0) = u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0 (11)Çäåñü σ0

x(x), θ0(x) � ÏÍ è òåìïåðàòóðà ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè:
∂σ0

x

∂x
= 0 ,

∂

∂x
(k(x)

∂θ0

∂x
) = 0 .Â îáðàòíîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ÏÍ è òåìïåðàòóðó èç (7)�(11) ïî íåêî-òîðîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ïðèðàùåíèè òåìïåðàòóðû íà òîðöå ñòåðæíÿ:

θ(l, t) = f(t), t ∈ [T1, T2] .�åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (7)�(11) ñâåäåíî ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÔðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà â òðàíñ�îðìàíòàõ ïî Ëàïëàñó è îáðàùåíèè ïîëó÷åííûõðåøåíèé íà îñíîâå òåîðèè âû÷åòîâ, àíàëîãè÷íî [3℄.Â îñíîâó ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïîëîæåíà ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèî-íàëà íåâÿçêè íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è òåïëîïðî-âîäíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ÏÍ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé σ0
x = C1 à íà÷àëüíóþòåìïåðàòóðó ìîæíî îïðåäåëèòü ïî �îðìóëå θ0(x) = C1

∫
dx

k(x)
+ C3. Èç àïðèîðíîéèí�îðìàöèè î çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè íà-÷àëüíîé òåìïåðàòóðû ìîæíî ïîñòðîèòü îãðàíè÷åíèÿ íà èñêîìûå êîíñòàíòû C2 è

C3 â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, êîòîðûå �îðìèðóþò îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîý��è-öèåíòîâ C2, C3 � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. �àçáèâ ýòó îáëàñòü íà ñåòêó, èç óñëîâèÿ
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1∫
0

(f(t) − θ(l, t))dt íà ïîñòðîåííîì êîìïàêòíîììíîæåñòâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäáîð ïîäõîäÿùåé ïàðû (C2, C3).Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè õîðîøåå âîññòàíîâëå-íèå íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (êîä ïðîåêòà: 13-01-00196).
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Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÎÄÍÎ�Î ÈÇ ÂÀ�ÈÀÍÒÎÂ ÓÒÎ×ÍÅÍÍÎÉÒÅÎ�ÈÈ ÈÇ�ÈÁÀ Î�ÒÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÏËÈÒÍåñêîðîäåâ �.Í.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÂ ðàáîòå íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèé, ïðåäëîæåííûõ â ñòàòüå [1℄ ïîëó÷åíî äè��åðåíöè-àëüíîå óðàâíåíèå øåñòîãî ïîðÿäêà òåîðèè èçãèáà îðòîòðîïíûõ ïëèò. �åøåíèå ýòîãî óðàâ-íåíèÿ îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè �óíêöèé îáîáùåííûõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ [2, 3℄.Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿþò ñòàâèòü ãðàíè÷íûå çàäà÷èñ ïðîèçâîëüíûì çàäàíèåì âíåøíèõ óñèëèé ïî òîëùèíå ïëèòû. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûåèññëåäîâàíèÿ äëÿ ïëèòû, îñëàáëåííîé ýëëèïòè÷åñêîé (êðóãîâîé) ïîëîñòüþ.1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ óòî÷íåííîé òåîðèè èçãèáà îðòîòðîïíûõïëèò. �àññìîòðèì îðòîòðîïíóþ ïëèòó òîëùèíû 2h, îòíåñåííóþ ê ñèñòåìå êîîð-äèíàò Oxyz. Îñè Ox è Oy ðàñïîëîæåíû â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëèòû, à Oz �íîðìàëüíà ê ýòîé ïëîñêîñòè. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé âûáèðàþòñÿ â âèäå
u1 = p1(z)∂1ϕ1(x, y), u2 = p1(z)∂2ϕ2(x, y), u3 = w0(x, y) + p2(z)w(x, y). (1)Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé íàéäåì èç óðàâíåíèé çàêîíà �óêà

σ1 = p1s1, σ2 = p1s2, σ6 = p1s6; (2)
σ3 = p1s3, σ4 = A44 (∂2w0 + p2∂2w + p0∂2ϕ2) , σ5 = A55 (∂1w0 + p2∂1w + p0∂1ϕ1) , (3)

si = Ai1∂
2
1ϕ1 + Ai2∂

2
2ϕ2 + Ai3w (i = 1, 3), s6 = A66∂1∂2 (ϕ1 + ϕ2) ,

∂1 = ∂/∂x, ∂2 = ∂/∂y, Aij − ìîäóëè óïðóãîñòè.Â ïðåäñòàâëåíèÿõ (1)�(3) ââîäèòñÿ �óíêöèÿ p1(z), õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïðå-äåëåíèå óñèëèé ïî òîëùèíå ïëèòû, åå ïðîèçâîäíàÿ p0(z), èíòåãðàë p2(z).Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (3) ìîæíî òàêæå íàéòè, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèÿìðàâíîâåñèÿ
σ3 = [p3(z) − p2(h)]S3, σ4 = [p2(h) − p2(z)]S4, σ5 = [p2(h) − p2(z)]S5. (4)
S5 = ∂1s1 + ∂2s6, S4 = ∂1s6 + ∂2s2, S3 = ∂1S5 + ∂2S4, p3 =

∫
p2(z)dz.Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé σ4 è σ5 â (4) óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì íà ïëîñêèõ ãðàíÿõ ïëèòû. Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèÿ (4) íå ñîâïà-äàþò ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3). Êîððåêòíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èì, ïîëàãàÿ:1. ïîïåðå÷íîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå σ3 ðàâíî íóëþ (êàê â òåîðèè Êèðõãî�à);2. ïîïåðå÷íûå óñèëèÿ, ïîëó÷åííûå èíòåãðèðîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (3) è (4) äëÿíàïðÿæåíèé σ4 è σ5, ðàâíû [1℄.



122 Íåñêîðîäåâ �.Í.�åàëèçàöèÿ óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-íåíèþ øåñòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè Φ:
(
D4D2 − λ2P4

)
Φ = 0. (5)ãäå
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λ2 = A55k0/ (A66k2) , q0 = (B11 − B12q1) / (2A66) , q = A55/A44,

q1 = (B12 + 2A66) /B22, q2 = B11/B22, Bik = Aik −Ai3A3k/A33 (i, k = 1, 2, 3),

k0 =
1

2h

h∫
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p0dz, k2 = p2(h) − k1, k1 =
1

2h

h∫

−h

p2dz.Ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Φ(x, y) òàê
u1 = p1

[
− 1

A66

(
∂2

2 + q1∂
2
1

)
∂2

]
Φ, u2 = p1

[
1

A66

(
q1∂

2
2 + q2∂

2
1

)
∂1

]
Φ,

u3 =

[
k0

A66

(
∂2

2 + q1∂
2
1

) ∂2

∂1

]
Φ − k2D4

A55

∂2

∂1
Φ + (k1 − p2)

(
q3∂

2
2 + q4∂

2
1

)
∂1∂2Φ;

σ1 = p1

[
−2
(
q0∂

2
2 + q2∂

2
1

)
∂1∂2

]
Φ, σ2 = p1

[
2
(
q0∂

2
2 + q0∂

2
1

)
∂1∂2

]
Φ,

σ6 = p1

[
−∂4

2 + q2∂
4
1

]
Φ,

σ5 = [p2(h) − p2(z)] (−D4∂2) Φ, σ4 = [p2(h) − p2(z)]D4∂1Φ,

q3 = (A32q1 −A31)/(A33A66), q4 = (A32q2 − A31q1)/(A33A66).�åøåíèå çàäà÷è ïðèâåäåíî ê íàõîæäåíèþ �óíêöèè Φ(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåéóðàâíåíèþ (5) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïëèòû.2. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. �àññìîòðèì ïëèòó, îñëàá-ëåííóþ êðèâîëèíåéíîé ïîëîñòüþ, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé åñòü öèëèíäð ñîáðàçóþùèìè, íîðìàëüíûìè ïëîñêèì ãðàíÿì. Ïóñòü P = p1(z)P1(x, y) � íîð-ìàëüíàÿ, à T = p1(z)T1(x, y) è N = p1(z)N1(x, y) � êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèåâíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè. Åñëè P = T = N = 0,òî êðàé ñ÷èòàåòñÿ ñâîáîäíûì îò óñèëèé. Íà âíåøíåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè òàêæåìîãóò áûòü çàäàíû óñèëèÿ èíòåíñèâíîñòè σ0
1 = pz, σ0

2 = qz è σ0
6 = tz. Ïîëàãàåì,÷òî âíåøíèé êîíòóð íàõîäèòñÿ âäàëè îò ïîëîñòè è èõ âçàèìíûì âëèÿíèåì ìîæíîïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè ïðèìóò âèä

n1σ1 + n2σ6 = n1(P − pz) − n2(T + tz),

n1σ6 + n2σ2 = n1(T − tz) + n2(P − qz), n1σ5 + n2σ4 = N, (6)
n1 = cos(n, x) = dy/dl, n2 = cos(n, y) = −dx/dl, dl =

√
dx2 + dy2.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè (2) è (4) óñëîâèÿ (6) çàïèøóòñÿ òàê

n1s1 + n2s6 = f1, n1s6 + n2s2 = f2, n1S5 + n2S4 = N1, (7)
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f1 = n1(P1 − p) − n2(T1 + t), f2 = n1(T1 − t) + n2(P1 − q).Îòìåòèì, ÷òî ïðè óñèëèÿõ p, q è t �óíêöèÿ p1(z) = z.Èíòåãðèðîâàíèÿ óñëîâèé (7) ïðèâîäèò èõ ê âèäó
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dl + c2, D4Φ = Ni + c3.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè Φ(x, y).3. �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5). Ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) íàéòè íå óäàåòñÿ. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ òîíêèõè òîëñòûõ ïëèò ïðîâåñòè ðàçäåëåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà è óðàâíåíèå òèïà �åëüìãîëüöà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì øòðà-�îâ [4℄. Ýòîò ìåòîä â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ (5) ñîñòîèò â çàìåíå îïåðàòîðà D4íà P4 èëè íàîáîðîò. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê óðàâíåíèþ äîïîëíèòåëü-íîãî ñëàãàåìîãî, óìíîæåííîãî íà ìàëûé ïàðàìåòð. Ïàðàìåòð λ2 èìååò ïîðÿäîê

h−2 è äëÿ áîëüøèõ òîëùèí ïëèòû îí ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Äîáàâëå-íèå ê óðàâíåíèþ (5) ìàëîé âåëè÷èíû λ2(P4 −D4)Φ ïðèâîäèò åãî ê âèäó
D4(D2 − λ2)Φ = 0.Äëÿ ìàëûõ òîëùèí ïëèòû ýòîò ïàðàìåòð ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.Äîáàâëåíèå ê óðàâíåíèþ (5) ìàëîé âåëè÷èíû λ−2D2(P4 −D4)Φ äàåò
P4(D2 − λ2)Φ = 0. (9)�àññìîòðèì óðàâíåíèå (9). Îáùèì ðåøåíèåì åãî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

Φ = Φ1 + Φ2, (10)ãäå âåëè÷èíû Φk óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
P4Φ1 = 0; (11)

(D2 − λ2)Φ2 = 0. (12)Îáùèì äåéñòâèòåëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå [2℄
Φ1 = 2Re[ϕ1(z1) + ϕ2(z2)], (13)ãäå ϕj(zj) � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè îáîáùåííûõ êîìïëåêñíûõ ïå-ðåìåííûõ zj = x + µjy; ïàðàìåòðû µj ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

P4(µ) = (µ4 + 2q1µ
2 + q2) = 0.



124 Íåñêîðîäåâ �.Í.3.1. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîìïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ãðàíèöû îáëà-ñòè. Ïðåäëàãàåìûé íèæå ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèåóðàâíåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ýòî ðåøåíèå. Ñïîñîáû ïî-ñòðîåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé äëÿ ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíûõ ÷åðòåæåé (îáúåêòîâ),ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ àëãåáðû ëîãèêè è àïïàðàòà R-�óíêöèé, ðàçðàáîòàíû â ðàáî-òàõ Â.Ë. �âà÷åâà è åãî ó÷åíèêîâ [5℄. Ïóñòü Ω åñòü íåêîòîðàÿ îáëàñòü, ãðàíèöà ∂Ωêîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ω = 0. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè ωíà ãðàíèöå ìîãóò áûòü îáåñïå÷åíû äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà. Ïîëàãàåì, ÷òî äëÿïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
ω2

2 + qω2
1 = 1, ω22 + qω11 = 0 íà ∂Ω, (14)ãäå ω1 = ∂1ω, ω2 = ∂2ω, ω11 = ∂2

1ω, ω22 = ∂2
2ω.Óðàâíåíèå (12) çàïèøåì â âèäå
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2 + q∂2
1

)
− 1
]

Φ2 = 0 (15)ãäå ε2 = 1/λ2 � ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15) îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ ãðàíèöûîáëàñòè è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïîãðàíñëîé � ýòî ìàëûé èíòåðâàë â îêðåñòíîñòèãðàíèöû îáëàñòè, â êîòîðîì �óíêöèÿ Φ2 ñèëüíî èçìåíÿåòñÿ. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïà-ðàìåòðà ε2 → 0, ðåøåíèå ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ (15) � Φ2 = 0, áëèçêî ê òî÷-íîìó ðåøåíèþ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîãî èíòåðâàëà âîçëå ãðàíè÷íîé ëèíèè,ãäå òî÷íîå ðåøåíèå èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü êðàåâîìó óñëîâèþ íàãðàíèöå. Ýòîò ìàëûé èíòåðâàë, â êîòîðîì �óíêöèÿ Φ2 áûñòðî èçìåíÿåòñÿ, íàçû-âàåòñÿ îáëàñòüþ êðàåâîãî ý��åêòà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ, ïðèãîäíîãî â ïî-ãðàíñëîå, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ïðèáëèæåííîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15) ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
Φ2 = r(x, y)ψ(x, y). (16)Ôóíêöèè r è ψ îïðåäåëèì â âèäå ðàçëîæåíèé â îáëàñòè êðàåâîãî ý��åêòà

r = exp(αω), ψ = ψ0 + ψ1ω + ψ2ω
2/2. (17)Çäåñü α � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ψ0, ψ1, ψ2 � �óíêöèè ïåðåìåííîé x+ µy, ïîäëå-æàùèå îïðåäåëåíèþ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15).Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (16) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (17) â óðàâíåíèå (15)è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî íà ãðàíè÷íîé ëèíèè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (14),íàõîäèì

Φ2 = 2Re(ϕ3 + ωp1ϕ
′
3 + ω2/2p2ϕ

′′
3) exp(αω). (18)Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå (10) óðàâíåíèÿ (9) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû�óíêöèé (13) è (18).4. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ. �àññìîòðåíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïëèòû,îñëàáëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ñ îáðàçóþùèìè,íîðìàëüíûìè ïëîñêèì ãðàíÿì, è ïîëóîñÿìè ýëëèïñà a è b, íàïðàâëåííûìè âäîëü



Óðàâíåíèÿ îäíîãî èç âàðèàíòîâ óòî÷íåííîé òåîðèè èçãèáà ... 125îñåé Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî. Ïëèòà èçãèáàëàñü óñèëèÿìè σ0
1 = pz/h, äåéñòâóþ-ùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîëùèíà ïëèòû h = 0.01b. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿíàïðÿæåíèé äëÿ èçîòðîïíîé ν = 1/3 (È) è îðòîòðîïíîé ïëèòû (Î), èçãîòîâëåííîéèç ñòåêëîïëàñòèêà ÂÌ-1 [7℄.Ìàòåðèàë a/b = 0.5 a/b = 1 a/b = 2

σθ/p σzθ/p σθ/p σzθ/p σθ/p σzθ/pÈ 2.6 0.76 1.8 0.51 1.4 0.38Î 3.55 0.85 2.28 0.53 1.64 0.35Ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû |σθ/p| äîñòèãàþò íà êîíòóðå ïðè z = ±h,
θ = π/2 è θ = 3π/2, à ìèíèìàëüíîãî ïðè z = ±h, θ = 0 è θ = π. Âåëè÷èíû σzθ/päëÿ êðóãîâîãî êîíòóðà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äîñòèãàþò ïðè z = 0, θ = ±π/4 è
θ = ±3π/4.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàñèëüåâ Â.Â. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïëàñòèí � èñòîðèÿ è ñîâðåìåííûé àíàëèç //Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1998. � 3. Ñ. 46�58.[2℄ Ëåõíèöêèé Ñ.�. Àíèçîòðïíûå ïëàñòèíêè. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1957. 463 ñ.[3℄ Êîñìîäàìèàíñêèé À.Ñ., Íåñêîðîäåâ Í.Ì. Ñâÿçü óðàâíåíèé ïëîñêîé òåîðèè óïðóãî-ñòè äëÿ àíèçîòðîïíîãî è èçîòðîïíîãî òåë // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà.1998. Ò. 62 � 2. Ñ. 344�346.[4℄ Ìàð÷óê �.È., Àãîøêîâ Â.È. Ââåäåíèå â ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà,1981. 416 ñ.[5℄ �âà÷åâ Â.Ë. Òåîðèÿ R-�óíêöèé è íåêîòîðûå åå ïðèëîæåíèÿ. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà,1982. 552 ñ.[6℄ Êîñìîäàìèàíñêèé À.Ñ. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå àíèçîòðîïíûõ ñðåä ñ îòâåðñòèÿìèèëè ïîëîñòÿìè. Êèåâ-Äîíåöê: Âèùà øêîëà, 1976. 200 ñ.[7℄ Àøêåíàçè Å.Ê. �àíîâ Ý.Â./ Àíèçîòðîïèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Ñïðàâî÷-íèê. Ë: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1980. 247 ñ.Neskorodev R.N. Equations of one of the variants of re�ned theory of bending momenttheory of orthotropi
 blo
ks. In the paper, based on the assumptions proposed in the paper [1℄,a sixth-order di�erential equation of the theory of bending of orthotropi
 plates. The solutionof this equation is based on the use of generalized fun
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß �ÀÑ×ÅÒÎÂ ÌÍÎ�ÎÑËÎÉÍÛÕÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂÍèêèòèí Þ.�.1, Äèäåíêî À.Â.2, Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â.2
1Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð

2Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, ÊðàñíîäàðÂ ðàáîòå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé àíèçîòðîï-íûõ êîìïîçèòîâ èñïîëüçóþòñÿ äâóêðàòíûå êîíòóðíûå èíòåãðàëû Ôóðüå. �àññìàòðèâà-þòñÿ ïðèåìû è ìåòîäû ñîêðàùåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé ïðè ðàñ÷åòå äàííûõ èíòåãðàëîâè ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ñ ó÷åòîì ñïåöè�èêè äàííîãî ðîäà çàäà÷. Îïòèìèçàöèÿàëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò îäíîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ íàèáîëåå òðóäîåìêèõ ïî-âòîðÿþùèõñÿ ýòàïîâ âû÷èñëåíèé è çàïîìèíàíèÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí, íå çàâè-ñÿùèõ îò êîíêðåòíîé ñòðóêòóðû êîìïîçèòà. Êðîìå ýëåìåíòàðíûõ ïðèåìîâ ðàçðàáîòàíûðàçëè÷íûå àëãîðèòìû óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé è ñàìèõ êîí-òóðíûõ èíòåãðàëîâ, ñïåöè�è÷åñêèå äëÿ áëèæíåé è äàëüíåé çîíû: ñïåöèàëüíûå èíòåð-ïîëÿöèîííûå ñåòêè è ñõåìû, àïïðîêñèìàöèè ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé, òåõíèêà èíòå-ãðèðîâàíèÿ âû÷åòîâ, àñèìïòîòèêè ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäûóòî÷íåíèÿ èíòåãðàëîâ.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çà ïîñëåäíèå ãîäû áûëè äîñòèãíóòû âïå÷àòëÿþùèå ðåçóëü-òàòû â ïðîãðàììèðîâàíèè ñâîéñòâ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, íà ïðàêòèêå ïîêàáîëüøàÿ ðîëü ïðèíàäëåæèò èíòóèòèâíîìó ïîäõîäó. Ýòî îáóñëîâëåíî îòñóòñòâèåìçàâåðøåííûõ �èçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé ñëîæíûõ ãåòåðî�àçíûõ ñè-ñòåì, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèòû, ðàçëè÷èåì â ñïîñîáàõ îöåíêè �èçè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê êîìïîíåíòîâ è êîìïîçèòîâ, ñëîæíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ êîìïîçèòîâ. Áîëüøîå ÷èñëî èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ, ðàçíîîáðàçèå èõ �èçè-÷åñêèõ ñâîéñòâ è âîçìîæíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ðåøåíèé äåëàþò çàäà÷ó àäåêâàòíîãîìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîçèòà è åãî ïîëíîé îïòèìèçàöèè íåðåàëèçó-åìîé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü. Äàæå äëÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî êîìïîçèòà, êîòîðûìÿâëÿåòñÿ ëàìèíàò, çàäà÷à îïòèìèçàöèè åãî ñòðóêòóðû ïî ÷èñëó ñëîåâ, èõ ìàòåðèà-ëàì, òîëùèíàì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîåâ è èõ âçàèìíîé îðèåíòàöèè î÷åíü áûñò-ðî ïðèâîäèò ê êîìáèíàòîðíîìó âçðûâó. Îáû÷íûì êîìïðîìèññîì â òàêîé ñèòóàöèèÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèå ÷èñëà èñõîäíûõ âàðèàíòîâ è çàìåíà íåïðåðûâíûõ ìíîæåñòâïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà äèñêðåòíûå ìíîæåñòâà ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ÷èñëîì ýëå-ìåíòîâ. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò ïîëó÷åíèå êîíå÷íûõ ðåøåíèé, âîçìîæíî, óäî-âëåòâîðÿþùèì òðåáóåìûì îãðàíè÷åíèÿì, íî äàëåêèõ îò îïòèìàëüíûõ [1℄. Äðóãîéïðè÷èíîé ïîëó÷åíèÿ íåîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííîñòü è ãðóáîñòüïðèìåíÿåìûõ �èçè÷åñêèõ òåîðèé è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â ýòîì ñëó÷àå äàæåïðèìåíåíèå ïîëíîé îïòèìèçàöèè íå ìîæåò äàòü äåéñòâèòåëüíîãî îïòèìàëüíîãî ðå-øåíèÿ. È, ïîæàëóé, íàèáîëåå ñëîæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîåâðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ ðàñ÷åòà êàæäîãî âàðèàíòà çàäà÷è îïòèìèçàöèè, îñîáåííîïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðîãèõ ìîäåëåé êîìïîçèòà.



Îïòèìèçàöèÿ ðàñ÷åòîâ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ 127Â ëþáîì ñëó÷àå, áåç òî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîìïîçèòîâ è àäåêâàò-íûõ èíæåíåðíûõ ìîäåëåé, ñîçäàâàåìûõ íà èõ îñíîâå, ðàçðàáîòêà íîâûõ êîìïî-çèòîâ ñèëüíî çàòðóäíÿåòñÿ. Ïàðàìåòðû ìîäåëè êîìïîçèòà â ðàáîòàõ [2�4℄ (÷èñëîñëîåâ, ìàòåðèàëû ñëîåâ, èõ òîëùèíà è âçàèìíàÿ îðèåíòàöèÿ ñëîåâ) ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ïàðàìåòðû òèïè÷íîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû ëàìèíàòà. Ïðèìåíÿå-ìûå â ðàáîòàõ [2�4℄ ìåòîäû ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ëèíåéíîé òåî-ðèè óïðóãîñòè äëÿ ìíîãîñëîéíîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèèêëàññè÷åñêîé òåõíèêè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è ìàòðèö-�óíêöèé�ðèíà. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â ñëîå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåçêîíòóðíûå èíòåãðàëû Ôóðüå, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ââèäå ñóïåðïîçèöèè âîëí, ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷åòàì â âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñ-íûõ ïîëþñàõ ìàòðèöû �ðèíà. Äëÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû íåïî-ñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ Ôóðüå, ìåòîäû èõ àñèìïòîòè-÷åñêîãî óòî÷íåíèÿ. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñ óñïåõîì èññëåäîâàòü ñòàòè÷åñêèåçàäà÷è, ïðîñòðàíñòâåííûå óñòàíîâèâøèåñÿ è íåñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ, âîçáóæ-äàåìûå â ïàêåòå àíèçîòðîïíûõ ñëîåâ. Ïðåäëàãàåìûå àâòîðàìè ìåòîäû íå èìååòîãðàíè÷åíèé íà âèä àíèçîòðîïèè ñëîåâ, èõ îðèåíòàöèè è âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè.×èñëî ñëîåâ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, íî êîíå÷íûì.Îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿëàñü çà ñ÷åò îäíîêðàò-íîãî âûïîëíåíèÿ íàèáîëåå òðóäîåìêèõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ýòàïîâ âû÷èñëåíèé è çà-ïîìèíàíèÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí, íå çàâèñÿùèõ îò êîíêðåòíîé ñòðóêòóðûëàìèíàòà, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîåâ, èõ âçàèìíàÿ îðèåíòà-öèÿ è òîëùèíà. Ôàêòè÷åñêè îïåðàöèè ïîâîðîòà ñëîÿ, èçìåíåíèå åãî òîëùèíû èíîìåðà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîåâ ìîæíî ñâåñòè ê óìíîæåíèÿì íà ïðîñòûå ìàò-ðèöû è ïåðåñòàíîâêàì ìàòðè÷íûõ áëîêîâ â îáùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,�èãóðèðóþùèõ â îñíîâíîì ðàáî÷åì àëãîðèòìå ðàñ÷åòà. Âðåìÿ ðàñ÷åòà ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé â äåñÿòêè ðàç ìåíüøå âðåìåíè ðàñ÷åòà ñàìèõ ìàòðè÷íûõ áëî-êîâ, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ðåøàòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñîáñòâåííóþ ïðîáëåìóáîëüøîé ðàçìåðíîñòè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, äëÿ ïàêåòà èç
N îäèíàêîâûõ ñëîåâ ñàìûé òðóäîåìêèé ýòàï ðåøåíèÿ ñîáñòâåííîé ïðîáëåìû ìîæ-íî óñêîðèòü â N ðàç. Äëÿ ëàìèíàòà èç N ñëîåâ èM ìàòåðèàëîâ ñîîòâåòñòâóþùèéâûèãðûø ïî âðåìåíè áóäåò N/M ðàç. Åùå îäíà âîçìîæíîñòü âûèãðûøà âî âðåìå-íè ñîñòîèò â ó÷åòå ýëåìåíòîâ óïðóãîé (èëè ëþáîé äðóãîé �èçè÷åñêîé) ñèììåòðèèñëîÿ. Íàïðèìåð, íàëè÷èå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò â ïðèíöèïå óìåíüøèòü÷èñëî îïåðàöèé âäâîå, äâóõ ïëîñêîñòåé � â 4 ðàçà è ò. ä. ×åì âûøå ñèììåòðèÿ,òåì ñóùåñòâåííåå ýêîíîìèÿ îïåðàöèé. Ó÷åò ñèììåòðèè ñòðóêòóðû êîìïîçèòà âöåëîì, íàïðèìåð, äëÿ ñèììåòðè÷íûõ êîìïîçèòîâ, òàêæå ìîæåò çíà÷èòåëüíî ñî-êðàòèòü îáúåì òðåáóåìûõ ðàñ÷åòîâ. Çàìåíà âñåõ ïîâòîðÿþùèõñÿ âû÷èñëåíèé íàîïåðàöèè çàïèñè-ñ÷èòûâàíèÿ, íåñìîòðÿ íà áîëüøèå îáúåìû ìàññèâîâ ïåðåäàâàå-ìûõ äàííûõ, ìîæåò ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ðàñ÷åòîâ, îñîáåííî ïðè áîëü-øîì ÷èñëå ñëîåâ, îò íåñêîëüêèõ ðàç äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ðàç, â çàâèñèìîñòè îòñêîðîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé çàïèñè è âîñïðîèçâåäåíèÿ. Îáúåìû çàïîìèíàåìûõìàññèâîâ äàííûõ ìîæíî ñîêðàòèòü, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå îñîáåí-íîñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Çàïèñü èíòåãðàëüíûõ ïðåä-ñòàâëåíèé Ôóðüå è ìàòðèö �ðèíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü



128 Íèêèòèí Þ.�., Äèäåíêî À.Â., Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â.ïîãðåøíîñòè è ñîêðàòèòü òðåáóåìûå ïåðåðàñ÷åòû ïðè ïîâîðîòàõ ñëîåâ. Ñ ó÷åòîìñïåöè�èêè îðòîòðîïíûõ è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå ÷àñòîèñïîëüçóþòñÿ â ëàìèíàòàõ, âîçìîæíî ñîçäàíèå îñîáåííî áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðàñ-÷åòà. Êðîìå òîãî, îäíàæäû ðàññ÷èòàííûå âåëè÷èíû äëÿ îäíîãî ìàòåðèàëà ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ëàìèíàòîâ ñ åãî ïðèìåíåíèåì â ëþáîéêîìáèíàöèè.Êðîìå ýëåìåíòàðíûõ ïðèåìîâ, ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, áûëè ðàçðàáîòàíû ðàç-ëè÷íûå àëãîðèòìû è ìåòîäû óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé èñàìèõ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ, ñïåöè�è÷åñêèå äëÿ áëèæíåé è äàëüíåé çîíû: ñïåöè-àëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ñåòêè è ñõåìû, àïïðîêñèìàöèè ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíê-öèé, òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷åòîâ, àñèìïòîòèêè ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé,àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû óòî÷íåíèÿ èíòåãðàëîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ è àäìèíèñòðàöèè Êðàñíî-äàðñêîãî êðàÿ 12-08-00880-à, 13-01-96511-ð-þã-à.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Jones R.M. Me
hani
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ÓÒÎ×ÍÅÍÈÅ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂÂ ×ÈÑËÅÍÍÎÉ ÑÕÅÌÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÌÀÑÑÎÏÅ�ÅÍÎÑÀ Â ÂÈÁ�ÎÊÈÏßÙÅÌ ÑËÎÅÎðëîâà Í.Ñ.Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÈññëåäîâàíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà óðàâíåíèé äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè âèáðîêèïÿùåãîñëîÿ íà îñíîâå çàêîíà �èëüòðàöèè Äàðñè. Íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè èçìåíåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ áûëèóòî÷íåíû èíòåðïîëÿöèîííûå êîý��èöèåíòû ÷èñëåííîé ñõåìû.1. Äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ. Áûëà èññëåäîâàíàäâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ íà îñíîâå çàêîíà �èëüòðàöèè Äàðñè,â êîòîðîé äâèæåíèå ñëîÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâèæåíèå äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõêîíòèíóóìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãàçîì è ÷àñòèöàìè.Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà ñ ÷àñòèöàìè ðåøàþòñÿ óðàâíåíèå íåðàç-ðûâíîñòè è óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ òâåðäîé �àçû (1)�(2) è óðàâíå-íèÿ äëÿ ãàçîâîé �àçû, ïîëó÷åííûå ñ ó÷åòîì çàêîíà Äàðñè (3)�(4) â îäíîìåðíîìïðèáëèæåíèè [1, 2℄:
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; (4)ãäå ρg, Vg, αg � ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, îáúåìíàÿ äîëÿ ãàçà; à ρs, Vs, αs � ïëîòíîñòü,ñêîðîñòü, îáúåìíàÿ äîëÿ òâåðäûõ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâåííî; P � äàâëåíèå ãàçîâîé�àçû; β � êîý��èöèåíò îáìåíà èìïóëüñàìè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ �àç;
G(αg) � êîý��èöèåíò ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; σ � íàïðÿæåíèÿ, âîçíè-êàþùèå â ñëîå ÷àñòèö; k � ïðîíèöàåìîñòü ñëîÿ ÷àñòèö; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãîïàäåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñü z; µg � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ãàçà. Äàâëåíèå ãà-çà P ðàññ÷èòûâàëîñü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðèóñëîâèè, ÷òî òåìïåðàòóðà ãàçà ïîñòîÿííà è ðàâíà 200 C. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñà-íèå äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Äàðñèïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [1, 2℄.2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ çàïèñûâàëèñü â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì âèäå. Íàêàæäîì âðåìåííîì ñëîå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä èòåðàöèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêèå



130 Îðëîâà Í.Ñ.âåëè÷èíû, êàê P, ρg, αg(αg = 1−αs), αs, ðàññ÷èòûâàëèñü â öåíòðå âû÷èñëèòåëüíîéÿ÷åéêè, à ñêîðîñòè îáåèõ �àç � íà ãðàíèöàõ.Âíóòðè ñëîÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çíà÷åíèå αs ðàâíî çíà÷åíèþ ïðè¾ïëîòíîé óïàêîâêå ñëîÿ¿; ïëîòíîñòü ãàçà ðàâíà ïëîòíîñòè âîçäóõà ïðè òåìïåðà-òóðå 200 C è àòìîñ�åðíîì äàâëåíèè Pa, ñêîðîñòü ãàçà è ñêîðîñòü òâåðäûõ ÷àñòèöðàâíû ñêîðîñòè ïîëêè. Ïëîòíîñòü òâåðäîé �àçû ïîñòîÿííà è ðàâíà ïëîòíîñòèèñïîëüçóåìîãî ìàòåðèàëà.Ïîëêà êîëåáëåòñÿ ïî çàêîíó zw = A sin(ϕ) (ϕ = ωt � �àçà êîëåáàíèé ïîëêè,
ω = 2πf � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, f � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, A � àìïëèòó-äà êîëåáàíèé), ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåìåùåíèþ íèæíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð íèæíåé âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè ìåíÿåòñÿ ïðè êîëåáàíè-ÿõ ïîëêè. Çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö â ýòîé ÿ÷åéêå íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþóðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîòîê ÷åðåç íèæíþþ ãðàíèöó ÿ÷åéêèðàâåí íóëþ.Íà íèæíåé ãðàíèöå ñêîðîñòü ãàçà è ñêîðîñòü ÷àñòèö ðàâíû ñêîðîñòè ïîëêè.Íà âåðõíåé ãðàíèöå, ðàñïîëîæåííîé íà âûñîòå, êîòîðàÿ ðàâíà äâóìñòàì àìïëèòó-äàì íàä ñðåäíèì ïîëîæåíèåì ïîëêè, ïëîòíîñòü ãàçà ðàâíà ïëîòíîñòè âîçäóõà ïðèòåìïåðàòóðå 200 C è àòìîñ�åðíîì äàâëåíèè, îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö ðàâíà íóëþ.3. ×èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ áûëè ïðèâåäåíû êáåçðàçìåðíîìó âèäó, çàòåì çàïèñàíû â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì âèäå. Äëÿ îïèñàíèÿðàñïðåäåëåíèÿ òâåðäîé �àçû ïî âûñîòå âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ íàèáîëåå çíà÷èòåëü-íóþ ðîëü â ÷èñëåííîé ñõåìå èãðàþò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèå êîëè-÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ òâåðäîé �àçû. Ïîýòîìó äàëåå ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ òîëüêîäëÿ òâåðäîé �àçû â äèñêðåòíîì âèäå:
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δt∗ = ωδt � áåçðàçìåðíûé øàã ïî âðåìåíè, δz∗ = δz
A
� áåçðàçìåðíûé øàã ïîêîîðäèíàòå, g0(αs) � ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè êîíòàêòà, ¾n¿ � èíäåêñâðåìåííîãî ñëîÿ, ¾j¿ � êîîðäèíàòíûé èíäåêñ (èíäåêñ âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè âíàïðàâëåíèè îñè z).Âûðàæåíèÿ â òðåóãîëüíûõ ñêîáêàõ â óðàâíåíèÿõ (5) è (6) ðàñêðûâàëèñü ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ñïîñîáà ¾÷àñòè÷íîé äîíîðíîé ÿ÷åéêè¿ [3℄:

〈uQ〉j+1/2 = uj+1/2 · [(0, 5 + ξ)Qj + (0, 5 − ξ)Qj+1]; (7)
ξ = b0 · uj+1/2 ·

δt∗

δz∗
+ a0 · sign(uj+1/2); (8)



Ìîäåëèðîâàíèå ìàññîïåðåíîñà â âèáðîêèïÿùåì ñëîå 131ãäå Q ðàâíî as, u ðàâíî V ∗s èëè V ∗2s .Êîý��èöèåíòû a0 è b0 ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî 0,5. Åñëè a0 = 0, òî ãîâî-ðÿò î ¾íåðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè äîíîðíîé ÿ÷åéêè¿, åñëè a0 = 0, 5, òî î ¾ïîëíîìðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè äîíîðíîé ÿ÷åéêè¿. Åñëè b0 = 0, òî ãîâîðÿò î ¾íåèíòåð-ïîëèðîâàííîì ïðåäñòàâëåíèè äîíîðíîé ÿ÷åéêè¿, åñëè b0 = 0, 5, òî î ¾ïîëíîñòüþèíòåðïîëèðîâàííîì ïðåäñòàâëåíèè äîíîðíîé ÿ÷åéêè¿. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êî-ãäà çíà÷åíèÿ a0 = b0 = 0 �îðìóëà (7) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé â ñëó÷àåîïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Q íà ãðàíèöå äâóõ ÿ÷ååê. Ýòî ïðèâîäèò ê âû÷èñëèòåëüíûìçàòðóäíåíèÿì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíîãî�àçíûõ ïîòîêîâ, â ÷àñòíîñòè ïðè ìîäå-ëèðîâàíèè ìàññîïåðåíîñà èç îäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè â äðóãóþ â ðàñ÷åòíîéîáëàñòè [3℄.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî �îðìóëà (7) ðàíåå èñïîëüçîâàëàñü ïðè ìîäåëèðîâàíèèäâèæåíèÿ ìíîãî�àçíûõ ïîòîêîâ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè âèáðîêèïÿùåãîñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ âïåðâûå.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü äàííóþ �îðìóëó â÷èñëåííîé ñõåìå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè íà îñíîâå çàêîíàÄàðñè, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ
a0 è b0 íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþ âûáîðà çíà÷åíèé, íàèëó÷øèì îáðàçîìîïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ.Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ a0 è b0, ïðè-ñóòñòâóþùèõ â �îðìóëå (8), íà ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, â ÷àñò-íîñòè íà èçìåíåíèå íèæíåé ãðàíèöû âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ. Íà ðèñóíêå 1 ïðåä-ñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ êðèâûõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé ïî èçìåíåíèþíèæíåé ãðàíèöû âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ ÷àñòèö ñòåêëà äèàìåòðîì 0,13 ìì ïðè àì-ïëèòóäå è ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïîëêè 1,42 ìì è 50 �ö, ñîîòâåòñòâåííî. Òîëùèíàçàñûïêè ñëîÿ ðàâíà 50 ìì.Êðèâàÿ 1 íà ðèñóíêå 1 ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [4℄, êðèâàÿ2 � ðàñ÷åòàì ïðè a0 = b0 = 0; êðèâàÿ 3 � ðàñ÷åòàì ïðè a0 = b0 = 0, 5; êðèâàÿ4 � èçìåíåíèþ ïîëîæåíèÿ ïîëêè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêæå áûëè ïðîâåäå-íû ðàñ÷åòû ïðè a0 = b0 = 0, 25. Êðèâàÿ èçìåíåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ñëîÿ ïðè

�èñóíîê 1 � Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ïîëêè è íèæíåé ãðàíèöû âèáðîêèïÿùåãî ñëîÿ
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a0 = b0 = 0, 25 íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àëàñü îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷å-òîâ ïðè a0 = b0 = 0, ïîýòîìó íå ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 1. Èç ðèñóíêà 1 âèäíî, ÷òîêðèâàÿ 3 ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, â îòëè÷èå îò êðèâîé 2.Âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ êîëåáàíèé ïðè a0 = b0 = 0, 5 ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî â äâà ðàçàáûñòðåå, ÷åì â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, è ñîîòâåòñòâóåò ïÿòè ïåðèîäàì êîëåáàíèé ïîëêè.Ïðè ýòîì îáúåìíàÿ äîëÿ ÷àñòèö áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ â ðàñ÷åòíîéîáëàñòè, ÷åì â ñëó÷àå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïðè a0 = b0 = 0 è a0 = b0 = 0, 25.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõêîý��èöèåíòîâ a0 è b0. Òàêæå áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõýòèõ êîý��èöèåíòîâ. Ïîëó÷åíî, ÷òî íà èçìåíåíèå íèæíåé ãðàíèöû âèáðîêèïÿùå-ãî ñëîÿ, â îñíîâíîì, âëèÿåò çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà a0.Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ a0 è b0 ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûìè äàííûìè áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè òîëùèíûçàñûïêè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïîëêè. Ïî ðåçóëü-òàòàì ñðàâíåíèÿ áûëî âûÿâëåíî, ÷òî ðàñ÷åòû, ïîëó÷åííûå ïðè a0 = b0 = 0, 5, âîâñåõ ñëó÷àÿõ ëó÷øå îïèñûâàþò èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû âèáðîêè-ïÿùåãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì âëèÿíèå êîý��èöèåíòîâ íà èçìåíåíèå äàâëåíèÿ ãàçà âíèæíåé ÷àñòè ñëîÿ îêàçàëîñü íåçíà÷èòåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâà-íèè âèáðîêèïÿùèõ ñëîåâ, ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ êîý��èöèåí-òîâ a0 = b0 = 0, 5 â �îðìóëå (7).
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ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÒÎÍÊÎ�Î ÍÀÄ�ÅÇÀÄËß �ÀÇËÈ×ÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÁÀËÎÊÎñèïîâ À.Â.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå íà îñíîâå ïîñòðîåíû �îðìóëû äëÿ ïîïðàâîê ê ðåçîíàíñíûì ÷àñòîòàì äëÿóïðóãîé áàëêè ñ íàäðåçîì, íà îñíîâå èõ ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà èäåíòè�èêàöèè åãî ïà-ðàìåòðîâ. �àññìîòðåíû ìîäåëè Áåðíóëëè è Òèìîøåíêî. Ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõýêñïåðèìåíòîâ ïî îöåíêå òî÷íîñòè ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ.Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ â óïðóãèõ òåëàõ îòíîñèòñÿ ê ìàëîèññëåäî-âàííîìó êëàññó îáðàòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè [1, 2℄. Î òè-ïå äå�åêòà è åãî ðàçìåðàõ ìîæíî ñóäèòü ïî èí�îðìàöèè îá èçìåíåíèè ïåðâûõðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò, à â ïðåäïîëîæåíèè î ìàëîñòè äå�åêòà ïî ñðàâíåíèþ ñ õà-ðàêòåðíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè òåëà âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïðîñòûõ �îð-ìóë [2�4℄, îáëåã÷àþùèõ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Êîãäà æå ãåîìåòðèÿ äå�åêòàèçâåñòíà (íàäðåç), â ïðåäïîëîæåíèè åãî ìàëîñòè íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà âîçìîæ-íî ïî èçìåíåíèþ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò îïðåäåëèòü ïîýòàïíî îñíîâíûå ïàðàìåòðûäå�åêòà [4℄. Ïðè ýòîì âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïîïðàâîê äëÿ ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ÷àñòîò è ñîáñòâåííûõ �îðì êîëåáàíèé â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå ìåòîäàìè òåîðèèâîçìóùåíèé [5℄; íà èõ îñíîâå ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâíàäðåçà. Ýòîò ïîäõîä èìååò îïðåäåëåííóþ ïåðñïåêòèâó äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâà-íèÿ â ïðàêòè÷åñêîé äå�åêòîìåòðèè. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷à-ñòîòîé ω óïðóãîãî òåëà V , îãðàíè÷åííîãî êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî òåëî V îñëàáëåíî ïîëîñòüþ V0, õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðîé ìàë ïîñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû. Â [2℄ óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåçîíàíñíûìè ÷àñòî-òàìè äëÿ çàäà÷è êîëåáàíèÿõ íåïîâðåæäåííîãî òåëà è òåëà ñ ïîëîñòüþ:
ω2 − ω2

0 = −V0
Π(u0(c0)) − ω2

0K(u0(c0))∫
0
K(u0)dV

(1)ãäå c0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà âíóòðè ïîëîñòè. Â [6℄ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãîïîäõîäà ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ ïîïðàâêè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò äëÿ áàëêè ìîäåëèÝéëåðà�Áåðíóëëè ñ òîíêèì ñèììåòðè÷íûì íàäðåçîì, à òàêæå ïðåäëîæåí ìåòîäðåêîíñòðóêöèè ïàðàìåòðîâ òîíêîãî íàäðåçà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííûõ �îð-ìóë è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþïàðàìåòðîâ äå�åêòà. Â [7℄ ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè ïîâðå-æäåíèé â êàíòèëåâåðå, îñíîâàííîå íà ìèíèìèçàöèè ñïåöèàëüíîãî �óíêöèîíàëàíåâÿçêè ìåæäó ðåøåíèåì (ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ìîäû êîëåáàíèé), ïîëó÷åííûìàíàëèòè÷åñêè íà áàçå óðàâíåíèÿ ìîäåëè Òèìîøåíêî è ðàñ÷åòíûì ïóòåì, â ÷àñòíî-ñòè, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿýòîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì îäíó èç ïðîñòåéøèõ çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè ïîïðàâîêâ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ (çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ áàëêè ñ íàäðåçîì) è èõ èñïîëüçî-âàíèè â ïðîöåäóðå èäåíòè�èêàöèè. �àññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ



134 Îñèïîâ À.Â.ñ ÷àñòîòîé ω óïðóãîé áàëêè äëèíû L, îñëàáëåííîé òîíêèì ñèììåòðè÷íûì äâó-ñòîðîííèì íàäðåçîì äëèíû 2l ñ öåíòðîì â òî÷êå c. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàëêà íàêîíöå x0 = 0 æåñòêî çàêðåïëåíà, à íà êîíöå x0 = L äåéñòâóåò ñîñðåäîòî÷åííàÿñèëà. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé íåîäíîðîäíîé áàëêè èìååò âèä [8℄:
(EI(x0)w

′′(x0))′′ − ρω2F (x0) = 0ãäå E � ìîäóëü Þíãà, I � ìîìåíò èíåðöèè, ρ � ïëîòíîñòü, F � ïëîùàäü ïîïå-ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
w(0) = w′(0) = 0, EI(L)w′′(L) = 0, (EI(x0)w′′(x0))

′ |x0=L= PÂ [6℄ îïèñàíà ìîäåëü òðåõýëåìåíòíîé áàëêè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íûå çíà-÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò áàëêè ñ äå�åêòîì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçû-âàþùåãî ïàðàìåòðû íàäðåçà è ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû, ðàññìîòðèì îáåçðàçìåðåííîåäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé �îðìû íåïîâðåæäåííîé áàëêè èóðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé �îðìû áàëêè ñ òîíêèì íàäðåçîì (ââåäåíû áåçðàçìåð-íûå õàðàêòåðèñòèêè x =
x0

L
, k4

0 =
ρω2FL4

EI
, c0 =

c

L
, l0 =

l

L
):

wIV
0 (x) − k4

0w0(x) = 0 (2)óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé �îðìû íåïîâðåæäåííîé áàëêè [8℄, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿèìåþò âèä w0(0) = 0, w′0(0) = 0, w′′0(1) = 0, w′′′0 (1) = 0

(g(x)w′′(x))′′ − k4f(x)w(x) = 0 (3)óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé �îðìû áàëêè ñ òîíêèì íàäðåçîì, ãäå ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ àíàëîãè÷íû îïèñàííûì âûøå, à ñîîòâåòñòâóþùèå áåçðàçìåðíûå �óíêöèè èìå-þò âèä:
f(x) =

{
1, |x− c0| > l0,
h
H
, |x− c0| 6 l0,

g(x) =

{
1, |x− c0| > l0,
h3

H3 , |x− c0| 6 l0,Äîìíîæèâ (2) íà w(x), a (5) � íà w0(x), âû÷òÿ èõ ïåðâîãî âûðàæåíèÿ âòîðîå,ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó [0, 1]. Ïîëàãàÿ w(x) ≈ w0(x), à òàêæå ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â ìåñòå íàäðåçà w′′ =
1
γ3w

′′
0 , ãäå γ = h

H
, èìååì ïðè ìàëûõ l0 ñëåäóþùóþ ïðèáëèæåííóþ �îðìóëó:
k4 − k4

0 = 2l0(1 − γ)
k4

0w
2
0(c0) − γ2+γ+1

γ3 (w′′0(c0))
2

∫ 1

0
w2

0(ξ)dξ
(4)Èñïîëüçóÿ (4) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê òðåõ ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò, ïîëó-÷èì ñèñòåìó òðåõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ íàäðåçà.Èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî êîîðäèíà-òû öåíòðà íàäðåçà. Íàéäÿ êîîðäèíàòó öåíòðà íàäðåçà, ìîæíî îïðåäåëèòü øèðèíóè ãëóáèíó íàäðåçà èç ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.



Èäåíòè�èêàöèÿ ïàðàìåòðîâ òîíêîãî íàäðåçà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé áàëîê 135Òàáëèöà 1 � �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàäðåçà ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿìðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò áàëêè ñ äå�åêòîì ïðè γ = 0.8, 2l0 = 0.01 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ c0
c0 γ εγ, % 2l0 ε2l0 , %Çàäàííîå Íàéäåííîå0.2 0.1995 0.8109 1.36 0.0107 6.530.4 0.4007 0.8373 4.66 0.0106 6.160.6 0.5991 0.8027 0.34 0.0099 0.310.8 0.7983 0.8145 1.80 0.0109 8.93Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ìîäåëè áàëêè Òèìîøåíêî, äëÿêîòîðîé óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé èìåþò âèä:

{
−(k′G(x0)F (x0)(w

′(x0) + ψ(x0)))′ − ρω2F (x0)w(x0) = 0,

−(E(x0)I(x0)ψ′(x0))′ + k′G(x0)F (x0)(w′(x0) + ψ(x0)) − ρω2I(x0)ψ(x0) = 0
(5)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

w(0) = 0, ψ(0) = 0, ψ′(L) = 0, w′(L) + ψ(L) = 0 (6)Íà îñíîâå îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ �åëåÿ, ó÷èòûâàÿ ãèïîòåçû ìîäåëè Òèìîøåíêî âïðåäïîëîæåíèè ïðåíåáðåæåíèÿ èíåðöèåé âðàùåíèÿ èìååì îáùóþ �îðìóëó âèäà:
ω2 =

∫ L

0
(E(x0)I(x0)(ψ

′(x0))2 + k′G(x0)F (x0)(w
′(x0) + ψ(x0))

2)dx0∫ L

0
ρF (x0)w2(x0)dx0

(7)Óïðîñòèì ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñâåäåì çàäà÷ó (5)�(6) ê áåçðàç-ìåðíîìó âèäó, ââîäÿ ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå õàðàêòåðèñòèêè è ïàðàìåòðû:
x =

x0

L
, κ =

ρω2L2

E
, δ1 =

F1L
2

I1
, δ2 = k′

G

E
, c0 =

c

L
, l0 =

l

Lãäå F1, I1 � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ìîìåíò èíåðöèè íåïîâðåæäåííîé áàë-êè ñîîòâåòñòâåííî. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåòâèä: {
−δ2(f(x)(w′(x) + ψ(x)))′ − κ2f(x)w(x) = 0,

−(g(x)ψ′(x))′ + δ1δ2f(x)(w′(x) + ψ(x)) − κ2g(x)ψ(x) = 0
(8)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) ïðèìóò âèä:

w(0) = 0, ψ(0) = 0, ψ′(1) = 0, w′(1) + ψ(1) = 0 (9)Äëÿ àíàëèçà çàäà÷è, àíàëîãè÷íî ìîäåëè Áåðíóëëè, ðàññìîòðèì ìîäåëü òðåõýëå-ìåíòíîé áàëêè, íà êàæäîì ó÷àñòêå êîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîñòî-ÿííû. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íà êàæäîì ïðîìåæóòêå: w1(x), ψ1(x), w2(x), ψ2(x) �



136 Îñèïîâ À.Â.ðåøåíèå çàäà÷è íà íåïîâðåæäåííûõ ó÷àñòêàõ áàëêè, w∗(x), ψ∗(x) � ðåøåíèå çà-äà÷è â ìåñòå äå�åêòà. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èìåþò âèä:
w1(0) = 0, ψ1(0) = 0,

w1(c0 − l0) = w∗(c0 − l0), ψ1(c0 − l0) = ψ∗(c0 − l0),

w′1(c0 − l0) + ψ1(c0 − l0) = γ(w′∗(c0 − l0) + ψ∗(c0 − l0)), ψ
′
1(c0 − l0) = γ3(psi′∗(c0 − l0)),

w∗(c0 + l0) = w2(c0 + l0), ψ∗(c0 + l0) = ψ2(c0 + l0),

γ(w′∗(c0 + l0) + ψ∗(c0 + l0)) = w′2(c0 + l0) + ψ2(c0 + l0), γ3(psi′∗(c0 + l0)) = ψ′2(c0 + l0),

ψ′2(1) = 0, w′2(1) + ψ2(1) = 0(10)�àññìàòðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé äëÿ íåïîâðåæäåí-íîé áàëêè è äëÿ áàëêè ñ òîíêèì ñèììåòðè÷íûì íàäðåçîì, âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçî-âàíèÿ, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿì äëÿ ìîäåëè Áåðíóëëè, àòàêæå ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (9), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî w′0(x) +ψ0(x) =
1
γ
(w′(x) + ψ(x)), ψ′0(x) = 1

γ3ψ
′(x), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííóþ �îðìóëó äëÿ ïîïðàâêèê ðåçîíàíñíûì ÷àñòîòàì â áàëêå ìîäåëè Òèìîøåíêî:

k2 − k2
0 = 2l0(1 − γ)

k2
0w

2
0(c0) − A1(ψ

′
0(c0))2 − A2(w

′
0(c0) + ψ0(c0))

2

∫ 1

0
w2

0(ξ)dξ
(11)ãäå k2 = κ2δ1, k

2
0 = κ2

0δ1, A1 = 1+γ+γ2

γ3 , A2 = δ1δ2
γ
, k, k0 � ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåò-ðû, ñâÿçàííûå ñ ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè áàëêè ñ ñèììåòðè÷íûì òîíêèì íàäðå-çîì è íåïîâðåæäåííîé áàëêè ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèåàìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê íåïîâðåæäåííûõ áàëîê äëÿ ìîäåëåé Áåð-íóëëè (òî÷êè) è Òèìîøåíêî (çâåçäî÷êè) ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû íà

�èñóíîê 1 � Ñðàâíåíèå À×Õ äëÿ ìîäåëåéÁåðíóëëè è Òèìîøåíêî �èñóíîê 2 � Ñðàâíåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèéñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà è çíà÷åíèé, ïî-ñ÷èòàííûõ ïî �îðìóëå



Èäåíòè�èêàöèÿ ïàðàìåòðîâ òîíêîãî íàäðåçà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé áàëîê 137êîíöå. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøåå ðàçëè÷èå èìååòñÿ íà ïðîìåæóòêå äî ïåðâîãî ðå-çîíàíñà. Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãîïàðàìåòðà äëÿ ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû â ìîäåëè Òèìîøåíêî, ïîëó÷åííûõ èçìîäåëè òðåõýëåìåíòíîé áàëêè (òî÷êè), è çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ïî-ñ÷èòàííûõ ïî �îðìóëå (11) (çâåçäî÷êè), ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé ïîêàçàíî çíà÷å-íèå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ íåïîâðåæäåííîé áàëêè. �åçóëüòàòû ïðèâåäåíûäëÿ ïàðàìåòðîâ íàäðåçà γ = 0.8, 2l0 = 0.01.
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÀÇ�ÓØÅÍÈß ÏÎ ��ÀÍÈÖÅÑÎÅÄÈÍÅÍÈß ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÏåðåëüìóòåð Ì.Í.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÓ÷àñòîê íàðóøåííûõ ñâÿçåé ìåæäó ìàòåðèàëàìè ìîäåëèðóåòñÿ òðåùèíîé, ðàñïîëî-æåííîé ìåæäó äâóìÿ óïðóãèìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Ìåæäóáåðåãàìè òðåùèíû äåéñòâóþò ñèëû ñöåïëåíèÿ, îáóñëîâëåííûå àäãåçèîííûì âçàèìîäåé-ñòâèåì ìàòåðèàëîâ èëè íàëè÷èåì ïîäêðåïëÿþùèõ âîëîêîí â êîìïîçèòàõ. �àññìîòðå-íû ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíû ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè: ñêîðîñòèâûñâîáîæäåíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè. Ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñèå òðåùèíû ñêîíöåâîé îáëàñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâîì ñêîðîñòåé âûñâîáîæäåíèÿ è ïîãëîùå-íèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè ñ îäíîâðåìåííûì äîñòèæåíèåì ðàñêðûòèÿ íà êðàþ êîíöåâîéîáëàñòè òðåùèíû êðèòè÷åñêîãî äëÿ äàííîãî òèïà ñâÿçåé çíà÷åíèÿ.1. Ââåäåíèå. Ìîäåëè òðåùèíû ñ âçàèìîäåéñòâèåì áåðåãîâ ïîçâîëÿþò îáúåäè-íèòü ïðè àíàëèçå ðàçâèòèÿ òðåùèíû ïîäõîäû ìåõàíèêè è �èçèêè ðàçðóøåíèÿ.Çîíà âçàèìîäåéñòâèÿ áåðåãîâ òðåùèíû (äàëåå � êîíöåâàÿ îáëàñòü òðåùèíû) ïðè-ìûêàåò, êàê ïðàâèëî, ê âåðøèíå òðåùèíû è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷àñòü òðåùèíû,â êîòîðîé ê ïîâåðõíîñòÿì òðåùèíû ïðèëîæåíû ñèëû ñöåïëåíèÿ, ñäåðæèâàþùèååå ðàñêðûòèå. Äëÿ àíàëèçà õðóïêîãî è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ îäíî-ðîäíûõ òåë ïðåäëîæåíû âàðèàíòû òàêîé ìîäåëè òðåùèíû ïðè äîïóùåíèè, ÷òî âñîñòîÿíèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñèëû ñöåïëåíèÿ â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíûòàêîâû, ÷òî íàïðÿæåíèÿ â âåðøèíå òðåùèíû îãðàíè÷åíû è, ñîîòâåòñòâåííî, êîý�-�èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ðàâåí íóëþ. Ìîäåëè òàêîãî òèïà íàçûâàþòêîãåçèîííûìè (àäãåçèîííûìè � ïðè ñîåäèíåíèè ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ). Åñëèïðîöåññû äå�îðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû âêëþ÷à-þò â ñåáÿ íåñêîëüêî �èçè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ, êàê, íàïðèìåð, â êîìïîçèöèîííûõìàòåðèàëàõ, òî â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè êîíöåâîé îáëàñòè ñ ó÷åòîìñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé â âåðøèíå òðåùèíû â ñîñòîÿíèè ïðåäåëüíîãî ðàâíî-âåñèÿ. Òàêèå ìîäåëè áûëè ðàññìîòðåíû äëÿ òðåùèí â îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëàõ èðàçâèòû â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ òðåùèí ñ êîíöåâîé îáëàñòüþ íà ãðàíèöå ðàçäåëàìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè â [1�5℄. Ôèçè÷åñêàÿïðèðîäà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áåðåãàìè òðåùèíû â êîíöåâîé îáëàñòè èçìåíÿåò-ñÿ â çàâèñèìîñòè îò ìàñøòàáà òðåùèíû è ðàññòîÿíèÿ äî åå âåðøèíû. Íà ìàëûõðàññòîÿíèÿõ îò âåðøèíû ñóùåñòâåííû ñèëû ìåæàòîìíîãî è ìåæìîëåêóëÿðíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ, òîãäà êàê íà îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïðåîáëàäàþòìåõàíè÷åñêèå ñâÿçè. Íàïðèìåð, ïîäêðåïëÿþùèå âîëîêíà è ÷àñòèöû â êîìïîçèöè-îííûõ ìàòåðèàëàõ èëè ïó÷êè ïîëèìåðíûõ öåïåé, ñâÿçûâàþùèå áåðåãà òðåùèíû âñîåäèíåíèÿõ ïîëèìåð-ïîëèìåð è ïîëèìåð-ìåòàëë.Èññëåäîâàíèå òðåùèíîñòîéêîñòè è ðàçâèòèÿ òðåùèí â êîìïîçèöèîííûõ ìàòå-ðèàëàõ è àäãåçèîííûõ ñîåäèíåíèÿõ íà îñíîâå òîé èëè èíîé ìîäåëè êîíöåâîé îá-ëàñòè òðåùèíû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ýòàïîâ: 1) óñòàíîâëåíèå çàêîíà



Ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿ ïî ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ 139äå�îðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé ìåæäó áåðåãàìè òðåùèíû, 2) îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ â êîíöåâîé îáëàñòè è âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû, 3) àíàëèç ïðåäåëüíî-ãî ðàâíîâåñèÿ òðåùèíû ïðè ó÷åòå âîçìîæíîñòè ïðîäâèæåíèÿ âåðøèíû òðåùèíûè êðàÿ êîíöåâîé îáëàñòè ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê è óñèëèé, âîçíèêàþ-ùèõ â ñâÿçÿõ. Íèæå, äëÿ òðåùèíû íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ ñî ñâÿçÿìèâ êîíöåâîé îáëàñòè, ðàññìîòðåí íåëîêàëüíûé êðèòåðèé êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðîñòàòðåùèí, ïðèìåíÿåìûé íà ïîñëåäíåì, èç óêàçàííûõ âûøå, ýòàïîâ.2. Íåëîêàëüíûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ äëÿ òðåùèí ãðàíèöå ðàçäåëàìàòåðèàëîâ. �àññìîòðèì ïðèìåíåíèå íåëîêàëüíîãî êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ, ïðåä-ëîæåííîãî â [1�2℄, â ñëó÷àå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ äâóìåðíîé îáëàñòè, ñîäåð-æàùåé ïðÿìîëèíåéíóþ òðåùèíó, ðàñïîëîæåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïîëóïëîñêîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ìåõàíè-÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.Äëÿ ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíû äëèíû ℓ, ðàñïîëîæåííîé íà îòðåçêå |x| 6 ℓ,
y = 0, ñ êîíöåâûìè îáëàñòÿìè ðàçìåðà d óðàâíåíèÿ íåëîêàëüíîãî êðèòåðèÿ ðàç-ðóøåíèÿ çàïèøóòñÿ òàê

−∂Π

∂ℓ
=
∂U

b∂ℓ
+Gm, u(so) = δcr, (1)ãäå Π � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîãî òåëà, U � ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè ñâÿçåéâ êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû, b � òîëùèíà òåëà, Gm � ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèþìàòåðèàëà ìàòðèöû, u(so) � ðàñêðûòèå òðåùèíû íà êðàþ êîíöåâîé îáëàñòè, δcr �ïðåäåëüíàÿ äëèíà ñâÿçè.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Gtip(d, ℓ) = −∂Π

∂ℓ
, Gbond(d, ℓ) =

∂U

b∂ℓ
+Gm, (2)ãäå Gtip(d, ℓ) � ñêîðîñòü âûñâîáîæäåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè, Gbond(d, ℓ) � ñêî-ðîñòü ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû.Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè âûñâîáîæäåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè äëÿ òðåùèíû,ðàñïîëîæåííîé íà ãðàíèöå ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðèíàëè÷èè ñâÿçåé â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû, òàê êàê âëèÿíèå ñâÿçåé âûðàæàåòñÿâ ïðèëîæåíèè íàãðóçîê ê áåðåãàì òðåùèíû â åå êîíöåâîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì,íåçàâèñèìî îò �îðìû çàêîíà äå�îðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé, ñêîðîñòü âûñâîáîæäåíèÿýíåðãèè äå�îðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [6℄

Gtip(d, ℓ) =

(
k1 + 1

µ1
+
k2 + 1

µ2

)
K2

B

16 ch(πβ)
, β =

ℓn α

2π
, α =

µ2k1 + µ1

µ1k2 + µ2
, (3)ãäå k1,2 = 3 − 4ν1,2 èëè k1,2 = (3 − ν1,2)/(1 + ν1,2) äëÿ ïëîñêîé äå�îðìàöèè èëèïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ν1,2 è µ1,2 � êîý��èöèåíòûÏóàññîíà è ìîäóëè ñäâèãà ìàòåðèàëîâ ïîäîáëàñòåé 1(y > 0) è 2(y < 0), è

K2
B = K2

I +K2
II .Êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé KI è KII îïðåäåëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì íà-ãðóçîê íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òåëà è íàãðóçîê â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû.



140 Ïåðåëüìóòåð Ì.Í.Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äå�îðìàöèè ñâÿçåé â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíûîïðåäåëÿåì ñîãëàñíî [2℄
U = b

ℓ∫

ℓ−d

Φ(u)dx, Φ(u) =

u(x)∫

0

σ(u)du,ãäå Φ(u) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè äå�îðìàöèè ñâÿçåé â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû,
u(x) =

√
u2

x + u2
y, σ(u) =

√
q2
x + q2

y.Çäåñü ux,y � êîìïîíåíòû ðàñêðûòèÿ òðåùèíû â êîíöåâîé îáëàñòè, σ(u) � ìîäóëüâåêòîðà óñèëèé â ñâÿçÿõ, îïðåäåëÿåìûé çàêîíîì äå�îðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé, qx,y �íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå óñèëèé â ñâÿçÿõ.Çàêîí äå�îðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé â êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû ìîæíî çàïèñàòüòàê
qy(x) − iqx(x) = c(u)(uy(x) − iux(x)),ãäå c(u) � ý��åêòèâíàÿ ïîäàòëèâîñòü ñâÿçåé.Â èòîãå, èç âûðàæåíèÿ äëÿ Gbond(d, ℓ) â (2) ïîëó÷àåì

Gbond(d, ℓ) =
∂U

b∂ℓ
+Gm =

∂

∂ℓ

ℓ∫

ℓ−d




u(x)∫

0

σ(u)du


dx +Gm. (4)Â âûðàæåíèè (4) äëÿ ñêîðîñòè ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè ñâÿçÿìè äè�-�åðåíöèðîâàíèå ïî âåðõíåìó è íèæíåìó ïðåäåëàì èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåòïðåäïîëîæåíèþ îá èçìåíåíèè ðàçìåðà êîíöåâîé îáëàñòè òðåùèíû ïðè ðàçðûâåñâÿçåé íà êðàþ êîíöåâîé îáëàñòè è îäíîâðåìåííîì ïðîäâèæåíèè âåðøèíû òðåùè-íû. Â òàêîì ñëó÷àå âîçìîæíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ àâòîíîìíîñòè êîíöåâîé îáëàñòèòðåùèíû. Âûïîëíÿÿ äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âåðõíåìó è íèæíåìó ïðåäåëàì â âû-ðàæåíèè (4) äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé, ïîëó÷èì

Gbond(d, ℓ) =

ℓ∫

ℓ−d

(
∂ uy(x)

∂ ℓ
qy(u) +

∂ ux(x)

∂ ℓ
qx(u)

)
dx−

u(ℓ−d)∫

0

σ(u)du+Gm, (5)ãäå äëÿ ñîñòîÿíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òðåùèíû u(ℓ−d) = δcr (ñîãëàñíî âòîðî-ìó èç óñëîâèé (1)). Âòîðîå ñëàãàåìîå â (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ýíåðãèèäå�îðìàöèè, âûäåëÿþùåéñÿ ïðè ðàçðûâå ñâÿçåé íà êðàþ êîíöåâîé îáëàñòè.Èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ äâóõ óðàâíåíèé (1) ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçìåð êîíöå-âîé îáëàñòè dcr è êðèòè÷åñêîå âíåøíåå íàïðÿæåíèå σcr â ñîñòîÿíèè ïðåäåëüíîãîðàâíîâåñèÿ òðåùèíû. Ñêîðîñòü ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè Gbond(dcr, ℓ), ïî-ëó÷åííàÿ èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1), ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé õàðàê-òåðèñòèêîé ñîïðîòèâëåíèÿ àäãåçèîííîìó ðàçðóøåíèþ, Gcr = Gbond(dcr, ℓ), ïðè÷åìâåëè÷èíà íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè èçìåíåíèè äëèíû òðåùèíû. Ïîñëå îïðåäåëå-íèÿ êðèòè÷åñêîãî âíåøíåãî íàïðÿæåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå îïðåäåëåíû êðèòè÷å-ñêèé ÊÈÍ è ïîòîê ýíåðãèè â âåðøèíó òðåùèíû, îáóñëîâëåííûå âíåøíåé íàãðóç-êîé.



Ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿ ïî ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâ 141Ïðè ìîíîòîííîì íàãðóæåíèè òåëà, äëÿ çàäàííûõ íà÷àëüíûõ ðàçìåðîâ òðåùè-íû è åå êîíöåâîé îáëàñòè, ìîæíî âûäåëèòü ðåæèìû ðàâíîâåñèÿ è êâàçèñòàòè÷å-ñêîãî ðîñòà òðåùèíû.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
{
Gtip(d, ℓ) > Gbond(d, ℓ)
u(ℓ− d) < δcr

(6)ïðîèñõîäèò ïðîäâèæåíèå âåðøèíû òðåùèíû ñ îäíîâðåìåííûì âîçðàñòàíèåì äëè-íû êîíöåâîé îáëàñòè áåç ðàçðûâà ñâÿçåé. Ýòîò ýòàï ðîñòà òðåùèíû ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ ïðèñïîñîáëÿåìîñòè òðåùèíû ê çàäàííîìó óðîâíþ âíåø-íèõ íàãðóçîê (äîêðèòè÷åñêèé ðîñò òðåùèíû).Ïðîäâèæåíèå âåðøèíû òðåùèíû ñ îäíîâðåìåííûì ðàçðûâîì ñâÿçåé íà êðàþêîíöåâîé îáëàñòè (êâàçèñòàòè÷åñêèé ðîñò òðåùèíû) ïðîèñõîäèò ïðè îäíîâðåìåí-íîì âûïîëíåíèè óñëîâèé
{
Gtip(d, ℓ) > Gbond(d, ℓ)
u(ℓ− d) > δcr

. (7)�àçðûâ ñâÿçåé áåç ïðîäâèæåíèÿ âåðøèíû òðåùèíû ïðîèñõîäèò ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé {
Gtip(d, ℓ) < Gbond(d, ℓ)
u(ℓ− d) > δcr

. (8)Ïðè ýòîì ðàçìåð êîíöåâîé îáëàñòè ñîêðàùàåòñÿ, ñòðåìÿñü ê ïðåäåëüíîìó çíà÷å-íèþ äëÿ äàííîãî óðîâíÿ íàãðóçêè. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïîëîæåíèåêîíöåâîé îáëàñòè è âåðøèíû òðåùèíû íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíå-íèè âòîðîãî èç óñëîâèé (6) è ïåðâîãî óñëîâèÿ (8).Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà âíåøíåé íàãðóçêè è ïàðàìåòðû ñâÿçåé îïðåäåëÿþòõàðàêòåð ðàçðóøåíèÿ: ïðîäâèæåíèå âåðøèíû òðåùèíû ñ ðîñòîì êîíöåâîé îáëàñòè;ñîêðàùåíèå ðàçìåðà êîíöåâîé îáëàñòè áåç ïðîäâèæåíèÿ âåðøèíû òðåùèíû; ïðî-äâèæåíèå âåðøèíû òðåùèíû ñ îäíîâðåìåííûì ðàçðûâîì ñâÿçåé íà êðàþ êîíöåâîéîáëàñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ëèíåéíî-óïðóãèõ ñâÿçåé [1,2℄ âûïîëíåíèåïåðâîãî èç óñëîâèé (1) çàâèñèò òîëüêî îò îòíîñèòåëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàê-òåðèñòèê êîíöåâîé îáëàñòè è òðåùèíû. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàçìåðà êîíöåâîéîáëàñòè, ïîëó÷åííîå èç ýòîãî óñëîâèÿ, ìîæåò áûòü îòíåñåíî ê òðåùèíå ëþáîéäëèíû. Îïðåäåëåíèå �àêòè÷åñêîãî ðàçìåðà òðåùèíû, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿ-íèþ ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðîèñõîäèò ïðè ó÷åòå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ äëÿêðèòè÷åñêîãî ðàñêðûòèÿ òðåùèíû. Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ïîäòâåðæäå-íèåì íåäîñòàòî÷íîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ïðåäåëüíîãîðàâíîâåñèÿ òðåùèíû.3. Çàêëþ÷åíèå. �àññìîòðåí íåëîêàëüíûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, êîòîðûé ÿâ-ëÿåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì êðèòåðèåì, ïîçâîëÿþùèì êîíòðîëèðîâàòü ïðîäâè-æåíèå êîíöåâîé îáëàñòè è âåðøèíû òðåùèíû. Äëÿ �îðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ ðàç-ðóøåíèÿ èñïîëüçîâàíû ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíû � ñêîðîñòü âû-ñâîáîæäåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèè è ñêîðîñòü ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè äå�îðìàöèèñâÿçÿìè. Èñõîäÿ èç äâóõ óñëîâèé ðàçðóøåíèÿ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ðåæèìû



142 Ïåðåëüìóòåð Ì.Í.äîêðèòè÷åñêîãî è êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðîñòà òðåùèíû: 1) âåðøèíà òðåùèíû ïðî-äâèãàåòñÿ è ðàçìåð êîíöåâîé îáëàñòè íàðàñòàåò áåç ðàçðûâà ñâÿçåé; 2) ðàçìåðêîíöåâîé îáëàñòè ñîêðàùàåòñÿ áåç ïðîäâèæåíèÿ âåðøèíû òðåùèíû; 3) âåðøèíàòðåùèíû ïðîäâèãàåòñÿ ñ îäíîâðåìåííûì ðàçðûâîì ñâÿçåé íà êðàþ êîíöåâîé îá-ëàñòè. Ïîñëåäíèé ðåæèì ñîîòâåòñòâóåò êâàçèñòàòè÷åñêîìó ðîñòó òðåùèíû ñ âû-ïîëíåíèå îáîèõ óñëîâèé ðàçðóøåíèÿ, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåð êîíöåâîéîáëàñòè òðåùèíû â ñîñòîÿíèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è êðèòè÷åñêàÿ âíåøíÿÿíàãðóçêà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêò � 11-08-01243). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Goldstein R.V., Perelmuter M.N. Modeling of bonding at the interfa
e 
ra
k // Int. J.Fra
ture. 1999. � 1-2. P. 53�79.[2℄ �îëüäøòåéí �.Â., Ïåðåëüìóòåð Ì.Í. Òðåùèíà íà ãðàíèöå ñîåäèíåíèÿ ìàòåðèàëîâñî ñâÿçÿìè ìåæäó áåðåãàìè // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2001. � 1. Ñ. 94�112.[3℄ Ïåðåëüìóòåð Ì.Í. Êðèòåðèé ðîñòà òðåùèí ñî ñâÿçÿìè â êîíöåâîé îáëàñòè // ÏÌÌ.2007. Ò. 71. � 1. Ñ. 152�171.[4℄ �îëüäøòåéí �.Â., Ïåðåëüìóòåð Ì.Í. Ìîäåëèðîâàíèå òðåùèíîñòîéêîñòè êîìïî-çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ // Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. 2009. � 2.Ñ. 22�39.[5℄ Ïåðåëüìóòåð Ì.Í. Òðåùèíà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ 
 íåëèíåéíûìè ñâÿçÿ-ìè â êîíöåâîé îáëàñòè // ÏÌÌ. 2011. � 1. Ñ. 152�171.[6℄ Ñàëãàíèê �.Ë. Î õðóïêîì ðàçðóøåíèè ñêëååííûõ òåë // ÏÌÌ. 1963. � 5.C. 957�962.Perelmuter M.N. Modelling of fra
ture along di�erent material jun
tion. The nonlo
alfra
ture 
riterion (NFC) is used to analyze quasi-stati
 growth of bridged 
ra
ks along interfa
ejun
tion of materials. The NFC is based on the following two 
onditions: 1) the equation ofthe limit equilibrium of the 
ra
k tip (it is the equality of the energy release rate and therate of the energy dissipation by bonds); 2) the 
ondition of the bond limit elongation atthe trailing edge of the bridged zone. The regimes of equilibrium or quasi-stati
 growth ofthe bridged zone and the 
ra
k tip are investigated on the basis of these two 
onditions: a)the 
ra
k tip propagates and the size of the bridged zone in
reases without rupture of thebonds; b) the size of the bridged zone de
reases due to rupture of the bonds without the
ra
k tip propagation; 
) the 
ra
k tip propagates with simultaneous the bonds rupture atthe trailing edge of the bridged zone. The last 
ase 
orresponds to quasi-stati
 
ra
k growthif both fra
ture 
onditions are ful�lled. The equilibrium size of the bridged zone and the levelof 
riti
al external stress are determined from these two 
onditions. The estimations of theequilibrium size of the bridged zone, the adhesion fra
ture energy and the external fra
turestress depending on the 
ra
k size are found.



Î ÂÀÆÍÎÑÒÈ Ó×ÅÒÀ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ Ï�È ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈÑÍÈÆÅÍÈß ÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÛÌ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌÏîëîíèê Ì.Â.1, �îãà÷åâ Å. Å.2
1Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ �ÀÍ, Âëàäèâîñòîê

2Äàëüíåâîñòî÷íûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ÂëàäèâîñòîêÂ ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ìîäå-ëèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà îòæèãà ìåòàëëîèçäåëèé, âåäóùåãî ê ñíèæåíèþóðîâíÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé. Òåõíîëîãèÿ îòæèãà çàêëþ÷àåòñÿ â ìåäëåííîì íàãðåâå,âûäåðæêå ïðè òåìïåðàòóðå è ïîñëåäóþùåì ìåäëåííîì îõëàæäåíèè. Â ðàáîòå ïîêàçàíî,÷òî âàæíåéøåå çíà÷åíèå äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ñíÿòèÿ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé èìååòñòàäèÿ âûäåðæêè, êîòîðóþ ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà.Íàïðÿæåíèÿ, ñóùåñòâóþùèå â òåëàõ èëè êîíñòðóêöèÿõ ïðè îòñóòñòâèè êàêèõ-ëèáî âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, íàïðèìåð, ñèëîâûõ, à òàêæå òåïëîâûõ è äðóãèõ ïðè-íÿòî íàçûâàòü îñòàòî÷íûìè. Ïðè èçãîòîâëåíèè è óïðî÷íåíèè ìåòàëëîèçäåëèé âìàòåðèàëàõ ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé, ïðè÷èíîé ýòîìó ÷à-ùå âñåãî ÿâëÿþòñÿ ïðèñóòñòâóþùèå â íèõ ìèêðîäå�åêòû è ìèêðîíåîäíîðîäíîñòè.Óðîâåíü òàêèõ íàïðÿæåíèé è èõ ðàñïðåäåëåíèå â îêðåñòíîñòè îäèíî÷íîãî äå�åêòàñïëîøíîñòè ïðåäñòàâëåí â [1℄. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýòîãî âûñòóïàëà ñòàòè÷å-ñêàÿ îïðåäåëèìîñòü ïðîöåññà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ [2, 3℄. Íàëîæåíèå îñòàòî÷íûõíàïðÿæåíèé íà âíîâü ïðèëîæåííóþ âíåøíþþ íàãðóçêó, ìîæåò ïðèâåñòè ê òàêèìáîëüøèì ñóììàðíûì íàïðÿæåíèÿì, êîòîðûå âûçûâàþò íåæåëàòåëüíûå èçìåíåíèÿ�îðìû (êîðîáëåíèå) èëè äàæå ðàçðóøåíèå. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü âïðèìåíåíèè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ñíÿòèþ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé.Ïðèìåðîì òàêîãî ñïîñîáà ìîæåò ñëóæèòü òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ îòæèãà. Òåõ-íîëîãèÿ îòæèãà çàêëþ÷àåòñÿ â íàãðåâå äî îïðåäåë¼ííîé òåìïåðàòóðû, âûäåðæêåè ïîñëåäóþùåì, ìåäëåííîì, îõëàæäåíèè.Â ðàáîòå íà ïðèìåðå ïîëîãî øàðà, ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè, íàêîïëåí-íûìè â ïðîöåññå îäíîìåðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ìîäåëèðóåòñÿ ïðîöåññ îòæèãà. Âðàìêàõ ëèíåéíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà â [4℄ óêàçàíà êîíêðåòíàÿ âîçìîæ-íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ïî èòîãîâîìó ðàç-ãðóçî÷íîìó ñîñòîÿíèþ ïîëîãî øàðà (r0, R0, r0 < R0), ïîäâåðãàâøåãîñÿ îäíîìåðíî-ìó äå�îðìèðîâàíèþ. Çäåñü, áåç äîêàçàòåëüñòâ, ïðèâåäåì ëèøü îñíîâíûå ðåçóëü-òàòû ýòîé ðàáîòû. Áûëî óêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ âñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, θ, ϕ), â ïðåäïîëîæåíèè íåîáðàòèìîé íåñæèìà-åìîñòè â òåëå ñ�îðìèðîâàëèñü äâå îáëàñòè: r1 < r 6 R0 � óïðóãàÿ è r0 6 r 6 r1 �óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ, ñ íåîáðàòèìûìè ïëàñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè:
ep

rr = −2kγ − Ar−3, ep
θθ = −ep

rr/2, γ = (λ+ 2µ)(3λ+ 2µ)−1µ−1,ãäå λ è µ � ïàðàìåòðû Ëàìå, k � ïðåäåë òåêó÷åñòè, A � êîíñòàíòà, êîòîðàÿ îïðå-äåëÿåòñÿ ïî èçìåðåííûì íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ïîëíûì äå�îðìàöèÿì drr(r0) è



144 Ïîëîíèê Ì.Â., �îãà÷åâ Å.Å.çàäàííûì óãëîâûì íàïðÿæåíèÿì σθθ(r0) = −2k. �åçóëüòàò ðàñ÷åòà îñòàòî÷íûõ íà-ïðÿæåíèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóþò ñòàëè ìàð-êè 30Õ�ÑÍ2À. Ñïëîøíîé ëèíèåé óêàçàíû ðàäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ (σrr), ïóíê-òèðíîé � óãëîâûå (σθθ). Íàïðÿæåíèÿ íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ãðàíèöå σrr(r0) = 0è σrr(R0) = 0.
�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïðè T = 20◦CÒàêîå ñîñòîÿíèå ñðåäû áóäåì ñ÷èòàòü èñõîäíûì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ èçìåíå-íèÿ åå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè äàëüíåéøèõ íàãðóçêàõ. Ñòàäèþ ìåäëåííî-ãî íàãðåâà ðàññìîòðèì â ðàìêàõ çàêîíà Äþàìåëÿ�Íåéìàíà. Èçìåíåíèå ïðåäå-ëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà çàäàäèì èíòåðïîëÿöèîííîé �óíêöèåé k = 1350 · 106 −

5(T − 200)(T − 100)(T − 20)(400 + 3T )/1824, ïîñòðîåííîé ïî èçâåñòíûì ýêñïåðè-ìåíòàëüíûì äàííûì ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ (ðèñ. 2). Òî÷êàìè íà ðèñ. 2óêàçàíû äàííûå ýêñïåðèìåíòà.
�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò òåìïåðàòóðû äëÿ ñòàëè 30Õ�ÑÍ2ÀÂ ïðîöåññå íàãðåâà äî íåêîòîðîé òåìïåðàòóðû T1 (äëÿ ñòàëè 30Õ�ÑÍ2À

T1 = 480◦C) íà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòèÒðåñêà è ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå íà÷íåò ðàçâèâàòüñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. �åøåíèåïîêàçûâàåò, ÷òî â ñòîðîíó âíóòðåííåé ãðàíèöû ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ðàçâèâàåò-ñÿ áûñòðåå, ÷åì â ñòîðîíó âíåøíåé ãðàíèöû, è ïðè îêîí÷àòåëüíîé òåìïåðàòóðåíàãðåâà T2 (äëÿ ñòàëè 30Õ�ÑÍ2À T2 = 570◦C) â òåëå ñ�îðìèðóåòñÿ äâå îáëàñòè:óïðóãàÿ r2 < r 6 R0 è îáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 6 r 6 r2. Ïðîèçîøëîïåðåðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé (ðèñ. 3).Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè òåïåðü ìåäëåííî ñíèæàòü òåìïåðàòóðó ñðåäû äîêîìíàòíîé (ðèñ. 4), íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè r = r0 íàïðÿæåíèÿ ñòàíóò ðàñòÿ-ãèâàþùèìè è îáðàçóþò îáëàñòü ïîâòîðíîãî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ r0 6 r 6 r3.Ïðè ýòîì óðîâåíü îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé âîçðàñòåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçîøëî
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�èñóíîê 3 � �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïðè T = T2íàëîæåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé íà âíîâü ïðèëîæåííóþ íàãðóçêó, ÷òî è âûçâà-ëî èõ ðîñò.
�èñóíîê 4 � �àñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïðè T = 20◦CÂ òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå îòæèãà ïîñëå ñòàäèè íàãðåâà ñëåäóåò ïðîöåññ âû-äåðæêè ïðè íåêîòîðîé, õàðàêòåðíîé äëÿ êàæäîãî ìåòàëëà, òåìïåðàòóðå. Ïîýòîìóâ ìîäåëèðóåìîì ïðîöåññå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ó÷èòûâàþùóþ ñòàäèþ âûäåðæêè.

�èñóíîê 5 � �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïðè ûäåðæêè t = 1.5 ÷àñà, T = T2Ïîñêîëüêó äëÿ ìàòåðèàëîâ íàõîäÿùèõñÿ ïîä äëèòåëüíûì âëèÿíèåì íåèçìåí-íîé òåìïåðàòóðû õàðàêòåðíî ïðîÿâëåíèå ñâîéñòâ ïîëçó÷åñòè, ñòàäèþ âûäåðæêèìîäåëèðóåì ñ ó÷åòîì ýòèõ ñâîéñòâ. Ïîëçó÷åñòü, ïðèâîäÿùóþ ê íàêîïëåíèþ íåîá-ðàòèìûõ äå�îðìàöèé â òåëå, îïèñûâàåì ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî çàêîíà [5℄. Äëÿñòåïåíè n = 3 ïîñòðîåíî ðåøåíèå. Ïðè ýòîì äëÿ íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé ïîëó-÷åíî ñîîòíîøåíèå:
ev

rr = −
(
Btγ−2 + c

)−1 − Ar−3, ev
θθ = −ev

rr/2,



146 Ïîëîíèê Ì.Â., �îãà÷åâ Å.Å.ãäå B � ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, c � îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ev
rr(t0) = ep

rr, A � êîíñòàíòà,îïðåäåëÿåìàÿ íàïðÿæåííî äå�îðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì ñðåäû. Íà ðèñ. 5 ïðåä-ñòàâëåí ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè âûäåðæêè t = 1.5 ÷àñà, T = T2.Òàêèì îáðàçîì, óæå íà ñòàäèè âûäåðæêè íàáëþäàåòñÿ ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèé.Òåïåðü ïðè ñíèæåíèè òåìïåðàòóðû äî êîìíàòíîé â òåëå íå âîçíèêàåò ðàíååóêàçàííûõ îòðèöàòåëüíûõ ý��åêòîâ, è, áîëåå òîãî, íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè
r = r0 óðîâåíü îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,èìåííî ó÷åò ïîëçó÷åñòè íà ñòàäèè âûäåðæêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, èìå-þùèé ìåñòî íà ïðàêòèêå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �12�01�33064�ìîë_à_âåä).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÛÕÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÕ Ñ�ÅÄ ÌÀÊÑÂÅËËÀ È ÊÅËÜÂÈÍÀ�ÔÎÉÕÒÀÏóõíà÷åâ Â.Â.Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ �ÀÍÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÑòàòüÿ ñîäåðæèò îáçîð ðàáîò, âûïîëíåííûõ â 2007�2013 ãîäàõ â Èíñòèòóòå ãèäðîäè-íàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ �ÀÍ è â Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñè-òåòå ïî ìîäåëÿì íåñæèìàåìûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåäÑòèìóëîì äëÿ èññëåäîâàíèé àâòîðà â óêàçàííîé îáëàñòè ïîñëóæèëè ýêñïåðè-ìåíòû, âûïîëíåííûå àâòîðàìè ðàáîò [10, 11℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî îáíàðóæåíî,÷òî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äå�îðìàöèè âîäà è ïîäîáíûå åé æèäêîñòè, íàðÿäó ñâÿçêèìè, ïðîÿâëÿþò è óïðóãèå ñâîéñòâà. Ïðè ýòîì �àêòîðîì ñæèìàåìîñòè ñðåäûìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷-íîñòè, êîòîðûì îáëàäàþò ìíîãèå ìîäåëè ñæèìàåìûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä [12, 13℄.Ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ ìåõàíèêå âÿçêîóïðóãèõ ñðåä, äîñòàòî÷íî îáøèðíà(ñì. ìîíîãðà�èè [14, 15℄, îáçîð [16℄ è èìåþùèåñÿ â íèõ ññûëêè). Îäíàêî ñèñòåìàòè-÷åñêîå èçó÷åíèå ìîäåëåé íåñæèìàåìûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä äî ñèõ ïîð íå ïðåäïðè-íèìàëîñü. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõóðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà äîñòàòî÷íî ñëîæíû, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èññëåäî-âàòü èõ íà ïðèìåðàõ äâóìåðíûõ è îäíîìåðíûõ ðåøåíèé äëÿ äâóõ êëàññè÷åñêèõìîäåëåé � Ìàêñâåëëà è Êåëüâèíà�Ôîéõòà. Ýòè ìîäåëè áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû âXIX ñòîëåòèè, íî íå ïîòåðÿëè ñâîåãî çíà÷åíèÿ è ïîíûíå.Ïîâåäåíèå íåñæèìàåìîé ñðåäû Ìàêñâåëëà îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ âåêòîðàñêîðîñòè v, äàâëåíèÿ p è òåíçîðà íàïðÿæåíèé P = −pI+S, ãäå S � âÿçêîóïðóãàÿñîñòàâëÿþùàÿ òåíçîðà P , à I � åäèíè÷íûé òåíçîð. Ìàòåðèàëüíûìè õàðàêòåðè-ñòèêàìè âÿçêîóïðóãîé ñðåäû ÿâëÿþòñÿ åå ïëîòíîñòü ρ, äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü µè âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ . Ýòè âåëè÷èíû äàëåå ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Êðîìåòîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà ñðåäó íå äåéñòâóþò âíåøíèå îáúåìíûå ñèëû. Â ýòèõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû Ìàêñâåëëàèìåþò âèä
div v = 0, ρ(vt + v · ∇v) = −∇p + divS, τ

d̃S

dt
+ S = 2µD. (1)Çäåñü D � òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé âåêòîðíîãî ïîëÿ, à ñèìâîë d̃/dt îáîçíà-÷àåò îäíó èç èíâàðèàíòíûõ, èëè îáúåêòèâíûõ, ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà S [14, 15℄.Âûáîð òàêîé ïðîèçâîäíîé íåîäíîçíà÷åí � ýòî ìîæåò áûòü âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿêîíâåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

d̃S

dt
=
∂S

∂t
+ v · ∇S −∇v · S − S · ∇vT ,

d̃S

dt
=
∂S

∂t
+ v · ∇S + S · ∇v + ∇vT · S,
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d̃S

dt
=
∂S

∂t
+ v · ∇S −W · S + S ·W (2)èëè èõ êîìáèíàöèÿ. Çäåñü W � àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà ∇v.Íåñæèìàåìàÿ âÿçêîóïðóãàÿ ñðåäà Êåëüâèíà�Ôîéõòà õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòî-ðîì ñêîðîñòè v, äàâëåíèåì p, òåíçîðîì íàïðÿæåíèé P è òåíçîðîì äå�îðìàöèéÀëüìàíñè�Ýéëåðà E [18℄. Ýòè �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

div v = 0, ρ(vt + v · ∇v) = divP, P = −pI + 2µD + 2GE, (3)
Et + v · ∇E +WE − EW +DE + ED = D.Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ñèñòåìå (3) âûðàæàåò êèíåìàòè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó òåí-çîðàìè E è D [18℄, à ïðåäïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ðåîëîãè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿ-íèÿ.Òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì (1) è (3) îòñóò-ñòâóþò äî ñèõ ïîð äàæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Àâòîðîì è åãî íîâîñèáèðñêèìè êîë-ëåãàìè âåëàñü ðàáîòà ïî èññëåäîâàíèþ ý��åêòèâíî îäíîìåðíûõ çàäà÷ íà îñíîâåìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [19℄. Îêàçàëîñü, ÷òîñèñòåìû (1) è (3) äîïóñêàþò áåñêîíå÷íûå ãðóïïû Ëè, ñîäåðæàùèå, íàðÿäó ñ ïå-ðåíîñàìè è âðàùåíèÿìè, îáîáùåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ [5℄. Ñ èõ ïîìîùüþïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ðÿäà êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, òàêèõ êàê çàäà÷è î çàïîëíåíèè ñ�å-ðè÷åñêîé ïîëîñòè [1, 3℄, î äâèæåíèè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ñîîñíûìè âðàùàþùè-ìèñÿ öèëèíäðàìè [6, 7℄, î äå�îðìàöèè ïîëîñû ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè [2℄.Ïåðâàÿ èç óêàçàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è Ïîðèöêè�×ó�Çàáàáà-õèíà î çàïîëíåíèè ïîëîñòè â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [20℄. �àññìîòðèì ñíà-÷àëà ñëó÷àé ñðåäû Ìàêñâåëëà. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à î ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîìäâèæåíèè ñðåäû ïðè çàäàííîì ïîñòîÿííîì äàâëåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè ñâîäèòñÿ êèíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ðàäèóñà ïîëîñòè è êâàäðàòóðàì [3℄.Ýòî óðàâíåíèå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò òðè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà: ÷èñ-ëî �åéíîëüäñà, áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè è ÷èñëî Âåáåðà. Âûÿñíèëîñü, ÷òîïðè íåíóëåâîì ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè ïîëîñòü èñ÷åçàåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Åñ-ëè ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå îòñóòñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò äâà ðåæèìà � ñ êîíå÷íûìè áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì ñõëîïûâàíèÿ, êàê è â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè. Îäíàêîäëÿ ñðåäû Ìàêñâåëëà êðèòè÷åñêîå ÷èñëî �åéíîëüäñà, ðàçäåëÿþùåå ýòè äâà ðå-æèìà, çàâèñèò îò âðåìåíè ðåëàêñàöèè è âîçðàñòàåò âìåñòå ñ íèì. Â çàâèñèìîñòèîò îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ðåàëèçóåòñÿ êàê êîëåáàòåëüíûé, òàê è ìîíîòîííûéñöåíàðèè ñòÿãèâàíèÿ ïîëîñòè â òî÷êó. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ ðàäèóñà ïîëîñòèïðåêðàùàþòñÿ, åñëè îí ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì. Èìååòñÿ äâà àñèìïòîòè÷å-ñêèõ ðåæèìà âáëèçè ìîìåíòà êîëëàïñà: èíåðöèàëüíûé, êîãäà ñêîðîñòü â ýòîò ìî-ìåíò ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé, è âÿçêèé, êîãäà îíà ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó,êîòîðûé çàâèñèò îò äàííûõ çàäà÷è.Â çàäà÷å î çàïîëíåíèè ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè â ñðåäå Êåëüâèíà�Ôîéõòà ñèòóà-öèÿ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ [1℄. Çäåñü òàêæå èìååòñÿ òðè îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðà:÷èñëî �åéíîëüäñà, ÷èñëî Âåáåðà è ïàðàìåòð æåñòêîñòè, ðàâíûé îòíîøåíèþ ìî-äóëÿ ñäâèãà ê äàâëåíèþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò íèõ, ñóùåñòâóåò òðè



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íåñæèìàåìûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä 149ðåæèìà: êîëëàïñ ïîëîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ; ìîíîòîííîå óìåíüøåíèå ðàäèóñà ïî-ëîñòè äî çíà÷åíèÿ R∞ > 0 çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ; ïðèáëèæåíèå ê ïðåäåëüíîìóçíà÷åíèþ ðàäèóñà R∞ â êîëåáàòåëüíîì ðåæèìå çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Â ðàáîòå [1℄ïîñòðîåíà êàðòà ðåæèìîâ â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèìå÷à-òåëüíî, ÷òî êîëåáàòåëüíûé ðåæèì èñ÷åçàåò, åñëè ðåîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòî-ÿíèÿ (3) çàìåíèòü åãî ëèíåàðèçîâàííîé âåðñèåé: Et = D.Â ðàáîòå [6℄ èçó÷åí àíàëîã êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Êóýòòà î äâèæåíèè íåñæè-ìàåìîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû Êåëüâèíà�Ôîéõòà. Îáëàñòü òå÷åíèÿ îãðàíè÷åíà äâó-ìÿ ñîîñíûìè öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà âíåøíèéöèëèíäð ïîêîèòñÿ, à âíóòðåííèé âðàùàåòñÿ ïî èíåðöèè. Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèèïîëÿ ñêîðîñòåé âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé. Ïðè-áëèæåíèå èíåðöèîííîãî äâèæåíèÿ öèëèíäðà ê ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ õàðàêòåðèçóåòñÿñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïó÷êà îïåðàòî-ðîâ. Åå ñïåêòð ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõ èêîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îí èìååò äâå òî÷êè ñãóùå-íèÿ: λ = −∞ è λ = −µ−1G.Ëèíåàðèçàöèÿ çàäà÷è Êóýòòà äëÿ ñðåäû Ìàêñâåëëà òàêæå èìååò ìåñòî, åñëèâ êà÷åñòâå îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ñèñòåìû (1) âûáèðà-åòñÿ âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ êîíâåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, îäíàêî ñòðóêòóðà ñïåêòðàçäåñü èíàÿ [7℄. Èìååòñÿ íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ îòðè-öàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè. Ñïåêòð èìååò äâå òî÷êè ñãóùåíèÿ λ = ±i∞.Ïðåäûäóùèå ïðèìåðû èìåëè äåëî ñ èíâàðèàíòíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåì (1)è (3). Â ðàáîòå [2℄ ðàññìîòðåíû ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ [19℄ ñèñòåìû (1)îòíîñèòåëüíî ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ïåðåíîñîì è ãàëèëååâûì ïåðåíîñîì âäîëü îä-íîé èç êîîðäèíàò. Èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ çäåñü îòñóòñòâóþò, à ìíîæåñòâî ÷àñòè÷-íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óçêèì. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ðàñøè-ðåíèÿ ìíîæåñòâà òî÷íûõ ðåøåíèé, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ðåøåíèÿ ñ íåòðèâèàëüíîéçàâèñèìîñòüþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ñðåäè ïîëó-÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ðåøåíèé ñîäåðæàòñÿ ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå äå�îðìàöèþâÿçêîóïðóãîé ïîëîñû ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.Â çàêëþ÷åíèå óïîìÿíåì î ãàçîäèíàìè÷åñêîé àíàëîãèè â äèíàìèêå íåñæèìà-åìûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [6℄, óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèåðàñïðîñòðàíåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ çâóêîâûõ âîëí â âÿçêîì ãàçå, î÷åíü áëèçêè êóðàâíåíèÿì çàäà÷è Êóýòòà äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû Êåëüâèíà�Ôîéõòà. Áîëåå òî-ãî, óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè ãàçà ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå äëÿ îêðóæ-íîé ñêîðîñòè â ñðåäå Êåëüâèíà�Ôîéõòà, åñëè çàìåíèòü äèíàìè÷åñêóþ âÿçêîñòüïîñëåäíåé íà ñóììó ïåðâîé è âòîðîé âÿçêîñòè ãàçà, ïëîòíîñòü ñðåäû � íà íåâîç-ìóùåííóþ ïëîòíîñòü ãàçà ρ0, à ìîäóëü ñäâèãà � íà âåëè÷èíó ρ0c
2, ãäå c � ñêîðîñòüçâóêà â ãàçå.Ñèòóàöèÿ ñ íåñæèìàåìîé ñðåäîé Ìàêñâåëëà áîëåå ñëîæíàÿ. Ñèñòåìà (1), êîòî-ðàÿ îïèñûâàåò ýòó ìîäåëü, èìååò êàê âåùåñòâåííûå, òàê è êîìïëåêñíûå õàðàêòå-ðèñòèêè [4℄. Â ðàáîòå [9℄ âûäåëåí êëàññ äâóìåðíûõ äâèæåíèé ñðåäû Ìàêñâåëëà,äëÿ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû íà ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïîä-ñèñòåìó ñ îäíîé ïðîñòðàíòâåííîé ïåðåìåííîé è êâàäðàòóðó. Ñâîéñòâà ïîëó÷àå-



150 Ïóõíà÷åâ Â.Â.ìûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîäìîäåëåé çàâèñÿò îò âûáîðà èíâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîéâ ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè. Åñëè â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé âûáðàíà âðàùàòåëüíàÿïðîèçâîäíàÿ ßóìàííà (2), òî óðàâíåíèÿ ïîäìîäåëè îñòàþòñÿ êâàçèëèíåéíûìè.Îíè äîïóñêàþò çàïèñü â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü èõðàçðûâíûå ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííû óðàâíåíèÿì äèíàìè-êè íåâÿçêîãî ãàçà ñ íåâûïóêëîé çàâèñèìîñòüþ äàâëåíèÿ îò ïëîòíîñòè. Ñòðóêòóðàðàçðûâíûõ ðåøåíèé èçó÷åíà â ðàáîòå [8℄. Ïîïåðå÷íûå óäàðíûå âîëíû â ñðåäåòèïà Ìàêñâåëëà íàáëþäàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî [21℄. Åñëè â ñèñòåìå (2) âûáðà-íû âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ êîíâåêòèâíûå ïðîèçâîäíûå, òî óðàâíåíèÿ îäíîìåðíûõãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîäìîäåëåé îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. Ïðè òàêîì âûáîðå èìååòìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà îòíîñèòåëüíî äâóìåðíûõ âîçìó-ùåíèé [22℄. Â ðàáîòå [9℄ äîêàçàíî, ÷òî ïëîñêîå òå÷åíèå Êóýòòà â ìîäåëè (1), (2)íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìåðíûì âîçìóùåíèÿì, åñëè ÷èñëî Âåéñåíáåðãàáîëüøå åäèíèöû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû 12.3 ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ.
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ËÓ×ÅÂÛÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß �ÅØÅÍÈÉ ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÕÇÀÄÀ× ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ�ÓÏ�Ó�ÈÕ Ñ�ÅÄ Ï�ÈÓÄÀ�ÍÛÕ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÕ�àãîçèíà Â. Å., Èâàíîâà Þ.Å.Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ �ÀÍ, ÂëàäèâîñòîêÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ïîäðîáíûé àíàëèç ëó÷åâîé ìåòîäèêè äëÿ ìíîãîìåð-íûõ çàäà÷ óäàðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ íåëèíåéíî�óïðóãèõ ñðåä.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ óäàðíûõ âîëí â äå�îðìèðóåìûõòâåðäûõ ñðåäàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî íà óðîâíå íåëèíåéíîé ìîäåëè. Ýòî ïðè-âîäèò ê ðåçêîìó ñîêðàùåíèþ âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðå-øåíèé êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè. Îäíîâðåìåííî, êàêñëåäñòâèå, âîçðàñòàåò ðîëü ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, èñ-ïîëüçóþùèõ åñòåñòâåííûå ìàñøòàáû ìàëîñòè íåêîòîðûõ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíçàäà÷è. Â ýòîì íàïðàâëåíèè, êàê îäèí èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ, íåîáõîäèìîíàçâàòü ìåòîä ëó÷åâûõ ðÿäîâ [1, 2℄. Â ñâîåì âàðèàíòå äëÿ çàäà÷ óäàðíîãî äå�îð-ìèðîâàíèÿ [3℄ îí ðàíåå íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿëñÿ â îäíîìåðíûõ âîëíîâûõ ïðîöåñ-ñàõ [4, 5℄. Äàííîå ñîîáùåíèå ñòàâèò îñíîâíîé öåëüþ ðàçâèòèå è îáîáùåíèå ëó÷å-âîãî ìåòîäà äëÿ ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðèìåðàðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ïëîñêîé äå�îðìàöèè íåëèíåéíî�óïðóãîãîïîëóïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííîãî öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ Φ0 ñ íåíóëåâîéêðèâèçíîé.Ñ÷èòàåì äî ìîìåíòà t = 0 ìàññèâ èçîòðîïíîé ïÿòèêîíñòàíòíîé ñðåäû Ìóð-íàãàíà íåäå�îðìèðîâàííûì. Ñ ìîìåíòà t = 0 òî÷êè ãðàíèöû Φ0 ñìåùàþòñÿ ïîèçâåñòíîìó çàêîíó â ðåçóëüòàòå äèíàìè÷åñêîé êðàòêîâðåìåííîé íàãðóçêè:
ui

∣∣∣
r0(y,t)

= fi(y, t), r0(y, t) = R0(y) + fiei,

f1 = v0t+
at2

2
, f2 = 0, i = 1, 2, u3 = 0.

(1)Â (1) R0 è r0 � âåêòîðû, çàäàþùèå ïîëîæåíèå Φ0 ïðè t = 0 è ïðè t > 0 ñî-îòâåòñòâåííî, fi � èçâåñòíûå �óíêöèè. Â ðåçóëüòàòå íàãðóçêè â ñðåäå âîçíèêàåòïîëå ïåðåìåùåíèé u1(x1, x2, t), u2(x1, x2, t), u3 = 0. Ñëåäñòâèåì ñïåöèàëüíîãî âû-áîðà êðàåâûõ óñëîâèé (1) ñòàíîâèòñÿ âîçíèêíîâåíèå äâóõ óäàðíûõ âîëí, ÷èñòîïðîäîëüíîé (Σ1) è êâàçèïîïåðå÷íîé (Σ2) [6℄. �åîìåòðè÷åñêèå, êèíåìàòè÷åñêèå èäèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè [7℄ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü �îðìóëû äëÿ íîð-ìàëüíûõ ñêîðîñòåé Gi ýòèõ âîëí â çàâèñèìîñòè îò äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âîêðåñòíîñòè âîëí, ò. å. Gi = Gi(u
+
k,j, u

−
k,j, u̇

+
i , u̇

−
i ), èíäåêñû ¾±¿, êàê îáû÷íî, çàäà-þò âåëè÷èíû ïåðåä è ñðàçó çà âîëíîé. Ïðè äâèæåíèè êàæäîé óäàðíîé âîëíû Σiâ ñðåäå äèíàìè÷åñêè �îðìèðóåòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà si, zi, íà-çûâàåìàÿ ëó÷åâîé. Äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è ëó÷åâûå êîîðäèíàòû si, zi ðàñïîëîæåíû â



Ëó÷åâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè 153ïëîñêîñòè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x1, x2. Êîîðäèíàòà si îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå, ïðî-õîäèìîå âäîëü ëó÷à, ñîîòâåòñòâóþùåãî âîëíå Σi, êîîðäèíàòà zi �èêñèðóåò âûáîðêîíêðåòíîãî ëó÷à. Â ìîìåíò t = 0 âûïîëíÿåòñÿ: z1 = z2 = y, s1 = s2 = 0.Ïðåäïîëàãàÿ ìàëîñòü ïîñëåóäàðíûõ âðåìåí, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå äëÿ ïîëÿ ïå-ðåìåùåíèé ñëåäóþùèìè ëó÷åâûìè ðÿäàìè:
u
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1

k!

[
∂kui

∂tk
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(t− t1)k, t > t1,
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(2)
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(1)
i −
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[
∂kui

∂tk
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t2

(t− t2)k, t > t2,

ti =

si∫

0

G−1
i (ξ, zi)dξ.

(2)
Ñîãëàñíî (2), ïåðåìåùåíèÿ u(1)

i â îêðåñòíîñòè âîëíîâîãî �ðîíòà Σ1 çàäàþòñÿ êàê�óíóöèè êîîðäèíàò s1, z1, t. Ïåðåìåùåíèÿ u(2)
i äëÿ îêðåñòíîñòè âîëíîâîãî �ðîí-òà Σ2 çàâèñÿò ñîâìåñòíî îò êîîðäèíàò s1, z1, s2, z2, t. Âðåìÿ ïðèõîäà âîëíîâîãî�ðîíòà Σi â äàííóþ òî÷êó âäîëü âûáðàííîãî ëó÷à çàäàåòñÿ �óíêöèÿìè ti, êîòîðûåçàâèñÿò îò ïåðåìåùåíèé, ò. å. òàêæå çàðàíåå íåèçâåñòíû. Òàê êàê [∂ui

∂t

]∣∣∣∣
tj

6= 0, òîïðÿìîå ïðèìåíåíèå ðÿäîâ (2) íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ çàòóõàíèÿ ëó÷åâî-ãî ìåòîäà äëÿ óäàðíûõ âîëí òåðÿþò ðåêóððåíòíûå ñâîéñòâà. Â ïðåäñòàâëåíèå (2)âêëþ÷àåì äîïîëíèòåëüíûå ðÿäû ïî äåëüòà�ïðîèçâîäíûì [7℄ äëÿ �óíêöèé ñêà÷êîâ,âû÷èñëåííûå â îêðåñòíîñòè t = 0:
[u̇i]|t1 = κi = κi0 +

δκi0

δt
t +

1

2

δ2κi0

δt2
t2 + . . . ,

[üi]|t1 = χi = χi0 +
δχi0

δt
t + . . . ,

[u̇i]|t2 = wi = wi0 +
δwi0

δt
t+

1

2

δ2wi0

δt2
t2 + . . . ,

[üi]|t2 = ψi = ψi0 +
δψi0

δt
t+ . . .

(3)
Â (3) κi0, χi0, wi0, ψi0,

δκi0

δt
è ò. ä. � íàáîð íåèçâåñòíûõ �óíêöèé êîîðäèíàòû z1èëè z2. Äàííûå �óíêöèè íå âñå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóíèìè ñëåäóþò èç óðàâíåíèé çàòóõàíèÿ çàäà÷è, ò. å. óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íà k�ì øàãå ìåòîäà äîïîëíèòåëüíî ïðîäè��åðåíöèðîâàííûì ïî âðåìåíè k − 1 ðàç èçàïèñàííûì â ðàçðûâàõ äëÿ âîëíû Σ1 èëè Σ2. Ïðè ýòîì ñâåðòêà ïîëó÷àåìûõ óðàâ-íåíèé ñ êîìïîíåíòàìè åäèíè÷íîé íîðìàëè èëè åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ðàç-ðûâà, îïðåäåëÿþùèõ åãî òèï (ïðîäîëüíûé èëè êâàçèïîïåðå÷íûé). Äîïîëíèòåëüíîê óðàâíåíèÿì çàòóõàíèÿ, äëÿ �óíêöèé, âõîäÿùèõ â ðÿäû (3), äîëæíû áûòü âû-ïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ (1) ñ ïîäñòàíîâêîé â íèõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ u(2)

i . Òàêàÿ



154 �àãîçèíà Â.Å., Èâàíîâà Þ.Å.ïðîöåäóðà îñóùåñòâèìà ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ëó-÷åâûå êîîðäèíàòû si, zi è ñåòêó x1, x2:
xi(sj, zj) = xi0(0, zj) +

sj∫

0

Gjn
(j)
i dξ. (4)Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (4) äëÿ j = 1, 2, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, êîòîðûåçàäàþò ïðåîáðàçîâàíèå îäíîé ëó÷åâîé ñèñòåìû â äðóãóþ. Çàìåòèì, ÷òî ýòè óðàâ-íåíèÿ ñîäåðæàò ðÿä �óíêöèé êîîðäèíàò z1 è z2, êîòîðûé îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûìâïëîòü äî âûïîëíåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (1).Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèÿ ëó÷åâîãî ìåòîäà, ñëåäóþùèå íà ïðî-äîëüíîé óäàðíîé âîëíå:
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i , xi,1 =

∂xi

∂z1
,

(5)
â êîòîðûõ H1 � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà âîëíîâîãî �ðîíòà, γ1, ..., γ4 � êîíñòàíòû ìàòå-ðèàëà. Íà êâàçèïîïåðå÷íîé óäàðíîé âîëíå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ òàêîãî æå òèïà, èõçíà÷èòåëüíî áîëüøàÿ ãðîìîçäêîñòü ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì ïåðåä Σ2 ïðåäâàðèòåëüíûõäå�îðìàöèé. Íà êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíå îñíîâíîå óðàâíåíèå çàòóõàíèÿ çàïèñûâà-åòñÿ äëÿ ãëàâíîé êîìïîíåíòû ðàçðûâà wm = wim

(2)
i , m

(2)
i n

(2)
i = 0, m

(2)
i m

(2)
i = 1.Âòîðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì äëÿêîìïîíåíò ψi. Òàê êàê âåëè÷èíû ñêà÷êîâ çàäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ðÿäàìè (3),óðàâíåíèÿ çàòóõàíèÿ íåîáõîäèìû òîëüêî â ìîìåíò t = 0. Äëÿ çàïèñè óðàâíåíèéëó÷åâîãî ìåòîäà íà Σ2 â ìîìåíò t = 0, âõîäÿùèå â íåãî ïðåäâàðèòåëüíûå äå�îð-ìàöèè ïðåäñòàâèì �îðìóëàìè âèäà

u+
i,j

∣∣
t=0, Σ2

= − u−i,j
∣∣
t=0, Σ1

= [ui,j]|t=0, Σ1
= −

κin
(1)
j

G

∣∣∣∣∣
t=0è ò. ä.Ýòè �óíêöèè ïîçâîëÿþò âûðàçèòü âñå ïðåäâàðèòåëüíûå äå�îðìàöèè íà Σ2÷åðåç ñêà÷êè ïðîèçâîäíûõ íà Σ1.Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëû (4) ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåëè÷èí Gj è n(j)

i âîêðåñòíîñòè íóëÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ëó÷åâûõ êîîðäèíàò ïåðâîé âîëíû â �îðìå
xi(t, z1) = xi0(z1) + C1(1 + F0)n

(1)
i0 t + C1

{
(1 + F0)

δn
(1)
i0

δt
+ Fni0

}
t2

2
+ . . . ,

F0 = −α1
κn0

C1
, F = −α1

C1

δκn0

δt
,

(6)



Ëó÷åâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè 155äëÿ âòîðîé âîëíû ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñõîäíûì îáðàçîì è ñîäåðæèò ñâîé íàáîð íåèç-âåñòíûõ �óíêöèé. Ïåðåõîä îò óðàâíåíèé (6) ê óðàâíåíèÿì âèäà xi = xi(sj, zj)ïðîèñõîäèò íà îñíîâå óðàâíåíèÿ t(sj, zj) =
sj∫
0

G−1
j dξ, â êîòîðîì �îðìóëû äëÿ Gjçàïèñàíû ïðèáëèæåííî ïðè ξ ≈ Cjt .Ïðåîáðàçîâàíèå îò s1, z1 ê êîîðäèíàòàì s2, z2 äëÿ ìàëûõ âðåìåí ìîæíî ïðî-âåñòè, ñòðîÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû

s1 = s2 + εh1(s2, z2) + ε2h2(s2, z2) + . . . ,

z1 = z2 + εg1(s2, z2) + ε2g2(s2, z2) + . . . ,
(7)â êîòîðûõ h1, h2, g1, g2 � �óíêöèè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé (7) â�îðìóëû (4). Íà ïåðâîì øàãå ïðè ýòîì ïîëó÷èì

h1 = 0, g1 =
s2
2

a0
22(1 − 2H0s2)

κn0,2

v0

(
− α1

1 + F0

−
β1 − C1

C2

1 + E0

)
,

a0
22 =

∂xi

∂z2

∂xi

∂z2

∣∣∣∣
t=0

, E0 = κn0

(
β1

G10

− 1

C2

)ò. å. áîëåå ñóùåñòâåííîé áóäåò ðàçíèöà ìåæäó êîîðäèíàòàìè z1 è z2 (ðàñõîæäåíèåëó÷åé).Äîïîëíèòåëüíî ê ïðîâåäåííîìó ñðàâíåíèþ ëó÷åâûõ êîîðäèíàò, äëÿ âûïîëíå-íèÿ óñëîâèÿ (1) íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè äëÿ çàäàííîãî ëó÷à(z2 = 
onst) êîîðäèíàòû åãî ïîäâèæíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Z ñ ïîäâèæíîé ãðà-íèöåé Φ0. Äëÿ íåå y = y(z2, t) è s2 = s2(z2, t). Äëÿ âðåìåí t ≪ 1 âûïîëíÿþòñÿïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ
y(z2, t) = z2 −

n20(z2)v0√
a0

22

t+ . . . ,

s2(z2, t) = v0n10(z2)t+ . . . ,ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû íåâûïèñàííûå ñëàãàåìûå, êâàäðàòè÷íûå ïî t.Âûïîëíåíèå êðàåâûõ óñëîâèé âûïîëíÿåì â âèäå
u

(2)
1

∣∣∣
s2=s2(z2,t)

= v0t+
at2

2

∣∣∣∣
y=y(z2,t)

,

u
(2)
2

∣∣∣
s2=s2(z2,t)

= 0|y=y(z2,t) ,ïðè÷åì ïîñëåäíåå èç óñëîâèé äèêòóåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîòîé èçëîæåíèÿ. Âîáùåì âèäå êðàåâîå óñëîâèå äëÿ êîìïîíåíòû u2 â �îðìóëàõ (1) òîæå áóäåò íåòðè-âèàëüíûì. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïðèìåì, ÷òî v0, a = 
onst. Â ýòîì ñëó÷àå
κno ≈ −v0n10, wm0 ≈ v0n20,

χ10 ≈ − v0√
a0

11

(C2n20,1n10 + C1n10,1n20) − an2
10,

χ10 ≈
v0√
a0

11

(C1n10,1n10 − C2n20,1n20) − an10n20,

ψ10 ≈ −χ10 − a, ψ20 ≈ −χ20.



156 �àãîçèíà Â.Å., Èâàíîâà Þ.Å.Íàéäåííûå êîý��èöèåíòû ïîçâîëÿþò áåç òðóäà âû÷èñëèòü îñòàëüíûå �óíêöèèëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé äëÿ ïåðâîãî øàãà ìåòîäà. Ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå ìåòîäè-êè ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà âîëíîâûå çàäà÷è òðåõìåðíîãî õàðàêòåðà. Ïðåäñòàâëåííûåçäåñü îáùèå èäåè ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâà-íèÿ ñðåä ñ áîëåå ñëîæíûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (11�01�00360�à, 11�01�98514�ð_âîñòîê_à, 12�01�90004�Áåë_à).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ A
henba
h J.D., Reddy D.R. Note of wave propagation in lineary vis
oelasti
 media //ZAMP. 1967. V. 18. � 1. P. 141�144.[2℄ Áàáè÷åâà Ë.À., Áûêîâöåâ �.È., Âåðâåéêî Í.Ä. Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ äèíàìè÷å-ñêèõ çàäà÷ â óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ // ÏÌÌ. 1973. Ò. 37. Âûï. 1. Ñ. 145�155.[3℄ Áóðåíèí À.À., �îññèõèí Þ.À. Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ íåëè-íåéíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ñèëüíûõ ðàçðû-âîâ // Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìûõ ñðåä. Âëàäèâîñòîê: ÄÂÎ ÀÍÑÑÑ�, 1991. Ñ. 129�137.[4℄ �åðàñèìåíêî Å.À., Çàâåðòàí À.Â., �àãîçèíà Â.Å. Îá èñïîëüçîâàíèè ïðè�ðîíòî-âûõ ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé â äèíàìèêå äå�îðìèðîâàíèÿ // ÏÌÌ. 2009. Ò. 73. Âûï. 2.Ñ. 282�288.[5℄ Áóðåíèí À.À., �àãîçèíà Â.Å. Ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷óäàðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. ÌÒÒ. 2008. � 2. Ñ. 101�106.[6℄ Êóëèêîâñêèé À. �., Ñâåøíèêîâà Å.È. Íåëèíåéíûå âîëíû â óïðóãèõ ñðåäàõ. Ì.: Ìîñ-êîâñêèé ëèöåé, 1998. 412 ñ.[7℄ Òîìàñ Ò. Ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå è ðàçðóøåíèå â òâåðäûõ òåëàõ. Ì.: Ìèð, 1964. 308 ñ.Ragozina V. E., Ivanova Y. E. The ray representations of multi-dimensional problemssolutions of the nonlinear elasti
 medium dynami
s under impa
t loading . This paper givesa detailed analysis of the ray method for multi-dimensional sho
k deformation problems ofnonlinear elasti
 mediums.



ÎÁ Ó×ÅÒÅ ÔÀÊÒÎ�À ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒÈ Ñ�ÅÄÛÂ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ,Ï�ÈÂÎÄßÙÈÕ Ê Ï�ÎÄÎËÜÍÛÌ ÓÄÀ�ÍÛÌ ÂÎËÍÀÌ
�àãîçèíà Â. Å., Èâàíîâà Þ.Å.Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ �ÀÍ, ÂëàäèâîñòîêÍà îñíîâå ìåòîäà ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷åíû ðåøåíèÿêðàåâûõ çàäà÷ óäàðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ íåëèíåéíî óïðóãîãî ñëàáîíåîäíîðîäíîãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè ìîäåëè è ðàçëè÷íûõâàðèàíòîâ ñâîéñòâà íåîäíîðîäíîñòè ïðèâîäèò äëÿ ïðîäîëüíûõ óäàðíûõ âîëí ê íîâûìýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì â ïðè�ðîíòîâûõ îáëàñòÿõ. Ïåðåõîä â ýòè îáëàñòè ñâÿçàí ññîâìåñòíûìè ñîãëàñîâàííûìè ìåæäó ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè âñåõ íåçàâèñèìûõ êîîð-äèíàò çàäà÷è.Ñâîéñòâàì óäàðíûõ âîëí â íåëèíåéíî óïðóãèõ ñðåäàõ ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñ-ëî èññëåäîâàíèé [1�3℄. Èç íèõ õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìåõàíèçìîáðàçîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåãî äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ çàâèñèòîò ñâîéñòâ óïðóãîé ñðåäû, îò íàëè÷èÿ â íåé ïðåäâàðèòåëüíûõ äå�îðìàöèé, îò èí-òåíñèâíîñòè ðàçðûâà, à òàêæå îò ïîñëåóäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ãðàíèöå [1�3℄. Ñêî-ðîñòè óäàðíûõ âîëí è ãåîìåòðèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòåéøèõêðàåâûõ çàäà÷ òîæå âõîäÿò â ÷èñëî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, ïîýòîìó ðÿä êðàåâûõóñëîâèé ñòàâèòñÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ çàðàíåå íåèçâåñòíûì ïîëîæåíèåì. Íàêîíåö,ïî ñâîåìó òèïó óäàðíûå âîëíû â òâåðäîì òåëå ïåðåñòàþò áûòü ÷èñòî ïðîäîëüíûìèèëè ïîïåðå÷íûìè è ïðèîáðåòàþò ñìåøàííûé õàðàêòåð [2, 3℄.Â êà÷åñòâå òåîðåòè÷åñêîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ çà-äà÷ äèíàìèêè ñ ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâîâ äå�îðìàöèé âûáèðàåòñÿ ìåòîä ñðàùèâà-åìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [4℄. Àíàëèç îñíîâíîãî, âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿïîçâîëÿåò óêàçàòü òå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå îáëàñòè, ãäå íåëèíåéíîñòü ÿâ-ëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì �àêòîðîì. Äëÿ ìàññèâîâ áîëüøîé ïðîòÿæåííîñòè äîïîë-íèòåëüíûì �àêòîðîì, âëèÿþùèì íà âîëíîâîé äå�îðìàöèîííûé ïðîöåññ, ìîæåòñòàòü íåîäíîðîäíîñòü ñâîéñòâ ñðåäû â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû. Âíàñòîÿùåé ñòàòüå àâòîðû ðàññìàòðèâàþò âñåãî îäèí âàðèàíò � ñëàáóþ íåîäíîðîä-íîñòü ñòåïåííîãî òèïà. Óæå â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò �àêòîðîâ íåëèíåé-íîñòè ñâÿçè íàïðÿæåíèé�äå�îðìàöèé è íåîäíîðîäíîñòè óïðóãèõ ñâîéñòâ ìîæåòïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì âàðèàíòàì ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ. Âîçíèêàþò èíòå-ðåñíûå ñèòóàöèè, êîãäà ïåðåõîä ê ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ âîçìîæåí òîëüêîïðè ñîâìåñòíîì èçìåíåíèè îáåèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.Îáùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, çàäàþùàÿ ñâîéñòâà è äèíàìèêó íåëèíåéíî óïðóãîéèçîòðîïíîé ñæèìàåìîé ñðåäû â äåêàðòîâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò



158 �àãîçèíà Â.Å., Èâàíîâà Þ.Å.Ýéëåðà x1, x2, x3, èìåååò âèä
vi = u̇i + ui,jvj , ρ = ρ0det(δij − ui,j), αij = 0, 5(ui,j + uj,i − uk,iuk,j),

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂αik
(δkj − 2αkj), σij,j = ρ(v̇i + vi,jvj),

W (I1, I2, I3) =
λ

2
I2
1 + µI2 + lI1I2 +mI3

1 + nI3 + ...,

I1 = αii, I2 = αijαji, I3 = αijαjkαki, u̇i =
∂ui

∂t
, ui,j =

∂ui

∂xj
.

(1)
Îòíîñèòåëüíî êîíñòàíò óïðóãîé ñðåäû ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæå-íèå, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíè èìåþò ñëàáóþ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàòû x1, òî åñòü

λ = λ0 + ελ̃1s, µ = µ0 + εµ̃1s, ρ0 = ρ̃0 + ερ̃1s, l = l0 + εl̃1s,

m = m0 + εm̃1s, n = n0 + εñ1s, s = x1C
−1
1 T−1, C1 =

√
(λ0 + 2µ0)ρ̃

−1
0 ,

(2)ãäå λ0, λ̃1, µ0, µ̃1, ρ̃0, ρ̃1, l0, l̃1, m0, m̃1, n0, ñ1 � êîíñòàíòû, C1 � ñêîðîñòü ïðî-äîëüíûõ óïðóãèõ âîëí â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñ èñêëþ÷åííîé íåîäíîðîäíîñòüþñðåäû, T è C1T � õàðàêòåðíîå âðåìÿ è õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, ε ≪ 1 � ìàëûéïàðàìåòð çàäà÷è. Ôîðìóëû (2) ñîîòâåòñòâóþò ñëàáîé ñòåïåííîé íåîäíîðîäíîñòè âíàïðàâëåíèè îñè x1.�àññìîòðèì íåëèíåéíî óïðóãîå ïðåäâàðèòåëüíî íåäå�îðìèðîâàííîå ïîëóïðî-ñòðàíñòâî x1 > 0. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0 â ïîëóïðîñòðàíñòâå ïîä äåéñòâèåìïðèëîæåííîé èçâåñòíîé íàãðóçêè âîçíèêàåò ïîëå ïåðìåùåíèé u1 = u1(x1, t), u2 =
u3 = 0. Ïðè ýòîì óäàðíàÿ âîëíà ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ïðîäîëüíîé [2℄. Íà ïåðåäíåì�ðîíòå óäàðíîé âîëíû äîëæíû áûòü âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ

u1

∣∣∣
x1=

t∫
0

G(ξ)dξ
= 0, τ1 = u−1,1

∣∣∣
x1=

t∫
0

G(ξ)dξ
.

G2 = (λ+ 2µ)ρ−1
0

{
1 +

(
1 − α(λ+ 2µ)−1

)
τ1 + . . .

}
,

τ1 = [u1,1] = −u−1,1, α = −7

2
(λ+ 2µ) + 3(l +m+ n),ãäå G � ñêîðîñòü âîëíû, τ1 � èíòåíñèâíîñòü âîëíû.Ñëåäñòâèåì îáùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2) áóäåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâè-æåíèÿ:

(λ+ 2µ+ 2αu1,1)u1,11 + ((λ+ 2µ),1 + α,1u1,1) u1,1 + . . . =

=
ρ0

(1 − u1,1)2
{ü1(1 − 2u1,1) + 2u̇1,1u̇1} + . . . .Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ s =

x1

C1T
, m =

t

T
, w(s,m) = ε−1u1(x1, t)

C1T
, ïîëó÷èìâíåøíåå ðåøåíèå çàäà÷è:

w(s,m) = f(ξ) + ε
{
f(ξ)f ′(ξ) +

γ

2
f ′′(ξ)(ξ + s)s−

[γ
2

(f ′(ξ)ξ−

−f(ξ)) +
α1

2
f(ξ) +

α0

4
(f ′(ξ))2

]
s
}

+ . . . , ξ = m− s > 0, γ =
α1 − ρ1

2
,



Îá ó÷åòå �àêòîðà íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ 159ãäå f(ξ) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåãî íåðàâíîìåðíîñòü âîçíèêàåò âïåðâûå ïðè ξ ∼ 1, s ∼ ε−1/2è ñâÿçàíà òîëüêî ñî ñâîéñòâîì íåîäíîðîäíîñòè. Íîâîå âíóòðåííåå ðåøåíèå îïðå-äåëèì â ïåðåìåííûõ
σ = ε1/2s, p = s−m, w(p, σ),

w(σ, p) = w0(σ, p) + ε1/2w1(σ, p) + εw2(σ, p) + . . .Íà êàæäîì øàãå âíóòðåííåãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èì òàêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå:
vi,σ + γσvi,p = Hi(σ, p), H0 = 0, vi = wi,p, (3)â êîòîðîì Hi(σ, p) � �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðåäûäóùèìè øàãàìè ìåòîäà. Äëÿõàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (3) è ïîëîæåíèÿ óäàðíîé âîëíû â íóëåâîì ïðèáëèæåíèèïîëó÷èì îáùåå ñîîòíîøåíèå

dp0

dσ
= γσ, p0(σ) =

γσ2

2
,ïîýòîìó

w0(σ, p) =

z∫

0

v0(ξ)dξ, z = p− γσ2

2
,�óíêöèè ïîñëåäóþùèõ øàãîâ îïðåäåëÿþòñÿ áåç òðóäà èç óðàâíåíèÿ (3). Ýòî óðàâ-íåíèå ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ íà ðàññòîÿíèÿõ s ∼ ε−1/2 èñêðèâëåíèÿïîëóõàðàêòåðèñòèê çà ñ÷åò íåîäíîðîäíîñòè. Ñðàâíåíèå w1(σ, p) è w0(σ, p) äèêòóåòñëåäóþùåå ñæàòèå ìàñøòàáà è èçìåíåíèå ïîëóõàðàêòåðèñòèêè:

z = p− γ

2
σ2, y = ε1/6σ, w = w(z, y),

w(z, y) = w0(z, y) + ε1/3w1(z, y) + ε2/3w2(z, y) + . . . .Íà íóëåâîì øàãå ìåòîäà â íîâûõ ïðåìåííûõ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
v0,y −

(3α1 + ρ1)

4
γy2v0,z = 0, v0 = w0,z,ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò �óíêöèÿ

v0 = F0(ζ) = F0

(
z +

(3α1 + ρ1)γy3

12

)
.Î÷åðåäíîå ñæàòèå êîîðäèíàòû y = ε2/3s îäíîâðåìåííî ïðèâåëî ê èçìåíåíèþ ïî-ëóõàðàêòåðèñòèêè, êîòîðàÿ òåïåðü çàäàåòñÿ �îðìóëîé

ζ = s−m− γ

2
εs2 +

(3α1 + ρ1)γ

12
ε2s3 + . . . = const.Äâà ðàññìîòðåííûõ âûøå ñæàòèÿ êîîðäèíàòû s (σ = ε1/3s, y = ε2/3s) ïðèâîäÿòê ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äëÿ w0(p, σ) èëè w0(p, y), ïðè÷åì ýòè óðàâíåíèÿ



160 �àãîçèíà Â.Å., Èâàíîâà Þ.Å.óêàçûâàþò íà íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà â ïîëóõàðàêòåðèñòèêå p íîâûõ ñëàãàåìûõ, îáó-ñëîâëåííûõ íåîäíîðîäíîñòüþ ñðåäû (êîîðäèíàòû z è ζ ñîîòâåòñòâåííî). Î÷åâèäíî,÷òî ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âíóòðåííèå çàäà÷è ñî ñæàòèåì êîîðäèíàòû sâ k

k + 1
ðàç, â ïðåäåëå ïðè k → ∞ ïðèâîäÿò ê âíóòðåííåé çàäà÷å ñ ïåðåìåííûìè

r = s−m−
∞∑

k=1

Akε
ksk+1, n = εs, w = w(r, n), (4)ãäå êîíñòàíòû Ak ìîæåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè è âû÷èñëåííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîíà k-ì øàãå ñæàòèÿ êîîðäèíàòû s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðÿäà, âõîäÿùåãî â �îð-ìóëû (4), âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ñ �óíêöèåé Ψ(n):

Ψ(n) = 1 −
∞∑

k=1

Ak(k + 1)nk, Ψ′(n) = −
∞∑

k=1

Akk(k + 1)nk−1.Òîãäà, ïðåäñòàâëÿÿ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ w(r, n) àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì ïî öå-ëûì ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà, äëÿ íàèìåíüøåé ñòåïåíè ε ïîëó÷èì óðàâíåíèå
w0,rr

{
Ψ2(n)(1 + α1n) − (1 + ρ1n)

}
= 0,èç êîòîðîãî äëÿ íàøåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî Ψ(n) =

√
(1 + ρ1n)(1 + α1n)−1. �àñ-ñìàòðèâàÿ ýòó �óíêöèþ ïðè n = εs, s ∼ 1 è ðàñêëàäûâàÿ åå â ðÿä Òåéëîðà,ïîëó÷èì, ÷òî íàéäåííûé âèä Ψ(n) ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðîâåäåííûìè ðàíüøå ñæàòèÿìèìàñøòàáà s. Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèþ Ψ(n) â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, íà íóëåâîì øàãåìåòîäà äëÿ ïåðåìåùåíèé ïîëó÷èì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

v0,n + v0,rv0
Ψ2(n)(α0 + 2α2n)

2(1 + α1n)
+ v0

(
α1

2(1 + α1n)
+

Ψ′(n)

2Ψ(n)

)
= 0, v0 = w0,r. (5)Â íåì îòðàæåíû âñå �àêòîðû, âëèÿþùèå íà ïðè�ðîíòîâîå ïîëå ïåðåìåùåíèé, âòîì ÷èñëå ïðèñóòñòâóåò è èñêàæåíèå èñõîäíîãî èìïóëüñà çà ñ÷åò íåîäíîðîäíîéñðåäû. Åãî îáùåå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê

V0(r, n) = F


r − V0(r, n)

2

n∫

0

4

√
(1 + ρ1ξ)

3

(1 + α1ξ)9
(α0 + 2α2ξ)dξ


 ,

V0(r, n) = v0(r, n)
√

Ψ(n)(1 + α1n),ïðè÷åì êîíêðåòíûé âèä �óíêöèè F ñâîåãî àðãóìåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñðàâíåíèåìñ âíåøíèì ðåøåíèåì. Îäíîâðåìåííî äëÿ �óíêöèè r(n) = r0(n)+εr1(n)+. . ., ñâÿçû-âàþùåé êîîðäèíàòû r è n íà óäàðíîé âîëíå, íà íóëåâîì øàãå ìåòîäà âûïîëíÿåòñÿóðàâíåíèå
dr0
dn

=
(α0

4
+
α2

2
n
) Ψ2(n)

1 + α1n
v0(r0(n), n),ïîêàçûâàþùåå, ÷òî óäàðíàÿ âîëíà è õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (4) èìåþò òàíãåí-ñû óãëà íàêëîíà, îòíîøåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1/2.



Îá ó÷åòå �àêòîðà íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ 161Ïðîâåäåííûé àíàëèç íå íîñèò óíèâåðñàëüíîãî õàðàêòåðà, òàê êàê, íàïðèìåð,âîçìîæíû ñèòóàöèè, â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü çàäà÷è ïðîÿâëÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ,ãäå ââèäó íåîäíîðîäíîñòè óæå ïðîèçîøëî ñèëüíîå çàòóõàíèå èñõîäíîãî èìïóëüñàè ïîýòîìó ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ìîæåò ïîòåðÿòü ñâîå çíà÷åíèå êàê áàçîâîå.Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âèäà íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ ñðåäû òðåáóåòîòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ â êàæäîì ñëó÷àå.Ïðèâåäåííàÿ â ñòàòüå ìåòîäèêà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé è â äðóãèõ äèíà-ìè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ íåñêîëüêèõóïðóãèõ âîëí â ñïëîøíîé ñðåäå ñ áîëüøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó èõ �ðîíòàìè. Ýâî-ëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè ïåðåõîäà íà ïîäâèæíóþ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâïðèâîäÿò ê îñíîâíûì ñîîòíîøåíèÿì ëó÷åâîãî ìåòîäà, ïîýòîìó îíè ìîãóò áûòüóñïåøíî èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè ïðè îïðåäåëåíèèêîý��èöèåíòîâ ëó÷åâûõ ðÿäîâ. Ïðèêëàäíîé àñïåêò ðàññìîòðåííûõ ðåøåíèé àâ-òîðû âèäÿò â èõ ïðèìåíåíèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè íîâûõ ñõåì ÷èñëåííîãî ñ÷åòàäèíàìè÷åñêèõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (11�01�00360�à, 11�01�98514�ð_âîñòîê_à, 12�01�90004�Áåë_à) ÄÂÎ �ÀÍ (13-111-B-03-011).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áëåíä Ä. �. Íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1972. 183 ñ.[2℄ Êóëèêîâñêèé À. �., Ñâåøíèêîâà Å.È. Íåëèíåéíûå âîëíû â óïðóãèõ ñðåäàõ. Ì.: Ìîñ-êîâñêèé ëèöåé, 1998. 412 ñ.[3℄ Áóðåíèí À.À., ×åðíûøîâ À.Ä. Óäàðíûå âîëíû â èçîòðîïíîì óïðóãîì ïðîñòðàí-ñòâå // ÏÌÌ, 1978. Ò. 42. Âûï. 4. Ñ. 711�717.[4℄ Âàí-Äàéê Ì. Ìåòîäû âîçìóùåíèé â ìåõàíèêå æèäêîñòè. Ì.: Ìèð, 1967. 239 ñ.Ragozina V. E., Ivanova Y. E. On a

ount of the medium inhomogeneity fa
tor inone-dimensional problems of deformation, whi
h lead to a longitudinal sho
k waves. Boundaryvalue problems solutions of sho
k deformation of nonlinear weakly inhomogeneous elasti
 half-spa
e based on the mat
hed asymptoti
 expansions method are obtained. It is shown thatthe joint e�e
t of non-linearity of the model and the inhomogeneity leads to new evolutionequations in front-line areas for the longitudinal sho
k waves. The transition to these areas isasso
iated with joint transformations of all independent 
oordinates of the problem.



ÌÎÄÅËÈ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÑÏËÀÂÎÂ È ÏÎËÈÌÅ�ÎÂÑ ÏÀÌßÒÜÞ ÔÎ�ÌÛ Ï�È ÁÎËÜØÈÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈßÕ�îãîâîé À.À., Ñòîëáîâà Î.Ñ.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, ÏåðìüÈñïîëüçóÿ �îðìàëèçîâàííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèéñëîæíûõ ñðåä ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ, çàïèñàíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñïëà-âà è ïîëèìåðà ñ ïàìÿòüþ �îðìû è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèìçàäà÷àì. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ àòòåñòîâàíû íà ñâÿçàííûõ òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãèõêðàåâûõ çàäà÷àõ î äå�îðìèðîâàíèè îáðàçöà èç ñïëàâà è ïîëèìåðà ñ ïàìÿòüþ �îðìûïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì ïðåâðàùåíèÿõ.1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1�6℄ ðàçâèòà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé, îïèñûâàþ-ùèõ ïîâåäåíèå ñëîæíûõ ñðåä ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ è ñòðóêòóðíûõ èçìåíå-íèÿõ â ìàòåðèàëàõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöèïàì òåðìîäèíàìèêè è îáúåêòèâíî-ñòè.Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó íàëîæåíèÿ ìàëûõ äå�îðìàöèé íà êîíå÷íûå, ïîñòðîåíàêèíåìàòèêà òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà. Òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãèé ïðîöåññòðàêòóåòñÿ êàê óïðóãèé ñ íàïðÿæåííîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèåé. Â êà÷åñòâå ïî-ñëåäíåé ïðèíèìàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ óïðóãàÿ êîí�èãóðàöèÿ, áëèçêàÿ ê òåêóùåéè ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ïîñëåäíåé ìàëîé óïðóãîé ðàçãðóçêîé. Ôîðìàëèçàöèåé óêà-çàííîé áëèçîñòè ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ó âåêòîðàïåðåìåùåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ïîëîæåíèå òî÷åê â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè îòíîñè-òåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âñå êèíåìàòè÷åñêèå âåëè÷èíûâ âèäå ðÿäîâ ïî ýòîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó ñ óäåðæàíèåì òîëüêî ëèíåéíûõ ñëà-ãàåìûõ è â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî çàêîíà óïðóãîñòè îïðåäåëÿþùèåóðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè è �óíêöèÿìè îòêëèêà ìàòåðèàëà íà ìà-ëûå óïðóãèå äå�îðìàöèè îòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè. Ïîñëåäíèåîïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòüþ ïîëíûõ ìàëûõ äå�îðìàöèé è íåóïðóãèõ è òåìïåðàòóð-íûõ äå�îðìàöèé, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïðå-äåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ñòðåìëåíèè ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè ê òåêóùåé ýòîîïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê òî÷íîìó ýâîëþöèîííîìó ñ àâòîìàòè÷åñêè âû-òåêàþùåé îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé.Ïîñòðîåííàÿ îáùàÿ �îðìà îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ ñîãëàñîâàíà ñî âòîðûìçàêîíîì òåðìîäèíàìèêè, èç êîòîðîãî òàêæå âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå äëÿ ýíòðîïèè.Ïîñëåäíåå èñïîëüçóåòñÿ â ïåðâîì çàêîíå òåðìîäèíàìèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíå-íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîöåññó äå�îðìèðîâàíèÿ.Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè ïîñòðîåíû ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ, èñïûòûâàþ-ùèõ ìàðòåíñèòíî-àóñòåíèòíûé ïåðåõîä ïðè äå�îðìèðîâàíèè è èçìåíåíèè òåìïå-ðàòóðû, è ïîëèìåðîâ, èñïûòûâàþùèõ ïåðåõîäû ¾âûñîêîýëàñòè÷íîñòü-ñòåêëîâà-íèå¿ ïðè êîíå÷íûõ òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãèõ äå�îðìàöèÿõ. Âûïîëíåíà ÷èñëåííàÿàòòåñòàöèÿ ýòèõ ìîäåëåé íà ñâÿçàííûõ òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷,ðåçóëüòàòû êîòîðîé ïðèâåäåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå.



Ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ñïëàâîâ è ïîëèìåðîâ ñ ïàìÿòüþ �îðìû 1632. Ñïëàâû ñ ïàìÿòüþ �îðìû (ÑÏÔ). Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìîäåëè, îïè-ñûâàþùåé ïîâåäåíèå ÑÏÔ, èçëîæåíû â ñòàòüå [7℄. Ñòåïåíü �àçîâîãî ïðåâðàùåíèÿõàðàêòåðèçóåòñÿ ñêàëÿðíîé âíóòðåííåé ïåðåìåííîé q. Ïðè q = 0 ìàòåðèàë íà-õîäèòñÿ ïîëíîñòüþ â àóñòåíèòíîì ñîñòîÿíèè (âûñîêîòåìïåðàòóðíàÿ �àçà), ïðè
q = 1 � ïîëíîñòüþ â ìàðòåíñèòíîì. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü îáú¼ìíîé äîëè ìàð-òåíñèòíîé �àçû îò ïðèâåäåííîé òåìïåðàòóðû Θσ (Θσ = Θ − k σi, ãäå Θ � àá-ñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, σi � èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, k � ìàòåðèàëüíûé ïà-ðàìåòð) ïðåäñòàâëåíà ðèñóíêå 1 äëÿ ïðÿìîãî (àóñòåíèò�ìàðòåíñèò) è îáðàòíîãî(ìàðòåíñèò�àóñòåíèò) ïðåâðàùåíèÿõ.
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�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü îáú¼ìíîé äîëè ìàðòåíñèòíîé �àçû îò òåìïåðàòóðû ïðè ïðÿìîìè îáðàòíîì ïðåâðàùåíèÿõÇäåñü Ms,Mf , As, Af � òåìïåðàòóðû íà÷àëà (start) è çàâåðøåíèÿ (�nish) ïðÿìî-ãî è îáðàòíîãî ìàðòåíñèòíûõ ïðåâðàùåíèé â ñâîáîäíîì îò íàïðÿæåíèé ìàòåðè-àëå. Ïðè ïðÿìîì ïåðåõîäå (A → M , ðèñóíîê 1) ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþâ àóñòåíèòíîì ñîñòîÿíèè â îáúåäèíåííîé îáëàñòè III ∪ IV ∪ V; îáëàñòü II � ïå-ðåõîäíàÿ, Mf 6 Θσ 6 Ms: çäåñü â ðàçíûõ îáúåìíûõ äîëÿõ ñóùåñòâóþò è ìàð-òåíñèò, è àóñòåíèò; â îáëàñòè I ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ â ìàðòåíñèòíîìñîñòîÿíèè. Ïðè îáðàòíîì ïåðåõîäå (M → A) ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ âìàðòåíñèòíîì ñîñòîÿíèè â îáúåäèíåííîé îáëàñòè I ∪ II ∪ III; îáëàñòü IV � ïåðå-õîäíàÿ, As 6 Θσ 6 Af ; â îáëàñòè V ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ â àóñòåíèòíîìñîñòîÿíèè.Îñóùåñòâëåíî êîððåêòíîå îáîáùåíèå íà êîíå÷íûå äå�îðìàöèè óðàâíåíèé,ïðåäëîæåííûõ À.À. Ìîâ÷àíîì äëÿ ìàëûõ �àçîâûõ äå�îðìàöèé. Êîððåêòíîñòüñîñòîèò â òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ýòè ñîîòíîøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó îáú-åêòèâíîñòè è, âî-âòîðûõ, êèíåìàòè÷åñêèå òåíçîðû, ïðèñóòñòâóþùèå â ýòèõ ñî-îòíîøåíèÿõ, ñîãëàñîâàíû. Äëÿ òåíçîðà ìàëûõ òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé ïðè-íÿò çàêîí ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ. Óïðóãîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëàîïèñàíî óïðîùåííûì çàêîíîì Ñèíüîðèíè. Ïîñòðîåíî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîöåññóóðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. �àññìîòðåíû òðè çàäà÷è ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ.Çàäà÷à 1. Äâå ïëàñòèíû îäèíàêîâîé äëèíû, íî ðàçíîé òîëùèíû ñêðåïëåíûïî äëèíå áåç íàòÿãà ïðè òåìïåðàòóðå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëíîñòüþ àóñòåíèòíîìóñîñòîÿíèÿ ÑÏÔ. Îäíà ïëàñòèíà èçãîòîâëåíà èç áåðèëëèåâîé áðîíçû ÁðÁ2, äðó-



164 �îãîâîé À.À., Ñòîëáîâà Î.Ñ.ãàÿ � èç ÑÏÔ. Îäèí òîðåö îáðàçöà çàêðåïëåí. Îñòàëüíûå ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíûîò íàãðóçîê. Ñïåðâà îáðàçåö îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîë-íîñòüþ ìàðòåíñèòíîìó ñîñòîÿíèþ ÑÏÔ, à çàòåì ñíîâà íàãðåâàåòñÿ äî òåìïåðàòó-ðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëíîñòüþ àóñòåíèòíîìó ñîñòîÿíèÿ ÑÏÔ. Òàêèì îáðàçîì âÑÏÔ ïðîèñõîäèò âíà÷àëå ïðÿìîå, à çàòåì îáðàòíîå ìàðòåíñèòíûå ïðåâðàùåíèÿ.Çàäà÷à 2. Ïåðåä òåì êàê ñêðåïèòü äâå ïëàñòèíû èç çàäà÷è 1, ïëàñòèíà èçÑÏÔ, íàõîäÿñü ïðè òåìïåðàòóðå ΘA, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëíîñòüþ àóñòåíèòíîìóñîñòîÿíèþ ýòîãî ìàòåðèàëà, ïîäâåðãàåòñÿ îäíîîñíîìó îäíîðîäíîìó ðàñòÿæåíèþïî äëèíå íàïðÿæåíèåì 100 ÌÏà, îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû ΘM , ñîîòâåòñòâó-þùåé ïîëíîñòüþ ìàðòåíñèòíîìó ñîñòîÿíèþ ÑÏÔ, è íàãðóçêà ñíèìàåòñÿ. Ïîñëåýòîãî ïëàñòèíû ñêðåïëÿþòñÿ ïî äëèíå áåç íàòÿãà ïðè òåìïåðàòóðå ΘM . Ïîëó÷åí-íàÿ äâóõñëîéíàÿ ïëàñòèíà çàêðåïëÿåòñÿ ïî îäíîìó èç òîðöåâ, èìåÿ ñâîáîäíûìè îòíàãðóçîê îñòàëüíûå ïîâåðõíîñòè, íàãðåâàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû ΘA, à çàòåì îõëà-æäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû ΘM .Çàäà÷à 3. Ïëàñòèíà èç ÑÏÔ çàêðåïëÿåòñÿ ïî îäíîìó èç òîðöîâ è ïðè òåìïåðà-òóðå ΘA èçãèáàåòñÿ êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì 20 ÌÏà, ïðèëîæåííûì ê äðóãîìóòîðöó, îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû ΘM è íàãðóçêà ñíèìàåòñÿ. Çàòåì ïîëó÷åííàÿèçîãíóòàÿ ïëàñòèíà ñíîâà íàãðåâàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû ΘA.Òîëùèíû ïëàñòèí â çàäà÷àõ 1 è 2 âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðî-ãèáà äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû.Íà ðèñóíêå 2 ñëåâà íàïðàâî ïîêàçàíû �îðìû ïëàñòèí â íà÷àëüíîì (ïóíêòèð-íàÿ ëèíèÿ) è äå�îðìèðîâàííîì (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ñîñòîÿíèÿõ â çàäà÷àõ 1, 2 è 3.Äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû íèæíèé ñëîé � ÑÏÔ. Ïåðåìåùåíèå è äëèíà ïëàñòèíûïðåäñòàâëåíû â îäíîì ìàñøòàáå. Â çàäà÷å 1 ïëàñòèíà ïðè ïîñëåäóþùåì íàãðåâåñíîâà äî òåìïåðàòóðû ΘA ïðèíèìàåò òó æå ñàìóþ �îðìó, ÷òî è â íà÷àëüíîìñîñòîÿíèè (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Â çàäà÷å 2 íàâåäåííûå â ðåçóëüòàòå ðàñòÿæåíèÿè îõëàæäåíèÿ �àçîâûå äå�îðìàöèè, èñ÷åçàþò ïðè ïîñëåäóþùåì íàãðåâàíèè ïëà-ñòèíû äî òåìïåðàòóðû ΘA, ñòÿãèâàÿ äâóõñëîéíóþ ïëàñòèíó è èçãèáàÿ åå âíèç. Ïî-ñëåäóþùåå îõëàæäåíèå äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû äî òåìïåðàòóðû ΘM ïðàêòè÷åñêèâîçâðàùàåò åå â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. Â çàäà÷å 3 çàïàñåííûå â ðåçóëüòàòå èçãèáàè ¾çàìîðîæåííûå¿ â ðåçóëüòàòå îõëàæäåíèÿ �àçîâûå äå�îðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ, èñ÷åçàþò ïðè ïîñëåäóþùåì íàãðåâàíèè äî òåìïåðàòóðû ΘA, ðàñïðÿìëÿÿïëàñòèíó è âîçâðàùàÿ åå â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.
�èñóíîê 2 � Èçãèá ïëàñòèí â çàäà÷àõ 1, 2 è 3 (ñëåâà íàïðàâî)3. Ïîëèìåð ñ ïàìÿòüþ �îðìû.Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìîäåëè, îïèñûâàþùåéïîâåäåíèå ïîëèìåðà ñ ïàìÿòüþ �îðìû, èçëîæåíû â ñòàòüå [8℄. Ïðÿìîé è îáðàòíûéïåðåõîä ¾âûñîêîýëàñòè÷íîñòü�ñòåêëîâàíèå¿ òðàêòóåòñÿ êàê ïðîöåññ ïîñëåäîâà-



Ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ñïëàâîâ è ïîëèìåðîâ ñ ïàìÿòüþ �îðìû 165òåëüíîãî íàëîæåíèÿ (ñíÿòèÿ) äîïîëíèòåëüíîé æåñòêîñòè, îáóñëîâëåííîé îáðàçî-âàíèåì (èñ÷åçíîâåíèåì) íîâûõ ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñâÿçåé. Äëÿ îïèñàíèÿ ñòåïåíèñòåêëîâàíèÿ ââîäèòñÿ ñêàëÿðíàÿ âíóòðåííÿÿ ïåðåìåííàÿ N . Ïðè N = 0 ìàòåðèàëíàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ â âûñîêîýëàñòè÷íîì ñîñòîÿíèè (âûñîêîòåìïåðàòóðíàÿ �à-çà), ïðè N = 1 � ïîëíîñòüþ â çàñòåêëîâàííîì. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíèñòåêëîâàíèÿ îò òåìïåðàòóðû ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3.
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�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ñòåêëîâàíèÿ îò òåìïåðàòóðû Θ 0CÏðåäëîæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè îòðàæàåò ïðîöåññ ïîñëåäîâà-òåëüíîãî íàëîæåíèÿ (ñíÿòèÿ) äîïîëíèòåëüíîé æåñòêîñòè, îáóñëîâëåííîé îáðàçî-âàíèåì (èñ÷åçíîâåíèåì) íîâûõ ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñâÿçåé, è çàïèñàíî â ¾óïðóãîì¿ïðèáëèæåíèè (áåç ó÷åòà ðåëàêñàöèîííûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ÿâëåíèÿ ïîëçó÷å-ñòè). Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ èçîòðîïíîãî óïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ïîëèìåðíî-ãî ìàòåðèàëà èñïîëüçîâàí ïîòåíöèàë Ìóíè��èâëèíà. Ïîñòðîåíî ñîîòâåòñòâóþùååïðîöåññó óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.�àññìîòðåíà çàäà÷à ðàñòÿæåíèÿ ñòåðæíÿ. Ïðè òåìïåðàòóðå, ñîîòâåòñòâóþùåéïîëíîñòüþ âûñîêîýëàñòè÷íîìó ñîñòîÿíèþ, ê ñòåðæíþ ïðèêëàäûâàåòñÿ ðàñòÿãèâà-þùåå óñèëèå, íàïðàâëåííîå âäîëü åãî îñè. Çàòåì ñòåðæåíü îõëàæäàåòñÿ äî òåì-ïåðàòóðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëíîñòüþ çàñòåêëîâàííîìó ñîñòîÿíèþ (ïðÿìîé ïå-ðåõîä), è íàãðóçêà ñíèìàåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî ïðîèçâîäèòñÿ íàãðåâ íåíàãðóæåííîãîîáðàçöà è ìàòåðèàë âîçâðàùàåòñÿ â âûñîêîýëàñòè÷íîå ñîñòîÿíèå (îáðàòíûé ïåðå-õîä).Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êðàòíîñòè óäëèíåíèÿ ñòåðæíÿ λ îò òåìïå-ðàòóðû ïðè ïðÿìîì (êðèâàÿ 1) è îáðàòíîì (êðèâàÿ 2) ïåðåõîäàõ. Ïðè ðàñòÿæåíèèè îõëàæäåíèè ñòåðæíÿ ïðîèçîøëî åãî óäëèíåíèå íà 30%. Ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêèïðîèçîøëà ÷àñòè÷íàÿ óïðóãàÿ ðàçãðóçêà, óäëèíåíèå ñòàëî ðàâíûì 20% è â ìàòå-ðèàëå îñòàëèñü ¾çàìîðîæåííûå¿ íà ýòàïå ñòåêëîâàíèÿ äå�îðìàöèè. Íàãðåâ òàêîãîíåíàãðóæåííîãî îáðàçöà ïðèâåë ê èñ÷åçíîâåíèþ íàêîïëåííûõ äå�îðìàöèé.�àáîòà âûïîëíåíà â âåäóùåé íàó÷íîé øêîëå (ãðàíò Ïðåçèäåíòà �Ô ÍØ-5389.2012.1) â ðàìêàõ ïðîãðàìì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ(êîä ïðîåêòà 12-Ò-1-1004), ïðîãðàììû ñîâìåñòíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-íèé ÓðÎ �ÀÍ, ÑÎ �ÀÍ è ÄÂÎ �ÀÍ (êîä ïðîåêòà 12-Ñ-1-1015), �îñóäàðñòâåííîãîêîíòðàêòà ñ Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (ñîãëàøåíèå � 8220) è ïðè
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�èñóíîê 4 � Çàâèñèìîñòü êðàòíîñòè óäëèíåíèÿ îò òåìïåðàòóðû Θ 0C�èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 12-01-00419).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íîâîêøàíîâ �. Ñ., �îãîâîé À.À. Î ïîñòðîåíèè ýâîëþöèîííûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-íîøåíèé äëÿ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2002. � 4. Ñ. 77�95.[2℄ Íîâîêøàíîâ �. Ñ., �îãîâîé À.À. Ýâîëþöèîííûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿêîíå÷íûõ âÿçêîóïðóãèõ äå�îðìàöèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2005. � 4. Ñ. 122�140.[3℄ �îãîâîé À.À. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ óïðóãî-íåóïðóãèõ äå�îð-ìàöèé // ÏÌÒÔ. 2005. Ò. 46. � 5. Ñ. 138�149.[4℄ �îãîâîé À.À. Òåðìîäèíàìèêà óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìà-öèÿõ // ÏÌÒÔ. 2007. Ò. 48. � 4. Ñ. 144�153.[5℄ �îãîâîé À.À. Êèíåìàòèêà óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöè-ÿõ // ÏÌÒÔ. 2008. Ò. 49. � 1. Ñ. 165�172.[6℄ Rogovoy A.A. Formalized approa
h to 
onstru
tion of the state equations for 
omplexmedia under �nite deformations // Continuum Me
hani
s and Thermodynami
s. 2012.V. 24. P. 81�114. DOI 10.1007/s00161-011-0220-y.[7℄ �îãîâîé À.À., Ñòîëáîâà Î.Ñ. Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãî-íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ ïðè êî-íå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ â ñïëàâàõ ñ ïàìÿòüþ �îðìû // ÏÌÒÔ. 2013. Ò. 54. � 2.Ñ. 148�162.[8℄ �îãîâîé À.À., Ñòîëáîâà Î.Ñ. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â ¾óïðóãîì¿ ïðèáëèæåíèèäëÿ ïîëèìåðîâ ñ ïàìÿòüþ �îðìû ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ // Âåñòíèê Ïåðìñêîãîóíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêà. 2012. Âûï. 4(22). Ñ. 73�176.Rogovoy A.A., Stolbova O. S. Behavioral models of alloys and polymers with the shapememory at �nite strains. The state and heat 
ondu
tion equations for the alloy and polymerwith the shape memory are derived using the formalized approa
h to the 
onstru
tion of�nite-deformation 
onstitutive equations for 
omplex media. The obtained relations have beentested for 
oupled thermi
-elasti
-inelasti
 boundary-value problems on deforming sample ofalloy and polymer with the shape memory during dire
t and reverse transformations.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕÎ�ÒÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÎÍÊÈÕ ÄÂÓÕÑËÎÉÍÛÕÎÁÎËÎ×ÅÊÑàðêèñÿí Ñ.Î., Ôàðìàíÿí À.Æ.�þìðèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ì. ÍàëáàíäÿíàÂâåäåíèå. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìèêðîïîëÿðíèõ óïðóãèõ îä-íîñëîéíûõ èëè ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååò àê-òóàëüíîå çíà÷åíèå â ñâÿçè ñ íîâåéøèìè çàäà÷àìè ñòðóêòóðíîé ìåõàíèêè, ìèêðî-è íàíîìåõàíèêè. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõóïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáëèæåííîì, íî àäåêâàòíîì ñâåäåíèèòðåõìåðíîé çàäà÷è ê äâóìåðíîé. Â ðàáîòå [1℄ �îðìóëèðîâàíû ãèïîòåçû, êîòîðûåïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàò àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõìåðíîé êðàåâîéçàäà÷è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè â òîíêîé îáëàñòè, ïîñòðîåíà îáùàÿ ïðè-êëàäíàÿ òåîðèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê.Â äàííîé ðàáîòå îáîáùàþòñÿ óêàçàííûå ãèïîòåçû, �îðìóëèðóþòñÿ îíè äëÿäâóõñëîéíîé îáîëî÷êè â öåëîì è, íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüäâóõñëîéíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì äâóõñëîéíóþ îáîëî÷êó, ñîñòàâëåííóþ èçäâóõ òîíêèõ ñëîåâ, êîòîðûå èçãîòîâëåíû èç ìèêðîïîëÿðíûõ îðòîòðîïíûõ óïðó-ãèõ, íî ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáà ñëîÿ ïðî÷íî ñêëååíûèëè ñïàÿíû äðóã ñ äðóãîì ïî ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ, òàê ÷òî ïðè äå�îðìè-ðîâàíèè îáîëî÷êè îáà ñëîÿ ðàáîòàþò ñîâìåñòíî. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåñèììåò-ðè÷íîé (ìèêðîïîëÿðíîé, ìîìåíòíîé) òåîðèè óïðóãîñòè ñ íåçàâèñèìûìè ïîëÿìèïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé èìåþò âèä [2℄:
∇mσ

mn
(i) = 0, ∇mµ

mn
(i) + enmkσ

(i)
mk = 0. (1.1)Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìèêðîïîëÿðíîãî îðòîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëàèìåþò âèä

γ
(i)
11 = a

(i)
11σ

(i)
11 + a

(i)
12σ

(i)
22 + a

(i)
13σ

(i)
33 , γ

(i)
22 = a

(i)
12σ

(i)
11 + a

(i)
22σ

(i)
22 + a

(i)
23σ

(i)
33 ,

γ
(i)
33 = a

(i)
13σ

(i)
11 + a

(i)
23σ

(i)
22 + a

(i)
33σ

(i)
33 , γ

(i)
12 = a

(i)
77σ

(i)
12 + a

(i)
78σ

(i)
21 ,

γ
(i)
21 = a

(i)
78σ

(i)
12 + a

(i)
88σ

(i)
21 , γ

(i)
13 = a

(i)
56σ

(i)
31 + a

(i)
66σ

(i)
13 ,

γ
(i)
31 = ã

(i)
55σ

(i)
31 + a

(i)
56σ

(i)
13 , γ

(i)
23 = a

(i)
44σ

(i)
23 + a

(i)
45σ

(i)
32 , γ

(i)
32 = a

(i)
45σ

(i)
23 + a

(i)
55σ

(i)
32 ,

χ
(i)
11 = b

(i)
11µ

(i)
11 + b

(i)
12µ

(i)
22 + b

(i)
13µ

(i)
33 , χ

(i)
22 = b

(i)
12µ

(i)
11 + b

(i)
22µ

(i)
22 + b

(i)
23µ

(i)
33 , (1.2)

χ
(i)
33 = b

(i)
13µ

(i)
11 + b

(i)
23µ

(i)
22 + b

(i)
33µ

(i)
33 , χ

(i)
12 = b

(i)
77µ

(i)
12 + b

(i)
78µ

(i)
21 ,

χ
(i)
21 = b

(i)
78µ

(i)
12 + b

(i)
88µ

(i)
21 , χ

(i)
13 = b

(i)
56µ

(i)
31 + b

(i)
66µ

(i)
13 ,

χ
(i)
31 = b̃

(i)
55µ

(i)
31 + b

(i)
56µ

(i)
13 , χ

(i)
23 = b

(i)
44µ

(i)
23 + b

(i)
45µ

(i)
32 , χ

(i)
32 = b

(i)
45µ

(i)
23 + b

(i)
55µ

(i)
32 .�åîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:
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γ(i)

mn = ∇mV
(i)
n − ekmnω

k
(i), χ

(i)
mn = ∇mω

(i)
n (1.3)Çäåñü σnm

(i) , µ
nm
(i) � êîìïîíåíòû ñèëîâîãî è ìîìåíòíîãî òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé;

γ
(i)
mn, χ

(i)
mn � êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè è òåíçîðà èçãèáà-êðó÷åíèé; V n

(i) � êîì-ïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ, ωn
(i) � êîìïîíåíòû âåêòîðà íåçàâèñèìîãî ïîâîðîòà;

a
(i)
11 , ..., b

(i)
55 � �èçè÷åñêèå êîíñòàíòû ìèêðîïîëÿðíîãî îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà îáî-ëî÷êè; èíäåêñû m,n, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1,2,3; (i) � íîìåð ñëîÿ ((i) = 1, 2) .Îòíåñåì îáîëî÷êó ê òðèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò αi, α3 = z (i = 1, 2)

(Hi = Ai (1 + α3/Ri) , H3 = 1, i = 1, 2), ïðèíÿòîé â òåîðèè îáîëî÷åê.Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè ïðèìåì ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ ïåðâîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (ò. å. çàäàíû çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõêîìïîíåíò òåíçîðîâ ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàïîâåðõíîñòè êðàÿ îáîëî÷êè Σ = Σ1 ∪Σ2 â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (ò. å. íà Σ1 çàäàíû ñèëîâûå è ìîìåíòíûåíàïðÿæåíèÿ, à íà Σ2 � ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû):2. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ (ãèïîòåçû). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìóñâåäåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ äâóõñëîéíîãîñëó÷àÿ è äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ê äâóìåðíîé çàäà÷å òåîðèè òîíêèõ îáî-ëî÷åê. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ãèïîòåçàìè [1℄, êîòîðûåáóäåì �îðìóëèðîâàòü äëÿ äâóõñëîéíîãî ïàêåòà îáîëî÷êè â öåëîì:1. Â ïðîöåññå äå�îðìàöèè ïðÿìîëèíåéíûå è íîðìàëüíûå ê èñõîäíîé ïîâåðõ-íîñòè îáîëî÷êè âîëîêíà ïîâîðà÷èâàþòñÿ êàê æåñòêîå öåëîå íà íåêîòîðûé óãîë,íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì ñâîåé äëèíû è íå îñòàâàÿñü ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê äå�îðìè-ðîâàííîé ïîâåðõíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêè ïðèíÿòóþ ãèïîòåçó çàïèøåì òàê:
V

(i)
1 = u1 (α1, α2) + α3ψ1 (α1, α2) , V

(i)
2 = u2 (α1, α2) + α3ψ2 (α1, α2) ,

ω
(i)
3 = ω3 (α1, α2) + α3ι (α1, α2) , V

(i)
3 = w (α1, α2) , (2.1)

ω
(i)
1 = Ω1 (α1, α2) , ω

(i)
2 = Ω2 (α1, α2) , i = 1, 2.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàíãåíöèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ (V i

1 , V
i
2 ) è íîðìàëüíûé ïîâî-ðîò ωi

3 ðàñïðåäåëåíû ïî òîëùèíå äâóõñëîéíîãî ïàêåòà ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, àïðîãèá (V (i)
3

) è òàíãåíöèàëüíûå ïîâîðîòû (ω(i)
1 , ω

(i)
2

) íå çàâèñÿò îò ïîïåðå÷íîéêîîðäèíàòû α3; (i) = 1, 2.2. Ñèëîâûì íàïðÿæåíèåì σ
(i)
33 , à òàêæå, ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè µ(i)

31 , µ
(i)
32â îáîáùåííîì çàêîíå �óêà äëÿ ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îò-íîñèòåëüíî, ñîîòâåòñòâåííî, ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé σ(i)

11 , σ
(i)
22 è ìîìåíòíûõ íàïðÿæå-íèé µ(i)

13 , µ
(i)
23 , (i) = 1, 2.3. Âåëè÷èíàìè α3/R1, α3/R2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.4. Ïðè îïðåäåëåíèè äå�îðìàöèé èçãèáîâ-êðó÷åíèé, ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íà-ïðÿæåíèé â êàæäîì ñëîå ñíà÷àëà äëÿ ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé σ(i)

31 , σ
(i)
32 è ìîìåíòíîãîíàïðÿæåíèÿ µ(i)

33 ïðèìåì
σ

(i)
31 =

0(i)
σ31 (α1, α2) , σ

(i)
32 =

0(i)
σ32 (α1, α2) , µ

(i)
33 =

0(i)
µ33 (α1, α2) , (i) = 1, 2. (2.2)
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31 , σ

(i)
32 è µ(i)

33 â êàæäîì ñëîåîêîí÷àòåëüíî îïðåäåëèì ïðèáàâëåíèåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì (2.2) ñëà-ãàåìîãî, ïîëó÷àåìîãî èíòåãðèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,äëÿ êàæäîãî èç êîòîðîãî ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ, ÷òîáû óñðåäíåííàÿ ïîòîëùèíå ñëîÿ âåëè÷èíà áûëà ðàâíà íóëþ.Ïðèíÿòûå ãèïîòåçû äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îïðåäåëåííûå çàêîíû ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé, ïîâîðîòîâ, äå�îðìàöèé èçãèáîâ-êðó÷åíèé, ñèëîâûõ èìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå ïàêåòà îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿþòñÿâñå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ìåæäó ñëîÿìè.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìèêðî-ïîëÿðíûõ óïðóãèõ îðòîòðîïíûõ äâóõñëîéíûõ òîíêèõ îáîëî÷åê.3. Êîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü ìèêðîïîëÿðíûõ îðòîòðîïíûõ óïðóãèõ äâóõ-ñëîéíûõ òîíêèõ îáîëî÷åê.Ñ öåëüþ ïðèâåäåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è äâóõñëîéíîé ìèêðîïîëÿðíîé óïðó-ãîé òîíêîé îáîëî÷êè ê äâóìåðíîé âìåñòî êîìïîíåíò òåíçîðîâ ñèëîâûõ è ìî-ìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ââåäåì ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå èì èíòåãðàëüíûå õàðàê-òåðèñòèêè � óñèëèÿ Tii, Sij , Ni3, N31, ìîìåíòû Mii, Hij, Lij , Lii, è ãèïåðìîìåíòû
Λ13(i, j = 1, 2, i 6= j), êîòîðûå ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ 3) èìåþò âèä:

Tii =

z1∫

z0

σ
(1)
ii dz +

z2∫

z1

σ
(2)
ii dz, Sij =

z1∫

z0

σ
(1)
ij dz +

z2∫

z1

σ
(2)
ij dz,

Ni3 =

z1∫

z0

σ
(1)
i3 dz +

z2∫

z1

σ
(2)
i3 dz,N3i =

z1∫

z0

σ
(1)
3i dz +

z2∫

z1

σ
(2)
3i dz,

Mii =

z1∫

z0

σ
(1)
ii zdz +

z2∫

z1

σ
(2)
ii zdz, Hij =

z1∫

z0

σ
(1)
ij dz +

z2∫

z1

σ
(2)
ij dz, (3.1)

Lii =

z1∫

z0

µ
(1)
ii dz +

z2∫

z1

µ
(2)
ii dz, Lij =

z1∫

z0

µ
(1)
ij dz +

z2∫

z1

µ
(2)
ij dz,

Li3 =

z1∫

z0

µ
(1)
i3 dz +

z2∫

z1

µ
(2)
i3 dz,Λi3 =

z1∫

z0

µ
(1)
i3 zdz +

z2∫

z1

µ
(2)
i3 zdz.Îñíîâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ îðòîòðîïíûõ òîíêèõäâóõñëîéíûõ îáîëî÷åê áóäåò âûðàæàòüñÿ òàê:Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

T11

R1
+
T22

R2
− 1

A1A2

(
∂ (A2N13)

∂α1
+
∂ (A1N23)

∂α2

)
= q+

3 + q−3 ,

1

Ai

∂Lii

∂αi

+
1

Aj

∂Lji

∂αj

+
1

AiAj

∂Aj

∂αi

(Lii − Ljj) +
1

AiAj

∂Ai

∂αj

(Lji + Lij) +
Li3

Ri

+

+(−1)j(Nj3 −N3j) = −(m+
i +m−i ),
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1

Ai

∂Tii

∂αi
+

1

AiAj

∂Aj

∂αi
(Tii − Tjj) +

1

Aj

∂Sji

∂αj
+

1

AiAj

∂Ai

∂αj
(Sji + Sij) +

+
Ni3

Ri

= −
(
q+
i + q−i

)
, (3.2)

1

Ai

∂Mii

∂αi

+
1

AiAj

∂Aj

∂αi

(Mii −Mjj)+
1

Aj

∂Hji

∂αj

+
1

AiAj

∂Ai

∂αj

(Hji +Hij)−N3i = −z2q+
i −z0q+

i ,

L11

R1
+
L22

R2
− 1

A1A2

[
∂ (A2L13)

∂α1
+
∂ (A1L23)

∂α2

]
− (S12 − S21) = m+

3 +m−3 ,

L33 −
1

A1A2

[
∂ (A2Λ13)

∂α1
+
∂ (A1Λ23)

∂α2

]
− (H12 −H21) = z2m

+
3 + z0m

−
3 .Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè:

T11 = C11Γ11+C12Γ22+R11K11+R12K22, ...S12 = C78Γ12+C78Γ21+R77K12+R78K21, ...

N13 = C65Γ13 + C56Γ31, ...N31 = C56Γ13 + C55Γ31, ...

M11 = D11K11 +D12K22 +R11Γ11 +R12Γ22, ...

H12 = D77K12 +D78K21 +R77Γ12 +R78Γ21, ...L11 = d11k11 + d12k12 + d13k13, ... (3.3)

L12 = d77k12 + d78k21, L13 = d66k13 + η66l13, ...Λ13 = λ66l13 + η66k13, ...�åîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:
Γ11 =

1

A1

∂u1 (α1, α2)

∂α1
+

1

A1A2

∂A1

∂α2
u2 (α1, α2) +

w (α1, α2)

R1
, (1←→2)

K11 =
1

A1

∂ψ1 (α1, α2)

∂α1
+

1

A1A2

∂A1

∂α2
ψ2 (α1, α2) , (1←→2)

Γ13 =
1

A1

∂w (α1, α2)

∂α1
− u1 (α1, α2)

R1
+ Ω2 (α1, α2) ,

Γ23 =
1

A2

∂w (α1, α2)

∂α2
− u1 (α1, α2)

R2
− Ω1 (α1, α2) ,

Γ31 = ψ1 (α1, α2) − Ω2 (α1, α2) ,Γ32 = ψ2 (α1, α2) + Ω1 (α1, α2) ,

Γ12 =
1

A1

∂u2 (α1, α2)

∂α1
− 1

A1A2

∂A1

∂α2
u1 (α1, α2) − Ω3 (α1, α2) , (3.4)

K12 =
1

A1

∂ψ2 (α1, α2)

∂α1

− 1

A1A2

∂A1

∂α2

ψ1 (α1, α2) − ι (α1, α2) ,

Γ21 =
1

A2

∂u1 (α1, α2)

∂α2

− 1

A1A2

∂A2

∂α1

u2 (α1, α2) + Ω3 (α1, α2) ,

K21 =
1

A2

∂ψ1 (α1, α2)

∂α1
− 1

A1A2

∂A1

∂α2
ψ2 (α1, α2) + ι (α1, α2) ,

k11 =
1

A1

∂Ω1 (α1, α2)

∂α1
+

1

A1A2

∂A1

∂α2
Ω2 (α1, α2) +

Ω3 (α1, α2)

R1
, (1←→2)
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k13 =

1

A1

∂Ω3 (α1, α2)

∂α1
− Ω1 (α1, α2)

R1
, k21 =

1

A2

∂Ω1 (α1, α2)

∂α2
− 1

A1A2

∂A2

∂α1
Ω2 (α1, α2) ,

k12 =
1

A1

∂Ω2 (α1, α2)

∂α1
− 1

A1A2

∂A1

∂α2
Ω1 (α1, α2) , l13 =

1

A1

∂ι (α1, α2)

∂α1
, (1←→2)

k23 =
1

A2

∂Ω3 (α1, α2)

∂α2
− Ω2 (α1, α2)

R2
, k33 = ι (α1, α2) .çäåñü

C11 =
2∑

i=1

ai
22

ai
11a

i
22 − (ai

12)
2 (zi − zi−1) , C12 = −

2∑

i=1

ai
12

ai
11a

i
22 − (ai

12)
2 (zi − zi−1) ,

R11 =
2∑

i=1

ai
22

ai
11a

i
22 − (ai

12)
2

1

2

(
z2

i − z2
i−1

)
, R77 =

2∑

i=1

ai
88

ai
77a

i
88 − (ai

78)
2

1

2

(
z2

i − z2
i−1

)
, . . .

C77 =
2∑

i=1

ai
88

ai
77a

i
88 − (ai

78)
2 (zi − zi−1) , C78 = −

2∑

i=1

ai
78

ai
77a

i
88 − (ai

78)
2 (zi − zi−1) ,

D11 =

2∑

i=1

ai
22

ai
11a

i
22 − (ai

12)
2

1

3

(
z3

i − z3
i−1

)
, D12 = −

2∑

i=1

ai
12

ai
11a

i
22 − (ai

12)
2

1

3

(
z3

i − z3
i−1

)
, . . .

d11 =

2∑

i=1

∆
(i)
11

(∆)(i)
δ, d12 =

2∑

i=1

∆
(i)
12

(∆)(i)
δ, d77 =

2∑

i=1

bi88

bi77b
i
88 − (bi78)

2 δ, . . . , δ = zi − zi−1

η66 =
n∑

i=1

1

2

1

bi66

(
z2

i − z2
i−1

)
, λ66 =

n∑

i=1

1

3

1

bi66

(
z3

i − z3
i−1

)
, . . .�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

T11 = T ∗11 èëè u1 = u∗1, S12 = S∗12 èëè u2 = u∗2, N13 = N∗13 èëè w = w∗, (3.6)
M11 = M∗11 èëè K11 = K∗11,H12 = H∗12 èëè K12 = K∗12, L11 = L∗11 èëè κ11 = κ∗11,
L12 = L∗12 èëè κ12 = κ∗12, L13 = L∗13 èëè κ13 = κ∗13, Λ13 = Λ∗13 èëè l13 = l∗13.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.2)�(3.4) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.6) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìà-òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâóõñëîéíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ îðòîòðîïíûõ òîíêèõîáîëî÷åê. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñàðêèñÿí Ñ.Î. Îáùàÿ òåîðèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê // Ôèçè-÷åñêàÿ ìåçîìåõàíèêà. 2011. Òîì 14. � 1. Ñ. 55�66.[2℄ Iesen D. Torsion of Anisotropi
 Mi
ropolar Elasti
 Cylinders // ZAMM. 1974. V. 54.� 12. P. 773�779.Sarkisyan S.O., Farmanyan A. J.Mathemati
al model of mi
ropolar orthotropi
 elasti
thin bilayered shells. In the paper the hypotheses providing the result of asimptoti
 integrationof 3D boundary problem of mi
ropolar theory of elasti
ity in thin region are formulated. Thegeneral applied theory of mi
ropolar elasti
 thin shells is developed.



ÂÈÁ�ÎÀÊÓÑÒÈÊÀ ÎÁÎËÎ×ÅÊ Â�ÀÙÅÍÈßÈÇ ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÎËÈÌÅ�ÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÑ Ó×ÅÒÎÌ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÄÊ�ÅÏËÅÍÈÉÊ�Ó�ÎÂÛÌÈ �ÅÁ�ÀÌÈÑà�ðîíåíêî Â. �.1, Äîí÷åíêî Å.Í.1, Øóòüêî Â.Ì.2
1ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àçâèòû ìàòåìàòè÷åñêàÿ è êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëè âèáðîàêóñòèêè ìíîãîñëîéíûõ êîì-ïîçèòíûõ, íà ïîëèìåðíîé îñíîâå îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, ïîäêðåïëåííûõ êðóãîâûìè ðåáðà-ìè æåñòêîñòè, ó÷èòûâàåìûõ äèñêðåòíûì îáðàçîì, ïðè âîçäåéñòâèè âèáðàöèîííûõ íà-ãðóçîê. Îïðåäåëÿþòñÿ ïîìîäîâûå è ñóììàðíûå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêèäàâëåíèé è ïåðåìåùåíèé â îêðóæàþùåé îáîëî÷êó àêóñòè÷åñêîé ñðåäå.Âèáðàöèè, âîçíèêàþùèå â îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèÿõ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèèè, êàê ñëåäñòâèå, ïîâûøåííûé óðîâåíü øóìîèçëó÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ ê âðåäíûì �àê-òîðàì, óðîâåíü âîçäåéñòâèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü. Ýòî äîñòèãàåò-ñÿ êàê ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèîííûõ ìåð, òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåðèàëîâ ñâûñîêèìè âèáðîäåìï�èðóþùèìè è âèáðîïîãëîùàþùèìè ñâîéñòâàìè ê êîòîðûì,â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû íà ïîëèìåðíîé îñíîâå. Òà-êèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàçâèòèè è ïîïîëíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõè âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ ñïåöè�èêó êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðè-àëîâ, ñëîæíîñòü �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ èõ êîìïîíåíòîâ. Îáçîð ìåòîäîâðåøåíèÿ çàäà÷ âèáðîàêóñòèêè â ìåõàíèêå òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ñîäåðæèòñÿâ [1℄.Â âèáðîàêóñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî âîçíèêàåò òàêæå íåîáõîäèìîñòü ó÷åòàíåîäíîðîäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì ðåáåð æåñòêîñòè, ëîêàëüíûõ ïîäêðåï-ëåíèé, íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ, ñëîèñòîñòüþ îáîëî÷êè. Â ðåøåíèèòàêèõ çàäà÷ ý��åêòèâíû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû [1℄.Â äàëüíåéøåì âíóòðåííèå ïîòåðè â îáîëî÷êå è ðåáðàõ ó÷èòûâàþòñÿ êîìïëåêñ-íûìè æåñòêîñòÿìè. �åàêöèÿ âíåøíåé ñðåäû ìîäåëèðóåòñÿ ëîêàëüíûì èìïåäàí-ñîì. Àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå â ñðåäå âû÷èñëÿåòñÿ ïî èíòåãðàëó �åëüìãîëüöà. �àç-ðàáîòàííûé ïîäõîä ñîõðàíÿåò âîçìîæíîñòè ìîäàëüíîãî àíàëèçà, õàðàêòåðíîãî äëÿîñåñèììåòðè÷íûõ êîíñòðóêöèé.Ïðè àíàëèçå øóìîâûõ õàðàêòåðèñòèê êðèòåðèåì àêóñòè÷åñêîãî êà÷åñòâà êîí-ñòðóêöèè îáû÷íî ñ÷èòàþòñÿ óðîâíè ìîäóëÿ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ |p|íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò êîíñòðóêöèè. Ïðè ýòîì ñòðîÿòñÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûåõàðàêòåðèñòèêè â çàäàííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Äëÿ êàæäîé èç ÷àñòîò âûíóæäàþ-ùèõ êîëåáàíèÿ ñèë ðåøàåòñÿ çàäà÷à, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îñíîâíûõ ýòàïîâ: à) ïî-ñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé àìïëèòóä çâóêîâîãî äàâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèé (ãðàäèåíòàçâóêîâîãî äàâëåíèÿ) íà ãðàíèöå êîíòàêòà êîíñòðóêöèè è àêóñòè÷åñêîé ñðåäû; á)ðàñ÷åòà äàâëåíèÿ âî âíåøíåé ñðåäå [2, 3℄.



Âèáðîàêóñòèêà îáîëî÷åê âðàùåíèÿ èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ 173Â äàëüíåéøåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ êî-ëåáàíèé â êîìïîçèòíîé íà ïîëèìåðíîé îñíîâå îáîëî÷êå âðàùåíèÿ, èìåþùåé ìíîãî-ñëîéíóþ ñòðóêòóðó, èñïîëüçóåì òåîðèþ òèïà Òèìîøåíêî, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîéêèíåìàòè÷åñêèå è äå�îðìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:
U = u+ zϕ1, V = v + zϕ2, W = w, E11 = u′ + k1w, E22 = v• + ψu+ k2w;

E12 = u′ + u• − ψv, K11 = ε1ϕ
′
1, K22 = ε1(ϕ

•
2 + ψϕ1), K12 = ε1(ϕ

′
2 − ψϕ2 + ϕ•1);

E13 = ϕ1 − ϑ1, E23 = ϕ2 − ϑ2; ϑ1 = −w′ + k1u; ϑ2 = −w′ + k2u, (1)ãäå: ε1 = h∗/R∗, ψ = A′2/A2, (. . .)′ = (. . .),α1/A1, (. . .)◦ = (. . .),α2/A2.Ýíåðãåòè÷åñêè ñîãëàñîâàííûå ñ (1) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è åñòåñòâåííûå êðàå-âûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ îáîëî÷êè ñëåäóþò èç ïðèíöèïà �àìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî:
t1∫
t0

(δK, δΠ + δA)dt = 0, ãäå: δK, δΠ � âàðèàöèè, ñîîòâåòñòâåííî, êèíåòè÷åñêîé èïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé, δA � âàðèàöèÿ ðàáîò è âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë.Äëÿ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ àìïëèòóäû óñèëèé è ìîìåíòîâ ñ ñîîòâåòñòâó-þùèìè àìïëèòóäàìè äå�îðìàöèé ïðèíèìàåòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ ñòðóêòóðàìàòðèöû ïðèâåäåííûõ æåñòêîñòåé ñëîèñòîãî êîìïîçèòà [4℄. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ�óíêöèé âûáèðàþòñÿ êîìïîíåíòû, âõîäÿùèå â åñòåñòâåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ:
y1 = S, y2 = M11, y3 = T11, y4 = Q11, y5 = H, y6 = v, y7 = ϕ1, y8 = u, y9 = w,
y10 = ϕ2. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì è áåçðàçìåðíîé �îðìåîñíîâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:

y′1 = −2ψy1 − T •22 − k2Q22 − Ω2(by6 + ε1cy10) − q2,

y′2 = −ψ(y2 −M22) − y•5 + y4/ε1 − Ω2(cy8 + ε1dy7),

y′3 = −ψ(y3 − T22) − y•1 − k1y4 − Ω2(by8 + ε1cy7) − q1,

y′4 = −ψy4 −Q•22 + k1y3 + k2T22 − Ω2by9 − q3,

y′5 = −2ψy5 −M•22 +Q22/ε1 − Ω2(cv + ε1dy10),

y′6 = E12 − y•8 + ψy6, y
′
7 = K11/ε1, y

′
8 = E11 − k1w,

y′9 = E13 − y7 + k1y8, y
′
10 = K12ε1 + ψy10 − y•7, (2)ãäå:

ϑ2 = −y•9 + k2y6; a33 = B33D33 −A2
33,

E12 = (D33y1 −A33y5)/a33, K12 = (B33y5 − A33y1)/(2a33),

E22 = y•5 + ψy8 + k2y9, K22 = y•10 + ψy7; E13 = y4/G13,

Q22 = G23(y10 + y•9 − k2y6); a11 = B11D11 − A2
11,

a1 = y3 −B12E22 − A12K22, a2 = y2 − A12E22 −D12K22,

E11 = (D11a1 − A11a2)/a11, K11 = (B11a2 − A11a1)/a11;

T22 = B12E11 +B22E22 + A12K11 + A22K22,
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M22 = A12E11 + A22E22 +D12K11 +D22K22. (3)Êîìïîíåíòû íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ òðè-ãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè Ôóðüå ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå α2. Ïîñëå ïîäñòàíîâêèðÿäîâ â (2), (3), óìíîæåíèÿ íà áàçîâûå �óíêöèè, èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáëàñòè îïðå-äåëåíèÿ è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íîðìàëüíîãî òèïà, ðåøàåìàÿ ìåòîäîì ïðîãîí-êè ñ îðòîãîíàëèçàöèåé ïî �îäóíîâó. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþ-ùåãî êîìïîçèòà ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè òåðìîâÿçêîóïðóãîãî òåëà [6℄. Êîìïîíåíòûêîìïëåêñíîé ïîäàòëèâîñòè ïðè ñäâèãå I ′, I ′′ â îáîçíà÷åíèÿõ [6℄ èìåþò âèä:

I ′(ω) =

r2∫

r1

C(r)

G(r, v, T )

[
1 −H(r)

ω2

[ϕ(r, v, T )]2 + ω2

]
dr;

I ′′(ω) =

r2∫

r1

C(r)H(r)

G(r, u, T )

ϕ(r, v, T )ω

[ϕ(r, v, T )]2 + ω2
dr. (4)Ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà çâóêîèçëó÷åíèÿ â îêðóæàþùóþ ëèíåéíóþ àêóñòè÷å-ñêóþ ñðåäó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè, ðàçðàáîòàííûìè äëÿ îñåñèììåòðè÷-íûõ êîíñòðóêöèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèè àêóñòè÷å-ñêîé ñðåäû ý��åêòèâåí ìåòîä ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà, îïðåäåëÿåìîãî èç ðåøåíèÿìîäåëüíûõ çàäà÷ [5℄. Ïîëå àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â îêðóæàþùåé îáîëî÷êó ñðåäåîïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà �åëüìãîëüöà [2, 3℄.�àññìîòðèì êðóãîâîå êîëüöî èç ïîëèìåðíîãî êîìïîçèòà. Ïðèíèìàÿ êèíåìàòè-êó ìîäåëè òèïà Òèìîøåíêî ñ ó÷åòîì äå�îðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è èíåðöèèïîâîðîòîâ, â îáîçíà÷åíèÿõ [7℄ çàïèøåì:

Uk = uk(α2) + zϕ(α2), Vk = vk(α2) + zψ2(α2) + α1ψ1(α2), Wk = wk − β1ϕ(α2),Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ñå÷åíèÿ êîëüöà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åãî ðà-äèóñà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé êîëüöà:
Q◦1k + ω2(bkuk + cϕ) + tk = 0,

T ◦k + kQ3k + ω2(bkvk + c3ψ1 + c1ψ2) + sk = 0,

Q◦3k − kTk + ω2(bkw − c3ϕ) + qk = 0,

H◦k + kM3k + ω2(dkϕ+ c1u− c3w) +m = 0,

M◦3k − kHk −Q1k + ω2(d3ψ1 + d13ψ2 + c3vk) +m3 = 0,

M◦1k −Q3k + ω2(d1ψ2 + d13ψ1 + c1vk) +m1 = 0,

(. . .)◦ = (. . .),α2/rk.Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñîñòàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñåêöèé îáîëî÷-êè, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó ñîñåäíèìè êîëüöàìè. Ïðè ýòîì âî âíåøíèå íàãðóçêèíà êîëüöå âõîäÿò ðåàêöèè îò ïðèìûêàþùèõ ñåêöèé îáîëî÷êè.



Âèáðîàêóñòèêà îáîëî÷åê âðàùåíèÿ èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ 175�àçðàáîòàííûå ìîäåëè è ìåòîäû ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü ñõîäèìîñòü ðåøåíèé,ïðîâîäèòü ðàñ÷åò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê, âûïîëíÿòü îáùèé è ïî-ìîäîâûé àíàëèç ïîëó÷àåìûõ çàâèñèìîñòåé.Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí ïðè îïðåäåëåíèè âèáðîàêóñòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ïîëèìåðíîé êîìïîçèòíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîäêðåïëåí-íîé ðåãóëÿðíûì íàáîðîì êðóãîâûõ ðåáåð æåñòêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòåíêàîáîëî÷êè ñîñòîèò èç 25 ñëîåâ (13 àðìèðóþùèõ è 12 èç ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî).Àðìèðóþùèå ñëîè èç ñòàëè E = 2.1 · 1011 Ïà, ν = 0.3, ñâîéñòâà ïîëèìåðà ñîîòâåò-ñòâóþò [6℄. Â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [7℄ îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèêîíñòðóêöèè â áåçðàçìåðíîì âèäå ðàâíû r0 = 0.8, r1 = rö = 1.375, Hk = 2.85,
Lö = 3.5, hàðì = 0.08, hñâ = 0.015. �åîìåòðè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèðåáåð æåñòêîñòè ñîîòâåòñòâóþò [7℄. Âñåãî íà îáîëî÷êå óñòàíîâëåíî 30 êðóãîâûõðåáåð. Êîíñòðóêöèÿ ïîãðóæåíà â ñæèìàåìóþ æèäêîñòü ñ áåçðàçìåðíûìè ïàðà-ìåòðàìè ρæ = 0.128, cæ = 0.28. Êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ íîðìàëüíîé ëîêàëüíîéãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêîé òèïà ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, è ïðèëîæåííîé ê îáøèâêåâ ñåðåäèíå îáîëî÷êè. Àìïëèòóäà íàãðóçêè ýêâèâàëåíòíà åäèíè÷íîé áåçðàçìåðíîéñèëå Q = 1.Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ìîäàëüíûå è ñóììàðíûå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûåõàðàêòåðèñòèêè ìàêñèìàëüíûõ óðîâíåé äàâëåíèé è ïåðåìåùåíèé, ðàññ÷èòàííûõäëÿ n = 0 . . . 4 íà ðàññòîÿíèè 50 ðàäèóñîâ îáîëî÷êè îò åå îñè. Ìîäàëüíûé àíàëèçïîçâîëÿåò îöåíèòü ðîëü êàæäîé ìîäû â �îðìèðîâàíèè àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ.

�èñóíîê 1 �èñóíîê 2
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âîðîâè÷ È.È., Þäèí À.Ñ., Ñà�ðîíåíêî Â. �. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû âçàäà÷àõ âèáðîàêóñòèêè îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé // Êîíñòðóêöèè èç êîìïîçèöè-îííûõ ìàòåðèàëîâ. 2000. � 2. Ñ. 7�18.[2℄ Âîðîâè÷ È.È., Öèîíñêèé À.ß., Þäèí À.Ñ. Ìåòîä ñîáñòâåííûõ �îðì ðåøåíèÿçàäà÷è î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, ïîäêðåïëåííîé ðåáðàìè, âæèäêîñòè // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë. 1983. Ò. 29, � 6. Ñ. 744�748.



176 Ñà�ðîíåíêî Â. �., Äîí÷åíêî Å.Í., Øóòüêî Â.Ì.[3℄ Áàéáóðòÿí Â.À., Äðîçäîâ À.Þ., Ñà�ðîíåíêî Â. �., Öèîíñêèé À.ß. �àñ÷åò ïîëÿäàâëåíèÿ ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â æèä-êîñòè // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë. 1984. Ò. 30, � 5. Ñ. 702.[4℄ Âàñèëüåâ Â.Â., Ïðîòàñîâ Â.Ä., Áîëîòèí Â.Â. è äð. Êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû:Ñïðàâî÷íèê. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1990. 512 ñ.[5℄ Þäèí À.Ñ., ßöåíêî Ì.Í. Âèáðîàêóñòèêà îáîëî÷êè ñ êîëüöåâûìè ðåáðàìè ïåðå-ìåííîé æåñòêîñòè // Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè äå�îð-ìèðóåìûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. 1995. Âûï. 2. Ñ. 97�105.[6℄ Ñòåïàíåíêî Þ.Ï., Èñàåâ Ê.Â., Àçàðîâ À.Ä. Ìîäåëèðîâàíèå òåðìîìåõàíè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîéñðåäû. Òð. II Ìåæäóíàð. êîí�. ã.�îñòîâ-íà-Äîíó, 19-20 ñåíò. 1996ã. �îñòîâ-í/Ä: ÌÏ¾Êíèãà¿, 1997. Ò. 1. Ñ. 118�123.[7℄ Ñà�ðîíåíêî Â. �., Þäèí À.Ñ. Ìîäàëüíûå óðàâíåíèÿ âèáðîäèíàìèêè êîìïîçèòíûõñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ îáîëî÷åê // Ñîâpåìåííûå ïpîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîéñpåäû. Òðóäû IV Ìåæäóíàpîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè: �îñòîâ-íà-Äîíó, 27�28 îêò.1998ã. �îñòîâ-í/Ä: Èçä. ÑÊÍÖ ÂØ, 1998. Ò. 2. Ñ. 154�157.Safronenko V.G., Don
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ÀË�Î�ÈÒÌ ×ÈÑËÅÍÍÎÉ �ÅÀËÈÇÀÖÈÈÒÅ�ÌÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÄËß ÎÏÈÑÀÍÈßÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ Ñ�ÅÄÛÑâîáîäèíà Ê.Ñ.Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, ÊðàñíîÿðñêÂ äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ãåîìåò-ðè÷åñêè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîäåëè, êîòîðûé â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàçâèòüíà îáùèé ñëó÷àé. �àçíîñòíàÿ ñõåìà ðàçðàáîòàíà íà îñíîâå ìåòîäà Èâàíîâà ïîñòðîåíèÿäèññèïàòèâíûõ ñõåì ñ êîíòðîëèðóåìîé èñêóññòâåííîé äèññèïàöèåé ýíåðãèè. Îíà ÿâëÿ-åòñÿ ñõåìîé òèïà ïðåäèêòîð�êîððåêòîð, íåÿâíîé íà øàãå ïðåäèêòîð è ÿâíîé íà øàãåêîððåêòîð. Íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä òðåõäèàãîíàëüíîé ïðîãîíêè, íà âòîðîìâû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.Ââåäåíèå. �àññìàòðèâàåì óïðîùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äå�îðìèðî-âàíèÿ, ïðè êîòîðîì óïðóãèì èçìåíåíèåì �îðìû ÷àñòèö ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ò. ê.îíî íåçíà÷èòåëüíî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàñòè÷åñêèì �îðìîèçìåíåíèåì. Óðàâíå-íèå ñîñòîÿíèÿ ñðåäû äëÿ äàâëåíèÿ p, ïëîòíîñòè ρ è óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè
U îïèñûâàåò óïðóãóþ äå�îðìàöèþ îáúåìà. Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, îñíîâàí-íûå íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà ìîùíîñòè äèññèïàöèè ýíåðãèè �îðìóëèðóþò îïðå-äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ [2℄

ρv̇k = −p,k + τkj,j, ρ̇+ ρvk,k = 0, p = p (ρ, U) ,

ρU̇ =
pρ̇

ρ
+ τkjekj , ekj =

1

2
(vk,j + vj,k) +

ρ̇

3ρ
δkj, (1)

(τ̃kj − τkj) 6 0, f (τkj, ρ, U) 6 0, f (τ̃kj , ρ, U) 6 0.Çäåñü vk � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè, τkj è ekj � êîìïîíåíòû äåâèàòîðà òåí-çîðà íàïðÿæåíèé è òåíçîðà ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè, δkj � ñèìâîë Êðîíåêåðà,
f � �óíêöèÿ òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïåðåõîä èç óïðóãîãî ñîñòî-ÿíèÿ â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. ×åðåç τ̃kj îáîçíà÷åíû ïðîèçâîëüíûå äîïóñòèìûåâàðèàöèè íàïðÿæåíèé. Íèæíèé èíäåêñ ïîñëå çàïÿòîé îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèç-âîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Òî÷êîé íàä ñèìâîëîìîáîçíà÷àåòñÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.Â îòëè÷èå îò áîëåå îáùåé ìîäåëè Óèëêèíñà [1℄, ó÷èòûâàþùåé óïðóãîïëàñòè-÷åñêîå �îðìîèçìåíåíèå, â êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò óïðóãîãî ïîòåíöèàëà äå�îðìè-ðîâàíèÿ, ýòà ìîäåëü ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò ïîñòóëàòàì íåîáðàòèìîé òåðìîäè-íàìèêè. Îíà â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà è Òðåñêà�Ñåí-Âåíàíà êîððåêòíî îïèñûâàåò êëàññû ðàçðûâíûõ ðåøåíèé ñ óäàðíûìè âîëíàìè �äâèæóùèìèñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâà ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé [2, 3℄. �àññìàò-ðèâàåìàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ îãðàíè÷åííîãî êëàññàïðîöåññîâ, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ áîëüøèìè ïëàñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè, ïî ñðàâ-íåíèþ ñ êîòîðûìè óïðóãèìè äå�îðìàöèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðè ïîñòàíîâêå



178 Ñâîáîäèíà Ê.Ñ.êðàåâûõ çàäà÷ ê ñèñòåìå (1) äîëæíû áûòü äîáàâëåíû íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ èñêî-ìûõ âåëè÷èí: vk, ρ, p, è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ñêîðîñòåé èëè íàïðÿæåíèé.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ãåî-ìåòðè÷åñêè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîäåëè, êîòîðûé â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿðàçâèòü íà îáùèé ñëó÷àé. Ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿ-åòñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Îäíîìåðíûå ñèñòåìûïîñëå âÿçêîóïðóãîé ðåãóëÿðèçàöèè ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷å-ñêèì ïðîöåññàì. Ñíà÷àëà íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ñòðîèòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìûóðàâíåíèé âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ áîëüøèì êîý��èöèåíòîì âÿçêîñòè, îïè-ñûâàþùåé íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû äî íàñòóïëåíèÿ ïëà-ñòè÷íîñòè, çàòåì ðåøåíèå êîððåêòèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà,ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. �àçíîñòíàÿñõåìà äëÿ óðàâíåíèé âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ðàçðàáîòàíà íà îñíîâå ìåòî-äà Èâàíîâà [4℄ ïîñòðîåíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñõåì ñ êîíòðîëèðóåìîé èñêóññòâåííîéäèññèïàöèåé ýíåðãèè. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, íåÿâíîé íàøàãå ïðåäèêòîð è ÿâíîé íà øàãå êîððåêòîð. Íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäòðåõäèàãîíàëüíîé ïðîãîíêè, íà âòîðîì âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ íà îñíîâå èíòåãðàëü-íûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ òàêîé ñõåìû àëãîðèòì êîððåêòèðîâêè ðåøåíèÿ íåòðåáóåò èòåðàöèé è ðåàëèçóåòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû, àíàëîãè÷íîé ïðî-öåäóðå êîððåêòèðîâêè íàïðÿæåíèé Óèëêèíñà.Îñíîâíàÿ ÷àñòü. Áîëåå äåòàëüíî, äëÿ óïðîùåííîãî âàðèàíòà ãåîìåòðè÷åñêèëèíåéíîé ìîäåëè ñîîòíîøåíèÿ (1) â ñèëó ñèììåòðèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðèíè-ìàþò âèä
ρvk,t = −p,k + τkj,j, p,t = −ρc2vi,i, (2)

(τ̃kj − τkj) vk,j 6 0, f (τkj) 6 0, f (τ̃kj) 6 0,ãäå c � ñêîðîñòü óïðóãèõ âîëí, f � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ òåêó÷åñòè, çàâèñÿùàÿòîëüêî îò êîìïîíåíò äåâèàòîðà. Âÿçêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ óðàâíåíèé óïðóãîãî äå-�îðìèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå (η � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè):
ρvk,t = −p,k + τkj,j,

p,t = −ρc2vk,k, (3)
τkj = η (vk,j + vj,k − 2/3vi,iδkj) .Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì ïðåäïîëàãàåò ÷èñëåííîå ðåøå-íèå ýòîé ñèñòåìû íà ïåðâîì ýòàïå. Íà âòîðîì ýòàïå, íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíèðåøàåòñÿ âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî

(τ̃kj − τkj) (τkj − ηvk,j) > 0, f (τkj) 6 0, f (τ̃kj) 6 0. (4)â êîòîðîì ãðàäèåíòû ñêîðîñòè vkj áåðóòñÿ ñ ïåðâîãî ýòàïà. Òåîðåòè÷åñêîé îñíî-âîé òàêîãî ïîäõîäà ñëóæèò òîò �àêò, ÷òî ïðè η → ∞ íåðàâåíñòâî (4) àïïðîê-ñèìèðóåò âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, âõîäÿùåå â ñèñòåìó (2). �åøåíèå íåðàâåí-ñòâà (4) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ òåíçîðà óïðóãèõ íàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííîãîïî �îðìóëå (3), íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî â äåâèàòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìîå



Àëãîðèòì ÷èñë. ðåàëèç. òåðìîìåõàí. ìîäåëè äèíàìèêè ïëàñò. ñðåäû 179íåðàâåíñòâîì f (τkj) 6 0. Òàê âûãëÿäèò ïðîöåäóðà êîððåêòèðîâêè íàïðÿæåíèé,ðåàëèçóþùàÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ íåîáðàòèìîãî äå�îðìèðîâàíèÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåí-íûì ïåðåìåííûì, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè îäíîìåðíûõ ñèñòåìòèïà:
ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
+
∂τ

∂x
,
∂p

∂t
= −ρc2 ∂v

∂x
, τ = η

∂v

∂x
. (5)Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû (5) â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ìåòîäîì Èâàíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

ρ
∂v

∂t
= −∂p

′

∂x
+
∂τ ′

∂x
,
∂p

∂t
= −ρc2∂v

′

∂x
, τ = η

∂v′

∂x
. (6)â êîòîðîé v′, p′ è τ ′ � âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè, íå ðàâíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, v, pè τ . Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (6) íà v, âòîðîå � íà p, òðåòüå � íà τ , è ñóììèðóÿðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè:

∂

∂t

(
ρv2

2
+

p2

2ρc2

)
+
τ 2

η
=
∂(−p′ + τ ′)v′

∂x
− (v′ − v)

∂(−p + τ)

∂x
+ (7)

+(p′ − p)
∂v′

∂x
− (τ ′ − τ)

∂v′

∂x
.Çàìûêàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé çàïèñûâàåì â ñëåäóþùåé �îðìå:



v′ − v
p′ − p
τ ′ − τ


 = D

∂

∂x



−p′ + τ
−v′
−v′


 .Çäåñü D � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ 3 × 3 � ìàòðèöà ñ ìàëûìè êîý�-�èöèåíòàìè. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè èç óðàâíåíèÿ (7) âûòåêàåòíåðàâåíñòâî, ãàðàíòèðóþùåå äèññèïàòèâíîñòü ðàñøèðåííîé ñèñòåìû:

∂

∂t

(
ρv2

2
+

p2

2ρc2

)
+
τ 2

η
6=

∂(−p′ + τ ′)v′

∂x
. (8)Ïðè ñòðåìëåíèè ìàòðèöû D ê íóëþ ñèñòåìà (6) ïðåîáðàçóåòñÿ â èñõîäíóþ ñè-ñòåìó (5), à èç óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ýòîé ñèñòåìû.Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðîâåäåííûå ðàññóæ-äåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ íà äèñêðåòíîì óðîâíå. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â âèäåðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ãäå t è h � øàãè ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè è ïî ïðî-ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâåííî:

ρ
vj − vj

∆t
= −pj+1/2 − pj−1/2

h
+
τj+1/2 − τj−1/2

h
, (9)

pj − pj

∆t
= −ρc2 vj+1/2 − vj−1/2

h
, τj = η

vj+1/2 − vj−1/2

h
.Çäåñü âåëè÷èíû ñ öåëûìè èíäåêñàìè j = 1, . . . , n, àïïðîêñèìèðóþùèå îñíîâ-íûå �óíêöèè, îòíîñÿòñÿ ê íèæíåé è âåðõíåé ãðàíÿì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé



180 Ñâîáîäèíà Ê.Ñ.ÿ÷åéêè ñåòêè, à âåëè÷èíû ñ äðîáíûìè èíäåêñàìè, àïïðîêñèìèðóþùèå âñïîìîãà-òåëüíûå �óíêöèè, îòíîñÿòñÿ ê åå áîêîâûì ãðàíÿì. Ñèñòåìà (8) ïî �èçè÷åñêèìïðîöåññàì ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå ïîäñèñòåìû, âûïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíûé çàêîí ñî-õðàíåíèÿ ýíåðãèè, ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå è íàõîäÿòñÿ ðàçðåøà-þùèå óðàâíåíèÿ.Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðîé íà øàãå ïðåäèê-òîð ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä òðåõäèàãîíàëüíîé ïðîãîíêè, à øàã êîððåêòîð âûïîëíÿåòñÿïî �îðìóëàì ÿâíîãî ïåðåñ÷åòà ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå, àïïðîêñèìèðóþùèì èíòåãðàëü-íûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (6).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 11-01-00053).Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Ñàäîâñêîìó Â.Ì. çà âíèìàíèå êðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Óèëêèíñ Ì.Ë. �àñ÷åò óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òå÷åíèé // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû âãèäðîäèíàìèêå. Ì.: Ìèð, 1967. Ñ. 212�263.[2℄ Ñàäîâñêèé Â.Ì. Ê òåîðèè óäàðíûõ âîëí â ñæèìàåìûõ ïëàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ // Èç-âåñòèÿ �ÀÍ: Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà, 2001 � 5. Ñ. 87�95[3℄ Ñàäîâñêèé Â.Ì. �àçðûâíûå ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ äèíàìèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä.Ì.: Íàóêà, 1997. 208 ñ.[4℄ Èâàíîâ �.Â., Âîë÷êîâ Þ.Ì., Áîãóëüñêèé È.Î., Àíèñèìîâ Ñ.À., Êóðãóçîâ Â.Ä.×èñ-ëåííîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ òâåð-äûõ òåë. Íîâîñèáèðñê: Ñèá. óíèâ. èçä-âî. 2002. 352 ñ.Svobodina K. S. Algorithm of the numeri
al solution of the thermome
hani
al model usedfor des
ription of the dynami
s of plasti
 medium. In this paper we propose a 
ost-e�e
tivealgorithm for the numeri
al realization of geometri
ally linear approximation model, whi
hin the future we plan to develop in the general 
ase. The di�eren
e s
heme developed onthe basis of Ivanov's method of building dissipative s
hemes with 
ontrolled arti�
ial energydissipation. It is the predi
tor-
orre
tor s
heme. It is impli
it on the step of the predi
tor andit is expli
it on the 
orre
tor step. In the �rst step the TriDiagonal Matrix Algorithm is used,on the se
ond step 
al
ulations are made on the basis of integral 
onservation laws.
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1ÎÎÎ ¾Åâðîñî�ò¿, Ìîñêâà

2Èíñòèòóò àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ �ÀÍ, ÌîñêâàÏðåäëîæåíû êðèòåðèè ïîèñêà îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ïîñòóïàòåëüíîãî ñåéñìè÷åñêîãîâîçäåéñòâèÿ ïðè ðàñ÷åòå ñîîðóæåíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ëèíåéíî-ñïåêòðàëüíîé òåîðèè. �àçðàáîòàííûå àëãîðèòìû íà îñíîâå êðèòåðèåâ ïîçâîëÿþò ñîêðà-òèòü îáúåì âû÷èñëåíèé â ñëó÷àå àíàëèçà ìíîãèõ íàïðàâëåíèé. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåí-íûõ ýêñïåðèìåíòîâ óäàëîñü ïîëó÷èòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü îïàñíîå íà-ïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóê-öèè áëèçêîå ê ìàêñèìàëüíîìó.1. Ââåäåíèå. Ñåéñìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ ìîãóò èìåòü ëþáîå íàïðàâëåíèåâ ïðîñòðàíñòâå. Ïðè àíàëèçå ñåéñìîñòîéêîñòè çäàíèé è ñîîðóæåíèé íà îñíîâåëèíåéíî-ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùèåíàïðàâëåíèÿ ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ:- íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåèìóùåñòâåííîé îðèåíòàöèè íèçøèõ �îðìñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîðóæåíèÿ; ýòî ïðàâèëî îáû÷íî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðå-íèþ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé ãîðèçîíòàëüíîãî âîçäåéñòâèÿ, à òàêæå âåð-òèêàëüíîãî ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, åñëè îíî äîëæíî áûòü ó÷òåíî ïî óêàçàíèþíîðì (ñì., íàïðèìåð, ï. 5.4 [1℄);- íàïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ìàêñèìóìû ñåéñìè÷åñêîé ðåàêöèèñîîðóæåíèÿ ïðè ó÷åòå âñåõ çíà÷èìûõ ñîáñòâåííûõ �îðì;- íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåñòîïîëîæåíèþ âîçìîæíûõ î÷àãîâ çåìëå-òðÿñåíèé â îêðåñòíîñòè ïëîùàäêè ñòðîèòåëüñòâà.Íàïðàâëåíèÿ âîçäåéñòâèé ïåðâûõ äâóõ ãðóïï îêàçûâàþòñÿ äëÿ çäàíèé íàè-áîëåå îïàñíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå âåëè÷èíû ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ýêñòðåìàëüíûå âåëè÷èíû îäíîãî ïà-ðàìåòðà äëÿ ðàçíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ çäàíèÿ äîñòèãàþòñÿ ïðè ðàçëè÷-íûõ íàïðàâëåíèÿõ âîçäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîç-äåéñòâèÿ íà çäàíèå â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, è äëÿ îáåñïå÷åíèÿíàäåæíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé ñëåäóåò ðàññìîòðåòü èõ âñå.Îïàñíûå íàïðàâëåíèÿ âîçäåéñòâèÿ îïðåäåëÿþò ðàñ÷åòíûì ïóòåì [2℄. Ïðè ýòîìæåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòûå êðèòåðèè, ïîçâîëÿþùèå ðåøèòü ýòó çàäà÷ó áåçïðîâåäåíèÿ ïîëíîãî öèêëà òðóäîåìêèõ ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ êîíñòðóêöèé. Â ñòà-òüå ïðåäëîæåíû ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåé-ñòâèÿ ïðè ðàñ÷åòå êîíñòðóêöèé ïî ëèíåéíî-ñïåêòðàëüíîé òåîðèè íà îñíîâå ìåòîäàêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.2. Ïàðàìåòðû ñåéñìè÷åñêîé ðåàêöèè ñîîðóæåíèÿ. Ïðè ïðèìåíåíèèëèíåéíî-ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà âåêòîð óçëîâûõ ñåéñìè÷åñêèõ íàãðóçîê ïî
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j-é �îðìå êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê [3℄:

{Sj} = Id[M ]{ηj}βj, (1)ãäå:
Id � ðàñ÷åòíàÿ èíòåíñèâíîñòü ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ (ðàñ÷åòíîå óñêîðåíèåîñíîâàíèÿ ñ ó÷åòîì êîððåêòèðóþùèõ êîý��èöèåíòîâ);
[M ] � ìàòðèöà ìàññ êîíñòðóêöèè;
{ηj} � âåêòîð êîý��èöèåíòîâ �îðìû êîëåáàíèé, âû÷èñëÿåìûé ïî �îðìóëå:

{ηj} = {Φj}
{Φj}T [M ]{B}
{Φj}T [M ]{Φj}

; (2)
{Φj} � âåêòîð j-é ñîáñòâåííîé �îðìû;
{B} � âåêòîð îðèåíòàöèè ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ñâÿçûâàþùèé äâèæåíèÿîñíîâàíèÿ ñ äâèæåíèÿìè ñèñòåìû êàê àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà â íàïðàâëåíèèêàæäîé ñòåïåíè ñâîáîäû;
βj � êîý��èöèåíò äèíàìè÷íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðèîäó êîëåáàíèé ïî�îðìå j.Çàìåòèì, ÷òî �îðìóëû (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì �îðìóë (2) è (5) [1℄íà ñëó÷àé ïðèìåíåíèÿ ïîëíîé ìàòðèöû ðàñïðåäåëåííûõ ìàññ; ïðè äèàãîíàëüíîéìàòðèöå ìàññ ýòè �îðìóëû è ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû [1℄ ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷-íûìè.Åñëè ñîáñòâåííûé âåêòîð {Φj} ÿâëÿåòñÿ [M ]-îðòîãîíàëüíûì è íîðìèðîâàííûì,ò. å. {Φj}T [M ]{Φj} = 1, ïîëó÷èì:

{ηj} = {Φj}{Φj}T [M ]{B} = {Φj}Hj, (3)ãäå Hj = {Φj}T [M ]{B}.Âåêòîð ïåðåìåùåíèé îò ñòàòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ íàãðóçîê (1):
{δj} = [K]−1{Sj} = Id[K]−1[M ]{ηj}βj , (4)ãäå [K] � ìàòðèöà æåñòêîñòè êîðñòðóêöèè.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî [K]−1[M ]{Φj} = 1

ω2
j

{Φj}, ãäå ω2
j � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáà-íèé ïî j-é �îðìå, �îðìóëà (4) ïðèìåò âèä:

{δj} = {ηj}
Idβj

ω2
j

= {Φj}
IdβjHj

ω2
j

. (5)Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé äå�îðìàöèè ïî j-é �îðìå ðàâíà ðàáîòå ñèë èíåð-öèè {Sj} íà ïåðåìåùåíèÿõ {δj}:
Wj =

1

2
{δj}T{Sj} =

1

2
(
Idβj

ω2
j

)2{ηj}2[M ]{ηj} =
1

2
(
IdβjHj

ω2
j

)2. (6)Îöåíêó ïîëíîé äèíàìè÷åñêîé ðåàêöèè ñîîðóæåíèÿ ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå ñóììè-ðîâàíèÿ âåëè÷èí (1), (5) è (6) ïî ó÷èòûâàåìûì â ðàñ÷åòå �îðìàì ñîáñòâåííûõêîëåáàíèé, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè [2℄.
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µj =

{ηj}T [M ]{ηj}
{B}T [M ]{B} =

({Φj}T [M ]{B})2

{B}T [M ]{B} =
(Hj)

2

{B}T [M ]{B} , (7)íàçûâàåìàÿ ý��åêòèâíîé ìîäàëüíîé ìàññîé ïðè ñåéñìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè â çà-äàííîì íàïðàâëåíèè [3�6℄. Â ÷àñòíîñòè, ýòó âåëè÷èíó èñïîëüçóþò äëÿ îöåíêèâêëàäà �îðìû êîëåáàíèé â ñåéñìè÷åñêóþ ðåàêöèþ, à ñóììó ýòèõ âåëè÷èí, ïî-ñêîëüêó ïðè îïðåäåëåíèè âñåõ �îðì êîëåáàíèé ñèñòåìû îíà áóäåò ðàâíà åäèíè-öå, � äëÿ îöåíêè äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ñîáñòâåííûõ �îðì, ó÷èòûâàåìûõ ïðèñåéñìè÷åñêîì àíàëèçå [1℄.Åñëè ïðè ðàñ÷åòå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü áîëüøîå ÷èñëî âîçìîæíûõ íàïðàâ-ëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, òî îáúåì âû÷èñëåíèé ìîæíî ñîêðàòèòü, ïðåä-âàðèòåëüíî âû÷èñëèâ ý��åêòèâíûå ìîäàëüíûå ìàññû ïðè íàïðàâëåíèè ñåéñìè÷å-ñêîãî âîçäåéñòâèÿ âäîëü îñåé 1,2,3 ëþáîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:
µjp =

({Φj}T [M ]{Bp})2

{Bp}T [M ]{Bp}
, p = 1, 2, 3. (8)Òîãäà âåëè÷èíó Hj ïðè ñåéñìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèèìîæíî îïðåäåëèòü êàê

Hj = {Φj}T [M ]
3∑

p=1

{Bp}rp =
3∑

p=1

rjp
√
mpµjp , (9)ãäå rp � êîý��èöèåíòû, çàâèñÿùèå îò îðèåíòàöèè ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ îò-íîñèòåëüíîé îñåé 1,2,3; rjp � êîý��èöèåíòû ñ ó÷åòîì çíàêà ñîîòâåòñòâóþùåãîïðîèçâåäåíèÿ {Φj}T [M ]{Bp}; mp � ý��åêòèâíûå ìàññû ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâóþ-ùåì íàïðàâëåíèè, ðàâíûå çíàìåíàòåëÿì â �îðìóëàõ (8). Â ýòîì ñëó÷àå ý��åê-òèâíàÿ ìîäàëüíàÿ ìàññà â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿìîæåò áûòü íàéäåíà ïî �îðìóëå:

µjp =
(Hj)

2

{B}T [M ]{B} =
H2

j∑3
p=1mpr2

p

. (10)3. Êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷åñêîãîâîçäåéñòâèÿ. Êîý��èöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ j-é �îðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîðóæåíèÿ, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ñëåäóþ-ùèì �îðìóëàì:
rjl =

mlµjl√∑3
p=1(mpµjp)2

=
H2

jl√∑3
p=1H

4
jp

, l = 1, 2, 3. (11)Âûïîëíåíèå òàêîãî ðàñ÷åòà äëÿ îñíîâíûõ �îðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîðó-æåíèÿ îáåñïå÷èò îïðåäåëåíèå îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿïåðâîé ãðóïïû.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ âòîðîéãðóïïû, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ìàêñèìóìû äèíàìè÷åñêîé ðåàêöèè ñîîðóæåíèÿ



184 Ñèìáèðêèí Â.Í., ßêóøåâ Â.Ë., Ôèëèìîíîâ À.Â.ñ ó÷åòîì íåñêîëüêèõ ñîáñòâåííûõ �îðì, ââåäåì ïîíÿòèÿ óäåëüíûõ îáîáùåííûõ âå-ëè÷èí ñåéñìè÷åñêîé ñèëû S̄, ïåðåìåùåíèÿ ∆̄ è ðàáîòû (ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè)
W̄ . Ìîäàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ýòèõ âåëè÷èí îïðåäåëèì ïî �îðìóëàì:

S̄j = βj|Hj|, ∆̄j =
βj|Hj|
ω2

j

, W̄j =
1

2
(
βj |Hj|
ωj

)2. (12)Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ áóäåìðàññìàòðèâàòü íàïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ìàêñèìóìû âåëè÷èí S̄, ∆̄è W̄ . Îïðåäåëåíèå ýòèõ íàïðàâëåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ïðè àëãåáðàè÷åñêîì ñóììèðîâàíèè ìîäàëüíûõ ñîñòàâëÿþ-ùèõ �îðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
S̄ =

N∑

j=1

S̄j → max, ∆̄ =
N∑

j=1

∆̄j → max, W̄ =
N∑

j=1

W̄j → max (13)ãäå N � êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ â ðàñ÷åòå �îðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Íåèç-âåñòíûìè â êàæäîé èç òðåõ çàäà÷ (13) ÿâëÿþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå èç òðåõ âå-ëè÷èí, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî îñåéâûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Çàäà÷è (13) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîìïðèìåíåíèå �îðìóëû (9) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû Hj ïîçâîëÿåò ìíîãîêðàòíîóâåëè÷èòü ñêîðîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà.Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèÿ S̄j

S̄
,

∆̄j

∆̄
,

W̄j

W̄
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêóâêëàäà j-é �îðìû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â ñîîòâåòñòâóþùèé ïîêàçàòåëü ñåéñìè-÷åñêîé ðåàêöèè.4. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû. Äëÿ àïðîáàöèè ïîëó÷åííûõ êðèòåðèåâ áûëè ïðîâå-äåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ ìîäåëåé ñòðîèòåëüíûõ ñîîðóæå-íèé, ðàçðàáîòàííûõ â ÖÍÈÈÑÊ èì. Êó÷åðåíêî. Áîëåå äåòàëüíî ñ ïîëó÷åííûìèðåçóëüòàòàìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [7℄.5. Âûâîäû.1. Ïðåäëîæåíû è ñ�îðìóëèðîâàíû êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïàñíûõ íàïðàâ-ëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííûå ñîîðóæåíèÿ, ïðè âûïîë-íåíèè êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ìàêñèìóìû îáîáùåííûõ âåëè÷èí ñåéñìè÷åñêîé íà-ãðóçêè, ïåðåìåùåíèé è ðàáîòû èíåðöèîííûõ ñèë. Ïðåäëîæåííûå êðèòåðèè ëåãêîðåàëèçóþòñÿ â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ëèíåéíî-ñïåêòðàëüíîãî ðàñ÷åòà ñîîðóæåíèé íàîñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.2. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî êðèòåðèé ìàêñè-ìàëüíîé îáîáùåííîé ðàáîòû ñèë èíåðöèè (ýíåðãèè óïðóãîé äå�îðìàöèè) îáåñ-ïå÷èâàåò îïðåäåëåíèå òîãî íàïðàâëåíèÿ ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîìíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèè â öåëîì áëèçêî ê ìàêñèìàëüíîìó. Ýòîò êðè-òåðèé ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ îäíîãî èç ðàñ÷åòíûõ íàïðàâ-ëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ïðè ðàñ÷åòå êîíñòðóêöèé ïî ïåðâîé ãðóïïå ïðå-äåëüíûõ ñîñòîÿíèé. Äðóãèå ðàññìîòðåííûå êðèòåðèè (13), îñíîâàííûå íà óñëîâèèäîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà îáîáùåííîé ñåéñìè÷åñêîé íàãðóçêè è îáîáùåííîãî ïåðå-ìåùåíèÿ êîíñòðóêöèè, îêàçàëèñü ìåíåå ý��åêòèâíûìè.



Êðèòåðèè îïðåäåëåíèÿ îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ 185
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ÑÏ 14.1330.2011. Ñòðîèòåëüñòâî â ñåéñìè÷åñêèõ ðàéîíàõ. Àêòóàëèçèðîâàííàÿ ðå-äàêöèÿ ÑÍèÏ II-7-81* // Ìèíðåãèîí �îññèè, 2010. 84 ñ.[2℄ Íàçàðîâ Þ.Ï. Àíàëèòè÷åñêèå îñíîâû ðàñ÷åòà ñîîðóæåíèé íà ñåéñìè÷åñêèå âîçäåé-ñòâèÿ. Ì.: Íàóêà, 2010. 468 ñ.[3℄ Áåçäåëåâ Â. Â., Áóêëåìèøåâ À.Â., Ñóòûðèí Þ.À. Ïðåäëîæåíèÿ ïî êîððåêòèðîâêåÑÍèÏ ¾Ñòðîèòåëüñòâî â ñåéñìè÷åñêèõ ðàéîíàõ¿ â ÷àñòè �îðìóëèðîâàíèÿ ñïåê-òðàëüíîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà. × 1. // Ñåéñìîñòîéêîå ñòðîèòåëüñòâî. Áåçîïàñíîñòü ñî-îðóæåíèé. 2000. � 6. Ñ. 43�47.[4℄ Áèðáðàåð À.Í. �àñ÷åò êîíñòðóêöèé íà ñåéñìîñòîéêîñòü. ÑÏá.: Íàóêà, 1998. 255 ñ.[5℄ Ôèàëêî Ñ.Þ. �åàëèçàöèÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå SCAD áëî÷íîãî ìåòîäà Ëàíöî-øà ñî ñäâèãàìè ïðèìåíèòåëüíî ê ñåéñìè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ // CADmaster. � 40.2007. Ñ. 102�105.[6℄ Cèìáèðêèí Â.Í., Ôèëèìîíîâ À.Â. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ �îðì êîëåáàíèé ïðèðàñ÷åòå ñîîðóæåíèé íà ñåéñìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ // Ïðîìûøëåííîå è ãðàæäàíñêîåñòðîèòåëüñòâî. 2012. � 3. Ñ. 27�30.[7℄ Ñèìáèðêèí Â.Í., Ôèëèìîíîâ À.Â./ Îïðåäåëåíèå îïàñíûõ íàïðàâëåíèé ñåéñìè÷å-ñêîãî âîçäåéñòâèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîîðóæåíèé // Âåñòíèê ÍÈÖ ¾Ñòðîèòåëü-ñòâî¿. Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ñîîðóæåíèé: Ñá. ñòàòåé. Âûï. 6 (XXXI) / ïîä ðåä.È.È. Âåäÿêîâà è �.Ñ. Âàðäàíÿíà. Ì.: ÍÈÖ ¾Ñòðîèòåëüñòâî¿. 2012. Ñ. 23�30.Simbirkin V.N., Yakushev V. L., Filimonov A.V. The 
riteria for determining thedangerous dire
tion of the seismi
 a
tion in stru
tures analysis. This paper provides methodsfor some dangerous dire
tions 
al
ulation in seismi
 analysis of stru
tures based on linearspe
tral theory. The developed algorithms based on these 
riteria 
an redu
e the amountof 
omputation in the 
ase of the analysis of many dire
tions. A

ording to the results ofnumeri
al experiments su

eeded to obtain an algorithm to determine the dangerous dire
tion,at whi
h the stress-strain state of the stru
ture 
lose to the maximum.



ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÂÎÉÑÒÂ ÌÀÒÅ�ÈÀËÀÏÎ ÄÈÀ��ÀÌÌÅ ×ÈÑÒÎ�Î ÈÇ�ÈÁÀÑòðóæàíîâ Â.Â.Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ ÓðÎ �ÀÍ, ÅêàòåðèíáóðãÎñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè äèàãíîñòèêå è êîíòðîëå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîäàâëÿþùåå÷èñëî �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí íå ìîæåò áûòü èçìåðåíî íåïîñðåäñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,âîçíèêàåò çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïî ðåçóëüòàòàì èõ èçìåðåíèé.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûé ýëåìåíò â âèäå áàëêè ïðÿìîóãîëü-íîãî ñå÷åíèÿ è ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ðàñ÷åòà ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûìðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ïðè ÷èñòîì èçãèáå.1. Ïóñòü èçó÷àåìûé îáúåêò õàðàêòåðèçóåòñÿ ýëåìåíòîì zT , ïðèíàäëåæàùèììíîæåñòâó F . ×àñòî zT íåäîñòóïåí äëÿ ïðÿìîãî èçó÷åíèÿ, è èññëåäóåòñÿ íåêîòî-ðîå åãî ïðîÿâëåíèå AzT = uT (uT ∈ AF , ãäå AF � îáðàç ìíîæåñòâà F ïðè åãîîòîáðàæåíèè, îñóùåñòâëÿåìîì îïåðàòîðîì A). Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå
Az = u (1)èìååò ðåøåíèå íà F òîëüêî äëÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ u, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíî-æåñòâó AF . Ýëåìåíò u îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èçìåðåíèé è ïîýòîìó èçâåñòåíïðèáëèæåííî.Ïóñòü u∆ � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü ìîæåò èäòè ëèøü îíàõîæäåíèè ïðèáëèæåííîãî ê zT ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Az = u∆. (2)Ïðè ýòîì u∆, âîîáùå ãîâîðÿ,íå ïðåíàäëåæèò ìíîæåñòâó AF . Îïåðàòîð A âîìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêîâ, ÷òî îáðàòíûé åìó îïåðàòîð A−1 íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-íûì. Íàïðèìåð, îïåðàòîð A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Â ýòèõóñëîâèÿõ íåëüçÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áðàòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ (1) ñ ïðèáëèæåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òî åñòü íåëüçÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ áðàòü ýëåìåíò z = A−1u∆, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, òàêîãî ðåøåíèÿ ìîæåò íåñóùåñòâîâàòü íà ìíîæåñòâå F , ïîñêîëüêó u∆ ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó

AF (íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå êîððåêòíîñòè ïî Àäàìàðó), âî-âòîðûõ, òàêîåðåøåíèå, äàæå åñëè îíî ñóùåñòâóåò, íå áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè,ïîñêîëüêó îáðàòíûé îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (íå âûïîëíÿåòñÿ òðåòüåóñëîâèå êîððåêòíîñòè).Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõçàäà÷, óñòîé÷èâûõ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ, îñíîâûâàåòñÿ íà èñ-ïîëüçîâàíèè äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ. Øèðîêî ðàñ-ïðîñòðàíåííûì â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå ñïîñîáîì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîäáîðà. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ z



Îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà 187íåêîòîðîãî çàðàíåå çàäàííîãî ïîäêëàññà âîçìîæíûõ ðåøåíèé B ⊂ F âû÷èñëÿ-åòñÿ îïåðàòîð Az, òî åñòü ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ áåðåòñÿ òàêîé ýëåìåíò z0 ∈ B íà êîòîðîì íåâÿçêà ρ(Az0, u∆) äîñòèãàåòìèíèìóìà [1, 2℄, òî åñòü
ρ(Az0, u∆) = infz∈Bρ(Az, u∆).Çäåñü ρ(Az0, u∆) � ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè Az0 è u∆ â íåêîòîðîé ìåòðèêå.2. �àññìîòðèì ÷èñòûé èçãèá áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, èìåþùåãî âû-ñîòó h è øèðèíó b. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé òåíçî-ðà íàïðÿæåíèé áóäåò ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå σx = σ, à ïðîäîëüíàÿ äå�îðìàöèÿ

εx = ε ëèíåéíî ðàñïðåäåëåíà ïî âûñîòå áàëêè (ðèñóíîê 1). Ïîëàãàåì, ÷òî çàâè-ñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò äå�îðìàöèé σ(ε) îäèíàêîâà äëÿ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ.Òîãäà íåéòðàëüíàÿ ëèíèÿ íå ìåíÿåò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ ïðè èçãèáå è ïðîõîäèò ïî-ñåðåäèíå áàëêè, ñîâïàäàÿÿ ñ îñüþ ñèììåòðèè Ox (ðèñóíîê 1). Îòñþäà ε1 = κh/2,
ε2 = −κh/2, ãäå κ � êðèâèçíà áàëêè, ε1, ε2 � äå�îðìàöèè íàèáîëåå ðàñòÿíóòûõ èñæàòûõ âîëîêîí.

�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå äå�îðìàöèéÓðàâíåíèå ÷èñòîãî èçãèáà, ñâÿçûâàþùåå èçãèáàþùèé ìîìåíò M è êðèâèçíóáàëêè, èìååò âèä [3℄
2b

∫ κh/2

0

ε

κ2
σ(ε)dε = M(κ). (3)åñëè èçâåñòíà çàâèñèìîñòü σ(ε), òî âûðàæåíèå (3) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü M(κ)(ïðÿìàÿ çàäà÷à). Êîãäà ïî èçâåñòíîé �óíêöèè M(κ) íåîáõîäèìî íàéòè �óíêöèþ

σ(ε) (îáðàòíàÿ çàäà÷à), òî óðàâíåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâ-íåíèå Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà.3. Ïóñòü çàâèñèìîñòü M(κ) ïîëó÷åíà â ýêñïåðèìåíòå. Ýòî ìîæåò áûòü íàáîðòî÷åê (Mk, κk), ëèáî çàïèñàííàÿ ñ ïîìîùüþ êàêîé-ëèáî àïïàðàòóðû íåêîòîðàÿíåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå â äàëüíåéøåì áóäåì èìåòü äåëî ñ íàáîðîìòî÷åê (Mk, κk), ïîëó÷åííûì ñ òî÷íîñòüþ, ïîçâîëÿåìîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé àïïà-ðàòóðîé.Âîçüìåì äâå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå ðÿäîì (Mi, κi), (Mi+1, κi+1). Èñïîëüçóÿ
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Mi+1κ

2
i+1

2b
=

∫ κi+1h/2

0

εσ(ε)dε =

∫ κih/2

0

εσ(ε)dε+

∫ κi+1h/2

κih/2

εσ(ε)dε,

Miκ
2
i

2b
=

∫ κih/2

0

εσ(ε)dε.Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
1

2b
(Mi+1κ

2
i+1 −Miκ

2
i ) =

∫ κi+1h/2

κih/2

εσ(ε)dε. (4)Ïîëàãàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü σ(ε) íà îòðåçêå [κih/2, κi+1h/2] ëèíåéíà ñ óãëîì íàêëî-íà αi, à èìåííî, σ = σi + tgαi(ε − εi), ãäå tgαi = Ep
i , εi = κih/2. Çäåñü Ep � êàñà-òåëüíûé ìîäóëü, êîòîðûé íà ñòàäèè óïðóãîñòè ðàâåí ìîäóëþÞíãà E. Ïîäñòàâëÿÿäàííîå âûðàæåíèå äëÿ σ â ïðàâóþ ÷àñòü �îðìóëû (4) è ïðîèçâîäÿ íåîáõîäèìûåäåéñòâèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèì

Ep
i = 3

(Mi+1κ
2
i+1 −Miκ

2
i ) − σi(κ

2
i+1 − κ2

i )

2(κ3
i+1 − 3κiκ2

i+1 + κ3
i )

. (5)Çàòåì ïîëó÷àåì
σ = σi + Ep

i

(
κi+1h

2
− κih

2

)
, (6)ãäå κi+1h/2 = εi+1, κih/2 = εi.Íà÷èíàÿ ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ñ ïåðâîé òî÷êè, ãäå M1 = 0, κ1 = 0, σ1 = 0, ïî�îðìóëàì (5), (6) ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññ÷èòûâàåì çíà÷åíèÿ σi è εi, ïî êîòîðûìâîññòàíàâëèâàåì äèàãðàììó äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà σ(ε).4. Ïóñòü äèàãðàììà èçãèáà àïïðîêñèìèðóåòñÿ �óíêöèåé

M∆ =





4
3
104κ, 0 6 κ 6 0.003;

30 + 2
3
104κ− 9 · 10−5κ−2, 0.003 6 κ 6 0.006;

270 − 2 · 104κ− 297 · 10−5κ, 0.006 6 κ 6 0.009.Ïðè÷åì â ýòîì âûðàæåíèè òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëÿåò òîëüêî îäèí çíàêïîñëå çàïÿòîé. Ïåðåñ÷åò ïðèáëèæåííîé (ýêñïåðèìåíòàëüíîé) �óíêöèè M∆(κ) âäèàãðàììó σ(ε) äëÿ íàáîðà çíà÷åíèé (M∆i, κi) ñ øàãîì ïî κ, ðàâíûì 0.0001, äà-åò ïèëîîáðàçíóþ ëîìàíóþ, õàðàêòåðíóþ äëÿ ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÔðåäãîëüìà è Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà [1, 4℄.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåíèé çàâèñèìîñòè σ(ε) ïðèìåíÿåì ìåòîä ïîäáîðà.Ïîäêëàññ âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò �óíêöèè σk(ε), ãðà�èêè êîòîðûõ ðàñ-ïîëîæåíû ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè òî÷êàìè ïèëîîáðàçíîé ëîìàíîé. �åøàÿïðÿìóþ çàäà÷ó äëÿ âñåâîçìîæíûõ òàêèõ �óíêöèé, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòè MK .Òîãäà íåâÿçêà
ρ(MK ,M∆) = |MK(κ) −M∆(κ)| < δ,



Îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà 189ãäå δ � çàäàííàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåò êðèâóþ M∗(κ) è, ñëåäîâàòåëüíî,ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå σ∗(ε) óðàâíåíèÿ (3).Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþ-ùèé àëãîðèòì ïîäáîðà. Ïóñòü äî òî÷êè C ïðèáëèæåííàÿ äèàãðàììà σ(ε) èçâåñòíà,è èç ýòîé òî÷êè âûõîäèò ëîìàíàÿ CNQK (ðèñóíîê 2).
σ

εεj

aj

a*

L

C

Q

N K

0�èñóíîê 2 � Ñõåìà àëãîðèòìà ïîäáîðà�àçáèâàåì îòðåçîê NQ òî÷êàìè aj è ðåøàåì ïðÿìóþ çàäà÷ó äëÿ äèàãðàìì
OLCaj (j � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî). Èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà Mj(κ) âûäå-ëÿåì ýëåìåíòM∗, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè κ = κj íåðàâåíñòâó |Mj(κj)−M∆(κj)| < δ.Ýòîò ýëåìåíò îïðåäåëÿåò òî÷êó a∗ òàêóþ, ïðè êîòîðîé ïðÿìîé ðàñ÷åò ñ èñïîëü-çîâàíèåì äèàãðàììû OLCa∗ äàåò êðèâóþ, äîñòàòî÷íî áëèçêî ðàñïîëîæåííóþ êêðèâîé M∆(κ). Äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåì ñ èçìåíåíèåì, ïðè êîòîðîì âìåñòî òî÷êè
C áåðåòñÿ óæå òî÷êà a∗. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì èñêîìóþäèàãðàììó σ(ε), èçîáðàæåííóþ íà (ðèñóíîê 2).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà,1986. 228 ñ.[2℄ Èâàíîâ Â.Ê., Âàñèí Â.Â., Òàíàíà Â.Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ è ååïðèëîæåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1978. 206 ñ.[3℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �åðå Äæ. Ìåõàíèêà ìàòåðèàëîâ. Ì.: Ìèð, 1976. 670 ñ.[4℄ Àïàðöèí À.Ñ. Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà 1 ðîäà: òåîðèÿ è ÷èñëåííûåìåòîäû. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1999. 193 ñ.Struzhanov V.V. The determination inverse problem of material properties using purebending 
urve. The fundamental problem, whi
h was o

urring during the diagnosti
s and
he
k, is that the overwhelming majority of quantity 
ouldn't be dire
tly. Thus the problemabout de�nition of the quantities, using the measurements results. In this work the re
tangularbeam is 
onsidered and the 
al
ulation algorithm of material properties is proposed. Thisalgorithm is based on experimental results obtained by pure bending.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ È ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛÂ ÇÀÄÀ×Å Ï�ÎÕÎÆÄÅÍÈß ÓËÜÒ�ÀÇÂÓÊÎÂÎ�Î ÏÓ×ÊÀÂÎËÍ ×Å�ÅÇ ÓÏ�Ó�ÈÅ Ñ�ÅÄÛ ÑÎ ÑÊÎÏËÅÍÈßÌÈÌÈÊ�Î-ÄÅÔÅÊÒÎÂÑóìáàòÿí Ì.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïîäõîäû ê àíàëèçó ïðî÷íî-ñòè íà îñíîâå óëüòðàçâóêîâîãî (ÓÇ) ìåòîäà ïðîõîæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê óïðóãèì ñðå-äàì ñ ñèñòåìàìè ìèêðî-äå�åêòîâ. Ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà èçó÷àþòñÿ íà îñíîâå îöåíêèïðîõîæäåíèè ÓÇ âîëíîâîãî ïó÷êà ÷åðåç óïðóãèé îáðàçåö, ñîäåðæàùèé ñëó÷àéíûé ìàñ-ñèâ ìèêðî-òðåùèí èëè îáúåìíûõ ìèêðî-äå�åêòîâ. Èññëåäóåòñÿ êîíöåïöèÿ ¾êàæóùåéñÿñêîðîñòè ïðîõîæäåíèÿ âîëíû¿, êîòîðàÿ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ àâòîðàìè èçâåñòíûõ ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò. Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè òåñòèðóþòñÿ íà ìîäåëüíûõ ýêñïåðèìåí-òàõ, âûïîëíåííûõ ñ ñèñòåìàìè èñêóññòâåííî èçãîòîâëåííûõ è ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûõäå�åêòîâ.1. Ìåòîä �ÈÓ äëÿ òðåùèíîâàòîé ñðåäû. �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûéóïðóãèé îáðàçåö èç îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ ñèñòåìîé òðåùèí, õà-îòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ â åãî îáúåìå (ïëîñêàÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à). Îáðàçåöíàõîäèòñÿ ïîä âíåøíåé ðàâíîìåðíî-ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêîé. Ïîäîáíûå èñïû-òàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ, íàïðèìåð, ê îöåíêå ïðî÷íîñòè áåòîíà ñî ñòàíäàðòíûì îá-ðàçöîì 10 ñì × 10 ñì. Íà ïðàêòèêå, åñëè ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêà âîçðàñòàåò, òî âîáðàçöå âîçíèêàåò âñå áîëüøå è áîëüøå òðåùèí. Îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè ýòîì ÿâ-ëÿåòñÿ îöåíêà ïðî÷íîñòè òàêîé òðåùèíîâàòîé ñðåäû. Îáû÷íî îöåíêà ïðî÷íîñòèñ ïîñòåïåííî âîçðàñòàþùåé ïðèëîæåííîé íàãðóçêîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåìñêîðîñòè ïðîõîæäåíèÿ ÓÇ âîëíû ÷åðåç äàííûé îáðàçåö. Â äàííîé ðàáîòå ñòðîÿòñÿìîäåëè äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ îöåíêè ïðî÷íîñòè.Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ îäíîé ýëåìåíòàðíîé òðåùèíû, ðàñïîëîæåííîé âäîëü îñè yíà îòðåçêå |x| 6 ε/2, ãäå ε � äëèíà òðåùèíû. Ââîäÿ âåëè÷èíû gx(x) è gy(x) �îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå áåðåãîâ òðåùèíû ñîîòâåòñòâåííî âäîëü îñåé x è y, èìååì(c 2 = µ/(λ+ 2µ) = c2s/c
2
p < 1):

ux(x, y) =
y

2π

∫ ε/2

−ε/2

{
1

(x− ξ)2 + y2
− (1 − c2)

y2 − (x− ξ)2

[(x− ξ)2 + y2]2

}
gx(ξ) dξ+

+
1

2π

∫ ε/2

−ε/2

{
2(1 − c2) y2

[(x− ξ)2 + y2]2
− c2

(x− ξ)2 + y2

}
(x− ξ) gy(ξ) dξ ,

uy(x, y) =
1

2π

∫ ε/2

−ε/2

{
2(1 − c2) y2

[(x− ξ)2 + y2]2
+

c2

(x− ξ)2 + y2

}
(x− ξ) gx(ξ) dξ+

+
y

2π

∫ ε/2

−ε/2

{
1

(x− ξ)2 + y2
+ (1 − c2)

y2 − (x− ξ)2

[(x− ξ)2 + y2]2

}
gy(ξ) dξ .

(1)



Ïðîõîæäåíèå ÓÇ ïó÷êà ÷åðåç ñðåäû ñî ñêîïëåíèÿìè ìèêðî-äå�åêòîâ 191Ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä.Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ¾ðàçðûâíûõ ïåðåìåùåíèé¿, îäíîãî èç âàðèàíòîâ �ÈÓ [1℄,ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñèñòåìà N çàäàííûõ òðåùèí (k = 1, . . . , N) ìîæåò áûòü ðàñ-ñìîòðåíà êàê êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòàðíûõ òðåùèí ìàëîé äëèíû ε, êîãäà äëÿ êàæ-äîãî k = 1, . . . , N ðåàëüíàÿ òðåùèíà ðàçáèâàåòñÿ íà M ýëåìåíòàðíûõ òðåùèí.Åñëè äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü âñå îáðàçîâàâøèåñÿ â ñðåäå òðåùèíû îäíîé äëèíû, òîïîëíîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ òðåùèí I = NM . Ïðè ýòîì i-ÿ òðåùèíà, (i = 1, . . . , I)èìååò ñâîå ¾ðàñêðûòèå¿, ò. å. íîðìàëüíîå è òàíãåíöèàëüíîå îòíîñèòåëüíîå ñìåùå-íèå åå áåðåãîâ: gx
i , g

y
i â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y). Òîãäà âêëàä âåëè÷èí

gx
i , g

y
i â ïîëå ïåðåìåùåíèé â ëþáîé òî÷êå ñðåäû äàåòñÿ �îðìóëîé (1), à ïîëíûéâêëàä âñåõ ýëåìåíòàðíûõ òðåùèí íàõîäèòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõâêëàäîâ.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ðàçðûâíûõ ïåðåìåùåíèé, çàäàííûõ ïàðàìåò-ðàìè {xi, yi, n̄i, τ̄i} è {xj , yj, n̄j, τ̄j} â äåêàðòîâîé ñèñòåìå (x, y), ãäå ïåðâûå äâà ïà-ðàìåòðà � êîîðäèíàòû öåíòðàëüíîé òî÷êè, à âåêòîðà τ̄ , n̄ íàïðàâëåíû âäîëü ýëå-ìåíòàðíîé òðåùèíû è âäîëü åå íîðìàëè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âêëàäà j-ãî ýëåìåíòà âíîðìàëüíîå è òàíãåíöèàëüíîå íàïðÿæåíèÿ â i-ì ýëåìåíòå, ñâÿæåì ñ i-é è j-é òðå-ùèíàìè ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x′, y′) è (x′′, y′′) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî,÷òî åñëè r̄′′i = {x′′i , y′′i } � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè i â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x′′, y′′), òî
r̄′′i = r̄j − r̄i, x

′′
i = r̄′′i · τ̄j = (r̄j − r̄i) · τ̄j , y′′i = r̄′′i · n̄j = (r̄j − r̄i) · n̄j , ∼

x′′i = (xj − xi) τjx + (yj − yi) τjy , y′′i = (xj − xi)nj x + (yj − yi)nj y .
(2)Òîãäà íàïðÿæåíèÿ â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå (x′′, y′′) èìåþò âèä

−πσ
′′
xx(xi, yi)

µ(1 − c2)
= gτ

j

〈
2y′′

{
1

y′′2 + (ε/2 − x′′)2
− 1

y′′2 + (ε/2 + x′′)2

}

− y′′
{

y′′2 − (ε/2 − x′′)2

[y′′2 + (ε/2 − x′′)2]2
− y′′2 − (ε/2 + x′′)2

[y′′2 + (ε/2 + x′′)2]2

}〉

+gn
j

〈{
ε/2 − x′′

y′′2 + (ε/2 − x′′)2
+

ε/2 + x′′

y′′2 + (ε/2 + x′′)2

}

− 2y′′2
{

ε/2 − x′′

[y′′2 + (ε/2 − x′′)2]2
+

ε/2 + x′′

[y′′2 + (ε/2 + x′′)2]2

}〉
,

(3)
−
πσ′′xy(xi, yi)

µ(1 − c2)
= gτ

j

〈{
ε/2 − x′′

y′′2 + (ε/2 − x′′)2
+

ε/2 + x′′

y′′2 + (ε/2 + x′′)2

}

− 2y′′2
{

ε/2 − x′′

[y′′2 + (ε/2 − x′′)2]2
+

ε/2 + x′′

[y′′2 + (ε/2 + x′′)2]2

}〉

+ygn
j

{
y′′2 − (ε/2 − x′′)2

[y′′2 + (ε/2 − x′′)2]2
− y′′2 − (ε/2 + x′′)2

[y′′2 + (ε/2 + x′′)2]2

}
,

(4)
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−
πσ′′yy(xi, yi)

µ(1 − c2)
= y′′gτ

j

{
y′′2 − (ε/2 − x′′)2

[y′′2 + (ε/2 − x′′)2]2
− y′′2 − (ε/2 + x′′)2

[y′′2 + (ε/2 + x′′)2]2

}

+gn
j

〈{
ε/2 − x′′

y′′2 + (ε/2 − x′′)2
+

ε/2 + x′′

y′′2 + (ε/2 + x′′)2

}

+ 2y′′2
{

ε/2 − x′′

[y′′2 + (ε/2 − x′′)2]2
+

ε/2 + x′′

[y′′2 + (ε/2 + x′′)2]2

}〉
.

(5)
Ïðè ýòîì íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèÿ â ñèñòåìå (x′′, y′′) íà i-é ýëå-ìåíòàðíîé ïëîùàäêå èìåþò âèä
T n

i (xi, yi) = σ′′xx(xi, yi)n
′′2
ix + 2σ′′xy(xi, yi)n

′′
ixn
′′
iy + σ′′yy(xi, yi)n

′′2
iy ,

T τ
i (xi, yi) = σ′′xx(xi, yi)n

′′
ixτ
′′
ix + σ′′xy(xi, yi) (n′′ixτ

′′
iy + n′′iyτ

′′
ix)

+σ′′yy(xi, yi)n
′′
iyτ
′′
iy , n′′ix = n̄i · τ̄j , n′′iy = n̄i · n̄j , τ

′′
ix = τ̄i · τ̄j , τ ′′iy = τ̄i · n̄j .

(6)Ôîðìóëû (4)�(6) äàþò ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âêëàäà ðàçðûâíûõ ñìåùå-íèé (gn
j , gτ

j ), îïðåäåëåííûõ â j-é òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (xj , yj) ñ íîðìàëüþ
n̄j = {njx, njy} è êàñàòåëüíîé τ̄j = {τjx, τjy}, â íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå íàïðÿ-æåíèÿ T n

i (xi, yi), T
τ
i (xi, yi), äåéñòâóþùèå íà ïëîùàäêå â i-é òî÷êå ñ íîðìàëüþ

n̄i = {nix, niy} è êàñàòåëüíîé τ̄i = {τix, τiy}. Óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íàëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðåùèíû, ñâîáîäíûõ îò íîðìàëüíûõ è òàíãåíöèàëüíûõ íà-ïðÿæåíèé, ïðèõîäèì ê íåêîòîðîé ÑËÀÓ ðàçìåðîì 2I×2I îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-íûõ âåëè÷èí gn
i , g

τ
i , i = 1, . . . , I. �åøåíèå ñèñòåìû ïîçâîëÿåò íàéòè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû, à òàêæå ïðîèçâåñòè îöåíêó ïðî÷íîñòè.2. Ìåòîä ïðîõîæäåíèÿ ÓÇ èìïóëüñà. Àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä îöåíêè ïðî÷-íîñòè ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ÓÇ èìïóëüñà, èçëó÷àåìîãî äàò÷èêîì ñ îäíîé ñòî-ðîíû îáðàçöà è ïðèíèìàåìîãî äðóãèì äàò÷èêîì íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå, òàêíàçûâàåìûé ¾ìåòîä ïðîõîæäåíèÿ¿. Îáçîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ ïðè ïðî-õîæäåíèè ÓÇ èìïóëüñîâ ÷åðåç ñðåäû ñî ñêîïëåíèÿìè äå�åêòîâ ìîæíî íàéòè â [2℄.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò òðàññèðîâêó çâóêîâûõëó÷åé. Ïðè ýòîì îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå êîððåëÿöèè ìåæäó ñêî-ðîñòüþ ïðîõîæäåíèÿ ÓÇ èìïóëüñà, à òàêæå çàòóõàíèåì çâóêà � ñ îäíîé ñòîðîíû,è ïðî÷íîñòüþ � ñ äðóãîé, ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà òðåùèí.Ïóñòü íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ îáðàçöà ðàçìåùåíû äâà ïðåîáðàçîâàòåëÿäëÿ ðàáîòû ìåòîäîì ïðîõîæäåíèÿ. Â îäíîðîäíîé ñðåäå áåç âêëþ÷åíèé âñå ÓÇ ëó÷è(ïó÷êè), êîòîðûå â ïðèíöèïå ìîãóò äîñòè÷ü ïðèåìíèêà, íå âñòðå÷àþò íà ñâîåì ïó-òè íèêàêèõ ïðåïÿòñòâèé. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà äå�åêòîâ-ïðåïÿòñòâèé âñå ìåíüøåëó÷åé, âûïóùåííûõ èç èçëó÷àòåëÿ, ñïîñîáíû äîñòè÷ü ïðèåìíèêà íàïðÿìóþ, áåçïåðåîòðàæåíèé. Î÷åâèäíî, ïîäîáíûå ëó÷è èìåþò áîëåå äëèííûé ¾ïóòü ïðîëåòà¿,÷åì ëó÷è ïðÿìîãî ïîïàäàíèÿ èç èñòî÷íèêà â ïðèåìíèê. Âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëü-íûé âîïðîñ: êîãäà ïðÿìîé ïóòü ìåæäó èñòî÷íèêîì è ïðèåìíèêîì ñòàíåò íåâîçìîæ-íûì? Î÷åâèäíî, ýòî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåïÿò-ñòâèé. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ N∗, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëàäå�åêòîâ ïîñòåïåííî óìåíüøàåò êàæóùóþñÿ ñêîðîñòü â ìàòåðèàëå. Ýòîò ïðîöåññìîæíî ìîäåëèðîâàòü àëãîðèòìîì òðàññèðîâêè ëó÷åé, ïðè÷åì êàê äëÿ òðåùèí,
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�èñóíîê 1 � Ïðîëåò ÓÇ ëó÷à ìåæäó èçëó÷àòå-ëåì è ïðèåìíèêîì ñ îòðàæåíèÿìè íà òðåùèíàõòàê è äëÿ îáúåìíûõ äå�åêòîâ. Äëÿ êàæäîé ÷àñòíîé êîí�èãóðàöèè äå�åêòîâ âû-áèðàåì ñåòêó íà îñíîâàíèè èçëó÷àþùåãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, ðàâíîìåðíî ïî âñåìâîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì âîâíóòðü îáðàçöà. Äàëåå àëãîðèòì ïðîñëåæèâàåò ïîë-íóþ òðàåêòîðèþ êàæäîãî ëó÷à ïî ïóòè åãî âñåâîçìîæíûõ ïåðåîòðàæåíèé. Åñëèêàêîé-ëèáî ëó÷ ïðîõîäèò ÷åðåç âíåøíþþ ãðàíèöó âûáðàííîé ïðÿìîóãîëüíîé ðà-áî÷åé îáëàñòè, íå ïåðåñåêàÿ ïîäîøâó ïðèåìíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, òî äàííûé ëó÷îòáðàñûâàåòñÿ èç íàáîðà ïîëîæèòåëüíîé ñòàòèñòèêè. Ïîäõîäÿùèìè ëó÷àìè ñ÷èòà-þòñÿ ëèøü òå, êîòîðûå ïîñëå îòðàæåíèé äîñòèãàþò îñíîâàíèÿ ïðèåìíîãî äàò÷èêà,êàê ëó÷ íà ðèñóíêå 1. Äëÿ êàæäîãî ëó÷à åãî òðàåêòîðèÿ çàâèñèò îò îòðàæàþùèõñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè äå�åêòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà èäåàëüíàÿ, ò. å. ÷òîïðè îòðàæåíèè ýíåðãèÿ íå ïîãëîùàåòñÿ è ÷òî óãîë îòðàæåíèÿ ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ.×òî êàñàåòñÿ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè, òî îíî ñâÿçàíî ñ çàäåðæêîé ïåðåäíåãî �ðîí-òà ïðèíèìàåìîãî ÓÇ èìïóëüñà. Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïðîäîëüíàÿ çîíäèðóþùàÿ âîë-íà, òî ïîñëå êàæäîãî îòðàæåíèÿ îò äå�åêòà âîçíèêàåò êàê îòðàæåííàÿ ïðîäîëü-íàÿ, òàê è îòðàæåííàÿ ïîïåðå÷íàÿ âîëíà. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé ïðèìåðíîâ 2 ðàçà áîëüøå ïîïåðå÷íîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåäíèé�ðîíò ïðèõîäÿùåãî íà äàò÷èê èìïóëüñà ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëüíîé âîëíå. Ñ �è-çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòåñòâåííî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà äå�åêòîâ îñòàåòñÿâñå ìåíüøå ëó÷åé ñâîáîäíîãî ïðîëåòà (áåç ïåðåîòðàæåíèé). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ¾êàæóùàÿñÿ¿ ñêîðîñòü ÓÇ èìïóëüñà âû÷èñëÿåòñÿ â âèäå
v =

v0

1 + v0 ts/L
, (7)ãäå v0 � ñêîðîñòü â ñðåäå áåç äå�åêòîâ, L � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåîáðàçîâàòå-ëÿìè, ts � çàäåðæêà ïåðåäíåãî �ðîíòà èìïóëüñà. Ïðèìåð óìåíüøåíèÿ ñêîðîñòèïðîõîæäåíèÿ ÓÇ ïó÷êà ñ ðîñòîì ÷èñëà òðåùèí ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2.Èíàÿ òðàêòîâêà ïðèìåíÿåòñÿ â îöåíêå çàòóõàíèÿ ÓÇ èìïóëüñà, êîòîðîå ìûîïÿòü-òàêè âû÷èñëÿåì ÷åðåç àìïëèòóäó ïðèíèìàåìîé äàò÷èêîì ÓÇ ïðîäîëüíîé



194 Ñóìáàòÿí Ì.À.âîëíû. Ïðè êàæäîì îòðàæåíèè àìïëèòóäà îòðàæåííîãî ñèãíàëà óìåíüøàåòñÿ â
R(θ) ðàç, ãäå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ R : 0 < R < 1 çàâèñèò îò óãëàïàäåíèÿ, âû÷èñëåííîãî êàê óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïàäàþùåãî ëó÷à è íîðìà-ëüþ n̄ ê ïîâåðõíîñòè îòðàæåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî êîý��èöèåíòà îòðàæå-íèÿ çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî îí îïðåäåëÿåòñÿ èç êëàññè÷åñêîé çàäà÷è îá îòðàæåíèèïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà [3℄.

�èñóíîê 2 � Ïðèìåð çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïðî-õîæäåíèÿ ÓÇ ïó÷êà îò ÷èñëà òðåùèí�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå âíóòðåííåãî ãðàíòà ÞÔÓ, � ÍÈ� 213.01-24/2013-76. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êðàó÷ Ñ., Ñòàð�èëä À. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà.Ì.: Ìèð, 1987. 328 ñ.[2℄ Tourin A. et al. Transport parameters for an ultrasoni
 pulsed wave propagation in amultiple s
attering medium // J. A
oust. So
. Amer. 2000. V. 108. P. 191�202.[3℄ Áðåõîâñêèõ Ë.Ì. À. Âîëíû â ñëîèñòûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàóêà, 1973. 344 ñ.Sumbatyan M.A. Theoreti
al and experimental methods in the problem of Ultrasoni
beam transmission through elasti
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ally distributed.
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1Èíñòèòóò ìåõàíèêè Ì�Ó èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

2Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò(íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)�àññìàòðèâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå êîíòàêòíûå çàäà÷è ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè äëÿäâóõ óïðóãèõ öèëèíäðè÷åñêèõ èëè ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê òèïà Òèìîøåíêî. Ñ ïîìîùüþïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ïîëó÷åíà ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé. Íàéäåíû �óíêöèèâëèÿíèÿ îáîëî÷åê â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ôóðüå. Ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå êîíòàêòíûå çàäà÷è ñïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè äëÿ äâóõ òîíêèõ óïðóãèõ êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ èëèñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îäíà èç îáîëî÷åê (îñíîâàíèå)íåïîäâèæíà, à äðóãàÿ (óäàðíèê) äâèæåòñÿ ñ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ V0,âåêòîð êîòîðîé íàïðàâëåí âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû òÿæåñòè îáîëî÷åê.Îáîëî÷êè ïðåäïîëàãàþòñÿ èìåþùèìè îäèíàêîâóþ òîëùèíó è ðàäèóñ. Â ñëó÷àåäâóõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïåðâîíà÷àëüíî êîíòàêò ïðîèñõîäèò âäîëü îáðàçó-þùåé ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé, à ñàìè îáîëî÷êè ïðåäïîëàãàþòñÿ áåñêîíå÷íî äëèí-íûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïëîñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Â ñëó÷àå ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åêîáëàñòü êîíòàêòà ïåðâîíà÷àëüíî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé êàñàíèÿ ïîëþñîâ îáîëî÷åê.Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå. Ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî êîíòàêò ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Îáëàñòüêîíòàêòà èçìåíÿåòñÿ âî âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, è ïîëîæåíèå åå ãðàíèöû îïðåäå-ëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è (ðèñóíîê 1). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿñèñòåìà áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí. Øòðèõîì îáîçíà÷åíû ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû.
u =

u′

R
, w =

w′

R
, τ =

c1t

R
, γ =

h

12R
, η2 =

c21
c22
,

p =
p′

2
√

3 (λ+ 2µ) γ
, q =

q′

2
√

3 (λ + 2µ) γ
, V0 =

V ′0
c1

(1)Çäåñü u, w � êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷åê; t, τ � ðàçìåðíîå èáåçðàçìåðíîå âðåìÿ; R, h � ðàäèóñ è òîëùèíà îáîëî÷åê; λ, µ � ïàðàìåòðû Ëàìåìàòåðèàëà îáîëî÷åê; p, q � âíåøíåå êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå äàâëåíèå; c21 =
(λ+ 2µ) /ρ, c22 = µ/ρ � êâàäðàòû ñêîðîñòåé âîëí ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è ñäâèãà âìàòåðèàëå îáîëî÷åê; ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷åê.Äâèæåíèå îáîëî÷åê îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè â �îðìå Ñ.Ï. Òèìîøåíêî, ó÷è-òûâàþùèìè ñäâèã è èíåðöèþ ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí, íîðìàëüíûõ ê ñðåäèííîé



196 Òàðëàêîâñêèé Ä.Â., Ôåäîòåíêîâ �.Â.�èñóíîê 1 (ñëåâà) � Èëëþñòðàöèÿ ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è

�èñóíîê 2 (ââåðõó) � Îáëàñòü êîíòàêòàïîâåðõíîñòè [1℄. Ïðè ýòîì êàê â ñëó÷àå ïëîñêîé çàäà÷è äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáî-ëî÷åê, òàê è â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, èñïîëü-çóåòñÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîì òÿæåñòèîáîëî÷åê è óãëîì α (ðèñóíîê 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå çàäàííûå è èñêîìûå �óíêöèèâ îáåèõ çàäà÷àõ ïðåäïîëàãàþòñÿ çàâèñÿùèìè òîëüêî îò óãëà α è âðåìåíè. Ñ ó÷åòîìãåîìåòðè÷åñêèõ, �èçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé [1℄ è áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí (1) óðàâ-íåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷åê â ïåðåìåùåíèÿõ ïðèíèìàþò âèä (çäåñü è äàëåå èíäåêñ
β = 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé, à β = 2 � ñ�åðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè; âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì m = 0 îòíîñÿòñÿ ê îñíîâàíèþ, à ñ èíäåêñîì m = 1 �ê óäàðíèêó, òî÷êà � ïðîèçâîäíàÿ ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ)

ẅm,β = Lβwm,β + qm,β,

wm,β = {um,β, wm,β, χm,β}T , Lβ = (Lij,β)3x3 , qm,β = {pm,β, qm,β , 0}T .
(2)Çäåñü χ � óãîë ïîâîðîòà íîðìàëüíîãî ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè äî äå�îðìàöèèâîëîêíà çà ñ÷åò ñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé. Lij,β � äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû,êîòîðûå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî γ2 ≪ 1 èìåþò ñëåäóþùèé âèä (k2 = 5/6).Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè:

L11,1 =
∂2

∂α2
− η2k2, L12,1 =

(
1 + η2k2

) ∂

∂α
, L13,1 = −γ2 ∂

2

∂α2
+ η2k2,

L21,1 = −L12,1, L22,1 = −η2k2 ∂
2

∂α2
− 1, L23,1 = η2k2 ∂

∂α
,

L31,1 = −γ2L13,1, L32,1 =
(
1 + η2k2γ−2

) ∂

∂α
, L33,1 = −L31,1
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L11,2 =

∂2

∂α2
+

∂

∂α
ctgα− 1

sin2 α
− η2k2, L12,2 =

[(
1 − η2

)
+ η2k2

] ∂

∂α
,

L13,2 = −γ2

(
∂2

∂α2
+

∂

∂α
ctgα

)
+

[
γ2

(
1

sin2 α
− 2η2

)
+ η2k2

]
,

L21,2 = −
[(

1 − η2
)

+ η2k2
]( ∂

∂α
+ ctgα

)
,

L22,2 = η2k2

(
∂2

∂α2
+

∂

∂α
ctgα

)
− 4

(
1 − η2

)
,

L23,2 = η2k2 ∂

∂α
+ ctgα, L31,2 = −γ2L13,2,

L32,2 =
[
2
(
1 − η2

)
− η2k2γ−2

] ∂

∂α
, L33,2 = −L31,2Îáëàñòü êîíòàêòà Π â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è [2℄ çàìåíÿåòñÿ îòðåçêîìäëèíû 2b (τ), ñîåäèíÿþùèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåäå�îðìèðîâàííûõ ñðåäèííûõïîâåðõíîñòåé îáîëî÷åê (ðèñóíîê 2).

b (τ) =

√
ws1 (τ) [4 − ws1 (τ)]

2
(3)Çäåñü ws1 (τ) � ïåðåìåùåíèå óäàðíèêà êàê àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà.Ïåðåìåùåíèå ws1 (τ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óäàðíèêàêàê àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà:

mβẅs1 (τ) = Qβ (τ) , ws1 (0) = 0, ẇs1 (0) = 0. (4)Çäåñü mβ = m′β/
(
2
√

3γρR1+β
) � áåçðàçìåðíàÿ ìàññà îáîëî÷êè (m′β � ñîîòâåòñòâó-þùàÿ ðàçìåðíàÿ ìàññà). Qβ (τ) � ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ, êîòîðàÿâû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì:

Q1 (τ) = 2

α∗(τ)∫

0

q (α, τ) cos (α) dα, Q2 (τ) = π

α∗(τ)∫

0

q (α, τ) sin (2α) dα,Ëèíåàðèçîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ ó÷åòîì ñâîáîäíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿçàïèñûâàþòñÿ òàê:
w1,β cosα + w0,β cosα = 2 (1 − cosα) , |α| ∈ [0, α∗] , α∗ = arcsin b (τ) ,

q0,β = q1,β, |α| ∈ [0, α∗] , q0,β = q1,β = 0, |α| /∈ [0, α∗] ,

p0,β = p1,β = 0, |α| ∈ [0, π]

(5)Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
u0,β|τ=0 = w0,β|τ=0 = χ0,β|τ=0 = u1,β|τ=0 = w1,β|τ=0 = χ1,β|τ=0 = 0,

u̇0,β|τ=0 = ẇ0,β|τ=0 = χ̇0,β|τ=0 = 0, u̇1,β|τ=0 = −V0 sinα, ẇ1,β|τ=0 = −V0 cosα.(6)



198 Òàðëàêîâñêèé Ä.Â., Ôåäîòåíêîâ �.Â.Ìåòîä è àëãîðèòì ðåøåíèÿ. Çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëåâûì íà÷àëüíûìóñëîâèÿì ñ ïîìîùüþ �îðìóë (çíàê ¾∼¿ â äàëüíåéøåì îïóñêàåòñÿ)
u1,β = ũ1,β − V0τ sinα, w1,β = w̃1,β − V0τ cosαïðè ýòîì ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

w1,β cosα+ w0,β cosα = 2 (1 − cosα) − V0τ cosα, |α| ∈ [0, α∗] . (7)Îñíîâûâàÿñü íà ïðèíöèïå ñóïåðïîçèöèè [1, 2℄, íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ óäàð-íèêà è îñíîâàíèÿ ñâÿçàíû ñ êîíòàêòíûì äàâëåíèåì ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëüíûõîïåðàòîðîâ:
wm,β = Jβ (q)

J1 (q) =

τ∫

0

α∗(t)∫

0

G2,1 (α− ϑ, τ) q (ϑ, t) dϑdt,

J2 (q) =

τ∫

0

α∗(t)∫

0

G2,2 (α, ϑ, τ) q (ϑ, t) dϑdt.

(8)
Çäåñü G2,β � �óíêöèè âëèÿíèÿ îáîëî÷åê, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîðìàëü-íûå ïåðåìåùåíèÿ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷

G̈β = LβGβ + qβ , Gβ = {G1,β, G2,β, G3,β}T ,

q1 = {0, δ (α) δ (τ) , 0}T , q2 = {0, δ (α− ϑ) δ (τ) , 0}T .
(9)Òîãäà èç (7) è (8) âûòåêàåò äâóìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

2Jβ (q) = 2 (1 − cosα) − V0τ cosα. (10)êîòîðîå äîïîëíÿåòñÿ äî çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèåì (3) è çàäà÷åé (4), êîòîðàÿýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
ws1 (τ) = V0τ +

1

mβ

τ∫

0

Qβ (t) (τ − t) dt. (11)Ôóíêöèè âëèÿíèÿ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ (9) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàç-äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðåäñòàâèì �óíêöèè G1,β, G2,β, G3,β è êîíòàêòíîå äàâëåíèåâ âèäå ðÿäîâ Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå �óíêöèé (öèëèíäðè÷åñêèåîáîëî÷êè) èëè ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà è �åãåíáàóýðà (ñ�åðè÷åñêèå îáîëî÷êè)
(
G1,β

G3,β

)
=

∞∑

n=1

(
Gn1,β (τ)
Gn3,β (τ)

)
ϕn,β (α) ,

(
G2,β

qβ

)
=

∞∑

n=1

(
Gn2,β (τ)
qn,β (τ)

)
ψn,β (α)

qn,1 (τ) = 1/πδ (τ) , qn,2 (τ) =
2n+ 1

2
Pn (cosϑ) δ (τ) .

(12)



Äèíàìè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè 199ãäå ϕn,1 = sin nα, ψn,1 = cosnα, ψn,2 = Pn (cosα) è ϕn,2 = C
3/2
n−1 (cosα) � ïîëèíîìûËåæàíäðà è �åãåíáàóýðà.Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (11) â (9) ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ðÿäîâ (12) çàâèñÿùèõ îòâðåìåíè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî èíòåãðàëü-íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3), (10), (11) ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, îñíî-âàííûé íà ìåòîäå ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ îá-ëàñòü D = {(ϑ, t) : ϑ ∈ [0, α∗ (t)] , t ∈ [0, τ ]} íàíîñèòñÿ ñåòêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîìïî óãëîâîé êîîðäèíàòå ϑ è âðåìåíè t. Èñêîìûì �óíêöèÿì q (ϑ, t), α∗ (t) è ws1 (t)ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå èõ ñåòî÷íûå àíàëîãè ñî çíà÷åíèÿìè â óçëàõ ñåòêè. Íàêàæäîì âðåìåííîì øàãå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ �îðìóë äëÿ èíòåãðàëîâ,âõîäÿùèõ â (10) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî óçëîâûõ çíà÷åíèé êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ. Çàòåì ñ ïîìîùüþ êâàä-ðàòóðíûõ �îðìóë äëÿ èíòåãðàëîâ â (11) îïðåäåëÿåòñÿ ãëóáèíà ïðîíèêàíèÿ ws1íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì øàãå è óãëîâîé ðàçìåð îáëàñòè êîíòàêòà α∗ èç óðàâíå-íèÿ (3).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 13-08-01051è ãðàíòà ÔÖÏ (ñîãëàøåíèå � 14.Â37.21.0381 îò 02.08.2012).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �îðøêîâ À. �., Ìåäâåäñêèé À.Ë., �àáèíñêèé Ë.Í., Òàðëàêîâñêèé Ä. Â. Âîëíûâ ñïëîøíûõ ñðåäàõ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 467 ñ.[2℄ �îðøêîâ À. �., Òàðëàêîâñêèé Ä.Â. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è ñ ïîäâèæíûìèãðàíèöàìè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 467 ñ.Tarlakovsky D.V., Fedotenkov G.V.Dynami
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ÎÁ�ÀÒÍÀß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÀß ÇÀÄÀ×ÀÄËß ÓÏ�Ó�Î�Î ÑËÎßÓãëè÷ Ï.Ñ.Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, Âëàäèêàâêàç�àññìîòðåíà çàäà÷à î ïëîñêèõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ óïðóãîãî ñëîÿ, ìåõàíè÷å-ñêèå ïàðàìåòðû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Âûâåäåíî óðàâ-íåíèå äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîÿ ïîõàðàêòåðó âîëíîâîãî ïîëÿ íà åãî ïîâåðõíîñòè. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû åãîðåøåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì óïðóãèé ñëîé, çàíèìàþùèé îáëàñòü
{(x1, x2) : 0 < x1 < ∞, 0 6 x2 6 h}, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè óñòàíîâèâøèõ-ñÿ êîëåáàíèé. Ïëîñêèå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì:

{
σ11,1 + σ12,2 + ρω2u1 = 0,

σ12,1 + σ22,2 + ρω2u2 = 0.
(1)ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ρ � ïëîòíîñòü ñëîÿ, ui � ïåðåìåùåíèÿ, à σij � íàïðÿ-æåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó �óêà â âèäå:





σ11 = λ (u1,1 + u2,2) + 2µu1,1,

σ12 = µ (u1,2 + u2,1) ,

σ22 = λ (u1,1 + u2,2) + 2µu2,2.

(2)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü è ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñëîÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöè-ÿìè ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû: ρ = ρ(x2), λ = λ(x2), µ = µ(x2).Íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü ñëîÿ æ¼ñòêî çàùåìëåíà, à âåðõíÿÿ ñâîáîäíà îò íàïðÿæå-íèé:
u1(x1, 0) = u1(x1, 0) = 0, σ12|x2=h = 0, σ22|x2=h = p(x1). (3)Ïåðåõîäèì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ïî �îðìóëàì

xi = hx̄i, ui = hūi, σij = µ(0)σ̄ij, µ = µ(0)µ̄, λ = µ(0)λ̄, ρ = ρ(0)ρ̄, κ2
2 =

ρ(0)ω2h2

µ(0)
.Íàä÷¼ðêíóòûå ïåðåìåííûå � áåçðàçìåðíûå (çíàê íàä÷¼ðêèâàíèÿ â äàëüíåéøåìîïóñêàåì).2. �åøåíèå ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷. Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçî-âàíèå Ôóðüå â âèäå

ũj(α, x2) =

∞∫

−∞

uj(x1, x2)eiαx1dx1



Îáðàòíàÿ êîý��èöèåíòíàÿ çàäà÷à äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ 201ê (1)�(3) è èñêëþ÷àÿ σ̃11, ïîëó÷àåì ñèñòåìó â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ:




ũ′1 = iαũ2 +
σ̃12

µ
,

ũ′2 =
iαλũ1 + σ̃22

λ+ 2µ
,

σ̃′12 =

[
4α2µ(λ+ µ)

λ+ 2µ
− κ2

2

]
ũ1 +

iαλσ̃22

λ+ 2µ
,

σ̃′22 = −ρω2ũ2 + iασ̃12.

(4)
Ïðÿìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïóò¼ì ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (4)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3) ñ ïîñëåäóþùèì ÷èñëåííûì îáðàùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå àíàëîãè÷íî [1℄.Ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:
U1 = ũ1, U2 = ũ2, U3 = σ̃12, U4 = σ̃22. �àçëîæèì èñêîìóþ �óíêöèþ è �óíêöèè,îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ðÿä ïî ε.

λ(x2) = λ0(x2) + ελ1(x2) + ..., µ(x2) = µ0(x2) + εµ1(x2) + ...,

ρ(x2) = ρ0(x2) + ερ1(x2) + ..., Ui(α, x2) = U0
i (α, x2) + εU1

i (α, x2) + ...
(5)Ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì äâå êðàåâûå çàäà÷è âèäà:




[
U0

1

]′
= iαU0

2 +
U0

3

µ0

,

[
U0

2

]′
=
iαλ0U

0
1 + U0

4

λ0 + 2µ0
,

[
U0

3

]′
=

[
4α2µ0(λ0 + µ0)

λ0 + 2µ0
− ρ0ω

2

]
U0

1 +
iαλ0U

0
4

λ0 + 2µ0
,

[U0
4 ]
′
= −ρ0ω

2U0
2 + iαU0

3 ,

U0
1 (α, 0) = U0

2 (α, 0) = U0
3 (α, 1) = 0, U0

4 (α, 1) = p̃(α).

(6)




[
U1

1

]′
= iαU1

2 +
U1

3

µ0
+ F1(x2),

[
U1

2

]′
=
iαλ0U

1
1 + U1

4

λ0 + 2µ0
+ F2(x2),

[
U1

3

]′
=

[
4α2µ0(λ0 + µ0)

λ0 + 2µ0

− ρ0ω
2

]
U1

1 +
iαλ0U

1
4

λ0 + 2µ0

+ F3(x2),

[U1
4 ]
′
= −ρ0ω

2U1
2 + iαU1

3 + F4(x2),

U1
1 (α, 0) = U1

2 (α, 0) = U1
3 (α, 1) = U1

4 (α, 1) = 0.

(7)
ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:
F1(x2) = −µ1

µ2
0

U0
3 , F2(x2) =

iα

λ0 + 2µ0

[
2
µ0(λ1 + 2µ1)

λ0 + 2µ0
− 2µ1

]
U0

1 − λ1 + 2µ1

(λ0 + 2µ0)
2U

0
4 ,

F3(x2) =

{
4α2

λ0 + 2µ0

[
λ0µ1 +

µ2
0(λ1 + 2µ1)

λ0 + 2µ0

]
−

− ρ1ω
2
}
U0

1 +
iα

λ0 + 2µ0

[
2
µ0(λ1 + 2µ1)

λ0 + 2µ0
− 2µ1

]
U0

4 ,
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F4(x2) = −ρ1ω

2U0
2 .�åøèì çàäà÷ó ïðè ε0. Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè V j

1 (x2), óäîâëåâîðÿþ-ùèå óðàâíåíèþ çàäà÷è (6) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè V j
i (0) = δij , ãäå δij � ñèìâîëÊðîíåêåðà.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (6) ñòðîèòñÿ â âèäå:

U0
i = −p̃(α)

V 4
3 (1)V 3

i (x2) − V 3
3 (1)V 4

i (x2)

∆(1)
, ∆(1) = V 3

3 (1)V 4
4 (1) − V 4

3 (1)V 3
4 (1). (8)Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è (7), âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âàðèàöèèïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ïîñòðîèì ðåøåíèå â âèäå:

U1
i =

4∑

k=1

Ck(x2)V k
i (x2). (9)Ïîäñòàâëÿÿ (9) â óðàâíåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (6), ïîëó÷àåì:

4∑

j=1

C ′j(x2)V
j
i (x2) = Fi(x2), i = 1...4 (10)Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (10) òîæäåñòâåííî ðàâåí åäèíèöå. �åøàÿ ñè-ñòåìó îòíîñèòåëüíî C ′i, íàõîäèì:

C ′i =

4∑

j=1

Fj(x2)Aji(x2),ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû (10). �åøåíèå êðàåâîéçàäà÷è (7), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè x2 = 0, ñòðîèòñÿ â âèäå:
U1

i =

4∑

j=1

x2∫

0

Fj(ξ)∆ij(x2, ξ)dξ + CV 3
i (x2) +DV 4

i (x2), (11)
∆ij(x2, ξ) =

4∑

k=1

V k
i (x2)Ajk(ξ).Óäîâëåòâîðÿÿ (11) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè x2 = 1, íàõîäèì C è D. Ïîäñòàâèìèõ â (11). Íàéä¼ì U1

1 è U1
2 ïðè x2 = 1. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

U1
1 =

1∫

0

[F1(ξ)G31(α, ξ) − F2(ξ)G41(α, ξ) − F3(ξ)G11(α, ξ) + F4(ξ)G21(α, ξ)]dξ, (12)
U1

2 = −
1∫

0

[F1(ξ)G32(α, ξ) − F2(ξ)G41(α, ξ) − F3(ξ)G12(α, ξ) + F4(ξ)G22(α, ξ)] dξ,(13)
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Gi1 = p̃(α)

V 4
4 (1)V 3

i (x2) − V 4
3 (1)V 4

i (x2)

∆(1)
, Gi2 = −p̃(α)

V 4
3 (1)V 3

i (x2) − V 3
3 (1)V 4

i (x2)

∆(1)
.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðóãèå ìîäóëè λ è µ � èçâåñòíû è ïîñòîÿííû, à ïëîòíîñòü

ρ � ïåðåìåííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
F3(x2) = −ρ1ω

2U0
1 = ρ1ω

2G12(α, x2), F4(x2) = −ρ1ω
2U0

2 = ρ1ω
2U0

2G12(α, x2),è ïðåäñòàâëåíèå (13) ïîñëå îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðèíèìàþò âèä:
u1

1 =
1

2π

1∫

0

ρ1(ξ)dξ

∫

σ

p̃(ξ) [G12(α, ξ)G11(α, ξ) −G22(α, ξ)G21(α, ξ)] e
−iαx1dα (14)

u1
2 = − 1

2π

1∫

0

ρ1(ξ)dξ

∫

σ

p̃(ξ)
[
G2

12(α, ξ) −G2
22(α, ξ)

]
e−iαx1dα (15)Ñîîòíîøåíèÿ (14) è (15) èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàäëÿ îòûñêàíèÿ ρ(x2).Â íà÷àëå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âûáèðàåì íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå íà÷àëü-íîå ïðèáëèæåíèå ρ0. �åøàÿ ñèñòåìó (4) è îáðàùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íà-õîäèì u1

1, u1
2. Çàòåì, ñ÷èòàÿ u1

1 è u1
2 ðàâíûì ðàçíîñòè ìåæäó íàáëþäàåìûì ïîëåìïåðåìåùåíèé è ïîëåì ïåðåìåùåíèé u0

1 è u0
2, ðåøàåì óðàâíåíèå (14) (èëè (15))è íàõîäèì ρ1.Äîáàâëÿÿ íàéäåííóþ ïîïðàâêó ρ1 ê �óíêöèè ρ0, ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó äî òåõïîð, ïîêà î÷åðåäíàÿ ïîïðàâêà ρ1 íå ñòàíåò ïðåíåáðåæèìî ìàëà èëè êîëè÷åñòâîèòåðàöèé íå ïðåâûñèò íåêîòîðîå íàïåðåä çàäàííîå êîëè÷åñòâî. Òàêæå êðèòåðèåìâûõîäà èç öèêëà ìîæåò ñëóæèòü óñëîâèå ìàëîñòè íîðìû ðàçíîñòè ìåæäó íàáëþ-äàåìûì ïîëåì ñìåùåíèé è ïîëåì ñìåùåíèé, íàéäåííûì íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûå ïðîöåññû äëÿ îòûñêàíèÿ óïðóãèõêîíñòàíò.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Äàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõäàííûõ ñëóæèëà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ U2 íà îòðåçêåâåðõíåé ïîâåðõíîñòè [c, d] è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîñòðîåí íà îñíîâå óðàâíå-íèÿ (15). Ïðè âû÷èñëåíèè ÿäåð è ïðàâûõ ÷àñòåé çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìåõàíè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àïïðîêñèìèðîâàëèñü ëîìàíîé. Èíòåãðàëû â óðàâíåíèè (15)çàìåíÿëèñü êîíå÷íîé ñóììîé ïî �îðìóëå Ñèìïñîíà. Äëÿ ðåøåíèÿ èòåðàöèîííûõóðàâíåíèé èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà [2℄, ñèñòåìà ëèíåéíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî óðàâ-íåíèÿ, ðåøàëàñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà Âîåâîäèíà ñ àâòîìàòè÷åñêèì ïîäáîðîì ïà-ðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ïî íåâÿçêå [3℄.Íà ðèñóíêàõ 1�2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîñ-ñòàíîâëåíèþ ïëîòíîñòè. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé èí�îðìàöèè äëÿ âîññòàíîâ ïëîòíî-ñòè ñëóæèëà èí�îðìàöèÿ î âåùåñòâåííîé ÷àñòè âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ íà



204 Óãëè÷ Ï.Ñ.îòðåçêå [0, 1], íàãðóçêà ñîñðåäîòî÷åíà â íà÷àëå êîîðäèíàò: p(x1) = δ(x1), çíà÷åíèÿïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèå: êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, 3, âîëíîâîå ÷èñëî κ2 = 1.Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåêðàùàëñÿ, êîãäà åâêëèäîâà íîðìà ðàçíîñòè ìåæäó íà-áëþäàåìûì ïîëåì ïåðåìåùåíèé, è ïîëåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ρ0, íå ñòàíîâèëàñüìåíüøå 10−4. Ïî îñè àáñöèññ âñþäó èçîáðàæåíà êîîðäèíàòà x2, ïî îñè îðäèíàò �âåëè÷èíà ρ−1(0) [ρ(x2) − ρ(0)].

10,80,60,40,20

1

,8

,6

,4

,2

0�èñóíîê 1 � �åçóëüòàòû âîñ-ñòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè â ñëó÷àå
ρ(x2) = ρ(0) (1 + sinπx2) . Äëÿ âîññòà-íîâëåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü 23 èòåðàöèè

10,80,60,40,20

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0�èñóíîê 2 � �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿïëîòíîñòè â ñëó÷àå ρ(x2) = 0, 8ρ(0)ex2 .Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü 29 èòå-ðàöèé�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �12-01-3150), à òàêæå Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àáðàìîâè÷ Ì.Â., Óãëè÷ Ï.Ñ. Îáðàòíûå êîý��èöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ ïîïåðå÷íî-íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ñëîÿ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.Òðóäû XVI ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 16�19 îêòÿáðÿ 2012 ã.,Ò. 2., Ñ. 6�10.[2℄ Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà,1986., 284 ñ.[3℄ Òèõîíîâ À.Í., �îí÷àðñêèé À.Â., Ñòåïàíîâ À.Â., ßãîëà À. �. ×èñëåííûå ìåòîäûðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà, 1990. 230 
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑÂßÇÍÛÕÔÈÇÈÊÎ-ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂÔåäîòîâ Â.Ï.Èíñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ ÓðÎ �ÀÍ, ÅêàòåðèíáóðãÏðåäëîæåíà òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äèàãðàììû íàãðóæåíèÿ, êàê îòêðûòîé ñè-ñòåìû, èìåþùåé êðèòè÷åñêèå òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà ñ îáðàçîâàíèåìäèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð (ïî È. Ïðèãîæèíó) è ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íà ñòàäèè ïðåâàëè-ðîâàíèÿ âðàùàòåëüíûõ ìîä íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé è îáðàçîâàíèÿ âíóòðåííûõ ìèê-ðîíåñïëîøíîñòåé. �åñóðñ äå�îðìèðîâàíèÿ îáðàçöà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) îïðåäåëÿåòñÿóïðóãèì ïîòåíöèàëîì íà ïåðâîé ñòàäèè äå�îðìàöèè, äèññèïàòèâíîé �óíêöèåé îáðàçî-âàíèÿ íåîáðàòèìûõ äèñëîêàöèîííûõ ñòðóêòóð è ñòðóêòóð îïðåäåëÿåìûõ íàêîïëåíèåìïîâðåæäåííîñòè íà âòîðîé ñòàäèè. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ñâÿçíûõ çàäà÷, íåçàâèñè-ìûé îò âåëè÷èíû ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû.Ôèçè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Äëÿ ìîíèòîðèíãà ñëîæíûõ ñèñòåì â ðåàëü-íûõ óñëîâèÿõ íåîáõîäèìî çíàíèå òåêóùèõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.Íàïðèìåð, äëÿ àíàëèçà ïðî÷íîñòè íåîáõîäèìû �åíîìåíîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿñâÿçè íàïðÿæåíèé äå�îðìàöèé, òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè ëåãèðóþùèõ ýëåìåí-òîâ è ò. ï. Íî ïîëó÷åíèå èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ìåòîäàìè â äåéñòâóþùåé êîí-ñòðóêöèè òðóäîåìêî, à çà÷àñòóþ, íåâîçìîæíî. Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå îñíîâàíî íàïðåäïîëîæåíèè î íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêè ââåäåíèÿ ïîíÿòèé óñòîé÷èâîñòè, ðàçðóøåíèÿ, ðåñóðñà è ò. ï. â ðàìêàõ çàìêíó-òîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó îíè íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ õàðàêòåðîì îáìåíà ñ âíåøíåéñðåäîé. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè ñâÿçíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòüñ�îðìóëèðîâàíû â ðàìêàõ îòêðûòûõ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì íà îñíîâå ïîäõîäàÎíçàãåðà äëÿ ñâÿçíûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷, ñîãëàñíî êîòîðîìó óñòàíàâëè-âàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó îáîáùåííûìè ïîòîêàìè Jl è îáîáùåííûìè ñèëàìè Xl

Jk = LkmXm.Êàê ãèïîòåçó, èìåþùóþ ïîäòâåðæäåíèå íà ïðàêòèêå, ïðèìåì, ÷òî êîý��èöèåí-òû âçàèìíîñòè Lkm, ëèíåéíûå ïî Îíçàãåðó, ìîãóò çàâèñåòü îò îáîáùåííûõ ñèë
Lkm = Lkm (Xm). Ïðîèçâåäåíèå îáîáùåííûõ ñèë Xl è îáîáùåííûõ ïîòîêîâ Jlïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü ðîñòà ýíòðîïèè Ṡ â èçîëèðîâàííîé ñèñòåìå [2℄. Åñëèñèñòåìà îòêðûòàÿ, òî óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò âèä

dΛ

dt
= T Ṡ = TXeJe + TXiJi = 0, (1)ïàðàìåòð T èìååò ñìûñë òåìïåðàòóðû, èíäåêñû e è i îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííîâíåøíèå è âíóòðåíèå ñèëû è ïîòîêè. Çäåñü Λ íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà èëèýíåðãåòè÷åñêîé �óíêöèåé. Â èçîëèðîâàííîé ñèñòåìå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ�óíêöèÿ Λ èìååò ñîãëàñíî (1) çíàêîîòðèöàòåëüíîþ ïðîèçâîäíóþ, à äâèæåíèå ñè-ñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé Λ, óñòîé÷èâî. Òîãäà êàê �àçîâûé ïåðåõîä îò óïðóãîñòè



206 Ôåäîòîâ Â.Ï.ê ïëàñòè÷íîñòè è, â äàëüíåéøåì, ðàçðóøåíèå ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè.Ïîýòîìó äëÿ èõ îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü îòêðûòóþ ñèñòåìó.�àññìîòðèì �èçè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íà ïðèìåðå ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äå�îðìèðîâàííûé îáðàçåö êàê îòêðûòóþ ñèñòåìó. Â êà÷å-ñòâå âíóòðåííåé îáîáùåííîé ñèëû Xi áóäåò âûñòóïàòü äå�îðìàöèÿ îáðàçöà ε/T ,â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî îáîáùåííîãî ïîòîêà Ji � âíóòðåííåå íàïðÿæåíèå σ. Â êà-÷åñòâå îáîáùåííîãî âíåøíåãî ïîòîêà Je âîçüìåì âíåøíåå íàïðÿæåíèå σp. Îòìå-òèì, ÷òî îòîæäåñòâëåíèå âíåøíåãî σp è âíóòðåííåãî σ íàïðÿæåíèé íåò. ÑëåäóÿÊîøè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óïðóãîé îáëàñòè êîý��èöèåíò Îíçàãåðà çàâèñèò îòîáîáùåííîé ñèëû ñëåäóþùèì îáðàçîì
 L (ε) = E (1 − kε+mε2). (2)Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (1) ïðèâîäèò ê êóáè÷åñêîé ìîäåëè

σ ∼ ε, êîòîðîàÿ âêëþ÷àåò âíåøíåå íàïðÿæåíèå σp è èññëåäîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìûìîæíî îñóùåñòâèòü ìåòîäàìè ñèíåðãåòèêè [3℄. Ñõåìàòè÷íî, îòêëèê ñèñòåìû íàâíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 1, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðîâ ìîäåëè k è m â (2).

�èñóíîê 1 � Óïðóãèé îòêëèê ñèñòåìû íà âíåøíåå âîçäåéñòâèåÇäåñü ê. ò. � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà. Åñëè âíåøíåå íàïðÿæåíèå âûøå íàïðÿæåíèÿâ ýòîé òî÷êå � õðóïêîå ðàçðóøåíèå. ÀÂ � ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå, ãäå âîçìî-æåí �àçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà ñ îáðàçîâàíèåì äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð [1℄,ÂÑ � íåóñòîé÷èâûé ó÷àñòîê, íà êîòîðîì âîçìîæåí ïåðåñêîê íà äðóãóþ óñòîé÷è-âóþ âåòâü, CD � ¾ïëîùàäêà òåêó÷åñòè¿, ÀÂÑ � ¾çóá òåêó÷åñòè¿.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äèññèïàòèâíîãî ïðîöåññà áóäåì ïîñòóëèðîâàòü àääè-òèâíîñòü ïðîöåññà äèñëîêàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ è ðàçóïðî÷íåíèÿ îò îáðàçîâàíèÿïðîñòðàíñòâåííûõ äå�åêòîâ íåñïëîøíîñòåé [4℄, ò. å. äèàãðàììó ïðåäñòàâèì â âèäå
σ = στ +

(σ1 − στ )
√
ε− ετ√

εb − ετ

− (σ2 − στ )(ε− ετ )2

(εb − ετ)2
. (3)



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñâÿçíûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ 207Çäåñü στ � ïðåäåë òåêó÷åñòè, σb � âðåìåííîå ñîïðîòèâëåíèå, ετ è εb � ñîîòâåò-ñòâóþùèå èì äå�îðìàöèè, σ1 σ2 � çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äå-�îðìàöèè ïðè îòñóòñòâèè â ïåðâîì ñëó÷àå � ðàçóïðî÷íåíèÿ, âî âòîðîì ñëó÷àå �óïðî÷íåíèÿ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè îòðàæàåò èçâåñòíûé èç �èçèêè ìå-òàëëîâ ìåõàíèçì äèñëîêàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà ïàðà-áîëè÷åñêàÿ ñâÿçü íàïðÿæåíèé è ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,ëèíåéíî ñâÿçàíà ñî ñäâèãîâûìè äå�îðìàöèÿìè ρ ∼ ε, òðåòüå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì ëèíåéíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåííîñòè.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ σ1, σ2 èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íî äâà î÷åâèäíûõ óñëîâèÿ
σ(εB) = σB,

dσ

dε

∣∣∣∣
ε=εB

= 0,èç êîòîðûõ ñëåäóåò σ1 = 1
3

(4σB − σT ), σ2 = 1
3

(σB − 2σT ). Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàì-ìà σ ∼ ε îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ �èçè÷åñêè ÿñíûìè âåëè÷èíàìè.�àññìîòðèì ìîäåëèðîâàíèå äèàãðàììû σ ∼ ε ñòàëè Õ70 ïðè ñëåäóþùèõ èñõîä-íûõ äàííûõ: âíåøíåå íàïðÿæåíèå σp = 590 MPa ïðåäåë òåêó÷åñòè στ = 430 MPa,âðåìåííîå ñîïðîòèâëåíèå σâ = 636.75 MPa, äå�îðìàöèÿ âðåìåííîãî ñîïðîòèâëå-íèÿ εB = 11.455 %. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ìîäåëè è ýêñïåðèìåíòà.

�èñóíîê 2 � Äèàãðàììà ñòàëè Õ70Äå�îðìàöèîííûé ðåñóðñ è ðàçðóøåíèå. Ñîãëàñíî ïðåäëàãàåìîé ìîäåëèïîâåäåíèå îáðàçöà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì èâíóòðåííèì îòêëèêîì ìàòåðèàëà íà êàæäîé ñòàäèè. Ïîä ðàçðóøåíèåì ìàòåðèàëàâ òî÷êå áóäåì ïîíèìàòü êðèòè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ýíåðãèÿ âíåøíåãî âîçäåé-ñòâèÿ ñðàâíÿåòñÿ ñ âíóòðåííèì ïîòåíöèàëüíûì è äèññèïàòèâíûì ýíåðãåòè÷åñêèìîòêëèêîì ìàòåðèàëà. Òåêóùèé ðåñóðñ â êàæäûé ìîìåíò äå�îðìàöèè áóäåò îïðå-äåëÿòüñÿ ðàçíîñòüþ ýíåðãèé âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è âíóòðåííåé ðåàêöèè ìàòåðè-àëà.



208 Ôåäîòîâ Â.Ï.Ýíåðãèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ Wp êîíòðîëèðóåòñÿ. Íà ïåðâîé ñòàäèè óïðóãèéïîòåíöèàë îïðåäåëåí �îðìóëîé (2), òîãäà
Ψe =

∫ ε

0

E
(
1 − kγ +mγ2

)
γdγ =

Eε2

2
− Ekε3

3
+
Emε4

4
.Íà âòîðîé ñòàäèè äåéñòâóþò äâà äèññèïàòèâíûõ ìåõàíèçìà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-ñÿ �îðìóëîé (3), òîãäà ýíåðãåòè÷åñêèé îòêëèê âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

Ψdis =

∫ ε

εdis


 σ1 − σT

(εB − εT )
1/2

(γ − εT )
1/2 − σ2 − σT

(εB − εT )2 (γ − εT )2


 dγ.

�èñóíîê 3 � îñòàòî÷íûé ðåñóðñ: 1 � ïðè-âåäåííàÿ âíåøíÿÿ ýíåðãèÿ, 2 � âíóòðåí-íèé îòêëèê, 3 � îñòàòî÷íûé ðåñóðñ

Òåêóùèé îñòàòî÷íûé ðåñóðñ ñèñòåìûîïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ
Ψres = Wp − Ψe − Ψdis.Óðàâíåíèå Ψres = 0 ïîçâîëÿåò îïðåäå-ëèòü çíà÷åíèå äå�îðìàöèè εfr, ïðè êî-òîðîì ïðîèçîéäåò ðàçðóøåíèå. Îòìåòèì,ðàçðóøåíèå ìîæåò ïðîèçîéòè íà ëþáîé èçðàññìàòðèâàåìûõ ñòàäèé, òîãäà ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñëàãàåìûå îòñóòñòâóþò. Íà ðè-ñóíêå 3 ïðåäñòàâëåí ðåñóðñ äå�îðìèðîâà-íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñâîéñòâàì ìàòåðè-àëà ïî ïðåäëîãàåìîé ìîäåëè.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.Äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçíûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñ-êèõ çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ ìîäè�èöèðîâàí-íûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [4℄. Ïîñòðîåíèå îáùåãî àëãîðèòìà äëÿ òàêèõ çà-äà÷ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìûðåøåíèÿ áàçîâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, êîíêðåòèçàöèÿ àëãîðèòìà äëÿêàæäîé ðåàëüíîé çàäà÷è òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.Ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è.�åøåíèå ëèíåéíîé óïðóãîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

ui (ξ) =

∫

Sf

[
u∗ij (ξ, x) f ∗j (x) − f ∗ij (ξ, x)uj (x)

]
dS (x) +

+

∫

Su

[
u∗ij (ξ, x) fj (x) − f ∗ij (ξ, x)u∗j (x)

]
dS (x) ,ãäå u∗ij (ξ, x), f ∗ij (ξ, x) � òåíçîðû âëèÿíèÿ, uj (x), fj � ïîâåðõíîñòíûå ïåðåìåùå-íèÿ è íàïðÿæåíèÿ, çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû èçâåñòíûå âåëè÷èíû. �àçáèâàÿ ãðàíèöóîáëàñòè íà ýëåìåíòû è óñòðåìëÿÿ âíóòðåííþþ òî÷êó ξ íà ãðàíèöó, ïîëó÷èì ñè-ñòåìó 2p ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé. Ìîäè�èêàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîìèíòåãðèðîâàíèè òåíçîðîâ âëèÿíèÿ ïî áàçîâîìó ýëåìåíòó OC (ðèñóíîê 4) ñ ïîñëå-äóþùèì à��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, íàïðèìåð,
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�èñóíîê 4 � Áàçîâûé ýëåìåíòÍàïðèìåð, ∫

OC
u∗ij
(
ξ, x
)
dS (x) = −1

2
A1ξ̄2

(
ln
(
ξ̄2
1 + ξ̄2

2

)
− ln

(
(ξ̄1 − L)2 + ξ̄2

2

)), A1 =
−[8 π µ (1 − ν )]−1, ãäå µ � ìîäóëü ñäâèãà, ν � êîý��èöåíò Ïóàññîíà Îñòàëüíûåçíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ïðèâåäåíû â [4℄. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòüý��åêòèâíóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó äëÿ ó÷åòà íåëèíåéíîñòè ïðîöåññà, õàðàê-òåðíîãî äëÿ ñâÿçíûõ çàäà÷. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â îáîáùåííîì ñìûñëå, ò. å. ÷åðåçãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íåëèíåéíîñòü òîëüêî ÷å-ðåç èçìåíåíèå ñâîáîäíîãî âåêòîðà ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû, íå ìåíÿÿ åå ìàòðèöû,÷òî ñóùåñòâåííî ýêîíîìèò âðåìÿ ñ÷åòà. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê â èòåðàöèîííîìïðîöåññå èíòåãðàëû ïî ïîâåðõíîñòè óæå âû÷èñëåíû, èçìåíÿþòñÿ òîëüêî èíòåãðà-ëû ïî îáëàñòè îò èçâåñòíûõ �óíêöèé.Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêîé æå ïîä-õîä. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â �óíêöèÿõ âëèÿíèÿ. Àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëûèíòåãðàëîâ îò íèõ äëÿ âñåõ òèïîâ çàäà÷ ïðèâåäåíû â [4℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-00516).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïðèãîæèí È. Ââåäåíèå â òåðìîäèíàìèêó íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ. Ì.: ÈË, 1960.127 
.[2℄ Äüÿðìàòè È. Íåðàâíîâåñíàÿ òåðìîäèíàìèêà. Ì.: Ìèð, 1974. Ñ. 301.[3℄ Òîìïñîí Äæ.Ì. Íåóñòîé÷èâîñòè è êàòàñòðî�û â íàóêå è òåõíèêå. Ì., Ìèð. 1985.256 ñ.[4℄ Ôåäîòîâ Â.Ï., Ñïåâàê Ë.Ô. �åøåíèå ñâÿçíûõ äè��óçèîííî-äå�îðìàöèîííûõ çàäà÷íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ïàðàëëåëüíîãî äåéñòâèÿ. Åêàòåðèíáóðã: ÓðÎ �ÀÍ. 2007. 172 ñ.Fedotov V. P. Mathemati
al modeling of 
oupled physi
al and me
hani
al pro
ess. Thethermodynami
 model of the diagram of loading, as an open system with a 
riti
al point ofphase transition with the formation of dissipative stru
tures presented. The loss of stabilityunder the a
tion of rotating modes of irreversible deformation and the formation of internalmi
ro defe
ts 
onsidered resour
e deformation of the sample ( material point) is determined bythe elasti
 potential in the �rst stage of deformation, by the formation of irreversible dissipativefun
tion of dislo
ation stru
tures and by the a

umulation of damage in the se
ond stage andby the a

umulation of damage in the third stage of deformation.



ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ØÒÀÌÏÀ È Ò�ÅÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎ�ÎÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î ÎÑÍÎÂÀÍÈßÏ�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÑÈË Ò�ÅÍÈß×åáàêîâ Ì.È., Àáðàìîâè÷ Ì.Â., Êîëîñîâà Å.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè î âçàèìîäåéñòâèè ñó÷åòîì ñèë òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà àáñîëþòíî æåñòêîãî öèëèíäðà (øòàìïà) ñ âíóò-ðåííåé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ êðóãîâûõ öèëèí-äðè÷åñêèõ ñëîåâ æåñòêî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé è ñ óïðóãèì ïðîñòðàíñòâîì, ïðèýòîì ñëîè è ïðîñòðàíñòâî èìåþò ðàçëè÷íûå óïðóãèå ïîñòîÿííûå. Íà øòàìï äåéñòâó-þò âåðòèêàëüíàÿ ñèëà è êðóòÿùèé ìîìåíò, íàïðàâëåííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïðèýòîì ñèñòåìà øòàìï-îñíîâàíèå íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ïî-ñòàâëåííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé âïåðâûå ïîëó÷åíîòî÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (ÈÓ) ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâëåííûì â ÿâíîìàíàëèòè÷åñêîì âèäå. Èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ÿäåð ÈÓ, â òîì ÷èñëå ïîêàçàíî, ÷òî÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñèìâîëîâ ÿäðà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ìíîãî÷ëåíàïî ïðîèçâåäåíèÿì ñòåïåíåé ìîäóëåé ñäâèãà ñëîåâ è ïîëóïðîñòðàíñòâà. Èçëîæåíà ñõåìàðåøåíèÿ ÈÓ ïðÿìûì ìåòîäîì êîëëîêàöèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå çàäà-÷è ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. �àññ÷èòàíû ðàñïðåäåëåíèÿêîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ðàçìåðû îáëàñòè êîíòàêòà, âçàèìîñâÿçè ïåðåìåùåíèÿ øòàìïàè äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèëû è ìîìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõïàðàìåòðîâ ñëîåâ è ïðîñòðàíñòâà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ â ÷àñòíûõñëó÷àÿõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè. Îáçîð ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ êîíòàêòíûì çàäà÷àì äëÿìíîãîñëîéíûõ îñíîâàíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1, 2℄. Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ îäíî-ñëîéíûõ è äâóõñëîéíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îñíîâàíèé ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå ([3, 4℄ è äð.).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ, z) ðàñ-ñìîòðèì äâà öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîÿ R1 6 r 6 R2 è R2 6 r 6 R3 , êîòîðûå æåñòêîñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ïî ãðàíèöå r = R2 , à ïîâåðõíîñòü r = R3 æåñòêî ñî-åäèíåíà ñ óïðóãèì ïðîñòðàíñòâîì r > R3 . Ïóñòü â ïîâåðõíîñòü r = R1 ñèëîé Pâäàâëèâàåòñÿ øòàìï â �îðìå öèëèíäðà ðàäèóñà R0 = R1 − ∆ ñ òî÷êîé ïåðâîíà-÷àëüíîãî êàñàíèÿ ϕ = 0, r = R1 , îäíîâðåìåííî ê øòàìïó ïðèëîæåí ìîìåíò M ,óðàâíîâåøåííûé ñèëàìè òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà. Ñèëà P íàïðàâëåíà âäîëüëó÷à ϕ = 0 , ìîìåíò M íàïðàâëåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à âåëè÷èíà ∆ ìàëà.Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÈÓ)
θ2∫

−θ1

q(t)k(t− ϕ)dt = πf(ϕ)(−θ1 6 ϕ 6 θ2), k(y) = k1(y) − ϑk2(y) (1)
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k1(y) =

A

2
+

∞∑

k=1

L1(k) cos ky, k2(y) =

∞∑

k=1

L2(k) sin ky (2)Çäåñü q(ϕ) = −σ(1)
r (ϕ,R1) � êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ, −θ1 6 ϕ 6 θ2 � îá-ëàñòü êîíòàêòà, Gi � ìîäóëè ñäâèãà, νi � êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà äëÿ ñëîåâ èïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâåííî ïðè i = 1, 2, 3,

A =
A1

A2
= L(0), f(ϕ) =

G1

R1(1 − ν1)
[δ cosϕ−△(1 − cosϕ)], ϑ =

1 − 2ν1

2(1 − ν1)
µ,

µ � êîý��èöèåíò òðåíèÿ, δ � ïåðåìåùåíèå øòàìïà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.Â (1)�(2) òðàíñ�îðìàíòû L1 è L2 ÿäðà ÈÓ ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðî-ãðàììû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple, èìåþò äîâîëüíî ãðîìîçäêóþ ñòðóêòó-ðó, íî ïîçâîëÿþò èçó÷èòü èõ îñíîâíûå ñâîéñòâàÔóíêöèè Li ïðåäñòàâèìû â âèäå Li(u) = Li1(u)/Li2(u), ïðè ýòîì L12 = L22è ïðè u > 2 �óíêöèè Lji(u) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îòíîñèòåëüíî ïðèâåäåííûõìîäóëåé ñäâèãà ñëîåâ è ïðîñòðàíñòâà Gj1 = Gj/G1

Lji(u) = G2
31η

ji
02(u) +G21G31η

ji
11(u) +G21G

2
31η

ji
12(u) +G2

21η
ji
20(u) +G2

21G31η
ji
21(u) +

+G2
21G

2
31η

ji
22(u) +G3

21η
ji
30(u) +G3

21G31η31(u)ji +G4
21η

ji
40(u) (3)Îòìåòèì, ÷òî çäåñü äëÿ Li(u) â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿþòñÿ ïðåäåëüíûåïåðåõîäû ïðè u → 0 è u → 1 ñîîòâåòñòâåííî ê çíà÷åíèÿì Li(0) è Li(1) â îòëè÷èèîò ñëó÷àÿ G3 = ∞ (äâà ñëîÿ íà æåñòêîì îñíîâàíèè), ïîýòîìó ïðè u = 1 è u = 0ïðèâåäåì èõ çíà÷åíèÿ îòäåëüíî

Lji(1) = G2
31β

ji
02 +G21G31β

ji
11 +G21G

2
31β

ji
12 +G2

21β
ji
20 +G2

21G31β
ji
21 +G2

21G
2
31β

ji
22 +

+G3
21β

ji
30 +G3

21G31β
ji
31 +G4

21β
ji
40 (4)

Ai = L1i(0) = G31κ
i
01 +G21κ

i
10 +G21G31κ

i
11 +G2

21κ
i
20 (5)Çäåñü íàéäåííûå �óíêöèè ηji

nm(u) è ïîñòîÿííûå βji
nm, κi

nm ñîäåðæàò ñòåïåííûåè ëîãàðè�ìè÷åñêèå �óíêöèè, çàâèñÿò òîëüêî îò êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà ìàòå-ðèàëà ñëîåâ è îòíîñèòåëüíûõ ðàäèóñîâ r2 = R2/R1, r3 = R3/R1 .Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (3)�(4) ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà �óíêöèé
Li(u) , â òîì ÷èñëå è ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè

Li(u) = (−1)i+1/u+O(1/u2) (u→ ∞). (6)2. �åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (6), ïðåä-ñòàâèì �óíêöèè Li(u) â âèäå
Li(u) = (−1)i+11/u+Ki(u), (7)òîãäà ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ïðèìåò âèä

k(t) =
A

2
− ln

∣∣∣∣2 sin
t

2

∣∣∣∣ +

∞∑

k=1

K1 cosnt− ϑ

∞∑

k=1

L2 sinnt (8)



212 ×åáàêîâ Ì.È., Àáðàìîâè÷ Ì.Â., Êîëîñîâà Å.Ì.�åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ÿäðîì (8) ïîëó÷èì ïðÿìûì ìåòîäîìêîëëîêàöèè, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [5, 6℄, ãäå ïðåäëîæåí åãî àë-ãîðèòì è ïðèâåäåíî ñîîòâåòñòâóþùåå îáîñíîâàíèå [5℄. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì äëÿíàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé q(ψ) â óçëàõ êîëëîêàöèè ψ = ψjïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ε

N∑

j=1

(aij + cij) · qj = bi, i = 1, . . . , N, ε = (θ1 + θ2)/N, (9)
aij =

A

2
− ln

∣∣∣∣2 sin
ε(i− j)

2

∣∣∣∣ +
∞∑

n=1

K1(n) cosnε(i− j) (i 6= j), aii = −ε
(

ln
ε

2
− 1
)
,

cij = ϑ
π − ε|i− j|

2
− ϑ

∞∑

n=1

K2(n) sinnε(i− j) (i 6= j), cii = 0, bi = πf(ϕi) (10)�ðàíèöû îáëàñòè êîíòàêòà íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ êîíòàêòíûõ íà-ïðÿæåíèé íà êðàÿõ îáëàñòè êîíòàêòà. Äëÿ ýòîãî áûëà ïîñòðîåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿèòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà.3. ×èñëîâûå ðàñ÷åòû. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ â ï. 3 ñîîòíîøåíèé áûëè ïðî-âåäåíû ðàñ÷åòû ïðèâåäåííûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé q∗(ϕ) = q(ϕ)/G1, âåëè÷èíûîáëàñòè êîíòàêòà −θ1 6 ϕ 6 θ2 , âåëè÷èí ïðèëîæåííûõ ê øòàìïó ïðèâåäåííûõñèëû P/G1 è ìîìåíòà M/G1 ïðè çàäàííûõ âåðòèêàëüíîì ïåðåìåùåíèè øòàìïà δ,êîý��èöèåíòå òðåíèÿ µ è íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ãåîìåòðè÷åñêèõ (R1, r2 = R2/R1,
r3 = R3/R1, ∆) è ìåõàíè÷åñêèõ (Gi1, νi) ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.Â òàáëèöå 1 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà δ = 0.0001,
∆ = 0.00001, µ = 0.5, R1 = 0.1, r2 = 1.2, r3 = 1.4, G21 = 2 è G31 = 1 ïðèâåäåíû çíà-÷åíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé qi = q∗(αi) ·103, ãäå αi = −θ1 +ε0/2+(i−1)ε0 +O(ε)(ε0 = (θ1 + θ2)/5 , i = 1, 2, .., 5), ðàçìåðîâ îáëàñòè êîíòàêòà θi è ïðèëîæåííîé ñèëû
P ∗ = P ·103/G1 è ìîìåíòà M∗ = M ·105/G1, âû÷èñëåííûå ïðè N = 1001. Çàìåòèì,÷òî q3 ïîêàçûâàåò çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé â ñðåäíåé òî÷êå îáëàñòè êîíòàêòà ïðè
α3 = (θ2 − θ1)/2.Â òàáëèöå 2 ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ δ = 0.0001, ∆ =
0.00001, R1 = 0.1, r2 = 1.2, r3 = 1.4, G21 = 0.5 è G31 = 1 è ν1 = ν2 = ν3 = 0.3Òàáëèöà 1

ν1 ν2 ν3 θ1 θ2 P ∗ M∗ q1 q2 q3 q4 q50.1 0.3 0.3 100.1 64.8 0.630 4.16 1.68 3.16 3.88 3.72 2.390.3 0.3 0.3 95.5 63.8 0.667 4.34 1.93 3.39 4.09 3.97 2.670.45 0.3 0.3 91.3 61.5 0.710 4.54 2.25 3.67 4.34 4.28 3.000.3 0.1 0.3 95.5 64.8 0.660 4.29 1.89 3.33 4.02 3.90 2.630.3 0.45 0.3 95.5 63.2 0.676 4.39 1.97 3.46 4.16 4.03 2.680.3 0.3 0.1 96.5 66.7 0.645 4.24 1.87 3.21 3.85 3.77 2.640.3 0.3 0.1 96.5 66.7 0.645 4.24 1.87 3.21 3.85 3.77 2.64
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µ θ1 θ2 P ∗ M∗ q1 q2 q3 q4 q50.1 79.4 75.1 0.469 0.589 1.48 2.54 2.91 2.62 1.580.3 83.4 72.1 0.467 1.76 1.39 2.46 2.89 2.67 1.670.5 87.6 68.8 0.464 2.93 1.30 2.37 2.86 2.71 1.750.5 87.6 68.8 0.464 2.93 1.30 2.37 2.86 2.71 1.751 99.2 60.8 0.445 5.79 1.09 2.12 2.72 2.75 1.94

�èñóíîê 1 � G21 = 2, G31 = 1, νi = 0.3,
r2 = 1.2, r3 = 1.4

�èñóíîê 2 � G21 = 0.5, G31 = 1, νi = 0.3,
r2 = 1.2, r3 = 1.4

�èñóíîê 3 � G21 = 2, G31 = 1, µ = 0.5,
r2 = 1.2, r3 = 1.4

�èñóíîê 4 � G21 = 0.5, G31 = 1,
µ = 0.5, r2 = 1.2, r3 = 1.4ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé qn, ðàçìåðîâ îáëàñòè êîíòàêòà θi,ïðèëîæåííîé ñèëû P ∗ è ìîìåíòà M∗.Íà ðèñóíêàõ 1�4 äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðè δ = 0.0001, ∆ = 0.00001, R1 = 0.1,

r2 = 1.2, r3 = 1.4, G21 = 2 è G31 = 1 (ðèñóíêè 1, 3) è G21 = 0.5, G31 = 1 (ðèñóíêè2, 4) ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïðèâåäåííûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé q∗(ϕ) â çàâèñèìî-ñòè êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ïåðâîãî ñëîÿ (ðèñóíêè 1, 2) è êîý��èöèåíòà òðåíèÿ(ðèñóíêè 3, 4).Ïðèâåäåííûå â òàáëèöàõ è ðèñóíêàõ è äðóãèå ðàñ÷åòû íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþòçàâèñèìîñòü êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è ðàñïîëîæåíèÿ îáëàñòè êîíòàêòà â çàâèñè-ìîñòè îò êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ïåðâîãî ñëîÿ, êîý��èöèåíòà òðåíèÿ è îòíîñè-òåëüíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà âòîðîãî ñëîÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ îáëàñòü
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íèêèøèí Â.Ñ. Ñòàòè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ìíîãîñëîéíûõ óïðóãèõ òåë //Ìåõàíèêà êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé / Ïîä ðåä. È.È. Âîðîâè÷à è Â.Ì. Àëåêñàí-äðîâà // Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. Ñ. 214�233.[2℄ Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì. Ñòàòè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïî ãëóáèíåîñíîâàíèÿ // Ìåõàíèêà êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé / Ïîä ðåä. È.È. Âîðîâè÷àè Â.Ì. Àëåêñàíäðîâà // Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. Ñ. 199�213.[3℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì.,×åáàêîâ Ì.È. Ê òåîðèè ðàñ÷åòà öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíè-êà // ÌÒÒ, 2004. �1 Ñ. 22�30.[4℄ ×åáàêîâ Ì.È. Ê òåîðèè ðàñ÷åòà äâóõñëîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà //Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ, 2009. �3 Ñ. 163�170.[5℄ Âîðîíèí Â.Â., Öåöåõî Â.À. ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1 ðîäà ñëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäîì èíòåðïîëÿöèè è êîëëîêàöèè // Æ.: Âû-÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåèàòè÷åñêîé �èçèêè, 1981. Ò.21. �1 Ñ. 40�53.[6℄ Êîëîñîâà Å.Ì., ×åáàêîâ Ì.È. Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ òðåõñëîéíîé ïîëîñû ïðè íà-ëè÷èè ñèë òðåíèÿ // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, 2012. Ò. 76. � 5 Ñ. 795�802.Chebakov M. I., Abramovi
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ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÄÅÔÅÊÒÎÂ Â ÑÒÅ�ÆÍßÕ,ÈÌÅÞÙÈÕ �ÀÇËÈ×ÍÛÅ ÂÀ�ÈÀÍÒÛ ÇÀÊ�ÅÏËÅÍÈß×åðïàêîâ À.Â.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ â ñòåðæíÿõ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå âà-ðèàíòû çàêðåïëåíèÿ, íà îñíîâå ìåòîäà ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè�èêàöèè ïðè àíà-ëèçå ÷àñòîò è ïàðàìåòðîâ �îðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè. �àññìàòðèâàþòñÿñòåðæíåâûå êîíñòðóêöèè ñ îäíèì è äâóìÿ äå�åêòàìè. �àñ÷åò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèéñòåðæíÿ ìîäåëèðóþòñÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì êîìïëåêñå Ansys.Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëàñü èäåíòè�èêàöèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ äå�åêòà â ñòåð-æíå, ñîïîñòàâëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ñòåðæíÿ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå âàðèàíòûçàêðåïëåíèÿ.Îáúåêòîì ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿëñÿ ñòåðæåíü (äëèíà L = 250 ìì, âûñîòà ïîïå-ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ h = 8 ìì, øèðèíà a = 4 ìì) ñ äå�åêòàìè (äå�åêò â âèäå ïîïåðå÷-íîãî íàäðåçà øèðèíîé 1 ìì è àáñîëþòíîé ãëóáèíîé hd), ðàñïîëîæåííûì, â òî÷êåñòåðæíÿ, îòñòîÿùåé îò çàùåìëåíèÿ íà ðàññòîÿíèè L̄d, ãäå L̄d = Ld/L, Ld � ìåñòî-ïîëîæåíèå ïîâðåæäåíèÿ. Èññëåäóþòñÿ ñòåðæíåâûå êîíñòðóêöèè ñ îäíèì è äâóìÿäå�åêòàìè. �àññìàòðèâàþòñÿ ñòåðæíè, èìåþùèå äâà âàðèàíòà çàêðåïëåíèé � à)�èêñèðîâàëñÿ îäèí êîíåö ñòåðæíÿ è á) �èêñèðîâàëèñü ïåðåìåùåíèÿ ó äâóõ êîí-öîâ. Äàëåå ââåäåì áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó x̄ = x/L . Îòíîñèòåëüíàÿ ãëóáèíàïîâðåæäåíèÿ t̄ = hd/h . �àññìàòðèâàþòñÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ. Ìî-Òàáëèöà 1 � Âàðèàíòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòåðæíåé ñ ðàçëè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì äå�åêòîâ�ï/ï Âàðèàíòçàêðåïëåíèÿ Êîë-âîäå�åêòîââ ñòåðæíå Ìåñòî-ïîëîæåíèåïåðâîãîäå�åêòà,
Ld

Âåëè÷èíàïåðâîãîäå�åêòà,
t̄

Ìåñòî-ïîëîæåíèåâòîðîãîäå�åêòà,
Ld

Âåëè÷èíàâòîðîãîäå�åêòà,
t̄1 à) 1 0,25 0,7 � �2 à) 2 0,25 0,3 0,7 0,73 á) 2 0,25 0,3 0,7 0,74 á) 2 0,25 0,7 0,7 0,7äåëèðîâàíèå êîëåáàíèé ïðîèçâîäèòñÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì êîìïëåêñå Ansys. Íàðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû èññëåäóåìûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè. Áûëî âûáðàíîðàçáèåíèå ìîäåëè íà óçëû ïî äëèíå, êðàòíîå 1/40 äëèíû ñòåðæíÿ. Ïî âûñîòå èøèðèíå ñòåðæíÿ ïðîèçâîäèëàñü ðàçáèâêà íà óçëû êðàòíî 1/3 ñîîòâåòñòâóþùåéãðàíè. Äå�åêò â âèäå íàäðåçà, îòðàæàþùåãî íàòóðíóþ ìîäåëü, ìîäåëèðîâàëñÿ
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à) á)�èñóíîê 1 � Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè ñòåðæíÿ: à) êîíñîëüíî-çàêðåïëåííûé ñòåðæåíüèìåþùèé îäèí èëè äâà äå�åêòà; á) ñòåðæåíü, æåñòêî çàêðåïëåííûé íà êîíöàõ, èìåþùèéîäèí èëè äâà äå�åêòàøèðèíîé 1 ìì ïåðïåíäèêóëÿðíî ñå÷åíèþ. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà èìåëà äâó-êðàòíîå ñãóùåíèå â îêðåñòíîñòè äå�åêòà. Ïðè ýòîì, îáùåå êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõýëåìåíòîâ ïðåâûøàëî 5000.Áûëà ðåøåíà çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ êàíòèëåâåðà. Ïîëó÷åíû �îðìûêîëåáàíèé êàíòèëåâåðà ïðè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ äå�åêòà. Íà ðèñóíêå 2 ïðåä-ñòàâëåíû íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ïðè ðàçëè÷íûõâåëè÷èíàõ äå�åêòà.�àññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ �îðìà êîëåáàíèé. Àíàëèç ãðà�èêîâ �îðì êîëåáàíèéïîêàçûâàåò, ÷òî â ìåñòå äå�åêòà èìååòñÿ õàðàêòåðíî âûðàæåííûé ¾èçëîì¿, â ðàç-íîé ñòåïåíè çàâèñÿùèé îò ðàçìåðà äå�åêòà. Èçëîì íà êðèâîé �îðìû êîëåáàíèéìîæåò ñëàáî ïðîÿâëåí, ÷òî âèäíî íà ãðà�èêàõ. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëüíîé õàðàê-òåðèñòèêè íàëè÷èÿ äå�åêòà â êîíñîëüíîì ñòåðæíå èñïîëüçóþòñÿ óãîë α â òî÷êå,îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíûìè ê êðèâîé �îðìû êîëåáàíèé, è êðèâèçíà êðèâîé �îð-ìû êîëåáàíèé.Ïðè íàëè÷èè äèñêðåòíîé èí�îðìàöèè î �îðìå êîëåáàíèé âåëè÷èíà óãëà âòî÷êå i äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäû êîëåáàíèé ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñëåäóþùèìîáðàçîì:
αi = arccos

(
(AB)(BC)∥∥AB

∥∥∥∥BC
∥∥

)
, (1)ãäå AB è BC � âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõ îòðåçêîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ìåæäóòî÷êàìè íîðìèðîâàííîé �îðìû êîëåáàíèé ñ íîìåðàìè [i− 1 , i] è [i , i+ 1].Ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðåòíûõ èçìåðåíèé ñ ó÷åòîì ìàëûõ êîëåáàíèé êðèâèç-íà â i-é òî÷êå ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

U ′′i =
Ui−1 − 2Ui + Ui+1

∆x2
, (2)ãäå ∆x � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé, Ui � ñìåùåíèå ñîá-ñòâåííîé �îðìû êîëåáàíèé â i-é òî÷êå ñòåðæíÿ.
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�èñóíîê 2 � Íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé Ū ñòåðæíÿ ñ äå�åêòàìèðàçëè÷íîé âåëè÷èíû t̄ ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ åãî çàêðåïëåíèÿ äëÿ ïåðâîé ìîäû ïî-ïåðå÷íîé �îðìû êîëåáàíèé, ãðà�èêè óãëîâ èçãèáîâ è êðèâèçíà ïåðâîé �îðìû êîëåáàíèéÂåëè÷èíà äèñêðåòíîãî îòðåçêà ∆x ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ �îðìû êîëåáàíèéïðèíèìàëàñü ðàâíîé 1/100 îò äëèíû ñòåðæíÿ. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíûíà ðèñóíêå 2.Àíàëèç ãðà�èêîâ �îðì êîëåáàíèé (ÔÊ), ãðà�èêîâ óãëîâ â òî÷êàõ, îáðàçîâàí-íûìè êàñàòåëüíûìè è êðèâèçíû ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ èäåí-òè�èêàöèè ìåñòîïîëîæåíèÿ äå�åêòîâ âîçìîæíî ïðè àíàëèçå äàííûõ ïàðàìåòðîâ.Äëÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ äâà ïàðàìåòðà õîðîøî îïðåäåëÿþò ìåñòîïîëîæåíèå äå-�åêòà. Â ñëåäñòâèè òîãî, ÷òî ïàðàìåòð óãëà â òî÷êàõ, îáðàçîâàííûìè êàñàòåëü-íûìè áîëåå ÷óâñòâèòåëåí ê èçãèáàì �îðìû êîëåáàíèé, òî äëÿ ñòåðæíÿ, èìåþùåãîçàêðåïëåíèå ñ äâóõ êîíöîâ îí ñëàáî èäåíòè�èöèðóåò ìåñòîïîëîæåíèÿ äå�åêòîâ.Äëÿ äàííîãî âàðèàíòà çàêðåïëåíèÿ è àíàëèçà �îðìû êîëåáàíèé îí äîñòàòî÷íîõîðîøî èäåíòè�èöèðóåò äå�åêò ïðè åãî âåëè÷èíå t̄ > 0.5. Äëÿ âàðèàíòà ìîäå-ëè ñòåðæíÿ �3 äå�åêò ñ ìåñòîïîëîæåíèåì Ld = 0,25 ïëîõî èäåíòè�èöèðóåòñÿâñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îí ðàñïîëîæåí â ìåñòå ïåðåãèáà êðèâîé �îðìû êîëåáàíèé.



218 ×åðïàêîâ À.Â.Êðèâèçíà �îðìû êîëåáàíèé äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè ñòåðæíÿ �4 õîðîøî èäåíòè�èöè-ðóåò ìåñòîïîëîæåíèÿ äå�åêòà.Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíåíèå èçëîæåííîé ìåòîäèêè ìíîãîïàðà-ìåòðè÷åñêîé èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ â ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè ïîçâîëÿåò ðàñ-ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû äå�åêòà â ñòåðæíÿõ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,â ò. ÷. ãëóáèíó è ìåñòîïîëîæåíèå äå�åêòà. Ñíèæåíèå ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëÿå-ìûõ ïàðàìåòðàõ èäåíòè�èêàöèè ñòåðæíÿ äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ âàëãîðèòìå áîëåå øèðîêîãî íàáîðà èñõîäíûõ äàííûõ, à òàê æå â ñèëó ïðèìåíåíèÿâ àëãîðèòìå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî ïðèçíàêà èäåíòè�èêàöèè.�àññìîòðåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïîëîæåí â îñíîâó ðàçðàáîòêè ìåòîäèêè òåõíè-÷åñêîé äèàãíîñòèêè òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé.Cherpakov A.V. Identi�
ation of defe
ts in rods with di�erent ways of �xing.The problem of 
ra
k identi�
ation in rods with di�erent ways of �xing, based on the methodof multiparameter identi�
ation with the analysis of frequen
ies and parameters of naturalmodes of the stru
ture is studied. The 
ore design with one and two defe
ts is dis
ussed.Cal
ulation of natural os
illations of the rod are modeled in �nite-element 
omplex Ansys.



Î ÂÎÇÌÎÆÍÛÕ ÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÕÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈØâåä Î.Ë.Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò ïðîáëåì èí�îðìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, ÌèíñêÀêòèâíûé óïðóãîïëàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîïåðåìåííûì ÷åðåäîâàíèåìïëàñòè÷åñêîãî è óïðóãîãî ïðîöåññîâ. Ìîäåëü íåëèíåéíîé óïðóãîñòè îáîáùàåòñÿ íà óïðó-ãîïëàñòè÷åñêóþ. Ñîõðàíÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ïðèðîäà óïðóãîé äå�îðìàöèè. Ïîñòóëèðó-þòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ äåâèàòîðíûå ñå÷åíèÿïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè. Ôîðìóëèðóåòñÿ êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ. Ââîäÿòñÿ äâà ïàðàìåòðàóïðî÷íåíèÿ è âûáèðàþòñÿ áàçîâûå ýêñïåðèìåíòû.1. Íåàäåêâàòíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ (íàëè÷èå çàñòîéíûõ çîíâ îïûòàõ Òðåñêà ïî ýêñòðóçèè ñâèíöà) âûçâàíà ìàëîé ïîäâèæíîñòüþ ìîäåëüíûõìàòåðèàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåêó÷åñòè [1, 2℄. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãîíåäîñòàòêà òðàåêòîðèþ ïðîöåññà â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé ìîæíî çàìåíèòüáëèçêîé åé ëîìàíîé ñ ó÷àñòêàìè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è óïðóãîñòè [3℄. Ïîïûòà-åìñÿ îáîáùèòü ìîäåëü íåëèíåéíîé óïðóãîñòè, ñîõðàíÿÿ ïîòåíöèàëüíóþ ïðèðîäóóïðóãîé äå�îðìàöèè (ñóùåñòâîâàíèå ïîòåíöèàëîâ íàïðÿæåíèé è èõ ñêîðîñòåé), èñ�îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ó÷àñòêîâ òå÷åíèÿ, ãäå ìàòåðèàë ïðåäïîëàãàåòñÿíåñæèìàåìûì.Ïóñòü c1, c2, c3 íåïîäâèæíûé îðòîíîðìèðîâàííûé òðèýäð. Ââåäåì ïîòåíöèàëíàïðÿæåíèé â �îðìå Ìóðíàãàíà [4, 5℄ ý = ý0 + ý2 + ý3, ãäå ý2 = δ1(c1 ·C · c1)
2 + · · · ,ý3 = δ22(c1 · C · c1)

3 + · · · àíèçîòðîïíûå ñòðóêòóðû âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè ïîêîìïîíåíòàì òåíçîðà óïðóãîé äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ 77ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè δj = 0, è òîãäà ý ñîâïàäàåò ñ èçîòðîïíûì ïîòåíöèàëîìý0. Ïåðåõîäèì ê ìåðå G = 2C + E:ý = ý0+4−1(δ1c1 ·G·c1(c1 ·G·c1−2)+· · · )+8−1(δ22((c1 ·G·c1−1)3+1)+· · · )+c, (1)ãäå c � ìèíèìàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òàêàÿ ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ý > 0. Èç (1) íàõîäèìîïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè:
T = 2L−1

3 Fe ·
∂ý
∂G

· FT

e = T0 +
∑

j

δjTj, (2)ãäå Fe � íåîñîáåííûé òåíçîð, çàìåíÿþùèé â óïðóãîïëàñòè÷íîñòè äå�îðìàöèîí-íûé ãðàäèåíò Fe = V · OT, G = FT

e · Fe, L3 � òðåòèé ãëàâíûé èíâàðèàíò V,
T0 � êâàäðàòè÷íûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî ìåðû F = Fe ·FT

e ñ êîý��èöèåíòàìè,çàâèñÿùèìè îò åå ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ è ïîñòîÿííûõ Ëÿìå, Tj � íåñëîæíî âû-÷èñëÿåìûå òåíçîðû. Óðàâíåíèÿ (1), (2) äàþò îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â êîíå÷íîìâèäå.Óñëîâèå òåêó÷åñòè íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà äåâèàòîðíóþ ñîñòàâëÿþùóþïåðåìåùåíèÿ òî÷êè ïðîöåññà â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé. Ïîýòîìó èñïîëüçóåì



220 Øâåä Î.Ë.ïðîåêöèþ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè, âû-÷èñëåííóþ ïî ñîîòíîøåíèÿì óïðóãîñòè, íà èñêîìîå äåâèàòîðíîå ñå÷åíèå ïîâåðõíî-ñòè òåêó÷åñòè äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè äåâèàòîðíîãî ñå÷åíèÿ óäîáíîïðèìåíèòü ¾âåêòîðíîå¿ ïðåäñòàâëåíèå äåâèàòîðîâ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòî-ðîãî ðàíãà â ïÿòèìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî çàäàåòñÿ îðòîíîð-ìèðîâàííûé òåíçîðíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà äåâèàòîðîâ W1 = (
√

6)−1(E − 3c3c3),
W2 = (

√
2)−1(c2c2 − c1c1), W3 = (

√
2)−1(c1c2 + c2c1), W4 = (

√
2)−1(c1c3 + c3c1),

W5 = (
√

2)−1(c2c3 + c3c2), Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàêèõ âåêòîðîâ çäåñü ïîíèìà-åòñÿ êàê äâîéíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ. Äâà ëþáûõ òàêèõ äåâèàòîðà
N è M ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âåêòîðíîì âèäå N =

∑
i=1,5wiWi, M =

∑
i=1,5 viWi.Ôîðìóëû ñâÿçè ñ ïîêîìïîíåíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì â áàçèñå c1, c2, c3 äëÿ N èìå-þò âèä n1 = N · ·c1c1 = (

√
6)−1w1−(

√
2)−1w2, n2 = N · ·c2c2 = (

√
6)−1w1 +(

√
2)−1w2,

n3 = N · ·c1c2 = (
√

2)−1w3, n4 = N · ·c1c3 = (
√

2)−1w4, n5 = N · ·c2c3 = (
√

2)−1w5.Çàìåíÿÿ ni, wi íà mi, vi ïîëó÷àåì �îðìóëû äëÿ M.Îáîçíà÷èì: Ω

T = Ṫ − Ω · T + T · Ω (Ω = ȮT · O òåíçîð óïðóãîãî ñïèíà [6℄) �Î-ïðîèçâîäíàÿ T, D � òåíçîð ñêîðîñòè äå�îðìàöèé, ∇vT � ãðàäèåíò ñêîðîñòè,äåâèàòîð�îïåðàòîð Q = Q(D) � Î-ïðîèçâîäíàÿ devT, âû÷èñëåííàÿ ïðè óñëîâèèíåñæèìàåìîñòè ∇ · v = 0 ïî ñîîòíîøåíèþ Ḟe = ∇vT · Fe, êîòîðîå çàäàåò Fe âóïðóãîì ñîñòîÿíèè. Äåâèàòîð Q ëèíååí ïî êîìïîíåíòàì D è èìååò ïîòåíöèàë ïîïîñòðîåíèþ. Ñêîðîñòü íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç Î-ïðîèçâîäíóþ, êàê â îñ-íîâíîì ñëó÷àå íå çàâèñèìóþ îò D ÷àñòü ïðîåêöèè îïåðàòîðà Q íà äåâèàòîðíîåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè, îïðåäåëÿåìóþ èñêîìûì âåêòîðîì âíåøíåé íîð-ìàëè N(N · ·N = 1). Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé íàïðÿæåíèé,òî äåâèàòîð Q(D) · ·NN èìååò ïîòåíöèàë. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîð Nÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì îïåðàòîðà Q. Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.Çàìåíèâ �îðìàëüíî âåëè÷èíû Q,D íà M,N, ïîëó÷àåì M = M(N) è Q · ·N =
M · ·D. Â ïîêîìïîíåíòíîì ïðåäñòàâëåíèè òåíçîðà M íàõîäèì mj =

∑5
i=1 ajini(j =

1, 5), ãäå aji � âû÷èñëÿåìûå ñêàëÿðû. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòåíöèàëà òåíçîðà
Q èìåþò âèä a22 = a11 +2(a21−a12), a43 = a34, a53 = a35, a54 = a45, a1i = 2(ai2−a2i),
a2i = 2(ai1 − a1i)(i = 3, 5). Óäàëèâ ñ äèàãîíàëè ìàòðèöû (aji) íå âëèÿþùóþ íàâûáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âåëè÷èíó a11 (îäíàêî ïðè íàõîæäåíèè òî÷íûõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà åå íåîáõîäèìî áóäåò ó÷èòûâàòü) ââåäåì íåçàâèñè-ìûå ïàðàìåòðû pj : p1 = 2−1(a12 + a21), p2 = −2−1(a12 − a21), p3 = 2−1

√
3(a13 + a23),

p4 = −2−1(a13 − a23), p5 = a33 − a11, p6 = 2−1
√

3(a14 + a24), p7 = −2−1(a14 − a24),
p8 = 2−1

√
3(a15+a25), p9 = −2−1(a15−a25), p10 = a44−a11, p11 = a55−a11, p12 = 3−1a34,

p13 = 3−1a35, p14 = 3−1a45. Ïåðåõîäÿ ê âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äåâèàòîðîâ, ïî-ëó÷àåì 


v1

v2

v3

v4

v5




=




p1 + 2p2

√
3p2 p3 p6 p8√

3p2 −p1 + 2p2 p4 p7 p9

p3 p4 p5 p12 p13

p6 p7 p12 p10 p14

p8 p9 p13 p14 p11







w1

w2

w3

w4

w5



. (3)Ñîîòíîøåíèåì (3) çàäàåòñÿ â îáùåì âèäå ñèììåòðè÷íûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

M = M(N) â ïÿòèìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ. Åñëè N ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì



Î âîçìîæíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ óïðóãîïëàñòè÷íîñòè 221âåêòîðîì M(N) è ω åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî òîãäà ïîëó÷àåì Q(D) · ·NN =
M(N) · ·DN = ∂

∂D
(2−1ω(N · ·D)2). Îáðàòíî, åñëè Q(D) · ·NN èìååò ïîòåíöèàë,òî ïîëó÷àåì nimj = njmi äëÿ i, j = 1, 5, i 6= j è çíà÷èò ïî �îðìóëàì ñâÿçè

viwj = vjwi. Âñå ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿäêà â îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè N,M ìàòðè-öå ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû çàâèñèìûå, òî åñòü ñóùåñòâóåò ñêàëÿð ω,÷òî âûïîëíÿåòñÿ M(N) = ωN. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð íîðìàëè ê äåâèàòîðíîìóñå÷åíèþ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòî-ðà (3) è íàîáîðîò. Îäíàêî, êàê íåòðóäíî óáåäèòñÿ äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, íåâñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë, è âîçíèêàåò íåïðîñòîé âîïðîñî âûáîðå âåêòîðà íîðìàëè â óñëîâèÿõ àíèçîòðîïèè.Â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äåâèàòîðîâ âåêòîð íîðìàëè N ê òåêóùåìó äåâè-àòîðíîìó ñå÷åíèþ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè (ñîäåðæàùåìó òî÷êó ïðîöåññà â ïðî-ñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé) âûáèðàåòñÿ èç äâóõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ îïåðàòîðà (3), îñòàëüíûå âåêòîðû �èçè÷åñêîãî ñìûñëà íå èìååò. Ñóùå-ñòâóþò äâà ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ âîãíóòûõ ïîâåðõíîñòåé, è èñêîìàÿ ïîâåðõíîñòüîáðàçóåòñÿ ñîåäèíåíèåì â ñèíãóëÿðíûõ òî÷êàõ äâóõ ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ ñåìåéñòâ.Åñëè òî÷êà ïðîöåññà íàõîäèòñÿ íà ãëàäêîì ó÷àñòêå, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåêóùåãîñå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî äâóõ òî÷åê íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ: åå ñàìîé è òî÷êè, îïðåäå-ëÿåìîé ïî âåëè÷èíå ý��åêòà Áàóøèíãåðà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî îäíîéòî÷êè ïðîöåññà. Ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé �îðìèðóåòñÿñâîèìè äåâèàòîðíûìè ñå÷åíèÿìè.Åñëè íà ïîâåðõíîñòè òåêóùåãî ñå÷åíèè ïîÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, â êîòî-ðîé ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà (3), êîòîðîå äîëæíî îïðåäåëÿòü ñîáñòâåííûéâåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ âåêòîðîì íîðìàëè â äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, ñòàíîâèòñÿêðàòíûì, òî îäíîçíà÷íûé âûáîð âåêòîðà íîðìàëè èç íåñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîáñòâåí-íûõ âåêòîðîâ ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì. Äåâèàòîðíîå ñå÷åíèå âûðîæäàåòñÿ, òîåñòü ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. Òàê êàê èñ÷åçàåò íåîáõîäèìûéäëÿ îïèñàíèÿ äå�îðìàöèè îáúåêò, òî âîçíèêàåò ìàêðîòðåùèíà, ïîñêîëüêó àëüòåð-íàòèâîé äå�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðóøåíèå.2. Áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê îáðàçóþùèì äåâèàòîðíîå ñå-÷åíèå äâóì ïîâåðõíîñòÿì, îòâå÷àþùèì, óñëîâíî ãîâîðÿ, çà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèåñ èíäåêñàìè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òå÷åíèè âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ñëó-÷àÿ: òî÷êà ïðîöåññà íàõîäèòñÿ â ðåãóëÿðíîé òî÷êå òåêóùåãî äåâèàòîðíîãî ñå÷åíèÿ,óäåëüíàÿ ìîùíîñòü äå�îðìàöèè ïîëîæèòåëüíàÿ (T··D > 0) ëèáî íåò, è òî÷êà ïðî-öåññà íàõîäèòñÿ â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå. Ïóñòü N � íîðìèðîâàííûé âåêòîð âíåøíåéíîðìàëè, è N = Ni, i ∈ {1, 2}. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ êðèòåðèé òåêó÷åñòè áóäåò
Q · ·N > 0, â òðåòüåì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî Q · ·N1 > 0,
Q · ·N2 > 0, è åñëè íàðóøàåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ, òî èìååò ìåñòî ëèáî ïåðâûé,ëèáî âòîðîé ñëó÷àé.Ïîñòóëèðóåì äè��åðåíöèàëüíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé,ïîòåíöèàëà íàïðÿæåíèé è ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè:

Ω

T = KP, (L−1
3 ý). = pT · ·D, δ̇j = kjβN · ·Tj(

√
Tj · ·Tj)

−1(kj = ±1,Tj 6= 0), (4)ãäå P = Q −
∑

i Q · ·NiNi è â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ i = 1 ëèáî i = 2, à â òðå-òüåì i = 1, 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì â (4) ïîëîæèòåëüíûé íå çàâèñÿùèé îò D



222 Øâåä Î.Ë.ñêàëÿð K = Ki, p = (1 − αi), αi � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòü âåëè÷èíû ðàññåèâàåìîéðàáîòû äå�îðìàöèè íà ìàëîì âðåìåííîì øàãå. Âî âòîðîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ
K = Ki + K0, p = 1. Çàâèñÿùèé îò D ñêàëÿð K0 îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Íàäî ïîëî-æèòü â (4) K = K0, p = 1, β = 0 è çàòåì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2), (4)äëÿ íåèçâåñòíûõ Ω

V, K0, íàéòè K0. Â äàííîì ñëó÷àå ìàòåðèàë ñòàíîâèòñÿ íåäèñ-ñèïàòèâíûì è òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî ïîòåíöèàëüíîñòè â ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåíèé. Òåìíå ìåíåå, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà (4) îñòàåòñÿ îäíîðîäíîéâåëè÷èíîé ïåðâîé ñòåïåíè ïî êîìïîíåíòàì òåíçîðà D. Â òðåòüåì ñëó÷àå ïîëàãà-åì N = Ni (çäåñü âûáèðàåòñÿ N = N1, åñëè Q · ·N1 > Q · ·N2 è N = N2, åñëè
Q · ·N1 < Q · ·N2), K = K1K2, p = (1 − αi). Ñêàëÿð β õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòüðîñòà ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè. Êîý��èöèåíòû kj â (4) âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèìñïîñîáîì. Â ïåðâîì, âòîðîì ñëó÷àÿõ ïî âñåì íàáîðàì kj â èç ñèñòåìû óðàâíå-íèé (1), (2), (4) íàõîäèì íàáîð, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíå
|β|. Â òðåòüåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâíàÿ ìèíèìèçàöèÿ |β|, ïðè óñëîâèè óäî-âëåòâîðåíèÿ ý��åêòó Áàóøèíãåðà. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ Tj = 0, òî íàäî ïðèâëåêàòüäîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè. Èìååò ìåñòî íåïðå-ðûâíîñòü ïðè ñìåíå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Íåïðåðûâíîñòü òåðÿåòñÿ òîëüêî âòðåòüåì ñëó÷àå ïðè óñëîâèè Q · ·N1 = Q · ·N2.Ïðîáëåìíîå â îáùåì ñëó÷àå ïîíÿòèå ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè [7℄ â ðàññìàò-ðèâàåìîé ìîäåëè ìàòåðèàëà íå îïðåäåëÿåòñÿ, è äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãîïðîöåññà ââîäÿòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà óïðî÷íåíèÿ òèïà �. Øìèäòà χ1, χ2ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ïóñòü âåêòîðíîðìàëè N = Ni j 6= i (T · ·Ni > 0,T · ·Nj > 0). Ïîñòóëèðóåì ýâîëþöèîííûå óðàâ-íåíèÿ: χ̇i = T · ·D (Nj · ·D > 0), χ̇i = T · ·NiNi · ·D (Nj · ·D < 0), χ̇j = 0 â ïåðâûõäâóõ ñëó÷àÿõ ïðè òå÷åíèè è χ̇i = T · ·NiNi · ·D (i = 1, 2) â òðåòüåì ñëó÷àå. Âû-ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ Q · ·Ni = Q(D) · ·Ni = M(Ni) · ·D = ωiNi · ·D,
ωi > 0, îòêóäà ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü ðàâåíñòâ Q · ·Ni = 0 è Ni · ·D = 0, à òàêæåíåðàâåíñòâ Q · ·Ni > 0 è Ni · ·D > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòåðèé òåêó÷åñòè ñîãëà-ñóåòñÿ ñ ââåäåííûìè ñïîñîáàìè çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðî÷íåíèÿ è ïðè èõ ñìåíåèìååò ìåñòî íåïðåðûâíîñòü.Áàçîâûìè ýêñïåðèìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ îäíîîñíûå è äâóõîñíûå ðàñòÿæåíèå, ñæà-òèå. Ïðè îäíîîñíûõ íàãðóæåíèÿõ ïðîâîäèìûõ äî ðàçðóøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âå-ëè÷èíû αi = αi(χi) è âåëè÷èíû íåîáõîäèìûå â äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõäëÿ ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè, â äâóõîñíûõ îïðåäåëÿþòñÿ Ki = Ki(χi). Êîíå÷íî,íàäî ïðèâëåêàòü åùå äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïðåæäå âñå-ãî î âåëè÷èíå ý��åêòà Áàóøèíãåðà. Íåîáõîäèìû áóäóò äàííûå îá óâåëè÷åíèèïëàñòè÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè ïîä âûñîêèì ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåìñæàòèÿ. Ïîòðåáóåòñÿ èí�îðìàöèÿ î óâåëè÷åíèè è óìåíüøåíèè íàïðÿæåíèÿ òåêó-÷åñòè ïðè ïîâòîðíîì íàãðóæåíèè â îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè ïîñëå îäíîîñíûõðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ. Âîçìîæíî, ïîòðåáóþòñÿ è äðóãèå äàííûå.Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ìåðà óïðóãèõ èñêàæåíèé V îïðå-äåëÿåòñÿ íå èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé [2℄, è íå â ðàìêàõ êèíåìàòèêè, à èçñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (1), (2), (4) âìåñòå ñî ñêàëÿðîì β ïðè òå÷åíèè.Èñïîëüçîâàíèå Î-ïðîèçâîäíîé îäíîçíà÷íî ðåøàåò ïðîáëåìó âûáîðà îáúåêòèâíîéïðîèçâîäíîé, ïîñêîëüêó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòü äåâèàòîðíîãî ñå÷åíèÿ çàâè-



Î âîçìîæíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ óïðóãîïëàñòè÷íîñòè 223ñèò îò òåíçîðà óïðóãîãî ïîâîðîòà O. Î-ïðîèçâîäíàÿ óñòðàíÿåò ýòó íåîïðåäåëåí-íîñòü. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ïîÿâëåíèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè, âûçâàííîå ðîñòîì óïðóãîéàíèçîòðîïèè, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìîìåíòîì ìàêðîðàçðóøåíèÿ. Ïîâåðõíîñòü äåâèà-òîðíîãî ñå÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç îáîñíîâàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé, è ÿâ-ëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ñîãëàñíî âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòàì. Ïðè÷åì îíà ïîëó-÷àåòñÿ êóñî÷íî âîãíóòîé è âïîëíå âîçìîæíî ïîçâîëèò îïèñàòü ïðîáëåìíûå ýêñïå-ðèìåíòàëüíûå �àêòû, â òîì ÷èñëå ÿâëåíèå ïðåäåëüíîãî íàêëåïà [8℄. Âûðîæäåíèåäåâèàòîðíîãî ñå÷åíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî êðèòåðèé òåêó÷åñòè è óðàâíåíèÿ (4) òåðÿþòñìûñë â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà òàêàÿ âîçìîæíîñòü èñ-êëþ÷àåòñÿ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëë Äæ.Ô. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îñíîâû ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë.×. II. Êîíå÷íûå äå�îðìàöèè. Ì.: Íàóêà, 1984. 432 ñ.[2℄ Æèëèí Ï.À. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ íåóïðóãèõ ñðåä // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõà-íèêè. Òðóäû XXVIII ëåòíåé øêîëû. 2001. Ñ. 14�58.[3℄ Êëþøíèêîâ Â.Ä. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Ì.:Ì�Ó, 1994. 189 ñ.[4℄ Murnaghan F.D. Finite deformation of an elasti
 solid. NY.: John Wiley, 1951. 140 p.[5℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[6℄ Øâåä Î.Ë. Îïðåäåëåíèå òåíçîðà óïðóãîãî ñïèíà â íåëèíåéíîé òåîðèè ïëàñòè÷íî-ñòè // Âåñöi ÍÀÍ Áåëàðóñi. Ñåð. �iç.- ìàò. íàâóê. 2009. � 1. Ñ. 52�58.[7℄ Naghdi P. J. A 
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ÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß Î�ÒÎÒ�ÎÏÍÎ�ÎÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÀÒÅ�ÈÀËÀØâåä Î.Ë.Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò ïðîáëåì èí�îðìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, ÌèíñêÊîíêðåòèçèðîâàíû è äîïîëíåíû äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðåäëîæåííûå ðàíååîïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíîé óïðóãîïëàñòè÷íîñòè. Íàéäåí ý��åêòèâíûé ñïî-ñîá ïðîâåðêè êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ. Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷, â êîòîðûõðåàëèçóþòñÿ òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ ïðè �îðìóëèðîâêå äè��åðåíöèàëüíûõ îïðåäåëÿþ-ùèõ ñîîòíîøåíèé.1. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíîé óïðóãîñòè äëÿ ìàòåðèàëà Ìóðíà-ãàíà [1, 2℄ â [3℄ îáîáùàëèñü íà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíîé óïðóãî-ïëàñòè÷íîñòè. �àññìîòðèì îðòîòðîïíûé ìàòåðèàë. Ïóñòü íåïîäâèæíûé òðèýäð
c1, c2, c3 çàäàåò ãëàâíûå îñè àíèçîòðîïèè. Â äàííûõ íàãðóæåíèÿõ ïîâîðîòû îò-ñóòñòâóþò è îáúåêòèâíàÿ Î-ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé.Èñïîëüçóåì âñå îáîçíà÷åíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ èç [3℄.Íåíóëåâûìè òåïåðü ìîãóò áûòü òîëüêî ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè δj , ãäå j ∈
{1 − 3, 7 − 11, 15, 22 − 34, 41, 51 − 53, 57 − 59}, è óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿóïðóãîé äå�îðìàöèè (ïîòåíöèàë íàïðÿæåíèé) èìååò âèäý = 4−1(

∑

j=1,2,3,8,9,10

δj((ck ·G ·ck−1)(cl ·G ·cl−1)−1)+δ7(c1 ·G ·c2)2 +δ11(c1 ·G ·c3)2+

+δ15(c2·G·c3)
2)+8−1(

9∑

j=1

δ21+j((cm·G·cm−1)2(cn·G·cn−1)+1)+δ31(

3∏

i=1

(ci·G·ci−1)+

+1)+(c1·G·c3)
2

3∑

i=1

δ31+i(ci·G·ci−1)+δ41((c1·G·c3−1)(c2·G·c3−1)(c1·G·c2−1)+1)+

+(c1 · G · c2)2
3∑

i=1

δ50+i(ci ·G · ci − 1) + (c2 ·G · c3)
2

3∑

i=1

δ56+i(ci · G · ci − 1)) + ý0 + c

(k = 1, 2, 3, 1, 2, 3; l = 1, 2, 3, 2, 3, 1;m = 1, 2, 3, 1, 1, 2, 2, 3, 3;n = 1, 2, 3, 2, 3, 1, 3, 1, 2),ãäå G � ìåðà óïðóãîé äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà, c � ìèíèìàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,îáåñïå÷èâàþùàÿ óñëîâèå ý > 0, ý0 � èçîòðîïíûé ïîòåíöèàë. Ïàðàìåòðû àíèçî-òðîïèè δj, ãäå j ∈ {1− 3, 8− 10, 22− 31}, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñîîòíîøåíèþ (4) èç [3℄.Ïàðàìåòðû δj (j = 7, 11, 15) òðåáóþò îïðåäåëåíèÿ, à îñòàëüíûå ïîëàãàåì ðàâíûìèíóëþ.Ïðè îäíîîñíûõ íàãðóæåíèÿõ ïî îñÿì 1,2,3 â óñëîâèÿõ òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðî-ïèè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà δ15 = 2δ2 − δ9, δ11 = 2δ1 − δ10, δ7 = 2δ3 − δ8. Ïðè ýòîìäëÿ òåõ æå íàãðóæåíèé íåîïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè δ7 = δ11, δ7 = δ15,
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δ11 = δ15, ïîëàãàåì ðàâíûìè δ7 = δ11 = γδ15, δ7 = δ15 = γδ11, δ11 = δ15 = γδ7 ñî-îòâåòñòâåííî. Ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû γ = γi íàõîäèì, èñïîëüçóÿ äàííûå îìîìåíòå ðàçðóøåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè i = 1 è ñæàòèè i = 2. Ââåäåì äîïîëíèòåëü-íûå äè��åðåíöèàëüíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ:
δ̇7 = (

√
T · ·T)−1(|c3c3 · ·T|(2δ̇3 − δ̇8) + γ(|c2c2 · ·T|(2δ̇1 − δ̇10) + |c1c1 · ·T|(2δ̇2 − δ̇9))),

δ̇11 = (
√

T · ·T)−1(|c2c2 · ·T|(2δ̇1 − δ̇10) + γ(|c1c1 · ·T|(2δ̇2 − δ̇9) + |c3c3 · ·T|(2δ̇3 − δ̇8))),

δ̇15 = (
√

T · ·T)−1(|c1c1 · ·T|(2δ̇2 − δ̇9) + γ(|c3c3 · ·T|(2δ̇3 − δ̇8) + |c2c2 · ·T|(2δ̇1 − δ̇10))),ãäå γ = γ1 èëè γ = γ2. Â ñëó÷àå îäíîîñíûõ íàãðóæåíèé ïî îñÿì c1, c2, c3 èçäîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþò îòìå÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ. Ýòî îäíî èçäîïóñòèìûõ îáîáùåíèé, è âîçìîæíî íå ëó÷øåå.Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìàÿ êîíêðåòèçàöèÿ ïîòåíöèàëà íàïðÿæåíèé âûïîëíå-íà è äàëüøå ìîãóò áûòü óòî÷íåíû è âû÷èñëåíû âñå ñîîòíîøåíèÿ èç [3℄. Èñïîëüçóÿ,â ÷àñòíîñòè �îðìóëó ∂ci·G·cj

∂G
= 2−1(cicj +cjci) (i, j = 1, 2, 3), ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþ-ùåå óðàâíåíèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè T = 2L−1

3 Fe · ∂ý
∂G

·FT

e = T0+
∑

j δjTj ,ãäå G = FT

e · Fe, Fe � íåîñîáåííûé òåíçîð, çàìåíÿþùèé äå�îðìàöèîííûé ãðàäè-åíò. Îïåðàòîð Q = Q(D) (D � òåíçîð ñêîðîñòè äå�îðìàöèé) îïðåäåëÿåòñÿ êàêÎ-ïðîèçâîäíàÿ devT, âû÷èñëåííàÿ ïðè óñëîâèè íåñæèìàåìîñòè ïî ñîîòíîøåíèþ
Ḟe = ∇vT ·Fe (∇vT � ãðàäèåíò ñêîðîñòè). Çàìåíèâ �îðìàëüíî âåëè÷èíû Q,D íà
M,N, ïîëó÷àåì M = M(N).Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ðàçðóøåíèÿ ñîãëàñíî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿðîñò óïðóãîé àíèçîòðîïèè. Ìàêñèìàëüíîå ïðîÿâëåíèå àíèçîòðîïèè ñëåäóåò îæè-äàòü â åå ãëàâíûõ îñÿõ. Ïðîâåðêà êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ óïðîùàåòñÿ. Ìàòðèöàñèììåòðè÷íîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà M = M(N) â ïÿòèìåðíîì âåêòîðíîì ïðî-ñòðàíñòâå (ñì. (3) èç [3℄), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êàõ ðàñïîëîæåííîé â ïëîñ-êîñòè {W1,W2} êðèâîé ïëàñòè÷íîñòè, èìååò òîëüêî äâà íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-òà îòëè÷íûõ îò íóëÿ (p2 6= 0). �ëàâíûå îñè àíèçîòðîïèè îïðåäåëÿþò âåêòîðû
c1, c2, c3. Ïîýòîìó, íàëè÷èå ïîäëåæàùèõ êîíòðîëþ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé îïåðàòîðà îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íóëåé �óíêöèè f(ϕ) =

∏
k=7,11,15(p

2
2 + p2

k −
p2

1 − 4p2pk)(p2
1 + 3p2

2)
−1. Óãîë ϕ (0 6 ϕ < 2π) îòâå÷àåò ïîëîæåíèþ òî÷êè íà êðèâîéïëàñòè÷íîñòè ñ ó÷åòîì åå çàìêíóòîñòè, îáõîä ïðîâîäèì èç òî÷êè ïðîöåññà ïî ÷à-ñîâîé ñòðåëêå. Åñëè íàéäåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìóâåêòîðó îïåðàòîðà, ïî êîòîðîìó äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ âåêòîð íîðìàëè ê äåâèà-òîðíîìó ñå÷åíèþ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè, òî ïî êðèòåðèþ ìàòåðèàë ðàçðóøàåòñÿ.Ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñðàâíåíèåì �óíêöèé íà ðåãóëÿðíûõ ó÷àñòêàõ êðè-âûõ äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà (ãäå ðàçðóøåíèÿ íå ïðîèñõîäèò) è îðòîòðîïíîãîìàòåðèàëà. Îíî èìååò ìåñòî ïðè ïåðåìåùåíèè íóëÿ �óíêöèè íà ñîñåäíèé ó÷àñòîê.Êðèâàÿ ïëàñòè÷íîñòè ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè òî÷êà ïðîöåññàíàõîäèòñÿ íà ãëàäêîì ó÷àñòêå, òî òðåáóåòñÿ åùå îäíà ëåæàùàÿ íà ýòîé êðè-âîé òî÷êà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî âåëè÷èíå ý��åêòà Áàóøèíãåðà. Îáõîäîì èçýòèõ òî÷åê ïî äåâèàòîðíûì ñå÷åíèÿì ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè â ïîäïðîñòðàíñòâàõ

{W1,W2,W5} (âîêðóã dev c1c1), {W1,W2,W3} (âîêðóã dev c3c3) äî ïåðåñå÷åíèÿñ ïëîñêîñòüþ {W1,W2} ïîëó÷àåì åùå ÷åòûðå òî÷êè. Ïî ýòèì øåñòè òî÷êàì âïëîñêîñòè {W1,W2} íàõîäÿòñÿ ñèíãóëÿðíûå òî÷êè, ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ êðèâàÿ



226 Øâåä Î.Ë.ïëàñòè÷íîñòè. Åñëè òî÷êà ïðîöåññà íàõîäèòñÿ â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå, òî äîñòàòî÷-íî åå îäíîé. Îáõîä ïî äåâèàòîðíûì ñå÷åíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ
{W1,W2,W5}, {W1,W2,W3}, {W1,W2,W4} (âîêðóã dev c2c2). Èç ïîëó÷åííûõòðåõ ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê â ïëîñêîñòè {W1,W2} íàõîäÿòñÿ åùå äâå ñèíãóëÿðíûåòî÷êè, è çàòåì ïî âñåì èçâåñòíûì øåñòè òî÷êàì òàêæå ñòðîèòñÿ êðèâàÿ ïëàñòè÷-íîñòè. Ïðè îäíîîñíûõ íàãðóæåíèÿõ ïîñòðîåíèå åùå óïðîùàåòñÿ.2. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìàëîïëàñòè÷íûé âîëü-�ðàì, êîòîðûé ïðåäïîëàãàëñÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêèì. Íàïðÿæåíèå òåêó÷åñòè ïðèðàñòÿæåíèè è ñæàòèè áóäåò σ = 450 ÌÏà. Äàííûå î ïîñòîÿííûõ Ëÿìå âçÿòû èç [2℄:
λ = 1, 63, µ = 1, 37, ν1 = −4, 29, ν2 = −2, 58, ν3 = −3, 67(105 ÌÏà).Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï [4℄. Íàðèñóíêàõ 1�3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Èçîáðàæåíû íà÷àëüíûå è êîíå÷-íûå êðèâûå ïëàñòè÷íîñòè. Êðèâûå äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà áëèæå ê ãðàíèöåïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, âûðàæàþùåé óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè À.Þ. Èøëèí-ñêîãî. Ñòðåëêàìè îáîçíà÷åíû ïðîåêöèè áàçèñíûõ äèàä cici, ïðîåêöèÿ c2c2 íàïðàâ-ëåíà ââåðõ, à c1c1 âíèç. Îòðåçêàìè óêàçàíû ïîëîæåíèÿ òî÷êè ïðîöåññà. Ïðèâåäå-íû ãðà�èêè �óíêöèé f(ϕ) äëÿ ýòèõ êðèâûõ. Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû ìàëûå èáîëüøèå âåðòèêàëüíûå øòðèõè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèðàùåíèÿì óãëà π/6 è ñèíãó-ëÿðíûì òî÷êàì êðèâûõ.

�èñóíîê 1 � Îäíîîñíûå ðàñòÿæåíèå (ñëåâà) è ñæàòèå (ñïðàâà)Âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå áàçîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ îäíîîñíûõ ðàñòÿæåíèÿ èñæàòèÿ ïî âòîðîé îñè, ïðîâåäåííûõ äî ìîìåíòà ðàçðóøåíèÿ, îïðåäåëåíû âåëè-÷èíû ÷àñòåé ðàññåèâàåìîé ðàáîòû äå�îðìàöèè α1 = 0, 999987, α2 = 0, 99999595(òî åñòü ïðàêòè÷åñêè âñåé ðàáîòû) è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðî÷-íåíèÿ χ0
1, χ

0
2. Íàáëþäàåòñÿ ñèììåòðèÿ â ñèëó óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè.Âåëè÷èíà ý��åêòà Áàóøèíãåðà âçÿòà ðàâíîé åäèíèöå.Â äâóõîñíûõ ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè îðòîãîíàëüíî âòîðîé è òðåòüåé îñè áûëèïðèëîæåíû ïëîñêèå ãëàäêèå øòàìïû ñîîòâåòñòâåííî ïîäâèæíûå è íåïîäâèæíûå.Îðòîãîíàëüíàÿ ïåðâîé îñè ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü áûëà ñâîáîäíîé îò íàãðóçîê.



Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ îðòîòðîïíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà 227Òåì íå ìåíåå, íà íåé âîçíèêàëè ìàëûå ðàñ÷åòíûå íàïðÿæåíèÿ. Ñðåäíåå íàïðÿ-æåíèå ñîñòàâëÿëî 224,8 ÌÏà è �226,8 ÌÏà. Îïðåäåëåíû ìàëûå âåëè÷èíû ÷àñòåéïðîåêöèè îïåðàòîðà K1 = 0, 00001, K2 = 0, 00003. Ïàðàìåòðû χi âîçðàñòàþò äîçíà÷åíèé χ1 = χ0
1, χ2 = χ0

2. Â êîíöå ñæàòèÿ íàáëþäàåòñÿ áëèçîñòü ìîìåíòà ðàçðó-øåíèÿ.

�èñóíîê 2 � Äâóõîñíûå ðàñòÿæåíèå (ñëåâà) è ñæàòèå (ñïðàâà)Ìîäåëèðîâàíèå ÷èñòîãî ñäâèãà äî ìîìåíòà ðàçðóøåíèÿ îñóùåñòâëÿëîñü ðàñ-òÿæåíèåì è ñæàòèåì ïî âòîðîé è òðåòüåé îñÿì, ñðåäíåå íàïðÿæåíèå áûëî ðàâíîíóëþ. Ïîêàçàíî ïðîÿâëåíèå ý��åêòà Áàóøèíãåðà, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî îïûòíûìäàííûì â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå îíî ìàêñèìàëüíîå.

�èñóíîê 3 � ×èñòûé ñäâèã (ñëåâà) è ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå (ñïðàâà)�àññ÷èòûâàëîñü íàãðóæåíèå òèïà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå ïî òðåì îñÿì, êîãäàóäåëüíàÿ ìîùíîñòü äå�îðìàöèè ñòàíîâèòñÿ íåïîëîæèòåëüíîé. Íà íà÷àëüíîé êðè-âîé ïëàñòè÷íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ, âûáðàíà òî÷êà, â



228 Øâåä Î.Ë.êîòîðîé íàõîäèòñÿ òî÷êà ïðîöåññà. Â ýêñïåðèìåíòå ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàñòÿæåíèþïî ïåðâîé, âòîðîé îñè è ñæàòèþ ïî òðåòüåé îñè ñ èñêàæåíèÿìè 1,0001, 1,00136 è0,99913. Ïðè òå÷åíèè ïðîèñõîäèëî áûñòðîå ïåðåìåùåíèå òî÷êè ïðîöåññà ïî êðèâîéïëàñòè÷íîñòè âëåâî â òî÷êó ñîîòâåòñòâóþùóþ åå ïîëîæåíèþ â îäíîîñíîì ðàñòÿ-æåíèè, ïðè ìàëîì ïðèðîñòå àíèçîòðîïèè. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò êðè-âûå ïëàñòè÷íîñòè è ãðà�èêè �óíêöèé ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè ïðîöåññà.×àñòü ïðîåêöèè îïåðàòîðà Q(D) â äè��åðåíöèàëüíîì îïðåäåëÿþùåì óðàâíåíèèäëÿ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê K = K0 + K1 [3℄. Èìååò ìåñòî 0 6 K0(D) < 1,êîãäà íàïðàâëåíèå ¾âåêòîðà¿ D ìåíÿåòñÿ îò ïåðåõîäíîãî T · ·D = 0 (K0 = 0) äîðàçãðóçî÷íîãî N · ·D = 0.Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ìàòåðèàëà ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äî-ïóñòèìîé. �àçðóøåíèå íàáëþäàåòñÿ â îäíîîñíûõ íàãðóæåíèÿõ, è â ÷èñòîì ñäâèãåïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óïðî÷íåíèÿ (χ0
1)−1χ1+(χ0

2)−1χ2 < 0. Ïðè ÷èñëåííîì ìî-äåëèðîâàíèè îïèñûâàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå �àêòû óâåëè÷åíèÿ è óìåíüøåíèÿíàïðÿæåíèé òåêó÷åñòè ïðè ïîâòîðíîì ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè â íàïðàâëåíèè îðòî-ãîíàëüíîì ïåðâîíà÷àëüíîìó (ðèñóíîê 1). Îïèñûâàåòñÿ òàêæå ÿâëåíèå óâåëè÷åíèÿïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè ïîä äîïîëíèòåëüíûì âûñîêèì ãèäðî-ñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì ñæàòèÿ. Ïðè÷åì ýòîò �àêò èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè ó÷åòåàíèçîòðîïíûõ ñòðóêòóð òðåòüåé ñòåïåíè. �îñò óïðóãîé àíèçîòðîïèè çàìåäëÿåòñÿè íóëè �óíêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ó÷àñòêå êðèâîé ïëàñòè÷íîñòè îòäàëÿþòñÿîò åãî ãðàíèö ïðè òå÷åíèè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Murnaghan F.D. Finite deformation of an elasti
 solid. NY.: John Wiley, 1951. 140 p.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[3℄ Øâåä Î.Ë. Î âîçìîæíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ íåëèíåéíîé óïðóãîïëàñòè÷-íîñòè // Òðóäû VII Âñåðîññèéñêîé (ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì) êîí�åðåíöèè ïîìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 15�18 îêòÿáðÿ 2013 ã.Ò. II. Ñ. 219�223.[4℄ Øâåä Î.Ë. Î âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷íîñòè //Âåñöi ÍÀÍ Áåëàðóñi. Ñåð. �iç.-ìàò. íàâóê. 2008. � 2. Ñ. 66�72.Shved O. L.De�ning relations of orthotropi
 elasti
-plasti
 material . Previously proposed
onstitutive equations of non-linear elastoplasti
ity for orthotropi
 material were spe
i�edand supplemented. An e�
ient way to test destru
tion 
riterion was found. Model problemssolutions where implemented three possible 
ases in the formulation of di�erential 
onstitutiverelations.



ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕÑÒÅ�ÆÍÅÉ ÈÇ ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂØåéäàêîâ Ä.Í.1, Øåéäàêîâ Í.Å.2
1Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó

2�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (�ÈÍÕ)Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ òåë ïðîâåäåí àíàëèç âûïó÷èâà-íèÿ êðóãîâîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ñòåðæíÿ ïðè îñåâîì ñæàòèè è âíåøíåì äàâëåíèè. Ïðèýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî åãî óïðóãèå ñâîéñòâà èçìåíÿþòñÿ âäîëü ðàäèóñà. Äëÿ ìîäåëè�èçè÷åñêè-ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ðàâíî-âåñèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ â âîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè. Â ñëó-÷àå êðóãîâîãî ñòåðæíÿ èç ïåíîïîëèóðåòàíà íàéäåíû êðèòè÷åñêèå êðèâûå è ñîîòâåòñòâó-þùèå èì ìîäû âûïó÷èâàíèÿ, à òàêæå ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõçàêîíîâ, îïèñûâàþùèõ èçìåíåíèå óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñòåðæíÿ âäîëü ðàäèóñà. Èñïîëü-çóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïðîàíàëèçèðîâàí ðàçìåðíûé ý��åêò è èçó÷åíî âëèÿíèåñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà áè�óðêàöèþ ðàâíîâåñèÿ.1. Íà÷àëüíîå äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàòèêèíåëèíåéíîé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë è ìîìåíòîâñîñòîèò èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé
divD = 0, divG +

(
CT · D

)
×

= 0 (1)óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ
D =

∂W (Y,L)

∂Y
· H, G =

∂W (Y,L)

∂L
·H (2)è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

Y = C · HT, L ×E = − (grad H) · HT, C = grad R (3)Çäåñü D è G � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû, C �ãðàäèåíò äå�îðìàöèè, Y � ìåðà äå�îðìàöèè, L � òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè,
W (Y,L) � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè, R � ðàäèóñ-âåêòîð,
H � òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà, grad è div � ãðàäèåíò è äèâåðãåíöèÿ â ëàãðàíæåâûõêîîðäèíàòàõ, E � åäèíè÷íûé òåíçîð. Ñèìâîë × îçíà÷àåò âåêòîðíûé èíâàðèàíòòåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.�àññìîòðèì íåîäíîðîäíûé êðóãîâîé ñòåðæåíü äëèíû l è ðàäèóñà r0. Â ñëó÷àåîñåâîãî ñæàòèÿ ìèêðîïîëÿðíîãî ñòåðæíÿ ïðè âíåøíåì ãèäðîñòàòè÷åñêîì äàâëå-íèè, ðàäèóñ-âåêòîð R è ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà H, êî-òîðûå îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå è ïîâîðîò ÷àñòèöû ñðåäû, èìåþò âèä:

R = f(r), Φ = ϕ, Z = αz

0 6 r 6 r0, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 z 6 l
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R = f (r) eR + αz eZ , H = er ⊗ eR + eϕ ⊗ eΦ + ez ⊗ eZ (4)ãäå r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè (ëàãðàíæå-âû êîîðäèíàòû), R,Φ, Z � ýéëåðîâû öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, {er, eϕ, ez} è

{eR, eΦ, eZ} � îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå áàçèñû ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðîâûõêîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, α � êîý��èöèåíò ñæàòèÿ ïî îñè ñòåðæíÿ, f(r) � íåêî-òîðàÿ �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàäèàëüíóþ äå�îðìàöèþ.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ñòåðæíÿ èçìåíÿþòñÿ âäîëü ðàäèóñà èîïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà, óäåëü-íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè êîòîðîãî â ñëó÷àå ìèêðîïîëÿðíîãî òåëàÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé òåíçîðîâ Y − E è L:
W (Y,L) =

1

2
λ(r)tr2 (Y − E) +

1

2
[µ(r) + κ(r)] tr

[
(Y − E) · (Y − E)T

]
+

+
1

2
µ(r)tr (Y − E)2 +

1

2
γ1(r)tr

2L +
1

2
γ2(r)tr

(
L · LT

)
+

1

2
γ3(r)tr L2

(5)Çäåñü λ(r), µ(r) � �óíêöèè, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâËÿìå, κ(r), γ1(r), γ2(r), γ3(r) � ìèêðîïîëÿðíûå óïðóãèå ïàðàìåòðû, çàâèñÿùèå îòðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû.Èç âûðàæåíèé (2)�(5) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèî-ëû G ðàâåí íóëþ ïðè ðàññìîòðåííîé äå�îðìàöèè, à òåíçîð íàïðÿæåíèé òèïàÏèîëû D çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
D = [λs+ χ (f ′ − 1)] er ⊗ eR +

[
λs+ χ

(
f

r
− 1

)]
eϕ ⊗ eΦ+

+ [λs+ χ (α− 1)] ez ⊗ eZ ; s = f ′ +
f

r
+ α− 3, χ = 2µ+ κ

(6)Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (3), (4) è (6), óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) ñâîäÿòñÿ êîäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
f ′′ +

(
λ′ + χ′

λ+ χ
+

1

r

)
f ′ +

(
λ′

λ+ χ
− 1

r

)
f

r
+

(α− 3)λ′ − χ′

λ+ χ
= 0 (7)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè (r = r0) è íà îñè (r = 0) ñòåðæíÿèìåþò âèä:

[λ(r0) + χ(r0)] f ′(r0) + [λ(r0) + αp]
f(r0)

r0
+ (α− 3)λ(r0) − χ(r0) = 0, f(0) = 0 (8)ãäå p � âíåøíåå ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå (ðàñ÷èòàííîå íà åäèíèöó ïëîùàäèäå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè).�åøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó (7), (8), íàõîäèì íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ f (r). Â áîëü-øèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî äåëàåòñÿ ÷èñëåííî. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàé-äåíî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà.2. Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. �àññìîòðèì ìàëîå âîçìóùåíèåîïèñàííîãî âûøå íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Âîçìóùåííîå ñîñòîÿ-íèå ìèêðîïîëÿðíîãî ñòåðæíÿ ñóùåñòâóåò ïðè òåõ æå âíåøíèõ íàãðóçêàõ è îïðå-äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

R −→ R + ηv, H −→ H − ηH × ω (9)
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v = vReR + vΦeΦ + vZeZ , ω = ωReR + ωΦeΦ + ωZeZãäå η � ìàëûé ïàðàìåòð, v � âåêòîð äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé, ω � ëèíåéíûéâåêòîð äîáàâî÷íîãî ïîâîðîòà, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëûé ïîâîðîò ÷àñòèö ìèêðîïî-ëÿðíîé ñðåäû, îòñ÷èòûâàåìûé îò íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû èìåþò âèä:

divD• = 0, divG• +
[
gradvT ·D + CT · D•

]
×

= 0 (10)Ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé D• è ìîìåíòíûõ íàïðÿ-æåíèé G• äëÿ �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà (5) ïîëó÷åíû ïóòåì ëèíåàðèçàöèèîïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (2) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (9):
D• =

[
λ (tr Y•) E + (µ+ κ)Y• + µY•T

]
· H−

−
[
λtr (Y − E) E + µ

(
YT − E

)
+ (µ+ κ) (Y − E)

]
· H × ω

(11)
G• =

[
γ1 (trL•) E + γ2L

• + γ3L
•T
]
· H−

[
γ1 (tr L) E + γ2L + γ3L

T
]
· H × ω (12)Çäåñü Y• � ëèíåàðèçîâàííàÿ ìåðà äå�îðìàöèè, à L• � ëèíåàðèçîâàííûé òåíçîðèçãèáíîé äå�îðìàöèè:

Y• = (gradv + C × ω) · HT, L• = grad ω · HT (13)Ëèíåàðèçîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ (r = r0)çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
er · D•|r=r0

= −pJer · C−T ·
[
(Div v)E − GradvT

]
, er · G•|r=r0

= 0 (14)ãäå J = detC; Div è Grad � äèâåðãåíöèÿ è ãðàäèåíò â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà òîðöàõ ñòåðæíÿ (z = 0, l) îòñóòñòâóåò òðåíèå è çàäàíîïîñòîÿííîå íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ëèíåàðèçîâàí-íûì êðàåâûì óñëîâèÿì:
ez ·D• · eR|z=0,l = ez · D• · eΦ|z=0,l = ez · v|z=0,l = 0

ez ·G• · eZ |z=0,l = er · ω|z=0,l = eϕ · ω|z=0,l = 0
(15)Âûðàæåíèÿ (10), îïèñûâàþùèå âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîä-íîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ñòåðæíÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 6 óðàâíåíèé â ÷àñò-íûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé vR, vΦ, vZ , ωR, ωΦ, ωZ . Ïîäñòàíîâêà

vR = VR (r) cosnϕ cosβz, vΦ = VΦ (r) sinnϕ cosβz, vZ = VZ (r) cosnϕ sin βz

ωR = ΩR (r) sinnϕ sin βz, ωΦ = ΩΦ (r) cosnϕ sin βz, ωZ = ΩZ (r) sinnϕ cosβz

β = πm/l, m, n = 0, 1, 2, ...ïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ ïåðåìåííûõ ϕ, z â ýòèõ óðàâíåíèÿõ è ïîçâîëÿåò óäîâëåòâî-ðèòü ëèíåàðèçîâàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì (15). Òåì ñàìûì èññëåäîâàíèå óñòîé-÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìûîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè íåîáõîäèìî



232 Øåéäàêîâ Ä.Í., Øåéäàêîâ Í.Å.äîïîëíèòåëüíî ñ�îðìóëèðîâàòü øåñòü óñëîâèé â íóëå, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü,ïîòðåáîâàâ îãðàíè÷åííîñòè íåèçâåñòíûõ �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïðè r = 0:
n = 0 : VR(0) = VΦ(0) = V ′Z(0) = 0, ΩR(0) = ΩΦ(0) = Ω′Z(0) = 0

n = 1 : V ′R(0) = V ′Φ(0) = VZ(0) = 0, Ω′R(0) = Ω′Φ(0) = ΩZ(0) = 0
(16)3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûë ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé-÷èâîñòè íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ èç ïåíîïîëèóðåòàíà. Ïîëàãàëîñü, ÷òî õàðàêòåðèçìåíåíèÿ óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ λ, µ, κ âäîëü ðàäèóñà îäèíàêîâ, à ìèêðîïîëÿðíûåóïðóãèå ïàðàìåòðû γ1, γ2, γ3 ïîñòîÿííû

λ(r) = λ0ξ(r), µ(r) = µ0ξ(r), κ(r) = κ0ξ(r)

λ0 = 797.3 ÌÏà, µ0 = 99.67 ÌÏà, κ0 = 8.67 ÌÏà
γ1 = −26.65 Ïà · ì2, γ2 = 45.3 Ïà · ì2, γ3 = 34.65 Ïà · ì2Áûëî ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî çàêîíîâ, îïèñûâàþùèõ èçìåíåíèå ñâîéñòâ ìàòå-ðèàëà:

EXP1 : ξ (r) =
9999 + 90001r/r0

10000
, SIN1 : ξ (r) = 9 sin

(
πr

2r0
− π

2

)
+ 10

EXP2 : ξ (r) =
9 + 91r/r0

10
, SIN2 : ξ (r) =

9

2
sin

(
πr

r0
− π

2

)
+

11

2Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ çàêîíîâ êðóãîâîé ñòåðæåíü ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêèì ó êðàÿè ìåíåå æåñòêèì â ñåðåäèíå: çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ λ, µ, κ ïðè r = r0 âäåñÿòü ðàç ïðåâûøàþò èõ çíà÷åíèÿ íà îñè r = 0 (ñì. ðèñóíîê 1).

0 r
0

0

5

10

r

 EXP1
 EXP2
 SIN1
 SIN2

�èñóíîê 1 � �àçëè÷íûå çàêîíû ξ(r), îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñòåðæ-íÿ âäîëü ðàäèóñàÏóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è (10), (14), (16)íàéäåíû êðèòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìîäàì âûïó÷è-âàíèÿ íåîäíîðîäíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ñòåðæíÿ. Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ýòèõ ïî-âåðõíîñòåé ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè) â



Îá óñòîé÷èâîñòè �óíêöèîíàëüíî íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé 233ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå áåç-ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: δ = 1−α, p∗ = p/µ0, r∗0 = r0/lb, ãäå lb =
√
γ2/2 (2µ0 + κ0) �õàðàêòåðíàÿ äëèíà ïðè èçãèáå. Îòíîøåíèå äëèíû ñòåðæíÿ ê åãî äèàìåòðó äëÿâñåõ ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàâíî 20 (l = 40r0).

0 0.02 0.04
0

7

14

  EXP1
  EXP2
  SIN1
  SIN2

  r0* = 1  

p*

0 0.02 0.04
0

7

14

  EXP1
  EXP2
  SIN1
  SIN2

  r0* = 5  

p*

�èñóíîê 2 � �ðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàçíûõ ðàçìåðàõ ñòåðæíÿÍà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ íåîäíîðîä-íûõ ñòåðæíåé äâóõ ðàçìåðîâ: r∗0 = 1 è r∗0 = 5. Èç ãðà�èêîâ ñëåäóåò, ÷òî îòíî-ñèòåëüíî íåáîëüøîå âíåøíåå äàâëåíèå îáëàäàåò ñòàáèëèçèðóþùèì ý��åêòîì íàäå�îðìàöèþ îñåâîãî ñæàòèÿ. Èìåííî, âñåãäà ìîæíî íàéòè íåêîòîðîå îïòèìàëüíîåçíà÷åíèå äàâëåíèÿ ïðè êîòîðîì ñæàòûé ñòåðæåíü íàèáîëåå óñòîé÷èâ (êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå óäåëüíîãî îñåâîãî ñæàòèÿ ìàêñèìàëüíî). Ýòî îïòèìàëüíîå äàâëåíèå çà-âèñèò îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ðàçìåðîâ ñòåðæíÿ. Â òîæå âðåìÿ, âëèÿíèå âûñîêî-ãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ íåãàòèâíî � îíî äåñòàáèëèçèðóåò äå�îðìàöèþ êðóãîâîãîñòåðæíÿ.Ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñòåïåííûõ (EXP1,EXP2) è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ (SIN1, SIN2) çàêîíîâ èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ïàðàìåò-ðîâ âäîëü ðàäèóñà óñòàíîâëåíî, ÷òî ìèêðîïîëÿðíûé ñòåðæåíü ñî ñòåïåííûì õà-ðàêòåðîì íåîäíîðîäíîñòè áîëåå óñòîé÷èâ ïðè ìàëîì âíåøíåì äàâëåíèè, íî ìåíååóñòîé÷èâ ïðè áîëüøîì. Äàííûé �àêò íàèáîëåå î÷åâèäåí äëÿ ñòåðæíåé ìàëûõðàçìåðîâ (r∗0 < 5). Äëÿ áîëüøèõ ñòåðæíåé âëèÿíèå õàðàêòåðà íåîäíîðîäíîñòè ìà-òåðèàëà íà óñòîé÷èâîñòü îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåçíà÷èòåëüíûì â ñëó÷àå ïðîñòîãîñæàòèÿ (p∗ = 0), íî îñòàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè âíåøíåì äàâëåíèè (ñì. �èñóíîê 2).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíòû 11-08-01152-à è 12-01-00038-à).Sheydakov D.N., Sheydakov N.E. On stability of fun
tionally heterogeneous rods ofmi
ropolar materials. In the present paper, the stability of a nonlinearly elasti
 
ir
ular rodsof mi
ropolar material is analyzed. It is assumed that the elasti
 properties of the rods varyalong the radius. Using the linearization method, the neutral equilibrium equations have beenderived, whi
h des
ribe the perturbed state of the rod. By solving these equations numeri
allyfor some spe
i�
 materials, the 
riti
al 
urves and 
orresponding bu
kling modes have beenfound, and the stability regions have been 
onstru
ted in the plane of loading parameters.



×ÈÑËÅÍÍÎ-ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈÂÈÁ�ÎÀÊÓÑÒÈÊÈ ÎÁÎËÎ×ÅÊÞäèí À.Ñ.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â èäåàëüíîé ñæèìàåìîéíåîãðàíè÷åííîé ëèíåéíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäå (æèäêîñòè) ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêèõíàãðóçîê.Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé îáîëî÷åê â àëãîðèòìèçîâàííîé �îðìå ìîæíîíàéòè â [1, 2℄ è äðóãèõ èñòî÷íèêàõ. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåìåííîñòü ìåõàíè÷åñêèõ õà-ðàêòåðèñòèê îáîëî÷åê âäîëü îáðàçóþùåé, à òàêæå íàëè÷èå äèñêðåòíûõ êîëüöåâûõð¼áåð è äîïîëíèòåëüíûõ ìàññ. Ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòåé òèïà ð¼áåð, èçëîìîâìåðèäèàíà è äð. ê îñíîâíûì óðàâíåíèÿì ïðèñîåäèíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ.Îáîëî÷êè ìîãóò áûòü ìíîãîñâÿçíûìè. Ñèìâîëè÷åñêè óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõêîëåáàíèé ïîäêðåïë¼ííîé îáîëî÷êè çàïèøåì îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä ïåðåìåùå-íèé â êîìïàêòíîé îïåðàòîðíîé �îðìå:
C(U) + Ω2A(U) + q − p = 0, (1)ãäå C, A � óïðóãèé è èíåðöèîííûé îïåðàòîðû îáîëî÷êè, ïîäêðåïë¼ííîé ð¼áðàìè;

U = {u, v, w} � àìïëèòóäà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé; q = {q1, q2, q3} � àìïëèòóäàíàãðóçêè; p = {0, 0, p} � àìïëèòóäà äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè. Ñ÷èòàåì,÷òî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà äèñêðåò-íûõ ð¼áðàõ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÷åðåç îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ C è A.Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé àêóñòèêè ñëåäóþò èç îñíîâíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìè-êè, âêëþ÷àþùèõ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, äâèæåíèÿ è àäèàáàòè÷åñêîãî ñîñòîÿ-íèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ∆Φ = c2cΦ,tt. Çäåñü: ∆ = ∇2 �îïåðàòîð Ëàïëàñà, ∇ � îïåðàòîð �àìèëüòîíà; Φ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé òî÷åêñðåäû: ~vc = −gradΦ = −∇Φ, cc � ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå. Âîëíîâîìó óðàâíåíèþóäîâëåòâîðÿåò òàêæå àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå p è îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïëîò-íîñòè æèäêîñòè. Äàâëåíèå p è ïîòåíöèàë Φ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì p = ρc∂Φ/∂t,ãäå ρc � ïëîòíîñòü ïîêîÿùåéñÿ ñðåäû. Ýòà ñâÿçü âûïîëíÿåòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöåîáëàñòè. Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîíèöàåìóþ îáîëî÷êó, òîíà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ∂w/∂t = ∂Φ/∂no, ãäå ∂w/∂t � ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ îáî-ëî÷êè, w � ñìåùåíèå ïî íîðìàëè no (âíåøíåé ê îáîëî÷êå); ∂Φ/∂no = no · ∇Φ �ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè no.Â ñòàöèîíàðíîì (ãàðìîíè÷åñêîì) âàðèàíòå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè òèïà Φ =
Φa · exp(−s0iωt), s0 = −1,+1 âîëíîâîå óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå �åëüì-ãîëüöà îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä: ∆Φa + k2Φa = 0, k2 = ω/cc. Â äàëüíåéøåì äëÿóïðîùåíèÿ çàïèñè íèæíèé èíäåêñ ¾à¿, îáîçíà÷àþùåé àìïëèòóäó, óáèðàåì, ñîõðà-íÿÿ äëÿ àìïëèòóä îáîçíà÷åíèÿ èñõîäíûõ �óíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå (äëÿ àìïëèòóä)èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ: p = −s0iωρcΦ, ∂Φ/∂no|S = −s0iωw.



×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè âèáðîàêóñòèêè îáîëî÷åê 235Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, äëÿâûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ (âîëí, óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü) ïðèâëåêàþò-ñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåð�åëüäà limR→∞(Φ,R − s0ikΦ) = 0, limR→∞Φ = 0,ãäå R � ðàäèóñ ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû îò÷åòà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â êîíå÷íîéîáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ (îáîëî÷êîé) Oo. Ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíûòðåáîâàíèþ ïðåâðàùåíèÿ èçëó÷åííûõ îò ïîâåðõíîñòè âîëí â ñ�åðè÷åñêè ðàñõî-äÿùèåñÿ çàòóõàþùèå âîëíû ïðè íåîãðàíè÷åííîì óäàëåíèè âäîëü ëþáîãî ëó÷à,íà÷èíàþùåãîñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.×àñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé �åëüìãîëüöà î ðàñïðîñòðàíåíèè êîëå-áàíèé â æèäêîñòè îò îáîëî÷åê (òåë) ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé íàïîâåðõíîñòè êîíòàêòà äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷àþòñÿ â ñ�åðè÷åñêèõ è öèëèíäðè-÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò äëÿ ñ�åðû è áåñêîíå÷íîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà. Áî-ëåå îáùèå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ â ðÿäàõ ïî ý��åêòèâíî âû÷èñëÿåìûì ñïåöèàëüíûì�óíêöèÿì (Ëåæàíäðà, Áåññåëÿ, Íåéìàíà, Õàíêåëÿ). Íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå ðå-øåíèÿ ïîëó÷åíû â ñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ âûòÿíóòûõ ýëëèïñîèäîâ èëèñëàáî ñïëþùåííûõ ñ�åðîèäîâ.Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Oo ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî íà âíóòðåííþþ îãðàíè÷åííóþîáëàñòü O+ è âíåøíþþ O− . Óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ óäî-âëåòâîðÿåò �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
λ(x, ξ) = exp(s0ikR)/(4πR), R = |x− ξ| =

3∑

j=1

(xj − ξj)
2, (2)ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøå-íèÿ (2) íà îñíîâå �îðìóëû �ðèíà âûâîäèòñÿ èíòåãðàëüíàÿ �îðìóëà äëÿ äàâëå-íèÿ [3℄:

∫∫

R

[
p(ξ)

∂λ(x, ξ)

∂no
− ∂p(ξ)

∂no
λ(x, ξ)

]
dS =





0, x ∈ O+,
1/2p(x), x ∈ Oo,
p(x), x ∈ O−.

(3)Çäåñü ξ ∈ Oo. Äëÿ òî÷êè x âî âíåøíåé îáëàñòè èíòåãðàë (3) îáû÷íî èìåíóåòñÿèíòåãðàëîì �åëüìãîëüöà. Åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ çâóêîâîãî ïîëÿïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ è ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ (ñìåùåíèé, ñêîðî-ñòåé) íà ïîâåðõíîñòè Oo. Ïðè x ∈ Oo ñîîòíîøåíèå (3) ñòàíîâèòñÿ èíòåãðàëüíûìóðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî äàâëåíèÿ p. Òàêèì îáðàçîì,â ñòðîãîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðàñ÷¼òà êîëåáàíèé îáîëî÷êè è ïîëÿ â ñðåäå ÿâëÿåòñÿèíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîé (ÈÄ).Äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ è ãðà-äèåíòà äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ðàçðàáîòàíî òðè îñíîâíûõ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäà: ìåòîä ñîáñòâåííûõ �îðì (ÌÑÔ), ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿëîêàëüíîãî èìïåäàíñà (ÌÌËÈ) è èòåðàöèîííûé.ÌÑÔ èñïîëüçóåò ÈÄ-ïîñòàíîâêó è â ñëó÷àå îáîëî÷åê âðàùåíèÿ ñîäåðæèò òðèýòàïà. Ïåðâûé ýòàï � ðàñ÷¼ò áàçîâûõ �óíêöèé, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå�îðìû êîëåáàíèé îáîëî÷êè â âàêóóìå. Âòîðîé ýòàï � ïîëó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèéäàâëåíèÿ è ñìåùåíèé (�îðì âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé) íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòàîáîëî÷êè è ñðåäû. Òðåòèé ýòàï � ðàñ÷¼ò àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå.



236 Þäèí À.Ñ.Áàçèñíûå �óíêöèè ÌÑÔ îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåí-íûå êîëåáàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé òåîðèè îáîëî÷åê, â êîòîðûõ îêðóæíàÿ êîîðäèíàòàîòäåëåíà ïðèìåíåíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå. Äàëåå êîý��èöèåíòûÔóðüå ñìåùåíèé îáîëî÷êè è äàâëåíèÿ â æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðåä-ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ïðîäîëüíûì ñîáñòâåííûì ìîäàì êîëåáàíèé îáîëî÷êèâ âàêóóìå. Èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé ïîçâîëÿ-åò âûðàçèòü êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äàâëåíèÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû ðàçëîæå-íèÿ ïåðåìåùåíèé. Íà îñíîâå ïðèâëå÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöàíà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû Áóáíîâà��àëåðêèíà äëÿ êàæ-äîé îêðóæíîé ìîäû ñ íîìåðîì n �îðìèðóåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé M-ãî ïîðÿäêà, ãäå M � ÷èñëî óäåðæàííûõ ïðîäîëüíûõ ìîä. �åøå-íèå ñèñòåìû äà¼ò ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ è ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ íà ãðàíè÷íî-êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäà äàíî â [4℄, ãäå ïðèâåäåíûòàêæå ïðèìåðû ðàñ÷¼òà äèàãðàìì ïîëÿ.Îáëàäàÿ êîððåêòíîñòüþ â ðåøåíèè ñâÿçàííîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ¾îáîëî÷êà�æèäêîñòü¿, ÌÑÔ òðóäåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ è íå îáëàäàåò ãèáêîñòüþ ê èçìåíå-íèÿì ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèè, ïîñêîëüêó â ìíîãîâàðèàíòíûõ ðàñ÷¼òàõ, ñâÿçàí-íûõ ñ èçìåíåíèåì ñâîéñòâ êîíñòðóêöèè, ñîáñòâåííûå �óíêöèè íåîáõîäèìî ïåðå-ñ÷èòûâàòü. Òàêæå îãðàíè÷åíà ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà ïî äèàïàçîíó÷àñòîò, ò. ê. åñòåñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷à-ñòîò ïðåèìóùåñòâåííî èçãèáíûõ íîðìàëüíûõ �îðì íóëåâîé îêðóæíîé ìîäû âûøå÷àñòîòû ïåðâîãî ðàäèàëüíîãî ðåçîíàíñà.Â ýòîì ïëàíå áîëåå ý��åêòèâåí ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà(ÌÌËÈ), êîãäà àïðèîðíî çàäàåòñÿ âèä ñâÿçè äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè(èëè àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé) íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ýòîãîìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óñëîæíåíèè ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû óðàâíåíèé êîëåáàíèé ¾ñóõèõ¿ îáîëî÷åê ïðèíöèïèàëüíî íåìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ðàñ÷åòà, ó÷èòûâàþùèé âíóòðåííèå ïîòåðè.Èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àêóñòèêè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåòî-äîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæíî äëÿ n-îé îêðóæíîé ìîäû ïîëó÷èòü èìïåäàíñ,ñâÿçûâàþùèé àìïëèòóäû äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è ñêîðîñòåé ÷àñòèö èäåàëüíîéíåîãðàíè÷åííîé ñðåäû íà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî-äëèííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè ðàäèóñà Rö [5℄:
pn(s) = Zcncn(s), Zcn =

soiρcccγoH
(so)
n (γ)

γH
(so)′
n (γ)

, (4)ãäå ρc, cc � ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â ñðåäå, so = ±1,
γo = kRö, γ = krRö, kr =

√
k2 − k2

z , k = ω/cc, kz = mπ/L, k, kt, kz � âîëíî-âûå ÷èñëà. Äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è, êîãäà ðåøåíèå íå çàâèñèò îò z, kz = 0, kr = k,
γ = γo; H(s0)

n , H(s0)′
n � �óíêöèè Õàíêåëÿ è èõ ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó. Çíà÷å-íèþ s0 = 1 ñîîòâåòñòâóþò �óíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà, çíà÷åíèþ s0 = −1 ��óíêöèè Õàíêåëÿ âòîðîãî ðîäà:

H(so)
n (γ) = Jn(γ) + soiYn(γ), H(so)′

n (γ) = nH (so)
n (γ)/γ −H

(so)
n+1(γ),ãäå Jn,Yn � �óíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.



×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè âèáðîàêóñòèêè îáîëî÷åê 237Ïåðåéäåì â (4) îò ñêîðîñòåé cn(s) ñìåùåíèÿì wn(s), ó÷èòûâàÿ, ÷òî cn(s) =
−soiωwn(s):

pn(s) = Zwnwn(s), Zwn =
ωρcccγoH

(so)
n (γ)

γH
(so)′
n (γ)

, (5)ãäå Zwn èìååò ñìûñë êîý��èöèåíòà äèíàìè÷åñêîé æ¼ñòêîñòè ñðåäû.Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè óðàâíåíèÿ è �îðìóëû ïåðåâîäÿòñÿ â áåçðàçìåðíûéâèä ïî �îðìóëàì̃
pn(s) = pn(s)ν∗/(E∗ε

2
1), ρ̃c = ρc/ρ∗, w̃n(s) = wn(s)/h∗,

c̃c = cc/c∗, Ω = ωR∗/c∗, Ω1 = Ω/(k̃2c̃2) = γo,

R̃ö = R/R∗, L̃ = L/R∗, k̃2 = 1/R̃,

ε1 = h∗/R∗, ν̃∗ = 1 − ν2
∗ , c∗ =

√
E∗/(ρ∗ν∗),

γ = Ω1κ, κ =
√

1 − κ2
1, κ1 = mπcc/(ωL) = mπc̃c/(ΩL̃),

c∗ = [E∗/(ρ∗ν∗)]
1/2, ν∗ = 1 − ν2

∗ , ε1 = h∗/R∗, Ω = ωR∗/c∗.Áåçðàçìåðíûé àíàëîã �îðìóëû (5) èìååò âèä:
ρ̃n(s) = Z̃wnw̃n(s), Z̃wn =

Ωρ̃cc̃cH
(so)
n (Ω1κ)

ε1κH
(so)′
n (Ω1κ)

.Äëÿ κ1 > 1 àðãóìåíò �óíêöèé Õàíêåëÿ ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ìíèìûì, è èõ ìîæíîïðåäñòàâèòü ÷åðåç �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà, èëè ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåñ-ñåëÿ ïåðâîãî (s0 = 1) è âòîðîãî (s0 = −1) ðîäà. Â ýòîì ñëó÷àå Z̃wn ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå:
Z̃wn =

Ωρ̃cc̃cK
(so)
n (Ω1|κ|)

ε1|κ|K(so)′
n (Ω1|κ|)

≡ Z̃−n ,ãäå K(so)
n � �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà, äåéñòâèòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíûå ïðè äåéñò-âèòåëüíîì è ïîëîæèòåëüíîì àðãóìåíòå, K(so)′

n = nK
(so)
n (x)/x−K

(so)
n+1(x).Ïðè n 6= 0 è ìàëîì àðãóìåíòå x = Ω1|κ| → 0

K(so)
n (x) → (n− 1)!

2

(
2

x

)n

, K(so)′
n (x) → n!

4

(
2

x

)n+1

, Z̃−n → − ρ̃cΩ
2

ε1nk̃2

.Ïðè n = 0 è x→ 0

K
(so)
0 (x) → 0.11593 − ln x, K

(so)′
0 (x) → −K(so)

1 (x) → 1/x,

Z̃−0 → − ρ̃cΩ
2

ε1k̃2

(ln x− 0.11593).Ïðåäñòàâëåííûå �îðìóëû âûâåäåíû äëÿ öèëèíäðà. Ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè íàîáîëî÷êàõ âðàùåíèÿ âîçíèêàþò àëüòåðíàòèâíûå âàðèàíòû. Â îäíîì èç íèõ ìîæíîçàìåíèòü Rö íà r � ïîëÿðíûé ðàäèóñ îáîëî÷êè â çàäàííîé òî÷êå íà îáðàçóþùåé, è



238 Þäèí À.Ñ.òîãäà k = 1/R. Â äðóãîì âàðèàíòå ìîæíî òðàêòîâàòü k êàê êðèâèçíó íîðìàëüíîãîñå÷åíèÿ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, è òîãäà k = k2 = sin β/r, ãäå β � óãîë íàêëîíàíîðìàëè îáðàçóþùåé ê îñè âðàùåíèÿ.Åñëè òîðöû îáîëî÷êè âðàùåíèÿ çàêðûòû æ¼ñòêèìè ïëàñòèíàìè ðàäèóñà rï,òî ïðè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ íà íóëåâîé ìîäå (n = 0) ðåàêöèþ ñðåäû íà òîðöàõìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ÷åðåç èìïåäàíñ æ¼ñòêîãî ïîðøíÿ áåç ýêðàíà [6℄.Âû÷èñëåíèå äèíàìè÷åñêîé æ¼ñòêîñòè ñðåäû î�îðìëÿåòñÿ â âèäå êîìïëåêñíîéïðîöåäóðû ñ ëîãè÷åñêèìè ðàçâåòâëåíèÿìè. Ïî ðàçâåòâëåíèÿì ðåàëèçóþòñÿ ðàçíûå�îðìóëû â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå âû÷èñëÿåòñÿ äàâëåíèå � íà îáîëî÷êå èëèïëàñòèíå. Ó÷èòûâàåòñÿ íîìåð ìîäû è ïîâåäåíèå àðãóìåíòà x = Ω1|k|.Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ÈÄ-ïîñòàíîâêè è ÌÌËÈ ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûå ìå-òîäû, ãäå çàäàííûé èìïåäàíñ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèåèòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (ÈÏ) ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé îñíîâíîé çàäà÷è. Äëÿ îä-íîñâÿçíûõ îáîëî÷åê ðåàëèçîâàíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ÈÏ, èìåþùèõ ðàçíûå îá-ëàñòè ñõîäèìîñòè [7℄.Âìåñòå ñ òåì ðàçâèòèå ÈÏ íà áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè êîíñòðóêöèé äîñòàòî÷íîïðîáëåìàòè÷íî. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìîäåëèðîâà-íèÿ ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìÿ÷åíêîâ Â.È., �ðèãîðüåâ È.Â. �àñ÷åò ñîñòàâíûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé íàÝÂÌ: ñïðàâî÷íîå ïîñîáèå. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1981. 216 ñ.[2℄ Þäèí À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ êîíñòðóêòèâíî-àíèçîòðîïíûõ è àðòè�èöè-ðîâàííûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ. 2011. 362 
.[3℄ Êîøëÿêîâ Í.Ñ., �ëèíåð Ý.Á., Ñìèðíîâ Ì.Ì. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1970. 710 ñ.[4℄ Âîðîâè÷ È.È., Öèîíñêèé À.ß., Þäèí À.Ñ. Ìåòîä ñîáñòâåííûõ �îðì ðåøåíèÿ çà-äà÷è î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, ïîäêðåïëåííîé ðåáðàìè, âæèäêîñòè // Àêóñò. æóðí. 1983. Ò. 29, � 6. P. 744�748.[5℄ Ñêó÷èê Å. Îñíîâû àêóñòèêè. Â 2-õ ò. Ì.: Ìèð, 1976. Ò. 2. 542 ñ.[6℄ �óìûíñêàÿ È.À. Îñíîâû ãèäðîàêóñòèêè. Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1979. 216 ñ.[7℄ Ïîïîâ Î.Í., Öèîíñêèé À.ß., Þäèí À.Ñ. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îâûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ïîäêðåïëåííûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â æèäêîñòè // Àêóñò.æóðí. 1987. Ò. 33, � 3. Ñ. 539�542.Yudin A.C. Numeri
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ÔÎ�ÌÛ ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÄËß ÑÎÇÄÀÍÈß ÁÎËÜØÈÕÏÅ�ÅÌÅÙÅÍÈÉ È ÓÑÈËÈÉ �ÀÑÏÎ�ÀÞäèí Ñ.À.1, Ñèãàåâà Ò.Â.2, Þäèí À.Ñ.1
1ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷àÞæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÀíàëèçèðóþòñÿ âàðèàíòû ãåîìåòðèè çàìêíóòûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, ïðèìåíÿåìûõïðè âîññòàíîâëåíèè �óíêöèîíàëüíîñòè çäàíèé è ñîîðóæåíèé.Â ðåçóëüòàòå ñåéñìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, îøèáîê ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ñòðîèòå-ëüñòâå, ïðîñàäêè ãðóíòà è äðóãèõ ïðè÷èí çäàíèÿ è ñîîðóæåíèÿ ìîãóò ïîëó÷àòüäå�îðìàöèè è êðåíû. Ñóùåñòâóþò òåõíîëîãèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âûïîëíÿåò-ñÿ ïîäúåì è âûðàâíèâàíèå ìíîãîýòàæíûõ çäàíèé. Äëÿ ýòîãî ý��åêòèâíû ò. í.ïëîñêèå äîìêðàòû (ÏÄ) [1, 2℄. �àñïðîñòðàí¼í âàðèàíò ÏÄ â âèäå çàìêíóòîé ãåð-ìåòè÷íîé ñòàëüíîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, îáðàçîâàííîé äâóìÿ êðóãëûìè, áëèçêîðàñïîëîæåííûìè ïëàñòèíàìè, êîòîðûå ïî êîíòóðó ñîåäèíåíû îáîëî÷êîé òèïà òî-ðà. Êîíñòðóêöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ýêâèäèñòàíòíîé ïëàñòèíàì ïëîñêîñ-òè, êîòîðóþ ñ÷èòàåì îðèåíòèðîâàííîé ãîðèçîíòàëüíî. Âî âíóòðåííèé îáú¼ì òàêîéîáîëî÷êè ÷åðåç øòóöåð ïîäàåòñÿ âûñîêîå äàâëåíèå, ïëàñòèíû ðàñõîäÿòñÿ è ÷åðåçâêëàäûøè ñîçäàþò ìîùíîå óñèëèå ðàñïîðà. Â ñóùåñòâóþùèõ êîíñòðóêöèÿõ ÏÄìåðèäèàí òîðà îáðàçóåòñÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé ñî ñìåíîé çíàêà ãàóññîâîé êðè-âèçíû. Òàêàÿ �îðìà òåõíîëîãè÷íà, íî ïî íàïðÿæ¼ííîìó ñîñòîÿíèþ íå ÿâëÿåòñÿëó÷øåé. Âûïîëíÿëñÿ ïîèñê äðóãèõ âàðèàíòîâ, â êîòîðûõ ìîæíî óìåíüøèòü ÷èñëîñîñòàâëÿþùèõ ó÷àñòêîâ, ñãëàäèòü �óíêöèþ êðèâèçíû ìåðèäèàíà, ñíèçèòü íàïðÿ-æåííîñòü òîðîâîé ÷àñòè îáîëî÷êè.�àññìàòðèâàëèñü âàðèàíòû, â êîòîðûõ ìåðèäèàí â öåëîì êîí�èãóðèðîâàëñÿ èçîòðåçêîâ ïðÿìûõ, äóã îêðóæíîñòåé, ÷àñòåé ò. í. çàìå÷àòåëüíûõ êðèâûõ [4℄. Ïðè-ìåíÿëèñü òàêæå ñòåïåííûå, äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå, ýêñïîíåíöèàëüíûå è ëîãàðè�-ìè÷åñêèå �óíêöèè. Óðàâíåíèÿ êðèâûõ çàïèñûâàëèñü ñ êîý��èöèåíòàìè, óïðàâ-ëÿþùèìè �îðìîé è ìàñøòàáàìè ïî êîîðäèíàòàì â ðàìêàõ îñíîâíûõ ðàçìåðîâîáîëî÷êè.Îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàëèñü â ïðåäåëàõ óïðóãîñòè íà ìîäåëÿõ ãåîìåòðè÷åñêèíåëèíåéíîé òåîðèè êâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ [3℄, îïðåäåëÿåìîé êèíåìàòèêîé:
ε11(α1, z) = E11(α1) + z ·K11(α1), ε22(α1, z) = E22(α1) + z ·K22(α1),

E11 = u′ + k1w + ϑ2
1/2, E22 = ψu+ k2w, ϑ1 = −w′ + k1u, K11 = −ϑ′1,

K22 = ψϑ1, ψ = A′2/A2, (. . .)′ = d(. . .)/(A1dα1). (1)Çäåñü: A1,A2 � êîý��èöèåíòû Ëÿìý; k1, k2 � ãëàâíûå êðèâèçíû.Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ, ñîãëàñîâàííûåñ (1) íà îñíîâå ïðèíöèïà Ëàãðàíæà, è ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíûõîáîëî÷åê èìåþò âèä:
T ′11 + ψ(T11 − T22) + k1Q11 + q1 = 0,
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Q′11 + ψQ11 − k1T11 − k2T22 + q3 = 0,

M ′11 + ψ(M11 −M22) −Q11 − T11ϑ1 = 0.

T11 = B(E11 + νE22), T22 = B(E22 + νE11),

M11 = D(K11 + νK22), M22 = D(K22 + νK11),

B = Eh/(1 − ν2), D = Eh3/[12(1 − ν2)],ãäå B è D � ý��åêòèâíûå æåñòêîñòè îáîëî÷êè íà ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå è èçãèá,
E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà. Íàïðÿæåíèÿ è èíòåíñèâíîñòüíàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:

σ11 = Eν(ε11 + νε22), σ22 = Eν(ε22 + νε11), Eν = E/(1 − ν2),

σè = (σ2
11 + σ2

22 − σ11σ22)1/2. (2)Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ðàññìàòðèâàëèñüïîëîâèíêè êîíñòðóêöèè. Â öåíòðå (íà øòè�òå, öåíòðóþùåì âêëàäûø) ñòàâèëèñüêðàåâûå óñëîâèÿ ñêîëüçÿùåé çàäåëêè ñ ðàçðåø¼ííûì âåðòèêàëüíûì ïåðåìåùåíè-åì, íà êðàþ � æ¼ñòêàÿ çàäåëêà.Îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ �óíêöèé y1 = T11, y2 = Q11, y3 = M11, y4 = u, y5 = w,
y6 = ϑ1, �îðìèðóåòñÿ ñèñòåìà êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé:

y′ = f(α1,y) + p1(α1) = 0, y = (y1, . . . , y6), f = (f1, . . . , f6),

p = (−q1,−q3, 0, 0, 0, 0), (3)ãäå:
f1 = ψ(T22 − y1) − k1y2, f2 = −ψy2 + k1y1 + k2T22,

f3 = ψ(M22 − y3) + y2 + y1y6, f4 = E11 − y1 − k1y5 − 0.5y2
6,

f5 = k1y4 − y6, f6 = K11,

E22 = φu+ k2w, K22 = ψy6, K11 = y3/D − νK22, E11 = y1/B − νE22,

T22 = B(E22 + νE11), M22 = D(K22 + νK11). (4)Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3), (4) ïðèâîäèëèñü ê áåçðàç-ìåðíîìó âèäó [3℄ ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè (5), ïîëíîñòüþ çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíîíåçàâèñèìûõ �óíêöèé:
F1 = ψ[(ν − 1)y1 +B(1 − ν2)(ψy4 + k2y5)] − k1y2 − q1,

F2 = −ψy2 + (k1 + νk2)y1 + k2B(1 − ν2)(ψy4 + k2y5) − q3,

F3 = ψ[(ν − 1)y3 +D(1 − ν2)ε∗ψy6] + y2/ε∗ + y1y6,

F4 = y1/B − νψy4 − (k1 + νk2)y5 − 0.5ε∗y
2
6,

F5 = k1y4 − y6, f6 = y3/(ε∗D) − νψy6. (5)



Ôîðìû îáîëî÷åê äëÿ ñîçäàíèÿ áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé è óñèëèé ðàñïîðà 241ãäå ε∗ = h∗/R∗ � ïàðàìåòð òîíêîñòåííîñòè, h∗ è R∗ � ìàëûé è áîëüøîé ëèíåéíûåíîðìèðóþùèå ìàñøòàáû.Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû õàðàêòåðíûõ òî÷åê ìåðèäèàíà ðàññìàòðèâàåìûõ îáî-ëî÷åê íà ðàäèàëüíîé îñè: r0 � ðàäèóñ öèëèíäðè÷åñêîãî øòè�òà, r1 � ðàäèóñ ïëà-ñòèíû, r2 � òî÷êà ñîïðÿæåíèÿ äóã îêðóæíîñòåé, rm � òî÷êà ìàêñèìóìà îðäèíàòûòîðà, r3 � âíåøíèé ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Ó÷àñòêè ìåðèäèàíàèñõîäíîé îáîëî÷êè ÿâëÿþòñÿ: îòðåçîê ïðÿìîé ïðè r ∈ [r0, r1], âîãíóòàÿ äóãà ðàäè-óñà R1 ïðè r ∈ [r1, r2], âûïóêëàÿ äóãà ðàäèóñà R2 ïðè r ∈ [r2, r3]. Ñâîéñòâîì òàêîé�îðìû ÿâëÿåòñÿ ñêà÷îê êðèâèçíû ñî ñìåíîé çíàêà. Ýòî ïðèâîäèò ê êîíöåíòðàöèèíàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè ñòûêà äóã ïðè íàãðóæåíèè âíóòðåííèì äàâëåíèåì.Äðóãèå âàðèàíòû ñîñòàâëÿëèñü èç ýëåìåíòîâ ñëåäóþùèõ êðèâûõ: 1) îòðåçîêïðÿìîé ïðè r ∈ [r0, r1], îâàë Êàññèíè ïðè r ∈ [r1, r3]; 2) ýêñïîíåíòà â ñåãìåíòå
r ∈ [r0, rm], âûïóêëàÿ äóãà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R2 ïðè r ∈ [rm, r3]; 3) ëîêîí Àíüå-çè ïðè r ∈ [r0, rm], âûïóêëàÿ äóãà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R2 ïðè r ∈ [rm, r3]; 4) ëîêîíÀíüåçè â ñåãìåíòå r ∈ [r0, rm], óëèòêà Ïàñêàëÿ ïðè r ∈ [rm, r3]. �àññìàòðèâàëèñüòàêæå âîçìîæíîñòè çàäàíèÿ ìåðèäèàíà åäèíîé êðèâîé âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëå-íèÿ r ∈ [r0, r3] ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîé, äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé, ýêñïîíåíöèàëüíîé èëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèé (âàðèàíòû 5).Ñ ïîìîùüþ êîý��èöèåíòîâ, óïðàâëÿþùèõ �îðìîé è ìàñøòàáàìè, ðàçìåðûýëåìåíòîâ êðèâûõ ïîäáèðàëèñü ïî äèàìåòðó D = 2(r3 +1.5) = 520 ìì è âûñîòå òî-ðîâîé ÷àñòè Hò = 39 ìì. Äðóãèå ïàðàìåòðû èñõîäíîé îáîëî÷êè èìåþò çíà÷åíèÿ:ðàäèóñ â îêðåñòíîñòè öåíòðà r0 = 8, êîîðäèíàòà ïåðâîé äóãè r1 = 204.3, êîîðäè-íàòà òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ ñî âòîðîé äóãîé rm = 239, êîîðäèíàòà êðàÿ r3 = 258.5,òîëùèíà îáîëî÷êè h1 = 3, ðàçìåðû â ìì. Âî âõîäíîé èí�îðìàöèè àëãîðèòìàïàðàìåòðû îáåçðàçìåðèâàëèñü.Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü òîðîâîé ÷àñòè, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëååíàãðóæåííîé â ðàáî÷åì öèêëå è èñïûòûâàåò ñëîæíîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå.Â ñëó÷àå 1 èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ (kxx

2 + kyy
2)2 − 2c2k(gxx

2 + gyy
2) − AC = 0,ãäå AC = a4

k − c4k. Ëåâàÿ ÷àñòü � ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ ïî ïåðåìåííûì x è y, ò. å. èìååòñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò. Â öåíòðå (ïðè x = 0 ) êàñàòåëüíàÿ ê ýòîéêðèâîé ãîðèçîíòàëüíà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïëàâíîå ñîïðÿæåíèå òîðà ñ ïëàñòèíîé.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ëÿìý è ãëàâíûõ êðèâèçí íåîáõîäèìî ïîñò-ðîåíèå êðèâîé â ÿâíîì âèäå, ðàçðåø¼ííîì îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îðäèíàòû.Ïîëàãàÿ Y = y2 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ AKas(x) = (c21gy + kxkyx
2)/k2

y, CKas(x) =
(AC +2c2kgxx

2−k2
xx

4)/k2
y, ïîëó÷èì óðàâíåíèå: Y 2+2AKas(x)Y −CKas(x) = 0. Íóæíîåðåøåíèå èìååò âèä:

YK1(x) = −AKas(x) +
√

[AKas(x)]2 + CKas(x).Ïîñëå ïåðåõîäà ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (r, Z), âûïîëíåíèÿ ìàñøòàáè-ðîâàíèå è ñäâèãà êðèâîé ïî îñè r, ïîëó÷èì èñêîìûé âèä �óíêöèè:
Z0K(r) = KMz ·

√
YK1

(
r − r1
KMr

)
. (6)Ïàðàìåòðû â (6) ïîäáèðàëèñü èç óñëîâèé ñîîòâåòñòâèÿ îñíîâíûì ðàçìåðàìîáîëî÷êè. Âèä êðèâîé (6) ïîêàçàí íà ðèñ. 1 ñïëîøíîé ëèíèåé, ïóíêòèð ñîîòâåòñò-âóåò èñõîäíîé îáîëî÷êå (âàðèàíò 0). Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ äðóãèå êðèâûå.
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�èñóíîê 1Â âàðèàíòàõ òèïà 5) áûëè ïîäîáðàíû êðèâûå, äâå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû�îðìóëàìè:
f1(r) = A1z ·

[
λ10 − λ11

(
r − r1c

A1r

)2
]
· exp[−λ1e(r1c − r)] · log

(
rt1c − r

A1r

)
+B1z, (7)

f2(r) =
−A2z

r − r2c
·
(
r2c − r

A2r
− λ20

)nc

·exp[−λ21(r2c−r)nc ]·log

(
r2c − r

A2r
− λ20

)
+B2z. (8)Áëèçêèé ê (7) è (8) âèä èìåþò êðèâûå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ óäàëåíèåì èç�îðìóë (7), (8) ëîãàðè�ìè÷åñêèõ �óíêöèé è íåêîòîðîé ïåðåíàñòðîéêîé ïàðàìåò-ðîâ.

�èñóíîê 2Êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü àëãîðèòìîì ìåòîäà ïðèñòðåëêè. Çàäàâàëèñü äâà âà-ðèàíòà íàãðóæåíèÿ âíóòðåííèì äàâëåíèåì (q1 = 0, q 6= 0). Âàðèàíò À � äàâëåíèåèíòåíñèâíîñòè 0.1 ÌÏà (áåçðàçìåðíîå q3 = 0.002) äåéñòâóåò íà âñþ ïîâåðõíîñòüîáîëî÷êè; Á � äàâëåíèå èíòåíñèâíîñòè 0.6 ÌÏà (áåçðàçìåðíîå q3 = 0.012) äåéñòâó-åò òîëüêî íà òîðîâóþ ÷àñòü ïðè r1 < r < r3. Âàðèàíòû ìîäåëèðóþò íà÷àëüíûéýòàï âûáîðêè çàçîðà ìåæäó ãðóçîì è îáîëî÷êîé è, â êàêîé-òî ìåðå, ñòàäèþ ïëîò-íîãî êîíòàêòà îáîëî÷êè ñ âêëàäûøåì ïðè íàëè÷èè ñîïðîòèâëåíèÿ îò ñîîðóæåíèÿ,



Ôîðìû îáîëî÷åê äëÿ ñîçäàíèÿ áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé è óñèëèé ðàñïîðà 243êîìïåíñèðóþùåãî âíóòðåííåå äàâëåíèå â çîíå ïëàò�îðìû. Ïîýòîìó â âàðèàíòåíàãðóæåíèÿ Á öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü îáîëî÷êè ñ æåñòêèì âêëàäûøåì ðàáîòàåò ïðàê-òè÷åñêè áåç èçãèáà.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé äëÿòîðîâîé ÷àñòè îáîëî÷êè âàðèàíòà 1 ñ îâàëàì Êàññèíè (ñïëîøíûå êðèâûå) â ñðàâ-íåíèè ñ èñõîäíîé îáîëî÷êîé (ïóíêòèð) ïðè íàãðóæåíèè òèïà 2 äëÿ ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè.Äëÿ îáîëî÷åê òèïà 1 ðàñïîëîæåíèå îïàñíûõ òî÷åê ïðèìåðíî òàêîå æå, ÷òîè ó ïðîòîòèïà, íî çàìåòíî ìåíüøèå óðîâíè íàïðÿæåíèé. Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâà-ìè îáëàäàåò âàðèàíò 2. Ïðåäâàðèòåëüíûé óïðóãèé ðàñ÷¼ò óæå ïîêàçûâàåò îïàñíûåçîíû, ãäå ìîãóò ðàçâèâàòüñÿ ðàçðóøàþùèå íàïðÿæåíèÿ ïðè èíòåíñèâíûõ íàãðóç-êàõ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Çîòîâ Ì.Â., Êóòàñîâ È.À. Âûðàâíèâàíèå çäàíèé è ñîîðóæåíèé ïðè ïîìîùè äîì-êðàòíûõ ñèñòåì // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîøí. ñðåäû. Òð. ÕIII ì/íàð. êîí�. �îñòîâí/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2009. Ò. 1. Ñ. 101�105.[2℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À., Êóòàñîâ È.À. Îáîëî÷êà âðàùåíèÿ òèïà ¾òîð-ïëàñòèíà¿ïðè áîëüøèõ ïåðåìåùåíèÿõ // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîøí. ñðåäû. Òð. ÕIII ì/íàð.êîí�. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2009. Ò. 2. Ñ. 201�205.[3℄ Þäèí À.Ñ. Ý��åêòèâíûå ìîäåëè äëÿ ñîñòàâíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ // ÈçâåñòèÿÑÊÍÖ ÂØ. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2000, � 3. Ñ. 184�188.[4℄ Áðîíøòåéí È.Í., Ñåìåíäÿåâ Ê.À. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâè ó÷àùèõñÿ âòóçîâ. Ì.: Íàóêà, 1980. 976 ñ.Yudin A. S., Sigaeva T.V., Yudin S.A. Forms of shells for the large displa
ementsand for
es 
reation. Options for the geometry of the 
losed rotation shells used in the re
overyof the buildings fun
tionality are analyze.



Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÌÈÝËÅÌÅÍÒÀÌÈßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �.Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍ�àçâèò ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ìàññèâíûõ è òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèéñëîæíîé ãåîìåòðèè, çàäàííûõ â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ òðåõìåðíûìè êîíå÷íûìè ýëå-ìåíòàìè. Òðåõìåðíûé îáúåêò çàäàåòñÿ ïàðàìåòðàìè åäèíè÷íîãî êóáà, êîòîðûé ðàçáè-âàåòñÿ íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû. �åøåíèå â ýëåìåíòå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåðïîëÿöè-îííîãî ýðìèòîâîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà òðåõ ïåðåìåííûõ. �àññìîòðåí ïðèìåð ðàñ÷åòàòîíêîñòåííîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ëîêàëüíûì óãëóáëåíèåì.Ââåäåíèå. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèé è ñîîðóæåíèéíåîáõîäèìî ñîâåðøåíñòâîâàòü êàæäûé èç ýòàïîâ èõ ñîçäàíèÿ: âûáîð ìàòåðèàëà,ïðîåêòà, òåõíîëîãèè è ò. ä. Îñîáóþ ðîëü â ýòîé öåïî÷êå èãðàåò âîçìîæíîñòè îöåíêèïðî÷íîñòè è íàäåæíîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ â öå-ëîì. �àçâèòèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà è ðîñò âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîéòåõíèêè ïîçâîëÿåò óòî÷íÿòü ðàñ÷åòíûå ñõåìû � ïåðåõîäèòü îò îäíîìåðíûõ ðàñ-÷åòíûõ ñõåì ê äâóìåðíûì ñõåìàì, à îò äâóìåðíûõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì ê òðåõìåðíûìñõåìàì. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî îöåíèâàòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîåñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèé è ñîîðóæåíèé [1℄. Â ðàáîòàõ [2�5℄ èçëîæåí ý��åêòèâíûéìåòîä ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé, èìåþùèõ ñëîæíóþ ãåî-ìåòðèþ � ñïëàéíîâûé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìåòîä, áëàãîäàðÿñèíòåçó èäåè ïàðàìåòðèçàöèè è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñ áèêóáè÷å-ñêîé àïïðîêñèìàöèåé èñêîìûõ ïåðåìåííûõ â ïðåäåëàõ êàæäîãî ýëåìåíòà, ïîçâî-ëÿåò ïîëó÷àòü ïðîñòðàíñòâåííûå èñêðèâëåííûå ñîãëàñîâàííûå äâóìåðíûå êîíå÷-íûå ýëåìåíòû. Îäíàêî ìåòîä [2�5℄ íå ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòèîïðåäåëÿòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ) ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-öèé â îáëàñòè ñòûêà îáîëî÷åê, â çîíàõ ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ íàãðóçîêè òî÷å÷íîãî êðåïëåíèÿ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, à òàêæå äå�åêòíûõ îáëàñòÿõòèïà òðåùèí è ëîêàëüíûõ óãëóáëåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ îïðå-äåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà áàçå îáúåìíûõ (òðåõìåð-íûõ) ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Åñòåñòâåííî, òðåõìåðíûå ýëåìåíòûíåîáõîäèìû è äëÿ àíàëèçà ÍÄÑ òðåõìåðíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñî ñëîæíîéãåîìåòðèåé, à òàêæå äëÿ àíàëèçà ÍÄÑ îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷åê, çîí ïðèëî-æåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ íàãðóçîê è òî÷å÷íîãî êðåïëåíèÿ, ëîêàëüíûõ äå�åêòíûõîáëàñòåé è ò. ä., â êîòîðûõ îáîëî÷å÷íûå ýëåìåíòû íå ý��åêòèâíû, èëè ïðèìåíè-ìû.Â ðàáîòàõ [6�13℄ èçëîæåí ñïëàéíîâûé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÑÂÌÊÝ-3) äëÿ ðàñ÷åòà â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñëîæíîéãåîìåòðèè, çàäàííûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ñòàòüå [14℄ îïèñàíî ðàç-âèòèå ÑÂ ÌÊÝ-3 äëÿ ðàñ÷åòà â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé



Ê àíàëèçó ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê òðåõìåðíûìè ýëåìåíòàìè 245ñëîæíîé ãåîìåòðèè, çàäàííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â äàííîé ðà-áîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñ÷åò òîíêîñòåííîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè òðåõìåðíûìèýëåìåíòàìè ÑÂ ÌÊÝ-3, çàäàííîé â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Òðåõìåðíûå ýëåìåíòû â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. �àññìàòðè-âàåìûé òðåõìåðíûé îáúåêò ñëîæíîé ãåîìåòðèè, çàíèìàåìûé îáúåì V , çàäàåòñÿêðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè t1, t2, t3 åäèíè÷íîãî êóáà V� (ðèñóíîê 1) òàêèì îá-ðàçîì, ÷òîáû ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå â îáëàñòè V� ñîîòâåòñòâîâàëà êðèâîëèíåéíàÿïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà V (ðèñóíîê 2):
r(t1, t2, t3) = ρ(t1, t2, t3) · em(t1, t2, t3), (1)

em(t1, t2, t3) = e1 · cos θ(t1, t2, t3) + k · sin θ(t1, t2, t3),

e1(t1, t2, t3) = cosψ(t1, t2, t3) · i+ sinψ(t1, t2, t3) · j. (2)

�èñóíîê 1 �èñóíîê 2Äè��åðåíöèðîâàíèåì (1) ïî t1, t2, t3 îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå âåêòîðû
r1 =

∂r

∂t1
, r2 =

∂r

∂t2
, r3 =

∂r

∂t3
. (3)Äàëåå, êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij, äèñêðèìèíàíò ïåðâîãî ìåòðè÷åñêîãîòåíçîðà g è ñèìâîëû Êðèñòî�åëÿ Γi

jk îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:
gij = rirj , g = g33(g11g22 − g2

12) − g32(g11g23 − g21g13) + g31(g12g23 − g13g22), (4)
Γi

jk =
1

2
git(

∂gjt

∂tk
+
∂gkt

∂tj
+
∂gjk

∂tt
).Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå [15℄

εij =
1

2
(
∂uj

∂ti
+
∂ui

∂tj
) − Γk

ijuk, (i; j; k = 1, 2, 3),



246 ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �.ãäå εik � êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè, ui � êîâàðèàíòíûå êîì-ïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå �èçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóþòñÿ,â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî òåëà [15℄.
σij = f(εij),ãäå σij , εij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèè. �àññìàòðèâàåìàÿîáëàñòü åäèíè÷íîãî êóáà Vφ ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû è ðåøåíèå u, v è

w â êàæäîì èç íèõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî ýðìèòîâîãî êóáè-÷åñêîãî ñïëàéíà òðåõ ïåðåìåííûõ [6�14℄:
u = [ψ1(s1) × ψ2(s2) × ψ3(s3)] ⊗ Fu, v = [ψ1(s1) × ψ2(s2) × ψ3(s3)] ⊗ Fv,

w = [ψ1(s1) × ψ2(s2) × ψ3(s3)] ⊗ Fw; (5)
s1 = (t1 − t1i )/h1

i , s
2 = (t2 − t2j )/h2

j , s
3 = (t3 − t3k)/h3

k,

h1
i = t1 − t1i , h

2
j = t2 − t2j , h

3
k = t3 − t3k,ãäå ψ1, ψ2 è ψ3 � âåêòîðû êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ïî òðåì ñîîòâåòñòâóþùèì êîîð-äèíàòíûì ëèíèÿì, FU , FV , FW � òðåõìåðíûå ìàòðèöû êîìïîíåíò èñêîìûõ íåèç-âåñòíûõ u, v, w è åãî ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâåííî. �àçðåøàþùèå ñîîòíîøåíèÿïîëó÷àþòñÿ èç âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

δ

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

W
√
gdt1dt2dt3 =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

ρf iδu1
√
gdt1dt2dt3 +

∫ ∫

s

ρiδuidS, (6)ãäå W � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè òðåõìåðíîãî òåëà; f i, pi �êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ìàññîâûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë; ρ� ìàññî-âàÿ ïëîòíîñòü; g � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà; S � ïîâåðõíîñòüáîêîâûõ ãðàíåé òåëà.Èç (6) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà 24Ô àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà
[A]{U} = {R},ãäå [A] � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ñèñòåìû ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû, {U} �âåêòîð íåèçâåñòíûõ, {R} � âåêòîð íàãðóçêè, Φ � ñóììàðíîå ÷èñëî óçëîâ â ðàñ-ñìàòðèâàåìîì òðåõìåðíîì îáúåêòå.Ïðèìåð ðàñ÷åòà. �àññìîòðåíà ñ�åðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñ âíóòðåííèì äèàìåò-ðîì Dbn = 200 ñì, òîëùèíîé h = 1.5 ñì. Â îáëàñòè ïîëþñîâ èìåþòñÿ îòâåðñòèÿ

d = 12.56 ñì. Ìîäóëü óïðóãîñòè E = 210000 ÌÏà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3.Îáîëî÷êà ðàçáèòà íà 2 ýëåìåíòà ïî òîëùèíå è ïî 8 ýëåìåíòîâ ïî ϕ è θ (âñå-ãî 216 óçëîâ). Â ðàñ÷åòíîé ìîäåëè óãëóáëåíèå îáðàçîâàíî ïóòåì çàäàíèÿ ìîäóëÿóïðóãîñòè äâóõ ýëåìåíòîâ â ýêâàòîðèàëüíîé îáëàñòè íà âíåøíåì ñëîå íà 2 ïî-ðÿäêà íèæå ìîäóëÿ óïðóãîñòè îáîëî÷êè. �åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû óãëóáëåíèÿ:62.8 ñì×78.5 ñì. �àññìîòðåíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû ðàçáèåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷-êè: t1 = 0; 0.5; 1.5 (ãëóáèíà äå�åêòà 1 ñì); t1 = 0; 0.75; 1.5 (ãëóáèíà äå�åêòà0.75 ñì); t1 = 0; 1.0; 1.5 (ãëóáèíà äå�åêòà 0.5 ñì).
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�èñóíîê 3 �èñóíîê 4 �èñóíîê 5Íà ðèñóíêàõ 3, 4, 5 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
σint íåïîñðåäñòâåííî ïîä äå�åêòíûìè ñëîÿìè äëÿ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ ñîîò-âåòñòâåííî.Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþò σint = 914.2 ÌÏà,
σint = 673.5 ÌÏà è σint = 512.1 ÌÏà, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ.Ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì óãëóáëåíèÿ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ðàñòåò áûñòðåå, ÷åìðàçìåð óãëóáëåíèÿ.Âûâîäû. �àçâèò ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèÿ ìàññèâíûõ è òîíêîñòåííûõ ýëåìåí-òîâ êîíñòðóêöèé ñëîæíîé ãåîìåòðèè, çàäàííûõ â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ òðåõ-ìåðíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. �àññìîòðåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ ñ�åðè÷åñêîéîáîëî÷êè ñ ëîêàëüíûìè óãëóáëåíèÿìè ðàçëè÷íîé âåëè÷èíû.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ßêóïîâ Í.Ì. Ñòðîèòåëüíûå êîíñòðóêöèè: ýòàïû è ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ. Ó÷åáíîåïîñîáèå. Êàçàíü: Ê�ÀÑÓ, ÈÌÌ ÊàçÍÖ �ÀÍ, 2006. 154 ñ.[2℄ ßêóïîâ Í.Ì. Îá îäíîì ìåòîäå ðàñ÷åòà îáîëî÷åê ñëîæíîé ãåîìåòðèè // Èññëåäî-âàíèÿ ïî òåîðèè îáîëî÷åê. Òð. ñåìèíàðà.Êàçàíü: ÊÔÒÈ ÊÔÀÍ ÑÑÑ�, 1984. B. 17.×àñòü II. Ñ. 4�17.[3℄ Êîðíèøèí Ì.Ñ., ßêóïîâ Í.Ì. Ñïëàéíîâûé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâäëÿ ðàñ÷åòà îáîëî÷åê ñëîæíîé ãåîìåòðèè // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1987. Ò. 23. � 3.Ñ. 38�44.[4℄ ßêóïîâ Í.Ì., Ñåðàçóòäèíîâ Ì.Í. �àñ÷åò óïðóãèõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèéñëîæíîé ãåîìåòðèè. Êàçàíü: ÈÌÌ �ÀÍ, 1993. 207 ñ.



248 ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �.[5℄ ßêóïîâ Í.Ì. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìåõàíèêè óïðóãèõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé.Êàçàíü: ÈÌÌ ÊÍÖ �ÀÍ,1994. 124 ñ.[6℄ ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �., ßêóïîâ Ñ.Í., Êèÿìîâ È.Õ. Ìîäåëèðîâàíèå ýëåìåíòîâêîíñòðóêöèé ñëîæíîé ãåîìåòðèè òðåõìåðíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè // Ìåõàíèêàêîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé. 2011. Ò. 17. � 1. Ñ. 145�154.[7℄ ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �., Êèÿìîâ È.Õ. Ê èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òðåõìåðíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñëîæíîé ãåîìåò-ðèè // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Êàçàíü: Ôîëèàíò, 2011.Ò. 2. Ñ. 147�152.[8℄ ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �. Ê ðàñ÷åòó äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ýëåìåíòîâ êîí-ñòðóêöèé ñëîæíîé ãåîìåòðèè // Òðóäû Ìåæäóíàð. íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�å-ðåíöèè ¾Èíæåíåðíûå ñèñòåìû � 2009¿. Ì.: �ÓÄÍ, 2009. Ò. 2. Ñ. 355�361.[9℄ Êèÿìîâ Õ. �., ßêóïîâ Í.Ì., Àõìàäèåâ Ô. �., Êèÿìîâ È.Õ. Ñïëàéíîâûé âàðèàíòìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðàñ÷åòà îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ îáîëî÷åê ñëîæíîéãåîìåòðèè // Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ. ÌÌÒÒ-23. Ñá. òð.XXIII Ìåæä. íàó÷. êîí�. Èçä-âî Ñàðàòîâñêîãî ãîñ. òåõíè÷åñêîãî óí-òà, 2010. Ò. 5.Ñ. 27�29.[10℄ ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �.Ìîäåëèðîâàíèå òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ñòðåùèíîé òðåõìåðíûìè ýëåìåíòàìè // Òðóäû XIV Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè.Èçä-âî ÞÔÓ, 2010. T. 1, Ñ. 349�351.[11℄ ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �.Ìîäåëèðîâàíèå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ñ òðåùèíîé âòðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå // Òðóäû Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�åðåí-öèè ¾Èíæåíåðíûå ñèñòåìû � 2010¿. Ì.: �ÓÄÍ, 2010. Ñ. 163�165.[12℄ ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �. Èññëåäîâàíèÿ áàëîê â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå // ÒðóäûÌåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè ¾Èíæåíåðíûå ñèñòåìû � 2011¿.Ì.: �ÓÄÍ, 2011. Ñ. 78�82.[13℄ ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �., �àëÿâèåâ Ø.Ø., Õèñàìî �. Ç.Ìåòîäû è ïîäõîäû èññëå-äîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé ñëîæíîé ãåîìåò-ðèè // Ñòðîèòåëüñòâî. Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ. � 8 (524), 2002. Ñ. 14�18.[14℄ Êàíòþêîâ �.À., ßêóïîâ Í.Ì., Òàìååâ È.Ì., ßêóïîâ Ñ.Í., Êèÿìîâ Õ. �., Êàíòþ-êîâ �. �. Ìîäåëèðîâàíèå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðè÷å-ñêîãî òåëà ñ ëîêàëüíûì óãëóáëåíèåì òðåõìåðíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè // Íàóêàè òåõíèêà â ãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè. 2012. � 2. Ñ. 15�24.[15℄ Äåìèäîâ Ñ.Ï. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1979. 432 ñ.Yakupov N.M., Kiyamov H.G. To the analysis of spheri
al 
overs three-dimensionalelements. The approa
h of modelling of massive and thin-walled elements of designs ofthe di�
ult geometry set in spheri
al 
o-ordinates by three-dimensional �nal elements isdeveloped. The three-dimensional obje
t is set by parametres of an individual 
ube whi
hbreaks into �nal elements. The de
ision in an element is represented in a kind interpolationermit a 
ubi
 spline of three variables. The example of 
al
ulation of a thin-walled spheri
al
over with lo
al deepening is 
onsidered.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÀÄ�ÅÇÈÈ ÏËÅÍÊÈ Ê ÏÎÄËÎÆÊÅßêóïîâ Ñ.Í.Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍÈíñòðóìåíòàðèè äëÿ îöåíêè ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àäãåçèè ïîêðûòèé ê ïîä-ëîæêå ðàçðàáîòàíû íåäîñòàòî÷íî. Îòìå÷àþòñÿ èçâåñòíûå ïîäõîäû. Îïèñûâàåòñÿ ñïîñîáèññëåäîâàíèÿ àäãåçèè ïëåíêè ê ïîäëîæêå, ó÷èòûâàþùèé íàðÿäó ñ äèàìåòðîì îáðàçóþ-ùåãîñÿ êóïîëà, âûñîòó ïîäúåìà êóïîëà. Ñïîñîá ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü è ñíèçèòüðàçáðîñ ðåçóëüòàòîâ. �àññìîòðåí ïðèìåð.Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîçäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîêðûòèÿ è ñâÿçóþùèåêîìïîíåíòû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îïðåäåëåííûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîé-ñòâàìè. �àçâèâàþòñÿ òåõíîëîãèè �îðìèðîâàíèÿ èçîëÿöèîííîãî ïîêðûòèÿ â ñè-ñòåìå ¾ïîäëîæêà�ïîêðûòèå¿, êîòîðûå òàêæå âëèÿþò íà àäãåçèîííûå ñâîéñòâàè ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîêðûòèÿ. Âîïðîñû îïðåäåëåíèÿ íà äâóìåðíîéîñíîâå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïëîñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ ìåìáðàí è ïîêðû-òèé, âêëþ÷àÿ êîìïîçèöèé ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ðàññìîòðåíû, â ÷àñòíîñòè, â ðàáî-òàõ [1�4, 10, 18℄, ïîëó÷åíû ïàòåíòû �Ô �2387973, �2310184. Â íàñòîÿùåå âðåìÿäëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ, ýêîëîãè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîáëåì øèðî-êî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîêðûòèÿ, íàíîñèìûå íà ïîâåðõíîñòü ýëåìåíòîâ êîí-ñòðóêöèé, ïîçâîëÿþùèå óïðàâëÿòü ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ. Ñîçäàþòñÿìíîãîñëîéíûå ïîêðûòèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ýêñïëóàòàöèîííûìè è �óíêöèîíàëüíûìèñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì ýëåìåíò êîíñòðóêöèè (ïîäëîæêà) ìîæåò áûòü èçãîòîâëåíàèç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Ñîçäàíèå ïîêðûòèé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè � ýòî îäíîèç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé. Îáû÷íî, èñõîäÿ èç ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ïîêðû-òèÿ èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ñëîæíîñòü ñòðóêòóðû ïîêðûòèÿ âîçíèêàåò òàêæåâñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ äå�åêòîâ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè. Ïîêðûòèå âçàèìîäåé-ñòâóåò ñ âíåøíåé ñðåäîé, âîñïðèíèìàåò âîçäåéñòâèå �èçè÷åñêèõ ïîëåé, ïîäâåðãà-åòñÿ ñîâìåñòíî ñ ïîäëîæêîé ìåõàíè÷åñêèì äå�îðìàöèÿì. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííîìîãóò èçìåíèòüñÿ ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èçîëÿöèîííîãî ïîêðûòèÿ, à òàê-æå àäãåçèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîêðûòèÿ, ÷òî ïðèâîäèò â íåãîäíîñòü ïîêðûòèå.Ïðè âûáîðå ïîêðûòèÿ è òåõíîëîãèè åãî íàíåñåíèÿ âîçíèêàþò âîïðîñû, ñâÿçàííûåñ îïðåäåëåíèåì: àäãåçèè ïîêðûòèÿ ê ïîäëîæêå; íåîáõîäèìîé òîëùèíû è õàðàêòå-ðèñòèê ïîêðûòèÿ; ñðîêà ñëóæáû ïîêðûòèÿ è àäãåçèîííîãî ñîñòàâà â çàâèñèìîñòè:îò îêðóæàþùåé ñðåäû; îò äå�îðìàöèè ïîâåðõíîñòè; îò âîçäåéñòâóþùèõ �èçè-÷åñêèõ ïîëåé è ò. ä. Èíñòðóìåíòàðèè äëÿ îöåíêè ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêïîêðûòèé ðàçðàáîòàíû íåäîñòàòî÷íî. Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâïîêðûòèé, âêëþ÷àÿ íàíîïîêðûòèÿ, íå ðàñ÷ëåíÿÿ ñèñòåìó ¾ïîäëîæêà-ïîêðûòèå¿ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [5�7, 10, 19℄. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ[11, 21℄ ìàëîý��åêòèâåí èëè âîâñå íåïðèìåíèì äëÿ ïëåíîê ñî ñëîæíîé ñòðóêòó-ðîé è ñ äå�åêòàìè, îòâåðñòèÿìè è âêëþ÷åíèÿìè [8, 12℄. Äëÿ ïîêðûòèé ñî ñëîæíîéñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè íàíî è ìèêðî äå�åêòîâ (òðåùèí, îòâåðñòèé, ïîð è ò. ä.)íå âñåãäà ïðèìåíèìû è �èçè÷åñêèå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè ìåòîä ¾èíäåíòîðà¿ [20℄èëè ìîäè�èêàöèÿ ýòîãî ìåòîäà [9℄.



250 ßêóïîâ Ñ.Í.Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ èíñòðóìåíòà äëÿ èññëåäî-âàíèÿ àäãåçèè. Ñðåäè èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ìîæíî îòìåòèòü: ñïîñîá îïðåäåëåíèÿïðî÷íîñòè ñöåïëåíèÿ ïîêðûòèÿ ñ îñíîâíûì ìàòåðèàëîì [15℄, ñïîñîá îïðåäåëåíèÿàäãåçèè ïëåíêè ê ïîäëîæêå [16℄, ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ àäãåçèè ïëåíêè ê ïîäëîæ-êå [17℄, ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ àäãåçèè ïëåíêè ê ïîäëîæêå [13℄. Â ðàáîòå [14℄ îïèñàíäâóìåðíûé ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ àäãåçèè ïëåíêè ê ïîäëîæêå, ïîçâîëÿþùèé ïîâû-ñèòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ àäãåçèîííûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è ñíèçèòü ðàçáðîñïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Íîâûì â ñïîñîáå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî �îðìèðóþò îòâåðñòèåâ ïîäëîæêå ïóòåì ìåñòíîãî óäàëåíèÿ ìàòåðèàëà ïîäëîæêè äî ïîêðûòèÿ. Çàìå-ðÿþò èçìåíåíèå äèàìåòðà îñíîâàíèÿ êóïîëà â ïðîöåññå îòñëàèâàíèÿ ïîêðûòèÿ.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàïðÿæåíèå ïî ðàäèóñó, íà÷èíàÿ îò êðîìêè, ðàñïðåäåëåíîïî ïàðàáîëå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðîèçâåäÿ îáðàáîòêó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-íûõ ïî ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèÿì, äåëàþò çàêëþ÷åíèå î ïðî÷íîñòè ñöåïëåíèÿ(àäãåçèè). �àçðàáîòêà íàãðàæäåíà Áðîíçîâîé ìåäàëüþ Ìåæäóíàðîäíîãî Ñàëîíàèçîáðåòåíèé è èííîâàöèîííûõ òåõíîëîãèé ¾À�ÕÈÌÅÄ-2012¿. Îäíàêî â ðàáîòå[14℄ íå ó÷èòûâàåòñÿ îäèí èç âàæíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, à èìåííîâûñîòà ïîäúåìà êóïîëà. Ó÷åò âûñîòû ïîäúåìà êóïîëà, î÷åâèäíî, ïîçâîëÿåò ïî-âûñèòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ àäãåçèîííûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è ñíèçèòü ðàçáðîñïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.Ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ àäãåçèè ïëåíêè ê ïîäëîæêå. Óñòðîéñòâî äëÿ èñïû-òàíèÿ ñîñòîèò èç èñòî÷íèêà 1 äàâëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû ñ ìàãèñòðàëüþ 5 äëÿ ïîäà÷èðàáî÷åé ñðåäû è âåíòèëÿ 2. Ìàãèñòðàëü 5 ïîäâåäåíà ê ïîëîñòè ¾À¿ âíóòðè êîðïóñà12, êîòîðûé èìååò �ëàíåö 11 äëÿ ðàçìåùåíèÿ îáðàçöà. Îáðàçåö, óñòàíîâëåííûéíà 11, ïðèæèìàþò êîëüöîì 10. Ìåæäó ïîäëîæêîé 3 è �ëàíöåì 11 óñòàíîâëåíàêîëüöåâàÿ ïî êîíòóðó ãåðìåòèçèðóþùàÿ ïðîêëàäêà 13. Ïîëîñòü ¾À¿, çàêðûòàÿîáðàçöîì, �îðìèðóåò ãåðìåòè÷íóþ íàãðóçî÷íóþ êàìåðó. Íà ìàãèñòðàëè 5 òàêæåðàñïîëîæåí ìàíîìåòð 4, ñòðàâëèâàþùèé ïàòðóáîê 14 ñ âåíòèëåì 6 (ðèñóíîê 1).

�èñóíîê 1 � Ñõåìà óñòàíîâêèÀëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ: ïîäãîòîâêà îáðàçöà ¾ïîäëîæêà + ïëåíêà¿; óñòà-íîâêà îáðàçöà íà �ëàíåö 11 è çàæèì êîëüöîì 10 óñòðîéñòâà; ïîäà÷à ðàáî÷åé ñðåäû



Èññëåäîâàíèå àäãåçèè ïëåíêè ê ïîäëîæêå 251îò èñòî÷íèêà 1 ðàáî÷åé ñðåäû ïî ìàãèñòðàëè 5 â ïîëîñòü ¾À¿, ïîñòåïåííî óâåëè-÷èâàÿ äàâëåíèå; ìîíèòîðèíã çà �îðìîé êóïîëà (çà ïîëîñòüþ ¾Â¿), îáðàçóþùåãîñÿïðè îòðûâå ïëåíêè 9 îò ïîäëîæêè 3 ïðè íàðàñòàíèè äàâëåíèÿ; çàìåð èçìåðèòåëü-íûì êîìïëåêñîì 8 âûñîòû ïîäúåìà êóïîëà ¾H¿ â óâÿçêå ñ äèàìåòðîì di+1 îñíîâà-íèÿ êóïîëà ïî êîíòóðó îòñëàèâàíèÿ (ðèñóíîê 1); îïðåäåëåíèå óñèëèÿ îòðûâà Totr,èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1), ïîëó÷åííûå èç íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê:
Totr =

4

3
A(

2√
3

√
ε2
1 + ε1ε2 + ε2

2)
k−1h0(1 − ε1 − ε2)(ε1 +

1

2
ε2) cosβ. (1)ãäå ε1 , ε2 � ðàäèàëüíûå è êîëüöåâûå äå�îðìàöèè, h0 � ïåðâîíà÷àëüíàÿ òîëùèíàïëåíêè, A è k � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðíûå äëÿ êàæäîãî ìàòåðèàëàïîêðûòèÿ [1℄.Óãîë β â (1) îïðåäåëÿåòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáðàçóåìîãî êóïîëà(ðèñóíîê 2):

cosβ =
a

R
,R = (a2 +H2) ÷ 2H, a = D ÷ 2

�èñóíîê 2Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ íàïðÿæåíèÿ îòðûâà ηotr ïî �îðìóëå:
ηotr = Totr/h0(1 − ε1 − ε2)Ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ àäãåçèîííûõ ñâîéñòâ ìàòå-ðèàëîâ è ñíèçèòü ðàçáðîñ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.Ïðèìåð. Áûëè ïîäãîòîâëåíû îáðàçöû: íà ìåòàëëè÷åñêóþ ïîäëîæêó 3 êðóãëîé�îðìû â ïëàíå äèàìåòðîì ðàáî÷åé ÷àñòè D = 138 ìì, òîëùèíîé t = 1, 95 ìì,ñ öåíòðàëüíûì îòâåðñòèåì d0 = 6 ìì áûëà ïðèêëååíà ïîëèìåðíàÿ ïëåíêà 9 òîë-ùèíîé h = 0, 026 ìì. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà: Ìåõàíèêà ïëåíî÷íûõ ñèñòåì ¾ïëåíêà-ïîêðûòèå¿ ïî Ïðîãðàììå Ïðåçèäèóìà �ÀÍ �25Ï.



252 ßêóïîâ Ñ.Í.Òàáëèöà 1
P ,ÌÏà 0,100 0,120 0,125 0,130 0,135
H , ìì 0,51 0,61 0,64 0,66 0,70
D, ìì 7,85 8,12 8,24 8,31 8,52

ηotr, ÌÏà 4,672 5,404 5,594 5,694 5,870
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ßêóïîâ Í.Ì., �àëèìîâ Í.Ê., Ëåîíòüåâ À.À. Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèé ìå-òîä èññëåäîâàíèÿ ïðî÷íîñòè ïîëèìåðíûõ ïëåíîê // Ìåõàíèêà êîìïîçèöèîííûõ ìà-òåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé. 2000. Ò. 6. � 2. Ñ. 238�243.[2℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðãàëèåâ À.�., ßêóïîâ Ñ.Í.Ìåòîäèêà èñïûòàíèÿ ïëåíîê è ìåìáðàíâ óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî äàâëåíèÿ // Çàâîäñêàÿëàáîðàòîðèÿ. Äèàãíîñòèêà ìàòåðèàëîâ. 2008. Ò. 74. � 11. Ñ. 54�56.[3℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðóëëèí �. �., ßêóïîâ Ñ.Í. Ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷å-ñêèõ õàðàêòåðèñòèê òîíêèõ ïëåíîê è íàíîïëåíîê // Âåñòíèê ìàøèíîñòðîåíèÿ. 2009.� 6. Ñ. 44�47.[4℄ �àëèìîâ Í.Ê.,ßêóïîâ Í.Ì., ßêóïîâ Ñ.Í. Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèé ìåòîäîïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñ�åðè÷åñêèõ ïëåíîê è ìåìáðàí ñî ñëîæ-íîé ñòðóêòóðîé // ÌÒÒ. 2011. � 3. Ñ. 58�66.[5℄ ßêóïîâ Ñ.Í. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òîíêèõ ïîêðûòèé èç îêñèäà òèòàíà âñèñòåìå ïîêðûòèå - ïîëèìåðíàÿ ïëåíêà // Ìåõàíèêà êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâè êîíñòðóêöèé. 2010. Ò. 16, � 3. Ñ. 436�444.[6℄ ßêóïîâ Ñ.Í. Ê Îïðåäåëåíèþ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íàíîïîêðûòèé // Ñîâðå-ìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû XIV Ìåæäóíàðîäíîé êîí�å-ðåíöèè, ãã. �îñòîâ-íà-Äîíó, Àçîâ. �îñòîâ í/Ä. Èçä-âî ÞÔÓ. 2010. Ò. 2. Ñ. 331�333.[7℄ ßêóïîâ Ñ.Í. Îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïëîñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõïëåíîê è ìåìáðàí ñëîæíîé ñòðóêòóðû // Òð. Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîéêîí�åðåíöèè ¾Èíæåíåðíûå ñèñòåìû¿. Ì.: �ÓÄÍ. 2011. Ñ. 71�78.[8℄ ßêóïîâ Í.Ì., ßêóïîâ Ñ.Í. Ïëåíêè íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû // Ñòðîèòåëüíàÿ ìå-õàíèêà èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé è ñîîðóæåíèé. 2009. � 1. Ñ. 60�70.[9℄ Øóãóðîâ À.�., Ïàíèí À.Â., Îñêîìîâ Ê.Â. Îñîáåííîñòè îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê òîíêèõ ïëåíîê ìåòîäîì íàíîèíäåíòèðîâàíèÿ // Ôèçèêà òâåðäîãîòåëà. 2008. Ò. 50, Â. 6. Ñ. 1007�1012.[10℄ ßêóïîâ Ñ.Í. Îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìåìáðàí ìàøèíîñòðîèòåëü-íûõ êîíñòðóêöèé. Àâòîðå�åðàò äèññåðò. íà ñîèñê. ó÷åíîé ñòåïåíè êàíä. òåõí. íàóê.2011. 19 ñ.
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ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÎ-ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÅÒÎÄÀßêóïîâ Ñ.Í., �èíèÿòóëëèí �.�.Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍÒî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîãî ìåòîäà çàâèñèò îò òî÷íîñòè èçìåðåíèéäàííûõ è òî÷íîñòè òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Èñïîëüçóåìûå ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíîéòåîðèè îáîëî÷åê îáåñïå÷èâàþò òî÷íîñòü òåîðåòè÷åñêîãî ýòàïà. Íà ýêñïåðèìåíòàëüíîìýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ �èëüòðàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
 èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòàñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè. Àëãîðèòì îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðåí íà äâóõ ïðèìå-ðàõ.Ââåäåíèå. Â ëàáîðàòîðèè íåëèíåéíîé ìåõàíèêè îáîëî÷åê ÈÌÌ ÊàçÍÖ �ÀÍðàçðàáîòàí â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèé ìåòîä èñ-ñëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ [1�9℄. Òî÷íîñòüýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîãî ìåòîäà, çàâèñÿùàÿ îò òî÷íîñòè èçìåðåíèé ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è òî÷íîñòè èñïîëüçóåìûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé,äîëæíà áûòü ñîãëàñîâàíà ñ ïîñòàâëåííûìè öåëÿìè: íåîáõîäèìîñòüþ êà÷åñòâåí-íîé îöåíêè âëèÿíèÿ òîãî èëè èíîãî �àêòîðà íà èçìåíåíèå òåõ èëè èíûõ õàðàê-òåðèñòèê èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ, ëèáî íåîáõîäèìîñòüþêîëè÷åñòâåííîé îöåíêè, êîãäà çíà÷åíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ âîçðàñòàåò [10�12℄.�îâîðÿ î òî÷íîñòè òåîðåòè÷åñêîãî ýòàïà ìåòîäà ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå:íà òåîðåòè÷åñêîì ýòàïå [1�9℄ ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ óïðóãèõ, íåëè-íåéíî óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ ïëîñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ ìåìáðàí â ñëó÷àå áîëüøèõïåðåìåùåíèé è äå�îðìàöèé. Ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ áåðóòñÿ â âè-äå, ïðåäëîæåííûì Â.È. Ôåîäîñüåâ, Õ.Ì. Ìóøòàðè è Ê. Ç. �àëèìîâûì [13�15℄, à�èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåçèíîïîäîáíûõ (íåëèíåéíî óïðóãèõ) ìàòåðèàëîâáåðóòñÿ â âèäå, ïðåäëîæåííûì Êàïïóñîì [16℄, äëÿ ïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ � ââèäå, ïðåäëîæåííûì À.À. Èëüþøèíûì [17℄. Âñå ýòî îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü ïîëó-÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðåòè÷åñêîãî ýòàïà.Íà ýêñïåðèìåíòàëüíîì ýòàïå âñòàåò ïðîáëåìà îöåíêè ïîãðåøíîñòè èçìåðÿåìûõâåëè÷èí, ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóþò èäåàëüíî òî÷íûõ ïðèáîðîâ è ìåòîäîâ èçìåðå-íèé.Îáû÷íî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñóììû íåïîñðåäñòâåííîèçìåðåííîé âåëè÷èíû, íàïðèìåð â íàøåì ñëó÷àå, ïðîãèá ïëåíêè èëè ìåìáðàíû Hïðè äàííîé íàãðóçêå p, è ïëþñ-ìèíóñ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè èçìå-ðåíèÿ △H :
H ±△H.Ïðè ýòîì èñòèííîå çíà÷åíèå ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ âýòîì äîâåðèòåëüíîì èíòåðâàëå. Çàìåðû ïðîãèáîâ ïðîèçâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåìöè�ðîâûõ èíäèêàòîðîâ ÈÖ-50 (òî÷íîñòüþ 0.001 ìì) è ìàíîìåòðîâ ÄÌ-5001 (ïî-ãðåøíîñòüþ ±1%). Ïîñëå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ïðîèçâîäèëàñü �èëüòðàöèÿ



Îöåíêà òî÷íîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîãî ìåòîäà 255ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùàÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ íàäåæ-íîñòüþ 95%.Àëãîðèòì ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè. Àëãîðèòì îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâýêñïåðèìåíòà [10, 11, 18℄ ðàññìîòðåí íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ ïîëèìåðíûõ ïëåíîêñ ðàñïðåäåëåííûìè îòâåðñòèÿìè è ìåìáðàí, íàõîäèâøèõñÿ â àãðåññèâíîé ñðåäå ïîäâîçäåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â òàáëèöàõ 1 è 2 (ñ ñîêðàùåíèÿìè) ïðåäñòàâëå-íû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå P è H äëÿ ïëåíîê ñ îòâåðñòèÿìè è îáðàçöîâ ïîäâîçäåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî.Òàáëèöà 1
P ,ÌÏà H1, ìì H3, ìì H5, ìì H7, ìì H9, ìì H11, ìì H12, ìì0.004 5.52 5.38 5.50 5.47 5.72 5.60 5.480.008 6.81 6.74 6.80 6.73 6.97 6.88 6.760.012 7.93 7.82 7.88 7.80 7.96 7.89 7.770.016 8.92 8.76 8.96 8.80 8.97 8.91 8.790.020 9.89 9.76 9.93 9.80 9.96 9.89 9.760.024 10.80 10.70 10.84 10.73 10.87 10.96 10.62Òàáëèöà 2

P ,ÌÏà H1, ìì H2, ìì H3, ìì H4, ìì0.004 0.36 0.49 0.70 0.510.008 0.59 0.74 0.67 0.770.012 0.80 0.97 0.89 0.990.016 0.97 1.16 1.07 1.190.020 1.15 1.34 1.25 1.370.024 1.31 1.52 1.43 1.561) Îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîãèáà îáðàçöà Hcp äëÿ êàæäîé ñòóïåíèíàãðóæåíèÿ:
Hcp =

n∑

i=1

Hi

n
,ãäå Hi � ïðîãèáû äëÿ i-îé ìåìáðàíû, n � ÷èñëî èñïûòóåìûõ îáðàçöîâ.2) Âû÷èñëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå) S ïî �îðìóëå:

S = σ

√
n

n− 1
,

σ =

√∑n
i=1(Hi −Hñð)2

n
.3) Ïðîâîäèòñÿ ïåðâûé ýòàï �èëüòðàöèé äàííûõ ýêñïåðèìåíòà ïî êðèòè÷åñêèìçíà÷åíèÿì △Hkp:

△Hkp = τkp · S,



256 ßêóïîâ Ñ.Í., �èíèÿòóëëèí �.�.ãäå τ � êðèòåðèé, âûáèðàåìûé èç òàáëèö ïî ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå [18℄ äëÿðàçëè÷íûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè îò α = 1 − P è îáúåìîâ âûáîðêè n, òàê äëÿ âå-ðîÿòíîñòè P = 0.95 èëè α = 0.05 è âûáîðêè n = 12 âåëè÷èíà τ = 2.39. Ïðèíåîáõîäèìîñòè ïðîâîäèòñÿ âòîðîé ýòàï �èëüòðàöèè äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïðîìàõîâýêñïåðèìåíòà è îòñåâà ¾âûñêàêèâàþùèõ¿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.4) Îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé îòñðåäíåãî:
Sx =

S√
n
.5) Âû÷èñëÿåòñÿ ïîëîâèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà △H :

△H = tα · Sx,ãäå tα � ðàñïðåäåëåíèå îòêëîíåíèé â ðàññìàòðèâàåìîé âûáîðêå (êâàíòèëåé Ñòüþ-äåíòà), óïîòðåáëÿåòñÿ ïðè íåáîëüøîì îáúåìå âûáîðîê, òàáëèöà çíà÷åíèé êîòîðûõïðèâîäèòñÿ â ëèòåðàòóðå ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, íàïðèìåð [19℄.�åçóëüòàòû îáðàáîòêè ïî îïèñàííîìó àëãîðèòìó ïðåäñòàâëåíû (ñ ñîêðàùåíè-ÿìè) â òàáëèöàõ 3 è 4 äëÿ îáðàçöîâ èç ïîëèìåðíîé ïëåíêè è äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõîáðàçöîâ, íàõîäèâøèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî.Òàáëèöà 3
Hñp S Sx △H Hñð −△H Hñð + △H △Hkp = 2.39 · S5.5325 0.11310 0.03266 0.07189 5.4606 5.6044 0.27046.8233 0.08139 0.02350 0.05170 6.7720 6.8750 0.19757.8750 0.07267 0.02098 0.04618 7.8288 7.9212 0.17378.8700 0.07324 0.02110 0.04653 8.8233 8.9165 0.17509.8500 0.06592 0.01903 0.04188 9.8080 9.8920 0.157510.7825 0.09087 0.02623 0.05773 10.7248 10.8402 0.2172Òàáëèöà 4
Hñp S Sx △H Hñð −△H Hñð + △H △Hkp = 2.39 · S0.458 0.06702 0.03351 0.09315 0.36485 0.55115 0.160170.692 0.08016 0.04008 0.11142 0.58058 0.80342 0.191580.912 0.08655 0.04328 0.12030 0.79170 1.03230 0.206851.098 0.09912 0.04956 0.13778 0.96022 1.23578 0.236901.278 0.09914 0.04957 0.13780 1.14020 1.41580 0.236941.455 0.11090 0.05545 0.15415 1.30085 1.60915 0.26505Â òàáëèöàõ 5 è 6 ïîêàçàíû îòêëîíåíèÿ ïðîãèáîâ äëÿ îáðàçöîâ èç ïîëèìåðíîéïëåíêè è ìåòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ, ñîîòâåòñòâåííî.Èç ýòèõ æå òàáëèö âèäíî, ÷òî âñå äàííûå óêëàäûâàþòñÿ â ïðèâåäåííûå êðè-òè÷åñêèå èíòåðâàëû è ýòè äàííûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ.
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△H1 △H3 △H5 △H7 △H9 △H11 △H120.0125 0.1525 0.0325 0.0625 0.1875 0.0675 0.05250.0133 0.0833 0.0233 0.0933 0.1467 0.0566 0.06330.0550 0.0550 0.0050 0.0750 0.0850 0.0150 0.10500.0500 0.1100 0.0900 0.0700 0.1000 0.0400 0.08000.0400 0.0900 0.0800 0.0500 0.1100 0.0400 0.09000.0175 0.0825 0.0575 0.0525 0.0875 0.1775 0.1625Òàáëèöà 6

△H1 △H2 △H3 △H40.098 0.032 0.012 0.0520.102 0.048 0.022 0.0780.112 0.058 0.022 0.0780.128 0.062 0.028 0.0920.128 0.062 0.028 0.0920.145 0.065 0.025 0.105
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ßêóïîâ Í.Ì., �àëèìîâ Í.Ê., Ëåîíòüåâ À.À. Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèé ìå-òîä èññëåäîâàíèÿ ïðî÷íîñòè ïîëèìåðíûõ ïëåíîê // Ìåõàíèêà êîìïîçèöèîííûõ ìà-òåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé. 2000. Ò. 6. � 2. Ñ. 238�243.[2℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðãàëèåâ À.�., ßêóïîâ Ñ.Í.Ìåòîäèêà èñïûòàíèÿ ïëåíîê è ìåìáðàíâ óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî äàâëåíèÿ // Çàâîäñêàÿëàáîðàòîðèÿ. Äèàãíîñòèêà ìàòåðèàëîâ. 2008. Ò. 74. � 11. Ñ. 54�56.[3℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðóëëèí �. �., ßêóïîâ Ñ.Í. Ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷å-ñêèõ õàðàêòåðèñòèê òîíêèõ ïëåíîê è íàíîïëåíîê // Âåñòíèê ìàøèíîñòðîåíèÿ. 2009.� 6. Ñ. 44�47.[4℄ �àëèìîâ Í.Ê.,ßêóïîâ Í.Ì., ßêóïîâ Ñ.Í. Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèé ìåòîäîïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñ�åðè÷åñêèõ ïëåíîê è ìåìáðàí ñî ñëîæ-íîé ñòðóêòóðîé // ÌÒÒ. 2011. � 3. Ñ. 58�66.[5℄ �àëèìîâ Í.Ê., ßêóïîâ Ñ.Í. Ê îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ óïðóãîñòè ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî-÷åê // Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé è ñîîðóæåíèé. 2009. � 4.Ñ. 13�18.[6℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðóëëèí �. �.,�àëèìîâ Í.Ê., �àëÿâèåâ Ø.Ø. Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ïëåíî÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Ïàòåíò � 2184361.[7℄ ßêóïîâ Í.Ì., Íóðóëëèí �. �.,Íóðãàëèåâ À.�., ßêóïîâ Ñ.Í. Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ òîíêîñëîéíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïàòåíò � 2310184.
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y estimation of an experimentally-theoreti
almethod . A
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y of an experimentally-theoreti
al method depends on a
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y of measure-ments of data and a

ura
y of theoreti
al ratio. Used ratio of the nonlinear theory of 
oversprovide a

ura
y of a theoreti
al stage. At an experimental stage the �ltration of experimentaldata is made, using the devi
e of statisti
al pro
essing. The algorithm of pro
essing of resultsis 
onsidered on two examples.
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1South Ural State University (National Resear
h University), Chelyabinsk

2Austrian Center of Competen
e for Tribology, Wr. NeustadtThe tribologi
al behavior of the 
onta
t intera
tion for �aluminum alloy � 
ast iron�interfa
e from internal 
ombustion engine's �piston's skirt � 
ylinder liner� tribosystem is
onsidered at di�erent modes of the loading. The parameters of the fri
tion are evaluated bymeans of re
ipro
ating tribometer and, in 
ombination with numeri
al method, the parametersof wear are 
al
ulated and analyzed. The linear integrated intensity of wear was used toevaluate the servi
e life of the �piston � 
ylinder liner� tribosystem of diesel engine. Thea
hieved results have pra
ti
al appli
ation for simulation of the fri
tion and wear pro
essesfor sele
ted engine's tribosystem.1. Introdu
tion.Solving the problem of energy e�
ien
y and reliability of the internal 
ombustionengine is linked with the improvement of their design of tribosystems. The servi
elife of engines is largely determined by the reliability of hydrodynami
 tribosystems:the �piston � 
ylinder�, main and 
onne
ting rod bearings of the 
rankshaft and theturbo
harger rotor bearings.The dynami
s of the piston on the lubri
ation layer in the 
ylinder of an internal
ombustion engine with 
onsidering of thermal elasti
 deformations of piston was solvedin [1℄. Currently, methods of 
al
ulating of the dynami
s of the �piston � 
ylinder liner�take into a

ount the most important geometry and modes of loading, and this allowthe development of new types of piston pro�les with minimal tribologi
al losses [2, 3℄.The aim of our work is to simulate the tribosystem �piston � 
ylinder� of the dieselengine, evaluating its servi
e life by taking into a

ount the experimental determinationof the intensity of wear.2. Simulation of �piston � 
ylinder� tribosystem.The main hydrome
hani
al 
hara
teristi
s (HMC) of the �piston � 
ylinder�tribosystem are: hmin(τ) � instantaneous values of the minimum oil �lm thi
kness;
pmax(τ) � instantaneous values of the maximal hydrodynami
 pressure; h∗min � averagevalue of hmin(τ); p∗max � average value of pmax(τ); N(τ) and N∗ � instantaneous andaverage power loss of fri
tion; Q∗ � the average �ow rate of oil in the dire
tion of the
ombustion 
hamber; T ∗eff � the average e�e
tive temperature of the lubri
ating layer.Sin
e the 
onta
t intera
tion of the elements is experimentally 
on�rmed by theformation of �rubbing� on the piston skirt of diesel engine after 
ertain hours (�g. 1),the 
al
ulated 
hara
teristi
s of tribosystem 
omplemented the areas, where minimalthi
kness of a lubri
ant �lm less than the permissible value hlim � αhlim

, %.
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�èñóíîê 1 � The result of 
onta
t intera
tion of the piston skirt and 
ylinder liner of dieselengineThe rea
tions of the lubri
ating layer were determined based on the results of thenumeri
al integration of the modi�ed Elrod equation for pressure in the lubri
atinglayer and the degree of �lling of 
learan
e [4℄. For 
al
ulating the traje
tory of thepiston on the lubri
ating layer in the 
ylinder, the system of 
oordinates is �xed to astationary 
ylinder. At the start, the origin of this moving 
oordinate system is at the
enter of mass of the moving piston. A

ording to [2℄, it is assumed that movement ofthe piston in the 
ylinder is only in the plane perpendi
ular to the axis of the pistonpin. The method [5℄, based on the ba
kward di�erentiation formulas (BDF method),was used to solve the equations of motion of the piston on the lubri
ation layer.As an example, the 
al
ulation of the HMC of the tribosystem is perfomed for thediesel ChN 13/15 engine. For input data the indi
ator diagram of nominal power mode(ω0 = 220 ñ−1) and the vis
osity-temperature dependen
e of engine oils of SAE 5W-30were used. Results of the 
al
ulations for the HMC of tribosystem 
orresponding tothe nominal power mode are shown in tab. 1. It 
an be seen that inf hmin is less thanthe permissible value hlim and the 
onta
ting zone length is approximately 12.5% per
y
le.The results of the evaluation of the HMC of the tribosystem indi
ate the needfor an estimation of the intensity of wear and the servi
e life. To a
hieve this goalexperimental studies of the materials of the tribosystem �piston � 
ylinder liner� weremade.Òàáëèöà 1 � HMC of tribosystem �piston � 
ylinder� of diesel ChN 13/15 engine
N∗, W Q∗, l/s h∗min, µm p∗max, MPa inf hmin, µm sup pmax, MPa αhlim

, %252 0.067 55.7 2.7 8.6 16.0 12.53. Experimental study.An experimental study of the fri
tion 
oe�
ient and the wear rate of the materialswas 
arried out on a re
ipro
ating UMT-3MT tribometer. This devi
e allows us toimplement a pin-on-plate 
onta
t. During the experiment the measurement systemdevi
e allows to re
ord the normal for
e, the sliding distan
e and the fri
tion 
oe�
ient.
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al investigations of the fri
tion behavior and evaluation... 261The pin-sample was made from the piston skirt (aluminum alloy) and plate wasmade from the 
ylinder liner (iron alloy) material. The lubri
ation used in the testwas motor oil SAE 5W-30. The main external 
hara
teristi
s that a�e
t the wear rateof tribosystem are the 
onta
t pressure pcont and the linear velo
ity (V ). The valuesof pcont and V used in the tribometer 
orrelated with the pre-
al
ulated values of thenormal for
e F and the velo
ity of the piston in engine 
ylinder. It is possible to sele
tthe normal load, the frequen
y and the amplitude of the re
ipro
ating movement ofthe plate. To approximate the engine 
onditions the experiments were 
arried out at a
onstant temperature of 110◦C in a heat 
hamber of the tribometer. In the 
ourse ofthe experiment the 
oe�
ient of fri
tion, fri
tion, a
ousti
 emission, temperature andele
tri
al resistan
e in tribosystem were re
orded 
ontinuously.The linear integrated intensity of wear of the piston material sample was 
al
ulatedusing the formula:
Ih = ∆m/(ρAl · Aa · L), (1)where ∆m � the 
hange in mass of the pin as a result of wear; ρAl � the density ofaluminum alloy; Aa � the nominal 
onta
t area; L � sliding distan
e.Points in �g. 2 show the experimental values of the wear rate obtained in a

ordan
ewith the expression (1), whi
h is built on the basis of approximating the lo
aldependen
e of the wear rate Ih on the 
onta
t pressure for the �piston � 
ylinder�tribosystem:
Ih = 2.7 · 10−12 · p1.5

cont. (2)This dependen
e was used in the following to evaluate the wear rate and servi
elife of the �piston � 
ylinder liner� tribosystem of diesel ChN 13/15 engine.

�èñóíîê 2 � Dependen
e of the wear rate on the 
onta
t pressure4. Servi
e life de�nition.The �piston � 
ylinder liner� tribosystem is mostly in the hydrodynami
 lubri
ationregime, and, at high loading levels, in the boundary lubri
ation regime. The latteris important for the determination of the servi
e life of the tribosystem as a whole.A

ounting for the duration of ea
h loading 
ondition in the diesel engine in theestimation of the parameters of wear, will allow us to estimate the servi
e life. In
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ording to theory of elasti
ity and plasti
ity [6℄ the 
onta
t interfa
e was 
lassi�edas a plasti
.The time twear, needed for a layer with a thi
kness of hwear to be worn o� wasestimated on the bases of the experimentally obtained wear rate:
twear = hwear/(Ih · V ).Results of the main parameters of loading and wear of the piston skirt for di�erentmodes of loading are given in tab. 2.Òàáëèöà 2 � Parameters of loading and wear of the piston skirtModes of load, % 0 10 50 100Time under load, % 10 28 28 34Nominal pressure, MPa 0.6 0.6 0.7 0.9Time of 
onta
t intera
tion, % 0.5 1.3 4.1 12.5Wear rate, m/m 1.3 · 10−12 1.3 · 10−12 1.6 · 10−12 2.2 · 10−12The wear limit, µm 13.0Time before the wear limit, hr 277.5 277.5 225.5 164.0Servi
e life, hr 55500 21346 5500 1312Average servi
e life, µm 13067The estimation of the wear time in hydrodynami
 lubri
ation, based on the durationof 
onta
t intera
tion between surfa
es of tribosystem is 
hara
terized by the parameter

αhlim
. A

ording to the results of these 
al
ulations (see table 1), the proportion of diesel
y
le time during whi
h the minimum �lm thi
kness hmin(τ) is below the permissiblevalue hlim, a

ounts for 12.5% for the nominal power mode. When estimating theaverage servi
e life of the engine loading 
onditions in the real environment have to betaken into a

ount. A

ording to studies [7℄ a diesel tra
tor runs approximately 10%at idle, 28% ea
h with small and medium modes of load and 34% at nominal power.An in
rease in load at a 
onstant engine speed results in an in
rease of nominalfor
e of 1.4 times and in
reases the proportion of time of 
onta
t intera
tion interfa
eelements in the tribosystem. As a result, the wear rate is in
reased by 1.7 times andthe engine servi
e life is redu
ed. A

ounting for the distribution of the load of thediesel engine in the tra
tor unit, the average servi
e life of tribosystem 
al
ulated tobe 13067 hours.5. Con
lusions.1. The HMC of the �piston � 
ylinder� tribosystem were 
al
ulated for dieselCHN 13/15, whi
h allowed us to estimate the duration of the surfa
es 
onta
tintera
tion.2. Experimental investigations for the materials of the studied tribosystem wereperformed. The dependen
e of the wear on the 
onta
t pressure was found as a result.It allowed us to estimate the servi
e life of the �piston � 
ylinder� tribosystem of thediesel engine, depending on its operating modes.The present work was �nan
ially supported by the Ministry of Edu
ation andS
ien
e of Russian Federation (proje
t-2012044 GZ05).
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