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Èäåíòè�èêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ... 7íàãðóæåíèè, àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè öåëåâîé �óíêöèè ïî èñêîìûì ïàðàìåòðàì (ïðî-åêòíûì ïåðåìåííûì) è ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé �óíêöèè. Ïåðâûé ýòàïðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè îñíîâûâàåòñÿ íà ÿâíîé âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîé ñõåìå[11℄. Íà âòîðîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèç ÷óâñòâè-òåëüíîñòè öåëåâîé �óíêöèè ïî ïåðåìåííûì ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ öåëüþ îöåíêè âîçìîæíî-ñòè îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â äàííîé çàäà÷å. Ýòîèññëåäîâàíèå áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè ãëîáàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ èçó÷å-íèÿ íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [14℄. Íà òðåòüåì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêàãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé �óíêöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèèíå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ïî ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà. Ïîýòîìó ïðè ðàçðàáîòêåìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà öåëåâîé�óíêöèè è äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. �àññìàòðèâàåìàÿöåëåâàÿ �óíêöèÿ èìååò ìíîãîýêñòðåìàëüíûé õàðàêòåð è áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ïîýòîìóäëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà áûë ðàçðàáîòàí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëü-çîâàíèè ãëîáàëüíîãî àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè è äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðÿìûõ ìåòîäîâîïòèìèçàöèè. Âíà÷àëå ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ÷óâñòâèòåëüíîñòè öåëåâîé �óíêöèè ïî èñêî-ìûì ïàðàìåòðàì. Â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòðû, ê êîòîðûì âûÿâëåíà ìàëàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüçàìåíÿþòñÿ èõ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè è ïîëàãàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïàðàìåòðû, îêàçûâà-þùèå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà öåëåâóþ �óíêöèþ, îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿçàäà÷è îïòèìèçàöèè ìåòîäàìè ïðÿìîãî ïîèñêà (Õóêà-Äæèâñà, Íåëäåðà-Ìèäà,Áîêñà èäð.). Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïå-ðåìåííûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè àíàëèçå ÷óâñòâèòåëüíîñòè öåëåâîé �óíêöèè. Ýòî ïîçâîëÿåòïîâûñèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà è èçáåæàòü ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå ìèíèìóìû,÷òî áûâàåò ïðè àáñîëþòíî ñëó÷àéíîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè. Ïðåäëàãàåìûå àëãîðèò-ìû âû÷èñëåíèÿ ãëîáàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíè-ìóìà öåëåâîé �óíêöèè îðèåíòèðîâàíû íà èñïîëüçîâàíèå â ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ è êëàñòåðíûõ àðõèòåêòóðàõ. Ïàðàëëåëèçì àëãîðèòìà ðåàëèçóåòñÿ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå íåçàâèñèìûõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé öåëåâîé �óíêöèè äëÿ êàæäîãîñëó÷àéíîãî íàáîðà èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà ìåæäó ïðî-öåññîðàìè èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé èíòåð�åéñ îáìåíà äàííûìè MPI (Message PassingInterfa
e). Ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ ïðîãðàììíîãî êîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ èäåíòè�èêàöèè ïîç-âîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ñ÷åòà áîëåå ÷åì â ñòî ïÿòüäåñÿò ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäî-âàòåëüíîé. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ðàçâèâàåìîãî ïîäõîäà è ïîêàçàíà åãî ðàáîòîñïîñîá-íîñòü íà çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòíûõ è ðåîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èçîòðîïíûõè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà íåñòà-öèîíàðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè óäàðå àáñîëþòíî æåñòêèìòåëîì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 08-01-00500-à) èïî ïðîãðàììå ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà ÍØ - 6391.2006.8).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïåëåõ Á.Ë., Ñàëÿê Á.È. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõñâîéñòâ êîìïîçèöèîííûõ ñòðóêòóð. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1990. 136 ñ.[2℄ Àë�óòîâ Í.À., Çèíîâüåâ Ï.À., Òàèðîâà Ë.Ï. Èäåíòè�èêàöèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðè-ñòèê îäíîíàïðàâëåííûõ ìàòåðèàëîâ ïî ðåçóëüòàòàì èñïûòàíèé ìíîãîñëîéíûõ êîì-



8 Àáðîñèìîâ Í.À., Êóëèêîâà Í.À.ïîçèòîâ // �àñ÷åòû íà ïðî÷íîñòü. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå. 1989. Ò.30. Ñ. 16�31.[3℄ Ñóâîðîâà Þ.Â., Äîáðûíèí Â.Ñ.Îïðåäåëåíèå ñâîéñòâ êîìïîçèòà â êîíñòðóêöèè ìåòî-äîì ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè�èêàöèè // Ìåõàíèêà êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. 1989.� 1. Ñ. 150�157.[4℄ Âîðîíöîâ �.Â., Ïëþùåâ Á.È., �åçíè÷åíêî À.È. Îïðåäåëåíèå ïðèâåäåííûõ óïðóãèõõàðàêòåðèñòèê àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ìåòîäàìè îáðàòíûõ çàäà÷òåíçîìåòðèðîâàíèÿ // Ìåõàíèêà êîìïîçèò. ìàòåðèàëîâ. 1990. � 4. Ñ. 733�736.[5℄ Ìàòâååíêî Â.Ï., Þðëîâà Í.À. Èäåíòè�èêàöèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ êîìïîçèòíûõîáîëî÷åê íà îñíîâå ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ // Èçâ. �ÀÍ. Ìå-õàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1998. � 3. Ñ. 12�20.[6℄ Êàþìîâ �.À. �àñøèðåííàÿ çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìà-òåðèàëîâ ïî ðåçóëüòàòàì èñïûòàíèé êîíñòðóêöèé // Èçâ. �ÀÍ. Ìåõàíèêà òâåðäîãîòåëà. 2004. � 2. Ñ. 94�103.[7℄ Ôåäîðåíêî À.�., Öûïêèí Â.È., Èâàíîâ À.�., �óñàê Â.Í., Çàèêèí Ñ.Í. Îñîáåííîñòèäèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ñòåêëîïëàñòèêîâûõîáîëî÷åê ïðè âíóòðåííåì èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè // Ìåõàíèêà êîìïîçèò. ìàòåðè-àëîâ. 1983. � 1. Ñ. 90-94.[8℄ Äåìåøêèí À.�., Êîçåêî Ì.Å., Êîðíåâ Â.Ì., Êóðãóçîâ Â.Ä. Äåìï�èðóþùèå õàðàê-òåðèñòèêè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, èçãîòîâëåííûõ íàìîòêîé. // Ïðèêë. ìåõàíèêàè òåõí. �èçèêà. 2001. Ò. 42. � 1 Ñ. 190�195.[9℄ Àáðîñèìîâ Í.À., Áàæåíîâ Â.�., Êóëèêîâà Í.À. Èäåíòè�èêàöèÿ âÿçêîóïðó-ãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëóñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê //Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ �èçèêà. 2005. Ò. 47. � 13. Ñ. 126�133.[10℄ Âàñèëüåâ Â.Â., Ëóðüå Ñ.À. Ê ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ òåîðèé ïëàñòèí.// Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 1990. � 2. Ñ. 158�167.[11℄ Àáðîñèìîâ Í.À., Áàæåíîâ Â.�. Íåëèíåéíûå çàäà÷è äèíàìèêè êîìïîçèòíûõ êîí-ñòðóêöèé. Í.Íîâãîðîä: Èçäàòåëüñòâî ÍÍ�Ó, 2002. 400 ñ.[12℄ Êîëòóíîâ Ì.À.Î ðàñ÷åòå ãèáêèõ ïîëîãèõ îðòîòðîïíûõ îáîëî÷åê ñ ëèíåéíîé íàñëåä-ñòâåííîñòüþ // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óí-òà. Ñåð. ìàòåì. è ìåõ. 1963. � 6. Ñ. 64�70.[13℄ Íîâîæèëîâ Â.Â.Îñíîâû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1948. 211 ñ.[14℄ Ñîáîëü È.Ì. �ëîáàëüíûå ïîêàçàòåëè ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2005. Ò. 17. � 9. Ñ. 43�52.Abrosimov N.A., Kulikova N.A. Identi�
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��ÀÍÈ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ�ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈß ÂÎËÍ Â Ñ�ÅÄÅ ÁÈÎÀìåíèöêèé À.Â., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïîðèñòîé ñðåäû ñ äâóõ�àçíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, ïðåä-ëîæåííàÿ Áèî. Ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ èãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà èõ ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð.ÂâåäåíèåÄëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ðàçðàáîòàíàìîäåëü ñðåäû Áèî [1, 2, 3, 4℄. Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äâóõ òèïîâ ïðî-äîëüíûõ âîëí â äâóõ�àçíîé ñðåäå äàëåêè îò çàâåðøåíèÿ [5, 6℄. Ìåòîä ãðàíè÷íûõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (�ÈÓ) è ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (Ì�Ý) ïðèâëåêà-þòñÿ ê ïîäîáíûì èññëåäîâàíèÿì [6, 7℄. Íà îñíîâå �ÈÓ èç [7, 8℄ â ðàáîòå ïðèìåíåíàñóïåðýëåìåíòíàÿ Ì�Ý-ñõåìà â îòëè÷èå îò èçîïàðàìåòðè÷åñêîé èç [7, 8℄. Ïðèâåäåí÷èñëåííûé ïðèìåð.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîä ðåøåíèÿÑèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà (ïàðàìåòðs) äëÿ ñìåùåíèÿ ûi è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p̂ èìååò ñëåäóþùèé âèä [7℄:
Gûi,jj +

(
K +

1

3
G

)
ûj,ij − (α− β)p̂,i − s2(ρ− βρf)ûi = −F̂i,

β

sρf
p̂,ii −

φ2s

R
p̂− (α− β)sûi,i = −â,

β =
kρfφ

2s2

φ2s + s2k(ρa + φρf)
,ãäå G,K - êîíñòàíòû óïðóãîñòè, φ - ïîðèñòîñòü, k - ïðîíèöàåìîñòü, α - ý��åêòèâ-íûé êîý��èöèåíò íàïðÿæåíèé, ρ, ρa, ρf - ïëîòíîñòè ïîðèñòîñòîãî ñêåëåòà, ïðèñî-åäèíåííîé ìàññû è æèäêîé ñðåäû, F̂i, â - ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ.Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîãî ïîäõîäà èìååò ñëåäóþùèé âèä [7℄:

[
ûj
p̂

]
=

∫

Γ

[
Ûs
ij −P̂ s

j

Ûf
i −P̂ f

] [
t̂i
q̂

]
dΓ −

∫

Γ

[
T̂ sij −Q̂s

j

T̂ fi −Q̂f

] [
ûi
p̂

]
dΓ,ãäå âûðàæåíèÿ äëÿ Ûs

ij , P̂ s
j , Ûf

i , P̂ f , T̂ sij, T̂ fi , Q̂s
j , T̂ fi ìîæíî âçÿòü â [7℄.�àññìàòðèâàåì ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå. Áàçîâûé ïðîöåññ �Ý-äèñêðåòè-çàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè íà ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû ñîâîêóïíîñòüþ÷åòûðåõóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèýòîì òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåì êàê âûðîæäåííûå ÷åòûðåõóãîëüíûå



10 Àìåíèöêèé À.Â., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ.ýëåìåíòû, êàæäûé èç êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ íà êîíòðîëüíûé ýëåìåíò. Àïïðîêñè-ìàöèÿ îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì ýëåìåí-òîì, à îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë - ïîñòîÿííûì ýëåìåíòîì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿäèñêðåòíîãî àíàëîãà �ÈÓ ïðèìåíèì ìåòîä êîëëîêàöèè. Â êà÷åñòâå óçëîâ êîëëî-êàöèè âûáåðåì óçëû àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ �óíêöèé.×èñëåííûå ðåçóëüòàòû�àññìîòðèì çàäà÷ó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
K = 8 · 109H/ì2, G = 6 · 109H/ì2, ρ = 2458êã/ì3, ρf = 1000êã/ì3, φ = 0, 19,
R = 4, 7 · 108H/ì2, α = 0, 86, k = 1, 9 · 10−10 ì4/H
, t = −1H/ì2. �ðàíè÷íûåóñëîâèÿ â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó èìåþò âèä: ûy(y = 0) = 0, q̂y(y = 0) = 0,
σ̂y(y = l) = −1/s, p̂(y = l) = 0, l = 3ì.

�èñ. 1.�ðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1, ñîñòîèò èç 504 ýëåìåíòîâ.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2, 3 ñîîòâåò-ñòâåííî.

�èñ. 2.



�ðàíè÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäå Áèî 11

�èñ. 3.�àññìîòðèì òó æå çàäà÷ó ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: K = 2, 1 · 108H/ì2,
G = 9, 8 · 107H/ì2, ρ = 1884êã/ì3, ρf = 1000êã/ì3, φ = 0, 48, R = 1, 2 · 109H/ì2,
α = 0, 981, k = 3, 55 · 10−9 ì4/H
, ty = −1H/ì2, l = 10ì. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4, 5 ñîîòâåòñòâåííî.

�èñ. 4.Ïðîäåìîíñòðèðîâàííà âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ïîðî-óïðóãîñòè ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. ×èñëåííî ïîêàçàíî âëèÿíèå ïîðèñòîñòèíà îòêëèê ãðàíè÷íûõ ïîëåé.



12 Àìåíèöêèé À.Â., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ.

�èñ. 5.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ôðåíêåëü, ß.È. Ê òåîðèè ñåéñìè÷åñêèõ è ñåéñìîýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé âî âëàæíîéïî÷âå //Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåð. ãåîãðà�. è ãåî�. - 1944. - Ò. 8., � 4. - Ñ. 65-78.[2℄ Biot, M. Theory of propagation of elasti
 waves in a �uid-saturated porous solid. I.Low-frequen
y range // J. A
oust. So
. Am. - 1956. V. 28, � 2. - P. 168-178.[3℄ Biot, M. Theory of propagation of elasti
 waves in a �uid-saturated porous solid. II.Higher-frequen
y range // J. A
oust. So
. Am. - 1956. V. 28, � 2. - P. 179-191.[4℄ Íèêîëàåâñêèé, Â.Í. �åîìåõàíèêà è �ëþèäîäèíàìèêà ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ïðîáëåìàìãàçîâûõ è íå�òÿíûõ ïëàñòîâ Ì.: Íåäðà, 1996. - 447 ñ.[5℄ Ìèõàéëîâ, Ä.Í. �àçëè÷èå ïðîäîëüíûõ âîëí Ôðåíêåëÿ-Áèî â âîäîíàñûùåííîé è ãà-çîíàñûùåííîé ïîðèñòûõ ñðåäàõ // ÌÆ� - 2006. - � 1. - Ñ. 121-130.[6℄ Äóíèí, Ñ.Ç., Ìèõàéëîâ, Ä.Í., Íèêîëàåâñêèé, Â.Í. Ïðîäîëüíûå âîëíû â ÷àñòè÷íîíàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ. Âëèÿíèå ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ // ÏÌÌ - 2006. - Ò. 70.- Âûï. 2. - Ñ. 282-294.[7℄ S
hanz, M.Wave Propogation in Vis
oelasti
 and Poroelasti
 Continua - Berlin Springer,2001. - 170 p.[8℄ S
hanz, M., Stru
kmeier V. Wave propagation in a simpli�ed modelled poroelasti

ontinuum: Fundamental solutions and a time domain boundary element formulation// Int. J. Numer. Meth. Engng. - 2005. - V. 64. - P. 1816-1839.Amenitsky A.V., Igumnov L.A., Karelin I.S. Boundary element simulation of wavepropagation in Bio-medium. A model of a porous medium with a two-phase internal stru
tureintrodu
ed by Bio is dis
ussed. The related integral equations and a boundary element methodfor analyzing them are des
ribed. A numeri
al example is given.



ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ Ï�ÈÇÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕÑÒÅ�ÆÍÅÉ Ï�È ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈßÕ Ê�Ó×ÅÍÈßÀñîòîâà Å.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à êðó÷åíèÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ óïðóãèõ òåë ïðè ìà-ëûõ, íî êîíå÷íûõ óãëàõ çàêðó÷èâàíèÿ. Ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñâå-äåíà ê íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å íà ñå÷åíèè ñòåðæíÿ. Ïîñëåäíÿÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîìâîçìóùåíèé Ñèíüîðèíè, ñ ïðèìåíåíèåì ïàêåòà Flex PDE. Â ðàìêàõ òåîðèè âòîðîãî ïî-ðÿäêà íàéäåíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíåé ïðÿìîóãîëüíîãî, ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷å-íèÿ èç ñæèìàåìîãî ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà. Â ñëó÷àå êðóãîâîãî öèëèíäðà ïîëó÷åíîàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðîå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì. Îáíàðó-æåíî ïîÿâëåíèå íàïðÿæåíèé, îòñóòñòâóþùèõ â ëèíåéíîé òåîðèè êðó÷åíèÿ. Ïðîàíàëèçè-ðîâàí ý��åêò Ïîéíòèíãà ïðè êðó÷åíèè è âëèÿíèå �îðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íà åãîâåëè÷èíó.1. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ñðåäû ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë çàïèøåìïðè ïîìîùè íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû [1℄
divD = 0, (1)Ïðåäïîëîæèì. ÷òî â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè óïðóãîå òåëî èìååò �îðìó öèëèí-äðà (ïðèçìû) ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Îáðàçóþùèå öèëèíäðà ïàðàë-ëåëüíû îñè x3, à êîîðäèíàòû x1,x2 îòñ÷èòûâàþòñÿ â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-íèÿ, çàíèìàþùåãî îáëàñòü σ. Êîîðäèíàòíûå îðòû îáîçíà÷èì i1, i2, i3. Ñîãëàñíî[2℄ êîíå÷íàÿ äå�îðìàöèÿ êðó÷åíèÿ è ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëàçàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(x1, x2, x3) = u1(x1, x2)e1 + u2(x1, x2)e2 + (λx3 + w(x1, x2))i3,

e1 = i1 cosψx3 + i2 sinψx3 , (2)
e2 = −i1 sinψx3 + i2 cosψx3,

e3 = i3, (λ, ψ = const).Çäåñü R � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷åê äå�îðìàöèè ñðåäû, (λ− 1) � îòíîñèòåëüíîå îñåâîåóäëèíåíèå, ψ � óãîë çàêðó÷èâàíèÿ2. Ïîäñòàíîâêà (2) îáåñïå÷èâàåò ñâåäåíèå èñõîäíîé òðåõìåðíîé çàäà÷è íåëè-íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ê äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îáëàñòè σ. �åøåíèå ïðî-áëåìû êðó÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ �óíêöèé u1(x1, x2), u2(x1, x2), w(x1, x2)èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (1) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé n1D1k + n2D2k = 0,
(k = 1, 2, 3). Ýòà äâóìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ λ, ψ. Ñ÷èòàÿóãîë çàêðó÷èâàíèÿ ψ ìàëûì, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå îòðåçêà ñòåïåííîãîðÿäà ïî ψ:
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u1 = βx1 + ψ2u(x1, x2) + ...

u2 = βx2 + ψ2v(x1, x2) + ... (3)
w = ψw0(x1, x2) + ...ãäå ÷ëåíû òðåòüåãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ψ îòáðîøåíû.Äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà, èìååì [1℄:

D = 2µ

[
(
νS1

1 − 2υ
− 1)U−1 · C + C

]
, S1 = trU − 3, U = (C · CT )1/2, (4)ãäå C � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè, µ - ìîäóëü ñäâèãà, ν- êîý��èöèåíò Ïóàññîíà.Êðàòíîñòü óäëèíåíèÿ λ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé ïîñòîÿííîé, à âåëè÷èíà β íàõîäèò-ñÿ èç óñëîâèÿ D11 = D22 = 0 ïðè ψ = 0, è íà îñíîâàíèè (2) è (4), èìååò âèä:

β = 1 − ν(λ− 1).3. Èñïîëüçóÿ (3), ìîæíî íàéòè ðàçëîæåíèå òåíçîðà ðàñòÿæåíèÿ U = (C ·CT )1/2è îáðàòíîãî òåíçîðà U−1 = V . Ñ ó÷åòîì (4) âû÷èñëèì êîìïîíåíòû òåíçîðà D, äëÿñëó÷àÿ êîãäà λ = 1:
D11 = 2µψ2(

ν

1 − 2ν
(
∂u

∂x1
+

∂v

∂x2
+

1

4
x2

1 +
1

4
x2

2 +
1

4
(
∂w0

∂x1
)2 +

1

4
(
∂w0

∂x2
)2−

−1

2
x1
∂w0

∂x2
+

1

2
x2
∂w0

∂x1
) + (

∂u

∂x1
+

1

8
(
∂w0

∂x1
)2 +

1

4
x2
∂w0

∂x1
+

1

8
x2

2)),

D22 = 2µψ2(
ν

1 − 2ν
(
∂u

∂x1
+

∂v

∂x2
+

1

4
x2

1 +
1

4
x2

2 +
1

4
(
∂w0

∂x1
)2 +

1

4
(
∂w0

∂x2
)2−

−1

2
x1
∂w0

∂x2
+

1

2
x2
∂w0

∂x1
) + (

∂v

∂x2
+

1

8
(
∂w0

∂x2
)2 − 1

4
x1
∂w0

∂x2
+

1

8
x2

1)),

D33 = 2µψ2(
ν

1 − 2ν
(
∂u

∂x1
+

∂v

∂x2
+

1

4
x2

1 +
1

4
x2

2 +
1

4
(
∂w0

∂x1
)2 +

1

4
(
∂w0

∂x2
)2−

−1

2
x1
∂w0

∂x2

+
1

2
x2
∂w0

∂x1

) + (
1

8
(
∂w0

∂x2

)2 − 1

4
x1
∂w0

∂x2

+
1

8
x2

1 +
1

8
(
∂w0

∂x1

)2 +
1

4
x2
∂w0

∂x1

+
1

8
x2

2)),

D12 = 2µψ2(
∂v

2∂x1

+
∂u

2∂x2

+
1

8

∂w

∂x1

∂w0

∂x2

− 1

8
x1x2 +

3

8
x2
∂w0

∂x2

+
1

8
x1
∂w0

∂x1

),

D21 = 2µψ2(
∂v

2∂x1

+
∂u

2∂x2

+
1

8

∂w

∂x1

∂w0

∂x2

− 1

8
x1x2 −

3

8
x2
∂w0

∂x2

− 1

8
x1
∂w0

∂x1

),

D31 = D13 = µψ(
∂w0

∂x1
− x2), D32 = D23 = µψ(

∂w0

∂x2
+ x1) (5)4. Ôóíêöèè u1(x1, x2), u2(x1, x2) è w(x1, x2) íàõîäÿòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ, ïðè ïîìîùè ïàêåòà Flex PDE, ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, ñ�îð-ìóëèðîâàííîé ðàíåå â [3℄ è èñïîëüçóþùåé èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé òåîðèèêðó÷åíèÿ [4℄. Ïîñëå ýòîãî ïî �îðìóëàì (5) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïîëå íàïðÿæåíèé âñå÷åíèè ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ïðÿìî-óãîëüíîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèé ñ ðàçëè÷íûìè îòíîøåíèÿìè ñòîðîí è ýêñöåí-òðèñèòåòàìè, âêëþ÷àÿ êâàäðàò è êðóã, ïðè ψ = 0.1; 0.2; 0.3 è λ = 0.91...1.1.



Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïðèçìàòè÷åñêèõ ñòåðæíåé ... 15Àíàëèç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà ïðîäîëüíîé ñèëû
∫∫

σ

D32 dσ = F3 (6)ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ èëè ïîëóîñåéýëëèïñà. Äàííûé èíòåãðàë èìååò ìàêñèìàëüíîå (ïîëîæèòåëüíîå) çíà÷åíèå â ñëó-÷àå êâàäðàòà èëè êðóãà è óìåíüøàåòñÿ äî îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïðè óáûâàíèèâåëè÷èíû îòíîøåíèÿ b/a (çäåñü a è b � ïîëóîñè ýëëèïñà èëè ñòîðîíû ïðÿìîóãîëü-íèêà), ïðèíèìàÿ ïðè îïðåäåëåííîì îòíîøåíèè ñòîðîí èëè ýêñåíòðèñèòåòå íóëå-âîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ, ïðè ψ = 0, λ = 1 F3 = 0,ïðè b/a = 0.818. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ý��åêòÏîéíòèíãà îòñóòñòâóåò. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ b/a, çíàê ý��åê-òà Ïîéíòèíãà ìåíÿåòñÿ íà îáðàòíûé. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñòåðæåíü èçïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ñêðó÷èâàåòñÿ, ïðè îòñóòñòâèè ïðîäîëüíîé ñèëû, òî åãîäëèíà óìåíüøàåòñÿ â ñëó÷àå êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ è óâåëè÷èâàåòñÿ äëÿ ýëëèïòè÷å-ñêîãî ñå÷åíèÿ, çàìåòíî îòëè÷àþùåãîñÿ îò êðóãîâîãî.5. �àññìîòðèì êðó÷åíèå êðóãîâîãî öèëèíäðà èç ñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Âýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå (2) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:




R = R(r)
Φ = ϕ+ ψz
Z = λz

(7)
r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè.
R, Φ, Z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïîñëå äå�îðìàöèè.

R =
0

∇R = R′(r)ereR +
R

r
eϕeΦ + ψRezeΦ + λezez (8)

er = i1 cosϕ+ i2 sinϕ,

eϕ = −i1 sinϕ+ i2 cosϕ, ez = i3,

eR = i1 cos Φ + i2 sin Φ,

eΦ = −i1 sin Φ + i2 cos Φ, eZ = ez = i3,Äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà, èìååì:
D = 2µC + 2µ

[
ν

1 − 2υ
(trU − 3) − 1

]
· A, (9)çäåñü A � òåíçîð ïîâîðîòà A = U−1 · CÓðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ 0

∇· D = 0 ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ:
dDrR

dr
+
DzR −DϕΦ

r
− ψDzΦ = 0 (10)(10) � ýòî óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè R(r), êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:
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(R′ +

R

r
)′ +

1 + ν + νλ

(1 − ν)r

[
λ+ R

r

△ − 1

]
+ ψ2R

[
1 + ν + νR

r

(1 − ν)△ − 1

]
= 0 (11)ãäå 0 ≤ r ≤ 1, △ =

√
(λ+ R

r
)2 + ψ2R2Óðàâíåíèå (10) íàäî ðåøàòü ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè R(0) = 0, DrR(1) = 0 èëè
(1 − ν)R′ + ν△ = 1 + ν, (12)ïðè r = 1Ïðè ψ = 0, R = R0, R = αr, ñëåäîâàòåëüíî α = 1 + ν − νλ

R = αr + ψ2U0(r)... (13)Ïîäñòàâèì (13) â (11) è ðåøèì ïðåîáðàçîâàííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,ïîëó÷èì:
U0(r) = −0.117857r + 0.017857r36. Äëÿ ñëó÷àÿ êðó÷åíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà ñðàâíèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûåàíàëèòè÷åñêè â ï.5, ñ ðåçóëüòàòàìè ï.4, êîòîðûå íàéäåíû ÷èñëåííûìè ìåòîäàìèñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (5). Â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðó÷åíèå êðóãî-âîãî öèëèíäðà èç íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà, ïðè λ = 1Ñëåäóÿ [5℄ èìååì:

X1 = U1(x1, x2) cosψx3 − U2(x1, x2) sinψx3,

X2 = U2(x1, x2) cosψx3 + U1(x1, x2) sinψx3,

X3 = 0

U1 = βx1 + ψ2U(x1, x2), U2 = βx2 + ψ2V (x1, x2)

R =
√
X2

1 +X2
2 =

√
U2

1 + U2
2 =

√
(βx1 + ψ2U)2 + (βx2 + ψ2V )2 =

= βr + ψ2 (Ux1 + V x2)√
x2

1 + x2
2

,ãäå β = 1 + ν − νλ = α

0 ≤ r ≤ 1, −1 ≤ x1 ≤ 1, −1 ≤ x2 ≤ 1, λ = 1, ν = 0.3Òàêèì îáðàçîì ñëó÷àé êðóãîâîãî öèëèíäðà ñëóæèò ïðèìåðîì, òåñòèðóþùèì ðå-çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ïðîöåññà â ïàêåòå Flex PDE. �åçóëüòàòû ï.4 è 5 ñîâïàäàþòïðè ñîâïàäåíèè çíà÷åíèé �óíêöèé U0(r) è F (x1, x2)

F (x1, x2) =
Ux1 + V x3√

x2
1 + x2

2Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèé U0(r) è F (x1, x2)
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r/x1, x2 F (x1, x2) U0(r)0 0 00.1 -0.0011 -0.00110.5 -0.057 -0.05780.9 -0.0943 -0.09431 -0.1 -0.1Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980.[2℄ Çóáîâ Ë.Ì. Òåîðèÿ êðó÷åíèÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ ñòåðæíåé ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöè-ÿõ// Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�. 1983. Ò. 270. � 4. Ñ. 827�831.[3℄ Àñîòîâà Å. À., Çóáîâ Ë. Ì. Ý��åêòû âòîðîãî ïîðÿäêà â òåîðèè êðó÷åíèÿ ïðèçìà-òè÷åñêèõ óïðóãèõ òåë.// Òðóäû X ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ñîâðåìåííûå ïðî-áëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. 2006. Ñ. 21-25[4℄ Ëóðüå À.È. Òòåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1970.[5℄ Çóáîâ Ë. Ì., �óáà À. Â. íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ êðó÷åíèÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ óïðóãèõ òåë,ñîäåðæàùèõ äèñëîêàöèè// Èçâåñòèÿ âóçîâ. 2003. Ñ. 191-201Asotova E.A. The stressed state of prismati
 bars under �nite torsion deformations.The nonlinear problem of torsion for prismati
 elasti
 bodies under small, but �nite, angles oftwist is examined. The three-dimensional problem is redused to the nonlenear boundary valueproblem at the 
ross-se
tion of a bar. The last problem is solved by Signorini disturban
emethod with help of Flex PDE pa
kage. The stressed state for the bar of 
ompressible half-lenear material with re
tangular or ellipti
 
ross-se
tion is found in limited of the se
ond-odertheory. The analyti
al solution of the problem in 
ase of 
ir
ular 
ylinder is obtained for the
omparison with the numeri
al results. The appearen
e of the stress, those are absent at thelenear theory of torsion, is revealed. The Pointing e�e
t in torsion and the in�uen
e of the
ross-se
tion form on it are analysed.



�ÀÑ×ÅÒ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÎÑÒÀÂÍÛÕ ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅË ÍÀÎÑÍÎÂÅ Ï�ßÌÎÉ ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÈ ÌÅÒÎÄÀ ��ÀÍÈ×ÍÎ�ÎÝËÅÌÅÍÒÀÁåëîâ À.À., Âàñèëüåâ À.À., Ïàçèí Â.Ï.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ âÿçêîóïðóãèõ òåë íàîñíîâå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè êâàäðàòóð ñâåðòîê [1℄ èÄóðáèíà. �åøåíèå âÿçêîóïðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå âî âðåìåíèîðãàíèçîâàíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ øàãîâûõ ïðîöåäóð.1. �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèåÄåòàëè ðåäóêöèè èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è òðåõìåðíîé òåîðèè âÿçêî-óïðóãîñòè ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ðàçðåøàþùèõ ãðàíè÷íûõ èíåòãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé (�ÈÓ) ìîæíî íàéòè â [2, 3℄. Äëÿ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ðåøåíèÿ �ÈÓ, çàïè-ñàííûõ â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó, èñïîëüçîâàí àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Äóð-áèíîì [4, 5℄. Äëÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (�ÂÈÓ)ïðèìåíåí ìåòîä êâàäðàòóð ñâåðòîê [6, 7℄.2. �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðàñ÷åòû�àññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû P (t) = 1000Í/ì2 ïî ïëî-ùàäè 1ì×1ì ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Èññëåäóåìàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íàðàññòîÿíèè 15ì îò èñòî÷íèêà âîçäåéñòâèÿ ñèëû. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ïîëóïðî-ñòðàíñòâà: E = 2, 5 · 108H/ì2, ν = 0, 298, ρ = 1884êã/ì3. ×åòâåðòü äèñêðåòíîéìîäåëè ñîñòîèò èç 864 ýëåìåíòîâ è 913 òî÷åê. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû ïîäâóì ìåòîäàì è äàíî ñðàâíåíèå ñ ðåøåíèåì, ïðèâåäåííûì â [1℄. Öè�ðîé 1 îòìå÷å-íû êðèâûå, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Äóðáèíà è ìåòîäîì êâàäðàòóð ñâåðòîê, öè�ðîé2 - ðåøåíèå èç [1℄.

�èñ. 1.�àññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè ñèëû P = (H(t) − H(t − 0, 0085c))H/ì2 íà ïî-âåðõíîñòü âÿçêîóïðóãîãî øòàìïà 2ì×2ì×1ì, ðàñïîëîæåííîãî íà âÿçêîóïðóãîì



�àñ÷åò äèíàìèêè ñîñòàâíûõ âÿçêîóïð. òåë íà îñíîâå ïðÿìîé �îðìóëèðîâêè Ì�Ý 19ïîëóïðîñòðàíñòâå. ×åòâåðòü ðàâíîìåðíîé ñåòêè øòàìïà ñîäåðæèò 96 �Ý, à ÷åò-âåðòü �Ý-ñåòêè äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà - 432 ÷åòûðåõóãîëüíûõýëåìåíòà.Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ: øòàìï - E = 3 · 108H/ì2, ν = 0, 2, ρ = 2000êã/ì3,ïîëóïðîñòðàíñòâî - E = 1, 38 · 108H/ì2, ν = 0, 35, ρ = 1966êã/ì3.Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò èññëåäóåìîé òî÷êè âçÿëè çíà÷åíèÿ (2,33; 2,33; 0). Çàíà÷àëî êîîðäèíàò âûáðàí öåíòð êîíòàêòíîé ãðàíè øòàìïà. Íà ðèñ. 2, 3 ïðèâåäå-íû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, êîãäà è øòàìï è ïîëóïðîñòðàíñòâî ðàññ÷èòûâàþòñÿ íàîñíîâå îäíîé âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå äëÿ ìîäåëèñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà: öè�ðîé 1 îòìå÷åíî óïðóãîå ðåøåíèå, öè�ðàìè2, 3 è 4 - ðåøåíèå äëÿ γ = 100c−1, γ = 1c−1 è γ = 0, 01c−1 ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 3èçîáðàæåíû êðèâûå äëÿ ñòåïåííîé ìîäåëè: öè�ðîé 1 îòìå÷åíî óïðóãîå ðåøåíèå,öè�ðàìè 2, 3, 4, 5 è 6 - ðåøåíèå äëÿ k = 1, α = 0, 5, k = 1, α = 0, 75, k = 1, α = 0, 95,
k = 5, α = 0, 95, k = 10, α = 0, 95 ñîîòâåòñòâåííî.

�èñ. 2.

�èñ. 3.�àññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè íàãðóçêè íà êîðïóñ àòîìíîé ñòàíöèè òåïëîñíàá-æåíèÿ (ÀÑÒ), èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4. �åîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü êîðïóñà âçÿòà èç



20 Áåëîâ À.À., Âàñèëüåâ À.À., Ïàçèí Â.Ï.[2℄. Íàãðóçêà äåéñòâóåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè À ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:
P (t) =





p0t/2, 0 < t < 0, 012c

p0/2, 0, 012c < t < 0, 037c

p0(t− 0, 025)/2, 0, 037c < t < 0, 049c

p0, 0, 049c < t < 0, 061c

p0(−t+ 0, 086)/2, 0, 061c < t < 0, 086c

0, t > 0, 086cãäå p0 = 4 · 106H/ì2.Ïîëîâèíà äèñêðåòíîé ìîäåëè êîðïóñà àòîìíîé ñòàíöèè îïèñûâàåòñÿ 226 �Ý è257 òî÷êàìè, ïîëóïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò 940 ýëåìåíòîâ è 982 òî÷êè. Èññëåäóþòñÿâåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå B.

�èñ. 4.

�èñ. 5.Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ: ÀÑÒ - E = 3 · 108H/ì2, ν = 0, 2, ρ = 2000êã/ì3, ïîëó-ïðîñòðàíñòâî - E = 3 · 108H/ì2, ν = 0, 2, ρ = 2000êã/ì3.



�àñ÷åò äèíàìèêè ñîñòàâíûõ âÿçêîóïð. òåë íà îñíîâå ïðÿìîé �îðìóëèðîâêè Ì�Ý 21Íà ðèñ. 5 öè�ðîé 1 îòìå÷åíî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, öè�-ðîé 2 - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà àìîðòè-çàòîðàìè íà ïîâåðõíîñòè ñòàíöèè [2℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ S
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 Continua // ÈçâåñòèÿÑÊÍÖ ÂØ. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2000. � 3. Ñ. 184�188.[2℄ Áàæåíîâ, Â.�., Èãóìíîâ, Ë.À. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ãðà-íè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðåøåíèè çàäà÷ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ññîïðÿæåííûìè ïîëÿìè Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. - 352ñ.[3℄ Áåëîâ, À.À., Èãóìíîâ, Ë.À., Ëèòâèí÷óê, Ñ.Þ. �àçâèòèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ êîíòàêòíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷òåîðèè óïðóãîñòè // Èçä. ÍÍ�Ó. - 2007. - âûï. 69. - Ñ. 125-136.[4℄ Durbin, F. Numeri
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ï�È ÀÍÀËÈÇÅ ÂÎËÍÎÂÛÕÏÎËÅÉ Â ÑËÎÅ Ñ ÏÎËÎÑÒÜÞ ÌÀËÎ�Î �ÀÇÌÅ�ÀÁåëÿê Î.À., Âàòóëüÿíà Î. À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðîáëåìû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ äå�åêòàìè òèïà òðåùèí, ïîëî-ñòåé, âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íîé �îðìû èìåþò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â àêóñòèêå, ñåéñìîëîãèè,òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêå. Ôîðìèðîâàíèå ïîëåé â ñðåäàõ ñ äå�åêòàìè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûìïðîöåññîì â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíûõ ïåðåîòðàæåíèé îò ãðàíèö äå�åêòîâ è ñðåäû. Âíàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ àíòèïëîñêèå è ïëîñêèå êîëåáàíèÿñëîÿ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, íå âûõîäÿùåé íà ãðàíèöû ñëîÿ. Ïîìèìî òðàäèöèîííî-ãî ìåòîäà ñâåäåíèÿ èñõîäíîé ïðîáëåìû ê ñèñòåìàì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿíà îñíîâå òåîðèè ïîòåíöèàëà ïðåäëîæåí àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ïðè ðåøåíèè ïîñòàâ-ëåííîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè î êîëåáàíèÿõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ óïðó-ãèõ òåë ñ äå�åêòàìè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (ïîëîñòè, âêëþ÷åíèÿ, òðåùèíû) èìåþòâàæíûå ïðèëîæåíèÿ â ñåéñìîëîãèè, àêóñòèêå, òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêå. Îäíèìèç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ îáëàñòåéñ äå�åêòàìè ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå èñõîäíûõ çàäà÷ ê ñèñòåìàì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå èäåé òåîðèè ïîòåíöèàëîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå òðåáóåòñÿïîñòðîåíèå �óíêöèé �ðèíà [1℄ � [3℄, [7℄, ÷òî ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ðàçìåðíîñòü èññëå-äóåìîé çàäà÷è íà åäèíèöó.�àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ ïëîñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω îðòîòðîïíîãîóïðóãîãî ñëîÿ òîëùèíû h ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, íå âûõîäÿùåé íà ãðàíèöûñëîÿ, íàïðàâëÿþùàÿ êîòîðîé åñòü ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ l0. Íèæíÿÿ ãðàíüñëîÿ æåñòêî çàùåìëåíà è ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox1, à îñü Ox3 íàïðàâëåíà ïåðïåí-äèêóëÿðíî ââåðõ. Îñè óïðóãîé ñèììåòðèè îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñîâïàäàþò ñîñÿìè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Êîëåáàíèÿ â ñëîå âûçâàíû íàãðóçêîé pi , ïðèëîæåí-íîé ê âåðõíåé ÷àñòè ãðàíèöû ñëîÿ. Êðàåâàÿ çàäà÷à ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãîìíîæèòåëÿ èìååò âèä:
σij,j + ρω2ui = 0,
σij = Cijkluk,l,

ui|x3=0 = 0, σi3|x3=h = pi(x1),
σijnj |l0 = 0, i, j = 1, 3,

(1)ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, Cijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ìàòå-ðèàëà, nj - êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè ê ãëàäêîé êðèâîé l0, âíåø-íåãî ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè, çàíÿòîé óïðóãîé ñðåäîé. Çàìûêàþò ïîñòàíîâêóçàäà÷è (1) óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè �îðìóëèðîâêå êîòîðûõèñïîëüçîâàí ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [4℄. Â ñëó÷àå ïëîñêèõ êîëåáàíèéñëîÿ íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè ÿâëÿþòñÿ u1, u3, êîëåáàíèÿ âûçâàíû íàãðóçêîé,



Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ïðè àíàëèçå âîëíîâûõ ïîëåé â ñëîå 23ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè Ox1x3. Äàëåå, íà îñíîâàíèè òåîðåìû âçàèìíîñòè [5℄ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ïîëåé ñìåùåíèé âñþäó â îáëàñòè çàíÿòîé óïðóãîé ñðåäîéïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè ñ íîñèòåëåì íà îòðåçêå [a,b℄
um(ξ) = u∗m(ξ) −

∫
l0

Kim(x, ξ) (ui(x) − ui(ξ)) dlx−

−ρω2
∫
S0

U
(m)
i (x, ξ)dSx · ui(ξ),

u∗m(ξ) = −
b∫
a

pi(x1)U
(m)
i (0, h, ξ), i, j,m = 1, 3

(2)
Kim(x, ξ) = σ

(m)
ij (x, ξ)nj(x), x = (x1, x3), ξ = (ξ1, ξ3),ãäå S0 � ïëîñêàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé êðèâîé l0.Âûðàæåíèå äëÿ ñìåùåíèé (2) ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ,ïåðâîå èç êîòîðûõ u∗m(ξ) � ýòàëîííûå ïîëÿ ñìåùåíèé â ñðåäå áåç äå�åêòà, âòî-ðîå ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ïîëîñòè â ñëîå. Ïðåäñòàâëåíèå (2) ïîçâîëÿåòðàññ÷èòûâàòü ïîëÿ ñìåùåíèé âñþäó âíóòðè îáëàñòè, çàíÿòîé óïðóãîé ñðåäîé, åñëèèçâåñòíû ïîëÿ ñìåùåíèé íà êîíòóðå äå�åêòà.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ñìåùåíèé íà êîíòóðå ïîëîñòè ñ�îðìóëèðîâàíà ñèñòå-ìà �ÈÓ ñ ðåãóëÿðíûìè ÿäðàìè íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (2) òîëüêî ëèøü ïîãðàíèöå äå�åêòà l0 è â ñëó÷àå ïëîñêèõ êîëåáàíèé ñëîÿ èìååò âèä

um(y) = u∗m(y) −
∫
l0

Kim(x, y)(ui(x) − ui(y))dlx−

−ρω2
∫
S0

U
(m)
i (x, y)dSx · ui(y), i, j,m = 1, 3, y ∈ l0.

(3)Èíòåãðàë ïî êîíòóðó äå�åêòà â ñèñòåìå �ÈÓ (3) ñóùåñòâóåò êàê íåñîáñòâåííûé,÷òî ïîçâîëÿåò ïðè äèñêðåòèçàöèè èçáåæàòü âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ[2℄, [3℄. Ê ñèñòåìå �ÈÓ (3) ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàîñíîâå ñòàíäàðòíûõ ñõåì [5℄.�àññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1) î êîëåáàíèÿõ îðòî-òðîïíîãî ñëîÿ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîé ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ìàëîãî îòíîñèòåëüíîãî ðàäèóñà r. Â îáëàñòè èçìåíåíèÿáåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ:
ε1 ≪ 1, ε∗ < ε2 < 1,

ε1 = r/h, ε2 = ωr
√
ρ/C33,ïðîèçâåäåí àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñèñòåìû �ÈÓ (3). Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå îá-ðàòíîé çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè ñòðîèòñÿ ïðè ε2 > ε∗, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþìàëîãî äå�åêòà, êîãäà â ñëîå èìåþòñÿ áåãóùèå âîëíû. Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ ïîëîñòè èìåþò âèä

x = x0 + rη, y = x0 + rς, η = {cos θ, sin θ}, ς = {cosψ, sinψ},

x0 = (x10, x30), θ, ψ ∈ [0, 2π].



24 Áåëÿê Î.À., Âàòóëüÿí À.Î.Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èíòåãðàëà ïî êîíòóðó äå�åêòà (3) â âèäåñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, ïåðâîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè÷åñêîìó ñëó÷àþ(ε2 = 0) è íåêîòîðîé äîáàâêè:
Kim(x, y) = K0

im(x, y) +K1
im(x, y), i,m = 1, 3 (4)Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû �óíêöèé â (4) ïîçâîëèëî ñäåëàòü ñëåäóþùèå îöåíêè[2℄,[3℄.

K1
im(x, y) = O(ε2

2), K
0
im(x, y) =

1

ε1
Fim(x, y) +O(ε1), ïðè i,m = 1, 3, x, y ∈ l0.Âûðàæåíèå äëÿ Fim(x, y) íå ïðèâîäèòñÿ â âèäó åãî ãðîìîçäêîñòè. Îñóùåñòâëÿÿðàçëîæåíèå â ðÿä ïîëåé ñìåùåíèé

um(x0 + rη) = u0
m(x0) + ε1 (um,1(x0) cos θ + um,3(x0) sin θ) +O(ε2

2), m = 1, 3. (5)Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó �ÈÓ (3) ðàçëîæåíèå (5) è âû÷èñëÿÿ êðèâîëèíåéíûéèíòåãðàë ïî êîíòóðó äå�åêòà ñîáèðàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε1îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïîëåé ñìåùåíèé íà íàïðàâëÿþùåé öèëèí-äðè÷åñêîé ïîëîñòè l0.
u0
m(x0) = u∗m(x0),

u1,1(x0) =
I2(a

(2)
2 , b

(1)
2 )u∗3,3(x0) + (2π − I1(a

(1)
3 , b

(1)
3 )u∗3,1(x0)

∆1
,

u1,3(x0) =
I1(a

(1)
1 , b

(1)
1 )u∗3,1(x0) + (2π − I2(a

(2)
3 , b

(2)
3 )u∗1,3(x0)

∆2

,

u3,1(x0) =
(2π − I1(a

(1)
1 , b

(1)
1 )u∗3,1(x0) + I2(a

(2)
3 , b

(2)
3 )u∗1,3(x0)

∆2
,

u3,3(x0) =
(2π − I2(a

(2)
1 , b

(2)
1 )u∗3,3(x0) + I1(a

(1)
2 , b

(1)
2 )u∗1,1(x0)

∆1

,

∆1 = (2π − I2(a
(2)
1 , b

(2)
1 ))((2π − I1(a

(1)
3 , b

(1)
3 )) − I2(a

(2)
2 , b

(2)
2 )I1(a

(1)
2 , b

(1)
2 ),

∆1 = (2π − I1(a
(1)
1 , b

(1)
1 ))((2π − I2(a

(2)
3 , b

(2)
3 )) − I1(a

(1)
1 , b

(1)
1 )I2(a

(2)
3 , b

(2)
3 ),

(6)
Âûðàæåíèÿ äëÿ I1(a, b), I2(a, b) íå ïðèâîäÿòñÿ â âèäó èõ ãðîìîçäêîñòè è âûðà-æàþòñÿ ÷åðåç óïðóãèå ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ÿâíûåïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ñìåùåíèé íà êîíòóðå äå�åêòà l0 ÷åðåç ýòàëîííûå ïîëÿ ìèíóÿïðîöåäóðó äèñêðåòèçàöèè ñèñòåì �ÈÓ (3) íà îñíîâå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ[2℄, [3℄, [5℄, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò àíàëèç ðàññåÿííûõ âîëíîâûõ ïîëåé.Ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàñ÷åòå âîëíîâûõ ïîëåé íà îñíî-âå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà è ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëèóñòàíîâèòü îáëàñòü êîððåêòíîé ðàáîòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà: ε1 = 0.001÷0.15ïðè ε2 < 1.Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ïîëåé ñìåùåíèé íà êîíòóðå ïîëîñòè l0,ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷å-ñêîãî ïîäõîäà.
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�èñ. 1. Ïîëÿ ñìåùåíèé íà êîíòóðå ïîëîñòè l0
Ïðè ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòî, ÷òî ñëîé òîëùèíû h = 1 (àóñòåíèòíàÿ ñòàëü), íàãðó-æàëñÿ íîðìàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêîé â òî÷êå (0, h) íà âåðõíåé ãðàíè-öå ñëîÿ. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîëîñòü çàäàíà ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ:

r = 0.003h, x10 = h, x30 = h/2. ×èñëî ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ N = 16. Â ñëîåðàñïðîñòðàíÿþòñÿ äâå áåãóùèå âîëíû.Ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëà, ÷òî â îáëàñòè êîððåêòíîé ðàáîòûàñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó âîëíîâûìè ïîëÿìè, ðàñ-ñ÷èòàííûìè íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà è ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâîòëè÷àëèñü íå áîëåå, ÷åì íà 4 %, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðàñ÷åò ðàññåÿííûõïîëåé â ñëîå ïðè íàëè÷èå ìàëîãî äå�åêòà. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (6) ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå áàçîâûõ ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèéâ îáðàòíûõ çàäà÷àõ ðåêîíñòðóêöèè ïîëîñòè â ñëîå.



26 Áåëÿê Î.À., Âàòóëüÿí À.Î.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.Ì.: Ôèçìàòëèò. 2007, 223 ñ.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î., Áåëÿê Î.À. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷èî ðåêîíñòðóêöèè ïîëîñòè â óïðóãîì ñëîå // Âåñòíèê Äîíåö. óí-òà. Ñåð. À. Ïðèðîäí.íàóêè. 2006. Âûï. 1. Ñ. 73 � 79.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î., Áåëÿê Î.À. Ê ðåêîíñòðóêöèè ìàëûõ ïîëîñòåé â óïðóãîì ñëîå //Äå�åêòîñêîïèÿ. 2006. � 10. Ñ. 33-39.[4℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1976. 319 ñ.[5℄ Áðåáèÿ Ê., Òåëëåñ Æ., Âðîóáåë Ë. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ìèð. 1987.524 ñ.[6℄ Âàòóëüÿí À. Î., �óñåâà È.À., Ñþíÿêîâà È.Ì. Î �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèÿõ äëÿîðòîòðîïíîé ñðåäû è èõ ïðèìåíåíèå. // Èçâ. ÑÊÍÖ ÂØ. Ñåð. åñòåñòâ. íàóêè. 1989.� 2. C. 81 � 85.[7℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ñóâîðîâà Î. À. Îá îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ ñ ïîëîñòüþ// Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ÷åðíîìîðñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà (×ÝÑ).2005, � 1. C. 10 � 16.Belyak O.A., Vatulyan A.O. The asymptoti
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al the approa
h at the de
ision of a task in view. Results of numeri
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ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÔ�ÀÊÖÈÈÊÈ�Õ�ÎÔÀ Â ÑËÓ×ÀÅ ÏÅ�ÅÎÒ�ÀÆÅÍÈß ÂÎËÍÁîåâ Í.Â., Ñóìáàòÿí Ì.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå äàí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ äè�ðàêöèîí-íîãî èíòåãðàëà ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì åãî àñèìïòîòèêè äëÿ äâóêðàòíî îòðàæåííîé âûñîêî÷à-ñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû âäîëü òðàåêòîðèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðîñòðàíñòâåí-íóþ ëîìàíóþ ëèíèþ.Èññëåäîâàíèå êîðîòêîâîëíîâîé äè�ðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà ïîâåðõíîñòÿõñêîïëåíèÿ ïðåïÿòñòâèé ñ ó÷åòîì ìíîãîêðàòíûõ ïåðåîòðàæåíèé âîçìîæíî íà îñíî-âå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè (�ÒÄ) Êåëëåðà, îñíîâàííîé íà âû÷èñëåíèÿõêîý��èöèåíòîâ ðàñõîäèìîñòè ëó÷åé. Âìåñòå ñ òåì, ïðè ìíîãîêðàòíîì ïåðåîòðà-æåíèè ëó÷åé îò ïîâåðõíîñòåé ñêîïëåíèÿ ïðåïÿòñòâèé âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëî-ìàíîé ëèíèè, èññëåäîâàíèå äè�ðàêöèîííîé êàðòèíû âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Íàíàø âçãëÿä â ýòîì ñëó÷àå óäîáíåå èñõîäèòü èç �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèèÊèðõãî�à è åå ìîäè�èêàöèè [3℄ .Àâòîðàìè ðàáîòû àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé �àçû äè-�ðàêöèîííûõ èíòåãðàëîâ Êèðõãî�à ïîëó÷åíû â [1℄ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè äàâëåíèÿ â îäíîêðàòíî è ìíîãîêðàòíî îòðàæåííîéâîëíå. Â ñëó÷àå ïåðåîòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé âîëíû â îäíîé ïëîñêîñòè àíàëè-òè÷åñêè äîêàçàíî [2℄, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëàñîâïàäàåò ñ ðàñ÷åòîì ïî �ÒÄ. Â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåîòðàæåííîãî ëó-÷à âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîìàíîé ëèíèè àíàëèòè÷åñêè äîêàçàòü òàêîå ñîâïà-äåíèå íå óäàëîñü. Â ðàáîòå ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ÷åòû-ðåõêðàòíîãî äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà è åãî ñðàâíåíèå ñî çíà÷åíèåì ãëàâíîãî÷ëåíà àñèìïòîòèêè äàâëåíèÿ â äâóêðàòíî îòðàæåííîé âîëíå îò ïëîñêèõ ãðàíåéäâóãðàííîãî óãëà âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîìàíîé ëèíèè. Ïðè ýòîì óãîë ïîâî-ðîòà ïëîñêîñòè ïàäàþùåãî ëó÷à âî âòîðîé òî÷êå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ðàâåí60 ãðàäóñîâ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷èòåëüíóþ âåëè÷èíó. Òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿ-åòñÿ âàæíîé â ÷èñëåííûõ àëãîðèòìàõ ðàñ÷åòà çâóêîâûõ ïîëåé â àðõèòåêòóðíîéàêóñòèêå çàëîâ ñ ïëîñêèìè îòðàæàþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè.Åñëè ëþáîé ëó÷ âèäà x0 − y− x îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè S (y ∈ S) òîëüêîîäèí ðàç, òîãäà, ñîãëàñíî �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à, äàâëåíèå p(x)â îòðàæåííîé âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì [5℄:
p(x) =

∫∫

S

2pinc(y)
∂Φ

∂ny
dS (1)åñëè ãðàíèöà S ïðåïÿòñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ àêóñòè÷åñêè òâåðäîé ∂p/∂n|s = 0. Çäåñü

pinc(y) - çíà÷åíèå äàâëåíèÿ â ïàäàþùåé âîëíå íà ãðàíèöå S, Φ - ïîòåíöèàë �óí-äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (�óíêöèÿ �ðèíà), ny- âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Sâ òî÷êå y, k - âîëíîâîå ÷èñëî.
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pinc(y) = |x0 − y|−1eik|x0−y|,

Φ = (4π)−1|x− y|−1eik|x−y|,
(2)Ïðè k → ∞ ∂Φ

∂ny
= ikcos(γ)(4π)−1|x− y|−1eik|x−y|[1 + O

1

k|x− y| ], (3)ãäå γ - óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ny è íàïðàâëåíèåì ïàäåíèÿ ëó÷à x0 − y , |x0 − y| è
|x−y| - ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà x0 è y ∈ S , x è y ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâóêðàòíîì ïåðåîòðàæåíèè áóäåì èñõîäèòü èç ìîäè�è-êàöèè ïðèáëèæåíèÿ Êèðõãî�à [3℄. Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ Êèðõãî�à(1) â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî [3℄, òàê êàê îíî íå îïèñûâàåò ìíîãîêðàòíî îòðàæåí-íûõ âîëí.�àññìîòðèì ïîâòîðíîå îòðàæåíèå ëó÷à x0 − y∗1 − y∗2 − x3 , èçëó÷àþùåãîñÿ èçòî÷êè x0 è ïðèíèìàþùåãîñÿ â òî÷êå x3 . Ïðè ýòîì òî÷êè y∗1 è y∗2 ìîãóò ïðèíàäëå-æàòü êàê îäíîé ïîâåðõíîñòè, òàê è ðàçíûì äâóì. Äàâëåíèå â òî÷êå ïðèåìà p(x3)äàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

p(x3) =

∫∫

S∗
2

2p(y2)
∂Φ(y2; x3)

∂n2

dS2. (4)Çäåñü p(y2) - äàâëåíèå â ïàäàþùåé âîëíå â òî÷êå y2 ∈ S∗
2 îêðåñòíîñòè òî÷êè y∗2,êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ïåðâîãî îòðàæåíèÿ íà îêðåñòíîñòè S∗

1 òî÷êè y∗1.Â òî æå âðåìÿ äàâëåíèå p(y2) ñàìî âûðàæàåòñÿ ïîäîáíîé �îðìóëîé:
p(y2) =

∫∫

S∗
1

2pinc(y1)
∂Φ

∂n1
dS1. (5)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî pinc(y1) = |x0 − y1|−1eik|x0−y1| îïðåäåëÿåò ïàäàþ-ùåå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷å÷íîìó èñòî÷íèêó , ìîæíî âûïèñàòü ñëåäóþùååîñíîâíîå ïðåäñòàâëåíèå:

p(x3) = −
(
k

2π

)2
cos(γ1)cos(γ2)

L0L1L2

∫∫

S∗
2

∫∫

S∗
1

eikϕdS1dS2, (6)
ϕ = |x0 − y1| + |y1 − y2| + |y2 − x3|, (7)

L0 = |x0 − y∗1|, L1 = |y∗1 − y∗2|, L2 = |y∗2 − x3|.Òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè-êè ÷åòûðåõêðàòíîãî äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà ìû áóäåì íàõîäèòüñÿ â ðàìêàõðàñ÷åòà àìïëèòóäû äàâëåíèÿ â äâóêðàòíî îòðàæåííîé âîëíå ïî �ÒÄ.�ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè (8) äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà (6) ïîëó÷åí ïðèìå-íåíèåì ìåòîäà ñòàöèîíàðíîé �àçû [4℄.
p(x3) = cos(γ1)cos(γ2)

exp
{
i
[
k(L0 + L1 + L2) + π

4
(δ4 + 4)

]}

L0L1L2

√
|det(D4)|

, (8)



Îöåíêà òî÷íîñòè �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à 29ãäå D4 = (dij), i, j = 1, 2, 3, 4 - ìàòðèöà �åññå ñèììåòðè÷íîé ñòðóêòóðû è ÿâíûéâèä åãî ýëåìåíòîâ dij , i ≤ j âûïèñàí â [2℄. Çäåñü δ4 = sign(D)4 - ðàçíîñòü ìåæäó÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû .Ïîëó÷åííîå ÿâíîå âûðàæåíèå (8) óñòàíàâëèâàåò çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ p(x3)â äâóêðàòíî ïåðåîòðàæåííîé àêóñòè÷åñêîé âîëíå îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâçàäà÷è è âîëíîâîãî ÷èñëà. �ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè äàâëåíèÿ p(x3) â îòðàæåí-íîé âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûìè, ãàóññîâûìè è ñðåäíèìè êðèâèçíàìè, êðèâèç-íàìè íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòåé ïîëîñòåé ïëîñêîñòÿìè ïàäàþùèõ ëó÷åé âòî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó òî÷êàìè çåðêàëüíîãî îòðà-æåíèÿ, èõ óäàëåíèåì îò èñòî÷íèêà âîëí è òî÷êè ïðèåìà îòðàæåííîé âîëíû, íà-ïðàâëåíèÿìè ïàäàþùèõ âîëí, à òàêæå óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ïàäåíèÿ ëó÷åéâ òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗1 è y∗2. �àçðàáîòàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-òè÷åñêèì. Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà àìïëèòóäû äâóêðàòíî ïåðåîòðàæåííîé âîëíû (8)ñïðàâåäëèâà ïðè kd >> 1, kR(m)
1 >> 1 , kR(m)

2 >> 1 , ãäå d - õàðàêòåðíûé ðàçìåððàññåèâàòåëÿ, R(m)
1 , R(m)

2 (m = 1, 2) - ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè âòî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗1 è y∗2.

�èñ. 1. Äâóêðàòíîå îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû îò ñèñòåìûïëîñêèõ îòðàæàòåëåé âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîìàíîé ëèíèèÄëÿ îöåíêè òî÷íîñòè �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à â ñëó÷àå ïå-ðåîòðàæåíèÿ ëó÷à ïî òðàåêòîðèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííóþ ëî-ìàíóþ ëèíèþ áûëî äåòàëüíî èññëåäîâàíî äâóêðàòíîå ïåðåîòðàæåíèå ëó÷à îò ïàðûêâàäðàòîâ (ðèñ. 1) ñî ñòîðîíàìè 2a è ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ,ðàñïîëîæåííûõ â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ ïðÿìîãî äâóãðàííîãî óãëà. Äëÿ íàãëÿä-



30 Áîåâ Í.Â., Ñóìáàòÿí Ì.À.íîñòè òðàåêòîðèè ëó÷à íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ðàâíûå êóáû ñî ñòîðîíîé ðàâíîé a,íà äèàãîíàëÿõ êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû èñòî÷íèê è ïðèåìíèê âîëíû, à òàêæå òî÷êèçåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì óãîë ïîâîðîòà ëó÷à âî âòîðîé òî÷êå çåðêàëüíî-ãî îòðàæåíèÿ ñîñòàâëÿåò 60 ãðàäóñîâ. �åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è âûáðàíûñëåäóþùèìè:
L0 = L1 = L2 = a

√
3.×èñëåííûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â âåùåñòâåííîé àìïëèòóäå äàâëåíèÿ, âû÷èñëåí-íîé èñõîäÿ èç �îðìóëû (8) äàåò çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòûì îïòè÷åñêèìïðåäñòàâëåíèÿì: p(x3) = 1/(L0 + L1 + L2).Ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå äàâëåíèÿ p(x3) íå áóäåì ó÷èòûâàòü ïîñòîÿííîãî ìíî-æèòåëÿ ïåðåä äè�ðàêöèîííûì èíòåãðàëîì

p(x3) ∼
∫∫

S2

eik|y2−x3|

[∫∫

S1

eik(|x0−y1|+|y1−y2|)dS1

]
dS2,Ýëåìåíò ïëîùàäè íà ïëîñêîñòè dS = dxdy. Äëÿ îáîèõ êâàäðàòîâ áåðåòñÿ ðàâíî-ìåðíàÿ ñåòêà ïî îáîèì êîîðäèíàòàì ñ îäèíàêîâûì øàãîì. Äëÿ ïåðâîãî êâàäðàòàóçëîâûå çíà÷åíèÿ ñíàáæàþòñÿ èíäåêñàìè i1 è j1 , à äëÿ âòîðîãî êâàäðàòà - èí-äåêñàìè i2 è j2. Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáëàñòÿì S1 (ïåðâûé êâàäðàò) è S2(âòîðîé êâàäðàò). Îáëàñòè S1 è S2 ñîäåðæàò òî÷êè çåðêàëüíûõ îòðàæåíèé: y∗1 - îòïåðâîãî êâàäðàòà, y∗2 - îò âòîðîãî êâàäðàòà.Øàã ñåòêè ïî âñåì ÷åòûðåì íàïðàâëåíèÿì äîëæåí âûáèðàòüñÿ èç ñîîáðàæåíèé,÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà ka, äî êîòîðîãîáûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû, ðàâíî (ka)max = 550. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì a/λ = ka/2π =

88, ãäå λ - äëèíà âîëíû. Åñëè íà äëèíó âîëíû áðàòü õîòÿ áû 8 óçëîâ ñåòêè, òîïîëó÷àåì N = 8a/λ ≈ 700 óçëîâ âäîëü êàæäîãî èç èíäåêñîâ i1, j1, i2, j2. Â èòîãåèìååì âñåãî N4 = 7004 óçëîâ ñåòêè.Ïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà äëÿ äàâëåíèÿ èìååò âèä:
p(x3) = p1 + ip2 =

∑N
i2=1

∑N
j2=1

[
cos(k|x3 − yi2,j2|) + i sin(k|x3 − yi2,j2|)

]
×

×
N∑

i2=1

N∑

j2=1

{[
cos(k|x0 − (y1)i1,j1| + |(y1)i1,j1 − (y2)i2,j2|)

]
+

+i sin(k|x0 − (y1)i1,j1| + |(y1)i1,j1 − (y2)i2,j2|)
}
, A(p(x3)) = |p1 + ip2|.

(9)

Âû÷èñëÿëàñü âåùåñòâåííàÿ àìïëèòóäà äàâëåíèÿ p(x3) â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè.Áûëè âçÿòû öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèè â ïðîìåæóòêå 100 ≤ ka ≤ 550). Çàâèñèìîñòüìîäóëÿ àìïëèòóäû A îò ïàðàìåòðà ka â äèàïàçîíå ñ øàãîì 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ.2, ãäå ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ñðàâíèâàåòñÿ ñ ëó÷åâûì ðåøåíèåì.Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàåò, ÷òî è â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíå-íèÿ ïåðåîòðàæåííîãî ëó÷à âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé ëîìàíîé ëèíèè ãëàâíûé ÷ëåíàñèìïòîòèêè äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà ñîâïàäàåò ñ ðàñ÷åòàìè ïî �ÒÄ.
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�èñ. 2. Ñðàâíåíèå ìåæäó ëó÷åâûì ïðèáëèæåíèåì (ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ) è ïðè-áëèæåíèåì ïî òåîðèè Êèðõãî�à â çàäà÷å ñ äâóêðàòíûì ïåðåîòðàæåíèåìÑïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áîåâ Í. Â., Ñóìáàòÿí Ì. À. Êîðîòêîâîëíîâàÿ äè�ðàêöèÿ íà òåëàõ, îãðàíè÷åííûõïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ // Äîêëàäû �ÀÍ. 2003. Ò. 392. � 5. Ñ. 614 -617.[2℄ Áîåâ Í. Â. �àññåÿíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ âîëí íà ïðîèçâîëüíîé íåâûïóêëîé ãðàíè÷-íîé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà ñ ó÷åòîì ïåðåîòðàæåíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2005.� 5. Ñ. 65 - 80.[3℄ Áîðîâèêîâ Â. À., Êèíáåð Á. Å. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèè äè�ðàêöèè. Ì.: Ñâÿçü, 1978.248 ñ.[4℄ Ôåäîðþê Ì. Â. Ìåòîä ïåðåâàëà. Ì.: Íàóêà, 1977. 368 ñ.[5℄ Øåíäåðîâ Å. Ë. Âîëíîâûå çàäà÷è ãèäðîàêóñòèêè. - Ë.: Ñóäîñòðîåíèå. - 1972. - 352ñ.Boev N.V., Sumbatyan M.A. On the a
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ÌÅÒÎÄ ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÎÂ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÌÈÑÑÈÈÂ ÄÈÀ�ÍÎÑÒÈÊÅ Ï�ÅÄ�ÀÇ�ÓØÀÞÙÅ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÈ Å�Î ÀÏÏÀ�ÀÒÓ�ÍÀß �ÅÀËÈÇÀÖÈßÁóéëî Ñ.È.∗, Îðëîâ Ñ.Â.∗∗
∗ ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È. Þæíîãî�åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗ Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÎïèñàí ìåòîä äèàãíîñòèêè ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëîâ îñíîâàííûé íàîòêëîíåíèè àìïëèòóäíûõ è âðåìåííûõ èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé ïîòîêà èìïóëüñîâñîïóòñòâóþùåé àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè (ÀÝ) îò èõ óñòîé÷èâûõ çíà÷åíèé. Ïðåäëîæåíààïïàðàòóðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà èíâàðèàíòîâ ÀÝ íà îñíîâå ìèêðîêîíòðîëëåðîâ ñåðèèPIC16.Ñóòü ìåòîäà àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè (ÀÝ) ñîñòîèò â àíàëèçå ïàðàìåòðîâ ÷ðåç-âû÷àéíî ñëàáîãî óëüòðàçâóêîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñîïðîâîæäàþùåãî ëþáîå èçìåíåíèå,ëèáî ïîâðåæäåíèå ñòðóêòóðû ìåòàëëîâ, èõ ñïëàâîâ, êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ.Íàìè ïðåäëîæåí è ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä èíâàðèàíòîâ ÀÝ, ñîñòîÿùèé â ñëåäóþ-ùåì: Â ñèëó ðÿäà ïðåäåëüíûõ òåîðåì è ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà ïîòîêà ìèêðîïî-âðåæäåíèé, íà íåêîòîðûõ ñòàäèÿõ äå�îðìàöèè è ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ òåë ìîæíîíàéòè óñòîé÷èâûå (èíâàðèàíòíûå) ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âðåìåííûìè è àìïëèòóä-íûìè ïàðàìåòðàìè ñèãíàëîâ ÀÝ. Òîãäà, ïîÿâëåíèå îòêëîíåíèé ðåãèñòðèðóåìûõçíà÷åíèé ýòèõ ñîîòíîøåíèé îò èõ èíâàðèàíòíûõ çíà÷åíèé ìîæåò ñëóæèòü êðèòå-ðèåì áëèçîñòè ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòè îòêëîíåíèÿ ìîãóò áûòü äîñòà-òî÷íî ìàëûìè, îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èõ âñå æå óäàåòñÿ çàìåòèòü è îöåíèòü,íàïðèìåð, âû÷òÿ óñòîé÷èâûå (èíâàðèàíòíûå) çíà÷åíèÿ èç ðåãèñòðèðóåìûõ [1-6℄.Îòíîøåíèå ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ s∆t (êîðåíü êâàäðàòíûé èç äèñïåðñèèâðåìåííûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîáûòèÿìè ÀÝ) ê èõ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ∆t (ïåðâûéâðåìåííîé èíâàðèàíò I1∆t) äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà àêòîâ ÀÝ èìååò óñòîé÷èâîå(èíâàðèàíòíîå) çíà÷åíèå ðàâíîå åäèíèöå, à èí�îðìàöèîííûé ïàðàìåòð âðåìåí-íûõ èíòåðâàëîâ ñëåäîâàíèÿ i1∆t ðàâåí íóëþ:
I1∆t = s∆t/(∆t) = I∗1∆t = 1; i1∆t = |(∆t− s∆t)|/(∆t) = 0. (1)Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåäëîæèòü ïåðâûé àìïëèòóäíûé èíâàðèàíò u1u è àìïëè-òóäíûé èí�îðìàöèîííûé ïàðàìåòð i1u:

I1u = su/(u) = I∗1u; i1u = |(I1u − I∗1u)|/I∗1u = 0. (2)ãäå su è u - ñîîòâåòñòâåííî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå è ñðåäíåå çíà÷åíèå àìïëè-òóäû, à I∗1u - óñòîé÷èâîå çíà÷åíèå ïåðâîãî àìïëèòóäíîãî èíâàðèàíòà, ÷àñòî áëèçêîåê 0,8 íà ðàííèõ ñòàäèÿõ íàãðóæåíèÿ ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ [1,3-6℄. Íàðóøåíèå ñîîò-íîøåíèé (1) è (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ÀÝ äèàãíîñòè÷åñêîãî ïðèçíàêàíàñòóïëåíèÿ ìîìåíòà ëîêàëèçàöèè è óïîðÿäî÷åíèÿ ïðîöåññà äå�åêòîîáðàçîâàíèÿ.



Ìåòîä èíâàðèàíòîâ àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè... 33Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãîïîäõîäà íà ïðèìåðå äèàãíîñòèêè ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ óãëÿ.Íàãðóæåíèå îáðàçöîâ îñóùåñòâëÿëîñü â óñëîâèÿõ, áëèçêèõ ê îäíîîñíîìó ñæà-òèþ. Îáðàçöû â �îðìå êóáà èëè ïàðàëëåëåïèïåäà äëèíîé ïîðÿäêà 10 ñì âûïèëè-âàëèñü èç óãîëüíîãî ïëàñòà. Äàò÷èê ÀÝ ÷åðåç ñëîé êîíòàêòíîé æèäêîñòè ïðèæè-ìàëñÿ ê îäíîé èç áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé îáðàçöà [6℄.Äëÿ îöåíêè âîçìîæíîãî îòêëîíåíèÿ ïîòîêà àêòîâ ÀÝ îò ïóàññîíîâñêîãî âèäà,â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ïðîèçâîäèëîñü èçìåðåíèå ïåðâîãî âðåìåííîãî èíâàðèàíòàÀÝ. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòîãîèíâàðèàíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äåéñòâèòåëüíî áëèçêè ê 1 íà áîëüøåé ÷àñòè êðèâîéíàãðóæåíèÿ è ïàäàþò ïåðåä ðàçðóøåíèåì äî çíà÷åíèé, ìåíüøèõ 0,7. Èíòåðåñíî,÷òî ïîìèìî ñïàäà ïåðåä ðàçðóøåíèåì, ýòî ñîîòíîøåíèå èìåëî åùå è 2 ëîêàëüíûõìèíèìóìà (ïðè äå�îðìàöèÿõ â 0,4% è 0,7%), â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùèõ ñ íåáîëüøè-ìè ñáðîñàìè íàãðóçêè, èíòåðïðåòèðîâàííûõ íàìè, êàê "ïðîñêîêè"äâóõ ëîêàëüíûõòðåùèí ÷åðåç ñëîè îáðàçöà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î ïðèíöèïèàëü-íîé âîçìîæíîñòè äèàãíîñòèêè ñòàäèé ïðîöåññà ðîñòà ëîêàëèçîâàííîé òðåùèíû ïî�àêòó îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòîêà ÀÝ îò ïóàññîíîâñêîãî âèäà.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïåðâîãî âðåìåííîãî èíâàðèàíòà ÀÝ îò äå�îðìàöèè óãëÿ. Íà-ïðÿæåíèå σ ïðèëîæåíî ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì. Êðåñòèêè - ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ.Ìåòîä èíâàðèàíòîâ ÀÝ õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ âûâîäàìè ñèíåðãåòèêè, ñîãëàñíîêîòîðûì òâåðäîå òåëî îáëàäàåò óñòîé÷èâûìè êîìïëåêñàìè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ,ñâÿçàííûõ ñ äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëîâ â òî÷êàõ áè�óðêàöèè, ñîîò-âåòñòâóþùèõ, íàïðèìåð, ñìåíàì ñòàäèé (è ìåõàíèçìîâ) äå�îðìàöèè.Ïðàêòè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè îïèñàííûõ ïîäõîäîâ èñ-ñëåäîâàíà íà ìàêåòå ïîðòàòèâíîãî ïðèáîðà äëÿ äèàãíîñòèêè ïðåäðàçðóøàþùå-ãî ñîñòîÿíèÿ ïî èíâàðèàíòàì ÀÝ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéêè ìèêðîêîíòðîëëåðîâPIC16, PIC18 è dsPIC [7℄. Ìèêðîêîíòðîëëåðû îñóùåñòâëÿþò èçìåðåíèå àìïëèòóä,âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè ÀÝ è îáåñïå÷èâàþò ïðåäâàðèòåëüíóþîáðàáîòêó äàííûõ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì àëãîðèòìàì. Äëÿ ïîâûøåíèÿ áûñòðîäåé-



34 Áóéëî Ñ.È., Îðëîâ Ñ.Â.ñòâèÿ è òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ñðåäíèõ çíà÷åíèé è ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé âðå-ìåííûõ èíòåðâàëîâ è àìïëèòóä ÀÝ èñïîëüçîâàëñÿ èçâåñòíûé â ïðîãðàììèðîâàíèèìåòîä îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïî ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåí-íûì ñóììàì ðåãèñòðèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ: Σ∆t, Σ(∆t)2, Σu, Σu2, Σu∆t.

∆t = Σ∆t/n; s∆t =
√

[Σ(∆t)2 − (Σ∆t)2/n]/(n− 1). (3)
u = Σu/n; su =

√
[Σu2 − (Σu)2/n]/(n− 1). (4)Äëÿ âûâîäà èí�îðìàöèè ïðèìåíåí LCD äèñïëåé ñ êîíòðîëëåðîì HD44780. Äëÿñîïðÿæåíèÿ ñ ÏÊ èñïîëüçóåòñÿ èíòåð�åéñ USB. Ñ öåëüþ ðàñøèðåíèÿ äèíàìè÷å-ñêîãî äèàïàçîíà èçìåðÿåìûõ àìïëèòóä èñïîëüçîâàí ëîãàðè�ìè÷åñêèé óñèëèòåëüAD8307 �èðìû "Analog Devi
es".Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà óïðîùåííàÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà óñòðîéñòâà, îñóùåñòâ-ëÿþùåãî îáðàáîòêó ñèãíàëîâ ÀÝ. Ñèãíàë ñ ïðèåìíîãî äàò÷èêà ÀÝ ïîñòóïàåòíà ëîãàðè�ìè÷åñêèé óñèëèòåëü AD8307, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò äåòåêòèðîâàíèåè ñæàòèå äèíàìè÷åñêîãî äèàïàçîíà ñèãíàëîâ. Ñèãíàë íà âûõîäå ìèêðîñõåìû îñòà-åòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,4 äî 2,5 Â ïðè èçìåíåíèè àìïëèòóäû âõîäíîãî ñèãíàëà íà80 äÁ. Ñ âûõîäà ìèêðîñõåìû ñèãíàë ïîñòóïàåò íà âõîä ÀÖÏ ìèêðîêîíòðîëëåðà,ðåàëèçóþùåãî èçìåðåíèå àìïëèòóäû èìïóëüñà ÀÝ. Èñïîëüçîâàííûé ìèêðîêîí-òðîëëåð 16F877 ñåìåéñòâà PIC 16 èìååò âñòðîåííûé 8 êàíàëüíûé 10 ðàçðÿäíûéÀÖÏ. Âõîä ìèêðîêîíòðîëëåðà RA3 èñïîëüçîâàí äëÿ �îðìèðîâàíèÿ îïîðíîãî íà-ïðÿæåíèÿ ÀÖÏ. Ìèêðîêîíòðîëëåð ðàáîòàåò íà òàêòîâîé ÷àñòîòå 20 Ì�Ö. Âðåìÿâûïîëíåíèÿ êîìàíä ñîñòàâëÿåò âñåãî 200 íñ, çà èñêëþ÷åíèåì êîìàíä ïåðåõîäà,êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ çà 400 íñ.

�èñ. 2. Óïðîùåííàÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà óñòðîéñòâà îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ÀÝ.�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ âðåìåííîãî èíòåðâàëà ìåæ-äó èìïóëüñàìè ÀÝ. Ñ âûõîäà ëîãàðè�ìè÷åñêîãî óñèëèòåëÿ ñèãíàë ïîñòóïàåò íà



Ìåòîä èíâàðèàíòîâ àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè... 35âõîä àíàëîãîâîãî êîìïàðàòîðà. Íàïðÿæåíèå íà äðóãîì âõîäå çàäàåò ðåãóëèðóåìûéïîðîã ñðàáàòûâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ØÈÌ ìèêðî-êîíòðîëëåðà äëÿ ïðîãðàììíîãî èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ïîðîãà. Íà âûõîäå êîìïàðà-òîðà �îðìèðóåòñÿ äâîè÷íûé ñèãíàë, âðåìåííûå ïàðàìåòðû êîòîðîãî èçìåðÿþò-ñÿ. Ïðîãðàììà ìèêðîêîíòðîëëåðà àíàëèçèðóåò íàïðÿæåíèå íà âõîäå RA1/AN1 èïîäñ÷èòûâàåò äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè ÀÝ, íàêàïëèâàåò èõêîëè÷åñòâî, ñóììàðíóþ äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ è ñóììó êâàäðàòîâ èíòåðâàëîâìåæäó èìïóëüñàìè ÀÝ ñîãëàñíî (3), à òàêæå âðåìÿ èçìåðåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ âñòðî-åííîãî â ìèêðîêîíòðîëëåð òàéìåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà èìïóëüñîâçà îïðåäåëåííûé èíòåðâàë âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ïðîãðàììà äîëæíà èìåòü âûñîêîåáûñòðîäåéñòâèå, êðèòè÷íûå ïî âðåìåíè �ðàãìåíòû ïðîãðàììû íàïèñàíû íà àñ-ñåìáëåðå.Îòñ÷èòàâ êîëè÷åñòâî èìïóëüñîâ ÀÝ çà îïðåäåëåííîå âðåìÿ (íàïðèìåð, 1ñ) ïðî-ãðàììà âûâîäèò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàêîïëåííûõ âåëè÷èí íà èíäèêàòîð. Èíäèêàòîðïîäêëþ÷åí ïî 4-õ ïðîâîäíîé ñõåìå ïî øèíå äàííûõ. Âîçìîæíîñòü ïîäêëþ÷åíèÿïî 8 ïðîâîäíîé ñõåìå çàðåçåðâèðîâàíà.Ïàðàëëåëüíî ñ âûâîäîì íà èíäèêàòîð äàííûå ïîñòóïàþò â ïîñëåäîâàòåëüíûéïîðò ìèêðîêîíòðîëëåðà. Ê âûõîäó TX è âõîäó RX ïîäêëþ÷åí ïðåîáðàçîâàòåëüCOM-USB (íà ñõåìå íå ïîêàçàí). Â ðåçóëüòàòå êîíòðîëëåð ìîæåò áûòü ïîäêëþ÷åíê ÏÊ, íå èìåþùåìó ïîñëåäîâàòåëüíîãî ÑÎÌ èíòåð�åéñà (íàïðèìåð, ê íîóòáóêó).Ïðè ðåàëèçàöèè ïåðâè÷íîé îáðàáîòêè äàííûõ â ðåàëüíîì âðåìåíè ñ èñïîëüçî-âàíèåì â ìèêðîêîíòðîëëåðàõ îáû÷íûõ àëãîðèòìîâ ïðîãðàììíîãî óìíîæåíèÿ áû-ëà äîñòèãíóòà ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ïîñòóïëåíèÿ èìïóëüñîâ ïîðÿäêà 10-20 Ê�ö,÷òî ðåàëüíî ïîçâîëèëî îáðàáàòûâàòü äàæå âûñîêîèíòåíñèâíûå (ñ ïèêîâîé èíòåí-ñèâíîñòüþ â 10000 àêòîâ ïîâðåæäåíèÿ â ñåêóíäó!) ïîòîêè àêòîâ ÀÝ. Íàìè òàêæåóñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîä èíâàðèàíòîâ äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàáîòàåò è ïðè ìàëîìêîëè÷åñòâå ðåãèñòðèðóåìûõ ñèãíàëîâ ÀÝ. Åãî ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò çàìåòíî ïî-âûñèòü äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèàãíîñòèêè ðàííèõ ñòàäèé ðàçðóøåíèÿ ìàòå-ðèàëîâ, â òîì ÷èñëå è ñ íèçêèì óðîâíåì ÀÝ èçëó÷åíèÿ.Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ñîçäàíèå íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîð-òàòèâíûõ ÀÝ ïðèáîðîâ äèàãíîñòèêè ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ íå òîëüêî ïîèíâàðèàíòàì ÀÝ, íî è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé àìïëèòóäíûõè âðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ ÀÝ, à òàêæå êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé ìåæäó íèìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (Ïðîåêò � 06-08-01039à).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áóéëî Ñ.È. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå àñïåêòû ïîâûøåíèÿ äîñòîâåð-íîñòè ðåçóëüòàòîâ àêóñòèêî-ýìèññèîííîãî êîíòðîëÿ è äèàãíîñòèêè. �îñòîâ-íà-Äîíó:ÞÔÓ, 2008. 192 ñ.[2℄ Builo S.I.Use of Invariant Combinations of Parameters Chara
terizing A
ousti
 Emissionin Diagnosti
s of Prefra
ture States of Solid. // Rus. J. of Nondestru
tive Testing. 2002.Vol. 38. � 2. pp 116�120.



36 Áóéëî Ñ.È., Îðëîâ Ñ.Â.[3℄ Áóéëî Ñ.È. Ê âîïðîñó îá èñïîëüçîâàíèè èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé ïàðàìåòðîâàêóñòè÷åñêîé ýìèññèè ïðè äèàãíîñòèêå ðàííèõ ñòàäèé ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ âêîíñòðóêöèÿõ ðåàêòîðíûõ óñòàíîâîê // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîéñðåäû. Òðóäû 7-îé Ìåæäóíàð. êîí�., �îñòîâ-íà-Äîíó. 2002. Ò. 2. Ñ. 79�83.[4℄ Builo S.I. Diagnosti
s of the Predestru
tion State Based on Amplitude and TimeInvariants of the Flow of A
ousti
-Emission A
ts. // Rus. J. of Nondestru
tive Testing.2004. Vol. 40. � 8. pp 561�564.[5℄ Áóéëî Ñ.È. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå àñïåêòû àêóñòèêî-ýìèññèîííîãîèññëåäîâàíèÿ äå�åêòîâ â òâåðäûõ òåëàõ // Òðóäû 11-ãî Ìåæäóíàð. Ñèìïîçèóìà"Óïîðÿäî÷åíèå â ìèíåðàëàõ è ñïëàâàõ"OMA-11, Ñî÷è (Ëîî), 10-15 ñåíòÿáðÿ 2008 ã.,�îñòîâ-íà-Äîíó, ÑÊÍÖ ÂØ ÞÔÓ ÀÏÑÍ, 2008, Ñ. 102�105.[6℄ Áóéëî Ñ.È. Äèàãíîñòèêà ïðåäðàçðóøàþùåãî ñîñòîÿíèÿ ïî èíâàðèàíòíûì ñîîòíî-øåíèÿì ïîòîêà àêòîâ àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ñðåäñòâàíåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ è òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêè: Ìàòåðèàëû 16-îé Ìåæäó-íàð. êîí�. ã.ßëòà, 1-5 îêòÿáðÿ 2008,Êèåâ: ÓÈÖ ÍÒÒ 2008. Ñ. 84�86.[7℄ Óèëìñõåðñò Ò. �àçðàáîòêà âñòðîåííûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ìèêðîêîíòðîëëåðîâ PIC.Ïðèíöèïû è ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåðû: Ïåð. ñ àíãë. ÑÏá: "ÊÎ�ÎÍÀ-ÂÅÊ 2008. 544 ñ.Builo S.I., Orlov S.V.A
ousti
 Emission Invariants Method in Diagnosti
s of Predestru
tiveState and Its Hardware Realization .The method of diagnosti
s of the predestru
tion statebased on deviations of the amplitude and time invariant relationships between the parametersof the �ow of a

ompanying a
ousti
 emission (AE) pulses and their stable values isdes
ribed. Hardware realization of the a
ousti
 emission invariants method based on Pi
16mi
ro
ontrollers is o�ered.



ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÑÒÅÉ Â ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅËÀÕÂàòóëüÿí À. Î.ÈÏÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ, ÂëàäèêàâêàçÞÔÓ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ ìîäåëè ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ�îðìóëèðîâàíî îñíîâ-íîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ, ãäå âàðüèðóþòñÿ íå òîëüêî êîìïî-íåíòû ïîëåé ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, íî è êîìïîíåíòû ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïëîòíîñòü.Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðíûõóðàâíåíèé è èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè èïëîòíîñòè ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ êîíå÷íûõ òåë, à òàêæå ïðè èäåíòè�èêàöèèðàñïðåäåëåíèÿ ïîðèñòîñòè â ìîäåëÿõ àäàïòèâíîé òåîðèè óïðóãîñòè�àñ÷åò êîìïîíåíò �èçè÷åñêèõ ïîëåé â ñïëîøíûõ ñðåäàõ íà ñîâðåìåííîì ýòàïåáàçèðóåòñÿ íà íåñêîëüêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèÿõ, ïðè÷åì äëÿ îñóùåñòâ-ëåíèÿ ïîëíîìàñøòàáíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â ðåæèìå äèíàìè÷åñêî-ãî âîçäåéñòâèÿ òðåáóåòñÿ çíàòü ìàêðîõàðàêòåðèñòèêè ñðåäû (ïëîòíîñòü, ìîäóëèóïðóãîñòè, êîý��èöèåíòû çàòóõàíèÿ è ò.ä.). Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ òðàäèöè-îííîé äëÿ áîëüøèíñòâà ìîäåëåé ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè ýòè ïàðàìåòðû îïðåäå-ëÿþòñÿ îáû÷íî èç ïðîñòûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå è êðó÷åíèå îáðàçöîâ.Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé, íå èñïîëüçóþùèõ ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè, íàèáîëåå àäåê-âàòíî ïðè îïèñàíèè äå�îðìèðîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â ãåî�è-çèêå,áèîìåõàíèêå è ìåõàíèêå ìèêðî- è íàíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ . Äëÿ òàêèõ ìî-äåëåé õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò è íåìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ïðîñòûõ ìàêðîýêñïåðèìåíòîâ. Âîññòàíîâëåíèå ýòèõ�óíêöèé ïî îòêëèêàì íà äèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå òðåáóåò ðåøåíèÿ îáðàòíûõçàäà÷ î âîññòàíîâëåíèè êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïèñû-âàþùèõ èññëåäóåìûé ïðîöåññ. Ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ èçìåðåíèÿ (çàäàíèÿ) ãðàíè÷-íûõ ïîëåé ñìåùåíèé èëè óñêîðåíèé íà ÷àñòè ãðàíèöû âîçìîæíî �îðìóëèðîâàòüäîïîëíèòåëüíûå îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ. Ôîðìóëèðîâêà äî-ïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè èçìåíåíèè ñïîñîáà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè è÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà ïîçâîëÿåò �îðìóëèðîâàòü îáðàòíûå êîý��èöèåíòíûå çàäà-÷è [2-4℄. Òàêèå ïîñòàíîâêè äëÿ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû â [5,6,7℄ , ãäå íàîñíîâå èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âàðèàöèîííûìïîñòàíîâêàì ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ â òåîðèè óïðó-ãîñòè.�àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Vñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé S . Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé èòåíçîðà íàïðÿæåíèé óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å
σij,j + ρω2ui = 0 (1)
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σmj = Cmjkluk,l (2)

ui |Su
= 0, σijnj |Sσ

= pi (3)Çäåñü Cijkl - êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé, ÿâëÿþùèåñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò; îíè ìîãóò áûòü êóñî÷íî- ïîñòîÿííûìè âñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ èëè ðàâíû íóëþ â ñëó÷àå ïîëîñòè íà íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâàõ
V è óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì óñëîâèÿì ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-íîñòè, ρ -ïëîòíîñòü , nj- êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê S. Ïîñòàíîâêà (1)- (3) ïðè èçâåñòíûõ ìîäóëÿõ è ïëîòíîñòè åñòü êëàññè÷åñêàÿ ñìå-øàííàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé è äîñòàòî÷íîïîäðîáíî èçó÷åíà â ëèòåðàòóðå [1,2℄ â ðàìêàõ îáùèõ ïîñòàíîâîê äëÿ ýëëèïòè÷å-ñêèõ îïåðàòîðîâ . Äëÿ òàêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ïîäðîáíî èññëåäîâàíû âîïðîñû ðàç-ðåøèìîñòè, ðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé, îïèðàþùèåñÿ, êàê ïðàâèëî,íà êîíå÷íîýëåìåíòíûå òåõíîëîãèè. Â îáðàòíîé çà-äà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çàêîíû èçìåíåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè ïîíåêîòîðûì ñëåäàì ðåøåíèé íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïðè ýòîì ïîëÿ ñìåùåíèéâûñòóïàþò â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé, êîòîðûå òðåáóåòñÿîïðåäåëÿòü ïîïóòíî ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ. Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ, ïîêîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ íåèçâåñòíûõ �èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêêàê �óíêöèé êîîðäèíàò, èìååò âèä

ui |Sσ
= fi, ω ∈ [ω1, ω2] (4)è õàðàêòåðèçóåò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàíè÷íûõ ïîëåé ñìåùå-íèé. Ñîâìåñòíîå èññëåäîâàíèå ïåðåîïðåäåëåííîé êðàåâîé çàäà÷è (1)-(4)ïðèâîäèòê îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé ïðîáëåìå, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëå ñìå-ùåíèé, ïîëå êîìïîíåíò òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïëîòíîñòü , êîòîðûå óäîâëå-òâîðÿþò (1-4).Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùåé; òðåáóåòñÿ âîññòàíî-âèòü (â ïðîñòåéøåì èçîòðîïíîì ñëó÷àå) òðè �óíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ïî òðåìêîìïîíåíòàì âåêòîðà ñìåùåíèé, òàêæå çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïåðåìåííûõ.Ïîñòðîåíèåòàêîãî îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî òðóäíóþ íåëèíåé-íóþ íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó [3,4℄. Âîçìîæíûå óïðîùåíèÿ ïîñòàíîâîê ñîñòîÿò â ñóæå-íèè ìíîæåñòâà ïîèñêà. Òàê, äëÿ îäíîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ãäå èñêîìûå �óíê-öèè àïðèîðè çàâèñÿò îò îäíîé êîîðäèíàòû, ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ èïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, îñíîâàííûå íà íåêîòîðîì èòåðàöèîííîì ïðî-öåññå [5℄. Ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè, ïîëó÷åííîå â îáùåì âèäå â [6℄ è ñâÿçûâàþùèåðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ (èëè îáîáùåííûå �îðìóëû �ðèíà), ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íîïðîñòî ñòðîèòü îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ ñ êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè äëÿ íàõîæ-äåíèÿ ïîïðàâîê íà êàæäîé èòåðàöèè è èñêëþ÷àòü ïðîìåæóòî÷íûå íåèçâåñòíûå�óíêöèè ñìåùåíèé.Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì ïîíÿòèå âîçìîæíîãî ïîëÿ.Âîçìîæíûì ïîëåì íàçîâåì ëþáîå íåïðåðûâíîå â V ïîëå ñìåùåíèé, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïîëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè , êîòîðûåóäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1)-(2)è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1-3). Èìååò ìåñòîÑâîéñòâî 1. Äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî ïîëÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
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∫

V

2L(ui, vi, Cijkl, ρ)dV +

∫

Sσ

pividS = 0, (5)ãäå 2L(ui, vi, Cijkl, ρ) = ρω2uivi − Cijkluk,lvi,j. Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíííàÿ �óíêöèÿ
2L(ui, vi, Cijkl, ρ)åñòü àíàëîã óäâîåííîãî ëàãðàíæèàíà äëÿ äå�îðìèðóåìîãî òåëà.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 1 óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà íåêîòîðîå âîçìîæ-íîå ïîëå vi è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáúåìó V . Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è ïðåîáðàçóÿ îáúåìíûé èíòåãðàë â ïîâåðõíîñòíûé, ïîëó÷èì (5).Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (5) ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèíöèï âèðòóàëüíûõðàáîò. Åñëè vi = ui � åñòü èñòèííîå ïîëå, òî ïðè ω = 0 èç (5)ñëåäóåò èçâåñòíàÿòåîðåìà Êëàéïåðîíà [1℄. Ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ(4) âîçìîæíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ èñòèííûì, ðàáîòà âíåøíèõ ñèë, õàðàêòåðèçóåìàÿïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïî Sσ â (5), èçâåñòíà è òîãäà èìååì ñëåäóþùåå ðà-âåíñòâî, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíî, êàê íåêîòîðîå íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîåóðàâíåíèå òèïà Óðûñîíà îòíîñèòåëüíî �óíêöèé Cijkl, ρ (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ui åñòüíåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû îò Cijkl, ρ, ÷òî ìîæíî óòâåðæäàòü íà îñíîâåòåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ [2℄) :

∫

V

(ρω2uiui − Cijkluk,lui,j)dV +

∫

Sσ

piuidS = 0, ω ∈ [ω1, ω2]. (6)Â ðÿäå ðàáîò , â ÷àñòíîñòè â (6,7), ýòî óðàâíåíèå ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ïîñòðîå-íèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â êîý��èöèåíòíûõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà-÷àõ. Íà îñíîâå ðàâåíñòâà (6) ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíî íåêîòîðîå âàðèàöèîííîåóðàâíåíèå, åñëè åãî ïðîâàðüèðîâàòü ïî âñåì ïåðåìåííûì ui, Cijkl, ρ â ñîîòâåòñòâèèñ ïîäõîäîì , îïèñàííûì â [8℄.Ñâîéñòâî 2.Äëÿ âîçìîæíûõ ïîëåé èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
∫

V

2L(ui, ui, δCijkl, δρ)dV −
∫

Sσ

piδuidS = 0, (7)ãäå δCijkl, δρ åñòü âàðèàöèè êîìïîíåíò òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ è ïëîòíîñòèñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ui, Cijkl, ρ � åñòü ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4). Òîãäàäëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (6); âàðüèðóÿ (6) ïî âñåì ïåðåìåííûìè ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ, èìååì
∫

V

ω2(δρuiui + 2ρuiδui) − δCijkluk,lui,j − 2Cijkluk,lδui,jdV +

∫

Sσ

piδuidS = 0, (8)Ïðåîáðàçóÿ îáúåìíûå èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå âàðèàöèè ñìåùåíèé, ïîëó÷èì îêîí-÷àòåëüíî ∫

V

(δρω2uiui − δCijkluk,lui,j)dV −
∫

Sσ

piδuidS = 0,Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñëàáîéïîñòàíîâêè [2℄. Ïîñòðîåííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì



40 Âàòóëüÿí À.Î., îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (7)ïîçâîëÿåò ñðàçó ñòðîèòü èòåðàöèîííóþïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (6), íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîé òðåáóåòñÿ îáðàùàòüëèíåéíûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Òàê, íàïðèìåð, â çàäà÷å îá îäíîâðåìåííîì îïðå-äåëåíèè ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïëîòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé u(n)
i , C(n)

ijkl,
ρ(n) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå-íèå ìîäóëåé è ïëîòíîñòè C(0)

ijkl è ρ(0) (îíî ìîæåò áûòü âûáðàíî â íåêîòîðîì ïðîñòåé-øåì êëàññå �óíêöèé � ëèíåéíûõ èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà�óíêöèîíàëà íåâÿçêè , êàê ýòî ðåàëèçîâàíî â [7℄). Äàëåå ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü èñêîìûõ �óíêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü u(n−1)
i åñòü ðåøåíèå êðàåâîéçàäà÷è (1)�(3) ñ èçâåñòíûìè C

(n−1)
ijkl è ρ(n−1), òîãäà ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòèäîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ∫

V

2L(u
(n−1)
i , u

(n−1)
i , C

(n)
ijkl, ρ

(n))dV −
∫

Sσ

pi(fi − u
(n−1)
i )dS = 0, ω ∈ [ω1, ω2], (9)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (7), ïðè÷åì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â(9) ïîðîæäàåòîïåðàòîðû Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà ñ ñóììèðóåìûìè ÿäðàìè, ïðè îáðàùåíèè êîòî-ðûõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [2,9℄.Îòìåòèì âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Íàïðèìåð,åñëè �óíêöèè Cijkl(x) è ρ(x) åñòüîäíîçíà÷íûå �óíêöèè îò îäíîé �óíêöèè γ(x), íàïðèìåð, ïîðèñòîñòè ñðåäû, ëèáî�óíêöèè Cijkl(x) � èçâåñòíû,è íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ëèøü ρ(x). Òîãäà ñîîòâåò-ñòâóþùåå (9) óðàâíåíèå ïðèìåò âèä (δCijkl = 0)

ω2

∫

V

ρ(n)u
(n−1)
i u

(n−1)
i dV −

∫

Sσ

pi(fi − u
(n−1)
i )dS = 0, ω ∈ [ω1, ω2], (10)â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòåðæíÿ V = [0, l] × F ,ïðè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ p1 = −p,

p2 = p3 = 0, u1 = u(x, ω), u2 = u3 = 0 óðàâíåíèå (10) ïðèìåò âèä
ω2

l∫

0

ρ(n)(x)(u(n−1)(x, ω))2dx+ p(f(ω) − u(n−1)(l, ω)) = 0, ω ∈ [ω1, ω2], (11)÷òî ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì â [5,7℄ íà îñíîâå ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü 3 �óíêöèè (�óíêöèèËÿìå λ(x), µ(x) è ïëîòíîñòü ρ(x)), äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íåçàâèñèìûõèíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé íåîáõîäèìî èçìåíåíèå óñëîâèé íàãðóæåíèÿ. Òàê, íà-ïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñòåðæíÿ , êîãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü 3 �óíêöèè(îáû÷íî ýòî E(x) � ìîäóëü Þíãà, G(x) � ìîäóëü ñäâèãà è ρ(x) � ïëîòíîñòü), ñèñòå-ìà îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñ âïîëíå íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè, ïîçâîëÿþùàÿñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñîñòàâëÿåòñÿ ïðè ñîâìåñòíîì èçó÷åíèè ïðîäîëü-íûõ , èçãèáíûõ è êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé. Íà ïåðâîì ýòàïå èç ðàññìîòðåíèÿ èçãèá-íûõ è ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ ìîäóëü Þíãà è ïëîòíîñòü íà îñíîâåñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
l∫

0

E(n)(x)(u′(n−1)(x, ω))2dx−ω2

l∫

0

ρ(n)(x)(u(n−1)(x, ω))2dx−p1(f1(ω)−u(n−1)(l, ω)) = 0,

(12)
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l∫

0

E(n)(x)(w′′(n−1)(x, ω))2dx− cω2

l∫

0

ρ(n)(x)(w(n−1)(x, ω))2dx−

−p2(f2(ω) − w(n−1)(l, ω)) = 0,

ω ∈ [ω1, ω2] (13)à çàòåì, ïðè èçâåñòíîé ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëü ñäâèãà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1975. 872 ñ.[2℄ Ý Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèÿ. Íåîäíîðîäíûå ñðåäû è òåîðèÿ êîëåáàíèé. Ì.: Ìèð, 1984. 472 ñ.[3℄ Isakov V. Inverse problems for PDE. Springer-Verlag. 2005. 284 p.[4℄ Äåíèñîâ À. Ì. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ çàäà÷. Ì.: Ì�Ó, 1994. 206 ñ.[5℄ Âàòóëüÿí À. Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007.224 ñ.[6℄ Âàòóëüÿí À. Î. Ïðîáëåìû èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë //Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà, åñòåñòâåííûå íàóêè. 2007. � 4 (54). Ñ. 93�103.[7℄ Áî÷àðîâà Î. Â.,Âàòóëüÿí À. Î. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî íåîäíîðîäíîãîñòåðæíÿ //Èçâåñòèÿ âóçîâ, Ñåâ. êàâê. ðåã. Åñòåñòâ. í. 2008, � 3. Ñ. 33�37.[8℄ Âàòóëüÿí À. Î. Î âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ äëÿóïðóãèõ òåë //Äîêëàäû �ÀÍ. 2008. ò. 422. � 2. Ñ. 182�184.[9℄ Ñàìàðñêèé À.À., Âàáèùåâè÷ Ï.Í. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Åäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 2004. 480 ñ.Vatulyan A. O. Variational methods in problems of identi�
ationnonhomogeneities in elasti
 bodies. Within the bounds of model of the linearnonhomogeneous theory of elasti
ity the basi
 identity linking possible states in whi
hnot only 
omponents of �elds of displa
ement and stresses but also 
omponents ofmodules of elasti
ity and density vary is formulated.On the basis of the variation equation examples of build-up of the operator equationsand iterative pro
esses in problems of restoration of modules of elasti
ity and a densityat the steady-state vibrations of �nite bodies, and also at identi�
ation of allo
ationof porosity in models of the adaptive theory of elasti
ity are presented.



ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÇÀÌÊÍÓÒÎÉ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ,ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎÉ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÌ ÄÀÂËÅÍÈÅÌ, ÏÎÑËÅÏÎÒÅ�È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ.�àëàáóðäèí Ì.Â.ÍÈÈÌ è ÏÌ èì. È.È. Âîðîâè÷à. ÞÔÓ. �îñòîâ-íà-Äîíó.�àññìîòðåíà çàäà÷à î íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèÿõ òîíêîé çà-ìêíóòîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè. �àäèàëüíî ñèììåòðè÷íîå äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îáó-ñëîâëåíî ðàâíîìåðíûì âíóòðåííèì äàâëåíèåì. Â ðàìêàõ íåëèíåéíîé áåçìîìåíòíîé òåî-ðèè âûâåäåíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè îñåñèììåòðè÷íîé êîíå÷íîé äå�îðìàöèè îáî-ëî÷êè. Ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè äëÿ ðÿäà óïîòðåáèòåëüíûõ ìîäåëåé âûñîêîýëàñòè÷íûõ,íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ íàéäåí ñïåêòð êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé. Çàêðèòè÷åñêîå ïîâåäå-íèå èññëåäîâàíî ìåòîäîì �èòöà íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìàòðèâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ñ�åðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà. Ïðèìåíÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêàÿñèñòåìà êîîðäèíàò. Äå�îðìàöèÿ ïîâåðõíîñòè ñ÷èòàåòñÿ êîíå÷íîé. Â ñèëó îñåñèì-ìåòðè÷íîñòè äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõìåðíàÿçàäà÷à:
R = R(θ),Θ = Θ(θ) (1)Íà÷àëüíûé ðàäèóñ îáîëî÷êè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûé åäèíèöå, ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿáåçðàçìåðíûé ðàäèóñ îáîëî÷êè ïîñëå äå�îðìàöèè.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëåíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, (ò.å. äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåê-òðà êðèòè÷åñêèé äàâëåíèé) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ýéëåðà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé�îðìû ðàâíîâåñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä. Óïðóãèå ñâîéñòâà îïèñû-âàþòñÿ ïðè ïîìîùè óïîòðåáèòåëüíûõ ìîäåëåé âûñîêîýëàñòè÷íûõ íåñæèìàåìûõìàòåðèàëîâ.Ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ íåëèíåéíîé áåçìîìåíò-íîé òåîðèè îáîëî÷åê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåíû ïî òîëùèíå îáîëî÷êè. Íà âåëè÷èíó ïåðåìåùåíèé, ïîâîðîòîâ, óäëè-íåíèé è ñäâèãîâ íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ.Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîãî òåëà èìååò âèä: Π = u − A, ãäå u - ýíåðãèÿäå�îðìàöèè, A - ïîòåíöèàë âíåøíèõ ñèë.

u =

∫

V

W ∗ (λ1, λ2, λ3) dV, A = P (V − v). (2)



Ïîâåäåíèå çàìêíóòîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. 43ãäå W ∗ (λ1, λ2, λ3) - óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè òðåõìåðíîãî òåëà, λ1, λ2, λ3 -ãëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèÿ, ðàâíûå êâàäðàòíûì êîðíÿì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé ìåðû äå�îðìàöèè Êîøè.Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ, òî
W ∗ (λ1, λ2, λ3) = hW

(
λ1, λ2, λ

−1
1 λ−1

2

) (3)ãäå h - òîëùèíà îáîëî÷êè äî äå�îðìàöèè, W - ïëîòíîñòü ýíåðãèè äå�îðìàöèè íàåäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.�ëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèÿ âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìè:
λ1 =

R(θ) cos(Θ(θ))

cos(θ)
, λ2 =

√
R′(θ)2 +R(θ)2Θ′(θ)2 (4)Îêîí÷àòåëüíî �óíêöèîíàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èìååò âèä:

Π = 2π

−π/2∫

π/2

cos(θ)W [λ1, λ2] dθ −
2π

3

P

h




−π/2∫

π/2

R3Θ′ cos(Θ)dθ − 2


 (5)Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî �óíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîñòóïàòåëüíîãî ñìåùåíèÿ îáîëî÷êè âäîëü îñè x3. Ïðè ïîìî-ùè (4) è (5) ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýíåðãèÿ Ï òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðèæåñòêîì ñìåùåíèè ñ�åðû. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü âûðàæåíèÿ �óíêöè-îíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.Äàëåå íà îñíîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà, ñîãëàñíî êîòîðîìóñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ íà èñòèííûõ ïåðåìå-ùåíèÿõ, âûâîäèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿîáîëî÷êè:

∂W
∂λ1

cos(Θ) + ∂W
∂λ2

R(Θ′)2 cos(θ)√
(R′)2+R2(Θ′)2

− d
dθ

(
R′ cos(θ)√

(R′)2+R2(Θ′)2
∂W
∂λ2

)
− P

h
R2Θ′ cos(Θ) = 0

R∂W
∂λ1

sin(Θ) + d
dθ

(
R2Θ′ cos(θ)√
(R′)2+R2(Θ′)2

∂W
∂λ2

)
− P

h
R2R′ cos(Θ) = 0

(6)�ðàíè÷íèå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñëåäóþò èç îñåâîé ñèììåòðèè çàäà÷è:
Θ
(
±π

2

)
= ±π

2
, R′

(
±π

2

)
= 0. (7)Ñïåêòð êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé.Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà. Äëÿ íà-õîæäåíèÿ ñïåêòðà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó (6), äëÿ ñëåäóþùèõìîäåëåé âûñîêîýëàñòè÷íûõ íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ: Áàðòåíåâà-Õàçàíîâè÷à, Áè-äåðìàíà, Îãäåíà, ëîãàðè�ìè÷åñêîãî, ñòåïåíîãî. Ïðîâîäèì çàìåíó:

{
R = R0 + ǫρ(θ)
Θ = θ + ǫφ(θ)

(8)



44 �àëàáóðäèí Ì.Â.çäåñü R0 - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå äëÿ îñíîâíîé �îðìû ðàâíîâåñèÿ, ǫ - ìàëûé �îð-ìàëüíûé ïàðàìåòð, ρ, φ - �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ìàëîå îòêëîíåíèå îò íåâîç-ìóùåííîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Ïðîèçâîäÿ çàìåíó, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ǫ è ïîëàãàÿ ǫ = 0, ïî-ëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåòðèâèàëü-íîå ðåøåíèå êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íîâîé �îðìå ðàâíîâåñèÿ. �åøåíèå ïîëó÷åííîéñèñòåìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:
ρ = APn(sin(θ)), φ = BP ′

n(sin(θ)) cos(θ) (9)Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (9) â ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé è ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ê íóëþ, ïîëó÷èìóðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé:
(D − n (n+ 1)F ) (J −Gn (n + 1)) − C2n (n + 1) = 0 (10)ãäå D,F, J,G, C êîý��èöèåíòû çàâèñÿùèå îò R0 è P . Îíè ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõìàòåðèàëîâ.Â óðàâíåíèè (10) P íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé âåëè÷èíîé, à çàâèñèò îò ðàäè-óñà R0. Çàâèñèìîñòü P (R0) íàéäåì èç ðåøåíèÿ ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîé çàäà÷èî ðàçäóâàíèè òîíêîé çàìêíóòîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðàâíîìåðíûì âíóòðåííèìäàâëåíèåì. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ çàâèñèìîñòü â óðàâíåíèå (10), ïîëó÷àåì óðàâ-íåíèå ñëóäóþùåãî âèäà:

f (R0, n) = 0 (11)êîòîðîå ñëóæèò äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà êðèòè÷åñêèõ ðàäèóñîâ.Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ óðàâíåíèå (11) è èñïîëüçóÿ óñòàíîâëåííóþ çàâèñèìîñòü
P (R0), ïîëó÷èì ñïåêòð êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé.Ïðîâåðèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîãî ñìåùåíèÿ îáîëî÷êè. Ñî-ãëàñíî (9) åìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå n = 1. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n = 1óðàâíåíèå (11) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà âîçìîæíîñòüæåñòêîãî ñìåùåíèÿ ïðè ëþáîé âåëè÷èíå äàâëåíèÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëü-íîñòü óðàâíåíèÿ (11).�àññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (11) ïðè n = 2, 3 . . . , ïîëó÷àåì ñïåêòð êðèòè÷åñêèõðàäèóñîâ è êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé.Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åííû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:1. Ïîëó÷åíû ñïåêòðû êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé äëÿ âñåõ ìàòåðèàëîâ.2. Âñå ïîëó÷åííûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ðàñïîëîæåíû íà ïàäàþùåì ó÷àñòêåäèàãðàììû íàãðóæåíèÿ.3. Äëÿ òðåõ ìàòåðèàëîâ: Áàðòåíåâà-Õàçàíîâè÷à, Îãäåíà è ëîãàðè�ìè÷åñêîãîìàòåðèàëà ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êðèòè÷åñêèõ ðàäèó-ñîâ.



Ïîâåäåíèå çàìêíóòîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. 454. Äëÿ ìàòåðèàëîâ: Áàðòåíåâà-Õàçàíîâè÷à, Îãäåíà, Áèäåðìàíà è ëîãàðè�ìè-÷åñêîãî óñòàíîâëåíî, ÷òî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ èìåþò òî÷êó ñãóùåíèÿ.5. Äëÿ ñòåïåííîãî ìàòåðèàëà ïîëó÷åíî êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ 1 ïðèâîäèòñÿ äèàãðàììà íàãðóæåíèÿ äëÿ ìàòåðè-àëà Îãäåíà ñ íàíåñåííûì íà íåå ñïåêòðîì êðèòè÷åñêèõ äàâëåíèé (ïî îñè àáñöèññîòêëàäûâàåòñÿ ðàäèóñ, à ïî îñè îðäèíàò îòêëàäûâàåòñÿ âåëè÷èíà äàâëåíèÿ).

�èñ. 1. Äèàãðàììà íàãðóæåíèÿ ñ íàíåñåííûì ñïåêòðîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéÇàêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîñëåêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä �èò-öà. Ôîðìà íîâîé ìîäû ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàåòñÿ â âèäå:
R = R∗

k + cB
1

2
(3 sin2(θ) − 1), Θ = θ + 3B cos(θ) sin(θ) (12)çäåñü R∗

k ðàäèóñ ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì êðèòè÷åñêèì, c - êîíñòàíòà ñâÿçûâàþùàÿàìïëèòóäû A è B.Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé àìïëèòóäû B ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (12) â (5),íàéäåì ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïî íåèçâåñòíûì êîíñòàíòàì ïðèðàâ-íÿåì èõ ê íóëþ. Ïîëó÷èì íåëèíåéíîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãîíå åäèíñòâåííî. Äëÿ âûáîðà èíòåðåñóþùåãî íàñ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ �èçè÷å-ñêèì ñìûñëîì çàäà÷è. Íîâàÿ �îðìà îáîëî÷êè íå äîëæíà ñîäåðæàòü îñîáûõ òî-÷åê è òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò äâà ðåøåíèÿ, ÷òîîçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ íîâûõ �îðìû ðàâíîâåñèÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ 2, ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè íîâîé �îðìû ðàâíîâåñèÿäëÿ ìàòåðèàëà Îãäåíà.
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�èñ. 2. 1 - îñíîâíàÿ �îðìà ðàâíîâåñèÿ, 2, 3 - íîâûå �îðìû ðàâíîâåñèÿÑïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Çóáîâ Ë. Ì. Êðàñíîâ À. Þ. Îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíî óïðóãîãî øàðà,íàãðóæåííîãî âíóòðåííèì äàâëåíèåì // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâåðî-êàâêàçñêèé ðåãèîí.Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2006. �1. Ñ. 30-34.[2℄ Çóáîâ Ë. Ì. Ìåòîäû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â òåîðèè îáîëî÷åê. �îñòîâ-íà-Äîíó.: Èçä-âî ��Ó. 1982.[3℄ Êîëïàê Å. Ï. Óñòîé÷èâîñòü áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ.Ñ.Ïåòåðáóðã.: ÑÏá�Ó. 2000.[4℄ Ëóðüå À. È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà. 1980.[5℄ Ïàíîâêî ß. �. �óáàíîâà È. È. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ óïðóãèõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà.1987.[6℄ Muller I. Stru
htrup H. In�ating a Rubber Balloon. // Mathemati
s and Me
hani
s ofSolids. 2002. 7. 569-577.Galaburdin M.V. The behaviour of an 
losed spheri
al shell loaded internal pressure,after loss of stability . The problem of instability of a thin 
losed spheri
al shell under astret
hed strain was investigated. The spe
trum of 
riti
al pressures was found by method oflinerization for row ordinary hyperelasti
 un
ompressible models of materials. Postbu
klingbehavior was studied by Ritza's method on basis variant Lagrandge's prin
iple.



ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ �ÅÇÎÍÀÍÑÍÛÕ ÏÎËÎÑ Ï�ÎÏÓÑÊÀÍÈß ÂÄÈÀÏÀÇÎÍÅ ÇÀÏÈ�ÀÍÈß ÄËß ÓÏ�Ó�Î�Î ÂÎËÍÎÂÎÄÀ ÑÑÈÑÒÅÌÎÉ ÆÅÑÒÊÈÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ�ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., �îëóá Ì.Â., Åðåìèí À.À.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð�àññìàòðèâàåòñÿ äè�ðàêöèÿ áåãóùèõ âîëí íà ñèñòåìå áåñêîíå÷íî òîíêèõ èëè ýëëèï-òè÷åñêèõ àáñîëþòíî æåñòêèõ âêëþ÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â óïðóãîì ñëîå. Äëÿ áåñêîíå÷-íî òîíêèõ âêëþ÷åíèé ìîäåëèðîâàíèå ðàññåÿííîãî ïîëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-åì ãðàíè÷íî-èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà, à â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé ïðèìåíÿåòñÿìåòîä ñëîèñòûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ñèñòåìû æåñòêèõ âêëþ÷åíèé îáíàðóæèâàåòñÿ ý��åêòïîÿâëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ â øèðîêîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ñèëüíîãî,ïî÷òè ïîëíîãî, áëîêèðîâàíèÿ. �àñïîëîæåíèå ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçà-íî ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé âîëíîâîäà ñ ñèñòåìîé äå�åêòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òîðåçîíàíñíîå ïðîïóñêàíèå âîçíèêàåò â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïðè âàðüèðîâàíèè ðàçìåðà-ìè è ðàñïîëîæåíèåì ïðåïÿòñòâèé ñïåêòðàëüíûé ïîëþñ, ðàñïîëîæåííûé â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè ÷àñòîòû, ïðèáëèæàåòñÿ ê âåùåñòâåííîé îñè.1. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ñëîèñòûõ óïðóãèõ òåë èâîëíîâîäîâ ñ ìíîæåñòâåííûìè ëîêàëèçîâàííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè âîçíèêàåò êàêâ èíæåíåðíîé ïðàêòèêå (íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, âûïîë-íåííûõ èç ñîâðåìåííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ), òàê è â ãåî�èçèêå, �èçè÷åñêîéàêóñòèêå, äå�åêòîñêîïèè, ìàòåðèàëîâåäåíèè, ìåäèöèíñêîé òîìîãðà�èè è ò.ï. Íà-ðÿäó ñ ðàçðàáîòêîé ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé è èçó÷åíèåì ðàçðóøå-íèÿ èññëåäóåìûõ ìàòåðèàëîâ âñëåäñòâèå ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðèâçàèìîäåéñòâèè íàáåãàþùèõ âîëí ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè, ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ðàáîòû ñèñòåì íåîäíîðîäíîñòåé êàê ÷àñòîò-íûõ �èëüòðîâ, çàïèðàþùèõ âîëíîâîä íà îïðåäåëåííûõ �èêñèðîâàííûõ ÷àñòîòàõèëè æå â øèðîêèõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ (âèáðîãàøåíèå).2. Â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êî-ëåáàíèÿ ue−iωt(u = (ux, uz)) óïðóãîãî ñëîÿ, çàíèìàþùåãî îáëàñòü Ω = {|x| <
∞,−H ≤ z ≤ 0}, ñ ñèñòåìîé Ωm, m = 1..M áåñêîíå÷íî òîíêèõ (çàäà÷à À) èëè ýë-ëèïòè÷åñêèõ (çàäà÷à Á) àáñîëþòíî æåñòêèõ âêëþ÷åíèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, â çàäà÷å Àäå�åêòû èìåþò íóëåâóþ ïëîùàäü è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçðåç Ωm = {|x−xc,m| <
lm, z = zc,m}, à ñëó÷àå çàäà÷è Á: ýëëèïñû Ωm = {(x−xc,m)2/a2

m+(z−zc,m)2/b2m = 1}ñ ïëîùàäüþ πambm (ñì. �èñ. 1). Ïåðåìåùåíèÿ u = {ux, uz} óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-íåíèÿì Ëàìå [1℄ è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõíàïðÿæåíèé íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ âîëíîâîäà: τ |z=0,−H = 0 (τ = {σxz, σzz}), èðàâåíñòâà íóëþ ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèé: u|Ωm
= 0. Âîëíîâîå ïîëå

u îòûñêèâàåòñÿ â âèäå ñóììû èñõîäíîãî ïîëÿ u0 è ðàññåÿííîãî âêëþ÷åíèÿìè Ωmïîëÿ usc: u = u0 + usc. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïîëÿ u0 ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èçáåãóùèõ âîëí
u0(x) = a0,k(z)e

iζkx, a0,k = −iresK0(α, z)|α=−ζkQ0(−ζk).
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�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÇäåñü K(α, z),Q0(α) - Ôóðüå-ñèìâîëû ìàòðèöû �ðèíà äëÿ ïîëîñû è çàäàííîé íà-ãðóçêè, ïðèëîæåííîé ñëåâà îò ìåñòà ëîêàëèçàöèè âêëþ÷åíèé íà äîñòàòî÷íîì ðàñ-ñòîÿíèè.Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî òîíêèõ âêëþ÷åíèé, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âîëíîâîäà ñ ñè-ñòåìîé òðåùèí [3℄, ââîäèòñÿ ñêà÷îê íàïðÿæåíèé íà áåðåãàõ âêëþ÷åíèÿ
qm(x) = τ (x,−dm − 0) − τ (x,−dm + 0), |x− xc,m| < lm, m = 1..M,è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îòðàæåííîãî ïîëÿ usc ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå â âèäåñóììû ïîëåé, ðàññåÿííûõ êàæäûì èç äå�åêòîâ

usc =
M∑

m=1

um, um =
1

2π

∫

Γ

Pm(α, z)Qm(α)e−iαxdα. (1)Çäåñü Qm(α) - Ôóðüå-ñèìâîë íåèçâåñòíîãî ñêà÷êà íàïðÿæåíèé íà âêëþ÷åíèè ñíîìåðîì m, Pm(α, z) - Ôóðüå-ñèìâîë ìàòðèöû �ðèíà äëÿ âîëíîâîäà, ñîñòîÿùåãîèç äâóõ îäèíàêîâûõ ñëîåâ ñ çàäàííûìè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïåðåìåùåíèÿìè. Ïîä-ñòàíîâêà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1) â óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïåðåìåùåíèé íàãðàíèöàõ âêëþ÷åíèé ïðèâîäèò ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âèíåðà-Õîï�àîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé âåêòîð-�óíêöèè, ñîñòàâëåííîé èç ñêà÷êîâ íàïðÿæåíèéíà âêëþ÷åíèÿõ q = {q1, q2, ..., qM}

Lmqm +

M∑

j=1,j 6=m
Rmjqj = fm, (x, z) ∈ Ωm, m = 1..M, (2)ãäå Lm - èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ, îïèñûâàþùèéïîëå ïåðåìåùåíèé íà îòðåçêå Ωm â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îñòàëüíûõ âêëþ÷åíèé; Rmj



Âîçíèêíîâåíèå ðåçîíàíñíûõ ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ... 49- ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëå ïåðåìåùåíèé íà îòðåçêå Ωm, âûçâàí-íîå ñêà÷êàìè íàïðÿæåíèé qj íà âêëþ÷åíèÿõ Ωj , j 6= m; fm = −u0(x,−dm). Äëÿðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä �àëåðêèíà.�åøåíèå çàäà÷è Á ñòðîèòñÿ ïóòåì àïïðîêñèìàöèè îòðàæåííîãî ïîëÿ usc ïî-ñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ñëîèñòûõ ýëåìåíòîâ [4℄, êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè
Ωm íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò èõ ãðàíèö:

usc =

M∑

m=1

Nm∑

j=1

ljc
m
j .Çäåñü lj - ñëîèñòûå ýëåìåíòû; cmj = {c(1)j , c

(2)
j } - íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëî-æåíèÿ; Nm - ÷èñëî óçëîâ smj , ïîïàäàþùèõ â îáëàñòü Ωm (ò.å. ÷èñëî ýëåìåíòîâ lj ,àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëå, îòðàæåííîå m-òûì âêëþ÷åíèåì).Âàæíûìè äëÿ àíàëèçà ïðîõîæäåíèÿ íîðìàëüíûõ ìîä ÷åðåç ó÷àñòêè âîëíîâîäà,ñîäåðæàùèå íåîäíîðîäíîñòè, õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû îòðàæå-íèÿ è ïðîõîæäåíèÿ κ± = E±/E0. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòíîøåíèå ýíåðãèè

E+, ïåðåíåñåííîé ÷åðåç çîíó ñ âêëþ÷åíèÿìè, è âîëíîâîé ýíåðãèè îòðàæåííîãîâîëíîâîãî ïîëÿ E− ê ýíåðãèè E0, ïåðåíîñèìîé èñõîäíûì âîëíîâûì ïîëåì u0.3. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ âîëíîâûõ ý��åêòîâ, ðàññìîò-ðèì äè�ðàêöèþ íóëåâîé àíòèñèììåòðè÷íîé ìîäû a0 íà ñèñòåìå òðåõ áåñêîíå÷-íî òîíêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé. Äàëåå ïîëàãàåòñÿ lm = am = 0.3, bm =
0.1, m = 1..M , ∆xm = |xc,m+1 − xc,m| = 4, zc,2p−1 = −0.7, zc,2p = −0.3. �åçóëü-òàòû, ïðèâåäåííûå íèæå ïîëó÷åíû ïðè ñëåäóþùèõ îáåçðàçìåðåííûõ ïàðàìåòðàõ:ïëîòíîñòü ρ = 1, ìîäóëü ñäâèãà µ = 1, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 1/3 è òîëùèíàâîëíîâîäà H = 1.

0 1 2 3 4

0

0.4

0.8

ω

κ+

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ κ+ îò ÷àñòîòû ω äëÿ M = 3ýëëèïòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è áåñêîíå÷íî òîíêèõ âêëþ÷åíèé(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ κ+ îò áåçðàçìåðíîé êðóãîâîé ÷àñòî-òû ω = 2πfH
√
ρ/µ (f - ðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà) äëÿM = 3 áåñêîíå÷íî òîíêèõ (ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ) è ýëëèïòè÷åñêèõ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) âêëþ÷åíèé ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ.2. Íà ðèñ. 2 ìîæíî íàáëþäàòü ïîÿâëåíèå, òàê íàçûâàåìûõ ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ,



50 �ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., �îëóá Ì.Â., Åðåìèí À.À.âíóòðè øèðîêîãî ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà ñèëüíîãî, ïî÷òè ïîëíîãî, áëîêèðîâàíèÿ,èìåþùåì ìåñòî äëÿ ÷àñòîò ω < π.Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ðåçîíàíñíîé ïðèðîäû ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ äëÿ ñèñòåìû òîí-êèõ âêëþ÷åíèé íåîáõîäèìî èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωn ãàðìîíè÷åñêîéçàäà÷è u(x, z, ω). Îäíàêî â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ èëè, íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíûõâêëþ÷åíèé ÷èñëåííûé ïîèñê ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñëîè-ñòûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî íåóñòîé÷èâûì è òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ âðåìåí-íûõ çàòðàò. Â òî æå âðåìÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íà îñíîâåñõåìû �àëåðêèíà, èñïîëüçîâàííàÿ â [3℄ äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû òðåùèí, ìîæåò áûòüý��åêòèâíî èñïîëüçîâàíà è äëÿ ñèñòåìû áåñêîíå÷íî òîíêèõ âêëþ÷åíèé.
ω∗ ωn ωFEMn ω∗(el) ωFEMn (el)1.114 1.114-0.0007i 1.130 1.155 1.1461.162 1.165-0.018i 1.137 1.195 1.1781.178 1.167-0.006i 1.152 1.260 1.2311.305 1.307-0.019i 1.287 1.365 1.345Òàáëèöà 1Îñòàåòñÿ âîïðîñ ñîãëàñîâàíèÿ ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè óïðóãîãî ñëîÿñ ïðîòÿæåííûì ýëëèïòè÷åñêèì âêëþ÷åíèåì è ñëîÿ ñ áåñêîíå÷íî òîíêèì âêëþ÷å-íèåì. Äëÿ àíàëèçà ýòîãî âîïðîñà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òàáëèöà 1. Â ïåðâîìñòîëáöå òàáëèöû 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ω∗, íà êîòîðûõ κ+ äëÿ áåñêîíå÷íîòîíêèõ âêëþ÷åíèé äîñòèãàåò ñâîåãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà âî âòîðîé ïîëîñå ïðî-ïóñêàíèÿ (1 < ω < 1.5). Âî âòîðîì ñòîëáöå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ÷àñòîò ωn èç òîãî æå äèàïàçîíà ÷àñòîò. Â òðåòüåì ñòîëáöå çàïèñàíû ÷àñòîòû ωFEMnäëÿ êîíå÷íîãî ïðÿìîóãîëüíîãî îáðàçöà, âûðåçàííîãî èç èçó÷àåìîãî âîëíîâîäà èñîäåðæàùåãî ñèñòåìó áåñêîíå÷íî òîíêèõ âêëþ÷åíèé, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ïà-êåòà êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ FEMLAB (www.
omsol.
om). Êðîìå òî-ãî, ñîîòâåòñòâåííî â ÷åòâåðòîì è ïÿòîì ñòîëáöàõ ïðèâåäåíû ëîêàëüíûå ìàêñèìó-ìû ω∗

n(el) è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû áðóñêà, ñîäåðæàùåãî âêëþ÷åíèÿ âû÷èñëåííûåFEMLAB, ωFEMn (el) äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé ñ ïàðàìåòðàìè óêàçàííûìèâûøå.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî êàê êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ â öå-ëîì, òàê è èõ ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû (ñì. Òàáëèöó 1) äëÿ ñëîÿ ñ ýëëèïòè÷åñêèìèè áåñêîíå÷íî òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè èìåþò íåêîòîðûé ñäâèã äðóã îòíîñèòåëüíîäðóãà. Ìàëîñòü òàêîãî ñäâèãà ãîâîðèò ëèøü î äîñòàòî÷íî íåçíà÷èòåëüíîì âëè-ÿíèè �îðìû âêëþ÷åíèÿ äàæå ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïëîùàäüþ (bm = 0.1) íàñïåêòð ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ìåõàíèçì �îðìèðîâàíèÿ ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ, èìåþùèé,áåçóñëîâíî, ðåçîíàíñíóþ ïðèðîäó (íà ÷òî óêàçûâàþò ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå âïåðâîì è âòîðîì ñòîëáöå òàáëèöû 1), ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ.�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè INTAS � 05-1000008-7979 è �ÔÔÈ� 07-01-00307.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà. 1987.
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king range are obtained. Lo
ationof su
h transmission zones depends on resonan
e frequen
ies of an elasti
 waveguide with asystem of obsta
les. It is shown that resonan
e transmission o

urs when 
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∗∗ Óíèâåðñèòåò Áàð-Èëàí, �àìàò-�àí, ÈçðàèëüÏðåäëîæåíà ñõåìà ðàñ÷åòà äâóìåðíîé äèíàìèêè ìóëüòèïîëüíûõ ñòðóêòóð â èäåàëü-íîé æèäêîñòè. Äëÿ ñèìóëÿöèè ýâîëþöèè ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ðàçðàáîòàí ïîäõîä, ïðåä-ñòàâëÿþùèé ñîáîé âàðèàíò ìåòîäà âèõðåé â ÿ÷åéêàõ. Ïîëå �óíêöèè òîêà îïðåäåëÿåòñÿèç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ðåøàåìîãî ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì, ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ èñðàâíèâàþòñÿ äâà âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ-÷åòà äèíàìèêè òðèïîëåé, êâàäðóïîëåé è ïåíòàïîëåé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîä äåéñòâèåììàëûõ âîçìóùåíèé, âûçûâàåìûõ îøèáêàìè ñ÷åòà.Ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå âèõðåâûå êîí�èãóðàöèè èäåàëüíîé æèäêîñòèÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì àêòèâíûõ èññëåäîâàíèé óæå ìíîãèå ãîäû. Èíòåðåñ ê íèì îáó-ñëîâëåí èçó÷åíèåì äèíàìèêè àòìîñ�åðû, îêåàíà, ìàãíåòèçèðîâàííîé ïëàçìû, âêîòîðûõ îíè íàáëþäàþòñÿ. Âðàùàþùèåñÿ ïëîñêèå ìóëüòèïîëüíûå êîí�èãóðàöèèñ íóëåâîé öèðêóëÿöèåé íàáëþäàëèñü â îêåàíå è â ìíîãî÷èñëåííûõ ëàáîðàòîðíûõýêñïåðèìåíòàõ. Âïåðâûå â ëàáîðàòîðíîì ýêñïåðèìåíòå [5℄ áûë îáíàðóæåí òðèïîëü,ñîñòîÿùèé èç öåíòðàëüíîãî âèõðÿ, è äâóõ ñïóòíèêîâ, à â [9℄ � êâàäðóïîëü.Â [6℄ äàíà ñòðîãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè òå÷åíèÿ âî âðàùàþùåìñÿòðèïîëå, áàçèðóþùàÿñÿ íà àíàëèçå ëàáîðàòîðíûõ íàáëþäåíèé. Òàì æå ïðåäëîæå-íà ïðîöåäóðà àíàëèòèêî-÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ âðàùàþùåãîñÿ òðèïîëÿ. �ðàíèöàòðèïîëÿ è òå÷åíèå âíå ãðàíèöû îïðåäåëÿëèñü àíàëèòè÷åñêè, à âíóòðè åå � ÷èñëåí-íî. Â [7, 8℄ ýòîò ïîäõîä áûë ðàçâèò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèïîëåé ñ N ñïóòíèêàìè.Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òåðìèíàõçàâèõðåíîñòè òå÷åíèÿ ω è �óíêöèè òîêà ψ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
ωt + ψyωx − ψxωy = 0; (1)
−∆ψ = ω; (2)�óíêöèÿ ψ ñâÿçàíà ñî ñêîðîñòüþ v = (v1, v2) ðàâåíñòâàìè v1 = ψy, v2 = −ψx.Çàäà÷à (1)-(2) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ è ïðè ðàçëè÷-íûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöå. Â ðàáîòàõ [6, 7, 8℄ âðàùàþùèåñÿ ñ åäèíè÷íîé óãëî-âîé ñêîðîñòüþ ìóëüòèïîëüíûå ðåøåíèÿ íàõîäèëèñü íà ïëîñêîñòè ïðè çàòóõàþùåéíà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè ψ. Ôóíêöèÿ òîêà òàêèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ�óíêöèÿìè ψint (ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííåé ÷àñòè ìóëüòèïîëÿ � îáëàñòè òå÷åíèÿ ñíåíóëåâîé çàâèõðåííîñòüþ, è íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî) è

ψext = Am,1
1

r
cos(mθ) + Am,2

1

r2
cos(2mθ), (3)êîòîðàÿ îòâå÷àåò âíåøíåé îáëàñòè ñ íóëåâîé çàâèõðåííîñòüþ è óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â (3) r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñ-êîñòè, à êîý��èöèåíòû Am,1, Am,2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ



�àñ÷åò äèíàìèêè ìóëüòèïîëüíûõ êîí�èãóðàöèé â èäåàëüíîé æèäêîñòè 53ñèììåòðè÷íûõ óãëîâûõ òî÷åê íà ãðàíèöå òðèïîëÿ (ñì. [8℄). Åùå îäèí ñâîáîäíûéïàðàìåòð - ðàññòîÿíèå óãëîâîé òî÷êè ãðàíèöû îò íà÷àëà êîîðäèíàò - íàõîäèòñÿèç óñëîâèé ñêëåéêè âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðåøåíèé.Â [1, 4℄ áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2) â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëåïðè óñëîâèè ïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç íåãî. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòüþ òå÷åíèÿÿâëÿëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê:
D = {(x, y) : −a 6 x 6 a; −b 6 y 6 b}, (4)ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

ψ|∂D = ψ∂D, ω|∂D = ω∂D. (5)Ïðè÷åì �óíêöèÿ ψ∂D çàäàíà íà âñåé ãðàíèöå D, à ω∂D îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íàòåõ ó÷àñòêàõ, ãäå æèäêîñòü âòåêàåò â êàíàë. Êðîìå òîãî, äëÿ çàâèõðåííîñòè íåîá-õîäèìî çàäàòü óñëîâèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:
ω|t=0 = ω0(x, y) (6)Àíàëèç ìóëüòèïîëåé áóäåì òàêæå ïðîâîäèòü â ïðÿìîóãîëüíèêå (4), íî íî ïðèýòîì áóäåì çàäàâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî-äðóãîìó. �àññìîòðèì äâà èõ âàðèàíòà:1. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçìåð ïðÿìîóãîëüíèêà (4) òàêîé, ÷òî �óíêöèÿ (3) íà ãðàíèöåïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ ψ∂D = 0, à �óíêöèþ ω∂Dìîæíî íå çàäàâàòü.2. Íà ãðàíèöå �óíêöèÿ òîêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3), òî åñòü ψ∂D = ψext.Ïðè ýòîì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü çàäàíèÿ ω∂D. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñ÷è-òàåì ω∂D = 0. Äëÿ êðàòêîñòè, òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäåì íàçûâàòü"âðàùàþùèìèñÿ"(÷òî õîðîøî âûðàæàåò èõ ñìûñë).Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (6) áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðå-íîñòè, ïîëó÷àåìîå äëÿ ìóëüòèïîëåé â [8℄.Êàê è â [1, 4℄, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) áóäåì èñïîëüçîâàòü âà-ðèàíò ìåòîäà âèõðåé. Ôóíêöèÿ ω(x, y) â êàæäûé ìîìåíò t àïïðîêñèìèðóåòñÿ ååçíà÷åíèÿìè â ÷àñòèöàõ ñ êîîðäèíàòàìè (xi(t), yi(t)). Ýòî ñïðàâåäëèâî ò.ê. çàäàííîåâ íà÷àëüíûé ìîìåíò çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè â ÷àñòèöå æèäêîñòè ñîõðàíÿåòñÿ. Èç(2) íàõîäèòñÿ �óíêöèÿ òîêà, à äèíàìèêà ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

ẋi = ψy(xi, yi) = v1, ẏi = −ψx(xi, yi) = v2. (7)Ïîäðîáíî î ìåòîäå è åãî âàðèàíòàõ ñì., íàïðèìåð, [3℄.Äëÿ âû÷èñëåíèé óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ ψ = Ψ +ψ∂D. Òîãäà óðàâ-íåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä:
−(Ψxx + Ψyy) = ω + ψ∂Dxx + ψ∂Dyy , (8)à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè Ψ ñòàíóò ñëåäóþùèìè:

Ψ|x=0 = Ψ|x=a = Ψ|y=0 = Ψ|y=b = 0. (9)



54 �îâîðóõèí Â.Í., Õâîëåñ �., Êèçíåð Ç.

x

y

 

 

−2 −1  1 2
−2

−1

 

1

2
(a)
(b)
(c)

�èñ. 1. Ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè òîêà äëÿ ïåíòàïîëÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:(a) � àíàëèòè÷åñêè-÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2); (b) � ÷èñëåííîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (8) ñ 'âðàùàþùèìèñÿ' ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè; (
) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(2) ñ íóëåâîé �óíêöèåé òîêà íà ãðàíèöå.Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ðåøåíèå çàäà÷è (8)�(9) áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäåîòðåçêà ðÿäà Ôóðüå:
Ψ ≈ Ψ̃ =

kx∑

i=1

ky∑

j=1

Ψi,jgi,j(x, y), gi,j(x, y) = sin

(
iπ(x− a)

2a

)
sin

(
jπ(y − b)

2b

) (10)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (10) â (8), è ïðîåêòèðîâàíèÿ íà �óíêöèè gi,j, ïîëó÷èì ñëåäó-þùåå âûðàæåíèå äëÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ Ψi,j:
Ψi,j = Ci,j

∫ b

−b

∫ a

−a

[
ω(x, y) + ψ∂Dxx + ψ∂Dyy

]
gi,j(x, y) dxdy (11)Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ω(x, y) ââîäèòñÿ ðàçáèåíèå îáëàñòè D íà Nbox = nx × nyÿ÷ååê ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû. Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì k �óíêöèÿ ω(x, y) ïðè-áëèæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè φk(x, y) îò äâóõ ïåðåìåííûõ:

ω(x, y) ≈
Nbox∑

k=1

φk(x, y) =

Nbox∑

k=1

3∑

i,j=0,i+j≤3

ak,i,jx
iyj. (12)Âíå k-îé ÿ÷åéêè êîý��èöèåíòû ak,i,j ðàâíû íóëþ, à âíóòðè åå íàõîäÿòñÿ èç óñëî-âèÿ ìèíèìèçàöèè âûðàæåíèÿ:

Sk =
∑

m

(
3∑

i,j=0,i+j≤3

ak,i,jx
iyj − ω(xm, ym)

)2 (13)
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�èñ. 2. �àñ÷èòàííîå ïîëå çàâèõðåíîñòè â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû t äëÿ ïåíòàïîëÿ.Êàðòèíû àíàëîãè÷íû äëÿ îáîèõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Çäåñü ñóììèðîâàíèå èäåò ïî íîìåðàì òåõ ÷àñòèö, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò äàííîéÿ÷åéêå ñ íîìåðîì k, à ω(xm, ym) � çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè â ÷àñòèöå ñ íîìåðîì m.Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ψi,j , â ñîîòâåòñòâèè ñ (7), äèñêðåòèçîâàííîåïîëå ñêîðîñòè ṽ = (ṽ1, ṽ2) áóäåò èìåòü âèä:
ṽ1 = ẋl =

kx∑

i=1

ky∑

j=1

Ψi,j
∂gij
∂y

+ ψ∂Dy , ṽ2 = ẏl = −
kx∑

i=1

ky∑

j=1

Ψi,j
∂gij
∂x

− ψ∂Dx (14)Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì k â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàåòñÿ Np(k)÷àñòèö. Çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè â ÷àñòèöå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6).Îáùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö Np =
∑

kNp(k). Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ÷àñòèöà ìîæåòïîêèíóòü D. Ïðè óõîäå ÷àñòèöû èç D, íà âõîäå çàäàåòñÿ íîâàÿ ÷àñòèöà, çàâèõðåí-íîñòü â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (5). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè(7) äëÿ ÷àñòèö ïðèìåíÿëñÿ ïñåâäîñèìïëåêòè÷åñêèé èíòåãðàòîð PS36 [2℄. Ïîäðîáíîìåòîä â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å ïðîòåêàíèÿ èçëîæåí â [4℄.Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ÷èñëåííîé ñõåìû áûëà ðàñ÷èòàíà äèíàìèêà òðèïîëÿ(âèõðåâîé êîí�èãóðàöèè, ñîñòîÿùåé èç ÿäðÿ è äâóõ ñïóòíèêîâ), êâàäðóïîëÿ èïåíòàïîëÿ (ÿäðî ñ ÷åòûðüìÿ ñïóòíèêàìè). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿâèõðÿ (6) áðàëîñü àíàëèòè÷åñêè-÷èñëåííîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåíîñòèè èç [8℄.Ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëèñü îáà âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñðàâíåíèå ðå-çóëüòàòîâ ïîêàçàëî, ÷òî ïðè a = b ≥ 2 è ïðè õàðàêòåðíîì ðàäèóñå ìóëüòèïîëÿïîðÿäêà 1 äâà ïðåäëîæåííûõ âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäÿò ê ïðàêòè÷åñêèîäèíàêîâîé äèíàìèêå. Íà �èñ.1 ïðèâåäåíû ëèíèè òîêà ïåíòàïîëÿ äëÿ òî÷íîãî ðå-øåíèÿ, è äâóõ âàðèàíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðè a = b = 2.Âèäíî, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ïåíòàïîëÿ, îïðåäåëÿþùàÿ äèíàìèêó â íà÷àëüíûéìîìåíò, õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ, è òîëüêî íà ãðàíèöå, ãäå äâèæå-



56 �îâîðóõèí Â.Í., Õâîëåñ �., Êèçíåð Ç.íèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò íå çíà÷èòåëüíî, ëèíèè óðîâíÿ îòëè÷àþòñÿ. Àíàëîãè÷íàÿñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ ìóëüòèïîëåé.Èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû,ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âîçìóùåíèå ìóëüòèïîëüíîé êîí�èãóðàöèè, è ðàñ÷åòäèíàìèêè ìóëüòèïîëåé áåç ñïåöèàëüíîãî ââåäåíèÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ìîæåòäàòü èí�îðìàöèþ îá èõ óñòîé÷èâîñòè. Òàêèå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû, è îêà-çàëîñü, ÷òî òðèïîëè è êâàäðóïîëè ñîõðàíÿþòñÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (ïîðÿäêà 20îáîðîòîâ âîêðóã îñè), à ïåíòàïîëü ðàçðóøàåòñÿ äîâîëüíî áûñòðî, ñì. �èñ.2.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Åâðîïåéñêîé èññëåäîâàòåëüñêîé ëàáîðàòîðèè "�å-ãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà"ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ ãðàíòû � 08-01-00895 è � 07-01-92213, à òàêæå �îíäà CRDF ãðàíò RUM1-2842-RO-06. Àâòîðûáëàãîäàðÿò çà ïîääåðæêó òàêæå Èçðàèëüñêèé Íàó÷íûé Ôîíä (ISF) ãðàíò 628/06.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �îâîðóõèí Â.Í., Ìîðãóëèñ À.Á., Þäîâè÷ Â.È. �àñ÷åò äâóìåðíûõ ðåæèìîâ ïðîòå-êàíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñêâîçü ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë // ÄîêëàäûÀêàäåìèè Íàóê, 2007, ò. 412, �4, Ñ.1-5.[2℄ Aubry A., Chartier P. Pseudo-symple
ti
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Ê ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ ÇÀÄÀ×È Î ÔËÀÒÒÅ�Å ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉÈ ÊÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÎÍÑÎËÜÍÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ ÏÎÄÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÑÂÅ�ÕÇÂÓÊÎÂÎ�Î ÏÎÒÎÊÀ �ÀÇÀ�ðèøèí Ñ.À.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, Ìîñêâà�àññìîòðåíû çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ òîíêèõ óïðóãèõ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ êîíñîëü-íî çàêðåïëåííûõ çàìêíóòûõ êîíè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷åê ïîä äåéñòâèåì âíóò-ðåííåãî ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà, äâèæóùåãîñÿ âäîëü îáðàçóþùåé â íàïðàâëåíèè îòçàêðåïëåííîãî êðàÿ ê ñâîáîäíîìó. Îáîëî÷êè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè òåõíè÷åñêîé òåî-ðèè îáîëî÷åê â ñìåøàííîé �îðìå. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âûâîäó êðàåâûõ óñëîâèé,îáåñïå÷èâàþùèõ êîíñåðâàòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì â îòñóòñòâèåâçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòîêîì.Â îáîçíà÷åíèÿõ è òåðìèíîëîãèè ìû âñþäó ñëåäóåì êíèãå [1℄. Ïîäðîáíûå âû-êëàäêè äëÿ ñëó÷àåâ öèëèíäðà è êîíóñà îïóáëèêàâàíû â ñòàòüÿõ [2℄, [3℄.Óðàâíåíèÿ òåõíè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê â ñìåøàííîé �îðìå ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ïàðó ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîãî ïðîãèáà ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè è ïîòåíöèàëà ìåìáðàííûõ óñèëèé. Ñòàðøèì îïåðàòîðîì â êàæäîì èçóðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ áèëàïëàñèàí, â ñèñòåìó îíè çàâÿçàíû ÷åðåç îïåðàòîð Âëàñîâà,èìåþùèé âòîðîé ïîðÿäîê, è áèëèíåéíûé îïåðàòîð Êàðìàíà:
D∇4w −∇2

kF − L(F,w) = q

∇4F + Eh∇2
kw +

1

2
EhL(w,w) = 0

(1)Ïðèâëåêàòåëüíûå èçÿùåñòâîì �îðìû, óðàâíåíèÿ ëåãëè â îñíîâó ìíîæåñòâàèññëåäîâàíèé, õîòÿ ñòðîãîñòü èõ îáîñíîâàíèÿ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì.Îñíîâíîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèÿ âûïèñàííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿïîñòàíîâêà çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì òåõ èëèèíûõ �àêòîðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñòàíäàðòíî ëèíåàðèçóþòñÿ ïî ìàëîìóâîçìóùåíèþ è äåëî ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãîðåøåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.Â ÷àñòíîñòè, ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê ãàçà, èñòåêàþùåãî èç êîíñîëüíî çàêðåïëåí-íîãî çàìêíóòîãî öèëèíäðè÷åñêîãî èëè êîíè÷åñêîãî ïàòðóáêà, ïðè íåóäà÷íîì ñòå-÷åíèè îáñòîÿòåëüñòâ ñïîñîáåí âûçâàòü ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè åãî ñòåíîê ïî äèâåð-ãåíòíîìó èëè �ëàòòåðíîìó òèïó. Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå ñëîæíûé âîïðîñ îá îïèñàíèèâçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà ñ äå�îðìèðóåìîé ñòåíêîé, çàìåòèì, ÷òî â ïîäîáíûõ çàäà-÷àõ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíî âûñòàâèòü àêêóðàòíûå êðàåâûå óñëîâèÿ íà êðàÿõ ñàìîéîáîëî÷êè. Òàê, åñëè ëåâûé êðàé îáîëî÷êè�ïàòðóáêà æåñòêî çàùåìëåí, à ïðàâûé� ñâîáîäåí, òî â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòîêîì ïî ëèöåâîé äîëæíà ïîëó-÷àòüñÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà.Ïîñêîëüêó îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ òîëüêî íîðìàëü-íîãî ïðîãèáà è ïîòåíöèàëà ìåìáðàííûõ óñèëèé, êðàåâûå óñëîâèÿ òàêæå äîëæíû



58 �ðèøèí Ñ.À.áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ ýòèõ �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì.Âñåãî èõ äîëæíî áûòü âîñåìü � ïî ÷åòûðå íà ëåâîì è ïðàâîì ñðåçàõ ïàòðóáêà.Íåêîòîðûå èç íèõ î÷åâèäíû: íàïðèìåð, íà ëåâîì (çàùåìëåííîì) êîíòóðå îáîëî÷-êè äîëæíû áûòü ïðèðàâíåíû íóëþ ñàì ïðîãèá è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè,îäíàêî äðóãèå � ñîâñåì íåò.Îáùèé ïóòü ê ïîëó÷åíèþ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèé òåõíè÷åñêîé òåîðèèîáîëî÷åê â ñìåøàííîé �îðìå ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà ïîâñåé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè
∫ ∫ (

z Φ
)( D∇4 −∇2

k

∇2
k (Eh)−1∇4

)(
w
F

)
dΩ (2)Òàêîé èíòåãðàë òðàêòóåòñÿ êàê áèëèíåéíàÿ �îðìà ïàðû âåêòîðîâ äâóìåðíîãîàðè�ìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðàâèëàìè ïåðåìíîæåíèÿìàòðèö è ñâîäèòñÿ ê ñóììå ÷åòûðåõ ñêàëÿðîâ:

D(z,∇4w) − (z,∇2
kF ) + (Φ,∇2

kw) + (Eh)−1(Φ,∇4F ) (3)ãäå ñêîáêè îáîçíà÷àþò òî æå èíòåãðèðîâàíèå, ÷òî è âûøå. Ïåðâîå è ïîñëåäíååñëàãàåìûå îáðàáàòûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî îòäåëüíîñòè, ñóììà âòîðîãîè òðåòüåãî � âìåñòå. Äëÿ ïàòðóáêîâ (öèëèíäðà èëè êîíóñà, ñðåçàííûõ ïî íîðìà-ëè ê îñè ñèììåòðèè) äâîéíîé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðíîìó ñ âíóòðåííèì ïîîáðàçóþùåé è âíåøíèì ïî îêðóæíîñòè. Ïðîãèá è ïîòåíöèàë ñóòü ïåðèîäè÷åñêèå�óíêöèè îêðóæíîé êîîðäèíàòû. Ñ ó÷åòîì ýòîé ïåðèîäè÷íîñòè âíóòðåííèé èíòå-ãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ê ñóììå êîíòóðíîãî è ïîâòîðíîãî.Äëÿ öèëèíäðà
(z,∇4w) =

=

2π∫

0

(
z

[
(∇2w)ξ +

(1 − ν)

R2
wϕϕξ

]
− zξ

[
∇2w − (1 − ν)

R2
wϕϕ

])∣∣∣
ξ1

ξ0
dϕ+

+

2π∫

0

ξ1∫

ξ0

[
∇2z ∇2w +

1 − ν

R4
(zϕwϕ)ξξ

]
R2dξdϕ

(4)
ãäå R � ðàäèóñ, ξ � áåçðàçìåðíàÿ (â ðàäèóñàõ) êîîðäèíàòà âäîëü îáðàçóþùåé, ξ0îòâå÷àåò çåùåìëåííîìó êîíòóðó, ξ1 � ñâîáîäíîìó, ϕ � óãëîâàÿ êîîðäèíàòà, èìÿêîîðäèíàòû â èíäåêñå îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî íåé.Äëÿ êîíóñà
(z,∇4w) =

=

2π sin γ∫

0

(
sz

[
(∇2w)s +

1 − ν

s
(
1

s
wψψ)s

]
− szs

[
∇2w − 1 − ν

s
(ws +

1

s
wψψ)

])∣∣∣
s1

s0
dψ+

+

2π sinγ∫

0

s1∫

s0

[
∇2z ∇2w +

1 − ν

s

(
(
1

s
zψwψ)ss − (zsws)s

)]
sds dψ (5)



Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è î �ëàòòåðå ... 59ãäå s � êîîðäèíàòà âäîëü îáðàçóþùåé ñ íà÷àëîì â âåðøèíå êîíóñà, s0 îòâå÷àåòçàùåìëåííîìó, s1 � ñâîáîäíîìó êðàþ, γ � óãîë ìåæäó îñüþ êîíóñà è åãî îáðà-çóþùåé, ψ = ϕ sin γ, ϕ � ïîëÿðíûé óãîë, èìÿ êîîðäèíàòû â èíäåêñå îçíà÷àåòäè��åðåíöèðîâàíèå ïî íåé.Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ ñ âûðà-æåíèÿìè ìîìåíòîâ è ïåðåðåçûâàþùèõ óñèëèé ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ïðîãèáà â ñî-îòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòàõ, âèäèì, ÷òî ïåðâîå èç íèõ (äîìíîæàåìîå íà ïðîãèá)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííóþ ïåðåðåçûâàþùóþ ñèëó, à âòîðîå (äîìíîæàåìîåíà íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðîãèáà) � èñòèííûé (íå îáîáùåííûé!) èçãèáàþùèéìîìåíò íà êîíòóðå. Ïîýòîìó ðàçóìíî îáîçíà÷èòü ýòè âûðàæåíèÿ ÷åðåç Q̃w è Mwñîîòâåòñòâåííî. È åñëè î÷åâèäíî, ÷òî ïðîãèá è åãî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâ-íû íóëþ ïðè çàùåìëåíèè, òî íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü ðàâåíñòâà íóëþ Q̃w èMw íàñâîáîäíîì êðàþ, ÷òîáû êîíòóðíûé èíòåãðàë îáðàòèëñÿ â íóëü. Â ðåçóëüòàòå ýòèõäåéñòâèé ìû ïîëó÷èëè ÷åòûðå êðàåâûõ óñëîâèÿ èç âîñüìè.Îáðàáîòàâ àíàëîãè÷íî áèëèíåéíóþ �îðìó (Φ,∇4F ), ïîëó÷èì åå ïðåäñòàâëåíèåñóììîé êîíòóðíîãî è ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëîâ, îòëè÷àþùååñÿ îò âûïèñàííûõâûøå òîëüêî çàìåíîé �óíêöèé z, w íà Φ, F è ìíîæèòåëÿ 1−ν íà 1+ν. Ëèíåéíûåäè��åðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ â êîíòóðíûõ èíòåãðàëàõ îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåí-íî Q̃F è MF .Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ñóììû −(z,∇2
kF )+(Φ,∇2

kw) ïðèâîäèò â êîíòóðíîìèíòåãðàëå ê ðàçíîñòè ïðîèçâåäåíèé ïðîãèáà íà íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîòåí-öèàëà è ñàìîãî ïîòåíöèàëà íà íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðîãèáà. ×òîáû òàêîéèíòåãðàë îáðàòèëñÿ â íóëü, ïîòåíöèàë è åãî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ äîëæíûáûòü âçÿòû ðàâíûìè íóëþ íà ñâîáîäíîì êîíòóðå. Òîãäà íà çàùåìëåííîì êîíòóðåîñòàåòñÿ ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ Q̃F è MF . Òåì ñàìûì îêàçûâàþòñÿ ñ�îðìóëè-ðîâàííûìè îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå óñëîâèÿ. Èõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàâåíñòâî íóëþíà ñâîáîäíîì êîíòóðå íîðìàëüíîãî è ñäâèãîâîãî ìåìáðàííûõ óñèëèé.Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó, çàïèøåì óñëîâèÿ íà çàùåìëåííîì êðàå:
w = w′ = MF = Q̃F = 0 (6)è íà ñâîáîäíîì êðàå:
F = F ′ = Mw = Q̃w = 0 (7)ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ê êîíòóðó íà ñðåäèííîé ïîâåðõ-íîñòè. Ïðè èõ âûïîëíåíèè âñå âñòðå÷àâøèåñÿ êîíòóðíûå èíòåãðàëû îáðàùàþòñÿâ íóëü, à ñóììà îñòàâøèõñÿ êðàòíûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áèëèíåéíóþ �îðìó, ñèì-ìåòðè÷íàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïîëîæèòåëüíà íà íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ (ïðèèçâåñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν).Âûïèñàííûå óñëîâèÿ íå èäåíòè÷íû óñëîâèÿì îáùåé òåîðèè îáîëî÷åê [4℄, ÷òî èïîíÿòíî, ïîñêîëüêó ïåðåõîä ê òåõíè÷åñêîé òåîðèè ïîòðåáîâàë áîëåå ðåøèòåëüíûõïðåîáðàçîâàíèé è äîïóùåíèé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ðèãîëþê Ý.È., Êàáàíîâ Â.Â. Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà, 1978. 359 ñ.



60 �ðèøèí Ñ.À.[2℄ �ðèøèí Ñ.À. Î äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé òåõíè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åêâ ñìåøàííîé �îðìå // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Åñòå-ñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. Ìåõàíèêà. 2007. � 4(54). Ñ. 84�92.[3℄ �ðèøèí Ñ.À. Î ïîñòàíîâêå çàäà÷è äëÿ òåõíè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê â ñìåøàííîé�îðìå // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿñåðèÿ. Ìåõàíèêà. 2008. � 3(62). C. 227�234.[4℄ Íîâîæèëîâ Â.Â., ×åðíûõ Ê.Ô., Ìèõàéëîâñêèé Å.È. Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ òîíêèõ îáî-ëî÷åê. Ë.: Ïîëèòåõíèêà, 1991. 656 ñ.Grishin S.A. On the �utter problem formulation for 
ylindri
al and 
oni
al 
lamped�freeshells under supersoni
 gas �ow . We studied the �utter problem for a 
ylindri
al and 
oni
al
lamped-free shell under in�uen
e of the supersoni
 gas �ow eje
ted from it. The shell wasassumed to be elasti
 isotropi
 and homogeneous, modelled with the equations of the te
hni
altheory of shells in the mixed form. For su
h a model we have to �nd two s
alar fun
tions on theshell middle surfa
e: the normal de�exion and the membrane-stress potential. The boundary
onditions therefore also must be formulated in terms of these fun
tions and their derivatives.It is extremely important for the �utter problem formulation that the me
hani
al systemwould be 
onservative when no �ow intera
ts with it.



ÝÂÎËÞÖÈß ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ ÑÌÅÑÈ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËßÅëàåâà Ì.Ñ.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ðàçäåëåíèå äâóõêîìïîíåíòíîéñìåñè âåùåñòâ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì â ñëó÷àå, êîãäà ïðîâîäèìîñòü ñìåñè çàâèñèò îò êîí-öåíòðàöèè êîìïîíåíò. Áåçäè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå äàííîé ìîäåëè çàïèñàíî â èí-âàðèàíòàõ �èìàíà. Äëÿ çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâ ðåøåíà çàäà÷àî ðàñïàäå íà÷àëüíîãî ðàçðûâà. Èçó÷åíî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ óäàðíûõ âîëí, à òàêæåóäàðíîé âîëíû è âîëíû ðàçðåæåíèÿ. Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîé ñòàäèè ïðîöåññàðàçäåëåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â íåêîòîðóþ îáëàñòü ýëåêòðî�îðåòè÷åñêîé êàìåðû, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîéáåñêîíå÷íî äëèííóþ öèëèíäðè÷åñêóþ òðóáêó, çàïîíåííóþ �îíîâûì ýëåêòðîëè-òîì, ïîìåùàåì ñìåñü âåùåñòâ. ×åðåç òðóáêó âäîëü îñè öèëèíäðà ïðîïóñêàåìýëåêòðè÷åñêèé òîê. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ ñìåñè â áåçäè��óçèîííîìïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3℄)
∂ci
∂t

+
∂

∂x

(µici
σ

)
= 0, i = 1, . . . , n, σ = 1 +

n∑

i=1

αici, (1)ãäå ci = ci(x, t) � êîíöåíòðàöèÿ i-îé êîìïîíåíòû, µi � ýëåêòðî�îðåòè÷åñêàÿ ïî-äâèæíîñòü i-îé êîìïîíåíòû, σ � ïðîâîäèìîñòü ñìåñè.Ïðåîáðàçóåì óêàçàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), ââåäÿ ¾ý��åêòèâíûå¿ êîí-öåíòðàöèè ui = αici,
∂ui
∂t

+
∂

∂x

(
µiui
1 + s

)
= 0, i = 1, . . . , n, s =

n∑

i=1

ui > −1. (2)Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû αi ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöà-òåëüíûìè: ui 6 0 ïðè αi < 0 èëè ui > 0 ïðè αi > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâîäèìîñòüäîáàâëåíîãî â ðàñòâîð âåùåñòâà ñîîòâåòñòâåííî âûøå èëè íèæå ïðîâîäèìîñòè �î-íîâîãî ýëåêòðîëèòà.Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) äîïîëíèì óñëîâèÿìè �ýíêèíà-�þãîíèî íà ëèíèÿõ ðàç-ðûâà x = x(t) (ñì., íàïðèìåð, [4℄)
D [ui] =

[
µiui
1 + s

]
, i = 1, . . . , n, D =

dx(t)

dt
, [f ] = f+ − f−, (3)ãäå D � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëèíèè ðàçðûâà, à f+ = f(x(t)+0, t), f− = f(x(t)−0, t).



62 Åëàåâà Ì.Ñ.Êðîìå òîãî, íà ëèíèÿõ ðàçðûâà x = x(t) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ óñòîé-÷èâîñòè Ëàêñà, êîòîðûå äëÿ ëèíèè ðàçðûâà k-îãî òèïà èìåþò âèä (ñì., íàïðèìåð,[5℄)
λ−k ≥ Dk ≥ λ+

k , k = 1, . . . , n,
λ−k−1 ≤ Dk ≤ λ+

k+1, k = 1, . . . , n.
(4)Çäåñü λ−k = λk(u(x(t) − 0, t)), λ+

k = λk(u(x(t) + 0, t)), λk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìàòðèöû Aij = ∂j(µiui/(1 + s)), ãäå ∂j = ∂/∂j .Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âîçüìåì â ñëåäóþùåì âèäå
ui|t=0 =





0, x < x0

u0
i , x0 < x < x1,

0, x > x1

i = 1, . . . , n. (5)Ïîñòðîèì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (2)�(5) äëÿ îïðåäåëåííîãî íà-÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâ è èññëåäóåì âçàèìîäåéñòâèå âîëí ðàçðåæåíèÿ èóäàðíûõ âîëí â ïðîöåññå ýâîëþöèè.2. Ïåðåõîä ê èíâàðèàíòàì �èìàíà. Èñïîëüçóÿ ïðèåìû, ïðåäëàãàåìûå â[2℄, çàïèøåì ñèñòåìó (2)�(5) â èíâàðèàíòàõ �èìàíà Ri, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñìåñü ñîñòîèòèç äâóõ âåùåñòâ
∂R1

∂t
+
R2

1R2

µ1µ2

∂R1

∂x
= 0,

∂R2

∂t
+
R1R

2
2

µ1µ2

∂R2

∂x
= 0; (6)

D

[
µ2

R1R2
(µ1 −R1)(µ1 − R2)

]
= [(µ1 −R1)(µ1 − R2)],

D

[
µ1

R1R2
(µ2 −R1)(µ2 − R2)

]
= [(µ2 −R1)(µ2 − R2)];

(R−
1 )2R−

2

µ1µ2
≥ D1 ≥

(R+
1 )2R+

2

µ1µ2
, D1 ≤

R+
1 (R+

2 )2

µ1µ2
,

R−
1 (R−

2 )2

µ1µ2
≥ D2 ≥

R+
1 (R+

2 )2

µ1µ2
,

(R−
1 )2R−

2

µ1µ2
≤ D2;

R1|t=0 =





µ1, x < x0

R−
1 , x0 < x < x1

µ1, x > x1

, R2|t=0 =





µ2, x < x0

R−
2 , x0 < x < x1

µ2, x > x1Çàâèñèìîñòü u = u(R) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
u1 =

µ2(R1 − µ1)(R2 − µ1)

R1R2(µ1 − µ2)
, u2 =

µ1(R1 − µ2)(R2 − µ2)

R1R2(µ2 − µ1)
.Èíâàðèàíòû �èìàíà R = R(u) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

(1 + u1 + u2)R
2 − (µ1 + µ2 + µ1u2 + µ2u1)R + µ1µ2 = 0.
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F (u1, u2) = (µ1 + µ2 + µ1u2 + µ2u1)

2 − 4(1 + u1 + u2)µ1µ2.Â îáëàñòè F (u1, u2) > 0, 1 + s > 0 èíâàðèàíòû �èìàíà âåùåñòâåííûå è ñèñòå-ìà (2) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, à â îáëàñòè F (u1, u2) < 0 èíâàðèàíòû �èìàíàêîìïëåêñíûå è òèï ñèñòåìû (2) � ýëëèïòè÷åñêèé (ñì. ðèñ. 1). Â äàííîé ðàáîòåðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ èíâàðèàíòîâ �èìàíà.
−1

−1

u1

u2

A

B

1
+

s
=

0

C

F (u1, u2) = 0
A

(
0,

µ2 − µ1

µ1

)

B

(
µ1 − µ2

µ2

, 0

)

C

(
−µ2

µ2 − µ1

,
µ1

µ2 − µ1

)

�èñ. 1. Îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè è ãèïåðáîëè÷íîñòè.3. Ýâîëþöèÿ ðàçäåëåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè.Ïóñòü u0
1 6 0, u0

2 > 0. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ êîíöåíòðàöèé èèíâàðèàíòîâ �èìàíà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2a. Â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèè íà÷àëüíûõðàçðûâîâ â òî÷êàõ x1 è x2 âîçíèêàåò ðàñïðåäåëåíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 2b.Óäàðíûå âîëíû (xs) äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè D1, D2 ïî ñëåäóþùèì çàêîíàì
x1
s = x2 +D1t, D1 =

R−
1 R

−
2

µ2
; x2

s = x1 +D2t, D2 =
R−

1 R
−
2

µ1
.Ïîìèìî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ðåøåíèé, ñèñòåìà (6) äîïóñêàåò àâòîìîäåëüíûåðåøåíèÿ (âîëíû ðàçðåæåíèÿ) ñëåäóþùåãî âèäà

Ri(z) =
√
µiz, z =

(x− xi)

t
, i = 1, 2.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëåâîãî (xl) è ïðàâîãî (xr) �ðîíòîâ âîëí ðàçðåæåíèÿ èìå-þò âèä

x1
l = x1 + µ1t, x1

r = x1 +
(R−

1 )2

µ1
t, x2

l = x2 +
(R−

2 )2

µ2
t, x2

r = x2 + µ2t.Â òî÷êå (T1, X1), ãäå
T1 =

µ1µ2(x2 − x1)

R−
1 R

−
2 (µ2 − µ1)

, X1 = x1 +
R−

1 R
−
2

µ1
T1,
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Ri

µ2

xx2x1

µ1

R−
2

R−
1

Ri
µ2

xx2
lx1

r

µ1

R−
2

R−
1

x1
l x2

s x1
s x2

r

b)

a)

Ri
µ2

xx2
lx1

r

µ1

R−
2

R−
1

x1
l x2

sx1
s x2

r

c)

Ri
µ2

xx2
l

µ1

R−
2

x1
l x2

sx1
s x2

r

d)

Ri
µ2

x

µ1

x1
l x2

sx1
s x2

r

e)

D2 D1

D2D1

D2D1

D1 D2

x2x1

u2

u0
2

x

u1

u0
1

x

u2

u0
2

x

u1

u0
1

x x2x1

u2

x

u1

x1
r1x1

l1x1
s

x2
s x2

l x2
r

µ2−R
−

2

R
−

2

µ1−R
−

1

R
−

1

µ2−R
−

2

R
−

2

µ1−R
−

1

R
−

1

x2
s x1

s x2
l x2

r

x1
l x1

r x2
s x1

s

u2

xx2
s x2

l x2
r

u1

x1
l1x1

s

x

R2

R1

R2

R1

R1

R2

R2

R1

x

u2

xx2
s x2

r

u1

x1
l1x1

s

x�èñ. 2. �àçäåëåíèå äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè.óäàðíàÿ âîëíà x = x2
s äîãîíèò óäàðíóþ âîëíó x = x1

s. �åçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿäâóõ óäàðíûõ âîëí ïîêàçàí íà ðèñ. 2
. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óäàðíûõ âîëí èìåþòâèä
xis = Xi +Di(t− Ti), Di = R−

i i = 1, 2.Îòìåòèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = T1 ïðîèçîøëî ðàçäåëåíèå ñìåñè(ñì. ðèñ. 2ñ). Äàëåå, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî µ2 − R−
2 ≤ R−

1 − µ1, òî â òî÷êå
(T2, X2) ïðàâûé �ðîíò âîëíû ðàçðåæåíèÿ x = x1

r äîãîíèò óäàðíóþ âîëíó x = x1
s(ñì. ðèñ. 2d), à çàòåì â òî÷êå (T3, X3) óäàðíàÿ âîëíà x = x2

s äîãîíèò ëåâûé �îíò
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l (ñì. ðèñ. 2e). Çäåñü

T2 =
µ1µ2(x2 − x1)(R

−
2 − µ1)

R−
1 R

−
2 (µ2 − µ1)(R

−
1 − µ1)

, X2 = x1 +
(R−

1 )2

µ1
T2,

T3 =
µ1µ2(x2 − x1)(µ2 − R−

1 )

R−
1 R

−
2 (µ2 − µ1)(µ2 −R−

2 )
, X3 = x2 +

(R−
2 )2

µ2
T3.Íèæå ïðèâåäåíû ñêîðîñòè è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû. Äëÿ ðèñ. 2d �

k = 1. Äëÿ ðèñ. 2e � k = 2.
Dk = µk +

1√
t

(√
µk(Xk+1 − xk) − µk

√
Tk+1

)
,

xks = xk +
(√

µkt+
√
Xk+1 − xk −

√
µkTk+1

)2

.Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé è èíâàðèàíòîâ �èìàíà ÿâëÿåòñÿ �è-íàëüíîé ñòàäèåé ïðîöåññà ðàçäåëåíèÿ è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõâîçìîæíî ðàçäåëåíèå ñìåñè íà îòäåëüíûå êîìïîíåíòû ïðè ïîìîùè ýëåêòðè÷åñêî-ãî ïîëÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 07-01-00389, �ÔÔÈ 07-01-92213-ÍÖÍÈË.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Æóêîâ Ì.Þ., Þäîâè÷ Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçîòàõî�îðåçà. //ÄîêëàäûÀÍÍ ÑÑÑ�. 1982.Ò.267, �2. Ñ.334-338.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ. Íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü èçîòàõî�îðåçà. //ÆÂÌ è ÌÔ, 1984. Ò.24,�4. Ñ.549-565.[3℄ Æóêîâ Ì.Þ. Ìàññîïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçäàòåëüñòâî�îñòîâñêîãî Óíèâåðñèòåòà, 2005. 215 ñ.[4℄ �îæäåñòâåíñêèé Á.Ë., ßíåíêî Í.Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàó-êà, 1978. 668 ñ.[5℄ Lax P.D. Hyperboli
 systems of 
onservation law II. // Comm. Pure Appl. Math. 1957.� 10. P. 537-566.Elaeva M.S. Evolution of mixture 
omponent under a
tion of an ele
tri
 �eld .Separation of two-
omponent mixture under a
tion of an ele
tri
 �eld is investigated. Weassume that 
ondu
tivity is depended on 
on
entration 
omponents of mixture. Di�usionlessapproximation of the model is transformed to Riemann invariants is analyzed by the methodof 
hara
teristi
s. We 
onsider intera
tion between two sho
k waves and between sho
k waveand rarefa
tion wave. Solutions for ea
h stage of separation pro
ess is obtained.



ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÅ ÒÅ�ÌÎÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅÄÂÓÕÑËÎÉÍÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�ÀÆîðíèê À.È. ∗, Ïðîêîïåíêî Þ.À. ∗
∗ Òàãàíðîãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò�àññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ äâóõñëîéíîãî îòíîñè-òåëüíî äëèííîãî öèëèíäðà. Ïîêàçàíî, ÷òî â öèëèíäðå âîçíèêàþò íàïðÿæåíèÿ äâóõ âè-äîâ. Ïåðâûå îïðåäåëÿþòñÿ ãðàäèåíòàìè òåìïåðàòóð â êàæäîì èç öèëèíäðîâ, à âòîðûå �ðàçëè÷èåì �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëîâ öèëèíäðîâ è îñîáåííî êîý�-�èöèåíòîâ òåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. �åøåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé ïîëó÷åíû â äâóõ âèäàõóäîáíûõ äëÿ ðàñ÷¼òà ïðè áîëüøèõ èëè ìàëûõ âðåìåíàõ.Àíòèêîððîçèéíûå ïîêðûòèÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðîìûø-ëåííîñòè, â ÷àñòíîñòè öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ âíóòðåííåé îáðàáîòêîé.Ïðèìåðîì ìîãóò ïîñëóæèòü ìåòàëëè÷åñêèå òðóáû ñ âíóòðåííåé îáîëî÷êîé èçíåîðãàíè÷åñêîãî ñòåêëà. Ïîëó÷åíèå òàêèõ òðóá çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì [1℄: ðàñ-ïëàâ ñòåêëà ïîäàþò ïî æåëîáó â ïðåäâàðèòåëüíî ðàçîãðåòóþ, âðàùàþùóþñÿ âî-êðóã ñîáñòâåííîé îñè, ìåòàëëè÷åñêóþ òðóáó; ñòåêëîìàññà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-ëÿåòñÿ ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû ïîä äåéñòâèåì öåíòðîáåæíûõ ñèë. Ïðèýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëè òðóáû èç ñòàëè ìàðêà Ñò. 10 è ñòåêëà ñîñòàâà �1.Ñòåêëî íàíîñèëîñü ïðè òåìïåðàòóðå Tn > Tg, ãäå Tg � òåìïåðàòóðà ñòåêëîâàíèÿíåîðãàíè÷åñêîãî ñòåêëà. Ïðè îõëàæäåíèè èçäåëèÿ â íåì âîçíèêàþò òåìïåðàòóð-íûå íàïðÿæåíèÿ.Ïðè ðàñ÷åòå íàïðÿæåíèé ïðåäïîëàãàëî
ü, ÷òî âûøå Tg ñòåêëî îáëàäàåò íóëå-âîé âÿçêîñòüþ, à íèæå Tg � áåñêîíå÷íî áîëüøîé, ò. å. ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî óïðóãèìèçîòðîïíûì òåëîì. Êðîìå òîãî ââîäèòñÿ êîý�èöèåíò χ íà êîíòàêòå, åñëè χ = 0 �ñîñòàâíûå òðóáû, χ = 1 � ñïàé.Ïðè ðàñ÷åòå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîñòîÿííûå îáîèõ öèëèíäðîâ íå çàâèñÿò îòòåìïåðàòóðû.Â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè òàêèõ òðóá ïðîèñõîäÿò ðåçêèå òåðìè÷åñêèå óäàðû,êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ âíóòðåííåé ñòåêëÿííîé òðóáû. Â ñâÿçè ñýòèì òåðìîñòîéêîñòü ñòåêëÿííîé òðóáû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ �àêòîðîâ,îò êîòîðîãî çàâèñèò íàä¼æíàÿ ðàáîòà îñòåêëîâàííûõ òðóá. Â [2℄ áûëî îïðîáîâàíîòðè ìåòîäà èñïûòàíèÿ îñòåêëîâàííûõ òðóá íà òåðìîñòîéêîñòü: âíóòðåííåå, âíåø-íåå è äâóõñòîðîííåå îõëàæäåíèå. Çà âåëè÷èíó òåðìîñòîéêîñòè èçäåëèÿ ïðèíèìàëèìàêñèìàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ïåðåïàä (T0−θ), êîòîðûé âûäåðæèâàëà ñòåêëÿííàÿòðóáà áåç ðàçðóøåíèÿ. Çäåñü T0 � òåìïåðàòóðà, äî êîòîðîé ìåäëåííî ïðîãðåâàëèîáðàçåö, à θ � òåìïåðàòóðà îõëàæäàþùåé ñðåäû, â êîòîðóþ ïðîèñõîäèò ðåçêîåïîãðóæåíèå ñòåêëîìåòàëëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Äëÿ áîëüøåãî ñîîòâåòñòâèÿ òåîðå-òè÷åñêîé ìîäåëè, âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà òîðöû èçäåëèÿ òåïëîèçîëèðîâàëèñü.Â ðàáîòå [3℄ òåïëîïðîâîäíîñòü âíåøíåãî öèëèíäðà ïîëàãàëàñü áåñêîíå÷íî áîëü-øîé, ÷òî óïðîñòèëî ðåøåíèå çàäà÷è. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî äîïóùåíèåîçíà÷àåò îòñóòñòâèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû âî âíåøíåì öèëèíäðå, ò. å. òåìïåðà-òóðà íà âíåøíåé ãðàíèöå èçäåëèÿ ìãíîâåííî îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé òåìïåðàòóðå íà



Íåñòàöèîíàðíîå òåðìîíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äâóõñëîéíîãî öèëèíäðà 67êîíòàêòå. Îáîçíà÷èâ T1(r, t) òåìïåðàòóðíîå ïîëå âíóòðåííåãî öèëèíäðà, ïîëó÷èìñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:
∂T1(r, t)

∂t
= a1

(
∂2T1 (r, t)

∂r2
+

1

r

∂T1 (r, t)

∂r

)
r0 < r < rc, t > 0 (1)ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

T1(r, t) = T0, r0 < r < rc, t = 0. (2)Â ðåàëüíîñòè ìåòàëëè÷åñêàÿ òðóáà îáëàäàåò êîíå÷íîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ, ÷òîó÷èòûâàåòñÿ â äàííîé ðàáîòå. Íåëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âî âíåøíåìòîíêîñòåííîì öèëèíäðå ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ëèíåéíûì áëàãîäàðÿ ââåäåíèþâ ãðàíè÷íîå óñëîâèå êîý��èöèåíòà, ó÷èòûâàþùåãî òåïëî¼ìêèå ω∗ = ρ2c2
ρ1c1

1+α2d/2λT2

1+α2d/λT2è òåïëîïðîâîäíûå h2 = α2

2λT1

1
1+α2d/λT2

ñâîéñòâà âíåøíåé òðóáû.
∂T1(r, t)

∂r
= h1 [T1(r, t) − θ1] , r = r0, t > 0,

∂T1(r, t)

∂r
= −ω∗d(1 + 1/2k)

a1

∂T1(r, t)

∂t
− h3 [T1(r, t) − θ2] , r = rc, t > 0. (3)Çäåñü h1 = α1

λT1

� îòíîñèòåëüíûé êîý��èöèåíò òåïëîîáìåíà íà âíóòðåííåé ïî-âåðõíîñòè âíóòðåííåé òðóáû; h3 = h2(1 + k) � îòíîñèòåëüíûé êîý��èöèåíò òåï-ëîîáìåíà íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè âíåøíåé òðóáû ñ ó÷¼òîì å¼ òåïëîïðîâîäíûõñâîéñòâ; d � òîëùèíà ïîêðûòèÿ; λT1
, λT2

� êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè; ρ1,
ρ2 � ïëîòíîñòè; c1, c2 � óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè âíóòðåííåãî è âíåøíåãî öèëèíäðàñîîòâåòñòâåííî; a1 = λT1/ρ1c1 � òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü âíóòðåííåãî öèëèíäðà;
k = d

rc
; ρ = r

rc
� îòíîñèòåëüíûé ðàäèóñ.Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê òåìïåðàòóðíîìó ïîëþâíóòðåííåãî öèëèíäðà è ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3) T̄ (r, s) =

∞∫
0

T1(r, t)e
−stdt ñó÷¼òîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (2), ðåøåíèå â èçîáðàæåíèè ïîëó÷èì â âèäå

T 1(r, s) − T0

T0 − θ
=

(h1a+ h3b)I0

(√
s
a1r

)
+ (h1c+ h3d)K0

(√
s
a1r

)

s {[qI1(qr0) − h1I0(qr0)] [qK1(qrc) − (Cs+ h3)K0(qrc)]
−

−c [qK1(qr0) + h1K0(qr0)]}
(4)

c = qI1(qr0) + (Cs+ h3)I0(qrc);C = ω∗(1 + 0.5k) d
a1

; q =
√

s
a1
.Òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ â äîñòàòî÷íî äëèííîì äâóõñëîéíîì öèëèíäðå âäà-ëè îò òîðöîâ â ñëó÷àå îáîáù¼ííîãî ïëîñêîäå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (òîðöûñâîáîäíû îò íàãðóçîê) ïîëó÷åíû â [4℄. �àññìîòðèì îñåâîå íàïðÿæåíèå âî âíóòðåí-íåì öèëèíäðå, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îïàñíûì:

σ(1)
zz (r, t) =

αT1
E1

1 − ν1


 2

r2
c − r2

0

rc∫

r0

T1(ρ, t)ρdρ− T1(r, t)


+

β + 2γ

ηβ − 2γ2
δµχ, (5)
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δ = αT1

2

R2−r2
c

R∫

rc

[T2(ρ, t) − Tg]ρdρ− αT1

2

r2
c − r2

0

rc∫

r0

[T1(ρ, t) − Tg]ρdρ

γ = µ ν1
E1

− ν2
E2

;µ = r2c−R2

r2c−r20
; β = µ

(
1 +

r2
0

r2c

)
1
E1

+
(
1 − R2

r2c

)(
ν2
E2

− ν1
E1

)
−
(
1 + R2

r2c

)
1
E2

; R =

rc+d; αT1
, αT2

� êîý��èöèåíòû òåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ; E1, E2 � ìîäóëè Þíãà;
ν1, ν2 � êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà ìàòåðèàëîâ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî öèëèíäðîâñîîòâåòñòâåííî.Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê âûðàæåíèþ (5) ñ ó÷¼òîì(4), ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó äëÿ îñåâîãî òåìïåðàòóðíîãî íàïðÿæåíèÿ
σ̄

(1)
zz (r, s).Ïðèìåíÿÿ òåîðèþ âû÷åòîâ ïåðåõîäèì îò èçîáðàæåíèÿ ê îðèãèíàëó:
σ∗
zz =

{
σ

(1)
zz (r, t) + χ (β + 2γ)µ (αT2

− αT1
) Tg−θ
ηβ−2γ2

}
(1 − ν1)

αT1
E1 (T0 − θ)

= πBi2

∞∑

n=1

e−y
2
nFoA′

nBn(6)ãäå
A′
n =

cn

[
cn

Bi1
Bi2

+ an (1 + k)
]

(Bi21 +m2y2
n) c

2
n −

{[
Bi2 (1 + k) − ω∗k

(
1 + k

2

)
y2
n

]2
+ y2

n

[
1 + 2ω∗k

(
1 + k

2

)]}
a2
n

,

Bn = bn

[
2

(1 −m2) y2
n

en − J0 (ρyn)

]
− an

[
2

(1 −m2) y2
n

fn − Y0 (ρyn)

]
− 1 − ν1

E1

×

× β + 2γ

ηβ − 2γ2
µχ

[
bn

{
2

(1 −m2) y2
n

en − αJ0 (yn)

}
− an

{
2

(1 −m2) y2
n

fn − αY0 (yn)

}]
,

α =
αT1

αT2

; en = ynJ1 (yn) −mynJ1 (myn); fn = ynY1 (yn) −mynY1 (myn);
an = mynJ1 (myn) +Bi1J0 (myn); bn = mynY1 (myn) +Bi1Y0 (myn);
cn = ynJ1 (yn) −

[
Bi2 (1 + k) − ω∗k

(
1 + 1

2
k
)
y2
n

]
J0 (yn);

dn = ynY1 (yn) −
[
Bi2 (1 + k) − ω∗k

(
1 + 1

2
k
)
y2
n

]
Y0 (yn);

Bi1 = h1r0;C =
ω∗

a1
d

(
1 +

1

2
k

)
;Bi2 = h2rc;

J0(y), J1(y), Y0(y), Y1(y) � �óíêöèè Áåññåëÿ îò äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà íóëåâî-ãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.×åðåç yn (n = 1, 2, 3,...) îáîçíà÷åíû ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿíåîòðèöàòåëüíûå êîðíè, êîòîðûå âñåãäà áóäóò ïðîñòûìè, óðàâíåíèÿ
andn − bncn = 0. (7)Ýòî ðåøåíèå óäîáíî äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ.Ïîëó÷èì ðåøåíèå áîëåå óäîáíîå äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðè ìàëûõ âðåìå-íàõ. Â èçîáðàæåíèè ïî Ëàïëàñó σ(1)

zz (r, s) =
∞∫
0

σ
(1)
zz (r, t)e−stdt â ïîêàçàòåëå ýêñïî-íåíòû ñòîèò ïðîèçâåäåíèå st, è ïîýòîìó ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ t ïàðàìåòð s � âåëèê.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçëîæåíèÿõ ìîäè�èöèðîâàííûõ �óíêöèé Áåññåëÿ Iv(z) èKv(z)ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì ÷ëåíîì ðÿäà. Ïåðåõîäÿ â ýòîì ñëó÷àå îò èçîáðàæåíèÿê îðèãèíàëó, ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ ìàëûõ âðåì¼í:
σ∗
zz = −B5

2m

1 −m2

2√
π

√
Fo+B5

2m2

Bi1(1 −m2)

[
1 − e(

Bi1
m

√
Fo)

2

Φ∗
(
Bi1
m

√
Fo

)]
−

−2Bi2 (1 + k)
z1rc/z2rc

(z1rc)
2 + (z2rc)

2

{
B5

2

1 −m2
z2rc

2√
π

√
Fo−

[
B5

2

1 −m2

2z1rcz2rc

(z1rc)
2 + (z2rc)

2−

−B4αT2
(1 − ν1)

αT1
E1

z2rc

](
1 − u

(
z2rc

√
Fo, z1rc

√
Fo
))

− z2rc

√
1

ρ
e
−
(

1−ρ

2
√

F o

)2

×

×
(
e

(
1−ρ

2
√

F o

)2

Φ∗
(

1 − ρ

2
√
Fo

)
− u

(
z2rc

√
Fo,

1 − ρ

2
√
Fo

+ z1rc
√
Fo

))
+

+

[
B5

2

1 −m2

(z1rc)
2 − (z2rc)

2

(z1rc)
2 + (z2rc)

2 − B4αT2
(1 − ν1)

αT1
E1

z1rc

]
v
(
z2rc

√
Fo, z1rc

√
Fo
)

+
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+ z1rc

√
1

ρ
e
−
(

1−ρ

2
√

F o

)2

v

(
z2rc

√
Fo,

1 − ρ

2
√
Fo

+ z1rc
√
Fo

)}
+

√
m

ρ
e
−
(

ρ−m

2
√

F o

)2

×

×v
(
z2rc

√
Fo, z1rc

√
Fo
)

+ z1rc

√
1

ρ
e
−
(

1−ρ

2
√

F o

)2

v

(
z2rc

√
Fo,

1 − ρ

2
√
Fo

+ z1rc
√
Fo

)}
+

+

√
m

ρ
e
−
(

ρ−m

2
√

F o

)2
[
e

(
1−m

2
√

F o

)2

Φ∗
(

1 −m

2
√
Fo

)
− e

(
1−m

2
√

F o
+Bi1

√
Fo
)2

Φ∗
(

1 −m

2
√
Fo

+Bi1
√
Fo

)]
+

+
B4 (αT2

− αT1
) (1 − ν1)

αT1
E1

(8)ãäå B4 = β+2γ
ηβ−2γ2µχ; u(x, u), v(x, y) � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè äîïîëíèòåëü-íîé �óíêöèè îøèáîê �àóññà îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà; Φ∗(x) � äîïîëíèòåëüíàÿ�óíêöèÿ îøèáîê �àóññà.Íà ðèñ. 1 â ñëó÷àå äâóñòîðîííåãî îõëàæäåíèÿ ïðèâåäåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòèîñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σ∗

zz îò âðåìåíè Fo, âîçíèêàþùåãî íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòèâíóòðåííåãî öèëèíäðà äëÿ α1 = α2 = 25000 Âò/ì2· K, m = 0.96, ðàññ÷èòàííûõ ïî�îðìóëå (6) (áîëüøèå âðåìåíà), a � 1 ÷ëåí ðÿäà, b � 2 ÷ëåíà ðÿäà, 
 � 100 ÷ëå-íîâ ðÿäà è ïî �îðìóëå (8) (ìàëûå âðåìåíà) êðèâàÿ d. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðèñðåäíèõ âðåìåíàõ êðèâûå, ðàññ÷èòàííûå ïî (6) è (8) ñîâïàäàþò. Íà ðèñ. 2, äëÿýòîãî æå ñëó÷àÿ îõëàæäåíèÿ, ïðèâåä¼í ãðà�èê çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ,â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ öèëèíäðà. Êðèâûå, äåìîíñòðèðóþò ðàçâèòèå îñåâûõ íàïðÿ-æåíèé â ñòåêëÿííîì öèëèíäðå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äëÿ ñëó÷àåâ ïîëíîãî ñöåïëåíèÿ(χ = 1) è åãî îòñóòñòâèÿ (χ = 0). ρ = 1, ρ = 0.98, ρ = 0.96 � ýòî òî÷êè êîíòàêòàöèëèíäðîâ, ñåðåäèíû è âíóòðåííåé ñòåíêè ñòåêëÿííîãî öèëèíäðà ñîîòâåòñòâåííî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Øàïèðî È.Å., Ôðîëîâà Å.�., Ìàíåâè÷ Â.Å., Êóëÿìèíà Ë.Ë., �îí÷àðåâñêèé Ì.Ñ.,Åð¼ìåíêî Í.�. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòåêëÿííîãî ïîêðûòèÿ íà âíóòðåííåé ïîâåðõíî-ñòè ñòàëüíûõ òðóá. // Ñòåêëî. 1966. �2. Ñ. 42-53.[2℄ Êóëÿìèíà Ë.Ë., Æîðíèê À.È. Òåðìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü âíóòðåííåãî ñòåêëÿííîãîïîêðûòèÿ íà ñòàëüíûõ òðóáàõ // Ñòåêëî. 1968. �3. Ñ. 15-21.[3℄ Áàðòåíåâ �.Ì., Æîðíèê À.È. Òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ â ñòåêëÿííîì ïîêðûòèèíà ìåòàëëè÷åñêèõ òðóáàõ // Ôèçèêà è õèìèÿ îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ. 1972. �3. Ñ.100-108.[4℄ Æîðíèê À.È. Òåðìîóïðóãèå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â òâåðäûõ òåëàõ ñ òðåùèíî-ïîäîáíûìè äå�åêòàìè. Òàãàíðîã: Ò�ÏÈ. 2002. 259 ñ.Zhornik A. I., Prokopenko Yu. A. Nonstationary thermoelasti
 state of two-layered
ylinder. Nonstationary problem of thermoelasti
ity for a two-layered relatively long 
ylinderis 
onsidered. It is shown that stresses of two types arise. The �rst ones are 
aused bytemperature gradients in ea
h of the 
ylinders, the se
ond � by physi
al and mathemati
aldi�eren
e of the material 
onstants of the 
ylinders, thermal extension 
oe�
ients espe
ially.Solutions for stresses are obtained in two forms suitable for large and short time periods.



ÎÖÅÍÊÀ ÂËÈßÍÈß ÝÍÅ��ÈÈ �ÀÇ�ÓØÅÍÈß ÍÀ �ÀÇÂÈÒÈÅÊÎËÜÖÅÂÎÉ Ò�ÅÙÈÍÛ Â ÖÈËÈÍÄ�Å Ï�È Å�ÎÎÕËÀÆÄÅÍÈÈÆîðíèê Â.À.∗, Ñàâî÷êà Ï.À. ∗∗
∗ Òàãàíðîãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò

∗∗ Òàãàíðîãñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò Þæíîãî ÔåäåðàëüíîãîóíèâåðñèòåòàÏðîâîäèòñÿ îöåíêà âëèÿíèÿ ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ íà ðàçâèòèå ïîâåðõíîñòíîé ñîîñíîéêîëüöåâîé òðåùèíû â öèëèíäðå ïðè åãî îõëàæäåíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿíèå ýíåðãèèðàçðóøåíèÿ íà òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå îõëàæäåíèåì öèëèíäðà ñðåäîé,íè÷òîæíî ìàëî. Îäíàêî äåéñòâèåì èñòî÷íèêîâ òåïëîòû, âûçâàííûõ äðóãèìè ïðè÷èíàìè,ïðåíåáðåãàòü â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòà-òàìè, ïîëó÷åííûìè â äàííîé ðàáîòå.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿñïëîøíîãî öèëèíäðà ðàäèóñà rc, äëèíû ℓ ñî ñâîáîäíûìè òîðöàìè è ñî ñâîáîäíîéîò íàãðóçêè ñîîñíîé ïîïåðå÷íîé ïîâåðõíîñòíîé êîëüöåâîé òðåùèíîé ðàäèóñà rb,ðàñïîëîæåííîé â ñåðåäèíå ïî äëèíå öèëèíäðà. Öèëèíäð ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîéòåìïåðàòóðû T0 èìååò íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè òîíêóþ îáîëî÷êó òîëùè-íû d, ñâîáîäíóþ îò âíåøíèõ íàãðóçîê, îõëàæäàåìóþ ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ïóòåìòåïëîîáìåíà ñî ñðåäîé íóëåâîé òåìïåðàòóðû, à â ïëîñêîñòè òðåùèíû â ïðåäåëàõ
ra < r < rb < rc, z = ℓ/2 â ìîìåíò âðåìåíè Fo′ > 0 âîçíèêàåò ìãíîâåííûé èñòî÷-íèê òåïëîòû q � êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëÿåìîå ìãíîâåííî åäèíèöåé ïëîùàäè

q (r, z, t) = q [χ (r − ra) − χ (r − rb)] δ

(
z − ℓ

2

)
δ (Fo− Fo′) , (1)ãäå δ(x) � δ � �óíêöèÿ; χ(r) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.Â ýòîì ñëó÷àå òåïëîâûå ïîòîêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òðåùèíû è îíà íåîêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â öèëèíäðå.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðíîå ïîëå âíóòðè òîíêîñòåííîé îáîëî÷êè ëèíåé-íàÿ �óíêöèÿ ðàäèóñà, ïîýòîìó ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòèñïëîøíîãî öèëèíäðà ïðèíèìàåò ïðèáëèæåííûé âèä [1℄:

∂T (r, z, t)

∂r
= − αS

1 + αSd
λS

1

λ
T (r, z, t), r = rc, z > 0, t > 0, (2)ãäå αS � êîý��èöèåíò òåïëîîáìåíà ìåæäó ñðåäîé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòüþ îáî-ëî÷êè; λS, λ � òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëîâ îáîëî÷êè è öèëèíäðà ñîîòâåòñòâåííî.�åøåíèå äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

T (r, z, t)

T0
=

∞∑

n=1

∞∑

k=1

Anke
−
(
y2n+x2

k

r2
c

ℓ2

)
Fo
J0

(
yn
r

rc

)(
xk
Bi0

cosxk
z

ℓ
+ sin xk

z

ℓ

)
, (3)
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{(
xk

Bi0
sin xk − cosxk + 1

)
− qχ(Fo−Fo′)

ℓT0ρV cV

xk

J1(yn)
e

(
y2n+x2

k

r2
c

ℓ2

)
Fo′×

×
(
xk
Bi0

cos
xk
2

+ sin
xk
2

)[
rb
rc
J1

(
yn
rb
rc

)
− ra
rc
J1

(
yn
ra
rc

)]}
×

×
{(
y2
n +Bi2

)
ynJ1 (yn)

[(
1 +

x2
k

Bi20

)
−
(

1 − x2
k

Bi20

)
sin 2xk

2xk
+

2

Bi0
sin2 xk

]
xk

}−1

,ãäå xk � êîðíè óðàâíåíèÿ
ctg x =

x2 −Bi20
2xBi0

; (4)yn � êîðíè óðàâíåíèÿ
yJ1(y) = BiJ0(y); (5)

J0,1(r) � �óíêöèè Áåññåëÿ îò äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãîè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî; ρV � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü; 
V � óäåëüíàÿ òåïëî-åìêîñòü; Fo � êðèòåðèé Ôóðüå; Bi = α
λ
rc � êðèòåðèé Áèî; α = αs

1+ αsd
λs

; Bi0 = α0

λ
ℓ �êðèòåðèé Áèî; α0 � êîý��èöèåíò òåïëîîáìåíà ìåæäó ñðåäîé è òîðöàìè öèëèíäðà.Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíîäëèííûé öèëèíäð è îáîëî÷êà èìåþò ñêîëüçÿùóþ çàäåëêó, ò.å. ïîâåðõíîñòè öè-ëèíäðà è îáîëî÷êè ñâîáîäíî ïðîñêàëüçûâàþò îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà â îñåâîìíàïðàâëåíèè (êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòå ðàâíû íóëþ). Ïîýòîìó öè-ëèíäð óðàâíîâåøèâàåòñÿ â îñåâîì íàïðàâëåíèè áåç âëèÿíèÿ îáîëî÷êè.�åøåíèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ðåøåíèé

σij = σTij + σPij , (6)
ui = uTi + uPi . (7)Ïåðâîå ðåøåíèå â (6), (7), ðàññìàòðèâàåìîå â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ òðåùè-íû, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì òåðìîóïðóãîñòè è óñëîâèÿì ñèììåòðèè. Â ÷àñò-íîñòè, â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû (z = ℓ/2) êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå

σTrz(r, ℓ/2, F o) è îñåâîå ïåðåìåùåíèå uTz (r, ℓ/2, F o) îêàçàëèñü ðàâíûìè íóëþ, ÷òîñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñå÷åíèÿ. Ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿ-åò âñåì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çà èñêëþ÷åíèåì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîéîò íàãðóçîê áåðåãàõ òðåùèíû, êîòîðûå îêàçàëèñü íàãðóæåííûìè íîðìàëüíîé íà-ãðóçêîé σTzz. Ýòî íàïðÿæåíèå èìååò âèä:
σ∗
zz
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=
σTzz (r, ℓ/2, t) (1 − ν)
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)
, (8)ãäå E � ìîäóëü óïðóãîñòè; ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà; αT � êîý��èöèåíò ëèíåé-íîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà öèëèíäðà.



Îöåíêà âëèÿíèÿ ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ íà ðàçâèòèå êîëüöåâîé òðåùèíû... 73×èñëåííûé ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äëÿ öèëèíäðà èç íåîðãàíè÷åñêîãî ñòåêëà (λ =0,8 Äæ/ì·ñ·Ê, ρV = 2550 êã/ì3, cV = 833 Äæ/êã·Ê, E = 69, 58 · 103 ÌÏà, ν = 0,23,
αT = 90·10−7 1/Ê) ðàäèóñà rc = 2·10−3 ì äëèíîé ℓ = 5·10−2 ì â áðîíçîâîé îáîëî÷êå(λS = 50 Äæ/ì·ñ·Ê) òîëùèíîé d = 2·10−4 ì ñ êîý��èöèåíòîì òåïëîîáìåíà αS ∼4000 Âò/ì2Ê. Òåïëîîáìåí ñ òîðöîâ áûë çíà÷èòåëüíî áîëåå èíòåíñèâíûì è ïîýòî-ìó áûë ïîëîæåí íåîãðàíè÷åííûì. �àñ÷åòû òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è òåìïåðàòóðíûõíàïðÿæåíèé ïîêàçàëè, ÷òî äàæå ïðè òàêîì èíòåíñèâíîì òåïëîîáìåíå ñ òîðöîâ íàðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà äèàìåòðà öèëèíäðà òåìïåðàòóðíîå ïîëå è íàïðÿæåíèÿ íåçàâèñÿò îò òåïëîîáìåíà ñ òîðöîâ, à îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü òåïëîîáìåíîì íà öèëèí-äðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèåâäàëè îò òîðöîâ, ò.å. òàì, ãäå ðàñïîëîæåíà òðåùèíà. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàëñÿâ ðàáîòå àâòîðîâ [2℄. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ñîîòíîøåíèþ(8) îñåâûõ íàïðÿæåíèé σ∗

zz â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû (z = ℓ/2) â çàâèñè-ìîñòè îò âðåìåíè Fo äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà ρ = r
rc
,äëÿ ñëó÷àÿ Bi = 10; Bi0 → ∞, rc

ℓ
= 0, 04, q = 0.

Âòîðîå ðåøåíèå â (6) è (7) èçîòåðìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè â ñóììå ñ ïåðâûìóäîâëåòâîðÿåò âñåì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, â òîì ÷èñëå è íà áåðåãàõ òðåùèíû. Îíîïîëó÷åíî â ðàáîòå àâòîðîâ [2℄ è ñâåëîñü ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòèíàïðÿæåíèé (ÊÈÍ) KI(α, Fo), óïðàâëÿþùåãî ðîñòîì êîëüöåâîé òðåùèíû, êîòî-ðûé â áåçðàçìåðíîé �îðìå K∗
I (α, Fo)çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

K∗
I (α, Fo) =

KI (α, Fo) (1 − ν)π√
2rcEαTT0

. (9)Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè K∗
I (α, Fo) îò âðåìåíè Fo ïðè ðàçëè÷íûõîòíîñèòåëüíûõ ðàçìåðàõ òðåùèíû α = r/rc â öèëèíäðå, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿ-æåíèÿì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 1.
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I (α, Fo), ïðèâåäåííûå íà ýòîì ðèñóí-êå, çàäàâ ïîñòîÿííóþ ìàòåðèàëà öèëèíäðà òðåùèíîñòîéêîñòü K∗

IC = 0, 17. Òîãäàêîëüöåâàÿ òðåùèíà, íàïðèìåð îòíîñèòåëüíîãî ðàçìåðà α = rb/rc = 0, 96 ïîêîèò-ñÿ äî âðåìåíè Fo′ ∼ 0,018 (òî÷êà a íà ðèñ. 2), äàëåå â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè îíàðàñòåò ñêà÷êîì (ñì. âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè â òî÷êå a) äî ðàçìåðà α = ra/rc = 0, 75(öèëèíäð ëîïíóë).Ïðè ýòîì ÷àñòü ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ âûäåëèëàñü â âèäå òåïëîòû. Óêàçàííîå âû-äåëåíèå òåïëîòû ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïëîñêèì èñòî÷íèêîì òåïëîòû â âèäå êîëüöàñ âíåøíèì ðàäèóñîì rb, ðàâíûì íà÷àëüíîìó ðàäèóñó òðåùèíû, è âíóòðåííèì ra,ðàâíûì åå êîíå÷íîìó ðàäèóñó (0,75 ≤ r/rc ≤ 0,96), âûäåëèâøåìó ìãíîâåííî òåï-ëîòó â ìîìåíò âðåìåíè Fo′ = 0, 018. Ïî �îðìóëå (3) äëÿ ñëó÷àåâ Q = q
ℓρV cV

1
T0= 5·10−3 (ñïëîøíûå ëèíèè) è Q = 0 (øòðèõîâûå ëèíèè) íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíûðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû (z/ℓ = 0,5) ïîñå÷åíèþ öèëèíäðà ρ = r/rc â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè Fo.Èç ðèñóíêà âèäíî âëèÿíèå ìãíîâåííîãî èñòî÷íèêà íà òåìïåðàòóðíîå ïîëå öè-ëèíäðà.Íà ðèñ. 4 (ñïëîøíûå ëèíèè) ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå îñåâûõ íàïðÿæåíèé ïðèòåõ æå ñàìûõ ïàðàìåòðàõ.

Ñîãëàñíî äàííûì [3℄ ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàçðóøåíèÿ äëÿ íåîðãàíè÷åñêîãîñòåêëà ðàâíà q = 7,5 Äæ/ì2. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âñÿ ýíåðãèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðåâðàùàåò-ñÿ â òåïëîòó, íàéäåì èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà Q = q
ℓρV cV

1
T0

ñ ó÷åòîì �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ äëÿ öèëèíäðà, ïðèâåäåííûõ âûøå. Òîãäà ïîëó÷èì
Q = 7, 06 · 10−51/T0.



Îöåíêà âëèÿíèÿ ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ íà ðàçâèòèå êîëüöåâîé òðåùèíû... 75Âåëè÷èíó T0 îöåíèì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ñîãëàñíî [4℄ òðåùèíîñòîé-êîñòü íåîðãàíè÷åñêîãî ñòåêëà KIC ∼ 7·105 Í/ì3/2. Òîãäà ñîãëàñíî (9) ñ ó÷åòîì,÷òî K∗
IC = 0, 17, ïîëó÷èì T0 = 251 Ê. È, ñëåäîâàòåëüíî, Q ∼ 2, 8 · 10−7. �àñ-ïðåäåëåíèå îñåâûõ íàïðÿæåíèé ïî ñå÷åíèþ öèëèíäðà â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿòðåùèíû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè Fo ïðè Q = 5·10−3 (ñïëîøíûå ëèíèè) è ïðè

Q = 2, 8·10−7 (øòðèõîâûå ëèíèè) ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿîñåâûõ íàïðÿæåíèé , ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 4 ïðè Q = 2, 8 · 10−7 , ñ ðàñïðåäåëåíèåìîñåâûõ íàïðÿæåíèé, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1 ïðè Q = 0, ïîêàçûâàåò, ÷òî âëèÿ-íèå ýíåðãèè ðàçðóøåíèÿ íà òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå îõëàæäåíèåìñðåäîé, íè÷òîæíî ìàëî.Îäíàêî äåéñòâèåì èñòî÷íèêîâ òåïëà, âûçâàííûõ äðóãèìèïðè÷èíàìè (âûäåëåíèå òåïëà â àòîìíûõ ðåàêòîðàõ, ïðîõîæäåíèå ïî ïðîâîäíèêàìòîêîâ âûñîêîé ÷àñòîòû è ò.ä.) ïðåíåáðå÷ü â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ. Â ýòîì ñëó÷àåñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå.�àáîòà Æîðíèê Â.À. âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �Ôóíäàìåíòàëüíûå èñ-ñëåäîâàíèÿ è âûñøåå îáðàçîâàíèå� (BRHE) Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè è Àìåðèêàíñêîãî �îíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàç-âèòèÿ (CRDF) (êîä ïðîåêòà �.Í.Ï. 2.22.3.10012).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Æîðíèê Â.À., Êàðòàøîâ Ý.Ì. �îñò îñåñèììåòðè÷íûõ òðåùèí ïðè ìåõàíè÷åñêèõ èòåïëîâûõ âîçäåéñòâèÿõ. Òàãàíðîã: Ò�ÏÈ, 2003. 143 ñ.[2℄ Æîðíèê Â.À., Ïðîêîïåíêî Þ.À, �ûáèíñêàÿ À.À., Ñàâî÷êà Ï.À. Íåñòàöèîíàðíàÿçàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öèëèíäðà ñ îñåñèììåòðè÷íîé òðåùèíîé // Ñîâðåìåí-íûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû X Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè,�îñòîâ-íà-Äîíó. 2006. Ò.I. Ñ. 115-119.[3℄ Shand E.J. / Amer. Cer. So
. 1961. Vol. 44. P21.[4℄ Âÿçêîñòü ðàçðóøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ �îñ�àòíûõ ñòåêîë/ Ë.�. Áàéêîâà, Þ.Ê.Ôåäîðîâ, Ì.Í. Òîëñòîé è äð// Ôèçèêà è õèìèÿ ñòåêëà. 1991. Ò.17. � 2. Ñ. 261-267.Zhornik V.A., Savo
hka P.A. Fra
ture energy in�uen
e estimate on ring-shapedpropagation in a 
ylinder under 
ooling .Fra
ture energy in�uen
e on ring-shaped propagation in a 
ylinder under 
ooling isestimated. It is shown that fra
ture energy in�uen
e on temperature stresses 
aused by
ylinder 
ooling is negligibly small. However, heat sour
es 
aused by other reasons shouldn'tbe negle
ted. In this 
ase results obtained in the present work may be used.



ÏËÅÍÎ×ÍÛÉ ÄÂÈ�ÀÒÅËÜ �ÝËÅÊÒ�Î�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÒÅ×ÅÍÈÅ Â ÒÎÍÊÎÉÆÈÄÊÎÉ ÏËÅÍÊÅÆóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �àêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêèè êîìïüþòåðíûõ íàóê, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏîñòðîåíà è ÷èñëåííî èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ âðàùà-òåëüíîå òå÷åíèå â òîíêîé ïîäâåøåííîé æèäêîé ïëåíêå ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿ, ïðèëîæåííîãî ê åå áîêîâûì ãðàíèöàì. Ïîäîáíîå òå÷åíèå âïåðâûå ýêñïåðè-ìåíòàëüíî íàáëþäàëîñü â [1℄, ãäå îáíàðóæåííûé ý��åêò íàçâàí ¾æèäêîñòíûì ïëåíî÷-íûì ìîòîðîì¿. Ïðåäëàãàåìàÿ íàìè ìîäåëü îïèñûâàåò âðàùàòåëüíîå Ý�Ä òå÷åíèå â ðàì-êàõ êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðîöåäóðà îñðåäíåíèÿ èñõîäíûõ òðåõìåðíûõ óðàâíå-íèé ïî òîëùèíå ïëåíêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äâóìåðíóþ ìîäåëü è ïîêàçàòü, ÷òî îñíîâíîéâêëàä â âåëè÷èíó êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè íà ãðàíèöå, èíäóöèðóþùåé ñòàöèîíàðíîå âðà-ùàòåëüíîå òå÷åíèå âî âñåé æèäêîé ïëåíêå, âíîñÿò ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ �åéíîëüäñà.Ââåäåíèå. Àâòîðû ðàáîòû [1℄, íàáëþäàÿ âðàùàòåëüíîå òå÷åíèå â ïëåíî÷íîéâîäíîé ýëåêòðîëèçíîé ÿ÷åéêå, ïîìåùåííîé â ïîëå ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà, îáúÿñ-íèëè îáíàðóæåííîå ÿâëåíèå ïåðåîðèåíòàöèåé äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ìîëåêóë âîäûïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è îòâåðãëè âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ òå÷å-íèÿ çà ñ÷åò ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèõ ý��åêòîâ íà áîêîâîé ãðàíèöå ïëåíêè. Îäíàêî,íèæå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îáúÿñíÿþùàÿ âðàùåíèå æèäêîñòè â ïî-ñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íàëè÷èåì êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè íà ãðàíèöå, âîçíè-êàþùåé â ðåçóëüòàòå ñêà÷êà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ðàç-äåëà äâóõ ñðåä ñ ðàçëè÷íîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Ïðè ïîñòðîåíèèìîäåëè èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû [2℄, â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíà ñõåìàïðîñòðàíñòâåííîãî îñðåäíåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ðàçëîæåíèåì ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþ-ùèå Ý�Ä ïðîöåññû äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé äèýëåêòðè÷å-ñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ, â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îòñóòñòâèÿïîëÿ òÿæåñòè è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, èìåþò âèä
d

dt
(δ2u, δ4w)=

(
−δ2∇0p+µδ

2∆0u+µ∂zzu−q∇0ϕ,−δ2∂zp+µδ
4∆0w+µδ2∂zzw−q∂zϕ

)
,

div0 u + ∂zw = 0, ε
(
δ2∆0ϕ+ ∂zzϕ

)
= −δ2q, q =

∑
k

zkck, (1)
δ2dck
dt

+ δ2 div0 ik + ∂zIk = 0, (ik, Ik) = −Dk(∇0ck + zkγck∇0ϕ, ∂zck + zkγck∂zϕ).Çäåñü v = (u, w) � ñêîðîñòü, u � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè ïëåíêè, p � äàâ-ëåíèå, q � ïëîòíîñòü çàðÿäà, ϕ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ck � êîíöåíòðàöèè,
ik, Ik � ïîòîê êîíöåíòðàöèè â ïëîñêîñòè ïëåíêè è ïîïåðåê ïëåíêè, µ � âÿçêîñòü,
Dk, zk � êîý��èöèåíòû äè��óçèè è çàðÿäíîñòè, ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöà-åìîñòü ñìåñè, γ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóùèé îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåíîñà



Ïëåíî÷íûé äâèãàòåëü � Ý�Ä òå÷åíèå â òîíêîé æèäêîé ïëåíêå 77êîíöåíòðàöèè ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ê ïåðåíîñó çà ñ÷åò äè��óçèè, δ � îòíîñè-òåëüíàÿ ïîëóòîëùèíà ïëåíêè, d/dt = ∂t+u·∇0+w∂z, ∇0 = (∂x, ∂y), ∆0 =∂xx+∂yy.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ê ïðÿìîóãîëüíîé òîíêîé æèäêîé ïëåíêå ñ ïëîñêèìè ñâîáîä-íûìè ãðàíèöàìè z = ∓h â íàïðàâëåíèè x ïðèëîæåíà ïîñòîÿííàÿ ðàçíîñòü ïîòåí-öèàëîâ ϕ0, à â ïëîñêîñòè z = const äåéñòâóåò ïîñòîÿííîå âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ Eout (ñì. ðèñ. 2). Íà ãðàíèöàõ ïëåíêè z = ∓1 çàäàåì óñëî-âèÿ íåïðîòåêàíèÿ, îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, íåïðîíèöàåìîñòè ãðàíèöäëÿ êîíöåíòðàöèé è îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
w
∣∣
z=∓1

= 0, µ(∂zu + δ2∇0w)
∣∣
z=∓1

= 0, Ik
∣∣
z=∓1

= 0, ∂zϕ
∣∣
z=∓1

= 0. (2)Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè îñðåäíåííîé ìî-äåëè è äëÿ ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî êðàåâûõ óñëîâèé (2). Îñòàëüíûå êðàåâûåóñëîâèÿ, óæå äëÿ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, çàäàíû íèæå (ñì. (5)�(7)).�àçìåðíàÿ âÿçêîñòü µ∗, êîý��èöèåíòû äè��óçèè D∗
k è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-íèöàåìîñòè ε∗ ñâÿçàíû ñ áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè ñîîòíîøåíèÿìè

µ =
µ∗T
a2

, Dk =
D∗
kT
a2

, ε =
ε∗E
aFC , δ2 =

h2

a2
≪ 1, T =

1

δ

√
ρa

FCE , γ =
FEa
RT

. (3)Õàðàêòåðíûå ðàçìåðíûå âåëè÷èíû âûáèðàëèñü ñëåäóþùèìè: [x, y] = a, [z] = h,
[t] = T , [u, v] = a/T , [w] = h/T , [ck] = C, [E] = E , [ϕ] = Ea, [q] = FC, [p] = FCEaδ2,ãäå a, h � õàðàêòåðíûé ðàçìåð â ïëîñêîñòè ïëåíêè è åå ïîëóòîëùèíà; ρ � ïëîò-íîñòü æèäêîñòè; T , C, FC � õàðàêòåðíûå âðåìÿ, êîíöåíòðàöèÿ è çàðÿä; F � ÷èñëîÔàðàäåÿ; R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ êîíñòàíòà; T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà;
aE � õàðàêòåðíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â íàïðàâëåíèè x.Îñðåäíåíèå ïî òîëùèíå ïëåíêè. Ñëåäóÿ ðàáîòå [2℄, ââîäèì îñðåäíåíèå
f(x, y, t) = 1

2

∫ 1

−1
f(x, y, z, t)dz, f̃ = f−f è ðåøåíèå (1), (2) ðàçûñêèâàåì â âèäå ðÿäîâ

{u, w, p, q, ck, ϕ} =
∑

({um, wm, pm, qm, cmk , ϕ
m} + {ũm, w̃m, p̃m, q̃m, c̃mk , ϕ̃

m})δ2m.Îñðåäíåíèå îáùèõ óðàâíåíèé (1) ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (2) â ñî÷åòàíèèñ ðàçëîæåíèåì ïî ïàðàìåòðó δ2 ïîçâîëÿåò ñíà÷àëà îïðåäåëèòü: q = q0 +O(δ2), ϕ =
ϕ0 +O(δ2), ck = c0k+O(δ2), ϕ̃0 = 0, c̃0k = 0, q̃0 = 0, à çàòåì ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ
ũ

0, w̃0 è c̃1k. Äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îñðåäíåííûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèåïðîöåññû â òîíêîé ïëåíêå, ñ ñîõðàíåíèåì ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O(δ2) èìåþò âèä
δ2d0u

dt
+ β∇0(U ⊗ U) = −δ2∇0p+ δ2µ∆0u − µU , div0 u = 0, µU = q∇0ϕ,

ε∆0ϕ = −q, q =
∑

k

zkck,
d0

dt
= ∂t + u · ∇0, β =

δ2

45
, αk =

4

945Dk
, (4)

d0ck
dt

− αkδ
2 div0(U(U · ∇0ck)) + div0 ik = 0, ik = −Dk

(
∇0ck + zkγck∇0ϕ

)
.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ è ñîõðàíåíèÿ ÷ëåíîâïîðÿäêà O(δ2), ïàðàìåòð δ ñòàíîâèòñÿ îáû÷íûì íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è,òàêèì æå, êàê µ, ε, Dk,. . . , è åãî íå ñëåäóåò âíîâü óñòðåìëÿòü ê íóëþ.Äëÿ óðàâíåíèé (4) çàäàåì êðàåâûå óñëîâèÿ íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ ïëåíêè(ñì. ðèñ. 2). Ñ÷èòàåì, ÷òî y = 0 è y = Y ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè ìåæäó äâóìÿ äèýëåê-òðè÷åñêèìè ñðåäàìè � ïëåíêîé ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε è âíåøíåé



78 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.îáëàñòüþ ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ εout. Ñ ó÷åòîì, ÷òî ïîëå äåéñòâóåòâ ïëîñêîñòè z = const èìååì (ñì. ðèñ. 2)
(n · ∇ϕ)

∣∣
y=0, Y

= ∓E0, εE0 = εout(n · Eout). (5)Äëÿ áîêîâûõ ãðàíèö ïëåíêè x = 0, X è y = 0, Y òðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèéíåïðîòåêàíèÿ, îòñóòñòâèÿ ïîòîêà êîíöåíòðàöèè ÷åðåç ãðàíèöû y = 0, Y , à íàãðàíèöàõ x = 0, X çàäàåì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ϕ0

u · n
∣∣
x=0,X

= 0, u · n
∣∣
y=0, Y

= 0, ik · n
∣∣
y=0, Y

= 0, ϕ
∣∣
x=0

= 0, ϕ
∣∣
x=X

= ϕ0. (6)Êðîìå ýòîãî, íà ãðàíèöàõ çàäàåì êàñàòåëüíûå ñêîðîñòè (àíàëîã ýëåêòðîîñìîñà)
u · τ

∣∣
y=0, Y

= −R3∇0ϕ · τ
∣∣
y=0, Y

, u · τ
∣∣
x=0,X

= −R3∇0ϕ · τ
∣∣
x=0,X

, (7)ãäå n, τ � íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûé âåêòîðû ê ãðàíèöå, R3 � êîý��èöèåíò,îïðåäåëÿåìûé íèæå (ñì. (9)).Ñòðîãî ãîâîðÿ, çàäàíèå êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè íà ãðàíèöàõ â âèäå (7) ÿâëÿ-åòñÿ íåêîòîðûì ýâðèñòè÷åñêèì òðåáîâàíèåì. Êîý��èöèåíò R3 óäàåòñÿ îïðåäå-ëèòü, ñ÷èòàÿ æèäêîñòü ïî÷òè âñþäó ýëåêòðîíåéòðàëüíîé, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîéîêðåñòíîñòè ãðàíèö y = 0, Y , è ñòðîÿ ñòàöèîíàðíûå ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ çàäà-÷è (4)�(6) â âèäå u = (u(y), 0), ck = ck(y) = cBke
−zkγΦ(y), ϕ = Φ(y) + Ex, ãäå E �ïîñòîÿííàÿ êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû,

cBk � êîíöåíòðàöèè ïðè ðàâíîâåñíîì áîëüöìàíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè.Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ðàâíîâåñíîãî áîëüöìàíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåñü ýëåê-òðîíåéòðàëüíà è èìååòñÿ ëèøü äâà ñîðòà èîíîâ (íàïðèìåð, H+ è OH− äëÿ âîäû,
cB1 = cB2 = cB, z1 = 1, z2 = −1) óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî R3 ∼ E3

0 è ïîëó÷èòü îöåí-êó âåëè÷èíû R3 (ñì. �îðìóëó (9)). Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàäâ ñêîðîñòü íà ãðàíèöå âíîñÿò ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ �åéíîëüäñà β∇0(U ⊗ U).Òå÷åíèå â òîíêîé ïëåíêå. Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â ïëåíêå èñïîëüçóåì óïðî-ùåííûé âàðèàíò óðàâíåíèé (4), ñ÷èòàÿ æèäêîñòü ýëåêòðîíåéòðàëüíîé (q = 0) âñþ-äó, çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè ãðàíèö. Ýòî ïîçâîëÿåò îòáðîñèòü èç óðàâíåíèéâñå ÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëüíûå U (èõ âêëàä ó÷òåí â êðàåâûõ óñëîâèÿõ).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè u = (u, v) è ñðåäíåãî ïîòåíöèàëà ϕ â ïðÿ-ìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {0 6 x 6 X, 0 6 y 6 Y } èìååì çàäà÷ó
∂tu + u · ∇0u = −∇0p+ µ∆0u, div0 u = 0, ∆0ϕ = 0, (8)

(u, v)
∣∣
x=0,X

=0, (u+ R3ϕx, v)
∣∣
y=0, Y

= 0, ϕ
∣∣
x=0

= 0, ϕ
∣∣
x=X

= ϕ0, ϕy
∣∣
y=0, Y

= E0.Âûðàæåíèå äëÿ R3 äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9) è âåëè÷èíà R3 = R3(E0) ∼ E3
0 .Çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, àíàëèç êîòîðîãî ïî-êàçûâàåò, ÷òî çíàê ϕx∣∣y=0, Y

, à, ñëåäîâàòåëüíî, è êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè u∣∣
y=0, Y

, çà-âèñèò îò ïàðàìåòðîâ ϕ0, E0, X, Y . Ïðè ýòîì íà ãðàíèöàõ y = 0, Y èìåþòñÿ òî÷êè,â êîòîðûõ ñêîðîñòü u èçìåíÿåò çíàê. Òàêèì îáðàçîì, â ïëåíêå ñëåäóåò îæèäàòüâîçíèêíîâåíèÿ âðàùàòåëüíîãî Ý�Ä òå÷åíèÿ, èíäóöèðóåìîãî êàñàòåëüíîé ñêîðî-ñòüþ íà ãðàíèöå, è ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âèõðåé â îáëàñòÿõ, ãäå ñêîðîñòüèçìåíÿåò çíàê (ñì. ñõåìó ïðîãíîçèðóåìîãî òå÷åíèÿ íà ðèñ. 2). Òàêæå êàê è â [1℄,
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0.019�èñ. 1. Ïîòåíöèàë ϕ(x, y, t) è �óíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 10 (0.78 c), 30 (2.34 c)ïîä÷åðêíåì, ÷òî âðàùàòåëüíîå òå÷åíèå âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ïîñòî-ÿííîãî ïîëÿ Eout è ïîñòîÿííîé ïðèëîæåííîé ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ϕ0.×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) ïðèìåíÿëñÿ îáû÷íûé ïðî-åêöèîííûé àëãîðèòì è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñó-ùåñòâëÿëàñü ïðè ïîìîùè ïàêåòà FreeFem++ [3℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíûõ ñå-òîê. Àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà â âèäå áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ äëÿ ϕ ìàëî ý��åêòèâíàè çàäà÷à äëÿ ϕ òàêæå ðåøàëàñü ÷èñëåííî.Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà èñïîëüçîâàëèñü äàííûå èç [1℄, â êîòîðûõîïèñàí æèäêèé ïëåíî÷íûé ìîòîð: ϕ∗
0 = 20Â, a = 10−2 ì, E∗out = 30000Â/ì,

µ∗ = 10−6 ì2/ñ, ε∗0 = 8.85 · 10−12 Êë/(Â · ì), ε∗ = 78.3 ε∗0, ε∗out = 1.0 ε∗0, ρ = 103 êã/ì3,
C = c∗B = 10−4 ìîëü/ì3, F = 9.65 · 104 Êë/ìîëü, R = 8.3Äæ/(ìîëü ·Ê), T = 293Ê.Âûáèðàÿ ïîëóòîëùèíó ïëåíêè h = 0.29·10−2 ì è õàðàêòåðíóþ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ
E = 2000Â/ì, ïîëó÷èì õàðàêòåðíûå âðåìÿ T = 7.8 ·10−2 ñ, ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèä-êîñòè a/T = 0.128ì/ñ è êàñàòåëüíóþ ñêîðîñòü íà ãðàíèöå, R3(a/T ) = 3 · 10−2ì/ñ.Ïàðàìåòðû äëÿ çàäà÷è (8), ðàñ÷èòûâàåìûå ïî �îðìóëàì (ñì. òàêæå (3))

a

T R3 ≈
Fc∗Bε

∗E3

135ρ2µ∗3

(
2ε∗E2

RTc∗B

)1/2

E3
0h

4, E0 =
ε∗out
ε∗

E∗out
E , ϕ0 =

ϕ∗
0

aE , (9)áóäóò E0 = 0.19, ϕ0 = −1.0, δ = 0.29, µ = 7.8 · 10−4, R3 = 0.235, X = 1.0, Y = 1.0.Ïàðàìåòð δ2 ≈ 0.09 äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òî, ñêîðåå âñåãî, äîñòàòî÷íî äëÿ èñïîëüçî-âàíèÿ óðàâíåíèé (4). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà êàñàòåëüíîéñêîðîñòè aR3/T ∼ h4, ò. å. èíòåíñèâíîå Ý�Ä òå÷åíèå âîçíèêàåò ëèøü äëÿ ïëåíîêóìåðåííîé òîëùèíû è íåâîçìîæíî äëÿ áåñêîíå÷íî òîíêèõ ïëåíîê.�èñ. 1 äåìîíñòðèðóåò íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ Ý�Ä òå÷åíèÿ âîçíèêíî-âåíèå äâóõ âèõðåé, âðàùàþùèõñÿ â îäèíàêîâîì íàïðàâëåíèè. Ýòè âèõðè çàòåìñëèâàþòñÿ â îäèí âèõðü è â îáëàñòè âîçíèêàåò ïî÷òè ñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëü-íîå òå÷åíèå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ âûõîä íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèìîñóùåñòâëÿåòñÿ çà äîñòàòî÷íî êîðîòêèé èíòåðâàë âðåìåíè ïîðÿäêà (2.5 c).Íàïîìíèì, ÷òî çíàê êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè íà ãðàíèöå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-øåíèåì ìåæäó ïàðàìåòðàìè ϕ0, E0, X, Y è â ïëåíêå ìîæåò âîçíèêàòü òå÷åíèå,ïîêàçàííîå íà ðèñ. 2 ïðè ϕ0 = −0.1; E0 = 0.19; X = 1; Y = 1. Ñòàöèîíàðíûéðåæèì äîñòèãàåòñÿ ïðè t ≈ 200. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå â ðàñïðåäåëå-íèè ïîòåíöèàëà íà ðèñ. 1, 2 è íà òî, ÷òî òå÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò ïðîãíîçèðóåìîéñõåìû � èìåþòñÿ âèõðè êàê â óãëîâûõ òî÷êàõ, òàê è â ñåðåäèíå îáëàñòè.
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x
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ϕ = ϕ0

ϕ = 0

X

Y�èñ. 2. Ïîòåíöèàë ϕ(x, y) (ñëåâà) è �óíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 200 (15.6 c)Âèçóàëüíîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà (ñì. ðèñ. 1) ñ êàðòèíîé òå÷åíèÿ,ïðåäñòàâëåííîé â [1℄, äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîâïàäåíèå. Â ýêñïåðèìåíòàõ è ðàñ-÷åòàõ íàáëþäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèå âðàùàòåëüíîãî òå÷åíèÿ, êîòîðîå áûñòðî âûõî-äèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì çà âðåìÿ ïîðÿäêà 2 ñ. Ïîðÿäêè ñêîðîñòè âðàùåíèÿæèäêîñòè â ýêñïåðèìåíòàõ è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñîâïàäàþò (îêîëî 3 ñì/ñ), ïîêðàéíåé ìåðå, â îêðåñòíîñòè ãðàíèö. Ê ñîæàëåíèþ, íåò âîçìîæíîñòè ïðîâåðèòüìíîãèå èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé, íàïðèìåð (9), è ïðîâåñòè äðóãèå áîëåå äå-òàëüíûå ñðàâíåíèÿ, òàê êàê â [1℄ îòñóòñòâóåò óïîìèíàíèå î íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ,â ÷àñòíîñòè, î òîëùèíå ïëåíêè.Íàêîíåö, ñêàæåì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü âðàùàòåëüíîãî òå÷åíèÿ, íà íàøâçãëÿä, âûãëÿäèò áîëåå ðåàëèñòè÷íî, ÷åì ãèïîòåçà àâòîðîâ ðàáîòû [1℄ î ïåðåîðè-åíòàöèè äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ìîëåêóë ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.�àáîòà âûïîëíåíà, áëàãîäàðÿ ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 07-01-00389, 07-01-92213-ÍÖÍÈË, INTAS 04-80-7297 è CRDF RUM1-2842-RO-06.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Amjadi A., Shirsavar R., Radja N.H., Ejtehadi M.R. A Liquid Film Motor //arXiv:
ond-mat/0805.0490v2. 2008. 9 p.[2℄ Oddy M.H., Santiago J.G.Multiple-spe
ies model for ele
trokineti
 instability // Phys.Fluids. 2005. 17. P. 064108.1�064108.17.[3℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ FreeFemäëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ í/Ä: Èçä. ÞÔÓ,2008. 256 ñ.Zhukov M.Yu., Shiryaeva E.V. EHD Flow in a Thin Liquid Film. A Liquid FilmMotor . The mathemati
al model des
ribing a rotation EHD �ow in a thin suspended liquid�lm under a
tion of an external ele
tri
 �eld is 
onstru
ted and investigated by numeri
almethods. For the �rst time similar �ow was experimentally observed in [1℄ where dete
tede�e
t is named ¾A Liquid Film Motor¿. The model presented by us des
ribes EHD �ow withinthe 
lassi
al framework. The depth-average pro
edure allows to obtain 2D model and to show,that the main 
ontribution in the tangent velo
ity make the Reynolds average stress.
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∗ Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍÓ, Äîíåöê

∗∗ Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÏîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è î äå�îðìàöèè èçîòðîïíîãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà, íà ãðàíèöå êîòîðîãî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò, â êîíå÷íîéîáëàñòè ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè äåéñòâóåò ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà, âíå å¼ íîðìàëüíûå íà-ïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû. Çàäà÷à ðåøåíà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìåêîîðäèíàò. Èññëåäîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïðèëîæåííàÿ â êðóãîâîé îáëàñòè ðàñïðå-äåë¼ííàÿ íàãðóçêà íå çàâèñèò îò óãëîâîé êîîðäèíàòû.Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñìåøàííîé çàäà-÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà z ≥ 0. Â îáëàñòè V1, ïðèíàä-ëåæàùåé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè x0y, îãðàíè÷èâàþùåé ïîëóïðîñòðàíñòâî, äåé-ñòâóåò ðàñïðåäåë¼ííàÿ íàãðóçêà q(x, y). Â îáëàñòè V2, äîïîëíÿþùåé îáëàñòü V2 äîïîëíîé ïëîñêîñòè z = 0, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íîðìàëüíûõíàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé. Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå îòñóòñòâóþò.Íàïðÿæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü.Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé ÷åðåç σx, σy, ...τyz, êîìïîíåíòû ïåðåìåùå-íèé ÷åðåç u, v, w. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
σz(x, y, 0) = q(x, y), (x, y) ∈ V1; σz(x, y, 0) = kw(x, y, 0), (x, y) ∈ V2;

τxz(x, y, 0) = τyz(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ V1 + V2. (1)�åøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1) èìååò âèä [1℄
σz(x, y, z) =

1

2π

∫ ∫

V1

β(ξ, η){−3z(x− ξ)2

ρ5
1

+
1 − 2ν

ρ2ρ1
[
z(y − η)2

ρ2
1

+
(x− ξ)2 − (y − η)2

ρ1 + z
]+

+
χ

2

∫ ∞

0

[(1 + 2ν − tz)J0(ρt) −
(x− ξ)2 − (y − η)2

ρ2
(1 − 2ν − zt)J2(ρt)]e

−tz tdt

t+ χ
}dξdη,.........................................................................................................................

σz(x, y, z) =
1

2π

∫ ∫

V1

β(ξ, η){−3z3

ρ5
1

+ χ

∫ ∞

0

(1 + tz)J0(ρt)e
−tz tdt

t+ χ
}dξdη,.........................................................................................................................

τyz(x, y, z) =
1

2π

∫ ∫

V1

β(ξ, η)(y − η){−3z

ρ5
1

+
χz

ρ

∫ ∞

0

J1(ρt)e
−tz t

2dt

t+ χ
}dξdη (2)
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û(x, y, z) = −1 + ν

2πE

∫ ∫

V1

β(ξ, η)(x− ξ)∗

∗{ 1 − 2ν

ρ1(ρ1 + z)
− z

ρ3
1

− χ

ρ

∫ ∞

0

(1 − 2ν − tz)J1(ρt)e
−tz dt

t+ χ
}dξdη,

v̂(x, y, z) = −1 + ν

2πE

∫ ∫

V1

β(ξ, η)(y − η)∗

∗{ 1 − 2ν

ρ1(ρ1 + z)
− z

ρ3
1

− χ

ρ

∫ ∞

0

(1 − 2ν − tz)J1(ρt)e
−tz dt

t+ χ
}dξdη,

ŵ(x, y, z) =
1 + ν

2πE

∫ ∫

V1

β(ξ, η)∗

∗{2(1 − ν)

ρ1

+
z2

ρ3
1

− χ

∫ ∞

0

(2 − 2ν + tz)J0(ρt)e
−tz dt

t+ χ
}dξdη. (3)Â ñîîòíîøåíèÿõ (2)-(3) âåëè÷èíû ρ, ρ1 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ρ =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2, ρ1 =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2.Ôóíêöèÿ β íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ [3℄
β(x, y) = q(x, y) +

∫ ∫

V1

β(ξ, η)G(x− ξ, y − η)dξdη, (x, y) ∈ V1, (4)ãäå
G(x, y) =

χ

2π

∫ ∞

0

J0(rt)
tdt

t+ χ
, r2 = x2 + y2. (5)Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè çàâèñèò îò ãåî-ìåòðè÷åñêîé �îðìû óïðóãîãî òåëà è îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, à òàêæå îòçàêîíà å¼ ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéä¼ì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) â öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò R,ϕ, z. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñè z ïðÿìîóãîëüíîé è öèëèíäðè-÷åñêîé ñèñèòåì êîîðäèíàò ñîâïàäàþò, íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïîîáëàñòè V1, çàâèñèò îò êîîðäèíàò R,ϕ, òî åñòü q = q(R,ϕ). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿäëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà çàïèøåì â âèäå:

σz(R,ϕ, 0) = q(R,ϕ), (R,ϕ) ∈ V1; σz(R,ϕ, 0) = kw(R,ϕ), (R,ϕ) ∈ V2;

τRz(R,ϕ, 0) = τϕz(R,ϕ, 0) = 0, (R,ϕ) ∈ V1 + V2. (6)Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè
x = R cosϕ, y = R sinϕ, z = z. (7)Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèøåì ââèäå
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σR = σx cos2 ϕ+ σy sin2 ϕ+ 2τxy cosϕ sinϕ,

σϕ = σx sin2 ϕ+ σy cos2 ϕ+ 2τxy cosϕ sinϕ, σz = σz,

τRϕ = (σy − σx) sinϕ cosϕ+ τxy(cos2 ϕ− sin2 ϕ),

τRz = τxz cosϕ+ τyz sinϕ, τϕz = −τxz sinϕ+ τyz cosϕ. (8)Çäåñü êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σx, σy, ...τyz îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (2) ïðèçàìåíå â íèõ âåëè÷èí x, y öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè R,ϕ â ñîîòâåòñòâèè ññîîòíîøåíèÿìè (7), à ïåðåìåííûõ ξ, η â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè
ξ = R1 cosϕ1, η = R1 sinϕ1, (R1, ϕ1) ∈ V1 (9)

�èñ. 1. Ñõåìà ê ðàñ÷¼òó îêðóæíûõ è ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèéÎñóùåñòâèâ òàêóþ æå çàìåíó â �îðìóëå (3), íàéä¼ì âåðòèêàëüíûå ïåðåìå-ùåíèÿ w(R,ϕ, z) â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×òî êàñàåòñÿ îêðóæíûõè ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, òî äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûåâû÷èñëåíèÿ. Ïðîåêòèðóÿ âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà îñü
ϕ (ðèñ. 1), ïîëó÷èì

νϕ = |
√
û2 + v̂2| cosα, (10)ãäå óãîë α ðàâåí ñóììå ϕ+ψ, åñëè ïåðåìåùåíèÿ û è v̂ èìåþò îäèíàêîâûé çíàê,è ðàçíîñòè ϕ − ψ, åñëè û è v̂ â òî÷êå èìåþò ðàçíûå çíàêè. Óãîë ψ îïðåäåëÿåòñÿèç ðàâåíñòâà

tgψ =
û

v̂
. (11)Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëó (10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

νϕ = |
√
û2 + v̂2| cos(ϕ± ψ) (12)



84 Çàë¼òîâ Â.Â., Ñòîðîæåâ Â.È., Õàïèëîâà Í.Ñ.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) äî-ñòàòî÷íî çàìåíèòü ñîìíîæèòåëü cosα íà sinα. Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé (3)äëÿ û è v̂ â �îðìóëû (10)-(12) êîîðäèíàòû x, y, ξ, η çàìåíÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìèñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (7),(9).Ýòè ðàâåíñòâà èñïîëüçóþòñÿ è ïðè âû÷èñëåíèè íàïðÿæåíèé, ïî �îðìóëàì (8).ßâíûé âèä êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé, îïðåäåë¼ííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (8), íå áóäåìïðèâîäèòü èç-çà ãðîìîçäêîñòè àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, à ïåðåéäåì ê èññëåäî-âàíèþ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è, à èìåííî: ê çàäà÷å î ñèììåò-ðè÷íîé äå�îðìàöèè óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà çàïèøåì â âèäå
σz(R, 0) = q0(R), R ≤ a; σz(R, 0) = kw(R), R ≥ a;

τRz(R, 0) = 0, 0 ≤ R ≤ ∞. (13)Ïðè ñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèÿ vϕ îáðàùàåòñÿ âíóëü, à ðàäèàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ uR è w íå çàâèñÿò îò óãëîâîéêîîðäèíàòû ϕ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé íàéä¼ì ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ
uR = −1 + ν

E

∫ a

0

β(R1)T1(R− R1, z)(R− R1)R1dR1 (14)Ôóíêöèÿ T1, âõîäÿùàÿ â ðàâåíñòâî (14), èìååò âèä
T1(R, z) =

1 − 2ν√
(R−R1)2 + z2(

√
(R −R1)2 + z2 + z)

− z

((R− R1)2 + z2)
3

2

−

− χ

|R− R1|

∫ ∞

0

(1 − 2ν − tz)e−tzJ1(|R− R1|t)
dt

t+ χ
. (15)Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è âåëè÷èíû ρ, ρ1 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ρ = |R− R1|, ρ1 =
√

(R−R1)2 + z2. (16)Èç �îðìóëû (3) ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (16) íàéä¼ì âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ
w = −1 + ν

E

∫ ∞

0

β(R1){
2(1 − ν)√

(R −R1)2 + z2
+

z2

((R−R1)2 + z2)
3

2

+

+χ

∫ ∞

0

(2ν − 2 − tz)e−tzJ1(|R− R1|t)
dt

t+ χ
}R1dR1. (17)Åñëè ïåðåìåùåíèÿ èçâåñòíû, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü çàêîíîì �óêà è ñîîòíîøå-íèÿìè Êîøè, çàïèñàííûìè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ìîæíî îïðåäå-ëèòü êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé. Îäíàêî â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè èõ ïðîùå íàéòèíåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèé (8).Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé �îðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèé ïðèíèìàþò âèä:

σR(R, z) =

∫ a

0

β(R1){−
3z(R − R1)

2

ρ5
1

+
1 − 2ν

ρ1(ρ1 + z)
+
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+
χ

2

∫ ∞

0

{(1 + 2ν − tz)J0(|R−R1|t) − (1 − 2ν − zt)J2(|R− R1|t)}e−tz
tdt

t+ χ
}R1dR1,

σϕ(R, z) =

∫ a

0

β(R1){
1 − 2ν

ρ1

{ z
ρ2

1

− 1

ρ1 + z
} +

χ

2

∫ ∞

0

{(1 + 2ν − tz)J0(|R− R1|t)+

+(1 − 2ν − zt)J2(|R−R1|t)}e−tz
tdt

t+ χ
}R1dR1,

σz(R, z) =

∫ a

0

β(R1){−
3z3

ρ5
1

+ χ

∫ ∞

0

{(1 + tz)J0(|R−R1|t)e−tz
tdt

t+ χ
}R1dR1,

τRz(R, z) =

∫ a

0

β(R1)|R−R1|z{−
3z

ρ5
1

+
χ

|R− R1|

∫ ∞

0

t2e−tz

t+ χ
}J1(|R−R1|t)dt}R1dR1.(18)Ôóíêöèÿ β(R) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

β(R) = q0(R) +

∫ a

0

β(R1)G(|R− R1|)R1dR1, R < a, (19)ãäå
G(R) = χ

∫ ∞

0

J0(Rt)
tdt

t+ χ
.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Çàë¼òîâ Â.Â. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçî-òðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà//Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. Ò.14. 2007. Ñ. 74�82.[2℄ Çàë¼òîâ Â.Â., Ñòîðîæåâ Â.È., Õàïèëîâà Í.Ñ. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãî-ñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè äåéñòâèè íà ãðàíèöå ñîñðåäîòî÷åííîéñèëû//Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû Õ Ìåæäóíàðîä-íîé êîí�åðåíöèè. - �îñòîâ-íà-Äîíó, �îññèÿ: ÎÎÎ "ÖÂÂ� 2006. - Ñ. 120�124.[3℄ Êàâëàêàí Ì.Â., Ìèõàéëîâ À.Ì.. �åøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿïîëóïðîñòðàíñòâà íà óïðóãîì îñíîâàíèè// ÄÀÍ ÑÑÑ�. - 1980. - Ò.251. � 6.- Ñ. 1338�1341.Zaletov V.V., Storoshev V.I., Hapilova N.S. Solution of the mixed problem ofelasti
ity theory for isotropi
 half-spa
e in 
ylindri
al 
oordinate system. The analyti
alsolution of the mixed problem about the deformation of isotropi
 half-spa
e is re
eived in the
ase, when on the boundary tangent stresses are absent, in �nite domain of the border planethe distributed load a
ts, outside of its normal stresses and displa
ements are proportionately.The problem is solved in 
ylindri
al 
oordinate system. The private 
ase is investigated whenin 
ir
ular domain distributed load does not depend on angular 
oordinate.



ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ ÄËßÎ�ÒÎÒ�ÎÏÍÎÉ ÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ, ËÅÆÀÙÅÉ ÍÀÓÏ�Ó�ÎÌ ÏÅ�ÔÎ�È�ÎÂÀÍÍÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈÇåí÷åíêîâ À.Â.ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, ÄîíåöêÑ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðåøåíà ñìåøàííàÿ çàäà÷à òåîðèèóïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé ïîëóïëîñêîñòè, ëåæàùåé íà ïåð�îðèðîâàííîì óïðóãîì îñ-íîâàíèè, â ñëó÷àå, êîãäà íà ó÷àñòêå ãðàíèöû ïðèëîæåíà íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà. Ïîëó÷å-íû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé, äåéñòâóþùèõ âóïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè.�àññìîòðèì ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ âåðõíåé ïîëó-ïëîñêîñòè y > 0, |x| <∞, îñü x íàïðàâëåíà âäîëü ãðàíèöû óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè.Â êîíå÷íîé îáëàñòè V , ïðèíàäëåæàùåé îñè x, äåéñòâóåò íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà
σy = p(x). Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ãðàíèöû ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòèíîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé. Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå îò-ñóòñòâóþò. Â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ íàïðÿæåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü.

�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ìàññîâûõ ñèë óðàâíåíèÿ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè çàïè-ñûâàþòñÿ â âèäå:
∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

= 0,
∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

= 0, (1)
∂2εx
∂y2

+
∂2εy
∂x2

− ∂2γxy
∂x∂y

= 0.Çäåñü σx, σy, τxy - êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé, εx, εy, γxy - êîìïîíåíòû óïðóãèõ äå�îð-ìàöèé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç u è v ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî. �ðàíè÷-íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëóïëîñêîñòè çàïèøåì â âèäå:
σy(x, 0) = p(x), x ∈ V ;
σy(x, 0) = kv(x, 0), x 6∈ V ;
τxy(x, 0) = 0, x ∈ (−∞,+∞).

(2)



Ñìåøàííàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîé ïîëóïëîñêîñòè 87�äå ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò k õàðàêòåðèçóåò äå�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà óïðóãî-ãî îñíîâàíèÿ.Â óïðóãîé îðòîòðîïíîé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåìåùåíèÿ ñ êîìïîíåíòàìè íàïðÿæå-íèÿ ñâÿçàíû çàêîíîì �óêà:
εx = β11σx + β12σy,

εy = β12σx + β22σy, (3)
γxy = β66τxy.Êîý��èöèåíòû äå�îðìàöèè βij âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìè

β11 =
1 − ν13ν31

E1
, β22 =

1 − ν23ν32

E2
=

1

E2
− ν13ν31

E1
, (4)

β12 = −ν12 + ν13ν31

E1
= −ν21 + ν23ν32

E2
, β66 =

1

G3
.Cèñòåìà äè�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1),(3) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ [2]:

β22
∂4Φ

∂x4
+ (2β12 + β66)

∂4Φ

∂x2∂y2
+ β11

∂4Φ

∂y4
= 0, (5)ïðè÷åì êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Φ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:

σx =
∂2Φ

∂y2
, σy =

∂2Φ

∂x2
, τxy = − ∂2Φ

∂x∂y
. (6)Ñîãëàñíî [1,4℄, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå êðà-åâîé çàäà÷è (1),(2),(3) â âèäå:

σx(x, y) =

∫

V

Gx(x− η, y)β(η)dη,

σy(x, y) =

∫

V

Gy(x− η, y)β(η)dη,

τxy(x, y) =

∫

V

Gxy(x− η, y)β(η)dη, (7)
u(x, y) =

∫

V

Gu(x− η, y)β(η)dη,

v(x, y) =

∫

V

Gv(x− η, y)β(η)dη.Ôóíêöèÿ β(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
β(x) = p(x) +

∫

V

β(η)G(x− η)dη, (8)
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Gx(x, y) =

1

π

r1r2
r1 − r2

[
r2
1y

x2 + r2
1y

2
− r2

2y

x2 + r2
2y

2
+

+κℜ
(
−r1Êi(κr1y − iκx) + r2Êi(κr2y − iκx)

)]
,

Gy(x, y) =
1

π

r1r2
r1 − r2

[
y

x2 + r2
1y

2
− y

x2 + r2
2y

2
+

+κℜ
(

1

r1
Êi(κr1y − iκx) − 1

r2
Êi(κr2y − iκx)

)]
, (9)

Gxy(x, y) =
1

π

r1r2
r1 − r2

[
− x

x2 + r2
1y

2
− x

x2 + r2
2y

2
+

+κℑ
(
Êi(κr1y − iκx) + Êi(κr2y − iκx)

)]
,

Gu(x, y) =
1

π

r1r2
r1 − r2

ℑ
[
−
(
β11r1 −

β12

r1

)
Êi(κr1y − iκx)

+

(
β11r2 −

β12

r2

)
Êi(κr2y − iκx)

]
,

Gv(x, y) =
1

π

r1r2
r1 − r2

ℜ
[
−
(
β12r1 −

β22

r2
1

)
Êi(κr1y − iκx)

+

(
β12r2 −

β22

r2
2

)
Êi(κr2y − iκx)

]
,

G(x) =
κ

π

(π
2

sin(κx) − Si(κx) sin(κx) − Ci(κx) cos(κx)
)
.Çäåñü Si(x) - èíòåãðàëüíûé ñèíóñ, Ci(x) - èíòåãðàëüíûé êîñèíóñ,

κ = kβ22
r1 + r2
r1r2

, Êi(x) = Ei(x)ex, Ei(x) =

x∫

0

e−x

x
dx,

r1, r2 =

√
(2β12 + β66) ±

√
(2β12 + β66)2 − 4β11β22

2β11
.Íà ðèñ.2 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ σy(x, y) â óïðóãîé ïîëóïëîñêî-ñòè. Èçîëèíèè ïîñòðîåíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàãðóçêà íà ãðàíèöå ðàâíîìåðíî ðàñ-ïðåäåëåííà ïî äâóì îòðåçêàì åäèíè÷íîé äëèíû. E1 = 1·104ÌÏà, E2 = 0, 5·104ÌÏà,

ν12 = ν13 = ν31 = 0, 2, ν21 = 0, 1, G3 = 0, 1 · 104ÌÏà, k = 0, 05 · 104ÌÏà/l, p(x) = P0.�åøåíèå (7)-(9) èìååò ïðàêòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå â ìåõàíèêå ãîðíûõ ïîðîä. Â÷àñòíîñòè, îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñïîäçåìíîé ðàçðàáîòêîé óãîëüíûõ ïëàñòîâ ëàâàìè. Ïðè ýòîì óïðóãàÿ ïîëóïëîñ-êîñòü ìîäåëèðóåò ìàññèâ ãîðíûõ ïîðîä, à ïåð�îðèðîâàííîå îñíîâàíèå - ðàçðàáà-òûâàåìûé ïëàñò ïîëåçíîãî èñêîïàåìîãî ñ î÷èñòíîé âûðàáîòêîé.
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�èñ. 2. Èçîëèíèè σy(x, y)/P0 = constÑïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Õàïèëîâà Í.Ñ., Çåí÷åíêîâ À.Â. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëóïëîñ-êîñòè // Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. 2000. � 5. Ñ. 165�172.[2℄ Ëåõíèöêèé Ñ.�. Òåîðèÿ óïðóãîñòè àíèçîòðîïíîãî òåëà. Ì.: Íàóêà, 1977. 415 ñ.[3℄ Õàïèëîâà Í.Ñ./ Òåîðèÿ âíåçàïíîãî îòæèìà óãîëüíîãî ïëàñòà. Êèåâ: Íàóê. äóìêà,1992. 232 ñ.[4℄ Çåí÷åíêîâ À.Â. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïîëóïëîñ-êîñòè, ëåæàùåé íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ïðè äåéñòâèè íà ãðàíèöå ñîñðåäîòî÷åííîéñèëû // Òðóäû ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû. 2004. � 9. Ñ. 76�80.[5℄ Çåí÷åíêîâ À.Â. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïîëóïëîñêîñòè,ëåæàùåé íà óïðóãîì ïåð�îðèðîâàííîì îñíîâàíèè ñ ïëàñòè÷åñêèìè çîíàìè, ïðèäåéñòâèè íà ó÷àñòêå ãðàíèöû ëèíåéíîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè // Òðóäû ÈÏÌÌÍÀÍ Óêðàèíû. 2008. � 16. Ñ. 88�92.[6℄ Êàâëàêàí Ì.Â.,Ìèõàéëîâ À.Ì. Î ðàñïðåäåëåíèè äàâëåíèÿ íà ïëàñò ïðè ãîðèçîí-òàëüíîé âûðàáîòêå. // Ôèç.-òåõí. ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ. 1977.� 5. Ñ. 48�53.Zen
henkov A.V. The mixed problem of the theory of elasti
ity for an isotropi
 half-planelying on the elasti
 foundation, by a
tion on boundary of distributed load .With the help of an integral Fourier transformation the mixed problem of the theory ofelasti
ity for the orthotropi
 half-plane lying on the pun
hed elasti
 foundation is solved in a
ase when on a �nal segment of boundary the normal load is applied. The analyti
al formulasfor 
omponents of stresses, whi
h a
t in an elasti
 half-plane, are re
eived.



ÂËÈßÍÈÅ Ï�ÈÌÅÑÈ È ÒÅ�ÌÎÄÈÔÔÓÇÈÈ ÍÀÂÈÁ�ÀÖÈÎÍÍÓÞ ÊÎÍÂÅÊÖÈÞ ÌÀ�ÀÍ�ÎÍÈÇåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå àíàëèçà îñðåäíåííîé çàäà÷è èññëåäîâàíà äâóõäè��óçèîííàÿ êîíâåêöèÿÌàðàíãîíè â ñëîå áèíàðíîé ñìåñè ïðè äåéñòâèè âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè. �àññìîòðåíòàêæå ñëó÷àé, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ òåðìîäè��óçèÿ. ×èñëåííî è àñèìïòîòè÷åñêè èçó÷åíûñïåêòðàëüíûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè, ïîñòðîåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå.�àññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå âûñîêî÷àñòîòíîé ïîñòóïàòåëüíîé âèáðàöèè íà âîç-íèêíîâåíèå êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå áèíàðíîé ñìåñè, îãðàíè÷åííîì ñâî-áîäíîé äå�îðìèðóþùåéñÿ ïîâåðõíîñòüþ è òâåðäîé èëè �ìÿãêîé� ñòåíêîé. Îñ-íîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àíàëèçó âëèÿíèÿ ïðèìåñè. Ñëó÷àé îäíîêîìïîíåíòíîéæèäêîñòè ðàññìîòðåí â [1℄, ãäå áûëè âûâåäåíû îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ è èçó÷åíàóñòîé÷èâîñòü êâàçèðàâíîâåñèÿ. Â äàííîé ðàáîòå òàêæå, êàê è â [1℄, èññëåäîâàíèÿïðîâîäÿòñÿ íà îñíîâå àíàëèçà îñðåäíåííîé çàäà÷è, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìîäåëèáåðóòñÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè â �îðìå Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà. Ê èñõîäíîé çàäà÷åïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îñðåäíåíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäåñóììû ïëàâíûõ è áûñòðûé ñîñòàâëÿþùèõ, ïîëó÷èòü çàäà÷ó äëÿ ïëàâíûõ êîì-ïîíåíò è âûðàæåíèÿ äëÿ áûñòðûõ ÷åðåç ïëàâíûå. Îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå ìåòîäàîñðåäíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü âèáðàöèè ω äîëæíà áûòü âåëèêà, à àì-ïëèòóäà ñêîðîñòè êîíå÷íà, òàê ÷òî çàêîí êîëåáàíèé èìååò âèä x3 = b/ωf(ωt), ãäå
f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ω � ÷àñòîòà, b � àìïëèòóäàñêîðîñòè âèáðàöèè. Êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò âäîëü âåêòîðà s = (cosϕ, 0, sinϕ). Âðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ â ñëó÷àå îäíîðîäíîé æèäêîñòè ïðèõîäèì ê çàäà÷å

dv

dt
= −∇q + ∆v, div v = 0,

dT

dt
= Pr−1∆T,

dC

dt
= Sc−1(∆C − ε∆T ), (1)

w = −∇Φ + s, div w = 0.Êðàåâûå óñëîâèÿ íà îñðåäíåííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè x3 =ξ(x1, x2, t) èìåþò âèä
(v, ℓ) =

∂ξ

∂t
, ℓ =

(
− ∂ξ

∂x1
,− ∂ξ

∂x2
, 1

)
,

τiknk −
(
q +Gaξ − Re2

(
w2

2
+
∂Φ

∂z
(w, ℓ)

))
ni = (2)

= 2K

(
Cp −

Ma1

Pr
T − Ma2

Sc
C

)
ni +

Ma1

Pr

∂T

∂xi
+
Ma2

Sc

∂C

∂xi
, i = 1, 2, 3,

∂T

∂n
− Bi1T = δ11,

∂C

∂n
− Bi2C = δ12, Φ = 0.
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∂T

∂x3

+B01T = δ21,
∂C

∂x3

+B02T = δ22, wn = 0. (3)Çäåñü v′, q, T , C � ñêîðîñòü, äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, êîíöåíòðàöèÿ ïðèìå-ñè ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷à ñîäåðæèò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: Pr, Sc, Ga, Ma1,
Ma2, Bi1, Bi2, Cp, � ÷èñëà Ïðàíäòëÿ, Øìèäòà, �àëèëåÿ, Ìàðàíãîíè òåïëîâîåè êîíöåíòðàöèîííîå, äâà ÷èñëà Áèî, áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãîíàòÿæåíèÿ è âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð Re2 =

b2h2

ν2
〈f 2〉. Â ðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ âäèíàìè÷åñêîì êðàåâîì óñëîâèè ïîÿâèëèñü âèáðîãåííûå íàïðÿæåíèÿ. Îñðåäíåííàÿçàäà÷à (1)�(3) èìååò ðåøåíèå

v0 = 0, T0 = z, C0 = z, q0 =
Re2

2
cos2 ϕ,

w0 = (cosϕ, 0, 0), Φ0 = x3 sinϕ, ξ0 = 0.
(4)Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (4) ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè áûëè ïî-ñòðîåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå Ma1(α,Ma2) êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: Cr = (PrC)−1 = 0.01, Pr = 0.01, Sc = 10,

Bi1 = Bi2 = 0, B01 = B02 = 0, Ga = 0, µ ≡ (Re sinϕ)2/C = 1. Ñðàâíåíèå ñîñëó÷àåì îäíîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî íàëè÷èå ïðèìåñè èìååò äå-ñòàáèëèçèðóþùèé õàðàêòåð ïðè Ma2 < 0 è ñòàáèëèçèðóþùèé, åñëè Ma2 > 0 (ñì.�èñ.1, �èñ.2). Äåéñòâèå æå âèáðàöèè ñâîäèòñÿ ê ñãëàæèâàíèþ ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè.

�èñ.1Òåïåðü ðàññìîòðèì âëèÿíèå âèáðàöèè íà òåðìîäè��óçèîííóþ êîíâåêöèþ Ìà-ðàíãîíè. Èçâåñòíî, ÷òî òåðìîäè��óçèÿ â ðàñòâîðàõ íàçûâàåòñÿ ý��åêòîì Ñîðå
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�èñ.2[2℄. Èññëåäîâàíèÿ òåðìîäè��óçèè è òåðìîêàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè íà÷àòû â [3℄.Íàøà çàäà÷à � ðàññìîòðåòü, êàê âëèÿåò âèáðàöèÿ íà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â[2℄, à òàêæå â [4℄. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèè ïîëó÷àþò-ñÿ èç îáðàùåíèÿ â íîëü íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîòîêà âåùåñòâà íà ãðàíèöå.Â ýòîì ñëó÷àå ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè ñîçäàåòñÿ íå âíåøíèìè óñëîâèÿìè, à ÿâëÿ-åòñÿ ñëåäñòâèåì ý��åêòà òåðìîäè��óçèè Ñîðå. Âèáðàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ �ýëåÿ�Áåíàðà â ñëîå ñ òâåðäûìè ñòåíêàìè ñ ó÷åòîì òåðìîäè��óçèè èçó÷àëàñü â [5℄. Âäàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîé ñî ñâîáîäíîé äå�îðìèðóþùåéñÿ ãðàíèöåé. Âýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
λLv = L2v, λPrθ = Lθ − v, λScC = L(C − SrT ) − SrLe−1v,

z = 0 : v = λPrδ, D2v + α2v =
Ma

α

2

(θ + C + δ(1 + Sr)),

Cr((3α2 + λ)Dv −D3v) = α2 (α2 +BO + µα thα) δ,
Dθ − Bi(θ + δ) = 0, DC − SrDT = 0,

(5)
z = 1 : v = Dv = 0, Dθ +B0θ = 0, DC − SrDT = 0.Çäåñü ââåäåíû íîâûå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû Sr = −ασ2

σ1
� ÷èñëî Ñîðå,

Le =
Pr

Sc
� ÷èñëî Ëüþèñà. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (5) ðåøàëàñü ÷èñëåííî â ñëó÷àåìîíîòîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ïîëó÷åíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà Sr > 0 óñòîé÷è-âîñòü ïîíèæàåòñÿ, à ñ óâåëè÷åíèåì âèáðàöèîííîãî ïàðàìåòðà µ � ïîâûøàåòñÿ.Ýòî ñîçäàåò âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü êîíâåêòèâíûì ïðîöåññîì. Ìîæíî, íàïðèìåð,ïðè çàäàííîì ïàðàìåòðå Sr òàê ïîäîáðàòü ïàðàìåòð µ, ÷òîáû êðèòè÷åñêèå ÷èñëàÌàðàíãîíè áûëè òàêèìè æå, êàê è ïðè µ = 0, Sr = 0. Òàáëèöà è ãðà�èê, ñîîò-âåòñòâóþùèå ìîíîòîííîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ Cr = 0.033, Pr = 0.01, Sc = 10,

Bi1 = 0, 1, Bi2 = 0, B01 = B02 = 0, Ga = 14.848, ïðèâåäåíû â òàáë.1 è íà �èñ.3.
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α Sr = 0 Sr = 0.01 Sr = 0.01 Sr = 0.015 Sr = 0.015

µ = 0 µ = 0 µ = 2.247 µ = 0 µ = 24.0235,00 206,71 18,54 18,55 12,74 12,754,00 137,72 12,50 12,51 8,60 8,613,00 86,66 8,28 8,31 5,70 5,732,00 49,59 5,69 5,78 3,94 4,021,00 18,92 4,04 4,44 2,90 3,220,80 13,58 3,65 4,23 2,68 3,140,60 8,94 3,16 3,97 2,39 3,080,40 5,33 2,53 3,62 2,00 3,040,20 3,17 1,90 3,14 1,58 3,010,15 3,01 1,84 3,04 1,54 3,010,12 3,09 1,87 3,01 1,56 3,010,10 3,31 1,95 3,02 1,61 3,010,05 6,12 2,67 3,31 2,09 3,020,01 100,90 4,58 4,59 3,10 3,130,001 9880,73 4,80 4,80 3,20 3,20Òàáë.1Ïîëó÷åíî, ÷òî çíà÷åíèþ Sr = 0.01 ñîîòâåòñòâóåò µ = 2.247, à åñëè Sr = 0.015,òî µ = 24.023. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè α → 0 èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà
Ma =

0.048

Sr
+O(α2), êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âèáðàöèîííîãî ïàðàìåòðà.

�èñ.3



94 Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë.Çàêëþ÷åíèå. Ïðèâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïðè-ìåñè è âèáðàöèè ìîæåò îêàçûâàòü êàê ñòàáèëèçèðóþùåå, òàê è äåñòàáèëèçèðóþ-ùåå âëèÿíèå íà êîíâåêòèâíóþ íåóñòîé÷èâîñòü.�àáîòà áûëà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíòû 07-0100099-à è 07-01-92213-ÍÖÍÈË-à â ðàìêàõ ÅÍÎ "�åãóëÿðíûå è õàîòè÷åñòèå äâèæåíèÿ").Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà âîçíèê-íîâåíèå êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè // ÏÌÌ. 2002. Ò.66. Ñ. 573-583.[2℄ Àíäðååâ Â.Ê., Çàõâàòàåâ Â. Å., �ÿáèöêèé Å.À. Òåðìîêàïèëëÿðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.Íîâîñèáèðñê: Íàóêà. 2000. 280 ñ.[3℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà âîçíèê-íîâåíèå êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè â ñëîå áèíàðíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ý��åêòà Ñîðå. //Òðóäû VII �îññèéñêîãî ñèìïîçèóìà "Ìåõàíèêà íåâåñîìîñòè". Ìîñêâà. 2000. Ñ. 248�261.[4℄ �åðøóíè �. Ç., Æóõîâèöêèé Å.Ì., Íåïîìíÿùèé À.À. Óñòîé÷èâîñòü êîíâåêòèâíûõòå÷åíèé. Ì.: Íàóêà, 1989. 318 ñ.[5℄ Gershuni G. Z., Kolesnikov A.K., Legros J. C., Myznikova B. I. On the vibrational
onve
tive instability of a horizontal binarymixture layer with Soret e�e
t. // J. FluidMe
h. 1997 Vol. 330, P. 251�269.Zenkovskaya S.M., Shleykel A.L. On the in�uen
e of an admixture andthermodi�usion on vibration Marangoni 
onve
tion. Double-di�usive Marangoni 
onve
tionin a binary mixture layer under the a
tion of high-frequen
y vibration is investigated onthe basis of the analysis averaged problems. The 
ase when thermodi�usion is take intoa

ount is 
onsidered also. Numeri
ally and asymptoti
ally spe
tral problems of stability areinvestigated, neutral 
urves are plotted.



ÌÅÒÎÄÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÓ� ÑÂÅ�ÒÎÊ, ÄÓ�ÁÈÍÀ È ��ÀÍÈ×ÍÎ�ÎÝËÅÌÅÍÒÀ Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅËÈãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ìàðêèí È.Ï.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÏðåäñòàâëåíà ñõåìà ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì êâàäðàòóðñâåðòîê. �àññìîòðåíû ìîäè�èêàöèè ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðóþùèå äîñòîèíñòâà ïîëó÷åííûõ ìîäè�èêàöèé.ÂâåäåíèåÑóùåñòâóþùèå ìåòîäîëîãèè ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîäèíàìèêè ñ èñïîëüçîâàíèåììåòîäà ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà (Ì�Ý) óêëàäûâàþòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, â äâà âîç-ìîæíûõ ïîäõîäà: ïîäõîä âî âðåìåííîé îáëàñòè è ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàò-íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáëàñòè Ëàïëàñà (Ôóðüå). Âñå ÷èñëåííûå �îðìóëû îáðàùå-íèÿ çàâèñÿò îò íàäëåæàùåãî âûáîðà èõ ïàðàìåòðîâ, à âñå ïîøàãîâûå ïðîöåäóðûòðåáóþò àäåêâàòíîãî âûáîðà øàãà ïî âðåìåíè è, êàê ïðàâèëî, ïðèåìîâ óëó÷øå-íèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîøàãîâîé �îðìóëèðîâêè [1, 2℄. Ïîÿâëåíèå ìåòîäà êâàäðàòóðñâåðòîê ïîçâîëèëî ñ�îðìóëèðîâàòü íîâûé Ì�Ý-ïîäõîä [2, 3, 4, 5℄.�ðàíè÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå×òîáû ââåñòè �Ý-äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå áåçîáúåìíûõ ñèë è íà÷àëüíûõ äå�îðìàöèé [1℄. Áàçîâûé ïðîöåññ �Ý-äèñêðåòèçàöèèñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé èç [1℄. Òðàäèöèîííàÿ ñõåìà ìåòîäà êâàäðàòóðñâåðòîê ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñîñòàâíîé �îðìóëû òðàïåöèé ñ ïîñòîÿííûì øàãîì[2, 3, 4℄:
y = q ∗ p, y(n∆t) =

n∑

k=0

ωn−k(∆t)g(k∆t), n = 0, 1, ..., N,

ωn(∆t) =
R−n

L

L−1∑

l=0

q̄(γ(Reil2πL
−1

)/∆t)e−inl2πL
−1

,

αkxn+k+αk−1xn+k−1+...+α0xn = ∆t[βk(sxn+k+g((n+k)∆t))+...+β0(sxn+g(n∆t))],

γ(z) =
α0p

k + ...+ αk
β0pk + ...+ βk

, x(t, p) =

t∫

0

ep(t−τ)g(τ)dτãäå q̄ - èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó �óíêöèè q.�àçäåëèì èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ, îáîçíà÷èâ óçëû ÷åðåç ϕk (k = 1, 2, ..., L),ïðè÷åì ϕ0 = 0, ϕL = 2π, òîãäà âåñîâûå êîý��èöèåíòû ïðèìóò âèä:
ω0 =

R−n

2π

L∑

k=1

ϕk+1∫

ϕk

Re[f̄(ϕ)]dϕ, ωn =
R−n

2π

L∑

k=1

ϕk+1∫

ϕk

[f̄(ϕ)]e−inϕdϕ äëÿ t > 0.



96 Èãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ìàðêèí È.Ï.Íà èíòåðâàëå a = ϕk, b = ϕk+1 âîçíèêàþò èíòåãðàëû îò áûñòðî îñöèëëèðóþùåé�óíêöèè, ïðè÷åì n(b − a) >> 1, f(ϕ) - ãëàäêàÿ �óíêöèÿ. Òàêèå �óíêöèè ìîãóòáûòü ïðèáëèæåíû ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè m ïðè m >> n(b− a)/π [6℄:
b∫

a

Lme
inϕdϕ = Snm(f) =

b− a

2
ein

b+a
2

m∑

j=1

Dj

(
n
b− a

2

)
f(ϕj),ãäå

Dj(w) =

1∫

−1

(
∏

k 6=j

ξ − dk
dj − dk

)
eiwξdξ, ϕj =

b+ a

2
+
b− a

2
dj, j = 1, ..., m, w = n

b− a

2
.

Rm(f) =

b∫

a

(f(ϕ) − Lm(ϕ))einkdϕ,

Rm(f) ≤
b∫

a

|f(ϕ) − Lm(ϕ)|dϕ ≤ D(d1, ..., dm)

(
max
[a,b]

|f (m)(ϕ)|
)(

b− a

2

)m+1

.Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé �óíê-öèåé, òî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàäèöèîííóþ ñîñòàâíóþ �îðìóëóòèïà Íüþòîíà-Êîòåñà.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû�àññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè ñèëû p = 1Í/ì2 íà òîðåö ïðèçìàòè÷åñêî-ãî òåëà, êîãäà äðóãîé òîðåö æåñòêî çàêðåïëåí. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ñëåäóþ-ùèå: ïëîòíîñòü ρ = 7850êã/ì3, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, ìîäóëü Þíãà
E = 2, 11 · 1011H/ì2. Çàäà÷à ðåøåíà â ïðèâåäåííûõ âåëè÷èíàõ (p = 1, ρ = 0, 5,
ν = 0, E = 1). �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: âû-áðàíî 126 ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ÷åòâåðòè ðàâíîìåðíîé ñåòêè.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû êðèâûå ïåðåìåùåíèé, ÷èñëî âðåìåííûõ òî÷åê N = 500,÷èñëî óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ L = 500 íà èíòåðâàëå îò 0 äî 2π ñ ïîñòîÿííûì øàãîì
∆t = 0, 01. Öè�ðîé 1 ìàðêèðîâàíî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàäè-öèîííîãî ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê, öè�ðîé 2 - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçî-âàíèåì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿíòû �óíêöèè f(ϕ), öè�ðîé 3 - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîåñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿíòû �óíêöèè f(ϕ). Íà ðèñóíêå âèäíî,÷òî ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàäèöèîííîãî ìåòîäà êâàäðàòóðñâåðòîê çíà÷èòåëüíî ëó÷øå.Íà ðèñ. 2 (êðèâàÿ ñ îñöèëÿöèÿìè) ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì òðàäèöèîííîé ñîñòàâíîé �îðìóëû ìåòîäà òðàïåöèé ñ ïåðåìåííûìøàãîì: íà èíòåðâàëå îò 0 äî π/2 âçÿëè 125 óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, íà èíòåðâàëåîò π/2 äî 3π/4 - 20 óçëîâ, íà èíòåðâàëå îò 3π/4 äî 2π -125 óçëîâ. Îáùåå ÷èñëî òî-÷åê èíòåãðèðîâàíèÿ L=270, òî÷åê ïî âðåìåíè N=500, øàã ∆t=0,01. Îñöèëëÿöèèìîæíî ïîãàñèòü, ïðèìåíèâ ïðåäëîæåííûå êîìáèíèðîâàííûå �îðìóëû. �åøåíèÿ,ïîëó÷åííûå ïî ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé êîìáèíèðîâàííûì �îðìóëàì, ñîâïàëè,



Ìåòîäû êâàäðàòóð ñâåðòîê, Äóðáèíà è ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà â óïðóãîé äèíàìèêe 97

�èñ. 1.

�èñ. 2.èì ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 2. Ýòè ðåøåíèÿ ïðè ìåíüøåì ÷èñëå óçëîâèíòåãðèðîâàíèÿ (L=270) ñîâïàäàþò ñ êðèâîé 1 íà ðèñ. 1 (L=500).Ìîæíî è äàëüøå óìåíüøàòü ÷èñëî óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîìõîðîøèå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî, åñëè ÷èñëî òî÷åê ïî âðåìåíè, êîòîðîå ðàâíî N , íà-÷èíàåò ïðåâûøàòü 2L, òî êàðòèíà êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ñèëüíî èçìåíÿåòñÿ -óâåëè÷èâàåòñÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé, à èõ ÷àñòîòà óìåíüøàåòñÿ (äëÿ òðàäèöèîí-íîãî ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê òàêàÿ êàðòèíà ïîÿâëÿåòñÿ ïðè N > L). Íà ðèñ.3 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ñëåäóþùåãî ðàçáèåíèÿ - íà èíòåðâàëå îò 0 äî π/2 - 70óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, íà èíòåðâàëå îò π/2 äî 3π/2 - 20 óçëîâ, íà èíòåðâàëå îò
3π/2 äî 2π - 70 óçëîâ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òðàäèöèîííûé âàðèàíò �îðìóëû êâàäðàòóð ñâåðòîê äà-åò õîðîøèå ðåçóëüòàòû çà ñ÷åò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè-ìåíåíèå êîìáèíèðîâàííîé �îðìóëû ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòüñ èñïîëüçîâàíèåì ìåíüøåãî ÷èñëà óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.
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�èñ. 3.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áàæåíîâ, Â.�., Èãóìíîâ, Ë.À. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ãðà-íè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðåøåíèè çàäà÷ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ññîïðÿæåííûìè ïîëÿìè - Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. - 352ñ.[2℄ S
hanz, M. Wave Propogation in Vis
oelasti
 and Poroelasti
 Continua.// BerlinSpringer, 2001. - 170 p.[3℄ Lubi
h, C. Convolution quadrature and dis
retized operational Ñal
ulus. I // Numeris
heMathematik. - 1988. - � 52. - P. 129-145.[4℄ Lubi
h, C. Convolution quadrature and dis
retized operational Ñal
ulus. II //Numeris
he Mathematik. - 1988. - V. 52. - P. 413-425.[5℄ S
hanz, M., Steinba
h O. Boundary element analysis - Berlin Springer, 2007. - 354 p.[6℄ Áàõâàëîâ, Í.Ñ., Æèäêîâ, Í.Ï., Êîáåëüêîâ �.Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû - Ì.: Ëàáîðà-òîðèÿ Áàçîâûõ Çíàíèé, 2001. - 632 ñ.Igumnov L.A., Litvin
huk S.U., Markin I.P. Convo
ation quadrature method, Durbinmethod and boundary element method in dynami
 problems of elasti
 bodies. A s
heme of aboundary element method is given in 
ombination with a 
onvo
ation quadrature method. Themodi�
ations of the 
onvo
ation quadrature method are 
onsidered. The results of numeri
alexperiments showing the advantages of the obtained modi�
ations are presented.



ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÑÒÅ�ÆÍÅÉ ÑÂ�ÀÙÀÒÅËÜÍÛÌ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ×ÀÑÒÈÖÈëþõèí À.À., Òèìîøåíêî Ä.Â.Òàãàíðîãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóòÄàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìèêðîïîëÿðíîé ñòåðæíåâîé ìîäåëè ïîñðåä-ñòâîì ðåäóêöèè îò òð¼õìåðíîé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ê îäíîìåðíîé òåîðèè ñòåðæ-íåé. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò çàäà÷à îáîñíîâàíèÿ îñóùåñòâèìîñòè ðåäóêöèè îò òð¼õìåðíîéòåîðèè ê îäíîìåðíîé è çàìêíóòîñòè îñíîâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëó÷åííîé îäíîìåð-íîé òåîðèè. Â äîïîëíåíèå ê ðåçóëüòàòàì ðàáîòû À.À. Èëþõèíà, Í.Í. Ùåïèíà �Ê ìî-ìåíòíîé òåîðèè óïðóãèõ ñòåðæíåé� ïîëó÷åíû çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé Êèðõãî�à. Óêàçàíû êèíåìàòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, êîòîðûå íóæíî ïðèâëå÷ü,÷òîáû âìåñòå ñ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êèðõãî�à ïîëó÷èòü çàìêíóòóþñèñòåìó. Îñòàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû íàéäåíû èç îïðåäåëÿþùèõ èõ ñîîòíîøå-íèé. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîý��èöèåíòû â çàìûêàþùèõñîîòíîøåíèÿõ.Â ðàáîòå [1℄ àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì áûëî ïîëó÷åíî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ðå-øåíèÿ çàäà÷è î äå�îðìàöèè ãèáêîãî ñòåðæíÿ â ðàìêàõ ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãî-ñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü çàäà÷ó: íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿòðåõìåðíîé çàäà÷è ðåøåíèÿ ïîëó÷èòü ðàñùåïëåíèå çàäà÷è î äå�îðìàöèè ñòåðæíÿíà ñîâîêóïíîñòü äâóìåðíîé è îäíîìåðíîé çàäà÷:óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèé u(2)
i , θ

(2)
i òî÷åê ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ:

(µ+ α)∆̃u
(2)
1 + 2α(∇2θ

(2)
3 −∇3θ

(2)
2 ) = 0,

(λ+ 2µ)∇2∇2u
(2)
2 + (µ+ α)∇3∇3u

(2)
2 + (λ+ µ− α)∇2∇3u

(2)
3 + 2α∇3θ

(2)
1 = λκ

(1)
3 ,

(λ+ 2µ)∇3∇3u
(2)
3 + (µ+ α)∇2∇2u

(2)
3 + (λ+ µ− α)∇2∇3u

(2)
2 − 2α∇2θ

(2)
1 = −λκ(1)

2 ,

(β + ν)∆̃θ
(2)
1 − 4αθ

(2)
1 + 2α(∇2u

(2)
3 −∇3u

(2)
2 ) = 0, (1)

(π + 2β)∇2∇2θ
(2)
2 + (β + ν)∇3∇3θ

(2)
2 + (π + β − ν)∇2∇3θ

(2)
3 − 4αθ

(2)
2 + 2α∇3u

(2)
1 =

= 2α(χ
(1)
3 + x2κ

(1)
1 ),

(π + 2β)∇3∇3θ
(2)
3 + (β + ν)∇2∇2θ

(2)
3 + (π + β − ν)∇2∇3θ

(2)
2 − 4αθ

(2)
3 − 2α∇2u

(2)
1 =
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= −2α(χ

(1)
2 − x3κ

(1)
1 ),è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

(µ+ α)
∂

∂n
u

(2)
1 + 2αe1αβnαθ

(2)
β = −(µ− α){nαχ(1)

α + κ
(1)
1 e1αβxαnβ},

n2{(λ+ 2µ)∇2u
(2)
2 + λ∇3u

(2)
3 } + n3{(µ+ α)∇3u

(2)
2 + (µ− α)∇2u

(2)
3 + 2αθ

(2)
1 } =

= −λn2(χ
(1)
1 + e1αβκ

(1)
α xβ),

n3{(λ+ 2µ)∇3u
(2)
3 + λ∇2u

(2)
2 } + n2{(µ+ α)∇2u

(2)
3 + (µ− α)∇3u

(2)
2 − 2αθ

(2)
1 } =

= −λn3(χ
(1)
1 + e1αβκ

(1)
α xβ),

(β + ν)
∂

∂n
θ

(2)
1 = −(β − ν)nακ

(1)
α , (2)

n2{(π + 2β)∇2θ
(2)
2 + π∇3θ

(2)
3 } + n3{(β + ν)∇3θ

(2)
2 + (β − ν)∇2θ

(2)
3 } = −πn2κ

(1)
1 ,

n3{(π + 2β)∇3θ
(2)
3 + π∇2θ

(2)
2 } + n2{(β + ν)∇2θ

(2)
3 + (β − ν)∇3θ

(2)
2 } = −πn3κ

(1)
1 .Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå:

u
(2)
2 = ũ

(2)
2 − λχ

(1)
1

2(λ+ µ)
x2 − θ̃

(2)
1 x3 +

κ
(1)
3

β + ν

(
λβ

λ+ 2µ
x2

2 +
β − ν

2
x2

3

)
+

+
(β − ν)

β + ν
κ

(1)
2 x2x3 + κ(1)

α v(2)
α ,

u
(2)
3 = ũ

(2)
3 − λχ

(1)
1

2(λ+ µ)
x3 + θ̃

(2)
1 x2 −

κ
(1)
2

β + ν

(
λβ

λ+ 2µ
x2

3 +
β − ν

2
x2

2

)
−

−(β − ν)

β + ν
κ

(1)
3 x2x3 + κ(1)

α v(3)
α ,

u
(2)
1 = ũ

(2)
1 − xαχ

(1)
α + k

(1)
1 v

(1)
1 , θ

(2)
1 = θ̃

(2)
1 − β − ν

β + ν
xακ

(1)
α + κ(1)

α Θ(3)
α ,

θ
(2)
2 = −χ(1)

3 − πκ
(1)
1

2(π + β)
x2 + κ

(1)
1 Θ

(2)
1 , θ

(2)
3 = χ

(1)
2 − πκ

(1)
1

2(π + β)
x3 + κ

(1)
1 Θ

(3)
1 . (3)Óðàâíåíèÿ Êèðõãî�à ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â îäíîìåðíîé çàäà÷å

d̃

ds
~F + ~ω × ~F = 0,

d̃

ds
~M + ~ω × ~M + ~e× ~F = 0, (4)
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Fi =

∫

Ω

σ1idΩ, Mi =

∫

Ω

{eiαkxkσ1k + µ1i}dΩ ; (5)
d̃

ds
îáîçíà÷àåò îòíîñèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî äóãîâîé êîîðäèíàòå s â ãëàâíûõîñÿõ èçãèáà è êðó÷åíèÿ.Íèæå áóäåò îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü ðàñùåïëåíèÿ òð¼õìåðíîé çàäà÷è íà óðàâ-íåíèÿ (1) � (5), íàéäåí ÿâíûé âèä çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé (5) è ïðîàíàëèçèðî-âàíû èõ ñâîéñòâà.Â ñîîòíîøåíèÿõ (3) �óíêöèè v(j)

i ,Θ
(j)
i ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò òî÷åêòîëüêî â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ �óíêöèé äîïóñòèìîïðåäåë¼ííûé ïðîèçâîë â ñèëó íå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà[3,4℄. Óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèé v(j)

i ,Θ
(j)
i ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèìîáðàçîì. Çàïèøåì øåñòü äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ �óíêöèé

v
(j)
i ,Θ

(j)
i , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3). Â ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïðèðàâíÿåì êíóëþ êîý��èöèåíòû ïðè âåëè÷èíàõ κ(1)

i , â ðåçóëüòàòå ïðèä¼ì ê óðàâíåíèÿì
2λβ

β + ν
+ (λ+ 2µ)∇2

2ν
(2)
3 + (µ+ α)

β − ν

β + ν
+ (µ+ α)∇2

3ν
(2)
3 − (λ+ µ− α)

β − ν

β + ν
+

+ (λ+ µ− α)∇2∇3ν
(3)
3 − 2α

β − ν

β + ν
+ 2α∇3Θ

(3)
3 − λ = 0,

(λ+ 2µ)∇2
2ν

(2)
2 + (µ+ α)∇2

3ν
(2)
2 + (λ+ µ− α)∇2∇3ν

(3)
2 + 2α∇3Θ

(3)
2 = 0,

(µ+ α) ∆̃ν
(1)
1 + 2α

(
∇2Θ

(3)
1 + ∇3Θ

(2)
1

)
= 0,

− 2λβ

β + ν
+ (λ+ 2µ)∇2

3ν
(3)
2 − (µ+ α)

β − ν

β + ν
+ (µ+ α)∇2

2ν
(3)
2 − (λ+ µ− α)

β − ν

β + ν
+

+ (λ+ µ− α)∇2∇3ν
(2)
2 + 2α

β − ν

β + ν
− 2α∇2Θ

(3)
2 + λ = 0,

(λ+ 2µ)∇2
3ν

(3)
3 + (µ+ α)∇2

2ν
(3)
3 + (λ+ µ− α)∇2∇3ν

(2)
3 + 2α∇3Θ

(3)
3 = 0,

(β + ν) ∆̃Θ
(3)
2 + 2α

(
∇2ν

(3)
2 −∇3ν

(2)
2 − 2Θ

(3)
2

)
= 0,

(β + ν) ∆̃Θ
(3)
3 + 2α

(
∇2ν

(3)
3 −∇3ν

(2)
3 − 2Θ

(3)
3

)
= 0, (6)
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(π + 2β)∇2

2Θ
(2)
1 + (β + ν)∇2

3Θ
(2)
1 + (π + β − ν)∇2∇3Θ

(3)
1 +

+

(
2α

π

π + β
− 1

)
x2 − 4αΘ

(2)
1 + 2α∇3ν

(1)
1 = 0,

(π + 2β)∇2
3Θ

(3)
1 + (β + ν)∇2

2Θ
(3)
1 + (π + β − ν)∇2∇3Θ

(2)
1 +

+

(
2α

π

π + β
− 1

)
x3 − 4αΘ

(3)
1 − 2α∇2ν

(1)
1 = 0.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèé v(j)

i ,Θ
(j)
i èìåþò âèä:

λn2ν
(2)
2 + λn3ν

(3)
2 = 0, n2∇2Θ

(3)
2 − n3∇3Θ

(3)
2 = 0, n2∇2Θ

(3)
3 + n3∇3Θ

(3)
3 = 0,

n2 (π + 2β)∇2Θ
(2)
1 + n3 (β + ν)∇3Θ

(2)
1 = 0, (β − ν)n2Θ

(3)
3 − (β + ν)n3Θ

(3)
2 = 0, (7)

n2 (β − ν)∇2Θ
(3)
1 + n3π∇3Θ

(3)
1 = 0.Óðàâíåíèÿ (6) äëÿ íåèçâåñòíûõ v(j)

i ,Θ
(j)
i ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ÷òî óêàçûâà-åò íà êîððåêòíîå ðàñùåïëåíèå òðåõìåðíîé çàäà÷è íà ñèñòåìó äâóìåðíûõ óðàâíå-íèé äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèé v(j)

i ,Θ
(j)
i òî÷åê ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è îäíîìåðíûõóðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèé äóãîâîé êîîðäèíàòû.Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (5), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò Miâåêòîðà-ìîìåíòà:

M1 = B1ω1+A1ω1, M2 = B22ω2+B23ω3 +A2ω3, M3 = B31ω2 +B33ω3 +A3ω2, (8)Êîý��èöèåíòû Ai â ñîîòíîøåíèÿõ (9) õàðàêòåðèçóþò âêëàä ìîìåíòíûõ íà-ïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ ìåæäó ÷àñòèöàìè â ïðîöåññå äå�îðìàöèè, â âåëè÷èíóêîìïîíåíò âåêòîðà-ìîìåíòà. Àíàëèç âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ B23 è B31ïîêàçàë, ÷òî B23 = B31 = 0 áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà õà-ðàêòåð äå�îðìàöèé èëè ñâîéñòâà äå�îðìèðóåìîãî îáúåêòà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,÷òî ó÷åò ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû çàìûêàþ-ùèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Êèðõãî�à ïîñðåäñòâîì ïîÿâëåíèÿ âåëè÷èí
γi, çàâèñÿùèõ îò ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè ìîìåíò-íûõ íàïðÿæåíèé (Ai = 0) çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ (8) ïåðåõîäÿò â ñîîòíîøåíèÿ,ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãî�à.Àíàëèç �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ai ïîêàçàë, ÷òî êîý��èöèåíò A1 ÿâëÿåòñÿâåëè÷èíîé íåîòðèöàòåëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, ó÷¼ò ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ïðèâî-äèò ê óâåëè÷åíèþ ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ äå�îðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ(óâåëè÷åíèþ ñóììàðíîé æ¼ñòêîñòè) è, êàê ñëåäñòâèå, ê óâåëè÷åíèþ ðàñòÿãèâàþ-ùåãî ìîìåíòà M1. �àññìîòðåâ âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ A2 è A3:
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A2 =

∫∫

Ω

(β − ν)∇2Θ
(3)
3 dΩ, A3 =

∫∫

Ω

(β + ν)∇3Θ
(3)
2 dΩ,ïîëó÷èì:

A2 − A3 =

∫∫

Ω

(
(β − ν)∇2Θ

(3)
3 − (β + ν)∇3Θ

(3)
2

)
dΩ = 0. (9)×òî ñëåäóåò èç �îðìóëû �ðèíà. Èëè

A2 = A3 = A. (10)�àâåíñòâî (10) íîñèò îáùèé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó ïîëó÷åíî áåç êàêèõ-ëèáî äî-ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñèñòåìó óðàâíåíèé òð¼õìåðíîé çàäà÷è.Óðàâíåíèÿ (8) äëÿ êîìïîíåíò Mi âåêòîðà-ìîìåíòà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìû-êàþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Êèðõãî�à. Ñ ó÷¼òîì ïðîèçâåä¼ííîãîàíàëèçà ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:
M1 = B̃1ω1, M2 = B2ω2 + Aω3, M3 = B3ω3 + Aω2, (11)ãäå B̃1 = B1 + A1.Ñîîòíîøåíèÿ (11) ñîâìåñòíî ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Êèðõãî�à ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé çàìêíóòóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äå�îðìàöèè ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì êîí-öåâûõ íàãðóçîê ñ ó÷¼òîì ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå äå-�îðìàöèè ìåæäó ÷àñòèöàìè, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìàòåðèàë ñòåðæíÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Èëþõèí À.À., Ùåïèí Í.Í. Ê ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãèõ ñòåðæíåé // Èçâåñòèÿâóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2001. Ñïåöâûïóñê. Ñ. 92�94.[2℄ Èëþõèí À.À. Ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãèõ ñòåðæíåé. �Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1979. � 216 ñ.[3℄ Øêóòèí Ë.È. Íåëèíåéíûå ìîäåëè äå�îðìèðóåìûõ ìîìåíòíûõ ñðåä. � ÏÌÒÔ. �1980. � � 6. � C. 111�117.[4℄ Åðåìååâ Â.À. Îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë ñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè // Èçâ.�ÀÍ. ÌTT. � 1994. � �3. � C. 181�190.Ilyukhin A.A., Timoshenko D.V. In addition to results of work of A.A. Ilyukhin,N.N. Shñhepin �To moment theories of elasti
 rods� are re
eived 
losing parities for system ofKirhho� equations. Kinemati
 parameters with whi
h it is ne
essary to involve that togetherwith system of di�erential Kirhho� equations to re
eive the 
losed system are spe
i�ed. Othergeometri
al sizes are found from parities de�ning them. Conditions with whi
h should satisfyfa
tors in 
losing parities are re
eived. For the one-dimensional theory the de
ision at presen
eæåñòêîñòíîé is spe
i�ed to symmetry. The re
eived results were interpreted within the limitsof the me
hani
al approa
h to de�nition of 
on�gurations of mole
ules of DNA.



ÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÓÄÀ� ÌÀÑÑÈÂÍÎ�Î ÒÅËÀ ÏÎÊ�Ó�ËÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÅ, ËÅÆÀÙÅÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈÊàäîìöåâ È.�., Ëàïèí À.�.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, ã. �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíà çàäà÷à îá óäàðå ìàññèâíîãî òåëà ïî êðóãëîé ïëàñòèíå, æåñòêî çàùåì-ëåííîé ïî êîíòóðó, ëåæàùåé íà îñíîâàíèè. Àíàëèòè÷åñêè ïîñòðîåíà �óíêöèÿ �ðèíà,ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ðåøåíà çàäà÷à óïðóãîãî è íåóïðóãîãî óäàðà. Ïîñòðîåíû ãðà�èêèçàâèñèìîñòè ñèëû êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ P (t) äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.�àññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó îá óäàðå òÿæåëîãî òåëà âåñîì P ïî êðóã-ëîé ïëàñòèíå, ëåæàùåé íà îñíîâàíèè Âèíêëåðà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 (ìî-ìåíò óäàðà) òåëî èìååò çàäàííóþ ñêîðîñòü v. Ñîñðåäîòî÷åííàÿ óäàðíàÿ íàãðóçêàïðèêëàäûâàåòñÿ â öåíòðå ïëàñòèíû. �åøåíèå áóäåì ñòðîèòü íà îñíîâå ðåøåíèÿäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïëèòû, âûçûâàåìûõ ïðè-ëîæåíèåì òî÷å÷íîé íàãðóçêè â öåíòðå ïëèòû [1℄. Ïåðåìåùåíèå ïëàñòèíû w(r, t)óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ñî�è-Æåðìåí, çà èñêëþ÷åíèåìíà÷àëà êîîðäèíàò r = 0, ãäå èìååòñÿ îñîáåííîñòü èç-çà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè
∆∆w +

k

D
w +

γh

∂D

∂2w

∂t
= q(r, t)ãäå ∆ = ∂/∂r2 + (1/r)∂/∂r � îïåðàòîð Ëàïëàñà, D = Eh3/12(1 − σ2) � öè-ëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, E � ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà ïëàñòèíû,

σ � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, a � ðàäèóñ ïëàñòèíû, h � òîë-ùèíà ïëàñòèíû, k � êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ãðóíòà îñåäàíèþ, γh � âåñ ïëà-ñòèíêè íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, Q = γhπa2 � âåñ ïëàñòèíêè, P � âåñ ïàäàþùåãîãðóçà,q(r, t) � íàãðóçêà íà åäèíèöó ïëîùàäè ïëèòû. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåìçàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ïåðâîíà÷àëüíî ïîêîèâøåéñÿ ïëèòû, âûçûâàåìûõ ïðèëîæå-íèåì ñèëû, ñîñðåäîòî÷åííîé â åå öåíòðå, ò.å ïðè q(r, t) = 0.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàäåëàííîé ïî êîíòóðó ïëàñòèíû èìåþò âèä
w(a, t) = 0;

∂w

∂r
(a, t) = 0. (1)Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ìîìåíò t = 0 ïðåäñòàâèìû ñëåäóþùèì îáðàçîì

w(r, 0) = 0;
∂w

∂t
(r, 0) = 0; r 6= 0. (2)Ïóñòü ïðè r = 0 è t = 0 ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñà ñèëû

Z = δ(t). Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî t äàâëåíèå íà ïëàñòèíó â ýòîé òî÷êå ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíî
F = P − P

g

∂2w

∂t2
+ Z (3)



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé óäàð ìàññèâíîãî òåëà ïî êðóãëîé ïëàñòèíå 105Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó ρ = r/a è ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñàê (1)�(4), òîãäà ïîëó÷èì
(
∂

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
)(
∂2w

∂ρ2
+

1

ρ

∂w

∂ρ
) + (L4 +

p2

v2
)w = 0, (4)

a4

D
F =

a4

D
(P − P

g
p2w + Zp), (5)ãäå L4 = a4k/D, v2 = gD/γha4.�àññìîòðèì �óíêöèþ âëèÿíèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ äëÿ ñëó÷àÿñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, ðàâíîé åäèíèöå, ïðèëîæåííîé â òî÷êå ξ (â íàøåì ñëó÷àå

ξ = 0). Äëÿ (6) �óíêöèÿ âëèÿíèÿ èìååò âèä (a4/D)G1(r, 0, p). Â ëþáîé òî÷êå îòíàãðóçêè F ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (6) èìååì:
G(ρ, p) =

a4

D
[P + Zp− P

g
p2G(0, p)]G1(ρ, 0, p) (6)Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ρ = 0, íàéäåì G(0, p), òîãäà (7) ïðèíèìàåò âèä

G(ρ, p) =
a4

D

(P + Zp)G1(ρ, 0, p)

1 + (a4P/gD)p2G1(0, 0, p)
(7)Ïîëþñû ìåðîìîð�íîé �óíêöèè G(ρ, p) ïðèíèìàþò ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ pk =

±ivλk. Îáîçíà÷àÿ G1(0, 0,±iλv) = G(0, 0, λ), ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèåäëÿ íàõîæäåíèÿ λk
1 − Pπa2

Q
λ2G(0, 0, λ) = 0 (8)Äàëåå ñ ïîìîùüþ (8) è âòîðîé òåîðåìû ðàçëîæåíèÿ Õåâèñàéäà ïîëó÷àåì âûðàæå-íèå äëÿ ïðîãèáà

w(ρ, t) = wñò +
a4

D

∞∑

k=1

(P + Zp)G1(ρ, 0, pk)e
pkt

[pk + (P/g)(a4/D)p3
kG1(0, 0, pk)]′pk

, (9)ãäå ñòàòè÷åñêèé ïðîãèá wñò = (Pa4/D)G(ρ, 0, L). Ïîñëå çàìåíû pk íà ±iλkv ïîëó-÷èì
w(ρ, t) = wñò − a4

D

∞∑

i=1

(P cos vλit− Zvλi sin vλit)G(ρ, 0, λi)

−0.5[λi − (Pπa2/Q)λ3
iG(0, 0, λi)]

′
λi

. (10)Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (5), ó÷èòûâàÿ ÷òî λ2 > L4. Îíî èìååò âèä:
w(ρ, λ) = A1J0(uρ) + A2I0(uρ) + A3N0(uρ) + A4K0(uρ), (11)ãäå u = 4

√
λ2 − L4. Çäåñü J0(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ, I0(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ÷èñòî ìíèìîãî àðãóìåíòà, N0(z) � �óíêöèÿ Íåéìàíà, K0(z) � �óíêöèÿ Ìàê-äîíàëüäà, ñâÿçàííàÿ ñ �óíêöèåé �àíêåëÿ H

(1)
n (z) ñëåäóþùèì îáðàçîì K ′

n(z) =
1
2
πie

1

2
πniH

(1)
n (iz).



106 Êàäîìöåâ È.�., Ëàïèí À.�.Îïðåäåëÿÿ âñå íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïîäñòàâëÿÿ èõçíà÷åíèÿ â (12), âû÷èñëèì �óíêöèþ âëèÿíèÿ G(ρ, 0, λ) = (a2/4u2D)K(ρ, 0, u), è,ïîëàãàÿ ρ = 0, èìååì
K(0, 0, u) =

(4/πu) + I1(u)N0(u) + I0(u)N1(u) + (2/π)[K0(u)J1(u) −K1(u)J0(u)]

2[J0(u)I1(u) + J1(u)I0(u)]Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó �óíêöèÿìè G(0, 0, λ) è K(0, 0, u), óðàâíåíèå (9) äëÿ îïðå-äåëåíèÿ çíà÷åíèÿ êîðíåé λi çàïèøåòñÿ â âèäå
1 − Pπ

4Q

λ2

u2
K(0, 0, u) = 0 (12)Çíà÷åíèå ïðîãèáà (11) â öåíòðå ïëèòû, ò.å. ïðè ρ = 0, ìîæíî çàïèñàòü

w(0, t) =
Pa2

4L2D
K(0, 0, L) − a2

4D

4Q

πP

∞∑

k=1

u2
k

λ2
kD(uk)

[P cos vλkt− Zvλk sin vλkt], (13)ãäå D(uk) = u2
k −

λ2
k

2(u2
k
)
+

πPλ4
k

16Qu3
k

K ′
uk

(0, 0, uk).Âû÷èñëèì çíà÷åíèå K ′
u(0, 0, u), âîñïîëüçîâàâøèñü äè��åðåíöèàëüíûìè ñîîò-íîøåíèÿìè äëÿ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé [2℄, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì

K ′
u(0, 0, u) =

2

πu

[I0(u) − J0(u)]
2

[J0(u)I1(u) + I0(u)J1(u)]2Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé u ïåðåõîäèì ê àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèÿì:
Jp(u) = [Pp(u) cos(u− 2p+1

4
π) −Qp(u) sin(u− 2p+1

4
π)]
√

2
πu
,

Np(u) = [Pp(u) sin(u− 2p+1
4
π) +Qp(u) cos(u− 2p+1

4
π)]
√

2
πu
,

Ip(u) = e4√
2πu

Sp(−2u),

ip+1H
(1)
p (iu) =

√
2
πu
e−uSp(2u),ãäå

Pp(u) = 1 − (4p2−1)(4p2−9)
2!(8u)2

+ ...

Qp(u) = 4p2−1
8u

− (4p2−1)(4p2−9)(4p2−25)
3!(8u)3

+ ...

Sp(u) = 1 + 4p2−1
1!4u

+ (4p2−1)(4p2−9)
2!(4u)2

+ ...Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âûðàæåíèé óðàâíåíèå (13) äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé λ ïðè-ìåò âèä:
1 − πPλ2

8Qu2

cos u+ U1 sin(u− π
4
) + U2 cos(u− π

4
)

sin u+ U2 sin(u− π
4
) − U1 cos(u− π

4
)

= 0, (14)ãäå U1 = 1√
2
[ 9
64u2 + 39

256u3 + 300
32768u4 + ...], U2 = 1√

2
[ 1
4u

+ 9
64u2 − 300

32768u4 + ...].Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè âëèÿíèÿ, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå äëÿ D(u) ïðåäñòàâèìàâ �îðìå
K ′
u(0, 0, u) =

1

2

1 + 1
4u

+ 5
32u2 + 21

128u3 + ...

[sin u+ U2 sin(u− π
4
) − U1 cos(u− π

4
)]2
.



Óïðóãîïëàñòè÷åñêèé óäàð ìàññèâíîãî òåëà ïî êðóãëîé ïëàñòèíå 107Äàëåå, ðåøàÿ ÷èñëåííî óðàâíåíèå (15) è íàõîäÿ åãî êîðíè, îïðåäåëÿåì ïðîãèá
w(0, t) â öåíðå ïëèòû.Òåïåðü ïðèìåíèì ïîäõîä Òèìîøåíêî, êîòîðûé ãîâîðèò, ÷òî ïîëíîå ñìåùåíèåïàäàþùåãî ãðóçà s ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ìåñòíîãî ñæàòèÿ α è ïðîãèáà w(14):

s = α + w. (15)Ñìåùåíèå s óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ
mg

d2s

dt2
= −P (t), (16)ãäå m � ìàññà ïàäàþùåãî ãðóçà, P (t) � ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ãðóçîìè ïëàñòèíêîé. Ïðîèíòåãðèðóåì (16), èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (s|t=0 = 0,

ds
dt
|t=0 = v0), è ïîëó÷èì

s = v0t−
1

mg

∫ t

0

∫ t1

0

P (t2)dt2dt1. (17)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16) è (17), ïîëó÷àåì �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå òåîðèèóäàðà Ñ.Ï.Òèìîøåíêî:
v0t−

1

mg

∫ t

0

∫ t1

0

P (t2)dt2dt1 = α(t) +

∫ t

0

P (t1)wdt1. (18)Â äàííîé ðàáîòå áûëè èññëåäîâàíû äâå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ìåñòíîå ñìÿòèå:ìîäåëü �åðöà è óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü [3℄.Äëÿ ìîäåëè �åðöà α = kP
2

3 , ãäå k = ( 9
16

1

µr
1
2

)
2

3 , µ � ìîäóëü óïðóãîñòè ïðè ñäâèãå,
r � ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè óäàðÿþùåãî òåëà.Äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè èìååì ñèñòåìó äëÿ òðåõ ðàçíûõ ýòàïîâ:- óïðóãîå ïîâåäåíèå α = bP

2

3 ;P < supP (ς)|ς≤t < P1- ó÷åò ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé α = (1 + β)cP
1

2 + (1 − β)Pd; supP (ς)|ς≤t >
P1; supP (ς)|ς≤t = P- ïðîöåññ ðàçãðóçêè α = b�P 2

3 + δp[sup(ς)|ς≤t]; supP (ς)|ς≤t > P1; supP (ς)|ς≤t > Pãäå P1 = κ3[3r/4E]2, κ = πkη, k = σòåê
2
, E = E1E2[(1 − ν2

1)E2 + (1 − ν2
2)E1]

−1,
b = (1/r)

1

3 (3/4E)
2

3 , c = 3κ
1

2E− 1

8 , d = 0.5(κr)−1, b� = (1/R�)
1

3 (3/4E)
2

3 ,
δp = (1 − β)Pmax(2κRp)

−1, R� = (δe
κ

Pmax
)−1, δe = 0.75P

1

2κ
1

2E−1,
Rp = (r−1 − δe

κ
Pmax

)−1,
r � ðàäèóñ ïàäàþùåãî òåëà, E � ïðèâåäåííûé ìîäóëü Þíãà, E1 è E2 � ìî-äóëè Þíãà óäàðíèêà è ïëàñòèíû, ν1 è ν2 � êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà, k � íàè-ìåíüøàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà, η = 5.7 � ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ,

β � õàðàêòåðèçóåò âûòåêàíèå ìàòåðèàëà èç ïîä óäàðíèêà â ïðîöåññå åãî âíåäðå-íèÿ, äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî øòàìïà β = 0.33 , Pmax � íàèáîëüøàÿ ñèëà, äîñòèãà-åìàÿ íà ýòàïå âíåäðåíèÿ, P1 � ñèëà íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ ïëàñòè÷å-ñêèå äå�îðìàöèè. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñèëû êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ òîëùèíû ïëàñòèíû è ñêîðîñòè ïàäàþùåãî ãðó-çà â ìîìåíò ñîïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ óïðóãîé è óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòåé.



108 Êàäîìöåâ È.�., Ëàïèí À.�.Îñòàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðà-çîì ρ1 = 7800 êã/ì3, ρ2 = 8900 êã/ì3 � ïëîòíîñòè óäàðíèêà è ïëàñòèíû , ν1 = 0.28,
ν2 = 0.32, E1 = 2.18e11 Ïà, E2 = 1.2e11 Ïà, k = 1.2e8 Ïà, β = 0.33, a = 1 ì � ðà-äèóñ ïëàñòèíû,m = 3 êã � ìàññà ïàäàþùåãî òåëà, r = 0.045 ì � ðàäèóñ êðèâèçíûóäàðíèêà.

�èñ. 1Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû è ñêîðîñòè ñèëà êîíòàêòíî-ãî âçàèìîäåéñòâèÿ è âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ, êàê â óïðóãîì, òàê èâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ, à òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âðåìÿ âçàèìîäåé-ñòâèÿ äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè áîëüøå, ÷åì äëÿ óïðóãîé. Òàêæå âèäíî,÷òî ïëàñòè÷íîñòü çàìåòíî óìåíüøàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû êîíòàêòíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ áîëüøèõ òîëùèí ïëàñòèíû çàâèñèìîñòü P (t) ñòðåìèòñÿ êçàâèñèìîñòè P (t) ïðè óäàðå ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðå-çóëüòàòîâ ñëåäóåò èç õîðîøåãî ñîâïàäåíèÿ èõ ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìè èç [4℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ôèëèïïîâ À.Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.736 ñ.[2℄ Àáðàìîâèö Ì., Ñòèãàí È. Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì ñ �îðìóëàìè,ãðà�èêàìè è ìàòåìàòè÷åñêèìè òàáëèöàìè. Ì.: Íàóêà, 1979. 832 ñ.[3℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì.,Êàäîìöåâ È.�., Öàðþê Ë.Á. Îñåñèììåòðè÷íûå êîíòàêòíûå çàäà-÷è äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë. // Òðåíèå è èçíîñ. 1984. � 1. ñ.16-26.[4℄ Áàòóåâ �.Ñ., �îëóáêîâ Þ.Â. Èíæåíåðíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óäàðíûõ ïðîöåññîâ.Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1977. 240 ñ.Kadom
ev I.G., Lapin A.G. Elasti
oplasti
 impa
t of the massive body above the roundplate, situated on the foundation. The problem of the impa
t of the massive body abovethe round plate, rigidly �xed over the 
ontour, situated on the foundation, is investigated.The Green's fun
tion is derived, the problem of elasti
 and inelasti
 impa
t is solved. Timedependen
e graphs of 
onta
t intera
tion for
e P (t) is 
onstru
tid.
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∗∗ È�Ý �ÀÍ èì. Â.À. Êîòåëüíèêîâà, Ìîñêâà�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîçäàíèÿ äàò÷èêà íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëíàõ(ÏÀÂ), â êîòîðîì äàííûå îá èçìåðÿåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíå íå áóäóò çàâèñåòü îòðàññòîÿíèé è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àíòåíí äàò÷èêà è ñ÷èòûâàòåëÿ. Ýòî ïðîèñõîäèòçà ñ÷åò ïîëó÷åíèÿ îò äàò÷èêà íå îäíîãî îòðàæåííîãî èìïóëüñà, à äâóõ è áîëåå, âåëè÷èíàêîòîðûõ, êðîìå îäíîãî, çàâèñèò îò âåëè÷èíû íàãðóçêè, çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõîòðàæàòåëüíûõ âñòðå÷íî-øòûðåâûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé, íàñòðîåííûõ íà ðàçíûå ÷àñòîòû.Äàò÷èê äèñòàíöèîííîãî êîíòðîëÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí (òåìïåðàòóðû, äàâëå-íèÿ, âëàæíîñòè, ðàäèàöèîííîãî �îíà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíèþ çàäåðæêè (ËÇ)íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëíàõ (ÏÀÂ), êîðïóñ åãî âûïîëíåí ãåðìåòè÷-íûì, à îäèí èç âñòðå÷íî-øòûðåâûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé (ÂØÏ) ÿâëÿåòñÿ îäíîíà-ïðàâëåííûì è íàãðóæåí íà ïðèåìíî-ïåðåäàþùóþ àíòåííó, ðàñïîëîæåííóþ âíåãåðìåòè÷íîãî êîðïóñà, à äðóãîé ÂØÏ íàãðóæåí íà èìïåäàíñ, çíà÷åíèå êîòîðîãîçàâèñèò îò òîãî �èçè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, âåëè÷èíó êîòîðîãî íåîáõîäèìî ïðîêîí-òðîëèðîâàòü è êîòîðûé òàêæå ðàñïîëîæåí âíå ãåðìåòè÷íîãî êîðïóñà. Îòñóòñòâèåèñòî÷íèêà ïèòàíèÿ ïîçâîëÿåò ðàñïîëàãàòü äàííûé äàò÷èê â òðóäíîäîñòóïíûõ ìå-ñòàõ ëèøü îäíàæäû [1℄. Îïðîñ äàò÷èêà ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñ÷èòûâàòåëÿ,ïîñûëàþùåãî îïðàøèâàþùèé ýëåêòðîìàãíèòíûé èìïóëüñ, êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿàíòåííîé äàò÷èêà è ïðåîáðàçóåòñÿ â ÏÀÂ, êîòîðûå îòðàæàÿñü îò îòðàæàòåëüíîãîÂØÏ, ïðèíèìàþòñÿ ïðèåìî-ïåðåäàþùèì ÂØÏ è ñíîâà ïðåîáðàçóþòñÿ â ýëåêòðî-ìàãíèòíûé ñèãíàë, êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿ ïðèåìíèêîì ñ÷èòûâàòåëÿ [2℄. Îäíàêîàìïëèòóäà ïðèíÿòîãî ñ÷èòûâàòåëåì èìïóëüñà áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò êîý�-�èöèåíòà îòðàæåíèÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âåëè÷èíû èìïåäàíñà, íî è îò ðàññòîÿíèéè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àíòåíí äàò÷èêà è ñ÷èòûâàòåëÿ, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè êçíà÷èòåëüíûì îøèáêàì ïðè èçìåðåíèè �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû è ÿâëÿåòñÿ ñóùåñ-òâåííûì íåäîñòàòêîì òàêîãî äàò÷èêà.Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â äàò÷èêå äî-ïîëíèòåëüíóþ ËÇ ñ äðóãîé ðàáî÷åé ÷àñòîòîé ÂØÏ, ïðè÷åì ïðèåìî-ïåðåäàþùèåÂØÏ â îáîèõ ËÇ èçëó÷àþò (èëè ïðèíèìàþò) ÏÀÂ ÷åðåç ÷àñòîòíî-èçáèðàòåëüíûéíàïðàâëåííûé îòâåòâèòåëü (ðèñ. 1), ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ðàçâÿçêó ìåæäó ÷àñ-òîòíûìè êàíàëàìè áîëåå 30 äÁ, çà ñ÷åò ÷àñòîòíî-èçáèðàòåëüíûõ ñâîéñòâ íàïðàâ-ëåííîãî îòâåòâèòåëÿ. Êàæäàÿ ñåêöèÿ îòâåòâèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âëîæåííûå



110 Êàðàïåòüÿí �.ß., Äíåïðîâñêèé Â.�., Áàãäàñàðÿí À.Ñ., Áàãäàñàðÿí Ñ.À.äðóã â äðóãà ñåêöèîíèðîâàííûå ÂØÏ ñ ïåðèîäîì ñåêöèé 3 äëèíû ÏÀÂ íà öåí-òðàëüíîé ÷àñòîòå ïðèåìî-ïåðåäàþùåãî ÂØÏ. Â ýòîì ñëó÷àå, ñåêöèîíèðîâàííûåÂØÏ ñäâèíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà âåëè÷èíó 7/4 äëèíû ÏÀÂ íà öåíòðà-ëüíîé ÷àñòîòå ïðèåìî-ïåðåäàþùåãî ÂØÏ è îòðàæåííûå îò íèõ ÏÀÂ ñêëàäûâà-þòñÿ â ïðîòèâî�àçå. Òàêàÿ ñåêöèÿ íå îòðàæàåò ÏÀÂ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âíîñèòèñêàæåíèÿ â àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó (À×Õ) óñòðîéñòâà â öåëîì[3℄. ÂØÏ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò îòâåòâèòåëü èìåþò òó æå ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ, ÷òîïðèåìî-ïåðåäàþùèé è îòðàæàþùèé ÂØÏ. Ïîýòîìó îáùàÿ À×Õ ýòîé ËÇ èìååòâèä ( sinX
X

)4 , ãäå X = πN
(
f−Fi

Fi

), N�÷èñëî ïåðèîäîâ ÂØÏ.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà À×Õ äâóõêàíàëüíîãî äàò÷èêà. Êàê âèäíî, íà ÷àñòîòå ñî-ñåäíåãî êàíàëà ïîäàâëåíèå ñîñòàâëÿåò áîëåå 30 äÁ.

�èñ. 1. Òîïîëîãèÿ äàò÷èêà ñ ÷àñòîòíûì ðàçäåëåíèåì

�èñ. 2. ×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü âíîñèìûõ ïîòåðü äâóõêàíàëüíîãî äàò÷èêà: 1 �ïåðâûé ÷àñòîòíûé êàíàë; 2 � âòîðîé ÷àñòîòíûé êàíàëÏðèåìî-ïåðåäàþùèå ÂØÏ îáîèõ êàíàëîâ ïîäêëþ÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíî è ïîä-ñîåäèíÿþòñÿ ê àíòåííå. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû èìïóëüñû, îòðàæåííûå â äâóõ êàíà-ëàõ. Âðåìÿ îòëîæåíî ïî îñè àáñöèññ â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ. Ñïëîøíîé ëèíèåéèçîáðàæåí èìïóëüñ â ïåðâîì ÷àñòîòíîì êàíàëå, ïóíêòèðíîé � âî âòîðîì. Âèäíî,÷òî èìïóëüñû õîðîøî ðàçäåëåíû âî âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü èõ àìïëè-òóäû è èñïîëüçîâàòü îäèí èç êàíàëîâ â êà÷åñòâå îïîðíîãî.Ïðè ýòîì ÂØÏ îäíîãî êàíàëà íà÷èíàåò øóíòèðîâàòü ÂØÏ äðóãîãî êàíàëà,÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âíîñèìûõ ïîòåðü, à ñëåäîâàòåëüíî è ê ñíèæåíèþ äàëü-
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�èñ. 3. Èìïóëüñû, îòðàæåííûå îò ÂØÏ â ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòíûõ êàíàëàõíîñòè ñ÷èòûâàíèÿ. Êðîìå òîãî, ÂØÏ èìåþò ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ áîëåå 30 Ì�ö,ò.å. ñóììàðíàÿ ïîëîñà ÷àñòîò ñîñòàâëÿåò 60 Ì�ö, ÷òî íåæåëàòåëüíî, â ñâÿçè ñæåñòêèìè òðåáîâàíèÿìè ê âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ ÷àñòîòíûõäèàïàçîíîâ ïðè çàìåòíîé ìîùíîñòè èçëó÷àþùèõ óñòðîéñòâ.Äëÿ óëó÷øåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äàò÷èêà ïðèåìî-ïåðåäàþùèå ÂØÏ áûëè ïîä-ñîåäèíåíû ê àíòåííå ÷åðåç óçêîïîëîñíûå èìïåäàíñíûå �èëüòðû, êîòîðûå èçãî-òàâëèâàëèñü íà îäíîé ïîäëîæêå ñ ËÇ â åäèíîì òåõíîëîãè÷åñêîì öèêëå (ðèñ. 4).Ýòè �èëüòðû ïîçâîëÿþò íàïðàâëÿòü ñèãíàëû îò àíòåííû ê ïðèåìî-ïåðåäàþùåìóÂØÏ òîé ËÇ, ðàáî÷àÿ ÷àñòîòà êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòå îïðîñíîãî ñèãíàëà.Èìïåäàíñíûé �èëüòð ñîñòîèò èç äâóõ ÂØÏ, îäèí èç êîòîðûõ ñ ìàëîé àïåðòó-ðîé ïîäñîåäèíåí ê ïðèåìî-ïåðåäàþùåìó ÂØÏ ïîñëåäîâàòåëüíî, à äðóãîé ÂØÏïîäñîåäèíåí ê ïðèåìî-ïåðåäàþùåìó ÂØÏ ïàðàëëåëüíî. Ïðè ýòîì ÂØÏ ñ ìà-ëîé àïåðòóðîé íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå ïðèåìî-ïåðåäàþùåãî ÂØÏ äàííîãî ÷à-ñòîòíîãî êàíàëà èìååò ìèíèìàëüíîå ñîïðîòèâëåíèå, îáóñëîâëåííîå åãî àêòèâíîéñîñòàâëÿþùåé, à ÂØÏ ñ áîëüøîé àïåðòóðîé íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè àíòèðåçîíàí-ñà íà ýòîé ÷àñòîòå (åãî öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà îòëè÷àåòñÿ îò öåíòðàëüíîé ÷àñòîòûïðèåìî-ïåðåäàþùåãî ÂØÏ êàíàëà), åãî ïðîâîäèìîñòü ìèíèìàëüíà è îí ïî÷òè íåøóíòèðóåò ïðèåìî-ïåðåäàþùèé ÂØÏ.
�èñ. 4. Òîïîëîãèÿ äàò÷èêà ñ óçêîïîëîñíûìè �èëüòðàìèÍà ýòîé ÷àñòîòå â äðóãîì êàíàëå ÂØÏ ñ ìàëîé àïåðòóðîé èìååò áîëüøîå ñî-ïðîòèâëåíèå, îáóñëîâëåííîå åãî åìêîñòüþ, à íå àêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé, òàê êàêàêòèâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðîâîäèìîñòè ïðè óñëîâèè Nk2 >> 1, êîòîðîå âûïîëíÿåò-ñÿ â äàííîì ñëó÷àå, ìíîãî áîëüøå åãî åìêîñòíîé ñîñòàâëÿþùåé (k2 � êîý��èöèåíò



112 Êàðàïåòüÿí �.ß., Äíåïðîâñêèé Â.�., Áàãäàñàðÿí À.Ñ., Áàãäàñàðÿí Ñ.À.ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè). ÂØÏ ñ áîëüøîé àïåðòóðîé, íå íàõîäèòñÿ â ñîñòî-ÿíèè ðåçîíàíñà è åãî åìêîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå øóíòèðóåò íàãðóæåííûé íà íåãîÂØÏ, óìåíüøàÿ åãî ñîïðîòèâëåíèå. Îòðàæàòåëüíûé ÂØÏ îäíîé èç ËÇ íàãðóæåííà èìïåäàíñ. Äàò÷èê îïðàøèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ÷èòûâàþùèìè èìïóëüñàìè,íåñóùèå ÷àñòîòû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ðàáî÷èì ÷àñòîòàì ïåðâîé è âòîðîé ËÇ.Ïðè ýòîì â ñ÷èòûâàòåëå ñðàâíèâàþòñÿ àìïëèòóäû ñèãíàëîâ îò ïåðâîé è âòîðîéËÇ.Îòíîøåíèå ýòèõ ñèãíàëîâ íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèé è âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-íèÿ àíòåíí äàò÷èêà è ñ÷èòûâàòåëÿ, à çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíèöû êîý��èöèåíòîâîòðàæåíèé îò íåíàãðóæåííîãî îòðàæàòåëüíîãî ÂØÏ îäíîé ËÇ è íàãðóæåííîãîÂØÏ äðóãîé ËÇ.
�èñ. 5. Òîïîëîãèÿ ïðîðåæåííîãî îäíîíàïðàâëåííîãî ÂØÏ

�èñ. 6. À×Õ îäíîãî êàíàëà ËÇ áåç óçêîïîëîñíîãî �èëüòðà (1), ñ óçêîïîëîñíûì�èëüòðîì (2) è óçêîïîëîñíîãî �èëüòðà (3)Äëÿ ñóæåíèÿ ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ êðîìå óçêîïîëîñíûõ �èëüòðîâ, èñïîëüçóþò-ñÿ ïðîðåæåííûå îäíîíàïðàâëåííûå ÂØÏ (ðèñ. 5). Òàêîé ÂØÏ ñîäåðæèò ñòîëü-êî æå îäíîíàïðàâëåííûõ ñåêöèè, êàê è îáû÷íûé îäíîíàïðàâëåííûé ÂØÏ (14-20ñåêöèé), íî îíè ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè nλ (λ � äëèíà ÏÀÂ íà öåíòðàëü-íîé ÷àñòîòå). Òàêèì îáðàçîì, óäàåòñÿ ñóçèòü ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ äî 5-6 Ì�ö ïðè
n = 10.Ïåðèîä λ ïðèøëîñü íåìíîãî ñêîððåêòèðîâàòü, ïîñêîëüêó â ïðîðåæåííîì ÂØÏêîý��èöèåíò ìåòàëëèçàöèè íàìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò êîý��èöèåíòà ìåòàëëèçàöèè



Äàò÷èê äèñòàíöèîííîãî êîíòðîëÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí 113â íåïðîðåæåííîì ÂØÏ, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ ñêîðîñòè ÏÀÂïîä ïðîðåæåííûì ÂØÏ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì è ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷è-òåëüíîìó óõîäó öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû ÂØÏ. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà À×Õ ËÇ, êîãäàïîäêëþ÷åíû òîëüêî óçêîïîëîñíûå ïðîðåæåííûå ÂØÏ, èñïîëüçóåìûå â êà÷åñòâåîòðàæàòåëüíîãî è ïðèåìî-ïåðåäàþùåãî ÂØÏ (êðèâàÿ 1). Êðèâàÿ 2 ñîîòâåòñòâóåòÀ×Õ, êîãäà ïðèåìî-ïåðåäàþùèé ÂØÏ ïîäñîåäèíåí ê èçìåðèòåëþ ÷åðåç óçêîïî-ëîñíûé èìïåäàíñíûé �èëüòð, à êðèâàÿ 3 - À×Õ ñàìîãî èìïåäàíñíîãî �èëüòðà.Âèäíî, ÷òî öåíòðàëüíûå ÷àñòîòû óçêîïîëîñíîãî �èëüòðà è ïðîðåæåííûõ óç-êîïîëîñíûõ ÂØÏ ñîâïàäàþò.Âîçìîæíî îáúåäèíåíèå íå äâóõ, à íåñêîëüêèõ ËÇ, â êîòîðûõ (êðîìå îäíîé)îòðàæàòåëüíûå ÂØÏ íàãðóæåíû íà èìïåäàíñû, âåëè÷èíà êîòîðûõ çàâèñèò îòðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ÷òî ïîçâîëÿåò òàêîìó äàò÷èêó äèñòàíöèîííî èç-ìåðÿòü îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07-08-00583.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êàðàïåòüÿí �.ß., Êàòàåâ Â.Ô. Ïàññèâíûé äàò÷èê íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõâîëíàõ äëÿ äèñòàíöèîííîãî êîíòðîëÿ ïàðàìåòðîâ // ÒÊÝÀ. 2006. � 5. C. 53�54.[2℄ Êàðàïåòüÿí �.ß., Äíåïðîâñêèé Â.�, Áàãäàñàðÿí À.Ñ., Áàãäàñàðÿí Ñ.À. �àçðàáîò-êà äëÿ óñòðîéñòâ ñ÷èòûâàíèÿ àëãîðèòìîâ îáíàðóæåíèÿ, ðàñïîçíàâàíèÿ ñèãíàëîâîò äàò÷èêîâ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí // Ìàòåðèàëû XI Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè"Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. 2007 ã.[3℄ Êàðàïåòüÿí.�., Áàíêîâ Â.Í., Îðëîâà Ë.Â., Áàãäàñàðÿí À.Ñ. Àêóñòîýëåêòðîííîåóñòðîéñòâî íà ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëíàõ. À.ñ. � 1699327 îò 15.08. 1991 ã.Karapetyan G. Ya, Dneprovski V.G., Bagdasarian A.S., Bagdasarian S.A. Thephysi
al value sensor on the base of narrow band �lters blo
k and delay lines on surfa
e a
ousti
waves for remote monitoring .The problem of the designing the sensor on surfa
e a
ousti
 wave (SAW) is 
onsidered, inwhi
h data about measured physi
al value will not depend on distan
es and mutual lo
ationof the antennas of the sensor and reader. This o

urs due to the re
eiving from sensor notone re�e
ted pulse, but two and more, value whi
h, ex
ept one, depends on values of theload, due to the installation additional re�e
tive interdigital transdu
ers, adjusted on di�erentfrequen
ies.



ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÏËÎÑÊÎ�Î ÓÏ�Ó�Î�Î ÄÍÀÈ ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÊÎÀÊÑÈÀËÜÍÎÌÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÌ ÑÎÑÓÄÅÊàðíàóõ À.Þ.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò, ÓêðàèíàÏîëó÷åíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ñîáñòâåííûå �îðìû ñîâìåñòíûõ îñåñèììåòðè÷íûõêîëåáàíèé ïëîñêîãî óïðóãîãî äíà è èäåàëüíîé æèäêîñòè, ÷àñòè÷íî çàïîëíÿþùåé êîàê-ñèàëüíûé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè. Ïîêàçàíà îáîáùåííàÿ îðòîãî-íàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ �óíêöèé. �àññìîòðåíû âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ óïðóãî äíà èèäåàëüíîé æèäêîñòè.Â ðàáîòàõ [1�3℄ èññëåäîâàíû ñîáñòâåííûå è âûíóæäåííûå ñîâìåñòíûå êîëåáà-íèÿ ïëîñêîãî óïðóãîãî äíà êðóãîâîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà è èäåàëüíîé æèä-êîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, à â ñòàòüå [4℄ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Â [5℄ îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1�3℄ íà ñëó÷àé äâó-ñâÿçíîãî êîàêñèàëüíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà è êîëüöåâîãî óïðóãîãî äíà.Ïóñòü êîàêñèàëüíûé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ æåñòêèìè áîêîâûìè ñòåíêàìèâíåøíåãî ðàäèóñà a è âíóòðåííåãî b è ïëîñêèì óïðóãèì äíîì â âèäå êîëüöåâîéèçîòðîïíîé ïëàñòèíêè ÷àñòè÷íî çàïîëíåí äî ãëóáèíû h èäåàëüíîé îäíîðîäíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ïëîòíîñòè ρ. Êîëüöåâàÿ èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíêà æåñòêîçàùåìëåíà ïî âíåøíåìó è âíóòðåííåìó êîíòóðó. Çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü âðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè, ñ÷èòàÿ äâèæåíèå æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíûì, à ñîâìåñò-íûå êîëåáàíèÿ äíà è æèäêîñòè áåçîòðûâíûìè.Èíòåãðî -äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèéêîëüöåâîé ïëàñòèíêè è èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èìååò âèä[2, 5℄
k0
∂2w

∂t2
+D∆2w +

ρh

π (a2 − b2)

2π∫

0

a∫

b

ẅ rdrdθ + ρ
∞∑

n=1

∞∑

m=0

Ψnm (r, θ) ×

×snm
2π∫

0

a∫

b

ẅΨnm (r, θ) rdrdθ = q(r, θ, t). (1)
w|

r = a, b
= 0,

∂w

∂r

∣∣∣∣
r = a, b

= 0.Çäåñü w(r, θ, t) � ïðîãèá ïëàñòèíêè; k0 = ρ1h1; ρ1, h1 è D ñîîòâåòñòâåííî ïëîò-íîñòü, òîëùèíà è öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíêè; q(r, θ, t) � âîçìóùàþùàÿíàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà ïëàñòèíêó; Ψnm(r, θ) è knm � ñîáñòâåííûå �óíêöèèè ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîëåáàíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè â êîàêñèàëüíîé öèëèíäðè-÷åñêîé ïîëîñòè; Ψnm(r, θ) = Zm(knmr)(αnm cosmθ + βnm sinmθ), knma = µnm,
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Zm(knmr) = Jm(knmr) + γnmYm(knmr), γnm = −J ′

m(µnm)/Y ′
m(µnm); µnm� n-é êî-ðåíü óðàâíåíèÿ J ′

m(µ)Y ′
m(εµ) − J

′

m(εµ)Y ′
m(µ) = 0 (ε = b/a), à ïðè ε = 0 (γnm = 0)ýòî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê J

′

m (µ) = 0; ñîáñòâåííûå �óíêöèè Ψnm ïîñëå äî-áàâëåíèÿ ê íèì ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû îáðàçóþò â êîëüöåâîé îáëàñòè ïîë-íóþ è îðòîãîíàëüíóþ ñ âåñîì r ñèñòåìó �óíêöèé; snm = 2 tanh(κnm){πa2[(1 −
m2/µ2

n)Z
2
m(µnm) − (ε2 −m2/µ2

nm)Z2
m(εµnm)][α2

nm(1 − δm0) + β2
nm(1 − δm0)]}−1; δm0 �ñèìâîë Êðîíåêåðà.Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ (m = 0). Cîá-ñòâåííûå ÷àñòîòû ýòèõ êîëåáàíèé íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1) â êîòîðîì ïðîãèáäíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå w (r, t) = R(r)eiω t è ïîëàãàåòñÿ q(r, θ, t) = 0. Ôóíêöèÿ

R(r) íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
∆2R− β4R + c

a∫

b

Rrdr + d

∞∑

n=1

b
n
Z0 (knr)

a∫

b

RZ0 (knr) rdr = 0. (2)Çäåñü ω � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèé æèäêîñòè è äíèùà; c =
2ρ (g − ω2h)/a2D, d = −2ρω2/a2D, β4 = (k0ω

2 + ρg)/D, bn = {µn[Z2
0(µn) −

ε2Z2
0 (εµn)]}−1, èíäåêñ 0 ïðè µn îïóùåí.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2) èùåòñÿ â âèäå
R (r) = AJ0 (βr) +BI0 (βr) + CY0 (βr) +DK0 (βr) + ã+

∞∑

n=1

b̃
n
Z0 (knr),ãäå J0(x), Y0(x) - �óíêöèè Áåññåëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íóëåâîãîïîðÿäêà; I0(x), K0(x) - �óíêöèè Áåññåëÿ îò ìíèìîãî àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâåííîïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà.Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ óïðóãîãî äíà ïîëó÷àåòñÿ îäíî-ðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ A, B, C è D, à èç ðàâåíñòâàíóëþ îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå ñîâìåñòíûõ îñå-ñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé óïðóãîé äíà è æèäêîñòè [5℄

∣∣∣‖aij‖4
i,j=1

∣∣∣ = 0. (3)Çäåñü
a11 = J0 (x) + J̃ε +

∞∑

n=1

Z0 (µn)J
∗
n, a12 = I0 (x) + Ĩε +

∞∑

n=1

Z0 (µn) I
∗
n,

a13 = Y0 (x) + Ỹε +
∞∑

n=1

Z0 (µn) Y
∗
n , a14 = K0 (x) + K̃ε +

∞∑

n=1

Z0 (µn)K
∗
n,

a21 = −J1 (x) , a22 = I1 (x) , a23 = −Y1 (x) , a24 = −K1 (x) ,

a31 = J0 (ε x) + J̃ε +

∞∑

n=1

Z0 (εµn)J
∗
n, a32 = I0 (ε x) + Ĩε +

∞∑

n=1

Z0 (εµn) I
∗
n,
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a33 = Y0 (ε x) + Ỹε +

∞∑

n=1

Z0 (εµn) Y
∗
n , a34 = K0 (ε x) + K̃ε +

∞∑

n=1

Z0 (εµn)K
∗
n,

a41 = −J1 (ε x) , a42 = I1 (ε x) , a43 = −Y1 (ε x) , a44 = −K1 (ε x) ,

J̃ε = c∗Jε, Ĩε = c∗Iε, Ỹε = c∗Yε, K̃ε = c∗Kε, Jε = [J1 (x) − εJ1 (ε x)]/x,

Iε = [I1 (x) − εI1 (εx)]/x, Yε = [Y1 (x) − εY1 (εx)]/x, Kε = −[K1 (x) − εK1 (ε x)]/x,

J̃n = b∗n

(
J∗
n + J̃εZ̃0

)
, Ĩn = b∗n

(
I∗n + ĨεZ̃0

)
,

Ỹn = b∗n

(
Y ∗
n + ỸεZ̃0

)
, K̃n = b∗n

(
K∗
n + K̃εZ̃0

)
, Z̃n = [Z0 (µn) − εZ0 (εµn)]/µn,

Z∗
n =

[
Z2

0
(µn) − ε2Z2

0
(εµn)

]/
2, b∗n = b̃n

/(
x4 − µ4

i − b̃nZ
∗
n

)
,

J∗
n = {xJ1 (x)Z0 (µn) − µnJ0 (x)Z1 (µn)−

−ε [xJ1 (εx)Z0 (εµn) − µnJ0 (εx)Z1 (εµn)]}
/(
x2 − µ2

n

)
;

b̃n =
(
1 − D̃x4

)/(
ρ̃D̃µiZ

∗
n

)
, I∗n = {xI1 (x)Z0 (µn) + µnI0 (x)Z1 (µn)−

−ε [xI1 (ε x)Z0 (εµn) − µnI0 (ε x)Z1 (εµn)]}
/(
x2 + µ2

n

)
,

c∗ = 2c̃
/
2x4 −

(
1 − ε2

)
c̃, Y ∗

n = {xY1 (x)Z0 (µn) − µnY0 (x)Z1 (µn)−
−ε [xY1 (ε x)Z0 (εµn) − µnY0 (ε x)Z1 (εµn)]}

/(
x2 − µ2

n

)
,

c̃ =
[
2ρ̃
(
1 + ρ̃− D̃x4

)]/
D̃, K∗

n = {−xK1 (x)Z0 (µn) + µnK0 (x)Z1 (µn)−

−ε [−xK1 (ε x)Z0 (εµn) + µnK0 (ε x)Z1 (εµn)]}
/(
x2 + µ2

n

)
,

x = βa, D̃ = D
/
ρga4, ρ̃ = ρ1h1/(ρh.Ïðè ε = 0 óðàâíåíèå (3) èìååò âèä a11a22 − a12a21 = 0 è ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíè-åì [1℄.Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ óïðãîãî äíà, à òàêæå íåêîòîðûõäðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî a∫

b

(Rk∆
2Rj −Rj∆

2Rk)rdr = 0, ãäå
Rk è Rj - ñîáñòâåííûå �îðìû k-ãî è j-ãî òîíà êîëåáàíèé. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãîðàâåíñòâà, à òàêæå èç òîãî, ÷òî Rk è Rj óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2), ïîëó÷àåìîáîáùåííîå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Rj ïðè ωj 6= ωk

a∫

b

RkRjrdr +
2

a2 − b2
ρh

ρh1

a∫

b

Rjrdr

a∫

b

Rkrdr+

+
2

a2 − b2
ρh

ρh1

∞∑

n=1

bn

a∫

b

RjZ0(knr)rdr

a∫

b

RkZ0(knr)rdr = 0. (4)Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé íàãðóçêè q(r, θ, t) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòüíàéäåíî íà îñíîâàíèè ìîäàëüíîãî àíàëèçà, ò.å. â âèäå ðàçëîæåíèÿ â îáîáùåííûé



Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïëîñêîãî óïðóãîãî äíà è èäåàëüíîé æèäêîñòè 117ðÿä ïî ñîáñòâåêííûì �îðìàì êîëåáàíèé Rk(r, θ). Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ êî-ëåáàíèé (m = 0) áóäåì èìåòü [2℄
w(r, t) =

∞∑

k=1

qk(t)Rk(r). (5)Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (5) â óðàâíåíèå (1) è âîñïîëüçîâàâøèñü îáîáùåííîéîðòîãîíàëüíîñòüþ �óíêöèé Rk(r), ïîëó÷èì ñ÷åòíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò qk(t)
q̈k(t) + ω2

kqk(t) = Qk(t) (k = 1, 2, 3, ...),ãäå ωk � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû;
Qk(t) =

1

ρ1h1M2
k

a∫

b

Rk(r)rdr,

Qk(t) � îáîáùåííàÿ ñèëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáîáøåííîé êîîðäèíàòå qk(t);
M2

k =

a∫

b

R2
krdr +

2

a2 − b2
ρh

ρh1
[

a∫

b

Rkrdr]
2 +

2

a2 − b2
ρh

ρh1

∞∑

n=1

bn[

a∫

b

RkZ0(knr)rdr]
2 = 0,

M2
k � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü ñîáñòâåííîé �óíêöèè Rk(r).Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé(m = 0) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

w(r, t) =

∞∑

k=1

Rk(r)[Ak sinωkt+Bk cosωkt+
1

ωk

t∫

0

Qk(τ) sinωk(t− τ)dτ ].Çäåñü Ak è Bk � îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, êàê ýòî áûëî îòìå÷åíî â ðàáîòå [1℄, ÷òî âîçäåéñòâèåóïðóãîãî äíà íà æèäêîñòü, à ñëåäîâàòåëüíî, è âíåøíèõ íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ êäíó, ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ íåêîòîðûõ âïîëíå îïðåäåëåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë,ïðèëîæåííûõ ê æèäêîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèäâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ìàññîâûõ ñèë áûëî ïîòåí-öèàëüíûì, òî îíî è áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîòåíöèàëüíûì â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòûâðåìåíè íåçàâèñèìî îò âîçìóùàþùåé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê äíó ñîñóäà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïåòðåíêî Ì.Ï. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èóïðóãîãî äíèùà öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1969. Ò.5, � 6.Ñ. 44�50.



118 Êàðíàóõ À.Þ.[2℄ Ïåòðåíêî Ì.Ï. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ æèäêîñòè è óïðóãîãî äíèùà öèëèíäðè÷å-ñêîãî áàêà // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1970. Ò.6, � 6. Ñ. 127�131.[3℄ Ïîæàëîñòèí À.À. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ æèäêîñòè â æåñòêîì êðóãîâîì öèëèíäðè-÷åñêîì ñîñóäå ñ óïðóãèì ïëîñêèì äíîì // Èçâ. âóçîâ.Ñåð. Àâèàöèîííàÿ òåõíèêà.1963. � 4. Ñ. 25�32.[4℄ Ëàêèçà Â.Ä. Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â æåñòêîì öèëèíäðè÷åñêîì ñî-ñóäå ñ óïðóãèì äíèùåì, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîì æèäêîñòüþ // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíè-êà. 2006. Ò.42, � 11. Ñ. 114�120.[5℄ Êàðíàóõ À.Þ. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ïëîñêîãî óïðóãîãî äíà êîàêñèàëüíîãî öèëèí-äðè÷åñêîãî ñîñóäà è èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ // ÂåñòíèêÄîíåöêîãî óí-òà. Ñåð. À: Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2008. Âûï.1. Ñ. 114�120.Karnau
h A.Yu. For
ed os
illations of an elasti
 bottom and ideal �uid in a 
oaxial
ylindri
al tank .In the linear statement the integro-di�erential equation of share os
illationsis obtained. Fundamental frequen
ies and natural shapes of share rotationally symmetri
os
illations of a �at elasti
 bottom and the ideal �uid in part �lling a 
oaxial 
ylindri
al tankwith rigid walls are obtained. The generalized orthogonality of eigenfun
tions is shown. For
edvibrations surveyed is elasti
 a bottom and an ideal �uid.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ È ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÉÊà÷êî Ä.Ë., Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. ÊðàñíîäàðÈññëåäîâàíà àíòèïëîñêàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ, ñîäåðæàùåãîâêëþ÷åíèå.Â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåäàõ ïðè ýëåêòðè÷åñêîì è (èëè) ìåõàíè÷åñêîì íà-ãðóæåíèè âîçíèêàþò ïîâåðõíîñòíûå âîëíû. Ýëåêòðîóïðóãèå âîëíû ðàñïðîñòðà-íÿþòñÿ âäîëü ãðàíèö ïüåçîñðåä, è èõ õàðàêòåð ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿîò ïîâåäåíèÿ ÷èñòî óïðóãèõ âîëí. Â ñâÿçè ñ ýòèì, áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-íèå ïîëó÷àþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îáíàðóæåíèåì äå�åêòîâ â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ,íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé.Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãîé ñðå-äû, çàíèìàþùåé íåêîòîðûé îáúåì −∞ < x, z < +∞, −H 6 y 6 0 (H = 2h1 +2h2).Íà ãëóáèíå y = −2h1 èìååòñÿ äå�åêò â âèäå ïëîñêîãî, íåâåñîìîãî è áåñêîíå÷íîòîíêîãî âêëþ÷åíèÿ øèðèíîé 2a. Óñëîâíàÿ ãðàíèöà ìåæäó ñëîÿìè òîëùèíîé 2h1è 2h2 ïðîõîäèò ïî âêëþ÷åíèþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü ïåðâîãî ñëîÿïîäâåðæåíà íåêîòîðîìó ìåõàíè÷åñêîìó è ýëåêòðè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ, à íèæíÿÿãðàíü âòîðîãî ñëîÿ æåñòêî ñöåïëåíà ñ íåäå�îðìèðóåìûì îñíîâàíèåì, ìåòàëëèçè-ðîâàíà è çàêîðî÷åíà [1℄.Â ñëó÷àå àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé èññëåäóåìîãî ïàêåòà îäíîðîäíûõ ñëîåâ (îñüñèììåòðèè ïüåçîêåðàìèêè êëàññà 6mm ïàðàëëåëüíà ïîâåðõíîñòè ñðåäû y = 0) õà-ðàêòåðèñòèêè âîëíû íå áóäóò çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû z, è ñèñòåìà äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé (ÄÓ) â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ óðàâíåíèé.Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê îïðåäåëåíèþ àìïëèòóä ìåõàíè÷åñêîãîñìåùåíèÿ w (x, y) è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ (x, y).�åøåíèå ñèñòåìû ÄÓ ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ çàäàíû ñäâèãîâûåíàïðÿæåíèÿ τ0 è ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ d0, ïîñòðîåíî â ìàòðè÷íîé �îðìå
KQ = W, Q = (Q1,Q2) , W = (W1,W2) . (1)Çäåñü Q1 = (T0, D0), Q2 = (∆T,∆D), W1 = (W,Φ)|y=0, W2 = (W,Φ)|y=−2h1

; ∆T ,
∆D � òðàíñ�îðìàíòû Ôóðüå ñêà÷êîâ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé ∆τ è ýëåêòðè÷åñêîéèíäóêöèè ∆d íà âêëþ÷åíèè; W , Φ, T0, D0 � òðàíñ�îðìàíòû Ôóðüå �óíêöèé w,
ϕ, τ0, d0 ñîîòâåòñòâåííî.Â äàííîì ìàòðè÷íî-�óíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè (ÌÔÓ) K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéáëî÷íóþ ìàòðèöó

K =

(
K11 K12

K21 K22

)
. (2)



120 Êà÷êî Ä.Ë., Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â.Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ Kij , ìàòðèöó (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
K =




R12
e
ε
R12 K11

e
ε
K11

e
ε
R12

e2

ε2
R12 − 1

ε
R22

e
ε
K11

e2

ε2
K11 − 1

ε
K21

−K11 −e
ε
K11 L11

e
ε
L11

−e
ε
K11 −e2

ε2
K11 + 1

ε
K21

e
ε
L11

e2

ε2
L11 − 1

ε
L21


 ,ãäå

R12 =
sh2σ (h1 + h2)

σ (1 + κ2
0)∆1

, R22 =
sh2 |α| (h1 + h2)

|α|∆2

,

K11 = − sh2σh2

σ(1 + κ2
0)∆1

, K21 = −sh2 |α|h2

|α|∆2

,

L11 = −ch2σh1sh2σh2

σ(1 + κ2
0)∆1

, L21 = −ch2 |α|h1sh2 |α|h2

|α|∆2

;

∆1 = ch2σ (h1 + h2) , ∆2 = ch2 |α| (h1 + h2) ;

σ =

√
α2 − Ω2

1 + κ2
0

, κ0 =

√
e2

ε
;

α � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå; Ω � ïðèâåäåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé; e, ε �áåçðàçìåðíûå ïüåçîýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòüìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâåííî.Òàê êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÓ) äè-íàìè÷åñêîé ñìåøàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî çíàòü íóëè è ïîëþñà ýëåìåíòîâ áëî÷íîéìàòðèöû K è åå îïðåäåëèòåëÿ, òî ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷åíî â âèäåîòíîøåíèÿ öåëûõ �óíêöèé [1, 2, 3℄.Â ñëó÷àå, êîãäà Q1 = 0, òî åñòü îòñóòñòâóþò ìåõàíè÷åñêàÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿíàãðóçêè íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû, ÌÔÓ (1) èìååò âèä
K22Q2 = W2. (3)Íà îñíîâå ÌÔÓ (3) ñòðîèòñÿ ÑÈÓ

a∫

−a

k (x− ξ)q (ξ) dξ = w (x) , |x| 6 2a, y = −2h1îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà q (x) ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè w (x) â îáëàñòèâêëþ÷åíèÿ.Çäåñü
q (x) =

∞∫

−∞

Q2(α) e−iαxdα, w (x) =

∞∫

−∞

W2(α) e−iαxdα.ßäðîì ïîëó÷åííîãî ÑÈÓ ÿâëÿåòñÿ
k (x) =

1

4π2

∫

σ1

K22(α) e−iαxdα. (4)



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé 121�åøåíèå ÑÈÓ (4) ïîñòðîåíî ìåòîäîì �èêòèâíîãî ïîãëîùåíèÿ. Âûáîð êîíòóðàèíòåãðèðîâàíèÿ σ1 ïðèâåäåí â [4℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (08-08-00144), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô(ÍØ-2298.2008.1).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âîðîâè÷ È. È., Áàáåøêî Â. À., Ïðÿõèíà Î. Ä. Äèíàìèêà ìàññèâíûõ òåë è ðåçîíàíñ-íûå ÿâëåíèÿ â äå�îðìèðóåìûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàó÷íûé ìèð, 1999. 246 
.[2℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À. Â. Ý��åêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ ðàçðûâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè // ÏÌÌ. 2004. Ò.68. Âûï.3.Ñ.500�507.[3℄ Ïðÿõèíà Î. Ä., Ñìèðíîâà À. Â. Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ âêëþ÷åíèÿìè // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2005. � 2. Ñ. 87 � 97.[4℄ Áàáåøêî Â.À. Îáîáù¼ííûé ìåòîä �àêòîðèçàöèè â ïðîñòðàíñòâåííûõ äèíàìè÷åñêèõñìåøàííûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1984. 256ñ.Ka
hko D.L., Priahina O.D., Smirnova A.V. Mathemati
al modeling ofmaterial properties and 
onstru
tions. Anti-�at task about �u
tuations of ele
tro-elasti
layer with in
lusions has been investigated in the arti
le.
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∗∗∗ Óíèâåðñèòåò Âèñáàäåí, Âèñáàäåí, �åðìàíèÿ, karmazin�itm.uka.deÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïàêåòà óïðó-ãèõ àíèçîòðîïíûõ ñëîåâ. Îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ïîëåé â ìíîãîñëîéíîìêîìïîçèòå â áëèæíåé è äàëüíåé çîíàõ ïðè âîçáóæäåíèè ïîâåðõíîñòíûì èñòî÷íèêîì.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñèììåòðè÷íûõ âîñüìèñëîéíûõ êîìïîçèòîâ, êàæäûé ñëîé êîòî-ðûõ ïðåäñòàâëåí òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì ìàòåðèàëîì. Îáñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâàè íåäîñòàòêè ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ.Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå êîìïëåêñ-íûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé íà ïîâåðõíîñòè è â ãëóáèíå êîìïîçèòà, âîçáóæäàåìûõïîâåðõíîñòíûìè èñòî÷íèêàìè ðàçëè÷íîé êîí�èãóðàöèè. Âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ ïå-ðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå [1, 2℄

u(x1, x2, x3) =
1

4π2

∫

Γ1

∫

Γ2

K(α1, α2, x3, ω)Q(α1, α2) exp
(
− i(α1x1 + α2x2)

)
dα1dα2,(1)ãäå Q � ñèìâîë Ôóðüå âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê, K = ‖Kmn‖ � ñèìâîëÔóðüå ìàòðèöû �ðèíà ìíîãîñëîéíîé ñðåäû, Γ1, Γ2 � êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ,÷àñòè÷íî îòêëîíÿþùèåñÿ îò âåùåñòâåííûõ îñåé ïðè îáõîäå îñîáåííîñòåé Kmn âñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [2℄.Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (1) äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåä íàòàëêè-âàåòñÿ íà áîëüøèå òðóäíîñòè � ïîäèíòåãðàëüíûå �óíêöèè â îáùåì ñëó÷àå íå èìå-þò ÿâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùèìè èèìåþò âåùåñòâåííûå îñîáåííîñòè, çàâèñÿùèå îò ïîëÿðíîãî óãëà. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿýòèõ ñëîæíîñòåé áûë ðàçðàáîòàí ðÿä ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëÿòü àíàëîãè÷-íîãî âèäà èíòåãðàëû ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ. Â ðàáîòå [3℄ ïðåäëîæåí àëãîðèòìïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (1) ïðè çàäàííîìâåêòîðå íàãðóçîê Q, óäîâëåòâîðÿþùåì íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Â�îðìóëå (1) ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì x1 = r cos β, x2 = r sin β,

x3 = z, r =
√
x2

1 + x2
2, β = arctg x2

x1
, α1 = α cos γ, α2 = α sin γ, γ = arctg α2

α1
,

α =
√
α2

1 + α2
2. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç τ = γ − β − π

2
, ïðåäñòàâèì (1) â âèäå

u(r, β, z) =
1

4π2

2π∫

0

∫

Γ

K(α, γ, z)Q(α, γ)α exp(iαr sin τ)α dαdτ. (2)



Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãèõ êîëåáàíèé ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ 123Ïóñòü Q(α, γ) = Q(α) è, êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå
Q â âèäå ñóììû Q = Q+ + Q−, ãäå Q+ óáûâàåò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, à Q−óáûâàåò â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì �óíêöèè Q(±)

Q(±)(α, τ) =





Q±(α), τ ∈ [0, ϕ0] ∨ [π − ϕ0, π + ϕ0] ∨ [2π − ϕ0, 2π],

Q+(α) + Q−(α), τ ∈ (ψ± + ϕ0, ψ
± + π − ϕ0),

0, τ ∈ (π − ψ± + ϕ0, 2π − ψ± − ϕ0),

ψ+ = 0, ψ− = π, r > 1, ϕ0 = arcsin(1/r).Èñïîëüçóÿ äàííûå �óíêöèè è ëåììó Æîðäàíà, ìîæíî îöåíèòü âêëàä âåùåñòâåí-íûõ è áëèæàéøèõ ê âåùåñòâåííîé îñè êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ ξ(γ) â èíòåãðàë (2)
u± =

±i
2π

2π∫

0

∞∑

n=1

(±) resK(α, γ)Q(±)(α, τ)α exp(iαr sin τ)
∣∣
α=ξn(γ) dτ. (3)�åãóëÿðíûå âåùåñòâåííûå ïîëþñà îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó êâàäðàíòó (çíàê ¾+¿),íåðåãóëÿðíûå (çíàê ¾−¿) � ê ÷åòâåðòîìó. Îäíàêî äàííûé ìåòîä ðàáîòàåò òîëüêîâ áëèæíåé çîíå è äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ îãðàíè÷åíèé áûë ðàçðàáîòàí ïîäõîä, èñïîëüçóþùèéíåñëîæíûå àíàëèòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ è ýêîíîìè÷íûåàëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò îñöèëëèðóþùèõ �óíêöèé ïàêåòà NAG [4℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç F èíòåãðàë

F(γ, z, r, β) =

∫

Γ

K(α, γ, z)Q(α, γ)α exp(irα sin τ) dα (4)è ïðåäñòàâèì äâîéíîé èíòåãðàë (2) êàê ïîâòîðíûé
u(r, β, z) =

2π∫

0

F(γ, z, r, β) dγ. (5)Åñëè óäàåòñÿ âû÷èñëèòü êàêèì-ëèáî îáðàçîì �óíêöèþ F (4), òî âû÷èñëåíèå èíòå-ãðàëà (5) óæå íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòåé, ïîñêîëüêó F íå èìååò îñîáåííîñòåé èñëàáî îñöèëëèðóåò ïî γ, êîãäà r íå ñëèøêîì âåëèêî (áëèæíÿÿ çîíà). �àññìîòðèìàñèìïòîòèêè Aij(γ, z) = lim
α→∞

Kij(α, γ, z)α. Òîãäà, âû÷èñëèâ Aij(γ, z), ïðè áîëüøèõ
α > R ≫ 1 ìîæíî ïîëàãàòü

Kij(α, γ, z) ≈ Aij(γ, z)/α. (6)Ïóñòü F = FR + F̃R, ãäå
FR(γ, z, r, β) =

∫

ΓR

K(α, γ, z)Q(α, γ)α exp(irα sin τ) dα. (7)
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F̃R(γ, z, r, β) = A(γ, z)

∞∫

R

Q(α, γ) exp(irα sin τ) dα. (8)Çäåñü ΓR : 0 6 Re ΓR 6 R � ÷àñòü êîíòóðà Γ, îãðàíè÷åííàÿ íåêîòîðûì áîëü-øèì âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì R. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àñèìïòîòèê (6)ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ α âû÷èñëåíèå ìàòðèöû K ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñîáîé äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó.Äðóãîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû K äàæåïðè ìàëîì êîëè÷åñòâå ñëîåâ N . Çäåñü ý��åêòèâíûì îêàçàëñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä.Âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íà çàðàíååîïðåäåëåííîé ñåòêå óçëîâ (αn, γm) âû÷èñëÿåòñÿ ìàññèâ Knm
ij = Kij(αn, γm). Ïî γñåòêà ìîæåò áûòü âçÿòà ðàâíîìåðíîé: γm = 2π

M
m; m = 0, 1, . . . ,M ; M ≈ 103. Ñåòêàïî α � íåðàâíîìåðíàÿ, ñ íàèáîëüøåé ïëîòíîñòüþ âáëèçè âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ èçíà÷èòåëüíî ðàçðåæåííàÿ â îáëàñòè áîëüøèõ α, ãäå �óíêöèè Kij èçìåíÿòñÿ ñëà-áî. Êîíòóð Γ = Γ(γ) ïðè îòñóòñòâèè âî âñåì èíòåðâàëå óãëîâ 0 6 γ 6 2π íàäàííîé ÷àñòîòå ω îáðàòíûõ âîëí ìîæåò áûòü âûáðàí äëÿ âñåõ γ ñ îäèíàêîâûìîòêëîíåíèåì â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Ïðè α > R èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòèêè (6)è �îðìóëû (8). Â öåëîì èíòåðïîëÿöèîííàÿ ñåòêà ìîæåò ñîäåðæàòü ïîðÿäêà 106óçëîâ äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ðåñóðñàì îáû÷íîãîïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî α ïîòðåáîâà-ëîñü áû â îáùåé ñëîæíîñòè 108 ÷ 109 óçëîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîéòî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (5). Íà âòîðîì ýòàïå îñíîâíîå âðåìÿ ïðè èíòå-ãðèðîâàíèè (4), (5) óõîäèò íà èíòåðïîëÿöèþ ìàòðèöû K è âû÷èñëåíèå âåêòîðàíàãðóçêè Q.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (4) èñïîëüçîâàëàñü àäàïòèâíàÿ ïðîãðàì-ìà èíòåãðèðîâàíèÿ îñöèëëèðóþùèõ �óíêöèé D01AKF [4℄. Äëÿ ðàñ÷åòà (5) ìîæíîèñïîëüçîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòüèíòåãðàëîâ (5) ñóùåñòâåííî áûñòðåå.Â äàëüíåé çîíå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû [5℄. Àñèìïòîòèêà èíòå-ãðàëà u(r, β) =

τ+∫
τ−
U(τ, β) exp

(
irk(τ, β)

)
dτ ïðè r → ∞ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì�àçîâîé �óíêöèè k(τ, β) = ξ(θ) sin τ ñ ïàðàìåòðîì β. �ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè,îïðåäåëÿåìûé âíóòðåííåé íåâûðîæäåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé τ0, èìååò âèä

u =
i√

2πr|k′′(τ0)|
resK(α, γ, z)Q(α, γ)α

∣∣∣∣∣
α=ξ(γ0)

exp

[
irk(τ0) +

iπ

4
sgn

(
k′′(τ0)

)]
. (9)Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (9) îêàçûâàåòñÿ ðàáîòîñïîñîáíûì óæå íà ðàññòî-ÿíèè 30�50 äëèí âîëí îò èñòî÷íèêà.Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàññìàòðèâàëèñü äâà ñèììåòðè÷íûõ âîñüìè-è ÷åòûðåõñëîéíûõ êîìïîçèòà [+45/− 45/0/90]S, [+456/− 456]S ñîîòâåòñòâåííî,êàæäûé ñëîé êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì ìàòåðèàëîìAS4/3502 [6℄. Ìàòåðèàë ìîæåò áûòü îòíåñåí ê ðîìáè÷åñêîé ñèíãîíèè ñ ìàò-ðèöåé óïðóãèõ ìîäóëåé Cij: C11 =1.308, C12 = C13=0.05263, C22 = C33=0.1299,

C23=0.04556, C44=0.0375, C55 = C66=0.0597 (×1012 Ïà); ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà
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�èñ. 1. Àìïëèòóäû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè êîìïîçèòà.
ρ = 1.578 kg/m3. Âûñîòû ñëîåâ êîìïîçèòà îäèíàêîâû hi = 1/N . Êàæäûé ñëîéïîâåðíóò âîêðóã îñè OZ íà óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé òåõíè÷åñêîé íîòàöèè. Íèæíÿÿãðàíèöà ñëîÿ ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé.Íà �èñ. 1 â âèäå ëèíèé óðîâíåé (ñëåâà) è ïîâåðõíîñòåé (ñïðàâà) ïîêàçàíûíîðìèðîâàííûå àìïëèòóäû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u = max

06t62π/ω
|u(x, y, 0) exp(iωt)|íà ïîâåðõíîñòè âîñüìèñëîéíîãî êîìïîçèòà [+45/− 45/0/90]S ïðè ÷àñòîòå ω = 3,ðàññ÷èòàííûå ïî �îðìóëàì (4), (5) äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé íàãðóçêè q(x, y) = 1,çàäàííîé â êâàäðàòå −L/2 6 x, y 6 L/2 ïðè L/h =2,6; 3,0; 3,4; 3,8.Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà, êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä ñ óâåëè÷åíèåìñòîðîíû êâàäðàòà L èçìåíÿåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì.Íàèáîëüøèå ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ïîäõîäàìè, îïèñûâàåìûìè �îðìóëàìè (4),(5) è (3), îáíàðóæèâàþòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò èñòî÷íèêà. Ïðåèìóùå-



126 Êèðèëëîâà Å.Â., Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â., Êàðìàçèí À.Â.ñòâî ïîäõîäà (3) ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè àíàëèçà âêëàäà îòäåëüíûõ ìîä è ñðàâ-íèòåëüíîé ïðîñòîòå âû÷èñëåíèé. �àñ÷åòû ïî �îðìóëàì (4), (5) áîëåå òî÷íû, íî èáîëåå òðóäîåìêè, èñòî÷íèê ïðè ýòîì ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûé äîïóñòèìûé âèä.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ, (06-01-00295-à), (06-08-00671-à), (06-08-96635-ð-þã-à), (07-01-1208-î�è), (08-01-99013-ð-î�è), (08-08-00447-à), ïðîåêòà ÍØ-4839.2006.1, ïðîãðàìì îòäåëåíèÿ ÝÌÌÏÓ è Ïðåçèäèóìà �ÀÍ,âûïîëíÿåìûõ Þæíûì íàó÷íûì öåíòðîì �ÀÍ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áàáåøêî Â.À., �àòíåð Ñ.Â., Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â. Î ñìåøàííûõ çàäà÷àõ äëÿ òåðìî-ýëåêòðîóïðóãèõ ñðåä ñ ðàçðûâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè // ÄÀÍ. 2007. Ò. 412.�6. Ñ. 1�6.[2℄ Áàáåøêî Â.À., �ëóøêîâ Å.Â., Çèí÷åíêî Æ.Ô. Äèíàìèêà íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíî -óïðóãèõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1989. 344 ñ.[3℄ Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â., �àòíåð Ñ.Â. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîýëåêòðî-óïðóãèõ ïîëåé â ìíîãîñëîéíûõ ñðåäàõ ñ ïëîñêèìè îñåñèììåòðè÷íûìè íåîäíîðîä-íîñòÿìè // Âåñòíèê ÞÍÖ �ÀÍ. 2008. Ò. 4. �2. Ñ. 12�20.[4℄ 
© The Numeri
al Algorithms Group Ltd, Oxford UK. 2001. The NAG Fortran Library,Mark 20.[5℄ Ôåäîðþê Ì.Â. Ìåòîä ïåðåâàëà. Ì.: Íàóêà, 1977, 386 ñ.[6℄ Lei Wang, Yuan F.G. Group velo
ity and 
hara
teristi
 wave 
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omposites: Modeling and experiments // Composites S
ien
e and Te
hnology. 2007.No. 67. P. 1370�1384.Kirillova E.V., Syromyatnikov P.V., Karmazin A.V.Modeling of elasti
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÎÂÎÉ ÔÎ�ÌÅ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ�ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÈÄÅÀËÜÍÎ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÅËÀÊîâàëåâ Â.À.∗, �àäàåâ Þ.Í.∗∗
∗ Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû

∗∗ Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò�àññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãîòåëà â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëíîé ïëàñòè÷íîñòè, ò.å. êîãäà ïëàñòè÷åñêîåòå÷åíèå ïðîèñõîäèò íà ðåáðå ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ óêàçàí-íîãî ñëó÷àÿ âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû Ä.Ä.Èâëåâûì â 1959 ã. Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþòíàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) ãëàâíîå íàïðÿæåíèå ñ äèðåêòîðîì, óêàçûâàþùèì ãëàâíîå íà-ïðàâëåíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ãëàâíîìó íàïðÿæåíèþ. Â ïðåä-ñòàâëÿåìîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ îäíîé ÿâíîé �îðìû îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñîñòî-ÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà, ïîëó÷åííîé íà îñíîâå íåëèíåéíî-ãî òðåõ÷ëåííîãî ðàçëîæåíèÿ Â.Â.Íîâîæèëîâà, íàéäåíà íîâàÿ �îðìà ïðîñòðàíñòâåííûõóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ, â îòëè÷èè îò ïðîñòðàíñòâåííûõ óðàâíå-íèé Ä.Ä.Èâëåâà, ñâÿçûâàþò íàèáîëüøåå ãëàâíîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå ñ ïðèðàùåíè-ÿìè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü äèðåêòîð,óêàçûâàþùèé ãëàâíîå íàïðàâëåíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå íàèáîëüøåìóãëàâíîìó íàïðÿæåíèþ, èç �îðìóëèðîâêè ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è, ïîñòàâèâ åå ÷èñòî âòåðìèíàõ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé. Ïîëó÷åííûå íîâûå ïðîñòðàíñòâåííûåñîîòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíûäëÿ èññëåäîâàíèÿ òðåõìåðíîé êèíåìàòèêè èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ðåøåíèÿïðèêëàäíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè.1. Àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ïðèíöèïîì ìà-òåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè è óñòàíàâëèâàåò [1℄, [2℄, ÷òî â øåñòèìåðíîìïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé òåíçîð ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷å-ñêèõ äå�îðìàöèé dεP , îðòîãîíàëåí ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè f(σ) = 0 âäàííîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè σ

dεP =
∂f

∂σ
dλ. (1)Óñëîâèå òåêó÷åñòè Òðåñêà èëè óñëîâèå ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæå-íèÿ âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ãëàâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â �îðìåmax {|τ1| , |τ2| , |τ3|} = k, (2)ãäå k�ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ÷èñòîì ñäâèãå, âåëè÷èíû (σj � ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ)

τ1 =
σ2 − σ3

2
, τ2 =

σ3 − σ1

2
, τ3 =

σ1 − σ2

2åñòü ãëàâíûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Â ïðîñòðàíñòâå ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé ïî-âåðõíîñòü òåêó÷åñòè, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (2), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâèëü-íóþ øåñòèãðàííóþ ïðèçìó (ïðèçìà Êóëîíà�Òðåñêà), îñü êîòîðîé ðàâíîíàêëîíå-íà ê äåêàðòîâûì îñÿì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðèâàÿ òåêó÷åñòè (ñå÷åíèå ïðèçìû



128 Â.À.Êîâàëåâ, Þ.Í.�àäàåâÊóëîíà�Òðåñêà äåâèàòîðíîé ïëîñêîñòüþ σ1 + σ2 + σ3 = 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñî ñòîðîíîé ðàâíîé
(2
√

2/3)k. Èñïîëüçóÿ ãëàâíûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, óðàâíåíèå ïðèçìû ìîæåòáûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíî â âèäå
[
τ 2
1 − k2

] [
τ 2
2 − k2

] [
τ 2
3 − k2

]
= 0. (3)Àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿ (1) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå âåêòî-ðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðèðàùåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé â ïðîñòðàíñòâå ãëàâ-íûõ íàïðÿæåíèé, òîëüêî â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè. Äëÿ íàïðÿ-æåííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà (óãëîâàÿòî÷êà), Êîéòåð â 1953 ã. ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé àññîöèèðîâàííûéçàêîí òå÷åíèÿ: îñîáûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ïåðåñå-÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé òåêó÷åñòè fγ(σ) = 0 êàæäàÿ èç êîòî-ðûõ äàåò àääèòèâíûé âêëàä (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íåîïðåäåëåííûì ìíîæèòåëåì) ââåëè÷èíó ïðèðàùåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé. Îáîáùåííûé àññîöèèðîâàííûéçàêîí òå÷åíèÿ èìååò âèä [3℄

dεP =

p∑

γ=1

∂fγ
∂σ

dλγ, (4)ãäå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ dλγ > 0 (fγ = 0, dfγ = 0), dλγ = 0 (fγ = 0, dfγ <
0 èëè fγ < 0).Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåêó÷åñòè Òðåñêà (3), èç óðàâíåíèÿ (4) íàõîäèì

dεPij =
∑

γ

sgn(τγ) ∂τγ
∂σij

dλγ (γ = 1, 2, 3), (5)ãäå dλγ > 0, åñëè sgn(τγ)τγ = k è dτγ = 0; dλγ = 0, åñëè sgn(τγ)τγ = k è sgn(τγ)dτγ <
0 èëè sgn(τγ)dτγ < k. Èíäåêñ γ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, îäíàêî ñóììèðîâàíèå âïðàâîé ÷àñòè (5) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ëèøü íà òå çíà÷åíèÿ γ, äëÿ êîòîðûõ sgn(τγ)τγ =
k è dτγ = 0, ò.å. â ïðàâîé ÷àñòè ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå äâóõ ñëàãàåìûõ.Îáðàòèìñÿ ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé îáîáùåííîãî àññîöèèðîâàííîãî çàêîíàòå÷åíèÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó ïðèçìûÊóëîíà�Òðåñêà, à òðåòüå ãëàâíîå íàïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì: σ3 − σ1 =
2k, σ3 − σ2 = 2k. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äâóõ ãëàâíûõ íà-ïðÿæåíèé σ1 = σ2. Â òåðìèíàõ ãëàâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ýòîò ñëó÷àéõàðàêòåðèçóåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèé τ1 = −k, τ2 = k, τ3 = 0.�àâåíñòâî äâóõ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé σ1 = σ2 îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå íàïðàâëåíèå,ðàñïîëîæåííîå â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó n (l, m, n�îðòîíîðìèðîâàí-íûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Ñëå-äîâàòåëüíî, ïðè ñîîòâåòñòâèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðåáðó ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà, ò.å. â ñîñòîÿíèè ïîëíîé ïëàñòè÷íîñòè, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ äîëÿ ïðîèçâîëàïðè âûáîðå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ l è m, òàê êàê îíè îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþäî ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó n. Èõ ïðåèìóùåñòâåííîå ïîëî-æåíèå â ýòîé ïëîñêîñòè óêàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåíçîðà



Íîâàÿ �îðìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî òåëà 129ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé dεP , êîòîðûé â ñèëó îáîáùåííîãî àññîöè-èðîâàííîãî çàêîíà òå÷åíèÿ äîëæåí áûòü ñîîñåí òåíçîðó íàïðÿæåíèé σ è îáëàäàåò,ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, dε1 6= dε2, óíèêàëüíûì òðèýäðîì ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé.Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííûé àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûéäëÿ ðåáðà ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà, óñòàíàâëèâàåò ñîâïàäåíèå òîëüêî îäíîé èçòðåõ ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåíçîðà ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äå-�îðìàöèé, íàêëàäûâàÿ òåì ñàìûì ìèíèìóì êèíåìàòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Ýòîîáñòîÿòåëüñòâî áóäåì â äàëüíåéøåì õàðàêòåðèçîâàòü òåðìèíîì �1/3-ñîîñíîñòü�òåíçîðîâ dεP è σ.Äëÿ òå÷åíèÿ íà ðåáðå ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà �1/3-ñîîñíîñòü� òåíçîðîâ dεP è
σ äîñòàòî÷íà äëÿ èõ ñîîñíîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òðîéêàâçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé, êîòîðàÿ áóäåò ãëàâíîé êàê äëÿ òåíçîðà dεP ,òàê è äëÿ òåíçîðà σ.2. Óñëîâèå �1/3-ñîîñíîñòè� òåíçîðîâ dεP è σ äëÿ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõðåáðó ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà, ïðèâîäèò ê âàæíûì òåíçîðíûì ñîîòíîøåíèÿì.Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà A è B. Îáîçíà÷èì÷åðåç ai è bi ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðîâ A è B, çàíóìåðîâàâ èõ â ïîðÿäêåóáûâàíèÿ: a3 ≤ a2 ≤ a1, b3 ≤ b2 ≤ b1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåâèàòîðà A′ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå:
a′1 =

2√
3
|A′| sin

(
α +

2π

3

)
, a′2 =

2√
3
|A′| sinα, a′3 =

2√
3
|A′| sin

(
α +

4π

3

)
, (6)

α = ar
tg2a2 − a1 − a3√
3 (a1 − a3)

(
−π

6
≤ α ≤ π

6

)
,

|A′| =
1

6

√
(a1 − a2)2 + (a1 − a3)2 + (a2 − a3)2.Óãîë α íàçûâàåòñÿ �óãëîì âèäà� òåíçîðà A. Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ñïðàâåäëè-âû è äëÿ òåíçîðà B. Ââîäÿ �íàïðàâëÿþùèå� òåíçîðû Ã′ = A′/|A′|, B̃′ = B′/|B′|,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ãëàâíûå îñè òåíçîðà B ÿâëÿþòñÿ òàêæå ãëàâíûìè îñÿìèòåíçîðà A, òî íàïðàâëÿþùèå òåíçîðû ñâÿçàíû óðàâíåíèåì (ñì. [4℄, ñ. 78�92)

Ã′ =
1

cos 3β

[
cos(2β + α)B̃′ +

√
3 cos(β − α)

(
B̃′ · B̃′ − 2

3
I

)]
, (7)

β = ar
tg2b2 − b1 − b3√
3 (b1 − b3)

(
−π

6
≤ β ≤ π

6

)
.Ýòó �îðìóëó îáû÷íî íàçûâàþò òðåõ÷ëåííîé �îðìóëîé Íîâîæèëîâà. Ïðè ååâûâîäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà B ðàçëè÷íû ìåæäóñîáîé. Óãîë α − β íàçûâàåòñÿ �àçîé ïîäîáèÿ äåâèàòîðîâ A′, B′. Åñëè ýòîò óãîëñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî íàïðàâëÿþùèå òåíçîðû áóäóò ðàâíû Ã′ = B̃′.Â ñëó÷àå a1 = a2 â óðàâíåíèè (7) ñëåäóåò ïîëîæèòü α = π/6. Åñëè b1 = b2,òî òðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå (7) ìåæäó òåíçîðàìè A′ è B′ íå èìååò ìåñòà, çàèñêëþ÷åíèåì òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà a1 = a2. Åñëè îäíîâðåìåííî a1 = a2 è b1 = b2, òîòðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó íàïðàâëÿþùèõ òåíçîðîâ.



130 Â.À.Êîâàëåâ, Þ.Í.�àäàåâÏðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå A = σ, B = dεP , ïðèõîäèì êóðàâíåíèþ, òåíçîðíàÿ çàïèñü êîòîðîãî èìååò âèä
s̃ =

1

cos 3ψ

[
cos(2ψ + ϑ)d̃εP +

√
3 cos(ψ − ϑ)

(
d̃εP · d̃εP − 2

3
I

)]
. (8)Çäåñü �àçà ϑ (óãîë âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ) îïðåäåëÿåò ñîáîé óãîë íàêëî-íà âåêòîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé s, ê ñîîòâåòñòâóþùåéîñè ÷èñòîãî ñäâèãà. Äëÿ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñ-êà, ýòîò óãîë ïîñòîÿíåí. Â ñàìîì äåëå, óãîë ϑ îòñ÷èòûâàåòñÿ â äåâèàòîðíîé ïëîñ-êîñòè ïðîñòðàíñòâà ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé îò ëèíèè ÷èñòîãî ñäâèãà, îðòîãîíàëüíîéïðîåêöèè íà äåâèàòîðíóþ ïëîñêîñòü âòîðîé êîîðäèíàòíîé îñè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Äëÿ ðåáðà ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà σ1 = σ2 = σ3 + 2k èìååì ϑ = π/6. Êðîìå òîãî,äëÿ óêàçàííûõ ñîñòîÿíèé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî s̃ =

√
3(2k)−1s.Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî, óðàâíåíèå (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ ñëåäóþùåì âèäå

s =
2k

cos 3ψ

[
cos
(
2ψ +

π

6

) √
2/3dεP√tr (dεP · dεP )

+ 2 cos
(
ψ − π

6

)( dεP · dεPtr (dεP · dεP )
− 1

3
I

)]
.(9)Çäåñü óãîë ψ−ϑ = ψ−π/6 íàçûâàåòñÿ �àçîé ïîäîáèÿ äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæå-íèé s è òåíçîðà ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé dεP ; óãîë ψ âûðàæàåòñÿñîãëàñíî

ψ = ar
tg2dεP2 − dεP1 − dεP3√
3 (dεP1 − dεP3 )

(
−π

6
≤ ψ ≤ π

6

)
. (10)Îòìåòèì, ÷òî âûâîä óðàâíåíèÿ (9) çàêîíåí òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

dεP1 6= dεP2 6= dεP3 6= dεP1 , ò.å. êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà dεP ðàçëè÷íûìåæäó ñîáîé. Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ïðèðàùåíèÿ ds1, ds2, ds3 ðàâíû íóëþ,åñëè ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ðàçâèâàåòñÿ âäîëü ðåáðà ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà.Òåíçîðíîå óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, íàèáîëåå îáùåé �îðìîé îïðå-äåëÿþùåé çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è ïðèðàùåíèÿìè ïëàñòè÷åñêèõ äå-�îðìàöèé äëÿ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó ïðèçìû Êóëîíà�Òðåñêà, îñ-íîâûâàþùåéñÿ íà îáîáùåííîì çàêîíå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, àññîöèèðîâàííîì ñóñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà.3. Òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ âïåðâûåáûëè ïîëó÷åíû Ä.Ä.Èâëåâûì â 1959 ã. è èìåþò âèä
gradσ3 ± div (n ⊗ n) = 0. (11)Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) ãëàâíîå íîðìàëüíîå íàïðÿ-æåíèå σ3 ñ äèðåêòîðîì n, óêàçûâàþùèì ãëàâíîå íàïðàâëåíèå òåíçîðà íàïðÿæå-íèé, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó (òðåòüåìó ïî ñ÷åòó) ãëàâíîìó íàïðÿæåíèþ.Óðàâíåíèÿ Ä.Ä.Èâëåâà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû, ïîñêîëüêó îíè îòðàæàþò�îðìàëüíóþ ñòàòè÷åñêóþ îïðåäåëèìîñòü óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èäå-àëüíîé ïëàñòè÷íîñòè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïîëíîé ïëàñòè÷íîñòè. Îíè êëàññè-�èöèðóþòñÿ êàê êâàçèëèíåéíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà òðåõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. �åîìåòðèÿ óðàâíåíèé



Íîâàÿ �îðìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî òåëà 131Ä.Ä.Èâëåâà òàêîâà, ÷òî íîðìàëè ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ýëåìåíòàì îáðàçóþò êî-íóñ, îñü êîòîðîãî íàïðàâëåíà âäîëü òðåòüåãî ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ òåíçîðà íà-ïðÿæåíèé, è ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ îñè êîíóñà.Íàéäåííàÿ âûøå îïðåäåëÿþùàÿ çàâèñèìîñòü (9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâóþ�îðìó òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü âî âíè-ìàíèå, ÷òî divσ = divs + gradσ3, è ïðè ïîäñ÷åòå divs ó÷åñòü
∇ · (dεP · dεP ) = dεP · (∇ · dεP ) + (dεP ⊗ ∇) · · dεP ,
∇(tr(dεP · dεP )) = 2dεP · · (dεP ⊗ ∇).Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ, â îòëè÷èè îò ïðîñòðàíñòâåííûõ óðàâíå-íèé Ä.Ä.Èâëåâà (11), ñâÿçûâàþò íàèáîëüøåå ãëàâíîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå σ3ñ ïðèðàùåíèÿìè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñ-êëþ÷èòü äèðåêòîð n, óêàçûâàþùèé ãëàâíîå íàïðàâëåíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ñî-îòâåòñòâóþùåå íàèáîëüøåìó ãëàâíîìó íàïðÿæåíèþ, èç �îðìóëèðîâêè ïðîñòðàí-ñòâåííîé çàäà÷è, ïîñòàâèâ åå èñêëþ÷èòåëüíî â òåðìèíàõ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷å-ñêèõ äå�îðìàöèé dεP .Ïîëó÷åííûå íîâûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèèèäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ òðåõìåðíîéêèíåìàòèêè èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òåîðèèïëàñòè÷íîñòè.Àâòîðû áëàãîäàðÿò ïðî�. Ä.Ä.Èâëåâà çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ïðåäñòàâëåí-íîé ðàáîòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �àäàåâ Þ.Í. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. 2-åèçä. Ñàìàðà: Èçä-âî Ñàìàðñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà, 2006. 340 ñ.[2℄ Èâëåâ Ä.Ä. Òåîðèÿ èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè. Ì.: Íàóêà, 1966. 232 ñ.[3℄ Koiter W.T. Stress-strain relations, uniqueness and variational theorems for elasti
-plasti
 material with a singular yield surfa
e // Quart. Appl. Math. V. 11. �3. 1953.P. 350-354.[4℄ Íîâîæèëîâ Â.Â. Âîïðîñû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1989. 396 ñ.Kovalev V.A., Radayev Yu.N. A new form of the three-dimensional equilibriumequation for a perfe
tly plasti
 solid . Basi
 equations of the in
remental mathemati
al theory ofperfe
t plasti
ity for three-dimensional states are dis
ussed. Constitutive equations 
onsequentto the generalized �ow rule formulated for an edge of the Coulomb�Tres
a prism are derived.An expli
it form of the three-dimensional 
onstitutive equations for stress states 
orrespondingto an edge of the Coulomb�Tres
a prism is obtained, thus allowing to 
ome to a new form of thethree-dimensional equilibrium equation for a perfe
tly plasti
 solid. The obtained equations
an be used as a new instrument for study of three-dimensional problems of the perfe
tplasti
ity.



ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀ ÑÓÏ�Ó�ÈÌÈ ÎÒÑÅÊÀÌÈ, ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÌÈ ÆÈÄÊÎÑÒÜ
Êîíîíîâ Þ.Í.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò, ÓêðàèíàÍà îñíîâàíèè ìîäàëüíîãî àíàëèçà âûâåäåíà ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ ëèíåé-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà è óïðóãèõïëàñòèíîê, ðàçäåëÿþùèõ èäåàëüíóþ æèäêîñòü â öèëèíäðè÷åñêèõ îòñåêàõ. Èç ïîëîæè-òåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîñòó-ïàòåëüíûõ è âðàùàòåëüíûõ êîëåáàíèé òâåðäîãî òåëà ñ óïðóãèìè îòñåêàìè, ñîäåðæà-ùèìè èäåàëüíóþ æèäêîñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíûì íàòÿæåíèåì è âåëè÷èíîéèçãèáíîé æåñòêîñòè ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü íåóñòîé÷èâîå äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåìîéìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîä óïðóãèìè îòñåêàìè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü âåðòèêàëüíûéöèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè è äíîì, ðàçäåëåííûé ïîïåðå÷íûìè óïðóãè-ìè ïëàñòèíêàìè íà âåðòèêàëüíûå îòñåêè, ñîäåðæàùèå æèäêîñòü. Äëÿ îáùíîñòè ïîñòà-íîâêè ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç m èäåàëüíûõ íåñìåøèâàþùèõ-ñÿ æèäêîñòåé ñ ïëîòíîñòÿìè ρi , çàïîëíÿþùèìè öèëèíäðè÷åñêóþ ïîëîñòü ïðîèçâîëüíî-ãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S äî ãëóáèí hi (i = 1,m). Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âåðõíåéæèäêîñòè (i = 1) è íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà (âíóòðåííèõ ïîâåðõíîñòÿõ) ìíîãîñëîéíîéæèäêîñòè ìîãóò íàõîäèòüñÿ óïðóãèå ìåìáðàíû èëè ïëàñòèíêè ñ ðàñòÿãèâàþùèìè óñè-ëèÿìè Ti â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè. Ìåìáðàíû è ïëàñòèíêè æåñòêî çàêðåïëåíû ïî êðàþ.Ïëàñòèíêè ñ÷èòàþòñÿ èçîòðîïíûìè è îáëàäàþò èçãèáíîé æåñòêîñòüþ Di. Â äàëüíåéøåìïðè Di = 0 ïîä ïëàñòèíêîé áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ìåìáðàíó ñ ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèåì

Ti. Äâèæåíèÿ æèäêîñòè è ïëàñòèíîê áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz,ðàñïîëîæåííîé òàê, ÷òî ïëîñêîñòü Oxy íàõîäèòñÿ íà íåâîçìóùåííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè, à îñü Oz íàïðàâëåíà âäîëü îáðàçóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ïðîòèâîïîëîæíîâåêòîðó óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè ~g è ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè ïîñòó-ïàòåëüíûõ è âðàùàòåëüíûõ êîëåáàíèÿõ òâåðäîãî òåëà. Çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü âëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ñ÷èòàÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòåé ïîòåíãöèàëüíûìè, à ñîâìåñòíûå êî-ëåáàíèÿ æèäêîñòè è ïëàñòèíîê áåçîòðûâíûìè.Óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé òâåðäîãî òåëà ñóïðóãèìè îòñåêàìè, ñîäåðæàùèìè èäåàëüíóþ æèäêîñòü. Óðàâíåíèÿ ìàëûõ êî-ëåáàíèé âäîëü îñè Ox ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû Fx = −Cx òâåðäîãî òåëà ñ ìíîãî-ñëîéíîé æèäêîñòüþ è óïðóãèìè ïëàñòèíêàìè èìåþò âèä [1℄
Mẍ + Cx = −

m∑
i=1

∆ρi
∞∑
k=1

α̃ikp̈k,

µk(p̈k + σ2
kpk) = −ẍ

m∑
i=1

∆ρiα̃ik.
(1)



Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ óïðóãèìè îòñåêàìè 133Çäåñü
µk =

m∑
i=1

∑
n

N2
n(a∗inζink − binζi+1nk − bi−1nζi−1nkbinζink), ζink =

∫
S

wijΨnds/N2
n,

N2
n =

∫
S

Ψnds, α̃ij =
∫
S

xwijds =
∑
n

Cnζink, Cn =
∫
S

xΨnds/N2
n,

∆ρi = ρi − ρi−1 (ρ0 = 0), a∗in = ain + knkoi, κin = knhi,
ain = ρi coth κin + ρi−1 coth κi−1n, bin = ρi/ sinh κin,

M � ìàññà òâåðäîãî òåëà, ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòè è óïðóãèõ ïëàñòèíîê; Ψn è kn - ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîëåáàíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè â öèëèíäðè÷å-ñêîì ñîñóäå; wij è σ2
j � ñîáñòâåííûå �îðìû è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé óïðóãèõïëàñòèíîê è ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòè â íåïîäâèæíîì ñîñóäå [1, 2℄.Óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòèòâåðäîãî òåëà ñ ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòüþ è óïðóãèìè ïëàñòèíêàìè (�èçè÷åñêèé ìàÿò-íèê) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2, 3℄

Jθ̈ + k2θ = −
m∑
i=1

∆ρi
∞∑
k=1

(Ω̃ikp̈k + gα̃ikpk),

µk(p̈k + σ2
kpk) =

m∑
i=1

∆ρi(Ω̃ikθ̈ + gθ).
(2)Çäåñü

Ω̃ik =
∑

n

CnζinkΩin, Ωin =
ρi−1fi−1n + ρifin

∆ρi
+ Hi + l0,

Hi =

i−1∑

k=1

hk (H1 = 0), fin =
2 tan κin

2

κin
,

J� ìîìåíò èíåðöèè òâåðäîãî òåëà, ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòè è óïðóãèõ ïëàñòèíîê; l0 �ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî íà÷àëà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz [3℄.Óðàâíåíèÿ (1)-(2) ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî îáùèìè è ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõòåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ [1-3℄.Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìàëûõ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ìåõàíè÷å-ñêèõ ñèñòåì ìîæíî íàéòè èç óñëîâèé äåéñòâèòåëüíîñòè êîðíåé ÷àñòîòíûõ óðàâíåíèé,ïîëó÷åííûõ äëÿ óðàâíåíèé (1)-(2). Ýòè ÷àñòîòíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ñëîæ-íûìè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ïîýòîìó óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè óäîáíî íàéòè èçïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �óíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè [1-3℄.Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ óïðóãèìè îòñåêàìè, ñîäåðæàùèìèèäåàëüíóþ æèäêîñòü.Äëÿ èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äâóõ ìåõà-íè÷åñêèõ ñèñòåì çàïèøåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè òâåðäîãî òåëà, ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòè è óïðóãèõ ïëàñòèíîê. Â ñëó÷àå ïîñòóïà-òåëüíûõ äâèæåíèé òâåðäîãî òåëà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìååò âèä
Π =

1

2
Cx2 +

1

2

∞∑

k=1

γkp
2
k(t), (3)à â ñëó÷àå âðàùàòåëüíûõ �

Π =
1

2
k̃θ2 +

1

2

∞∑

k=1

γkp̃
2
k(t), (4)
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γk =

m∑

i=1

∑

n

N2
nζ2
ink[g∆ρi + (Dik

2
n + Ti)k

2
n].

k̃ = k2 − g2
∞∑

k=1

γ̃2
k

γk
, γ̃k =

m∑

i=1

∆ρi
∑

n

N2
nζinkCn.Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (3) áóäóò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ïðè

C > 0, γk > 0, (5)à êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (4) �
k̃ > 0, γk > 0. (6)Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (5)è ñîîòâåòñòâåííî â (6) îïðåäåëÿåò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòèïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãèõ ïëàñòèíîê è ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòè â íåïîäâèæíîì öè-ëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

g∆ρi + (Dik
2
1 + Ti)k

2
1 > 0. (7)Òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà kn îáðàçóþò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü [1℄. Ïðè åñòåñòâåííîé ñòðàòè�èêàöèè (∆ρi ≥ 0 ∀i), ò.å. êîãäà áîëåå òÿæåëàÿæèäêîñòü íàõîäèòñÿ íèæå ìåíåå òÿæåëîé íåðàâåíñòâî γk > 0 âñåãäà âûïîëíåíî. Íåóñòîé-÷èâîñòü ìîæåò âîçíèêíóòü, êîãäà íàðóøàåòñÿ óñëîâèå ∆ρi ≥ 0.Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (6) èìååò âèä

k2 > g2
∞∑

k=1

γ̃2
k

γk
. (8)Ïðè Ti → ∞ èëè Di → ∞ âåëè÷èíà γk → ∞ è ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (8) ñòðåìèòñÿê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíàìè Ti è Di ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåí-ñòâà äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ òâåðäîãî òåëà, ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòè è óïðóãèõïëàñòèíîê (ïðè óñëîâèè, ÷òî k2 > 0), è òåì ñàìûì ñòàáèëèçèðîâàòü íåóñòîé÷èâîå ïîëî-æåíèå ðàâíîâåñèÿ �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.Íåðàâåíñòâî (8) âêëþ÷àåò â ñåáÿ, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîëî-æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ñîäåðæàùåãî ìíîãîñëîéíîé èäåàëüíóþ æèä-êîñòüþ ñ óïðóãîé ïëàñòèíêîé èëè ìåìáðàíîé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå â(8) ñëåäóåò ïîëîæèòü Ti = Di = 0 äëÿ i 6= 1. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò îöåíèòüâëèÿíèå ñòðàòè�èêàöèè, ïðîèçîøåäøåé â îäíîðîäíîé æèäêîñòè ñ óïðóãîé ïëàñòèíêîéíà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ �èçè÷åñêîãî ìàÿòíè-êà. Ïðè îòñóòñòâèè ïëàñòèíîê (Ti = Di = 0 ∀i) è åñòåñòâåííîé ñòðàòè�èêàöèè (∆ρi ≥ 0)íåðàâåíñòâî (8) ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âûðîæäàåòñÿ â íåðàâåíñòâî

k2 > gρmJs, (9)à â ñëó÷àå ïîëíîãî çàïîëíåíèÿ �
k2 > g(ρm − ρ1)JsÇäåñü Js =

∫
S

x2ds � ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè.Äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè (m = 1 èëè ρ1 = ρ2 = ... = ρm = ρ) íåðàâåíñòâî (8)ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè [3℄, êîòîðîå õîðîøî èçâåñòíî ñïåöèàëèñòàìïî òåîðèè êîðàáëÿ, ïåðåâîçÿùåãî æèäêèå ãðóçû.



Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ óïðóãèìè îòñåêàìè 135Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êîíîíîâ Þ.Í. Óñòîé÷èâîñòü è ñòàáèëèçàöèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòüþ,ñîäåðæàùåé ìíîãîñëîéíóþ æèäêîñòü, ðàçäåëåííóþ óïðóãèìè ïëàñòèíêàìè // Ñî-âðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû: Òð. IX Ìåæäóíàð. êîí�. �îñòîâí/Ä, 2005: Èç-âî ÎÎÎ "ÖÂÂ� �îñòîâ-íà-Äîíó 2006. Ò.2. Ñ. 151�153.[2℄ Øåâ÷åíêî Â.Ï., Êîíîíîâ Þ.Í. Îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ïëàñòèíîê, ðàçäåëÿþùèõìíîãîñëîéíóþ èäåàëüíóþ æèäêîñòü. Àêòóàëüíûå àñïåêòû �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ èñ-ñëåäîâàíèé. Ìåõàíèêà / Ïîä ðåä. Â.Â. Ìåëåøêî, Â.Í. Îëåéíèê. Êèåâ: Íàóê. äóìêà,2007. Ñ. 348�361.[3℄ Êîíîíîâ Þ.Í. Îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ñîäåðæàùåãîìíîãîñëîéíóþ æèäêîñòü, ðàçäåëåííóþ óïðóãèìè ïëàñòèíêàìè // Ìåõàíèêà òâåðäî-ãî òåëà, 2002. Âûï.32. Ñ. 203�207.Kononov Yu.N. On the dynami
 stabilities of a rigit body with the elasti
 
ompartments
ontaining a �uid . On the basis of the modal analysis the 
ountable system of the ordinarydi�erential equations of for
ed vibrations of the elasti
 plates lo
ated on free and interiorsurfa
es of a multilayered ideal �uid is dedu
ed. The stru
tural �uid is 
ylindri
al to a vessel ofthe arbitrary 
ross-se
tion, making translational os
illations. Stability 
onditions in a problemabout transverse os
illations of a rigid body under an operation of elasti
 for
e and in aproblem about a physi
al pendulum are obtained. It is shown an opportunity of stabilizationof a labile position of an equilibrium.



Î Ê�ÈÒÅ�ÈßÕ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Â Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅÄÂÓÊ�ÀÒÍÎ�Î ÍÓËÅÂÎ�Î ÊÎ�ÍßÊóðàêèí Ë. �.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Âëàäèêàâêàç�àññìîòðåíà çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâóêðàòíîãî íóëåâîãî êîðíÿ (æîðäàíîâà êëåò-êà). À. Ì. Ëÿïóíîâ [1℄, ïðèìåíÿÿ ñâîé ïåðâûé ìåòîä, ïîëó÷èë êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòèïðè ëþáûõ íåëèíåéíûõ âûðîæäåíèÿõ ñèñòåìû. Áîëüøèíñòâî èç ïîäñëó÷àåâ, íà êîòîðûåðàçáèâàåòñÿ ýòà çàäà÷à, èì èññëåäîâàíî òàêæå è ïðÿìûì ìåòîäîì. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâàäëÿ îñòàëüíûõ ïîäñëó÷àåâ äî ñèõ ïîð íå áûëè ïîñòðîåíû.Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíà ÷àñòü ýòèõ �óíêöèé. Äëÿ íåêîòîðûõ âûðîæäåíèé ñèñòåìûýòî ïîçâîëèëî ïðåäëîæèòü íîâûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ. Îíçàäàåòñÿ ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä êîý��èöèåíòàìè ðÿäà Òåéëîðà ñèñòåìû, âòî âðåìÿ, êàê àëãîðèòì, óêàçàííûé À.Ì. Ëÿïóíîâûì òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòóð.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Àëãîðèòì À. Ì. Ëÿïóíîâà îïðåäåëåíèÿ óñòîé-÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ [1℄.�àññìàòðèâàåòñÿ àâòîíîìíàÿ âåùåñòâåííàÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé
x′ = y +X(x, y),

y′ = Y (x, y),
(1)

X(x, y) =
∑

i+j≥2

aijx
iyj, Y (x, y) =

∑

i+j≥2

bijx
iyj,ãäå X, Y � àíàëèòè÷åñêèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ Ω ∈ R2 �óíêöèè, ðàçëî-æåíèå êîòîðûõ â ðÿä Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ñî ñëàãàåìûõ íå íèæå âòîðîé ñòåïåíè.Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû âîçíèêàåò åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé ïàðû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.Ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ åå ðåøåíèÿ, òàê êàê ñîáñòâåííîå çíà-÷åíèå ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû (1) � äâóêðàòíûé íóëü ñ èíäåêñîì äâà,ëåæèò íà ìíèìîé îñè.Ýòîò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé óñòîé÷èâîñòè áûë èññëåäîâàí À.Ì. Ëÿïóíîâûì â1893 ãîäó â ðàáîòå [1℄. Ïðè èçó÷åíèè àðõèâîâ À.Ì. Ëÿïóíîâà â 1954 ãîäó âûÿñ-íèëîñü, ÷òî èì ðàññìàòðèâàëñÿ è ñëó÷àé m-ìåðíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (m > 2)

u̇ = F (u), F (0) = 0, u ∈ Rm, (2)êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè F ′(0), êðîìå äâóêðàòíîãîíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì äâà, ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñ-êîñòè.



Î êðèòåðèÿõ óñòîé÷èâîñòè â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâóêðàòíîãî íóëåâîãî êîðíÿ 137À.Ì. Ëÿïóíîâ [1℄ èññëåäîâàë óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1) ïðè ëþáûõ�óíêöèÿõ X, Y . Èì, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî îíî íåóñòîé÷èâî, êîãäà b20 6= 0,à òàêæå ïðè b20 = 0, åñëè K > 0, ãäå K = (2a20 − b11)
2 + 8b30.Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

b20 = 0, K < 0. (3)Â ýòîì ñëó÷àå â ðàáîòå [1℄ óêàçàí àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿâåëè÷èí gk (k = 2, 3, . . .). Çàêëþ÷åíèå îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1)äåëàåòñÿ ïî çíàêó ïåðâîé íåíóëåâîé èç íèõ. Ýòîò àëãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Çàìåíîé ïåðåìåííûõ
x→ (−b30)1/2 x, y → (−b30)1/2 (y + a20x

2
) (4)ïðèâîäèì ñèñòåìó (1) ê âèäó:

x′ = y +
∑

k≥3

Xk(x, y),

y′ = −x3 + bxy +
∑

k≥3

Y k+1(x, y),
(5)ãäå b2 < 8; Xk(x, y), Y k+1(x, y) �- êâàçèîäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû:

Xk(x, y) =
∑

i+2j=k

aijx
iyj, Y k+1(x, y) =

∑

i+2j=k+1

bijx
iyj.Ïóñòü Csθ è Cnθ � ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷èÊîøè Cs′θ = −Snθ, Sn′θ = Cs3θ,Cs 0 = 1, Sn 0 = 0.×åðåç J(θ) îáîçíà÷èì èíòåãðàë:

J(θ) =

θ∫

0

bSn2θCsθ dθ
1 + bSnθCs2θ .Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x = reJ(θ)Csθ, y = −r2e2J(θ)Snθ.Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ t, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè r(θ):
r′(θ) = R2(θ)r

2(θ) +R3(θ)r
3(θ) + . . . , (6)ãäå êàæäàÿ �óíêöèÿ Ri(θ), i = 2, 3, . . . ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ñëàãàåìûõ âèäà:

Lp,q,ℓ(θ) = eJ(θ) bSnpθCsqθ
(1 + bSnθCs2θ)ℓ .



138 Êóðàêèí Ë.�.Çäåñü p, q, ℓ � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ðàçëàãàåì â ðÿä ïî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé c:
r(θ) = c+ u2(θ)c

2 + u3(θ)c
3 + . . .Íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî �óíêöèè u2(θ), u3(θ), . . .:

u2(θ) =

θ∫

0

R2(θ1) dθ1, u3(θ) = u2
2(θ) +

θ∫

0

R3(θ1) dθ1,

u4(θ) =
1

3
u3

2(θ) +

θ∫

0

[2R2(θ1)u3(θ1) + 3R3(θ1)u2(θ1) +R4(θ1)] dθ1, . . .

us(θ) =

θ∫

0

[
Rs(θ1) +

s−1∑

k=2

Rk(θ1)Usk(u2(θ1), . . . , us−k+1(θ1))

]
dθ1, . . . ,ãäå Usk � ïîëèíîìû îòíîñèòåëüíî s− k ïåðåìåííûõ.Ôóíêöèè us ïðåäñòàâèìû â âèäå us(θ) = gsθ+ vs(θ), ãäå gs ∈ R, à vs(θ) � ïåðè-îäè÷åñêèå �óíêöèè. Åñëè ñðåäè �óíêöèé us(θ) åñòü íåïåðèîäè÷åñêèå, òî ïåðâàÿèç íèõ èìååò ÷åòíûé íîìåð s.Òåîðåìà 1. [1℄. Íóëåâîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû (1), (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-âî, êîãäà ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà gs < 0, è íåóñòîé÷èâî, êîãäà

gs > 0. Îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, åñëè âñå gs = 0.Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè â ñèñòåìå (1) �óíêöèè X ∈ Cn−1,
Y ∈ Cn è gk 6= 0 ïðè íåêîòîðîì k 6 n− 2.Äàëåå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè òåîðå-ìû 1 â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå, ò. å. â âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ íåðà-âåíñòâ, íàëîæåííûõ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà �óíêöèé
X, Y . Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì (ñì. �2 ãëàâû 3 îáçîðà [2℄), ÷òî ïðîáëåìà óñòîé÷è-âîñòè ïî Ëÿïóíîâó ðàâíîâåñèé ñèëüíî âûðîæäåííûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå àëãåáðàè÷åñêè è äàæå àíàëèòè÷åñêè íåðàçðå-øèìà.Çàìåíîé ïåðåìåííûõ (x, y) → (x, y + a30x

3) ïîëó÷àåì ñèñòåìó (5), â êîòîðîéâûïîëíåíî óñëîâèå a30 = 0. Ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà g2 äëÿ íåå çàïèñàíà âÿâíîì âèäå â � 19 ðàáîòû [1℄:
g2 = (b21 − a11b)G2,2,2 − (a11 + b40)G1,4,2 − b02G3,0,2,

Gp,q,ℓ =
1

ω

ω∫

0

Lp,q,ℓ(θ) dθ,ãäå ω � ïåðèîä �óíêöèé Csθ, Snθ. À.Ì. Ëÿïóíîâ óñòàíîâèë, ÷òî
g2 =

1

5
G1G0,2,2, G1 =

1

5
(b02 + 3b40 − 2a11)b+ b21,



Î êðèòåðèÿõ óñòîé÷èâîñòè â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâóêðàòíîãî íóëåâîãî êîðíÿ 139ïîòîìó ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:
G2,2,2 =

1

5
G0,2,2, G1,4,2 = − 3

25
bG0,2,2, G3,0,2 = − 1

25
bG0,2,2. (7)Çíàêè âåëè÷èí g2 è G1 ñîâïàäàþò, òàê êàê G0,2,2 > 0.Â ðàáîòå [3℄ (ñì. òàêæå � 5.2 êíèãè [4℄) ïîêàçàíî, ÷òî çàìåíàìè ïåðåìåííûõìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé: a11+b40 = 0; b02 = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòüñîâïàäåíèå çíàêîâ âåëè÷èí g2 è G1 áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (7).Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ çíàêîâ ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí gs ïðè âñåõ s > 2 ñïîìîùüþ òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä êîý��èöèåíòàìè ïðàâîé ÷àñòè ñè-ñòåìû (5) îñòàëàñü äî ñèõ ïî íå ðàññìîòðåííîé. �åøåíèå ýòîé ïðîáëåìû îñëîæíÿ-åòñÿ òåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí gs ïðè s > 2 ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü íå òîëüêîêâàäðàòóðû Gp,q,ℓ, íî è èíòåãðàëû, ó êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè � ïîëè-íîìû îò Lp,q,ℓ(θ) è �óíêöèé uk(θ) ñ èíäåêñîì k < s. Â ðàáîòå [1℄ èçó÷àëèñü òîëüêîèíòåãðàëû Gp,q,ℓ.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (5) èññëåäóåòñÿ ïðÿ-ìûì ìåòîäîì. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ, ðå-àëèçàöèÿ êîòîðîãî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ëèøü àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä êî-ý��èöèåíòàìè ýòîé ñèñòåìû. Îí íå ïðèìåíèì òîëüêî â ñëó÷àå b = g2 = g4 = 0.Ýòîò ñëó÷àé, êàê ÷àñòíûé, ðàçîáðàí â ðàáîòå [5℄, â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû äðóãèåïîäõîäû.2. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé ïðÿìûì ìåòîäîì � ïî-ñòðîåíèåì �óíêöèé Ëÿïóíîâà.Ñèñòåìà

x′ = y, y′ = −x3 + bxy, (8)ãäå b2 < 8, èìååò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûé èíòåãðàë:
V (x, y) =

1

4
(2y2 − bx2y + x4)eL(x,y),

L(x, y) = 2bγ arctg[γ(−b+ 4y/x2)], x 6= 0,

L(0, y) = sign(y)bγπ, L(0, 0) = 0, γ = (8 − b2)−1/2.

(9)Ïóñòü êîý��èöèåíò b 6= 0. Óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1),(3) îïðåäåëÿåì ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.Çàìåíàìè ïåðåìåííûõ (4) ïðåîáðàçîâûâàåì ýòó ñèñòåìó ê âèäó (5). Ôóíêöèþ
V ′(x, y) = eL(x,y)

∑
s≥3

Rs+3(x, y), ãäå Rs+3(x, y) = (x3 − bxy)Xs(x, y) + yY s+1(x, y),ÿâëÿþùóþñÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè (9) â ñèëó ñèñòåìû (5), ïîñëåäîâàòåëüíûìèçàìåíàìè ïåðåìåííûõ
u = x− sk−1x

k−1, v = y −
∑

i+2j=k

δijx
iyj (10)ïðèâîäèì ê âèäó

V ′(u, v) =

[
v2

N∑

ℓ=1

Gℓu
2ℓ + o

(
|u|2N+4 + |v|N+2

)
]
eL(u,v),ïîêà íå âñòðåòèòñÿ ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ âåëè÷èíà Gs.



140 Êóðàêèí Ë.�.Òåîðåìà 2. Íóëåâîå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû (1), (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî,åñëè Gs < 0, è íåóñòîé÷èâî, êîãäà Gs > 0. Ïðè ýòîì ñàìó ñèñòåìó çàìåíàìèïåðåìåííûõ (10) ìîæíî ïðèâåñòè ê òàêîìó âèäó, ÷òî �óíêöèÿ (9) ÿâëÿåòñÿ åå�óíêöèåé Ëÿïóíîâà.Èññëåäîâàíèå, îïèñàííîå â äàííîé ðàáîòå, ñòàëî âîçìîæíûì, áëàãîäàðÿ ÷à-ñòè÷íîé ïîääåðæêå Àìåðèêàíñêèì Ôîíäîì �ðàæäàíñêèõ Èññëåäîâàíèé è �àçâè-òèÿ (ÀÔ�È�), ãðàíò RUM1�2842�RO�06, �îññèéñêèì Ôîíäîì ÔóíäàìåíòàëüíûõÈññëåäîâàíèé, ãðàíò � 08�01�00895. �àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Åâðîïåéñêîéíàó÷íîé ëàáîðàòîðèè (ÅÍÎ) �Âèõðåâàÿ ãèäðîäèíàìèêà� (ãðàíò �ÔÔÈ � 07�01�92213-ÍÖÍÈË).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëÿïóíîâ À.Ì. Èññëåäîâàíèå îäíîãî èç îñîáåííûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòèäâèæåíèÿ. Ñîáð. ñî÷. Ò. 2. Ì.,Ë.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, 1956. Ñ. 272�331.[2℄ Àðíîëüä Â.È., Èëüÿøåíêî Þ.Ñ. Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Ò. 1 (Èòî-ãè íàóêè è òåõí. ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ ÑÑÑ�)¿. Ì., 1985. C. 7�149.[3℄ Õàçèí Ë.�. Çàìå÷àíèå ê ðàáîòå Ëÿïóíîâà: ¾Îñîáåííûé ñëó÷àé çàäà÷è îá óñòîé÷è-âîñòè äâèæåíèÿ¿. Ïðåïðèíò èí-òà ïðèêë. ìàòåì. ÀÍ ÑÑÑ�. 1980. � 9.[4℄ Õàçèí Ë.�., Øíîëü Ý.Ý. Óñòîé÷èâîñòü êðèòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïóùè-íî: ÎÍÒÈ ÍÖÁÈ ÀÍ ÑÑÑ�, 1985. 215 ñ.[5℄ Êóðàêèí Ë.�.Î ëÿïóíîâñêîé öåïî÷êå êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àåæîðäàíîâîé 2-êëåòêè // ÄÀÍ. 1994. Ò. 337, � 1. C. 14-16.Kurakin L.G On stability 
riteria in a 
riti
al 
ase of a double zero root .It's 
onsidered problem of stability of equilibrium of autonomous system of di�erentialequations in 
riti
al 
ase of double zero root (Jordan 
ell). Using his �rst method A. M.Lyapunov ([1℄) found 
riterion of stability for any nonlinear degeneration of system.Most of sub
ases of the problem was investigated by him with dire
t method too. Lyapunovexponents of rest sub
ases hasn't still built.In this paper it's found some of these fun
tions. It permited to propose new algorithmof determination of equilibrium stability for some degenerations of system. It's spe
i�ed byalgebrai
 operations with Taylor series 
oe�
ients of system whereas algorithm spe
i�ed byA. M. Lyapunov demands 
al
ulation of quadratures.



Ê ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÞ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ ÂÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑËÎÉÍÛÕÑ�ÅÄ Ñ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÌÈ ÏÎËÎÑÒßÌÈËÿïèí À.À.∗, Ñåëåçíåâ Í.Ì.∗∗
∗ �îñòîâñêèé âîåííûé èíñòèòóò

∗∗ �îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåòÏðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîé äèíàìè-êè ìíîãîñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ ïðîèçâîëüíîé â ïëàíå�îðìû. Ìåòîä îñíîâàí íà ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ èïðîñòðàíñòâà ñ èñòî÷íèêîì. Ïðîñòîòà �îðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé, îòñóòñòâèå ðàñ-òóùèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ïîçâîëèëè ðàññìîòðåòü íà îñíîâå ìå-òîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðÿä îñíîâíûõ è ñìåøàííûõ çàäà÷ ëèíåéíîéäèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñðåä ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ïîëîñòÿìèñ ïîëíûì ïîãðóæåíèåì èõ â îòäåëüíîì ñëîå ñòðóêòóðû èëè ñ âîçìîæíûì ïåðåñå÷åíèåìîäíîé èëè íåñêîëüêèõ ãðàíèö ðàçäåëà.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè îäíîé èçâàæíûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâó-þùèõ äåéñòâèþ ñîñðåäîòî÷åííûõ óñèëèé â ìíîãîñëîéíîé ñðåäå è äîïóñêàþùèõý��åêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñíîâîé äëÿðåøåíèé â ñëîèñòîé ñðåäå ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû �óíäàìåíòàëüíûõïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé äëÿ îäíîãî ñëîÿ.Ïóñòü óïðóãàÿ ñðåäà çàíèìàåò îáëàñòü ñëîÿ òîëùèíû h: x ∈ (0, h), y ∈
(−∞,+∞), z ∈ (−∞,+∞). Â ðàìêàõ ñëîÿ ìàòåðèàë ñ÷èòàåòñÿ îäíîðîäíûì, îïðå-äåëÿåìûì ïëîòíîñòüþ è óïðóãèìè ïàðàìåòðàìè Ëàìå: ρ, λ, µ . Ìàòðèöû �ðèíà�óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ðàçûñêèâàþòñÿ â âèäå:

U(r0, r) = U(1)(r) + U(2)(r) + U(3)(r0, r) (1)Çäåñü U(i)(r), i = 1, 2 - ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà îò äåéñòâèÿîïðåäåëÿåìîãî â äàëüíåéøåì âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé Xi(y, z), U(3)(r0, r) -êëàññè÷åñêàÿ ìàòðèöà �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ èñòî÷íèêîìâ òî÷êå r0 = (x0, y0, z0).Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà x ≥
0 ïðè çàäàííîì âåêòîðå íàïðÿæåíèé X1(y, z) íà ïîâåðõíîñòè x = 0 ïðèìåíèìäâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì y, z:

f(α, β) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(y, z) exp(iαy + iβz)dydzÒîãäà ïîëå ïåðåìåùåíèé â ïðåîáðàçîâàííîì âèäå ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê:

u
(1)

(x, α, β) = {ux, uy, uz}T = P(1)(x, α, β) · X1(α, β),P(1)(x, α, β) = U(1)(x, α, β) ·B(α, β).
(2)



142 Ëÿïèí À.À., Ñåëåçíåâ Í.Ì.�äå ìàòðèöû U(1),B èìåþò âèä:U(1)(x, α, β) =




−σ1 exp(−σ1x) −iα exp(−σ2x) iβσ2 exp(−σ2x)
−iα exp(−σ1x) σ2 exp(−σ2x) −αβ exp(−σ2x)
−iβ exp(−σ1x) 0 ξ2

2 exp(−σ2x)


 ,

B(α, β) =




2iασ1θ
2
2 −ζ2ξ2

2 + β2η2 −2αβ[2σ1σ2 − ζ2]
2iβσ1σ2 [α2η2 − ζ2σ2

2]/σ2 −αβη2/σ2

ζ2ξ2
2 2iασ2ξ

2
2 2iβσ2ξ

2
2


∆−1

R ξ−2
2 ,

ξ2
2 = θ2

2 − β2, σ2
j = u2 − θ2

j , u2 = α2 + β2, j = 1, 2,

θ1 = ωa/Vp, θ2 = ωa/Vs, Vp =
√

(λ+ 2µ)/̺, Vs =
√
µ/̺,

η2 = 4σ1σ2 − ζ2, ζ2 = u2 + σ2
2, ∆R = ζ4 − 4u2σ1σ2,

a - õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïîëîñòè.Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè ñ íîðìà-ëüþ ex ïîëó÷èì:
t
(1)

(x, α, β) = {σx, τxy, τxz}T = Q(1)(x, α, β) · X1(α, β),Q(1)(x, α, β) = T(1)(x, α, β) ·B(α, β).
(3)T(1)(x, α, β) =




ζ2 exp(−σ1x) 2iασ2 exp(−σ2x) −2iβσ2
2 exp(−σ2x)

2iασ1 exp(−σ1x) −(σ2
2 + α2) exp(−σ2x) 2αβσ2 exp(−σ2x)

2iβσ1 exp(−σ1x) −αβ exp(−σ2x) σ2(β
2 − ξ2

2)exp(−σ2x)


 ,Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà x ≤ h ïðè çàäàí-íîì âåêòîðå íàïðÿæåíèé X2(y, z) íà ïîâåðõíîñòè x = h àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèÿì(2),(3):

u
(2)

(x, α, β) = P(2)(x, α, β) · X2(α, β), t
(2)

(x, α, β) = Q(2)(x, α, β) ·X2(α, β),ãäå
P (2)
nm(x, α, β) = (−1)δnmP (1)

nm(h−x, α, β), Q(2)
nm(x, α, β) = (−1)δnm+1Q(1)

nm(h−x, α, β),

n,m = 1, 2, 3, δnm - ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ìàòðèöû �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ïðîñòðàíñòâà ñ èñòî÷íèêîì â òî÷êå r0èíòåíñèâíîñòè {q1, q2, q3} èìåþò âèä [1℄:
u

(3)
k (r0, r) =

3∑

j=1

Ujk(r0, r)qj(r0); k = 1, 2, 3, (4)
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Ujk(r0, r) =

a

4πµ

[
δjk

exp(iθ2ρ)

ρ
− 1

θ2
2

∂2

∂xj∂xk

(
exp(iθ1ρ)

ρ
− exp(iθ2ρ)

ρ

)]
, (5)

r = {xj}T = {x, y, z}T , ρ = |r − r0|.Ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë ïåðåðàçëîæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé âîëíû ïî ïëîñêèìâîëíàì:
exp(iθρ)

ρ
=

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
exp (−σ|x− x0| − iα(y − y0) − iβ(z − z0)) /σdαdβ, (6)

σ =
√
u2 − θ2, Reσ ≥ 0, Imσ ≤ 0,ïîëó÷èì â ïðåîáðàçîâàííîì ïî Ôóðüå âèäå ñîîòíîøåíèÿ:

U 11 = A
[
−σ1E1 + u2E2/σ2

]
, U 12 = U21 = −iαA [E1 − E2] , (7)

U 13 = U31 = −iβA [E1 − E2] , U 23 = U 32 = αβA [E1/σ1 − E2/σ2] ,

U22 = A
[
α2E1/σ1 − (α2 − θ2

2)E2/σ2

]
,

U33 = A
[
β2E1/σ1 − (β2 − θ2

2)E2/σ2

]
,

A =
1

2θ2
2

exp(iαy0 + iβz0), Ek = exp(−σk|x− x0|), k = 1, 2.Âûðàæåíèÿ (7) äåéñòâèòåëüíû äëÿ x − x0 > 0. Ïðè x − x0 < 0 ó �óíêöèé
U 12, U21, U13, U31 ñëåäóåò ïîìåíÿòü çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ �óíêöèè íàïðÿæåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñ èñòî÷íè-êîì:

σ
(3)
lj (r0, r) =

3∑

k=1

Tljk(r0, r)qk(r0); l, j = 1, 2, 3, (8)
Tljk(r0, r) =

1

4π2

∫

Γ1

∫

Γ2

exp (−iαy − iβz)T ljk(r0, x, α, β)dαdβ,ãäå, íàïðèìåð,
T 111 = A

[
−ζ2E1 + 2u2E2

]
, T 112 = A

iα

σ2

[
−2σ1σ2E1 + ζ2E2

]
.Êîíòóðû Γ1,Γ2 â ïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ α, β îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîò-âåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ.Óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â íàïðÿæåíèÿõ íà ãðàíÿõ ñëîÿ

σ · ex|x=0 = R1(y, z), σ · ex|x=h = R2(y, z) (9)



144 Ëÿïèí À.À., Ñåëåçíåâ Í.Ì.â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåêòîð-�óíêöèé X1,X2:X1(α, β) +Q(2)(0, α, β) · X2(α, β) = R1(α, β) − I1(r0, α, β)Q(1)(h, α, β) · X1(α, β) +X2(α, β) = R2(α, β) − I2(r0, α, β)
(10)ãäåI1(r0, α, β) =

{
3∑

k=1

T 11k(r0, 0, α, β)qk,

3∑

k=1

T 21k(r0, 0, α, β)qk,

3∑

k=1

T 31k(r0, 0, α, β)qk

}T

I2(r0, α, β) =

{
3∑

k=1

T 11k(r0, h, α, β)qk,

3∑

k=1

T 21k(r0, h, α, β)qk,

3∑

k=1

T 31k(r0, h, α, β)qk

}T

.Âûðàæåíèÿ Ij îïðåäåëÿþò íàëè÷èå â ñëîå ñîñðåäîòî÷åííîãî èñòî÷íèêà êîëåáà-íèé. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé äëÿ ñëîÿ áåç îáúåìíûõ ñèë êàê ýëåìåíòàíåêîòîðîé áîëåå îáùåé ñëîèñòîé ñòðóêòóðû èõ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ðàâíûìè 0.Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû (10) îïðåäåëÿåò äèñïåðñèîí-íûå ñâîéñòâà ñðåäû, à åãî íóëè â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûì ÷èñëàì ïî-âåðõíîñòíûõ âîëí �åëåÿ-Ëýìáà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñëîå.Ñòðóêòóðà ñèñòåìû (10), à òàêæå îòñóòñòâèå â íåé ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ�óíêöèé îïðåäåëÿþò ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü åå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ α, β íà êîíòó-ðàõ èíòåãðèðîâàíèÿ Γ1,Γ2�àññìàòðèâàÿ äàëåå äåéñòâèå èñòî÷íèêà â ìíîãîñëîéíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå,äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñëîèñòîé ñðåäû âûïèñûâàþòñÿ ñîòíîøåíèÿ âèäà (10),â êîòîðûõ �óíêöèè Rj , j = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ êñèñòåìå (10) äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñòûêîâêè ñðåä ïî íàïðÿæåíèÿì è ïåðåìåùå-íèÿì íà ëèíèÿõ ðàçäåëà ñëîåâ â ïðåîáðàçîâàííîì ïî Ôóðüå âèäå, à ïîëó÷åííàÿàëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñîâìåñòíî.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ(ïðîåêò 1.1.08).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.:Ìèð. -1975. - 872 ñ.Lyapin A.A., Seleznev N.M. To building of the fundamental solutions in spatialproblems for multilayered media with 
ylindri
al 
avities. The method of the building of thestationary dynami
 fundamental solutions for multi-layered half-spa
e with 
ylindri
al free inplan form 
avity is o�ered. The method is founded on superposition of the solutions for twohomogeneous half-spa
es and spa
e with the sour
e. The simpli
ity of the solution presentationform, the rising 
omponents absen
e at the integral 
al
ulation have allowed to 
onsider thesome basi
 and mixed problems of the linear dynami
 theory of elasti
ity for layered mediawith 
ylindri
al 
avities with possible interse
tion one or several boundaries of the se
tion.



Î ÍÎÂÛÕ �ÅÇÓËÜÒÀÒÀÕ Â ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕÏ�ÎÁËÅÌÀÕ �ÅÎ- È �Î�ÍÛÕ ÍÀÓÊÌàíæèðîâ À.Â., Ïàðøèí Ä.À.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî�îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, ÌîñêâàÈññëåäóþòñÿ àêòóàëüíûå â íàóêàõ î Çåìëå ïðîáëåìû ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-íèÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ è ãëóáèííûõ ñëîåâ Çåìëè. Àíàëèçèðóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìîäåëè,ñâÿçàííûå ñ ðàññìîòðåíèåì òÿæåëîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà è ñàìîãðàâèòèðóþùåãî øàðà,øèðîêî èñïîëüçóåìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ íàïðÿæåíèé âíóòðè Çåìëè. Îá-ñóæäàåòñÿ �èçè÷åñêàÿ îáîñíîâàííîñòü äàííûõ ìîäåëåé è èõ àäåêâàòíîñòü íàáëþäàå-ìûì â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëåíèÿì. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ìîäåëè ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷è-íàì íå ìîãóò áûòü ïðèçíàíû ïðèãîäíûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ íàïðÿæåíèé. Âñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâàÿ ãåîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèðàþùàÿñÿíà ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòåïåííîì �îðìèðîâàíèè Çåìëè â ïðîöåññå ñ�åðè÷åñêîé àêêðå-öèè. �àññìîòðåí îäèí èç ïðîñòåéøèé âàðèàíòîâ òàêîé ìîäåëè. Â ðàìêàõ íåãî ïîëó÷å-íû çàìêíóòûå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ Çåìëè,âûçâàííîãî åå ñàìîãðàâèòàöèåé, à òàêæå ñóòî÷íûì âðàùåíèåì. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèåðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ýòèì �îðìóëàì ñ îáùåèçâåñòíûìè ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûìè �àêòàìè è ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àåìûìè íà îñíîâàíèè êëàññè÷åñêèõìîäåëåé. Îáíàðóæåí ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ îñîáåííîñòåé íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ Çåìëè,ïðåäñêàçûâàåìîãî ïðåäëîæåííîé ìîäåëüþ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ðàñ-ñìàòðèâàåìûì ïðîáëåìàì, áàçèðóþùèéñÿ íà êîíöåïöèè ìåõàíèêè íàðàùèâàåìûõ òåë [1℄,ïîçâîëÿåò íàèáîëåå ïîëíî è òî÷íî ñóäèòü îá èçó÷àåìûõ ÿâëåíèÿõ. Íàðÿäó ñ óïîìÿíóòû-ìè îáùèìè �îðìóëàìè ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ îöåíêè íîðìàëü-íûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ çåìíîé êîðû. Çíàíèå ýòèõçàâèñèìîñòåé íåîáõîäèìî, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå ïðîöåññîâ áóðåíèÿ ñêâàæèí, ïðîõîä-êè ãîðíûõ âûðàáîòîê, ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè âîçìîæíûõ êàòàñòðî�è÷åñêèõ ïîñëåäñòâèéðàçëè÷íîãî ðîäà òåõíîãåííûõ âîçäåéñòâèé íà çåìíóþ êîðó.1. Äëÿ ðàñ÷åòà ãðàâèòàöèîííûõ íàïðÿæåíèé â ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ Çåìëèïîâñåìåñòíî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü, ñâÿçàííàÿ ñ ðàññìîòðåíèåì òÿæåëîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà. Íèæå áóäåì íàçûâàòü òàêóþ êëàññè÷åñêóþ ãðàâèòàöèîííóþ ìîäåëüÇåìëè ¾ìîäåëüþ 1¿ è ïîìå÷àòü íàéäåííûå â ðàìêàõ íåå íàïðÿæåíèÿ ñîîòâåò-ñòâóþùèì âåðõíèì èíäåêñîì. Ïðîàíàëèçèðóåì äàííóþ ìîäåëü íà ïðèìåðå ñàìîãîïðîñòîãî åå âàðèàíòà.Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå èçîòðîïíîå óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, íà-õîäÿùååñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì îäíîðîäíîãî ïîëÿ ñèë òÿæåñòè. Ïóñòü îñü
Oz ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíîâíèç âíóòðü ïîëóïðîñòðàíñòâà, à ïëîñêîñòü Oxy ñîâïàäàåò ñ åãî ãðàíèöåé. Ñîîò-âåòñòâóþùèå ýòîé ñèñòåìå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â òÿæåëîì ïîëóïðîñòðàíñòâåÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ãëàâíûìè íàïðÿæåíèÿìè è âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìè

σ(1)
z = −f0z, σ(1)

x = σ(1)
y = −αf0z, α = (κ − 1)/(κ + 1), (1)



146 Ìàíæèðîâ À.Â., Ïàðøèí Ä.À.ãäå f0 � óäåëüíûé âåñ ïîëóïðîñòðàíñòâà, κ = (1−2ν)−1, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññî-íà. Äëÿ èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé T è ìàêñèìàëüíîãî êàñàòåëüíîãîíàïðÿæåíèÿ τmax, îòâå÷àþùèõ òàêîìó íàïðÿæåííîìó ñîñòîÿíèþ, áóäåì èìåòü ñî-îòíîøåíèÿ √
3 T(1) = 2τ

(1)max = σ
(1)
x − σ

(1)
z = (1 − α)f0z.Âûÿñíèì, íàñêîëüêî îáîñíîâàííûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè 1 äëÿ îïðå-äåëåíèÿ èñêîìûõ íàïðÿæåíèé. Â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîãî îáîñíîâàíèÿ ýòîãî âû-äâèãàåòñÿ ðàññóæäåíèå ïðèìåðíî ñëåäóþùåãî õàðàêòåðà: íàñ èíòåðåñóåò íàïðÿ-æåííîå ñîñòîÿíèå Çåìëè ïîä çîíîé åå ïîâåðõíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé íà íåñêîëüêîïîðÿäêîâ ìåíüøå ðàäèóñà ñàìîé Çåìëè, è íà ãëóáèíàõ, íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâìåíüøèõ åå äèàìåòðà; íà îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êðèâèçíîé çåìíîéïîâåðõíîñòè è ñ÷èòàòü åå áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòüþ, à òàêæå ïðåíåáðå÷ü íåïàðàë-ëåëüíîñòüþ ëèíèé äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ñèë è èçìåíåíèåì èõ âåëè÷èíû ñãëóáèíîé è ñ÷èòàòü ïðè ýòîì Çåìëþ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííîé ïî ãëóáèíå. Òàêèìîáðàçîì, ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ìîäåëü 1, âñåãî ëèøü ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïåðåõî-äÿò îò áîëåå òî÷íîé øàðîâîé ìîäåëè ê åå ïðèáëèæåííîìó àíàëîãó ñ óêàçàííîéîáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè. Ïîñìîòðèì, òàê ëè ýòî.2. �àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ êëàññè÷åñêóþ øàðîâóþ ãðàâèòàöèîííóþ ìîäåëüÇåìëè, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü íèæå ¾ìîäåëüþ 2¿. Ïîñêîëüêó �îðìà Çåìëè áëèç-êà ê øàðîâîé, ýòà ìîäåëü äîëæíà äàâàòü óæå äîñòàòî÷íî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îðàâíîâåñèè ãåîèäà ïîä äåéñòâèåì ñèë ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâçàïîëíÿþùåãî åãî ìàòåðèàëà.Â ñàìîé ïðîñòîé �îðìóëèðîâêå ìîäåëü 2 äîëæíà èìåòü äåëî ñ îäíîðîäíûìèçîòðîïíûì òâåðäûì óïðóãèì øàðîì, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí ñðåäíåìó ðàäèóñóãåîèäà R⊕ ≈ 6371 êì, à ïëîòíîñòü ìàññû ðàâíà ñðåäíåé ïëîòíîñòè Çåìëè µ⊕ ≈

≈ 5518 êã/ì3. Êàê èçâåñòíî [2℄, ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë âíóòðè òàêîãî òåëàðàâåí Φ(r) = −2πγµ⊕(R2
⊕ − r2/3), ãäå γ ≈ 6,67·10−11 ì3/(êã·ñ2) � ãðàâèòàöèîííàÿïîñòîÿííàÿ, r � óäàëåíèå òî÷êè øàðà îò åãî öåíòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâ-íîñòü îáúåìíîé íàãðóçêè â îäíîðîäíîì ñàìîãðàâèòèðóþùåì øàðå ïðåäñòàâëÿåòñÿâåêòîðíûì ïîëåì f = −µ⊕∇Φ, íàïðàâëåííûì â êàæäîé òî÷êå ê öåíòðó øàðà èèìåþùèì ìîäóëü f(r) = cgrr, ãäå cgr = 4/3 πγµ

2
⊕ ≈ 8,507·10−3 Ïà/ì2.Äëÿ ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè 2 íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò (r, ϕ, ϑ), ãäå ϕ è ϑ � ãåîãðà�è÷åñêèå äîëãîòà è øèðîòà, ÿâëÿþòñÿãëàâíûìè íàïðÿæåíèÿìè è ðàâíû [3, 4℄

σ(2)
r = −cgrα1(R

2
⊕ − r2), σ(2)

ϕ = σ
(2)
ϑ = −cgr(α1R

2
⊕ − α2r

2),

α1 = 1/10 (5κ + 1)/(κ + 1), α2 = 1/10 (5κ − 3)/(κ + 1).Èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèåïðè ýòîì âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìè √
3T(2) = 2τ

(2)max = σ
(2)
r − σ

(2)
ϕ = (α1 − α2)cgrr2.×òîáû ñîïîñòàâèòü ìîäåëè 1 è 2, íóæíî, âî-ïåðâûõ, ïîëîæèòü R⊕ − r = z �ãëóáèíà çàëåãàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðèàëüíîãî ñëîÿ, µ⊕g0 = f0 � óäåëüíûéâåñ ìàòåðèàëà Çåìëè ó åå ïîâåðõíîñòè, ãäå g0 � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè ó ïîâåðõ-íîñòè Çåìëè. Ïðè ïðèíÿòûõ â ìîäåëè 2 óïðîùåíèÿõ, êàñàþùèõñÿ �îðìû, ñîñòàâàè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ Çåìëè, èìååì g0 = γM⊕/R

2
⊕, M⊕ = µ⊕V⊕, V⊕ = 4/3 πR

3
⊕.Òàêèì îáðàçîì, g0 = cgrR⊕/µ⊕, òî åñòü cgr = f0/R⊕, f0 ≈ 54,2ÌÏà/êì. Â èòîãå

σ(2)
r = −f0R⊕

[
2α1ζ − α1ζ

2
]
, σ(2)

ϕ = σ
(2)
ϑ = −f0R⊕

[
(α1 − α2) + 2α2ζ − α2ζ

2
]
,



Î íîâûõ ðåçóëüòàòàõ â êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ ãåî- è ãîðíûõ íàóê 147ãäå ζ = z/R⊕. Âî-âòîðûõ, íóæíî ëèíåàðèçîâàòü ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïî ζ èçàìåíèòü ó íàïðÿæåíèé èíäåêñû ¾r¿, ¾ϕ¿, ¾ϑ¿ ñîîòâåòñòâåííî íà ¾z¿, ¾x¿, ¾y¿:
σ(2)
z ≃ −2α1f0z, σ(2)

x = σ(2)
y ≃ −2α2f0z − (α1 − α2)f0R⊕. (2)Êàê âèäèì, àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû (2), âûòåêàþùèå èç êëàññè÷åñêîé øà-ðîâîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè Çåìëè, íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî ñ �îðìóëàìè (1),ïîëó÷åííûìè äëÿ òÿæåëîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà*).Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè 1 äëÿ ðàñ÷åòà ãðàâèòàöèîííûõ íàïðÿ-æåíèé â çåìíîé êîðå �èçè÷åñêè íè÷åì íå îáîñíîâàíî!Íî äîïóñòèìî ëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé öåëè ìîäåëü 2? Âèäíî, ÷òî ïîëó÷à-åìûå â äàííîé ìîäåëè îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ σ

(2)
ϕ,ϑ è ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîåíàïðÿæåíèå τ (2)max îòëè÷íû îò íóëÿ ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè (z = 0) äëÿ ëþáîãîñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà (κ < +∞). Ýòîò êà÷åñòâåííûé âûâîä êàòåãîðè÷åñêè ïðî-òèâîðå÷àò äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî, âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíîñòèãðàâèòàöèîííûå íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò.Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü 2 ñëåäóåò ïðèçíàòü íåïðèãîäíîé äëÿ îöåíêè ãðàâèòà-öèîííîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ Çåìëè ïî ñîîáðàæåíèÿì àäåêâàòíîñòè.3. Íåàäåêâàòíîñòü ðàññìîòðåííîé êëàññè÷åñêîé øàðîâîé ìîäåëè Çåìëè ñâèäå-òåëüñòâóåò, ïðåæäå âñåãî, î òîì, ÷òî êîñìè÷åñêèå òåëà íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñ�îðìèðî-âàííûìè âíå ïîëÿ ñîáñòâåííîé ãðàâèòàöèè è óæå ïîñëå ýòîãî íàäåëåííûìè äàííûìïîëåì, êàê ýòî íåãëàñíî ïðåäïîëàãàëîñü âûøå. Ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ ÷àñòèö ìàòåðèàëà äåéñòâóþò íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà �îðìèðîâàíèÿëþáîãî êîñìè÷åñêîãî òåëà. Áîëåå òîãî, èìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîéäàííîãî ïðîöåññà, âûçûâàÿ íåïðåðûâíûé ïðèòîê äîïîëíèòåëüíîãî ìàòåðèàëà êïîâåðõíîñòè òåëà èç êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íåëüçÿ íåó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè êîñìè÷åñêèõ òåë.Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî Çåìëÿ áûëà ñ�îðìèðîâàíà â ðåçóëüòàòå ïîäîáíîãî ïðî-öåññà ñ�åðè÷åñêîé àêêðåöèè, êîòîðûé íà÷àëñÿ ñ ïðèòîêà âåùåñòâà ê îäíîìó òî-÷å÷íîìó öåíòðó, è ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà äàííîãî ïðîöåññà ñîõðàíèòüâñå óïðîùåíèÿ, ïðèíÿòûå â ìîäåëè 2 îòíîñèòåëüíî �îðìû, ñîñòàâà è ìåõàíè÷å-ñêèõ ñâîéñòâ Çåìëè, òî âîïðîñ î íàõîæäåíèè ãðàâèòàöèîííûõ íàïðÿæåíèé â Çåìëåñâåäåòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è î öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì êâàçèñòàòè÷åñêîì äå�îð-ìèðîâàíèè íåïðåðûâíî íàðàùèâàåìîãî îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî óïðóãîãî øàðà âïîëå ñèë f (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë) åãî ñîáñòâåííîé ãðàâèòàöèè [5, 6℄.Â òî÷êàõ òàêîãî øàðà áóäåò ñïðàâåäëèâî ñòàíäàðòíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå ðàâíîâåñèÿ, îäíàêî ìåðà åãî äå�îðìàöèè óæå íå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òðàäè-öèîííûìè â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû ñîîòíîøåíèÿìè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâîîáóñëîâëåíî ïðèíöèïèàëüíûì îòñóòñòâèåì ó ëþáîãî íàðàùèâàåìîãî òåëà êàêîé-ëèáî åäèíîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Òåì íå ìåíåå, â òîé êîí�èãóðàöèè, êîòîðóþðàñòóùåå òåëî çàíèìàåò â êàæäûé êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè, îäíîçíà÷íî îïðå-äåëåíî äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ïîëå ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ åãî ÷àñòèö è, ñëåäîâàòåëüíî,òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè. Ïîñêîëüêó äëÿ íåíàðàùèâàåìîãî òåëà (êëàññè÷å-ñêîãî äå�îðìèðóåìîãî òåëà ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà) ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ ýòîò*)Ôîðìóëû (1) è (2) ñîâïàäàþò ëèøü â ñëó÷àå íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà (κ = +∞), êîãäà α = 1,

α1 = α2 = 1/2. Îäíàêî âðÿä ëè åñòü ðàçóìíûå îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü ìàòåðèàë Çåìëè íåñæèìàåìûì.



148 Ìàíæèðîâ À.Â., Ïàðøèí Ä.À.òåíçîð åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò òåíçîðà ìàëîé äå�îðìàöèè, òî â êà÷åñòâåóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íàðàùèâàåìîãî óïðóãîãî òåëà ìîæíî âçÿòü ïðîäè��åðåíöè-ðîâàííûé ïî âðåìåíè çàêîí �óêà.Îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ çàñëóæèâàåò êðàåâîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ðàñòóùå-ãî òåëà, ê êîòîðîé â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ïîñòóïàåò äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðè-àë. Òàê êàê ýòîò ìàòåðèàë â ìîìåíò ïðèñîåäèíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì îò íàïðÿ-æåíèé, òî íà ïîâåðõíîñòè ðîñòà íåîáõîäèìî âûñòàâèòü ñïåöè�è÷åñêîå óñëîâèå ðà-âåíñòâà íóëþ âñåõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé**). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåýòîãî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áóäåò ïîñòàâëåíà êîððåêòíî è ìîæåò áûòü ñâåäåíàê êëàññè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ñêîðîñòåéäâèæåíèÿ ÷àñòèö è ñêîðîñòåé èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [1, 5, 6, 7, 8℄).Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è âîññòàíîâëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿíàéäåííûõ ñêîðîñòåé èõ èçìåíåíèÿ äëÿ ñîâðåìåííîãî ðàçìåðà Çåìëè ïîëó÷èì [5, 6℄
σgrr = σgrϕ = σgrϑ = −1/2 cgr(R2

⊕ − r2) = −f0R⊕(ζ − ζ2/2). (3)Îáðàòèì âíèìàíèå íà äâå âàæíåéøèå îñîáåííîñòè äàííîãî íàïðÿæåííîãî ñî-ñòîÿíèÿ. Âî-ïåðâûõ, îíî ÿâëÿåòñÿ ãèäðîñòàòè÷åñêèì, òî åñòü â ïîñòåïåííî ñ�îð-ìèðîâàííîì â óñëîâèÿõ ñàìîãðàâèòàöèè òâåðäîì óïðóãîì øàðå íà ëþáîé ïëîùàä-êå îòñóòñòâóþò êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, êàê â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè. Âî-âòîðûõ,ïîëó÷åííûå íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò îò êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà, èäåíòè�èêàöèÿêîòîðîãî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿëà áû ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè.Åñëè íàñ èíòåðåñóþò ãðàâèòàöèîííûå íàïðÿæåíèÿ â Çåìëå ëèøü íà îòíîñè-òåëüíî íåáîëüøèõ ãëóáèíàõ, òî, ëèíåàðèçóÿ âûðàæåíèå (3), äëÿ íîðìàëüíûõ íà-ïðÿæåíèé íà âñåõ ïëîùàäêàõ áóäåì èìåòü çàâèñèìîñòü σgr ≃ −f0z. Ñðàâíèâàÿ ýòóàñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó ñ �îðìóëàìè (1), âèäèì, ÷òî ìîäåëü 1 çàíèæàåò âåëè-÷èíó íàïðÿæåíèé, ñæèìàþùèõ ïðèïîâåðõíîñòíûå ñëîè Çåìëè â ãîðèçîíòàëüíîìíàïðàâëåíèè, â α−1 ðàç. Ýòîò êîý��èöèåíò ðàâåí åäèíèöå ëèøü äëÿ íåñæèìàåìî-ãî ìàòåðèàëà (ν = 1/2), à ïðè óìåíüøåíèè ν íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.4. Â ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ íå ïðèíèìàëîñü âî âíèìàíèå ñóòî÷íîåâðàùåíèå Çåìëè, ïðèâîäÿùåå ê íàëè÷èþ â íåé öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè è âû-çûâàþùåå òåì ñàìûì äîïîëíèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Ýòè íàïðÿæåíèÿ òàêæå ìîãóòáûòü îöåíåíû â ðàìêàõ òîé ïðîñòåéøåé øàðîâîé ìîäåëè ðàñòóùåé Çåìëè, êîòîðàÿïðåäëîæåíà â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, åñëè â êà÷åñòâå îáúåìíîé íàãðóçêè â íåé ðàñ-ñìàòðèâàòü óæå íå ãðàâèòàöèîííûå, à öåíòðîáåæíûå ñèëû. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íàïîäðîáíîñòÿõ, ñ�îðìóëèðóåì ëèøü îñíîâíûå âûâîäû, êîòîðûå âûòåêàþò èç àíà-ëèçà ïîñòðîåííîãî àâòîðàìè çàìêíóòîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.Ïîëó÷åííîå â èòîãå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå Çåìëè, îáóñëîâëåííîå åå ñóòî÷-íûì âðàùåíèåì, êàê è ãðàâèòàöèîííîå, íå çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà.Îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ê ãðàâèòàöèîííûì íàïðÿ-æåíèÿì íå ïðåâûøàåò ïî ìîäóëþ âåëè÷èíû crot/cgr < 3,5·10−3, ãäå crot = ω2
⊕µ⊕ ≈**)Ïîäîáíîãî ðîäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå âñòðå÷àþòñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-äû, îäíàêî îíè ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ çàäà÷ ìåõàíèêè íàðàùèâàåìûõ äå�îðìèðóåìûõ òåë.�ðàíè÷íîå óñëîâèå òàêîãî òèïà, î÷åâèäíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííî è êàê íà÷àëüíîåóñëîâèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé â îáëàñòè, çàíÿòîé âñåé ñ�îðìèðîâàííîé çà ñ÷åò äîïîëíèòåëü-íîãî ìàòåðèàëà ÷àñòüþ íàðàùèâàåìîãî òåëà.
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≈ 2,934·10−5 Ïà/ì2, ω⊕ ≈ 2π/(23 ÷ 56 ìèí 4 ñ) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñóòî÷íîãî âðà-ùåíèÿ Çåìëè, ïîýòîìó â ðåçóëüòèðóþùåì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ïåðâûìè ìîæíîïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûìè. ×òî êàñàåòñÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, òîèõ èíòåíñèâíîñòü è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â äàííîé òî÷êå íå çàâèñÿò îò äîëãîòû èøèðîòû è âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìè √

3Trot = 2τ rotmax = 1/2 crot(R2
⊕− r2). Ëèíåàðèçóÿïîñëåäíåå âûðàæåíèå â îêðåñòíîñòè çåìíîé ïîâåðõíîñòè, äëÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõñëîåâ Çåìëè ïîëó÷èì √

3 Trot = 2τ rotmax ≃ f ′
0z, ãäå f ′

0 = crotR⊕ ≈ 0,187ÌÏà/êì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðî-åêòû � 08-01-91302-ÈÍÄ_a, � 08-01-00553-a è � 06-01-00521-a), Îòäåëåíèÿ ýíåðãåòèêè, ìàøè-íîñòðîåíèÿ, ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ïðîãðàììà �13ÎÝ)è Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ìàíæèðîâ À.Â. Îáùàÿ áåçûíåðöèîííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîíàðàùèâàåìîãî âÿçêîóïðóãîãî ñòàðåþùåãî òåëà // ÏÌÌ. 1995. Ò. 59. Âûï. 5. Ñ. 836�848.[2℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðèÿ ïîëÿ. Ì.: Íàóêà, 1988. 509 ñ.[3℄ Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 940 
.[4℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1975. 872 ñ.[5℄ Ïàðøèí Ä.À. Íàðàùèâàíèå ãðàâèòèðóþùåãî óïðóãîãî øàðà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìå-õàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû IX Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó, 11�15îêòÿáðÿ 2005 ã. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî OOO ¾ÖÂÂ�¿, 2005. T. 1. Ñ. 157�161.[6℄ Ìàíæèðîâ À.Â., Ïàðøèí Ä.À. Íàðàùèâàíèå âÿçêîóïðóãîãî øàðà â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷-íîì ñèëîâîì ïîëå // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2006. � 1. Ñ. 66�83.[7℄ Ìàíæèðîâ À.Â., Ïàðøèí Ä.À. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ íàðàùèâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ òåëíà âðàùàþùåéñÿ îïðàâêå ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ öåíòðîáåæíûõ ñèë // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2006.� 6. Ñ. 149�166.[8℄ Ìàíæèðîâ À.Â., Ïàðøèí Ä.À. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ íàðàùèâàåìûõêîíè÷åñêèõ òåë // Âåñòíèê Ñàì�Ó. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. 2007. �4 (54). Ñ. 290�303.Manzhirov A.V., Parshin D.A. New results in the 
lassi
al problems of Earth and minings
ien
es. Important for Earth s
ien
es problems of determination of stress state in the near-surfa
e and deep Earth layers are investigated. Classi
al models of heavy half-spa
e and self-gravitating globe whi
h are widely used for the analysis of gravitational stresses inside theEarth are 
onsidered. Physi
al validity of these models and their 
orresponden
e to the reallife phenomena are dis
ussed. It is shown that these models are unsuitable for determinationof stresses in question. So a new geome
hani
al model is proposed whi
h is based on theassumption that the Earth was gradually formed in the pro
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retion. Oneof the simplest versions of this model is 
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losed analyti
alformulas for the determination of the Earth stress state whi
h is 
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ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ RKDG-ÌÅÒÎÄÀÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× �ÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈÌàð÷åâñêèé È.Ê., Òîêàðåâà Ñ.À.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ý. ÁàóìàíàÂ ðàáîòå ðåàëèçîâàí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêèRKDG-ìåòîäîì è èññëåäîâàíà åãî ý��åêòèâíîñòü íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé çàäà÷è î ðàñ-÷åòå îáòåêàíèÿ êðóãëîãî ïðî�èëÿ. �àñ÷åòû ïðîâåäåíû íà ñåòè èç ïåðñîíàëüíûõ ÝÂÌ èíà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîì êëàñòåðå.1. Ââåäåíèå. Ïðè ðåøåíèè ñîâðåìåííûõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ ãèäðîãà-çîäèíàìèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ ñðåäû â îáëàñòÿõ ñëîæíîé�îðìû. Ìîäåëü ñðåäû ïðè ýòîì ìîæåò ó÷èòûâàòü âëèÿíèå âÿçêîñòè, ñæèìàåìî-ñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò áûòü ìíîãîêðàòíî óìåíü-øåíî ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòîâ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ êëàñòåðíîãî òè-ïà. Íåñìîòðÿ íà øèðîêóþ èçâåñòíîñòü îáùèõ ïðèíöèïîâ ðàçðàáîòêè è ðåàëèçà-öèè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ, íà ïðàêòèêå êàæäàÿ êîíêðåòíàÿ çàäà÷à è êàæäûéêîíêðåòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä èìååò ñâîè îñîáåííîñòè, è ñîçäàíèå ý��åêòèâíîãîïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ãàçîâîé äèíàìèêè. Òå÷åíèå âÿçêîãî òåïëîïðîâîä-íîãî ãàçà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà
∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0,

∂ρv

∂t
+ div

(
ρv ⊗ v + pÎ

)
= div τ̂ ,

∂E

∂t
+ div

[
(E + p)v

]
= −div W + div (τ̂v),

(1)ãäå t�âðåìÿ; ρ�ïëîòíîñòü; v �âåêòîð ñêîðîñòè; p�äàâëåíèå; E = ρε+ ρv2/2�ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà; ε�óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ; τ̂ �òåíçîð âÿç-êèõ íàïðÿæåíèé, D̂�òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé:
τ̂ = 2ηD̂ +

(
µ− 2

3
η

)
div vÎ , Dij =

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.Çäåñü µ, η �êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè; W = −κ gradT �âåêòîð ïëîòíîñòè òåïëî-âîãî ïîòîêà, T �òåìïåðàòóðà; κ �êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, â îáùåì ñëó-÷àå çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû.Â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, p = (γ − 1)ρε.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) äîëæíà áûòü äîïîëíåíà ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíû-ìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.3. RKDG-ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îäíèì èç ãëàâíûõ òðåáîâàíèé, ïðåäú-ÿâëÿåìûõ ê êà÷åñòâó ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, ÿâëÿåòñÿ ïðà-âèëüíîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ, ãäå îíî ïðåòåðïåâàåò ñèëüíûå



Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì RKDG-ìåòîäà â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè 151èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè, íà óäàðíûõ âîëíàõ, âîëíàõðàçðåæåíèÿ è êîíòàêòíûõ ðàçðûâàõ. Îäíèì èç ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿòàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ RKDG (Runge-Kutta Dis
ontinuous Galerkin) ìåòîä.�àññìîòðèì ñõåìó RKDG-ìåòîäà äëÿ äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ ãàçà, îïèñûâàåìîãîñèñòåìîé óðàâíåíèé (1), êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå
∂u

∂t
+

2∑

s=1

∂fs(u)

∂xs
=

2∑

s=1

∂Rs(u, gradu)

∂xs
. (2)Çäåñü u = (ρ, ρv1, ρv2, E)T � âåêòîð êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ,

fs(u) =
(
ρvs, ρvsv1 + δs1p, ρvsv2 + δs2p, (E + p)vs

)T
, s = 1, 2,� íåâÿçêèå (ýéëåðîâû) ïîòîêè,

Rs(u, gradu) =

(
0, τs1, τs2,

2∑

k=1

τskvk + κ
∂T

∂xs

)T
, s = 1, 2,� âÿçêèå ïîòîêè, κ � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü åå ê ñèñòåìå äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå:

q1 =
∂u

∂x1

, q2 =
∂u

∂x2

.Òîãäà èñõîäíóþ ñèñòåìó (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
∂u

∂t
+ div F̂ (u) = div R̂(u, q1, q2); q1 = div Q̂1(u); q2 = div Q̂2(u), (3)ãäå F̂ = (f1, f2), R̂ = (R1, R2), Q̂1 = (u, 0), Q̂2 = (0, u).Ñèñòåìà (3) � ýòî ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà îòíîñè-òåëüíî íàáîðà íåèçâåñòíûõ w = (u, q1, q2), çàïèñàííàÿ â äèâåðãåíòíîì âèäå. Äëÿðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü RKDG-ìåòîä [1, 2, 3, 4℄.Ïóñòü Th �ðàçáèåíèå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè Ω íà òðåóãîëüíèêè. Íà êàæäîìýëåìåíòå K ∈ Th ââåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé {ϕi}, i = 1, 2, 3, òàê,÷òî ϕi(mj) = δij , mj �ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà j-ãî ðåáðà òðåóãîëüíèêà K.Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå wh = (uh, q1h, q2h) áóäåì èñêàòü â òðåóãîëüíèêå K ââèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:

uh(r, t) =
3∑

i=1

ui(t)ϕi(r); q1h(r, t) =
3∑

i=1

qi1(t)ϕi(r); q2h(r, t) =
3∑

i=1

qi2(t)ϕi(r),ãäå íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè, r = (x1, x2)
T .Óìíîæèì óðàâíåíèÿ (3) íà �óíêöèþ ϕi, i = 1, 2, 3, è ïðîèíòåãðèðóåì ïðîèçâå-äåíèå ïî òðåóãîëüíèêó K, èìåþùåìó ïëîùàäü |K|. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èìñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ui(t):

dui(t)

dt
=

3

|K|



∫

K

(
F̂ (uh) − R̂(wh)

)
· gradϕi dS −

∫

∂K

(
f̃(uh) − r̃(wh)

)
ϕi dΓ


 ; (4)
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qik =

3

|K|



∫

∂K

q̃k(uh)ϕi dΓ −
∫

K

Q̂k(uh) · gradϕi dS


 , k = 1, 2. (5)Çäåñü f̃(uh), r̃(wh), q̃k(uh)�÷èñëåííûå ïîòîêè, ò.å. ïîòîêè ÷åðåç ãðàíèöó ýëå-ìåíòà K, çàâèñÿùèå îò çíà÷åíèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âíóòðè K è â ýëåìåíòàõ, ãðà-íè÷àùèõ ñ K. Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ïîòîêà äëÿ f̃(uh) ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðî-èçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ìîíîòîííîãî ÷èñëåííîãî ïîòîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ f(u) [5, 6℄.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ r̃(wh), q̃k(uh) ìåæäó ýëåìåíòàìè K1 è

K2 ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû öåíòðàëüíûå ïîòîêè âèäà
r̃(wh) =

1

2

(
R̂(wK1

h ) + R̂(wK2

h )
)
· n12, q̃k(uh) =

1

2

(
Q̂k(u

K1

h ) + Q̂k(u
K2

h )
)
· n12,ãäå n12 � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü, âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê ýëåìåíòó K1.Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ (4) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (5) èñïîëüçóåòñÿ ÿâíûéìåòîä �óíãå�Êóòòû 2-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.4. Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ RKDG-ìåòîäà. Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ñè-ñòåìå ÎÄÓ (4)�(5) ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ÿ÷ååê ñåòêè N . Ïðè èñïîëüçîâàíèè äî-ñòàòî÷íî ïîäðîáíûõ ñåòîê åå ðåøåíèå òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò ìàøèííîãîâðåìåíè. Áëàãîäàðÿ êîìïàêòíîñòè øàáëîíà àïïðîêñèìàöèè è èñïîëüçîâàíèþ ÿâ-íîãî ìåòîäà �óíãå-Êóòòû, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòàïóòåì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ.Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (4)�(5) â âèäå

duKi
dt

= L(uKh , u
Q(K)
h ), i = 1, 2, 3, K = 1, . . ., N, (6)ãäå Q(K) � íîìåðà ýëåìåíòîâ, ãðàíè÷àùèõ ñ ýëåìåíòîì K. Ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãîóðàâíåíèÿ â (6) çàâèñèò òîëüêî îò ðåøåíèÿ íà K-îì òðåóãîëüíèêå è ñîñåäíèõ ñíèì òðåóãîëüíèêàõ.Èäåÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà RKDG-ìåòîäà ñîñòîèò â ðàçäåëåíèè ðàñ-÷åòíîé îáëàñòè íà íåñêîëüêî ïîäîáëàñòåé (ïî ÷èñëó ïðîöåññîðîâ). Êàæäûé ïðî-öåññîð îïðåäåëÿåò ðåøåíèå íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå òîëüêî â �ñâîåé� ïîäîáëàñòè.Äëÿ ýòîãî ñ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ åìó íåîáõîäèìû äàííûå î ðåøåíèè â �ñâîåé� ïîäîá-ëàñòè, à òàêæå â ÿ÷åéêàõ, ãðàíè÷àùèõ ñ íåé. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ïðèìåð ðàçäåëåíèÿîáëàñòè íà 3 ïîäîáëàñòè; ÿ÷åéêè, ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì ïîäîáëàñòÿì, âûäåëåíûðàçíûìè öâåòàìè, �ïðèãðàíè÷íûå� ÿ÷åéêè îáâåäåíû ïîëóæèðíûì.Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ïðîöåññîðàìè íåîáõîäèìî îðãàíèçîâàòü îáìåí äàííû-ìè î ðåøåíèè òîëüêî â �ïðèãðàíè÷íûõ� ÿ÷åéêàõ. Ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãîàëãîðèòìà îáåñïå÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì �ïðèãðàíè÷íûõ�ÿ÷ååê ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ÷èñëîì ÿ÷ååê â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé.Ïðåäëîæåííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçû-êå Fortran-90 ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿMPI [7℄; ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü íà ñåòè, ñîñòîÿùåé èç ïåðñîíàëüíûõ ÝÂÌ, à òàêæåíà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîì âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ÌÂÑ-100K.Äëÿ àíàëèçà ý��åêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàëàñü ìî-äåëüíàÿ çàäà÷à î ðàñ÷åòå îáòåêàíèÿ êðóãëîãî ïðî�èëÿ ïîòîêîì ïðè çíà÷åíèÿõ
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�èñ. 1. �àçäåëåíèå îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè÷èñåë �åéíîëüäñà è Ìàõà Re = 2000, M = 0,05 (ðèñ. 2). �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåä-ñòàâëÿëà ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ ðàçìåðàìè 12d× 4d, ãäå d � äèàìåòð ïðî�èëÿ, èñîäåðæàëà áîëåå 40 000 ÿ÷ååê. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõêîý��èöèåíòîâ ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ïîäúåìíîé ñèëû, à òàêæå áåçðàçìåðíàÿ÷àñòîòà ñõîäà âèõðåé (÷èñëî Ñòðóõàëÿ) ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-íûìè è ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ äðóãèìè ìåòîäàìè: Cx ≈ 1,18, Cy ≈ 0,05, Sh ≈ 0,25.
�èñ. 2. �àñ÷åò îáòåêàíèÿ êðóãëîãî ïðî�èëÿ ïðè t = 100 è t = 263�åçóëüòàòû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Íà ëåâîì ãðà�èêå äà-íû çàâèñèìîñòè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îäíîãî âðåìåíí�îãî øàãà ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ-÷åòîâ íà 1�8 ÿäðàõ ïðîöåññîðîâ Intel Core2Duo 3,0 ��ö ÷åòûðåõ ïåðñîíàëüíûõÝÂÌ, îáúåäèíåííûõ â ëîêàëüíóþ ñåòü, à òàêæå íà 1�8 ïðîöåññîðàõ âûñîêîïðîèç-âîäèòåëüíîãî êëàñòåðà ÌÂÑ-100K ÌÑÖ �ÀÍ. Íà ïðàâîì ãðà�èêå ïðåäñòàâëåíîóñêîðåíèå àëãîðèòìà, äîñòèãíóòîå ïðè ðàñ÷åòàõ íà êëàñòåðå ÌÂÑ-100K ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè 1�48 ïðîöåññîðîâ.

�èñ. 3. Ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ



154 Ìàð÷åâñêèé È.Ê., Òîêàðåâà Ñ.À.5. Âûâîäû. �àññìîòðåííàÿ ñõåìà RKDG-ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíà-ìèêè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ý��åêòèâíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì åãî ðåàëèçàöèè.�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà ðàñ÷åòà íàñåòè ÏÝÂÌ íå áîëåå, ÷åì íà 10 % ïðåâûøàåò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà òîãîæå ðàñ÷åòà íà êëàñòåðå ÌÂÑ-100K, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé ý��åêòèâíîñòèïðåäëîæåííîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íå òîëüêî íà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êëà-ñòåðàõ, íî è íà âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ëåãêî ñîçäàíûíà áàçå øèðîêî äîñòóïíûõ ëîêàëüíûõ ñåòåé ÏÝÂÌ.Ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà çàäåéñòâîâàííûõ â ðàñ÷åòå ïðîöåññîðîâ ý��åêòèâ-íîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñíèæàåòñÿ, îäíàêî äîñòèæåíèå 15�18-êðàòíîãî óñêîðå-íèÿ â ðàññìîòðåííîé ìîäåëüíîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåàëüíûì ïðè èñïîëü-çîâàíèè 30�50 ïðîöåññîðîâ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ý��åêòèâíîñòü ðàñ-ïàðàëëåëèâàíèÿ ïîâûøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè òðóäîåìêîñòè ðàñ÷åòà (â ÷àñòíîñòè,ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå ïîäðîáíîé ñåòêè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ).Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ìåæâåäîìñòâåííûé ñóïåðêîìïüþòåðíûé öåíòð �ÀÍ çàïðåäîñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êëàñòåðà ÌÂÑ-100K.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Bernardo Co
kburn, Chi-Wang Shu. Runge-Kutta dis
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alsolution of gas dynami
s problems // Heat Transfer Resear
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Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÛÉ ÓÏ�Ó�ÈÉ ÂÎËÍÎÂÎÄ: ÈÑÒÎ�Èß ÈÑÎÂ�ÅÌÅÍÍÎÑÒÜÌåëåøêî Â.Â.∗, Áîíäàðåíêî À.À.∗∗, Òðî�èì÷óê À.Í.∗∗
∗ Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî

∗∗ Èíñòèòóò òåëåêîììóíèêàöèé è ãëîáàëüíîãî èí�îðìàöèîííîãîïðîñòðàíñòâà ÍÀÍ Óêðàèíû, ÊèåâÂ ñòàòüå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê íîðìàëüíûõ âîëí â ïðÿ-ìîóãîëüíîì óïðóãîì âîëíîâîäå. Ïðîñëåæåíû êëþ÷åâûå àñïåêòû èñòîðèè ïðîáëåìû èîòðàæåíî åå ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå.Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü êëàññè÷åñêèõ óïðóãèõ âîëíîâîäîâ â âèäå êðóãëîãîöèëèíäðà è ñëîÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èõ ãðàíèöà îáðàçîâàíà îäíîé èëè äâóìÿîäíîòèïíûìè êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè è íå ñîäåðæèò èçëîìîâ. Ýòî ïîçâî-ëÿåò ïîñòðîèòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ çà-äà÷ è ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíûõ âîëí â òàêèõâîëíîâîäàõ. Íàëè÷èå äâóõ ïàð ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðÿìîóãîëüíîì óïðó-ãîì âîëíîâîäå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óñëîæíåíèþ ïðîöåññà �îðìèðîâàíèÿìîä çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ îòðàæåíèé îò ãðàíèö ïðîäîëüíûõ è ñäâèãîâûõ âîëí.Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà íå óäàåòñÿ çàïèñàòü â ÿâíîì âèäåòðàíñöåíäåíòíîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, è ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííî äîñòîâåð-íûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàíîâèòñÿ ñëîæíîé íàó÷íîé çàäà÷åé.Ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ ñèñòåìû íîðìàëüíûõ âîëí â ïðÿìîóãîëüíîì óïðóãîì âîë-íîâîäå |x| ≤ a, |y| ≤ b, |z| ≤ ∞ ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñìåùåíèé ux = u(x, y)
e(γz−ωt), uy = v(x, y)e(γz−ωt), uz = w(x, y)e(γz−ωt) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåíèé óðàâ-íåíèé äâèæåíèÿ Ëàìå îòíîñèòåëüíî àìïëèòóä ñìåùåíèé u, v, w ñ íóëåâûìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè â íàïðÿæåíèÿõ íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ âîëíîâîäà x = ±aè y = ±b [1, 2℄. Íàëè÷èå äâóõ ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäåïîçâîëÿåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü âñå âîçìîæíûå íîðìàëüíûå âîëíû â âèäå ñóïåðïî-çèöèè ÷åòûðåõ îñíîâíûõ òèïîâ ìîä:-Ïðîäîëüíûå L-ìîäû, äëÿ êîòîðûõ w(x, y) åñòü ÷åòíàÿ �óíêöèÿ ïî x è ïî y;-Êðóòèëüíûå T -ìîäû, äëÿ êîòîðûõ w(x, y) åñòü íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ ïî x è ïî y;-Èçãèáíûå Bx-ìîäû: w(x, y) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåé ïî x è ÷åòíîé ïî y;-Èçãèáíûå By-ìîäû: w(x, y) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé ïî x è íå÷åòíîé ïî y.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íîðìàëüíûõ âîëíàõ â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíî-âîäå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ìåòîä ñóïåðïîçèöèè, ìåòîä îäíîðîäíûõðåøåíèé, ìåòîä êîëëîêàöèé, ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ âîëí, ïîäõîäû, îñíîâàííûå íàèñïîëüçîâàíèè âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ; ðàçðàáîòàí ðÿä ïðèáëèæåííûõ òåîðèé,îïèñûâàþùèõ íåñêîëüêî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä. Îáçîðó ðàçâèòûõ ïîäõîäîâ èìåòîäèê ïîñâÿùåíà ðàáîòà àâòîðîâ [2℄, äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè íà èìåþùóþñÿïî ýòîìó âîïðîñó ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â îáçîðíîé ñòàòüå [3℄. Ê íàñòîÿùå-ìó âðåìåíè áûëè óñòàíîâëåíû òàêèå èíòåðåñíûå îñîáåííîñòè íîðìàëüíûõ âîëí âïðÿìîóãîëüíîì óïðóãîì âîëíîâîäå:
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• Äëÿ äèñêðåòíûõ íàáîðîâ ÷àñòîò ω è ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ γ îïðåäå-ëåíû ìîäû, êîòîðûå â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþò íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâè-ÿì íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ âîëíîâîäà. Ïåðâûé íàáîð ïðèìåíèòåëüíî ê íîðìàëü-íûì ïðîäîëüíûì è èçãèáíûì âîëíàì â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå îòâå÷àåòýêâèâîëþìèíàëüíûì ìîäàì Ëàìå (G. Lam�e, 1852), îáðàçîâàííûì îòðàæåíè-åì ïîä óãëîì 45◦ SV -âîëí â ñëîå ïðè óñëîâèè, ÷òî:
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2
, q = 1, 2, 3, . . . (1)ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ñòîðîí a/b è êîý��èöèåíòå Ïóàññîíà ν. Âòîðîéíàáîð òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è äëÿ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ãåîìåòðèè âîëíî-âîäà a/b áûë ïîëó÷åí Ìèíäëèíîì è Ôîêñîì (R. D. Mindlin, E. A. Fox, 1960)ïóòåì êîìáèíàöèè äîïóñòèìûõ íîðìàëüíûõ ìîä �ýëåÿ-Ëýìáà è SH-âîëí âáåñêîíå÷íîì ñëîå. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòîò è ïîñòîÿííûõ ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ íåñêîëüêî ãðîìîçäêè è íå ïðèâîäÿòñÿ çäåñü.

• Äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå ñ ïðîèçâîëüíûì ñîîòíî-øåíèåì ñòîðîí óñòàíîâëåíû çàâèñèìîñòè �àçîâûõ ñêîðîñòåé äâóõ íèçøèõìîä îò ÷àñòîòû â ñðàâíèòåëüíî íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè (R. W. Morse, 1950)è ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòîòà çàïèðàíèÿ âòîðîé ìîäû îòâå÷àåò ÷àñòîòå, íà êîòîðîéïîëîâèíà äëèíû âîëíû áëèçêà ê áîëüøåìó ðàçìåðó � øèðèíå âîëíîâîäà 2a(R. W. Morse, 1948). Â ñëó÷àå êâàäðàòíîãî âîëíîâîäà äèñïåðñèîííûå êðèâûåäëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ìîä õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ êðèâûìè äëÿ ñèììåò-ðè÷íûõ ìîä â êðóãëîì öèëèíäðå, åñëè ïëîùàäè êðóãëîãî è êâàäðàòíîãî ñå-÷åíèé ñîîòíîñÿòñÿ êàê 1.14:1, ò.å. äèàìåòð êðóãà íà 20.5% ïðåâûøàåò ñòîðîíóêâàäðàòà (W. B. Fraser, 1970). Â âûñîêî÷àñòîòíîì äèàïàçîíå äëÿ êâàäðàò-íîãî âîëíîâîäà �àçîâàÿ ñêîðîñòü ïåðâîé �äûøàùåé� ìîäû âûõîäèò íà ñêî-ðîñòü ïîâåðõíîñòíîé âîëíû �ýëåÿ (E. Volterra, 1957); äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãîâîëíîâîäà � íà ñêîðîñòü óãëîâîé ìîäû êëèíà ñ ïðÿìûì óãëîì ïðè âåðøèíå(Â. Â. Ìåëåøêî, 1982).
• Äëÿ êðóòèëüíûõ íîðìàëüíûõ âîëí â òîíêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ âîëíîâîäàõ ðàñ-ñ÷èòàíà �àçîâàÿ ñêîðîñòü îñíîâíîé ìîäû â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû è ïîêà-çàíî, ÷òî ãåîìåòðèÿ âîëíîâîäà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà åå äèñ-ïåðñèþ (A. D. S. Barr, 1962). Îäíàêî, íå óäàëîñü ïîëó÷èòü òåîðåòè÷åñêîåîáîñíîâàíèå äëÿ äèñïåðñèè ýòîé ìîäû â êâàäðàòíîì âîëíîâîäå, íàáëþäàå-ìîå ýêñïåðèìåíòàëüíî.
• Äèñïåðñèîííûå ñïåêòðû äëÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ íîðìàëüíûõ âîëí ÷åòû-ðåõ òèïîâ ñèììåòðèè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ N. J. Nigro (1966), Ï. Õåðòå-ëåíäè (1968), W. B. Fraser (1969), K. Tanaka, Y. Iwahashi (1977), À. Å. Âîâê èäð. (1980), Å. Â. Êîñòðæèöêàÿ, Â. Â. Ìåëåøêî (1990). Ïîëíûå äèñïåðñèîííûåñïåêòðû äëÿ ïðîäîëüíûõ ìîä êîëåáàíèé, âêëþ÷àþùèå ìíèìûå è êîìïëåêñ-íûå ó÷àñòêè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, ïîñòðîåíû M. A. Medi
k (1966-1968) íàîñíîâå ïðèáëèæåííûõ òåîðèé ïåðâîãî (1,1) è âòîðîãî (2,0) è (2,2) ïîðÿäêîâ.Â ðàáîòàõ R. W. Morse (1948), A. D. S. Barr (1962), Ï. Õåðòåëåíäè (1968),



Ïðÿìîóãîëüíûé óïðóãèé âîëíîâîä: èñòîðèÿ è ñîâðåìåííîñòü 157W. B. Fraser (1970), T. Hayashi et al. (2003, 2006) ïðåäñòàâëåíû îáøèðíûåýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå âïëîòü äî øåñòè ïåðâûõ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿìîä ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñèììåòðèè â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå.

�èñ. 1. Äèñïåðñèîííûå ñïåêòðû äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà a/b = 0.5, ν = 0.25Â öåëîì, ìîæíî ñäåëàòü îáùåå çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî â èìåþùåéñÿ ëèòåðàòó-ðå, ïîñâÿùåííîé èçó÷åíèþ íîðìàëüíûõ âîëí â ïðÿìîóãîëüíîì óïðóãîì âîëíîâîäåîñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñëîæíîé ãðàíè÷íîé çà-äà÷è, à íå èçó÷åíèþ è ñèñòåìàòèçàöèè ñâîéñòâ ýòèõ âîëí.Ñòðåìëåíèå ãëóáæå ïîíÿòü îñîáåííîñòè äèñïåðñèè è êèíåìàòèêè âîëí â ïðÿ-ìîóãîëüíîì âîëíîâîäå, à òàêæå �îðìèðîâàíèå çíàíèé î íèõ â òàêóþ æå ÿñíóþè ÷åòêóþ êàðòèíó ïðîöåññà âîëíîâîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî äëÿñëîÿ è êðóãëîãî öèëèíäðà, ïîáóäèëî àâòîðîâ ïðîâåñòè äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå�èçè÷åñêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè[1, 2℄. Â ðåçóëüòàòå áûëè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òè-ïîâ íîðìàëüíûõ âîëí â ïðÿìîóãîëüíîì óïðóãîì âîëíîâîäå:
• Ïîñòðîåíû ïîëíûå äèñïåðñèîííûå ñïåêòðû äëÿ ÷åòûðåõ òèïîâ ìîä â ïðÿìî-óãîëüíîì âîëíîâîäå, âêëþ÷àùèå â ñåáÿ äåéñòâèòåëüíûå, ìíèìûå è êîìïëåêñ-íûå âåòâè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû



158 Ìåëåøêî Â.Â., Áîíäàðåíêî À.À., Òðî�èì÷óê À.Í.ñïåêòðû äëÿ âîëíîâîäà ñ ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí a/b = 0.5 ïðè ν = 0.25, îò-ðàæàþùèå çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû Ω = 2ωb/πc2 îò áåçðàçìåðíîéïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ Γ = 2γb/π. Çäåñü äèñïåðñèîííàÿ âåòâü îáîçíà-÷àåòñÿ ñîãëàñíî òèïó âîëíîâûõ äâèæåíèé ñ âåðõíèì èíäåêñîì â êðóãëûõñêîáêàõ, óêàçûâàþùèì ïîðÿäîê ìîäû; ÷åðòà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò, ÷òî äàí-íîé âåòâè îòâå÷àåò çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ó÷àñòêà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòèReΓ = 0. Ñèìâîëàìè L è M îáîçíà÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ â ìîäàõ Ëàìå èÌèíäëèíà-Ôîêñà, ñîîòâåòñòâåííî.
• Íàëè÷èå òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëèëî îïðåäåëèòüè êëàññè�èöèðîâàòü ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ íîðìàëüíûõâîëí è îòâå÷àþùèå èì �îðìû êîëåáàíèé. Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ìîä âñå÷àñòîòû çàïèðàíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: îñå-ñäâèãîâûå è ïëàíàð-íûå. Íà ÷àñòîòàõ ïåðâîãî òèïà ñìåùåíèÿ è ñêîðîñòè ÷àñòèö ïàðàëëåëüíûáîêîâûì ïîâåðõíîñòÿì âîëíîâîäà, à çíà÷åíèÿ ÷àñòîò íå çàâèñÿò îò êîý��è-öèåíòà Ïóàññîíà. Îñå-ñäâèãîâûå ÷àñòîòû îòìå÷åíû íà ãðà�èêàõ òî÷êàìè.Íà ÷àñòîòàõ çàïèðàíèÿ ïëàíàðíîãî òèïà äâèæåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïëîñêîñòèâîëíîâîäà, à çíà÷åíèÿ ÷àñòîò èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõè �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âîëíîâîäà. Îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå ÷àñòîòçàïèðàíèÿ íà ÷àñòîòíîé îñè îïðåäåëÿåòñÿ èõ òèïîì, ñîîòíîøåíèåì a/b è êî-ý��èöèåíòîì Ïóàññîíà ν è îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ñòðóêòóðóäèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà â öåëîì.
• Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî �àçîâàÿ è ãðóïïîâàÿ ñêî-ðîñòè ïåðâîé ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ìîäû êàæäîãî òèïà ñèììåòðèè ñ óâåëè÷å-íèåì ÷àñòîòû ñòðåìÿòñÿ ê áåçäèñïåðñèîííîé ñêîðîñòè óãëîâîé ìîäû ïðÿìîãîêëèíà cE íåçàâèñèìî îò ãåîìåòðèè ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà. Ïðè ýòîì îñ-íîâíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé âîëíîé, ñîñðåäîòî÷åíà âáëèçè óãëîâ âîë-íîâîäà, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ëèøü â óïðóãèõ âîëíîâîäàõ.Cêîðîñòü cE îòëè÷àåòñÿ îò ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí �ýëåÿ íà ãðàíèöåñâîáîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà cR íå áîëåå ÷åì íà 5% è ïðè êîý��èöèåíòåÏóàññîíà ν = 0.25 èìååò çíà÷åíèå cE = 0.9014c2, cR = 0.9094c2. Ôàçîâûå ñêî-ðîñòè âûñøèõ íîðìàëüíûõ âîëí âñåõ òèïîâ ñèììåòðèè, â ñâîþ î÷åðåäü, âêîðîòêîâîëíîâîì äèàïàçîíå âûõîäÿò íà ñêîðîñòü cR. Óñòàíîâëåííûå îñîáåí-íîñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþò ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîä îò âîëíîâîäîâ â âèäåñëîÿ èëè êðóãëîãî öèëèíäðà, â êîòîðûõ äâèæåíèÿ äëÿ íèçøèõ íîðìàëüíûõâîëí â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè ëîêàëèçóþòñÿ âáëèçè ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñ-òåé, à �àçîâûå ñêîðîñòè âûñøèõ ìîä ñòðåìÿòñÿ ê ñêîðîñòè èçãèáíîé âîëíûâ íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå c2.
• Ñëåäóþùåé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà îò êëàññè÷åñ-êèõ âîëíîâîäîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷èñòî ìíèìûõ êîð-íåé äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû, ÷òî îò÷àñòèìîæíî îáúÿñíèòü íàëè÷èåì èçëîìîâ íà ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà, ïðèâîäÿùèìê ñâÿçàííîñòè ðàçëè÷íûõ òèïîâ äâèæåíèé. Ôèçè÷åñêèì îòðàæåíèåì ýòî-ãî �àêòà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåîäíîðîäíûõ âîëí



Ïðÿìîóãîëüíûé óïðóãèé âîëíîâîä: èñòîðèÿ è ñîâðåìåííîñòü 159ñ ìíèìûìè çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ÷òî ìîæåò îêàçàòü ñó-ùåñòâåííîå âëèÿíèå íà òàêóþ õàðàêòåðèñòèêó âîëíîâûõ äâèæåíèé êàê êðà-åâîé ðåçîíàíñ.
• Ïîñêîëüêó ÿâëåíèå êðàåâîãî ðåçîíàíñà íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ñâÿçûâàþòñ íàëè÷èåì òàê íàçûâàåìîé îáðàòíîé âîëíû â âîëíîâîäå, êîòîðàÿ õàðàêòå-ðèçóåòñÿ ðàçíûìè çíàêàìè �àçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòåé, èíòåðåñíî îòìå-òèòü, ÷òî òàêèå âîëíû ñóùåñòâóþò íå äëÿ êàæäîãî òèïà ñèììåòðèè äâèæåíèéâ ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå. �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñîîò-íîøåíèÿ a/b íàáëþäàåòñÿ èñ÷åçíîâåíèå ó÷àñòêîâ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, îò-âå÷àþùèõ îáðàòíûì âîëíàì, äëÿ êðóòèëüíûõ ìîä è èçãèáíûõ By-ìîä. Ïðèýòîì ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ ñòðóêòóðà äèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà â îáëàñòèìíèìûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
• Àíàëèç êîìïëåêñíûõ ó÷àñòêîâ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïîçâîëèë âûÿâèòü îá-ùèå ÷åðòû äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà è êðóãëîãî öèëèíäðà, äëÿ êîòî-ðûõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ óêàçàííûõ ó÷àñòêîâ ñ ïëîñêîñòüþ Ω = 0 (êîìïëåêñ-íûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷) çàâèñÿò îò êîý��èöèåíòàÏóàññîíà, â òî âðåìÿ, êàê äëÿ ñëîÿ ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü îòñóòñòâóåò. Àíà-ëîãè÷íûé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è øè-ðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ(N. G. Stephen, P. J. Wang, 2004).Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû îòâåòû íàðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ î äèñïåðñèîííûõ, ýíåðãåòè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàê-òåðèñòèêàõ ïðÿìîóãîëüíîãî óïðóãîãî âîëíîâîäà, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î �èçè÷å-ñêè ïîëíîì ðåøåíèè çàäà÷è î íîðìàëüíûõ âîëíàõ â òàêîì âîëíîâîäå è îòêðûâàåòøèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷ è ðàñøèðåíèÿ ïðàêòè-÷åñêèõ ïðèìåíåíèé âîëíîâîäîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áîíäàðåíêî À.À. Íîðìàëüíûå âîëíû â ïðÿìîóãîëüíîì óïðóãîì âîëíîâîäå // Àêó-ñòè÷åñêèé âåñòíèê. 2007. Ò. 10, � 4. Ñ. 12�27.[2℄ Ìåëåøêî Â.Â., Áîíäàðåíêî À.À., Òðî�èì÷óê À.Í. Óïðóãèå âîëíîâîäû: èñòîðèÿ èñîâðåìåííîñòü. II // Ìàò. ìåòîäû è �èç.-ìåõ. ïîëÿ. 2008. Ò. 51, � 4. Ñ. 155�172.[3℄ Ìåëåøêî Â.Â., Áîíäàðåíêî À.À., Äîâãèé Ñ.À., Òðî�èì÷óê À.Í., âàí Õåéñò �.ß.Ô.Óïðóãèå âîëíîâîäû: èñòîðèÿ è ñîâðåìåííîñòü. I // Ìàò. ìåòîäû è �èç.-ìåõ. ïîëÿ.2008. Ò. 51, � 2. Ñ. 86�104.Meleshko V.V., Bondarenko A.A., Tro�m
huk A.N. Re
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ �ÅÇÎÍÀÍÑÍÛÕ �ÅÆÈÌÎÂÂ ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈ ÒÎ×ÊÈ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ ÊÎ�ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÈ 2Â ÇÀÄÀ×Å ÊÓÝÒÒÀ-ÒÅÉËÎ�À(ÑËÓ×ÀÉ RES 0).Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.ÞÔÓ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â çàäà÷å Êóýòòà-Òåéëîðà î òå÷åíèè âÿç-êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó òâåðäûìè ñîîñíûìè âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè.Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íåçàâèñèìûõ íåéòðàëüíûõ ìîä, ñóùåñòâóþùèõ â îêðåñò-íîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ (òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé)ïîñòðîåíà ñèñòåìà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò ëèøü îáÿçàòåëüíûåðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå (íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé Res 0). Äëÿ ñëó÷àÿ Res 0 ïåðå÷èñëåíûñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ àìïëèòóäíîé ñèñòåìû íà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, êîòî-ðûì îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Ïðèâå-äåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà óñëîâèé èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûåïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîý��èöèåíòàìè àìïëèòóäíîé ñèñòåìû.Òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè ñîîñíû-ìè òâåðäûìè öèëèíäðàìè ðàäèóñîâ r1, r2, âðàùàþùèìèñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè
Ω1, Ω2 ñîîòâåòñòâåííî, îïèñûâàåòñÿ áåçðàçìåðíûìè óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìåþò ïåðèîäè÷åñêèå âäîëüîñè öèëèíäðîâ (îñè z) ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ñ çàäàííûì ïåðèîäîì 2π/α. Ñè-ñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà çàâèñèò îò ÷åòûðåõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: η = r2/r1� îò-íîøåíèÿ ðàäèóñîâ öèëèíäðîâ, äâóõ ÷èñåë �åéíîëüäñà R1 = Ω1r

2
1/ν, R2 = Ω2r

2
2/ν(ν� êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè) è α� îñåâîãî âîëíîâîãî ÷èñëà. Õîðîøîèçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò òî÷íîå ñòàöèîíàðíîåðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ � òå÷åíèå Êóýòòà.Êàê ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà, òàê è ëèíåàðèçîâàííàÿ íà òå÷åíèè Êóýòòà çàäà-÷à îáëàäàþò ãðóïïîé ñèììåòðèè G = SO(2) × O(2)� èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíîâðàùåíèé âîêðóã è ñäâèãîâ âäîëü îñè z è ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè.Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (R1∗, R2∗) äâóõ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ îïðåäåëÿåòñÿ òàêèìèêðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ÷èñåë �åéíîëüäñà R1∗ è R2∗, ïðè êîòîðûõ ëèíåàðèçî-âàííàÿ çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ (íåéòðàëüíûå ìîäû) ñ ðàçëè÷íûìèàçèìóòàëüíûìè (m, n) è îñåâûìè (k, l) êâàíòîâûìè ÷èñëàìè. Â ñèëó ñèììåòðèèâ êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ (R1∗, R2∗) òàêèõ íåçàâèñèìûõíåéòðàëüíûõ ìîä ÷åòûðå:

Φ1(t, r, θ, z) = eiωmtΦ0m(r, θ, z), Φ2(t, r, θ, z) = eiωmtΦ1m(r, θ, z),

Φ3(t, r, θ, z) = eiωntΦ0n(r, θ, z), Φ4(t, r, θ, z) = eiωntΦ1n(r, θ, z),ãäå Φ0m(r, θ, z) = e−i(mθ+kαz)ϕ0m(r), Φ0n(r, θ, z) = e−i(nθ+lαz)ϕ0n(r),
Φ1m(r, θ, z) = e−i(mθ−kαz)ϕ1m(r), Φ1n(r, θ, z) = e−i(nθ−lαz)ϕ1n(r).



×èñëåííûé àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè 161Äàëåå èçó÷àþòñÿ âîçìîæíûå áè�óðêàöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå-÷åíèÿ (R1∗, R2∗), ñîñòîÿùåé èç òî÷åê R1 = R1∗ + k1ε
2 è R2 = R2∗ + k2ε

2, ãäå ε -ìàëûé ïàðàìåòð, k1, k2 - êîíñòàíòû íàäêðèòè÷íîñòè (k2
1 +k2

2 = 1), êîòîðûå ìîæíîâûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ìàëîéîêðåñòíîñòè (R1∗, R2∗) ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå
u = v00 + ε(Φ + Φ∗) + ...Çäåñü v00 � âåêòîð ñêîðîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà ïðè R1∗ è R2∗, âåðõíèé ñèìâîë *îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, Φ = ξ0m(τ)Φ1 + ξ1m(τ)Φ2 + ξ0n(τ)Φ3 + ξ1n(τ)Φ4,

ξ0m(τ), ξ1m(τ), ξ0n(τ), ξ1n(τ) � íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû, çàâèñÿùèå îòìåäëåííîãî âðåìåíè τ = ε2t.Ïðè ìàëûõ ε ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè èëè ìåòîäàîñðåäíåíèÿ ïî áûñòðîìó âðåìåíè ñòðîÿòñÿ ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä. Âïåðâûå òàêèå àìïëèòóäíûå ñèñòåìû äëÿ çàäà÷èÊóýòòà-Òåéëîðà áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [1℄ � [3℄. Âèä àìïëèòóäíûõ ñèñòåì â òî÷-êàõ ïåðåñå÷åíèÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ ìîä çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó àçèìó-òàëüíûìè m è n, îñåâûìè k è l êâàíòîâûìè ÷èñëàìè, à èíîãäà è ìåæäó �àçîâûìè÷àñòîòàìè ωm è ωn íåéòðàëüíûõ ìîä. Èìååòñÿ øåñòü ðåçîíàíñíûõ ñîîòíîøåíèé,êîòîðûì îòâå÷àþò àìïëèòóäíûå ñèñòåìû ñ ðàçëè÷íûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãà-åìûìè (ñì. [4℄, [5℄). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðåçîíàíñûé ñëó÷àé Res 0,êîãäà ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþøàÿ àìïëèòóäíàÿ ñèñòåìàñîäåðæèò ëèøü îáÿçàòåëüíûå ðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå è èìååò âèä
ξ′0m = ξ0m(σ + A|ξ0m|2 +B|ξ1m|2 + C|ξ0n|2 +D|ξ1n|2),
ξ′1m = ξ1m(σ +B|ξ0m|2 + A|ξ1m|2 +D|ξ0n|2 + C|ξ1n|2),
ξ′0n = ξ0n(µ+ P |ξ0m|2 + S|ξ1m|2 + U |ξ0n|2 + V |ξ1n|2),
ξ′1n = ξ1n(µ+ S|ξ0m|2 + P |ξ1m|2 + V |ξ0n|2 + U |ξ1n|2).

(1)Çäåñü σ = σ1k1 + σ2k2, µ = µ1k1 + µ2k2, ñèìâîë ′ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî
τ . Êîý��èöèåíòû ýòîé ñèñòåìû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåéòðàëüíûå ìîäû Φjp (j =
0, 1; p = m,n), ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è è ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõñèñòåì, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ çàâèñÿò îò òåõ æå íåéòðàëüíûõ ìîä. Âûðàæåíèÿäëÿ êîý��èöèåíòîâ âûïèñàíû â ðàáîòå [6℄.Òî÷êè ðåçîíàíñà Res 0 îáðàçóþò ïîâåðõíîñòè (äâóïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà)â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Π ïàðàìåòðîâ çàäà÷è R1, R2, η, α (èíîãäà ÷èñëî�åéíîëüäñà R2 çàìåíÿåòñÿ îòíîøåíèåì óãëîâûõ ñêîðîñòåé Ω, R2 = ΩR1η

2). Íèæåïåðå÷èñëåíû âîçìîæíûå G -ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), êîòîðûì îòâå÷à-þò ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû òå÷åíèÿ, è ïðèâåäåí ÷èñëåííûéàíàëèç óñëîâèé èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïîä óñòîé÷èâî-ñòüþ òîãî èëè èíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ïîíèìàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-âîñòü ïîðîæäàåìîé èì îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè. Ïîíÿòíî, ÷òî áîëüøå-ãî óòâåðæäàòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó âäîëü ýòîé îðáèòû èìååò ìåñòî òîëüêî íåéòðàëü-íàÿ óñòîé÷èâîñòü. Íåêîòîðûå èç óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè çàâèñÿòîò çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé è ñîîòíîøåíèé ìåæäó íè-ìè. Äðóãèå æå óñëîâèÿ, çàâèñÿùèå òàêæå îò ïàðàìåòðîâ íàäêðèòè÷íîñòè k1 è k2,



162 Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.îïðåäåëÿþò â ïëîñêîñòè (k1, k2) îáëàñòè, ãäå èçó÷àåìûå ðåæèìû ñóùåñòâóþò èóñòîé÷èâû.Äëÿ ðàñ÷åòà âûáðàíû çíà÷åíèÿ àçèìóòàëüíûõ è îñåâûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë: m =
n = 1; k = 1, l = 2, êîòîðûì ïðè η = 1.2 è −0.525 6 Ω 6 0.6 (øàã ðàñ÷åòà ïî Ωðàâåí 0.025) ñîîòâåòñòâóåò ñàìàÿ áëèçêàÿ ê êðèâîé ïåðâîãî ïåðåõîäà íåéòðàëüíàÿêðèâàÿ.1.Èíâåðñèîííî - ñâÿçàííàÿ ïàðà ñïèðàëüíûõ âîëí. Òàêèå ðåøåíèÿ, ó êîòîðûõëèøü îäíà àìïëèòóäà îòëè÷íà îò íóëÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âòîðè÷íûå ïåðèîäè-÷åñêèå ðåæèìû.Èíâåðñèîííî - ñâÿçàííàÿ ïàðà óñòîé÷èâûõ ñïèðàëüíûxm- âîëí (ñ àìïëèòóäàìè
ξ0m 6= 0 èëè ξ1m 6= 0) ñóùåñòâóåò, åñëè σr > 0, Ar < 0 è Ar−Br > 0. Èç ðåçóëüòàòîâðàñ÷åòà ñëåäóåò, ÷òî ïðè −0.525 < Ω < 0.6 íå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûõ m- ñïèðàëåé.Àíàëîãè÷íû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâåðñèîííî - ñâÿçàííûõ ïàð óñòîé÷èâûõñïèðàëüíûx n- âîëí (ñ àìïëèòóäàìè ξ0n 6= 0 èëè ξ1n 6= 0), òðåáóåòñÿ ëèøü â �îðìó-ëàõ äëÿm- ñïèðàëåé çàìåíèòü σr, Ar è Br íà µr, Ur è Vr. Èç ãðà�èêîâ çàâèñèìîñòè
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�èñ. 1. Ñëåâà èçîáðàæåíà êðèâàÿ çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà Ur, ñïðàâà � êðèâàÿ çà-âèñèìîñòè çíà÷åíèÿ Ur − Vr îò Ω.çíà÷åíèé Ur è Ur−Vr îò Ω ñëåäóåò, ÷òî óñòîé÷èâûå ñïèðàëüíûå n-âîëíû ìîãóò ñó-ùåñòâîâàòü ïðè −0.525 6 Ω 6 0.655 â îáëàñòè ïëîñêîñòè íàäêðèòè÷íîñòè (k1, k2),ãäå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
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�èñ. 2. Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû îêðàøåííûå â ñåðûé öâåò îáëàñòè ïëîñêîñòè íàäêðè-òè÷íîñòè (k1, k2), ãäå ñóùåñòâóþò è óñòîé÷èâû ñïèðàëüíûå n-âîëíû.
µ1rk1 + µ2rk2 > 0, (σ1rUr − µ1rDr)k1 + (σ2rUr − µ2rDr)k2 > 0,

(σ1rUr − µ1rCr)k1 + (σ2rUr − µ2rCr)k2 > 0.



×èñëåííûé àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè 163Òàêèå îáëàñòè ïëîñêîñòè íàäêðèòè÷íîñòè (k1, k2), îêðàøåííûå â ñåðûé öâåò, èçîá-ðàæåíû íà ðèñ. 2 ïðè çíà÷åíèÿõ Ω = −0.525; 0; 0.53.2. Àçèìóòàëüíûå âîëíû. �åøåíèÿ 
 äâóìÿ íåíóëåâûìè àìïëèòóäàìè ñðàâíûìè ìîäóëÿìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåëèíåéíóþ ñìåñü ïàðû èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûõ ñïèðàëüíûõ m-âîëí (èëè n-âîëí), áåãóùèõ âäîëü îñè öèëèíäðîâ z íà-âñòðå÷ó äðóã äðóãó.Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñëåäóåò, ÷òî óñòîé÷èâûå àçèìóòàëüíûå m-âîëíû ñ íåíó-ëåâûìè àìïëèòóäàìè ξ0m, ξ1m è n-âîëíû ñ íåíóëåâûìè ξ0n, ξ1n íå ìîãóò ñóùåñòâî-âàòü ïðè Ω < 0.6, òàê êàê óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè îäíîâðåìåííîíå âûïîëíÿþòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî ñïèðàëüíûå è àçèìóòàëüíûå âîëíû âîçíèêàþò è ïðè ïåðåõîäàõîáùåãî ïîëîæåíèÿ, âíå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ.3. Èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûå äâîéíûå ñïèðàëüíûå âîëíû. Òàêèå ñìåøàííûå ðå-æèìû 
 äâóìÿ íåíóëåâûìè àìïëèòóäàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñòàöèîíàðíûåäâóõ÷àñòîòíûå (ñ ÷àñòîòàìè ωm è ωn) êâà-
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�èñ. 3. Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ
ArUr − DrSr > 0 îò Ω.

çèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà. Äâîéíàÿ ñïèðàëüíàÿ âîëíà ñ àì-ïëèòóäàìè ξ0m 6= 0, ξ1n 6= 0, òàê æå êàêè J- ñâÿçàííàÿ ñ íåé âîëíà ñ ξ1m 6= 0,
ξ0n 6= 0 ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíîé ñìåñüþ ñïè-ðàëüíîé m-âîëíû è ñïèðàëüíîé n-âîëíû,áåãóùèõ âäîëü îñè z íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.Ñðåäè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷è-âîñòè ýòèõ ñìåøàííûõ ðåøåíèé ëèøü îäíî(ArUr − DrSr > 0) íå çàâèñèò îò êîíñòàíòíàäêðèòè÷íîñòè.Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñëåäóåò (ñì.
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�èñ. 4. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà îêðà-øåííàÿ îáëàñòü ïëîñêîñòè (k1, k2), ãäåñóùåñòâóþò è óñòîé÷èâû äâîéíûå ñïè-ðàëüíûå âîëíû ïðè Ω = −0.5.

ðèñ. 3), ÷òî ArUr−DrSr > 0 äëÿ Ω < −0.35.Îñòàëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò îáëàñòüïëîñêîñòè íàäêðèòè÷íîñòè, ãäå òàêèåäâîéíûå ñïèðàëüíûå âîëíû ñóùåñòâó-þò è óñòîé÷èâû. Ýòè îáëàñòè óçêèå èñòàíîâÿòñÿ çàìåòíûìè ïðè Ω < −0.425.Ñàìàÿ áîëüøàÿ èç ðàññ÷èòàííûõ îáëàñòåéèçîáðàæåíà íà ðèñ. 4 ïðè Ω = −0.5.Äâîéíàÿ ñïèðàëüíàÿ âîëíà ñ àìïëèòó-äàìè ξ0m 6= 0, ξ0n 6= 0 è J- ñâÿçàííàÿ ñ íåéñ ξ1m 6= 0, ξ1n 6= 0 ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíîéñìåñüþ ñïèðàëüíîé m-âîëíû è ñïèðàëü-íîé n-âîëíû, áåãóùèõ âäîëü îñè z â îä-íîì íàïðàâëåíèè. Òàêèå óñòîé÷èâûå äâîé-íûå ñïèðàëüíûå âîëíû íå ñóùåñòâóþò ïðè −0.525 6 Ω 6 0.655.4. Ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíîé m- è àçèìóòàëüíîé n-âîëí. Ýòî ðåøå-íèå èìååò àìïëèòóäû ñ ïîïàðíî ðàâíûìè ìîäóëÿìè |ξ0m| = |ξ1m|, |ξ0n| = |ξ0n| èïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñòàöèîíàðíûé äâóõ÷àñòîòíûé êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì �



164 Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.íåëèíåéíóþ ñìåñü áåãóùèõ âäîëü îñè z àçèìóòàëüíûõ m- è n-âîëí. Â ðàññìàòðè-âàåìûõ òî÷êàõ ðåçîíàíñà Res 0 òàêîé óñòîé÷èâûé ðåæèì íå ñóùåñòâóåò.5. G- ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ëèøü ñ îäíîé íóëåâîé àìïëèòóäîé è G- ñòà-öèîíàðíûå ðåæèìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òàêèì ðåøåíèÿì îòâå÷àþò òðåõ÷àñòîòíûåè ÷åòûðåõ÷àñòîòíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà. Îíè ìî-ãóò ñóùåñòâîâàòü, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(Ar −Br)(Ur − Vr) − (Cr −Dr)(Pr − Sr) = 0.Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàêèå ðåæèìû, íå íàéäå-íû.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÅÍÎ "�åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìè-êà"(ãðàíò �ÔÔÈ � 07-01-92213 ÍÖÍÈË _à).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ B. È. Þäîâè÷. Ïåðåõîäû è âîçíèêíîâåíèå õàîñà â òå÷åíèÿõ æèäêîñòè. Øåñòîé âñå-ñîþçíûé ñúåçä ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå. Òàøêåíò, 24�30 ñåíòÿáðÿ1986 ã. Àííîòàöèè äîêëàäîâ, 
. 661.[2℄ P.Chossat, Y. Demay and G. Iooss. Intera
tion de modes azimutaux dans le problemede Couette-Taylor. Ar
h. Rational Me
h. Anal., 99, 213�248, 1987.[3℄ P.Chossat and G. Iooss. The Couette-Taylor problem. Springer-Verlag, New York, 1991.[4℄ Ñ. Í. Îâ÷èííèêîâà, Â.È. Þäîâè÷. �åçîíàíñíûå ðåæèìû ïðè ïåðåñå÷åíèè áè�óðêà-öèé. Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà "Ñèììåòðèÿ è êîñèììåòðèÿ â äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ �èçèêè è ìåõàíèêè". SCDS-II, 2001, ñ. 148�153.[5℄ V.I. Yudovi
h, S.N. Ov
hinnikova. Resonan
es in the interse
tions of bifur
ations inthe Couette-Taylor problem. Patterns and Waves, A. Abramian, S. Vakulenko, V.Volpert(Eds.), Saint Petersburg, 2003, pp.55�77.[6℄ Â.È. Þäîâè÷, Ñ. Í. Îâ÷èííèêîâà. Ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà-Òåéëîðà. I. Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ, 6.04.05, �458, Â-2005, 33 ñ.Morshneva I.V., Ov
hinnikova S.N. A numeri
al analysis of resonant regimes near thepoints of 
odimension-2 bifur
ation in the Couette-Taylor problem (
ase Res 0). The presentpaper is devoted to interse
tion of bifur
ations in the Couette �ow between rigid 
o-axialrotating 
ylinders. We study intera
tion between two nonaxisymmetri
 neutral modes in theCouette�Taylor problem in the intrinsi
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es 
ase (Res 0). We present the results ofnumeri
al investigation of existen
e and stability of stationary solutions of amplitude systemwhi
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orrespond to the periodi
 and quasi-periodi
 regimes of Navier-Stokes equations.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅË Ñ ÄÈÑËÎÊÀÖÈßÌÈ ÈÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÛÅ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÈÍàñåäêèí À.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ïîñòðîåíû ìîäåëè óïðóãèõ òåë ñ êðàåâûìè äèñëîêàöèÿìè èäàíû êëàññè÷åñêèå è îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõàïïðîêñèìàöèé ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷òåîðèè óïðóãîñòè ñ äèñëîêàöèÿìè.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ðåøåíè-åì çàäà÷ äëÿ óïðóãèõ ñðåä ñ äå�åêòàìè, ìîäåëèðóåìûìè êðàåâûìè äèñëîêàöèÿìè.Êàê èçâåñòíî, äèñëîêàöèè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç òèïîâ äå�åêòîâ êðèñòàëëè÷åñêèõðåøåòîê â ìàòåðèàëàõ è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèçìàõ ðàçâèòèÿ ïëàñòè÷å-ñêèõ äå�îðìàöèé è â ðàçðóøåíèè [1,2℄.Ó÷åò äèñëîêàöèé òðåáóåò óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ êîíå÷íî-ýëåìåíò-íûõ òåõíîëîãèé ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ñ ðàçðûâíûìè ðåøåíèÿìè. Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîëüêî ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿ-ùåííûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìó ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãîòâåðäîãî òåëà ñ äèñëîêàöèÿìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû [3-5℄,ïîñòðîåíû ìîäåëè óïðóãèõ òåë ñ äèñëîêàöèÿìè, ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå è îáîá-ùåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, èñïîëüçîâàíû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè, ïî-ëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òîâ ðàáîòå îïèñàí ñëó÷àé êðàåâûõ äèñëîêàöèé, ðàññìàòðèâàåìàÿ òåõíîëîãèÿ ïîçâî-ëÿåò ìîäåëèðîâàòü è äðóãèå âèäû äèñëîêàöèé.Ïóñòü óïðóãîå èçîòðîïíîå òåëî â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè, õàðàêòåðèçó-åìîå òåíçîðîì óïðóãèõ ìîäóëåé c, çàíèìàåò îáëàñòü Ω â R2 ñ ãðàíèöåé Γ = ∂Ω.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ñðåäû èìåþò âèä:
∇ · σ + ρ f = 0, x ∈ Ω, (1)

σ = c · ·ε, ε = (∇u + ∇uT )/2, (2)ãäå σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, ε � òåíçîð äå�îðìàöèé, u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, ρ �ïëîòíîñòü, f � âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îñíîâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãîðîäà. Èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ÷àñòè ãðàíèöû Γσ çàäàí âåêòîð íàïðÿæåíèé
p∗, à íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðàíèöû Γu � âåêòîð ïåðåìåùåíèé u∗:

n · σ = p∗, x ∈ Γσ, (3)
u = u∗, x ∈ Γu, (4)ãäå n � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê Γ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òåëå èìååòñÿ nd êðàåâûõ äèñëîêàöèé Γαd , α = 1, 2, ..., nd;

Γd = ∪αΓαd (�èñ. 1).
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�èñ. 1. Óïðóãîå òåëî ñ ãðàíèöåé è äèñëîêàöèÿìè.

�èñ. 2. Ïðåäñòàâëåíèå êðàåâîé äèñëîêàöèè ÷åðåç �óíêöèè fα è gα.Îòäåëüíàÿ êðàåâàÿ äèñëîêàöèÿ Γαd èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 2. Åå ãåîìåòðèÿçàäàåòñÿ ïëîñêîñòüþ ñêîëüæåíèÿ fα(x) = 0 ñ âåêòîðîì Áþðãåðñà bα = bαeαt (eαt �åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ äèñëîêàöèè) è òî÷êîé âåðøèíû (ÿäðîì) xαc .Ïëîñêîñòü (èëè ëèíèÿ) ñêîëüæåíèÿ äëÿ äèñëîêàöèè Γαd îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-íèåì:
fα(x) = 0, fα(x) = aα0 + aαj xj. (5)Âåðøèíà xαc êðàåâîé äèñëîêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ñ ïëîñêîñòüþñêîëüæåíèÿ fα(x) = 0 ëèíèè gα(x) = 0, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîé ïëîñêîñòè.Ôóíêöèÿ gα(x) çàäàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåëè÷èíà |gα(x)| ðàâíÿëàñü ðàññòî-ÿíèþ îò òî÷êè x äî âåðøèíû xαc âäîëü ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó Áþðãåðñà

bα, è ÷òîáû îáëàñòü gα(x) > 0 ñîîòâåòñòâîâàëà íàïðàâëåíèþ, ïðîòèâîïîëîæíîìóíàïðàâëåíèþ âåêòîðà Áþðãåðñà (�èñ. 2). Â ñîîòâåòñòâèå ñ äàííûì îïðåäåëåíèåììîæíî çàïèñàòü (ñóììèðîâàíèå ïî α îòñóòñòâóåò):
gα(x) = (xαc − x) · eαt . (6)



Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãèõ òåë ñ äèñëîêàöèÿìè ... 167Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëîñêîñòü ñêîëüæåíèÿ �óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé u äëÿ êðàå-âîé äèñëîêàöèè Γαd òåðïèò ñêà÷îê, ðàâíûé âåêòîðó Áþðãåðñà:
[u] = u+ − u− = bαΨα(x), fα(x) = 0, (7)ãäå Ψα(x) � ðåãóëÿðèçèðóþùàÿ �óíêöèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî èñêëþ÷èòüñèíãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ â âåðøèíå äèñëîêàöèè xαc (ñóììèðîâàíèÿ ïî α â (7) íåò).Îäíèì èç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùåé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèåëèíåéíîãî ó÷àñòêà îò âåðøèíû äèñêëîêàöèè xαc äî íåêîòîðîé òî÷êè xαch, íàõîäÿ-ùåéñÿ íà ëèíèè äèñêëîêàöèè íà ðàññòîÿíèè hα â îáëàñòè gα(x) > 0:
Ψα(x) =





1, gα(x) > hα,
gα(x), 0 ≤ gα(x) ≤ hα,
0, gα(x) < 0.

(8)Ïðè äàëüíåéøèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïðèëîæåíèÿõ ðàññòîÿíèå hα óäîáíî âû-áðàòü ðàâíûì ðàçìåðó êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ñâÿçàííîãî ñ âåðøèíîé xαc . Òîãäà xαc è
xαch áóäóò óçëàìè îäíîãî èç êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îáû÷íîé óïðóãîé ñðåäû, èñïîëüçóÿ (1)�(4), ìîæíî ïåðåé-òè ê îáîáùåííîé èëè ñëàáîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Èìåííî, îáîáùåííûì ðåøåíèåìíàçîâåì âåêòîð-�óíêöèþ u ∈ H1(Ω/Γd), óäîâëåòâîðÿþùóþ ãëàâíîìó ãðàíè÷íîìóóñëîâèþ (4), óñëîâèþ íàðóøåíèþ íåïðåðûâíîñòè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äèñëîêàöèè(7) è èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫

Ω/Γd

ε(v)T · ·σ(ε(u)) dΩ −
∫

Ω

vT · ρ f dΩ −
∫

Γσ

vT · p∗ dΓ = 0 (9)äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé v ∈ V , V = {v ∈W 1
2 (Ω/Γd); v = 0, x ∈ Γu}.Äëÿ ñíÿòèÿ íåîäíîðîäíûõ ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) è óñëîâèé äëÿ ðàç-ðûâîâ (7) ðàçäåëèì ïåðåìåùåíèÿ u íà òðè ñîñòàâëÿþùèå:

u = u0 + uin + ud, (10)ãäå u0 � íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîðîä-íîìó ãëàâíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4), ïðè÷åì u0 ∈ V ; uin � èçâåñòíàÿ (ñïåöè-àëüíî ïîäîáðàííàÿ) âåêòîð-�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåîäíîðîäíîìó ãëàâíîìóãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4); ud � èçâåñòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-âèÿì äëÿ ðàçðûâîâ íà ëèíèÿõ äèñëîêàöèé (7), ò.å.
u0 = 0, x ∈ Γu, (11)

uin = u∗, x ∈ Γu, (12)
[ud] = u+

d − u−
d = bαΨα(x), fα(x) = 0. (13)Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9), ïîëó÷àåì ñëàáóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ñäèñëîêàöèÿìè îòíîñèòåëüíî �óíêöèè u0 èç òîãî æå �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàí-ñòâà V , êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò è ïðîåêöèîííûå �óíêöèè v:

a(v,u0) = L(v), ∀v ∈ V, (14)
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a(v,u0) =

∫

Ω/Γd

ε(v)T · ·σ(ε(u0)) dΩ =

∫

Ω/Γd

ε(v)T · ·c · ·ε(u0), (15)
L(v) =

∫

Ω

vT · ρ f dΩ +

∫

Γσ

vT · p∗ dΓ − a(v,uin) − a(v,ud). (16)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèÿ u0h ≈ u0 îáîá-ùåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (14)� (16) âûáåðåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó Ωh =
∪mΩem, Ωh ⊂ Ω, ãäå Ωem � îáëàñòü îòäåëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì m,
m ∈ I0, I0 � ìíîæåñòâî íîìåðîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç Ωh. Íà äàííîé ñåòêå çàäà-äèìñÿ àïïðîêñèìàöèåé âåêòîð-�óíêöèè ïåðåìåùåíèé u0h âèäà

u0h =
∑

m∈I0

a
NemT (x) · Uem = NT

0 (x) · U0, (17)ãäå Nem(x) � ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì m; Uem �âåêòîð óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé ýëåìåíòà ñ íîìåðîì m; ∑a � îïåðàöèÿ àíñàìáëè-ðîâàíèÿ ýëåìåíòíûõ îáúåêòîâ â ãëîáàëüíûå, îáû÷íàÿ äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ; N0(x) � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû; U0 � ãëîáàëüíûé âåêòîðóçëîâûõ ïåðåìåùåíèé. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð U0 íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò ïåðåìå-ùåíèé â óçëàõ, âûõîäÿùèõ íà ó÷àñòîê ãðàíèöû Γhu, àïïðîêñèìèðóþùèé ó÷àñòîê
Γu, è, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöà N0(x) íå ñîäåðæèò �óíêöèè �îðìû, ïðèíèìàþùèåçíà÷åíèå 1 â óçëàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå Γhu.Äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé uin è ud, ñíèìàþùèõ íåîäíîðîäíûåãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ äëÿ ðàçðûâîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïðè-íÿòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè âèäà:

uin ≈ uinh =
∑

m∈Iin

a
NemT (x) · Uem = NT

in(x) · Uin, (18)
ud ≈ udh =

nd∑

α=1

∑

m∈Iα
d

a
NemT (x)[Ψα(x)H̃(fα(x)) − Ψα(xm)H̃(fα(xm))] · Bαem = (19)

=

nd∑

α=1

NT
α(x)[Ψα(x)H̃(fα(x)) − ΨαH̃α] ·Bα,ãäå Uin � ãëîáàëüíûé âåêòîð óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé äëÿ óçëîâ íà ãðàíèöå Γhu;

Bαem, Bα � ýëåìåíòíûå è ãëîáàëüíûå âåêòîðû çíà÷åíèé Áþðãåðñà â óçëàõ äèñëî-êàöèé Γαd ; H̃(s) � ñèììåòðèçèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà,
H̃(s) =

{
1/2, s ∈ [+0,+∞]
−1/2, s ∈ [−∞,−0]

, ΨαH̃α =
∑

m∈Iα
d

a
Ψα(xm)H̃(fα(xm)).Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Iαd ñîäåðæèò íîìåðà óçëîâ ñïåöèàëüíîé êîíå÷íî-ýëåìåíò-íîé ñåòêè, îêðóæàþùåé ëèíèþ äèñëîêàöèé è ïåðåõîäÿùåé â îñíîâíóþ ñåòêó ïðèîòñòóïëåíèè îò ëèíèè äèñëîêàöèè [3-5℄.



Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãèõ òåë ñ äèñëîêàöèÿìè ... 169Äëÿ ïðîåêöèîííûõ �óíêöèé v ïðèìåì ïðåäñòàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (17):
v =

a∑

m∈I0

NemT (x) · δUem = NT
0 (x) · δU0, (20)ãäå δU0 � ãëîáàëüíûé âåêòîð âèðòóàëüíûõ óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé.Ïîäñòàâëÿÿ (17) � (20) â (14) � (16) è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü âåêòîðà âèð-òóàëüíûõ óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé δU0, ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèéðàâíîâåñèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 
 äèñëîêàöèÿìè:

Kuu · U0 = F̃, (21)
F̃ = F−

nd∑

α=1

Kα
ud · Bα. (22)Çäåñü Kuu � îáû÷íàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè äëÿ òåëà áåç äèñëîêàöèé, F � âåêòîðóçëîâûõ ñèë (ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé, îáóñëîâëåííûõ ãëàâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè) äëÿ òåëà áåç äèñëîêàöèé, Kα

ud � ìàòðèöû äîïîëíèòåëüíûõ æåñòêîñòåé,îáóñëîâëåííûõ íàëè÷èåì äèñëîêàöèé Γαd ñ âåêòîðàìè óçëîâûõ çíà÷åíèé Áþðãåðñà
Bα.Êàê âèäíî èç (21), (22), íàëè÷èå äèñëîêàöèé ïðèâîäèò ê ìîäè�èêàöèè âåêòîðàïðàâûõ ÷àñòåé â óðàâíåíèè ðàâíîâåñèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íå çàòðàãè-âàÿ îñíîâíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòåé. Êðîìå òîãî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî �îðìèðî-âàíèå äîáàâîê Kα

ud · Bα àíàëîãè÷íî ó÷åòó ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ èçâåñò-íûìè çíà÷åíèÿìè ñìåùåíèé (ñêà÷êà ñìåùåíèé), ðàâíûìè çíà÷åíèÿì Áþðãåðñà.Ïîýòîìó ìîäåëèðîâàíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãîãî òå-ëà ñ ìíîæåñòâåííûìè äèñëîêàöèÿìè ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî â ñòàíäàðòíûõêîí÷åíî-ýëåìåíòíûõ ïàêåòàõ ïðè ðåàëèçàöèè â íèõ ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð ó÷åòàäîáàâî÷íûõ ñèëîâûõ �àêòîðîâ, âûçâàííûõ äèñëîêàöèÿìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 05-08-18720, 08-08-00853, 08-08-00873).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Òåîäîñèó Ê. Óïðóãèå ìîäåëè äå�åêòîâ â êðèñòàëëàõ. Ì.: Ìèð, 1985. 352 ñ.[2℄ Ýøåëáè Äæ. Êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ äèñëîêàöèé. Ì.: ÈË, 1963. 247 ñ.[3℄ Belyts
hko T., Gra
ie R. On XFEM appli
ations to dislo
ations and interfa
es // Int.J. Plasti
ity. 2007. V. 23. P. 1721-1738.[4℄ Gra
ie R., Ventura G., Belyts
hko T. A new fast �nite element method for dislo
ationsbased on interior dis
ontinuities // Int. J. Numer. Meth. Eng. 2007. V. 69. P. 423�441.[5℄ Gra
ie R., Oswald J., Belyts
hko T. On a new extended �nite element method fordislo
ations: Core enri
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÓÏ�Ó�Î�Î ÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ Ñ ÄÅÔÅÊÒÀÌÈ Ï�ÈÍÀËÈ×ÈÈ ÏÎÊ�ÛÒÈßÏàâëîâà À.Â., �óáöîâ Ñ.Å., Êîëåñíèêîâ Ì.Í.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÂîëíîâûå ïîëÿ â íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóðàõ ñ ïîêðûòèÿìè èìåþò ðÿä îñîáåííîñòåé,òàê êàê íàëè÷èå ïîñëåäíèõ ìîãóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîç-ìóùåíèé è ðàçâèòèå äå�îðìàöèé. Èññëåäóþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèåóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïîêðûòèÿìè â óñëîâèÿõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé. Â êà-÷åñòâå ïîêðûòèé ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåðíûå äå�îðìèðóåìûå îáúåêòû ñ óñðåäíåííûìèïî òîëùèíå ïàðàìåòðàìè.Ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ êîìïîçèöèîííûõ ñòðóêòóð ñ çàäàííûìè ìåõàíè÷åñêèìèñâîéñòâàìè íà îñíîâå ñëîèñòûõ ìàòåðèàëîâ, óïðî÷í¼ííûõ âêëþ÷åíèÿìè è ïîêðû-òèÿìè, ñòàâèò çàäà÷ó òåîðåòè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ.�åøåíèå ïðîáëåìû áåçîïàñíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ â êîíñòðóêöèÿõíåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ìàòåðèàëîâ, ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ïåðåõîäó îò áåçîïàñíîãî èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ê åå äåãðàäàöèè, ïðèâîäÿùåéê ðàçðóøåíèþ.�àññìàòðèâàåìàÿ ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîé íà óïðóãîì ïîëóïðîñòðàí-ñòâå â óñëîâèÿõ íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ìåæäó íèìè. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâðàñïîëîæåíî ïëîñêîå â ïëàíå âêëþ÷åíèå, â îáëàñòè êîòîðîãî âåêòîð íàïðÿæåíèéïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ïëîñêîñòü âêëþ÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíà íåäå�îðìèðîâàííîé ïî-âåðõíîñòè óïðóãîé ñðåäû.Ïîëàãàåì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, x2, x3), ïëîñ-êîñòü x1Ox2 ñîâïàäàåò ñ ïîâåðõíîñòüþ ñðåäû (x3 = 0,−∞ < x1, x2 < +∞), à îñü
Ox3 íàïðàâëåíà ââåðõ. Ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà îïèñûâàþòñÿñèñòåìîé óðàâíåíèé Ëàìå, êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì óñòàíîâèâøåãîñÿ õàðàêòåðà äâèæåíèÿñðåäû (ũk (x1, x2, x3, t) = uk (x1, x2, x3) e

−iωt) èìååò âèä
(λk + µk) graddivuk + µk∆uk + ρkω

2uk = 0, k = 1, 2. (1)Êîíñòàíòû λ2, µ2, ρ2 � ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðû Ëàìå è ïëîòíîñòü ñëîÿ. Óïðóãèåõàðàêòåðèñòèêè è ïëîòíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà � λ1, µ1, ρ1 ñîîòâåòñòâåííî. Â (1)è äàëåå âðåìåííîé ìíîæèòåëü îïóùåí.Â ïëîñêîñòè ðàçäåëà óïðóãèõ ñðåä (x3 = −H) èìååòñÿ æåñòêîå âêëþ÷åíèå. Íàïîâåðõíîñòÿõ x3 → −H±0 äåéñòâóþò íàïðÿæåíèÿ t±1 =
(
τ±11, τ

±
12, τ

±
13

), ïåðåìåùåíèÿòî÷åê ïîâåðõíîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì u±
1 =

(
u±11, u

±
12, u

±
13

), ïðè÷åì
u+

1 (x1, x2,−H + 0) = u−
1 (x1, x2,−H − 0) = u1 (x1, x2,−H) , −∞ < x1, x2 <∞,

t+
1 (x1, x2,−H + 0) − t−1 (x1, x2,−H − 0) =

{
0, (x1, x2) /∈ Ω1,
t, (x1, x2) ∈ Ω1.



Èññëåäîâàíèå äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ... 171Àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè îñíîâàíèÿ îáîçíà÷åíûñîîòâåòñòâåííî u2 è t2.Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïèñàííóþ ñðåäó ñ âêëþ÷åíèÿìè êàê ïîäëîæêó.Â êà÷åñòâå ïîêðûòèé ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíûé äå�îðìèðóåìûé îáúåêò [1, 2℄ ñóñðåäíåííûìè ïî òîëùèíå ïàðàìåòðàìè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîãî â óñòàíî-âèâøåìñÿ ñ ÷àñòîòîé ω ðåæèìå çàïèøóòñÿ [1℄
∂2u1

∂x2
1

+
(1 + µ)

2

∂2u2

∂x1∂x2
+

(1 − µ)

2

∂2u1

∂x2
2

+
ρω2 (1 − µ2)

E
u1 +

1 − µ2

Eh
τ1 = b1,

(1 − µ)

2

∂2u2

∂x2
1

+
(1 + µ)

2

∂2u1

∂x1∂x2
+
∂2u2

∂x2
2

+
ρω2 (1 − µ2)

E
u2 +

1 − µ2

Eh
τ2 = b2, (2)

h

12
∇4u3 −

ρω2 (1 − µ2)

E
u2 −

1 − µ2

Eh
τ3 = b3,ãäå h � òîëùèíà ïîêðûòèÿ, µ,E � ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü ñäâèãà è ìîäóëü Þíãà,

ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, u1,2 (x) � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòèâ ïëîñêîñòè x1Ox2, u3 (x) � ïðîãèá ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, τi (x) � êîìïîíåíòûâåêòîðà íàïðÿæåíèé t, i = 1, 3, x = (x1, x2).Â ìàòðè÷íîì âèäå ñèñòåìà (2) ïðåäñòàâèìà
R (∂x1, ∂x2)u− St = b.Âíåøíåå âîçäåéñòâèå è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè èìåþò âèä

b = (b1 (x1, x2) , b2 (x1, x2) , b3 (x1, x2)) ïðè (x1, x2) ∈ Ω1 è b = 0 ïðè (x1, x2) /∈ Ω1;
u (x1, x2) = u2 (x1, x2, 0) , t (x1, x2) = t2 (x1, x2, 0) , u2 (x1, x2, x3) → 0, ïðè√
x2

1 + x2
2 → ∞, u1 (x1, x2, x3) → 0 ïðè √x2

1 + x2
2 + x2

3 → ∞.Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùå-íèÿ.Ñëåäóÿ ìåòîäó èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ñëîèñòûõñðåä ñ äå�åêòàìè, ïðåäñòàâëåííîìó â [3, 4℄ çàäà÷à äëÿ ïîäëîæêè ñâîäèòñÿ ê ñè-ñòåìå �óíêöèîíàëüíî-ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå åñëè â êà÷åñòâå ïîäëîæ-êè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîé íà ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì íà ðàçäåëå�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íà-ïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ïîêðûòèå/ïîäëîæêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíà
U2 = K2T

−
2 + K1U1. (3)Çäåñü â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [3℄

K2 =
(
B−

2 − A−
12C

+
12

)−1 (
I −A−

12A
+
12

)
, K1 = −

(
B−

2 −A−
12C

+
12

)−1
A−

12M
0.Ïðèìåíèâ ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåïî êîîðäèíàòàì x1 è x2 è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (3) ñ ó÷åòîì óñëîâèéñîïðÿæåíèÿ îñíîâàíèÿ è ïîêðûòèÿ, ïîëó÷èì

K (α1, α2)T (α1, α2) = F (α1, α2) , (4)
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K (α1, α2) = (R (−iα1,−iα2)K2 (α1, α2) − S) ,

F (α1, α2) = B (α1, α2) − R (−iα1,−iα2)K1 (α1, α2)U1 (α1, α2) .Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ Ôóðüå-îáðàçîâ T (α1, α2) = Vt (x1, x2, 0),
B (α1, α2) = Vb (x1, x2), U1 (α1, α2) = Vu1 (x1, x2,−H) àìïëèòóä íàïðÿæåíèé ïîäïîêðûòèåì, âîçäåéñòâèé è ïåðåìåùåíèé â ïëîñêîñòè âêëþ÷åíèÿ.Â ñëó÷àå ïîêðûòèé êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñîîòíîøåíèÿ (4) ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ïîêðûòèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ïëàñòèí,çàíèìàþùèõ îãðàíè÷åííûå è ïîëóîãðàíè÷åííûå îáëàñòè, äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîñòà-íîâêè çàäà÷è íåîáõîäèìî ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ ïëàñòèí. Âîçìîæ-íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ íà êðàÿõ ïëàñòèí, ïðèâåäåíû â ðàáîòå[1℄. Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ äå�åêòíîñòè ïîäñòèëàþùåãî îñíîâàíèÿ íà ñâîéñòâàñèñòåìû ïîêðûòèå/ïîäëîæêà â ðåæèìå èõ ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèé ðàññ÷èòûâà-ëèñü âåùåñòâåííûå íóëè è ïîëþñà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K (α1, α2) (4), à òàêæå ååîïðåäåëèòåëÿ ïðè íàëè÷èè âíóòðåííåãî âêëþ÷åíèÿ. Íèæå ïðèâåäåíû êðèâûå âå-ùåñòâåííûõ íóëåé è ïîëþñîâ ýëåìåíòîâ K11 (ðèñ.1) è K33 (ðèñ.2) äëÿ ñðåäû 
æåñòêèì âêëþ÷åíèåì ïðè ñëåäóþùèõ áåçðàçìåðíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ îñíîâàíèÿè ïîêðûòèÿ: ρ

ρ2
= 3, 8; µ

µ2
= 2, 6; ρ1

ρ2
= 1, 5; µ1

µ2
= 2; h

H
= 0, 1. Ïóíêòèðíàÿ ëè-íèÿ ñîîòâåòñòâóåò íóëÿì, ñïëîøíàÿ - ïîëþñàì.

�èñ. 1. Êðèâûå íóëåé è ïîëþñîâ ýëåìåíòà K11
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�èñ. 2. Êðèâûå íóëåé è ïîëþñîâ ýëåìåíòà K33�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ (06-01-96638, 08-01-99016, 08-01-99013) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô ÍØ-4839.2006.1Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Âîëüìèð À.Ñ. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ïëàñòèíîê è îáîëî÷åê. Ì.: Íàóêà, 1972. 432 ñ.[2℄ Áàáåøêî Â.À., Áàáåøêî Î.Ì., Åâäîêèìîâà Î.Â. Ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ ìàòåðè-àëîâ ñ ïîêðûòèÿìè // Äîêëàäû ÀÍ. 2006. Ò.410. � 1. Ñ. 49�52.[3℄ Ïàâëîâà À.Â., �óáöîâ Ñ.Å. Ê ðåøåíèþ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ñëîèñòîãî ïîëó-ïðîñòðàíñòâà ñ äå�åêòàìè / Íàóêà òåõíîëîãèè: òðóäû XXIV �îññ. øêîëû. Ì.: Èçä.�ÀÍ, 2004. Ñ. 283�290.[4℄ Ïàâëîâà À.Â., �óáöîâ Ñ.Å. Ê èññëåäîâàíèþ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé óïðóãîéñðåäû ñ ïîêðûòèåì ïðè íàëè÷èè âíóòðåííèõ äå�åêòîâ / Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìûìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû: òðóäû XII ìåæä. êî�. �îñòîâ í/Ä, 2008. Ñ. 149�151.Pavlova A.V, Rubtsov S.E., Kolesnikov M.N. The boundary-value problemsdes
ribing state of half-spa
e with 
oating and inside defe
ts in the 
onditions of harmoniousin�uen
es are investigated. As 
overings two-dimensional deformable obje
ts with theparameters averaged on a thi
kness are 
onsidered.



ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ ÂÏ�ÅÄÅËÜÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ ÍÅÂßÇÊÎÉ ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈÏåòðîâñêàÿ Í.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñâîáîäíîé êîíâåêöèè æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòèâ ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà. Êàê ïîêàçàë Â. È. Þäîâè÷, óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà äîïóñêàþò âñåãî ñåìü ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ ïðè ñòðåìëåíèè êîý�-�èöèåíòîâ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ê íóëþ èëè ê áåñêîíå÷íîñòè. Èçó÷àþòñÿ óñòîé-÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíò âÿçêî-ñòè µ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè.Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçûñêèâàþòñÿ ìåòîäîì �àëåðêèíà íà îñíîâå ìîäåëè, âêîòîðîé ñêîðîñòü àïïðîêñèìèðóåòñÿ îäíîé áàçèñíîé �óíêöèåé, à óðàâíåíèå òåïëîïðî-âîäíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíîñòüþ. Èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû ïðè µ → 0.1. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå Â. È. Þäîâè÷à [1℄ ïðîâåäåí àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç óðàâíåíèé ñâî-áîäíîé êîíâåêöèè âÿçêîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà:
∂v

∂t
+ (v,∇v) = −∇p + µ∆v + θk,

∂θ

∂t
+ v · ∇θ = δ∆θ, divv = 0 (1)Çäåñü v, θ è p ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòü, îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îòðàâíîâåñíîãî ïðî�èëÿ è äàâëåíèå; ïàðàìåòðû µ è δ (áåçðàçìåðíûå êîý��èöèåí-òû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè) ñâÿçàíû ñ ÷èñëàìè Ïðàíäòëÿ Pr è �ýëåÿ Rañîîòíîøåíèÿìè

µ =
√
Pr/Ra, δ = 1/

√
Pr ·Ra.�àññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ, êîãäà µ, δ ñòðåìÿò-ñÿ ê íóëþ èëè ê áåñêîíå÷íîñòè � èõ îêàçàëîñü âñåãî ñåìü.Ïðåäåëüíûå ñèñòåìû, âîçíèêàþùèå ïðè µ→ ∞, δ → 0 è ñîõðàíåíèè âåëè÷èíû

µ·δα, α ∈ (0, 1], èçó÷åíû â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ Â. È.Þäîâè÷à (ñì. öèòèðîâàííóþâ [2, 3℄ ëèòåðàòóðó). ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äâóìåðíûõ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèéñèëüíî âÿçêîé, ñëàáî òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè â ïîäîãðåâàåìîì ñíèçó ãîðèçîí-òàëüíîì ñëîå èëè êðóãå äëÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà ([2, 3℄) ïîêà-çàëî, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîëå òåìïåðàòóðû ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó âñþäóâ îáëàñòè, êðîìå ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ íà åå ãðàíèöàõ.Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ïëîñêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ ñîñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, áëèçêèõ ê äðóãîìó ïðåäåëüíî-ìó ñëó÷àþ � â îáëàñòè ìàëûõ µ. Ôóíêöèÿ òîêà ψ è âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðû θðàçûñêèâàëèñü â âèäå
ψ =

∑

m,n

ψmn(t) · sin(αmx) · sin(πnz) θ =
∑

m,n

θmn(t) · cos(αmx) · sin(πnz)) (2)



Ìîäåëèðîâàíèå äâóìåðíîé êîíâåêöèè â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íåâÿçêîé æèäêîñòè 175Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì áåçðàçìåðíîé âÿçêîñòè (ïðè �èêñè-ðîâàííîì δ) óñòàíàâëèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì�óíêöèÿ òîêà òåì ëó÷øå àïïðîêñèìèðóåòñÿ åäèíñòâåííûì ñëàãàåìûì ψ11 ·sin(αx)·
sin(πz), ÷åì ìåíüøå µ, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè òåìïåðàòóðû, íàîáîðîò, ïðèõîäèòñÿó÷èòûâàòü âñå áîëüøå ñëàãàåìûõ ðÿäà Ôóðüå (2). Êðîìå òîãî, êîý��èöèåíò ψ11ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî 1/

√
µ, òîãäà êàê êîý��èöèåíòû θmn ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷-íûì ïðåäåëàì ïîðÿäêà O(1), ïðè÷åì ñóùåñòâåííàÿ èõ ÷àñòü � ê íóëþ. Çàäà÷àñòàíîâèòñÿ æåñòêîé, è ýòî íå ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî íà îñíîâå ïîëíûõ óðàâíåíèéÎáåðáåêà-Áóññèíåñêà èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ.Â ñòàòüå [4℄ Â. È. Þäîâè÷ ïðåäëîæèë ìîäåëü ñâîáîäíîé êîíâåêöèè, â êîòîðîéïîëå ñêîðîñòè ïðèáëèæàåòñÿ îäíîé ìîäîé, à óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñîõðà-íÿåòñÿ ïîëíîñòüþ. Äëÿ ýòîé ìîäåëè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷èñëà �ýëåÿ ÷åðåçêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âîçíèêàåò ïàðà óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, êîòî-ðûå ïðîäîëæàþò ñóùåñòâîâàòü ïðè âñåõ ÷èñëàõ �ýëåÿ, à äðóãèõ ñòàöèîíàðíûõðåæèìîâ íåò. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ ýòè ðåæèìû ìîãóò (îäèíðàç) ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ñ âîçíèêíîâåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé, à ïðèìàëûõ Pr îíè óñòîé÷èâû. Èìåííî ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äëÿ ÷èñ-ëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè ïðè µ → 0, δ = const(Pr → 0, Ra→ ∞).2. Êîíå÷íîìåðíûå ãàëåðêèíñêèå àïïðîêñèìàöèèÄâóìåðíûå êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

∆ψt = J(ψ,∆ψ) + µ∆2ψ − θx, θt = J(ψ, θ) + δ∆θ − ψx (3)ãäå J(f, g) = fxgz − fzgx, ∆ = ( )xx + ( )zz, ψ(x, z, t) � �óíêöèÿ òîêà, θ(x, z, t) �îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè:
θ = T − (1 − z). Îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ � êâàäðàò 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1, èíà åå ãðàíèöå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ψ = 0, θ = 0.Çàìåíà t→ εt, ψ → ψ/ε, ε =

√
µ, ïðèâîäèò óðàâíåíèÿ (3) ê �îðìå

∆ψt = J(ψ,∆ψ) + ε3µ∆2ψ − ε2θx, θt = J(ψ, θ) + εδ∆θ − ψx (4)Ôóíêöèÿ òîêà ψ è âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðû θ ðàçûñêèâàþòñÿ â âèäå
ψ = ψ11(t) · sin(πix) · sin(πjz) θ =

∑

i+j≤N
θij(t) · sin(πix) · sin(πjz)Îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà ìåòîäà �àëåðêèíà ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

ψ̇11 = −2ε3π2ψ11 −
4ε2

π2

L∑

i=1

θ2i,1
i

4i2 − 1
(5)

θ̇pq = −εδπ2(p2 + q2)θpq +
π2

4
ψ11

∑

i+j≤2L+1

θij ·Aijpq − ψ11 ·Bpq (6)ãäå Aijpq = jαip1α1qj − iα1piαjq1; Bpq = 4p/(p2 − 1) ïðè q = 1 è p ÷åòíîì, à âîñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ Bpq = 0; αipk = 1 ïðè k = |i − p|, αipk = −1 ïðè k = i + p, è
αipk = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.



176 Ïåòðîâñêàÿ Í.Â.Ñòðóêòóðà óðàâíåíèé (5)-(6) òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ψ11 è θpq ñ íå÷åòíîéñóììîé èíäåêñîâ p+ q îòäåëÿþòñÿ (îáðàçóþò ¾ìîòîðíóþ¿ ñèñòåìó). Äëÿ èññëåäî-âàíèÿ âòîðè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ýòîé ñèñòåìîé (âòîðè÷-íûå ðàâíîâåñèÿ ïðèíàäëåæàò èíâàðèàíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, íà êîòîðîì θpq = 0ïðè ÷åòíûõ p+ q).Ïðè ε = 0 çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ θpq â ðàâíîâåñèè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîéëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
π2

4

∑

i+j≤2L+1

θij ·Aijpq = Bpq (7)Óðàâíåíèÿ (7) ðàñïàäàþòñÿ íà äâå íå ñâÿçàííûå ñèñòåìû. Îäíà èç íèõ, îòíî-ñèòåëüíî θpq ñ ÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè p, îêàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé è èìååò òîëüêîíóëåâîå ðåøåíèå. Âòîðàÿ, îòíîñèòåëüíî θpq ñ íå÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè p, ïîçâîëÿ-åò îïðåäåëèòü íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âòîðè÷íûõ ðàâíîâåñèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé ïðè ε = 0 êàê âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðû, òàê è ñàìà òåì-ïåðàòóðà îêàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè, ÷åòíûìè ïî x è íå÷åòíûìè ïî z (îòíîñèòåëüíî
x = 1/2 è z = 1/2 ñîîòâåòñòâåííî).3. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèéÊîíå÷íîìåðíûå ìîäåëè (5)-(6) èçó÷àëèñü ÷èñëåííî äëÿ 2 ≤ L ≤ 20. Ïðè �èê-ñèðîâàííîì δ ïàðàìåòð µ èçìåíÿëñÿ îò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîòåðå óñòîé-÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, äî çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê íóëþ (ïîðÿäêà 10−6).Êîìïîíåíòû âòîðè÷íûõ ðàâíîâåñèé íàõîäèëèñü ïóòåì ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñè-ñòåì óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ ïðàâûõ ÷àñòåé â (5)-(6). Äëÿèññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ âû÷èñëÿëèñüñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Îòâåòâëÿþùèåñÿ îòñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ âòîðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ îñòàâàëèñü óñòîé÷èâûìè âîâñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ.
a) b) 
)�èñ. 1. Èçîòåðìû; a) µ = 0.013, b) µ = 0.0016, 
) µ = 0.000064.Ýâîëþöèÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû â ðàâíîâåñèè ñ óìåíüøåíèåì µ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1,ãäå ïðèâåäåíû èçîòåðìû äëÿ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîãî êîý��èöèåíòà âÿçêîñòè µ =

0.013 (Ra = 1.78 · Ra∗, Pr = 0.8), µ = 0.0016 (Ra = 14.22 · Ra∗, Pr = 0.1) è
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µ = 0.000064 (Ra = 355.6 · Ra∗, Pr = 0.004). �àñ÷åòû ñîîòâåòñòâóþò δ = 0.016,
Ra∗ - êðèòè÷åñêîå ÷èñëî �ýëåÿ, îòâå÷àþùåå ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîãîðàâíîâåñèÿ (Ra∗ ≈ 2704). Âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè âîçíèêàþò ïîãðàíè÷íûå ñëîè,à â öåíòðàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè òåìïåðàòóðà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîñòîÿííîé � ñì.ðèñ. 2, ãäå ïðèâåäåíû ïðî�èëè òåìïåðàòóðû T (z) â ñå÷åíèè x = 1/2 äëÿ òåõ æåçíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, è ãðà�èê òåìïåðàòóðû ïðè µ = 0.000064 íà ðèñ. 3.
a) b) 
)�èñ. 2. Ïðî�èëè òåìïåðàòóðû T (z) â ñå÷åíèè x = 1/2; a) µ = 0.013, b) µ = 0.0016,
) µ = 0.000064.Ïðè µ → 0 çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ θpq ñ ÷åòíûìè p ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, àçíà÷åíèÿ θpq ñ íå÷åòíûìè p ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íûì ïðåäåëàì. Ýòè ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (7) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè L.

�èñ. 3. �ðà�èê òåìïåðàòóðû ïðè µ = 0.000064.Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (ïðè µ = 0) ïåðâûõ øåñòè êîý�-�èöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå äëÿ âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðû θmn (íîðìèðîâàííûõ ìíî-æèòåëåì π2), ðàññ÷èòàííûå ïðè 10 ≤ L ≤ 20. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â ïîñëåäíåé ñòðî-êå òàáëèöû ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå�óíêöèè θ0(x, z) = (z − 1/2) · π2. Âû÷èñëåíèÿ äåìîíñòðèðóþò ñõîäèìîñòü θij êñîîòâåòñòâóþùèì �óðüå-êîý��èöèåíòàì �óíêöèè θ0(x, z). Òàêèì îáðàçîì, îêà-çûâàåòñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà æèäêîñòè ñðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ âñþäóâ îáëàñòè, êðîìå ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ íà åå ãðàíèöàõ, êàê è â ñëó÷àå êîíâåêöèèñèëüíî âÿçêîé è ñëàáî òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ θmn îïðåäåëÿëèñü ïóòåì ðåøåíèÿëèíåéíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåí-



178 Ïåòðîâñêàÿ Í.Â.òàìè ìåòîäîì �àóññà, òî åñòü òî÷íî (â ïðîñòûõ äðîáÿõ) ïðè ïîìîùè ïàêåòà àíàëè-òè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé MAPLE, è îêðóãëÿëèñü òîëüêî ïðè ðàçìåùåíèè â òàáëèöå.L π2θ12 π2θ14 π2θ32 π2θ16 π2θ34 π2θ5210 -3.967 -1.932 -1.234 -1.227 -0.476 -0.63512 -3.976 -1.952 -1.262 -1.259 -0.529 -0.68214 -3.982 -1.964 -1.280 -1.278 -0.562 -0.71116 -3.986 -1.972 -1.292 -1.291 -0.585 -0.73118 -3.989 -1.978 -1.300 -1.299 -0.601 -0.74520 -3.991 -1.982 -1.306 -1.306 -0.613 -0.755
∞ -4.0 -2.0 -1.333 -1.333 -0.667 -0.8Òàáëèöà 1�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ åâðîïåéñêîãî íàó÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ¾�åãóëÿðíàÿè õàîòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà¿ (ãðàíò �ÔÔÈ 07-01-92213-ÍÖÍÈË), à òàêæå ãðàí-òîâ �ÔÔÈ 07-01-00389à, 08-01-00895 è ãðàíòà ÀÔ�È� (CRDF) RUM1-2842-RO-06.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Îá óðàâíåíèÿõ ñâîáîäíîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà. �îñòîâ-íà-Äîíó, 1990. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ, � 6225-Â90. 19 ñ.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ., Ïåòðîâñêàÿ Í.Â., Øèðÿåâà Å.Â. Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ïî ñâî-áîäíîé êîíâåêöèè â ñèëüíî âÿçêîé, ñëàáî òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè. �îñòîâ-íà-Äîíó, 2004. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ, � 422-Â2004. 54 ñ.[3℄ Æóêîâ Ì.Þ., Ïåòðîâñêàÿ Í.Â., Øèðÿåâà Å.Â. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå òåðìîãðà-âèòàöèîííîé êîíâåêöèè â ïëîñêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå è êðóãå â ñëó÷àå ñèëüíîâÿçêîé, ñëàáî òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè. // Â ñá.: Òðóäû X Ìåæäóíàðîäíîé êîí�å-ðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû". �îñòîâ-íà-Äîíó, 2006.[4℄ Yudovi
h V.I. Îá îäíîé áåñêîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè ñâîáîäíîé êîíâåêöèè // Èçâ. ÀÍÑÑÑ�. Ôèç. àòìîñ�. è îêåàíà. 1990. Ò.26, � 12. Ñ. 1323�1333.Petrovskaya N.V. Numeri
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Î ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÈ ÂÈÁ�ÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â ÑËÎÅÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÏðîçîðîâ Î.À., Øëåéêåëü À.Ë.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðîâåäåí àíàëèç ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ êîíâåêòèâíîé óñòîé÷èâîñòè, âîçíèêàþùèõ ïðèèñïîëüçîâàíèè äâóõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè. Ïîñòðîåíû äëèí-íîâîëíîâûå àñèìïòîòèêè êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèâåäåíû ãðà�èêè íåéòðàëüíûõêðèâûõ.Èññëåäóåòñÿ âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè, íàêîòîðûé äåéñòâóåò âûñîêî÷àñòîòíàÿ âèáðàöèÿ, âäîëü âåêòîðà s = (cosϕ, 0, sinϕ)ïî çàêîíó a

ω
f(ωt). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîé çàïîëíåí ñëàáî íåèçîòåðìè÷åñêîéæèäêîñòüþ è îãðàíè÷åí ñíèçó òâåðäîé ñòåíêîé, à ñâåðõó ñâîáîäíîé íåäå�îðìè-ðóþùåéñÿ â ñðåäíåì ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Â ðàáîòå [1℄ â êà÷åñòâå ìîäåëè âçÿòûóðàâíåíèÿ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà â îáîáùåííîì ïðèáëèæåíèè (ÎÎÁ) [2℄, çàïèñàí-íûå â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(1 − κεT ′)
dv′

dt
= −∇p′ + ∆v′ + (1 − εT ′)(Gaγ − ωRef(ωt)s),

div v′ = 0, s = (cosϕ, 0, sinϕ), (1)
dT ′

dt
= Pr−1∆T ′.Êðàåâûå óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè x3 = ζ ′(x1, x2, t) èìåþò âèä

(v′, l′) =
∂ζ ′

∂t
,

∂T ′

∂n′ − BiT
′ = δ1,

τ ′ikn
′
k − p′n′

i = 2

(
C − Ma

Pr
T ′
)
Kni +

Ma

Pr

∂T ′

∂xi
nkni. (2)Íà òâåðäîé ñòåíêå x3 = 1:

v′ = 0,
∂T ′

∂x3
+B0T

′ = δ2. (3)Çàäà÷à (1)-(3) ñîäåðæèò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:
ε = Aβh, ω =

ω̃h2

ν
, Re =

ah

ν
, Ga =

gh3

ν2
, P r =

ν

χ
,

Ma =
AσTh

2

p0χν
, C =

σ0h

p0ν2
, Bi =

b1h

k1
, B0 =

b2h

k2
.



180 Ïðîçîðîâ Î.À., Øëåéêåëü À.Ë.Â ñëó÷àå ω ≫ 1, a = O(1) â [1℄ áûë ïðèìåíåí ìåòîä îñðåäíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòåâ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèÿõ ïîÿâèëàñü âèáðîãåííàÿ ìàññîâàÿ ñèëà [3℄:
F v = Re2 < f ′2 > (w,∇)∇Φ,à â äèíàìè÷åñêîì êðàåâîì óñëîâèè âèáðîãåííîå íàïðÿæåíèå

τν = −Re2 < f ′2 >

(w2

2
+
∂Φ

∂z
(w, l)) .Çäåñü w è Φ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è

(1 − κεT )w = −∇Φ + (1 − εT )s, divw = 0,

Φ(ζ(x1, x2, t)) = 0, x3 = 1 : wn = 0. (4)Åñëè κ = 0, òî èìååì êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà. Èñïîëüçî-âàíèå ýòèõ äâóõ ìîäåëåé ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì êà÷åñòâåííûì ðåçóëüòàòàì. Âäàííîé ñòàòüå ýòî ïîêàçàíî äëÿ ñëó÷àÿ íåäå�îðìèðóåìîé â ñðåäíåì ñâîáîäíîéãðàíèöû. Ïðè åå èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè êâàçèðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðèõî-äèì ê äâóì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì, ñîîòâåòñòâóþùèì óêàçàííûì ìîäåëÿì.Ïåðâàÿ ñïåêòàëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
λLv = L2v +Raα2θ − µα2(DΦ + θ),

λPrθ = Lθ − v,

LΦ = −Dθ. (5)
z = 0 : v = 0, D2v −Maα2θ = 0, Dθ −Biθ = 0, Φ = 0,

z = 1 : v = Dv = 0, Dθ +B0θ = 0, DΦ + θ = 0.ãäå L = D2 − α2, D =
d

dz
, µ = ε2Pr(Re sinϕ)2 < f ′2 > �âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð.Äëÿ âòîðîé çàäà÷è (κ = 0) ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä:

λLv = L2v +Raα2θ − µα2(sinϕ(DΦ + θ sinϕ) + iα cosϕΦ)

λPrθ = Lθ − v

LΦ = −iα cosϕθ − sinϕDθ. (6)
z = 0 : v = 0, D2v −Maα2θ = 0, Dθ − Biθ = 0, Φ = 0.

z = 1 : v = Dv = 0, Dθ +B0θ = 0, DΦ + sinϕθ = 0.ãäå µ = ε2PrRe2 < f ′2 >.Êàê âèäíî, â ïåðâîé çàäà÷å âèáðàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì µ, àâî âòîðóþ çàäà÷ó óãîë ϕ è ïàðàìåòð µ âõîäÿò îòäåëüíî. Ïðè ϕ = π/2 ýòè çàäà÷èñîâïàäàþò. Çàäà÷è (5) è (6) áûëè èññëåäîâàíû ÷èñëåííûìè è àñèìïòîòè÷åñêèìèìåòîäàìè.Ïîëó÷åíî, ÷òî â (5) èìååò ìåñòî òîëüêî ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè(λ = 0). Â çàäà÷å (6) ìîíîòîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñóùåñòâóåò ïðè ϕ = 0, ϕ = π/2, â



Î âîçíèêíîâåíèè âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè â ñëîå íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè 181

0 1 2 3 4 5 6 7
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

α

Ma

 

 

µ=100000

µ=10000

µ=1000

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü Ma(α) ïðè µ = 103, 104, 105

0 1 2 3 4 5 6
0

100

200

300

400

500

600

700

α

Ma

 

 
µ=10000

α
1
* α

2
*�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü Ma(α)



182 Ïðîçîðîâ Î.À., Øëåéêåëü À.Ë.

0 2 4 6 8 10
−8000

−6000

−4000

−2000

0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

α

Ma

φ=π/6

 

 

µ=103

µ=104

µ=105
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�èñ. 4. C(α): µ = 103, 104, 105, ϕ = π/6îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íåóñòîé÷èâîñòü �êîëåáàòåëüíàÿ. Ïîâåäåíèå íåéòðàëüíûõ êðè-âûõ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1-4.Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1) ïîëó÷åíî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà µ íåéòðàëü-íûå êðèâûå ïîäíèìàþòñÿ ââåðõ è ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé ìèíèìóì (ðèñ. 2). Íàéìåíü-øåå çíà÷åíèå ÷èñëà Ma äîñòèãàåòñÿ íà ïåðâîì ìèíèìóìå, äëÿ êîòîðîãî âîëíîâîå÷èñëî α∗ óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì µ.Ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà
Ma(α) =

80(1 +Bi)

α2
+O(1), Bi 6= 0, B0 = ∞. (7)

Ma(α) =
48Bi

α2
+

[
48 − 3

20
Ra +Bi

(
96

5
+

89

3150
µ− 289

6300
Ra

)]
, B0 = 0. (8)Âî âòîðóþ çàäà÷ó (6) óãîë ϕ è ïàðàìåòð µ = ε2Re2 < f ′2 > âõîäÿò îòäåëüíî,



Î âîçíèêíîâåíèè âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè â ñëîå íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè 183ïîýòîìó áûëè ïîñòðîåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå äëÿ ϕ = π/6 è µ = 103, 104, 105.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè, ïîëàãàåì
λ = ic, ñòðîèì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðàìåòðû çàäà÷è, èçêîòîðîãî íàõîäèì çíà÷åíèÿ c(α, Pr, µ, ϕ,Ra,Bi) è Ma(α, Pr, µ, ϕ,Ra,Bi, c). Óñëî-âèå Im(Ma) = 0 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòîòû íåéòðàëüíûõêîëåáàíèé c. Ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

c(α, ϕ, µ) = µ sin 2ϕc0α
3 + o(α3), Ma(α, ϕ, µ) =

M0

α2
+M2(µ, ϕ). (9)Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå Ma(α), ïðè

Pr = 0.01, Bi = 0.1, Ra = 0, B0 = ∞, ϕ =
π

6è µ = 103, 104, 105. Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
µ ïîÿâëÿþòñÿ ðàçðûâû íåéòðàëüíûõ êðèâûõ, êîòîðûå ñäâèãàþòñÿ âëåâî ñ ðîñòîì
µ. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü c(α) ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïîêàçàë, ÷òî ó÷åò ïåðåìåííîéïëîòíîñòè â èíåðöèîííûõ ÷ëåíàõ ìåíÿåò âèä îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé è îêàçû-âàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè âñëîå íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (05-01-00587, 07-0100099-a).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà âîçíèê-íîâåíèå êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè // ÏÌÌ. 2002.T. 66. âûï. 4.[2℄ Lyubimov D. V. Thermovibrational �ows in a �uid with a free surfa
e // Mi
rogravityQuarterly. 1994. V. 4. P. 117-122.[3℄ Þäîâè÷ Â.È. Âèáðîäèíàìèêà è âèáðîãåîìåòðèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè// Óñïåõè ìåõàíèêè. 2006. T. 4. �3 
. 26-158.Prozorov O.A., Sheykel A. L. On the onset of 
onve
tion in vibrating nonhomogeneous�uid. Thermo
apillar 
onve
tion in vibrating �uid is studied. Two di�erent models for
onve
tion are used. It's shown that monotoni
 instability is developed in the model followingfrom generalized Oberbeque - Boussinesq equation. Use of 
lassi
al Oberbeque - Boussinesqleads to os
illatory instability. Both models are studied numeri
ally and asymptoti
ally.Neutral stability 
urves are plotted.



ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÎ�ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕÒÅ×ÅÍÈÉ�åâèíà Ñ. Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåòÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Âëàäèêàâêàç�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé,êîãäà îäèí èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (âîëíîâîå ÷èñëî
α ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Äëÿ îñíîâíîãî òå÷åíèÿ âèäà: v = (0, 0, V3(x1, x2)) ïîëó÷åíû ÿâ-íûå �îðìóëû ãëàâíûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà ñðåäíåå ïðîäîëüíîéêîìïîíåíòû ñêîðîñòè 〈V3〉 = 0 è êîãäà ýòî ñðåäíåå îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî âîòñóòñòâèå âûðîæäåíèé, ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.1. Ââåäåíèå. �àññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå x = (x1, x2, x3) ∈ R3 ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ ñèë
F (x, t), ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2 è x3 ñ ïåðèîäàìè
L1, L2 è L3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëå ñêîðîñòåé v è äàâëåíèå p óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìåóðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà è óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè:

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p + F , div v = 0,ãäå ν � áåçðàçìåðíàÿ âÿçêîñòü.Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè vïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2, x3 ñ ïåðèîäàìè L1, L2, L3 ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L3 = 2π/α, α → 0. Ïóñòü z = αx3. Òîãäà ïîëå ñêîðîñòåéïåðèîäè÷íî ïî z ñ ïåðèîäîì 2π.Âñþäó â äàëüíåéøåì ÷åðåç 〈f〉 áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå ïî ïåðåìåííûì x1,

x2:
〈f〉 =

1

L1L2

L1∫

0

L2∫

0

f(x1, x2, x3) dx1 dx2,à ÷åðåç 〈〈f〉〉 � ñðåäíåå ïî ïàðàëëåëåïèïåäó ïåðèîäîâ:
〈〈f〉〉 =

1

|Ω|

∫

Ω

f(x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3, Ω = [0, L1] × [0, L2] × [0, 2π].Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè v ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì:
〈〈v〉〉 = q.



Äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè 185Äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà (α → 0) çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ïà-ðàëëåëüíûõ òå÷åíèé v = (0, V2(x)) ïîëó÷åíà â [1℄. Èññëåäîâàíèþ àâòîêîëåáàíèé,âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî äëèí-íîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, ïîñâÿùåíà ðàáîòà [2℄. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòèòðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé âèäà v = (αV1, αV2, V3), 〈V3〉 6= 0 ðàññìîòðåíàâ [3℄. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñðåäíåå ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòèîòëè÷íî îò íóëÿ, òî ïðè óìåíüøåíèè âÿçêîñòè ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿóñòîé÷èâîñòè.Èçó÷åíèå àâòîêîëåáàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõè òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèéáûëî ïðîäîëæåíî â [4�5℄.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàð-íîãî òå÷åíèÿ âèäà
v = (0, 0, V3(x1, x2)). (1)â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà 〈V3〉 = 0 è êîãäà 〈V3〉 6= 0. ßâíî íàéäåíû ïåðâûå ÷ëåíûàñèìïòîòèêè ïî ïàðàìåòðó α ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñîîò-âåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.2. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé âèäà u =

= ϕ(x1, x2, z)e
σt ïîëó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à:
σϕj + αV3

∂ϕj
∂z

− νc

(
∆0 + α2 ∂

2

∂z2

)
ϕj = − ∂P

∂xj
, (2)

σϕ3 + αV3
∂ϕ3

∂z
+ ϕs

∂V3

∂xs
− νc

(
∆0 + α2 ∂

2

∂z2

)
ϕ3 = −α∂P

∂z
, (3)

∂ϕs
∂xs

+ α
∂ϕ3

∂z
= 0, 〈〈ϕ〉〉 = 0. (4)Çäåñü ∆0 =

∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

� ïëîñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà, èíäåêñû j, s ìåíÿþòñÿ îò 1äî 2, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.Íåèçâåñòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå �óíêöèè è êðèòè÷åñêîå çíà-÷åíèå âÿçêîñòè νc áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó α:
σ =

∞∑
k=0

σkα
k, νc = ν∗ +

∞∑
k=1

νkα
k,

ϕ =
∞∑
k=0

ϕkαk, P =
∞∑
k=0

P kαk.Ïðèðàâíèâàÿ â ñèñòåìå (2) � (4) âûðàæåíèÿ ïðè α0: âûâîäèì, ÷òî êîý��èöèåíò
σ0 = 0, �óíêöèè ϕ0

j è P 0 çàâèñÿò òîëüêî îò z: ϕ0
j = ϕ0

j(z) è P 0 = P 0(z), à ϕ0
3 èìååòâèä:

ϕ0
3 =

1

ν∗
ϕ0
s(z)

∂θ3
∂xs

,ãäå ∆0θ3(x1, x2) = V3 − 〈V3〉, 〈θ3〉 = 0.



186 �åâèíà Ñ.Â.Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè α1, èç (2) � (4) âûâîäèì ðàâåíñòâà:
σ1ϕ

0
j(z) + V3

dϕ0
j

dz
− ν∗∆0ϕ

1
j = −∂P

1

∂xj
, (5)

σ1ϕ
0
3 + V3

∂ϕ0
3

∂z
+ ϕ1

s

∂V3

∂xs
− ν∗∆0ϕ

1
3 − ν1∆0ϕ

0
3 = −dP

0

dz
, (6)

∂ϕ1
s

∂xs
+
∂ϕ0

3

∂z
= 0, 〈〈ϕ1

k〉〉 = 0. (7)Ïîñëå îñðåäíåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ïðèõîäèì ê çàäà÷å äëÿ íàõîæäåíèÿ σ1, ϕ0
j :

σ1ϕ
0
j (z) + 〈V3〉

dϕ0
j

dz
= 0, ϕ0

j (z + 2π) = ϕ0
j (z).îòêóäà, åñëè 〈V3〉 6= 0, òî σ1 = im〈V3〉, ϕ0

j(z) = C0
j e

−imz. Åñëè æå 〈V3〉 = 0,ïîëó÷àåì: ω1
0 = 0, ϕ0

j(z) � îñòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè.Èç (5), (7) íàéäåì P 1 è ϕ1
j :

P 1 = −2
dϕ0

j

dz

∂θ3
∂xj

+ 〈P 1〉, ϕ1
j =

1

ν∗
dϕ0

s

dz

[
θ3δjs − 2

∂2F3

∂xs∂xj

]
+ 〈ϕ1

j〉,ñðåäíèå P 1 è ϕ1
j ïîêà íå îïðåäåëåíû, �óíêöèÿ F3 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé:

∆0F3(x1, x2) = θ3, 〈F3〉 = 0.Èç (6) íàõîäèì
ϕ1

3 =
1

ν∗2

dϕ0
s

dz
Gs +

1

ν∗
〈ϕ1

s〉
∂θ3
∂xs

− ν1

ν∗
ϕ0

3, (8)ãäå �óíêöèÿ Gs îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è
∆0Gs =

(
θ3δjs − 2

∂2F3

∂xs∂xj

)
∂V3

∂xj
+ ∆0θ3

∂θ3
∂xs

, 〈Gs〉 = 0. (9)Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ïðè α2, èç (2) � (4) âûâîäèì ðàâåíñòâà:
σ2ϕ

0
j(z) + ∆0θ3

∂ϕ1
j

∂z
− ν∗∆0ϕ

2
j − ν1∆0ϕ

1
j − ν∗

d2ϕ0
j

dz2
= −∂P

2

∂xj
, (10)

σ2ϕ
0
3 + ∆0θ3

∂ϕ1
3

∂z
+ ϕ2

s

∂V3

∂xs
− ν∗∆0ϕ

2
3 − ν1∆0ϕ

1
3 − ν2∆0ϕ

0
3 − ν∗

∂2ϕ0
3

∂z2
= −∂P

1

∂z
,(11)

∂ϕ2
s

∂xs
+
∂ϕ1

3

∂z
= 0, 〈〈ϕ2

k〉〉 = 0. (12)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî 〈ϕ1
j〉 îñðåäíèì óðàâíåíèå (10) ïî ïåðåìåííûì x1, x2:

〈V3〉
[
im〈ϕ1

j〉 +
d

dz
〈ϕ1

j〉
]

=
1

ν∗
(
ν∗2δjs − ajs

) d2ϕ0
s

dz2
− σ2ϕ

0
j(z), (13)



Äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè 187ãäå êîìïîíåíòû ìàòðèöû A = {ajs} îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé:
ajs = 2

〈
∂θ3
∂xj

∂θ3
∂xs

〉
− δjs〈(∇0θ3)

2〉. (14)Åñëè 〈V3〉 6= 0, òî èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (13) íàõîäèì σ2 = 0.Íóëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìçíà÷åíèåì ìàòðèöû A: AC0 = ν∗2C1 è
ν∗2 =

√
− detA =

√
a2

11 + a2
12. (15)Åñëè æå 〈V3〉 = 0, òî óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä

1

ν∗
(
ν∗2δjs − ajs

) d2ϕ0
s

dz2
− σ2ϕ

0
j(z) = 0. (16)Îòñþäà ϕ0

j(z) = C0
j e

−imz, óðàâíåíèå (16) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè óðàâ-íåíèÿ (13) â ñëó÷àå 〈V3〉 6= 0. Ïîýòîìó äëÿ σ2, ν∗2 ïîëó÷àåì òå æå âûðàæåíèÿ.Èç (10) íàõîäèì P 2, ϕ2
j . Âûðàæåíèÿ ýòèõ �óíêöèé îäèíàêîâû â ðàññìàòðèâà-åìûõ ñëó÷àÿõ è íå ïðèâîäÿòñÿ çäåñü ââèäó ãðîìîçäêîñòè.Â îñðåäíåííîì ïî x1, x2 óðàâíåíèè (2) âûïèøåì ñëàãàåìûå ïðè α3. Ïîñëå ïðå-îáðàçîâàíèé âûðàæåíèå ïðèíèìàåò âèä:

〈V3〉
[
im〈ϕ1

j〉 +
d

dz
〈ϕ1

j〉
]

= −(σ3 + 2m2ν1)ϕ
0
j (z) −

−im
3

ν∗2
fjsϕ

0
s(z) −

1

ν∗
d2〈ϕ1

s〉
dz2

(ajs − ν∗2δjs). (17)ãäå ÷åðåç fjs îáîçíà÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
fjs = 〈δjsθ2

3∆0θ3 − 2
∂2F3

∂xs∂xj
θ3∆0θ3 + 2

∂Qs

∂xj
θ3〉.Åñëè 〈V3〉 6= 0, òî ñðåäíåå 〈ϕ1

j〉 èìååò âèä: 〈ϕ1
j〉 = βC1

j e
−imz, ãäå C1 åñòü ñîáñòâåí-íûé âåêòîð ìàòðèöû A: AC1 = −ν∗2C1. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (17)ïîëó÷àåì:

ν1 = 0, σ3 = −im
3

ν∗2
ξ1,

Re β = 0, Im β = − m

2ν∗3
ξ2, (18)ãäå ξ1 è ξ2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ fjsC0

s = ξ1C
0
j + ξ2C

1
j .Ïóñòü 〈V3〉 = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (17) ïîñëå óïðîùåíèé ïðèíèìàåò âèä:

1

ν∗
(ajs − ν∗2δjs)

d2〈ϕ1
s〉

dz2
= −(σ3 + 2m2ν1)ϕ

0
j (z) − i

m3

ν∗2
fjsϕ

0
s(z). (19)Ñíîâà ïîäñòàâëÿÿ ñðåäíåå â âèäå 〈ϕ1

j〉 = βC1
j e

−imz è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòûïðè C0, C1, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì (18).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðåõìåðíîãî ñäâèãîâîãî îñíîâíîãî òå÷åíèÿ ãëàâíûå ÷ëåíûàñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ëèíåéíîé ñïåêòðàëü-íîé çàäà÷è ñîâïàäàþò. Åñëè ξ1 6= 0, òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.



188 �åâèíà Ñ.Â.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Î íåóñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé // ×èñëåííûå ìå-òîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì., Íàóêà. 1966. Ñ. 242�249.[2℄ Þäîâè÷ Â.È.Îá àâòîêîëåáàíèÿõ,âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëü-íûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìó-ùåíèé // Èçâ.ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1973. �1. Ñ. 32�35.[3℄ Þäîâè÷ Â.È. Íåóñòîé÷èâîñòü äëèííîâîëíîâûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè // Èçâ.ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1990. �4. C. 31�35.[4℄ �åâèíà Ñ.Â., Þäîâè÷ Â.È. Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëü-íî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 2001. �2. Ñ. 29�41.[5℄ Ìåëåõîâ À.Ï., �åâèíà Ñ.Â. Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíîäëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 2008. �2. Ñ. 41�56.Revina S.V. The stability problem of 3-D shearing motion streams of vis
ous �ow withrespe
t to long-wave length disturban
es. We 
onsider the stability problem of stationary 3-Dspatially-periodi
 stream v = (0, 0, V3(x1, x2)) with respe
t to long-wave length disturban
esin two 
ases 〈V3〉 = 0, 〈V3〉 6= 0, when one of the periods goes to in�nity (the wave number
α goes to zero). The expli
it formulas for the main asymptoti
 terms are obtained. Whennondegenera
y 
onditions are ful�lled the os
illating loss of stability takes pla
e.



ÎÖÅÍÊÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ ÏÎËÓ��ÓÏÏÛ ÎÇÅÅÍÀÑàçîíîâ Ë.È.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó.Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Âëàäèêàâêàç.Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ âîçìóùåííàÿ ïîëóãðóïïà îïåðàòîðîâÎçååíà äîïóñêàåò ñòåïåííûå îöåíêè, àíàëîãè÷íûå îöåíêàì íåâîçìóùåííîé ïîëóãðóïïûÎçååíà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî óêàçàííûé �àêò èìååò ìåñòî, åñëè âîçìóùåííûé îïåðàòîð Îçå-åíà íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàìûêàíèè ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ðå-çóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ìàëûõ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âîçìóùåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî îñ-íîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ îá îáðàòèìîñòè ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé áàíàõîâîé àëãåáðû îïåðàòîð-�óíêöèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà Àëëàíà-Äóãëàñà.Íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè ïðè îáòåêàíèè òåëàîïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû Íàâüå - Ñòîêñà




∂u

∂t
= ν△u− (u,∇)u−∇p+ f,

div u = 0, u|t=0 = a, u|∂Ω = 0, u|∞ = u∞

(1)ãäå Ω ⊂ R3 � âíåøíîñòü îáòåêàåìîãî òåëà, u � ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè, p � �óíê-öèÿ äàâëåíèÿ, f � ïîëå âíåøíèõ ñèë, ν � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè.Îñóùåñòâëÿÿ ëèíåàðèçàöèþ íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè u = u∞(1, 0, 0)(f = 0),ïîëó÷àåì ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó Îçååíà (Ñòîêñà ïðè u∞ = 0)




∂u

∂t
= ν△u− u∞∂1u−∇p,

div u = 0, u|t=0 = a, u|∂Ω = 0, u|∞ = 0.

(2)Ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð ñèñòåìû (2) u(t) = T (t)a îïðåäåëåí â ïîäõîäÿùåì áà-íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è îáðàçóåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó, íàçûâàåìóþ ïîëó-ãðóïïîé Îçååíà (Ñòîêñà ïðè u∞ = 0).Â èññëåäîâàíèÿõ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ïîëóãðóïïîâûìè ìåòîäàìè âàæíóþðîëü èãðàþò îöåíêè óêàçàííûõ ïîëóãðóïï. (Ñì. [1℄ è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèî-ãðà�èþ îá îöåíêàõ ïîëóãðóïïû Ñòîêñà; [2℄, [3℄ � îá îöåíêàõ ïîëóãðóïïû Îçååíà.)Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ äëÿ âîçìóùåí-íîé ïîëóãðóïïû Îçååíà T̃ (t), ñâÿçàííîé ñ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìîé Îçååíà




∂u

∂t
= ν△u− u∞∂1u− (v,∇)u− (u,∇)v −∇p,

div u = 0, u|t=0 = a, u|∂Ω = 0, u|∞ = 0,

(3)âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè, àíàëîãè÷íûå îöåíêàì íåâîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû. Ïðè ìà-ëûõ âîçìóùåíèÿõ îöåíêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íåïîñðåäñòâåííî ïðè èññëåäîâà-íèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû. Â îáùåì ñëó÷àå îíè



190 Ñàçîíîâ Ë.È.ïîëó÷àþòñÿ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ îá îáðàòèìîñòè â íåêîòîðîé áàíà-õîâîé àëãåáðå îïåðàòîð-�óíêöèé. Îáðàòèìîñòü îïåðàòîð-�óíêöèé èññëåäóåòñÿ íàîñíîâå ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà Àëëàíà - Äóãëàñà [4℄.Âîçìóùåííûé îïåðàòîð ÎçååíàÏóñòü Ω ⊂ R3 � âíåøíÿÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C2, L3
p(Ω) (1 < p <∞)� ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà Ω, W k

p (Ω), k = 1, 2 � ñîáîëåâñêèåïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, Ẇ 1
p (Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâî â W 1

p (Ω), ñîñòîÿùåå èçïîëåé ñ íóëåâûì ñëåäîì íà ãðàíèöå ∂Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp(Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâîâ L3
p(Ω), ÿâëÿþùååñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà âñåõ �èíèòíûõ ãëàäêèõ ñîëåíîèäàëü-íûõ ïîëåé â îáëàñòè Ω. Èçâåñòíî ([5℄, [6℄), ÷òî îïåðàòîð Π îðòîãîíàëüíîãî ïðîåê-òèðîâàíèÿ èç L3

2(Ω) íà ïîäïðîñòðàíñòâî S2(Ω) îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åííûé ïðîåêòîð
Π : Lp(Ω) → Sp(Ω) (1 < p <∞), íàçûâàåìûé ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïðîåêòîðîì.�àññìîòðèì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Sp(Ω) îïåðàòîð Îçååíà

A = Π(△− u∞∂1) (4)ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) = Sp(Ω) ∩W 2
p (Ω) ∩ Ẇ 1

p (Ω).Îïåðàòîð Îçååíà ïîðîæäàåò â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå Sp(Ω) (1 < p < ∞) àíàëè-òè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó T (t), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖T (t)Π∂α‖p→q ≤ cαpqt

−|α|/2−3/2(1/p−1/q),ãäå 1 < p ≤ q <∞ ïðè α = 0; 3/2 ≤ p ≤ q <∞ ïðè |α| = 1.Ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè u∞ 6= 0 äàííûå îöåíêè óñòàíîâëåíû â [2℄ ìå-òîäîì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, â [3℄ îíè ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî è èíûìèìåòîäàìè, ïðè÷åì äîêàçàíà èõ ðàâíîìåðíîñòü ïî ïàðàìåòðó u∞ ∈ (0, r).Âìåñòå ñ îïåðàòîðîì A ðàññìîòðèì âîçìóùåííûé îïåðàòîð Ã = A + B, ãäå
Bu = −Π((u,∇)v + (v,∇)u).ÑïðàâåäëèâàËåììà 1. Ïóñòü v � ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå, ïðè÷åì v, ∂jv ∈ L3

∞(Ω). Òîãäàâîçìóùåííûé îïåðàòîð Ã ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Ã) = D(A) ïîðîæäàåò âëþáîì ïðîñòðàíñòâå Sp(Ω) (1 < p <∞) àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó T̃ (t).Àëãåáðà îïåðàòîð-�óíêöèé Aα,β(End X)Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, End X � áàíàõîâà àëãåáðà âñåõ ëèíåéíûõîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cα,β(End X) ïðî-ñòðàíñòâî îïåðàòîð-�óíêöèé U = U(t) íà [0,∞) ñî çíà÷åíèÿìè â End X, êîòîðîåÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì â íîðìå
‖U‖α,β = sup

t>0
‖tα(1 + t)βU(t)‖ìíîæåñòâà C0(End X) âñåõ íåïðåðûâíûõ íà [0,∞) �èíèòíûõ îïåðàòîð-�óíêöèé.Â Cα,β(End X) ââåäåì îïåðàöèþ ñâåðòêè U ∗ V, ïîëàãàÿ

(U ∗ V )(t) =

t∫

0

U(t− τ)V (τ)dτ.



Îöåíêè âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà 191Ïðè 0 ≤ α < 1, α+β > 1 (äàëåå âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì) ñïðàâåäëèâàîöåíêà
‖U ∗ V ‖α,β ≤ c‖U‖α,β‖V ‖α,β,ãäå êîíñòàíòà c íå çàâèñèò îò U è V .Ïðèñîåäèíèâ ê àëãåáðå Cα,β(End X) åäèíè÷íûé îïåðàòîð I, ïîëó÷èì àëãåáðó

Aα,β(End X), òîïîëîãè÷åñêè èçîìîð�íóþ áàíàõîâîé àëãåáðå îãðàíè÷åííûõ îïåðà-òîðîâ âèäà TA, äåéñòâóþùèõ íà ïðîñòðàíñòâå Aα,β(End X) ïîñðåäñòâîì �îðìóëû
TAB = A ∗B,ãäå äëÿ ýëåìåíòîâ A = λI + U, B = µI + V, U, V ∈ Cα,β(End X) ïðîèçâåäåíèåîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:

A ∗B = λµI + λV + µU + U ∗ V.Íîðìà â Aα,β(End X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïåðàòîðíàÿ íîðìà.Íà ýëåìåíòàõ A = γI + B(t) àëãåáðû Aα,β(End X) îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå:
Fz(γI +B(t)) =





γI +
∞∫
0

B(t)eitzdt, Im z ≥ 0,

γI, z = ∞,
(5)ãäå γ ∈ C, B(t) ∈ Cα,β(End X).Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fz ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ãîìîìîð�èçìîì àëãåáðû

Aα,β(End X) â àëãåáðó End X.Â öåíòðå àëãåáðû Aα,β(End X) âûäåëèì ïîäàëãåáðó ýëåìåíòîâ âèäà aI, ãäå
a ∈ Aα,β(End C). Ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû ñîâïàäàåò ñîäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòè�èêàöèåé Π+ ïîëóïëîñêîñòè {Imz ≥ 0}, à ïðåîáðàçîâàíèå�åëü�àíäà ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå Fz ( 5).�àññìîòðèì èäåàë

Jz0 = clos{
n∑

j=1

(ajI) ∗ Aj, Aj ∈ Aα,β(EndX), aj ∈ Aα,β[0,∞), Fz0aj = 0}.Çäåñü clos îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà â íîðìå ‖ · ‖α,β.ÑïðàâåäëèâàËåììà 2. Ïóñòü α > 1/2. Ýëåìåíò A ∈ Aα,β(EndX) ïðèíàäëåæèò èäåàëó
Jz0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Fz0(A) = 0.Âûÿñíèì óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîð-�óíêöèè A â àëãåáðå Aα,β(End X).Ñîãëàñíî ëîêàëüíîìó ïðèíöèïó Àëëàíà-Äóãëàñà ýëåìåíò A îáðàòèì â àëãåáðå
Aα,β(End X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî z0 ∈ Π+ �àêòîð-êëàññ A+Jz0îáðàòèì â �àêòîð-àëãåáðå Aα,β(End X)/Jz0. Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ îáðàòèìîñòèâ òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Åñëè A îáðàòèìà â Aα,β(End X), òî Fz(A) � îáðàòèìûé îïåðàòîð äëÿ ëþ-áîé òî÷êè z ∈ Π+. Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fz(A) îáðàòèì äëÿ ëþáîãî
z ∈ Π+. Ïóñòü z0 6= ∞ è B = [Fz0(A)]−1. �àññìîòðèì îïåðàòîð-�óíêöèþ
B̃(t) = e−t(1−iz0)B ∈ Aα,β(End X). Òàê êàê Fz[e

−t] = 1/(1−iz), òî Fz(B̃) = 1−iz0
1−iz B.



192 Ñàçîíîâ Ë.È.Äëÿ îïåðàòîð-�óíêöèè A(t) ∗ B̃(t) − I èìååì Fz0(A(t) ∗ B̃(t) − I) = 0. Ïîýòîìó
A(t) ∗ B̃(t) − I ∈ Jz0. Ñëåäîâàòåëüíî, �àêòîð-êëàññ A(t) + Jz0 îáðàòèì â �àêòîð-àëãåáðå Aα,β/Jz0 . Ñëó÷àé z0 = ∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Ïîýòîìó â ñèëó ëîêàëüíîãî ïðèíöèïà Àëëàíà-Äóãëàñà ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Ïóñòü 1/2 < α < 1. Ýëåìåíò A ∈ Aα,β(End X) îáðàòèì â ýòîéàëãåáðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ Π+ îïåðàòîð Fz(A) îáðàòèì.Îöåíêè âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû ÎçååíàÏðèìåíèì òåîðåìó 1 ê âûâîäó ñòåïåííûõ îöåíîê äëÿ âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïûÎçååíà. �àññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ u(t) = T̃ (t)a ëèíåàðè-çîâàííîé ñèñòåìû (3)

u(t) = T (t)a +

t∫

0

T (t− τ)(Bu)(τ) dτ. (6)Ââèäó ëåììû 1 ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè a ∈ Sp(Ω) (1 < p < ∞) èíòå-ãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t) ∈ C([0,∞), Sp(Ω)).Ïóñòü q > 3, v ∈ L3
̺(Ω) äëÿ âñåõ ̺ ∈ [̺1,∞], ãäå 1 < ̺1 < 3. Òîãäà îïåðàòîð-�óíêöèÿ T (t)B óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖T (t)B‖q→q ≤ ct−1/2−3/(2̺)‖v‖̺, (7)ïðè 1/q + 1/̺ ≤ 2/3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò àëãåáðå Cα,β(EndSq(Ω)) ïðè
α > 1/2, α + β < min(1/2 + 3/(2̺1), 3/2(1 − 1/q)).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð I − Fz[T (t)B] äëÿ ëþáîãî z ∈ Π+ îáðàòèì â ïðî-ñòðàíñòâå Sq(Ω) (q > 3). Òîãäà îïåðàòîð-�óíêöèÿ I − T (t)B îáðàòèìà â àëãåáðå

Aα,β(EndSq(Ω)), ò.å. ñóùåñòâóåò îïåðàòîð-�óíêöèÿ A(t) ∈ Cα,β(EndSq(Ω)) òàêàÿ,÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
(I − A(t)) ∗ (I − T (t)B) = (I − T (t)B) ∗ (I − A(t)) = I. (8)Ïðåäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (6) äëÿ îïðåäåëåíèÿ u(t) = T̃ (t)a â âèäå ñâåðòêè

(I − T (t)B) ∗ u(t) = T (t)aè ïðèìåíÿÿ ëåâóþ ñâåðòêó ñ îïåðàòîð-�óíêöèåé I−A(t), ââèäó (8) ïîëó÷àåì, ÷òî
u(t) = T̃ (t)a = (I − A(t)) ∗ T (t)a, (9)Äàëüíåéøèé àíàëèç óðàâíåíèÿ (9) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð I − Fz[T (t)B] äëÿ ëþáîãî z ∈ Π+îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå Sq(Ω) ïðè ëþáîì q > 3. Òîãäà äëÿ âîçìóùåííîé ïîëó-ãðóïïû Îçååíà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖T̃ (t)Π∂δ‖p→q ≤ cpqt
−|δ|/2−3/2(1/p−1/q) (10)ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé

|δ| ≤ 1, 1 < p ≤ q <∞,



Îöåíêè âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà 193ïðè÷åì p > 3/2 ïðè |δ| = 1.Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ òåîðåìû â òåðìèíàõ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Îçååíà.Â ðàáîòå [2℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè Im z ≥ 0 îïåðàòîð Fz[T (t)B] = R−iz(A)B, ãäå
R−iz(A) � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Îçååíà, êîìïàêòåí. Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî ïðè
q > 2 è Im z ≥ 0

Kerq (I +R−iz(A)B) = Kerq (Ã + izI),ïðè÷åì ÿäðà íå çàâèñÿò îò q.Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì q > 2 âîçìóùåííûé îïåðàòîð Îçååíà
Ã : Sq(Ω) → Sq(Ω) íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ïîëóïëîñêîñòè Reλ ≥ 0.Òîãäà äëÿ âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (10).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò 07-01-00099-à.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñîëîííèêîâ Â.À. Îá îöåíêàõ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòîêñà â àíèçîòðîïíûõ ïðî-ñòðàíñòâàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà è îá îöåíêàõ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Ñòîêñà // Óñïåõèìàò. íàóê. 2003. Ò. 58, âûï. 2(350). Ñ. 123�156.[2℄ Ñàçîíîâ Ë.È. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷å îáòåêàíèÿ // Èçâ. �ÀÍ.Ñåð. ìàòåì. 1994. Ò. 58. � 5. Ñ. 85-109.[3℄ Kobayashi T., Shibata Y. On the Oseen equation in exterior domains // Math. Ann.1998. V. 310. P. 1-45.[4℄ B�ot
her A., Silbermann B. Analysis of Toeplitz operators.Akademie - Verlag Berlin. 1989.410 p.[5℄ Galdi G.P. An Introdu
tion to the Mathemati
al Theory of the Navier-Stokes Equations.Vol.I, Linearizad Steady Problems. Springer-Verlag, New York. 1994. 448 p.[6℄ Ñàçîíîâ Ë.È. �èäðîäèíàìè÷åñêèé ïðîåêòîð âî âíåøíåé îáëàñòè // ÂÈÍÈÒÈ. Äåï.� 3148 - Â00, 15.12.2000.Sazonov L.I. Estimates for the perturbed Oseen semigroup. Annotation.We present a su�
ient 
ondition for the perturbed Oseen semigroup whi
h yields the samepower-like de
ay rate as for the unperturbed one. We prove that su
h 
oin
iden
e takes pla
eprovided the perturbed Oseen operator have no eigenvalues inside the 
losed right semi plane.In parti
ular, this result is valid provided the perturbations are small in some sense. The proofis based on several results on invertibility in Bana
h algebra's of operator-valued fun
tions,whi
h, in turn, employ the Allan-Douglas prin
iple.



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ ��ÈÍÀ ÄËß ÏÎ�ÈÑÒÎÓÏ�Ó�Î�ÎÑËÎß, ÊÎËÅÁËÞÙÅ�ÎÑß ÍÀ ÑËÎÅ ÆÈÄÊÎÑÒÈÑóâîðîâà Ò.Â.∗, Óñîøèíà Å.À.∗∗
∗ �îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗ Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ãåòåðîãåííîãî �ëþèäîíàñûùåííîãî ñëîÿ, ëåæàùåãî íàñëîå æèäêîñòè. Íèæíèé ñëîé èäåàëüíîé æèäêîñòè íàõîäèòñÿ íà íåäå�îðìèðóåìîì îñ-íîâàíèè. Ê âåðõíåé ãðàíèöå ïðèëîæåíà îñöèëëèðóþùàÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ íàãðóçêà. Êî-ëåáàíèÿ ïîðèñòîóïðóãîé ãåòåðîãåííîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Áèî-Ôðåíêåëÿ.Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êðàåâóþçàäà÷ó, óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñíà÷àëà íèæíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàòåì, ïîñëåäîâàòåëüíî,óñëîâèÿ êîíòàêòà æèäêîé è ãåòåðîãåííîé ñðåäû è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëèöåâîé ïî-âåðõíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî íîðìèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõìíîæèòåëåé è àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ âûäåëåíèÿ ãðîìîçäêèõ âçàèìíî óíè-÷òîæàþùèõñÿ �óíêöèé, ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè �ðè-íà, ïîçâîëÿþùåé èññëåäîâàòü âîëíîâûå ïîëÿ, âîçíèêàþùèå â ñîñòàâíîé ñëîèñòîé ñðåäå,ïðè ïðîèçâîëüíîé íàãðóçêå.�àññìîòðèì çàäà÷ó î âîçäåéñòâèè íàãðóçêè, îñöèëëèðóþùåé ñ ÷àñòîòîé íà ïî-âåðõíîñòè ãåòåðîãåííîé ïîëîñû, ëåæàùåé íà ñëîå èäåàëüíîé æèäêîñòè. Íàãðóçêàïðèëîæåíà â êîíå÷íîé îáëàñòè. Íåîäíîðîäíàÿ ïî òîëùèíå ñîñòàâíàÿ ïîëîñà êîëåá-ëåòñÿ íà íåäå�îðìèðóåìîì îñíîâàíèè. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò æèäêèéè ãåòåðîãåííûé ñëîé ñîîòâåòñòâåííî çàíèìàþò îáëàñòè
−∞ < x <∞, −h2 6 y 6 0,

−∞ < x <∞, 0 6 y 6 h1.Ê ëèöåâîé ãðàíèöå ïîëîñû â êîíå÷íîé îáëàñòè −p 6 x 6 p, y = h1 ïðèëîæåíàíàãðóçêà Pe−iωt.Ïåðåìåùåíèÿ äâóõ�àçíîé ãåòåðîãåííîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîãî ñêåëåòàè ïîð, íàñûùåííûõ âÿçêîé æèäêîñòüþ èëè ãàçîì, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Áèî-Ôðåíêåëÿ [1℄
ρ11

∂2ui
∂t2

+ ρ12
∂2vi
∂t2

+ b

(
∂ui
∂t

− ∂vi
∂t

)
= σsij,j,

ρ12
∂2ui
∂t2

+ ρ22
∂2vi
∂t2

+ b

(
∂ui
∂t

− ∂vi
∂t

)
= σf,i,

(1)ãäå ui(x, y, t), vi(x, y, t), i = 1, 2 � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé òâåðäîé èæèäêîé �àç.



Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû �ðèíà äëÿ ïîðèñòîóïðóãîãî ñëîÿ ... 195Ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì ïîëíûõ íàïðÿæåíèé Γij è äå�îðìàöèÿìè òâåðäîé eij èæèäêîé εij �àç âûðàæàåòñÿ â âèäå:
σsij = Aeδij + 2Neij +Qεδij, σ

f = Qϑ+Rε,
ϑ = divu, ε = divv,
Γij = σsij + δijσ

f ,
(2)

δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, σsij , � òåíçîð íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ â óïðóãîì ñêåëå-òå, σf � íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà æèäêîñòü â ïîðàõ, A, N, Q, R � ìåõàíè÷å-ñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãåòåðîãåííîé ñðåäû, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíå-íèÿ âîëí â óïðóãîì ñêåëåòå è â æèäêîñòè, ρ12 < 0 � êîý��èöèåíò äèíàìè÷åñêîéñâÿçè óïðóãîãî ñêåëåòà è æèäêîñòè, ρ11, ρ12, ρ22 � êîý��èöèåíòû äèíàìè÷åñêîéïëîòíîñòè, âûðàæàåìûå ÷åðåç ρs, ρf � ïëîòíîñòè ñðåä óïðóãîãî ñêåëåòà è æèä-êîñòè, êîý��èöèåíò b çàâèñèò îò ïîðèñòîñòè ñðåäû m, êîý��èöèåíòà âÿçêîñòèæèäêîñòè â ïîðàõ è êîý��èöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè. Áîëåå ïîäðîáíûå îáîçíà÷åíèÿïðèâåäåíû â [2℄,[4℄.Âåêòîð ïåðåìåùåíèé w{wi(x, y, t)}, i = 1, 2 è äàâëåíèå p0(x, y, t) â èäåàëüíîéæèäêîñòè íèæíåãî ñëîÿ âûðàæàåòñÿ èçâåñòíûì îáðàçîì ÷åðåç âîëíîâîé ïîòåíöè-àë.Íà íèæíåé ãðàíèöå æèäêîãî ñëîÿ è íåäå�îðìèðóåìîãî îñíîâàíèÿ íîðìàëüíûåïåðåìåùåíèÿ ðàâíû íóëþ.
w2(x, y, t) = 0, y = −h2. (3)Íà ãðàíèöå æèäêîñòè è ïîðèñòîóïðóãîé ñðåäû ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíàÿ �èëü-òðàöèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó, ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä ïðè

y = 0:
σs22 + σf = (m− 1)p0,

σf = −mp0,
σs12 = 0,

(1 −m)
∂u2

∂t
+m

∂v2

∂t
=
∂w2

∂t
.

(4)Íà âåðõíåé ãðàíèöå ïîëîñû ïðè y = h1 â êîíå÷íîé îáëàñòè çàäàíà ðàâíîðàñ-ïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà ïî òèïó ¾íåïðîíèöàåìûé ïîðøåíü¿, ïðè ýòîì
σs22 + σf = −Pe−iωt, u2 = v2, |x| 6 a,

σ22 = 0, σs12 = 0, |x| > a.
(5)Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷è óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòü [3℄.Òàê êàê ðåæèì êîëåáàíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ, âî âñåõ �óíêöèÿõ,çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, îòäåëèì âðåìåííîé ìíîæèòåëü e−iωt. Ïðåäñòàâèì ïåðåìå-ùåíèÿ â âèäå ñóììû òðåõ ïîòåíöèàëîâ:

u = grad(Λ1 + Λ2) + rotΛ3,
v = grad(m1Λ1 +m2Λ2) +m3rotΛ3,

(6)Ïðèìåíèì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèÿì (1), (2):
ũ(α, y) =

∞∫

−∞

u(x, y)eiαxdx.



196 Ñóâîðîâà Ò.Â., Óñîøèíà Å.À.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1, 2) íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è äè�-�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàñïàäàåòñÿ íà òðè âîëíîâûõ óðàâíåíèÿ
∆Λ̃i + κ2

i Λ̃i = 0, i = 1, 2, 3, κi =
ω

Vi
,

L̃k(α, y) =
∞∫

−∞
Lk(x, y)e

iαxdx.
(7)Â ãåòåðîãåííîé ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà òðè òèïàâîëí, V1, V2 � ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí ïåðâîãî è âòîðîãî òè-ïîâ â äâóõ�àçíîé ñðåäå, V3 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû. Ïðî-äîëüíàÿ âîëíà ïåðâîãî òèïà ñîîòâåòñòâóåò ñèí�àçíîìó äâèæåíèþ ñêåëåòà ãðóíòàè æèäêîñòè, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ìàëûì çàòóõàíèåì. Â ïðîäîëüíîé âîëíå âòîðîãîòèïà äâèæåíèå ñêåëåòà ãðóíòà è æèäêîñòè ïðîòèâî�àçíî è çàòóõàíèå ýòîé âîë-íû çíà÷èòåëüíîå. Åñëè ñâÿçü ìåæäó óïðóãîé è æèäêîé �àçàìè ñëàáàÿ, òî ñêîðî-ñòè ïðîäîëüíûõ âîëí ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ ïðèáëèæàþòñÿ ê ñêîðîñòÿì âîëí âñïëîøíîé óïðóãîé è ñïëîøíîé æèäêîé ñðåäàõ â îòäåëüíîñòè. Ïðè áîëüøîé âÿç-êîñòè æèäêîñòè èëè ìàëîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïðîäîëüíàÿ âîëíà âòîðîãî òèïà,çàòóõàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå ïðîäîëüíîé âîëíû ïåðâîãî òèïà.×åðåç ðåøåíèÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé (7) ïåðåìåùåíèÿ â ïîðèñòîóïðóãîé 
ðåäå âû-ðàæàþòñÿ â âèäå:

ũ(α, y) = BsC
s
+BkC

k
,

Bs =

(
−iαc̃1(y) −iαc̃2(y) γ3c̃3(y)
γ2

1 s̃1(y) γ2
2 s̃2(y) iαγ3s̃3(y)

) (8)
γi =

√
α2 − κ2

i ; i = 1, 2.

s̃i(y) = eγi(y−h1) − e−γi(y−h1)/γi, c̃i(y) = eγi(y−h1) + e−γi(y−h1).Ìàòðèöà Bk ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Bs çàìåíîé c̃i(y) íà s̃i(y) è s̃i(y) íà c̃i(y) .Çäåñü Cs,k � òðåõìåðíûå âåêòîðû ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.Ýëåìåíòû ìàòðèöû (8) íå ñîäåðæàò ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, ðàñòó-ùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè [4℄.Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ïëîñêîì ñëó÷àå èìååì 8 ïðîèçâîëü-íûõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîý��è-öèåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ñèñòåìàìîæåò áûòü ðåøåíà ñðåäñòâàìè àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïüþòåðíûõ ñè-ñòåì ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð Maple. Îäíàêî ýòèì ñïîñîáîì íåâîçìîæíî îáåñïå÷èòüîòñóòñòâèå íåîïðåäåëåííîñòåé, óñòîé÷èâûé ñ÷åò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèéàðãóìåíòà. Ïîýòîìó óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðîâîäèëîñü â 3 ýòàïà,äëÿ êàæäîé ãðàíèöû âûïîëíÿëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííû-ìè öåëÿìè. Â ðåçóëüòàòå óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) − (5) ïîëó÷àåìâûðàæåíèå äëÿ Cs,k ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò çàäàííîé íàãðóçêè. Â ñëó÷àåíåïðîíèöàåìîé ãðàíèöû ðåøåíèå äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû ïîëó÷àåòñÿ èçâåñò-íûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèëû ïðè



Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû �ðèíà äëÿ ïîðèñòîóïðóãîãî ñëîÿ ... 197ñòðåìëåíèè îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëå-íèþ ìàòðèöû �ðèíà, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé è èìååòñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
G(α, y) =

1

∆

( g11

iα

g12

iα
g21 g22

) (9)
∆ = s1s21 − s2s22 + s3s23;

s21 = s5s7 − s6s8 + s9;
s22 = s4s7 + α2(s6s10 + s11);
s23 = α2(s5s10 − s12) − s4s8;
γ3+i = q6γ

2
i − κ2

i (q4 + q5mi); i = 1, 2
γ6+i = −κ2

i (q12 −miq22); γ6 = α2 − 0.5κ2
3;

γ7 =
iωρ0mκ

2
3 cth γ0h2(1 −m+mm2)

2γ0q8H
;

γ0 =
√
α2 − κ2

0; κ0 =
ω

V0

,

γ8 = (q7γ5 − q8γ4)/q8q6;
γ9 = (q8 −mγ5)γ7/(q6m);

s̃i = s̃i(h1), c̃i = c̃i(h1) i = 1, 2, 3;

s1 = α2(γ2
1 s̃1 + γ2

2 s̃2q9) + γ6γ8s̃3;
s2 = γ4c̃1 + q9γ5c̃2 + q6q8c̃3; s3 = (1 −m1)γ

2
1 s̃1 + q9(1 −m2)γ

2
2 s̃2 + (1 −m3)γ8s̃3;

s4 = α2((γ2
2γ7s̃2)/γ6 − c̃3) + γ9s̃3; s5 = (γ5γ7c̃2 + q6γ9c̃3 − α2γ2

3q6s̃3)/γ6;
s6 = ((1 −m2)γ2γ7s̃2 + (1 −m3)γ9s̃3 − (1 −m3)α

2c̃3)/γ6; s7 = (1 −m2)c̃2 − (1 −m1)c̃1;
s8 = γ4s̃1 − γ5s̃2;
s9 = (1 −m2)c̃2γ4s̃1 − (1 −m1)γ5c̃1s̃2;
s10 = c̃1 − c̃2;
s11 = (m1 −m2)c̃1c̃2;
s12 = γ4c̃2s̃1 − γ2c̃1s̃2;

g11 = α2(s21c̃1(y) + s41c̃2(y)) + s43c̃3(y)+
+α2((s17 + s20)s̃1(y) + (s19 − s17)s̃2(y) − γ2

3/γ6s31s̃3(y));

g12 = α2(−s22c̃1(y) + s42c̃2(y)) + s44c̃3(y)+
+α2((s18 + s25)s̃1(y) + (s24 − s18)s̃2(y) − γ2

3/γ6s32s̃3(y));

g21 = γ2
1s21s̃1(y) + γ2

2s41s̃2(y) + s43s̃3(y)+
+(s17 + s20)c̃1(y) + (s19 − s17)c̃2(y) − α2/γ6s31(c̃3(y));

g22 = −γ2
1s22s̃1(y) + γ2

2s42s̃2(y) + s44s̃3(y)+
+(s18 + s25)c̃1(y) + (s24 − s18)c̃2(y) − α2/γ6s32(c̃3(y));
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s17 = s3s5 − s2s6; s18 = s1s6 − s3s4;
s18+i = (−1)i+1s2(1 −mi)ci − γ3+is3si;

s23+i = (siγi(1 −mi) − /alpha2γ3s3)ci
s31 = s19 + s20; s32 = s24 + s25; i = 1, 2.
s40+i = (−1)i+1q9s2i + γ7/γ6s3i;
s42+i = (−1)i+1γ8s2i + γ9/γ6s3i;Ýëåìåíòû ìàòðèöû �ðèíà ÿâëÿþòñÿ îñöèëëèðóþùèìè �óíêöèÿìè , óáûâàþùè-ìè íà áåñêîíå÷íîñòè ñòåïåííûì îáðàçîì, ìåðîìîð�íûå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Ïðè α→ ∞, ∆ = O(α4) .Ïîëå ïåðåìåùåíèé â ïîðèñòîóïðóãîé ïîëîñå, ëåæàùåé íà æèäêîì ñëîå, äëÿ ïðî-èçâîëüíîé íàãðóçêè q(x, y) íà íåïðîíèöàåìîé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå
u(x, y) =

1

2π

∫

R1

G(α, y)q̃(α, y)(α)e−αxdα.Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ R1 âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì èçëó÷åíèÿ[3℄, îáõîäÿ ðåãóëÿðíûå îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè 
 ïîëîæèòåëüíîéäåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ è ìàëîé êîìïëåêñíîé â íèæíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêî-ñòè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áèî Ì. À. Ìåõàíèêà äå�îðìèðìèðîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí âïîðèñòîé ñðåäå// Ìåõàíèêà. Ïåðèîä. ñá. ïåðåâîäîâ èíîñòð. ñòàòåé. 1963. Â. 6, � 82,Ñ. 103 � 134.[2℄ Ñåéìîâ Â. Ì., Òðî�èì÷óê À. Í., Ñàâèöêèé Î. À. Êîëåáàíèÿ è âîëíû â ñëîèñòûõñðåäàõ. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1990. 224 ñ.[3℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1976. 319 ñ.[4℄ Ñóâîðîâà Ò. Â., Áåëÿê Î. À. Î êîëåáàíèÿõ ìíîãîñëîéíîãî ãåòåðîãåííîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà ïîä äåéñòâèåì îñöèëëèðóþùåé íàãðóçêèÒðóäû ��ÓÏÑ. 2006. Â. 3. Ñ. 127 � 134/Suvorova T. V., Usoshina E. A. Îs
illations of the 
omposite layer of porous elasti
saturated and liquid layer are 
onsidered. Os
illations of heterogeneous media is des
ribedby Biot-Frenkel's equations. Expressions for Green's fun
tion are re
eived apropriate toinvestigate the wave �elds arising in the 
omposite layer .



Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÁÛÑÒ�Î�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓ�ÜÅ ÂÊÎ�ÎÒÊÎÂÎËÍÎÂÎÉ ÄÈÔ�ÀÊÖÈÈ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÌ ÒÂÅ�ÄÎÌÝÊ�ÀÍÅÑóìáàòÿí Ì.À., Ïîïóçèí Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäèêè Áûñòðîãî Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ) ïðèðåøåíèè çàäà÷è äè�ðàêöèè íà ïëîñêîì òâåðäîì ýêðàíå â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò êîëåáà-íèé. Âûâîä äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà îñíîâûâàåòñÿ íà �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèèÊèðõãî�à. Ïîñëå ñïåöèàëüíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, îñíîâàííîé íà ñïåöè�è÷åñêîì âèäå�àçîâîé �óíêöèè, è äàëåå ý��åêòèâíîé ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè äàííîé çàìåíûïåðåìåííûõ èíòåãðàë ïðèâåäåí ê âèäó, äîïóñêàþùåìó ïðèìåíåíèå ÁÏÔ.Îäíà èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé ý��åêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè äè�ðàêöè-îííûõ èíòåãðàëîâ è ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé êîðîòêîâîëíîâîé äè�ðàê-öèè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ áîëåå èëè ìåíåå óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ñîîòâåòñòâèÿìåæäó ïðÿìûì ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòîì è àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèåé ñëåäóåò áðàòüêàê ìèíèìóì äåñÿòü óçëîâ íà êàæäóþ äëèíó âîëíû. Â îáùåì æå ñëó÷àå íåîáõî-äèìî îöåíèâàòü äè�ðàêöèîííûå èíòåãðàëû íà îãðîìíûõ ñåòêàõ, à ñ ðîñòîì ÷à-ñòîòû (ò.å. ñ óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû) ÷èñëî óçëîâ â òàêèõ ïðÿìûõ ÷èñëåííûõìåòîäàõ ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ ðàáîòû â âûñîêî÷àñòîòíîé îá-ëàñòè òðåáóþòñÿ îãðîìíûå ìàøèííûå ðåñóðñû, è ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ äàæåíà ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðàõ çàíèìàåò äíè, à ïîðîé è íåäåëè. Â ñâÿçè ñ ýòèìñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì ïîñòðîåíèå òàêèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìîæíîïðèìåíÿòü â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè äëÿ ïðåäåëüíî âûñîêèõ ÷àñòîò.Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì âûøå, öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñîâåðøåíñòâî-âàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà äè�ðàêöèîííûõ èíòåãðàëîâ, âîçíèêàþùèõ âçàäà÷àõ àêóñòèêè è òåîðèè óïðóãîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ Áûñòðîãî Ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Îñíîâíàÿ èäåÿ äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà ìîæíî ïðèâåñòè êâèäó Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì çàìåíû ïåðåìåííûõ, îñ-íîâàííîé íà ñïåöè�è÷åñêîì âèäå �àçîâîé �óíêöèè. Äàëåå, ÷èñëåííîå èíòåãðèðî-âàíèå ñâîäèòñÿ ê ÁÏÔ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî âûáîðà âîëíîâîãî ÷èñëà. Çàìåòèì,÷òî äàííûé ïîäõîä, êðîìå óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ñ÷åòà, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü äàâ-ëåíèå â òî÷êå ïðèåìíèêà äëÿ âñåõ âîëíîâûõ ÷èñåë îäíîâðåìåííî. Â ðåçóëüòàòå÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ñîêðàùàþòñÿ ïî âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè âî ñòîëüêî ðàç, êàêî-âà ðàçìåðíîñòü ñåòêè. Áîëåå òî÷íî: ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ òðåáóþò êâàäðàòè÷íîãî÷èñëà îïåðàöèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ñåòêè, à äàííûé ïîäõîä - ëèíåéíî-ëîãàðè�ìè÷åñêîãî, ò.å. ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîãî, ÷èñëà îïåðàöèé.Äëÿ äåìîíñòðàöèè äàííîé ìåòîäèêè ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü íàýêðàí äëèíîé l ïàäàåò èçâåñòíàÿ, íàïðèìåð, ïëîñêàÿ âîëíà psc = exp(ikr)/
√
r, ãäå

k - âîëíîâîå ÷èñëî (kr >> 1), r =
√

(ξ − xS)2 + y2
S - ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà äîýêðàíà, (xS, yS) - êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà. Ýêðàí ñ÷èòàåì ïëîñêèì è àêóñòè÷åñêè



200 Ñóìáàòÿí Ì.À., Ïîïóçèí Â.Â.òâåðäûì. Ñîãëàñíî äè�ðàêöèîííîé òåîðèè Êèðõãî�à [1℄, äàâëåíèå â òî÷êå ïðèåìàâû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:
psc = 2

l∫

0

pinc
∂Φ

∂nξ
dξ (1)Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñîâìåù¼ííîãî èñòî÷íèêà è ïðè¼ìíèêà çâóêà(òàê íàçûâàåìûé ýõî-ñëó÷àé). Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà è å¼ ïðîèç-âîäíîé ïî íîðìàëè ê ýêðàíó ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

Φ(r) =
i

4
H

(1)
0 (kr) ≈

1 + i

4
√
πkr

eikr,
∂Φ

∂nξ
≈
yR(i− 1)

√
k

4r
√
πr

eikr, (kr ≫ 1)Çäåñü ïðè ðàçëîæåíèè �óíêöèè Õàíêåëÿ, ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåìòîëüêî ãëàâíûõ ÷ëåíîâ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èçâåñòíûõ âåëè÷èí â (1) ïîëó÷àåì
psc =

yR(i− 1)
√
k

2
√
π

l∫

0

e2ikr

r2
dξ (2)Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîåðåøåíèå. Îäíàêî â ñèëó çàìå÷àíèé, óêàçàííûõ âûøå, òàêîé ïîäõîä ïîòðåáóåò áîëü-øèõ âðåìåííûõ çàòðàò. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîãî àëüòåðíàòèâíîãî ïîäõîäà,îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèå ìåòîäà ÁÏÔ, íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþùèå ïðåîá-ðàçîâàíèÿ. Äëÿ íà÷àëà â ïðåäûäóùåì óðàâíåíèè ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé

ξ = xS +
√
r2 − y2

S:
psc =

yR(i− 1)
√
k

2
√
π

√
(l−xR)2+y2

R∫

√
x2

R
+y2

R

e2ikr

r
√
r2 − y2

R

dr =

=
yR(i− 1)

√
k

2
√
π




√
x2

R
+y2

R∫

yR

e2ikr

r
√
r2 − y2

R

dr +

√
(l−xR)2+y2

R∫

yR

e2ikr

r
√
r2 − y2

R

dr


 =

=
yR(i− 1)

√
k

2
√
π

L1∫

yR

f(r)drãäå
L1 = max{

√
(l − xR)2 + y2

R,
√
x2
R + y2

R}, L0 = min{
√

(l − xR)2 + y2
R,
√
x2
R + y2

R}

f(r) =





2 e2ikr

r
√
r2 − y2

R

, r ∈ [yR, L0],

e2ikr

r
√
r2 − y2

R

, r ∈ (L0, L1]



Áûñòðîå Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â êîðîòêîâîëíîâîé äè�ðàêöèè 201Äëÿ óäîáñòâà âîçüìåì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â âèäå 2 e2ikr/(r
√
r2 − y2

R).Ïðè ýòîì ïîìíèì, ÷òî íà îòðåçêå (L0, L1) íåîáõîäèìî áðàòü ïîëîâèíó îò äàííîé�óíêöèè. Ýòî íå îòðàçèòñÿ íà êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå, îäíàêî ñäåëàåò ðàññóæäåíèÿáîëåå íàãëÿäíûìè. ×òîáû èçáàâèòñÿ îò îñîáåííîñòè íà íèæíåì ïðåäåëå, ðàçîáü¼ìèíòåãðàë íà ñóììó:
psc =

yR(i− 1)
√
k

2
√
π

L1∫

yR

2e2ikr√
r − yR

(
1

r
√
r + yR

− 1

yR
√

2yR

)
dr+

+
yR(i− 1)

√
k

2
√
π

1

yR
√

2yR

L1∫

yR

2e2ikr√
r − yR

drÏåðâûé èíòåãðàë ìîæíî ñâåñòè ê áûñòðîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Îäíàêî,äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ñäâèíóòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèì îáðàçîì,÷òîáû íà íèæíåì ïðåäåëå îêàçàëñÿ íîëü. Ââîäÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ηl = r−yRè Ω = 2kl, ïðåîáðàçóåì ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ê âèäó
psc =

yR(i− 1)
√

Ωl

2
√

2π
eiyRl/Ω

(L1−yR)/l∫

0

2eiηΩ√
ηl

[
1

(ηl + yR)
√
ηl + 2yR

− 1

yR
√

2yR

]
dη+

+
(i− 1)

√
Ωl

4
√
yRπ

eiyRl/Ω

(L1−yR)/l∫

0

2eiηΩ√
ηl
dη =

=
yR(i− 1)

√
Ωl

2
√

2π
eiyRl/Ω

L̂1∫

0

u(η)eiηΩdη +
(i− 1)

√
Ωl

4
√
yRπ

eiyRl/Ω

L̂1∫

0

2eiηΩ√
ηl
dη

(3)

Ïåðâûé èíòåãðàë çàìåíèì èíòåãðàëüíîé ñóììîé ïî ïðàâèëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ:
L̂1∫

0

u(η)eiηΩdη ≈ h

N∑

m=1

u(ηm)eiηmΩ = h

N∑

m=1

u(ηm)e
2πi(n−1)(m−1)

Nãäå ηm = (m− 1)h, h = L̂1/N, Ωn = 2πi(n− 1)/L̂1, (n = 1, 2..N)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå áåçðàçìåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñëàïåðâûé èíòåãðàë â óðàâíåíèè (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå äëÿÁÏÔ, êîòîðîå ñîãëàñíî èäåîëîãèè ÁÏÔ ìîæíî âû÷èñëÿòü äëÿ âñåõ n îäíîâðåìåí-íî [2℄, ò.å. ñðàçó äëÿ âñåõ âîëíîâûõ ÷èñåë.Âòîðîé èíòåãðàë â óðàâíåíèè (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëîâ Ôðå-íåëÿ. Äëÿ ýòîãî îñóùåñòâèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
L̂1∫

0

2eiηΩ√
ηl
dη

z=ηΩ
=

2√
Ωl

ΩL̂1∫

0

cos(z)√
z

dz + i
2√
Ωl

ΩL̂1∫

0

sin(z)√
z

dz (4)



202 Ñóìáàòÿí Ì.À., Ïîïóçèí Â.Â.Âñïîìèíàÿ, ÷òî íà îòðåçêå (L̂0, L̂1) ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò ìíîæè-òåëü 1/2, è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ Ôðåíåëÿ:
C2(x) =

1√
2π

x∫

0

cos(z)√
z
dz, S2(x) =

1√
2π

x∫

0

sin(z)√
z
dzïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (4) ê âèäó

1√
Ωl


2




ΩL̂0∫

0

cos(z)√
z
dz + i

ΩL̂0∫

0

sin(z)√
z
dz


 +

ΩL̂1∫

ΩL̂0

cos(z)√
z
dz + i

ΩL̂1∫

ΩL̂0

sin(z)√
z
dz


 =

=

√
2π

Ωl
[2(C2(ΩL̂0) + iS2(ΩL̂0)) + C2(Ω(L̂1 − L̂0)) + iS2(Ω(L̂1 − L̂0))]Äàëåå çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ÷èñëåííî â ñðåäå Visual C++. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ ñ ÿâíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì ïðè ñòðåìëåíèè âîëíîâîãî ÷èñëàê áåñêîíå÷íîñòè è ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äàííîé çàäà÷è ïðîäåìîí-ñòðèðîâàëè õîðîøóþ ñõîäèìîñòü. Çàìåòèì, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòè÷åñêîåðåøåíèå äàþò èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ.Åñëè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ìû ðàçîáü¼ì ýêðàí íà N óçëîâ, òî ïðÿ-ìîå âû÷èñëåíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà â óðàâíåíèè (3) ïîòðåáóåò N2 îïåðàöèé. Ïðèáûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ðàâíî N log(N). Ê ïðèìåðó,äëÿ N = 1024 âûèãðûø â ñêîðîñòè âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì N2/N log(N),ò.å. ïðèìåðíî íà 2 ïîðÿäêà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñêó÷èê Å. Îñíîâû Àêóñòèêè. Ì.: Ìèð, 1976.[2℄ Çàëìàíçîí Ë. À. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà è èõ ïðèìåíåíèå â óïðàâ-ëåíèè, ñâÿçè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ì.: Íàóêà, 1989.Sumbatyan M.A., Popuzin V.V. Appli
ation of the Fast Fourier Transform in theshort-wavelength di�ra
tion by a plane rigid s
reen. We apply the Fast Fourier Transformto solve di�ra
tion problem for a plane rigid s
reen in the high frequen
y range. Derivationof the di�ra
tion integral is based on Kir
hho�'s physi
al di�ra
tion theory. After a spe
ial
hange of variables, based on a spe
i�
 form of the phase fun
tion, with the use of somee�
ient semi-analyti
 realization of this 
hange, the integral is redu
ed to a form permittingappli
ation of FFT.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ È ÀË�Î�ÈÒÌÛÀÓ�ÀËÈÇÀÖÈÈ Â ÀÊÓÑÒÈÊÅ ÏÎÌÅÙÅÍÈÉÒîäîðîâ Í.Ô.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã.�îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, âîçíèêàþùèå ïðè àóðàëèçàöèè. Â õîäå êîìïüþ-òåðíîé ðåàëèçàöèè ðàñ÷¼òà àêóñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîìåùåíèé áûë ïðèìåí¼í ìåòîä ëó÷å-âûõ òðàåêòîðèé (ÌËÒ). Ëó÷è "ïóòåøåñòâóþò" ïî çàäàííîìó çàìêíóòîìó ïîìåùåíèþ,òåðÿÿ ýíåðãèþ ïðè êàæäîì îòðàæåíèè. Ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå è ðàññåèâàþùèå ñâîéñòâàîòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîëíûé íàáîð çåðêàëüíî è äè��óçíî îòðàæåííûõ çâóêî-âûõ ëó÷åé �îðìèðóåò èñòèííóþ ñòðóêòóðó çâóêîâûõ îòðàæåíèé, òî åñòü èìïóëüñíûéîòêëèê ïîìåùåíèÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîìåùåíèå êàê ëèíåéíûé �èëüòð, èìåþùèéñâîþ àìïëèòóäíî-âðåìåííóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó, òî â êàæäîé òî÷êå ïðî-ñòðàíñòâà ñóììàðíûé ñèãíàë ïîëó÷àåòñÿ êàê "ñâåðòêà" ñèãíàëà èñòî÷íèêà è õàðàêòåðè-ñòèê ïîìåùåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ëþáîé çàïèñàííûéàóäèî-�ðàãìåíò â �îðìó, êîòîðóþ îí ïðèìåò ïðè çâó÷àíèè â ìîäåëèðóåìîì çàëå.Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïîìåùåíèåì ñ ïëîñêèìè ãðàíè÷íûìè ïîâåðõ-íîñòÿìè. Åãî ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé îáúåì, îãðàíè÷åííûé çàìêíó-òûì ìíîãîãðàííèêîì. Èìååòñÿ çàìêíóòûé ìíîãîãðàííèê ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ
S. Âíóòðè S íåîáõîäèìî ðåøèòü âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëå-íèÿ p(x, y, z, t) ñ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî âðåìåíè è ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè íà âíåøíèõ ãðàíÿõ.

�èñ. 1 N-êðàòíîå ïåðåîòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû îòãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé N àêóñòè÷åñêè òâ¼ðäûõ ïðåïÿòñòâèé, íàõîäÿùèõñÿ âàêóñòè÷åñêîé ñðåäå.



204 Òîäîðîâ Í.Ô.Ïóñòü èç òî÷êè x0 àêóñòè÷åñêîé ñðåäû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âûñîêî÷àñòîòíàÿñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà. Ñ÷èòàåì, ÷òî äàëåå àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿâäîëü ëó÷à x0 − y∗1 − y∗2 − y∗3 − ... − y∗N − xN+1, ãäå òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ
y∗1, y

∗
2, y

∗
3, ..., y

∗
N ïðèíàäëåæàò ãðàíè÷íûì â îáùåì ñëó÷àå èñêðèâëåííûì ïîâåðõíî-ñòÿì ðàçëè÷íûõ N îòðàæàòåëåé.Âîëíà ïðèíèìàåòñÿ â òî÷êå xN+1 àêóñòè÷åñêîé ñðåäû, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàé-òè àìïëèòóäó N ðàç ïåðåîòðàæåííîé âîëíû. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòðàæåíèåìâîëíû îò ìàëûõ îêðåñòíîñòåé S∗

1 , S
∗
2 , ..., S

∗
N ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â òî÷êàõ çåð-êàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗1, y∗2, y∗3, ..., y∗N .Äàâëåíèå â N ðàç îòðàæåííîé âîëíå â òî÷êå SN+1 áóäåì íàõîäèòü â âèäå èíòå-ãðàëà Êèðõãî��à ïî îêðåñòíîñòè S∗

N ïîñëåäíåé òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗Nëó÷åé, ïîëó÷åííûõ ïðè îäíîêðàòíîì îòðàæåíèè îò îêðåñòíîñòè S∗
N−1 ïðåäïîñëåä-íåé òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗N−1. Òîãäà äàâëåíèå â òî÷êå ïðèåìà äàåòñÿâûðàæåíèåì

p(xN+1) =

∫∫

S∗
N

2p(yN)
∂Φ(yN , xN+1)

∂nN
dSN (1)ãäå �óíêöèÿ Φ(r) = eikr/(4πr) îáîçíà÷àåò �óíêöèþ �ðèíà äëÿ îïåðàòîðà �åëüì-ãîëüöà.Â ñâîþ î÷åðåäü äàâëåíèå p(yN) ñàìî âûðàæàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ ÷åðåç ïàäàþùóþ íà îêðåñòíîñòü S∗

N âîëíó, ïðèøåäøóþ ïîñëå îòðàæå-íèÿ íà îêðåñòíîñòè S∗
N−1

p(yN) =

∫∫

S∗
N−1

2p(yN−1)
∂Φ(yN−1, yN)

∂nN−1
dSN−1 (2)Ïðîäâèãàÿñü ïîñëåäîâàòåëüíî â íàïðàâëåíèè xN+1−y∗N−...−y∗2−y∗1−x0, ïðèõî-äèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ p(xN+1) â âèäå 2N êðàòíîãî èíòåãðàëà

p(xN+1) = 2N
∫∫

S∗
N

∫∫

S∗
N−1

...

∫∫

S∗
2

∫∫

S∗
1

pinc
∂Φ

∂n1

∂Φ

∂n2
...

∂Φ

∂nN−1

∂Φ

∂nN−2
dS1... dSN (3)Â ñëó÷àå âîëíîâîãî ïðîöåññà íà �èêñèðîâàííîé êðóãîâîé ÷àñòîòå ω ñ âîëíîâûì÷èñëîì k = ω/c â êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà ïðè k → ∞

∂Φ(ym−1, ym)

∂nm−1
= ikcosγm−1(4π)−1|ym−1 − ym|−1eik|ym−1−ym| [1 +O(k−1)

]

m = 1, 2, ..., N + 1, y0 = x0, yN+1 = xN+1

(4)Äàâëåíèå â òî÷êå xN+1 â ïåðåîòðàæåííîé ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî N ðàç àêóñòè-÷åñêîé âîëíå ñîñòàâëÿåò ìîäè�èêàöèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Êèðõãî�à.Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 2N êðàòíîãî èí-òåãðàëà
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p (xN + 1) =

(
i k

2 π

)N
L−1

0

N∏

n=1

L−1
n cos γn

∫∫

S∗
N

...

∫∫

S∗
1

eikϕ dS1...dSN − 1 dSN ,

ϕ = | x0 − y1 | + | y1 − y2 | + ...+ | yN − 1 − yN | + | yN − xN + 1 | .

(5)Îñíîâàííûé íà ýòîì ìåòîäå àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàì-ìû.�àññìîòðèì íåêîòîðûé èñòî÷íèê çâóêà, êîòîðûé ñîçäàåò îïðåäåëåííûé àêóñòè-÷åñêèé ñèãíàë, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé çâóêîâóþ âîëíó ñ çàâèñèìîñòüþ çâóêîâîãîäàâëåíèÿ îò âðåìåíè p0(t) (ïðèìåð ïîêàçàí íà �èñ. 2).

�èñ. 2 Àìïëèòóäíî-âðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå çâóêà âûñòðåëà ñòàðòîâîãîïèñòîëåòà â çàãëóøåííîé áåçýõîâîé êàìåðå.Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîìåùåíèå êàê ëèíåéíûé �èëüòð, êîòîðûé èìååò ñâîþàìïëèòóäíî-âðåìåííóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó Er(t) = p2
r(t) , òî â êàæ-äîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñóììàðíûé ñèãíàë ïîëó÷àåòñÿ êàê "ñâåðòêà"ñèãíàëà èñ-òî÷íèêà è õàðàêòåðèñòèê ïîìåùåíèÿ:

p(t) = (p0 ⊗ pr)(t) =

∞∫

−∞

p0(τ)pr(t− τ)dτ ⇒ p̃(ω) = p̃0(ω)p̃r(ω) (6)Ñàìîé ñëîæíîé çàäà÷åé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëíîé ñïåêòðàëüíîé õà-ðàêòåðèñòèêè îòêëèêà ïîìåùåíèÿ p̃r(ω). Çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ èäè��óçèè, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ äëÿ øåñòè íåñóùèõ îêòàâíûõ ÷àñòîò f = 125,250, 500, 1000, 2000, 4000 �ö. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ÌËÒ ïîçâîëÿåò íàé-òè èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó, òîëüêî äëÿ ýòèõ 6-òè ÷àñòîò. Â äèñêðåòíîì âèäåèìïóëüñíûé îòêëèê ïîìåùåíèÿ äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòîò fn îïðåäåëÿåòñÿ íåêî-òîðîé äåëüòà-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (çäåñü δ - äåëüòà - �óíêöèÿ Äèðàêà)
p(n)
r (t) =

Jn∑

j = 1

√
E

(n)
j δ(t− t

(n)
j ) (7)



206 Òîäîðîâ Í.Ô.ãäå t(n)
j - ìîìåíòû ïðèõîäà î÷åðåäíîãî çâóêîâîãî ëó÷à ê ïðèåìíèêó, à E(n)

j - ñîîò-âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îòêëèê ïîìåùåíèÿ ñëàáîçàâèñèò îò ÷àñòîòû, �îðìà àóäèî ñèãíàëà, ïðåîáðàçîâàííîãî ïîìåùåíèåì, ìîæåòáûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå:
p(t) =

J∑

j = 1

√
Ej p0(t− tj) (8)Ïðåäñòàâëåíèå (8) èìååò ïðîçðà÷íûé �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ïóñòü èìïóëüñíûé îò-êëèê ïîìåùåíèÿ - îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ ÷àñòîò çâó÷àíèÿ. Òîãäà èñõîäíûé àóäèî-�ðàãìåíò ïðè âîñïðîèçâåäåíèè â äàííîì çàëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó èñõîäíûõêîïèé ýòîãî �ðàãìåíòà, ñäâèíóòûõ íà âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ j-ãî ïðèøåäøåãî ëó÷à,è èìåþùèõ àìïëèòóäó, îïðåäåëÿåìóþ ïîòåðåé ýíåðãèè äàííîãî ëó÷à ïðè âñåõ åãîîòðàæåíèÿõ îò ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ðàñ÷åò, îñóùåñòâëåí-íûé ïðÿìî âî âðåìåííîé îáëàñòè, òðåáóåò êâàäðàòè÷íîãî ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé ïî ÷èñëó âûáðàííûõ âðåìåííûõ óçëîâ, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà

t = tk íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ñóììèðîâàíèå ïî j. Äëÿ ñóùåñòâåííîãî ñîêðàùåíèÿâðåìåíè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî ïåðåéòè â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü, âîñïîëüçîâàâ-øèñü òåîðåìîé ñâåðòêè. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ p̃r(ω) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåìÔóðüå îò (8):
p̃r(ω) =

J∑

j = 1

√
Ej exp(iωtj) (9)Â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (9) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ øåñòè íåñóùèõîêòàâíûõ ÷àñòîò. Îäíàêî ðåàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû çäåñü áóäåò ïðèìåðíîòàêàÿ æå, êàê è ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, ò.å. äîñòàòî÷íîïëàâíîé �óíêöèåé, ÷òî ïîäðîáíî îïèñàíî â ëèòåðàòóðå. Â èòîãå ìîæíî äîñòàòî÷íîý��åêòèâíî èíòåðïîëèðîâàòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íà âñþ ÷àñòîòíóþ îáëàñòü.Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé èäåè òàêîâà. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ âûáðàííûì÷àñòîòíûì äèàïàçîíîì îò 125/21/2 = 88 �ö äî 4000 · 21/2 = 5640 �ö, òî èñõîä-íûé ñèãíàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû øåñòè ñèãíàëîâ, îò�èëüòðîâàííûõêàæäûé âíóòðè ñâîåé îêòàâíîé ïîëîñû:

p0(t) =
6∑

n = 1

pn0 (t) (10)Åñëè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñ÷èòàòü îòêëèê ïîìåùåíèÿ ïîñòîÿííûì âíóòðèîäíîé îêòàâíîé ïîëîñû, òî ñ ó÷åòîì (10) ñâåðòêà (6) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
p(t) =

6∑

n = 1

∞∫

−∞

p
(n)
0 (τ)p(n)

r (t− τ)dτ ⇒ p̃(ω) =
6∑

n = 1

p̃0
(n)(ω)p̃r

(n)(ω) (11)ãäå èìïóëüñíûé îòêëèê â êàæäîé îêòàâíîé ïîëîñå ñâîé. Â èòîãå, ñ èñïîëüçîâàíèåì(7) ïîëó÷àåì
p(t) =

6∑

n = 1

Jn∑

j = 1

=

√
E

(n)
j p

(n)
0 (t− t

(n)
j ) (12)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû àóðàëèçàöèè â àêóñòèêå ïîìåùåíèé 207Ýòî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ðàñ÷åòíîé �îðìóëîé.Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ëþáîé çàïèñàííûé àóäèî-�ðàãìåíò â �îðìó, êîòîðóþ îí ïðèìåò ïðè çâó÷àíèè â ìîäåëèðóåìîì çàëå.

�èñ. 3 Àìïëèòóäíî-âðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñìîäåëèðîâàííîãî çâóêà âûñòðåëàñòàðòîâîãî ïèñòîëåòà â òåñòîâîé êîìíàòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ìàêðèíåíêî Ë.È Àêóñòèêà ïîìåùåíèé îáùåñòâåííûõ çäàíèé. - Ì.: Ñòðîéèçäàò.1986. 173[2℄ Kutru� H. Room a
ousti
s. //London: Applied S
ien
e. 1973. 312 P.[3℄ Ñóìáàòÿí Ì.À., Áîåâ Í.Â., Òîäîðîâ Í.Ô. Àëãîðèòìû òðàåêòîðèé çâóêîâûõ ëó÷åéâ àêóñòèêåïîìåùåíèé //Ñáîðíèê òðóäîâ XVIII ñåññèè �îññèéñêîãî àêóñòè÷åñêîãîîáùåñòâà. Ì.: �ÅÎÑ, 2006. Ò.3 Ñ. 191-195[4℄ R. Heinz Binaurale Raumsimulation mit Hilfe eines kombinierten Verfahrens - GetrenteSimulation der geometrishen und di�usen S
hallanteile // A
usti
a , 1993. �79 S. 207-217Todorov N.F. Mathemati
al models and auralization algorithms in room a
ousti
s. Westudy the auralization problem. The basis is Ray Tra
ing algorithm, when the sound rays�travel"in the room loosing energy at every re�e
tion. Di�usion is also taken into a

ount.The room 
an be modeled as a linear �lter, then the resulting audio impulse is a 
onvolutionof the initial one with the room impulse response.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ¾Ó�ÎËÜ-ÔËÞÈÄ¿ Â ÂÛÁ�ÎÑÎÎÏÀÑÍÎÉ ÇÎÍÅ Ó�ÎËÜÍÎ�ÎÏËÀÑÒÀ.Òðó�àíîâ Â.Í., Òðó�àíîâ È.Â., Óñòèíîâ Þ.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåòÂ 90-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ïðè Ñåâåðî-Êàâêàçñêîì íàó÷íîì öåíòðå âûñøåéøêîëû ðàáîòàëà ãðóïïà ó÷åíûõ, îáúåäèíèâøàÿñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëåíèÿ âíåçàï-íîãî âûáðîñà óãëÿ, ïîðîä è ãàçà â óãîëüíûõ øàõòàõ (ÍÒÏ "Óãîëü-âûáðîñ").Â ãðóïïó âõîäèëè ó÷åíûå ãåîëîãî-ãåîãðà�è÷åñêîãî, �èçè÷åñêîãî è ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòîâ �îñòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ÂÍÈ-��Èóãîëü �Ó�ØÌÏ�,Þ��ÒÓ (ÍÏÈ) è ðÿäà äðóãèõ îðãàíèçàöèé [1℄. �óêîâîäèëïðîãðàììîé ïðî�åññîð Í.Ô.Ëîñåâ.Ê íà÷àëó îòìå÷åííûõ èññëåäîâàíèé áûëî èçâåñòíî, ÷òî âíåçàïíûå âûáðîñûïðèíàäëåæàò ê îïàñíûì ãàçîäèíàìè÷åñêèì ÿâëåíèÿì, âîçíèêàþùèì ïðè âñêðû-òèè óãîëüíûõ ïëàñòîâ â ñëîæíûõ ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ íà ãëóáèíàõ áî-ëåå 170-200 ì. Îíè âñåãäà ïðèóðî÷åíû ê ó÷àñòêàì òåêòîíè÷åñêîé íàðóøåííîñòèâûñîêîãàçîíîñíûõ óãîëüíûõ ïëàñòîâ, ñëîæåííûõ óãëÿìè ñðåäíèõ ñòàäèé ìåòàìîð-�èçìà [2℄. Äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ áûëè íà÷àòû åùå â íà÷àëå 50-õãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Ñ.À.Õðèñòèàíîâè÷à áîëüøèìêîëëåêòèâîì ó÷åíûõ È�Ä èì. À.À.Ñêî÷èíñêîãî, ÂÍÈÌÈ, ÈÏÊÎÍ �ÀÍ è äðóãèõèíñòèòóòîâ, îäíàêî êàðäèíàëüíîãî ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû íå ïðîèçîøëî [3-4℄.È äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âíåçàïíûå âûáðîñû åæåãîäíî ïðèâîäÿò ê áîëüøèì ìà-òåðèàëüíûì ïîòåðÿì è óíîñÿò æèçíè äåñÿòêîâ, à èíîãäà è ñîòåí øàõòåðîâ âî âñåììèðå. Ïå÷àëüíûìè ïðèìåðàìè â ýòîì îòíîøåíèè ÿâëÿþòñÿ íåäàâíèå êàòàñòðî�ûâ Êóçáàññå è Óêðàèíñêîì Äîíáàññå, ïðè êîòîðûõ ïîãèáëè áîëåå 200 øàõòåðîâ.Ïîýòîìó àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé ïî ýòîé ïðîáëåìå íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ãåîëîãî-ñòðóêòóðíûõ, ìèíåðàëîãî-ïåòðîãðà�è÷åñêèõ, �èçè÷åñêèõ è òåðìîáàðîãåîõèìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ïðîâå-äåííûõ ïî ïðîãðàììå, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî î÷àãè âíåçàïíûõ âûáðîñîâ ëîêàëèçó-þòñÿ â îñîáûõ �ëþèäîàêòèâíûõ çîíàõ, îáðàçóþùèõñÿ â ó÷àñòêàõ òåêòîíè÷åñêîéíàðóøåííîñòè óãîëüíûõ ïëàñòîâ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîòîêîâ ãëóáèííûõ �ëþèäîâïðè òåìïåðàòóðàõ äî 3000Ñ è äàâëåíèÿõ ïîðÿäêà 50-60 ÌÏà [5-6℄. Â ýòèõ ó÷àñò-êàõ íàáëþäàåòñÿ ãëóáîêàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ ñòðóêòóðû è òåõíîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâóãîëüíîãî âåùåñòâà, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â îáðàçîâàíèè "ãóá÷àòîãî"óãëÿ, íàñûùåííî-ãî ãàçîâî-æèäêèìè è ãàçîâûìè âêëþ÷åíèÿìè ïîä âûñîêèì äàâëåíèåì. Â èòîãåóãîëü ñòàíîâèòñÿ âûáðîñîîïàñíûì è ðàçðóøàåòñÿ ïðè ñíÿòèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ.Îäíàêî ìåõàíèçì ýòîãî ïðîöåññà îñòàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûì.Îñíîâíûå çàäà÷è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:1. Ïîíÿòü ïðèðîäó ÿâëåíèÿ "âûáðîñà"è ïî âîçìîæíîñòè ïîñòðîèòü �èçè÷åñêèåè ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå îáúÿñíÿëè áû ýòî ÿâëåíèå.2. �àçðàáîòàòü ìåòîäû è ïðèáîðíûå ñðåäñòâà äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèè è îáíàðóæå-íèÿ âûáðîñîîïàñíûõ çîí â óãîëüíûõ ïëàñòàõ. Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû óñóãóáëÿåòñÿ



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîñòîÿíèÿ âûáðîñîîïàñíîé çîíû óãîëüíîãî ïëàñòà 209òåì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèÿõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ êîíå÷íûì òîíêîäèñïåðñíûìóãëåì, îáðàçóþùèìñÿ ïðè äåñòðóêöèè ñèñòåìû "óãîëü-�ëþèä ò.å. ñ òàê íàçûâàå-ìîé "áåøåíîé ìóêîé êîòîðàÿ äàåò î÷åíü ìàëî èí�îðìàöèè îá èñõîäíîì ìàòåðèà-ëå äàæå ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ �èçè÷åñêèõ ñðåäñòâ èññëåäîâàíèÿ (ÝÏ�, ßÌ�,ðåíòãåíîñòðóêòóðíûé àíàëèç, ÂÄ-äåêðèïòîìåòðèÿ è äð.).Òåì íå ìåíåå, íà îñíîâàíèè àíàëèçà ïîëó÷åííûõ äàííûõ, èçó÷åíèÿ èçâåñòíîéëèòåðàòóðû, îñîáåííî òåõíè÷åñêèõ îò÷åòîâ ÂÍÈÈ��È-Ó�ÎËÜ è ñîîáðàæåíèé,âûñêàçàííûõ ïðî�åññîðîì Þ.Ì. �ó�àíîì [7℄ (èçâåñòíûì ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòèòåðìîäèíàìèêè) áûëî ñäåëàíî íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ ïîëîæåíèé, êîòîðûå ïîçâîëè-ëè ïðèìåíèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ àíàëèçà ïðîáëåìû.Îñíîâíîå ïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåòàí âñåãäà ñîäåðæèòñÿ â óãëå â ñîð-áèðîâàííîì ñîñòîÿíèè è â âèäå �ëþèäíûõ ìèêðîâêëþ÷åíèé. Â ñâîáîäíîì ñîñòî-ÿíèè îí îêàçûâàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìèêðî- è ìàêðî ïîâðåæäåíèé óãîëüíîé ñðåäû,âûäåëÿÿñü è çàïîëíÿÿ ïðè êðóïíûõ ïîâðåæäåíèÿõ óãîëüíîãî ñëîÿ (íàïðèìåð òèïà"ñáðîñà"èëè "ðàçëîìà") êðóïíûå ïîëîñòè, ïðè ìèêðîïîâðåæäåíèÿõ - ìèêðîïîðûè ìèêðîòðåùèíû, ïðåâðàùàÿñü â ñðåäó, íàñûùåííóþ ïóçûðüêàìè ìåòàíà ñ íåêî-òîðûì äàâëåíèåì . Òàêóþ ñðåäó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "àêòèâíûé ïîðèñòûéêîìïîçèò".Èç òåõíè÷åñêèõ îò÷åòîâ ñëåäîâàëî:1) âûáðîñîîïàñíûå çîíû âñòðå÷àþòñÿ êàê ïðàâèëî íà óìåðåííûõ ãîðèçîíòàõ;2) îíè âñòðå÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â îáëàñòÿõ ìàëûõ ïîäâèæåê óãîëüíîãî ñëîÿ,ò.å. â çîíàõ, â êîòîðûõ â ðåçóëüòàòå òåêòîíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñëîé äå�îðìè-ðîâàëñÿ "ñëåãêà íî íå ðàçðóøèëñÿ ïîëíîñòüþ.Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â çîíàõ ìàëûõ ïîäâèæåê â ðåçóëü-òàòå îáðàçîâàíèÿ ìèêðîòðåùèí óãîëü ïðåâðàùàåòñÿ â àêòèâíûé êîìïîçèò. Æåëà-òåëüíî áûëî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùóþ ïîíÿòü, êàê çîíààêòèâíîãî êîìïîçèòà âîçäåéñòâóåò íà îêðóæàþùóþ ñðåäó.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå ðàçíîìàñøòàáíûå çàäà÷è.Ïåðâàÿ çàäà÷à. Íà óðîâíå ìàñøòàáà îòäåëüíîãî ïóçûðüêà ðàññìàòðèâàåòñÿçàäà÷à äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ñðåäû ñî ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, íàïîëíåííîé ãàçîìÄàâëåíèå ãàçà - p . Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðàìè çíà÷èòåëüíîïðåâîñõîäèò ðàäèóñ ïóçûðüêà a, ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðó-ãîñòè îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) íåîãðà-íè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ øàðîâîé ïîëîñòüþ, ïîâåðõíîñòü êîòîðîé ïîäâåðæåíàäàâëåíèþ. �åøåíèå ýòîé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé çàäà÷è èìååò âèä
ur =

pa3

4µr2
, σrr = −pa

3

r3
, σθθ =

pa3

2r3
(1)ãäå ur � ðàäèàëüíîå ñìåùåíèå, σrr, σθθ � íàïðÿæåíèÿ, µ � ìîäóëü ñäâèãà.Âòîðàÿ çàäà÷à. Íà óðîâíå ìàñøòàáà ïëàñòà è ïðèëåãàþùåãî ãîðíîãî ìàññèâà.ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à: â íåîãðàíè÷åííîé óïðóãîé ñðåäåèìååòñÿ øàð ðàäèóñà A, íàïîëíåííûé ïóçûðüêàìè ñ äàâëåíèåì p è ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ

K =
N

V
, V =

4

3
πA3 (2)ãäå N � ÷èñëî ïóçûðüêîâ â øàðå.



210 Òðó�àíîâ Â.Í., Òðó�àíîâ È.Â., Óñòèíîâ Þ.À.Ñ öåíòðîì áîëüøîé ñ�åðû ñâÿæåì äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 èñ�åðè÷åñêóþ r, θ, ϕ, êîòîðûå ñâÿçàííû ñîîòíîøåíèÿìè
x1 = r sin θ cosϕ, x1 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ (3)Êàæäûé îòäåëüíûé ïóçûðåê ñíàáäèì èíäåêñîì n (n = 1, ..., N) è áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ñèëîâóþ ñèíãóëÿðíîñòü ñ ðàäèóñîì âåêòîðîì rn. Âîâíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê ñ�åðå ñðåäå âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Ì � òî÷êóíàáëþäåíèÿ ñ ðàäèóñîì âåêòîðîì R(|R|>A ). Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé îñü Ox3ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó íàáëþäåíèÿ Ì. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Rn = R − rn, Rn = |Rn| =
√
R2 + r2

n − 2Rrn cos θn (4)Êàæäàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïîðîæäàåò â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ñìåùåíèå ñ âåêòîðîì
un =

pa3

4µR2
n

Rn

Rn
(5)Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè (çàäà÷à ëèíåéíàÿ), ðàäèàëüíîå ñìåùåíèå âòî÷êå M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

UR = Σn|un| cosαn, cosαn =

√
1 − r2

n

R2
n

sin2 αn (6)ãäå αn � óãîë ìåæäó un è îñüþ Ox3. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ñóììû (6) îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû
UR ≈ Kpa3

4µ

∫

V

cosα

R′2 dV, dV = r sin θdrdθdϕ (7)
R′2 = R2 + r2 − 2Rr cos θ, cosα =

√
1 − r2

R′2 cos θÂ ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (7) ïîëó÷àåì
UR =

p′A3

4µR2
, p′ = γp, γ =

Na3

2A3
(8)Îñíîâíîé âûâîä, âûòåêàþùèé èç �îðìóëû (8) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ�åðà, íà-ïîëíåííàÿ "àêòèâíûì êîìïîçèòîì ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíåé ñðåäå âåäåò ñåáÿ êàêñ�åðà, íàïîëíåííàÿ ãàçîì, äèñïåðãèðîâàííûì â ñòðóêòóðå óãëÿ, ñ ïðèâåäåííûìäàâëåíèåì p′. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî âûáðîñîîïàñíàÿ çîíà âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íûìîáðàçîì. Ïðè ýòîì ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè ñëåäóþùèå âûâîäû:1) îáû÷íûå ïðî�èëàêòè÷åñêèå ïðîòèâîâûáðîñíûå ìåðîïðèÿòèÿ òèïà âûòåñíå-íèÿ ãàçà ñ ïîìîùüþ íàãíåòàíèÿ âîäû ìàëî ý��åêòèâíû â ñèëó ñòðóêòóðû ñèñòåìûóãîëü��ëþèä ("àêòèâíûé ïîðèñòûé êîìïîçèò") âûáðîñîîïàñíîé çîíû;2) ïðè ïðîõîäêå òîëùèíà ó÷àñòêà ïëàñòà, îòäåëÿþùåãî "ñâîáîäíóþ"çîíó, îáðà-çîâàâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå âûðàáîòêè, îò "âûáðîñîîïàñíîé"�ëþèäîàêòèâíîé çîíû



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîñòîÿíèÿ âûáðîñîîïàñíîé çîíû óãîëüíîãî ïëàñòà 211óìåíüøàåòñÿ, ÷òî â êîíå÷íî èòîãå ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ ñòåíêè è ýòî ðàçðó-øåíèå ïðèíèìàåò äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð, à "àêòèâíûé êîìïîçèò"ïðåâðàùàåòñÿ â"áåøåíóþ ìóêó"â ðåçóëüòàòå öåïíîé ðåàêöèè ðàçðóøåíèÿ ìèêðîâëþ÷åíèé ñèñòå-ìû "óãîëü-�ëþèä";3) â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ�àêòîðîâ ïîëîñòü âûáðîñà èìååò ñëîæíóþ �îðìó, ÷òî ïîðîæäàåò çîíû êîíöåí-òðàöèè íàïðÿæåíèé, êîòîðûå àêòèâèçèðóþò ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ;4) Ïðîãíîçèðîâàíèå âûáðîñîîïàñíûõ çîí ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî òåðìîáà-ðîãåîõèìè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïóòåì ìîíèòîðèíãà è îöåíêè óðîâíÿ ýíåðãåòè÷åñêîé�ëþèäîàêòèâíîñòè èññëåäóåìûõ óãëåé.Ïîëó÷åííûå âûâîäû èç ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ñè-ñòåìû "óãîëü-�ëþèä"â âûáðîñîîïàñíîé çîíå óãîëüíîãî ïëàñòà ïðåäñòàâëÿþò îïðå-äåëåííûé èíòåðåñ íå òîëüêî äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïðåäîòâðàùåíèÿ îïàñíûõ ãà-çîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé â óãîëüíûõ øàõòàõ, íî òàêæå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå äëÿðåøåíèÿ ïðîáëåìû èçâëå÷åíèÿ óãîëüíîãî ìåòàíà êàê íåòðàäèöèîííîãî âèäà óãëå-âîäîðîäíîãî ñûðüÿ [8-9℄. Ýòîò èíòåðåñ âûçâàí òåì, ÷òî �ëþèäîàêòèâíûå çîíû ñëîêàëèçîâàííûìè â íèõ ïîòåíöèàëüíûìè î÷àãàìè âûáðîñà ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïåð-ñïåêòèâíûìè ó÷àñòêàìè äëÿ áóðåíèÿ äåãàçàöèîííûõ ñêâàæèí ïðè ïðàêòè÷åñêîìðåøåíèè äàííîé ïðîáëåìû, ò.ê. �ëþèäèçèðîâàííûå óãëè îòëè÷àþòñÿ ìàêñèìàëü-íîé ãàçîîòäà÷åé ïðè ìèíèìàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàòàõ íà èíòåíñè�èêàöèþïðîöåññîâ äåñòðóêöèè ñèñòåìû "óãîëü-�ëþèä". Ïðè ýòîì ïðåâåíòèâíàÿ äåãàçàöèÿ�ëþèäèçèðîâàííûõ óãëåé âûñòóïàåò êàê íàèáîëåå ý��åêòèâíûé ñïîñîá ïðåäîò-âðàùåíèÿ âíåçàïíûõ âûáðîñîâ óãëÿ, ïîðîä è ãàçà ïðè ïîñëåäóþùåé îòðàáîòêåìåòàíîóãîëüíûõ ìåñòîðîæäåíèé. Îöåíêà èçâëåêàåìûõ ðåñóðñîâ óãîëüíîãî ìåòàíàèç òàêèõ ìåñòîðîæäåíèé - îäíà èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ áëèæàéøåãî áóäóùåãî.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïîääåðæêå �ÔÔÈ (07-01-254à)Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëîñåâ Í.Ô., Òðó�àíîâ Â.Í., Ñìèðíîâ Â.Á., Ôðîëêîâ �.Ä. Ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ, �îð-ìèðóþùèå è ñîïðîâîæäàþùèå âûáðîñû óãëÿ è ãàçà. �îñòîâ-íà-Äîíó: ÑÊÍÖ ÂØ.Ïðåïðèíò. 1994. 22 ñ.[2℄ Õîäîò Â.Â. Âíåçàïíûå âûáðîñû óãëÿ è ãàçà. Ì. 1961. 363 ñ.[3℄ Õðèñòèàíîâè÷ Ñ.À. Î âîëíå âûáðîñà // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�. 1953. � 12. Ñ. 1679-1688.[4℄ Âàñèëü÷óê Ì.Ï. Ïðîáëåìà áîðüáû ñ âûáðîñàìè óãëÿ, ïîðîä è ãàçà // Áåçîïàñíîñòüòðóäà â ïðîìûøëåííîñòè.1993.� 9. Ñ.2-6.[5℄ Òðó�àíîâ Â.Í., Ëîñåâ Í.Ô., �àìîâ Ì.È., �ûëîâ Â.�., Ñëàâãîðîäñêèé Í.È. Îñîáåí-íîñòè �îðìèðîâàíèÿ è òåðìîáàðîãåîõèìè÷åñêèå êðèòåðèè ïðîãíîçèðîâàíèÿ âûáðî-ñîîïàñíûõ çîí â óãîëüíûõ ïëàñòàõ. �îñòîâ-íà-Äîíó: ÑÊÍÖ ÂØ. Ïðåïðèíò.1993.30ñ.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÂÏ�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÈÊÅÖèáóëèí Â.�., Øåâ÷åíêî Ñ.Â.Þæíûé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò, �îñòîâ�íà�Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ êîíâåêöèÿ â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ïîðèñòîãî ìàññèâà,çàïîëíåííîãî æèäêîñòüþ, ïîâåðõ êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíàÿ æèäêîñòü. Äàííàÿçàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ èç-çà ðÿäà ïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè, â ãåî�èçèêåè ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ, îáèòàþùèõ íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêèõ èòâåðäûõ ñðåä [1℄. Êðîìå òîãî, ýòà çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âîçìóù¼ííàÿ ïîîòíîøåíèþ ê ïëîñêîé ïðîáëåìå Äàðñè, â êîòîðîé îáíàðóæåíà ñèëüíàÿ íååäèíñòâåííîñòüðåøåíèé [2, 3℄. �àñ÷åò êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé äâóõñëîéíîé ñèñòåìû èíòåðåñåí òàêæåêàê ïðèìåð ðàçðóøåíèÿ ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, âîçíèêàþùèõ â ñëó÷àå îäíî-ðîäíîé ïîðèñòîé ñðåäû. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîñòðîåíà ðàçíîñòíàÿñõåìà, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå ñìåù¼ííûõ ñåòîê, è íàïèñàíà ïðîãðàììà â ñðåäå MATLAB.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ êîíâåêöèÿ â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ïðÿìîóãîëü-íèêà D1 = [0, a] × [0, b] ñ ïîðèñòîé ñðåäîé è íàñûùåííîãî íåñæèìàåìîé òåïëî-ïðîâîäíîé æèäêîñòüþ, è ïðÿìîóãîëüíèêà D2 = [0, a] × [b, c], çàïîëíåííîãî òîé æåæèäêîñòüþ.Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé æèäêîñòè â îáëàñòè D2 èñïîëüçóþòñÿ óðàâ-íåíèÿ â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà, êîòîðûå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõçàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
V̇ + (V · ▽)V = −▽p + △V − kGrT, ▽ · V = 0, Ṫ + (V · ▽)T =

1

Pr
△T. (1)Çäåñü V = (u, 0, w) � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, T � òåìïåðàòóðà, Gr è Pr � ÷èñëà�ðàñãî�à è Ïðàíäòëÿ, t � âðåìÿ, x è z � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, âåêòîð k =

(0, 0,−1) çàäàåò íàïðàâëåíèå ñèëû òÿæåñòè.Äâèæåíèå æèäêîñòè â ïîðèñòîì ñëîå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé, îñ-íîâàííûõ íà çàêîíå Äàðñè:
1

φ
V̇ m = −▽pm − 1

Da
V m − kGrTm, ▽ · V m = 0,

Ṫm + (V m · ▽)Tm =
1

Pr
△Tm.

(2)Çäåñü V m = (um, 0, wm) � ñêîðîñòü, pm � äàâëåíèå, Tm � òåìïåðàòóðà, φ � êîý�-�èöèåíò ïîðèñòîñòè, Da � ÷èñëî Äàðñè.Íà ãðàíèöå îáëàñòè D = D1 ∪ D2 ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ñâîáîäíîéæèäêîñòè è óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ äëÿ æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå:
V = 0, (x, z) ∈ ∂2D, um |x=0,a= wm |z=0= 0, (3)



214 Öèáóëèí Â.�., Øåâ÷åíêî Ñ.Â.à òàêæå çàäàåòñÿ ëèíåéíûé ïî âûñîòå ïðî�èëü òåìïåðàòóðû:
T |∂2D= T∗(z), Tm |∂1D= T∗(z), T∗(z) = Td +

z

b+ c
(Tu − Td). (4)Çäåñü Tu è Td � çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöå, ∂kD =

∂Dk\{z = b}.Íà ãðàíèöå ðàçäåëà S ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðû, ïîòîêîâòåïëà, äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè:
[T − Tm]S = 0, [∂zT − ∂zT

m]S = 0, [p− pm]S = 0, [w − wm]S = 0. (5)Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1)�(5) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èñêóññòâåííîéñæèìàåìîñòè, äëÿ ÷åãî óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè çàìåíÿåòñÿ íà ∂tp+γ(▽·V ) = 0,ãäå γ - êîý��èöèåíò èñêóñòâåííîé ñæèìàåìîñòè.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ äëÿ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû, à äàâëåíèå ïðè
t = 0 ïîëàãàåòñÿ íóëåâûì.Ìåòîä ðåøåíèÿÄëÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è (1)�(5) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñìåù¼ííûõ ñåòîê. Èñ-ïîëüçóþòñÿ óçëû ÷åòûð¼õ òèïîâ: äëÿ äâóõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû èäàâëåíèÿ. Â îáëàñòè D ââîäèòñÿ îñíîâíàÿ ñåòêà, â óçëàõ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿòåìïåðàòóðà:

ΩT = {(xi, zj), xi = ihx, i = 0, . . . , N + 1, zj = jh1, j = 0, . . . ,M1 + 1,

zj = b+ (j −M1)h2, j = M1 + 1, . . . ,M1 +M2 + 1}.Çäåñü øàãè ñåòêè hx = a/(N + 1), h1 = b/(M1 + 1), h2 = (c− b)/(M2 + 1).Íà îñíîâå ââåäåííîé ñåòêè ΩT ñòðîÿòñÿ òðè ñåòêè: äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé è âåð-òèêàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè u, w, à òàêæå äëÿ äàâëåíèÿ p :
Ωu = {(xi, zj+1/2), i = 0, . . . , N + 1, j = 0, . . . ,M1 +M2},
Ωw = {(xi+1/2, zj), i = 0, . . . , N, j = 0, . . . ,M1 +M2 + 1},
Ωp = {(xi+1/2, zj+1/2), i = 0, . . . , N, j = 0, . . . ,M1 +M2},

xi+1/2 =
1

2
(xi + xi+1), i = 0, . . . , N, zj+1/2 =

1

2
(zj + zj+1), j = 0, . . . ,M1 +M2.Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ â îá-ëàñòÿõ D1 è D2 èñïîëüçóþòñÿ òå æå ñèìâîëû, à ïðèíàäëåæíîñòü îïðåäåëåííîéïîäîáëàñòè çàäàåòñÿ èíäåêñîì. uj+1/2

i = u(xi, zj+1/2), wji+1/2 = w(xi+1/2, zj),
p
j+1/2
i+1/2 = p(xi+1/2, zj+1/2), T ji = T (xi, zj).Äèñêðåòíûå àíàëîãè êðàåâûõ óñëîâèé (3)�(4) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

u
j+1/2
0 = u

j+1/2
N+1 = 0, j = 0, . . . ,M1 +M2, w

0
i+1/2 = wM1+M2+1

i+1/2 = 0, i = 0, . . . , N,

T 0
i = Td, TM1+M2+1

i = Tu, i = 0, . . . , N + 1,

T j0 = T jN+1 = T∗(zj), j = 0, . . . ,M1 +M2 + 1.



Èññëåäîâàíèå êîíâåêöèè â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå â ïðÿìîóãîëüíèêå 215Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé (1)�(2) ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû óñðåäíåíèÿ è îïåðà-òîðû äè��åðåíöèðîâàíèÿ íà äâóõòî÷å÷íîì øàáëîíå:
(δx0f)ji+1/2 =

f ji + f ji+1

2
, (δz0f)

j+1/2
i =

f ji + f j+1
i

2
, (6)

(δxf)ji+1/2 =
f ji+1 − f ji

hx
, (δzf)

j+1/2
i =

f j+1
i − f ji
hz

. (7)Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ èíäåêñà j èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà:
hz = h1, äëÿ j < M1 + 1, è hz = h2, äëÿ (j ≥M1 + 1).Ïî (6)�(7) ñòðîÿòñÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå

(Dxf)ji = (δxδ
x
0f)ji , (Dzf)ji = (δzδ

z
0f)ji . (8)Ôîðìóëû (6)-(8) âåðíû äëÿ öåëûõ è ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé i è j. Ñ ïîìîùüþ îïåðà-òîðîâ (7) äèñêðåòíûé àíàëîã ëàïëàñèàíà íà ïÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå çàïèñûâàåòñÿâ âèäå: ∆h = δxδx + δzδz.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ (1)�(2), èñïîëüçó-þòñÿ îïåðàòîðû óñðåäíåíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ íà ÷åòûðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå

d0 = δx0δ
z
0 ≡ δz0δ

x
0 , dx = δxδ

z
0 ≡ δz0δx, dz = δzδ

x
0 ≡ δx0δz. (9)Ñ èõ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèÿ êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíî-ñòè äàåòñÿ �îðìóëîé:

(u∂xT + w∂zT )ji ≈ βJD + (1 − β)Jd ≡ J, β = 1/3, (10)
JD = Dx(Tδ

z
0u) +Dz(Tδ

x
0w), Jd = dx(d0Tδ

x
0u) + dz(d0Tδ

z
0w).Àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿõ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà çàïèñû-âàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(u∂xu+ w∂zw)
j+1/2
i ≈ βJ̃D + (1 − β)J̃d ≡ J̃ , (11)

J̃D = δx
[
(δx0u)

2
]
+ δz [(δz0u)(δ

x
0w)] , J̃d = dx

[
(d0u)

2
]
+ dz [(d0u)w] .

(u∂xw + w∂zw)ji+1/2 ≈ βĴD + (1 − β)Ĵd ≡ Ĵ , (12)
ĴD = δx [(δz0u)(δ

x
0w)] + δz

[
(δz0w)2

]
, Ĵd = dx [u(d0w)] + dz

[
(d0w)2

]
.Ñ ïîìîùüþ ââåä¼ííûõ îïåðàòîðîâ ðàçíîñòíûå àíàëîãè óðàâíåíèé (1)�(2) çà-ïèñûâàþòñÿ âî âíóòðåííèõ óçëàõ îáëàñòåéD1 èD2. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèéíà ãðàíèöå ðàçäåëà ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä. Ïîëó÷åííûåóðàâíåíèÿ â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìåþòñëåäóþùèé âèä:

(ut)
j+1/2
i = (Fu)

j+1/2
i , (wt)

j
i+1/2 = (Fw)ji+1/2, (pt)

j+1/2
i+1/2 = −γ(▽ · V )

j+1/2
i+1/2 , (Tt)

j
i = (FT )ji .Çäåñü ïðè j > M1 + 1 (ñâîáîäíàÿ æèäêîñòü):

(Fu)
j+1/2
i = (−J̃ − δxp + ∆hu)

j+1/2
i ,
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(Fw)ji+1/2 = (−Ĵ − δzp+ ∆hw +Grδx0T )ji+1/2, (FT )ji = (−J +

1

Pr
∆hT )ji ,è ïðè j < M1 + 1 (ïîðèñòûé ñëîé) :

(Fu)
j+1/2
i = (−φδxp−

φ

Da
u)

j+1/2
i ,

(Fw)ji+1/2 = (−φδzp−
φ

Da
w + φGrδx0T )ji+1/2, (FT )ji = (−J +

1

Pr
∆hT )ji .à â ñëó÷àå j = M1 + 1, ïîëó÷àþòñÿ ñïåöèàëüíûå �îðìóëû.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÍà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ÷èñëåííîé ñõåìû íàïèñàíà ïðîãðàììà â ñðåäåMATLAB äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ â äâóõñëîéíûõ ñèñòåìàõ.Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîíâåêòèâíûõ ðåæèìîâ â âûñîêîì ïðÿìîóãîëü-íèêå, â îñíîâíîì çàïîëíåííîì ïîðèñòûì ñëîåì, ïðåäñòàâëåíû íà �èñ. 1 è 2.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ áðàëèñü ðåæèìû èç ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõðåøåíèé, ðàñ÷èòàííîãî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [5℄, �èëüòðàöèîííîå ÷èñëî�ýëåÿ λ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû Gr, Da è Pr ïî �îðìóëå λ = GrDaPr/c,ãäå c � âûñîòà ïðÿìîóãîëüíèêà.×èñëà Íóññåëüòà íà íèæíåé ñòåíêå è â öåíòðàëüíîì âåðòèêàëüíîì ñå÷åíèèîïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè Nuh =

∫ a
0
Tz(x, 0, t)dx , NuV =

∫ c
0
Tx(a/2, z, t)dz.
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�èñ. 1. Ñëåâà: Ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ äëÿ �èëüòðàöèîííîé êîíâåê-öèè (êðèâàÿ) è èçîëèðîâàííûå ðåæèìû â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå ïðè ðàçëè÷íûõ
Da (öè�ðû è êðåñòèê). Ñïðàâà: ãðà�èêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ÷èñëà Nuh äëÿ
Da = 3.4 · 10−3 (1), Da = 1.7 · 10−3 (2), Da = 1.0 · 10−3 (3).Ñëåâà íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû êðèâàÿ ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ �èëü-òðàöèîííîé êîíâåêöèè è êðóæêàìè îòìå÷åíû íà÷àëüíûå òî÷êè. �àñ÷åòû âûïîëíå-íû ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Äàðñè è ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ:
λ = 80, φ = 10, Pr = 7, c = 2, b = 1, 6, a = 1, Td = 0, Tu = 1. Â ðåçóëüòàòåóñòàíîâëåíèÿ â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ñ ñèììåò-ðè÷íûì ðàñïîëîæåíèåì âàëîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîãî âåðòèêàëüíîãî ñå÷åíèÿ.�àñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è �óíêöèè òîêà äëÿ ðåàëèçóþùèõñÿ èçîëèðîâàííûõñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Ñ óìåíüøåíèåì Da (ñî ñíèæåíèåì



Èññëåäîâàíèå êîíâåêöèè â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå â ïðÿìîóãîëüíèêå 217ïðîíèöàåìîñòè) â çîíå, ãäå íàõîäèòñÿ ñâîáîäíàÿ æèäêîñòü, äâèæåíèÿ ïðèïîâåðõ-íîñòíîãî ñëîÿ òðàíñ�îðìèðóþòñÿ â êîíâåêòèâíûå âàëû, çàíèìàþùèå âñþ âûñîòóîáëàñòè íàä ïîðèñòîé ñðåäîé.
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (ñëåâà) è ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè òîêà (ñïðàâà)äëÿ Da = 3.4 · 10−3, Da = 1.7 · 10−3, Da = 1.0 · 10−3.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Nield D.A., Bejan A. Conve
tion in Porous Media. N.Y.: Springer, 1999. 556 p.[2℄ Ëþáèìîâ Ä.Â. Î êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèÿõ â ïîðèñòîé ñðåäå, ïîäîãðåâàåìîé ñíèçó// ÏÌÒÔ. 1975. � 2. Ñ. 131�137.[3℄ Þäîâè÷ Â.È. Êîñèììåòðèÿ, âûðîæäåíèå ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, âîçíèê-íîâåíèå �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè // Ìàò. çàìåòêè. 1991. Ò. 49. Âûï. 5. Ñ. 142�148.[4℄ Karas�ozen B., Tsybulin V.G.Mimeti
 dis
retization of two-dimensional Dar
y 
onve
tion// Comp. Phys. Commun. 2005. V. 167. P. 203�213.[5℄ Karas�ozen B., Tsybulin V.G. Finite-di�eren
e approximation and 
osymmetry
onservation in �ltration 
onve
tion problem // Phys. Let. A., 1999. V. 262. P. 321-329.Tsybulin V.G., Shev
henko S.V. Numeri
al study of 
onve
tion in two-layer re
tangle.We study 
onve
tive �ows in the re
tangle with a layer of porous medium saturated by thein
ompressible �uid and a layer �lled by the vis
ous �uid. The staggered grid s
heme is usedfor dis
retisation of the system of equations in primitive variables. Computer experiment isperformed for the analysis of 
onve
tive patterns.



Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÒÅ�ÌÎÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÖÈËÈÍÄ�ÀØàëäûðâàí Â.À., Âàñèëüåâ Ò.À.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÑòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåñâÿçàííûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öè-ëèíäðè÷åñêèõ òåë. �åøåíèå ñòðîèòñÿ â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì � ðåøàåòñÿ çàäà÷à òåïëî-ïðîâîäíîñòè, íà âòîðîì � íàõîäèòñÿ ðåøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèñ �èêòèâíûìè îáúåìíûìè ñèëàìè, èíäóöèðîâàííûìè òåðìîóïðóãèì ïîòåíöèàëîì. Èñ-ïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå îäíîðîäíîãî áàçèñà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ñâîäèò çàäà÷ó ê ñèñòåìåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõìåòîäîâ. Ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäîâ, �èãóðèðóþùèõ â çàïèñè íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóþòñÿìåòîäû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè.Äå�îðìèðîâàíèå ñïëîøíîãî öèëèíäðà ïîä äåéñòâèåì çàäàííîé íåðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðû èçó÷àëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè â ðàáîòå[1℄ è ìåòîäà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé â [2℄. Â ðàáîòàõ [3-4℄ èññëåäîâàëîñü òåðìîóïðóãîåðàâíîâåñèå ñâîáîäíîãî îò íàãðóæåíèé öèëèíäðà, íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãîçàäàâàëîñü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, à íà òîðöàõ îòñóòñòâîâàë òåïëîâîé ïîòîêèëè áûëà íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà. Â ýòîé ñòàòüå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà òåðìî-óïðóãîìó äå�îðìèðîâàíèþ öèëèíäðà ïðåïÿòñòâóåò æåñòêàÿ çàäåëêà áîêîâîé ïî-âåðõíîñòè. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ñìåøàííàÿ, âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè,âûçâàííûå ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ëèíèè èçëîìà ãðàíè÷-íîé ïîâåðõíîñòè [5℄. Ïðîáëåìà ïðåîäîëåâàåòñÿ çà ñ÷åò ïðîâåäåíèÿ àñèìïòîòè÷å-ñêîãî àíàëèçà áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ).�1 Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû è ìåòîä ðåøåíèÿ. Èçîòðîïíûé öèëèíäð (ν -êîý��èöèåíò Ïóàññîíà è G - ìîäóëü ñäâèãà) íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì òåìïå-ðàòóðíîì ïîëå T (x, y, z). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ åãî òåðìîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåìèñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåîðèè óïðóãîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ [6℄
µui,ij + ∆ui = α(3µ− 1)T,i i = 1, 2, 3;

∆T = 0

(
∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
.

(1)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìåþò âèä
[ui,j + uj,i + δij((µ− 1)ul,l − α(3µ− 1)T )]z=±1 = 0, i, j = 1, 2, 3,

[α1T,z + α2T ]z=±1 = 0.
(2)Íà çàùåìëåííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïîääåðæèâàåòñÿ çàäàííàÿ òåìïåðàòóðà ðàñ-ïðåäåëåííàÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó âäîëü åå îáðàçóþùåé

us(r, θ, z) |r=1= 0, T (x, y, z) |r=1= τ0z
q, s = r, θ, z, r2 = x2 + y2. (3)



Ê àíàëèçó òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðà 219Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå, ïîäðîáíî îïèñàííîé â ìîíîãðà�èè [4℄, ðåøåíèå çàäà÷èïðåäñòàâèì â âèäå ñóïåðïîçèöèè
ui = u∗i + u0

i , (4)ãäå u∗i � îäíîðîäíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, îáóñëîâëåííîå òåìïåðàòóð-íûì ïîòåíöèàëîì ïðè îäíîðîäíûõ òåìïåðàòóðíûõ óñëîâèÿõ, u0
i � ïðè îäíîðîäíûõñòàòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ (2). Âåëè÷èíû u∗i îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

u∗r =
∂Φ

∂r
, u∗z = −1

h

∂Φ

∂z
,â êîòîðûå âõîäèò íåèçâåñòíûé òåðìîóïðóãèé ïîòåíöèàë Φ(r, z), îïðåäåëÿåìûé èçóðàâíåíèÿ

∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
= (1 + ν)αT. (5)Ôóíêöèÿ T (r, z) îïèñûâàåò òåìïåðàòóðíîå ïîëå. Òàê êàê îíà óäîâëåòâîðÿåò ãàð-ìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, òî äëÿ åå îòûñêàíèÿ ïðèìåíèì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðå-ìåííûõ. Òîãäà, íàïðèìåð, â àíòèñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿïîëó÷èì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå

T (r, z) =
∞∑

k=1

Bk
I0(β

∗
kr)

I0(β
∗
kr)

sin(βkz), Bk = 2

∫ 1

0

zq sin(βkz)dz (6)ãäå βk � êîðíè óðàâíåíèÿ
α1β + α2 tan(β) = 0. (7)Ïðè ýòîì, åñëè α1 = 0, òî βk = πk, è åñëè α2 = 0, òî βk = π(k + 1/2), k = 1, 2, ....Òåïåðü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5) äëÿ ïîòåíöèàëà áóäåò �óíêöèÿ

Φ(r, z) =
∞∑

k=1

Bk
I0(β

∗
kr)

β∗2
k I0(β

∗
kr)

sin(βkz). (8)Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå òåðìîóïðóãîé çàäà÷è
ur(r, z) =

∂Φ

∂r
+

a

2ν
+ 2Re

∑

p

Apnp(z)P
−
0 (γ∗pr)

I0(γ
∗
pr)

I0(γ∗p)
,

uz(r, z) = −1

h

∂Φ

∂z
− ha

1 − ν
+ 2Re

∑

p

Apqp(z)
I0(γ

∗
pr)

I0(γ∗p)
.

(9)Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå a è Ap îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû �óíêöèîíàëüíûõóðàâíåíèé
a

2ν
+ 2Re

∑

p

Apnp(z)P
−
0 (γ∗p) = −∂Φ

∂r
,

− ha

1 − ν
+ 2Re

∑

p

Apqp(z) =
1

h

∂Φ

∂z
,

(10)



220 Øàëäûðâàí Â.À., Âàñèëüåâ Ò.À.ïîëó÷àåìîé èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Òðåáóÿ ÷òîáû íåâÿçêèãðàíè÷íûõ óñëîâèé (10) áûëè îðòîãîíàëüíû ïîëíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå�óíêöèé, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
αma + 2Re

∑

p

Apn(δm, γp)P
+
0 (γ∗p) = c1m/δ

2
m,

βma− 2Re
∑

p

Apq(δm, γp) = c2m/δ
2
m, m = 1,∞,

(11)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
n(δm, γp) = hamp

[
(µ− 1)γ2

p + (µ+ 1)δ2
m

]
, αm = 1/ν, βm = −h/(1 − ν),

amp = δ2
m cos2 γp/

(
γ2
p − δ2

m

)2
, q(δm, γp) = −amp

[
(3µ+ 1)γ2

p − (µ+ 1)δ2
m

]
.�åøåíèå ñèñòåìû (11) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ìåòîäîì ïðîñòîé ðåäóêöèè. Îäíà-êî ïîñëåäíèé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ òîëüêî ïåðâûå êî-ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé (9). Â òî æå âðåìÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè ãðàíèö òåëà íåîáõîäèìî îöåíèòü ñóììó âñåãîðÿäà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà (11). Ñ ýòîé öå-ëüþ çàäàäèì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòîâ Ap

Ap ≈ Aγβ−1
p / sin2 γp, (12)êîòîðîå ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [1,5℄. Ñóììû, �èãóðèðóþùèåâ ñèñòåìå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, ìîæíî çàìåíèòü íà êîíòóðíûå èíòåãðà-ëû. Ïðîöåäóðà èõ âû÷èñëåíèÿ ïîäðîáíî èçëîæåíà â [5℄. �ëàâíàÿ ÷àñòü èíòåãðàëîâïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èç ÁÑËÀÓ (11) îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ A∗

1 = ℜA è A∗
2 = ℑA

A∗
1(µβ − 1) cotπβ/2 + A∗

2(µβ + µ+ 1) = 0,

A∗
1(µβ − µ− 1) tanπβ/2 −A∗

2(µβ − 1) = 0,
(13)Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî îíà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Èçýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ïîêàçàòåëÿ β

(3 − 4ν) sin2 πβ/2 + β2 − 4(1 − ν)2 = 0. (14)Ïîñëåäíåå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì, âîçíèêàþùèì â ñìåøàííîé çàäà÷å äå�îðìè-ðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî èëè ïëîñêîãî êëèíà [7,8℄.Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòîâñèñòåìû (11) îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé íà ëèíèè èçëîìàãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, à ñèñòåìà (11) àïïðîêñèìèðóåòñÿ òåïåðü òàêîé êîíå÷íîéñèñòåìîé
αma + 2Re

P∑

p=1

Apn(δm, γp)P
+
0 (γp) +Re

2Ai

π

∫

Γ

zβn(δm, z)dz

h(sin 2z − 2z)
=
c1m
δ2
m

,

βma− 2Re

P∑

p=1

Apq(δm, γp) +Re
2Ai

π

∫

Γ

zβ−1q(δm, z)dz

sin 2z − 2z
=
c2m
δ2
m

, m = 1, P + 1,

(15)



Ê àíàëèçó òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðà 221�2 Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðîâåäèëñÿ àíàëèç òåðìîíàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè q â (3). Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâ-ëåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ σrr âíóòðè öèëèíäðà (h = 1, ν = 0, 25, α1 = 0) âçàäà÷å èçãèáà ïðè ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû ïî ëèíåéíîìó çàêîíó âäîëü îáðàçó-þùåé öèëèíäðà (q = 1), íà ðèñ. 2 â çàäà÷å ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ïðè êâàäðàòè÷íîìðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû (q = 2).
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r�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé σrr/ατ0 â çàäà÷å ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ
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r�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé σrr/ατ0 â çàäà÷å èçãèáàÎñíîâíûå âûâîäû èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðà�èêîâ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Â çà-äà÷å èçãèáà âáëèçè ëèíèè èçëîìà íàáëþäàåòñÿ îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ íàïðÿ-æåíèé, äàëåå ðàñïîëîæåíà îáëàñòü ìàêñèìàëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è,



222 Øàëäûðâàí Â.À., Âàñèëüåâ Ò.À.íàêîíåö, ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçãðóæàåòñÿ. Èíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â çà-äà÷å ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ. Íàïðÿæåíèÿ ïðåòåðïåâàþò çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ âîáëàñòè, ïðèëåãàþùåé ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ðèí÷åíêî Â.Ò., Óëèòêî À.Ô. Çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ îáëàñòåé, îãðàíè÷åí-íûõ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ãðàíè÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè // Òåïëîâûå íàïðÿæåíèÿ âýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé. 1969. � 8. Ñ. 110�125.[2℄ Ïðîêîïîâ Â.Ê., Áàáåøêî Ì.Å., Ñòðþê Â.Ê. Ïðèìåíåíèå îäíîðîäíûõ ðåøåíèé êîñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷å òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû // Ïðèêë.ìåõàíèêà. 1977. Ò. 13, � 12. Ñ. 3�8.[3℄ Àëòóõîâ Å.Â., Êîñìîäàìèàíñêèé À.Ñ., Øàëäûðâàí Â.À. Îñåñèììåòðè÷íûå çàäà÷èòåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñðåä, îáëàäàþùèõ ïîïåðå÷íîé àíèçîòðîïèåé // Äîï. ÀÍ Ó�Ñ�.Ñåð.À. 1978. � 4. Ñ. 316�319.[4℄ Êîñìîäàìèàíñêèé À.Ñ., Øàëäûðâàí Â.À. Òîëñòûå ìíîãîñâÿçíûå ïëàñòèíû. Êèåâ :Íàóê. äóìêà, 1978. 240 ñ.[5℄ Øàëäûðâàí Â.À., Âàñèëüåâ Ò.À. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â ñìåøàííûõ çàäà÷àõ òåî-ðèè óïðóãîñòè // Ñáîðíèê ïîñâÿùåííûé 70-ëåòèþ Â.Ò. �ðèí÷åíêî. 2007.[6℄ Êîâàëåíêî À.Ä. Ââåäåíèå â òåðìîóïðóãîñòü. Êèåâ: Íàóê. Äóìêà, 1965. 204 
.[7℄ Àêñåíòÿí Î.Ê. Îñîáåííîñòè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíî-ñòè ðåáðà // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1967. Ò. 31, âûï. 5. Ñ. 178�186.[8℄ Ó�ëÿíä ß.Ñ. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè. Ë.: Íàóêà,1967. 402 ñ.Shaldyrvan V.A., Vasiliev T.A. About analysis of thermoelasti
 state of 
ylinder .Annotation. The arti
le deals with mixed problems of thermoelasti
ity for short 
ylinder.Solution of problems is provided in two steps: at �rst it is 
onsidered the problem of heat
ondu
tivity, at last � the problem of elasti
ity with �
tive volume for
es by means of thehomogeneous solution method. Linear algebrai
 equation systems is investigated by the useof asymptoti
al methods. Summation of stress series is provided by means of improving
onvergen
e methods.



ÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×ÀÕÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎ�Î ÔÎ�ÌÎÈÇÌÅÍÅÍÈß ÎÁÎËÎ×ÅÊÂ�ÀÙÅÍÈßÞäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû �èçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ çàäà÷ áîëüøèõ íåëèíåé-íûõ äå�îðìàöèé ïðè ïðîñòîì íàãðóæåíèè. Èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òèïàÄýâèñà-Íàäàè è ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà. Ïîñëåäíèé ìîäè�èöèðóþòñÿ çàìåíîé óïðó-ãîãî ìîäóëÿ íà ñåêóùèé è îáû÷íûõ êîìïîíåíò äå�îðìàöèé íà ëîãàðè�ìè÷åñêèå. Ïðè-ìåíÿþòñÿ ãèïîòåçû íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà, ãèïîòåçû Êèðõãî�à îòíîñèòåëüíî íîð-ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé è ðàçëîæåíèå ìîäóëÿ ïëàñòè÷íîñòè â ñòåïåííîé ðÿä ïî ïîïåðå÷íîéêîîðäèíàòå. Íà ýòîé áàçå âûâåäåíû äâóìåðíûå àíàëîãè. Ñîîòíîøåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿìîäåëèðîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ.Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ î ïîâåäåíèè ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé çà ïðåäåëîì ëè-íåéíîé óïðóãîñòè âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ âûáîðñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà è ñâÿçü îáîáùåííûõâíóòðåííèõ óñèëèé ñ äå�îðìàöèÿìè. Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà â äå�îð-ìàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ �èçè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü
σ(ē) ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ íàïðÿæåíèé σ è èíòåíñèâíîñòüþ èñòèííûõ (ëîãàðè�-ìè÷åñêèõ) äå�îðìàöèé ē . Å¼ ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíûåíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ïðè áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ.Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðîñòîãî íàãðóæåíèÿ èëè áëèçêî-ãî ê ïðîñòîìó. Ââîäèòñÿ ñåêóùèé ìîäóëü (ìîäóëü ïëàñòè÷íîñòè) Ec(ē) = σ(ē)/ē,òàê ÷òî σ(ē) = Ec(ē)ē. Ïðè àêòèâíîì íàãðóæåíèè, êîãäà èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæå-íèé âîçðàñòàåò âî âñåõ òî÷êàõ ìàòåðèàëà, äå�îðìàöèîííàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëüàíàëîãè÷íà íåêîòîðîìó íåëèíåéíî-óïðóãîìó ìàòåðèàëó.Â îáùåì ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ñîñòîÿíèÿ èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé è èíòåíñèâ-íîñòü äå�îðìàöèé ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòî-ÿíèÿ (ÍÄÑ) �îðìóëàìè:

σ =
1√
2

√
(σ11 − σ22)2 + (σ11 − σ33)2 + (σ22 − σ33)2 + 6(τ 2

12 + τ 2
13 + τ 2

23),

ē =

√
2

3

√
(ē11 − ē22)2 + (ē11 − ē33)2 + (ē22 − ē33)2 +

3

2
(γ2

12 + γ2
13 + γ2

23), (1)ãäå:
ēkk = ln(1 + ekk), k = 1, 2, 3.Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé çäåñü ñîîòâåòñòâóþò �èçè÷åñêèì [2℄â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â (1) äå�îðìàöèè ñäâèãà ïðåäïîëàãàþòñÿìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé è äàëåå çàíóëÿþòñÿ.



224 Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À.Äëÿ çàäàíèÿ âèäà �óíêöèè σ(ē) øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäèò ñòåïåííàÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ: σ = Cēη , ãäå C, η � ïîñòîÿííûå äëÿ äàííîãî ìàòåðèàëà. Ïîñëåäíèåîïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ïðîõîæäåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé êðèâîé ÷åðåç òî÷êèóñëîâíîãî ïðåäåëà òåêó÷åñòè (σ0,2, e0,2) è ïðåäåëà ïðî÷íîñòè (σB, ēB):
η = (lg σB − lg σ0,2)/(lg ēB − lg ē0,2), C = σB/(ēB)η,ãäå e0,2 = σ0,2/E.Ïîìèìî èí�îðìàöèè î ñâîéñòâàõ ìàòåðèàëà äëÿ ðåøåíèÿ �èçè÷åñêè-íåëèíåé-íûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî èìåòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîìïî-íåíòû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé. Îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå ðàçðåøàþùèå óðàâíå-íèÿ ñ ëîãàðè�ìè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè �îðìèðóþòñÿ íà îñíîâå �èçè÷åñêèõ ñî-îòíîøåíèé Äýâèñà è Íàäàè [1℄ äëÿ íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ (ñîîòíîøåíèÿ ÄÍ):Íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ çäåñü ñ÷èòàþòñÿ ãëàâíûìè è îðèåíòèðîâàííûìè ïî êî-îðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì. Â òðåõìåðíîì âàðèàíòå ñîîòíîøåíèÿ ÄÍ èìåþò âèä:

Ecē11 = σ11 − 0.5(σ22 + σ33), Ecē22 = σ22 − 0.5(σ11 + σ33),

Ecē33 = σ33 − 0.5(σ11 + σ22). (2)Ôîðìàëüíî çàïèñü (2) ïîõîæà íà çàêîí �óêà. Òîëüêî çäåñü ïîä äå�îðìàöèÿ-ìè ïîíèìàþòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèå äå�îðìàöèè (èñòèííûå, íàòóðàëüíûå), à ìîäóëüÞíãà çàìåíåí ñåêóùèì ìîäóëåì, çàâèñÿùèì îò èíòåíñèâíîñòè äå�îðìàöèé è, ñî-îòâåòñòâåííî, îò êîîðäèíàò òåêóùåé òî÷êè.Â òåîðèè îáîëî÷åê ïðåíåáðåãàþòñÿ íàïðÿæåíèÿ σ33 íà ýêâèäèñòàíòíûõ ïîâåðõ-íîñòÿõ ïî òîëùèíå îáîëî÷êè ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè (σ33 ≈ 0). Äàëåå áó-äåì ðàññìàòðèâàòü îñåñèììåòðè÷íîå ÍÄÑ, îïðåäåëÿåìîå êîìïîíåíòàìè σ11 = σ1,
σ22 = σ2, σ13 = τ13 è e11 = e1, e22 = e2, e13 = 0.5γ13 = 0.5γ. Ïîñêîëüêó γ13 = γïîëàãàåòñÿ ìàëûì, êîìïîíåíòû íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé áëèçêè êãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì, ñîâïàäàþùèì ñ êîîðäèíàòíûìè. Äëÿ ñîîòíîøåíèé ÄÍóãîë ñäâèãà γ âîîáùå ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ. Êîìïîíåíòó ïîïåðå÷íîãî îáæà-òèÿ ñ÷èòàåì íå çàâèñÿùåé îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû ζ è ðàâíîé å¼ çíà÷åíèþíà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè: e3 = ε3 6= 0. Âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè
(1 + e1)(1 + e2)(1 + e3) = 1. Ñ ó÷åòîì σ33 = 0 è óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè çàïèñèèíòåíñèâíîñòåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé óïðîùàþòñÿ:

σ =
√
σ2

1 − σ1σ2 + σ2
2 + 3τ 2

13, ē =
2√
3

√
ē21 + ē1ē2 + ē22.Ê îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì �èçè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì, ïðèìåíÿåìûì â çàäà÷àõíåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, îòíîñÿòñÿ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ "ïîëóëèíåéíî-ãî"(èëè ãàðìîíè÷åñêîãî) ìàòåðèàëà, ñâÿçûâàþùèå ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ è ãëàâíûåîòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ [2℄. Äëÿ ðàäèàëüíîé îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè îáî-ëî÷åê âðàùåíèÿ ñ ó÷åòîì e3 = ε3 ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

σ1 =
1 + e1√

I3
· E

1 − ν2
(e1 + νe2), σ2 =

1 + e1√
I3

· E

1 − ν2
(e1 + νe2),



Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â çàäà÷àõ îñåñèììåòðè÷íîãî �îðìîèçìåíåíèÿ 225ãäå I3 � òðåòèé èíâàðèàíò ïåðâîé ìåðû äå�îðìàöèè, îïðåäåëÿþùèé èçìåíåíèåîáúåìà: √
I3 = (1 + e1)(1 + e2)(1 + ε3), ε3 =

−ν
1 − ν

(ε1 + ε2). (3)Ñ ó÷åòîì (3):
σ1 =

1

(1 + e2)(1 + ε3)
· E

1 − ν2
(e1 + νe2), σ2 =

1

(1 + e1)(1 + ε3)
· E

1 − ν2
(e1 + νe2). (4)Ïðÿìîå ïðèìåíåíèå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (4) ê çàäà÷àì ïëàñòè÷åñêîãî�îðìîèçìåíåíèÿ íå äàåò àäåêâàòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èõ ìî-äè�èêàöèÿ ïî ëîãèêå ïîñòðîåíèÿ ñîîòíîøåíèé òèïà ÄÍ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïëà-ñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ìîäóëü E â (9) çàìåíèì ñåêóùèì ìîäóëåì (ìîäóëåìïëàñòè÷íîñòè) Λ = Ec, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν � íà 0.5, îáû÷íûå äå�îðìàöèè �íà ëîãàðè�ìè÷åñêèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ1 =
1

(1 + e2)(1 + ε3)
· 4Λ

3
(e1 + νe2), σ2 =

1

(1 + e1)(1 + ε3)
· 4Λ

3
(e1 + νe2) (5)Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé (5) ïðèâîäèò ê íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûì, ÷åì äëÿÄÍ, ñâÿçÿì èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ äå�îðìàöè-ÿìè. Èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ââîäÿòñÿ êàê îáîáùåííûå âíóòðåííèå óñèëèÿâèðòóàëüíîé ðàáîòû è óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ [4, 5℄:

No
1 = (1 + ε3)

∫ ho/2

−ho/2

σ1(1 + e2)dζ ; N
o
2 = (1 + ε3)

∫ ho/2

−ho/2

σ2(1 + e1)dζ,

Mo
1 = (1 + ε3)

2

∫ ho/2

−ho/2

σ1(1 + e2)ζdζ ; M
o
2 = (1 + ε3)

2

∫ ho/2

−ho/2

σ2(1 + e1)ζdζ. (6)Ïîäñòàíîâêà (5) â (6) äàåò:
No

1 =
4

3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e1 + 0.5e2)1 dζ, N
o
2 =

4

3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e2 + 0.5e1)2dζ ;

Mo
1 = (1+ε3)

4

3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e1+0.5e2)1 ζdζ, M
o
2 = (1+ε3)

4

3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e2+0.5e1)2ζdζ. (7)Äëÿ ìàòåðèàëà òèïà ÄÍ:
No

1 =
4

3
δ3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e1 + 0.5e2)1∆2dζ, N
o
2 =

4

3
δ3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e2 + 0.5e1)2∆1dζ ;

Mo
1 =

4

3
δ2
3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e1 + 0.5e2)1∆2ζdζ, M
o
2 =

4

3
δ2
3

∫ ho/2

−ho/2

Λ(e2 + 0.5e1)2∆1ζdζ, (8)ãäå δk = 1 + εk, k = 1, 2, 3, ∆1 = (1 + e1), ∆2 = (1 + e2),
e1 = (ε1+ζκ1), κ1 = [Φ′

o−(1+ε3)Φ
′]/αo, ε1 = (w′ sin Φ+u′ cos Φ)/αo+cos(Φ−Φo)−1;
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e2 = (ε2 + ζκ2), ε2 = u/τo, κ2 = [sin Φo − (1 + ε3) sin Φ]/τo,

u, w � ðàäèàëüíîå è îñåâîå ñìåùåíèÿ, Φo, Φ � óãëû íàêëîíà íîðìàëè îáîëî÷êè êîñè âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè äî è ïîñëå äå�îðìàöèè.Ëîãàðè�ìè÷åñêèå äå�îðìàöèè è ìíîæèòåëè ∆1 è ∆2 ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèìîáðàçîì:
e1 = ln(1+ε1+ζκ1) = ln(1+ε1)+ln(1+ζκ1), e2 = ln(1+ε2+ζκ2) = ln(1+ε2)+ln(1+ζκ2),

∆1 = 1 + ε1 + ζκ1 = δ1(1 + ζκ1), ∆2 = 1 + ε2 + ζκ2 = δ2(1 + ζκ2),ãäå:
κ1 = κ1/δ1, κ2 = κ2/δ2. (9)Âåëè÷èíû (9) èìåþò ñìûñë èçìåíåíèé ãëàâíûõ êðèâèçí ñðåäèííîé ïîâåðõíî-ñòè äå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè, óìåíüøåííûõ íà δ1 = 1+ ε1 è δ2 = 1+ ε2 ñîîòâåò-ñòâåííî, ãäå ε1 > 0, ε2 > 0. Ïîëàãàåì, ÷òî èñõîäíàÿ îáîëî÷êà òîíêàÿ è â ïðîöåññåäå�îðìàöèè òàêîâîé îñòàåòñÿ. Òîãäà âåëè÷èíû ζκ1 è ζκ2 ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñåäèíèöåé, òàê ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü ln(1 + ζκ1) ≈ ζκ1, ln(1 + ζκ2) ≈ ζκ2 ñ ïîãðåø-íîñòüþ, ñîîòâåòñòâåííî, 0.5 ζκ1 è 0.5 ζκ2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Ïîýòîìó èìåþòìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

e1 = ε1 + ζκ1, e2 = ε2 + ζκ2.Ñ ïîãðåøíîñòüþ max{ζκ1, ζκ2} ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé ìîæíî òàêæå ïîëîæèòü:
∆1 = 1 + ε1, ∆2 = 1 + ε2.Òàêèì îáðàçîì, ñêîáêè (. . .)1 è (. . .)2 ïîä èíòåãðàëàìè â (8) ëèíåéíî çàâèñÿò îò ζ :

(. . .)1 = a1 + ζb1, (. . .)2 = a2 + ζb2, (10)ãäå:
a1 = ε1 + 0.5 ε2, a2 = ε2 + 0.5 ε1, b1 = κ1 + 0.5 κ2, b2 = κ2 + 0.5 κ1.Ïîñêîëüêó Λ ñëîæíûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè äå�îðìàöèè, ïðÿìîâçÿòü èíòåãðàëû (7), (8) â ÿâíîì âèäå íå óäàåòñÿ. Îäíàêî ýòî ìîæíî ñäåëàòü,çàìåíèâ Λ ñòåïåííûì ðÿäîì â îêðåñòíîñòè ζ = 0. Îãðàíè÷èìñÿ òðåìÿ ÷ëåíàìè:

Λ = A+ A1ζ + A2ζ
2, (11)Äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèõ äå�îðìàöèé:

A0 = Λ(ε), A1 = [Λ(e), e e, ζ ]|ζ=0, A2 = 0.5[Λ(e),ee e, ζ + Λ(e), e e, ζζ ]|ζ=0,

Λ(e), e|ζ=0 = C(η − 1)ε η−2, Λ(e), ee|ζ=0 = C(η − 1)(η − 2)ε η−3, e(ζ), ζ|ζ=0 = 2κε/(3ε),

e(ζ), ζζ |ζ=0 = 2κ/(3ε) − 4κ2
ε/(9ε

3); ε =
2√
3

√
ε2
1 + ε1ε2 + ε2

2;

κε = 2(a1κ1 + a2κ2) = 2[ε1κ1 + 0.5(ε1κ2 + ε2κ1) + ε2κ2],

κ = 2(κ2
1 + κ1κ2 + κ2

2) − 2(a1κ
2
1 + a2κ

2
2).
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No

1 = (δ3δ2)
m{Ba1 +D[Θ1b1 + Θ2a1]}, No

2 = (δ3δ1)
m{Ba2 +D[Θ1b2 + Θ2a2]},

Mo
1 = δm+1

3 δm2 D(b1 + Θ1a1), M
o
2 = δm+1

3 δm1 D(b2 + Θ1a2).ãäå m = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëó òèïà ÏË, m = 1 � ìàòåðèàëó ÄÍ,
Θ1 = A1/A0, Θ2 = A2/A0, B = (4/3)Λ(ε)ho, D = (1/9)Λ(ε)h3

o.Â ñàìîì ïðîñòîì âàðèàíòå ìîæíî ó÷åñòü òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ðàçëî-æåíèè (11), ò.å. ïîëîæèòü Λ(e) ≈ A0 = Λ(ε), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðåíåáðåæåíèþíàâåäåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïî òîëùèíå. Â ýòîì ñëó÷àå:
No

1 = (δ3δ2)
mB(ε1 + 0.5ε2), N

o
2 = (δ3δ1)

m[B(ε2 + 0.5ε1)],

Mo
1 = δm+1

3 δm2 D(κ1 + 0.5κ2), M
o
2 = δm+1

3 δm1 [D(κ2 + 0.5κ1)]. (12)Ñîîòíîøåíèÿ (12) ïðè m = 1 ïðîâåðåíû â çàäà÷å �îðìîâêè êóïîëüíûõ îáî-ëî÷åê è äàþò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì [4℄. Ó÷åò âòîðîãî ÷ëåíà â(11) ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà �îðìó îáîëî÷êè, íî íåñêîëüêî óòî÷íÿåò íàïðÿ-æåííîå ñîñòîÿíèå â çîíå êðàåâîãî ý��åêòà. Êâàäðàòè÷íîå ñëàãàåìîå â (11) ìîæíîíå ó÷èòûâàòü.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Íàäàè À. Ïëàñòè÷íîñòü è ðàçðóøåíèå òâåðäûõ òåë / Ïåð. ñ àíë. Ì.: Èçä-âî ÈË.1954. 647 ñ.[2℄ Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà. 1970. 940 ñ.[3℄ Ìàëèíèí Í.Í. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè è ïîëçó÷åñòè. Èçä.2-å, ïåðåðàá.Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå. 1975. 400 ñ.[4℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À. Ïëàñòè÷åñêàÿ âûòÿæêà êóïîëà èç êðóãëîé ïëàñòèíêè: òåî-ðèÿ è ýêñïåðèìåíò // Ñîâðåì. ïðîáë. ìåõ. ñïëîø. ñðåäû. Òð.ÕI ì/íàð. êîí�. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä-âî "ÖÂÂ�". 2007. Ò. 1. Ñ. 255�259.[5℄ Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À. Óñëîâèÿ ñ�åðè÷íîñòè êóïîëà ïðè ïëàñòè÷åñêîé �îðìîâêåèç êðóãëîé ïëàñòèíêè // Ìîäåëè è àëãîðèòìû äëÿ èìèòàö. �èç.-õèì. ïðîöåññîâ.Ì-ëû ì/íàð. êîí�. 8-12 ñåíò. 2008 ã. Òàãàíðîã: Èçä.-âî Ò�ÏÈ, 2008. Ñ. 86�94.Yudin A.S., Yudin S.A. Constitutive relations in problems of axisymmetri
 shellsforming . Variants of physi
al relations of large nonlinear deformations at simple loadingare 
onsidered. Davis-Naday's and semilinear materials are initial. Last is modi�ed byrepla
ement of the elasti
 module on se
ant and usual 
omponent of deformations onlogarithmi
. Hypotheses of in
ompressibility, Kir
hho�'s hypothesis 
on
erning normal stressand expansion in series of the plasti
ity module on 
ross 
oordinate are applied. On this basetwo-dimensional analogues are dedu
ed. The relations are appli
able for modelling of plasti
axisymmetri
 shells forming.


