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ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÑ ÇÀÊÎÍÎÌ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÌÓ�ÍÀ�ÀÍÀÀçàðîâ À.Ä.∗, Àçàðîâ Ä.À.∗∗
∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ îïèñàíèå äå�îðìàöèé íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë ñ ïîìîùüþ ìåõàíè÷å-ñêîé òðåõìåðíîé ìîäåëè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñâîéñòâ ìîäåëè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîé-ñòâàìè ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà íà ïðèìåðå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ïîëèñòèðîëà.Ñõîäñòâî ïîëó÷åííûõ õàðàêòåðèñòèê äàåò îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü õîðîøèå àïïðîêñèìà-öèîííûå âîçìîæíîñòè òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ äå�îðìàöèîííûõñâîéñòâ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ.�àçëè÷íûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë äëÿ ñëó÷àÿáîëüøèõ äå�îðìàöèé ïîäðîáíî èçëîæåíû â òåîðèè óïðóãîñòè [1, 2℄. Çàêîí ñîñòî-ÿíèÿ Ìóðíàãàíà èñïîëüçóåò ðàçëîæåíèå óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îð-ìàöèè ïî ñòåïåíÿì èíâàðèàíòîâ òåíçîðà äå�îðìàöèè. Òàêèå îïðåäåëÿþùèå ñî-îòíîøåíèÿ îáåñïå÷èâàþò îïèñàíèå ñâîéñòâ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè íåáîëüøèõêîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ. Â [3, 4℄ áûëà ïðåäëîæåíà òðåõìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ ìàòåðèàëîâ, ðàçâèâàþ-ùàÿ äðóãîé ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìå. Â íåêîòîðûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì çàêëþ÷åíàòðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèèÿ (íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ñëó÷àé). Åå óçëû ïðèâÿçàíû ê öåíòðàì ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà. Êîí-ñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óïðóãî äå�îðìèðóåìûõ ñòåðæíåé (ïðóæèí),îòðàæàþùèõ ñâîéñòâà âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó âñåìè ãðàíÿìè ýëåìåíòàðíîãî îáú-åìà ïðè åãî äå�îðìèðîâàíèè. Âàæíóþ ðîëü â ýòîé ìîäåëè èãðàþò äèàãîíàëüíûåñâÿçè.

�èñ. 1. �åîìåòðèÿ ñâÿçåé ìîäåëè.



Ñîïîñòàâëåíèå òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè... 7Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè ñâÿçåé ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè èíòåãðàëüíûìè îöåí-êàìè ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé îáùåé ñòðóêòóðû ñïëîøíîé ñðåäû áåç ÿâíîé ñâÿçèñ îòäåëüíûìè ÷àñòèöàìè, ìîëåêóëàìè èëè àòîìàìè. Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ ïî-ëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ óïðóãîñòè ñâÿçåé, ÷òîÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ñèë îòòàëêèâàíèÿ è ïðèòÿæåíèÿ â ñòðóêòóðå ìàòåðèàëà.�åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè áóäåì îáî-çíà÷àòü ìàëûìè áóêâàìè, à â äå�îðìèðîâàííîì � áîëüøèìè. Äëèíû ãðàíåé ýëå-ìåíòàðíîãî îáúåìà (â èçîòðîïíîì ñëó÷àå êóáà) 2a = 2b, äèàãîíàëüíûå ðàçìåðûðàâíû l = n. Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè (æåñòêîñòè) ýòèõ ñâÿçåé áóäåì îáîçíà÷àòü
ka, kb, kl, kn. Â îáùåì ñëó÷àå îíè çàâèñÿò îò ñîîòâåòñòâóþùèõ óäëèíåíèé ñâÿçåé.Ôèçè÷åñêèé çàêîí äëÿ ðåàêöèè êàæäîé ñâÿçè: Ri = kiδi, i = a, b, l, n. Â èçîòðîïíîìñëó÷àå ka = kb, kl = kn.�àññìîòðèì îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ìîäåëè ñèëîé Fa, ïðèëîæåííîé â âåðøèíàõ
A5 è A6 âäîëü ñâÿçè A5A6. Ïîñëå äå�îðìàöèè ñâÿçè ïðèíèìàþò âèä:

A = a+ δa , B = a− δb , L = l + δl , N = l − δn ,ãäå δa, δb, δl, δn � çíàêîïîëîæèòåëüíûå èçìåíåíèÿ äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçåé.Âûïèñûâàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîäîëüíûõ è äèàãîíàëüíûõ ñâÿ-çåé, à òàêæå, ñîñòàâèâ óðàâíåíèÿ ñòàòèêè äëÿ ìîäåëè â åå óçëàõ (ðèñ. 2), ïîëó÷èìñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ Fa, δa, δb, δl, δn, àíàëîãè÷íî [3℄:




Cl(δl) =
2kl√

2(2kn + kb) + δl(2kn + kb + 2kl)/a
,

δ2
l (1 − C2

l )/a+ 2δl(
√

2 + Cl) − 2δa − δ2
a/a = 0 ,

δb = Clδl ,

δn = δb
√

2 ,

Fa =

(
δa + 4klδl

1 + δa/a√
2 + δl/a

)
ka .Â çàäà÷å îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé âåëè÷èíà óäëèíåíèÿ δa.Èç ñèñòåìû íàõîäèì �óíêöèè Fa(δa), δb(δa), δl(δa), δn(δa). Ïî çàâèñèìîñòè Fa(δa)ìîæíî îïðåäåëèòü íåëèíåéíóþ õàðàêòåðèñòèêó ìàòåðèàëà � àíàëîã ìîäóëÿ Þíãàëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Àíàëîãè÷íî, èç çàâèñèìîñòè δb(δa) ïîëó÷àåì íåëèíåé-íóþ õàðàêòåðèñòèêó ñâÿçè ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé äå�îðìàöèé, ÿâëÿþùóþñÿàíàëîãîì êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû áûë èñïîëüçîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä.Â äàííîé ðàáîòå âûáðàíà ëèíåéíàÿ �îðìà çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòèñâÿçåé ñ äå�îðìàöèÿìè ñâÿçåé:

ki(δi) = k0i(1 − λi(δi/δmax i)) ,ãäå k0i � íà÷àëüíûé êîý��èöèåíò óïðóãîñòè i-îé ñâÿçè-ïðóæèíû, λi � êîý��è-öèåíò, îòâå÷àþùèé çà âîçðàñòàíèå (λi < 0) èëè óáûâàíèå (λi > 0) æåñòêîñòè, δi �óäëèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçè, δmax i � íàèáîëüøåå óäëèíåíèå ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ñâÿçè.
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�èñ. 2. Óãëû â àêòóàëüíîé êîí�èãóðàöèè (ñëåâà), âíåøíÿÿ ñèëà è ðåàêöèè ñâÿçåé ìîäåëè(ñïðàâà).Íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ íà÷àëüíûõ âå-ëè÷èíàõ êîý��èöèåíòîâ óïðóãîñòè ïðóæèí-ñâÿçåé. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ðå-øåíèå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿâû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðåäëàãàåìûé èòåðàöèîííûéïðîöåññ ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ëþáûå çàêîíû ïåðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãî-ñòè ki(δ
(j−1)
i ), çàâèñÿùèõ îò óäëèíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçåé, ïîëó÷åííûõ íàïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Çàêîí èçìåíåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè îïðåäåëÿ-åòñÿ îáùèìè ñâîéñòâàìè ðåàëüíûõ âíóòðåííèõ ñâÿçåé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëîâ.Íèæå ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ, ðàññ÷èòûâàåìîãî äëÿìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè è äëÿ ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà. �àññìîòðèì íåëèíåéíî-óïðóãîåòåëî ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [1, 2℄:
P = α∗j1 +

1

2
(λ∗ + 2µ∗)j2

1 − 2µ∗j2 +
1

3
(l∗ + 2m∗)j3

1 − 2m∗j1j2 + n∗j3 ,ãäå P � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè, ji � èíâàðèàíòû òåíçîðà äå�îðìà-öèè Êîøè, α∗, λ∗, µ∗, l∗, m∗, n∗ � êîíñòàíòû ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà.Ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè âäîëü îäíîé îñè òåíçîð êîíå÷íîé äå�îðìàöèè Êî-øè èìååò âèä:
E = ǫ1i1i1 + ǫ3(i2i2 + i3i3) .Ñîãëàñíî [2℄ ïî óäëèíåíèþ δa âû÷èñëÿþòñÿ:ïðîäîëüíàÿ äå�îðìàöèÿ

ǫ1 = δa/a+ 0.5δ2
a/a

2 ,ïîïåðå÷íàÿ äå�îðìàöèÿ
ǫ3 =

(
−(M1 +M2ǫ1) +

√
(M1 +M2ǫ1)2 − 4M3(l∗ǫ

2
1 + λ∗ǫ1)

)
/(2M3) ,



Ñîïîñòàâëåíèå òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè... 9èçìåíåíèå îáúåìà
θ = (1 + 2ǫ3)

√
1 + 2ǫ1 ,íàïðÿæåíèå

t1 = 2(ǫ1 − ǫ3)
√

1 + 2ǫ1 [µ∗ +m∗(2ǫ3 + ǫ1) − 0.5n∗ǫ3] ,ãäå M1 = 2λ∗ + µ∗, M2 = 4l∗ − 2m∗ + n∗, M3 = 4l∗ + 2m∗.Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ǫ3 = δb/a+ 0.5δ2
b/a

2 ìîæíî âû÷èñëèòü èçìåíåíèå δb ïî óäëè-íåíèþ δa.Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà âûáðàíû õàðàêòåðèñòèêè ïîëèñòèðîëà (òàáë. 1).
λ∗ µ∗ l∗ m∗ n∗

0.138 0.0661 −1.89 −1.33 −1Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà, 104 ÌÏà.Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ν∗ = 0.5λ∗/(λ∗ +µ∗) = 0.338 � àíàëîã êîý��èöèåíòà Ïóàñ-ñîíà äëÿ ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà.Íèæå ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû, ïîïåðå÷íîé äå�îðìàöèèè èçìåíåíèÿ îáúåìà â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëüíîé äå�îðìàöèè äëÿ ìàòåðèàëàÌóðíàãàíà è òðåõìåðíîé ìîäåëè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè.

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû îò óäëèíåíèÿ äëÿ ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà èìîäåëè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè.Ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè (òàáë. 2) âûáðàíû òàê, ÷òîáû âîñïðîèçâå-ñòè ñâîéñòâà íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà, íàèáîëåå áëèçêî ñîîòâåòñòâóþùåãî çàêîíóñîñòîÿíèÿ Ìóðíàãàíà äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîëèñòèðîëà.Ñõîäñòâî ïðåäñòàâëåííûõ ãðà�èêîâ äëÿ ìîäåëè è ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà ãî-âîðèò î õîðîøèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ âîçìîæíîñòÿõ ìîäåëè ïðè îïèñàíèè ìåõà-íè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçíûõ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Ëó÷øåãî ñîãëàñèÿ ìåõàíè÷åñêîéìîäåëè ñ çàêîíîì ñîñòîÿíèÿ Ìóðíàãàíà ìîæíî äîñòè÷ü ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà âèäà�óíêöèé èçìåíåíèÿ æåñòêîñòåé ñâÿçåé ki(δi), ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [4℄äëÿ íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ.



10 Àçàðîâ À.Ä., Àçàðîâ Ä.À.

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè ¾êîý��èöèåíò Ïóàññîíà¿ (δb/δa) è èçìåíåíèå îáúåìà äëÿ ìàòåðèàëàÌóðíàãàíà è ìîäåëè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè.
i a b l n

k0i × 102 Í/ìì -2.28 -2.28 55.2 55.2
λi 0.55 -0.55 0.25 -0.25

δmax i 0.05 0.012 0.028 0.017Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé òðåõìåðíîé ìîäåëè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[2℄ Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 940 ñ.[3℄ Àçàðîâ À.Ä. , Àçàðîâ Ä.À. Òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèõóïðóãèõ äå�îðìàöèé ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè // �îñòîâ í/Ä. Âåñòíèê Ä�ÒÓ.2011. Ò. 11. � 2(53). Ñ. 147�156.[4℄ Àçàðîâ Ä.À. Íåëèíåéíî äå�îðìèðóåìàÿ òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü íåñæè-ìàåìûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ // Òðóäû XV ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðå-ìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä¿. 2011. Ò. 1. Ñ. 11�15.Azarov A.D., Azarov D.A. Comparison of 3D me
hani
al model with Murnaghan's
onstitutive law . Des
ription of deformations of non-linear elasti
 bodies by me
hani
almodel is 
onsidered. The 
omparison of model's properties with mat
hing properties ofMurnaghan's material was 
arried out. The 
omparison was made for a 
ase of uniaxialtension for a polystyrole. The similarity of the results being obtained allows to assume agood approximation abilities of the 3d model.



ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î �ÅÍÅ�ÀÒÎ�ÀÀêîïüÿí Â. À.∗, Çàõàðîâ Þ.Í.∗∗, Ïàðèíîâ È.À.∗,�îæêîâ Å.Â.∗, ×åáàíåíêî Â.À.∗
∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗ÍÈÈ �èçèêè Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîãåíåðàòîðîâ (Ï�)êàíòèëåâåðíîãî òèïà îò âåëè÷èíû ïðèñîåäèíåííîé ìàññû íà åãî ñâîáîäíîì êîíöå. Îáðà-áîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàëà, ÷òî âûõîäíàÿ ìîùíîñòü Ï� îðèãèíàëüíîéêîíñòðóêöèè ñ ïîëÿðèçàöèåé áèìîð�íûõ ïüåçîýëåìåíòîâ âäîëü äëèíû êàíòèëåâåðíîéïëàñòèíû íà ïîðÿäîê ïðåâûøàåò ìîùíîñòü ïüåçîãåíåðàòîðîâ äðóãèõ êîí�èãóðàöèé.Ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ (Ï�) ðàçëè÷íîãî íàçíà÷å-íèÿ ïîêà íå ðåøåíà â ïîëíîì îáúåìå èç-çà íèçêîé ýíåðãîý��åêòèâíîñòè è ìàëîéâûõîäíîé ìîùíîñòè óæå ñóùåñòâóþùèõ îïûòíûõ êîíñòðóêöèé. Ñðåäè ðàçëè÷íûõïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ñîçäàíèè Ï� ìîæíî âûäåëèòü íàèáîëåå ñóùåñòâåí-íûå, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ âûáîð ýíåðãîý��åêòèâíûõ ñîñòàâîâ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõìàòåðèàëîâ (ÏÊÌ), ðàçðàáîòêà ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì íàêîïëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîéýíåðãèè ñ ìèíèìàëüíîé óòå÷êîé çàðÿäà, ïîèñê ãåîìåòðè÷åñêèõ êîí�èãóðàöèé èòåõíîëîãèé ñáîðêè ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà Ï�, îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìàëüíóþâûõîäíóþ ìîùíîñòü. �àíåå ïðîáëåìû ïüåçîíàêîïèòåëüíûõ ñèñòåì ýíåðãèè, âêëþ-÷àþùèõ â ñåáÿ Ï�, áûëè îñâåùåíû â èçâåñòíûõ îáçîðàõ [1, 2℄.Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëà ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü êàíòèëåâåðíîé áàëêèñ ïðèñîåäèíåííîé íà êîíöå ìàññîé ñ íàêëååííûìè íà îáåèõ å¼ ïîâåðõíîñòÿõ áè-ìîð�íûõ ïüåçîýëåìåíòîâ ïðè êèíåìàòè÷åñêîì âîçáóæäåíèè (ðèñ. 1). Â íèõ áûëîèñïîëüçîâàíî ðåøåíèå äëÿ îäíîðîäíîé áàëêè Ýéëåðà�Áåðíóëëè, ïðè÷åì â ñèëóìàëîñòè îòíîøåíèÿ ¾äëèíà � òîëùèíà áàëêè¿ ñäâèãîâàÿ äå�îðìàöèÿ íå áûëàó÷òåíà.
�èñ. 1. Êàíòèëåâåðíàÿ íåîäíîðîäíàÿ áàëêà ñ ïðèêðåïëåííîé ìàññîé.Â äàëüíåéøåì â ðàáîòå [2℄ èññëåäîâàíà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ïüåçîýëåê-òðè÷åñêîãî íàêîïèòåëÿ ýíåðãèè (ðèñ. 2).
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�èñ. 2. Ñõåìà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ïüåçîíàêîïèòåëÿ ýíåðãèè.Äëÿ ýòîé ìîäåëè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè àâòîðû [2℄ âûâåëè ñâÿçàí-íûå ñîîòíîøåíèÿ â âèäå:
d2urel
dt2

+ 2ξmωn
durel
dt

+ ω2
nurel − ω2

nd33v = −k1
d2ub
dt2

, (1)
ReqCp

dv

dt
+ v +meqReqd33ω

2
n

d2urel
dt2

= 0 , (2)ãäå meq � ýêâèâàëåíòíàÿ ìàññà, ξm � êîý��èöèåíò ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü,
ωn � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, d33 � ïüåçîìîäóëü, Req � ýêâèâàëåíòíîå ñîïðîòèâ-ëåíèå, Cp � ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü, ub � ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå çàùåìëåíèÿ(îñíîâàíèÿ), urel � îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå ïðèñîåäèíåííîé ìàññû, v � âûõîä-íîå íàïðÿæåíèå, Mt � ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà, k1 � êîððåêòèðóþùèé �àêòîð,äåéñòâèòåëüíûé òîëüêî äëÿ ïåðâîé ìîäû êîëåáàíèé, m � ïîãîííàÿ ìàññà.Â ìîäåëè (ðèñ. 2) ýëåêòðîäû ïîäêëþ÷åíû ê ýêâèâàëåíòíîìó íàãðóçî÷íîìóñîïðîòèâëåíèþ Req è ñîïðîòèâëåíèþ íàãðóçêè Rl < Req. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Rl ≈ Req. Rp � ñîïðîòèâëåíèå ïüåçîýëåìåíòà íà ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ.Èç ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèé (1), (2) â ðàáîòå [2℄ áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿñìåùåíèÿ urel, âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ v è âûõîäíîé ìîùíîñòè p, îòíåñåííûõ êóñêîðåíèþ áàçû üb. Â ýòèõ �îðìóëàõ â ýêâèâàëåíòíóþ ìàññó âõîäÿò â öåëîì, êàêìàññà ïîäëîæêè ñ ïüåçîýëåìåíòàìè, òàê è ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà.Àâòîðû [1℄ ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ïðèíÿòü ñîîòíîøåíèå ìàññ meq ðàâíûì 1,33, òîïðè çíà÷åíèè êîððåêòèðóþùåãî �àêòîðà k1 = 1,0968 îøèáêà â ðàñ÷åòíûõ çíà÷å-íèé âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ áóäåò ìåíüøå 8%, íî ýòî âåðíî òîëüêî äëÿ ÷àñòîòû îñ-íîâíîé íàèíèçøåé ìîäû êîëåáàíèé. Äëÿ äðóãèõ ÷àñòîò êîëåáàíèé â ðàáîòå [1℄ äàí-íûå íå ïðèâåäåíû. Îòìå÷åíî, ÷òî áåç âêëþ÷åíèÿ �àêòîðà k1 â óðàâíåíèÿ (1), (2)îøèáêà â ðàñ÷åòå âûõîäíîé ìîùíîñòè ìîæåò äîñòèãàòü äî 16%. Ýòè âûâîäû áû-ëè ïîëó÷åíû äëÿ ìîäåëè ïüåçîãåíåðàòîðà îñåâîãî òèïà, â êîòîðîé íàïðàâëåíèåâåêòîðà ñìåùåíèé ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ïüåîýëåìåíòà(ðèñ. 2). Äëÿ ñõåìû Ï�, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1, â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ ïðèâåäåíûâ îáùåì âèäå ðàñ÷åòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ è ìîùíîñòè.Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê Ï� êàíòè-ëåâåðíîãî òèïà (îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè) îò âåëè÷èíû ïðèñîåäèíåííîé ìàññûíà åãî ñâîáîäíîì êîíöå â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè ïüåçî-ýëåìåíòîâ è ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé Ï�. Â èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ Ï�



Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîãåíåðàòîðà 13ýòîò ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ íàòóðíîãî ýêñïå-ðèìåíòà.Èññëåäóåìûé îáúåêò. Íàòóðíûé ýêñïåðèìåíò áûë ïðîâåäåí íà îáðàçöå ïüå-çîãåíåðàòîðà ñ ìíîãîñëîéíûìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè(ðàçðàáîò÷èê � ñîòðóäíèê ÞÔÓ Ñîêàëî À.È.). Îáùèé âèä Ï� ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.
�èñ. 3. Îáùèé âèä Ï�.Ïüåçîãåíåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàñòèí÷àòóþ ïîäëîæêó (îñíîâàíèå) èçòåêñòîëèòà ðàçìåðîì 80×25×0.8 ìì, íà åå îáîèõ ïîâåðõíîñòÿõ íàêëååíû 6 ïëàñòèí-÷àòûõ ìíîãîñëîéíûõ ïüåçîýëåìåíòîâ. Êàæäûé èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîðòîíêèõ ïëàñòèí, ïîëÿðèçîâàííûõ è ñêëååííûõ ìåæäó ñîáîé âäîëü äëèíû ïîäëîæ-êè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Òîëùèíà ìíîãîñëîéíûõ ïüåçîýëåìåíòîâ (ÌÏÝ) óìåíü-øàåòñÿ ê ñâîáîäíîìó êîíöó ïîäëîæêè: ó çàäåëêè îíà ðàâíà 1 ìì, â öåíòðå � 0,5ìì, ê êîíöó îñíîâàíèÿ � 0,3 ìì. Ïüåçîìîäóëü âñåõ ÌÏÝ d33 = 760 ïÊ/ì. Ýëåê-òðè÷åñêàÿ åìêîñòü âåðõíèõ ñîåäèíåííûõ ïëàñòèí ðàâíà 45000 ïÔ, åìêîñòü íèæíèõïëàñòèí 45000 ïÔ. Âåðõíèå è íèæíèå ïëàñòèíû ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé â áèìîð�.Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà. Èññëåäîâàíèÿ äå�îðìàöèîííûõ è ýëåê-òðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáðàçöà Ï� áûëè ïðîâåäåíû íà èçìåðèòåëüíî-èí�îðìàöèîííîì êîìïëåêñå ÈÈÊ îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè. Îïèñàíèå åãîêîíñòðóêöèè è ñõåìû èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê Ï� ïðèâåäåíû íàìè ðàíåå âðàáîòå [3℄.Ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Â èñïûòóåìîì îáðàçöåÏ�, óñòàíîâëåííîì â çàäåëêå æåñòêîãî îñíîâàíèÿ ÈÈÊ, ïîñëåäîâàòåëüíî âîçáóæ-äàëèñü ïîïåðå÷íûå èçãèáíûå êîëåáàíèÿ â äèàïàçîíå ÷àñòîò äî 1500 �ö ñ ïîìîùüþýëåêòðîìàãíèòà (àìïëèòóäà íàïðÿæåíèÿ çàäàþùåãî ãåíåðàòîðà ïðè ýòîì íå èçìå-íÿåòñÿ). Ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå ñ âûõîäà Ï� è ïîëó÷åííîå ñ ïðèåìíûõ äàò÷èêîâ,ïîäàþòñÿ íà ÀÖÏ ìîäóëÿ, è âîñïðîèçâîäÿòñÿ íà ýêðàíå ìîíèòîðà êîìïüþòåðàâ âèäå àìïëèòóäíî�÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê (À×Õ) èçìåðÿåìûõ õàðàêòåðèñòèêÏ�. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ À×Õ ðåãèñòðèðîâàëèñü àìïëèòóäíî�÷àñòîòíûå õàðàê-òåðèñòèêè âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ Ï� ïðè çíà÷åíèè ñîïðîòèâëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîéíàãðóçêè RH îò 2,7 êÎì äî 1,0 ÌÎì è ïðè ýòîì îïðåäåëÿëèñü ïîïåðå÷íûå ñìåùå-íèÿ ñâîáîäíîãî êîíöà ïîäëîæêè Ï�.�åçóëüòàòû èçìåðåíèé è îïðåäåëåíèé õàðàêòåðèñòèê Ï�. Â íà÷àëå áû-ëè ïîëó÷åíû À×Õ èñïûòóåìûõ îáðàçöîâ ñ ðàçëè÷íûìè âåëè÷èíàìè ïðèñîåäèíåí-íîé ìàññû. Õàðàêòåðíûé âèä À×Õ èññëåäóåìîãî Ï� ïðèâåäåí íà ðèñ. 4. ÀíàëèçÀ×Õ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ Ï� èññëåäóåìîé êîíñòðóêöèè ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó àì-ïëèòóäû âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ, ðàâíîãî 4,6 Â ìîæíî ïîëó÷èòü â ñëó÷àå ïðèñî-



14 Àêîïüÿí Â.À., Çàõàðîâ Þ.Í., Ïàðèíîâ È.À. è äð.åäèíåííîé ìàññû, ðàâíîé 14,5 ã íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå 20 �ö ïåðâîé ìîäû âû-íóæäåííûõ êîëåáàíèé è ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé íà ñâîáîäíîì êîíöå êàíòèëåâåðà,ðàâíûõ 0,4 ìì.�åçóëüòàòû îáðàáîòêè ïàðàìåòðîâ À×Õ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Ïî ýòèì äàí-íûì áûë ïîñòðîåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ Ï� îò âåëè÷èíûïðèñîåäèíåííîé ìàññû äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò 1-é è 2-é ìîä êîëåáàíèé, ïðè âå-ëè÷èíå àêòèâíîé íàãðóçêè, ðàâíîé 180 êÎì. (ðèñ. 5).Àíàëèç ãðà�èêîâ ýòîé çàâèñèìîñòè ïîêàçàë, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âû-õîäíîãî íàïðÿæåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, è ìîùíîñòè Ï�, ìîæíî ïîëó÷èòü íà ÷àñòîòå1-é ìîäû êîëåáàíèé ãåíåðàòîðà ñ ïðèñîåäèíåííîé ìàññîé ðàâíîé 14,5 ã. Èñïîëü-çóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ Ï� êàíòèëåâåð-íîãî òèïà ñ ïðèñîåäèíåííîé ìàññîé 14,5 ã, óäàëîñü ðàññ÷èòàòü ïèêîâóþ âûõîäíóþìîùíîñòü èññëåäîâàííîãî òèïà Ï�, ðàâíóþ 0,05 ìÂò ïðè ñîïðîòèâëåíèè íàãðóç-êè RH=10 êÎì. �àñ÷åò âûõîäíîé ìîùíîñòè èçâåñòíîãî Ï� êàíòèëåâåðíîãî òèïà(áëèçêîãî ïî ãåîìåòðèè è ðàñïîëîæåíèþ áèìîð�îâ ê èññëåäîâàííîìó íàìè òèïó),îêàçàëñÿ ðàâíûì 0,0015 ìÂò ïðè RH=70 êÎì (ñì. ññûëêó [26℄ â ðàáîòå [1℄), ÷òî íà

�èñ. 4. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ïüåçîãåíåðàòî-ðà (ââåðõó) è âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ ñâîáîäíîãî êîíöà êàíòèëåâåðà (âíèçó) ïðè âåëè÷èíåïðèñîåäèíåííîé ìàññû 14,5 ã è âåëè÷èíå àêòèâíîé íàãðóçêè 180 êÎì.Ïðèñîåäèíåííàÿìàññà, ã ×àñòîòà 1-éìîäû êîëåáàíèé,�ö Âûõîäíîåíàïðÿæåíèå, Â2,0 50 2,86,5 35 4,214,5 20 4,621,0 13 4,0Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ îò ïðèñîåäèíåí-íîé ìàññû Ï�.
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ïüåçîãåíåðàòîðà íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå êî-ëåáàíèé êàíòèëåâåðà 1-é ìîäû (ââåðõó) è 2-é ìîäû (âíèçó) îò âåëè÷èíû ïðèñîåäèíåííîéìàññû.ïîðÿäîê ìåíüøå ïîëó÷åííîãî íàìè èç íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Òàêîå ðàñõîæäåíèåçíà÷åíèé âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê Ï� îáóñëîâëåíî, âîçìîæíî, â ïåðâóþ î÷åðåäüòåì, ÷òî â èçâåñòíîé ìîäåëè [1℄ (ðèñ. 2) â ÷àñòîòíîì óðàâíåíèè íå ó÷òåí âêëàäáèìîð�íîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ (ÁÏ). Êðîìå òîãî, ãåîìåòðèÿ ÁÏ â èçâåñòíîé [1℄ èèññëåäîâàííîé íàìè ìîäåëÿõ îòëè÷àþòñÿ â äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñòåïåíè. Àâòî-ðû ñ÷èòàþò, ÷òî ïðîáëåìà ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ èçâåñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèïüåçîãåíåðàòîðîâ êàíòèëåâåðíîãî òèïà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû �: 10-08-00093-à, 10-08-13300 �Ò_îìè, 12-08-01137-à, 10-08-00136-à).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Erturk A. Inman J.D. Piezoele
tri
 energy harvesting. First ed. // J.Willey and Sons,NY, 2011, ISBN: 978-0-470-68254-8[2℄ DuToit N.E.,Wardle B. L. and Kim S. Design 
onsiderations for MEMS-s
alepiezoele
tri
 me
hani
al vibration energy harvesters // Journal of IntegratedFerroele
tri
s. 2005. � 71. Pp. 121�160.[3℄ Àêîïüÿí Â.À., Çàõàðîâ Þ.Í., Ïàðèíîâ È.À. è äð. Ý��åêòèâíîñòü ïüåçîýëåêòðè÷å-ñêèõ ãåíåðàòîðîâ êàíòèëåâåðíîãî òèïà. Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè è ýêñïåðèìåíòàëüíûåðåçóëüòàòû // Íàíî- è ìèêðîñèñòåìíàÿ òåõíèêà. 2012. � 3. Ñ. 42�47.Akopyan V.A., Zaharov Y.N., Parinov I.A., Rozkov E.V., Chebanenko V.A.Experimental investigation of the piezoele
tri
 generator 
hara
teristi
s. In work, thedependen
e of output 
hara
teristi
s of the 
antilever type piezogenerators (PG) on anadditive mass at free tip of the 
antilever is studied. The experiment show that the outputpower of PG with polarization of bimorph piezoelements along length of the 
antilever plateon order of magnitude ex
eeds PG power of other 
on�gurations.



ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÑÏÈ�ÀËÜÍÛÕ ÂÎËÍ Ñ �ÀÇËÈ×ÍÛÌÈÂÎËÍÎÂÛÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ Â ÇÀÄÀ×Å ÊÓÝÒÒÀ�ÒÅÉËÎ�ÀÀëåêñååâ À.À., Ìîðøíåâà È.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâó-ìÿ áåñêîíå÷íûìè ñîîñíûìè âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè â ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòð óñòîé÷è-âîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà ñîäåðæèò äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ýòàñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ áè�óðêàöèé âîçíèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ñ ðàç-ëè÷íûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè. Íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ñïèðàëüíûõ âîëí â îêðåñò-íîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîìïëåêñíûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäàîñðåäíåíèÿ [1℄ ëèáî òåîðåìû î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè [2℄. Ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ ýòîéñèñòåìû áûëè âûïèñàíû â [3, 4℄. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîçìîæíûå ñöåíàðèè ïåðåõî-äîâ ìåæäó ðåæèìàìè òå÷åíèÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è áëèçêè ê òåì, êîòîðûåñîîòâåòñòâóþò òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òî÷åêïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé, êîý��èöèåíòîâ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõðåæèìîâ òå÷åíèÿ.Òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ñîîñíû-ìè âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èçóðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü ââèäå:
∂v

∂t
+ Av = −∇p− Re1L(v,v),

∇ · v = 0,ãäå Re1 = Ω1r
2
1d

2/ν � ÷èñëî �åéíîëüäñà, ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿç-êîñòè, d = η−1 � áåçðàçìåðíûé çàçîð ìåæäó öèëèíäðàìè, η = r2/r1 � îòíîøåíèåðàäèóñîâ öèëèíäðîâ, Ω1,Ω2 � óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âíóòðåííåãî è âíåø-íåãî öèëèíäðà ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç A îáîçíà÷åíà ëèíåéíàÿ, L � íåëèíåéíàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèåâûðàæåíèÿ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [3℄. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ èçìåðåíèÿ äëèíû,âðåìåíè, ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî dr1, d2r2
1/ν (âÿçêîå âðåìÿ),

Ω1r1d è ρΩ1ν.Íà ãðàíèöàõ öèëèíäðîâ ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ:
vr = vz = 0, vθ = 1/(η − 1), r = 1/(η − 1),

vr = vz = 0, vθ = Ωη/(η − 1), r = η/(η − 1),ãäå Ω = Ω2/Ω1 � îòíîøåíèå óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ öèëèíäðîâ. Ïðè ýòîìâ êà÷åñòâå îñåâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ âûáðàíî óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî z ïîëåéñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ñ çàäàííûì ïåðèîäîì 2π/α.



Âçàèìîäåéñòâèå ñïèðàëüíûõ âîëí â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà 17Çàäà÷à îáëàäàåò öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé � îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîâðàùåíèé Lδθ, òðàíñëÿöèé Lhz è èíâåðñèè J , äåéñòâóþùèõ íà ïîëå ñêîðîñòåé ïîïðàâèëàì:
(Lδθv)(t, r, θ, z) = v(t, r, θ + δ, z),

(Lhzv)(t, r, θ, z) = v(t, r, θ, z + h),

(Jv)(t, r, θ, z) = (vr(t, r, θ,−z), vθ(t, r, θ,−z),−vz(t, r, θ,−z)).Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà èìååò òî÷íîå ðåøåíèå ñ âåêòîðîì ñêî-ðîñòè v0(r) = (0, v0θ(r), 0) � òå÷åíèå Êóýòòà. Çäåñü:
v0θ = ar + b/r, a =

Re2 − Re1

Re1(η2 − 1)
, b = − Re2 − Re1η

2

Re1(η2 − 1)d2
,ãäå Re1 = Ω1r

2
1d

2/ν, Re2 = Ω2r
2
2d

2/ν � ÷èñëà �åéíîëüäñà, ñâÿçàííûå ñ âðàùåíèåìâíóòðåííåãî è âíåøíåãî öèëèíäðà ñîîòâåòñòâåííî.Íåéòðàëüíûå êðèâûå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà îòíîñèòåëüíîâîçìóùåíèé âèäà Φ = eσt−i(mθ+kαz)ϕ(r) è Φ = eσt−i(nθ+lαz)ϕ(r) ïåðåñåêàþòñÿ [3℄.Ñëåäóÿ òåîðèè áè�óðêàöèé êîðàçìåðíîñòè äâà äëÿ çàäà÷ ñ öèëèäðè÷åñêîé ñèì-ìåòðèåé, ðàçâèòîé Â.È. Þäîâè÷åì [1℄, Æ. Èîññîì è Ï. Øîññà [2℄, â [3℄ ðàññìàòðè-âàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå íåéòðàëüíûõ êðèâûõ, îòâå÷àþùèõ âîçìóùåíèÿì ñ ðàçëè÷íûìèàçèìóòàëüíûìè (m è n) è àêñèàëüíûìè (k è l) êâàíòîâûìè ÷èñëàìè. Â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè èìååò ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûåðåøåíèÿ (¾íåéòðàëüíûå ìîäû¿):
Φmk+ = ei(ωmt−(mθ+kαz))ϕmk+(r),

Φmk− = ei(ωmt−(mθ−kαz))ϕmk−(r) = JΦmk+,

Φnl+ = ei(ωnt−(nθ+lαz))ϕnl+(r),

Φnl− = ei(ωnt−(nθ−lαz))ϕnl−(r) = JΦnl+.Íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå íåéòðàëüíûõ ìîä â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷å-íèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîìïëåêñíûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî àìïëèòóäíîãîóðàâíåíèÿ Ëàíäàó:
ξ̇mk+ = ξmk+(σ + A|ξmk+|2 +B|ξmk−|2 + C|ξnl+|2 +D|ξnl−|2), (1)
ξ̇mk− = ξmk−(σ +B|ξmk+|2 + A|ξmk−|2 +D|ξnl+|2 + C|ξnl−|2),
ξ̇nl+ = ξnl+(µ+ P |ξmk+|2 + S|ξmk−|2 + U |ξnl+|2 + V |ξnl−|2),
ξ̇nl− = ξnl−(µ+ S|ξmk+|2 + P |ξmk−|2 + V |ξnl+|2 + U |ξnl−|2).Çäåñü è äàëåå òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âåëè÷èíå τ = ε2t, ãäå ε � ìàëûéïàðàìåòð (êîðåíü èç íàäêðèòè÷íîñòè). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (1) óäîáíî ïå-ðåéòè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä (¾ìîòîðíîé ïîä-ñèñòåìå¿):
ρ̇mk+ = ρmk+(σr + Arρ

2
mk+ +Brρ

2
mk− + Crρ

2
nl+ +Drρ

2
nl−), (2)
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ρ̇mk− = ρmk−(σr +Brρ

2
mk+ + Arρ

2
mk− +Drρ

2
nl+ + Crρ

2
nl−),

ρ̇nl+ = ρnl+(µr + Prρ
2
mk+ + Srρ

2
mk− + Urρ

2
nl+ + Vrρ

2
nl−),

ρ̇nl− = ρnl−(µr + Srρ
2
mk+ + Prρ

2
mk− + Vrρ

2
nl+ + Urρ

2
nl−).�àâíîâåñèÿì ñèñòåìû (2) ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíûå, ïåðèîäè÷åñêèå è êâà-çèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà. Â [3, 4℄ âûïèñàíû ýòèðàâíîâåñèÿ âìåñòå ñ óñëîâèÿìè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè. Ïåðå÷èñëèì èõ:

• Èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûå ïàðû ñïèðàëüíûõ âîëí (SPIm è SPIn).
• Àçèìóòàëüíûå âîëíû (AWm = SPIm + JSPIm è AWn = SPIn + JSPIn).
• Èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûå ïàðû äâîéíûõ ñïèðàëüíûõ âîëí(DSPI++(−−) = SPIm + SPIn (JSPIm + JSPIn) è DSPI+−(−+)).
• Ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí (DAW = AWm + AWn).Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîçìîæíûå ïåðåõîäû ìåæäó ðåæèìàìè íà ïðèìåðåòî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ àçèìóòàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë m/n = 2/4.

�èñ. 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé äëÿ m/n = 2/4 è ðàçëè÷íûõ
k/l ïðè α = 1.0, r1/r2 = 0.883. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � êðèâàÿ ïåðâîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. �àç-ëè÷íûìè ñèìâîëàìè îòìå÷åíû òî÷êè, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò óñòîé-÷èâûõ âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè (COU); ñóùåñòâóþò ëèøüóñòîé÷èâûå ñïèðàëüíûå âîëíû (SPI); ñïèðàëüíûå è äâîéíûå ñïèðàëüíûå âîëíû(DSPI); àçèìóòàëüíûå âîëíû è, áûòü ìîæåò, ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ ñïèðàëüíûõ âîëí(AW). Îáâåäåííîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Re1 ≈ 34, Re2 ≈ 18,
m/n = 2/4, k/l = 4/3, α = 1. �åæèìû äâèæåíèÿ, ñóùåñòâóþùèå â îêðåñòíîñòèýòîé òî÷êè, ïîêàçàíû íà ðèñ. 2, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàì-ìà � íà ðèñ. 3. Íà äèàãðàììå ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû óñòîé÷èâûå ðåæè-ìû, ïóíêòèðíûìè � íåóñòîé÷èâûå. Ïàðàìåòð β îòâå÷àåò çà îáõîä îêðåñòíîñòèòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ è îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ cos β = σr,
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�èñ. 2. �åæèìû äâèæåíèÿ. Ïîêàçàíû ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ àçèìóòàëüíîé êîìïîíåíòûçàâèõðåííîñòè Wθ = ∂zvr − ∂rvz.

�èñ. 3. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáâåäåííîé òî÷êå íà ðèñ. 1.
sin β = µr. Ïåðåõîä ÷åðåç êàæäóþ èç ïðÿìûõ σr = 0, µr = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõî-äó ÷åðåç íåéòðàëüíóþ êðèâóþ.Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ñõåìà ïåðåõîäîâ ìåæäó òå÷åíèÿìè ìîæåò èìåòü äîñòà-òî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Â ÷àñòíîñòè, èìåþòñÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåòîäíîâðåìåííî íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïðè ñîîòâåòñòâó-þùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ãèñòåðåçèñíûå ÿâëåíèÿ.Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà êîý��èöèåí-òû, ó ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è ðåøåíèÿ, íå ëåæàùèå íà èíâà-ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, ñ òðåìÿ íåíóëåâûìè àìïëèòóäàìè èëè



20 Àëåêñååâ À.À., Ìîðøíåâà È.Â.ñ ÷åòûðüìÿ íå ðàâíûìè äðóã äðóãó (è îòëè÷íûìè îò íóëÿ) àìïëèòóäàìè. Îò íèõâ ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè Õîï�à ìîãóò îòâåòâëÿòüñÿ ïðåäåëüíûå öèêëû, ïðèâîäÿ-ùèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷åðåç ñåðèþ áè�óðêàöèé ê áîëåå ñëîæíûì ðåæèìàì, â ÷àñò-íîñòè, ê ñòðàííûì àòòðàêòîðàì. Ïðèìåðû òàêèõ ðåæèìîâ ïðèâåäåíû â [5℄. Ýòèìðåøåíèÿì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå ñëîæíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ æèäêîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 12-01-31262).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Ïåðåõîäû è âîçíèêíîâåíèå õàîñà â òå÷åíèÿõ æèäêîñòè // Àííîòà-öèè äîêëàäîâ 6-ãî Âñåñîþçíîãî ñúåçäà ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå.Òàøêåíò: Ôàí, 1986. Ñ. 661.[2℄ Chossat P., Iooss G. The Couette�Taylor problem. New York: Springer-Verlag, 1994.233 p.[3℄ Þäîâè÷ Â.È., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Ïåðåñå÷åíèå áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà�Òåéëîðà. I. Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 5.04.05, � 458-Â2005, 33 ñ.[4℄ Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé ïðè ïåðåñå÷åíèè áè�óð-êàöèîííûõ êðèâûõ â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà // ÏÌÒÔ. 2010. Ò. 51. � 6. Ñ. 54�62.[5℄ Àëåêñååâ À.À. Ñòðàííûå àòòðàêòîðû â ñèñòåìàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé// Òðóäû XV Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû¿, ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 4�6 äåêàáðÿ 2011. Ò. 2. Ñ. 16�20.Alexeev A.A., Morshneva I.V. Intera
tion of spiral waves with di�erent wave-numbers in the Couette�Taylor problem. The problem of vis
ous �uid �ow between twoin�nite 
on
entri
 rotating 
ylinders is studied. Nonlinear intera
tion between spiral waveswith di�erent wave-numbers is investigated using 
odimension-2 bifur
ation theory, developedby V. I. Yudovi
h and independently by G. Iooss and P. Chossat. Results of 
al
ulation of
odimension-2 bifur
ation points and �ow regimes for the ratio of azimuthal quantum numbersbeing 2/4 are presented. Possible transitions between �ow regimes are dis
ussed.
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∗Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé ãóìàíèòàðíûé óíèâåðñèòåò, Õàáàðîâñê

∗∗Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Õàáàðîâñê�àññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè â îáëàñòè ñóæå-íèÿ äâóõ öèëèíäðîâ. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäàêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, div-óñòîé÷èâîé àïïðîêñèìàöèè èñêîìûõ �óíêöèé è îáîáùåííîãîâàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, óñòîé÷èâûé â øèðî-êîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ðåîëîãè÷åñêèõïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîñòè ìîäåëè è ÷èñëà Áèíãàìà íà ðàñïàä ¾êâàçèòâåðäîãî ÿäðà¿ èýâîëþöèþ îáëàñòè ïåðåñòðîéêè òå÷åíèÿ.1. Ââåäåíèå. Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿíåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó ñðåäû ïðåäåëüíîãîíàïðÿæåíèÿ ñäâèãà (ïðåäåëà òåêó÷åñòè). Â ýòîì ñëó÷àå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòà-íîâêà çàäà÷è äàæå äëÿ ïðîñòåéøèõ òèïîâ òå÷åíèé ïðèâîäèò ê êðàåâûì çàäà÷àìñ íåëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ¾íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè¿(æèäêîñòü-êâàçèòâåðäîå òåëî). Îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ òà-êèõ çàäà÷ âîçíèêëè ñîâñåì íåäàâíî è â îñíîâíîì îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè âà-ðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Îñíîâíîé âêëàä â ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèéâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä âíåñëè Ìîñîëîâ Ï.Ï., Ìÿñíèêîâ Â.Ï. [1℄, êîòîðûìè ñ�îð-ìóëèðîâàí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ äâèæåíèÿ æåñòêî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðå-äû îáùåãî âèäà è îáîñíîâàíà ýêâèâàëåíòíîñòü äè��åðåíöèàëüíîé è âàðèàöèîííîéïîñòàíîâîê çàäà÷è (çàäà÷à Ìîñîëîâà�Ìÿñíèêîâà).Â ðàáîòàõ Äþâî è Ëèîíñà [2℄ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñðå-äû Áèíãàìà ïðèìåíåí èíòåíñèâíî ðàçâèâàåìûé àâòîðàìè àïïàðàò âàðèàöèîííûõíåðàâåíñòâ.Ñóùíîñòü ïîäõîäà, èñïîëüçóåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå è ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèåìîäåëè æåñòêîãî ÿäðà, çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ïîëíûõ óðàâíåíèé �åíêè, îïèñûâà-þùèõ ïðîñòðàíñòâåííîå òå÷åíèå âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä, óðàâíåíèÿìè òå÷åíèÿíåëèíåéíî-âÿçêèõ æèäêîñòåé [3℄. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ñëîæíàÿ ïðîáëåìà âûáî-ðà êîý��èöèåíòà âÿçêîñòè, ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè, â óðàâ-íåíèÿõ Ñòîêñà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò èññëåäóåìóþ âÿçêîïëàñòè÷åñêóþ ñðåäó.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è î äâèæåíèè íåëè-íåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè æåñòêîãî ÿäðà ïðè-ìåíÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ (óñðåäíåíèå) [3℄, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèèìàëîãî ïàðàìåòðà 0 < ξ = const≪ 1, ïðèâîäÿùåãî ê ìîäè�èöèðîâàííîé ðåîëîãè-÷åñêîé ìîäåëè.Âûáîð çíà÷åíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-ìåíòà êàê íàèìåíüøåãî çíà÷åíèå, ïðèâîäÿùåãî ê óñòîé÷èâîìó ïðîöåññó ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ ñ îáåñïå÷åíèåì çàäàííîé òî÷íîñòè.
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�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü òå÷åíèÿ íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷íîé æèäêîñòè â êàíàëå ñ âíå-çàïíûì ñóæåíèåì 4:1. Lv � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ¾êâàçèòâåðäîãî ÿäðà¿; LH � äëèíàó÷àñòêà ïåðåñòðîéêè òå÷åíèÿ; R1, R2 � ðàäèóñ, L1, L2 � äëèíà ó÷àñòêà äî ñóæåíèÿ èïîñëå ñóæåíèÿ êàíàëà ñîîòâåòñòâåííî; Γ1�Γ6 � ãðàíèöû îáëàñòè.�àññìîòðèì ìåäëåííîå (Re≪ 1) òå÷åíèå íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû,îïèñûâàåìîé ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ Øóëüìàíà [4℄. Òå÷åíèå ïðîèñõîäèò â èçî-òåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë è ïîñòîÿííûì ðàñõîäîì Q.Îáëàñòü òå÷åíèÿ ñ âíåçàïíûì ñóæåíåì äâóõ êàíàëîâ öèëèíäðè÷åñêîé �îðìû ñ ñî-îòíîøåíèåì èõ äèàìåòðîâ 4:1 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.Ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çàäà÷è îäâèæåíèè íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè â îáëàñòè Ω (ðèñ. 1) èñïîëüçóåìîáîáùåííûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï [3℄ äëÿ �óíêöèîíàëà:
J0ξ(ui, p, eij, λij) =

∫

Ω

{
ψξ(p, eij) + 2ηλij

[
eij −

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂ui
∂xj

)]
+

+
cη

2

[
eij −

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂ui
∂xj

)]2
}
dΩ −

∫

Γ

tiuidΓ,

(1)ãäå ψξ(p, eij) = 2µeijeji − peijgij , (σij)ξ =
∂ψξ(p,eij)

∂eij
, µ =

[
τ

1
n

0 + (µpAξ)
1
m

]n
A−1
ξ �ý��åêòèâíàÿ âÿçêîñòü, ei � òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé, Aξ =

√
2eijeji + ξ2,

ξ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, τ0 � ïðåäåë òåêó÷åñòè ñðåäû, µp � ïëàñòè÷åñêàÿâÿçêîñòü, m, n � ïàðàìåòðû íåëèíåéíîñòè ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, ρ � ïëîòíîñòüñðåäû, ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, p � ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, ti �âåêòîð íàãðóçêè íà ãðàíèöå Γ, γij = 1
2
(∇jui + ∇iuj).Âàðüèðóÿ èñõîäíûé ðåãóëÿðèçîâàííûé �óíêöèîíàë (1) ïî íåçàâèñèìûì ïåðå-ìåííûì ui, p, eij , λij , ïîëó÷èì:

∫

Ω

[(2cηγij − 2η (ceij + λij)) δγij − p (∇iδui)] dΩ = 0, ∀ δui, (2)
−
∫

Ω

δp∇iuidΩ = 0, ∀ δp, (3)
∫

Ω

2η [eij − γij] δγijdΩ = 0, ∀ δλij , (4)
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∫

Ω

[(2µ+ cη) eij + η (λij − cγij)] δeijdΩ = 0, ∀ δeij, (5)ãäå i, j = 1 . . . 3, (δuij, δp, δλij, δeij) � òåñòîâûå �óíêöèè, η � ïàðàìåòð óñòîé÷èâî-ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì:
η > µ


 n
m

(
τ

1
n

0

(µpA)
1
m

+ 1

)−1

 , (6)

c > 0 � êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ âëèÿíèå øòðà�à. Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿçàäà÷à ðàñùåïëÿåòñÿ íà ëèíåéíóþ è íåëèíåéíóþ ïîäçàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-ðûõ îðãàíèçóåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ëèíåàðèçîâàííàÿ ÷àñòü (2)�(4) çàäà÷èðåøàåòñÿ ìåòîäîì Óäçàâû, à íåëèíåéíàÿ (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå àë-ãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì óñòîé÷èâîñòè (6).Óðàâíåíèÿ (2)�(5) çàìûêàåì ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: íà âõîäå Γ1 â îáëàñòü Ωòå÷åíèÿ çàäàåì ïðî�èëü óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè Øóëüìàíà ñ çàäàí-íûìè çíà÷åíèÿìè ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è èçâåñòíûì ïîñòîÿííûì ðàñõîäîì
(Q = const) íà òâåðäûõ ñòåíêàõ Γ2, Γ3, Γ4 � óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ è ïðèëèïà-íèÿ, íà âûõîäå Γ5 èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω çàäàåì ñëàáûå óñëîâèÿ óñòàíîâëåíèÿòå÷åíèÿ, à íà îñè ñèììåòðèè Γ6 � óñëîâèÿ ñèììåòðèè.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ìåäëåííîì òå÷åíèè íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðå-äû â îñåñèììåòðè÷íîì êàíàëå ñ âíåçàïíûì ñóæåíèåì ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþêîìïîíåíòîâ âåêòîðà ñêîðîñòè (ui), ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè µ è äàâëåíèÿ p, óäî-âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (2)�(5).×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèçâîäèì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëü-çîâàíèåì div-óñòîé÷èâîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà âòî-ðîãî ïîðÿäêà [3℄. Äëÿ àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåìïîïðàâêó Êóýòòà ηq = ∆P−∆P1−∆P2

2τw
, è ÷èñëî Áèíãàìà: Bi = τ0

µpAcp
, ãäå ∆P � ïåðå-ïàä äàâëåíèÿ âî âñåé îáëàñòè Ω; ∆P1 � ïåðåïàä äàâëåíèÿ â îáëàñòè ñ ðàäèóñîì

R1è äëèíîé L1; ∆P2 � ïåðåïàä äàâëåíèÿ â îáëàñòè ñ ðàäèóñîì R2 è äëèíîé L2(ðèñ. 1); τw � çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ íà ñòåíêå òðóáû ìåíüøåãî äèàìåòðàíà âûõîäå èç îáëàñòè.Íà ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåòñÿ çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ ïîïðàâêè Êóýòòà îò ñòåïå-íè íåëèíåéíîñòè æèäêîñòè Øóëüìàíà è ÷èñëà Áèíãàìà. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâñëåäóåò, ÷òî ηq = 0,589 ïðè n
m

= 1, Bi = 0 è çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîìïñåâäîïëàñòè÷íîñòè ( n
m
< 1
) è ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ (Bi > 0) æèäêîñòè Øóëüìà-íà. Â òî æå âðåìÿ ðîñò äèëàòàíòíûõ ñâîéñòâ æèäêîñòè ( n

m
> 1
) ïðè Bi = 0 ïðèâî-äèò â íà÷àëå ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ ïîïðàâêè Êóýòòà ñ ìèíèìóìîì nq = 0,3 ïðè

n
m

= 1,4, à çàòåì ê ñèëüíîìó ðîñòó. Ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïðè-âåäåííûìè â ðàáîòå [5℄ â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè 0,5 < n
m

6 1,ïîêàçàëî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ ïðîâåäåííûìè ðàñ÷åòàìè.Íà ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåòñÿ âëèÿíèå ÷èñëà Áèíãàìà íà ðàñïàä ¾êâàçèòâåðäîãîÿäðà¿ òå÷åíèÿ. Èç ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ñëåäóåò, ðîñò ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâæèäêîñòè ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ îáëàñòè ïåðåñòðîéêè òå÷åíèÿ,à ïðè ÷èñëå Áèíãàìà 528 îíà ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò. Êðîìå ýòîãî ïðåäëîæåííûéàëãîðèòì îêàçàëñÿ óñòîé÷èâûì â øèðîêîì äèàïàçîíå ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ïîïðàâêè Êóýòòà îò êîý��èöèåíòîâ íåëèíåé-íîñòè ñðåäû n, m è ïàðàìåòðà Áèíãàìà.

�èñ. 3. Âëèÿíèå ÷èñëà Áèíãàìà íà ðàñïàä ¾êâàçèòâåðäîãî ÿäðà¿. a) Bi = 3,9, á) Bi = 27,â) Bi = 127, ã) Bi = 528.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìîñîëîâ Ï.Ï., Ìÿñíèêîâ Â.Ï. Ìåõàíèêà æåñòêî-ïëàñòè÷åñêèõ ñðåä. Ì.: Íàóêà,1981. 208 ñ.[2℄ Äþâî �., Ëèîíñ Æ.-Ë. Íåðàâåíñòâà â ìåõàíèêå è �èçèêå. Ì.: Íàóêà, 1980. 383 ñ.[3℄ ×åõîíèí Ê.À. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è îáîáùåííûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèïäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåîäèíàìèêè íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷íûõ æèäêîñòåé // Ìàòå-ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Õàáàðîâñê: Èçä-âî Õàáàð. ãîñ. òåõí. óí-òà, 1998. Âûï. 4.Ñ. 14�20.[4℄ Øóëüìàí Ç.Ï. Êîíâåêòèâíûé òåïëîìàññîïåðåíîñ ðåîëîãè÷åñêè ñëîæíûõ æèäêî-ñòåé. Ì.: Ýíåðãèÿ, 1975. 344 ñ.[5℄ Kim-E.V.E., Brown R.A., Armstrong R. The roles of inertia and shearthinning in �owof an inelasti
 liguid through an axisummetri
 sudden 
ontra
tion // J. Non-NewtonianFluid Me
h. 1983. V. 13. Pp. 341�363.[6℄ ×åõîíèí Ê.À., Áàæåíîâ Å.Å. Óñòîé÷èâûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷èÌîñîëîâà�Ìÿñíèêîâà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Áèíãàìà // [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ℄ Ìà-òåðèàëû êîí�åðåíöèè ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå âîïðîñû ìåõàíèêè è ïðî-öåññîâ óïðàâëåíèÿ¿. Âëàäèâîñòîê, 2011. 1. CD-ROM. Çàãë. ñ ýòèêåòêè äèñêà.[7℄ ×åõîíèí Ê.À., Ñóõèíèí Ï.À. Äâèæåíèå íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷íîé æèäêîñòè ñîñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ïðè çàïîëíåíèè îñåñèììåòðè÷íîãî îáúåìà // Ìàòåì. ìî-äåëèðîâàíèå. 2001. 13:3. Ñ. 89�102.Bazhenov E. E., Chekhonin K.A Mathemati
al modeling of non-linear vis
o-plasti
�uid �ow with large Bingham numbers. In this paper we analyzed non-linear vis
o-plasti
 �uid�ow through 
onstri
tions of two 
ylinders. Numeri
al solution is based on the �nite elementsmethod, div-stable approximation of unknown fun
tions, and general variational prin
iple.Also for the solving problem the stable algorithm whi
h over a wide range of rheologi
alparameters is proposed. The investigation showed the in�uen
e of the rheologi
al parametersof model nonlinearity and Bingham number on the disintegration of ¾quasi-solid 
ore¿ andthe evolution of the restru
turing �ow.



ÇÀÒÓÕÀÍÈÅ Â ÊÎÍÖÅ ÑÈÑÒÎËÛ ÊÎ�ÎÒÊÈÕ ÑÏÈ�ÀËÜÍÛÕÂÎËÍ Â ÀÎ�ÒÅÁàòèùåâ Â.À., Ïåòðîâñêàÿ Ä.Ñ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíû êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû, áåãóùèå â àîðòå íà �îíå äëèííûõïðîäîëüíûõ ïóëüñîâûõ âîëí è ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà. Àîðòà ìîäåëèðóåòñÿ öèëèíäðîìêðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, îãðàíè÷åííûì òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé îáîëî÷êîé. Ñïèðàëüíûåâîëíû âûçâàíû ðàñïðåäåëåíèåì âèõðåé íà âõîäå â àîðòó. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåõàíèçìîìïåðåíîñà ýòèõ âîëí ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ïîòîê, ïðè÷åì �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí ñîâïà-äàåò ñî ñêîðîñòüþ ïîòîêà íà îñè öèëèíäðà. Ñâîéñòâà êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí ñëàáîçàâèñÿò îò óïðóãèõ ñâîéñòâ ñòåíêè àîðòû. Êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû ðàñïðåäåëåíûïî âñåìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ àîðòû, â îòëè÷èå îò äëèííûõ âîëí, êîòîðûå ëîêàëèçî-âàíû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âáëèçè ñòåíêè àîðòû. Ïîêàçàíî, ÷òî êîðîòêèå ñïèðàëüíûåâîëíû çàòóõàþò ñî âðåìåíåì â êîíöå ñèñòîëû. ×àñòü ìîä ýòèõ âîëí ëîêàëèçîâàíà âêðèòè÷åñêîì ñëîå âáëèçè îñè öèëèíäðà.Âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëèñü ñîîáùåíèÿ îá îáíàðóæåíèè âèí-òîâûõ òå÷åíèé êðîâè â àðòåðèÿõ ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ [1, 2℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ íàîñíîâå àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàíî, ÷òî îäíîé èç ïðè÷èí âîç-íèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíûõ òå÷åíèé êðîâè ìîæåò áûòü çàêðó÷åííàÿ ñòðóêòóðà ñòå-íîê ëåâîãî æåëóäî÷êà ñåðäöà, ÷òî ïîðîæäàåò âèõðåâûå òå÷åíèÿ êðîâè íà âõîäåâ àîðòó è ïåðåíîñ âèõðåé ïîòîêîì æèäêîñòè. Ñðåäè ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ ñïè-ðàëüíûõ òå÷åíèé êðîâè ìîãóò áûòü è ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòåíîê ñîñóäîâ èíåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ êðîâè â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà ïðè èñòå÷åíèè â àîðòóñ ïîñëåäóþùåé áè�óðêàöèåé âðàùåíèÿ è äð. Â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî, ÷òî àíèçî-òðîïèÿ ñòåíîê êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äëèííûõ ñïèðàëüíûõâîëí. Îäíàêî, ýòè âîëíû ëîêàëèçóþòñÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âáëèçè ñòåíîê ñîñóäîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññ÷èòàíû êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû, êîòîðûå çàïîëíÿþòâñå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñîñóäà è ñëàáî çàâèñÿò îò óïðóãèõ ñâîéñòâ îáîëî÷êè. Ïîêà-çàíî, ÷òî ìåõàíèçìîì ïåðåíîñà ýòèõ âîëí ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ïîòîê, êîòîðûéíàáëþäàåòñÿ â êðîâåíîñíîì ñîñóäå. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî êîðîòêèåñïèðàëüíûå âîëíû çàòóõàþò â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â êîíöå ñèñòîëû. (Ñèñòî-ëà � îäíà èç �àç ñåðäå÷íîãî öèêëà � ñîêðàùåíèå. Â ðåçóëüòàòå ñèñòîëû êðîâüíàãíåòàåòñÿ â àðòåðèàëüíóþ ñèñòåìó).�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ñïèðàëüíûõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû â âÿç-êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé êðóãîâîé äëèííûé öèëèíäð, êîòîðûéîãðàíè÷åí òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé îáîëî÷êîé. Ñïèðàëüíûå âîëíû ðàñïðîñòðà-íÿþòñÿ íà �îíå ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà è äëèííûõ ïðîäîëüíûõ ïóëüñîâûõ âîëí,êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ â êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäàõ. Äâèæåíèå æèäêîñòè îïè-ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñîâìåñòíî ñ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíå-íèÿìè òîíêîé óïðóãîé îáîëî÷êè â ðàìêàõ áåçìîìåíòíîé òåîðèè â öèëèíäðè÷åñêèõêîîðäèíàòàõ. Äëèííûå ïðîäîëüíûå ïóëüñîâûå âîëíû èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáî-òàõ [1℄. Â [3℄ ïîëå ñêîðîñòåé äëèííûõ âîëí ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå ñ íó-ëåâîé ãàðìîíèêîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì



Çàòóõàíèå â êîíöå ñèñòîëû êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí â àîðòå 27ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòàöèîíàðíûé ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé, ó êîòî-ðîãî îñåâàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè èçìåíÿåòñÿ ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó îò ðàäè-àëüíîé êîîðäèíàòû, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû îòñóòñòâóþò. Îòìåòèì, ÷òî â àîðòåñîáàêè ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà êðîâè èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò0,1 äî 0,4 ì/ñ [1℄.Èçó÷àåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ó êîòîðîé ïî-ëå ñêîðîñòåé, äàâëåíèå è ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè íå çàâè-ñÿò îò îêðóæíîé öèëèíäðè÷åñêîé êîîðäèíàòû. Òå÷åíèå æèäêîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿïåðèîäè÷åñêèì ïî âðåìåíè, ïåðèîä êîòîðîãî ðàâåí ïåðèîäó ñåðäå÷íîãî öèêëà [1℄.Ïðèâåäåì óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè
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√
ν/ωa2 � ìàëûé ïàðàìåòð,ïðîïîðöèîíàëüíûé òîëùèíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà,

ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè æèäêîñòè, a � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïî-âåðõíîñòè îáîëî÷êè, ω � ÷àñòîòà ñåðäå÷íîãî öèêëà, R = U/aω, ãäå U � õàðàêòåð-íàÿ ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà.�åøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ âåêòîð-�óíêöèé V = V1 + V2.Âåêòîð V1 � îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûé ïîòîê è êîðîòêèå âîëíû. Âåêòîð V2 îïè-ñûâàåò äëèííûå âîëíû, ðåøåíèå äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî [1℄. Ýòè âîëíû äâèæóòñÿñ �àçîâîé ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê çíà÷åíèþ c0 =
√
hE/(2aρ), ãäå h, ρ, E � ñîîò-âåòñòâåííî òîëùèíà îáîëî÷êè, ïëîòíîñòü æèäêîñòè è ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëàîáîëî÷êè.Çàäà÷à ñîäåðæèò íåñêîëüêî ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, îäèí èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé εk = aω/c0. Äëÿ àîðòû ñîáàêè εk ∼ 10−2. �åøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿàñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïîëåâûõ õàðàêòåðèñòèê â ðÿäû ïîñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà εk. Îñåâàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè äëèííûõ âîëí èìååòïîðÿäîêO(1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îêðóæíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè æèäêîñòè ìàëàè èìååò ïîðÿäîê O(εk).Ïðèâåäåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà V1, êîòîðûå ñëåäó-þò èç îöåíîê ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà è äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèéîáîëî÷êè

wθ = εkwθ1 + ..., wz = V (r) + ε2
kwz1 + ..., (εk → 0) . (2)Çäåñü wθ, wz � ñîîòâåòñòâåííî îêðóæíàÿ è îñåâàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêî-ñòè, V (r) � ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà. Àíàëîãè÷íûå ðàçëîæåíèÿ çàïèñûâàåìè äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò. Ïîäñòàâëÿåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû â óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ è ïðèðàâíèâàåì íóëþ ñóììó êîý��èöèåíòîâ ïðè îäè-íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà εk. Äëÿ îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷àåìêðàåâóþ çàäà÷ó, ó÷èòûâàþùóþ êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ ñòàöèîíàðíûì òå÷åíèåì èïðîäîëüíîé äëèííîé âîëíîé
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28 Áàòèùåâ Â.À., Ïåòðîâñêàÿ Ä.Ñ.Çäåñü vz0 � îñåâàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè äëèííîé ïóëüñîâîé âîëíû, z1 = εkz �ìåäëåííàÿ îñåâàÿ êîîðäèíàòà. Ôóíêöèÿ V (r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íûéïðî�èëü ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ V (r) = 1 − r2. Íà ñòåíêàõ öèëèíäðà�óíêöèÿ wθ1 îáðàùàåòñÿ â íîëü (óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîðîò-êèõ âîëí âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà îáîëî÷êè ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî â âûñøèõ ïðèáëè-æåíèÿõ.Êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû íàõîäÿòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ (3), (4) àñèìïòîòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ìåòîäàìè. Ôóíêöèÿ vz0 ïðåäñòàâ-ëåíà â âèäå ñóììû, îïèñûâàþùåé âîëíû â èäåàëüíîé æèäêîñòè è êîëåáëþùèéñÿïåðèîäè÷åñêèé ïî âðåìåíè ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ñòåíêå öèëèíäðà. �ëàâíûé âêëàäâ âûðàæåíèè äëÿ êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ ìîä îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
wθ1 = Qnm(t, z1)(Fn,m(r) exp(i(kn,m − nt)) +Hn,m exp(ikn,mz) . (5)Çäåñü n,m = 1, 2, 3.... Çíà÷åíèþ n = 0 ñîîòâåòñòâóþò ¾êâàçèñòàöèîíàðíûå¿ ìî-äû. Ôóíêöèÿ Qn,m ó÷èòûâàåò âëèÿíèå äëèííûõ ïóëüñîâûõ âîëí âíå ïîãðàíè÷íî-ãî ñëîÿ. Àìïëèòóäû Fn,m íàéäåíû ÷èñëåííî è àñèìïòîòè÷åñêè. Ôóíêöèÿ Hn,m �íåâÿçêà, êîòîðàÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ Fn,m ïðè m = 1. Ïîêàçàíî, ÷òî �àçîâûåñêîðîñòè ñïèðàëüíûõ âîëí â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàþò ñ ìàêñèìàëüíûìçíà÷åíèåì ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà. Äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ ýòèõ âîëí èìå-þò ïîðÿäîê O(εv).Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòèñïèðàëüíîé âîëíû îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû ïðè n = m = 1 (ïåðâàÿ ìîäà) äëÿðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âðåìåíè. Êðèâûì 1�4 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãîâðåìåíè 0, 0.02π, 0.15π, 0.4π. Ïåðèîä ñåðäå÷íîãî öèêëà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõðàâåí 2π. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî íåíóëåâîå çíà÷åíèå àçèìóòàëüíîéñêîðîñòè (êðèâàÿ 1). Ñ ðîñòîì âðåìåíè â òå÷åíèå ñèñòîëû ìàêñèìóì àçèìóòàëüíîéêîìïîíåíòû óáûâàåò (êðèâûå 2, 3 è 4). Ê êîíöó ñèñòîëû àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòàçàòóõàåò è äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (êðèâàÿ 4).Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îò âðåìåíèïðè r = 0.55, z = 1. Äëÿ êðîâåíîñíîé ñèñòåìû ñîáàêè ïåðèîä ñèñòîëû ñîñòàâëÿåò

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü îêðóæíîé êîìïîíåíòûñêîðîñòè îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. �èñ. 2. Çàâèñèìîñòü îêðóæíîé ñêîðîñòè îòâðåìåíè â òå÷åíèè ñèñòîëû.



Çàòóõàíèå â êîíöå ñèñòîëû êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí â àîðòå 29ïðèáëèçèòåëüíî îò îäíîé ÷åòâåðòè äî îäíîé òðåòè ñåðäå÷íîãî öèêëà. ×èñëåííûåðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îêðóæíîé ñêîðîñòè äîñòèãàåòñÿ âíà÷àëå ñèñòîëû. Ê êîíöó ñèñòîëû ñïèðàëüíàÿ âîëíà çàòóõàåò ñî âðåìåíåì.Êðîìå ñïèðàëüíûõ âîëí â àîðòå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûå ñïè-ðàëüíûå ìîäû. �ëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ýòèõ ìîä íå çàâèñÿòîò âðåìåíè è íå èçìåíÿþò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ æèäêîñòè, â îòëè÷èå îò ñïè-ðàëüíûõ âîëí. Äèíàìèêà çàêðó÷åííîãî ïîòîêà ðàçëè÷íà â ñèñòîëó è äèàñòîëó.Âî âðåìÿ ñèñòîëû çàêðó÷åííûå òå÷åíèÿ êðîâè îïðåäåëÿþòñÿ äëèííûìè è êîðîò-êèìè ñïèðàëüíûìè âîëíàìè, à òàêæå êâàçèñòàöèîíàðíûìè ìîäàìè. Â äèàñòîëóñïèðàëüíûå âîëíû èñ÷åçàþò è çàêðó÷åííîå òå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êâàçè-ñòàöèîíàðíûìè ìîäàìè.Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ êîðîòêèõñïèðàëüíûõ âîëí â óïðóãîì öèëèíäðå, ìîäåëèðóþùåì àîðòó. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòèñïèðàëüíûå âîëíû çàòóõàþò ñî âðåìåíåì ê êîíöó ñèñòîëû. Äèíàìèêà ñïèðàëüíûõâîëí ðàçëè÷íà âî âðåìÿ ñèñòîëû è äèàñòîëû. Âî âðåìÿ ñèñòîëû ñïèðàëüíûåòå÷åíèÿ æèäêîñòè ñîñòîÿò èç äëèííûõ è êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí è êâàçèñòà-öèîíàðíûõ ñïèðàëüíûõ ìîä, âî âðåìÿ äèàñòîëû çàêðó÷åííûé ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿòîëüêî êâàçèñòàöèîíàðíûìè ìîäàìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 12-01-00582-à.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. Ì.: Ìèð, 1983. 400 ñ.[2℄ Êèêíàäçå �.È., Îëåéíèêîâ Â. �., �å÷å÷èëàäçå È.À., �îðîäêîâ À.Þ., Äîáðîâà È.Á.,Áàêåé Ø., Áàðà Æ.Ë. Î ñòðóêòóðå ïîòîêà â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà è àîðòå ñïðèìåíåíèåì òî÷íûõ ðåøåíèé íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è ìîð�î-ìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé // ÄÀÍ. 1996. Ò. 351. � 1. Ñ. 119�122.[3℄ Áîãà÷åíêî Ñ.Å., Óñòèíîâ Þ.À. Ìîäåëü äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíîì ñîñóäå âîâðåìÿ ñèñòîëû è àíàëèç íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåíêè ñ ó÷åòîì âèíòîâîé àíèçî-òðîïèè // �îñ. æóðí. áèîìåõàíèêè. 2009. Ò. 13. � 1. Ñ. 29�42.Batis
hev V.A., Petrovskaya D.C. Dissipation of short spiral waves in the aorta atthe end of systole. In this paper the short spiral waves are investigated. These waves spread instationary �ow simultaneously with the longest waves. Short waves 
aused by distribution ofvorti
es at the entran
e to the aorta. Me
hanism of transport of these waves is the stationarystream. The properties of short spiral waves weakly depend on the elasti
 properties of aorti
wall. We shown that the short spiral waves dissipate at the end of the systole.



ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÑÂÎÉÑÒÂ ÊÎÆÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅÑËÎÈÑÒÎÉ ÌÎÄÅËÈÁîãà÷åâ È.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåí ñïîñîá èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ íåîäíîðîäíîãî êîæíîãî ïîêðîâà íà îñ-íîâå ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà ñ ó÷åòîì ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû ïðèàíàëèçå ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îñðåäíåíèÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à ñâåäåíàê îäíîìåðíîé êîý��èöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷å, ðåøåíèå êîòîðîé îñóùåñòâëåíî ñ ïðè-âëå÷åíèåì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîãî ðåøàþòñÿ èíòåãðàëüíûåóðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ. Ïðèâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðè-ìåíòû ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ ïî òîëùèíå ñâîéñòâ êîæíîãî ïîêðîâà.Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àíàëèç ñîñòîÿíèÿ êîæíîãî ïîêðîâà ïàöèåíòàÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ çäî-ðîâüÿ ïàöèåíòà. Çàáîëåâàíèÿ âíóòðåííèõ îðãàíîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò âû-ðàæàòüñÿ â èçìåíåíèè ñâîéñòâ êîæíîãî ïîêðîâà, íàïðèìåð, îòåê êîæè è åãî ñî-ñòîÿíèå â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò óêàçûâàòü íà çàáîëåâàíèÿ ïî÷åê è íà ñòåïåíü èõòÿæåñòè.Àíèçîòðîïèÿ è ãåòåðîãåííîñòü ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîæè îïðåäåëÿþòñÿ ìíî-ãîñëîéíîé (ýïèäåðìèñ, äåðìà è ïîäêîæíûé æèð) [1℄ ñòðóêòóðîé êîæè è âëåêóò çàñîáîé ðàçëè÷íîå ïîãëîùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â êàæäîì èç ñëîåâ, ÷òî ïðî-ÿâëÿåòñÿ â îñîáåííîñòÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ âîëí íà ãðàíèöå ðàçäåëàýòèõ ñëîåâ, îáëàäàþùèõ ðàçíûìè âÿçêîóïðóãèìè [2℄ ñâîéñòâàìè.Èññëåäîâàíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê êîæíîãî ïîêðîâàïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îáúåêòèâíîé èõ îöåíêè èñïîëüçîâàíèå òîëüêî îäíîãî ìåòîäàìàëîý��åêòèâíî è äëÿ áîëåå ïîëíîãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ êîæè íåîáõîäèìî ïðèìå-íÿòü ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ íåîäíîðîäíîãîïî òîëùèíå âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ, ìîäåëèðóþùåãî êîæíûé ïîêðîâ, íà îñíîâå ìî-äåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîé â ñâîþ î÷åðåäüèìååò òðè ñîñòàâëÿþùèõ, ìîäåëèðóþùèõ ïîäêîæíûé æèð, äåðìó è ýïèäåðìèñ.Ñ ïîìîùüþ îñðåäíåíèÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê áîëåå ïðîñòîé, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíàïðîöåäóðà èäåíòè�èêàöèè íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïðèâåäåíû ðåçóëü-òàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ ñäâèãîâûå êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîãî ïî òîëùèíåâÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ, çàíèìàþùåãî îáëàñòü S = {x1, x2 ∈ (−∞, ∞), x3 ∈ [0, h]}.Íèæíÿÿ ãðàíü ñëîÿ S1 æåñòêî çàùåìëåíà, íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû S20 ïðè-ëîæåíà êàñàòåëüíàÿ íàãðóçêà.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âÿçêîóïðóãèé ñëîé â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîèò èç òðåõ ñëîåâ,òîëùèíû êîòîðûõ èçâåñòíû. Äàííîå äîïóùåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, òàê êàê âíàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ òîëùèí ñëîåâ êîæ-íîãî ïîêðîâà, òàêèõ êàê îïòè÷åñêàÿ êîãåðåíòíàÿ òîìîãðà�èÿ, ìåòîä óëüòðàçâóêî-âîé ìèêðîñêîïèè, ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíàÿ òîìîãðà�èÿ è äð.



Èäåíòè�èêàöèÿ ñâîéñòâ êîæè íà îñíîâå ñëîèñòîé ìîäåëè 31Ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèå è ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
(µu,1 ),1 +(µu,3 ),3 +ρω2u = 0 ,

u|S1 = 0 ,

µu,3 |S2 =

{
p , x1 ∈ S20 ,

0 , x1 /∈ S20 .

(1)Â äàííîé çàäà÷å èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà, â ñîîòâåò-ñòâèè ñ êîòîðîé µ(x3, iω) = (inωµ2(x3) + µ1(x3))/(1 + inω) è ρ(x3) � ñîîòâåòñòâåí-íî íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ (àíàëîã ìîäóëÿ ñäâèãà) è ïëîòíîñòüíåîäíîðîäíîãî ñëîÿ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà(÷òî ìîäåëèðóåò ñëîèñòûå ñòðóêòóðû). Ôóíêöèè µ1(x3), µ2(x3) � ìãíîâåííûé èäëèòåëüíûé ìîäóëè ñîîòâåòñòâåííî, n � âðåìÿ ðåëàêñàöèè.Îáðàòíàÿ êîý��èöèåíòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõêóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ìãíîâåííîãî è äëèòåëüíîãî ìîäóëåé íà îñíîâå àíà-ëèçà àêóñòè÷åñêîãî îòêëèêà, èçìåðåííîãî íà âåðõíåé ãðàíèöå â íåêîòîðîì ÷àñòîò-íîì äèàïàçîíå.1. Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ââîäÿ îñðåäíåííóþ õàðàêòåðè-ñòèêó U(x3, ω) =
+∞∫
−∞

u(x1, x3,ω)dx1 è ïðîâîäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàïèøåìçàäà÷ó (1) â âèäå:
(µU,3 ),3 +ρω2U = 0 ,

U |x3=0 = 0, µU,3 |x3=h = p̃ .
(2)Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè �óíêöèé µ1(x3), µ2(x3) è U(x3, ω), óäî-âëåòâîðÿþùèõ (2), ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè

U(h, iω) = f(ω) , ω ∈ [ω1, ω2] . (3)Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå [3℄, îäíàêî â âû÷èñëè-òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàòåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèê ìîäå-ëèðóþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ýòà æå çàäà÷àðàññìîòðåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäàâ èçâåñòíûõ òî÷êàõ.Ââîäÿ îáåçðàçìåðåííûå ïåðåìåííûå x = x3/h, ui = Ui/h, æ
2 = ρ0ω

2h2/µ0 èõàðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, äëÿ êîòîðîé è ïîñòðîèì îïå-ðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ.
(G(x, iæ)u′(x,æ))′ + æ

2r(x) u(x,æ) = 0 ,

u(0,æ) = 0 , G(1, iæ)u′(1,æ) = 1 .
(4)Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ïðèìåò âèä:

u(1,æ) = f(æ) , æ ∈ [æ1,æ2] , (5)



32 Áîãà÷åâ È.Â.Ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ r(x) = ρ0ρ(x), G(x, iæ) =
iτæg(x) + h(x)

1 + iτæ
, ãäå

g(x) = µ2(x)
µ1(0)

, h(x) = µ1(x)
µ1(0)

, τ = n
√

µ1(0)
ρ0h2 .Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè �óíêöèé h(x), g(x), u(x), (r(x)ïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèåé) èç êðàåâîé çàäà÷è (4) ñ ó÷åòîìäîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (5).Äàëåå ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:1. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé èç èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-îãî ðîäà (6) ïî èçâåñòíûì n− 1 ïðèáëèæåíèÿì íåèçâåñòíûõ�óíêöèé hn−1(x) , gn−1(x), Gn−1(x, iæ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ

un−1(x,æ)

un−1(x) =

∫ 1

0

Kn−1(ξ, x)un−1(ξ)dξ +

∫ x

0

dη

Gn−1(η, iæ)
, (6)

Kn−1(ξ, x) = æ
2

∫ min{ξ, x}

0

r(η)
dη

Gn−1(η, iæ)
, ξ ∈ [0, 1] .Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèé ñ èñïîëü-çîâàíèåì êâàäðàòóðíîé �îðìóëû Ñèìïñîíà.2. Íà âòîðîì ýòàïå ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé

hn(x) = hn−1(x) + δh(x) è gn(x) = gn−1(x) + δg(x), ãäå δh(x) è δg(x) � ïîïðàâêèäëÿ äëèòåëüíîãî è ìãíîâåííîãî ìîäóëÿ, âõîäÿùèå â �óíêöèþ δG(x,æ) ïîïðàâêèêîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà1-îãî ðîäà
∫ 1

0

δG(x, iæ)((un−1(x,æ))′)2dx = un−1(h,æ) − f(æ), æ ∈ [æ1,æ2] . (7)Îòäåëèì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â âûðàæåíèè äëÿ �óíêöèè ïåðâîãî ïðè-áëèæåíèÿ êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ
δG(x, iæ) = Re(δG(x, iæ)) + iIm(δG(x, iæ)) =

= (δg(x)z2(æ) + δh(x)z1(æ)) + i(δg(x) − δh(x))z3(æ),ãäå z1(æ) =
1

1 + τ 2
æ

2
, z2(æ) =

τ 2
æ

2

1 + τ 2
æ

2
, z3(æ) =

τæ

1 + τ 2
æ

2
.Òîãäà, èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ïîëó÷èì ñèñòåìó:

∫ 1

0

(δg(x)z2(æ) + δh(x)z1(æ))u′n−1(x,æ)u′n−1(x,æ)dx = Re(un−1(h,æ) − f(æ)) ,

∫ 1

0

(δg(x) − δh(x))z3(æ)u′n−1(x,æ)u′n−1(x,æ)dx = Im(un−1(h,æ) − f(æ)) .

(8)�åøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà (8) ÿâëÿåò-ñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé è òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ìåòîäîâ,íàïðèìåð, ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà.



Èäåíòè�èêàöèÿ ñâîéñòâ êîæè íà îñíîâå ñëîèñòîé ìîäåëè 333. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì �óíêöèè hn(x) è gn(x), êîòîðûå äàþò ïðèáëèæåí-íîå ðåøåíèå îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è. Âûõîä èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàïðîèçâîäèòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
‖un−1(1,æ) − f(æ)‖C[æ1,æ2] < ε . (9)Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáèðàëîñü èçóñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íåâÿçêè íà ïîñòðîåííîì èç àïðèîðíîé èí�îðìà-öèè êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå:

Φ =

æ2∫

æ1

|u(1,æ) − f(æ)|2dæ . (10)Äàëåå ïðèâåäåíà òàáëèöà èñïîëüçîâàííûõ â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïà-ðàìåòðîâ:Ó÷àñòîê Òîëùèíà,ìì Ìãíîâåííûéìîäóëü, Í/ì2

Äëèòåëüíûéìîäóëü, Í/ì2Ýïèäåðìèñ ∼ 0, 3 0.9·106 0.88·106Äåðìà ∼ 0, 7 0.55·106 0.5·106Ïîäêîæíûé æèð ∼ 1, 2 0.09·106 0.075·106Ïàðàìåòð, ñîîòâåòñòâóþùèé âðåìåíè ðåëàêñàöèè ïîëàãàëñÿ ðàâíûì τ = 0.1.Äàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþò ó÷àñòêó êîæíîãî ïîêðîâà â ðàéîíåïðåäïëå÷üÿ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîæè ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè ïðåä-ñòàâëÿëèñü â âèäå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ �óíêöèé íà [0, 1]:
h(x) =





0.075+0.1x , x 6 0.5895 ,0.5+0.1x , x 6 0.8655 ,0.88+0.1x , x 6 1 , g(x) =





0.09+0.1x , x 6 0.5895 ,0.55+0.1x , x 6 0.8655 ,0.9+0.1x , x 6 1 .Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, òîëùèíû ñëîåâ ñ÷èòàëèñü èçâåñòíûìè. Íà÷àëüíûå ïðè-áëèæåíèÿ íàéäåíû â âèäå:
h0(x) =





0.1 , x 6 0.5895 ,
0.55 , x 6 0.8655 ,
0.95 , x 6 1 , g0(x) =





0.15 , x 6 0.5895 ,
0.7 , x 6 0.8655 ,
1 , x 6 1 .Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîá-ðàæåíû ãðà�èêè íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, æèðíûìè ëèíèÿìè � èñõîäíûõ �óíê-öèé, òî÷êàìè � âîññòàíîâëåííûõ �óíêöèé.×àñòîòíûé äèàïàçîí âûáèðàëñÿ â ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ýêñòðåìóìàìèàìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèè íå ïðåâîñ-õîäèò 6% â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ðàçðûâà è 3% îñòàëüíûõ òî÷êàõ.
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�èñ. 1. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé h(x) (ñëåâà) è g(x) (ñïðàâà).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé (ãðàíòû �10-01-00194-à, �12-01-31501), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàê-òû Ï-596 è 14.132.21.1358).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàëàáàíîâ Å.È. Àíàëèòè÷åñêèé îáçîð. Êîæà ÷åëîâåêà, ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà, òåï-ëîïåðåäà÷à. Ì.: 2001. (http://osense.narod.ru/library/physi
s/html/041001_b.htm).[2℄ Êðèñòåíñåí �. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîìïîçèòîâ. Ì.: Ìèð, 1974. 338 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î., ßâðóÿí Î. Â., Áîãà÷åâ È. Â.Èäåíòè�èêàöèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðè-ñòèê íåîäíîðîäíîãî ïî òîëùèíå ñëîÿ // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë. 2011. Ò. 57, � 6.Ñ. 723�730.Boga
hev I.V. Properties identi�
ation of the skin based on a multilayer model .The method of identifying properties of an inhomogeneous skin based on the standard modelof a vis
oelasti
 body with the multi-layer stru
ture in the analysis of shear waves areproposed. With the use of averaging two-dimensional problem is redu
ed to one-dimensionalinverse problem whose solution is implemented with the involvement of the iterative pro
ess,every step of whi
h deals with Fredholm integral equations of the �rst and se
ond kind.Computational experiments are irregular in thi
kness re
onstru
tion properties of the skinare presented.



ÂÅÉÂËÅÒ-ÀÍÀËÈÇ ÊÀ�ÄÈÎÑÈ�ÍÀËÀÁîãà÷åâà Ì.Î.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíû êàðäèîãðàììû çäîðîâîãî ÷åëîâåêà è áîëüíîãî ñ àðèòìèåé. Àíàëèç êàð-äèîñèãíàëîâ ïðîâåäåí ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñïîëüçîâàíèåì âåéâëåòîâ Äîáåøè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþòîïðåäåëèòü ðàçëè÷íûå îòêëîíåíèÿ îò íîðìû ïî õàðàêòåðó êàðäèîñèãíàëà.Ââåäåíèå.Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñïåêòðàëüíîãî àíàëè-çà, òèïè÷íûé ïðåäñòàâèòåëü êîòîðîãî � êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îñ-íîâíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ àíàëèç è îáðàáîò-êà ñèãíàëîâ è �óíêöèé, íåñòàöèîíàðíûõ âî âðåìåíè èëè íåîäíîðîäíûõ â ïðî-ñòðàíñòâå, êîãäà ðåçóëüòàòû àíàëèçà äîëæíû ñîäåðæàòü íå òîëüêî ÷àñòîòíóþõàðàêòåðèñòèêó ñèãíàëà, íî è ñâåäåíèÿ î ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, íà êîòîðûõïðîÿâëÿþò ñåáÿ òå èëè èíûå ãðóïïû ÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ èëè íà êîòîðûõïðîèñõîäÿò áûñòðûå èçìåíåíèÿ ÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèãíàëà. Ïî ñðàâíåíèþñ ðàçëîæåíèåì ñèãíàëîâ íà ðÿäû Ôóðüå, âåéâëåòû ñïîñîáíû ñ ãîðàçäî áîëåå âûñî-êîé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëÿòü ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè ñèãíàëîâ, âïëîòü äî ðàçðûâîâ1-ãî ðîäà. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿê àíàëèçó êàðäèîñèãíàëîâ íà ïðèìåðå êàðäèîãðàìì çäîðîâîãî ÷åëîâåêà è áîëü-íîãî ñ àðèòìèåé (ðèñ. 1). Âñå ïðîãðàììû è ðàñ÷åòû áûëè ðåàëèçîâàíû â ñðåäåMatlab.

�èñ. 1. Ôðàãìåíòû ÝÊ� çàïèñåé çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à) è áîëüíîãî ñ àðèòìèåé (á).Âåéâëåòû Äîáåøè.Âåéâëåòû Äîáåøè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ ñêîìïàêòíûì íîñèòåëåì, âû÷èñëÿåìûì èòåðàöèîííûì ïóòåì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåé-âëåòîâ Äîáåøè ìàòåðèíñêàÿ âåéâëåò-�óíêöèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ψ(x) =

√
2
∑

k

gkφ(2t− k). (1)



36 Áîãà÷åâà Ì.Î.Ìàñøòàáèðóþùàÿ �óíêöèÿ ñèãíàëà èìååò âèä:
φ(x) =

√
2
∑

k

hkφ(2t− k). (2)

�èñ. 2. Âåéâëåò-�óíêöèÿ è ìàñøòàáèðóþùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Äîáåøè.Êîý��èöèåíòû ìàñøòàáèðóþùåé �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ óñëî-âèé:1) îðòîíîðìèðîâàííîñòü ∑k hkhk−2m = δ0,m ;2) íîðìèðîâêà ∑k hk =
√

2 ;3) íóëåâûå ìîìåíòû ∑n(−1)nnkhn = 0, n = 0, 1, .. .Êîý��èöèåíòû âåéâëåò-�óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
gk = (−1)khM−1−k , (3)ãäå M � ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ �èëüòðà.Âõîäîì äëÿ àëãîðèòìà äàííûõ ñëóæèò ñèãíàë S äëèíû N. Ïî èñõîäíîìó ñèã-íàëó ñòðîÿòñÿ äâà ñèãíàëà äëèíû N/2. Ïåðâûé èç íèõ, àïïðîêñèìèðóþùèé, ïî-ëó÷àåòñÿ îáðàáîòêîé èñõîäíîãî ñèãíàëà �èëüòðîì êîý��èöèåíòîâ ìàñøòàáèðóþ-ùåé �óíêöèè è ïðîðåæèâàíèåì âäâîå. Âòîðîé, äåòàëèçèðóþùèé, âîçíèêàåò ïðèíàëîæåíèè âåéâëåò-�èëüòðà è ïðè ïðîðåæèâàíèè âäâîå. Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ðàç-ëîæåíèé ñèãíàëà ïî óðîâíÿì âõîäîì ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèé ñèãíàë [1℄.Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïðîöåññà ðàçëîæåíèÿ çàâèñèò îò äëèíû íà÷àëüíûõ äàí-íûõ N è çàäàííîãî óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ.Äèñêðåòíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå.Ñ ïîìîùüþ âåéâëåòîâ Äîáåøè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà áûëî ïðîâåäåíî ðàçëîæå-íèå ñèãíàëà äî òðåòüåãî óðîâíÿ. �ðà�èêè äåòàëèçèðóþùèõ êîý��èöèåíòîâ òðåõóðîâíåé ðàçëîæåíèÿ äëÿ èññëåäóåìûõ êàðäèîãðàìì ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.Âåéâëåò Äîáåøè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èìååò íîñèòåëü íà ïðîìåæóòêå [0, 7] èöåíòðàëüíóþ ÷àñòîòó 0.7143 �ö. Ïîñêîëüêó ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà ñîñòàâ-ëÿåò 50 �ö, òî öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà âåéâëåòà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ïåðâîãî óðîâíÿðàçëîæåíèÿ, ðàâíà 0.7143·50 = 35.72 �ö. Äëÿ âòîðîãî óðîâíÿ ðàçëîæåíèÿ ÷àñòîòàâåéâëåòà áóäåò â äâà ðàçà ìåíüøå: 17.86 �ö. Äëÿ òðåòüåãî óðîâíÿ ñîîòâåòñòâåííî
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�èñ. 3. �ðà�èêè äåòàëèçèðóþùèõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ êàðäèîãðàìì çäîðîâîãî ÷åëîâåêà(à) è áîëüíîãî ñ àðèòìèåé (á).8.92 �ö. Äåòàëèçèðóþùèå êîý��èöèåíòû îòðàæàþò õàðàêòåðèñòèêè êàðäèîñèã-íàëîâ íà äàííûõ ÷àñòîòàõ.Èí�îðìàòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñèãíàëà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íàé-äåííûì äåòàëèçèðóþùèì êîý��èöèåíòàì. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïðÿ-ìîå âîññòàíîâëåíèå îòäåëüíî ïî êàæäîìó íàáîðó äåòàëèçèðóþùèõ êîý��èöèåí-òîâ [3℄.

�èñ. 4. Âîññòàíîâëåííûå êîìïîíåíòû êàðäèîñèãíàëà çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à) è áîëüíîãîñ àðèòìèåé (á).Ñðàâíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé âåéâëåò-êîý��èöèåíòîâ è âîñ-ñòàíîâëåííûõ êîìïîíåíò èññëåäóåìûõ êàðäèîñèãíàëîâ ïðèâåäåíî â òàáëèöå 1.Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ äëÿ äâóõ èññëåäóå-ìûõ êàðäèîñèãíàëîâ îòëè÷àþòñÿ â 1.5 ðàçà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèåî íàëè÷èè îòêëîíåíèé.Èññëåäîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ äàííûõ ñèãíàëîâ äàåò ñëåäóþùèå ðå-çóëüòàòû:Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû êîìïîíåíò ñèãíàëîâ íà ðàçíûõ÷àñòîòàõ õîðîøî ëîêàëèçîâàíû. Ñïåêòðû ïî ïåðâîìó è âòîðîìó óðîâíþ ðàçëîæå-



38 Áîãà÷åâà Ì.Î.Êàðäèîñèãíàë Âåéâëåò-êîý��èöèåíòû Êîìïîíåíòû ñèãíàëàóðîâåíü 1 2 3 1 2 3Íîðìà 1.51 2.07 2.17 1.07 1.03 0.76Àðèòìèÿ 2.35 2.49 2.18 1.66 1.24 0.77àðèòìèÿ/íîðìà 1.56 1.2 1.0 1.56 1.2 1.0Òàáëèöà 1. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ âåéâëåò-êîý��èöèåíòîâ.

�èñ. 5. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð êàðäèîñèãíàëà çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à) è áîëüíîãî ñ àðèò-ìèåé (á).íèÿ ðàçëè÷àþòñÿ â äâà ðàçà.Íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå.Íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå êàðäèîñèãíàëîâ òàêæå âûïîëíåíî ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì âåéâëåòîâ Äîáåøè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïðè çíà÷åíèÿõ ìàñøòàáèðó-þùåãî êîý��èöèåíòà îò 1 äî 40.

�èñ. 6. Ôðàãìåíò êàðäèîñèãíàëà è ñïåêòðîãðàììû çäîðîâîãî ÷åëîâåêà (à) è áîëüíîãî ñàðèòìèåé (á).Íà ñïåêòðîãðàììàõ õîðîøî âèäåí QRS êîìïëåêñ (ïèê ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëè-òóäîé), à òàêæå ïèê T, ïðîÿâëÿþùèéñÿ íà áîëåå íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Õîðîøî îòîáðà-



Âåéâëåò-àíàëèç êàðäèîñèãíàëà 39æåí ïèê �, à òàêæå ïèê U, íå âñåãäà ðàçëè÷èìûé íà êàðäèîãðàììå. Òàêèì îáðàçîì,ïîñòðîåííàÿ ñïåêòðîãðàììà íàèáîëåå íàãëÿäíî è ïîëíî îòðàæàåò îñîáåííîñòè èñ-ñëåäóåìîãî ñèãíàëà.Çàêëþ÷åíèåÏðèâåäåííûå â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìû âåéâëåò-àíàëèçà ïîçâîëÿþò èññëå-äîâàòü ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè êàðäèîñèãíàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå ý��åêòèâ-íûìè ÿâëÿþòñÿ ïîñòðîåíèå è àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà è ñïåêòðîãðàììûñèãíàëà. Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòüðàçëè÷íûå îòêëîíåíèÿ îò íîðìû ïî õàðàêòåðó ÝÊ� çàïèñè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Êàðïèíñêîìó Ä.Í. çà ïîñòàíîâêóçàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Äîáåøè È. Äåñÿòü ëåêöèé ïî âåéâëåòàì. Èæåâñê: ÍÈÖ �åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿäèíàìèêà, 2001. 464 ñ.[2℄ Íîâèêîâ Ë.Â. Îñíîâû âåéâëåò-àíàëèçà ñèãíàëîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. ÑÏá, ÈÀíÏ�ÀÍ, 1999. 152 ñ.[3℄ Ñìîëåíöåâ Ò.Ê. Îñíîâû òåîðèè âåéâëåòîâ. Âåéâëåòû â Matlab. Ì.: ÄÌÊ Ïðåññ,2005. 304 ñ.Boga
heva M.O.Wavelet analysis of 
ardiograms. The 
ardiograms of healthy man andpatient with arrhythmia are investigated. Analysis of 
ardio signals was performed using thedis
rete and the 
ontinuous wavelet transform with use Daube
hies wavelets of order four.The above methods 
an identify various deviations in nature 
ardio.



ÔÈÇÈÊÎ-ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÁÅÒÎÍÎÂ ÍÀÌÀÒÅ�ÈÀËÀÕ ÈÇ �Î�ÅËÛÕ ÏÎ�ÎÄÁóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â.,Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈç èìåþùèõñÿ îòõîäîâ äîáû÷è óãëÿ äëÿ áåòîííîé òåõíîëîãèè íàèáîëüøèé èí-òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ãîðåëûå ïîðîäû øàõòíûõ îòâàëîâ. Ìíîãèå îòâàëû ïî îáú-åìàì ñêëàäèðóåìûõ ïîðîä, èõ ñîñòàâó, ñâîéñòâàì è ïðèãîäíîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿïîëåçíîé ïðîäóêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåõíîãåííûå ìåñòîðîæäåíèÿ ïîëåçíûõèñêîïàåìûõ. Øàõòíûå ïîðîäû îáëàäàþò îïðåäåëåííîé öåííîñòüþ, â íèõ ñîäåð-æàòñÿ ìíîãèå ïîëåçíûå êîìïîíåíòû, õîòÿ è â íåáîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ; èõ ìîæíîèñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåðóäíîãî ñòðîèòåëüíîãî è òîïëèâîñîäåðæàøåãî ñûðüÿ,àêòèâíûõ ìèíåðàëüíûõ äîáàâîê. Àíàëèç îïûòà ïðèìåíåíèÿ òåõíîãåííûõ îòõî-äîâ â òåõíîëîãèè áåòîíà [1�3℄ ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ïåðñïåêòèâíûì ñûðüåì ñ òî÷êèçðåíèÿ îñíîâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñâîéñòâ ïîëó÷àåìûõ áåòîíîâ ìî-ãóò ñòàòü ãîðåëûå øàõòíûå ïîðîäû. Òàêèå ïîðîäû îáðàçóþòñÿ ïðè îêèñëèòåëü-íîì ñàìîîáæèãå øàõòíûõ ïîðîä, èçâëå÷åííûõ ïðè äîáû÷å óãëÿ íà ïîâåðõíîñòü èñêëàäèðîâàííûõ â êîíóñîîáðàçíûå îòâàëû. Â ïîðîäíûõ îòâàëàõ ïî ëèòîëîãè÷å-ñêîìó ñîñòàâó ñîäåðæàòñÿ ïîðîäû â îñíîâíîì ãëèíèñòûå, ïåñ÷àíèñòî-ãëèíèñòûå èèçâåñòêîâî-ïåñ÷àíèñòûå. Ïî èìåþùèìñÿ äàííûì ïðîöåññ ãîðåíèÿ â îòâàëàõ ïðîèñ-õîäèò ïðè òåìïåðàòóðå îò 600 äî 1500◦Ñ è äëèòñÿ äåñÿòêè ëåò. Ýòî ñîçäàåò óñëîâèÿäëÿ ïîëíîãî è äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíîãî îáæèãà âñåé îòâàëüíîé ìàññû. Â ðåçóëü-òàòå åñòåñòâåííîãî ñàìîîáæèãà ïîðîäíûå ìàññû îòâàëà ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèÿ.Èçìåíåíèÿ ïðè îáæèãå ïðîèñõîäÿò, ïðåæäå âñåãî, â ãëèíîîáðàçóþùèõ ìèíåðàëàõè â ïðèìåñÿõ, ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ. Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ãîðåëûõ ïîðîä ïðåäñòàâëåíâ îñíîâíîì îêñèäàìè êðåìíèÿ, àëþìèíèÿ, æåëåçà.Âàæíûì ñâîéñòâîì ãîðåëûõ ïîðîä ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê èç-âåñòè, îáóñëàâëèâàþùàÿ èõ èñïîëüçîâàíèå â âÿæóùèõ è áåòîíàõ êàê ãèäðàâëè-÷åñêóþ äîáàâêó. Â îñíîâå âîçíèêíîâåíèÿ àêòèâíîñòè ãîðåëûõ ïîðîä ëåæèò èç-ìåíåíèå ãëèíèñòîãî âåùåñòâà ïðè �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿùèõïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì îáæèãå óãëåñîäåðæàùèõ ïîðîä. Àêòèâíîñòü ãîðåëûõøàõòíûõ ïîðîä îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì â íèõ íåñêîëüêèõ àêòèâíûõ êîìïîíåíòîâ:àëþìèíàòíîãî â âèäå àìîð�èçîâàííîãî ãëèíèñòîãî âåùåñòâà è íåêîòîðîãî êîëè÷å-ñòâà àêòèâíîé ìîäè�èêàöèè Al2O3, êðåìíåçåìèñòîãî â âèäå ðàñòâîðèìîé èëè àê-òèâíîé êðåìíåêèñëîòû, æåëåçèñòîãî â âèäå ðàñòâîðèìûõ Fe2O3 è Fe3O4. Íàðÿäóñ ãèäðàâëè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ, õàðàêòåðèçóåìîé ïîãëîùåíèåì èçâåñòè, ãîðåëûåïîðîäû îòëè÷àþòñÿ àäñîðáöèîííîé àêòèâíîñòüþ, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ìèêðîïîðè ìèêðîòðåùèí. �èäðàâëè÷åñêàÿ è àäñîðáöèîííàÿ àêòèâíîñòü, ïîâûøåííàÿ ìå-õàíè÷åñêàÿ ïðî÷íîñòü, ñòîéêîñòü ê èñòèðàíèþ, òåìïåðàòóðíûì è àòìîñ�åðíûìâîçäåéñòâèÿì õîðîøî îáîææåííûõ ïîðîä ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðåäïîñûëêàìè



Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíîâ íà ìàòåðèàëàõ èç ãîðåëûõ ïîðîä 41ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èõ â òåõíîëîãèè áåòîíà â êà÷åñòâå òîíêîìîëîòîéàêòèâíîé äîáàâêè ê âÿæóùåìó è â êà÷åñòâå êðóïíîãî è ìåëêîãî çàïîëíèòåëåé.Íåîäíîðîäíîñòü ïîðîä ïî ñîñòàâó è ñâîéñòâàì ïðåäîïðåäåëÿåò òðóäíîñòè èîñîáåííîñòè ðàçðàáîòêè, è èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî òåõíîãåííîãî ñûðüÿ. Äëÿ ïî-ëó÷åíèÿ çàïîëíèòåëåé èç øàõòíûõ ïîðîä èõ ñëåäóåò ïîäâåðãàòü ïåðåðàáîòêå, ïðèýòîì ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå ïîðîä. Çàïîëíèòåëè èç ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä ïîêà÷åñòâó íå óñòóïàþò àíàëîãè÷íîé ïðîäóêöèè èç òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîãî ñû-ðüÿ, è äàæå èìåþò íåêîòîðûå ïðåèìóùåñòâà: ïðàêòè÷åñêè íå ñîäåðæàò èëèñòûõè ãëèíèñòûõ ÷àñòèö è äðóãèõ çàñîðÿþùèõ ïðèìåñåé; ãëèíû â êîìêàõ; èç-çà ìèê-ðîïîðèñòîñòè ÷àñòèö ëåã÷å ïî íàñûïíîìó âåñó; îòëè÷àþòñÿ õîðîøèì ñöåïëåíèåìñ ðàñòâîðíîé ÷àñòüþ.Ôîðìà çåðåí ùåáíÿ êóáîâèäíàÿ, ïëàñòèí÷àòàÿ è óãëîâàòàÿ. Ïîâåðõíîñòü ÷à-ñòèö íåîêàòàííàÿ, ðâàíàÿ, øåðîõîâàòàÿ, ÷èñòàÿ, ò. å. íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö íåñîäåðæàòñÿ ãëèíèñòûå è äðóãèå çàñîðÿþùèå ïðèìåñè. Â ðåçóëüòàòå òåðìè÷åñêîãîâîçäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ïîðîäû ïðèîáðåëè ïîðèñòîå ñòðîåíèå. Îäíàêî íèçêèå çíà÷å-íèÿ âîäîïîãëîùåíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî áîëüøèíñòâî ïîð ó ÷àñòèö ùåáíÿèìååò çàêðûòûé õàðàêòåð. Íàëè÷èåì ïîðèñòîñòè îáúÿñíÿåòñÿ ïîíèæåííàÿ, â ñðàâ-íåíèè ñ ïðèðîäíûì ùåáíåì, íàñûïíàÿ ïëîòíîñòü. Â ùåáíå íå ñîäåðæàòñÿ ïðèìåñèè êîìïîíåíòû, îòíîñèìûå ê âðåäíûì ïðèìåñÿì, ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü íåñãîðåâ-øèå ÷àñòèöû òîïëèâà. Íåâûãîðåâøèå ÷àñòèöû â ïîðîäå � óñòîé÷èâûå ê àòìîñ�åð-íûì âëèÿíèÿì îêîêñîâàííûå ÷àñòèöû. Ïî ñîñòàâó îíè îòëè÷íû îò èñõîäíîãî òîï-ëèâà è ñîñòîÿò èç ïðîäóêòîâ êîêñîâàíèÿ (ïîëóêîêñîâûå è êîêñîâûå îñòàòêè). Îíèñòîéêè ïðîòèâ îêèñëåíèÿ è äîëãîâå÷íû ïðè âîçäåéñòâèè âëàãè è ïåðåïàäà òåì-ïåðàòóðû. Ùåáåíü âûäåðæèâàåò èñïûòàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ñòðóêòóðû ïðîòèââñåõ âèäîâ ðàñïàäà (æåëåçèñòîãî è ñèëèêàòíîãî). Ìàðêà ùåáíÿ ïî ïðî÷íîñòè ïðèèñïûòàíèè íà äðîáèìîñòü 600; 800; 1000; 1200, ïî ìîðîçîñòîéêîñòè îò F25 äî F100.Îòñåâû äðîáëåíèÿ ãîðåëûõ ïîðîä ïî çåðíîâîìó ñîñòàâó ñîîòâåòñòâóþò ïåñ÷àíî-ãðàâèéíîé ñìåñè. Ïåñ÷àíàÿ �ðàêöèÿ îòñåâîâ äðîáëåíèÿ ïîðîä ïî �èçèêî-ìåõà-íè÷åñêèì ñâîéñòâàì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïåñêàì I èëè II êëàññà. Îòñåâû íåïîäâåðæåíû ìîðîçíîìó ïó÷åíèþ, ïðàêòè÷åñêè íå ðàçìîêàþò è íå íàáóõàþò â âîäå.Ïî �èëüòðàöèîííîé ñïîñîáíîñòè îòñåâû îòíîñÿòñÿ ê âîäîïðîíèöàåìûì.Â èññëåäîâàíèÿõ ïî èñïîëüçîâàíèþ ãîðåëûõ ïîðîä â òåõíîëîãèè áåòîíà áûëâûïîëíåí áîëüøîé îáúåì ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò è èñïûòàíèé â ïðîèçâîäñòâåííûõóñëîâèÿõ íà äåéñòâóþùèõ çàâîäàõ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé è èçäåëèé �î-ñòîâñêîé îáëàñòè. Èñïûòûâàëèñü ñîñòàâû áåòîíîâ êëàññà îò Â7,5 äî Â30 ðàçëè÷íîéïîäâèæíîñòè è ñ ðàçëè÷íûì ðàñõîäîì öåìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ïðåäúÿâëÿåìûõ êáåòîíàì òðåáîâàíèé ïî ìîðîçîñòîéêîñòè, âîäîíåïðîíèöàåìîñòè, äðóãèì ñâîéñòâàìè óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè.Èçãîòîâëåíèå îïûòíûõ îáðàçöîâ-êóáîâ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ïðîèçâîäè-ëîñü íà âèáðîïëîùàäêå, õðàíèëè îáðàçöû â ñòàíäàðòíûõ äëÿ òâåðäåíèÿ áåòîíàóñëîâèÿõ. Â ïðîèçâîäñòâåííûõ óñëîâèÿõ èçãîòîâëåíèå êîíòðîëüíûõ êóáîâ ïðîèç-âîäèëîñü ïàðàëëåëüíî ñ èçãîòîâëåíèåì èçäåëèé èç òåõ æå áåòîííûõ ñìåñåé è ïðèòåõ æå óñëîâèÿõ �îðìîâàíèÿ è òåðìîîáðàáîòêè. Êîíòðîëü ïðî÷íîñòè è äðóãèõïîêàçàòåëåé �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ áåòîíà ïðîâîäèëñÿ íà èçäåëèÿõ ìåòî-äàìè íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ è íà îáðàçöàõ-êóáàõ ïî ìåòîäèêàì, ïðèâåäåííûì



42 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.â íîðìàòèâíûõ äîêóìåíòàõ.Â òàáëèöàõ 1 è 2 ïðèâåäåíû ñâîéñòâà áåòîíîâ, ñîäåðæàùèõ çàïîëíèòåëè: ùå-áåíü è îòñåâ (âìåñòî ïåñêà) èç äðîáëåíûõ ãîðåëûõ ïîðîä ïî äâóõñòàäèéíîé ñõåìåäðîáëåíèÿ.Èçäåëèå,êëàññ áåòîíà Ïðî÷íîñòü íà ñæàòèå, ÌÏà Âîäîíå-ïðîíè-öàåìîñòü,ìàðêà Îáúåìíàÿìàññà,êã/ì3ïðîïàðè-âàíèå åñòåñòâåííîå òâåðäå-íèå â âîçðàñòå ñóò.28 60 180Çàòÿæêà Â22,5 ÎÊ 1 ñì 27,0 (90) 32,0 36,8 37,5 W4 2260Ýëåìåíòû øàõòíîéêðåïè Â22,5 ÎÊ 1 ñì 22,5 (75) 31,2 35,5 36,7 W4 2230Ëîòêè è ïëèòû ïåðå-êðûòèé Â15 ÎÊ 1 ñì 16,8 (79) 22,5 25,3 26,9 W4 2210Áåòîíèòû, áëîêè ñòåíïîäâàëîâ Â10 ÎÊ 1�2 ñì 12,3 (82) 15,9 16,8 17,3 � 2180Òàáëèöà 1. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà èçäåëèé øàõòíîé êðåïè èç ãîðåëîïîðîäíîãîáåòîíà.Ïðèìå÷àíèå : Îòïóñêíàÿ ïðî÷íîñòü áåòîíà ó âñåõ èçäåëèé 70 %. Â ñêîáêàõ ïðèâåäåí�àêòè÷åñêè ïîëó÷åííûé ïðîöåíò ïðî÷íîñòè áåòîíà îò ïðîåêòíîé ìàðêè.Èçãîòîâëåíèå èçäåëèé èç ãîðåëîïîðîäíîãî áåòîíà ïðîâîäèëîñü íà �óêîâñêîìçàâîäå æåëåçîáåòîííîé êðåïè è Áàòàéñêîì ÆÁÊ. Îáîáùåíèå è àíàëèç ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìàòåðèàëîâ èç ãîðåëûõ ïîðîäïîçâîëÿåò ñíèçèòü ðàñõîä öåìåíòà (áåç óõóäøåíèÿ ñâîéñòâ è êà÷åñòâà èçäåëèé) âáåòîíàõ êëàññà Â7,5 è Â10 äî 30�35%, êëàññà Â15; Â22,5; Â30 äî 10�15%. Áåòî-íû íà çàïîëíèòåëÿõ èç äðîáëåíûõ ãîðåëûõ ïîðîä èìåþò ìàðêó ïî ìîðîçîñòîé-êîñòè F50; F75; F200; F300, ïî âîäîíåïðîíèöàåìîñòè W2; W4; W8, ïðî÷íîñòü íàñæàòèå îò 10 äî 40 ÌÏà, ïðè èçãèáå îò 2,2 äî 6,8 ÌÏà. Ïîëîæèòåëüíûé ý��åêòèñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ èç ãîðåëûõ ïîðîä â áåòîíàõ ñâÿçàí, ïî-âèäèìîìó, ñ íà-ëè÷èåì ãèäðàâëè÷åñêîé è àäñîðáöèîííîé àêòèâíîñòè ïîðîä. Ïðè íàëè÷èè òàêèõïîðîä â ñîñòàâå áåòîííîé ñìåñè ãèäðàòàöèÿ âÿæóùåãî ïðîòåêàåò áîëåå èíòåíñèâíî,îáðàçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷åñòâà íîâîîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â �îðìè-ðîâàíèè ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ áåòîíà. Ïîðèñòûå è øåðîõîâàòûå ÷àñòèöû ùåáíÿ èîòñåâà �îðìèðóþò àäãåçèîííóþ ïðî÷íîñòü â öåìåíòíîì êàìíå è ñîîòâåòñòâåííîïîâûøàþò äîëãîâå÷íîñòü áåòîíà (ìîðîçîñòîéêîñòü, âîäîíåïðîíèöàåìîñòü è ò. ä.).Ïîâûøåííûå ïîêàçàòåëè ïðî÷íîñòè áåòîíîâ íà çàïîëíèòåëÿõ èç ãîðåëûõ ïîðîäíà ðàñòÿæåíèå ïðè èçãèáå è ðàñêîëå, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî îáúÿñíèòü óïðî÷íåíè-åì ñòðóêòóðíîãî êàðêàñà áåòîíà çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ ëåùàäíûõ çåðåí. Ïî ìíå-íèþ àâòîðà [4℄ ëåùàäíûå çåðíà â îïðåäåëåííîì ñìûñëå âûïîëíÿþò ðîëü êîðîòêîéàðìàòóðû, ñîçäàâàÿ ý��åêò äèñïåðñíîãî àðìèðîâàíèÿ. ¾Àðìèðóþùèé¿ ý��åêòçíà÷èòåëåí ïðè âçàèìíîé ¾ïåðåâÿçêå¿ çåðåí çàïîëíèòåëÿ, êîãäà îíè ïðîíèçûâàþòâ áåòîíå êàæäîå ñå÷åíèå. Ýòîò ý��åêò ìàêñèìàëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè âîçäåéñòâèèðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé è ìèíèìàëüíî � ïðè âîçäåéñòâèè ñæèìàþùèõ óñèëèé.
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Òàáëèöà 2. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà èçäåëèé èç áåòîíà íà çàïîëíèòåëÿõ èç ãîðåëûõ ïîðîä.



44 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Îêîðîêîâ Å.Ï., Ïàâëîâà Ë.Í.Áåòîíû íà çàïîëíèòåëÿõ èç äðîáëåíûõ ãîðåëûõ ïîðîä îòëè÷àþòñÿ áîëüøåéæåñòêîñòüþ è âîäîïîòðåáíîñòüþ, ÷åì áåòîíû íà òðàäèöèîííûõ çàïîëíèòåëÿõ. Ýòîñâÿçàíî ñ íåêîòîðîé ïîðèñòîñòüþ è øåðîõîâàòîñòüþ ïîâåðõíîñòè çåðåí ùåáíÿ èïåñêà èç ãîðåëûõ ïîðîä. Ëåùàäíûå çåðíà óõóäøàþò óäîáîóêëàäûâàåìîñòü áåòîí-íîé ñìåñè. Ñíèçèòü æåñòêîñòü áåòîííîé ñìåñè ìîæíî ââåäåíèåì òîíêîäèñïåðñíûõìèíåðàëüíûõ äîáàâîê (íàïðèìåð, çîëû ñóõîãî îòáîðà, ìîëîòîé ãîðåëîé ïîðîäû)èëè ý��åêòèâíûõ ïëàñòè�èöèðóþùèõ äîáàâîê (ËÑÒ, ñóïåðïëàñòè�èêàòîðà Ñ-3è äð.).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëèìîâ Ë.À., Áóëûãà Ë.Ë., Ñàêèí Ê.Ñ. Èñïîëüçîâàíèå ãîðåëûõ ïîðîä Ýêèáàñòóç-ñêîãî áàññåéíà â ïðîèçâîäñòâå áåòîíîâ // Óãîëü. 1989. � 1. Ñ. 15�16.[2℄ Áóðàâ÷óê Í.È. �åñóðñîñáåðåæåíèå â òåõíîëîãèè ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ. �îñòîâí/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2009. 224 ñ.[3℄ Êîðåíüêîâà Ñ.Ô., Àíïèëîâ Ñ.Ì., Ëóêîÿí÷åâà Ò.Ï., Âåðåâêèí Î.À. Ñîâðåìåííûåñòðîèòåëüíûå ìàòåðèàëû // Èç-âî ñåêöèè ¾Ñòðîèòåëüñòâî¿ �îññèéñêîé èíæåíåðíîéàêàäåìèè. Ñàìàðà. 2001. C. 189.[4℄ Êóçíåöîâ Â.Ä. Áåòîíû íà îòõîäàõ äðîáëåíèÿ ñêàëüíûõ ïîðîä âñêðûøè Êóðñêîéìàãíèòíîé àíîìàëèè // Èçâ. âóçîâ. Ñòðîèòåëüñòâî. 1996. � 10. Ñ. 73�75.Burav
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∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÏðåäëàãàåòñÿ ïîýòàïíûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê îðòî-òðîïíîé óïðóãîé ïîëîñû, ñâîéñòâà êîòîðîé ìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå. �åêîíñòðóêöèÿ íåîä-íîðîäíûõ ñâîéñòâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî èíòåãðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì ïîëåé ñìåùåíèé,èçìåðåííûõ íà âåðõíåé ãðàíèöå ïîëîñû ïðè âîçáóæäåíèè â íåé óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáà-íèé.Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîé ñõåìû ëåæèò ñâåäåíèå èñõîäíîé äâóìåðíîé çàäà÷è ê áîëååïðîñòûì çàäà÷àì ïóòåì àíàëèçà ñïåêòðàëüíîãî ïó÷êà è ñîñòàâëåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿìîìåíòîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé. Äàëåå èññëåäîâàíèå ïî-ëó÷åííûõ îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäîâ ñ ïðèâëå÷åíèåì ðåãóëÿðèçóþùèõ àë-ãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ è ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà.�àçðàáîòàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è,ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ ïîëîñû.Ââåäåíèå. Çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõñâîéñòâ ñëîèñòûõ ñðåä àêòóàëüíû ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ íîâûõ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ, àêòèâíî èñïîëüçóåìûõ â ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè,âàæíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè â áèîìåõàíèêå è ãîðíîé ìåõàíèêå.Ñõåìû ý��åêòèâíîãî êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëîèñòûõñòðóêòóð ïîçâîëÿò ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ è áèîìå-õàíè÷åñêèõ ñèñòåì è îòíîñÿòñÿ ê ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ìåõàíèêè èáèîìåõàíèêè [1, 2℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîéçàäà÷è äëÿ óïðóãîé íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïîëîñû, êîëåáàíèÿ â êîòîðîé âîç-áóæäàþòñÿ íàãðóçêîé, äåéñòâóþùåé íà âåðõíåé ãðàíèöå.Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíà íà ïðåäâàðèòåëüíîì ñâåäåíèè ê áîëåå ïðîñòûìêðàåâûì çàäà÷àì îòíîñèòåëüíî óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëåé ñìåùåíèé.Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ëåæèò âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ îò ÷åòûðåõäî øåñòè �óíêöèé- ïàðàìåòðîâ ñðåäû, õàðàêòåðèçóþùèõ åå àíèçîòðîïíûå ñâîé-ñòâà.Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è. �àññìîòðèì óñòàíîâèâ-øèåñÿ êîëåáàíèÿ óïðóãîé îðòîòðîïíîé íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïîëîñû ñ çàùåì-ëåííîé íèæíåé ãðàíüþ, çàíèìàþùåé îáëàñòü S = {x1 ∈ (−∞, ∞), x3 ∈ [0, h]}. Êî-ëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé ê ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû. Ïîñëåîòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä:
σij,j + ρω2ui = 0, i, j = 1, 3 , (1)
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σkk = c1ku1,1 + ck3u3,3, k = 1, 3 ,

σ13 = σ31 = c55(u1,3 + u3,1) ,
(2)

x3 = 0 : ui = 0 ,

x3 = h : σi3 =

{
pi, x1 ∈ [a, b] ,

0, x1 /∈ [a, b] ,

(3)ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ρ � ïëîòíîñòü ïîëîñû, cij(x3) � ïðîèçâîëüíûå ïîëî-æèòåëüíûå �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå óïðóãèå ñâîéñòâà íåîäíîðîäíîé ïîëîñû,óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèþ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè óäåëüíîé ïîòåíöè-àëüíîé ýíåðãèè.Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷è óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè�îðìóëèðîâêå êîòîðûõ èñïîëüçîâàí ïðèíöèï ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [3℄.Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè íàáîðà �óíêöèé cij(x3)ïî äîïîëíè-òåëüíîé èí�îðìàöèè î ïîëÿõ ñìåùåíèé, èçìåðåííûõ íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ âðåæèìå ÷àñòîòíîãî çîíäèðîâàíèÿ
ul(x1, ω) = fl(ω), l = 1, 3 . (4)Ñâåäåíèå ê îäíîìåðíûì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì. Ïðèìåíèì ïðåîá-ðàçîâàíèå Ôóðüå ê èñõîäíîé çàäà÷å (1)�(3) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå x1,ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî òðàíñ�îðìàíò êîìïîíåíò ïîëÿ ñìåùåíèÿ

ũj(x3, α) =

∫ +∞

−∞
uj(x1, x3, α)eiαx1dx1:
(c55ũ

′
1 − iαc55ũ3)

′ − iαc13ũ
′
3 + (ρω2 − α2c11)ũ1 = 0 ,

(c33ũ
′
3 − iαc13ũ1)

′ − iαc55ũ
′
1 + (ρω2 − α2c55)ũ3 = 0 ,

(5)
ũi(0) = 0, i = 1, 3 ,

c55ũ
′
1 −iαc55ũ3|x3=h

= p̃1 ,

c33ũ
′
3 − iαc13ũ1|x3=h

= p̃3 .

(6)�àñêëàäûâàÿ òðàíñ�îðìàíòû êîìïîíåíò ïîëÿ ñìåùåíèé ïî ñòåïåíÿì α,
ũ1 = u0 + iαu1 + α2u2 + ... , ũ3 = v0 + iαv1 + α2v2 + ... ,

p̃1 = P
(0)
1 + iαP

(1)
1 + α2P

(2)
1 + ... , p̃3 = P

(0)
3 + iαP

(1)
3 + α2P

(2)
3 + ... ,

(7)ïîñòðîèì îïåðàòîðíûå êîý��èöèåíòû ïî ñòåïåíÿì α. Ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîéèí�îðìàöèè (4) ïîëó÷èì ðàçäåëåííûå îáðàòíûå êîý��èöèåíòíûå çàäà÷è îòíîñè-òåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé è �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ óïðóãèå ñâîéñòâàïîëîñû.
α0 :





(c55u
′
0)

′ + k2u0 = 0 ,
u0(0) = 0 ,

c55(h)u
′
0(h) = P

(0)
1 ,





(c33v
′
0)

′ + k2v0 = 0 ,
v0(0) = 0 ,

c33(h)v
′
0(h) = P

(0)
3 , k2 = ρω2 , (8)
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α1 :





(c55u
′
1)

′ + k2u1 − c13v
′
0 − (c55v0)

′ = 0 ,
(c33v

′
1)

′ + k2v1 − c55u
′
0 − (c13u0)

′ = 0 ,
u1(0) = v1(0) = 0 ,

c55(h)u
′
1(h) − c55(h)v0(h) = P

(1)
1 , −c13(h)u0(h) + c33(h)v

′
1(h) = P

(1)
3 ,

(9)
α2 :





(c55u
′
2)

′ + k2u2 − c11u0 + c13v
′
1 + (c55v1)

′ = 0 ,
(c33v

′
2)

′ + k2v2 + c55u
′
1 − c55v0 + (c13u1)

′ = 0 ,
u2(0) = v2(0) = 0 ,

c55(h)u
′
2(h) + c55(h)v1(h) = P

(2)
1 , c33(h)v

′
2(h) + c13(h)u1(h) = P

(2)
3 .

(10)Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ (8)�(10) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (7) ïðèìåò âèä:
uj(h, k) = f1j(k), vj(h, k) = f3j(k), k ∈ [k1, k2], j = 0, 1, 2 . (11)Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëîñû.Èäåíòè�èêàöèÿ �óíêöèé c55(x3), c33(x3) âîçìîæíà èç ðàññìîòðåíèÿ îáðàòíîéêîý��èöèåíòíîé çàäà÷è (8) ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè (11) ïðè j = 0. Ñèñòå-ìà (8) ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ îäíîòèïíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè, ðàçäåëåííûìè îòíî-ñèòåëüíî �óíêöèé c55(x3), u0(x3); c33(x3), v0(x3). Ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàòíûå çàäà-÷è àíàëîãè÷íû îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè ñâîéñòâ óïðóãîãîèçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ïðè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ. Ñõåìà èññëåäî-âàíèÿ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ áûëà ðàíåå ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòàõ [4�7℄.Èäåíòè�èêàöèÿ c13(x3) è c11(x3). �àññìîòðåâ ïåðâûå óðàâíåíèÿ ñèñòåì (8) è(9), (10) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà.
∫ h

0

c1j(x3)Rj(x3, k)dx3 = Fj(k), j = 1, 3, k ∈ [k1, k2] , (12)
R1(x3, k) = u2

0(x3, k), R3(x3, k) = v′0(x3, k)u0(x3, k) ,

F1(k) = P
(2)
1 f10(k) − P

(0)
1 f12(k) +

∫ h

0

(c13(x3)v
′
1(x3)u0(x3) − c55(x3)v1(x3)u

′
0(x3))dx3 ,

F3(k) = −P (0)
1 f11(k) + P

(1)
1 f10(k) +

∫ h

0

c55(x3)v0(x3)u
′
0(x3)dx3 .ßäðà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíû ïðîèçâåäåíèåì ãëàäêèõ íà îòðåç-êå [0, h] �óíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ëèøü ÷èñëåííî èç ïðåäûäóùèõýòàïîâ. �åøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîððåêò-íóþ çàäà÷ó, òðåáóþùóþ ïðèìåíåíèÿ ðåãóëÿðèçóþùèõ àëãîðèòìîâ. Ïîñëå âîññòà-íîâëåíèÿ �óíêöèè c13(x3) èç ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (12) ïðè

j = 3, äàëåå ÷èñëåííî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé u1(x3), v1(x3), x3 ∈ [0, h]èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9), êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ ðåêîíñòðóêöèè c11(x3) èç ðåøåíèÿèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (12) ïðè j = 1.Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíî ìîæíî âîññòàíîâèòü ÷åòûðå �óíêöèè � óïðó-ãèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëîñû.



48 Âàòóëüÿí À.Î, Áîãà÷åâ È.Â., ßâðóÿí Î.Â.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èç àíàëîãè÷íîãî ðàññìîòðåíèÿ àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé,ñëåäóÿ óêàçàííîé ñõåìå, âîçìîæíî âîññòàíîâèòü åùå äâå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêèïîëîñû c44(x3), c66(x3)4. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è. Ìîäåëü-íûå ïðèìåðû.Ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîé ñõåìå, áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîïîñëåäîâàòåëüíîìó âîññòàíîâëåíèþ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé c55(x3), c33(x3), c11(x3),
c13(x3) äëÿ ñëîÿ òîëùèíû h = 1.�àññìîòðåíà ðåêîíñòðóêöèÿ ìîíîòîííûõ �óíêöèé c55(x3) = 1 + 2x2

3, c33(x3) =
1 + 4x2

3, c11(x3) = 4 − 3x2
3, c13(x3) = 3 − 2x2

3. Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿïåðâûõ äâóõ çàäà÷ íàéäåíû èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íåâÿçêè â âè-äå c
(0)
55 (x3) = 1.6x3+0.8, c(0)33 (x3) = 3.3 + 0.9x3. Ïî ðàññ÷èòàííûì àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûì õàðàêòåðèñòèêàì ÷àñòîòíûé äèàïàçîí âûáèðàëñÿ ìåæäó ïåðâîé è âòî-

�èñ. 1. �åçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ íåîäíîðîäíûå ñâîéñòâàïîëîñû.



Îá èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ îðòîòðîïíîé óïðóãîé ïîëîñû 49ðîé ÷àñòîòàìè òîëùèííûõ ðåçîíàíñîâ. Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ �óíêöèé
c55(x3), c33(x3) íå ïðåâîñõîäèò 2%, äëÿ �óíêöèé c11(x3), c13(x3) � 6-8% è 10-12%ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåãàòèâíûì âëèÿíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ÿäðàèíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â îáðàòíûõ çàäà÷àõ, à òàêæå ñ íàêîïëåíèåì ïîãðåøíî-ñòè íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì ýòàïå âîññòàíîâëåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé (ãðàíòû �10-01-00194-à, �12-01-31501), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêòÏ-596). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Jadamba B., Khan A.A., Ra
iti F. On the inverse problem of identifying Lamå
oe�
ients in linear elasti
ity // J.Computers and Mathemati
s with Appli
ations. 2008.V. 56. Pp. 431�443.[2℄ Zhang H., Lin X., Wang Y., Zhang Q., Kang Y. Identi�
ation of elasti
-plasti
me
hani
al properties for bimetalli
 sheets by hybrid-inverse approa
h //A
ta me
hani
asolida sini
a. 2010. V. 23 � 1. Pp. 29�35.[3℄ Âîðîâè÷ È.È. Áàáåøêî Â.Â. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1989. 320 ñ.[4℄ Áî÷àðîâà Î.Â., Âàòóëüÿí À.Î. Î ðåêîíñòðóêöèè ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ Þíãà äëÿíåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë. 2009. Ò. 55. � 3. Ñ. 281�288.[5℄ Âàòóëüÿí À.Î., ßâðóÿí Î.Â., Áîãà÷åâ È.Â. Èäåíòè�èêàöèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðè-ñòèê íåîäíîðîäíîãî ïî òîëùèíå ñëîÿ // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë. 2011. Ò. 57. � 6.Ñ. 723�730.[6℄ Áîãà÷åâ È. Â., ßâðóÿí Î. Â. Îá îäíîì ïîäõîäå ê èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ íåîäíîðîä-íîãî ñëîÿ // Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. 2011.� 4. ×. 5. Ñ. 2634�2635.[7℄ Âàòóëüÿí À.Î. Ê òåîðèè îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ â ëèíåéíîé ìåõàíèêåäå�îðìèðóåìîãî òåëà // ÏÌÌ. 2010. � 6. Ñ. 911�918.Vatulyan A.O., Boga
hev I.V., Yavruyan O.V. On the identi�
ation ofinhomogeneous properties for the orthotropi
 elasti
 strip. The stepwise algorithm ofinhomogeneous 
hara
teristi
s de�nition for orthotropi
 elasti
 strip whi
h properties varyon a thi
kness is o�ered. Re
onstru
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arried out underintegrated 
hara
teristi
s of displa
ement �elds measured on the top border of a strip atex
itation it of steady-state os
illations. In the basis of the o�ered s
heme data is a redu
tionan initial two-dimensional problem to more simple problems by the analysis of a spe
tralbun
h and drawing up of regional problems for the moments of the �rst and se
ond usages of
orresponding �elds lay. Further resear
h re
eived the inverse 
oe�
ient problems is shownto the 
onse
utive de
ision of integral Fredgolm's equations of the �rst type with attra
tionregularization algorithms of numeri
al di�erentiation and Tihonov's regularization method.The 
omputing s
heme for the inverse 
oe�
ient problems de
ision are developed, numeri
alresults of inhomogeneous properties re
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tion for the strip are presented.
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∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÂ ðàáîòå ïðåäëîæåíû äâå ïîñòàíîâêè (â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò è îðèãèíàëàõ)êîý��èöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ òåðìîóïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ. Íà îñíîâåñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåðìîóïðóãèõ òåë îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâåäåíàê ïîýòàïíîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. �åçóëüòàòûðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå â äâóõ ïîñòàíîâêàõ, ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.Òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðîäíîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìèêîîðäèíàò è íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ïðîñòûõ ìàêðîýêñïåðèìåíòîâ, ïîýòîìóçàäà÷à èõ èäåíòè�èêàöèè îòíîñèòñÿ ê êëàññó êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷(ÊÎÇ). Óñïåøíûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ñòàëè ïðîâîäèòüñÿ òîëüêî â ïî-ñëåäíèå 20 ëåò, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè êîìïüþòåðîâ èïîÿâëåíèåì ý��åêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà çàäà÷. Ïðèýòîì èäåíòè�èêàöèÿ òåïëî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ ïðîâîäèëàñü âðàìêàõ ÊÎÇ òåïëîïðîâîäíîñòè [1℄, âîññòàíîâëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêâ ðàìêàõ ÊÎÇ òåîðèè óïðóãîñòè [2℄. Îäíàêî äëÿ ðÿäà íîâûõ ìàòåðèàëîâ íåîáõî-äèìî ó÷èòûâàòü ñâÿçàííîñòü òåïëîâûõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé è ðåøàòü îáðàòíûåçàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè. Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçâèò àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðå-øåíèþ êîý��èöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ñâÿçàííûõ ïîëåé, â êîòîðûõðåøåíèå íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå, íà êàæ-äîì øàãå êîòîðîé ðåøàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à. Ýòîò ïîäõîä áûë óñïåøíî ïðèìåíåíàâòîðàìè äàííîé ñòàòüè äëÿ èäåíòè�èêàöèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêñòåðæíÿ â ñëó÷àå ïîñòàíîâêè ÊÎÇ òåðìîóïðóãîñòè â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíòïî Ëàïëàñó[3℄. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-ðèìåíòîâ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ïðèòî÷íûõ è âîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿñ áîëåå ðàííèìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ðåøåíèè ÊÎÇ òåðìîóïðóãîñòèâ ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò[3, 4℄.�àññìîòðèì æåñòêî çàêðåïëåííûé íà òîðöå x = 0 íåîäíîðîäíûé èçîòðîïíûéòåðìîóïðóãèé ñòåðæåíü äëèíû l, â êîòîðîì êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ ïðè ïîìîùèâíåçàïíî ïðèëîæåííîãî ê òîðöó x = l òåïëîâîãî ïîòîêà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìîäóëü Þí-ãà, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ïëîòíîñòü, êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ åñòüïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè êîîðäèíàòû x. Òîãäà óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîéòåðìîóïðóãîñòè ïðèìóò âèä:
∂σx
∂x

= ρ(x)
∂2u

∂t2
, (1)

σx = E(x)

(
∂u

∂x
− α(x)θ

)
, (2)
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∂

∂x

(
k(x)

∂θ

∂x

)
= c(x)

∂θ

∂t
+ T0α(x)E(x)

∂2u

∂x∂t
, (3)à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìû â �îðìå

u(0, t) = θ(0, t) = 0, −k(l)∂θ
∂x

(l) = q0H(t), σx(l, t) = 0. (4)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î òîðöåâîé òåìïåðàòóðå
θ(l, t) = f(t). Öåëüþ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ îäíîãî èçêîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ òåðìîóïðóãîñòè ïðè èçâåñòíûõîñòàëüíûõ. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ââîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è �óíêöèè
z =

x

l
, k̄(z) =

k(zl)

k0

, c̄(z) =
c(zl)

c0
, ρ̄(z) =

ρ(zl)

ρ0

, Ē(z) =
E(zl)

E0

, τ =
k0t

c0l2
,

W (z, τ) =
k0θ

q0l
, U =

u

l
, Ω =

σx
E0
, φ =

α0q0l

k0
, δ =

α2
0T0E0

c0
, ε =

k0

c0
√
E0ρ0l

.Çäåñü k0, c0, ρ0, E0 � íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè,òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè, çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ Þí-ãà ñîîòâåòñòâåííî, W (z, τ) � áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà, U(z, τ) � áåçðàçìåðíîåñìåùåíèå, Ω(z, τ) � áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå. Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ ê çàäà÷åïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà àíàëîãè÷íî [3℄. Ïðÿìàÿ çàäà÷à â ïðîñòðàí-ñòâå òðàíñ�îðìàíò ïî Ëàïëàñó èññëåäîâàëàñü ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà [4℄, âêà÷åñòâå êîòîðîãî áûë âûáðàí ïàðàìåòð δ, õàðàêòåðèçóþùèé ñâÿçàííîñòü òåïëî-âûõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è â òðàíñ�îðìàíòàõ ñâîäèòñÿ âèòîãå ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðî-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ òðàíñ�îðìàíò òåìïåðàòóðû è ñìåùåíèé [4℄.Äëÿ íàõîæäåíèÿ òåìïåðàòóðû è ñìåùåíèé ÷èñëåííî ðåøàëèñü èíòåãðàëüíûå óðàâ-íåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà íà îñíîâå ñâåäåíèÿ ê ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñè-ñòåìå, ïîñòðîåííîé íà áàçå êâàäðàòóðíîé �îðìóëû òðàïåöèé è ìåòîäà êîëîêàöèé.Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îñóùåñòâëÿëîñü ïî �îðìóëå �èìàíà�Ìåëëèíà,ïðè÷¼ì èíòåãðàë âû÷èñëÿëñÿ ïî òåîðèè âû÷åòîâ.�åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñíà÷àëà íàõîäèëîñü â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò.Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé òåîðåìû âçàèìíîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåð-ìîóïðóãèõ òåë áûëî ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäàäëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê âîññòàíàâëèâàåìûõ �óíêöèé, êîòîðîå ñ ñîõðàíåíèåìîáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ â [4℄ èìååò âèä:
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0
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Ũn−1
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dz =
φ

p
(W̃T − W̃n−1)|z=1 . (5)Íàòóðíûé ýêñïåðèìåíò çàìåíåí âû÷èñëèòåëüíûì. Â óðàâíåíèè (6) W̃T � âû÷èñ-ëåííàÿ áåçðàçìåðíàÿ òðàíñ�îðìàíòà òåìïåðàòóðû íà òîðöå ïðè òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ



52 Âàòóëüÿí À.Î., Íåñòåðîâ Ñ.À.êîý��èöèåíòîâ; W̃n−1 � âû÷èñëåííàÿ áåçðàçìåðíàÿ òðàíñ�îðìàíòà òåìïåðàòóðûíà (n−1) èòåðàöèè ïðè âîññòàíàâëèâàåìûõ êîý��èöèåíòàõ. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñ-ïåðèìåíòû â ñèñòåìå Maple áûëè ïðîâåäåíû, êîãäà âîññòàíàâëèâàëàñü òîëüêî îäíà�óíêöèÿ, âñå îñòàëüíûå ñ÷èòàëèñü èçâåñòíûìè êîíñòàíòàìè. Ïðè òàêîé ïîñòà-íîâêå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (5) ðàñïàäàåòñÿ íà ðÿä íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé. Òàê, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà èìååì
p

1∫

0

δĒn(
dŨn−1

dz
)2dz =

φ

p
(W̃T − W̃n−1)|z=1 . (6)Äëÿ ïåðåõîäà ê îðèãèíàëàì â èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ (ÈÓ) èñïîëüçóþòñÿ òåî-ðåìû î ñâåðòêå è äè��åðåíöèðîâàíèè îðèãèíàëà îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îò-íîñèòåëüíî ïîïðàâêè δc̄(z) â îðèãèíàëàõ ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

t∫

0

dτ

1∫

0

δc̄n(z)
∂Wn−1(z, τ)

∂τ
Wn−1(z, t− τ)dz = φ

t∫

0

(WT (1, τ) −Wn−1(1, τ))dτ . (7)Êîý��èöèåíòû ïåðåíîñà è ìîäóëü Þíãà íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ íàõîäèëèñüâ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿëîñü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â êëàññå ïî-ëîæèòåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ �óíêöèé ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè �óíêöèî-íàëà íåâÿçêè ìåæäó òî÷íîé è âû÷èñëåííîé òîðöåâîé òåìïåðàòóðîé íà êîíå÷íîìâðåìåííîì èíòåðâàëå [a; b]:
Jn−1 =

1

b− a

b∫

a

(Wn−1(1, τ) −WT (1, τ))2dτ . (8)Íà âòîðîì ýòàïå îïðåäåëÿëèñü ïîïðàâêè ê âîññòàíàâëèâàåìûì �óíêöèÿì. Êðè-òåðèåì âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ �óíêöèîíàëàíåâÿçêè (8).Áûëè ïðîâåäåíû ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ êî-ý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè è ìîäóëÿ Þíãà â êëàññàõñòåïåííûõ, ýêñïîíåíöèàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì êàæäàÿèç �óíêöèé âîññòàíàâëèâàëàñü, êîãäà áûë èçâåñòåí çàêîí èçìåíåíèÿ îñòàëüíûõ.Â ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: δ = 10−3, ε = 10−5, φ = 1. Â ïåðâîé ñå-ðèè ýêñïåðèìåíòîâ ðåêîíñòðóêöèÿ ïðîèñõîäèëà ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà â òðàíñ�îðìàíòàõ. Âûÿñíåíî, ÷òî âîññòàíîâëåíèåóäåëüíîé òåïëîåìêîñòè ïðîèñõîäèëî ëó÷øå, ÷åì êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòèè ìîäóëÿ Þíãà. Âî âòîðîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ âîññòàíîâëåíèå ïðîèñõîäèëî âîðèãèíàëàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè âñåõ êîý��èöèåíòîâ îêàçà-ëàñü óñòîé÷èâà ê 2�4%-ìó øóìó. Â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò ðåêîíñòðóêöèÿóäåëüíîé òåïëîåìêîñòè íåâîçìîæíà äàæå ïðè 2%-ì øóìå. Åñëè ïðè ðåøåíèè âïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò íåîáõîäèìî çíàòü òîðöåâóþ òåìïåðàòóðó â ëþáîé ìî-ìåíò âðåìåíè, òî ïðè ðåøåíèè â îðèãèíàëàõ, êàê ïîêàçàëè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñ-ïåðèìåíòû, äîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû äëÿ ïÿòè ìîìåíòîâ âðåìåíè.



×èñëåííàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê... 53Îäíàêî ðåêîíñòðóêöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÈÓ â îðèãèíàëàõ ïðîèñõîäèò ñ ÷óòü áîëü-øåé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìàíò. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèè íå ïðåâûøàåò 7% äëÿ ìîíîòîííûõ �óíêöèé è 17%äëÿ íåìîíîòîííûõ �óíêöèé. Íà ðèñ. 1�3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóê-öèè êîý��èöèåíòîâ, ïðè ýòîì ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí òî÷íûé çàêîí èçìåíå-íèÿ êîý��èöèåíòîâ, ïóíêòèðíîé ëèíèåé � âîññòàíîâëåííûé ïðè ðåøåíèè ÈÓ âîðèãèíàëàõ, òî÷êàìè � âîññòàíîâëåííûé ïðè ðåøåíèè ÈÓ â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ-�îðìàíò. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ óäåëüíîé òåïëîåìêîñòèêàê êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé �óíêöèè c̄(z) = 0, 1 + z ïðè z ∈ [0; 0,5], c̄(z) = 1,1 − zïðè z ∈ [0,5; 1], ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè íà ïÿòîé èòåðàöèè � 6,7 ·10−9, íà÷àëüíîåïðèáëèæåíèå c̄0 = 0,2 + 0,1z, ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèè íå ïðåâûñèëà 11%. Íàðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðåêîíñòðóêöèè êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êàêóáûâàþùåé �óíêöèè k̄(z) = cos(0,7z), ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè íà øåñòîé èòåðà-öèè � 3,4·10−7, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå k̄0 = 0,9−0,2z,ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèèíå ïðåâûñèëà 5%. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà êàêâîçðàñòàþùåé �óíêöèè Ē(z) = 0,1e3z, ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè íà ñåäüìîé èòåðà-öèè � 6,1 · 10−6, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå Ē0 = 0,8z, ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèèíå ïðåâûñèëà 12%.

�èñ. 1. �åêîíñòðóêöèÿ óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè.

�èñ. 2. �åêîíñòðóêöèÿ êîý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè.
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�èñ. 3. �åêîíñòðóêöèÿ ìîäóëÿ Þíãà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 10-01-00194-à) è ÷àñòè÷-íîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé�îññèè¿ íà 2009-2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëè�àíîâ Î.Ì., Àðòþõèí Å.À., �óìÿíöåâ Ñ.Â. Ýêñòðåìàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿíåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.:Íàóêà, 1988. 288 ñ.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î., Íåñòåðîâ Ñ.À. Îá îñîáåííîñòÿõ èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõñâîéñòâ òåðìîóïðóãèõ òåë // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2011.� 1. Ñ. 29�36.[4℄ Âàòóëüÿí À.Î., Íåñòåðîâ Ñ.À. Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è òåðìîóïðóãî-ñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåë // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2009.� 3. Ñ. 24�30.Vatulyan A.O., Nesterov S.A. Numeri
al re
onstru
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al propertiesof inhomogeneous rod . In work two produ
tions (in spa
e of transforms and originals) of
oe�
ient inverse problem for themoelasti
 inhomoheneous rod are proposed. On the basisre
ipro
ity relation for thermoelasti
ity inhomogeneous bodies inverse problem is redu
ed tostep by step solution of Fredgolm integral equation of the �rst kind. Results obtained usingtwo produ
tions are 
ompared between itself.



ÏÎÒÅ�ß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÔÎ�Ì�ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÊÎËÜÖÅÂÛÕ ÏËÀÑÒÈÍ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌÍÎ�ÌÀËÜÍÎ�Î ÄÀÂËÅÍÈßÂîðîíêîâà Å.Á., Èãíàòüåâà Ê.À.Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ íåîäíî-ðîäíûõ êðóãëûõ è êîëüöåâûõ ïëàñòèí, çàãðóæåííûõ íîðìàëüíûì äàâëåíèåì. Âíåøíèéêðàé ïëàñòèíû çàêðåïëåí îò ïîâîðîòîâ, íî òî÷êè êðàÿ ñâîáîäíî ñìåùàþòñÿ â ðàäèàëü-íîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, à âíóòðåííèé � ñâîáîäíî ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñèïëàñòèíû, íî íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ, ÷òî íåñèììåòðè÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðå-øåíèÿ ñèñòåìû íîñèò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð, è ÷èñëåííûì ìåòîäîì îïðåäåëÿåòñÿ íàè-ìåíüøåå çíà÷åíèå íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïîÿâëÿþòñÿ âîëíû â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè.Èññëåäîâàíî âëèÿíèå îòâåðñòèÿ â öåíòðå ïëàñòèíû è ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëàíà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è �îðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.1. Ââåäåíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè áîëüøèõ ïðîãèáîâ ïîëîãèõ îáîëî÷åê è ïëà-ñòèí, çàãðóæåííûõ ñèììåòðè÷íîé íàãðóçêîé, ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòü ñ îáðàçîâà-íèåì ñêëàäîê, âûçâàííûõ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íîé �îðìû ðàâ-íîâåñèÿ. Äëÿ ïëàñòèíû, çàãðóæåííîé íîðìàëüíûì äàâëåíèåì ðåøåíèå, ñîîòâåò-ñòâóþùåå íåñèììåòðè÷íûì �îðìàì ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì �àëåðêèíà,ïðåäëîæåíî Ïàíîâûì Ä.Þ. è Ôåîäîñüåâûì Â.B. â [1℄. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâîñóùåñòâîâàíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íî íàãðóæåííîé ïëà-ñòèíû ïðîâåë Ìîðîçîâ Í.Ô. â [2℄, à åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ äîêàçàíàPie
ho
ki W.O. â [3℄. Â ðàáîòå Cheo L. S., Reiss E. L. [4℄ äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíûïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ è íàãðóæåíèÿ ÷èñëåííî îïðåäåëåíû çíà-÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ñèììåòðè÷íîé�îðìû ðàâíîâåñèÿ ê íåîñåñèììåòðè÷íîé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåò-ðè÷íîé �îðìû ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíîé êîëüöåâîé ïëàñòèíû, ìîäóëü óïðóãîñòèêîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè îò öåíòðà ïëàñòèíû ê åå êðàþ. Òàêàÿ ïëàñòèíàìîæåò áûòü ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà÷åëîâåêà [5℄. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå îòâåðñòèÿ â öåíòðå ïëàñòèíû è íåîäíîðîäíîñòèìàòåðèàëà ïëàñòèíû íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì êîëüöåâóþ ïëàñòèíó âíåøíèì ðàäèó-ñîì R, âíóòðåííèì ðàäèóñîì Rin è òîëùèíîé h, ëèöåâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîéçàãðóæåíà íîðìàëüíûì äàâëåíèåì. Ìàòåðèàë ïëàñòèíû ïîëàãàåòñÿ èçîòðîïíûì,ìîäóëü óïðóãîñòè ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò öåíòðà ïëàñòèíû ê êðàþ. Âûïèøåìñèñòåìó óðàâíåíèé äå�îðìàöèé â áåçðàçìåðíîì âèäå [5℄
g1(r)∆∆w + g′1(r)L

+
1 (w) + g′′1(r)L

+
2 (w) = p+ L(w, F ),

g2(r)∆∆F + g′2(r)L
−
1 (F ) + g′′2(r)L

−
2 (F ) = −L(w,w)/2,

( )′ = ∂( )/∂r, ˙( ) = ∂( )/∂θ.

(1)



56 Âîðîíêîâà Å.Á., Èãíàòüåâà Ê.À.Çäåñü w(r, θ), F (r, θ) � íåèçâåñòíûå áåçðàçìåðíûå íîðìàëüíûé ïðîãèá è �óíê-öèÿ óñèëèé; r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ââåäåííûå íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòèïëàñòèíû; g1(r) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàêîí èçìåíåíèÿìîäóëÿ óïðóãîñòè â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû; g2(r) = 1/g1(r); ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà,
L, L±

i , (i = 1, 2) � äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
L(x, y) = x′′ (y′/r + ÿ/r2) + y′′ (x′/r + ẍ/r2) − 2(ẋ/r)′(ẏ/r)′,

L±
1 (y) = 2y′′′ + (2 ± ν)y′′/r + 2 (ÿ)′ /r2 − y′/r2 − 3ÿ/r3,

L±
2 (y) = y′′ ± ν (y′/r + ÿ/r2) ,Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ ðàçìåðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

r =
r∗

R
, δ =

Rin

R
, w = β

w∗

h
, p = β3 p

∗R4

Eavh4
, F = β2 F ∗

Eavh3
, β2 = 12(1 − ν2);

Eav =
1

S

∫∫

S

E(r)r drdθ .ãäå E, ν � ìîäóëü óïðóãîñòè è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ïëàñòèíû; Eav � ñðåäíååçíà÷åíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè.Ïîëîæèì, ÷òî âíåøíèé êðàé ïëàñòèíû çàêðåïëåí îò ïîâîðîòîâ, íî òî÷êè êðàÿñâîáîäíî ñìåùàþòñÿ â ðàäèàëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, à âíóòðåííèé � ñâî-áîäíî ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè ïëàñòèíû, íî íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ.Òîãäà íà âíåøíåì (r = 1) è âíóòðåííåì (r = δ) êðàÿõ ïëàñòèíû ïðåäïîëàãàåòñÿðàâåíñòâî íóëþ ðàñòÿãèâàþùèõ è ñäâèãàþùèõ óñèëèé, à íà âíåøíåì êðàå òàêæåè ïîïåðå÷íîå ðåàêòèâíîå óñèëèå, ñêëàäûâàþùååñÿ èç ïîïåðå÷íîé ñèëû è ïðîèç-âîäíîé îò êðóòÿùåãî ìîìåíòà.Â òåðìèíàõ íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ w è �óíêöèè óñèëèé F ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ çàïèøóòñÿ ñ ñëåäóþùåì âèäå
r = 1 : w = w′ = F ′/r + F̈ /r2 = −

(
Ḟ /r

)′
= 0;

r = δ : w′ = −
(
Ḟ /r

)′
= 0,

w′′′ + w′′/r − w′/r2 + (2 − ν) (ẅ)′ /r2 − (3 − ν)ẅ/r3 = 0,

∆F ′ + ∆F − 1 − ν

r
(F + F̈ )′ + g′2(w

′′ + ν(
w′

r
+
ẅ

r2
)) = 0.

(2)
Äëÿ ñïëîøíîé ïëàñòèíû, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü èñêîìûõ ðåøåíèé, â öåí-òðå ïëàñòèíû ïðè r = 0 ïîëàãàåì w′ = F ′ = 0.3. Ñõåìà ðåøåíèÿ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ äàâëåíèÿ p ñèñòåìà (1)�(2) èìååòòîëüêî ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå. Íåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïîÿâëÿåòñÿïðè âîçðàñòàíèè íàãðóçêè [4, 5℄. Ñëåäóÿ [4℄, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå

w(r, θ) = ws(r) + wn(r) cosnθ, F (r, θ) = Fs(r) + Fn(r) cosnθ, (3)



Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ 57ãäå �óíêöèè ws, Fs îïèñûâàþò äîêðèòè÷åñêîå ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå, à �óíêöèè
wns(r, θ) = wn(r) cosnθ, Fns(r, θ) = Fn(r) cosnθ � çàêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïëà-ñòèíû (n � ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, îáðàçîâàâøèõñÿ ïîñëå ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè).Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (3) èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1)�(2) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå:íåëèíåéíóþ, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ ws(r), Fs(r), è ëèíåéíóþñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî wn(r), Fn(r), ò. ê. �óíêöèè wns, Fns ïîëàãàþò-ñÿ ìàëûìè ñðàçó ïîñëå ïåðåõîäà ïëàñòèíû â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå. Äëÿêàæäîãî ÷èñëà âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè n áóäåì èñêàòü òàêèå çíà÷åíèÿ íà-ãðóçêè pn, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îòëè÷íûå îò íóëÿ �óíêöèè wn(r), Fn(r). Êðè-òè÷åñêîé íàãðóçêîé âûáåðåì pcr = min

n
pn.4. �åçóëüòàòû. Ïðîâåäåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé èêîëüöåâîé ïëàñòèí ïðè èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïëàñòèíû ïî ëèíåéíîìó

E = E
(1)
0 (1 + q1r) è ýêñïîíåíöèàëüíîìó E = E

(2)
0 eq2r çàêîíàì. Ïàðàìåòðû

E
(i)
0 è qi, (i = 1, 2) âûáèðàëèñü òàê, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòèïëàñòèíû Eav îñòàâàëîñü ïîñòîÿííûì. Äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû íàèìåíüøåå çíà-÷åíèå íàãðóçêè ñîñòàâëÿåò p0

cr = 62598, à ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé íàãðóçêå âîëíîâîå÷èñëî n = 14. Ýòè äàííûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [4℄. Äëÿ íåîäíîðîäíûõñïëîøíûõ ïëàñòèí ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
q = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïëàñòèíå ñ ïîñòîÿííûì ìîäóëåì óïðóãîñòè.

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6

0.8

0.9

1

1.1

p/p0

q

 

 

E = E
(1)
0 eqr

E = E
(2)
0 (1 + qr)�èñ. 1. Èçìåíåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðè èçìåíåíèè ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ïëà-ñòèíû q, p0 � êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû.�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ìîäóëü óïðóãîñòè ïëàñòèíû óìåíüøàåòñÿ ê ååêðàþ, òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò ïðèáîëåå íèçêîé íàãðóçêå è ñ îáðàçîâàíèåì áîëüøåãî ÷èñëà ñêëàäîê â îêðóæíîì íà-ïðàâëåíèè, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû. Ïðè óâåëè÷åíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòè êðè-òè÷åñêàÿ íàãðóçêà âîçðàñòàëà. ×åì áûñòðåå óáûâàåò ìîäóëü óïðóãîñòè, òåì íèæåñòàíîâèòñÿ âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè.Áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè p è ÷èñëî âîëí n, îáðàçóþùèõñÿ



58 Âîðîíêîâà Å.Á., Èãíàòüåâà Ê.À.ïî êðàþ ïëàñòèíû ïðè ïåðåõîäå â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå, äëÿ îäíîðîäíîéêîëüöåâîé ïëàñòèíû ïðè ðàçëè÷íûõ ðàäèóñàõ öåíòðàëüíîãî îòâåðñòèÿ ïðèâåäåíûâ òàáë. 1, äëÿ íåîäíîðîäíîé êîëüöåâîé ïëàñòèíû ïðè èçìåíåíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòèïî çàêîíó E = E0e
qr � â òàáë. 2.
δ = 0 δ = 0.01 δ = 0.05 δ = 0.1 δ = 0.15

pcr 62598 62863 64385 67707 72048
n 14 13 13 12 12Òàáëèöà 1. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ îäíîðîäíîé êîëüöåâîé ïëàñòèíû (δ = 0 ñîîòâåò-ñòâóåò ñïëîøíîé ïëàñòèíå).
q = −0.5 q = −0.1 q = 0 q = 0.1 q = 0.5 q = 1

pcr 47060 62696 64385 66111 73413 83600
n 13 13 13 13 13 13Òàáëèöà 2. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ íåîäíîðîäíîé êîëüöåâîé ïëàñòèíû (δ = 0.05,

E = E0e
qr).Âèäíî, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ ïðè óâå-ëè÷åíèè ðàäèóñà öåíòðàëüíîãî îòâåðñòèÿ ïðîèñõîäèò ñ îáðàçîâàíèåì ìåíüøåãî÷èñëà ñêëàäîê â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè.Êàê è äëÿ ñïëîøíîé ïëàñòèíû, ïðè óáûâàíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè îò öåíòðàïëàñòèíû ê åå êðàþ ïåðåõîä (q < 0) â íåîñåììèòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò ïðèáîëåå íèçêîé íàãðóçêå, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû, à ïðè óâåëè÷åíèè (q > 0) �ïðè ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêîé.Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåìèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ ëîêàëèçîâàíà âáëèçèâíåøíåãî êðàÿ ïëàñòèíû è ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì â îêðåñòíîñòè âíåøíåãî êðàÿñæèìàþùèõ îêðóæíûõ óñèëèé [2℄. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèå íà êðèòè÷åñêóþíàãðóçêó ñâîéñòâ ïëàñòèíû â îêðåñòíîñòè âíåøíåãî êðàÿ.Ïîäîáíàÿ ïëàñòèíà ìîæåò áûòü ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû(�Ï) äèñêà çðèòåëüíîãî íåðâà ÷åëîâåêà. �Ï ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé, ñóùåñòâåí-íî ìÿã÷å ñêëåðû � îñíîâíîé îáîëî÷êè ãëàçà, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â íåñêîëüêî ðàçòîíüøå, à òàê æå îñëàáëåíà ìíîæåñòâîì îòâåðñòèé. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ðàçìåðíûõè áåçðàçìåðíûõ, íàõîäèì, ÷òî êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå pcr = 62598 ïëàñòèíû ðà-äèóñà R = 1 ìì, òîëùèíîé h = 0.1 ìì, Eav = 0.3 ÌÏà, ν = 0.45 ïðè êîòîðîìâîçìîæíà áè�óðêàöèÿ â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò 63, 43 ÊÏàèëè 476 ìì ðò. ñò. Â ñëó÷àå êîëüöåâîé íåîäíîðîäíîé ïëàñòèíû, ïðè óáûâàíèè ìî-äóëÿ óïðóãîñòè ê êðàþ ïëàñòèíû ýòî âîçìîæíî ïðè äàâëåíèè ðàâíîì 9, 67 Êïàèëè 77 ìì ðò. ñò. Äàííûå çíà÷åíèÿ ïëàñòèíû, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäèëñÿ ðàñ÷åò,ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ïàðàìåòðàìè ðåøåò÷àòîé ïëàñòèíû ãëàçà.5. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ÷èñëåííûì ìåòîäîì èññëåäîâàíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-ñòè îñåñèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíûõ ñïëîøíûõ/êîëüöåâûõ ïëà-ñòèí. Íàéäåíî êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå, ïðè êîòîðîì âîçìîæíà áè�óðêàöèÿ ïëà-ñòèíû â íåîñåñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè



Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíîâåñèÿ 59è ðàçìåðà öåíòðàëüíîãî îòâåðñòèÿ ïëàñòèíû íà èçìåíåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóç-êè. Ïðîèçâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâèçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïëàñòèíû, ðàçìåðîâ âíóòðåííåãî êðàÿ â ñëó÷àå êîëü-öåâîé ïëàñòèíû.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïàíîâ Ä.Þ., Ôåîäîñüåâ Â.È Î ðàâíîâåñèè è ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïîëîãèõ îáîëî÷åêïðè áîëüøèõ ïðîãèáàõ // ÏÌÌ. 1948. T. XII. C. 389�406.[2℄ Ìîðîçîâ Í.Ô. Ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè íåñèììåòðè÷íîãîðåøåíèÿ â çàäà÷å îáîëüøèõ ïðîãèáàõ êðóãëîé ïëàñòèíû, çàãðóæåííîéñèììåòðè÷íîé íàãðóçêîé // Èçâ.Âûñø. Ó÷. Çàâåäåíèé. Ìàòåìàòèêà. 1961. � 2. C. 126�129.[3℄ Pie
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ular plates // Quart. Appl. Math.1971. � 31. Pp. 75�91.[5℄ Áàóýð Ñ.Ì., Âîðîíêîâà Å.Á. Î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñèììåòðè÷íûõ �îðì ðàâíî-âåñèÿ êðóãëûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ // Âåñòíèê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2012.� 1. Ñ. 80�85.Voronkova E. B., Ignatieva K.A. Bu
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅÂ ÇÀÄÀ×Å Î ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÑÆÀÒÈÈÒÎÍÊÎ�Î ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÑËÎß�åîðãèåâñêèé Ä.Â.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. ËîìîíîñîâàÈññëåäîâàíà êðàåâàÿ çàäà÷à î äèíàìè÷åñêîì ïðåññîâàíèè òîíêîãî èäåàëüíî æ¼ñòêî-ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ àáñîëþòíî æ¼ñòêèìè øåðîõîâàòûìè ïëèòàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîäîò êâàçèñòàòè÷åñêîé ñòàäèè ê äèíàìè÷åñêîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ïîðÿäêîâ äâóõìàëûõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ � ÿâíî çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè îòíîøåíèÿ òîëùèíûñëîÿ ê åãî äëèíå è ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè âåëè÷èíû, îáðàòíîé ÷èñëó Ýéëåðà. Äëÿ äàí-íîé äâóïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ðàçâèòà ìåòîäèêà àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿè ïðèâåäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîìó èç óïîìÿíóòûõ ïàðàìåòðîâ, êà-÷åñòâåííî ðàçëè÷àþùèåñÿ íà ðàçíûõ âðåìåíàõ.1. Îïèñàíèå ñèñòåìû è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êàê èçâåñòíî, çàìêíóòàÿ ñè-ñòåìà ïëîñêîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè íåñæèìàåìîãî èäåàëüíî æ¼ñòêîïëàñòè÷åñêîãîòå÷åíèÿ ñ êðèòåðèåì Ìèçåñà ��åíêè ñîñòîèò èç ïÿòè óðàâíåíèé
−p,1 + s11,1 + s12,2 = ρ(v1,t + v1,1v1 + v1,2v2) ,

−p,2 − s11,2 + s12,1 = ρ(v2,t + v2,1v1 + v2,2v2) ,

s2
11 + s2

12 = σ2
s/2 ≡ τ 2

s , s11(v1,2 + v2,1) = 2s12v1,1 , v1,1 + v2,2 = 0 ,

(1)îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè v1, v2, êîìïîíåíò äåâèàòîðà òåíçîðàíàïðÿæåíèé s11, s12 (s22 = −s11) è äàâëåíèÿ p. Çàïÿòàÿ â èíäåêñå îçíà÷àåò ÷àñò-íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x1, x2 èëèïî âðåìåíè t; ÷åðåç ρ è σs îáîçíà÷åíû ïëîòíîñòü è ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà.�àññìîòðèì ñèñòåìó (1) íà èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < t∗ = h0/V â òîíêîìïðÿìîóãîëüíîì ñëîå
Ωt = {−l(t) < x1 < l(t), −h(t) < x2 < h(t)} , h(t) ≪ l(t) ,ãäå h(t) = h0 − V t; h(0) = h0; l(0) = l0; V = 
onst. Äëèííûå ñòîðîíû ñëîÿ ñîïðèêà-ñàþòñÿ ñ äâèæóùèìèñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó àáñîëþòíî æ¼ñòêèìè, áåñêîíå÷íûìèïî x1 ïëèòàìè ñ èçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè øåðîõîâàòîñòè m0 (0 < m0 6 1).Ñêîðîñòü V îáåèõ ïëèò è íà÷àëüíàÿ òîëùèíà 2h0 ñëîÿ çàäàíû, òàê ÷òî òðåáî-âàíèå íåñæèìàåìîñòè íàêëàäûâàåò î÷åâèäíóþ ñâÿçü h(t)l(t) = h0l0 íà èçâåñòíûå�óíêöèè h(t) è l(t).Êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ è óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ìîäóëüêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé ãðàíè íà ïîâåðõíîñòè ïðåññó-þùèõ ïëèò, çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v2|x2=−h = V , v2|x2=h
= −V , (2)
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|s12|x2=−h = |s12|x2=h

= m0τs , (3)ïðè÷¼ì ðàâåíñòâà (3) ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì êîý��èöèåíòà øåðîõîâàòîñòè
m0. Àáñîëþòíîìó ñöåïëåíèþ îòâå÷àåò m0 = 1.Êîðîòêèå ñòîðîíû x1 = ±l(t) ñëîÿ ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, îäíàêî íà íèõ òî÷-íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå çàäàþòñÿ, à îáëàñòè âáëèçè íèõ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà
h òðàêòóþòñÿ êàê çîíû êðàåâîãî ý��åêòà. Ñèñòåìó (1) � (3), ïî ñóùåñòâó ñîñòàâ-ëÿþùóþ ïîñòàíîâêó äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è Ïðàíäòëÿ, íàçâàòü íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷åé ìîæíî âåñüìà óñëîâíî, ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà íå ñîïðîâîæäàåòñÿ íèêà-êèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èùåòñÿ æå ðåøåíèå, �èçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùååñæàòèþ ïî îñè x2 ñ ðàñòåêàíèåì ìàòåðèàëà âäîëü îñè x1.Â òåîðèè îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì èçâåñòíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, â êîòî-ðîé äîñòîâåðíî êâàçèñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå â òîíêîì ñëîå:

ρV 2

τs
≪ h2

l2
≪ 1 . (4)Êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà îòëè÷àåòñÿ îò (1) � (3) òåì, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (1) ñòîÿò íóëè, òàê ÷òî âðåìÿ t ñòàíîâèòñÿ ïàðàìåòðîì,âõîäÿùèì íåÿâíî ÷åðåç h è l â êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ [1℄:

v1 =
V

h

(
x1 +

2s

m0

√
h2 −m2

0x
2
2

)
, v2 = −V x2

h
, (5)

s11 =
τs
h

√
h2 −m2

0x
2
2 , s12 = −s m0τsx2

h
, (6)

p =
τs
h

[
m0(l − |x1|) −

√
h2 −m2

0x
2
2

]
+ p0 , (7)ãäå s = signx1; p0 � ãèäðîñòàòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè æå âûñîêîñêîðîñòíûõ ïëàñòè÷åñêèõ òå÷åíèé [2℄, îñîáåííîâ òîíêèõ ñëîÿõ, íåîáõîäèì ó÷¼ò èíåðöèîííûõ ñèë, òàê êàê âíåøíèå íàãðóçêè,íåîáõîäèìûå äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêèõ òå÷åíèé, ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òîõàðàêòåðíû äëÿ êâàçèñòàòèêè [3�6℄.2. Ìàëûå ãåîìåòðè÷åñêèé è �èçè÷åñêèé ïàðàìåòðû. Îáðàçóåì çàâè-ñÿùèé ÿâíî îò âðåìåíè áåçðàçìåðíûé ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð α(t) =

h(t)/l(t) ≪ 1 è äðóãîé íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ìàëûé �èçè÷åñêèé ïàðàìåòðEu−1 ≪ 1, ãäå Eu = τs/(ρV
2)� ÷èñëî Ýéëåðà. Êàê ñëåäóåò èç (4), åñëè Eu−1 = o(α2),òî çàäà÷à â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè àäåêâàòíî ìîäåëèðóåò ïðîöåññ ñæàòèÿè ðàñòåêàíèÿ èäåàëüíî æ¼ñòêîïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ.Ïî ñðàâíåíèþ ñ Eu−1 ïîðÿäîê ìàëîñòè α(t) ñ ïðîõîæäåíèåì t îò íà÷àëà äâè-æåíèÿ äî ìîìåíòà ñõëîïûâàíèÿ t∗ ðàñò¼ò äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî

α(t) = V 2(t∗ − t)2/(h0l0), íåòðóäíî ïîëó÷èòü:Eu−1 = O(αβ(t)) ⇐⇒ t∗ − t ∼ 1Eu1/(2β)

√
h0l0
V

, β > 0 . (8)Ïðèìåíèòåëüíî ê äèíàìè÷åñêîìó àíàëèçó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äèàïàçîí ïî-êàçàòåëÿ β: 0<β62, âêëþ÷àþùèé äâà öåëûõ çíà÷åíèÿ: β = 2 è β = 1. Ïðîâåä¼ì â



62 �åîðãèåâñêèé Ä.Â.äàííîé ðàáîòå ïîèñê ðåøåíèÿ äëÿ ýòèõ äâóõ çíà÷åíèé, ÷òî ïîçâîëèò ïðåäñòàâèòüðàçëîæåíèÿ ïÿòè íåèçâåñòíûõ â (1) �óíêöèé ëèøü ïî öåëûì ñòåïåíÿì α:
v1(x1, x2, t) = V

∞∑

n=−N
αnv̄

{n}
1 (η1, η2, τ) , N > 1 ,

v2(x1, x2, t) = V

∞∑

n=0

αnv̄
{n}
2 (η1, η2, τ) ,

sij(x1, x2, t) = τs

∞∑

m=0

αms̄
{m}
ij (η1, η2, τ) ,

p(x1, x2, t) = τs

∞∑

m=−M
αmp̄{m}(η1, η2, τ) , M > 1 ,

(9)
η1 =

x1

l
=
αx1

h
, η2 =

x2

h
, τ =

V t

h
, (10)

∂η1

∂t
= −V η1

h
,

∂η2

∂t
= −V η2

h
,

∂τ

∂t
=
V h0

h2
= (1 + τ)

V

h
,

∂α

∂t
= −2V α

h
,ãäå M è N � çàðàíåå íåèçâåñòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå ïîðÿäîêãëàâíûõ ñèíãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé p è v1. Èìåííî ýòè äâå�óíêöèè èç ïÿòè íåèçâåñòíûõ â (1) íåîãðàíè÷åííû ïðè α→ 0, òîãäà êàê äåâèàòîðíàïðÿæåíèé (â ñèëó êðèòåðèÿ ïëàñòè÷íîñòè) è ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè(â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2)) îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Åñëè â (9) ïîëîæèòü

M = N = 1, òî ñòðóêòóðà ðàçëîæåíèé áóäåò òàêîé æå, êàê è â êëàññè÷åñêîìðåøåíèè Ïðàíäòëÿ.Áåçðàçìåðíûå êîý��èöèåíòû ðÿäîâ (9) � �óíêöèè íîâûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðå-ìåííûõ (10), ìåíÿþùèõñÿ â èíòåðâàëàõ 0 < τ < ∞, −1 < η1 < 1, −1 < η2 < 1.Ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò η1, η2 óæå íå çàâèñÿò îò τ .3. Ñëó÷àé β = 2. Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (9) â ñèñòåìó (1) � (3) è ïóò¼ì ïðè-ìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïîñëåäîâàòåëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (òåðìè-íîëîãèÿ çàèìñòâîâàíà èç [7℄), ðàçâèâàåìîé â ïîñëåäíèå ãîäû â çàäà÷àõ ìåõàíèêèäå�îðìèðóåìîãî òîíêîãî òåëà [8, 9℄, ïðèä¼ì ê íàáîðó êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âåëè÷èí ñâåðõíåé ÷åðòîé â ðÿäàõ (9). Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèìîæíî âçÿòü M = N = 1.Åñëè β = ∞, òî äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîìó ðåøå-íèþ (5) � (7). Òåðìèí ¾àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü¿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ ïîîïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ âî âñåõ ðÿäàõ (9) êîíå÷íî.Òàê, â (5) � (7) �óíêöèè v1 è p ñîäåðæàò ïî äâà íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ ñî ñòåïåíÿìè
α−1 è α0, à v2, s11 è s12 � ïî îäíîìó ñ α0.Íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ β = 2 è ìåíüøå, âêëàä ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äâèæå-íèÿ èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ó äðóãèõ ñëàãàåìûõ êâàçèñòà-òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïîëîæèì Eu−1 = C2α

2, ãäå C2 = O(1). Òîãäà êîý��èöèåíòû
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p̄{−1} = (1 − |η1|)m0 , p̄{0} = −

√
1 −m2

0η
2
2 + C2(1 − η2

1) + p̄
{0}
0 ,

p̄{1} = −C2

m2
0

(
arcsinm0 +m0

√
1 −m2

0

)
|η1| + p̄

{1}
0 ,

s̄
{0}
11 =

√
1 −m2

0η
2
2 , s

{0}
12 = −sm0η2 , s

{1}
11 = s

{1}
12 ≡ 0 ,

v̄
{−1}
1 = η1 , v̄

{0}
2 = −η2 , v̄

{0}
1 =

2s

m0

√
1 −m2

0η
2
2 , v

{1}
1 = v

{1}
2 ≡ 0 ,

(11)
ãäå p̄{0}0 è p̄{1}0 � ãèäðîñòàòè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ïîðÿäêîâ O(1) è O(α).Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (11) â ðÿäû (9), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ïÿòè ðàçìåð-íûõ �óíêöèé îò ñîîòâåòñòâóþùèõ â ðåøåíèè Ïðàíäòëÿ (5) � (7) îòëè÷àåòñÿ òîëüêîäàâëåíèå p:

p =
τs
h

[
m0(l − |x1|) −

√
h2 −m2

0x
2
2

]
+
ρV 2

h2
(l2 − x2

1)−

− ρV 2

m2
0h

(
arcsinm0 +m0

√
1 −m2

0

)
|x1| + p0 .

(12)�àçíèöà ñîñòîèò â íàëè÷èè â (12) ñëàãàåìîãî, êâàäðàòè÷íî çàâèñÿùåãî îò x1 [3, 6℄(ïðè β = 2 îíî âõîäèò â (11) â p̄{0}, ò. å. èìååò ïîðÿäîê O(1)), è äèíàìè÷åñêîãîñëàãàåìîãî, ëèíåéíîãî ïî x1 (îíî âõîäèò â (11) â p̄{1}, ò. å. èìååò ïîðÿäîê O(α)).4. Ñëó÷àé β = 1. Ïîëîæèì òåïåðü Eu−1 = C1α; C1 = O(1). Òî÷íîå ðåøåíèåïîëó÷àþùåéñÿ ãëàâíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ âåëè÷èí ñ âåðõíèìè èíäåê-ñàìè {−1} è {0} ñëåäóþùåå:
p̄{−1} = (1 − |η1|)m0 + C1(1 − η2

1) , s
{0}
11 =

√
1 −m2

0η
2
2 , s

{0}
12 = −sm0η2 ,

p̄{0}=−
√

1 −m2
0η

2
2 −

C1

m2
0

(
arcsinm0 +m0

√
1 −m2

0

)
|η1| + p̄

{0}
0 ,

v̄
{−1}
1 = η1 , v̄

{0}
2 = −η2 , v̄

{0}
1 =

2s

m0

√
1 −m2

0η
2
2 .

(13)Ïðè ñðàâíåíèè ðåøåíèé (11) è (13), âèäíî, ÷òî ïðè β = 1 çàâèñÿùåå îò η1ñëàãàåìîå ïåðåøëî èç p̄{0} â p̄{−1}, ò. å. ïðèîáðåëî ïîðÿäîê O(α−1), à ñîîòâåòñòâó-þùåå ëèíåéíîå ïî x1 ñëàãàåìîå ïåðåøëî èç p̄{1} â p̄{0}, ò. å. ñòàëî ïîðÿäêà O(1).Îñòàëüíûå �óíêöèè ñîõðàíÿþò ïðåæíèé âèä.Ïîäñòàâëÿÿ êîý��èöèåíòû (13) â ðÿäû ïî α (9), ïðèä¼ì îïÿòü æå ê ðàçìåðíûì�óíêöèÿì (5), (6), (12), êîòîðûå áóäóò ñëóæèòü ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è â äè-íàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñ òî÷íîñòüþ O(α), èëè, êàê è ðàíåå, O(αβ). Òîò �àêò, ÷òîðàçìåðíûé âèä ðåøåíèÿ (5), (6) è (12) ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåòñÿ, ãîâîðèò î ïëàâíîìñðàùèâàíèè àñèìïòîòèê íà äâóõ âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ (t∗ − t) â (8) � ïðè β = 2è β = 1.Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ âðåìåíè ê ìîìåíòó t∗ ïàðàìåòð α(t) ñòàíîâèòñÿ íàñòîëü-êî ìàëûì, ÷òî Eu−1 = Cβα
β, Cβ = O(1), 0 < β < 1. �àçëîæåíèÿ (9) âñåõ íåèçâåñò-íûõ âåëè÷èí ïî öåëûì ñòåïåíÿì α óæå íå áóäåò èìåòü ìåñòî.�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00020à, 11-01-00181à, 12-01-00789à).
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 integration in the problem on dynami
 
ompression of athin plasti
 layer . The boundary-value problem on dynami
 pressing of a thin perfe
t rigidplasti
 layer by two rigid rough slabs is investigated in the present paper. It is shown that apassage from a quasistati
 stage to dynami
 one is determined by an order relation of two smalldimensionless parameters � the depending on time ratio of layer thi
kness to its length, andthe 
onstant in time value whi
h is inverse to the Euler number. For this two-parameter systemthe asymptoti
 integration methods are developed as well as the asymptoti
 expansions by�rst of mentioned above parameters are given. These expansions di�er qualitatively by varioustime intervals.



Î ÌÅÒÎÄÀÕ �ÀÑ×ÅÒÀ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÆÈÄÊÈÕ ×ÀÑÒÈÖ�îâîðóõèí Â. Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóC ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà àíàëèçèðóþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷èÊîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ðàñ÷åòàõ äèíàìè-êè æèäêèõ ÷àñòèö. �àññìîòðåíû ìíîãîøàãîâûå è îäíîøàãîâûå ìåòîäû, ïðèìåíÿâøèåñÿðàíåå ïðè ðåøåíèè äàííîãî êëàññà çàäà÷. Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ èñïîëüçóþòñÿòî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àíàëèçó âû÷èñëèòåëü-íûõ çàòðàò ìåòîäîâ è ïîâåäåíèþ ðåøåíèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.1. Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæ-íûõ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè è ìàññîïåðåíîñà â æèäêîñòè. Äëÿ ý��åêòèâíîãî àíàëè-çà òàêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìû ý��åêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé æèäêèõ÷àñòèö, ïîðîæäàåìûõ ïîëåì ñêîðîñòè â îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ñêîðîñòè æèäêîñòè ìî-ãóò áûòü èçâåñòíû, èëè âû÷èñëÿòüñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå, íî â ëþáîìñëó÷àå, ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ÷àñòèö æèäêî-ñòè äîëæíû ñîõðàíÿòü �óíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷. Äëÿ ýòîãî ðàçâèòû ãåî-ìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ, îñíîâàííûå íà ñîõðàíåíèè ñâîéñòâèñõîäíîé ñèñòåìû (ñèìïëåêòè÷íîñòü, èíâàðèàíòû, ñèììåòðèÿ, êîñèììåòðèÿ è äð.,ñì. [1�3℄). �àñ÷åò äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö ëåæèò â îñíîâå àêòèâíî ðàçâèâàþùèõ-ñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà òå÷åíèé æèäêîñòè.Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ íàè-áîëåå òðóäíûìè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, îñîáåííî ïðè ðàñ÷åòàõ íà áîëüøèõ âðå-ìåíàõ. Ýòî âî ìíîãîì îáóñëîâëåíî ñóùåñòâîâàíèåì ó äàííîãî êëàññà çàäà÷ áåñêî-íå÷íîãî ÷èñëà èíòåãðàëîâ (ýíåðãèè, ýíñòðî�èè, çíà÷åíèÿ çàâèõðåííîñòè â æèäêèõ÷àñòèöàõ è äð.). Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè íå óäàåòñÿ îäíîâðåìåííî ñîõðàíèòü âñåâîçìîæíûå èíâàðèàíòû, ÷òî ìîæåò áûòü ñëåäñòâèåì êàê ïðîñòðàíñòâåííîé äèñ-êðåòèçàöèè, òàê è ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ âî âðåìåíè. Êà÷åñòâî ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óëó÷øàåò ñîõðàíåíèå �àçîâîãî îáúåìà ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèèïî âðåìåíè óðàâíåíèé Ýéëåðà [4℄. Äëÿ òàêèõ ðàñ÷åòîâ íàèáîëåå ý��åêòèâíûìèÿâëÿþòñÿ ñîõðàíÿþùèå �àçîâûé îáúåì ìåòîäû, ÷òî áûëî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðè-ìåíòàëüíî [5�7℄.Äëÿ âûáîðà íàèáîëåå ý��åêòèâíîãî ìåòîäà ÷àñòî íåäîñòàòî÷íî òåîðåòè÷åñêèõîöåíîê, è òðåáóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èõ èçó÷åíèå. Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿâëèÿíèå âûáîðà ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äèíà-ìèêè ÷àñòèö èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äëÿ èçáåæàíèÿ âëèÿíèÿ îøèáîêïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â äàííîé ðàáîòå íå ðå-øàåòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå òî÷íûåðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà.2. Äèíàìèêà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â òåðìèíàõ çàâèõðåí-íîñòè ω è �óíêöèè òîêà ψ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äèíàìèêè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè íà ïëîñêîñòè èìåþò âèä
∂ω

∂t
+ (~υ,∇)ω = 0, −∆ψ = ω. (1)



66 �îâîðóõèí Â.Í.Çàäà÷à (1) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ, íà âñåé ïëîñêîñòè, è ïðèðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ôóíêöèÿ òîêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çàâèõðåííîñòüèç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî, ïî ψ âû÷èñëÿåòñÿñêîðîñòü ÷àñòèö. Äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ
ẋi =

∂ψ

∂y
, ẏi = −∂ψ

∂x
. (2)Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).Ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå. Ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè çàäà-÷è (1) â ïðÿìîóãîëüíèêå D äëèíû a è øèðèíû b ïðè óñëîâèÿõ ψ|∂D = 0 áóäóòòå÷åíèÿ ñî ñëåäóþùèìè �óíêöèåé òîêà è ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè

ψ = sin

(
iπx

a

)
sin

(
jπy

b

)
, ω =

sin( iπx
a

) sin( jπy
b

)(i2b2 + j2a2)π2

a2b2
. (3)Âèõðü �ýíêèíà. Êðóãëîå âèõðåâîå ïÿòíî ðàäèóñà R ñ ïîñòîÿííîé çàâèõðåííî-ñòüþ ω0 âíóòðè êðóãà è íóëåâîé âíå åãî. Ôóíêöèÿ òîêà èìååò âèä

ψ =





1

4
ω0r

2 , r 6 R ,

1

2
ω0R

2 ln(r) , r > R ,

(4)ãäå r � ïîëÿðíûé ðàäèóñ. Òðàåêòîðèÿìè æèäêèõ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè,îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì ÷àñòèöû.Äèïîëü Ëàìáà. Ýòî êðóãëîå âèõðåâîå ïÿòíî ðàäèóñà R. Âíóòðåííîñòü êðóãàñîñòîèò èç äâóõ ïîëîâèí ñ ðàçíîíàïðàâëåííûìè âèõðÿìè [8℄. Ýòà êîí�èãóðàöèÿäâèæåòñÿ âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè ñî ñêîðîñòüþ U .
ω =





2λU

J0(λR)
J1(λr) cos(θ), r 6 R,

0, r > R,

ψ =





2U

λJ0(λR)
J1(λr) cos(θ), r 6 R,

U

(
r − R2

r

)
cos(θ), r > R.

(5)Çäåñü r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè, Ji � �óíêöèè Áåññåëÿ i-ãî ïî-ðÿäêà ïåðâîãî òèïà; λR = 3.831 . . . äëÿ ãëàäêîñòè ïîëÿ çàâèõðåííîñòè.3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìûàâòîíîìíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä
φ̇ = F (φ), φ(t0) = φ(0), (6)ãäå φ ∈ Rn. �àññìîòðèì ðÿä ìåòîäîâ ðåøåíèÿ (6), êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü äëÿ ðàñ-÷åòîâ äèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè. Èí�îðìàöèÿ î ìåòîäàõ â òàáëèöå 1, ãäå âêîëîíêàõ äàíû íàçâàíèå ìåòîäà, åãî �îðìóëà, ïîðÿäîê (P), ïîãðåøíîñòü âû÷èñ-ëåíèÿ óñëîâèÿ ñèìïëåêòè÷íîñòè (S), ÷èñëî âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè (6) íà âðå-ìåííîì øàãå (C). Îïèñàíèå ìåòîäîâ ñì. â [2, 9�11℄. Â òàáëèöå 1 φn � ÷èñëåííîåðåøåíèå çàäà÷è (6) íà âðåìåííîì øàãå ñ íîìåðîì n, h � øàã ìåòîäà.
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k0 = hF (φn), k1 = hF (φn + k0

2
)RK4 k2 = hF (φn + k1

2
), k3 = hF (φn + k2) 4 4 4

φn+1 = φn + 1
6
(k0 + 2k1 + 2k2 + k3)

k0 = hF (φn), k1 = hF (φn + c11k0)
k2 = hF (φn + c21k0 + c22k1)PS36 k3 = hF (φn + c31k0 + c32k1 + c33k2) 3 6 5
k4 = hF (φn + c41k0 + c42k1 + c43k2 + c44k3)
φn+1 = φn + b1k0 + b2k1 + b3k2 + b4k3 + b5k4Ïðåäèêòîð: φ(0)

n+1 = φn + h
2
F (φn)SMR Êîððåêòîð: φ(k)

n+1 = φn + h
2
F
(
φ

(k−1)
n+1

)
, k = 1..N 2 Ò 4

φn+1 = 2φ
(N)
n+1 − φnÏðåäèêòîð: k(0)

0 = F (φn), k
(0)
1 = F (φn)Gau4 Êîððåêòîð: k(i)

0 = hF (φn + 1
4
k

(i−1)
0 + (1

4
−

√
3

6
)k

(i−1)
1 ) 4 Ò 9

k
(i)
1 = hF (φn + (1

4
+

√
3

6
)k

(i−1)
0 + 1

4
k

(i−1)
1 ), i = 1..N

φn+1 = φn + 1
2
(k

(N)
0 + k

(N)
1 )AB3 φn+1 = φn + h

12
(23F (φn) − 16F (φn−1) + 5F (φn−2) 3 3 1AM4 Ïðåäèêòîð:

φ′
n+1 = φn + h

24
(55F (φn) − 59F (φn−1) + 37F (φn−2) − 9F (φn−3)) 4 4 2Êîððåêòîð:

φn+1 = φn + h
24

(
9F (φ′

n+1) + 19F (φn) − 5F (φn−1) + F (φn−2)
)Òàáëèöà 1. Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. T � òî÷íî.4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ý��åê-òèâíîñòè ìåòîäà âûáðàíî ñîõðàíåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ïðè èíòåãðèðîâàíèè íàáîëüøèõ âðåìåíàõ ïðè îäèíàêîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ. �àññ÷èòûâàëàñüäèíàìèêà M ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ æèäêèõ ÷àñòèö èç îáëàñòåé ñ íåíóëåâîéçàâèõðåííîñòüþ ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), i = 1, . . . ,M íà âðåìåíàõ T ≫ 1. Êîëè÷å-ñòâåííîé ìåðîé êà÷åñòâà ðåøåíèÿ âûáðàíî

εψ = max
t∈[0,T ], i=1,...,M

|ψ(xi(t), yi(t)) − ψ(xi(0), yi(0))|. (7)Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå òåñòîâûå ïðèìåðû:I. �åæèì (3) ïðè a = 4, b = 1, i = 1, j = 1. M = 1000, T = 300.II. �åæèì (3) ïðè a = 4, b = 1, i = 4, j = 2. M = 1000, T = 300.III. Âèõðü (4) ïðè ω0 = 0.1. M = 1000, T = 100.IV. Äèïîëü Ëàìáà (5) ïðè R = 1, U = 1. M = 1000, T = 10.Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ èíòåðâàëîâ t ∈ [0, T ] è t ∈ [0, 4T ], ÷òî ïîçâîëÿåòîöåíèòü ïîâåäåíèå ìåòîäîâ ïðè ðîñòå âðåìåííîãî èíòåðâàëà. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâ-ëåíû ãðà�è÷åñêè, ãäå ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåí ýòàëîííûé øàã H . Â êà÷å-ñòâåH âûáðàí øàã ìåòîäà �óíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ò. å. äëÿ RK4 h = H).Äëÿ îñòàëüíûõ ìåòîäîâ h = C
4
H , ãäå C � êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòèñèñòåìû íà øàãå (äàíû â òàáëèöå 1). Òàêîé âûáîð h îïðåäåëÿåò îäèíàêîâûå âû-÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû âñåõ ìåòîäîâ ïðè �èêñèðîâàííîì H .



68 �îâîðóõèí Â.Í.Íà ðèñ. 1 äàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ]. Âèäíî,÷òî äëÿ 1 ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ H ëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä AM4, à ñ ðîñòîì Híàèáîëåå òî÷íûì îêàçûâàåòñÿ PS36. Ìåòîä RK4 óñòóïàåò ïðè âñåõ H . Ìåòîäûìåíüøèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè SMR è AB3 äàþò íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòûäàæå ïðè ìàëûõ H . Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è äëÿ 2. Â ñëó÷àå 3 íàè-ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò ìåòîäû áëèçêèå ê ñèìïëåêòè÷åñêèì (PS36,
Gau4 è SMR). Ïðè ðàñ÷åòàõ äèíàìèêè äèïîëÿ 4 áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü äàþò SMRè AB3, à îñòàëüíûå ìåòîäû äåìîíñòðèðóþò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.Ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè ðàñ÷åòà t ∈ [0, 4T ] ïîâåäåíèå áëèçêèõ ê ñèìïëåêòè÷å-ñêèì ìåòîäîâ (PS36, Gau4 è SMR) ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ, ñì. ðèñ. 2, à äëÿ
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü εψ îò H äëÿ ÷åòûðåõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïðè t ∈ [0, T ].
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü εψ îò H äëÿ ÷åòûðåõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïðè t ∈ [0, 4T ].



Î ìåòîäàõ ðàñ÷åòà äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö 69âñåõ îñòàëüíûõ ïîãðåøíîñòü εψ óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ è áîëüøèí-ñòâà H íàèëó÷øèì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä PS36. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿ-þò ñäåëàòü ðÿä âûâîäîâ è ðåêîìåíäàöèé. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêèæèäêèõ ÷àñòèö âàæíûì îêàçûâàåòñÿ ñîõðàíåíèå �àçîâîãî îáúåìà. Èñïîëüçîâàíèåìåòîäîâ, áëèçêèõ ê ñèìïëåêòè÷åñêèì, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äîñòîâåðíûå âû÷èñëå-íèÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Äëÿ ðàñ÷åòîâ äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö íà áîëüøèõâðåìåíàõ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ïñåâäîñèìïëåêòè÷åñêèé ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêàòî÷íîñòè ðåøåíèÿ è øåñòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè óñëîâèÿ ñèìïëåêòè÷íîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 11-01-00708).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Sanz-Serna J., Calvo M. Numeri
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ÂÎËÍÎÂÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ È �ÅÇÎÍÀÍÑÍÛÅ ÝÔÔÅÊÒÛ ÂÏÎÂ�ÅÆÄ�ÍÍÛÕ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÔÎÍÎÍÍÛÕ Ê�ÈÑÒÀËËÀÕ�îëóá Ì.Â.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÈçó÷àþòñÿ îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêîì êîìïîçèòåñ òðåùèíîé, îòäåëüíî àíàëèçèðóþòñÿ ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðíûåñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè êîëåáàíèÿõ ïîâðåæä¼ííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîèñòûõ êîìïî-çèòîâ. Îáíàðóæåíî äâà òèïà ðåçîíàíñîâ äëÿ îäèíî÷íûõ òðåùèí ñ ñóùåñòâåííî ðàçíîéñòåïåíüþ ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïðîöåññà. Áîëåå ¾ñèëüíûé¿ ðåçîíàíñ ñîïðîâîæäàåòñÿçàõâàòîì ýíåðãèè è ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçâèòèþ òðåùèíû, òîãäà êàê âòîðîé òèï ðå-çîíàíñîâ ìåíåå îïàñåí. Íàëè÷èå ðàñïðåäåëåííûõ äå�åêòîâ èëè ïîâðåæä¼ííûõ ñëîåâ âèäåàëüíóþ �îíîííóþ ðåø¼òêó, î÷åâèäíî, èçìåíÿåò çàïðåù¼ííûå è ðàçðåø¼ííûå çîíû.1. Ââåäåíèå.Ìàòåðèàëû ñ èñêóññòâåííî ñîçäàííîé âíóòðåííåé êâàçèïåðèîäè-÷åñêîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷àþò âñå áîëüøååðàñïðîñòðàíåíèå â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò êîìïîçèò-íûå ñòðóêòóðû íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â àýðîêîñìè÷åñêîé îòðàñëè, â ñòðîè-òåëüñòâå, ðåàëèçóþòñÿ â íàíîòåõíîëîãèÿõ è ìåòàìàòåðèàëàõ. Õàðàêòåðíûì ïðèìå-ðîì òàêîãî âíåäðåíèÿ â îïòèêå è ìèêðîýëåêòðîíèêå ñëóæàò �îòîííûå êðèñòàëëû,â êîòîðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ ý��åêò ïîÿâëåíèÿ çîí íåïðîïóñêàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãîñèãíàëà (çàïðåù¼ííûõ çîí). Äðóãèì ïðèìåðîì ìàòåðèàëà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóê-òóðîé ÿâëÿþòñÿ ìåòàìàòåðèàëû. Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê íèì ñâÿçàí ñ âàæíû-ìè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé óíèêàëüíûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè, ìàãíèòíûìè,àêóñòè÷åñêèìè è ïðî÷èìè ñâîéñòâàìè òàêèõ ìàòåðèàëîâ, îáóñëîâëåííûìè èõ óíè-êàëüíîé ìèêðîñòðóêòóðîé è âûðàæàþùèõñÿ â ¾àíîìàëüíûõ¿ ñâîéñòâàõ.Äëÿ óïðóãèõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, â êîòîðûõ èìååòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿñòðóêòóðà èëè ñèñòåìà íåîäíîðîäíîñòåé, ïî àíàëîãèè ñ �îòîííûìè êðèñòàëëà-ìè èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾�îíîííûå êðèñòàëëû¿. Âîëíîâûå ÿâëåíèÿ â �îíîííûõêðèñòàëëàõ ñõîæè ñ íàáëþäàåìûìè â �îòîííûõ êðèñòàëëàõ (çäåñü òàêæå èìåþòñÿçàïðåù¼ííûå è ðàçðåø¼ííûå çîíû), íî áîëåå ñëîæíû äëÿ àíàëèçà èç-çà áîëüøåãîêîëè÷åñòâà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â óïðóãîé ñðåäå âîëí [1, 2℄. Òåì íå ìåíåå, ïîñëåä-íèå äåñÿòèëåòèÿ âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõèñêóññòâåííûõ êîìïîçèòîâ, èìåþùèõ ñóùåñòâåííóþ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü âçàäà÷àõ âèáðîãàøåíèÿ è âèáðî�îêóñèðîâêè, óâåëè÷åíèÿ ïðî÷íîñòè êîíñòðóêöèé,ïðè ñîçäàíèè àêòóàòîðîâ è �èëüòðîâ, à òàêæå è â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ [3℄. Êðî-ìå òîãî, ïðè ïðîèçâîäñòâå è ýêñïëóàòàöèè íåèçáåæíî âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèåìèêðî- è ìàêðîäå�åêòîâ, òàêèõ êàê òðåùèíû, îòñëîåíèÿ, ïÿòíà íåèäåàëüíîãî êîí-òàêòà è ò. ï. Íàëè÷èå íåîäíîðîäíîñòåé ìîãóò ìåíÿòü ïîëîæåíèå çàïðåù¼ííûõ çîíèëè ïðèâîäèòü ê äîïîëíèòåëüíîìó çàòóõàíèþ ñèãíàëà, òåì ñàìûì ìåíÿÿ �èëü-òðàöèîííûå ñâîéñòâà êðèñòàëëà [4℄.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîõîæäåíèå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ñ ÷àñòîòîé ω ÷åðåçïåðèîäè÷åñêèé íàáîð óïðóãèõ ñëîåâ (óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ



Âîëíîâàÿ äèíàìèêà è ðåçîíàíñû â ïîâðåæä¼ííûõ �îíîííûõ êðèñòàëëàõ 71âîëíû è ãðàíèöàìè ñëîåâ ðàâåí θ). Ïàêåò ñîñòîèò èç N ïîâòîðÿþùèõñÿ ÿ÷ååê(ai−1 6 z 6 ai) è çàêëþ÷¼í ìåæäó äâóìÿ óïðóãèìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè. Êàæ-äàÿ ÿ÷åéêà èìååò ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó è ñîñòîèò èç K ñëîåâ, ïðè ýòîì â ÿ÷åéêå ñíîìåðîì M ñîäåðæèòñÿ ïîâðåæä¼ííûé ñëîé. �àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäèíî÷íîéòðåùèíû, à òàêæå ïîâðåæä¼ííûå ñëîè, ãäå ïîâðåæäåíèå ìîäåëèðóåòñÿ ïåðèîäè-÷åñêèì íàáîðîì òðåùèí èëè ïðóæèííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ðèñ. 1).
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�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Âåêòîð ïåðåìåùåíèé u = {u1, u2} = {ux, uz} â óïðóãîé ñðåäå óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ Ëÿìå, ãäå òåíçîð íàïðÿæåíèé σij âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïî-íåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ui è óïðóãèå ïîñòîÿííûå. Àìïëèòóäû îòðàæåííîé èïðîøåäøåé âîëí íå äàþò ïîëíîé èí�îðìàöèè äëÿ àíàëèçà, ïîýòîìó íèæå èñïîëü-çóþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ æ
+ è ïðîõîæäåíèÿ æ

− (ñì.íàïðèìåð [4℄), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ æ
+ + æ

− = 1. Êîý��èöèåíòû æ
± ïîçâî-ëÿþò îïðåäåëÿòü ðàçðåø¼ííûå è çàïðåù¼ííûå çîíû [5℄, òàê êàê â çàïðåù¼ííûõçîíàõ æ

+ → 0.3. ×èñëåííûé àíàëèç.�àññòîÿíèå îò äå�åêòà äî ãðàíèöû M-îé ÿ÷åéêè z = aM−1 ðàâíî d, òîëùè-íû ñëîåâ îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî hB è hA, à øèðèíà îäèíî÷íûõ è ïåðèîäè÷å-ñêèõ òðåùèí îáîçíà÷àåòñÿ 2l. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé äâóõ ñëîåâ(K = 2) èç ìàòåðèàëîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî äâà ïî-ëóïðîñòðàíñòâà, îêðóæàþùèå ïàêåò ñëîåâ, òàêæå èç ìàòåðèàëà A. Â ÷èñëåííûõðàñ÷åòàõ áûëè âçÿòû Àëþìèíà (A) è Àëþìèíèé (B), óïðóãèå ïàðàìåòðû äëÿ íèõïðèâåäåíû â [2℄.3.1 Îäèíî÷íàÿ òðåùèíà.Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, èñïîëüçóåìîé ïðè ðàñ÷åòàõ ïðè-



72 �îëóá Ì.Â.âåäåíî â [6℄. Ìîäåëü îïèðàåòñÿ íà èíòåãðàëüíûé ïîäõîä [7℄ ïðè îïèñàíèè òðåùèíûè ìåòîä Ò-ìàòðèö äëÿ ïàäàþùåãî âîëíîâîãî ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî îäèíî÷íàÿ òðå-ùèíà íå ìîæåò èçìåíÿòü çàïðåù¼ííûå çîíû, îäíàêî ìåíÿåò âîëíîâîå ïîëå ëîêàëü-íî â ñâîåé îêðåñòíîñòè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíû ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ,÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ëîêàëèçàöèåé è ðîñòîì êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-æåíèé, êîòîðûå ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ñëîåâM ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ�îíîííîãî êðèñòàëëà.Ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñèëüíûé ðåçîíàíñ è ÿâëåíèå ëîêàëèçàöèè ïðèâåäåííà ðèñ. 2. �åçîíàíñíûå ïàðàìåòðû áûëè âûáðàíû êàê ìàêñèìóì �óíêöèè ðàñêðû-òèÿ òðåùèíû è êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Çåëåíûì ýëëèïñîì íàðèñ. 2 îòìå÷åíî ìåñòîïîëîæåíèå òðåùèíû. Íà ðèñ. 2à ìîæíî âèäåòü ìàêñèìàëü-íóþ êîíöåíòðàöèþ íåïîñðåäñòâåííî â ïîâðåæäåííîì ñëîå ìåæäó òðåùèíîé è ãðà-íèöàìè ñëîåâ. Ëîêàëèçàöèÿ òàêæå âèäíà íà ðèñ. 2á, îíà âèäíà êàê ïàðà âèõðåéýíåðãèè â ñëîÿõ íàä è ïîä òðåùèíîé, òî åñòü òðåùèíà ¾ïåðåíàïðàâëÿåò¿ ïîòîêýíåðãèè âíóòðü ïîâðåæäåííîé ÿ÷åéêè.
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�èñ. 2. Àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèé |u(x, z)| (à) è ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè òîêà ýíåðãèè äëÿP-âîëíû, ïàäàþùåé ïîä óãëîì θ = 0◦; hA/hB = 1; l/H = 1.0; d/H = 0.25; ω = 2.713.3.2 Ïîâðåæä¼ííûé ñëîé.Ìîäåëèðîâàíèå ïîâðåæäåííîãî ñëîÿ ïðîâîäèòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïåðèîäè÷å-ñêèé íàáîð òðåùèí äëèíîé 2l ñ èíòåðâàëîì s è ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé. Ïåðâûé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îäèíî÷íîé òðåùèíû,ãäå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ â ñèëó òåîðåìû Ôëîêå�Áëîàõ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê áåñêîíå÷íîé ñóììå. Äëÿ îòûñêàíèÿ �óíêöèè ðàñ-êðûòèÿ òðåùèí ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Âòîðîéïîäõîä ïîâðåæä¼ííîñòü îïèñûâàåò ïðóæèííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [6℄
σ+
iz = σ−

iz =

(
λ+ + 2µ+

(λ+ + µ+)µ+
+

λ− + 2µ−

(λ− + µ−)µ−

)−1

× 4s

πl2
× (u+

i − u−i ), (1)



Âîëíîâàÿ äèíàìèêà è ðåçîíàíñû â ïîâðåæä¼ííûõ �îíîííûõ êðèñòàëëàõ 73ñâÿçûâàþùèìè íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ íà áåðåãàõ îòñëîåíèÿ. Çäåñü µ, λ �óïðóãèå êîíñòàíòû â (1), 2l � õàðàêòåðíûé ðàçìåð òðåùèíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ 2l/s, ñì. ïîäðîáíåå [7℄.Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ïîâåðõíîñòè êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ æ
+(ω, l/H),âû÷èñëåííûå ïðè îäíèõ è òåõ ïàðàìåòðàõ �îíîííîãî êðèñòàëëà íà îñíîâå äâóõóêàçàííûõ ïîäõîäîâ ïðè íîðìàëüíîì óãëå ïàäåíèÿ P-âîëíû (θ = 0◦). Ìîæíî âè-äåòü, ÷òî îáå ìîäåëè äàþò ñõîäíóþ îáùóþ êàðòèíó ïðîõîæäåíèÿ/íåïðîõîæäåíèÿäëÿ íèçêèõ ÷àñòîò è ïðè ìàëîé ïîâðåæä¼ííîñòè. Ïðóæèííàÿ ìîäåëü íå ïðåä-ñêàçûâàåò ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òðåùèíàìè. Ïî-âèäèìîìó, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðåçîíàíñ îáóñëîâëåí ïåðèîäè÷íîñòüþ äå�åê-òîâ è ÿâëåíèÿìè ëîêàëèçàöèè, êîòîðûå àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ îäèíî÷íîé òðåùèíû.

0.5

1.5

1

ω
H
/2
π
c A

0
1 20

l  / H
1 20

l  / H

0

1

(а) (б)

�èñ. 3. Êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ æ
+(ω, l/H) â �îíîííîì êðèñòàëëå ñ ïîâðåæäåííîéÿ÷åéêîé M = 15 ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè P-âîëíû; θ = 0◦; hA/hB = 1; d/H = 0.25. Ïåðèî-äè÷åñêèé íàáîð òðåùèí � (à); ïðóæèííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1) � (á).Çàêëþ÷åíèå.� �àçìåð è ïîëîæåíèå çàïðåù¼ííûõ çîí íå çàâèñÿò îò ìåñòîïîëîæåíèÿ îäè-íî÷íîé òðåùèíû, îäíàêî íàëè÷èå ëîêàëèçîâàííîãî äå�åêòà ìîæåò ïðèâîäèòü êðåçîíàíñíûì êîëåáàíèÿì è çàõâàòó ýíåðãèè â åå îêðåñòíîñòè.� Çàïðåù¼ííûå çîíû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïîâðåæä¼ííîñòè ñëîåâ èëè èí-òåð�åéñîâ (ïîâðåæä¼ííîñòü, ïîëîæåíèå âíóòðè ÿ÷åéêè, õàðàêòåðíûé ðàçìåð äå-�åêòà).� Äèíàìè÷åñêîå íàãðóæåíèå �îíîííîãî êðèñòàëëà îäèíî÷íîé òðåùèíîé ìî-æåò ïðèâîäèòü ê ðåçîíàíñó è ðàçðóøåíèþ, ÿâëåíèå áîëåå îïàñíî, êîãäà òðåùèíàðàñïîëîæåíà âíóòðè ñëîÿ. Äè�ðàêöèÿ âîëí íà èíòåð�åéñíûõ òðåùèíàõ íå ïðè-âîäèò ê ñòîëü ñèëüíûì ðåçîíàíñàì è ìåíåå îïàñíû íà ïðàêòèêå.� Ïðóæèííàÿ ìîäåëü äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïîâðåæä¼ííîãî�îíîííîãî êðèñòàëëà ïðè íåáîëüøîé ïîâðåæä¼ííîñòè è íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ.
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Â�ÀÙÀÒÅËÜÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î�ÅÇÅ�ÂÓÀ�À Ñ ÓÏ�Ó�ÈÌÈ ÎÑÍÎÂÀÍÈßÌÈ,ÇÀÏÎËÍÅÍÍÎ�Î ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞÄèäîê Í.Ê.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÍà îñíîâàíèè ìîäàëüíîãî àíàëèçà âûâåäåíû óðàâíåíèÿ âðàùàòåëüíûõ êîëåáàíèéòâåðäîãî òåëà ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, ñîäåðæàùåéñÿ â öèëèíäðè÷åñêîì ðåçåðâóàðå ñóïðóãèìè îñíîâàíèÿìè. Âûâåäåíû ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé óïðóãèõ îñíîâàíèé èæèäêîñòè. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî ìîìåíòà èíåðöèè æèäêîñòè. Èñ-ñëåäîâàíî ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè âðàùàòåëü-íûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííîãî òÿæåëîé èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ïëîòíîñòè ρ (ðèñ. 1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áîêîâàÿ ïî-âåðõíîñòü ðåçåðâóàðà ÿâëÿåòñÿ òâåðäîé, îñíîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðóãèåèçîòðîïíûå ïëàñòèíû ñ èçãèáíîé æ¼ñòêîñòüþ Di, ïîäâåðæåííûå ðàñòÿãèâàþùèìóñèëèÿì Ti (i = 1, 2) â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. �åçåðâóàð èìååò ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå
S è âûñîòó h. Äâèæåíèå æèäêîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, à ñîâìåñòíûåêîëåáàíèÿ æèäêîñòè è óïðóãèõ ïëàñòèí � áåçîòðûâíûìè.

�èñ. 1. Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ.Ââåäåì òðè ñèñòåìû êîîðäèíàò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Íà÷àëî àáñîëþòíîéñèñòåìû êîîðäèíàò OXY Z ðàñïîëîæèì â òî÷êå ïîäâåñà ìàÿòíèêà. Ïîäâèæíóþ ñè-ñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñâÿæåì ñ òâåðäûì òåëîì òàê, ÷òîáû åå íà÷àëî ñîâïàäàëî ñöåíòðîì ìàññ æèäêîãî îáúåìà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, à îñè îñòàâàëèñü ïàðàë-ëåëüíû îñÿì ñèñòåìû OXY Z â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Òðåòüþ ñèñòåìó êîîðäèíàòæåñòêî ñâÿæåì ñ òâåðäûì òåëîì, à íà÷àëî ñîâìåñòèì ñ íà÷àëîì ñèñòåìû Oxyz.



76 Äèäîê Í.Ê.2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.Ïðåäñòàâèâ ïðîãèá ïëàñòèí â âèäå ñóììû ñòàòè÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãè-áîâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèíàìè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïðîãè-áà [2, 4, 5℄





k01
∂2W1

∂t2
+D1∆

2
2W1 − T1∆2W1 + ρgW1 = −ρhF0[

∂2W1

∂t2
]+

+
∑

n

(
b̃nFn[

∂2W2

∂t2
] − c̃nFn[

∂2W1

∂t2
]

)
ψn +Q∗ − ρθ̈Ψ − ρ(l0θ̈ + gθ)y,

k02
∂2W2

∂t2
+D2∆

2
2W2 − T2∆2W2 − ρgW2 = −ρhF0[

∂2W2

∂t2
]+

+
∑

n

(
b̃nFn[

∂2W1

∂t2
] − c̃nFn[

∂2W2

∂t2
]

)
ψn −Q∗ + ρθ̈Ψ − ρ(l0θ̈ + gθ)y,

(1)
Wi|γ = 0,

∂Wi

∂n

∣∣∣∣
γ

= 0,

∫

S

W1 dS =

∫

S

W2 dS. (i = 1, 2) (2)
k0i = ρ0iδ0i � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ïëàñòèí, Ψ � ïîòåíöèàë Ñòîêñà�Æóêîâñêîãî,

b̃n =
ρ

kn sinh κn

, c̃n =
ρ

kn tanh κn

, κn = knh.

F0[Wi] =
1

S

∫

S

Wi dS, Fn[Wi] =
1

N2
n

∫

S

Wiψn dS, N2
n =

∫

S

ψ2
n dS,

ψn è kn � ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîëåáà-íèé èäåàëüíîé æèäêîñòè â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå, Q∗ � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿâðåìåíè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè îäíà èç ïëàñòèí ñòàíîâèòñÿ àáñîëþòíî æåñòêîé, òîçàäà÷à (1), (2) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, ò. ê. îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèèñòàòè÷åñêîé çàäà÷è è â îïðåäåëåíèè �óíêöèé Q∗.Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè ìàëûõ êîëåáàíèé òÿæåëîé ìíîãîñëîéíîé èäåàëüíîéæèäêîñòè è óïðóãèõ ïëàñòèíîê çàïèøåì óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé òâåðäîãîòåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè. Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçìåíåíèè ìîìåíòà êîëè÷åñòâàäâèæåíèÿ ñèñòåìû èìååì̃
Jθ̈ + ρ

∫

V

[yu̇z − (l0 − z)u̇y] dV = M. (3)Çäåñü θ � óãîë îòêëîíåíèÿ òâåðäîãî òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ; (ux, uy, uz) �âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè; J̃ � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè òâåðäîãîòåëà ñ ìíîãîñëîéíîé æèäêîñòüþ è óïðóãèìè ïëàñòèíàìè; M � ìîìåíò âíåøíèõñèë.Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
u̇z =

∂2ϕ

∂z∂t
+

(
∂φ

∂z
− 2y

)
θ̈, u̇y =

∂2ϕ

∂y∂t
+
∂φ

∂y
θ̈,



Âðàùàòåëüíûå êîëåáàíèÿ ðåçåðâóàðà ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ 77â êîòîðûõ ϕ � ïîòåíöèàë îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé æèäêîñòè, à �óíêöèÿ φ âû÷èñ-ëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ïîòåíöèàëà Ñòîêñà�Æóêîâñêîãî Ψ, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîéè óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì
∂φ

∂n

∣∣∣∣
Σ

= 0,
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=h/2

= 2y,
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=−h/2

= 2y.Ïîëàãàÿ, ÷òî åäèíñòâåííîé âíåøíåé ìàññîâîé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ ñèëà òÿæåñòè,ïîëó÷àåì èç (3) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
Jθ̈ + k2θ = −ρ

∑

n

βn(ΩinẄin + gWin), (4)
k2 = g

{
m0 l̃0 +

2∑

i=1

[
mi(l0i +

h

2
) + k0il0iS

]}
, Ωn =

tanh κn

kn
+ h+ l0.Â îáùåì âèäå êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îáîáùåííîãîâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ [1℄

A
∂2W

∂t2
+ CW = f, (5)ãäå W = (W1, ...,Wm), A è C, ñîîòâåòñòâåííî, èíåðöèîííûé è óïðóãèé îïåðàòîðûâ ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (Wj, Wk) =

2∑
i=1

∫
S

WjiWki dS:
A =




k01 + ρhF0 +
∑
n

c̃nψnFn −∑
n

b̃nψnFn

−∑
n

b̃nψnFn k02 + ρhF0 +
∑
n

c̃nψnFn


 ,

C = diag
(
Di∆

2
2 − Ti∆2 + (−1)i+1ρg

)
.�åøåíèå W íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5) áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ âðÿä ïî ñîáñòâåííûì �îðìàì êîëåáàíèé wk

W =

∞∑

k=1

pk(t)wk èëè Wi =

∞∑

k=1

pk(t)wik, (6)ñõîäÿùåãîñÿ, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå èëè â ñðåäíåì [1℄.Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �îðì ïî êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-íîé ýíåðãèÿì ñëåäóåò ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé
µk(p̈k + σ2

kpk) = −ρ(Ωk θ̈ + gθ), Jθ̈ + k2θ = −ρ
∞∑

k=1

(Ω̃kp̈k + gβ̃kpk). (7)Èç óðàâíåíèé (7) ñëåäóåò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà
(J1 + J̃2)θ̈ + k̃θ = ρ

∞∑

k=1

(Ω̃kσ
2
k + gβ̃k)pk. (8)Çäåñü J̃2 = −

∑

k

Ω̃2
k

µk
� ïðèñîåäèíåííûé ìîìåíò èíåðöèè æèäêîñòè.



78 Äèäîê Í.Ê.3. Àíàëèç ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèâ �óíêöèè pk(t) è θ(t) â âèäå
pk = pk0e

iσt, θ = θ0e
iσt â óðàâíåíèÿ (7) è (8), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé�èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Jσ2 − k̃2 =

∞∑

k=1

(Ωkσ
2 − gαk)

2

µk(σ2 − ω2
k)

. (9)Èññëåäîâàíèå ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ (9) óäîáíî ïðîâîäèòü ãðà�î-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì [6℄. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòèóðàâíåíèÿ (9), ñîîòâåòñòâåííî, êàê �óíêöèè F1(x) è F2(x), ãäå x = σ2 (ðèñ. 2).Øòðèõîâîé ëèíèåé íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíû àñèìïòîòû êðèâîé F = Fi(x). Â ñëó÷àåïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêîâ �óíêöèé F1(x) è F2(x) â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ó ñèñòåìûïîÿâëÿþòñÿ ìíèìûå ÷àñòîòû σk, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåóñòîé÷èâîñòè å¼ ïî-ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èç óðàâíåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèéñèñòåìû σ1 îêàæåòñÿ ìíèìîé, åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
k̃2 >

∞∑

k=1

(gαk)
2

µkω2
k

.Â ñëó÷àå àáñîëþòíî æåñòêèõ îñíîâàíèé (α̃2
k = 0 è Ω2

k = 0 äëÿ âñåõ k = 1, 2, ...)óðàâíåíèå (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå σ2 = ω2
0 = k̃2/J .Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â çàäà÷å Ñðåòåíñêîãî (ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ òâåðäîãîòåëà ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû) óïðóãîñòü îñíîâàíèé íå óõóäøàåò óñòîé÷èâîñòüäâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà [5℄.

�èñ. 2. Ïîâåäåíèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (9).4. Âûâîäû.Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ �îðì ñîâìåñòíûõ êî-ëåáàíèé æèäêîñòè è óïðóãèõ ïëàñòèí, âûâåäåíî è èññëåäîâàíî óðàâíåíèå ñîá-ñòâåííûõ ÷àñòîò. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷àñòîòíûé ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ íàáîðîâ,ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåáàíèÿì âåðõíåãî è íèæíåãî îñíîâàíèé: ïðè èçìåíåíèè ìå-õàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îäíîé èç ïëàñòèí ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ÷àñòîòûñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà.Ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ñîáñòâåííûõ �îðì ÿâëÿåòñÿ íàè-áîëüøåé òðóäíîñòüþ, âîçíèêàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ïîäõîäà. Â ÷àñò-íîñòè, äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ òðåáóåòñÿ çíàòü �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé



Âðàùàòåëüíûå êîëåáàíèÿ ðåçåðâóàðà ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ 79âñïîìîãàòåëüíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî òà-êàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü íàéäåíà â ÿâíîì âèäå òîëüêî äëÿ ïîëîñòåé êàíîíè÷åñêèõ�îðì. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ �îðì â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíû äëÿöèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ñ êðóãîâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.Èç ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêî-ñòè îñíîâàíèé ïðèñîåäèí¼ííûé ìîìåíò èíåðöèè æèäêîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ, à êîðíè÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ ñìåùàþòñÿ âïðàâî. Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ÷àñòîòíîãî óðàâ-íåíèÿ ãðà�î-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòèïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.�àçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé÷àñòîòíûõ óðàâíåíèé, ñîáñòâåííûõ �îðì, óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Äîêó÷àåâ Ë.Â. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ñ äå�îðìèðóåìûìèýëåìåíòàìè. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1987. 320 ñ.[2℄ Øåâ÷åíêî Â.Ï., Êîíîíîâ Þ.Í. Îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ïëàñòèíîê, ðàçäåëÿþùèõìíîãîñëîéíóþ æèäêîñòü. Àêòóàëüíûå àñïåêòû �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.Ìåõàíèêà. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 2007. Ñ. 348�361.[3℄ Êîíîíîâ Þ.Í., Äèäîê Í.Ê. Ñîâìåñòíûå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî äíà öèëèíäðè÷åñêî-ãî ñîñóäà è ïëàñòèíû, ðàñïîëîæåííîé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè // Òðó-äû XIII ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîéñðåäû¿. �îñòîâ-í/Ä: Èçä.-âî ÞÔÓ, 2009. Ò. 2. Ñ. 108�112.[4℄ Êîíîíîâ Þ.Í., Äèäîê Í.Ê. Çàäà÷à Ñðåòåíñêîãî äëÿ öèëèíäðà ñ óïðóãèìè äíèùà-ìè // Òðóäû XIV ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû¿. �îñòîâ-í/Ä: Èçä.-âî ÞÔÓ, 2010. Ò. 1. Ñ. 191�195.[5℄ Êîíîíîâ Þ.Í., Äèäîê Í.Ê. Çàäà÷à Ñðåòåíñêîãî äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ñèäåàëüíîé æèäêîñòüþ è óïðóãèìè îñíîâàíèÿìè // Ìåõàíèêà òâ¼ðäîãî òåëà. 2011.Âûï. 40. Ñ. 210�220.[6℄ Ìîèñååâ Í.Í., �óìÿíöåâ Â. Â. Äèíàìèêà òåëà ñ ïîëîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè æèä-êîñòü. M.: Íàóêà, 1965. 439 ñ.Didok N.K. Rotational os
illations of 
ylindri
al vessel with elasti
 bottoms and
ontaining an ideal liquid . On the base of modal analysis the equations of rotationalos
illations of a rigid body with an ideal liquid in 
ylindri
al vessel with elasti
 bottomsare dedu
ed. Eigenforms of os
illations of a liquid and elasti
 bottoms are dedu
ed. Thefrequen
y equation is explored. The added momentum of inertia of liquid and 
onditions ofstability of equilibrium position are odtained.



ÏËÎÑÊÈÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ�Î ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÑËÎßÄóäàðåâ Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÏðåäñòàâëåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãîóïðóãîãî òåëà. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïëîñêèõ êîëåáà-íèÿõ àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ. Îñíîâàíèå ñëîÿ ñ÷èòàåòñÿ æåñòêî çàêðåïëåííûì, êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ íà-ãðóçêîé, ïðèëîæåííîé íà âåðõíåé ãðàíèöå. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïîëÿïåðåìåùåíèÿ ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåäåíî ê ðåøåíèþ èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà, ïîñòðîåííûõ äëÿ òðàíñ�îðìàíò êîìïîíåíò ïå-ðåìåùåíèé. Ñ�îðìóëèðîâàíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè çàêîíîâ èçìåíåíèÿ êîì-ïîíåíò òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàíìåòîä ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ñî÷åòàíèè ðåøåíèÿïðÿìîé çàäà÷è è íàõîæäåíèè íà êàæäîé èòåðàöèè ïîïðàâîê íà îñíîâå ðåøåíèÿ èíòå-ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà ñ�îðìóëèðî-âàíî íåîáõîäèìîå óðàâíåíèå, ÷èñëåííîå ðåøåíèå êîòîðîãî ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåììåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà.Ââåäåíèå.Íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò â òåëå ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê íà-çûâàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ýòè íàïðÿæåíèÿ òàêæå èìåþòíàçâàíèÿ îñòàòî÷íûå èëè òåõíîëîãè÷åñêèå, ïîñêîëüêó îíè îáû÷íî âîçíèêàþò â õî-äå ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îïåðàöèé. Ïðè ýòîì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëü-øàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïîäîáíûõ íàïðÿæåíèé íàáëþäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè ðàçëè÷íûõäå�åêòîâ òèïà ïîëîñòåé, òðåùèí, âêëþ÷åíèé è ò. ï. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èìååòñÿíåñêîëüêî ñïîñîáîâ äèàãíîñòèêè òàêîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-íèÿ, êîòîðûå óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà: ðàçðóøàþùèå, ïîëóðàçðó-øàþùèå è íåðàçðóøàþùèå. Íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûì ÿâëÿþòñÿ íåðàçðóøàþùèåìåòîäû äèàãíîñòèêè, ïîñêîëüêó ïîäîáíûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëü-íûìè ïðè àíàëèçå è êîíòðîëå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé îòâåòñòâåí-íîãî íàçíà÷åíèÿ (òóðáèí, îáîëî÷åê ðåàêòîðîâ, ëîïàñòåé è ò. ï.). Îäíèì èç ý��åê-òèâíûõ è óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ íåðàçðóøàþùåé äèàãíîñòèêè ÿâëÿåòñÿ ìåòîäàêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ [1, 2℄. Â åãî îñíîâå ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òîèçìåíåíèå ñâîéñòâ ìàòåðèàëà âåäåò ê èçìåíåíèþ åãî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õà-ðàêòåðèñòèê.Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðèì íåêîòîðîå óïðóãîå òåëî îáú¼-ìà V , îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S = Su ∪ Sσ ñ òåíçîðîì óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ
Cijkl è ïëîòíîñòüþ ρ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íåì èìååòñÿ íåêîòîðîå íåîäíîðîäíîåïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ êîìïîíåíòàìè òåí-çîðà íàïðÿæåíèé σ0

ij . Ïóñòü êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ íàãðóçêîé pjeiωt, ïðèëîæåííîé



Ïëîñêèå êîëåáàíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ 81íà ÷àñòè Sσ, à ÷àñòü Su çàêðåïëåíà. Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïîñëåîòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-íèÿ èìåþò âèä [3℄:
Tij,j + ρω2 = 0 , Tij = σij + ui,mσ

0
mj , (1)

σij = ui,jCijkl , σ0
ij,j + gi = 0, ui|Su

= 0 , Tijnj |Sσ
= pi , (2)ãäå gi � êîìïîíåíòû âåêòîðà ìàññîâûõ ñèë, ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùå-íèé.Â îñíîâó ïðîöåäóðû èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ0

ij ìîæåòáûòü ïîëîæåíî èçìåíåíèå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê òî÷åê òåëà. Â êà-÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè â îáðàòíîé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçî-âàòüñÿ äàííûìè îá èçìåðÿåìûõ íà ãðàíèöå Sσ êîìïîíåíò ïîëÿ ñìåùåíèé fi â çà-âèñèìîñòè îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé ω ⊂ [ω−, ω+].Ïëîñêèå êîëåáàíèÿ ñëîÿ.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåííîé îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ðàñ-ñìîòðèì ïëîñêèå êîëåáàíèÿ àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîãî ïðåä-âàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿíàãðóçêîé ïðèëîæåííîé íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ x3 = h, à íèæíÿÿ ÷àñòü x3 = 0æåñòêî çàêðåïëåíà. Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä:
(σi1 + ui,mσ

0
m1),1 + (σi3 + ui,mσ

0
m3),3 + ρω2ui = 0 , i = 1, 3 , (3)

(σi3 + ui,mσ
0
m3),3|x3=h = pi , ui(x1, 0) , i = 1, 3 . (4)Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíèì ê (3)�(4) ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-ðüå ïî êîîðäèíàòå x1 è äàëåå ïîëîæèì ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíûì íóëþ.Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî êîìïîíåíòû σ0

ij , i, j = 1, 3 åñòü �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé
x3. Ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ òðàíñ�îðìàíò êîìïîíåíò ïî-ëåé ïåðåìåùåíèÿ v è u âäîëü îñåé x1 è x3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò äâóì çàäà÷àì:

((C44 + σ0
33)v

′)′ + ρω2v = 0 , (C44 + σ0
33)v

′)(h) = pv , v(0) = 0 , (5)
((C33 + σ0

13)u
′)′ + ρω2u = 0 , (C33 + σ0

13)u
′ = pu , u(0) = 0 , (6)ãäå pv è pu � ñîîòâåòñòâóþùèå òðàíñ�îðìàíòû êîìïîíåíò íàãðóçêè p3 è p1, C33è C44 � óïðóãèå ìîäóëè, ÷åðåç ¾′¿ îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé x = x3.Îòìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âèäà íàãðóæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî çàäà-÷ó äëÿ �óíêöèè v (p1 = 0, p3 = pδ(x1)), ëèáî äëÿ �óíêöèè u (p3 = 0, p1 = pδ(x1)).�åøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè òðàíñ�îðìàíò v è u ïðè çàäàííûõ �óíê-öèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ σ0

33 è σ0
13 ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ïóòåì îáðàùåíèÿ äè��åðåí-öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

v(x) =

h∫

0

ρω2vKv(x, y)dy +

x∫

0

fv(y))dy , (7)
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u(x) =

h∫

0

ρω2uKu(x, y)dy +

x∫

0

fu(y))dy , (8)ãäå Kv(x, y) =
min (x,y)∫

0

fv(x)dx, fv(x) = 1/(C44 + σ0
33), Ku(x, y) =

min (x,y)∫
0

fu(x)dx,
fu(x) = 1/(C33 + σ0

13). �åøåíèå ïðåäñòàâëåííûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíîñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ÷èñëåííî íà îñíîâå ìåòîäà êîëëîêàöèé ñ èñïîëüçîâàíè-åì êâàäðàòóðíîé �îðìóëû, íàïðèìåð òðàïåöèé èëè Ñèìïñîíà. Àíàëèç âëèÿíèÿóðîâíÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêèïîêàçàë, ÷òî ýòî âëèÿíèå íàèáîëåå ñóùåñòâåííî äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé, óäî-âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì σ0
33/C44 > 10−2 è σ0

13/C33 > 10−2. Ïîñêîëüêó ïðåä-ñòàâëåííûå çàäà÷è èäåíòè÷íû ïî ñòðóêòóðå, òî äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðèâå-äåì äëÿ çàäà÷è (5).Îáðàòíàÿ çàäà÷à.Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðå-äåëåíèè �óíêöèè çàêîíà èçìåíåíèÿ êîìïîíåíòû σ0
33 ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿìàìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè w(ω) = v(h, ω), ω ⊂ [ω−, ω+]. Èç âèäà óðàâ-íåíèÿ äâèæåíèÿ è ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è âèäíî, ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷àÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé è îòíîñèòñÿ ê êîý��èöèåíòíûì îáðàòíûì çà-äà÷àì. Îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâ-ëÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðîöåäóðå ëèíåàðèçàöèè. Èñïîëüçóÿîáû÷íóþ òåõíèêó, ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà-÷åíèé �óíêöèè ïîïðàâêè δ33(x) ê èñêîìîé êîìïîíåíòå σ0

33 íà êàæäîé èòåðàöèè:
h∫

0

δ33(x)(v
′
0(x))

2dx = pv(v0(h, ω) − w(ω)) , ω ⊂ [ω−, ω+] , (9)ãäå v0(x) � �óíêöèÿ çíà÷åíèé v(x) âû÷èñëåííàÿ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. �à-âåíñòâî (9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðî-äà. Ïðè åãî ðåøåíèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû, íàïðèìåðìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ïàðàìåòðà ðåãó-ëÿðèçàöèè. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî âûáèðàòü â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèéíà íåêîòîðîì êîìïàêòå èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íåâÿçêè:
Q =

ω+∫

ω−

(v(h, ω) − w(ω))2dω . (10)Ïðè ýòîì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå àïðèîðíîé èí-�îðìàöèè, íàïðèìåð îá îãðàíè÷åííîñòè âîññòàíàâëèâàåìîé �óíêöèè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íåèç-âåñòíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ0
33 ïî ñâîåé ñòðóê-òóðå àíàëîãè÷íà ñõîæåé ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî çàêîíà èçìåíåíèÿóïðóãîãî ìîäóëÿ ïðè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæ-íÿ [4℄. Ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè òàêæå



Ïëîñêèå êîëåáàíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ 83ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà îòíîñè-òåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïîïðàâêè. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëèäîñòàòî÷íóþ ý��åêòèâíîñòü ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà: äëÿ ìîíîòîííûõ çàêîíîâïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ â ñðåäíåì íå ïðåâîñõîäèò 5%, íåìîíîòîííûõ � 7%.Ïðè ýòîì ÷àñòîòíûé äèàïàçîí [ω−, ω+] ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü ìåæäó ïåðâîé èâòîðîé ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Î. Âàòóëüÿ-íó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå ðåêîìåíäàöèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé (ãðàíòû �10-01-00194-à, �12-01-31501) è â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �óçü À.Í., Ìàõîðò Ô. �., �óùà Î.È. Ââåäåíèå â àêóñòîóïðóãîñòü. Êèåâ: Íàóê. äóì-êà, 1977. 152 ñ.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[3℄ �óçü À.Í. Óïðóãèå âîëíû â ñæèìàåìûõ ìàòåðèàëàõ ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿ-ìè è íåðàçðóøàþùèé óëüòðàçâóêîâîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äâóõñëîéíûõ îñòàòî÷íûõíàïðÿæåíèé // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1994. Ò. 30, � 1. Ñ. 3�17.[4℄ Áî÷àðîâà Î.Â. Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî íåîäíîðîäíîãîñòåðæíÿ // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Ñå-ðèÿ: Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2008. � 3. Ñ. 33�37.Dudarev V.V. Plane os
illations of prestressed anisotropi
 layer . A general statement ofthe problem of the vibrations of a prestressed elasti
 body is presented. As a spe
i�
 example,the problem of plane vibrations of an anisotropi
 layer with a non-uniform initial stresses is
onsidered. The base layer is �rmly �xed, the vibrations are 
aused by the load applied to theupper boundary. Solution of the dire
t problem of determining the displa
ement �eld usingthe apparatus of the Fourier transform is redu
ed to the Fredholm integral equations of the2nd kind, built for the transformant of the displa
ement 
omponents. The inverse problemof determining the laws of 
hange tensor 
omponents prestress is formulated. The method of
onstru
ting the iterative pro
ess is used to solve this problem. This approa
h is based ona 
ombination of dire
t solution and sear
hing 
orre
tions on ea
h iteration as solution ofFredholm integral equation of the 1st kind. To implement this method it is formulated thene
essary equations, whi
h numeri
al solution is implemented using Tikhonov regularizationmethod.



Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÍÀÍÎ�ÀÇÌÅ�ÍÛÕÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÒÅË Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÛÕÝÔÔÅÊÒÎÂÅðåìååâ Â.À.∗,∗∗, Íàñåäêèí À.Â.∗∗
∗Îòòî �îí �åðèêå óíèâåðñèòåò Ìàãäåáóðãà

∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ (ýëåêòðîóïðó-ãèõ) òåë íàíîðàçìåðîâ ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ.Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ óñòàíàâ-ëèâàþòñÿ êîìáèíàöèåé ïîäõîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë èäëÿ óïðóãèõ òåë ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Óñòàíîâëåíû òåîðåìû îá èçìåíåíèèñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè èçìåíåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.1. Ââåäåíèå. Êàê èçâåñòíî, ðÿä íàíîìàòåðèàëîâ èìåþò àíîìàëüíûå ìåõàíè-÷åñêèå ñâîéñòâà, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò îáû÷íûõ ìàêðîìàòåðèàëîâ. Îä-íèì èç �àêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ çà òàêîå ïîâåäåíèå íàíîìàòåðèàëîâ, ìîãóò ÿâëÿòü-ñÿ ïîâåðõíîñòíûå ý��åêòû. Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò ([1℄ èäð.), äëÿ òåë ñóáìèêðî- è íàíîðàçìåðîâ ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ èãðàþò çíà÷è-òåëüíóþ ðîëü è îêàçûâàþò âëèÿíèå íà äå�îðìèðîâàíèå òåë â öåëîì. Àíàëîãè÷íîóïðóãèì òåëàì, ïðè àíàëèçå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ ñðåä â ìîäåëüìîæíî ââåñòè ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ è ðàñïðåäåëåííûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿ-äû ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðóãèõ ìåìáðàíè äèýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê. Äàííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ íèæå äëÿ èññëåäîâàíèÿñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ òåë.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãîòåëà ñ ïîâåðõíîñòíûìè ý��åêòàìè. Ïóñòü V � îãðàíè÷åííàÿ â R3 îáëàñòü,çàíèìàåìàÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì òåëîì; S = ∂V � ãðàíèöà îáëàñòè, n � âåêòîðâíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü V è åå ãðàíèöà Sóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (V , S), ïðèâåäåííûì â [2℄.Îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì ðåæèìîâ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñ êðóãî-âîé ÷àñòîòîé ω, áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ âñåõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåí-íûõ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû ïðèìåì âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé
u = u(x) è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ϕ = ϕ(x). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ �óíêöèéìîæíî îïðåäåëèòü òåíçîð äå�îðìàöèé âòîðîãî ðàíãà ε = ε(u) è âåêòîð íàïðÿ-æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E = E(ϕ)

ε = (∇u + (∇u)T )/2, E = −∇ϕ, (1)ãäå ÷åðåç (...)T îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðèìåì ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îïðåäåëÿþùèå ñî-îòíîøåíèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû
σ = c · ·ε − eT ·E, D = e · ·ε + ǫ · E, (2)



Î êîëåáàíèÿõ íàíîðàçìåðíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ... 85ãäå σ � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà íàïðÿæåíèé; D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè;
c = cE � òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà óïðóãèõ ìîäóëåé, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííîìýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; e � òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà ïüåçîìîäóëåé; ǫ = ǫS � òåíçîðâòîðîãî ðàíãà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííîé äå-�îðìàöèè. (Çäåñü îáùåïðèíÿòûå â òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà âåðõíèå èíäåêñû ó
cE è ǫS îïóùåíû äëÿ êîìïàêòíîñòè äàëüíåéøèõ îáîçíà÷åíèé.)Äëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëàèìååì ñëåäóþùèå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ â ïðèáëèæåíèÿõ êâàçèýëåêòðîñòàòèêè

−∇ · σ = ρ ω2u, ∇ · D = 0. (3)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ρ(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà è ∃ρ0 > 0 : ρ(x) > ρ0.Ìàòåðèàëüíûå ìîäóëè ñðåäû â (2) êóñî÷íî-íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìèïðîèçâîäíûìè ïî x ñ îáû÷íûìè óñëîâèÿìè ñèììåòðèè (cijkl = cjikl = cklij, eikl =
eilk, ǫkl = ǫlk), ïðè÷åì äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îáúåìíîé ïëîòíîñòèâíóòðåííåé ýíåðãèèW (ε,E) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: ∀ ε = εT , E,
∃ cW > 0, 2W (ε,E) = εT · ·cE · ·ε + ET · ǫ · E > cW (εT · ·ε + ET · E).Ôîðìóëû (1)�(3) äàþò ñâÿçàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõäëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ ïå-ðåìåùåíèé u è �óíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ. Ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà (ýëåêòðîóïðóãîñòè) î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ äîëæíà âêëþ-÷àòü òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíîïîäðàçäåëèòü íà äâà òèïà: ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå.Äëÿ �îðìóëèðîâêè ìåõàíè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-ñòâóåò ðàçáèåíèå ãðàíèöû S íà äâà ïîäìíîæåñòâà Sσ è Su (S = Sσ ∪ Su).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ó÷àñòêå ãðàíèöû Sσ äåéñòâóþò òîëüêî ïîâåðõíîñòíûåíàïðÿæåíèÿ τ s

n · σ = ∇s · τ s, x ∈ Sσ, (4)ãäå ∇s � ïîâåðõíîñòíûé îïåðàòîð ãðàäèåíòà, ñâÿçàííûé ñ ïðîñòðàíñòâåííûìíàáëà-îïåðàòîðîì �îðìóëîé ∇s = ∇ − n(∂/∂r), r � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿïî íîðìàëè ê S, τ s � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé.Êàê è äëÿ ÷èñòî óïðóãîãî òåëà, ïðè ó÷åòå ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé ïðèìåì,÷òî ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ τ s ñâÿçàíû ñ ïîâåðõíîñòíûìè äå�îðìàöèÿìè εsñîîòíîøåíèåì τ s = cs · ·εs, ãäå εs = (∇su·A+A ·(∇su)T )/2, cs � òåíçîð ÷åòâåðòîãîðàíãà ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé, A = I − n ⊗ n, I � åäèíè÷íûé òåíçîð â
R3. Ïðè ýòîì ñâîéñòâà òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé cs àíàëîãè÷íûñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì òåíçîðà c, ò. å. cs � ïîëóñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííûé òåíçîð.Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ãðàíèöû Su ñ÷èòàåì æåñòêî çàêðåïëåííîé

u = 0, x ∈ Su, Su 6= ∅. (5)Äëÿ çàäàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü
S ðàçáèòà òàêæå íà äâà ïîäìíîæåñòâà: SD è Sϕ (S = SD ∪ Sϕ).Ó÷àñòêè SD íå ýëåêòðîäèðîâàíû, è íà íèõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

n · D = ∇s · ds, x ∈ SD, (6)ãäå ds = A·ǫs ·A·Es, Es = −∇sϕ, ǫs � ñèììåòðè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûéîòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ Es òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïîâåðõíîñòíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõïðîíèöàåìîñòåé.



86 Åðåìååâ Â.À., Íàñåäêèí À.Â.Ïîäìíîæåñòâî Sϕ åñòü îáúåäèíåíèå M+1 íå ãðàíè÷àùèõ äðóã ñ äðóãîì ó÷àñò-êîâ Sϕj (j ∈ JQ ∪ JV ), JQ = {1, 2, ..., m}, JV = {0, m,m + 1, ...,M}), ïîêðûòûõáåñêîíå÷íî òîíêèìè ýëåêòðîäàìè. Íà äàííûõ ó÷àñòêàõ çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ
ϕ = Φj , x ∈ Sϕj , j ∈ JQ, (7)∫

Sϕj

n · D dS +

∫

Cϕj

nC · d dC = 0, x ∈ Sϕj, Cϕj = ∂Sϕj , j ∈ JQ, (8)
ϕ = 0, x ∈ Sϕj , j ∈ JV , Sj0 6= ∅. (9)ãäå âåëè÷èíû Φj íå çàâèñÿò îò x, à nC � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè êêîíòóðó Cϕj.Ïî (7)�(9) èìååòñÿ m ðàçîìêíóòûõ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîäîâ èç Sϕj , j ∈ JQ, íà êî-òîðûõ ïîòåíöèàëû Φj èçíà÷àëüíî íå èçâåñòíû, íî ñóììàðíûé çàðÿä ðàâåí íóëþ, è

(M+1−m) êîðîòêîçàìêíóòûõ çàçåìëåííûõ ýëåêòðîäîâ èç Sϕj , j ∈ JV , ñ íóëåâûìèïîòåíöèàëàìè. Ïîãðàíè÷íûå ñëó÷àèm = 0 èm = M ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàì-êàõ ïîäõîäà (7)�(9). Â ñëó÷àå m = 0 âñå ýëåêòðîäû ÿâëÿþòñÿ êîðîòêîçàìêíóòûìè.Ïðè m = M ïîòåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, è áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü óñëîâèå (9) äëÿ îäíîãî èç ýëåêòðîäîâ, íà-ïðèìåð, äëÿ Sj0. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå ýëåêòðîäû ÿâëÿþòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíûìèïîâåðõíîñòÿìè, ò. å. ïîòåíöèàëû íà íèõ ïîñòîÿííû è íå çàâèñÿò îò x.Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå îáëàñòè Sσ, Su, SD è Sϕj èìåþò ëèïøèöåâûãðàíèöû êëàññà C1, à ýëåêòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòíûå ý��åêòû ó÷òåíû ââåäåíèåì â(6), (8) ÷ëåíîâ ñ âåêòîðîì ïîâåðõíîñòíîé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ds.Çàäà÷à (1)�(9) ÿâëÿåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ïüåçîýëåê-òðè÷åñêîãî òåëà ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé è ñîñòîèò â îïðåäåëåíèèñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé u, ϕ, äîñòàâëÿ-þùèõ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äàííîéçàäà÷è óñòàíîâèì, èñïîëüçóÿ ïîäõîäû, ïðèìåíåííûå â [3, 4℄.3. Îáîáùåííûå �îðìóëèðîâêè çàäà÷è. Îò êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê (1)�(9) çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä ñ ïîâåðõíîñòíûìèíàïðÿæåíèÿìè ïåðåéäåì ê èõ îáîáùåííûì èëè ñëàáûì ïîñòàíîâêàì.Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ïðî-ñòðàíñòâà �óíêöèé ϕ è âåêòîð-�óíêöèé u, îïðåäåëåííûõ íà V . Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç H0
ρ � ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-�óíêöèé u ∈ L2 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(v,u)H0
ρ

=
∫
V
ρvT · u dV .Íà ìíîæåñòâå �óíêöèé u ∈ C1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (5) íà Su, ââåäåìñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (v,u)H1

u
=
∫
V

(∇v)T · ·∇u dV +
∫
Sσ

(A ·∇sv)T · ·∇su ·A dS .Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âåêòîð-�óíêöèé u â íîðìå, ïîðîæäåííîé äàííûì ñêàëÿð-íûì ïðîèçâåäåíèåì, îáîçíà÷èì ÷åðåç H1
u.Íà ìíîæåñòâå �óíêöèé ϕ ∈ C1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (7) íà

Sϕj , j ∈ JV , è (9) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Φj íà Sϕj , j ∈ JQ, ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèå (χ, ϕ)H1
ϕm

=
∫
V
(∇χ)T · ∇ϕdV +

∫
SD

(∇sχ)T · ∇sϕdS. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà�óíêöèé ϕ â íîðìå, ïîðîæäåííîé äàííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, îáîçíà÷èì÷åðåç H1
ϕm, ãäå m � ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8), (9).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáîáùåííûõ ïîñòàíîâîê óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (3) ñêà-ëÿðíî íà ïðîèçâîëüíóþ âåêòîð-�óíêöèþ v ∈ H1

u, à âòîðîå óðàâíåíèå (3) � íà
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ϕm. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî Ω, èñïîëüçîâàíèÿ òåõíèêè èíòåãðè-ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷åòà (1), (2), (6)� (8), ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
c(v,u) + e(ϕ,v) = ω2ρ(v,u), −e(χ,u) + ǫ(χ, ϕ) = 0, (10)ãäå ρ(v,u) = (v,u)H0

ρ
, c(v,u) = cV (v,u) + cS(v,u), ǫ(χ, ϕ) = ǫV (χ, ϕ) + ǫS(χ, ϕ),

cV (v,u) =
∫
V

ε(v) · ·c · ·ε(u) dV , cS(v,u) =
∫
Sσ

εs(v) · ·cs · ·εs(u) dS, e(ϕ,v) =

−
∫
V

E(ϕ)·e··ε(v) dV , ǫ(χ, ϕ) =
∫
V

E(χ)·ǫ·E(ϕ) dV , ǫS(χ, ϕ) =
∫
SD

Es(χ)·ǫs·Es(ϕ) dS.Êàê ëåãêî çàìåòèòü, ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ â (10) ñâîäèòñÿ òîëüêî êäîáàâëåíèþ �îðì cS(v,u) è ǫS(χ, ϕ). Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîäà-ìè [4℄ äëÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë. Èìåííî,ðàçðåøèâ âòîðîå èç óðàâíåíèé (10) â âèäå ϕ = Amu, ãäå îïåðàòîð Am äåéñòâóåòèç H1
u â H1

ϕm, ëèíååí è îãðàíè÷åí, ñèñòåìó (10) ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê âèäó
c̃(v,u) = ω2ρ(v,u), (11)ãäå c̃(v,u) = c(v,u) + ǫ(Amv, Amu). Îòìåòèì, ÷òî �îðìà c̃ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ëåííà â H1

u, ÷òî îáóñëîâëåíî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ îáúåìíîé è ïîâåðõ-íîñòíûõ ýíåðãèé.Îïðåäåëåíèå. Ñëàáûì èëè îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(9) î ñîáñòâåí-íûõ ÷àñòîòàõ íàçîâåì òðîéêó âåëè÷èí (ω2, u ∈ H1
u, ϕ ∈ H1

ϕm), óäîâëåòâîðÿþùèõ(11) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîð-�óíêöèé v ∈ H1
u èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, (10) äëÿïðîèçâîëüíûõ v ∈ H1

u, χ ∈ H1
ϕm.4. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è. Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå [2℄�[4℄, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H1

c , ÿâëÿþùååñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà âåêòîð-�óíêöèé u ∈ C1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãëàâíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5), â íîðìå,ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (11), ýêâèâàëåíòíî H1
u, à òîãäà èç âïîëíåíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ èç H1

u â H0
ρ âûòåêàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.Òåîðåìà 4.1. Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (11) çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ ïîâåðõíîñòíûìè ý��åêòàìè èìååò âåùåñòâåííûé äèñ-êðåòíûé ñïåêòð 0 < ω2

1 6 ... 6 ω2
k 6 ...; ω2

k → ∞ ïðè k → ∞, à ñîáñòâåííûå�óíêöèè u(k) îáðàçóþò ñèñòåìó, îðòîãîíàëüíóþ è ïîëíóþ â H0
ρ è H1

c .Òåîðåìà 4.2. (Ìèíèìàêñíûé ïðèíöèï Êóðàíòà�Ôèøåðà).
ω2
k = max

w1,w2,...,wk−1∈H1
ul

[
min

v 6=0, v∈H1
ul

ρ(v,wj)=0; j=1,2,...,k−1

R(v)
]
, R(v) =

c̃(v,v)

ρ(v,v)
.5. Òåîðåìû îá èçìåíåíèÿõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñëåä-ñòâèÿ èç âàðèàöèîííûõ îïèñàíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñïîâåðõíîñòíûìè ý��åêòàìè. Ýòè ñëåäñòâèÿ ñ�îðìóëèðóåì â âèäå òåîðåì îá èç-ìåíåíèÿõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè èçìåíåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èëè ìàòåðèàëü-íûõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì áóäóò îïóùå-íû, òàê êàê ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõòåîðåì äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë, îïèñûâàåìûõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåéýëåêòðîóïðóãîñòè [4℄ è äëÿ óïðóãèõ òåë ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè [3℄.Òåîðåìà 5.1. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωk çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñ ó÷åòîì ïîâåðõ-íîñòíûõ íàïðÿæåíèé íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωfuk çàäà÷èáåç ó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, ò. å. ∀k, ω2

k > ω2
fuk.



88 Åðåìååâ Â.À., Íàñåäêèí À.Â.Òåîðåìà 5.2. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωk çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñ ó÷åòîì ïîâåðõ-íîñòíûõ çàðÿäîâ íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωfϕk çàäà÷è áåçó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ, ò. å. ∀k ω2
k 6 ω2

fϕk.Òåîðåìà 5.3. Çàìåíà êîðîòêîçàìêíóòûõ ýëåêòðîäîâ íà ñâîáîäíûå ïðèâîäèò êóâåëè÷åíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, êàê äëÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ý��åê-òîâ, òàê è äëÿ çàäà÷è áåç ó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ.Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.3 óòâåðæäàåò òàêæå, ÷òî ÷àñòîòû àíòèðåçîíàíñà íåìåíüøå ÷àñòîò ðåçîíàíñà ñ îäèíàêîâûìè ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè [4℄.Èññëåäóåì èçìåíåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè èçìåíåíèè íåêîòîðûõ ïàðàìåò-ðîâ çàäà÷è. Ýòè èçìåíåíèÿ áóäåì óêàçûâàòü ÿâíî â �îðìóëèðîâêàõ òåîðåì, à âñåâåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîäè�èöèðîâàííûì çàäà÷àì áóäåì ïîìå÷àòü çâåçäî÷-êîé. Êàê è âûøå, äëÿ èñõîäíîé è ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷ âñå íå óêàçûâàåìûå â�îðìóëèðîâêàõ òåîðåì îïðåäåëÿþùèå ïàðàìåòðû ïðåäïîëàãàþòñÿ èäåíòè÷íûìè.Òåîðåìà 5.4. Åñëè ó÷àñòêè ñ óñëîâèÿìè æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ äâóõ çàäà÷òàêîâû, ÷òî Γu ⊃ Γ∗u, òî ∀k ω2
k > ω2

∗k.Òåîðåìà 5.5. Åñëè óïðóãèå ìîäóëè, ïüåçîìîäóëè è ïëîòíîñòè äëÿ äâóõ çàäà÷òàêîâû, ÷òî c̃(v,v) > c̃∗(v,v), ρ(v,v) 6 ρ̃∗(v,v) äëÿ ∀v ∈ H1
u, òî ∀k ω2

k > ω2
∗k.Òåîðåìà 5.6. Åñëè ó÷àñòêè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà äëÿäâóõ çàäà÷ òàêîâû, ÷òî Γϕ ⊃ Γ∗ϕ, Γϕj ⊃ Γ∗ϕj ; j = 0, 1, ...,M , òî ∀k ω2

k 6 ω2
∗k.Òåîðåìà 5.7. Åñëè äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè äâóõ çàäà÷ òàêîâû, ÷òî

ǫ(χ, χ) > ǫ∗(χ, χ) äëÿ ∀χ ∈ H1
ϕm, òî ∀k ω2

k 6 ω2
∗k.Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåì 5.4�5.7 ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ çàäà÷ ñ ó÷åòîìïîâåðõíîñòíûõ ý��åêòîâ, òàê è äëÿ çàäà÷ áåç ó÷åòà ýòèõ ý��åêòîâ.Ñðàâíèâàÿ ïðèâåäåííûå òåîðåìû, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îäíîòèïíûå èçìåíå-íèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èëè æåñòêîñòíûõ õàðàê-òåðèñòèê è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîïîëîæíûì èçìå-íåíèÿì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë.Â êà÷åñòâå èëëþñòàðöèè íåêîòîðûõ èç îòìå÷åííûõ òåíäåíöèé èçìåíåíèÿ ÷à-ñòîò áûëè ïðîâåäåíû òàêæå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ðàñ÷åòû ìîäåëüíûõ çàäà÷, îïè-ñàíèå êîòîðûõ çäåñü îïóùåíî èç-çà îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà ñòàòüè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00829).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Duan H.L. Wang J., Huang Z. P. Karihaloo B. L. Size-dependent e�e
tive elasti

onstants of solids 
ontaining nano-inhomogeneities with interfa
e stress // J. Me
h.Phys. Solids. 2005. V. 53. Pp. 1574�1596.[2℄ Áåëîêîíü À.Â. Âîðîâè÷ È.È. Íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè ýëåêòðî-óïðóãèõ òåë / Àêò. ïðîáë. ìåõ. äå�îðì. ñðåä. Äíåïðîïåòðîâñê: Ä�Ó, 1979. Ñ. 53�67.[3℄ Altenba
h H., Eremeyev V.A., Lebedev L. P. On the spe
trum and sti�ness of an elasti
body with surfa
e stresses // Z. Angew. Math. Me
h. 2011. V. 91, � 9. Pp. 699�710.[4℄ Áåëîêîíü À.Â. Íàñåäêèí À.Â. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ýëåêòðî-óïðóãèõ òåë îãðàíè÷åííûõ ðàçìåðîâ // ÏÌÌ. 1996. Ò. 60, � 1. Ñ. 151�158.Eremeyev V.A., Nasedkin A.V. On the vibration of nanosize piezoele
tri
 bodieswith surfa
e e�e
ts. The spe
trum problems for piezoele
tri
 bodies with surfa
e stresses andsurfa
e ele
tri
 
harges are 
onsidered. Some fundamental properties and theorems abouteigenfrequen
ies are established.



ÓÏ�Ó�ÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ Ò�ÀÍÑÒ�ÎÏÍÎ�Î ÑËÎß,ÎÑËÀÁËÅÍÍÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÌÈ ÏÎËÎÑÒßÌÈÅðæàêîâ �.Â., Øàëäûðâàí Â.À.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ìíîãîñâÿçíîãî ñëîÿ èç íèçêîìîäóëü-íîãî òðàíñòðîïíîãî (òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî) ìàòåðèàëà. Äå�îðìàöèÿ îñóùåñòâëÿ-åòñÿ â ðåçóëüòàòå íàãðóæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïîëîñòåé íåðàâíîìåðíîé íàãðóçêîé. Ïðè ïî-ñòðîåíèè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàìå äëÿ òðàíñòðîï-íîãî ñëîÿ ñî ñâîáîäíûìè îò íàïðÿæåíèé òîðöàìè. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñ�îðìóëèðîâàííûõ äëÿ ñëîÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ.1. Ââåäåíèå. Èíòåðåñ ê òðàíñòðîïíûì ìàòåðèàëàì ðåçêî âîçðîñ â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé ìåòîäîâ è ñîçäàíèåì íîâûõìàòåðèàëîâ ñ óëó÷øåííûìè ïðî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íåêîòîðûå èç ýòèõìàòåðèàëîâ (íàïðèìåð, îäíîíàïðàâëåííûå êîìïîçèòû) äîïóñêàþò îñðåäíåíèå èõñâîéñòâ â âèäå òàê íàçûâàåìûõ ý��åêòèâíûõ òðàíñòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. �àçâèòèåìåòîäîâ è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèí èç òàêèõ ìàòåðè-àëîâ ÷àñòè÷íî îòðàæåíû â îáçîðå [1℄. Î ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè ïðîáëåìû ìîæíîñóäèòü ïî ðåçóëüòàòàì, ïðåäñòàâëåííûì â �óíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðà�èè [2℄, ïîë-íîñòüþ ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ ÍÄÑ òðàíñòðîïíûõ òåë. Â 80-å ãîäû äëÿ ðåøå-íèÿ çàäà÷ òåîðèè òîíêèõ òðàíñòðîïíûõ ïëàñòèí áûë ïðåäëîæåí àñèìïòîòè÷åñêèéìåòîä [3℄. Â ýòî æå âðåìÿ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâåííî òðåõìåðíûõ çàäà÷ áûëïðèìåíåí äðóãîé âàðèàíò, îáîáùàþùèé ìåòîä Ëóðüå-Âîðîâè÷à [4℄. Çàäà÷è òåîðèèóïðóãîñòè äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ òðàíñòðîïíûõ òåë íå ðàññìàòðèâàëèñü. Â ýòîé ðàáîòåñäåëàíà ïîïûòêà ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ê ýòîé ïðîáëåìå.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåøåíèå. �àññìîòðèì ðàâíîâåñèå ñëîÿ òîëùèíû 2Hèç òðàíñòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ïëîñêîñòü èçîòðîïèè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà ñðåäèí-íîé. �àññìîòðèì òàêèå, ó êîòîðûõ óïðóãèå ìîäóëè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
b1 =

G/Gz − νzE/Ez
1 − ν

> 0, b21 − b2 =

(
G/Gz − νzE/Ez

1 − ν

)2

− E

Ez

1 − ν2
zE/Ez

1 − ν2
< 0,òàê íàçûâàåìûå íèçêîìîäóëüíûå ìàòåðèàëû. Ñëîé îñëàáëåí öèëèíäðè÷åñêèìè ïî-ëîñòÿìè Ωj , j = 1, s, êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñîâ Rj , ìåñòîïîëîæåíèå öåíòðîâêîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà âåêòîð ~lij äðóã îò äðóãà. Îòíåñåì ðàññìàòðèâàåìîå òåëîê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü x̃Oỹ ëåæàëà â ñðåäèííîéïëîñêîñòè, îñü Ox̃ ñîâïàäàëà ñ ëèíèåé öåíòðîâ êàêèõ-ëèáî äâóõ ïîëîñòåé, à íà÷àëîêîîðäèíàò ïîìåñòèì ðàâíîóäàëåííî îò íèõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîðöû ñâîáîäíûîò íàïðÿæåíèé, à çàãðóçêà ïðîèçâîäèòñÿ íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Äëÿ óäîáñòâà,ñ öåíòðîì êàæäîé èç ïîëîñòåé äîïîëíèòåëüíî ñâÿæåì ëîêàëüíûå öèëèíäðè÷åñêèåñèñòåìû êîîðäèíàò (rj, θj , z). Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû

x = x̃/R, y = ỹ/R, z = z̃/hR è õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííî äå�îðìèðîâàííîãî



90 Åðæàêîâ �.Â., Øàëäûðâàí Â.À.ñîñòîÿíèÿ ~u(~r) = ~̃u(~r)/R, σij(~r) = σ̃ij(~r)/2G, i, j = x, y, z, ãäå h = H/R � îòíîñè-òåëüíàÿ òîëùèíà, ~u = {ux, uy, uz}, ~r = {x, y, z}.Äàííàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ Ëàìå äëÿ òðàíñòðîïíûõìàòåðèàëîâ





1

h2s2
0

∂2u

∂z2
+D2u+ µ1

∂

∂x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+
µ3

h

∂2w

∂x∂z
= 0, u ⇄ v, x ⇄ y,

µ2

h2

∂2w

∂z2
+

1

s2
0

D2w +
µ3

h

∂

∂z

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
= 0è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

σxz(x, y,±1) = σyz(x, y,±1) = σzz(x, y,±1) = 0; (1)
σrr|Ωj

= Pz2q
(j)
1 Θ

(j)
1 (θj), σrθ|Ωj

= Pz2q
(j)
2 Θ

(j)
2 (θj), σrz|Ωj

= Pz2q
(j)
3 −1Θ

(j)
3 (θj), j = 1, s.(2)Îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàìå, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâè-ÿì (1), èìåþò âèä [5℄:

u (r) =

∞∑

k=1

pk(z)
∂Φk

∂y
+

∞∑

p=1

np(z)
∂Ψp

∂x
− ∂1[F + h2µ8(1/3 − z2)D2F − Φ∗

0],

v (r) = −
∞∑

k=1

pk(z)
∂Φk

∂x
+

∞∑

p=1

np(z)
∂Ψp

∂y
− ∂2[F + h2µ8(

1

3
− z2)D2F + Φ∗

0],

w (r) =
∞∑

p=1

qp(z)Ψp (x, y) − 2hµ8z D
2F,ãäå �óíêöèè Φ è Ψ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì D2Φk(x, y) = (δk/h)

2 Φ(x, y),
D2Ψp (x, y) = (γp/h)

2 Ψ (x, y), à îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ââåäåííûìèâ ìîíîãðà�èè [5℄. Åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ñâîäÿòñÿ ê �óíêöèîíàëü-íûì ñèñòåìàì
φ(tj) + tjφ′(tj) + ψ(tj) + Λ1Ωj

(Φ0,Ψp) =
f

(j)
1,0

2
,− 8h2µ8

(δms0)
2φ

′′(tj) + Λ1Ωj
(Φm,Ψp) =

f
(j)
1,m

2
,

Λ2Ω1 (Φm,Ψp) = f
(j)
2,m,Φ0 = 0,

(
m = 1, 2, ..., j = 1, s

)
. (3)Çäåñü ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû âèäà [5℄:

Λ1Ωj
(Φm,Ψp) =

∫ sj

0

(µh (−1)m L8Ωj
Φm +Re

∞∑

p=1

[smpL0Ωj
+ nmpL9Ωj

]Ψp)Rjdσj,

Λ2Ωj
(Φm,Ψp) = −µδms0 (−1)m L2Ωj

Φm + 2Re

∞∑

p=1

rmpL1Ωj
Ψp,Φ0 = 0,
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f

(j)
1,m =

∫
sj

(P
(j)
mr + iP

(j)
mθ)Rjdσj, f

(j)
2,m =

∫
sj
P

(j)
mzRjdσj , à èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî äóãåêîíòóðà ïîëîñòè, P (j)

mi = (−1)m
∫ 1

−1
P

(j)
i cos(δms0z)dz, i = r, θ, z; tj � à��èêñ òî÷êèíà êîíòóðå.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóõ îäèíàêîâî íàãðóæåííûõ ïîëîñòåé ðàäèóñà R, ðàñïîëî-æåííûõ íà ðàññòîÿíèè 2l, è åñëè

q
(j)
1 = 1, q

(j)
2 = 1, Θ

(j)
1 (θj) = −(1 + cos 2θj), Θ

(j)
2 (θj) = sin 2θj, Θ

(j)
3 (θj) = 0,ïðàâûå ÷àñòè òàêèå: f (j)

1,0 = −2
3
, f (j)

1,m = −4(−1)m

π2m2 (σj − 1/σj) , f2,m = 0 ∀ m 6= 0,
j = 1, s.Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû φ(ζ), ψ(ζ) (ζ = x + iy) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìèíà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êðóãîâûõ îòâåðñòèé, ïîýòîìóïðåäñòàâèìû â âèäå ðÿäîâ Ëîðàíà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èìåþòìåñòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ è �èçè÷åñêàÿ ñèììåòðèè çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé
xOz è yOz, ïîýòîìó â òî÷êàõ (x, y, z) è (x,−y, z), à òàêæå (x, y, z) è (−x,−y, z)íàïðÿæåíèÿ îäèíàêîâû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû èìåòàãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè Φ, Ψ â âèäå

ϕ(ζ) =
∞∑

n=1

anσ
−n
1 +

∞∑

n=0

Anσ
n
1 , An =

∞∑

t=1

γ
(1)
nt at, γ

(1)
nt = − (−1/2l)t+n

(n+ t− 1)!

n!(t− 1)!
,

ψ(ζ) =
∞∑

n=1

bnσ
−n
1 +

∞∑

n=0

Bnσ
n
1 ,Bn =

∞∑

t=1

γ
(1)
nt bt, (4)

Ψp =

∞∑

n=0

cosnθ1{c∗npKn(γ
∗
pr1) + In(γ

∗
pr1)

∞∑

t=0

Rp
ntc

∗
tp},

Φk =
∞∑

n=0

sinnθ1{b∗nkKn(δ
∗
kr1) + In(δ

∗
kr1)

∞∑

t=1

Qk
ntb

∗
tk}, (5)à òàêæå óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3) òîëüêî íà îäíîé ïîëîñòè, äëÿîïðåäåííîñòè Ω1. Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (4), (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ïðè-ðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ ïðè îäèíàêîâûõñòåïåíÿõ σ1 ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâå-äåíû äëÿ ïëèò, ïîëîñòè êîòîðûõ óäàëåíû äðóã îò äðóãà íà äîñòàòî÷íî áîëüøîåðàññòîÿíèå òàê, ÷òî îíè ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò äðóã íà äðóãà. Òåõíè÷åñêèå ïîñòî-ÿííûå ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû: áåðèëëèé: E = 226 �Ïà,

Ez = 341 �Ïà, Gz = 166 �Ïà, ν = 0.12, νz = 0.043; InSe: E = 47.917 �Ïà,
Ez = 18 �Ïà, Gz = 12 �Ïà, ν = 0.042, νz = 0.3. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ýïþðûðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ σθθ, îòíåñåííûå ê íàãðóçêå P , îò z íà ïîâåðõíîñòè ïî-ëîñòè ïðè θ = π/2 äëÿ ñëîåâ èç áåðèëëèÿ (à) è InSe (á) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
h: 1 � h = 0.1; 2 � h = 0.5; 3 � h = 1; 4 � h = 2; 5 � h = 4.Èç ïðèâåäåííûõ ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè h íàïðÿæåíèÿ âáëèçèñðåäèííîé ïëîñêîñòè óáûâàþò, à îêîëî òîðöîâ óâåëè÷èâàþòñÿ. Ïðè ýòîì â ñëîå èçáåðèëëèÿ ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàþòñÿ íà òîðöàõ, à â ñëîå èç InSe îíè
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé σθθ îò òîëùèíû äëÿ ñëîÿ èç áåðèëëèÿ (à) è InSe (á).ñäâèãàþòñÿ îò ïëîñêèõ ãðàíåé âãëóáü è ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè, ãäå z = 0.9. Ýòîðàçëè÷èå ñâÿçàíî ñ áîëüøîé ðàçíèöåé êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà νz, êîòîðûé äëÿáåðèëëèÿ ìàë: νz = 0.043.Íà ðèñ.2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè σzz, îòíåñåííûå ê íàãðóçêå P , îòâûñîòû äëÿ òåõ æå ìàòåðèàëîâ, íîìåðà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò òåì æå çíà÷åíèÿì
h. Äëÿ òîíêèõ ñëîåâ íàïðÿæåíèÿ σzz ïî÷òè íóëåâûå ïî âñåé òîëùèíå ïëàñòèíû.Ïðè áîëüøèõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùèíàõ ýòè íàïðÿæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåí-íûìè. Êàê âèäíî, äèàïàçîí èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé σzz çàâèñèò îò êîý��èöèåíòàÏóàññîíà νz. Òàê, â ñëîå èç áåðèëëèÿ ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ïðè-áëèçèòåëüíî 0.17, à â ñëîå èç InSe � 0.55.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé σzz îò òîëùèíû äëÿ ñëîÿ èç áåðèëëèÿ (à) è InSe (á).Â òàáë. 1 äëÿ òåõ æå ìàòåðèàëîâ ïîìåùåíû çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé σθθ íà ïî-ëîñòè ïðè θ = π/2 ïðè ðàâíîìåðíîé ïî âûñîòå íàãðóçêå ñ òîé æå óãëîâîé çàâèñè-ìîñòüþ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïðèâåäåííûå äàííûå, à òàêæå äàííûå äëÿðÿäà äðóãèõ ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû, ïîçâîëÿþò ñäåëàòüâûâîä, ÷òî äèàïàçîí èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé ñòàíîâèòñÿ òåì øèðå, ÷åì áîëüøåêîý��èöèåíò Ïóàññîíà νz.



Óïð. ñîñò. òðàíñòðîï. ñëîÿ, îñëàáë. öèë. ïîëîñòÿìè 93Áåðèëëèé InSez/h 0.1 0.5 1 2 4 0.1 0.5 1 2 40 4.00 4.01 4.02 4.01 4.01 4.05 4.48 4.66 4.47 4.180.2 4.00 4.01 4.02 4.01 4.01 4.04 4.45 4.64 4.47 4.190.4 4.00 4.01 4.01 4.01 4.01 4.03 4.36 4.56 4.48 4.240.6 4.00 4.00 4.01 4.01 4.01 4.01 4.18 4.38 4.44 4.320.8 4.00 3.99 3.99 3.99 4.00 3.98 3.88 3.95 4.15 4.311 4.00 3.97 3.94 3.91 3.90 3.95 3.38 2.87 2.54 2.44Òàáëèöà 1. Íàïðÿæåíèé σθθ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè ïðè θ = π/2 ïðè ðàâíîìåðíîé ïîâûñîòå íàãðóçêå â ñëîÿõ èç áåðèëëèÿ è InSe.Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ êîíòðîëèðîâàëàñü ïðîâåðêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõ-íîñòè ïîëîñòè è íà òîðöàõ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ íàïðÿæåíèÿèìåëè ïîðÿäîê 10−4 (äëÿ σrr ïðè z = 1), ïðè ýòîì äëÿ ìàëûõ h â ñèñòåìå ñîõðàíÿ-ëîñü 50 íåèçâåñòíûõ, äëÿ áîëüøèõ h ñèñòåìà áûëà áîëüøå, íàïðèìåð, ïðè h = 4îñòàâëÿëîñü 400 íåèçâåñòíûõ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øàëäûðâàí Â.À.Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è ïðîáëåìû òåîðèè ïëàñòèí (îáçîð) // Ïðè-êëàäíàÿ ìåõàíèêà. 2007. Ò. 43 � 2. Ñ. 45�69.[2℄ Ding H. Chen W. Zhang L. Elasti
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÝÂÎËÞÖÈÈ Ñ�ÓÑÒÊÀ Ê�ÎÂÈ Â ÑÎÑÓÄÅÆóêîâ Ì.Þ., Æóêîâà Í.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó×èñëåííî ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èññëåäîâàíà çàäà÷à î òå÷åíèèâ äëèííîì êàíàëå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ñèëüíî íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì âÿç-êîñòè. �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò ñëóæèòü ãðóáîé ìîäåëüþ ïîâåäåíèÿ òðîìáîâ èñãóñòêîâ êðîâè â ñîñóäàõ (âåíàõ, àðòåðèÿõ). Ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëèçîâàííûé ñãóñòîê â ïðî-öåññå ïåðåíîñà òå÷åíèåì æèäêîñòè ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò ñâîþ ïåðâîíà÷àëüíóþ �îðìó.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòóâåëè÷åíèþ âÿçêîñòè æèäêîñòè âíóòðè ñãóñòêà êðîâè â 2�9 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêî-ñòüþ âíå ñãóñòêà.1. Ââåäåíèå. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷èî òå÷åíèè â äëèííîì êàíàëå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ñèëüíî íåîäíîðîäíûì ðàñ-ïðåäåëåíèåì âÿçêîñòè. �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò ñëóæèòü ãðóáîé ìîäåëüþïîâåäåíèÿ òðîìáîâ è ñãóñòêîâ êðîâè â ñîñóäàõ (âåíàõ, àðòåðèÿõ). Íàïîìíèì, ÷òîòðîìáîîáðàçîâàíèåì (òðîìáîçîì) íàçûâàåòñÿ ïðèñòåíî÷íîå îáðàçîâàíèå â ñîñó-äàõ ïëîòíîãî, ñòðóêòóðíî óïîðÿäî÷åííîãî êîíãëîìåðàòà (òðîìáà) èç �îðìåííûõýëåìåíòîâ êðîâè è ñòàáèëèçèðîâàííîãî íåðàñòâîðèìîãî áåëêà �èáðèíà. Ïðîöåññòðîìáîîáðàçîâàíèÿ âåñüìà ñëîæåí è óñëîâíî ìîæåò áûòü ðàçáèò íà ÷åòûðå ñòàäèè:àããëþòèíàöèþ (ñêëåèâàíèå è âûïàäåíèå â îñàäîê) òðîìáîöèòîâ, êîàãóëÿöèþ �èá-ðèíîãåíà è îáðàçîâàíèå �èáðèíîâîãî ïîëèìåðíîãî ñãóñòêà, àããëþòèíàöèþ ýðèòðî-öèòîâ, ïðåöèïèòàöèþ � îñàæäåíèå íà ñãóñòîê âñåõ îñíîâíûõ áåëêîâ ïëàçìû. Ìåõà-íèçì ñâåðòûâàíèÿ êðîâè, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ïàòàëîãèè, êàê ïðàâèëî, çàïóñêà-åòñÿ ïðè ìåõàíè÷åñêîì ïîâðåæäåíèè ñòåíêè ñîñóäà, êîòîðîå ïðèâîäèò ê àêòèâàöèèòðîìáîöèòîâ è ðàçâèâàåòñÿ ïî óêàçàííûì ñòàäèÿì. Ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ, íàèáîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ êîàãóëÿöèè �èáðèíîãåíà ñ ïîñëåäóþùèì îá-ðàçîâàíèåì �èáðèíîâîãî ïîëèìåðíîãî ñãóñòêà (ñòðóêòóðíîé îñíîâû òðîìáà), ÷òîïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ âÿçêîñòè êðîâè (óìåíüøåíèþ òåêó÷åñòè).Òå÷åíèå êðîâè ìîæåò ñðûâàòü òðîìá, îáðàçóþùèéñÿ ó ñòåíêè ñîñóäà, è ïåðåíîñèòüåãî âäîëü ñîñóäà, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàêóïîðèâàíèþ ñîñóäà.Â äàííîé ðàáîòå ìîäåëèðóåòñÿ ëèøü çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîöåññà � ¾îò-ðûâ¿ ñãóñòêà êðîâè îò ñòåíêè è ïåðåíîñ åãî òå÷åíèåì êðîâè. Ñëåäóåò çàìåòèòü,÷òî ðàçëè÷íûå ñòàäèè ïðîöåññà ñâåðòûâàíèÿ êðîâè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ïîõàðàêòåðíûì âðåìåíàì ïðîòåêàíèÿ. Ñòàäèè àããëþòèíàöèè è êîàãóëÿöèè ïðîòåêà-þò äîñòàòî÷íî áûñòðî (äîëè ñåêóíäû), à ïðîöåññ ïåðåíîñà ñãóñòêà êðîâè èìååòñðàâíèòåëüíî áîëüøîå õàðàêòåðíîå âðåìÿ (äåñÿòêè ñåêóíä). Âûøåñêàçàííîå ÷à-ñòè÷íî îïðàâäûâàåò ðàçäåëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ è äåëàåò âîçìîæíûìâ ãðóáîì ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ïåðåíîñà ñãóñòêà êðîâè êàê ïåðå-íîñ íåêîòîðîé ïàññèâíîé ïðèìåñè ïîòîêîì æèäêîñòè. Íàëè÷èå ñãóñòêà â æèäêîéêðîâè âîçìîæíî ó÷èòûâàòü âëèÿíèåì âåëè÷èíû êîöåíòðàöèè ñãóñòêà íà âÿçêîñòüæèäêîñòè â öåëîì èëè ïðîñòî ñèëüíûì ëîêàëüíûì èçìåíåíèåì âÿçêîñòè.



Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ñãóñòêà êðîâè â ñîñóäå 95Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþóðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, âÿçêîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò êîíöåí-òðàöèè �èáðèíà. Õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, ïðèâîäÿùèå ê ñâåðòûâàíèþ êðîâè ñ÷èòà-þòñÿ ðàññìîòðåííûìè íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ ìîäåëèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî èìåí-íî ñõåìû ðåàêöèé è êîíñòàíòû ñêîðîñòè ðåàêöèé, â êîíå÷íîì èòîãå, îïðåäåëÿþòõàðàêòåð çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò âåëè÷èíû êîíöåíòðàöèè �èáðèíà. Â äàííîéðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ïðîöåññà ýâîëþöèèñèëüíîé ïåðâîíà÷àëüíîé ëîêàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè âÿçêîñòè æèäêîñòè. Ýòà íåîä-íîðîäíîñòü è ìîäåëèðóåò ñãóñòîê êðîâè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðóþ îáëàñòü D ïðî-òåêàåò íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü (êðîâü), âÿçêîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò âåëè÷èíûêîíöåíòðàöèè ïðèìåñè (�èáðèí). Ïðèìåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ ¾âìîðîæåííîé¿ â æèä-êîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå æèäêîñòè è ïðèìåñè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-íåíèé â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
vt + v · ∇v = −∇p + µ(c)∆v, div v = 0, (1)

ct + v · ∇c = 0,ãäå v = (u, w) � ñêîðîñòü æèäêîñòè â öåëîì, p � äàâëåíèå, c � êîíöåíòðàöèÿïðèìåñè, µ(c) � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, çàâèñÿùèé îò êîíöåí-òðàöèè. Áîëåå ïðèâû÷íîå äëÿ ãèäðîäèíàìèêè ÷èñëî Re ñâÿçàíî ñ µ èçâåñòíûìñîîòíîøåíèåì: Re = µ−1.Ñ÷èòàåì, ÷òî îáëàñòü D äâóõìåðíàÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèííûé êàíàë,èìåþùèé âõîäíîå îòâåðñòèå Γin è âûõîäíîå îòâåðñòèå Γout, à îñòàëüíàÿ ãðàíèöàîáëàñòè ∂D \ (Γin ∪ Γout) ÿâëÿåòñÿ òâåðäîé ñòåíêîé. Ïîä äëèííûì êàíàëîì ïîä-ðàçóìåâàåòñÿ îáëàñòü, õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðîé â îäíîì èç íàïðàâëåíèé, äëÿîïðåäåëåííîñòè x, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò õàðàêòåðíûé ðàçìåð â íàïðàâëåíèè
y. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî â îáëàñòè D ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèèïðèìåñè (c = 
onst) óñòàíàâëèâàåòñÿ íåêîòîðûé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì òå÷åíèÿñ èçâåñòíûì ïðî�èëåì ñêîðîñòè v0(x, y). Åñëè êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â íåêîòî-ðûé ìîìåíò âðåìåíè ñèëüíî èçìåíÿåòñÿ ëîêàëüíî â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè
(x0, y0) (îáðàçîâàíèå òðîìáà) è òî÷êà (x0, y0) äîñòàòî÷íî äàëåêî óäàëåíà îò ãðà-íèö Γin, Γout, òî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ãðàíèöàõ Γin, Γoutñîõðàíÿåòñÿ ïðî�èëü ñêîðîñòè v0(x, y). Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü ñëåäóþùèå êðàåâûåè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè

v
∣∣
∂D\(Γin∪Γout)= 0, v

∣∣
Γin,Γout= v0

∣∣
Γin,Γout, (2)

v
∣∣
t=0

= v0(x, y). (3)Äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè ìîæíî êîððåêòèðîâàòü ïðî�èëü ñêîðîñòè íà ãðàíèöå
Γout, èñïîëüçóÿ óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ðàñõîäà æèäêîñòè ïðè ïðîòåêàíèè ÷åðåç êàíàë.Àëüòåðíàòèâíûå êðàåâûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ñëåäóþùèìè
v
∣∣
∂D\(Γin∪Γout)= 0, v

∣∣
Γin= v0

∣∣
Γin, dv

dt

∣∣∣∣
Γout = 0, p

∣∣
Γout= p0,

d

dt
=

∂

∂t
+ v · ∇, (4)ãäå p0 � èçâåñòíàÿ êîíñòàíòà.



96 Æóêîâ Ì.Þ., Æóêîâà Í.Ì.Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåñè íå òðåáóþòñÿ, è ñëåäóåò çàäàâàòü ëèøü íà÷àëü-íîå ðàñïðåäåëåíèå c0(x, y)
c
∣∣
t=0

= c0(x, y). (5)Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî çàìåíèòü óðàâíåíèÿìè
vt + v · ∇v = −∇p+ µ∆v, div v = 0, (6)

µt + v · ∇µ = 0 (7)è âìåñòî (5) çàäàâàòü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âÿçêîñòè µ0(x, u)

µ
∣∣
t=0

= µ0(x, y). (8)Äàëåå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âÿçêîñòè èñïîëüçóåì ðàñïðåäåëå-íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êðóãîâîìó ¾ïÿòíó¿ ðàäèóñà r0 ñ öåíòðîì (x0, y0)

µ0(x, y) = µ0
{

1 + 0,5K
(
1 + th

(
−β((x− x0)

2 + (y − y0)
2 − r2

0)
))}

,ãäå µ0, K, β � èçâåñòíûå ïàðàìåòðû.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè ïÿòíà âÿçêîñòü æèäêîñòè µ ≈ µ0, à âíå ïÿòíà âÿç-êîñòü � µ ≈ µ0(1 +K). Ïàðàìåòð β > 0 çàäàåò ñãëàæèâàíèå ãðàíèö ïÿòíà.Êîíñòàíòà K ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç óñëîâèÿ ¾ìãíîâåííîñòè¿ õèìè÷åñêèõðåàêöèé (ñì., íàïðèìåð, [3℄) äëÿ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Íàïðèìåð, ïðå-âðàùåíèå �èáðèíîãåíà â �èáðèí ñ îáðàçîâàíèåì ïîëèìåðíîãî ñãóñòêà îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ ïîä âëèÿíèåì âûñîêîñïåöè�è÷íîãî ïðîòåîëèòè÷åñêîãî �åðìåíòà òðîìáèíàè ïåðåõîä �èáðèíîãåíà â �èáðèí ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄):
(Aα,Bβ, γ)2

Òðîìáèí→ (α, β, γ)2 + 2(A) + 2(B), n(α, β, γ)2⇋ [(α, β, γ)2]n,

[(α, β, γ)2]n→ Ñåòü �èáðèíà.Çäåñü (Aα,Bβ, γ)2 � êîíöåâûå ïîëèïåïòèäíûå öåïè ìîëåêóëû �èáðèíîãåíà, Aè B � ìîëåêóëû �èáðèíîïåïòèäîâ, (α, β, γ)2 � �èáðèí-ìîíîìåð, [(α, β, γ)2]n ��èáðèí-ïîëèìåð.�ðóáàÿ îöåíêà äàåò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà K â èíòåðâàëå îò 1 äî 10.3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Óðàâíåíèÿ (6), (7) ñ êðàåâûìè è íà÷àëü-íûìè óñëîâèÿìè (2), (3), (8), ëèáî (4), (3), (8) ðåøàëèñü ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðèìåíÿëñÿ ïàêåò FreeFem++ (ñì.,íàïðèìåð, [4℄). Äëÿ ýòîãî ñèñòåìà ïðèâîäèëàñü ê âàðèàöèîííîé �îðìå è èñïîëü-çîâàëàñü íåÿâíàÿ ñõåìà àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè-÷åñêîé ÷àñòè çàäà÷è, òî åñòü óðàâíåíèé (6) ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïðîåêöèé ×îðèíà,à äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê è âñòðîåííûåâîçìîæíîñòè ïàêåòà FreeFem++.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â øèðîêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåä-ñòàâëåíà ëèøü ÷àñòü ýòèõ ðàñ÷åòîâ äëÿ îáëàñòè D â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà äëèíîé
10,0 è øèðèíîé 1,5, ñ ¾óñòóïîì¿ äëèíîé 2,0 è øèðèíîé 0,5 (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 1).



Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ñãóñòêà êðîâè â ñîñóäå 97Âûáîð òàêîé îáëàñòè ïðîäèêòîâàí æåëàíèåì ó÷åñòü ìåõàíè÷åñêîå ïîâðåæäåíèåñòåíêè êðîâåíîñíîãî ñîñóäà. Âåëè÷èíà âÿçêîñòè âíå ñãóñòêà êðîâè µ0 = 0,0025.Ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âÿçêîñòü âíóòðè ñãóñòêà K = 8. Øàã ïî âðåìåíèâûáèðàëñÿ ðàâíûì µ0 = 0,005. Ïðî�èëè ñêîðîñòè íà âõîäíîì è âûõîäíîì ó÷àñò-êàõ êàíàëà äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé (2) âûáèðàëèñü ñëåäóþùèìè (òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ)
Γin : u = 4y(1 − y), w = 0,

Γout : u = 8/3(y + 0,5)(1 − y), w = 0.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñãóñòêà êðîâè, ïåðâîíà÷àëüíî ëîêàëèçîâàííîãî â êðó-ãå ñ öåíòðîì x0 = 1,0, y0 = 0,4 ðàäèóñà r0 ≈ 0,316 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, íàêîòîðîì ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ðàñïðåäåëåíèå âÿçêîñòè æèäêîñòè µ â ðàçëè÷íûåìîìåíòû âðåìåíè.

�èñ. 1. Ýâîëþöèÿ ñãóñòêà êðîâè. Èçîëèíèè âÿçêîñòè æèäêîñòè µ(x, t) â ìîìåíòû âðåìåíè
t = 0; 2,0; 3,0; 4,0; 5,0; 7,0.Õîðîøî âèäíî, ÷òî òå÷åíèå êðîâè ñóùåñòâåííî èñêàæàåò ïåðâîíà÷àëüíóþ �îð-ìó ñãóñòêà êðîâè, ïåðåíîñÿ åãî âäîëü êàíàëà (êðîâåíîñíîãî ñîñóäà). Áîëåå òîãî,



98 Æóêîâ Ì.Þ., Æóêîâà Í.Ì.íàëè÷èå çàñòîéíîé çîíû çà óñòóïîì (ñì. ðèñ. 2, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà �óíêöèÿòîêà äëÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè) ïðèâîäèò ê ÷àñòè÷íîìó ñêîïëåíèþ ñãóñòêà â çàñòîé-íîé çîíå. Ïðè t > 10, ïðîèñõîäèò ¾ðà
ïàä¿ ñãóñòêà íà îòäåëüíûå îáëàñòè.Âû÷èñëåíèÿ äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðè èíîì íà÷àëü-íîì ðàñïîëîæåíèè ñãóñòêà äåìîíñòðèðóþò òàêóþ æå êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ýâî-ëþöèè � èñêàæåíèå ïåðâîíà÷àëüíîé �îðìû è äàëüíåéøèé ðàñïàä ñãóñòêà êðîâèïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà K îò 2 äî 9.
�èñ. 2. Èçîëèíèè �óíêöèè òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t = 7,0.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿè íàóêè �Ô â ðàìêàõ �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêòû14.740.11.0877, 14.A18.21.0873 è ãðàíòîâ �ÔÔÈ 10-05-00646, 10-01-00452.
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�ÀÑ×ÅÒ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ �ÅÆÈÌÎÂ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ�ÝËÅß�ÁÅÍÀ�À�ÊÀ�ÌÀÍÀÆóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÌåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Íüþòîíà ðàññ÷èòàíû ñòàöèî-íàðíûå ðåæèìû òå÷åíèÿ æèäêîñòè äëÿ êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà â öèëèíäðåñ íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè è âðàùàþùèìèñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îñíîâàíèÿ-ìè, íà êîòîðûõ çàäàíà ðàçíîñòü òåìïåðàòóð. Ïîñòðîåíà áè�óðêàöèîííàÿ êðèâàÿ ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ ðåæèìîâ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà �ýëåÿ. Èñïîëü-çîâàííûé ìåòîä ïîçâîëèë îáíàðóæèâàòü êàê ñèììåòðè÷íûå, òàê è íåñèììåòðè÷íûå ñòà-öèîíàðíûå ðåæèìû.Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1℄ ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà èñ-ñëåäîâàíà çàäà÷à î êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà â öèëèíäðå ñ îòíîøåíèåìâûñîòû ê ðàäèóñó, ðàâíûì åäèíèöå, äëÿ ÷èñëà Ïðàíäòëÿ Pr = 1 è ÷èñåë �ýëåÿ è�åéíîëüäñà â èíòåðâàëàõ 0 6 Ra 6 30000, 0 6 Re 6 120. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòà-öèîíàðíûõ (è äðóãèõ) ðåæèìîâ êîíâåêöèè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ïîâðåìåíè, ÷òî êðàéíå òðóäîåìêî è íå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü íåóñòîé÷èâûå ñòàöè-îíàðíûå ðåæèìû, êîòîðûå, íàïðèìåð, òðåáóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõçàäà÷ òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è �ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Íüþòîíà, ïîçâîëÿþùèé ý��åê-òèâíî ðàññ÷èòûâàòü ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, êàê óñòîé÷èâûå, òàê è íåóñòîé÷èâûå.Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ìåòîä ïîçâîëèë ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü èíòåðâàë èçìåíåíèÿ÷èñëà �ýëåÿ ñ 30 äî 300 òûñÿ÷.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîíâåêöèþ �ýëåÿ�Áåíà-ðà�Êàðìàíà â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé öèëèíäð, âäîëü îñèêîòîðîãî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè, â ïðåäïîëîæåíèè ñòàöèîíàðíîñòè è âðàùàòåëü-íîé ñèììåòðèè, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä:
v · ∇v − v2

r
kr +

uv

r
kϕ = −∇p− 1

Re
rot rot v +

Ra

Pr Re2 θkz, div v = 0, (1)
−v · kz + v · ∇θ =

1

Pr Re
∆θ, ∆ =

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

∂2

∂z2
, ∇ = kr

∂

∂r
+ kz

∂

∂z
.Íà âåðõíåé è íèæíåé êðûøêàõ öèëèíäðà, êîòîðûå âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ïîâåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω (Ω = 1),çàäàíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ è òåìïåðàòóðà, à íà áîêîâûõ ñòåíêàõ öèëèíäðà �óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ è îòñóòñòâèÿ ïîòîêà òåïëà

u = w = 0, v = ∓Ωr, θ = 0, z = ∓h; (2)
u = wr = 0, v = 0, θr = 0, r = 0; u = w = 0, v = 0, θr = 0, r = R.



100 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Çäåñü v = (u, v, w) � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, θ � îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñíîéòåìïåðàòóðû T (0) = T0(0,5 − z), T0 � òåìïåðàòóðà íèæíåé êðûøêè, òåìïåðàòóðà
T = T (0) +θ, kr, kϕ, kz � îðòû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, R, h � ðàäèóñè ïîëóâûñîòà öèëèíäðà; ÷èñëà �åéíîëüäñà Re, Ïðàíäòëÿ Pr è �ýëåÿ Ra çàäàíûñîîòíîøåíèÿìè Re =

Ω∗R
2
∗

µ∗
, Ra =

g∗β∗T∗R
3
∗

δ∗µ∗
, Pr =

µ∗
δ∗
,ãäå çâåçäî÷êîé îòìå÷åíû ðàçìåðíûå âåëè÷èíû, g∗ � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, Ω∗,

R∗, T∗ � âåëè÷èíû óãëîâîé ñêîðîñòè, ðàäèóñà è ðàçíîñòè òåìïåðàòóð.Ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíûìè è áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè èìååò âèä
{
v, p, T , r, z

}
=
{
R∗Ω∗v, R

2
∗Ω

2
∗ρ∗p, T∗T, R∗r, R∗z

}
, h∗ = hR∗,ãäå R∗ � ðàäèóñ öèëèíäðà, h∗ � ïîëóâûñîòà öèëèíäðà, ρ∗ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (1), (2)èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â �îðìå, êîòîðàÿ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà. Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ (1) ñîîòâåòñòâåííî íà V = (U, V,W ),

P , Θ, ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (2) ïîëó÷èì âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó çàäà÷è
F (u, v, w, p, θ) ≡ I1 + I2 + I3 = 0, (3)ãäå

I1 =

∫

D

(
−r(v · ∇v) · V + v2U − uvV

)
dr dz, I2 =

∫

D

r (−P div v −∇p · V + wΘ)dr dz,

I3 =

∫

D

(
1

Re

(
−r∇v · ∇V − uU + vV

r

)
− 1

Re
r∇θ · ∇Θ +

Ra

Pr Re2 rθW

)
dr dz.Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå, ïîëó÷èì

DF (u, v, w, p, θ)(δu, δv, δw, δp, δθ) ≡ DI1 +DI2 +DI3, (4)
DI1 =

∫

D

(−r(δv · ∇v + v · ∇δv) · V + 2vδV U − (δuv + uδv)V ) dr dz,

DI2 =

∫

D

r (−P div δv −∇δp · V + δwΘ) dr dz,

DI3 =

∫

D

(
1

Re

(
−r∇δv · ∇V − δuU + δvV

r

)
− 1

Re
r∇δθ · ∇Θ +

Ra

Pr Re2 rδθW

)
dr dz.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà

DF (vk, pk, θk)(δv, δp, δθ) = F (vk, pk, θk), (v, p, θ)k+1 = (v, p, θ)k − (δv, δp, δθ).Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (3) íå èñïîëüçîâàëñÿ ñòàáèëèçè-ðóþùèé ÷ëåí âèäà pP è íå îñóùåñòâëÿëîñü ïðåîáðàçîâàíèå ÷ëåíà P div v â ∇P ·vïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.



�àñ÷åò ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà 101Äëÿ âèçóàëèçàöèè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü �óíêöèÿ òîêà ψ = rΨ, ãäå
∆Ψ − 1

r2
Ψ = uz − wr, Ψ

∣∣
∂D

= 0.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. �åøåíèå çàäà÷è (3) îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ïîìîùèïàêåòà FreeFem++ [2℄ äëÿ ïàðàìåòðîâ Re = 90, Pr = 1 è 0 < Ra 6 300000,
h = 0,5, R = 1. Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) îáëàäàåò çåðêàëüíîé ñèì-ìåòðèåé (u, v, w, p, θ)(r, z) = (u, v,−w, p,−θ)(r,−z) è âîçìîæíà áè�óðêàöèÿ ïîòåðèçåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðè ðàñ÷åòàõ ñèììåòðèþ îò-íîñèòåëüíî z = 0 ïðèìåíÿëàñü êâàäðàòíàÿ ñåòêà 30 × 30, â êîòîðîé êàæäûé èçêâàäðàòîâ äåëèëñÿ íà äâà òðåóãîëüíèêà (Union Ja
k ñåòêà, ñì., íàïðèìåð, [2℄).Èñïîëüçîâàíèå ìåíåå êðóïíûõ ñåòîê 50 × 50 è 100 × 100 ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿ-åò íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ôóíêöèè v, θ àïïðîêñèìèðîâàëèñü êâàäðàòè÷íûìèêîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, à �óíêöèÿ p � ëèíåéíûìè. Íåñèììåòðè÷íîñòü ðåøåíèÿîòíîñèòåëüíî z = 0 õàðàêòåðèçîâàëàñü ïàðàìåòðîì S

S =

∫

D+

Ψ dr dz

/∫

D−

Ψ dr dz, D± = {0 6 r 6 R, 0 6 z 6 ±h}.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. Ñèììåòðè÷íûì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò
S = −1. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(r, z) äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé Ra ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2.
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S

�èñ. 1. Êîý��èöèåíò íåñèììåòðè÷íîñòè ðåøåíèÿ S = S(Ra).Òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ êîíòðîëèðîâàëàñü ïðè ïîìîùè íîðìû
‖(v, p, θ)‖2 =

∫

D

r
(
v2 + θ2 + (∇p)2

)
dr dz.



102 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Çäåñü èñïîëüçîâàí ∇p, à íå p ââèäó òîãî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ ïðèñóòñòâóåò ëèøü
∇p è äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòüðàñ÷åòîâ íå ïðåâûøàëà 10−9.

�èñ. 2. Èçîëèíèè �óíêöèè òîêà ψ = ψ(r, z) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Ra.Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé ñöåíàðèé. Âñå ïàðàìåòðûñ÷èòàëèñü �èêñèðîâàííûìè çà èñêëþ÷åíèåì Ra, êîòîðûé èçìåíÿëñÿ ñ øàãîì 100îò 0 äî 300000. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ìåòîäå Íüþòîíà âûáèðà-ëîñü ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è, ò. å. â (3) ïîëàãàëîñü I1 = 0. Äëÿ ïîèñêà çåðêàëüíî



�àñ÷åò ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà 103íåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èñêàæàëîñü ïðè ïîìîùè ñèì-ìåòðè÷íîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè v, ëîêàëèçî-âàííîãî â ïÿòíå ìàëîãî ðàäèóñà, ðàñïîëîæåííîãî â íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êåîáëàñòè. Ýòî ïîçâîëèëî íàéòè êàê ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ (óñòîé÷èâûå è íåóñòîé-÷èâûå), òàê è íåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ (óñòîé÷èâûå). Â ÷àñòíîñòè, óñòîé÷èâûåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ íå ðàçðóøàëèñü äàæå ïðè íåñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèÿõ.Íà ðèñ. 1 èíòåðâàëó 0 < Ra < 8500 ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûå ñèììåòðè÷íûåðåøåíèÿ, ïîäîáíûå ïðèâåäåííîìó íà ðèñ. 2 äëÿ Ra = 8500. Ïðè Ra = 8600 ñèì-ìåòðè÷íîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è âîçíèêàþò äâà çåðêàëüíîíåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèÿ, ñì. ðèñ. 2 ïðè Ra = 8600 è Ra = 9000. ×èñëî Ra ≈ 8565ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì ÷èñëîì ïåðâîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è õîðîøî ñîãëàñóåòñÿñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [1℄. Ïðè Ra = 63900 ñóùåñòâóåò êàê íåóñòîé÷èâîå ñèì-ìåòðè÷íîå ðåøåíèå, òàê è ïàðà çåðêàëüíî íåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé. Îñîáåííîèíòåðåñíà îáëàñòü 64000 < Ra < 68000, â êîòîðîé îò÷åòëèâî ìîæíî ïðîñëåäèòüêîëåáàòåëüíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 2) ïðè Ra = 67500 è Ra = 67600.Â èíòåðâàëå ñ Ra ≈ 67600 äî Ra ≈ 165000 ñóùåñòâóåò êàê íåóñòîé÷èâûåñèììåòðè÷íûå, òàê è íåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ Ra ≈ 165000 äî
Ra ≈ 300000 íåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé îáíàðóæèòü íå óäàëîñü, ñì. ðèñ. 2. Èí-òåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðà ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé íà óêàçàííîì èíòåð-âàëå òåì íå ìåíåå ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèÿ, ÷òî îñîáåííî çàìåòíî â îêðåñòíîñòè
Ra ≈ 284800.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿè íàóêè �Ô â ðàìêàõ �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêòû14.740.11.0877, 14.A18.21.0873 è ãðàíòîâ �ÔÔÈ 10-05-00646, 10-01-00452.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Bordja L. at all. In�uen
e of 
ounter-rotating von Karman �ow on 
ylindri
al Rayleigh-Benard 
onve
tion // Phys. Rev. E 81, 036322-1�16 (2010).[2℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ í/Ä: Èçä.ÞÔÓ, 2008. 256 ñ.Zhukov M.Yu., Shiryaeva E.V. Cal
ulation of stationary modes for the Rayleigh�Benard�Karman 
onve
tion. The method of �nite elements and Newton's method are used for
al
ulation of stationary modes of the Rayleigh�Benard�Karman 
onve
tion problem in thin
ylinder whose upper and lower boundary disks are maintained at di�erent temperature androtate at equal and opposite angular velo
ities. The bifur
ation 
urve of re�e
tion-symmetri
stability/instability depending on Rayleigh number is presented. The using method allowedto �nd both symmetri
, and asymmetri
al stationary modes.



ÈÍÄÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏËÎÑÊÎÉ ÌÅÌÁ�ÀÍÛÇâîíèêîâà Î.Þ., Êîëåñíèêîâ À.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òîíêîñòåííîé âûñîêî-ýëàñòè÷íîé ìåìáðàíû è àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà. Â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷àñâîäèòñÿ ê íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðèñòðåëêè.Äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à ïîñòðîåíà �îðìà äå�îðìèðîâàí-íîé ìåìáðàíû, ðàñïðåäåëåíèå óñèëèé è êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåò-ðîâ íàãðóæåíèÿ.Ââåäåíèå. Âûñîêîýëàñòè÷íûå òîíêèå ìåìáðàíû íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå âðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè, ñòðîèòåëüñòâà, ìåäèöèíû, áèîëîãèè. Óëüòðàòîíêóþðåçèíîâóþ ìåìáðàíó, íàïðèìåð, èñïîëüçóþò â ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòå-ìàõ (ÌÝÌÑ) äëÿ ñîçäàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðèáîðîâ è ñè-ëîâûõ ýëåìåíòîâ ðåãóëÿòîðîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñïåöè�è÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìåì-áðàí � ìàëîé æ¼ñòêîñòüþ, áîëüøèìè îáðàòèìûìè äå�îðìàöèÿìè è ãåðìåòè÷-íîñòüþ. Èññëåäîâàíèþ ðàâíîâåñèÿ òîíêîé êðóãëîé ãèïåðóïðóãîé ìåìáðàíû ïîääåéñòâèåì æ¼ñòêîãî øòàìïà ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1�3℄.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïëîñêîé êðóãëîé ìåì-áðàíû, çàêðåïëåííîé ïî êðàþ, ïîä äåéñòâèåì ñ�åðè÷åñêîãî àáñîëþòíî ãëàäêîãîòâ¼ðäîãî øòàìïà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äå�îðìàöèÿ ìåìáðàíû îñåñèììåòðè÷íàÿ.Òîëùèíà ìåìáðàíû ìàëà, ìàòåðèàë, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíà ìåìáðàíà, ñ÷èòàåìèçîòðîïíûì, âûñîêîýëàñòè÷íûì, íåñæèìàåìûì. Èçãèáíîé æ¼ñòêîñòüþ ìåìáðàíûáóäåì ïðåíåáðåãàòü. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ�îðìóëèðóåì â ðàìêàõ òî÷íîé íåëè-íåéíîé òåîðèè áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê òèïà Êèðãî�à-Ëÿâà.Ñ ïîìîùüþ ïîëóîáðàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à ñòàòèêè îáîëî÷-êè ñâåäåíà ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé. Êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ïðèñòðåëêè, íàêàæäîì øàãå êîòîðîãî ñèñòåìà èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì �óíãå�Êóòòà.Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ìàòåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à. Ïî-ñòðîåíû �îðìû äå�îðìèðóåìîé îáîëî÷êè è ðàñïðåäåëåíèå óñèëèé äëÿ ðàçëè÷íûõâåëè÷èí íàãðóçîê. Ïîëó÷åíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ïðîãèáà ìåìáðàíû îò äåéñòâó-þùåé ñèëû. Äàíî ñðàâíåíèå íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ ìåìáðàíû âçàâèñèìîñòè îò �îðìû øòàìïà è åãî ðàäèóñà.1. Ôîðìóëèðîâêà. Ïóñòü íà êðóãëóþ ïëîñêóþ ìåìáðàíó ðàäèóñà r0 ïîñòîÿí-íîé òîëùèíû h äàâèò øàðîâîé àáñîëþòíî òâ¼ðäûé øòàìï ðàäèóñà R0. Ïîñòîÿííàÿñèëà Q ïðèëîæåíà â öåíòðå ê øòàìïó ïàðàëëåëüíî îñè Z òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûîí ïåðåìåùàëñÿ ïîñòóïàòåëüíî. Áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ìåìáðàíû âïðåäïîëîæåíèè îñåñèììåòðè÷íîñòè äå�îðìàöèè.Ñ÷èòàåì, ÷òî øòàìï àáñîëþòíî ãëàäêèé, òîãäà äåéñòâèå øòàìïà íà ìåìáðà-íó ìîæíî ìîäåëèðîâàòü êàê íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííóþ íîðìàëüíóþ íàãðóçêó
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�èñ. 1. Ñå÷åíèå ìåìáðàíû.
ξ(r). Äëÿ áåçìîìåíòíîé îáîëî÷êè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îáëàñòè êîíòàêòà ìåìáðà-íà ïðèëåãàåò ê øòàìïó áåç îòðûâà. Òîãäà â îáëàñòè êîíòàêòà �îðìà äå�îðìè-ðîâàííîé ìåìáðàíû ñîâïàäàåò ñ �îðìîé øòàìïà, íî èíòåíñèâíîñòü íîðìàëüíîéíàãðóçêè çàðàíåå íåèçâåñòíà. Âî âòîðîé îáëàñòè âíåøíèå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò.Ó÷èòûâàÿ âñå ïåðå÷èñëåííîå âûøå, äå�îðìèðîâàííóþ ñðåäèííóþ ïîâåðõíîñòüìåìáðàíû ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé:

R =

{
R0 sin Φ(r)er +R0 (1 − cos Φ(r)) ez − Z0ez , r ∈ [0, rk] ;

R(r)er + Z(r)ez , r ∈ [rk, r0] .
(1)Çäåñü Z0 � ïîñòîÿííàÿ, rk � ãðàíèöà îáëàñòè êîíòàêòà øòàìïà ñ ïîâåðõíîñòüþìåìáðàíû, à Φ(r) � ýòî óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äóãó OA, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåòçîíå êîíòàêòà (ðèñ. 1), er, eϕ, ez � áàçèñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Ïîëóîáðàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îäíîìåðíîé äå�îð-ìàöèè [4℄. Òîãäà äâóìåðíàÿ çàäà÷à ñòàòèêè îáîëî÷êè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìåîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [4℄. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðè-âàòü ìîäåëü íåñæèìàåìîãî âûñîêîýëàñòè÷íîãî ìàòåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷àñ ïîñòîÿííîé ìàòåðèàëà µ. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â çîíå êîíòàêòà r ∈ [0, rk] ìîæíîçàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Φ′′ =
−R3

0Φ
′3 sin2 Φ(1 − cos Φ) − 2r(rΦ′2 cos Φ − Φ′ sin Φ)

2r sin Φ
,

ξ =
2µh

(
2r2 − rR3

0Φ
′2 sin Φ − R3

0Φ
′ sin2 Φ

)

R5
0Φ

′2 sin2 Φ
.Äëÿ âòîðîé îáëàñòè r ∈ [rk, r0] óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-äå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî êðàòíîñòåé óäëèíåíèÿ λ1, λ2 è óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé

ψ â âèäå
λ′1 =

λ1

2rλ2

((
λ2

1λ
2
2 − 2λ1

)
cosψ + λ2

(
2 − λ2λ

2
1

))
,

λ′2 =
λ1 cosψ − λ2

r
, ψ′ = − sinψ

(λ1λ
2
2 − 1)λ1

(λ2
1λ2 − 1)λ2r

.Äëÿ �óíêöèé Φ(r) è å¼ ïðîèçâîäíîé íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Φ(0) = 0 , Φ′(0) =

C

R0
. (2)



106 Çâîíèêîâà Î.Þ., Êîëåñíèêîâ À.Ì.Çäåñü C � íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè ðåøåíèé èìååì çàâèñèìîñòè
ψ(rk) = Φ(rk) , λ1(rk) = R0Φ

′(rk) , λ2(rk) =
R0 sin Φ(rk)

rk
.Íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C â (2) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ êðàÿìåìáðàíû R(r0) = r0, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ2(r0) = 1 .2. �åçóëüòàòû. Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðà-ìåòðîâ â ñèñòåìå ÑÈ
µ = 1 , r0 = 1 , h = 0, 01 , R0 = 0, 4 è 0, 8 .Ââåä¼ì â áåçðàçìåðíûå ïðîãèá â öåíòðå H∗, âäàâëèâàþùóþ ñèëó Q∗, óñèëèÿ âìåìáðàíå T 11∗ è T 22∗, äàâëåíèå p∗

H∗ =
H

r0
, Q∗ =

Q

µhr0
, T 11∗ =

T 11

µh
, T 22∗ =

T 22

µh
, ξ∗ =

ξ

µh
.Äàëåå ñèìâîë ∗ îïóùåí.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðîãèáîì ìåìáðàíû â öåíòðå H è ñèëîéâäàâëèâàíèÿ äëÿ ðàäèóñîâ øòàìïà R0 = 0, 4 è 0, 8. Òî÷êè íà êðèâûõ 1 (Q = 0, 01),2 (Q = 0, 23) è 3 (Q = 1, 44) ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ãðà�èêîâ, èçîáðàæ¼ííûì íàðèñ. 3, 4, 5.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà îò ñèëû.Íà ðèñ. 3, 4 è 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõíàãðóçêè è ðàçìåðàõ øòàìïà. Ëèíèè 1 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ Q = 0, 01, 2 �
Q = 0, 23, 3 � Q = 1, 44. Îáëàñòè êîíòàêòà îáîçíà÷åíû ÷¼ðíûì. Îáëàñòü âíå



Èíäåíòèðîâàíèå ïëîñêîé ìåìáðàíû 107êîíòàêòà � ñåðûì. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ñ ðàäèóñîì øòàìïà R =
0, 4, ïóíêòèðíàÿ R0 = 0, 8.Ôîðìà ñå÷åíèÿ äå�îðìèðîâàííîé ìåìáðàíû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3. �àñïðåäå-ëåíèå óñèëèé â ìåìáðàíå ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíîãî äàâëåíèÿ ìåìáðàíû íàøòàìï äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèë âäàâëèâàíèÿ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà ëàãðàíæåâàêîîðäèíàòà r, ïî îñè îðäèíàò äàâëåíèå ξ. Ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû âäàâëèâàíèÿ ðàñ-øèðÿåòñÿ îáëàñòü êîíòàêòà è ðàñò¼ò äàâëåíèå.

�èñ. 3. Ôîðìà ñå÷åíèÿ äå�îðìèðîâàííîé ìåìáðàíû.

�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå óñèëèé â ìåìáðàíå.Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìà-öèÿ òîíêîé âûñîêîýëàñòè÷íîé ìåìáðàíû, æ¼ñòêî çàêðåïë¼ííîé ïî êðàþ, ïîä äåé-ñòâèåì àáñîëþòíî ãëàäêîãî òâ¼ðäîãî ñ�åðè÷åñêîãî øòàìïà. ×èñëåííûé àíàëèçïðîâåä¼í äëÿ ìîäåëè ìàòåðèàëà Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à. Äàíî ñðàâíåíèå íàïðÿ-æ¼ííî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåìáðàíû â çàâèñèìîñòè îò �îðìû øòàìïà



108 Çâîíèêîâà Î.Þ., Êîëåñíèêîâ À.Ì.

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò îáëàñòè êîíòàêòà.è åãî ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ øòàìïà ðàç-ëè÷èÿ â íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ëîêàëèçóþòñÿ âáëèçè íåãî. Ïðèóâåëè÷åíèè ðàçìåðîâ øòàìïà ðàçëè÷èÿ â íàïðÿæåíèÿõ è äå�îðìàöèÿõ â ìåìáðàíåóâåëè÷èâàþòñÿ.Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ïðåçèäåíòîì �Ô (ãðàíò ÌÊ-439.2011.1), ìèíèñòåð-ñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (ãîñêîíòðàêò Ï596) è �ÔÔÈ (ãðàíòû 11-08-01152-à,12-01-31431-ìîë-à). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Selvadurai A.P. S. De�e
tions of a rubber membrane // Journal of the Me
hani
s andPhysi
s of Solids. 2006. Vol. 54. Pp. 1093�1119.[2℄ Pear
e S.P., King J.R., Holdsworth M. J.. Axisymmetri
 indentation of 
urved elasti
membranes by a 
onvex rigid indenter // International Journal of Non-Linear Me
hani
s.2011. Vol. 46. Pp. 1128�1138.[3℄ Ju B.F., Liu K.-K., Ling Sh.-F., Ng W.H. A novel te
hnique for 
hara
terizing elasti
properties of thin biologi
al membrane // Me
hani
s of Materials. 2002. Vol. 34. Pp. 749�754.[4℄ Kolesnikov A.M., Zubov L.M. Large bending deformations of a 
ylindri
al membranewith internal pressure // ZAMM. 2009. Vol. 89. Pp. 288�305.Zvonikova O.Yu., Kolesnikov A.M. Indentation of �at membrane. In paper theproblem of 
onta
t intera
tion of a thin-walled hyperelasti
 membrane and a rigid bodyis 
onsidered. In the axisymmetri
 formulation the stati
 problem redu
es to the nonlinearboundary-value problem whi
h is solved numeri
ally by a shooting method. For in
ompressibleBartenev�Khazanovi
h material the deformed shape, the stresses and 
onta
t pressure areobtained for di�erent load parameter.



ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÝÔÔÅÊÒÛ Ï�È �ÀÑÒßÆÅÍÈÈ-ÑÆÀÒÈÈÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕ ÒÅË Ñ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÌÈÂÈÍÒÎÂÛÌÈ ÄÈÑËÎÊÀÖÈßÌÈÇåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíî âëèÿíèå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ ïðÿìîëèíåéíûõ âèíòîâûõ äèñëî-êàöèé íà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå íåëèíåéíî óïðóãèõ öèëèíäðè÷åñêèõñòåðæíåé, èñïûòûâàþùèõ áîëüøèå äå�îðìàöèè. Â ñëó÷àå êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷åíàÿâíàÿ �îðìóëà, îïèñûâàþùàÿ äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ ñòåðæíÿ èç ëþáîãî èçîòðîïíîãîíåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ïðè ïðîèçâîëüíîì îñåñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè âèíòîâûõäèñëîêàöèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà íåëèíåéíàÿ çà-äà÷à î ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè ñòåðæíÿ ñ äèñëîêàöèÿìè èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå íå òîëüêîäëÿ êðóãîâîãî, íî è ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðè ëþáîì äâóìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè âèíòî-âûõ äèñëîêàöèé.1. Âèíòîâûå äèñëîêàöèè â êðóãîâîì öèëèíäðå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïè-ñûâàþùèõ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîãî òåëà ñ íåïðåðûâíîðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè, ñîñòîèò [1�4℄ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ òåí-çîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû D ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë
divD = 0 , D = dW (C)/dC (1)è óðàâíåíèé íåñîâìåñòíîñòè äëÿ òåíçîðà äèñòîðñèè (ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè) C

rotC = α . (2)Çäåñü div è rot � îïåðàòîðû äèâåðãåíöèè è ðîòîðà â êîîðäèíàòàõ îòñ÷åòíîé êîí-�èãóðàöèè óïðóãîãî òåëà, α � òåíçîðíîå ïîëå ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, êîòîðîå ñ÷è-òàåòñÿ çàäàííûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîëåíîèäàëüíîñòè divα = 0, W (C) ��óíêöèÿ óäåëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè, çàäàþùàÿ ñâîéñòâà óïðóãîãî ìàòåðèàëà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êðóãîâîì öèëèíäðå r1 6 r 6 r0, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 z 6 lòåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé α = αskisik â áàçèñå ik äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = z èìååò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó α33(r).Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðÿìîëèíåéíûõ âèí-òîâûõ äèñëîêàöèé, îñè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñè öèëèíäðà i3. Òàêîå ðàñïðåäåëå-íèå äèñëîêàöèé, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ ñîëåíîèäàëüíîñòè. �åøåíèåñèñòåìû óðàâíåíèé (1),(2) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå

C =
dR(r)

dr
erer +

R

r
eϕeϕ + h(r)eϕi3 + λi3i3 , (3)

λ = const , er = i1 cosϕ+ i2 sinϕ , eϕ = −i1 sinϕ+ i2 cosϕ ,



110 Çåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì.ãäå R(r) � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà òî÷åê äå�îðìèðîâàííîãî öèëèíäðà, (λ− 1) �îñåâîå óäëèíåíèå öèëèíäðà. Â ñèëó (3) òåíçîðíîå óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè ñâî-äèòñÿ ê îäíîìó ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ
1

r

d

dr
(rh(r)) = α33(r) . (4)Ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè G, îòâå÷àþùàÿ äèñòîðñèè (3), çàïèñûâàåòñÿ òàê

G =

(
dR

dr

)2

erer +

(
R2

r2
+ h2

)
eϕeϕ + λh(eϕi3 + i3eϕ) + λ2i3i3 . (5)Èç (3),(5) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ èçîòðîïíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà òåíçîð íàïðÿæåíèéÏèîëû èìååò ïðåäñòàâëåíèå

D = Drr(r)erer +Dϕϕ(r)eϕeϕ +Dϕz(r)eϕi3 +Dzϕ(r)i3eϕ +Dzz(r)i3i3 , (6)à óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ
dDrr

dr
+
Drr −Dϕϕ

r
= 0 . (7)Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå (3) î õàðàêòåðå äå�îðìàöèè öèëèíäðà ñâîäèò çà-äà÷ó î âèíòîâûõ äèñëîêàöèÿõ ê ñèñòåìå äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (4), (7) ñ íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè R(r), h(r). Óðàâíåíèå (4) èìååòñëåäóþùåå ðåøåíèå

h(r) =
1

r




r∫

r1

α33(ρ)ρdρ+
b

2π



 , (8)ãäå b � äëèíà âåêòîðà Áþðãåðñà èçîëèðîâàííîé âèíòîâîé äèñëîêàöèè â ïîëîì öè-ëèíäðå. Â ñëó÷àå ñïëîøíîãî öèëèíäðà â åãî öåíòðå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
lim
r→0

rh(r) = 0 ,åñëè îòñóòñòâóåò öåíòðàëüíàÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ äèñëîêàöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (4) èìååò âèä
h(r) =

1

r

r∫

0

α33(ρ)ρdρ . (9)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (7) âûðàæàþò îòñóòñòâèå íàãðóçêèíà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðà
Drr(r1) = 0 , Drr(r0) = 0 . (10)2. Íåñæèìàåìûé ìàòåðèàë. Åñëè ìàòåðèàë èçîòðîïåí è íåñæèìàåì, òî çà-äà÷à î ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ ðàñïðåäåëåííûìè âèíòîâûìè



Íåëèíåéíûå ý��åêòû ïðè ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè öèëèíäðè÷åñêèõ òåë... 111äèñëîêàöèÿìè ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Â ñàìîì äåëå, òåïåðü �óíêöèÿ R(r) íà-õîäèòñÿ íå èç íåëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, à èçóñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè
R
dR

dr
= λ−1rè âûðàæàåòñÿ â âèäå R =

√
R2

1 + λ−1 (r2 − r2
1), ãäå R1 � íåèçâåñòíûé âíóòðåííèéðàäèóñ äå�îðìèðîâàííîãî öèëèíäðà.Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì íåñæèìàåìîãî èçîòðîïíîãî òå-ëà [5℄

D = (κ1 + I1κ2)C − κ2G · C − pC−T , (11)
κα (I1, I2) = 2

∂W (I1, I2)

∂Iα
, α = 1, 2 ,

I1 = trG ; I2 = trG−1 ,çäåñü p � äàâëåíèå â íåñæèìàåìîì òåëå, íå âûðàæàåìîå ÷åðåç äå�îðìàöèþ, I1,
I2 � èíâàðèàíòû äå�îðìàöèè. Â ñèëó (11) �óíêöèÿ p(r), à çíà÷èò è âñå êîì-ïîíåíòû òåíçîðà D îïðåäåëÿþòñÿ â êâàäðàòóðàõ èç óðàâíåíèÿ (7). Ïîñòîÿííàÿèíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå ïîñòîÿííàÿ R1 íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (10).Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ ñïëîøíîãî öèëèíäðà, êîãäà r1 = R1 = 0. Èìååì

R(r) = λ−1/2r , I1 = 2λ−1 + λ2 + h2(r) , I2 = 2λ+ λ−2 + λ−1h2(r) . (12)Íà îñíîâàíèè (6), (12) íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (7)
Drr(r) = λ−1/2

r0∫

r

h2(ρ)κ2(ρ)

ρ
dρ . (13)Îñòàëüíûå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (6). Ïðåäñòàâëÿåòèíòåðåñ èññëåäîâàòü âëèÿíèå äèñëîêàöèé íà äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ öèëèíäðè-÷åñêîãî ñòåðæíÿ, ò. å. çàâèñèìîñòü P (λ) ïðîäîëüíîé ñèëû îò îñåâîãî óäëèíåíèÿ.Ìåòîäîì ðàáîòû [6℄ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

P (λ) =
dΠ(λ)

dλ
, P (λ) = 2π

r0∫

0

Dzzrdr , (14)
Π(λ) = 2π

r0∫

0

W [I1 (λ, h(r)) , I2 (λ, h(r))] rdr .Íà îñíîâàíèè (11), (12), (14) ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå ïðîäîëüíîé ñèëû äëÿ öè-ëèíäðà èç ëþáîãî èçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ïðè ïðîèçâîëüíîì îñå-ñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè âèíòîâûõ äèñëîêàöèé
P (λ) = 2π

r0∫

0

[(
λ− λ−1

)
κ1 (λ, h(r)) +

(
1 − λ−3

)
κ2 (λ, h(r))

]
rdr−

−πλ−1

r0∫

0

κ2 (λ, h(r))h2(r)rdr .

(15)



112 Çåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì.Èç �îðìóëû (15), â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå ìàòåðèàëà Ìóíè [5℄, êîãäà
κ1 è κ2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íàëè÷èå âèíòîâûõ äèñëîêàöèé óìåíüøàåòñîïðîòèâëåíèå ñòåðæíÿ ðàñòÿæåíèþ, íî óâåëè÷èâàåò ñîïðîòèâëåíèå ñæàòèþ. Èçñîîòíîøåíèÿ (15) òàêæå âèäíî, ÷òî ïðîäîëüíàÿ ñèëà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîõðàíå-íèÿ äëèíû ñòåðæíÿ èç ìàòåðèàëà Ìóíè (λ = 1), ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé. Ïîñëåäíååîçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ïðîäîëüíîé ñèëû äèñëîêàöèè îáóñëîâëèâàþò óâåëè-÷åíèå äëèíû ñòåðæíÿ. Â ñëó÷àå íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà (κ1 = µ = const,κ2 = 0)ðàñïðåäåëåííûå äèñëîêàöèè íå âëèÿþò íà äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ P (λ).3. �àñòÿæåíèå ñòåðæíÿ ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìèâèíòîâûìè äèñëîêàöèÿìè. Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè íåîãóêîâñêî-ãî ìàòåðèàëà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè ñòåðæíÿ ñ äèñëîêàöèÿìèèìååò ïðîñòîå ðåøåíèå íå òîëüêî äëÿ êðóãëîãî, íî è ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðèëþáîì äâóìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè âèíòîâûõ äèñëîêàöèé. Òåíçîðíîå ïîëå äèñòîð-ñèè â äàííîì ñëó÷àå èùåòñÿ â âèäå

C(x1, x2) = λ−1/2 (i1i1 + i2i2) + f (x1, x2) i3 + λi3i3 , (16)ãäå f = f1i1 + f2i2 � äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïîëå. Óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (2)ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
∇ · e · f = α33 (x1, x2) , e = −i3 ×E . (17)Çäåñü ∇ � äâóìåðíûé íàáëà-îïåðàòîð, E � òðåõìåðíûé åäèíè÷íûé òåíçîð, e �äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð. Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòå-ðèàëà [5℄

D = µC − pC−T ,ãäå µ� ìîäóëü ñäâèãà. Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (1) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàáîêîâîé ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ n·D = 0, ãäå n � íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂σ ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ σ, ïîëó÷èì, ÷òî p = const = λ−1µ, âåêòîð f ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ
∇ · f = 0 ,è óñëîâèþ
n · f = 0 ,íà ∂σ, à òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû èìååò âèä

D = µ
(
f i3 + λ−3/2i3f

)
+ µ

(
λ− λ−2

)
i3i3 . (18)Òðåáîâàíèå ñîëåíîèäàëüíîñòè âåêòîðà f áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ïîëîæèòü

f = e · ∇γ .Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (17), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ Ïóàñ-ñîíà äëÿ �óíêöèè γ(x1, x2)

∇2γ = −α33(x1, x2) , (19)



Íåëèíåéíûå ý��åêòû ïðè ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè öèëèíäðè÷åñêèõ òåë... 113ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ∂γ/∂s = 0 íà ∂σ. Â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè σ ïîñëåäíååóñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè íà ñëåäóþùåå: γ = 0 íà ∂σ.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ ñ äèñëîêàöèÿìè ïðè áîëüøèõ äå-�îðìàöèÿõ ñâåäåíà ê ïëîñêîé çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à îá îñåñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè âèí-òîâûõ äèñëîêàöèé â êðóãîâîì öèëèíäðå èç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà áåç ó÷åòàîñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ðåøåíà äðóãèì ìåòîäîì â [7℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038) è ÔÖÏ ¾Íà-ó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò� Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êð¼íåð Ý. Îáùàÿ êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ äèñëîêàöèé è ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèé.Ì.: Ìèð, 1965.[2℄ Zubov L.M. Nonlinear Theory of Dislo
ations and Dis
linations in Elasti
 Bodies. Berlin:Springer, 1997. 205 p.[3℄ Âàêóëåíêî À.À. Ñâÿçü ìèêðî- è ìàêðîñâîéñòâ â óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ // Èòî-ãè íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. ¾Ìåõàíèêà äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà¿. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ,1991. Ò. 22. Ñ. 3�54.[4℄ Çåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì. Èçãèá è êðó÷åíèå íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë ñ íåïðåðûâíîðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè // Âåñòíèê Þæíîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍ. 2009.Ò. 5. � 4. Ñ. 15�22.[5℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980.[6℄ Çóáîâ Ë.Ì., �óáà À.Â. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ êðó÷åíèÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ óïðóãèõòåë, ñîäåðæàùèõ âèíòîâûå äèñëîêàöèè // Èçâ. âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàç. ðåãèîí.Åñòåñòâ. íàóêè. 2003. Ñïåöâûïóñê. Íåëèíåéíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.Ñ. 212�222.[7℄ Yavari A., Goriely A. Riemann-Cartan Geometry of Nonlinear Dislo
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ÂÒÎ�È×ÍÛÅ �ÅÆÈÌÛ ÒÅ�ÌÎÂÈÁ�ÀÖÈÎÍÍÎÉÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â �Î�ÈÇÎÍÒÀËÜÍÎÌ ÑËÎÅÇåíüêîâñêàÿ Ñ. Ì., Ïðîçîðîâ Î. À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîìñëîå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîì òâåðäûìè ñòåíêàìè, ïðè äåéñòâèèâûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè ìàëîé àìïëèòóäû è ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ.Àíàëèçèðóþòñÿ îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ, èõ ðàâíîâåñíûé ðåæèì, åãî óñòîé÷èâîñòü.Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷èñëà �ýëåÿ íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ðåøåíèåêîòîðîé íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñòðåëüáû. Ïîñòðîåíû çàâèñèìî-ñòè êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë îò âîëíîâîãî ÷èñëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ è àìïëèòóäâèáðàöèè.Ê íåëèíåéíîé îñðåäíåííîé çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ëÿïóíîâà�Øìèäòà. ×èñëåííîèçó÷åíû âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ÷èñëà �ýëåÿ. Ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò àìïëèòóä âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ, �óíêöèé òîêà è òåìïå-ðàòóðû ïðè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ è ñêîðîñòè âèáðàöèè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñëîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñîâåðøàåò êîëå-áàíèÿ âäîëü âåêòîðà s̄ = (cosϕ, 0, sinϕ) ïî çàêîíó a
ω
f(ωt), ãäå f(τ) � 2π-ïåðèî-äè÷åñêàÿ �óíêöèÿ áûñòðîãî âðåìåíè τ = ωt, èìåþùàÿ íóëåâîå ñðåäíåå. Â ñèñòåìåêîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñî ñëîåì, óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè èìåþò âèä

∂v̄′

∂t
+ (v̄′,∇)v̄′ = − 1

ρ0

∇p′ + ν∆v̄′ − (ḡ − w̄e)βT
′,

div v̄′ = 0,
∂T ′

∂t
+ (v̄′,∇T ′) = χ∆T ′,

w̄e = aωf ′′(τ) · s̄, ḡ = −g · k̄, k̄ = (0, 0, 1).

(1)Íà òâåðäîé ãðàíèöå z = ±h/2 êðàåâûå óñëîâèÿ âîçüìåì â âèäå v′ = 0, T ′ = −Az.�àññìîòðèì ñëó÷àé áîëüøèõ ÷àñòîò ω ≫ 1 è ìàëûõ àìïëèòóä a/ω âèáðàöèè,ïðè ýòîì àìïëèòóäà ñêîðîñòè a = O(1)� êîíå÷íà. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îñðåäíåíèÿ [1℄,è ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, ââîäÿ ìàñøòàáû äëèíû, âðåìåíè, ñêîðî-ñòè, òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ: h, h2/ν, ν/h, Ah, ρ0ν
2/h2, ñîîòâåòñòâåííî, çàïèøåìçàäà÷ó â áåçðàçìåðíîé �îðìå

∂v̄

∂t
+ (v̄,∇)v̄ = −∇q + ∆v̄ +GrT k̄ +G2

vT (s̄,∇)∇F,

div v̄ = 0,
∂T

∂t
+ (v̄,∇T ) =

1

Pr
∆T, w̄ + ∇F = T · s̄, div w̄ = 0,

(2)
z = ±1/2 : v̄ = 0, T = −z, wn = 0. (3)Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû Gr = βgAh4

ν2 , Gv = β2a2A2h4

ν2 ,
Pr = ν

χ
� ÷èñëà �ðàñõî�à Gr è Ïðàíäòëÿ Pr, à òàêæå âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð Gv.



Âòîðè÷íûå ðåæèìû òåðìîâèáðàöèîííîé êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå 115Åñëè A > 0, òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîäîãðåâó ñëîÿ ñíèçó, à ïðè A < 0� íàãðåâó ñâåð-õó. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî Gv íå çàâèñèò îò çíàêà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, à òàêæå íåçàâèñèò îò ñèëû òÿæåñòè è òåì ñàìûì õàðàêòåðèçóåò êîíâåêöèþ â íåâåñîìîñòè.Â ðàáîòå [2℄ ìåòîäîì Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ñòðîèòñÿ ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà-÷è î âîçíèêíîâåíèè âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè â óñëîâèÿõ íåâåñîìîñòè. Â äàííîìäîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé: íåâåñîìîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.�àâíîâåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3) èìååò âèä
v̄0 = 0, T0 = −z, w̄0 = (−z cosϕ, 0, 0), F0 = −z

2

2
sinϕ + const. (4)Âòîðè÷íûå ðåæèìû. Âòîðè÷íîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå v̄ = v̄0 + ū,

T = T0 + θ,w̄ = w̄0 + w̄1. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíûå âîçìóùåíèÿ, ïå-ðåõîäÿ ê �óíêöèÿì òîêà ū =
(
∂ψ
∂z
,−∂ψ

∂x

), w̄1 =
(
∂F
∂z
,−∂F

∂x

), ïîëó÷èì ñèñòåìó
∂∆ψ

∂t
− ∆2ψ +R

∂T

∂x
+ µ

(
cos2 ϕ

∂T

∂x
+ sinϕ

∂2F

∂x2
− cosϕ

∂2F

∂x∂z

)
+

+
1

Pr
K(ψ,∆ψ) + µ

(
sinϕ

∂

∂x
K(F, T ) − cosϕ

∂

∂z
K(F, T ) +K(F,∆F )

)
, (5)

Pr
∂T

∂t
− ∆T +

∂ψ

∂x
+K(ψ, T ) = 0, ∆F + sinϕ

∂T

∂x
− cosϕ

∂T

∂z
= 0,

z = ±1/2 : ψ = T =
∂ψ

∂z
= F = 0. (6)Çäåñü R = Gr · Pr, µ = Gv · Pr � ÷èñëà �ýëåÿ, îïåðàòîð K(u, v) = ∂u

∂z
· ∂v
∂x

− ∂u
∂x

· ∂v
∂z
.Çàäà÷à (5), (6) õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè R, Pr, µ, óãîë ϕ. Íàñ èíòå-ðåñóåò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå

µ = 0 ýòà çàäà÷à èçó÷àëàñü â ðÿäå ðàáîò [3℄. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âëèÿíèå ïàðà-ìåòðîâ âèáðàöèè µ è ϕ íà âòîðè÷íûå ðåæèìû. Çàïèøåì ñèñòåìó (5) â îïåðàòîðíîé�îðìå
∂

∂t
Cū = Aū+B(ū, ū), ū = (ψ, T, F ). (7)Ëèíåéíûå îïåðàòîðû C è A è íåëèíåéíûé îïåðàòîð B çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

Cū =




∆ψ
PrT
0



 ,

Aū =



−∆2ψ +R∂T

∂x
+ µ

(
cos2 ϕ∂T

∂x
+ sinϕ∂2F

∂x2 − cosϕ ∂2F
∂x∂z

)

−∆T + ∂ψ
∂x

∆F + sinϕ∂T
∂x

− cosϕ∂T
∂z


 ,

(8)
B(ūm, ūj) =




1
Pr
K(ψm,∆ψj)

µ
(
sinϕ ∂

∂x
K(Fm, Tj) − cosϕ ∂

∂z
K(Fm, Tj) +K(Fm,∆Fj)

)

K(ψm, Tj)
0


 . (9)



116 Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Ïðîçîðîâ Î.À.Ëèíåéíàÿ çàäà÷à. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
∂

∂t
Cū = Aū. (10)�åøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå

(ψ, T, F ) = exp(λt+ iαx) (ψ(z), T (z), F (z)) .Äëÿ àìïëèòóä íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé èìååì çàäà÷ó
λLψ − L3ψ + iαRψ + µ(iα cos2 ϕT − α2 sinϕF − iα cosϕDF ) = 0,

λPrT − LT + iαψ = 0, LF + iα sinϕT − cosϕDT = 0,
ψ = T = F = Dψ = 0, z = ±1/2, D ≡ d/dz, L ≡ D2 − α2.

(11)Äëÿ àìïëèòóä íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ψc(z), T c(z),
F c(z) ïîëó÷èì çàäà÷ó

λcLψc − L2ψc − iαT c = 0, LF c − µα2 sinϕψc − iµα cosϕDψc = 0,
λcPrT

c − LT c − iα(R + µ cos2 ϕ)ψc − iα sinϕF c + cosϕDF c = 0,
z = ±1/2 : ψc = T c = F c = Dψ = 0.

(12)Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü ëèíåéíàÿ çàäà÷à (11) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
(ψ0, T0, F0) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ R∗, µ∗, Pn∗, α∗, ϕ∗. Áóäåì èñêàòü ñòàöèî-íàðíîå 2π/α-ïåðèîäè÷åñêîå ïî x ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è â ìàëîé îêðåñòíîñòèïàðàìåòðà R∗, òàê ÷òî R = R∗ + δε2, ïðè ýòîì µ = R2r2 = µ∗ + 2ε2 µ∗

R∗
+ O(ε4).Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â íåëèíåéíóþ ñèñòåìó (5), âûïèøåì ãëàâíûå ÷ëåíû.Â îïåðàòîðíîé �îðìå ýòà íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

A∗v̄ = −ε2Bv̄ − L̄(v̄, v̄) − ε2L1(v̄, v̄), (13)ãäå v̄ = (ψ, T, F ) è îïåðàòîð A∗ çàäàåòñÿ �îðìóëîé (14) ïðè R = R∗, µ = µ∗,îïåðàòîðû B, L è L1 äåéñòâóþò ïî ïðàâèëó
Bv̄ =

(
∂T

∂x
+ 2R∗r

2

(
cos2 ϕ

∂T

∂x
+ sinϕ

∂2F

∂x2
− cosϕ

∂2F

∂x∂z

)
, 0, 0

)T
, (14)

L(v̄, v̄) =




1
Pr
K(ψ,∆ψ) + µ∗

(
sinϕ ∂

∂x
K(F, T ) − cosϕ ∂

∂z
K(F, T ) +K(F,∆F )

)

K(ψ, T )
0



 ,(15)
L1(v̄, v̄) =

(
2R∗r

2

(
sinϕ

∂

∂x
K(F, T ) − cosϕ

∂

∂z
K(F, T ) +K(F,∆F )

)
0, 0

)T
.(16)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R∗ � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé çàäà÷è. �åøåíèå

v̄ = (ψ, T, F ) íåëèíåéíîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäîâ Ëÿïóíîâà-Øìèäòà
v̄ =

∞∑

n=1

v̄nε
n. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ðÿäîâ â óðàâíåíèå (13), ïîëó÷èì
∂Cv̄n
∂t

= A∗v̄n +Bv̄n−2 +
∑

m+s=n

L(v̄m, v̄s) +
∑

m+s=n−2

L1(v̄m, v̄s). (17)



Âòîðè÷íûå ðåæèìû òåðìîâèáðàöèîííîé êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå 117Âåùåñòâåííûé âåêòîð v̄n ïðåäñòàâèì â âèäå v̄n = ūn+ ū∗n, òîãäà äëÿ ñòàöèîíàðíîãîðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à
A∗ūn = −Būn−2 −

∑

m+s=n

(L(ūm, ūs) + L(ūm, ū
∗
s)) −

∑

m+s=n−2

(L1(ūm, ūs) + L1(ūm, ū
∗
s)).(18)Âûïèøåì ïåðâûå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå n = 1, 2, 3, 4:

A∗ū1 = 0, (19)
A∗ū2 = −L(ū1, ū1) − L(ū1, ū

∗
1) ≡ F2, (20)

A∗ū3 = −Bū1 −
(
L0(ū1, ū2) + L(ū1, ū

∗
2) + L(ū2, ū

∗
1)
)
≡ F3, (21)

A∗ū4 = −Bū2 − (L0(ū1, ū3) + L(ū1, ū
∗
3) + L(ū3, ū

∗
1) +

+L(ū2, ū2) + L(ū2, ū
∗
2) + L1(ū1, ū1) + L1(ū1, ū

∗
1)) ≡ F4. (22)Çàäà÷à (19) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ū1 = β1ū0, ãäå ū0 = (ψ0(z), T0(z), F0(z)) e

iαx �ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è (11), à β1 � ïîêà íåèçâåñòíàÿ àìïëèòóäà. Çàäà÷ó (20)çàïèøåì â âèäå
A∗ū2 = −β2

1 (L(ū0, ū0) + L(ū0, ū
∗
0)) ≡ F 2. (23)Âåêòîð F 2 èìååò âèä

F 2 = −β2
1

(
e2iαxF

1

2 + F
0

2

)
, F

1

2 =
[
F

1

21iα, F
1

22iα, 0
]
,

F 1
21 = P−1

r (Dψ0 ·D2ψ0 −D3ψ0 · ψ0) + µ∗[2iα sinϕ(DF0 · T0 −DT0 · F0)−
− cosϕ(D2F0 · T0 −D2T0 · F0) + (DF0 ·D2F0 −D3F0 · F0)],

F 1
22 = Dψ0 · T0 − ψ0 ·DT0.

(24)Âòîðîé âåêòîð F 0

2 = L(u0, u
∗
0) = [iαF 0

21, iαF
0
22, 0] èìååò äâå êîìïîíåíòû:

F 0
21 = −P−1

r D(ψ0(D
2ψ∗

0 − α2ψ∗
0) + µ∗[−D(F0(D

2F ∗
0 − α2F ∗

0 ))+
+ cosϕ(D2F0 · T ∗

0 + 2DF0 ·DT ∗
0 + F0 ·D2F ∗

0 )], F 0
22 = −D(ψ0 · T ∗

0 ).
(25)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (12) èìååò âèä ūc0(x, z) = eiαxūc0(z),çàêëþ÷àåì ÷òî çàäà÷à äëÿ ū2(x, z) âñåãäà ðàçðåøèìà, è åå ðåøåíèå áóäåì èñêàòüâ âèäå ū2(x, z) = β2ū0(x, z) + β2

1 (e2iαxw̄21(z) + w̄20(z)) , ãäå β2 � òàêæå íåèçâåñòíàÿêîíñòàíòà. Äëÿ âåêòîðîâ w̄21(z) è w̄20(z) ïîëó÷èì ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå çàäà÷è
A∗
(
w̄21(z)e

2iαx
)

= e2iαxF
1

2(z), A∗ (w̄20(z)) = F
0

2(z). (26)�äå w21 = (ψ21(z), T21(z), F21(z)), òî äëÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó
−(D2−4α2)ψ21+2iαR∗T21+µ(−2iα cos2 ϕT21−4α2 sinϕF21−2iα cosϕDF21)=F 1

21,
−(D2 − 4α2)T21 + 2iαψ21 = F 2

21, (D2 − 4α2)F21 + 2iα sinϕT21 − cosϕDT21 = 0(27)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè z = ±1/2 : ψ21 = T21 = F21 = Dψ21 = 0.Äëÿ âåêòîðà w̄20(z) = (ψ20(z), T20(z), F20(z)) èìååì çàäà÷ó
−D4ψ20 = F 0

21, D2T20 = F 0
22, D2F20 − cosϕDT20 = 0,

z = ±1/2 : ψ20 = T20 = F20 = Dψ20 = 0.
(28)



118 Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Ïðîçîðîâ Î.À.Ïðàâûå ÷àñòè â (27), (28) äàþòñÿ �îðìóëàìè (25) è (26). Òåïåðü îáðàòèìñÿ êóðàâíåíèþ
A∗ū3 = −Bu1 − L(ū1, ū2) − L(ū1, ū

∗
2) − L(ū2, ū1) − L(ū2, ū

∗
1) ≡ F 3. (29)Âåðíåìñÿ ê âåùåñòâåííîé �îðìå ðåøåíèé, äëÿ âåêòîðîâ v̄n = ūn + ū∗n, ïîëó÷èìóðàâíåíèÿ

A∗v̄1 = 0, (30)
A∗v̄2 = F 2 + F

∗
2, (31)

A∗v̄3 = F 3 + F
∗
3, (32)ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòèóðàâíåíèé (31) è (32) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü ïðàâîé ÷àñòè âåêòîðó v̄c0. Èç (24)ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (31) âñåãäà ðàçðåøèìà, à çàäà÷à (32) ðàçðåøèìà ïðè âûïîë-íåíèè ðàâåíñòâà

(F 3 + F
∗
3, ū

c
0 + ūc∗0 ) = 0. (33)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ β1

β2
1 = −

(
B0(z), ū

c∗
0

)
+
(
B

∗
0(z), ū

c
0

)

(R3 +R5 +R
∗
7 +R8, ūc∗0 ) + (R

∗
3 +R

∗
5 +R7 +R

∗
8, ū

c
0)
. (34)Äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ýòîé �îðìóëå íóæíî çíàòü ðåøåíèÿ ū0(z), ūc0, à òàêæå âåêòîðû

w̄21(z) è w̄20(z), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (27) è (28). Ïðåäïîëàãàåòñÿïðîâåñòè äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ è àíàëèç âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà âîçíè-êàþùèå âòîðè÷íûå ðåæèìû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (12-01-00582-à).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Ñèìîíåíêî È. Á. Î âëèÿíèè âèáðàöèè âûñîêîé ÷àñòîòû íà âîç-íèêíîâåíèè êîíâåêöèè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1966. � 5. Ñ. 51�55.[2℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Òåðìîâèáðàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ â ñëîå æèä-êîñòè ïðè íåâåñîìîñòè èëè ïîíèæåííîé ãðàâèòàöèè // ÏÌÒÔ. 1991. � 2. C. 84�90.[3℄ �åðøóíè �. Ç., Æóõîâèöêèé Å.Ì. Î ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè êîíâåêòèâíîéíåóñòîé÷èâîñòè // ÏÌÌ. 1963. Ò. 27. � 5. C. 779�783.Zenkovskaya S.M., Prozorov O.A. Se
ondary �ows in vibrational 
onve
tion problemin a layer . Onset of vibrational 
onve
tion in a layer of �uid with rigid boundaries is studied.Neutral stability 
urves of vibration amplitude versus wave number are 
al
ulated. Rayleighnumber or vibration parameter is �xed. Nonlinear amplitude equations are derived with theuse of Lyapunov�S
hmidt method.
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∗∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿÏðåäëîæåí ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä ðàñ÷åòà äîëãîâå÷íîñòè âòóëêè òîð-ìîçíîé ðû÷àæíîé ïåðåäà÷è ëîêîìîòèâà, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè èçíîñîêîíòàêòíîé çà-äà÷è î âçàèìîäåéñòâèè âàëà è âòóëêè ñ ïîêðûòèåì. Íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ñòàëüíîéâòóëêè íàíåñåíî ìåòàëëîïîëèìåðíîå ïîêðûòèå. Ïîêðûòèå èìååò äâóõñëîéíóþ ñòðóêòó-ðó - ìåòàëëè÷åñêèé ñèëîâîé êàðêàñ (ïîäëîæêà) è àíòè�ðèêöèîííûé ñëîé. Ïðè ðàñ÷åòåèñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå èçíàøèâàíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ëàáîðàòîðíûõ òðèáîëî-ãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïå-ðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè âòóëêè. �àñ÷åò îñíîâûâàåòñÿ íà çàäàíèèÿ ïðåäåëüíî äîïóñòè-ìîãî ðàäèàëüíîãî èçíîñà âòóëêè èëè äîïóñòèìîãî ñìåùåíèÿ öåíòðà âàëà â íàïðàâëåíèèäåéñòâèÿ íàãðóçêè, ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü èçíàøèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîëó-÷åííîãî óðàâíåíèÿ èçíàøèâàíèÿ. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è âåëè÷èíà çîíûêîíòàêòà îïðåäåëÿþòñÿ èç ïîëó÷åííîãî ðàíåå ðåøåíèÿ òåðìîóïðóãîé èçíîñîêîíòàêòíîéçàäà÷è äëÿ äâóõñëîéíîé âòóëêè.Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñèëèé ìåæäó òîðìîçíûìè êîëîäêàìè è ïå-ðåäà÷è óñèëèé îò ïîðøíÿ òîðìîçíîãî öèëèíäðà ê êîëåñó ëîêîìîòèâà ïðåäíàçíà÷å-íà òîðìîçíàÿ ðû÷àæíàÿ ïåðåäà÷à (Ò�Ï). Îáñëåäîâàíèå òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿòîðìîçíîãî îáîðóäîâàíèÿ [1] âûÿâèëî ðÿä ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ, â òîì ÷èñ-ëå ïðåâûøåíèå âåëè÷èíû çàçîðîâ â øàðíèðíûõ ñîåäèíåíèÿõ Ò�Ï, îáóñëîâëåííîå÷ðåçìåðíûì èçíîñîì âòóëîê.Ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè è äîëãîâå÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óçëà òðå-íèÿ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå âòóëîê ìíîãîñëîéíîé êîíñòðóêöèè � íà âíóò-ðåííþþ ïîâåðõíîñòü âòóëêè èç ñòàëè 45 íàíîñèòñÿ ìåòàëëîïîëèìåðíîå íàíîìîäè-�èöèðîâàííîå àíòè�ðèêöèîííîå ïîêðûòèå. Ïîêðûòèå èìååò äâóõñëîéíóþ ñòðóê-òóðó � ñèëîâîé êàðêàñ (ïîäëîæêà) è àíòè�ðèêöèîííûé ñëîé è íàíîñèòñÿ ìåòîäîìýëåêòðîèñêðîâîãî ëåãèðîâàíèÿ. Äëÿ íàíåñåíèÿ â êà÷åñòâå óïðî÷íÿþùåé ïîäëîæêè(êàðêàñà) èñïîëüçîâàëèñü ýëåêòðîäû èç ìàòåðèàëà Ñòàëü 65�, à â êà÷åñòâå àíòè-�ðèêöèîííîãî ìàòåðèàëà � ãðà�èòî�òîðîïëàñòû.Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ â óçëàõ òðåíèÿ, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïà-ðàìåòðû èõ ýêñïëóàòàöèè âî âðåìÿ ðàáîòû èçìåíÿþòñÿ âçàèìîîáóñëîâëåíî. Ýòîïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè äîëãîâå÷íîñòè óçëîâ òðåíèÿ, ó÷è-òûâàòü öåëûé êîìïëåêñ ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ è ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè èõðàáîòå [2].Äëÿ îöåíêè ðåñóðñà äâóõñëîéíîé âòóëêè òîðìîçíîé ðû÷àæíîé ïåðåäà÷è áû-ëà èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íàðåøåíèè èçíîñîêîíòàêòíîé çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ëàáîðàòîðíûõ òðè-áîëîãè÷åñêèõ èñïûòàíèé áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàâèñèìîñòü



120 Èâàíî÷êèí Ï.�., Áëàæååâ Â.Â.èíòåíñèâíîñòè èçíàøèâàíèÿ îò äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñ-ïîëüçîâàëñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä ïëàíèðîâàíèÿ ìíîãî�àêòîðíîãî ýêñïåðèìåí-òà. Â êà÷åñòâå �óíêöèè îòêëèêà âûáðàíà èíòåíñèâíîñòü èçíàøèâàíèÿ, à â êà÷å-ñòâå âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ � êîíòàêòíîå äàâëåíèå q è ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãîñêîëüæåíèÿ V . Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èí-òåíñèâíîñòè èçíàøèâàíèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ðåãðåññèè âèäà:
y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 , y = ln J ; x1 = ln

q

G1

, x2 = ln
V

V0

, x3 = ln
T

T0

,ãäå G1 = 0.54 �Ïà � ìîäóëü ñäâèãà ïîêðûòèÿ; V0 = 0, 1 ì/ñ � õàðàêòåðíîå çíà-÷åíèå ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ, T0 = 20◦C � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà. Ïðîâåäåííîåìîäåëèðîâàíèå ïîñëå âû÷èñëåíèé ïîçâîëèëî ïðåäñòàâèòü èíòåíñèâíîñòü èçíàøè-âàíèÿ èññëåäóåìîãî äâóõñëîéíîãî ïîäøèïíèêà â âèäå �îðìóëû:
J = 0, 17 · 10− 9 ·

(
T

T0

)1,23(
V

V0

)1,63(
q

G1

)1,44

. (1)Èñïîëüçóÿ êîý��èöèåíòû ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, ïî ìåòîäèêå [3,4℄ áûë ïðîâå-äåí ðàñ÷åò äîëãîâå÷íîñòè âòóëêè ïîäøèïíèêà, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ èññëåäîâàííûåìàòåðèàëû.�åñóðñ ðàáîòû ïîäøèïíèêà îïðåäåëÿëñÿ ïî �îðìóëå
t =

[h]

Īhs1n
, (2)ãäå t � ðåñóðñ ðàáîòû ïîäøèïíèêà (äîëãîâå÷íîñòü); [h] � ïðåäåëüíî äîïóñòèìûéðàäèàëüíûé èçíîñ âòóëêè èëè äîïóñòèìîå ñìåùåíèå öåíòðà âàëà â íàïðàâëåíèèäåéñòâèÿ íàãðóçêè; Īh � ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè èçíàøèâàíèÿ ìàòåðèàëàâòóëêè â óñëîâèÿõ ðàáîòû ïîäøèïíèêà; s1 � ïóòü òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ âòóëêè çàîäèí îáîðîò ïîäâèæíîãî ýëåìåíòà; n � ÷àñòîòà âðàùåíèÿ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Īh èñïîëüçîâàëîñü âûðàæåíèå (1), ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòåýêñïåðèìåíòà.Ñðåäíåå ìàêñèìàëüíîå êîíòàêòíîå äàâëåíèå çà ïåðèîä ýêñïëóàòàöèè ïîäøèï-íèêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

q̄ =
1

2
[q(0, 0) + q(0, t)] .Ïðåäñòàâèì äàâëåíèå â çîíå êîíòàêòà â �îðìå [4]:

q (θ, 0) = M0 + M1 cos θ , (3)
M0 = (D0 − ∆)D−1 , M1 = (D1 + ∆ + δ)D−1 ,

D = (s1 + s2)(s1s2)
−1 − λ2(α2)

−1 (γ1 + γ2)µ1 , si = 2Gi(1 − νi)(1 − 2νi)
−1(hi)

−1 .Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî äàâëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìî-æåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå äåéñòâóþùóþ íà âàë ñèëó èêîíòàêòíîå äàâëåíèå, èìåþùåå âèä
P = R1

∫ θ0

−θ0
q (θ, 0) cos θdθ = R1

[
2M0 sin θ0 + M1

(
θ0 +

1

2
sin 2θ0

)]
,



�àñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà äîëãîâå÷íîñòè ... 121èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî
q(0, 0) =

2P (cos θ0 − 1)

r1(sin 2θ0 − 2θ0)
. (4)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî äàâëåíèÿ â ìîìåíò èñ÷åðïàíèÿ ðå-ñóðñà ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåùåíèåì òî÷åê âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè àíòè�ðèêöèîííîãîñëîÿ âòóëêè è êîíòàêòíûì äàâëåíèåì âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé [4]:

u(1)
r (ϕ) = −Ψq (ϕ) − Φ (ϕ) (γ1 + γ2) , |ϕ| 6 θ0 , (5)

Ψ =

[
λ2µ1(1 + ν1)αT1

α2(1 − ν1)
− (1 − 2ν1)

2(1 − ν1)G1

]
h1 +

[
λ2µ1(1 + ν2)αT2

α2(1 − ν2)
− (1 − 2ν2)

2(1 − ν2)G2

]
h2 ,

γi =
(1 + νi)αTihi

1 − νi
.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ìàëîé òîëùèíû âòóëêè, îíà ðàáîòàåò ïî òèïó îñíîâàíèÿÔóññà�Âèíêëåðà.Ïðèìåì äëÿ �óíêöèè Φ (ϕ), îïðåäåëÿþùåé òåìïåðàòóðó íà âíåøíåé ïîâåðõ-íîñòè âêëàäûøà (íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîéìû) âûðàæåíèå

Φ (ϕ) = (D0 +D1 cosϕ) (γ1 + γ2)
−1 ,ãäå D0 è D1 � ïîñòîÿííûå, àïïðîêñèìèðóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðåäåëüíûé èçíîñ [h] çàäàí, òî ïðè θ = 0 îíî ïðèìåòâèä

A1(h1− [h]) q (0, α(t))+A2h2q (0, α(t))−B1(h1− [h])Φ(0)−B2h2Φ(0)+[h] = δ (α(t)) ,ãäå
δ (α(t)) =

∆ (1 − cos(α(t))) − (D0 +D1 cos(α(t)))

cos(α(t))
;

Ai =

[
λ2µ(1 + νi)αT i
α2(1 − νi)

− (1 − 2νi)

2(1 − νi)Gi

]
; Bi =

(1 + νi)αT i
(1 − νi)

.Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ q (0, α(t)) ïðèìåò âèä
q (0, α(t)) =

δ (α(t)) − [h] + (B1(h1 − [h]) +B2h2) Φ (0)

(A1(h1 − [h]) + A2h2)
. (6)Çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî óãëà êîíòàêòà θ0 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èç ðåøåíèÿ òåð-ìîóïðóãîé çàäà÷è [3]:

P

R1

=
D0 − ∆

D
· 0, 5 sin 2θ0 − θ0

cos θ0
, (7)Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïî ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêå áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî äîëãî-âå÷íîñòü îïûòíîé äâóõñëîéíîé âòóëêè ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïîâîé óâåëè÷èâàåòñÿ â



122 Èâàíî÷êèí Ï.�., Áëàæååâ Â.Â.1,7 ðàçà. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííûõâòóëîê òîðìîçíîé ðû÷àæíîé ïåðåäà÷è ñ ìåòàëëîïîëèìåðíûì àíòè�ðèêöèîííûìïîêðûòèåì ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü äîëãîâå÷íîñòü èõ ðàáîòû. Ïðîâåäåííûå ðåñóðñ-íûå èñïûòàíèÿ âòóëîê ïîêàçàëè õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðàñ÷åòíîé äîëãîâå÷íîñòè ñèõ ðåçóëüòàòàìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 11-08-12087-î�è-ì, 12-08-00972-à).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øïàäè, Ä. Â. Íîâûì ãðóçîâûì âàãîíàì � èííîâàöèîííûå óçëû è äåòàëè // ÂåñòíèêÈíñòèòóòà ïðîáëåì åñòåñòâåííûõ ìîíîïîëèé: Òåõíèêà æåëåçíûõ äîðîã. 2012. � 1.Ñ. 45�48.[2℄ Èâàíî÷êèí Ï.�.,Êîëåñíèêîâ È.Â., ×åáàêîâ Ì.È. Êîìïëåêñíûé ìåòîä ðàñ÷åòà ýêñ-ïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê äâóõñëîéíîé âòóëêè ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ //Òðåíèå è ñìàçêà â ìàøèíàõ è ìåõàíèçìàõ. 2011. � 11. Ñ. 39�46.[3℄ Èâàíî÷êèí Ï. �. Èññëåäîâàíèå êèíåòèêè èçíàøèâàíèÿ ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ ñó-õîãî òðåíèÿ ñ äâóõñëîéíîé âòóëêîé // Èçâ. âóçîâ Ñåâ.-Êàâê. �åãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè.2008. � 3. Ñ. 37�40.[4℄ Êîëåñíèêîâ Â.È. Èâàíî÷êèí Ï. �. Äâóõñëîéíûå êîìïîçèöèè òðèáîòåõíè÷åñêîãî íà-çíà÷åíèÿ äëÿ òÿæåëîíàãðóæåííûõ óçëîâ òðåíèÿ. �îñòîâ-í/Ä: ��ÓÏÑ, 2009. 123 ñ.Ivano
hkin P.G., Blazeev V.V. Settlement-Experimental Evaluation of a two-layerdurability Sleeve brake Rigging . We propose a 
al
ulation-experimental method of 
al
ulatinglongevity hub brake linkage lo
omotive based on solving the problem of the intera
tionwearkontakt shaft and bushing 
oated. The inner surfa
e of metal-
oated steel bush 
over. The
oating has a two-layer stru
ture � a metal frame power (substrate) and the antifri
tion layer.Equation is used when 
al
ulating the wear that results from laboratory tribologi
al studies,and the experimentally determined temperature distribution on the surfa
e of the sleeve. The
al
ulation is based on the task of maximum permissible radial wear sleeves or allowabledispla
ement of the 
enter of the shaft in the dire
tion of the load, and the average wear rateis determined from the equation obtained wear. The distribution of the 
onta
t pressure andthe magnitude of the 
onta
t zone are determined by the solutions of the previous wearkontaktthermoelasti
 problem for a two-layer sleeve.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÂÎËÍ ÏÎ�ÎÓÏ�Ó�Î�ÎÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÈãóìíîâ Ë.À., Ïåòðîâ À.Í., Àìåíèöêèé À.Â.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÍà îñíîâå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî ïîäõîäà â ñî÷åòàíèè ñ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâà-íèåì ÷èñëåííî àíàëèçèðóþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîðîóïðóãîé äå�îðìèðóåìîé ñðåäû â îáëàñòè Ω èìåþòâèä:
σij,j + Fi = ρüsi + ρf ẅi, i, j = 1, 3.Ýòè óðàâíåíèÿ äîïîëíÿþòñÿ �èçè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì, ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîò-íîøåíèÿìè è äèíàìè÷åñêèì çàêîíîì Äàðñè:

σij = 2Gεsij + (K − 2G/3) εskkδij − αδijp = σeffectiveij − αδijp,

εsij = (usi,j + usj,i)/2, εfkk = ufk,k,

ẇi = qi = −æ

(
p,i + ρf ü

s
i + (ρa/φ+ ρf) ẅi/φ− f fi

)
,ãäå σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ, Fi � êîìïîíåíòû ïëîòíîñòåé îáúåìíîéñèëû, usi � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ ñêåëåòà, wi � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ �èëüòðàöèè(ïðîñà÷èâàíèÿ), ρs, ρf , ρa � ïëîòíîñòè óïðóãîãî ñêåëåòà, íàïîëíèòåëÿ è ïðèñî-åäèíåííîé ìàññû, εskk, εfkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè óïðóãîãî ñêåëåòàè íàïîëíèòåëÿ, K, G � îáúåìíûé ìîäóëü è ìîäóëü ñäâèãà ñêåëåòà, k � ïðîíè-öàåìîñòü. Çäåñü è äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ñóììèðîâàíèÿ,çàïÿòàÿ îáîçíà÷àåò ÷àñòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíà-òàì, òî÷êà íàä �óíêöèåé îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.Ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê óðàâíåíèÿì ïîçâîëÿåò ñâå-ñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé ê äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå çàïèñè â âèäå óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó:

Bυ = F, υ = (u, p), (1)
B =

[
G∇2 +

(
K + 1

3
G
)
∂i∂j − s2(ρ− βρf ) − (α− β)∂i

−s(α − β)∂j
β
sρf

∇2 − φ2s
R

]
. (2)Äîáàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

υ(x, s) = υ̃, x ∈ Su, ti(x, s) = tni(x, s) = t̃ni, t4(x, s) = q̃, x ∈ Sσ, (3)ãäå Su � ãðàíèöà Äèðèõëå è Sσ � ãðàíèöà Íåéìàíà.Óðàâíåíèÿ (1)�(3) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò êðàåâóþ çàäà÷ó â èçîáðàæåíèÿõ òðåõ-ìåðíîé èçîòðîïíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè.



124 Èãóìíîâ Ë.À., Ïåòðîâ À.Í., Àìåíèöêèé À.Â.�àññìîòðèì êóñî÷íî-îäíîðîäíîå òåëî Ω â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-ñòâå R3 ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Ox1x2x3. �ðàíèöó òåëà îáîçíà÷èì ÷å-ðåç S, ãðàíèöû îäíîðîäíûõ ÷àñòåé Ωk (k = 1, ..., K) � ÷åðåç Sk. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî Ωk ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè òåëàìè. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà êàæäîé îäíîðîä-íîé ÷àñòè Ωk ìàðêèðóåì âåðõíèì èíäåêñîì ¾k¿. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûáèðàþòñÿñîîòâåòñòâåííî.�ðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (�ÈÓ) äëÿ äèíàìè÷åñêîé ïîðîóïðóãîñòèâ îáëàñòè Ëàïëàñà ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå òðàäèöèîííûõ �îðìóëèðîâîê [1℄:òåîðåìû âçàèìíîñòè èëè ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê. Ïîðîóïðóãèé îïåðàòîð ÿâ-ëÿåòñÿ íåñàìîñîïðÿæåííûì, à çíà÷èò äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ òðåáóþòñÿ ðàçíûå �óí-äàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ, íî â êîíå÷íîì ñ÷åòå îáà ìåòîäà äàþò îäíî è òî æå èíòå-ãðàëüíîå óðàâíåíèå.Ïðèìåíèì ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ �ÈÓ, îñíîâàííóþ íàãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîì ïîäõîäå ê àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû îáëàñòè, à òàêæå îáîá-ùåííûõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèÿõ è îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèëàõ è èñïîëü-çîâàíèè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [2�6℄. Â êà÷åñòâåïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ïðèìåíèì ìåòîä êîëëîêàöèè.Ïðèíöèïèàëüíîé îñîáåííîñòüþ âîëíîâîãî ïðîöåññà â äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäåÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå íîâîé âîëíû � ìåäëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû. Íà ïðèìåðå çà-äà÷è î êîíñîëè ÷èñëåííî ïðîäåìîíñòðèðóåì âîëíîâîé ïðîöåññ ñ ÿðêî âûðàæåííîéíîâîé âîëíîé (ìåäëåííàÿ âîëíà ðàñòÿæåíèÿ�ñæàòèÿ). �àññìîòðèì ñîñòàâíóþ êîí-ñîëü äëèíîé 9 ì (ðèñ. 1). Áóäåì èññëåäîâàòü äàâëåíèå è ïîòîê â òî÷êå óäàëåííîéíà 1, 5 ì îò íàãðóæåííîãî òîðöà. Âìåñòå ñ òåì áóäåì àíàëèçèðîâàòü äàâëåíèå íàçàêðåïëåííîì òîðöå äëÿ àíàëèçà âðåìåíè ïðèõîäà âîëí. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû�Ý-ðåøåíèÿ. Äàâëåíèÿ è ïîòîê â òî÷êå A. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî �Ý ðåøåíèå �èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ íà çàêðåïëåííîì òîðöå. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà áîëüøåì ÷èñ-ëå ÷àñòîò ïîçâîëÿò óñòðàíèòü ìàëîàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ íà ðèñ. 2�3. Óâåëè÷å-íèå ÷èñëà ÷àñòîò ïîçâîëÿåò íà ðèñ. 2 ïîñòðîèòü ïóíêòèðíóþ êðèâóþ, ïîäòâåðæäà-þùóþ ñìåíó çíàêà ïîðîâîãî ïîòîêà.Ïî àíàëèçó äàâëåíèé âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðîíèöàåìîñòèìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ý��åêò âîçáóæäåíèÿ â ïîðîóïðóãîì òåëå ìåäëåííîéïðîäîëüíîé âîëíû: ïðîèñõîäèò ïàäåíèå àìïëèòóäû îòêëèêà äàâëåíèé (íå äî íó-ëÿ) ñ ïàðàëëåëüíûì íàðàñòàíèåì àìïëèòóäû ïîðîâîãî ïîòîêà. Â ðàáîòàõ [7, 8℄ íà
�èñ. 1. Íà íàãðóæåííîì òîðöå èçâåñòíû t1,2 = 0, t3 = −f(t), p = 0, íåèçâåñòíû ui
(i = 1, 3), q. Íà îñòàëüíûõ ãðàíÿõ Sj(j = 1, 5), ãäå Sj⊥xk èçâåñòíû uk = 0, ti = 0
(i = 1, 3, i 6= k), q = 0, íåèçâåñòíû ui (i = 1, 3, i 6= k), tk, p. Íà ðåáðàõ djs = Sj∩Ss èçâåñòíû
uj = 0, us = 0, ti = 0 (i = 1, 3, i 6= j, i 6= s), q = 0, íåèçâåñòíû ui (i = 1, 3, i 6= j, i 6= s), tj ,
ts, q.



Ìîäåëèðîâàíèå âîëí ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà 125ïðèìåðå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîðîóïðóãîãî îäíîìåðíîãî ñòåðæíÿ ïîäîá-íûé ý��åêò ïðîÿâëåíèÿ òðåòüåé âîëíû â îòêëèêå äàâëåíèÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàí.�ðà�èê ïîâåäåíèÿ îòêëèêà ïîðîâîãî ïîòîêà â [7, 8℄ íå áûë ïîñòðîåí.�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ãðóïïû ïàðàìåòðîâ ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà îäíîðîä-íîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà: ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùèå âîäîíàñûùåííîìó ïåñêó �
K = 2.1 ·108 Í/ì2, G = 9.8 ·107 Í/ì2, ρ = 1884 êã/ì3, φ = 0.48, Ks = 1.1 ·1010 Í/ì2,
ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3.3 · 109 Í/ì2, k = 3.55 · 10−9 ì4/(H · c); ïàðàìåò-ðû ñîîòâåòñòâóþùèå ñêàëüíîé ïîðîäå � K = 8 · 109 Í/ì2, G = 6 · 109 Í/ì2,
ρ = 2458 êã/ì3, φ = 0.19, Ks = 3.6 · 109 Í/ì2, ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3.3 · 109 Í/ì2,
k = 3.6 · 10−10 ì4/(H·
). �ðà�èêè ïåðåìåùåíèé ïî îñè x1 è x3 â òî÷êàõ A, B, C è
D äëÿ ïåñêà ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 4.

�èñ. 2. ◦ � k = 1.9 · 10−10, △ � k = 1.9 · 10−7, � � k = 1.9 · 10−6.

�èñ. 3. ◦ � k = 1.9 · 10−10, △ � k = 1.9 · 10−7, � � k = 1.9 · 10−6.

�èñ. 4. ◦ � ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå A, △ � ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå B, � � ïåðåìåùåíèÿâ òî÷êå C, ∗ � ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå D.



126 Èãóìíîâ Ë.À., Ïåòðîâ À.Í., Àìåíèöêèé À.Â.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå �Ý-ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì èç [8℄. �ðà�èêè ïå-ðåìåùåíèé ïî îñè x1 è x3 â òî÷êàõ A, B, C è D äëÿ ñêàëüíîé ïîðîäû ïðåäñòàâëåíûñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 6, íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê ïîòîêà â òî÷êå A.

�èñ. 5. �Ý ðåøåíèå, �Ý ðåøåíèå èç [8℄.

�èñ. 6. ◦ � ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå A, △ � ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå B, � � ïåðåìåùåíèÿâ òî÷êå C, ∗ � ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå D.

�èñ. 7. Ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå A.



Ìîäåëèðîâàíèå âîëí ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà 127�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû �Ê�14.740.11.0872, �Ê �14.Â37.21.1137, ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (� 12-08-00984-à, 12-01-00698-à) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîëÍØ-4807.2010.8., 2843.2012.8.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ S
hanz M.Wave Propogation in Vis
oelasti
 and Poroelasti
 Continua. Berlin: Springer,2001. 170 p.[2℄ Àìåíèöêèé À.Â., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �àçâèòèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîðèñòûõ ñðåäàõ // Ïðîáëå-ìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê. Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍ�Ó.2008. Âûï. 70. Ñ. 71�78.[3℄ Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �ðàíè÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç äèíàìèêèòðåõìåðíûõ ïîðèñòî-óïðóãèõ òåë // 15 Íèæåãîðîäñêàÿ ñåññèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ -Òåõíè÷åñêèå íàóêè. Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî �ëàäêîâà Î.Â. 2010. Ñ. 29.[4℄ Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà�ÈÓ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ òåîðèé âÿçêî- è ïîðî-óïðóãîñòè // Ýëåêòðîííûé æóðíàë ¾Òðóäû ÌÀÈ¿. 2010. Âûïóñê �40 Ñ. 1�20.[5℄ Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. �åøåíèå òðåõìåðíûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ïî-ðîóïðóãîñòè ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëå-íèé // Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ñåð. Ìåõà-íèêà. Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. 2011. Ñ. 153�157.[6℄ Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. ×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíîé äèíà-ìè÷åñêîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè ìåòîäîì �ÈÓ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåâ ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìûõ òåë è êîíñòðóêöèé. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ è êîíå÷íûõýëåìåíòîâ. Òðóäû XXIII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè BEM&FEM-2009. ÑÏá: 28ñåíòÿáðÿ � 01 îêòÿáðÿ 2009 ã. Èçä-âî ÎÎÎ ¾ÍÈÖ ÌÎ�ÈÍÒÅÕ¿. Ñ. 182�185.[7℄ S
hanz M. Poroelastodynami
s: linear models, analyti
al solution, and numeri
almethods. Applied me
hani
s reviews. 2008. 3. 43 p.[8℄ S
hanz M., Antes H. Waves in poroelasti
 half spa
e: Boundary element analyses �Porous media: theory, experiments, and numeri
al appli
ations // Berlin. Springer. 2002.Pp. 383�412.Igumnov L.A., Petrov A.N., Ameni
kyi A.V. Wave propagation modeling inporoelasti
 half-spa
e. Based on the boundary-element approa
h in 
ombination with integraltransformation, surfa
e waves of a poroelasti
 half-spa
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ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÈÍÒÅ�ÔÅÉÑÍÎÉ Ò�ÅÙÈÍÛ ÂÏÀÊÅÒÅ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÑËÎÅÂÊàðìàçèí À.Â.∗, Ñûðîìÿòíèêîâ Ï.Â.∗∗, Äèäåíêî À.Â.∗∗,Äèäåíêî Ï.À.∗∗∗
∗Òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Âèñáàäåí

∗∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, Êðàñíîäàð
∗∗∗Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÂ ïëîñêîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ïðÿìîëèíåéíûõ òðå-ùèí â ïàêåòàõ, âûïîëíåííûõ èç ñëîèñòûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîéçàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëîèñòîé ñðåäå ñ òðåùèíàìè èñïîëüçóåò-ñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä áëî÷íîãî ýëåìåíòà è ìåòîä êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû.Èí�îðìàöèåé äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèí ñëóæàòñìåùåíèÿ, èçìåðåííûå íà ïîâåðõíîñòè òåëà.�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ìíîãîñëîéíîé ñðåäû èç N ñëîåâñî ñâîáîäíûì íèæíèì îñíîâàíèåì. Ñðåäà çàíèìàåò îáëàñòü −H 6 z 6 0, −∞ 6

x 6 ∞, H � òîëùèíà ñëîÿ. Íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ â îáëàñòè Ω1: x ∈ [x0−a1, x0 +a1]äåéñòâóåò äâóõêîìïîíåíòíàÿ íàãðóçêà q(1) =
{
q
(1)
1 , q

(1)
2

}
exp(−iωt) , ãäå ω � ÷à-ñòîòà êîëåáàíèé, t � âðåìÿ. Íà ëèíèè ðàçäåëà ñëîåâ, íà ãëóáèíå z0 = −h èìååòñÿòðåùèíà â îáëàñòè Ω2: x ∈ [−a, a] . Òðåùèíà ìîäåëèðóåòñÿ êàê áåñêîíå÷íî òîíêèéðàçðåç, áåðåãà êîòîðîãî ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé è íå âçàèìîäåéñòâóþò. Ïåðåìå-ùåíèÿ òî÷åê ñðåäû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëÿìå, îáùèé ìíîæèòåëü exp(−iωt)â äàëüíåéøåì âåçäå îïóùåí. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñìåøàí-íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñëåäóþùåãî âèäà:





z = 0, u = u(1)(x, z), x ∈ Ω1; q(1)(x, z) = 0, x /∈ Ω1,
z = −h, q = q(2)(x, z), x ∈ Ω2; v(2)(x, z) = 0, x /∈ Ω2,
z = −H, q(x, z) = 0, −∞ 6 x 6 ∞.

(1)Çäåñü u(1) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè x ∈ Ω1, z = 0, q(j) � âåêòîðíàïðÿæåíèé,v(2) = u(2)+ −u(2)− - âåêòîð ñêà÷êà ïåðåìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíûâ îáëàñòè x ∈ Ω2, z = −h. Îáîçíà÷èì ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåñèìâîëàìè F , F−1 è ââåäåì âåëè÷èíû:
U(α, z) = F (u) =

∞∫

−∞

u(x, z) exp(iαx)dx,

u(x, z) = F−1(U(α, z)) =
1

2π

∞∫

−∞

U(α, z) exp(−iαx)dα, (2)
Q = F (q), q = F−1(Q), v = F−1(V), V = F (v).



Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ èíòåð�åéñíîé òðåùèíû â ïàêåòå óïðóãèõ ñëîåâ 129Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ñèìâîëà ìàòðèöû �ðèíà K = F (k) , ñîîòâåòñòâóþùåéïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêå äëÿ ìíîãîñëîéíîé ïîëîñû áåç òðåùèí [1℄, ìîæíî ïîëó-÷èòü ðàñøèðåííóþ áëî÷íóþ ìàòðèöó K =
{
K(ij)

} ñ ÷èñëîì áëîêîâ N2, êàæäûéáëîê êîòîðîé K(ij) èìååò ðàçìåðíîñòü 2 × 2. Ïåðâûé èíäåêñ i â K(ij) ñîîòâåòñòâó-åò íîìåðó ñëîÿ. Áëîêè K(i1), i = 1, . . . N îïèñûâàþò âîçäåéñòâèå ïîâåðõíîñòíîéíàãðóçêè q(1) â ðàçëè÷íûõ ñëîÿõ, áëîêè K(ij), i = 1, . . .N , j = 2, . . .N îïèñûâà-þò âîçäåéñòâèå âåêòîðîâ ñêà÷êîâ ïåðåìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèí v(j) (åñëè èõíåñêîëüêî),ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöàõ ñëîåâ. Äëÿ áëîêîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû�ðèíà èìååì ñîîòíîøåíèå:
k(ij) = F−1(K(ij)), K(ij) = F (k(ij)). (3)Äëÿ ìàòðèö k(ij), i = 1, . . . N , j = 2, . . .N çàïèñü â âèäå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå (3) ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíîé, ò. ê. ñîîòâåòñòâóþùèå ÿäðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåðñèí-ãóëÿðíûìè, íå èìåþò àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîíèìàþòñÿ òîëüêî êàêîáîáùåííûå �óíêöèè. Â ñëó÷àå èçîòðîïíûõ ñðåä è íåáîëüøîãî ÷èñëà ñëîåâ ñèìâîëðàñøèðåííîé ìàòðèöû K ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå [2℄, â ñëó÷àå àíèçîòðîï-íûõ ñðåä � ÷èñëåííî [3℄. Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïîëîñû �îðìàëèçì ðàñøèðåííîéìàòðèöû �ðèíà ïîçâîëÿåò ëåãêî ñ�îðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÓ) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê q(1),âåêòîðà ñêà÷êà ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè òðåùèíû v(2), ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòèïîëîñû u(1) è íàïðÿæåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû q(2):

∫

Ω1

k(11)(x− ξ, z)q(1)(ξ)dξ +

∫

Ω2

k(12)(x− ξ, z)v(2)(ξ)dξ = u(1), x ∈ Ω1, z = 0, (4)
∫

Ω1

k(21)(x− ξ, z)q(1)(ξ)dξ +

∫

Ω2

k(22)(x− ξ, z)v(2)(ξ)dξ = q(2), x ∈ Ω2, z = −h.ÑÈÓ (4) èìååò âåñüìà îáùèé âèä è ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âçàèìîäåéñòâèåïîâåðõíîñòíîãî èñòî÷íèêà è òðåùèíû ó÷èòûâàåòñÿ, à ñàì èñòî÷íèê çàäàåòñÿ �è-çè÷åñêè àäåêâàòíûì ñïîñîáîì. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ âñëó÷àå, åñëè ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé q(1) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, à íàïðÿæåíèÿíà áåðåãàõ òðåùèíû q(2) îòñóòñòâóþò. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê îäíîìóìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ:
∫

Ω2

k(22)(x− ξ, z)v(2)(ξ)dξ = − 1

2π

∫

Γ

K(21)(α, z)Q(1)(α) exp(−iαx)dα = −τ0(x, z), (5)
x ∈ Ω2, z = −h.Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíà, ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåò-ñÿ âåêòîð ñêà÷êà ïåðåìåùåíèé íà òðåùèíå v(2), x ∈ Ω2. Êîíòóð Γ â (5) âûáèðàåòñÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [1℄. Ïåðåìåùåíèÿ íà ïîâåðõ-íîñòè ïîëîñû ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì
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u(x, z) =

1

2π

∫

Γ

K(11)(α, z)Q(1)(α) exp(−iαx)dα + (6)
+

1

2π

∫

Γ

K(12)(α, z)V(2)(α) exp(−iαx)dα, −∞ 6 x 6 ∞, z = 0.Çàäà÷à (4)�(5) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Â äàëü-íåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ xj íà ïîâåðõíîñòè ñòðóêòóðû èçâåñòíûèç �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà èëè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìå-ùåíèé u(xj , ω) = gj(ω) äëÿ ÷àñòîò ω èç äèàïàçîíà [ω1, ω2]. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷àèäåíòè�èêàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþóðàâíåíèÿ (5), âû÷èñëåíèþ (6) è ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè, èñïîëüçóþ-ùåãî çíà÷åíèÿ ñìåùåíèé â òî÷êàõ çàìåðîâ xj íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñû:
min Φ(a, x0, h) =

∑

j

‖gj(ω) − u(xj , ω, a, x0, h)‖ , z = 0. (7)Ôóíêöèîíàë (7) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé ïå-ðåìåùåíèé, ãäå âû÷èñëÿåòñÿ îòêëîíåíèå çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé, ðàññ÷èòàííûõäëÿ íåêîòîðûõ ¾ïðîáíûõ¿ ïàðàìåòðîâ òðåùèí è èçâåñòíûõ èç çàìåðîâ ïåðåìå-ùåíèé. �åøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè (7) òðåáóåò ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5), ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòüâû÷èñëÿòü ïîâåðõíîñòíûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ òðåùèí ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè(ïðÿìàÿ çàäà÷à), à çàòåì ñðàâíèâàòü èõ ñ èçìåðåííûìè äàííûìè. Â ðàáîòå ðàñ-ñìàòðèâàëèñü òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Ïåðâûé èç ìåòîäîâ ðàññìîòðåíâ [4℄ è îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ñõåìû �àëåðêèíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèé (5). Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé âûáèðàþòñÿ ïîëèíîìû ßêîáè ñâåñîâûìè �óíêöèÿìè, ó÷èòûâàþùèìè èçâåñòíûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ. ×èñëî áàçèñ-íûõ �óíêöèé äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåäïîëàãàåìîé äëèíå òðåùèíû è ÷àñòîòåðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)�(5) èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä äè��å-ðåíöèàëüíîé �àêòîðèçàöèè [5℄ è áëî÷íîãî ýëåìåíòà [6℄. Äàííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿãîðàçäî áîëåå óíèâåðñàëüíûìè, íî è ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûìè è ïîçâîëÿþòáåç äîïîëíèòåëüíûõ ìîäè�èêàöèé ðàññìàòðèâàòü òðåùèíû áîëåå ñëîæíîé êîí-�èãóðàöèè (ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòàöèÿ òðåùèíû, íåïðÿìîëèíåéíûå áåðåãà, àíèçî-òðîïíûå ìàòåðèàëû). Â äàííîì ñëó÷àå áîëåå ïðîñòûì è óäîáíûì îêàçàëñÿ ìåòîä�àëåðêèíà. Ïðè ñîïîñòàâèìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)�(5), ìåòîä �àëåðêèíàïîòðåáîâàë íåñêîëüêî ìåíüøå âû÷èñëåíèé, ÷åì ìåòîä áëî÷íîãî ýëåìåíòà. Îäíà-êî, óíèâåðñàëüíîñòü è äàëüíåéøàÿ îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìîâ ìåòîäà áëî÷íîãî ýëå-ìåíòà ìîãóò ñäåëàòü åãî áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷. Äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäå ñ òðåùèíîé èçâåñòíîé êîí�èãóðà-öèè, ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåìåùåíèé íà îñíîâå ìåòîäàêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäëîæåííûé â [7℄. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðè-âàåòñÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â áåñêîíå÷íîé ïî ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòåñðåäå, òðåáóåòñÿ âûáðàòü óñëîâèÿ íà óäàëåííûõ ãðàíèöàõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì,



Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ èíòåð�åéñíîé òðåùèíû â ïàêåòå óïðóãèõ ñëîåâ 131÷òîáû íå äîïóñòèòü îòðàæåíèÿ âîëí. Èñõîäíûé áåñêîíå÷íûé ñëîé ìîäåëèðóåò-ñÿ îáëàñòüþ ñ âîçðàñòàþùèì ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò èñòî÷íèêà âíóòðåííèì òðåíè-åì. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ �óíêöèîíàëàíåâÿçêè (7) îò �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ òðåùèíû. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìàðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè èñïîëüçîâàëèñü êàê ìåòîäû ñëó÷àéíîãî ãëîáàëüíîãîïîèñêà � ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [8℄, òàê è ìåòîäû ãëîáàëüíîãî èëè ëîêàëüíîãîïîèñêà [9℄. Èññëåäîâàëîñü âëèÿíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ è êîëè÷åñòâà çàìåðîâ gj(ω), ÷à-ñòîòû êîëåáàíèé íà ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, âëèÿíèå óðîâíÿ âíîñè-ìûõ èëè èçìåðåííûõ ïîãðåøíîñòåé äàííûõ � ïåðåìåùåíèé, ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòè ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëîâ - íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Ïîãðåøíîñòüâ ñèìóëèðîâàííûå èçìåðåíèÿ âíîñèëàñü ïðè ïîìîùè ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõîòêëîíåíèé.Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàññìàòðèâàëèñü èçîòðîïíûå è àíèçîòðîïíûå ìà-òåðèàëû ñ ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ñëîåâ äî øåñòè. Èäåíòè�èêàöèÿ òðåùèíîñóùåñòâëÿëàñü ïî èçìåíåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåìåùåíèé - îòêëèêà ìàòåðèàëàíà äåéñòâèå ñòàòè÷åñêîé èëè ãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêè [8, 10℄. Íà ðèñ 1. ïðèâå-äåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà âåðòèêàëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåìåùåíèé |uz(x, 0)| (6),ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ ÑÈÓ (5), äëÿ ñëîÿ ñòàëè (ν = 1/3) ïðè ðàçëè÷íûõ ïà-ðàìåòðàõ èíòåð�åéñíîé òðåùèíû: ãëóáèíû çàëåãàíèÿ z0 è ïîëóøèðèíû òðåùèíû
a. Òî÷å÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé âåðòèêàëüíûé èñòî÷íèê âîçìóùåíèé q(1)

3 äåéñòâóåò âòî÷êå x0 ñ íîðìèðîâàííîé ÷àñòîòîé ω. Â ðàñ÷åòàõ áûëà äîñòèãíóòà îòíîñèòåëüíàÿïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû z0, a ïðèìåðíî â äâà ðàçà ìåíüøåâíîñèìûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé ïîâåðõíîñòíûõ ñìåùåíèé uz(x, 0).

�èñ. 1. Âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ |uz(x, 0)| íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ñòàëè ñ òðåùèíîé: a)
z0 = −0.4, x0 = −4, a = 1.49, ω = 0.97 b) z0 = −0.4, x0 = −2, a = 1, ω = 1.57. �åøåíèåìåòîäîì �àëåðêèíà (êðàñíûé), ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ABAQUS (ñèíèé).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ 12-08-00880-à, 12-01-00330-à,11-08-00381-à, 11-08-96506-ð-þã-ö, ïðîãðàìì Ïðåçèäèóìà Þæíîãî íàó÷íîãî öåí-òðà �ÀÍ.
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ÝÔÔÅÊÒÛ ÂÛÑØÈÕ ÏÎ�ßÄÊÎÂ Â ÇÀÄÀ×Å ÎÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÖÈËÈÍÄ�À ÈÇ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎ�ÎÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÎ�Î ÌÀÒÅ�ÈÀËÀÊàðÿêèí Ì.È., Ìàéîðîâà Î.À., Ïóñòîâàëîâà Î. �.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÎñíîâíîé çàäà÷åé äàííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëî íàõîæäåíèå ñïîñîáîâ âîçäåéñòâèÿ íàóïðóãîå òåëî, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèÿì, ñóùå-ñòâåííî ðàçëè÷íûì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è â òåîðèè ñðåä Êîññåðà. Â íàñòîÿ-ùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá ó÷åòå ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé íà ý��åêò Ïîéíòèíãà.Öåëü èññëåäîâàíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîÿëà â íàõîæäåíèè òàêèõ ìîäåëåé è äèàïàçî-íîâ èçìåíåíèÿ èõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, êîãäà âåëè÷èíà óäëèíåíèÿ öèëèíäðà, âû-÷èñëÿåìàÿ íà îñíîâå äâóõ ïîäõîäîâ, îòëè÷àåòñÿ áîëåå, ÷åì íà 20%. Ñ èñïîëüçîâàíèåìàñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ðàáîòå îïðåäåëåí êëàññ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ, ó êîòîðûõçíàê ý��åêòà Ïîéíòèíãà â ñëó÷àå áîëüøèõ óãëîâ ïîâîðîòîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îòïàðàìåòðîâ ñðåäû Êîññåðà.1. Ââåäåíèå. Íîâàÿ âîëíà èíòåðåñà ê ìîäåëÿì ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, îñ-íîâàííûõ íà ãèïîòåçå î êèíåìàòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ïîëåé ïåðåìåùåíèé è ïî-âîðîòîâ, ââåäåííûì â óïîòðåáëåíèå áðàòüÿìè Êîññåðà áîëåå ñòà ëåò íàçàä, ñâÿçà-íà, ïðåæäå âñåãî, ñ ïîòðåáíîñòÿìè íàíîìåõàíèêè â ìîäåëÿõ óïðóãîãî ïîâåäåíèÿîáúåêòîâ, ó÷èòûâàþùèõ ñòðóêòóðó ìàòåðèàëà; âîñòðåáîâàíû îíè è âî ìíîãèõ ðàç-äåëàõ áèîìåõàíèêè.Îñíîâíîé çàäà÷åé äàííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëî íàõîæäåíèå ñïîñîáîâ âîçäåé-ñòâèÿ íà óïðóãîå òåëî, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííûì ñîñòî-ÿíèÿì, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è â òåîðèè ñðåäÊîññåðà. Òàêèå ñèòóàöèè ìîãóò ñëóæèòü, â ÷àñòíîñòè, îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ýêñïå-ðèìåíòàëüíûõ ìåòîäèê èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèéñðåä ñ ìèêðîñòðóêòóðîé è âåðè�èêàöèè èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé.Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ïîñòàíîâîê çàäà÷ î áîëüøèõ äå�îðìàöè-ÿõ óïðóãîãî öèëèíäðà â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè.Çàäà÷è ðàçëè÷àþòñÿ âàðèàíòàìè ïîëóîáðàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è�óíêöèé óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñðåäû Êîññåðà. Ïðè÷èíû íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðà ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû êàê âíåøíèìè�àêòîðàìè (íàïðÿæåíèå, êðó÷åíèå), òàê è âíóòðåííèìè äå�åêòàìè � äèñëîêàöèèè äèñêëèíàöèè íà îñè öèëèíäðà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, ïîëóîáðàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñî-äåðæèò äâå �óíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ (ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå è óãîëìèêðîïîâîðîòà ÷àñòèöû òåëà) è çàâèñÿùèå òîëüêî îò îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåò-ðà � ðàäèóñà òî÷êè â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ,ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ïîëóîáðàòíîãî ìåòîäà, ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè âû-÷èñëåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà.Â êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè èçâåñòåí ðÿä ïðèìåðîâ, äåìîí-ñòðèðóþùèõ íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííîå, íî è êà÷åñòâåííîå âëèÿíèå ó÷åòà íåëèíåé-íîñòè íà ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà èëè êîíñòðóêöèè. Ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ ý��åêò



134 Êàðÿêèí Ì.È., Ìàéîðîâà Î.À., Ïóñòîâàëîâà Î. �.Ïîéíòèíãà � ý��åêò âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùèé â èçìåíåíèè äëèíû êðóãîâîãîöèëèíäðà ïðè êðó÷åíèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá ó÷åòå ìîìåíò-íûõ íàïðÿæåíèé íà ý��åêò Ïîéíòèíãà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ó÷åò ìèêðîñòðóêòóðû âðàìêàõ òåîðèè Êîññåðà ìîæåò ïðèâîäèòü íå òîëüêî ê ñóùåñòâåííûì êîëè÷åñòâåí-íûì, íî è ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì â ïîâåäåíèè ñêðó÷èâàåìîãî öèëèíäðà.2. Çàäà÷è î êðó÷åíèè öèëèíäðà èç íåñæèìàåìîãî ìèêðîïîëÿðíîãîìàòåðèàëà â ñëó÷àå ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâå-äåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î êðó÷åíèè öèëèíäðà èç íåñæèìàåìîãî ìèêðîïî-ëÿðíîãî ìàòåðèàëà â ñëó÷àå ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïîëóîáðàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.1) äëÿ äå�îðìàöèè: 



R = R(r) ,
Φ = ϕ+ ψz ,
Z = λz .

(1)Çäåñü R(r) � �óíêöèÿ èçìåíåíèÿ ðàäèóñà öèëèíäðà, ψ � óãîë çàêðó÷èâàíèÿ, λ �ïàðàìåòð óäëèíåíèÿ.2) äëÿ òåíçîðà ìèêðîïîâîðîòà:
HI = ereR + cosχ(r)(eϕeΦ + ezeZ) + sinχ(r)(eϕeZ − ezeΦ) , (2)
HII = cosχ(r)(ereR + eϕeΦ) + sinχ(r)(ereΦ − eϕeR) + ezeZ . (3)Ôóíêöèÿ χ(r) çàäàåò ñîáñòâåííûé ïîâîðîò ÷àñòèöû ñðåäû, íå ñâÿçàííûé ñ äå-�îðìàöèåé.Õàðàêòåðèñòèêè äå�îðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿì (1) è (2) èìå-þò âèä:- ãðàäèåíò äå�îðìàöèè:

C = R′(r)ereR +
R(r)

r
eϕeΦ + λezeZ + ψR(r)ezeΦ ,- òåíçîð èñêàæåíèé:

Y = R′(r)erer +
R(r)

r
cosχ(r)eϕeϕ + (λ cosχ(r) − ψR(r) sinχ(r)) ezez−

−R(r)

r
sinχ(r)eϕez + (ψR(r) cosχ(r) + λ sinχ(r)) ezeϕ ,- òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè:

L = χ′(r)erer +
1

r
sinχ(r)eϕeϕ + ψ cosχ(r)ezez − 1 − cosχ(r)

r
eϕez + ψ sinχ(r)ezeϕ .Ôóíêöèÿ èçìåíåíèÿ ðàäèóñà öèëèíäðà íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè

detY = 1è èìååò ñëåäóþùèé âèä:
R(r) =

√
r2 + A

λ
.



Ý��åêòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ â çàäà÷å î äå�îðìèðîâàíèè öèëèíäðà 135Ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîáñòâåííûé ïîâîðîò ÷àñòèöû ñðåäû, íå ñâÿçàííûé ñäå�îðìàöèåé, íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ìåðû äå�îðìàöèè Y [1℄, è âñëó÷àå òåíçîðà ìèêðîïîâîðîòà HI (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
χ(r) = − arctan

(
ψR(r)r

R(r) + λr

)
.Â ñëó÷àå HII, çàäàííîãî �îðìóëîé (3), ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ

χ(r) íåñîâìåñòíà, òàêèì îáðàçîì äàííîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà ìèêðîïîâîðîòàíåïðèãîäíî äëÿ çàäà÷èè î êðó÷åíèè öèëèíäðà.Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ óäåëüíîé ïîòåíöèàëü-íîé ýíåðãèè
W = 2µtr (Y − I) + η |trL| .Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû ñ ó÷åòîì ñâÿçåé èìå-åò âèä

D =
dW1

Y
,ãäå W1 = W + p(r)(detY − 1) + q(r) · Y×, q(r) � âåêòîð-�óíêöèÿ ñîáñòâåííîãîïîâîðîòà ÷àñòèöû, p(r) � �óíêöèÿ äàâëåíèÿ.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ íåñæèìàåìîãî ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà ðåøàëèñü÷èñëåííî. Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1çàâèñèìîñòü óäëèíåíèÿ îò óãëà çàêðó÷èâàíèÿ.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü óäëèíåíèÿ îò óãëà çàêðó÷èâàíèÿ.Âèäíî, ÷òî ïðè η >3 ïðè êðó÷åíèè öèëèíäð ñíà÷àëà óäëèíÿåòñÿ, çàòåì íà÷èíà-åò óêîðà÷èâàòüñÿ. Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿíåñæèìàåìûõ ñðåä ïðè êðó÷åíèè öèëèíäð âñåãäà óäëèíÿåòñÿ (ý��åêò Ïîéíòèíãàïðè êðó÷åíèè [2℄).Äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ìàòåðèàëüíîãî ïàðàìåòðà η íà ý��åêò Ïîé-òèíãà, áûëî ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå �óíêöèé ïî ψ:
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R(r) = r + f1(r)ψ + f2(r)ψ

2 + f3(r)ψ
3 ,- �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîáñòâåííûé ïîâîðîò ÷àñòèöû ñðåäû, íå ñâÿçàííûéñ äå�îðìàöèåé:

χ(r) = χ1(r)ψ + χ2(r)ψ
2 + χ3(r)ψ

3 ,- âåêòîð-�óíêöèÿ ñîáñòâåííîãî ïîâîðîòà ÷àñòèöû:
q(r) = q0(r) + q1(r)ψ + q2(r)ψ

2 + q3(r)ψ
3 ,- �óíêöèÿ äàâëåíèÿ:

p(r) = p0(r) + p1(r)ψ + p2(r)ψ
2 + p3(r)ψ

3 .Îêàçàëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè öèëèíäð òîëüêîóäëèíÿåòñÿ, à êóáè÷åñêîå ñëàãàåìîå àñèìïòîòèêè çàâèñèò îò η è îïðåäåëÿåò âîç-ìîæíîñòü óêîðî÷åíèÿ öèëèíäðà ïðè î÷åíü áîëüøèõ óãëàõ çàêðó÷èâàíèÿ:
λ = 1 +

(
1

9
r2
1 −

1

72
r0r1 +

1

9
r2
0

)
ψ2 − (4r2

1 + r0r + r2
0) η

192µ
ψ3 .Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûì èàíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì.

�èñ. 2. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.�àññìîòðèì �óíêöèþ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñëåäóþùåãî âèäà
W = 2µtr (Y − I) +

δ

2
tr2L +

γ + η

2
tr
(
L · LT

)
+
γ − η

2
trL2 . (4)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåì ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèé �óíêöèé âðÿä ïî ψ. Òîãäà âûðàæåíèå çàâèñèìîñòè óäëèíåíèÿ îò óãëà çàêðó÷èâàíèÿ âûðà-æàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ = 1 +

(
1

9
r2
1 −

1

72
r0r1 +

1

9
r2
0

)
ψ2 .
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü óäëèíåíèÿ îò óãëà çàêðó÷èâàíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �óíêöèè óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (4) ïðè êóáè-÷åñêîì ïðèáëèæåíèè öèëèíäð òîëüêî óäëèíÿòåñÿ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Çóáîâ Ë.Ì., Êàðÿêèí Ì.È. Äèñëîêàöèè è äèñêëèíàöèè â íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåëàõñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè // ÏÌÒÔ. 1990. � 3. C. 160�167.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.Karyakin M. I., Mayorova O.A., Pustovalova O.G. Higher-order e�e
ts in theproblem of deforming a 
ilinder made of in
ompressible mi
ropolar material . The purposeof this study was to identify su
h impa
ts on the 
ylinder whi
h lead to the stress-strainstate signi�
antly di�erent in the 
lassi
al theory of elasti
ity and in the theory that takesinto a

ount the 
ouple stresses. The in�uen
e of 
ouple stresses on the Poynting e�e
t attorsion and on the amount of strain at whi
h the pro
ess of stret
hing of a nonlinear elasti

ylinder 
eases to be stable was studied. In this 
ase the purpose of investigation was to �ndmodels and the range of variation of their material parameters when the value of stret
h ofthe 
ylinder, whi
h 
al
ulation is based on two approa
hes di�ers by more than 20%. In thiswork the 
lass of models of the materials, in whi
h the sign of the Poynting e�e
t for largerotation angle signi�
antly depends on the parameters of the Cosserat theory, is de�ned withthe use of asymptoti
 expansions.
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k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ), ãäå ϕk � �èçè÷åñêèå ïî-ëåâûå ïåðåìåííûå; Xβ (β = 1, 2, 3, 4) � ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû(¾êîâàðèàíòíûå¿ êîîðäèíàòû); ∂β � îïåðàòîð ïîëíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíàòå Xβ:
∂β = ∂expl

β +
∑

s>0

(
∂α1∂α2 ...∂αs

∂βϕ
l
) ∂

∂(∂α1∂α2 ...∂αs
ϕl)

, (1)ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, ∂expl
β � îïåðàòîð÷àñòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ÿâíîìó âõîæäåíèþ ïåðåìåííîé Xβ.Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ èìåþò êàíîíè÷åñêóþ êîâàðèàíòíóþ �îð-ìó Ýéëåðà�Ëàãðàíæà (Ek(L ) � îïåðàòîð Ýéëåðà)

Ek(L ) = 0. (2)Äèâåðãåíòíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî èç òåîðèèîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîíÿòèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà è âñåãäàèìååò �îðìó äèâåðãåíòíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ
∂βJ

β = 0, (3)ãäå Jβ(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xµ) � 1-êîíòðàâàðèàíòíûé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-íîé 4-âåêòîð, êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé



Êîâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ 4-òîêà â ïîëåâûõ òåîðèÿõ ìåõàíèêè 139ïîëÿ (2). Âåêòîð Jβ � äè��åðåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ãðàäèåíòîâ ïî-ëåâûõ ïåðåìåííûõ, íàèâûñøèé ïîðÿäîê êîòîðûõ íà åäèíèöó ìåíüøåãî ïîðÿäêàóðàâíåíèé ïîëÿ. Â òåîðèÿõ ïîëÿ âåêòîð Jβ îáû÷íî íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì òîêà.Òåîðèÿ Íåòåð [1℄ ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî âû÷èñëÿòü âåêòîð òîêà Jβ, åñëè èçâåñòíàãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ èíâàðèàíòåí.2. Àëãîðèòìè÷åñêîå ïîñòðîåíèå êîâàðèàíòíîãî òîêà. �àññìîòðèì ïðè-ìåíåíèå ðàçðàáîòàííîãî â ðàìêàõ ãðóïïîâîãî àíàëèçà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé �îðìàëèçìà [2℄ ê òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé èíòå-ãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà èõ èçëîæåíèå,äàííîå â ìîíîãðà�èÿõ [3, 4℄. Ìû ñòàâèì ñâîåé öåëüþ, â òîì ÷èñëå, è âûâîä ðÿäàíîâûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ òåõ êîâàðèàíòíûõ �îðìóë òåîðèè Íåòåð [1℄, êîòîðûåèçíà÷àëüíî áûëè ïîëó÷åíû â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âàðèàöèé.�àññìîòðèì ãðóïïó Ëè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-ìåííûõ (¾êîâàðèàíòíûõ¿) êîîðäèíàò Xβ è �èçè÷åñêèõ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ ϕk
X̃β = X β(ϕs, Xγ, ε) = Xβ + εξβ(ϕs, Xγ) + ... ,

ϕ̃k = Φk(ϕs, Xγ, ε) = ϕk + εhk(ϕs, Xγ) + ... ,
(4)ïðè óñëîâèÿõ X β(ϕs, Xγ, ε)

∣∣
ε=0

= Xβ, Φk(ϕs, Xγ, ε)
∣∣
ε=0

= ϕk, è åå èí�èíèòåçè-ìàëüíûé ãåíåðàòîð
ς · ∂ = ξα∂expl

α + hj∂
0
j . (5)Êðèòåðèé èí�èíèòåçèìàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëüíîãî �óíêöèîíàëàäåéñòâèÿ ñ ëàãðàíæèàíîì, çàâèñÿùèì îò ãðàäèåíòîâ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ ïîðÿä-êà, íå ïðåâûøàþùåãî m, îòíîñèòåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçî-âàíèé (4) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(ς
m
· ∂)L + L ∂γξ

γ = 0. (6)Äåéñòâèå îïåðàòîðà ς
m
· ∂ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè ïðîäîëæåíèÿ:

ς
m
· ∂ = ς · ∂ +

m∑

s=1

hlα1α2...αs
∂
s

α1α2...αs

l , (7)
hlα1α2...αs

= ∂α1∂α2 ...∂αs
(hl − (∂σϕ

l)ξσ) + (∂α1∂α2 ...∂αs
∂σϕ

l)ξσ. (8)Îïåðàòîð Ýéëåðà â ñèìâîëèêå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî àíàëèçà äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ åñòü:
El =

∑

s>0

(−1)s∂α1∂α2 ...∂αs∂
s

α1α2...αs

l . (9)Âûðàæåíèå (ς
m
· ∂)L + L ∂αξ

α äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåòáûñòðî íàéòè òîê è äèâåðãåíòíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ â ñëó÷àå ëàãðàíæèàíîâ, êî-òîðûå çàâèñÿò îò ãðàäèåíòîâ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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(ς
m
· ∂)L = ξσ∂expl

σ L + hl∂
0
lL + ξσ∂σL − (ξσ∂expl

σ L + ξσ(∂σϕ
l)∂

0
lL )+

+
m∑

s=1

(∂α1∂α2 ...∂αs
Ql)∂

s

α1α2...αs

l L .Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàõîäèì
(ς
m
· ∂)L = ∂σ(ξ

σL ) − L (∂σξ
σ) + Ql

∂
0
lL +

m∑

s=1

(∂α1∂α2 ...∂αs
Ql)∂

s

α1α2...αs

l L . (10)�àññìîòðèì äàëåå ñóììó
m∑

s=1

(∂α1∂α2 ...∂αs
Ql)∂

s

α1α2...αs

l Lè íàðÿäó ñ íåé ñóììû (i = 1, 2, ..., m)
Si =

m∑

s=i

(∂αi
∂αi+1

...∂αs
Ql)∂α1∂α2 ...∂αi−1∂

s

α1α2...αs

l L .Ïðèíèìàÿ îáîçíà÷åíèÿ (i = 2, 3, ..., m− 1)
J αi

i =
m∑

s=i+1

(∂αi+1
∂αi+2

...∂αs
Ql)∂α1∂α2 ...∂αi−1∂

s

α1α2...αs

l L + Ql∂α1∂α2 ...∂αi−1∂
i

α1α2...αi

l L ,(11)
J α1

1 =

m∑

s=2

(∂α2∂α3 ...∂αs
Ql)∂

s

α1α2...αs

l L +Ql
∂
1

α1
l L , J αm

m = Ql∂α1∂α2 ...∂αm−1∂
m

α1α2...αm

l L ,à òàêæå
Γi = Ql∂α1∂α2 ...∂αi∂

i

α1α2...αi

l L (i = 1, 2, ..., m), (12)äëÿ ñóìì Si ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
S1 =

m∑
s=1

(∂α1∂α2 ...∂αs
Ql)∂

s

α1α2...αs

l L = ∂α1J
α1
1 − S2 − Γ1 (i = 1),... ...

Si = ∂αi
J αi

i − Si+1 − Γi (i),... ...
Sm = ∂αm

J αm
m − Γm (i = m).

(13)
Çàìåíèì çàòåì â (13) ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé ñòðîêè, â ñòðîêå ñ íî-ìåðîì j ñóììó Sj+1 åå çíà÷åíèåì, óêàçûâàåìûì ñòðîêîé ñ íîìåðîì j + 1. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èì

m∑

s=1

(∂α1∂α2 ...∂αs
Ql)∂

s

α1α2...αs

l L =

m∑

i=1

(−1)i−1∂αi
J αi

i +

m∑

i=1

(−1)iΓi.
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m∑

i=1

(−1)iΓi = QlEl(L ) − Ql
∂
0
lL ,íàõîäèì �óíäàìåíòàëüíóþ äëÿ òåîðèè âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé �îðìóëó

m∑

s=0

(∂α1∂α2 ...∂αs
Ql)∂

s

α1α2...αs

l L =
m∑

i=1

(−1)i−1∂αi
J αi

i + QlEl(L ). (14)Íà îñíîâàíèè (10) è (14) èìååì
(ς
m
· ∂)L + L ∂σξ

σ = ∂σ(ξ
σL ) + QlEl(L ) +

m∑

i=1

(−1)i−1∂αi
J αi

i . (15)Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé èí�èíèòåçèìàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ (6)îêîí÷àòåëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
−∂σ(ξσL ) +

m∑

i=1

(−1)i∂αi
J αi

i = QlEl(L ), (16)êîòîðûé ïîçâîëÿåò áûñòðî îïðåäåëèòü âåêòîð òîêà Jσ â êàíîíè÷åñêîì êîâàðèàíò-íîì ïðåäñòàâëåíèè ∂σ(−Jσ) = QlEl(L ).Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:
−Jσ = −ξσL − J σ

1 + J σ
2 + · · · + (−1)mJ σ

m. (17)3. Âåêòîð òîêà è òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà äëÿ ïîëåé ñ ðàçëè÷íûìèïîðÿäêàìè îïðåäåëÿþùèõ ãðàäèåíòîâ ïîëÿ. Ïðîâåäåì íåîáõîäèìûå âû÷èñ-ëåíèÿ äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ îïðåäåëÿþùèõ ãðàäèåíòîâ ïîëÿ ïîðÿäêîâ m = 1, 2, 3 (ò. å.êîãäà ëàãðàíæèàí çàâèñèò îò ãðàäèåíòîâ ïîëÿ ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî 1, 2, 3)è ïîëó÷èì ÿâíûå êîâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðà òîêà Jσ, ñ ïîìîùüþ êî-òîðûõ çàòåì âûïèñûâàþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà T µ··λ .Òåîðèÿ ïîëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà: L = L (ϕk, ∂αϕ
k, Xβ)

Jσ = ξσL +
∂L

∂(∂σϕl)
(hl − (∂γϕ

l)ξγ), T µ··λ = L δµλ − (∂λϕ
l)

∂L

∂(∂µϕl)
.Òåîðèÿ ïîëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà: L = L (ϕk, ∂αϕ

k, ∂γ∂αϕ
k, Xβ)

Jσ = ξσL +
∂L

∂(∂σϕl)
(hl − (∂γϕ

l)ξγ) +
∂L

∂(∂σ∂βϕl)
∂β(h

l − (∂γϕ
l)ξγ)−

−(hl − (∂γϕ
l)ξγ)∂β

∂L

∂(∂σ∂βϕl)
,

T µ··λ = L δµλ − (∂λϕ
l)

∂L

∂(∂µϕl)
− ∂L

∂(∂ν∂µϕl)
(∂ν∂λϕ

l) + +(∂λϕ
l)∂ν

∂L

∂(∂ν∂µϕl)
.



142 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.Òåîðèÿ ïîëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà: L = L (ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ∂ν∂γ∂αϕ
k, Xβ)

Jσ = ξσL +
∂L

∂(∂σϕl)
(hl − (∂γϕ

l)ξγ) +
∂L

∂(∂σ∂βϕl)
∂β(h

l − (∂γϕ
l)ξγ)−

−(hl − (∂γϕ
l)ξγ)∂β

∂L

∂(∂σ∂βϕl)
+

∂L

∂(∂σ∂α∂βϕl)
∂α∂β(h

l − (∂γϕ
l)ξγ)−

−(∂β(h
l − (∂γϕ

l)ξγ))∂α
∂L

∂(∂σ∂α∂βϕl)
+ (hl − (∂γϕ

l)ξγ)∂α∂β
∂L

∂(∂σ∂α∂βϕl)
,

T µ··λ = L δµλ − (∂λϕ
l)

∂L

∂(∂µϕl)
− ∂L

∂(∂ν∂µϕl)
(∂ν∂λϕ

l)+

+(∂λϕ
l)∂ν

∂L

∂(∂ν∂µϕl)
− ∂L

∂(∂ν∂æ∂µϕl)
∂ν∂æ∂λϕ

l+

+(∂æ∂λϕ
l)∂ν

∂L

∂(∂ν∂æ∂µϕl)
− (∂λϕ

l)∂ν∂æ
∂L

∂(∂ν∂æ∂µϕl)
.
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�ÀÇÄÓÂÀÍÈÅ Ê�ÈÂÎÉ ÂÛÑÎÊÎÝËÀÑÒÈ×ÍÎÉ Ò�ÓÁÊÈ.ÒÅÎ�Èß È ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÊîëåñíèêîâ À.Ì., Ïîïîâ À.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîíêîñòåííàÿ êðèâàÿ òðóáêà èç íåëèíåéíî óïðó-ãîãî ìàòåðèàëà, íàãðóæåííàÿ òîëüêî âíóòðåííèì äàâëåíèåì. �åøåíèå çàäà÷è ðàçûñêè-âàåòñÿ â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê. Ñ ïîìîùüþ ïîëóîáðàòíîãîïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷à ñòàòèêè îáîëî÷êè ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå�îðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íà äå�îðìàöèþ êðèâîé òðóáêè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.Ââåäåíèå. �àññìîòðèì îáîëî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðîì òîðà ñ çàìêíó-òûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó îáîëî÷êó êðèâîé òðóáêîé. Âëèíåéíîé òåîðèè [1℄ èçâåñòíî, ÷òî êðèâàÿ òðóáêà ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíè-åì ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ íå èçìåíÿåò ñâîåé êðèâèçíû ïðè ìàëûõäå�îðìàöèÿõ. Ýòî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ.Òðóáêè ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñå÷åíèåì ìåíÿåò ñâîþ êðèâèçíó ïîä äåéñòâèåì âíóòðåí-íåãî äàâëåíèÿ. Åñëè r1 > r2 (ðèñ. 1a), òî ïîä äàâëåíèåì êðèâèçíà òðóáêè óìåíüøà-åòñÿ. Åñëè r1 < r2 , òî êðèâèçíà óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿâ ìàíîìåòðè÷åñêèõ òðóáêàõ.Ïîâåäåíèå êðèâîé òðóáêè ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áî-ëåå ñëîæíûì äëÿ áîëüøèõ äå�îðìàöèé. Êàê ïîêàçàíî â [2℄, êðèâèçíà òîíêîñòåí-íîé íåëèíåéíî óïðóãîé èçîãíóòîé òðóáêè ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïðèðàçäóâàíèè èçìåíÿåòñÿ. Ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ êðèâàÿ òðóáêà èçíåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ðàñïðÿìëÿåòñÿ, ò. å. å¼ êðèâèçíà óìåíüøàåòñÿ.Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîíêîñòåííàÿ íåëèíåéíî óïðóãàÿ êðèâàÿ òðóá-êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñå÷åíèåì è èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ýëëèïòè÷íîñòè ñå÷åíèÿ íàêðèâèçíó äå�îðìèðîâàííîé òðóáêè. Òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷¼òû ïîäòâåðæäåíû ýêñïå-ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ðàçäóâàíèè êðèâîé òðóáêè èç ðåçè-íîïîäîáíîãî ìàòåðèàëà.1. Ôîðìóëèðîâêà. Çàäà÷à î ðàçäóâàíèè êðèâîé òðóáêè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûìñëó÷àåì ÷èñòîãî èçãèáà êðèâîé òðóáêè âíåøíèìè èçãèáàþùèìè ìîìåíòàìè ïîêîíöàì è ïîäâåðæåííîé ðàâíîìåðíîìó äàâëåíèþ èçíóòðè [2℄. Îáùèé ïîäõîä ê ðå-øåíèþ çàäà÷è ÷èñòîãî èçãèáà äàí â êíèãå êíèãå Ëèáàè À. è Ñèììîíäñà Äæ.�. [3℄è ðàáîòå Çóáîâà Ë.Ì. [4℄. Ïîäõîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè äå�îðìàöèè íà äâå ÷à-ñòè: ïëîñêóþ äå�îðìàöèþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ïîâîðîò êàæäîãî ñå÷åíèÿ íàïîñòîÿííûé îòíîñèòåëüíûé óãîë. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè äâóìåð-íóþ çàäà÷ó ñòàòèêè îáîëî÷êè ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé. Ïðè òàêîì ïîäõîäå êðèâèçíà äå�îðìèðîâàííîé òðóáêè âõîäèò ïàðàìåòðîì,à âíåøíèé èçãèáàþùèé ìîìåíò îïðåäåëåÿåòñÿ óæå ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è.Çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè áåçìîìåíòíûõ îáî-ëî÷åê [5℄. �àññìîòðèì òîíêîñòåííóþ îáîëî÷êó ïîñòîÿííîé òîëùèíû h, ñäåëàííóþ



144 Êîëåñíèêîâ À.Ì., Ïîïîâ À.Â.èç âûñîêîýëàñòè÷íîãî ìàòåðèàëà. Ïóñòü â íåäå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè ñðå-äèííàÿ ïîâåðõíîñòü òðóáêè çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè
r = x1(s)i1 + x2(s)e2 , e2 = i2 sin βt+ i3 cosβt , s ∈ [0; 2π] , t ∈ [−l; l] ,

x1(s) = r1 sin s , x2(s) = β−1 − r2 cos s .Çäåñü {i1, i2, i3}� ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëü-íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, s è t � ãàóññîâû êîîðäèíàòû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.Ïóñòü âíåøíåé íàðóçêîé ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå âíóòðåííåå äàâ-ëåíèå èíòåíñèâíîñòè p. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è, ïîëàãàÿ, ÷òî äå�îðìèðî-âàííàÿ ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè [4℄
R = X1(s)i1 +X2(s)E2 , E2 = i2 sinBt+ i3 cosBt .Çäåñü �óíêöèè X1(s), X2(s) è ïàðàìåòð B ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè.Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ãëàâíûå êðàòíîñòè óäëèíåíèé λ1, λ2 è �óíêöèþ óãëàíàêëîíà êàñàòåëüíîé ê äå�îðìèðîâàííîìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ψ:
λ1 =

√
X ′

1
2 +X ′

2
2

√
x′1

2 + x′2
2
, λ2 =

BX2(s)

βx2(s)
, tgψ =

X ′
2(s)

X ′
1(s)

.Ìàòåðèàë îáîëî÷êè áóäåì ñ÷èòàòü íåëèíåéíî óïðóãèì, èçîòðîïíûì è íåñæè-ìàåìûì. Òîãäà åãî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäàäèì ñ ïîìîùüþ �óíêöèè óäåëüíîéïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè W = W (λ1, λ2).Òîãäà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [2℄:
∂2W

∂λ2
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(
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B sinψ +
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′
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= 0 ,
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√
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λ1 sinψ +
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′

2g22
λ2 = 0 ,

∂W

∂λ1
ψ′ − B

√
g11

g22
λ1 cosψ − p

h

√
g22λ1λ2 = 0 ,

X1
′ =

√
g11λ1 cosψ , X2

′ =
√
g11λ1 sinψ .�ðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ èõ ïåðèî-äè÷íîñòè.Óñëîâèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà êðèâèçíû B ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå èçãè-áàþùåãî ìîìåíòà [2℄, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∫ 2π

0

h
∂W

∂λ2
(Y2C −X2)

√
x′1

2 + x′2
2ds = 0 .Çäåñü Y2C � êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.Ïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Íà êàæ-äîì øàãå ïðèñòðåëêè èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷è Êîøè îñóùåñòâëÿåòñÿ îðèãèíàëü-íûì ìåòîäîì, îñíîâàííîì íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè è ìåòîäå �óíãå�Êóòòû ñ êîíòðîëåì ïîãðåøíîñòè íà øàãå. Êðèâèçíà äå�îðìèðîâàííîé òðóáêè
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�èñ. 1. a) Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êðèâîé òðóáêè, b) ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå, 
) çàâèñèìîñòüìåæäó ïàðàìåòðîì êðèâèçíû B∗ è äàâëåíèåì p∗.îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè íà îñíîâå ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ èç óñëîâèÿðàâåíñòâà íóëþ èçãèáàþåùåãî ìîìåíòà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè.2. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ. Ââåä¼ì áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå p∗ è áåçðàçìåðíûéïàðàìåòð êðèâèçíû B∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
p∗ =

p

kp
, kp =

2µh

r1 + r2
, B∗ =

B

β
.Ïàðàìåòðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè çàäàäèì ïî òàáë. 1, äðóãèå íà÷àëü-íûå ïàðàìåòðû ïðèìåì ðàâíûìè

µ = 1 , h = 0.001 , β = 0.1 .Íà ðèñ. 1
 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ìåæäó áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè äàâëå-íèÿ è ïàðàìåòðîì êðèâèçíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé, ãåîìåòðè÷åñêèåðàçìåðû êîòîðûõ äàíû â òàáë. 1. Ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ ðåøåíèå íåëèíåéíîéçàäà÷è ñîãëàñóåòñÿ ñ ëèíåéíîé òåîðèåé. Åñëè r1 > r2 , òî ïîä äàâëåíèåì êðèâèçíà� r1 r21 r1 = 1,3 r2 = 0,72 r1 = 1,2 r2 = 0,83 r1 = 1,1 r2 = 0,94 r1 = 1 r2 = 15 r1 = 0,9 r2 = 1,16 r1 = 0,8 r2 = 1,27 r1 = 0,7 r2 = 1,3Òàáëèöà 1. �åîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ê ðèñ. 1
).



146 Êîëåñíèêîâ À.Ì., Ïîïîâ À.Â.äå�îðìèðîâàííîé òðóáêè óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. 1
, ãðà�èêè 1, 2, 3). �àçãèáàíèå òðóá-êè òåì áîëüøå, ÷åì ïîëóîñü r1 áîëüøå r2. Åñëè ýëëëèïòè÷åñêîå ñå÷åíèå âûòÿíóòîâ äðóãîì íàïðàâëåíèè, òî åñòü r1 < r2, òî ïîä äàâëåíèåì êðèâèçíà äå�îðìèðîâàí-íîé òðóáêè óâåëè÷èâàåòñÿ (ðèñ. 1
, ãðà�èêè 5, 6, 7). Ñãèáàíèå òðóáêè òåì áîëüøå,÷åì ïîëóîñü r1 ìåíüøå r2. Èçìåíåíèå êðèâèçíû òðóáêè êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 1
,ãðà�èê 4) îêàçûâàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ èçìåíåíèåì êðèâèçíûòðóáêè ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ äàæå ïðè ìàëîé ðàçíèöå ïîëóîñåé.Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äàâëåíèÿ ïîâåäåíèå òðóáîê ìåíÿåòñÿ è óìåíüøåíèå êðè-âèçíû ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî ñ îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ íåçàâèñèìî îò íà÷àëü-íîé �îðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ñóùå-ñòâóåò ïðåäåë äàâëåíèÿ, ïîñëå êîòîðîãî ðàçãèáàíèå òðóáêè ïðîèñõîäèò ñ ïàäåíèåìäàâëåíèÿ. Äàííûé ý��åêò ñâÿçàí ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ïðèáîëüøèõ äåî�ðìàöèÿõ. Âåëè÷èíà ìàêñèìóìà äàâëåíèÿ áëèçêà ê ìàêñèìàëüíîìóäàâëåíèþ ïðè ðàçäóâàíèè ïðÿìîé òðóáêè è ìàëî èçìåíÿòåñÿ îò �îðìû ñå÷åíèÿ.3. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà. Â ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëàñü âåëîñèïåä-íàÿ êàìåðà KENDA 12.1x1.75�1.95 47/57-559 A/V. Íà ïîäãîòîâëåííóþ ê ýêñïåðè-ìåíòó êàìåðó áûëè íàíåñåíû ìåòêè âäîëü öåíòðàëüíîé îáðàçóþùåé ñ ãàóññîâîéêîîðäèíàòîé s0 = π/2. Êàìåðà ðàçìåùàëàñü íà âîäíîé ïîâåðõíîñòè, îäèí êðàéêàìåðû áûë çàêðåïë¼í, äðóãîé îñòàâàëñÿ ñâîáîäíûì. Äàâëåíèå â êàìåðû ñíà÷à-ëî ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàëîñü, çàòåì óìåíüøàëîñü, à ïðîöåññ �îòîãðà�èðîâàëñÿ.Ïî �îòîãðà�èÿì èçìåðÿëèñü ïåðåìåùåíèÿ ìåòîê è ðàñ÷èòûâàëàñÿ îòíîñèòåëüíàÿêðèâèçíà äå�îðìèðîâàííîé îáðàçóþùåé, îòíåñ¼ííàÿ ê íà÷àëüíîé êðèâèçíå
Θ∗ =

x2(s0)

X2(s0)
.Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèå áûëè èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ñóùåñòâåííî íåëè-íåéíîãî ìàòåðèàëà (ïðè α = 1 ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê íåîãóêîâñêîìó ìàòåðèàëó)

W =
µ

2α

(
λ2

1 + λ2
2 +

1

λ2
1λ

2
2

− 3

)α
.�åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû íåäå�îðìèðîâàííîé îáîëî÷êè, îòíåñ¼ííûå ê ñðåä-íåìó ðàäèóñó ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ïðèíèìàëèñü â ñëåäóþùåì âèäå

r1 = 1,035, r2 = 0,965, β = 0,06 .Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà áûëè ðàññìîòðåíû äâà ìàòåðèàëà ñ ïîñòî-ÿííîé α ðàâíîé 1 (ðèñ. 2a) è 0,9 (ðèñ. 2b). Ïðè α = 1 îáåçðàçìåðèâàþùèé êîý�-�èöèåíò ïðè äàâëåíèè kp = 430 êÏà, ïðè α = 0,9 � kp = 370 êÏà.Íà ðèñ. 2 äàíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ (ñïëîøàÿ ëèíèÿ) è ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ äàííûõ (êðóæêè ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåññó íàãðóæåíèÿ, êâàäðàòèêè �ðàçãðóæåíèþ). Äëÿ ìàòåðèàëà ñ ïîñòîÿííîé α = 0,9 òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿõîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà.
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a) b)�èñ. 2. Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà äëÿ íåîãóêîâñêî-ãî (a) è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà (b).Äàííîå èññëåäîâàíèå ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíî Ïðåçèäåíòîì �îññèéñêîé �åäåðà-öèè (ãðàíò ÌÊ-439.2011.1), ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé �åäå-ðàöèè (ãîñêîíòðàêò � Ï-596 è ñîãëàøåíèå 14.A18.21.0389) è �îññèéñêèì �îíäîì�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00038-a, 12-01-31431-ìîë-à).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ôåîäîñüåâ Â.È. Óïðóãèå ýëåìåíòû òî÷íîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ. Ì.: Îáîðîíãèç, 1949.344 ñ.[2℄ Kolesnikov A.M. Large bending deformations of pressurized 
urved tubes // Ar
h. Me
h.2011. Vol. 63 (5-6). Pp. 507�516.[3℄ Libai A., Simmonds J. S. The Nonlinear Theory of Elasti
 and Shells. 2nd ed. Cambridge:Cambridge Univ. Press., 1998. 542 p.[4℄ Zubov L.M. Semi-inverse solution in non-linear theory of elasti
 shellsLarge bendingdeformations of a 
ylindri
al membrane with internal pressure // Ar
h. Me
h. 2001.Vol. 53 (4-5). Pp. 599�610.[5℄ Kolesnikov A.M., Zubov L.M. Large bending deformations of a 
ylindri
al membranewith internal pressure // ZAMM. 2009. Vol. 89. Pp. 288�305.Kolesnikov A. M., Popov A. V. In�ation of 
urved hyperelasti
 tube. Theory andexperiment. The problem of equilibrium of a thin-walled tube made of nonlinear elasti
material under inner pressure is 
onsidered. Within framework of nonlinear theory ofmembranes the solution is sought. Using semi-inverse method the stati
 problem redu
es tosystem of ordinary di�erential equations whi
h is solved numeri
ally. The in�uen
e of 
ross-se
tion shape on deformation of the tube is studied. Numeri
al results and experimental dataare presented.
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∗∗Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ �ÀÍ, Âëàäèâîñòîê�àáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó àíàëèçó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêèõ îáî-ëî÷åê, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ. �åøåíèå çàäà÷èîñóùåñòâëÿåòñÿ â òð¼õìåðíîé ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ. Ñæèìàåìàÿ íåâÿçêàÿ æèäêîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ ïîòåíöèàëüíîé òåîðèè.Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ óïðóãîãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï âîçìîæíûõïåðåìåùåíèé. Ïðåäñòàâëåí àíàëèç ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàí-íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ðàçíîì óðîâíå çàïîëíåíèÿ æèäêîñòüþ è ðàçëè÷íûõâàðèàíòàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.1. Ââåäåíèå. Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [1�5℄, ïîñâÿù¼ííûõ èññëåäîâàíèþ ãîðèçîí-òàëüíî ðàñïîëîæåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî çàïîë-íåííûõ æèäêîñòüþ, îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî âû÷èñëåíèþ è àíàëèçó ñîáñòâåí-íûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Â ìåíüøåé ñòåïåíè èçó÷åíû ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáà-íèé, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷àñòè÷íîå çàïîëíåíèå æèäêîñòüþ ïðèâîäèò ê íàðóøå-íèþ ñèììåòðèè êîíñòðóêöèè è îïðåäåëÿåò ñâîåîáðàçíûé õàðàêòåð èõ äèíàìè÷å-ñêîãî ïîâåäåíèÿ, îòëè÷íûé îò àíàëîãè÷íûõ âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ îáîëî-÷åê. Íåêîòîðûå èç îñîáåííîñòåé òàêîãî ïîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíûâ [5℄. Ñ öåëüþ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí âàðèàíò òð¼õ-ìåðíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè è àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ïðåäíà-çíà÷åííûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáîëî÷åê ïðîèçâîëüíîéãåîìåòðèè, ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ íåâÿçêóþ æèäêîñòü.2. �àçðåøàþùèå ñîîòíîøåíèÿ. �àññìàòðèâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòè-ðîâàííûå öèëèíäðè÷åñêèå îáîëî÷êè äëèíîé L, ñðåäíèì ðàäèóñîì R = ds/2, òîë-ùèíîé h, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûå æèäêîñòüþ. Ïîòåíöèàëüíîå äâè-æåíèå ñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîé ñðåäû, çàíèìàþùåé îáú¼ì Vf , îïèñûâàåòñÿâîëíîâûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è óñëîâèåì íåïðî-íèöàåìîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áóáíîâà��àë¼ðêèíà ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé.Îáîëî÷êà ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîãëàñíî ïîäõîäó, â êîòîðîìïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî å¼ êðèâîëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü äîñòàòî÷íî òî÷íî àïïðîêñè-ìèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïëîñêèõ ÷åòûð¼õóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ îä-íîâðåìåííî ïîä äåéñòâèåì ìåìáðàííûõ è èçãèáàþùèõ ñèë. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè-÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðå-ìåùåíèé, â êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ âû-÷èñëåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íàóïðóãóþ êîíñòðóêöèþ.
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ḋ ϕ̇
}T

+ K
{

d ϕ
}T

= 0,

K =

[
Ks 0
0 −ρfKf

]
, M =

[
Ms 0
0 −ρfMf

]
, C = ρf

[
0 Cs

Cf 0

]
,

Kf =
∑

mf

∫

Vf

(
∂FT

∂x

∂F

∂x
+
∂FT

∂y

∂F

∂y
+
∂FT

∂z

∂F

∂z

)
dV , Mf =

∑

mf

∫

Vf

1

c2
FTFdV ,

Ks =
∑

ms

∫

Ss

BTDBdS, Ms =
∑

ms

∫

Vs

ρsN
TNdV,

Cs =
∑

mσ

∫

Sσ

FTNwdS, Cf =
∑

mσ

∫

Sσ

FTNwdS.Çäåñü: d, ϕ - âåêòîðà îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé îáîëî÷êè è ïîòåíöèàëà âîçìó-ùåíèÿ ñêîðîñòè; (x, y, z) � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò; Sf , Ss - ïîâåðõíîñòè,îãðàíè÷èâàþùèå îáúåìû æèäêîñòè è îáîëî÷êè; mf , ms, mσ � ÷èñëî êîíå÷íûõýëåìåíòîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ îáëàñòü æèäêîñòè Vf , áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòüîáîëî÷êè è ïîâåðõíîñòü Sσ = Sf ∩ Ss, ñîîòâåòñòâåííî; ρf , c � ïëîòíîñòü è ñêî-ðîñòü çâóêà æèäêîñòè; ρs - ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè; B � ìàòðèöà ñâÿçèâåêòîðà äå�îðìàöèé ñ âåêòîðîì óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé îáîëî÷å÷íîãî êîíå÷íîãîýëåìåíòà; D � ìàòðèöà æåñòêîñòåé; F, N, Nw � �óíêöèè �îðìû äëÿ ïîòåíöèàëàâîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè, îáîëî÷å÷íîãî ýëåìåíòà è íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòî-ðà ïåðåìåùåíèé îáîëî÷êè.Ïðåäñòàâëÿÿ âîçìóùåííîå äâèæåíèå óïðóãîé êîíñòðóêöèè è æèäêîñòè â âèäå
d = q exp(iωt),ϕ = f exp(iωt), ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ïðåîáðà-çîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
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x = ωx,ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, q, f � íåêîòîðûå �óíêöèè êîîðäèíàò,
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}T, i2 = −1, ω = λ1 + iλ2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü.�åøåíèå ñòàíäàðòíîé ïðîáëåìû íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìå-òîäîì Ëàíöîøà. Äèñêðåòèçàöèÿ îáëàñòè æèäêîñòè ïðîâîäèòñÿ ñ ó÷¼òîì ñîâìåñò-íîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä è çàâèñèò îò óðîâíÿ çàïîë-íåíèÿ. Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûõ êîí�èãóðàöèé ðàçìåð-íîñòü ñâÿçàííîé ñèñòåìû ïðåâûøàëà 6500 ñòåïåíåé ñâîáîäû, âêëþ÷àÿ 3500-4000îáîëî÷å÷íûõ.3. ×èñëåííûå ïðèìåðû. Íà ðèñ. 1 äëÿ ñâîáîäíî îï¼ðòîé íà îáîèõ òîðöàõãîðèçîíòàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðèâåäåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êî-ëåáàíèé (è èõ ñðàâíåíèå ñ [2℄), ïîëó÷åííûå ïðè ðàçëè÷íîì óðîâíå çàïîëíåíèÿ

a = ds/df , ãäå df � âûñîòà óðîâíÿ æèäêîñòè. ×åðåç (m, j) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî
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(1,4)(1,3)�èñ. 1. ×àñòîòû êîëåáàíèé ãîðèçîíòàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè: ëèíèè � [2℄, ìàð-êåðû � äàííàÿ ðàáîòà.Ôîðìû êîëåáàíèé ãîðèçîíòàëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñóùåñòâåííî èç-ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Êàê ïðàâèëî, îïðå-äåëèòü ÷¼òêóþ ãðàíèöó æèäêîñòè ïî ïåðåìåùåíèÿì êîíñòðóêöèè â áîëüøèíñòâåñëó÷àåâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âûñî-òà ïîëóâîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè íå âñåãäà íàáëþäàåòñÿ íà òîé ÷àñòè áîêîâîéïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ âçàèìîäåéñòâóåò ñ æèäêîé ñðåäîé (ðèñ. 2, 3). Ñ öåëüþ îïðå-äåëåíèÿ îñîáåííîñòåé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî-÷åê, ñîäåðæàùèõ æèäêîñòü, áûëî ïðîàíàëèçèðîâàíî 25 ïåðâûõ �îðì êîëåáàíèé.Óðîâåíü çàïîëíåíèÿ a âàðüèðîâàëñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòûïðèâåäåíû â íà ðèñ. 2 è 3. Îòñëåæèâàÿ îïðåäåë¼ííóþ ÷àñòîòó â ñïåêòðå, ìîæíîçàìåòèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé �îðìà êîëåáàíèé èçìåíÿåòñÿ. Ïîäðîáíî ýòîòïðîöåññ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. Çäåñü ïîêàçàíî, ÷òî �îðìà (1, 2) ïðè a = 0.9 ïåðå-õîäèò â (1, 4) è (1, 5), íî ñðåäè îñòàëüíûõ ðàññìîòðåííûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé íåðåàëèçóåòñÿ. Â äàëüíåéøåì îíà ïîÿâëÿåòñÿ âíîâü ïðè a 6 0.5 çà ñ÷¼ò àíàëîãè÷íîéòðàíñ�îðìàöèè äðóãîé �îðìû. Òàêîãî ðîäà èçìåíåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ ñìåùå-íèåì ñïåêòðà ÷àñòîò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè óìåíüøåíèè óðîâíÿ æèäêîñòè ÷àñòîòà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîé �îðìå (1, 5) íå ðàñò¼ò, à íàîáîðîò, íåçíà÷èòåëüíî ñíèæà-åòñÿ (ðèñ. 1). Âòîðîé ñóùåñòâåííûé ïåðåïàä íàáëþäàåòñÿ äëÿ äðóãîé êîìáèíàöèèìîä (1, 5) ïðè a = 0.75 (îáîçíà÷åíà òåìíûìè ìàðêåðàìè). Îí îáóñëîâëåí ñìåíîé



Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîëåáàíèé 151ðåæèìà êîëåáàíèé ÷àñòîòû 5. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëü-êèõ �îðì ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè m è j, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ âåëè÷èíîé èðàñïîëîæåíèåì ïîëóâîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Íàïðèìåð, ïðè a = 0.7 ðåà-ëèçóåòñÿ ÷åòûðå �îðìû (1, 5).

( )

( )

a = 0.85a = 0.90a = 1 a = 0.95

a = 0.80 a = 0.70a = 0.75

a = 0.90 a = 0.85a = 0.95a = 1

a = 0.80 a = 0.75 a = 0.70

�èñ. 2. Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ïÿòîé (à) è øåñòîé (á) ñîáñòâåííûõ �îðì êîëåáàíèé.Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ îáëàäàþò ïåðâûå äâå �îðìû êîëåáàíèé, äëÿ êîòî-ðûõ ïðè ëþáûõ âåëè÷èíàõ ïàðàìåòðà a, ïåðåìåùåíèÿ âñåãäà äîñòèãàþò ìàêñè-ìàëüíûõ çíà÷åíèé â îáëàñòè êîíòàêòà îáîëî÷êè ñ æèäêîñòüþ (ðèñ. 3 à�ã). Ïîäîá-íàÿ îñîáåííîñòü áûëà îòìå÷åíà â [5℄ äëÿ ñèñòåìû ñ äðóãèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè è�èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè.Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû îêàçûâàåòíå òîëüêî ýêâèâàëåíòíàÿ ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà æèäêîé ñðåäû, íî è ãèäðîóïðóãîåâçàèìîäåéñòâèå íà ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè Sσ. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî äàæå íåçíà-÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî æèäêîñòè ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó ñíèæåíèþ ìèíèìàëüíûõñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ýòî ñêàçûâàåòñÿ äëÿêîíñòðóêöèé, çàêðåïëåííûõ íà îáîèõ òîðöàõ.
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a = 0.15a = 0.5a = 0.5 a = 0.85

( ) ( ) ( ) ( )�èñ. 3. Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ñîáñòâåííûõ �îðì êîëåáàíèé: (à) � ω1 = 282 �ö;(á ) � ω2 = 287 �ö; (â) � ω2 = 399 �ö; (ã) � ω1 = 265 �ö.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �12-01-00323-à)è ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò �12-Ñ-1-1015).
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈß ÂÎËÍ ÄËß�ÈÁ�ÈÄÍÛÕ Ñ�ÅÄËèòâèí÷óê Ñ.Þ., Áåëîâ À.À., Ïàçèí Â.Ï.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÂ ðàìêàõ ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ó÷åòà äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû ìàòå-ðèàëà íåêîòîðîé îáëàñòè ïðèìåíÿåòñÿ ñøèâàíèå äèñêðåòíîé è êîíòèíóàëüíîé îáëàñòåé.Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ ãðàíèöà ìåæäó îáëàñòÿìè, êîòîðàÿ äîëæíà ïðîïóñêàòü âîëíû, ïà-äàþùèå èç äèñêðåòíîé îáëàñòè, íå âûçûâàÿ îòðàæåíèé, íå ñóùåñòâóþùèõ â ðåàëüíî-ñòè. Äëÿ èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè óâåëè÷åíèÿ äèàïàçîíà ÷àñòîò êîëåáàíèé, äîõîäÿùèõ äîãðàíèöû è íå âûçûâàþùèõ ëîæíûõ îòðàæåíèé, ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû ñïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà.Èññëåäîâàíèå êàñàåòñÿ èçó÷åíèÿ îòðàæåíèÿ âîëí íà ãðàíèöå äèñêðåòíûõ ñèñòåì,à òàêæå ðàçâèòèÿ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ.Â äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëÿõ ââîäèòñÿ êîíòèíóàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ òîãî, ÷òîáûóìåíüøèòü ðàçìåð äèñêðåòíîé îáëàñòè, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, çíà÷èòåëüíî ýêîíîìÿïðè ýòîì âðåìÿ íà âû÷èñëåíèÿ.�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå íåêëàññè÷åñêèõ êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé, îáåñïå-÷èâàþùèõ áåçîòðàæàòåëüíîå ïðîõîæäåíèå âîëí äå�îðìàöèé ÷åðåç ãðàíèöó ìåæäóäèñêðåòíîé ðåøåòêîé è êîíòèíóóìîì.�àññìîòðåíà îäíîìåðíàÿ ìîäåëü: ðåãóëÿðíàÿ öåïî÷êà èç N ìàññ è N − 1 ïðó-æèí, ñîåäèíåííîé ñ îäíîìåðíûì êîíòèíóóìîì. Äëÿ ó÷åòà êðàåâûõ ý��åêòîâ ìàñ-ñû íà êîíöàõ öåïî÷êè îòëè÷àþòñÿ îò ìàññû âíóòðè öåïî÷êè. Íà ñâîáîäíûé êîíåööåïî÷êè äåéñòâóåò ñèëà F (t). Íà ãðàíèöå êîíòàêòà öåïî÷êè è êîíòèíóóìà ïðåä-ïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñìåùåíèé è ñèë. Áåðóòñÿ êëàññè÷åñêàÿ è ãðàäèåíòíàÿìîäåëè êîíòèíóóìà [1�4℄.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ öåïî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòèíóóìîâ èóñëîâèé íåïðåðûâíîñòè èìååò âèä:
M−N ẍ−N + æ(x−N − x−N+1) = F (t), (1)

mẍn + æ(2xn − xn+1 − xn−1) = 0,−N < n < 0, (2)
M0ẍ0 + æ(x0 − x−1) = Fcont(t), (3)

ρA
∂2u

∂t2
−EA

∂2u

∂x2
= 0, (4)

ρA
∂2u

∂t2
−EA

∂2u

∂x2
− l2β

∂2

∂x2

(
ρA

∂2u

∂t2
− EAγ

∂2u

∂x2

)
= 0, (5)

x0(t) = u(0, t) (6)
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Fcont(t) = EA

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

, (7)
Fcont(t) =

(
EA

∂u

∂x
− l2β

(
ρA

∂3u

∂x∂t2
− EAγ

∂3u

∂x3

))∣∣∣∣
x=0

= 0, (8)åñëè γ 6= 0, òî
∂2u

∂x2
(0, t) = 0. (9)Â óðàâíåíèÿõ (1)�(8) èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: M−N , m è M0 ìàññû êîíå÷-íîé ÷àñòèöû â öåïî÷êå, âíóòðåííåé è ãðàíè÷íîé, ñîîòâåòñòâåííî, æ - æåñòêîñòüïðóæèí â öåïî÷êå, xn(t) � ñìåùåíèå ìàññû ñ íîìåðîì n â öåïî÷êå îòíîñèòåëüíî ååïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, u(x, t) - îñåâîå ñìåùåíèå ñå÷åíèÿ îäíîìåðíîãî êîíòèíóóìà,

E,A è ρ - ìîäóëüÞíãà, ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü êîíòè-íóóìà, l � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ìàññàìè â öåïî÷êå, à òàêæåïàðàìåòð äëèíû â óðàâíåíèÿõ ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà, Fcont(t) � âíóòðåííÿÿñèëà, ñ êîòîðîé êîíòèíóóì äåéñòâóåò íà ãðàíè÷íóþ ìàññó, β è γ � áåçðàçìåð-íûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà âûñîêîãðàäèåíòíîãîêîíòèíóóìà.Íà îñíîâå òàêîé îäíîðîäíîé ìîäåëè ïîñòðîåíû íåêëàññè÷åñêàÿ êîíòèíóàëüíàÿîäíîìåðíàÿ ìîäåëü.Äëÿ âûáðàííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè ïîñòðîèì äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîå ñîîò-âåòñòâèå â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè. Äèñêðåòíàÿ öåïî÷êà è êîíòèíóóì îïè-ñûâàþò îäèí è òîò æå ìàòåðèàë, íî íà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ. Â äëèííîâîë-íîâîì ïðèáëèæåíèè ýòè îïèñàíèÿ ñîâïàäàþò, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâèåïàðàìåòðîâ öåïî÷êè è êîíòèíóóìà. Äëÿ ýòîãî êîíòèíóàëèçèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ (2).Ñîïîñòàâèì ñìåùåíèþ ÷àñòèöû ñ íîìåðîì n â ðåøåòêå xn(t) ñìåùåíèå ñðåäû u(x, t)â òî÷êå x = nl. Ñìåùåíèÿ ñîñåäíèõ ÷àñòèö xn±1(t) ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿâ ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû n:
xn(t) = u (x, t)|x=nl , xn±1(t) =

{
u(x, t) ± l

∂u

∂x
+

1

2
l2
∂2u

∂x2
+ . . .

}∣∣∣∣
x=nl

. (10)Ñ òî÷íîñòüþ äî l2 ïîäñòàíîâêà (10) â (2) äàåò ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëü-òàò
m
∂2u

∂t2
− æl2

∂2u

∂x2
= 0. (11)Èç (11) ñëåäóåò

ρA =
m

l
, æl = EA, (12)

c = ω0l, c =
√
E/ρ, ω0 =

√
æ/m, (13)ãäå ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà öåïî÷êè, c - ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû. Äëÿ äàëü-íåéøåãî èçó÷åíèÿ îòðàæåíèÿ âîëí íà ãðàíèöå äèñêðåòíîé îáëàñòè ðàññìîòðèìïîëóïðîñòðàíñòâî, çàïîëíåííîå êâàäðàòíîé ðåøåòêîé.



Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí äëÿ ãèáðèäíûõ ñðåä 155×àñòèöà ñ áåçðàçìåðíûìè êîîðäèíàòàìè (j, n) ñîåäèíåíà ñ ÷åòûðüìÿ ñîñåäíè-ìè ÷àñòèöàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè d, ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè ñ æåñò-êîñòüþ æaxi , à ñ îñòàëüíûìè ÷åòûðüìÿ ñîñåäÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿ-íèè √
2d, � ïðóæèíàìè ñ æåñòêîñòüþ ædia. Êàæäàÿ ÷àñòèöà â ðåøåòêå èìååò äâåñòåïåíè ñâîáîäû: ñìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè x è îñè y u(j,n)

x , u(j,n)
y . Äëÿ ÷àñòè-öû (j, n) çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âíóòðåííåãî ýëåìåíòà ðåøåòêè èìåþò âèä:

Mdttu
(j,n)
x =

æaxi

2

(
−4u(j,n)

x + 2u(j+1,n)
x + 2u(j−1,n)

x

)
+

ædia

2

(
−4u(j,n)

x +

+u(j+1,n+1)
x + u(j+1,n−1)

x + u(j−1,n+1)
x + u(j−1,n−1)

x + u(j+1,n+1)
y + u(j−1,n−1)

y −

−u(j+1,n−1)
y − u(j−1,n+1)

y

)
, (14)

Mdttu
(j,n)
x =

æaxi

2

(
−4u(j,n)

y + 2u(j,n+1)
y + 2u(j,n−1)

y

)
+

ædia

2

(
−4u(j,n)

y +

+u(j+1,n+1)
y + u(j+1,n−1)

y + u(j−1,n+1)
y + u(j−1,n−1)

y − u(j+1,n−1)
x − u(j−1,n+1)

x +

+u(j+1,n+1)
x + u(j−1,n−1)

x

)
.Çäåñü dtt îáîçíà÷àåò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà.Íà îñíîâå òàêîé äâóìåðíîé ìîäåëè ïîñòðîåíà íåêëàññè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ êîí-òèíóàëüíàÿ ìîäåëü.Êàê è â ñëó÷àå îäíîìåðíîé öåïî÷êè, ïîäáèðàþòñÿ ïàðàìåòðû êîíòèíóóìà òàê,÷òîáû îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîíòèíóóìîì è ðåøåòêîé â äëèííîâîëíîâîìïðèáëèæåíèè. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäÿòñÿ òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è äëÿ îäíîìåðíîéöåïî÷êè.Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèé èçîòðîï-íûé êîíòèíóóì ñ êîý��èöèåíòîì Ïóàññîíà ν = 0,25 îïèñûâàåò äàííóþ ðåøåòêóâ äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè ýòîì íàëàãàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåò-ðû ðåøåòêè: ñâÿçü ìåæäó æåñòêîñòüþ ïðóæèí, ñîåäèíÿþùèõ ÷àñòèöó ðåøåòêèñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, è æåñòêîñòüþ ïðóæèí, ñîåäèíÿþùèõ ñîñåäåé èç âòî-ðîé êîîðäèíàöèîííîé ñ�åðû. Ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåòêè,îïðåäåëåí ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ïëîñêîé ãðàíèöû ðåøåòêè,à òàêæå îïðåäåëåíû ãðóïïîâûå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí.Èçó÷åíî îòðàæåíèå ãàðìîíè÷íûõ âîëí íà ãðàíèöå ìåæäó äèñêðåòíîé ðåøåòêîéè êîíòèíóóìîì äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ êîíòèíóóìîâ è ðàçëè÷íûõ �îðìóëèðîâîêãðàíè÷íûõ óñëîâèé: îòðàæåíèå âîëí íà ãðàíèöå ðàçäåëà îäíîìåðíîé öåïî÷êè ñêëàññè÷åñêèì êîíòèíóóìîì.Îòðàæåíèå âîëí îò ãðàíèöû ðåøåòêè: ïîëóïðîñòðàíñòâî, çàïîëíåíî äèñêðåò-íîé ðåøåòêîé, ïëîñêèå ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ â ïîëîæèòåëüíîìíàïðàâëåíèè êàê ïî îñè x, òàê è ïî îñè y.�àññìîòðåíû çàäà÷è îá îòðàæåíèè ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îò ãðàíèöûêâàäðàòíîé ðåøåòêè. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ïî ýíåð-ãèè îò ÷àñòîòû è óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé íà ãðàíèöó âîëíû. Îòðàæåíèå



156 Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Áåëîâ À.À., Ïàçèí Â.Ï.âîëí îò ñâîáîäíîé èëè çàêðåïëåííîé ãðàíèöû ðåøåòêè íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ïîëíî-ñòüþ ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ îò ñâîáîäíîé èëè çàêðåïëåííîé ãðàíèöû êëàññè÷å-ñêîãî êîíòèíóóìà, ÷òî è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ, òàê êàê ó÷èòûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåïàðàìåòðîâ ðåøåòêè è êîíòèíóóìà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ (â äëèííîâîëíîâîì ïðè-áëèæåíèè). �àññìîòðåíî îòðàæåíèå îò ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíèöû è îò ãðàíèöû ñäðóãèì äèñêðåòíûì ïîëóïðîñòðàíñòâîì ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ.Îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ðàçäåëà ðåøåòêè è êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà: âåðõíÿÿ÷àñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà çàïîëíåíà êâàäðàòíîé ðåøåòêîé, à íèæíÿÿ ÷àñòü ìîäå-ëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà.�àññìîòðåíî îòðàæåíèå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îò ïëîñêîé áåñêîíå÷íîéãðàíèöû êâàäðàòíîé ðåøåòêè è êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà. Ïðåäëîæåíû ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ, óñòðàíÿþùèå ñèíãóëÿðíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè òî÷å÷íîì âîçäåé-ñòâèè ðåøåòêè íà êîíòèíóóì. Íàéäåí îòêëèê êîíòèíóóìà íà âîçäåéñòâèÿ ïàäàþ-ùåé âîëíû ñî ñòîðîíû ðåøåòêè â âèäå áåñêîíå÷íûõ ñóìì èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëûíà ãðàíèöå âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, à ñóììû áåðóòñÿàíàëèòè÷åñêè, áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ ìàëîé âÿçêîñòè â êîíòèíóóì.Ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ âîëí, ïàäàþùèõ íà ãðàíèöó ñî ñòî-ðîíû ðåøåòêè, íàéäåíû â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ïàäàþùåé âîëíû è óãëà ååðàñïðîñòðàíåíèÿ. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî êëàññè÷åñêèé êîíòèíó-óì ìîæåò îáåñïå÷èòü áåçîòðàæàòåëüíîå ïðîõîæäåíèå íèçêî÷àñòîòíûõ âîëí.�àññìîòðèì ñëó÷àé îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ðàçäåëà ðåøåòêè è ãðàäèåíòíîãîêîíòèíóóìà.Â ñëó÷àå ïàäåíèÿ êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû ãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì äàåò áîëü-øåå îòðàæåíèå, ÷åì êëàññè÷åñêèé.Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ïðè-âëåêàòåëüíîé ìîäåëüþ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ îòðàæåíèÿ â øèðîêîéïîëîñå ÷àñòîò. Îäíîé èç ïðèâëåêàòåëüíûõ àëüòåðíàòèâ ìîæåò áûòü ãðàäèåíòíûéêîíòèíóóì, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî, îáëàäàåò äèñïåðñèîííûìè ñâîé-ñòâàìè. Èññëåäîâàíèå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîêàçàëî, ÷òî ãðàäèåíòíûé êîíòèíó-óì ìîæåò îáåñïå÷èòü áåçîòðàæàòåëüíóþ ãðàíèöó äëÿ äèñêðåòíîé îáëàñòè íà âñåìäèàïàçîíå ÷àñòîò.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû �Ê�14.740.11.1427, ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00698-à) è ãðàíòà Ïðåçè-äåíòà �Ô íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-4807.2010.8., 2843.2012.8.
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ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÌÅØÀÍÍÛÕ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÑ ÁÛÑÒ�Î ÎÑÖÈËËÈ�ÓÞÙÈÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈÂ ÈÑÕÎÄÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ È ÈÕ Ï�ÈËÎÆÅÍÈßÌàíæèðîâ À.Â.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÂ ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ñìåøàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè íàëè÷èè áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ �óíêöèé â èñõîä-íûõ äàííûõ. �åøåíèÿ ñèñòåì ñòðîèòñÿ â �îðìå ñ âûäåëåííûìè â ÿâíîì âèäå çàäàí-íûìè áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè �óíêöèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ó÷èòûâàòü èõñëîæíóþ ñòðóêòóðó. �àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêèçàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìûæåñòêèõ ãëàäêèõ øòàìïîâ ñ âÿçêîóïðóãèì ñëîèñòûì îñíîâàíèåì, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãîíåîäíîðîäíà. Ôîðìóëèðóþòñÿ âûâîäû êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ïðåäñòàâèì ìåòîä íà ïðèìåðå êîíêðåòíîé çàäà÷è ìåõàíèêè êîíòàêòíûõ âçà-èìîäåéñòâèé. Ïóñòü íà æåñòêîì îñíîâàíèè ëåæèò âÿçêîóïðóãèé ñëîé òîëùè-íû H ñ òîíêèì óïðóãèì ïîâåðõíîñòíî íåîäíîðîäíûì ïîêðûòèåì, òîëùèíà êî-òîðîãî h. Æåñòêîñòü ïîêðûòèÿ íå ïðåâûøàåò æåñòêîñòè íèæíåãî ñëîÿ, ïðè÷åììåæäó ñëîÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåàëüíûé èëè ãëàäêèé êîíòàêò. Â ñëîèñòîå îñ-íîâàíèå âäàâëèâàþòñÿ n øòàìïîâ, íà êîòîðûå äåéñòâóþò ñèëû Pi(t) è ìîìåíòû
Mi(t) (i = 1, 2, . . . , n). Ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è äîïîëíèòåëüíûå óñëî-âèÿ ïîñòàâëåííîé êîíòàêòíîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì â áåçðàçìåðíîìâèäå [1℄:
c(t)mi(x)qi(x, t) + (I − V)

n∑

j=1

∫ 1

−1

Kij(x, ξ)qj(ξ, t) dξ = δi(t) + αi(t)x− gi(x), (1)
∫ 1

−1

qi(ξ, t) dξ = Pi(t),

∫ 1

−1

qi(ξ, t)ξ dξ = Mi(t), x ∈ [−1, 1], i = 1, 2, . . . , n, (2)ãäå qi(x, t) � êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ, Pi(t), Mi(t) � ñèëû è ìîìåíòû, δi(t), αi(t) �îñàäêè è óãëû ïîâîðîòà øòàìïîâ, Kij(x, ξ) � �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîðîæ-äåííûå ÿäðîì êîíòàêòíîé çàäà÷è, gi(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè,îïèñûâàþùèå �îðìó îñíîâàíèé øòàìïîâ, mi(x) � çàäàííûå áûñòðî îñöèëëèðóþ-ùèå �óíêöèè, îïèñûâàþùèå íåîäíîðîäíîñòü ïîêðûòèÿ, I � òîæäåñòâåííûé îïå-ðàòîð; V � îïåðàòîð Âîëüòåððà ïî âðåìåíè ñ èçâåñòíûì ÿäðîì.2. Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå è äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è.Ïðèíèìàÿ, ÷òî q(x, t) = [qi(x, t)]n×1, δ(t) = [δi(t)]n×1, α(t) = [αi(t)]n×1, g(x) =
[gi(x)]n×1, P(t) = [Pi(t)]n×1, M(t) = [Mi(t)]n×1 � âåêòîð-�óíêöèè êîíòàêòíûõ äàâ-ëåíèé, ñèë, ìîìåíòîâ, îñàäîê è óãëîâ ïîâîðîòîâ øòàìïîâ; D(x) = diagn×n(mi(x)) �



Ñèñòåìû ñìåøàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 159äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà; k(x, ξ) = [Kij(x, ξ)]n×n � ìàòðè÷íîå ÿäðî êîíòàêòíîé çàäà-÷è, ïîëó÷èì îïåðàòîðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå è ïàðó äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
c(t)D(x)q(x, t) + (I − V)

∫ 1

−1

k(x, ξ)q(ξ, t) dξ = δ(t) + α(t)x− g(x), x ∈ [−1, 1], (3)
∫ 1

−1

q(ξ, t) dξ = P(t),

∫ 1

−1

q(ξ, t)ξ dξ = M(t). (4)Ìàòðèöà D(x) � äèàãîíàëüíàÿ, ïðè÷åì ýëåìåíòû mi(x) > 0, òîãäà åå ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå D(x) = N(x)N(x), ãäå â êà÷åñòâå N(x) ìîæíî âçÿòü ìàò-ðèöó N(x) = diagn×n(
√
mi(x)). Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ìàòðèöó, êàê

D1/2(x). Äîìíîæèì ñëåâà óðàâíåíèå (3) íà D−1/2(x) = (D1/2(x))−1 è ââåäåì îáî-çíà÷åíèÿ
Q(x, t) = D1/2(x)q(x, t), K(x, ξ) = D−1/2(x)k(x, ξ)D−1/2(ξ). (5)Íà îñíîâàíèè (5) ìîæåì çàïèñàòü

c(t)Q(r, t) + (I − V)FQ(x, t) = ∆(x, t), FQ(x, t) =

∫ 1

−1

K(x, ξ)Q(ξ, t) dξ, (6)
∫ 1

−1

D−1/2(ξ)Q(ξ, t) dξ = P(t),

∫ 1

−1

D−1/2(ξ)Q(ξ, t)ξ dξ = M(t), x ∈ [−1, 1], (7)ãäå ∆(x, t) = D−1/2(x)[δ(t) + α(t)x− g(x)].Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èññëåäîâàòü îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (6) ñ äîïîëíèòåëü-íûì óñëîâèåì (7), Q(x, t), ∆(x, t) � âåêòîð-�óíêöèè, íåïðåðûâíûå ïî t â ãèëüáåð-òîâîì ïðîñòðàíñòâå L2([−1, 1], V ), P(t),M(t) � íåïðåðûâíûå ïî t âåêòîð-�óíêöèè.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F � âïîëíå íåïðåðûâíûé, ñàìîñîïðÿæåííûé è ïîëîæèòåëü-íî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð èç L2([−1, 1], V ) â L2([−1, 1], V ).3. Âàðèàíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè.Ïóñòü êîëè÷åñòâî øòàìïîâ, âäàâëèâàåìûõ â îñíîâàíèå, ðàâíî N . Èìååì ñîîò-íîøåíèÿ (6)�(7). Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ Q(x, t) è êèíåìà-òè÷åñêèå, êâàçèñòàòè÷åñêèå èëè ñìåøàííûå õàðàêòåðèñòèêè íà êàæäîì øòàìïåâ çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå óñëîâèÿ íà ýòîì øòàìïå çàäàíû. Äåéñòâèòåëüíî,íà îäíîì øòàìïå ìîæíî çàäàâàòü ÷åòûðå òèïà óñëîâèé: ñèëó è ìîìåíò, ñèëó èóãîë ïîâîðîòà, îñàäêó è ìîìåíò, îñàäêó è óãîë ïîâîðîòà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìîîòûñêèâàòü ñîîòâåòñòâåííî îñàäêó è óãîë ïîâîðîòà, îñàäêó è ìîìåíò, ñèëó è óãîëïîâîðîòà, ñèëó è ìîìåíò. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïÿòíàäöàòü âîçìîæ-íûõ âàðèàíòîâ ïîñòàíîâêè ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû øòàìïîâ.Àíàëèç âñåõ âàðèàíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè îáëàäàþò îäíîé çàêîíîìåðíîñòüþ.Òàê âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü äâà îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà L1
2([−1, 1], V ) è

L2
2([−1, 1], V ) ïðîñòðàíñòâà L2([−1, 1], V ) = L1

2([−1, 1], V ) ⊕ L2
2([−1, 1], V ) è ïðåä-ñòàâèòü âåêòîð-�óíêöèè Q(x, t) è ∆(x, t) â âèäå Q(x, t) = Q1(x, t) + Q2(x, t),

∆(x, t) = ∆1(x, t)+∆2(x, t), ãäå Qi(x, t) è ∆i(x, t) íåïðåðûâíû ïî t â Li2([−1, 1], V )(i = 1, 2), ÷òî Q1(x, t) è ∆2(x, t) îêàæóòñÿ èçâåñòíûìè, à Q2(x, t) è ∆1(x, t) áóäóòïðåäñòàâëÿòü èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è.



160 Ìàíæèðîâ À.Â.Ïîýòîìó â ñëåäóþùåì ðàçäåëå îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îäíîì âàðèàíòå ïîñòàíîâ-êè çàäà÷è. �åøåíèÿ äëÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ àíàëîãè÷íî.4. �åøåíèå çàäà÷è.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî [1�3℄, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîñòðîèòü �óíêöè-îíàëüíûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà L2([−1, 1], V ), äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ ðàñ-ñìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé {p(i)
k (x)} (i = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . .),ñîñòàâëÿþùóþ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2([−1, 1], V ). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñòðóêòóðó âñåõ áàçèñíûõ �óíêöèé âõîäèëè �óíêöèè èç ìàòðèöû D−1/2(x), èëè âñòðóêòóðó êàæäîé i-é ãðóïïû �óíêöèé {p(i)

k (x)} (k = 0, 1, . . .) âõîäèëà �óíêöèÿ√
mi(x). Ýòî ïîçâîëèò ó÷åñòü åå îñîáåííîñòè (îñöèëëÿöèè, ðàçðûâíîñòü è ïð.) óæåíà ýòàïå �îðìèðîâàíèÿ áàçèñà, ÷òî äàñò âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü ïðè ðàñ÷åòàõñëîæíûå �îðìû êàê ïîäîøâ øòàìïîâ, òàê è ïîêðûòèé îñíîâàíèé. Â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà áàçèñíûõ �óíêöèé ñìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

p(i)
m (x) = D−1/2(x)p∗(i)

m (x), p∗(i)
m (x) = p∗(i)m (x)ii, Jk,i =

∫ 1

−1

m−1
i (ξ)ξk dξ, ∆−1,i = 1,

p∗(i)m (x) =
1√

∆m−1,i∆m,i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

J0,i · · · Jm,i... . . . ...
Jm−1,i · · · J2m−1,i

1 · · · xm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, ∆m,i =

∣∣∣∣∣∣∣

J0,i · · · Jm,i... . . . ...
Jm,i · · · J2m,i

∣∣∣∣∣∣∣
,

(8)
Òàêèì îáðàçîì {p(i)

k (x)} (i = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . .) ñîñòàâëÿåò áàçèñ L2([−1, 1], V ).�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà âñåõ øòàìïàõ çàäàíû âäàâëèâàþùèå ñèëû P(t).Òîãäà òðåáóåòñÿ êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ q(x, t) ïîä êàæäûì èç øòàìïîâ è îñàäêèøòàìïîâ δ(t).Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî L2([−1, 1], V ) íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â âèäåïðÿìîé ñóììû îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L2([−1, 1], V ) = L
(1)
2 ([−1, 1], V ) ⊕

L
(2)
2 ([−1, 1], V ), ãäå L(1)

2 ([−1, 1], V ) � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè �óíê-öèÿìè {p(i)
0 (x),p

(i)
1 (x)} (i = 1, 2, . . . , n), à L(2)

2 ([−1, 1], V ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-ñòâî ñ áàçèñîì {p(i)
k (x)} (i = 1, 2, . . . , n, k = 2, 3, . . .). Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) ïðåäñòàâèìû â âèäå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû âåêòîð-�óíêöèé, íåïðåðûâíûõ ïî âðåìåíè t â L(1)

2 ([−1, 1], V ) è L
(2)
2 ([−1, 1], V ), ñîîòâåò-ñòâåííî, òî åñòü

Q(x, t) = Q1(x, t) + Q2(x, t), ∆(x, t) = ∆1(x, t) + ∆2(x, t), (9)ãäå
Q1(x, t) =

n∑

i=1

[
z

(0)
i (t)p

(i)
0 (x) + z

(1)
i (t)p

(i)
1 (x)

]
,

∆1(r, t) =

n∑

i=1

{
[k0δiδi(t) + k0αiαi(t) + g0i]p

(i)
0 (x) + [k1αiαi(t) + g1i]p

(i)
1 (x)

}
.

(10)Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè äëÿ Q(r, t) íàì èçâåñòíî ñëàãàåìîå Q1(r, t),�óíêöèè ðàçëîæåíèÿ z(0)
i (t), z(1)

i (t) (i = 1, 2, . . . , n) êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ äîïîë-



Ñèñòåìû ñìåøàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 161íèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (7), à ñëàãàåìîåQ2(r, t) òðåáóåòñÿ íàéòè. Äëÿ ïðàâîé ÷àñòèíàîáîðîò � òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ∆1(r, t), à �óíêöèÿ ∆2(r, t) èçâåñòíà.Ââåäåì îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ (îðòîïðîåêòîð), êîòîðûéîòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî L2([−1, 1], V ) â L(1)
2 ([−1, 1], V ):

P1φ(x, t) =

n∑

i=1

∫ 1

−1

φ(ξ, t)[p
(i)
0 (ξ)p

(i)
0 (x) + p

(i)
1 (ξ)p

(i)
1 (x)] dξ. (11)Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîïðîåêòîð P2 = I − P1 ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî L2([−1, 1], V )â L

(2)
2 ([−1, 1], V ). Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ PiQ(x, t) = Qi(x, t),

Pi∆(x, t) = ∆i(x, t) (i = 1, 2).Ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå (6) îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ P2.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ Q2(x, t) ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷à-ñòüþ
c(t)Q2(x, t)+(I−V)P2FQ2(x, t) = −(I−V)P2FQ1(x, t)+∆2(x, t) = ∆̃2(x, t). (12)Åãî ðåøåíèå íåîáõîäèìî ñòðîèòü â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòî-ðà P2F , êîòîðûé, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì, ñàìîñîïðÿ-æåííûì è ñèëüíî ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì èç L(2)

2 ([−1, 1], V ) â L(2)
2 ([−1, 1], V ).Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé òàêîãî îïåðàòîðà ñîñòàâëÿåò áàçèñ ïðîñòðàí-ñòâà L

(2)
2 ([−1, 1], V ). Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà P2F ìîæåò áûòü çà-ïèñàíà â �îðìå

P2Fϕℓ(x) = γℓϕℓ(x), ϕℓ(x) =
n∑

i=1

∞∑

k=2

ψ
(ik)
ℓ p

(i)
k (x), ℓ = 2, 3, 4, . . . ,

K(r, ρ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∞∑

k=0

∞∑

m=0

Kkm
ij p

(i)
k (r)[p(j)

m (ρ)]T ,
n∑

j=1

∞∑

m=2

Kkm
ij ψ

(jm)
ℓ = γℓψ

(ik)
ℓ .

(13)Ïðåäñòàâèâ èñêîìóþ �óíêöèþ Q2(x, t) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî íîâûì áàçèñíûì�óíêöèÿì ϕk(r) (k = 2, 3, . . .) â L(1)
2 (Ω, V ), òî åñòü

Q2(x, t) =

∞∑

k=2

z(k)(t)ϕk(x), (14)è ïîäñòàâèâ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (12), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèç-âåñòíûõ �óíêöèé ðàçëîæåíèÿ z(k)(t) (k = 2, 3, . . .):
z(ℓ)(t) = (I + Wℓ)

∆(ℓ)(t)

c(t) + γℓ
, Wℓf(t) =

∫ t

1

Rℓ(t, τ)f(τ) dτ, ℓ = 2, 3, . . . , (15)ãäå Rℓ(t, τ) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà Kℓ(t, τ) = γℓ /[c(t) + γℓ]K2(t, τ) (ℓ = 2, 3, . . .),à ∆(k)(t) =
∫ 1

−1
∆̃1(ξ, t)ϕk(ξ) dξ.Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ q(r, t) ïîä øòàìïàìè íåîá-õîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè (5), (9), (10), (13)�(15). Ïðè ýòîì èñõîäíûåáàçèñíûå �óíêöèè íåîáõîäèìî ñòðîèòü ïî �îðìóëàì (8).



162 Ìàíæèðîâ À.Â.Ïîëíîñòüþ îïðåäåëèâ êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ ïîä øòàìïàìè ìîæíî íàéòè èíåèçâåñòíûå îñàäêè, ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì P1 íà óðàâíåíèå (6), ïîäñòàâèâïðåäñòàâëåíèå äëÿ Q(x, t) è ïîëó÷èâ òåì ñàìûì íåïîñðåäñòâåííîå óðàâíåíèå äëÿîïðåäåëåíèÿ δi(t) è αi(t) (i = 1, 2, . . . , n).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðåøåíèè â ÿâíîì âèäå âûäåëåíû �óíêöèè mi(x):
qi(x, t) =

1

mi(x)

[
z

(0)
i (t)p

∗(i)
0 (x) + z

(1)
i (t)p

∗(i)
1 (x) + · · ·

]
.Ýòî ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà �óíê-öèè mi(x) ÿâëÿþòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè, ÷åãî äðóãèìè èçâåñòíûìè íàñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòîäàìè äîñòè÷ü íå óäàåòñÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 12-01-00991), Ïðîãðàììû �12 ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍè ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäó-ùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-3288.2010.1.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìàíæèðîâ À. Â.Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñòàðåþùèõ òåë // Ìåõàíèêàêîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé / Ïîä ðåä. È.È. Âîðîâè÷à, Â. Ì. Àëåêñàíäðîâà. Ì.:Íàóêà, 2001. Ñ. 549�565.[2℄ Polyanin A.D., Manzhirov A.V. Handbook of Integral Equations. Se
ond Edition. Bo
aRaton, London: Chapman & Hall/CRC Press, 2008. 1144 p.[3℄ Ìàíæèðîâ À.Â., Êàçàêîâ Ê.Å. Ïðîåêöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè è åãî ïðèëîæåíèÿ ê êîíòàêòíûì çàäà÷àì äëÿ òåë ñíåîäíîðîäíûìè ïîêðûòèÿìè // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè: ìåõàíèêà äå�îð-ìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà: ñá. òðóäîâ / Ïîä ðåä. �.Â. �îëüäøòåéíà. Èí-ò ïðîáëåììåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ. Ì.: Íàóêà, 2009. Ñ. 238�263.Manzhirov A.V. Systems of mixed integral equations with fast os
illating fun
tions inthe input data and their appli
ations. A method for solving of systems of mixed integralequations with 
omplimentary 
onditions and fast os
illating fun
tions in the input datais des
ribed. The solutions of su
h systems are obtained in the form whi
h 
ontains fastos
illating fun
tions expli
itly. This allows one to take e�e
tively into a

ount the thinstru
ture of the solutions. Various versions of the mathemati
al formulation of the problemare under 
onsideration. Conta
t problem of the intera
tion between arbitrary system of rigidsmooth pun
hes and vis
oelasti
 layered foundation with nonhomogeneous surfa
e is solvedas an example. Qualitative me
hani
al e�e
ts are dis
ussed.



ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÛÅ Ï�ÈÍÖÈÏÛ ÄËß ÎÒÊ�ÛÒÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉÌîðãóëèñ À.Á.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, Âëàäèêàâêàç�àññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå âèõðåâûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé îäíîðîäíîé è íåñæèìàåìîéæèäêîñòè, îòêðûòûå â òîì ñìûñëå, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè òå÷åíèÿ íå îáÿçàòåëüíî íåïðî-íèöàåìà, íî, âîçìîæíî, âêëþ÷àåò âõîä è âûõîä ïîòîêà, ñêâîçü êîòîðûå æèäêîñòü âòåêàåòâ îáëàñòü è, ñîîòâåòñòâåííî, âûòåêàåò èç íå¼. Óñòàíàâëèâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâàîòêðûòûõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèîíàëàì Â.È. Àðíîëüäà [1℄, ðàññìîòðåííûõèì ëèøü äëÿ òå÷åíèé ñ ïîëíîñòüþ íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè èëè ñ ïðîñòðàíñòâåííîéïåðèîäè÷íîñòüþ.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. �å÷ü ïîéä¼ò î ïëîñêèõ âèõðåâûõ òå÷åíèÿõèäåàëüíîé îäíîðîäíîé è íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõîáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè, â êîíå÷íûõ êàíàëàõ.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñâîäèòñÿ ê �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè �óíêöèè òîêà èâèõðÿ. Ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, çàðàíåå íåèçâåñòíà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç V, Ω è Ψ ïîëÿ ñêîðîñòè, âèõðÿ è �óíêöèè òîêà ñòàöèîíàðíîãîòå÷åíèÿ.Ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå íàçîâ¼ì A-òå÷åíèåì, åñëè âî âñåé åãî îáëàñòè èìååò ìå-ñòî ðàâåíñòâî Ψ = F (Ω), ïðè÷¼ì �óíêöèÿ F îäíîçíà÷íà è ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâåçíà÷åíèé Ω.Êëàññ A-òå÷åíèé âûäåëèë Â.È. Àðíîëüä [1℄. Îí ðàññìîòðåë òå÷åíèÿ ñ íåïðîíè-öàåìûìè ãðàíèöàìè èëè îáëàäàþùèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðèîäè÷íîñòüþ, è óñòà-íîâèë ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà A-òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê âàðèàöèîííûì ïðèíöè-ïàì äâóõ òèïîâ. Â ïåðâîì èç íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèæèäêîñòè íà ëèñòå ðàâíîçàâèõðåííûõ ïîëåé, à âî âòîðîì � íåêîòîðàÿ ¾ñâÿçêà¿èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è âèõðÿ, íî áåç îãðàíè÷åíèÿ ðàâíîçàâèõðåííîñòè. Òàêèå ñâÿç-êè øèðîêî èçâåñòíû êàê �óíêöèîíàëû Àðíîëüäà. Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè âàðèà-öèîííûå ïðèíöèïû äëÿ �óíêöèîíàëîâ Àðíîëüäà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà îòêðûòûåòå÷åíèÿ.2. Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû. �àññìîòðèì A-òå÷åíèå (V,Ω,Ψ) â îáëàñòè D,è åãî âîçìóùåíèÿ. Ïîëÿ ñêîðîñòè, âèõðÿ è �óíêöèè òîêà âîçìóù¼ííîãî òå÷åíèÿîáîçíà÷èì ÷åðåç v, ω, ψ. Ïóñòü Ω∗ = minD Ω, Ω∗ = maxD Ω, òàê ÷òî çàâèñèìîñòü
Ψ = F (Ω) îïðåäåëÿåò �óíêöèþ F íà îòðåçêå [Ω∗,Ω∗]. Ïóñòü F ∈ C1[Ω∗,Ω∗]. Äëÿëþáîé òàêîé �óíêöèè íàéä¼òñÿ C1-ïðîäîëæåíèå F̃ ñ îòðåçêà [Ω∗,Ω∗] íà âñþ âå-ùåñòâåííóþ îñü. Çà�èêñèðóåì êàêîå-íèáóäü èç òàêèõ ïðîäîëæåíèé, è áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü åãî â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ âìåñòî F , îïóñêàÿ çíàê òèëüäû. Ïóñòü
F0 =

∫
F (r)dr � ïåðâîîáðàçíàÿ F . Îïðåäåëèì �óíêöèîíàë W = W (v), ïîëàãàÿ

W (v) =

∫

D

(
v2/2 − F0(ω)

)
dz +

∮

S

Ψv · dz; S = ∂D. (1)



164 Ìîðãóëèñ À.Á.Ïðåäëîæåíèå 1. A-òå÷åíèÿ � êðèòè÷åñêèå òî÷êè �óíêöèîíàëîâ (1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = v − V, ξ = ω − Ω. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
∮

S

Ψu · dz =

∫

D

(∇Ψ × u + Ψξ)dz =

∫

D

(F (Ω)ξ −Vu) dz, (2)ãäå Ψ = F (Ω) = F ′
0(Ω). Îòñþäà δW |

v=V
=
∫
D

(Vu− F ′
0(Ω)ξ) dz +

∮
S

Ψu · dz = 0.Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, óñòàíîâëåííûé â ïðåäëîæåíèè 1, âûïîëíÿåòñÿ êàêäëÿ îòêðûòûõ, òàê è äëÿ íåïðîíèöàåìûõ ãðàíèö, ïðè÷¼ì � áåç äîïîëíèèòåëü-íûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîâåäåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ v íà ãðàíèöå è íà ÷èñëî Áåòòèîáëàñòè òå÷åíèÿ. Åñëè ñ÷èòàòü ãðàíèöó íåïðîíèöàåìîé è N + 1-ñâÿçíîé, è ïîòðå-áîâàòü ðàâåíñòâà öèðêóëÿöèé ïîëåé V è v âîêðóã âñåõ ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ, òîêîíòóðíûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1) èñ÷åçíåò, è ìû ïðèä¼ì ê èçâåñòíûì âà-ðèàöèîííûì ïðèíöèïàì [1℄. Âñå ñêàçàííîå îñòàíåòñÿ â ñèëå è â òîì ñëó÷àå, åñëèìû ïðåäïîëîæèì ñîâïàäåíèÿ öèðêóëÿöèé ïîëåé V è v âîêðóã ëèøü N èç N + 1èìåþùèõñÿ ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ, íî êàëèáðóåì �óíêöèþ òîêà ñòàöèîíàðíîãî òå-÷åíèÿ òàê, ÷òîáû îíà ðàâíÿëàñü íóëþ íà òîì ãðàíè÷íîì êîíòóðå, âîêðóã êîòîðîãîäîïóñêàþòñÿ ðàçëè÷íûå öèðêóëÿöèè ïîëåé V è v.Ïîëîæèì C± = sup[Ω∗,Ω∗] (±F ′), c± = inf [Ω∗,Ω∗] (±F ′) > 0, ãäå âûáèðàåòñÿ ¾−¿,åñëè A-òå÷åíèå îïðåäåëÿåò óáûâàþùóþ �óíêöèþ Ψ = F (Ω), è ¾+¿ â � ïðîòèâíîìñëó÷àå. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî F ïðîäîëæåíà íà âåùåñòâåííóþ îñü ññîõðàíåíèåì âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé ñâîåé ïðîèçâîäíîé, è F0, êàê è ïðåæäå,ïåðâîîáðàçíàÿ ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 2. A-òå÷åíèå V ñ óáûâàþùåé �óíêöèåé Ψ = F (Ω) � ãëîáàëüíûéìèíèìóì �óíêöèîíàëa (1), ïðè÷¼ì
∫

D

(
u2/2 + c−ξ2/2

)
dz 6 W (v) − W (V) 6

∫

D

(
u2/2 + C−ξ2/2

)
dz. (3)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Φ(R, r) = F0(R + r) − F ′

0(R)r − F0(R).Â ñèëó (1) è (2),
W (V + u) − W (V) =

∫

D

(
u2/2 − Φ(Ω, ξ)

)
dz.Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì îöåíîê c−r2/2 6 −Φ(R, r) 6 C−r2/2, ñëåäóåò (3).Ïóñòü îáëàñòü D N + 1−ñâÿçíà; ïîëîæèì

Λ∗ = sup

{∫

D

u2 dz

(∫

D

ξ2 dz

)−1
}
,ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåð¼òñÿ ïî âñåì ïîëÿì u ñ íóëåâîé íîðìàëüíîé êîìïîíåíòîéíà S, è ñ íóëåâûìè öèðêóëÿöèÿìè âîêðóã N ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ. Åñëè N = 0,òî Λ∗ = λ1, ãäå λ1 � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è ∆ϕ + λϕ = 0 â

D ïðè ϕ = 0 íà S (â ñèëó âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéñèììåòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ), èíà÷å Λ∗ > λ−1
1 .



Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ îòêðûòûõ òå÷åíèé 165Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî A-òå÷åíèÿ V ñ âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé Ψ = F (Ω)èìåþò ìåñòî îöåíêè
∫

D

(
c+ξ2/2 − u2/2

)
dz 6 W (V) − W (v) 6

∫

D

(
C+ξ2/2 − u2/2

)
dz; (4)åñëè ïðè ýòîì îáëàñòü òå÷åíèÿ N + 1−ñâÿçíà, è c+ > Λ∗, òî V � ãëîáàëüíûéìàêñèìóì �óíêöèîíàëa (1) â êëàññå ïîëåé, èìåþùèõ îáùóþ íîðìàëüíóþ êîìïî-íåíòó íà S è ðàâíûå öèðêóëÿöèè âîêðóã N ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ.Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäë. 2.�îëü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ñëó÷àå íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöû �óíêöèîíàë

W � êîíñòàíòà äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Îòñþäà è èç ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ A-òå÷åíèé âûòåêàþò èçâåñòíûå òåîðåìû Àðíîëüäà îá óñòîé÷èâîñòè [1℄. Â ñëó÷àåâîçìóùåíèÿ îòêðûòîãî A-òå÷åíèÿ,
Ẇ =

∫

S

Φ(Ω, ξ)v · n dS, (5)÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Â òàêîì ñëó÷àå èçìåíåíèå W ñóùåñòâåííî çà-âèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ìîæíî ñòàâèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íà-ïðèìåð, òàê
v · n|S = γ; ω |S+ = ω+, (6)ãäå S+ = {z ∈ S : γ(z) < 0} � âõîä ïîòîêà (íîðìàëü âíåøíÿÿ), γ, ω+ � çàäàíû.Òàêóþ ïîñòàíîâêó ïëîñêîé çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ ââ¼ë Â.È. Þäîâè÷ [2℄, è óñòàíîâèëòåîðåìó î å¼ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè.Ëåììà 1 ([4�7℄). Ïóñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) äîïóñêàþò A-òå÷åíèå V ñ ãëàä-êîé çàâèñèìîñòüþ Ψ = Ψ(Ω). Ïðè ðàçâèòèè âîçìóùåíèé òàêîãî òå÷åíèÿ (
 ñî-õðàíåíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé) �óíêöèîíàë W èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî, ïðè÷¼ì

Ẇ > 0 (6 0), åñëè Ψ = F (Ω) � âîçðàñòàåò (óáûâàåò), è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿëèøü êîãäà âîçìóùåíèå âèõðÿ èñ÷åçàåò íà âûõîäå ïîòîêà èç îáëàñòè.Èç ëåììû 1 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ óñòîé÷èâîñòü ìàêñèìàëüíûõ èìèíèìàëüíûõ A-òå÷åíèé ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ýíñòðî�èè, à ïðèäîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ � àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü (÷òî ìåíåå òðèâèàëü-íî); ïîäðîáíîñòè ñì. â [3�7℄.Ïðèìåðû. �.Â. Àëåêñååâ è Þ.À. Ìîêèí [8℄ óêàçàëè ëþáîïûòíûå ïðèìåðû
A-òå÷åíèé â êîíå÷íûõ êðèâîëèíåéíûõ êàíàëàõ. Ïóñòü êàíàë � êðèâîëèíåéíàÿòðàïåöèÿ D = {0 < y < h(x), x ∈ (0, l)}, h(x) > 0, x ∈ [0, l], ãäå h � ðåøåíèåóðàâíåíèÿ h′′/h = β, β ≡ const. Äëÿ âñåõ òàêèõ h, D = hh′′ − (h′)2 ≡ const. Ìûíîðìèðóåì h, ïîëàãàÿ h(0) = 1. Òå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ òàê: âèõðü è �óíêöèÿ òîêàâûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáùóþ àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ η = σy/h(x) ∈ (0, σ), òàê÷òî Ψ = Ψ(η), Ω = Ω(η), ãäå σ =

√
|D|. Ïîäðîáíîñòè ñì. â òàáëèöå 1.Äâà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèÿ Ψ(η) è Ω(η), ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåéêëàññè�èêàöèè: òå÷åíèå îòíîñèòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó, åñëè D < 0 è ê ãèïåð-áîëè÷åñêîìó òèïó, åñëè D > 0.
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η η = σy/h(x), σ =

√
|D|Ïîòîê ãèïåðáîëè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé

D 0 < D < 1 D < 0
Ψ(η) Q−1arth η Q−1arctg η
Ω(η) −βηQ−1(1 + η2)(1 − η2)−2 −βηQ−1(1 − η2)(1 + η2)−2

Q arthσ, σ =
√
|D| arctgσ, σ =

√
|D|

Ω(Ψ) −βsh (4QΨ) / (4Q), β > 0 −β sin (4QΨ) / (4Q), β 6= 0
h(x) chαx + µshαx cosαx + µ sinαx chαx+ µshαx
β(α) β = α2 > 0 β = −α2 < 0 β = α2 > 0Êàíàë 
hdf 
h
f hlns edf e
f elns shdf sh
f
µ ∈ [0, 1) (−1, 0) (−1, 0) (0,∞) (−∞, 0] (0,∞) (1,∞) (−∞,−1)
αl ∈ (0, L0) (0, L∗] (L∗, L0) (0, L∗] (0, L0) (L∗, L0) (0, L0) (0, L0)
αL∗(µ) � −arthµ −arthµ acrtgµ � arctgµ � �
αL0(µ) +∞ � +∞ � −arctgµ−1 π − arctgµ−1 +∞ −arthµ−1Òàáëèöà 1. Íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà Q â ïîäîáðàíà òàê, ÷òî Ψ(D̄) = [0, 1]. Ôóíêöèÿ

h çàâèñèò îò ïàðàìåòðà µ = α−1h′(0). Êîí�èãóðàöèè êàíàëîâ îáîçíà÷àþòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì: ñhdf � âîãíóòûé äè��óçîð, îãðàíè÷åííûé öåïíîé ëèíèåé; ñhñf � âîãíóòûéêîí�óçîð, îãðàíè÷åííûé öåïíîé ëèíèåé; hlns � âîãíóòàÿ ëèíçà, îãðàíè÷åííàÿ öåïíîéëèíèåé; edf � âûïóêëûé äè��óçîð, îãðàíè÷åííûé ñèíóñîèäîé; eñf � âûïóêëûé êîí�ó-çîð, îãðàíè÷åííûé ñèíóñîèäîé; elns � âûïóêëàÿ ëèíçà, îãðàíè÷åííàÿ ñèíóñîèäîé; shdf �âîãíóòûé äè��óçîð, îãðàíè÷åííûé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèíóñîèäîé; shñf � âîãíóòûé êîí-�óçîð,îãðàíè÷åííûé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèíóñîèäîé. L0 è L∗� íàèìåíüøèå ïîëîæèòåëü-íûå íóëü è êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà �óíêöèè h.�èïåðáîëè÷åñêèå òå÷åíèÿ îïðåäåëåíû ëèøü ïðè D < 1 è β > 0. Êðèâîëèíåéíàÿãðàíèöà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òå÷åíèÿ � öåïíàÿ ëèíèÿ.Òå÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ D 6= 0 è β, âêëþ÷àÿ β = 0.Ïðè β = 0 òå÷åíèå Àëåêñååâà�Ìîêèíà ïîòåíöèàëüíî, à êàíàë � òðàïåöèÿ. �ðàíèöàýëëèïòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ � ñèíóñîèäà (òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ èëè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ).Â ñëó÷àå D = 0 (÷òî ïîäðàçóìåâàåò β > 0), h(x) = e±αx, α =
√
β, η = y/h(x),

Ψ = η, Ω = −βη, ÷òî íåìåäëåííî äà¼ò ïðèìåð ìèíèìàëüíîãî A-òå÷åíèÿ.�àññìîòðåâ âûðàæåíèÿ Ω(Ψ), óêàçàííûå â òàáë. 1, íàéä¼ì, ÷òî âñå ãèïåðáîëè÷å-ñêèå òå÷åíèÿ ìèíèìàëüíû. Ýëëèïòè÷åñêèå òå÷åíèÿ íå ìèíèìàëüíû íè ïðè êàêèõóñëîâèÿõ, è ìàêñèìàëüíû ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ −D < 3 − 2
√

2; −β < λ1,ïðè÷¼ì âòîðîå èç íèõ òîæäåñòâåííî èñòèííî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü β = −α2 < 0.Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû êàíàëû òð¼õ òèïîâ: elns, èëè edf, èëè e
f (ñì. òàáë. 1). Âîâñÿêîì ñëó÷àå, äëèíà êàíàëà íå ïðåâîñõîäèò π/α, à ïîòîìó −β = α2 < (π/l)2 < λ1(êàíàë ïîêðûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé ïîëîñîé øèðèíû l).Òå÷åíèÿ Àëåêñååâà�Ìîêèíà è èõ âîçìóùåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðè ãðà-íè÷íûõ óñëîâèÿõ Þäîâè÷à. Â òàêîì ñëó÷àå âñå ãèïåðáîëè÷åñêèå òå÷åíèÿ óñòîé-÷èâû. Ýëëèïòè÷åñêîå òå÷åíèå óñòîé÷èâî, êîãäà åãî ïàðàìåòðû â îáëàñòè � D <
3 − 2

√
2. Âíå ýòîé îáëàñòè ýëëèïòè÷åñêèé ïîòîê � íå A-òå÷åíèå. Âîïðîñ î äèíà-ìè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, ñîïðîâîæäàþùèõ ïåðåõîä â îáëàñòü � D > 3 − 2

√
2, íåÿñåí.Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî îí ïðèâîäèò ê âîçáóæäåíèþ êîëåáàòåëüíûõ òå÷åíèé.
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h. 2010.Vol. 659. Pp. 420�472.[6℄ Ìîðãóëèñ À.Á., �îâîðóõèí Â.Í., Âëàäèìèðîâ Â.À. Äèíàìèêà òå÷åíèé èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Þäîâè÷à // Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ.Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2009. Ñïåöâûïóñê ¾Àêòóàëüíûåïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè¿. Ñ. 51�72.[7℄ Morgulis A.B.Non-linear Asymptoti
 Stability for the Through-Passing Flows of Invis
idIn
ompressible Fluid // Asymptoti
 Analysis. 2010. Vol. 66. Pp. 229�247.[8℄ Àëåêñååâ �.Â., Ìîêèí Þ.À. Êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè èìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè // Äèíàìèêà ñïëîøíîé ñðåäû. 1972.Âûï. 12. Ñ. 5�13.Morgulis A. B. Variational prin
iples for the open �ows. We 
onsider 2D vorti
al �uid�ows through a �nite 
hannel. The �uid is supposed to be invis
id in
ompressible andhomogeneous. Su
h �ows are naturally referred to as open ones sin
e there are an inletand an outlet through whi
h the �uid is 
oming in and out of the 
hannel. We dis
ussthe variational properties of the open �ows with the use of the Arnold fun
tionals (1966).In the prior works su
h the fun
tionals were applied for the �ows with totally impermeableboundaries or possessing the spatial periodi
ity.



Ê ÎÁ�ÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å �ÅÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ ÏËÎÑÊÈÕÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉÂ ÏËÀÑÒÈÍÅÍåäèí �.Ä.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè òðåõ êîìïîíåíò íåîäíîðîäíûõ ïðåä-âàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ.Ñ�îðìóëèðîâàíî óðàâíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ îáðàòíîéçàäà÷è. Îïèñàí êîíå÷íîìåðíûé ïîäõîä ê âîññòàíîâëåíèþ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèéíà îñíîâå ââåäåíèÿ �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè è ìåòîä ñâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çà-äà÷è ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êàæäîé èòåðàöèè. Ïðèâåäåíû èîáñóæäåíû ðåçóëüòàòû ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ðåêîíñòðóêöèè.1. Ââåäåíèå. Çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè-÷èè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÏÍÑ) äàâíî èçó÷àþòñÿ ó÷åíûìè-èññëåäîâàòåëÿìè ðàçíûõ ñòðàí. Ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòüâ òâåðäûõ òåëàõ âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîé ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè èëè æåñòêîãîñîåäèíåíèÿ ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ â êîíòàêòíîé çîíå; òàêèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé î÷åíü÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ â ïðîöåññàõ ëèòüÿ, ïðîêàòêè, ñâàðêè, çàêàëêè, òåðìîîáðàáîòêèè äðóãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ.Âñå èçâåñòíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ÏÍÑ óñëîâíî äåëÿò íà òðè ãðóïïû: ðàçðó-øàþùèå, ïîëóðàçðóøàþùèå è íåðàçðóøàþùèå ìåòîäû. Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåí-íîñòü ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ ÏÍÑ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëü-íîé òåõíèêè. Â òî âðåìÿ êàê îäíè ìåòîäû � ðàçðóøàþùèå, äðóãèå ìîãóò èçìåðÿòüëèøü îäíîðîäíîå ÏÍÑ è áëèçêîå ê íåìó, ëèáî ìîãóò áûòü ïðèìåíèìû òîëüêî êîïðåäåëåííûì êëàññàì ìàòåðèàëà, èëè ðàáîòàòü ñ îòäåëüíûìè îáëàñòÿìè ïðåä-âàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî òåëà. Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî îïèñàíèþ íåäîñòàòêîâ èäîñòîèíñòâ ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ ÏÍÑ è èõ ñðàâíåíèþ [4℄.Òåì íå ìåíåå, îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò ìåòîä àêóñòè÷åñêîãî çîíäè-ðîâàíèÿ, îáëàäàþùèé ðÿäîì ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ íàä äðóãèìè ìåòîäàìè:âîçìîæíîñòü èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíîãî ÏÍÑ âî âñåé îáëàñòè òåëà; ïðèìåíè-ìîñòü ê ëþáûì òèïàì ìàòåðèàëîâ; ïðèìåíèìîñòü ê òîëñòûì îáðàçöàì; ïîðòàòèâ-íîñòü, ýêîíîìè÷íîñòü è áûñòðîòà èñïîëüçîâàíèÿ [4℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èäåíòè�èêàöèè ïëîñêîãî ïîëÿ íåîä-íîðîäíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíåíà îñíîâå ìåòîäà àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ ïëàíàðíûå êîëåáàíèÿïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé òîíêîé èçîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû â ðàì-êàõ ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòàíîâêè, îïèñàííîé â ðàáîòå [2℄. Ïëàñòèíà, çàíèìàþùàÿîáëàñòü Ω, æåñòêî çàùåìëåíà íà ÷àñòè ãðàíèöû lu, à íà ÷àñòè lσ äåéñòâóåò îñöèë-ëèðóþùàÿ íàãðóçêà P â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû (ñì. ðèñ. 1). Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà(êîý��èöèåíòû Ëàìå è ïëîòíîñòü), ðàçìåðû ïëàñòèíû è íàãðóçêà P |lσ çàäàíû.



Ê ðåêîíñòðóêöèè ïëîñêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïëàñòèíå 169Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ïîëå ñìåùå-íèé u|lσ ïîä íàãðóçêîé â êîíå÷íîì íàáîðå ÷àñòîò ωk ∈ [ω−, ω+]. Ïîñòàâèì çàäà÷ó î
�èñ. 1.âîññòàíîâëåíèè íåîäíîðîäíîãî ïëîñêîãî ïîëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, õà-ðàêòåðèçóþùåãîñÿ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõíàïðÿæåíèé σ0

xx(x, y), σ0
yy(x, y), σ0

xy(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâå-ñèÿ.3. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì èòåðàöèîííîãî ïðî-öåññà äëÿ îïèñàííîé âûøå îáðàòíîé çàäà÷è, âûâåäåííûì â ðàáîòå [2℄ (î òåõíèêåïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â îáðàòíûõ çàäà÷àõ 
ì. [1℄):
∫

Ω

(
δσ0(n)

xx K(n−1)
xx + δσ0(n)

yy K(n−1)
yy +δτ 0(n)

xy K(n−1)
xy

)
dΩ = F (n−1), (1)ãäå K(n−1)

xx = u2
x,x + u2

y,x, K(n−1)
yy = u2

x,y + u2
y,y, K(n−1)

xy = 2(ux,xux,y + uy,xuy,y),
F (n−1) =

∫
lσ

(Px(ux − fx) + Py(uy − fy)) dlσ.Âåðõíèå èíäåêñû (n) è (n − 1) îçíà÷àþò íîìåðà èòåðàöèè (äàëåå â çàïèñè áó-äåì èõ îïóñêàòü); δσ0
xx, δσ0

yy , δτ 0
xy � ïîïðàâêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàìïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé; Px, Py � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàãðóçêè; fx, fy �êîìïîíåíòû çàäàííîãî ïîëÿ ñìåùåíèé ïîä íàãðóçêîé.Âûðàçèì ïîïðàâêè δσ0

xx, δσ0
yy, δτ 0

xy ÷åðåç îäíó �óíêöèþ íàïðÿæåíèé Ýðè
Φ(x, y):

δσ0
xx = Φ,yy ; δσ0

yy = Φ,xx ; δτ 0
xy = −Φ,xy . (2)Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷óèäåíòè�èêàöèè îäíîé �óíêöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé Ýðè.4. Êîíå÷íîìåðíûé ïîäõîä ê èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿ-æåíèé. Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé Ýðè Φ(x, y) â âèäåêîíå÷íîé ñóììû

Φ =
N∑

k=1

akψk,ãäå ak � íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ψk � áàçèñíûå �óíêöèè.Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé ðàññìîòðèì ñòåïåíè áèãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíî-ìîâ âòîðîãî, òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.Ïîêàæåì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñïîñîá ñâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ê ñèñòåìå ëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êàæäîé èòåðàöèè. Áóäåì èñêàòü �óíêöèþ Ýðè



170 Íåäèí �.Ä.â âèäå ñóììû áèãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ 2-îé, 3-åé è 4-îé ñòåïåíåé:
Φ = ϕ2 + ϕ3 + ϕ4, (3)ãäå

ϕ2 =
a2

2
x2 + b2xy +

c2
2
y2,

ϕ3 =
a3

6
x3 +

b3
2
x2y +

c3
2
xy2 +

d3

6
y3,

ϕ4 =
a4

12
x4 +

b4
6
x3y +

c4
2
x2y2 +

d4

6
xy3 − (2c4 + a4)

6
y4.Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ïîïðàâîê ê ïðåäâàðèòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì ñ ó÷åòîì (2)ïðèìóò âèä:

δσ0
xx = c2 + c3x+ d3y + c4x

2 + d4xy − (2c4 + a4)y
2,

δσ0
yy = a2 + a3x+ b3y + a4x

2 + b4xy + c4y
2,

δτ 0
xy = −b2 − b3x− c3y −

1

2
b4x

2 − 2c4xy −
1

2
d4y

2.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì:
a2A2 + b2B2 + c2C2 + a3A3 + b3B3 + c3C3 + d3D3 + a4A4 + b4B4 + c4C4 + d4D4 = F,ãäå A2 =

∫
Ω

KyydΩ, B2 = −
∫
Ω

KxydΩ, C2 =
∫
Ω

KxxdΩ,

A3 =
∫
Ω

xKyydΩ, B3 =
∫
Ω

(yKyy − xKxy)dΩ,

C3 =
∫
Ω

(xKxx − yKxy)dΩ, D3 =
∫
Ω

yKxxdΩ,

A4 =
∫
Ω

(x2Kyy − y2Kxx)dΩ, B4 =
∫
Ω

(
xyKyy − 1

2
x2Kxy

)
dΩ,

C4 =
∫
Ω

((x2 − 2y2)Kxx + y2Kyy − 2xyKxy)dΩ, D4 =
∫
Ω

(
xyKxx − 1

2
y2Kxy

)
dΩ.Åñëè çà�èêñèðîâàòü íåñêîëüêî ÷àñòîò ωi (i = 1, 2, ..., m), òî ñîîòíîøåíèå (6)ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÑËÀÓ





a2A2(ω1) + b2B2(ω1) + c2C2(ω1) + ...+ d4D4(ω1) = F (ω1),
a2A2(ω2) + b2B2(ω2) + c2C2(ω2) + ...+ d4D4(ω2) = F (ω2),
...
a2A2(ωm) + b2B2(ωm) + c2C2(ωm) + ... + d4D4(ωm) = F (ωm)

(4)îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ a2, b2, ..., d4, �îðìèðóþùèõ ðàçëîæåíèå�óíêöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé Ýðè ïî ñòåïåíÿì áèãàðìîíè÷åñêèõ ïîëè-íîìîâ. �åøåíèå ýòîé ñèñòåìû îçíà÷àåò íàõîæäåíèå ïîïðàâêè ê �óíêöèè Ýðè íàòåêóùåé èòåðàöèè.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå ïîëíûå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèèÝðè ïî ñòåïåíÿì áèãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ è ñâåñòè êàæäóþ èòåðàöèþ ðåøåíèÿîáðàòíîé çàäà÷è ê ÑËÀÓ áîëüøåãî ïîðÿäêà.



Ê ðåêîíñòðóêöèè ïëîñêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïëàñòèíå 1715. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû èòå-ðàöèîííîãî ïðîöåññà ïîäîáíîé îáðàòíîé çàäà÷è â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ îäíîîñ-íîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [2℄. Îòìå-òèì ëèøü, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à ñ ïîìîùüþ ìåòîäàêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âû÷èñëÿåòñÿ ïîëå ñìåùåíèé (ïîäðîáíîåèññëåäîâàíèå ïðÿìûõ çàäà÷ äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí â ñëó÷àå ïëàíàðíûõ è èçãèáíûõêîëåáàíèé ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [2, 3℄), à òàêæå ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îïè-ñàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé, ïîýòîìó äëÿåå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà.Íèæå ñëåäóåò îäèí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò èäåíòè�èêàöèè ïëîñêîãî ïðåäâà-ðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì. Ïëàñòèíà íàãðó-æàëàñü íà âåðõíåé ãðàíè lσ (ñì. ðèñ. 1) ðàâíîìåðíî-ðàñïðåäåëåííîé êàñàòåëüíîéçîíäèðóþùåé íàãðóçêîé; �óíêöèÿ Ýðè èñêàëàñü â âèäå (3). Ïðîöåññ çàâåðøèëñÿíà ÷åòûðåõ èòåðàöèÿõ. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ òî÷íîãîðàñïðåäåëåíèÿ ÏÍÑ è ðåêîíñòðóêöèè. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðà�è÷åñêèå ðåçóëü-òàòû ðåêîíñòðóêöèè.Êîý��èöèåíò Òî÷íîå çíà÷åíèå �åêîíñòðóêöèÿ
a2 15 16.281270
b2 -20 -18.359302
c2 11 12.003034
a3 0.1 0.129832
b3 0.09 0.109210
c3 0.07 0.088171
d3 0.01 0.009713
a4 0.001 0.001347
b4 0.002 0.002463
c4 0.003 0.003217
d4 0.001 0.000951Òàáëèöà 1.

�èñ. 2. �åçóëüòàò èäåíòè�èêàöèè êîìïîíåíò ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ñëåâà íà-ïðàâî: δσ0
xx, δσ0

yy, δσ0
xy. Ñïëîøíàÿ ïîâåðõíîñòü � òî÷íûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÏÍÑ;òî÷êè � âîññòàíîâëåííûé çàêîí ÏÍÑ.



172 Íåäèí �.Ä.6. Çàêëþ÷åíèå. Âûÿâëåíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä äàåò äîâîëüíî êà-÷åñòâåííóþ ðåêîíñòðóêöèþ ïëîñêîãî íåîäíîðîäíîãî ÏÍÑ (ïîãðåøíîñòü ìå-íåå 8�10%), åñëè ïîðÿäîê áèãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ â ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíòïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ìåíüøå èëè ðàâåí äâóì, ò. å. â âèäå êâàäðàòè÷-íûõ �óíêöèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèè Ýðè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî,ïðè ðàññìîòðåíèè ñòåïåíåé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèèÝðè, òî÷íîñòü ðåêîíñòðóêöèè çíà÷èòåëüíî óõóäøàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, â ðàìêàõðàññìîòðåííîãî â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè Ýðè,ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çà ñ÷åò äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòèðåêîíñòðóêöèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòóëüÿí À.Î. Èòåðàöèîííûå ïðîöåññû â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ //Òðóäû XIV ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ÌÑÑ¿. Èçä-âîÞÔÓ, �îñòîâ-íà-Äîíó, 2010. Ò. 1. Ñ. 81�85.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î., Íåäèí �.Ä. Ê èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íà-ïðÿæåíèé // Âåñòíèê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî �îñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð.1.Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, àñòðîíîìèÿ. Èçä-âî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà.2011. Ñ. 38�44.[3℄ Nedin R.D., Vatulyan A.O. On the Re
onstru
tion of Inhomogeneous Initial Stressesin Plates. Advan
ed Stru
tured Materials. Vol. 15. Shell-like Stru
tures � Non
lassi
alTheories and Appli
ations. Springer. 2011. Pp. 165�182.[4℄ Withers P. J., Bhadeshia H.K.D.H. Residual stress. Part 1 � Measurement te
hniques.Materials S
ien
e and Te
hnology. 2001. Vol. 17. Pp. 355�365.Nedin R.D. On the Inverse Problem of the Plane Inhomogeneous PrestressRe
onstru
tion in Plate. The inverse problem on the identi�
ation of three inhomogeneousprestress 
omponents in the re
tangular plate in steady-state vibration mode is set. Theiterative pro
ess equation of the inverse problem is formulated. The �nite-dimensionalapproa
h to the prestress re
onstru
tion is des
ribed on the basis of introdu
tion of Airystress fun
tion; the te
hnique of leading the inverse problem to the system of linear algebrai
equations at ea
h iteration is given. The results of the re
onstru
tion experiment are shownand dis
ussed.



�ÀÇ�ÎÍ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�À Â ÂßÇÊÎÉÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞÍîðêèí Ì.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäóåòñÿ ñîâìåñòíîå äâèæåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà è âÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè íà ìàëûõ âðåìåíàõ. �àññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãîðàçãîíà ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü è ïîñòóïàòåëü-íîãî äâèæåíèÿ öèëèíäðà, ïëàâàþùåãî íà åå ïîâåðõíîñòè. Îñîáåííîñòüþ ýòèõ çàäà÷ ÿâ-ëÿåòñÿ òî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà÷àëüíûé ýòàï äâèæåíèÿ òåëà â æèäêîñòè ñîïðî-âîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì âîëí, êàâåðí è áðûçãîâûõ ñòðóé.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð, ïîëíîñòüþïîãðóæåííûé â âÿçêóþ íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü, çàíèìàþùóþ îãðàíè÷åííóþ îá-ëàñòü ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäð äâèæåòñÿ èç ñîñòîÿ-íèÿ ïîêîÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííûì ïîñòóïàòåëüíûì óñêîðå-íèåì w0, ñîâåðøàÿ ïðè ýòîì âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ ïîñòî-ÿííûì óãëîâûì óñêîðåíèåì wr. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, çàïèñàííàÿâ áåçðàçìåíûõ ïåðåìåííûõ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, öåíòð êîòîðîé ñîâ-ïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì ýëëèïñà, à îñè ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèìîñÿì íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, èìååò âèä:
∂v

∂t
− ḣ(t)

∂v

∂x
+ (v,∇) v = −∇p+

1

Re
∆v − 1

Fr2
k, div v = 0, R ∈ Ω(t), (1)

(
−p + 2Re−1∂vx

∂x

)
nx +Re−1

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
ny = −γχnx, R ∈ S2(t), (2)

Re−1

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
nx +

(
−p+ 2Re−1∂vy

∂y

)
ny = −γχny, R ∈ S2(t), (3)

vy =
∂ξ

∂x

(
vx − ḣ(t)

)
+
∂ξ

∂t
, R ∈ S2(t), (4)

v = ḣ(t)i+ α̇(t)(yi− xk), R ∈ S1, (5)
v = 0, y = −Hb; v = 0, x = HR − 0.5t2,−HL − 0.5t2, (6)

v(x, y, 0) = 0, ξ(x, 0) = 0, (7)
h(t) = 0.5t2, α(t) = 0.5ωrt

2. (8)Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì:
t′ =

√
a

w0
t, x′ = ax, y′ = ay, p′ − pa = ρw0ap, v′ =

√
w0a v, aχ′ = χ. (9)
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�èñ. 1. Ôîðìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè ïðè ðàçãîíå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîë-íîñòüþ ïîãðóæåííîãî â âÿçêóþ æèäêîñòü. Âëèÿíèå âðàùåíèÿ öèëèíäðà (b), ïîâåðõíîñò-íîãî íàòÿæåíèÿ (
) è âÿçêîñòè (d).

�èñ. 2. Îáðàçîâàíèå áðûçãîâûõ ñòðóé íà íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíîñòè âÿçêîé æèäêîñòè: (a) Fr = 0.5; (b) Fr = 0.05.ãäå øòðèõàìè ïîìå÷àþòñÿ ðàçìåðíûå âåëè÷èíû.Ïîäâèæíûå êîîðäèíàòû x, y ñâÿçàíû ñ íåïîäâèæíûìè x1, y1 ñîîòíîøåíèÿìè:
x = x1 − h(t), y = y1.Çäåñü v = v(x, y, t), p = p(x, y, t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè è äàâëåíèå,çàïèñàííûå îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; pa � àòìîñ�åðíîå äàâ-ëåíèå; Ω(t) � îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ; S1 � ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà; S2(t) �



�àçãîí ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè 175ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà æèäêîñòè; h(t) è α(t) � ïåðåìåùåíèå è óãîë ïîâîðîòà öèëèí-äðà; a è b � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà; R � ðàäèóñ-âåêòîðñ êîîðäèíàòàìè (x,y).Ôóíêöèÿ ξ = ξ(x, t) îïðåäåëÿåò âîçìóùåíèå âíåøíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèä-êîñòè, óðàâíåíèå êîòîðîé îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèàò èìååò âèä:
y = H + ξ(x, t),ãäå H � ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ öèëèíäðà. Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå çàäàþòñÿ äèíàìè-÷åñêèå óñëîâèÿ (2),(3) è êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (4). Êðèâèçíà ñâîáîäíîé ãðàíèöûîïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:
χ = − ξxx

(1 + ξ2
x)

3/2
.Çàäà÷à (1)�(8) ñîäåðæèò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:

Re =
a
√
w0a

ν
, Fr =

√
w0

g
, γ =

σ

ρw0a2
, ωr =

wra

w0

, α =
b

a
,ãäå Re � ÷èñëî �åéíîëüäñà; Fr � ÷èñëî Ôðóäà; γ � áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíòïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ; wr � áåçðàçìåðíîå óãëîâîå óñêîðåíèå âðàùåíèÿ öè-ëèíäðà; ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãîïàäåíèÿ.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1)�(8) òàêæå îïèñûâàåò íà÷àëüíûé ýòàï äâèæåíèÿýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíîñòè âÿçêîé æèäêîñòè. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäð íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ è äâèæåòñÿ âãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè (áåç âðàùåíèÿ, ωr = 0) ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîëóïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà.2. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ìàëûõ âðåìåíàõ. �åøåíèåíà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(8) áóäåì ñòðîèòü ïðè ïîìîùè ïðÿìîãî àñèìïòî-òè÷åñêîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ÷èñëî �åéíîëüäñàèìååò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ñ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì ìàëîå âðåìÿ. Âíà-÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîì ðàçãîíå ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà, ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áûñòðîåâðåìÿ τ , ïîëàãàÿ

t = ετ,ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîëå ñêîðîñòåé, äàâëåíèé è âîçìóùåíèå âíåøíåé ñâî-áîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèé [1℄:
v(x, y, ετ) = εv0(x, y, τ) + ε3v1(x, y, τ) + o(ε3), (10)
p(x, y, ετ) = p0(x, y, τ) + ε2p1(x, y, τ) + o(ε2), (11)
ξ(x, ετ) = ε2ξ0(x, τ) + ε4ξ1(x, τ) + o(ε4), (12)

Re = δ−1ε, δ = const. (13)Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (10)�(12) â óðàâíåíèÿ, íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ çàäà÷è (1)�(8), ïåðåíîñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ âîçìóùåííûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû



176 Íîðêèí Ì.Â.îáëàñòè Ω(t) íà ïåðâîíà÷àëüíî íåâîçìóùåííûå óðîâíè ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ðàçëîæåíèé â ðÿäû íà ìàëûõ âðåìåíàõ, ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõäâóõ ïðèáëèæåíèé ñëåäóþùèå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà:
∂v0

∂τ
= −∇p0 + δ∆v0 −

1

Fr2
k, div v0 = 0, v0(x, y, 0) = 0, (14)

∂v0x

∂y
+
∂v0y

∂x
= 0, −p0 + 2δ

∂v0y

∂y
= 0, y = H, (15)

v0 = τi+ ωrτ(yi− xk), R ∈ S1, (16)
v0 = 0, y = −Hb; v0 = 0, x = HR,−HL, (17)

∂v1

∂τ
= −∇p1 + δ∆v1 + τ

∂v0

∂x
− (v0,∇)v0, div v1 = 0, v1(x, y, 0) = 0, (18)

δ

(
∂v1x

∂y
+
∂v1y

∂x

)
=

(
−p0 + 2δ

∂v0x

∂x

)
ξ0x − δ

(
∂2v0x

∂y2
+
∂2v0y

∂x∂y

)
ξ0, y = H, (19)

−p1 + 2δ
∂v1y

∂y
= γξ0xx +

(
∂p0

∂y
− 2δ

∂2v0y

∂y2

)
ξ0, y = H, (20)

v1 = −0.5ω2
rτ

3(xi+ yk) − 0.5ωrτ
2

(
∂v0

∂x
y − ∂v0

∂y
x

)
, R ∈ S1, (21)

v1 = 0, y = −Hb; v1 = 0.5τ 2∂v0

∂x
, x = HR,−HL. (22)Ôóíêöèè ξ0(x, τ) è ξ1(x, τ) îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ:

v0y =
∂ξ0
∂τ

,
∂v0y

∂y
ξ0 + v1y =

∂ξ0
∂x

(v0x − τ) +
∂ξ1
∂τ

. (23)Ïîñëå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (14)�(17), (18)�(22) è îïðåäåëåíèÿ�óíêöèé ξ0(x, τ) è ξ1(x, τ) âîçìóùåíèå âíåøíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè íà-õîäèòñÿ ïî �îðìóëå (12).Îòìåòèì, ÷òî ÷ëåíû ïîðÿäêà ε2 è ε ñîîòâåòñòâåííî â ðàçëîæåíèÿõ (10) è (11)ðàâíû íóëþ, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî óðàâ-íåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè è íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿìè.Âñëåäñòâèå ýòîãî ÷ëåí ïîðÿäêà ε3 â ðàçëîæåíèè (12) òàêæå îáðàùàåòñÿ â íîëü.Òàêæå îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (14) ìîæåòáûòü âêëþ÷åí â äàâëåíèå p0 ñ ïîìîùüþ çàìåíû: p0+Fr
−2(y−H) = q. Íà îñíîâàíèèýòîãî âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè íå áóäåòçàâèñåòü îò ÷èñëà Ôðóäà.Ïî àíàëîãèè ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ ýëëèï-òè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîëóïîãðóæåííîãî â âÿçêóþ æèäêîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå êî-ý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (10)�(12) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì(14)�(23), ãäå ωr = 0 è H = 0.



�àçãîí ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè 1773. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàí-íûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (14)�(17), (18)�(22) äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä øàãîâ ïî âðåìåíè. Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè àïïðîêñè-ìèðóþòñÿ îáû÷íûìè êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, à îñòàëüíûå ÷ëåíûóðàâíåíèé áåðóòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè τm+1 (íåÿâíàÿ ñõåìà). Íà êàæäîì øàãå ïîâðåìåíè çàïèñûâàþòñÿ ñëàáûå âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, êîòîðûå ðåøàþò-ñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ FreeFem++ [2℄.Çàäà÷à î íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîëíîñòüþ ïî-ãðóæåííîãî â æèäêîñòü, èññëåäîâàëàñü ïðè ñëåäóþùèõ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ çàäà÷è: Fr = 0.5, ε = 0.5, t = 1.5, α = 0.5, H = 1, Hb = 1.5, HR = 6,
HL = 6. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå âëèÿíèå âÿçêîñòè è ïîâåðõíîñò-íîãî íàòÿæåíèÿ âûáèðàëèñü ðàçëè÷íûìè. Íà ðèñ. 1 �èãóðû (a) è (b) ñîîòâåò-ñòâóþò ñëó÷àÿì ωr = 0; 1 (δ = 1, γ = 1). Âëèÿíèå êîý��èöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãîíàòÿæåíèÿ íà �îðìó ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè ïîêàçàíà íà �èãóðå (
), êî-òîðàÿ îòâå÷àåò ñëó÷àþ γ = 50, ωr = 1, δ = 1. �îëü âÿçêîñòè ïîêàçàíà íà �èãóðå(d) (ωr = 1, δ = 40, γ = 1). Îòìåòèì, ÷òî âðàùåíèå öèëèíäðà, à òàêæå âÿçêîñòüè ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êîí�èãóðàöèþâíåøíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè.Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàçãîíå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîëóïîãðóæåí-íîãî â æèäêîñòü. Íà �èãóðå (a) (ðèñ. 2) ïîêàçàíà �îðìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèä-êîñòè ïðè Fr = 0.5, δ = 1, γ = 0, ε = 0.5, α = 0.5, t = 1.5, Hb = 2, HR = 6.5,
HL = 6.5. Íà �èãóðå (b) èçîáðàæåíà êîí�èãóðàöèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêî-ñòè ïðè Fr = 0.05 (îñòàëüíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è íå ìåíÿþòñÿ). Îòìåòèì, ÷òî ïðèìàëûõ ÷èñëàõ Ôðóäà ïåðåä öèëèíäðîì îáðàçóåòñÿ âïàäèíà, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî öèëèíäðà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà δïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ èíòåíñèâíîñòè áðûçãîâûõ ñòðóé.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íîðêèí Ì.Â. Íà÷àëüíûé ýòàï äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â âÿçêîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ // Æóðíàë âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì.�èçèêè. 2012. Ò. 52, � 2. Ñ. 319�329.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ í/Ä: Èçä.ÞÔÓ, 2008. 256 
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ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÒÅ×ÅÍÈß ÊÓÝÒÒÀ ÌÅÆÄÓÂ�ÀÙÀÞÙÈÌÈÑß ÖÈËÈÍÄ�ÀÌÈ Ñ �ÀÇÍÛÌÈ ÇÀÇÎ�ÀÌÈÎâ÷èííèêîâà Ñ.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóB ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå âåëè÷èíû çàçîðà ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ êîíöåíòðè÷å-ñêèìè öèëèíäðàìè íà óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ Êóýòòà. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèèçàçîðà ìåæäó öèëèíäðàìè íåéòðàëüíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå íåâðàùàòåëüíî ñèì-ìåòðè÷íûì âîçìóùåíèÿì ñ áîëüøèì ÷èñëîì âîëí â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè, ñíà÷à-ëà ïåðåñòàþò áûòü âûïóêëûìè, çàòåì ñòàíîâÿòñÿ çàìêíóòûìè è, ïîñòåïåííî ñæèìàÿñü,èñ÷åçàþò. Â ñëó÷àå áîëüøèõ çàçîðîâ óìåíüøàåòñÿ è ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ íåé-òðàëüíûõ êðèâûõ (òî÷åê áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2).Çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðà-ìè ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò. Ñèñòåìàêîíöåíòðè÷åñêèõ öèëèíäðîâ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ ýòàëîíîì äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è âîçìîæíûõ ïå-ðåõîäîâ â òå÷åíèè æèäêîñòè, âïëîòü äî ðàçâèòèÿ òóðáóëåíòíîñòè. �åîìåòðèÿ çà-äà÷è îñîáåííî ïðèâëåêàòåëüíà äëÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, ïîñêîëüêó îïûòû ìîãóòïðîâîäèòüñÿ â íåáîëüøèõ çàìêíóòûõ ñèñòåìàõ, è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ öèëèíäðîâ,ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.Äâèæåíèå æèäêîñòè ìåæäó áåñêîíå÷íûìè ñîîñíûìè öèëèíäðàìè ðàäèóñîâ
r1, r2, âðàùàþùèìèñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî, îïèñû-âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, çàâèñÿùèìè îò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ:
η = r2/r1 � îòíîøåíèå ðàäèóñîâ è Ω = Ω2/Ω1 � îòíîøåíèå óãëîâûõ ñêîðîñòåéöèëèíäðîâ, R = Ω1(r2 − r1)

2/ν � áåçðàçìåðíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà, ν � êîý��èöè-åíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ñêîðîñòü è äàâëåíèå ïðåäïîëàãàþòñÿ 2π/α ïåðèî-äè÷íûìè âäîëü îñè öèëèíäðîâ (α � çàäàííîå îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî). Ïðè ëþáûõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò òî÷íîå ñòàöèîíàðíîå âðàøàòåëüíî ñèììåòðè÷-íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ � òå÷åíèå Êóýòòà.Ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ âäîëü, âðàùåíèé âî-êðóã îáùåé îñè öèëèíäðîâ (îñè z) è ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè. Ïîýòîìó â çàäà÷åóñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ: ïåðåìåííûå îñåâàÿ z, àçèìó-òàëüíàÿ θ è âðåìÿ t îòäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìíîæèòåëÿ eσt−i(αz+mθ). Çäåñü â ñèëóî÷åâèäíîé ïåðèîäè÷íîñòè ïî θ àçèìóòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m � öåëîå. Ìíî-æåñòâî ÷èñåë σ íà ìíèìîé îñè, äëÿ êîòîðûõ ëèíåàðèçîâàííàÿ íà òå÷åíèè Êóýò-òà ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ (íåéòðàëüíûå ìîäû) ïðè çà-äàííûõ (R,Ω, η, α), îáðàçóåò íåéòðàëüíûé ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà.Êðèòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è íàçûâàþòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ âíåéòðàëüíîì ñïåêòðå èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå σ. Åñëè â íåéòðàëüíîì ñïåê-òðå íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå σ = 0, òî ïðîèñõîäèò ìîíîòîííàÿ ïîòåðÿóñòîé÷èâîñòè, à åñëè ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ çíà÷åíèé σ = ±iωm, òî � êîëåáàòåëüíàÿïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.



Óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ Êóýòòà ìåæäó öèëèíäðàìè 179Â [1℄ ñòðîãî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå Ω > 0 ñóùåñòâóåò ñòðîãî óïîðÿäî÷åííàÿïî âîçðàñòàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà R(p)
∗ (Ω, η, α),

p = 1, 2, . . . , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàöèîíàðíûì âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûì òå÷åíè-ÿì (σ = 0, m = 0). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñóùåñòâóåò è äëÿ íåâðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (m 6= 0), íî îíà ïå-ðåñòàåò áûòü ìîíîòîííîé.Äëÿ ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë m â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Π ïàðà-ìåòðîâ çàäà÷è (R,Ω, η, α) èìåþòñÿ òðåõìåðíûå ñåìåéñòâà êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë �åé-íîëüäñà R(p)
∗ (Ω, η, α). Åñëè â Π çà�èêñèðîâàòü ïàðàìåòðû η è Ω, òî R = R

(p)
∗ (α,m)îáðàçóþò íà ïëîñêîñòè (R,α) íåéòðàëüíûå êðèâûå.C ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéêðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ R∗ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîëíîâûå ÷èñëà α∗, ïðè êîòî-ðûõ ïðîèñõîäèò ïåðâàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà R∗

∗(m,α∗,Ω, η) =

min
α
R

(1)
∗ (m,α,Ω, η). Ïðè ñîíàïðàâëåííîì âðàùåíèè (Ω > 0) öèëèíäðîâ ÷èñëàì

R∗
∗(α∗,Ω, η) îòâå÷àþò âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûå âîçìóùåíèÿ (m = 0)[1℄. Åñëè âýêñïåðèìåíòå ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ ÷èñëî �åéíîëüäñà (óãëîâàÿ ñêîðîñòü âíóòðåí-íåãî öèëèíäðà), òî íà ñìåíó ïîòåðÿâøåìó óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèþ Êóýòòà ïîÿâëÿ-åòñÿ ñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå (âèõðè Òåéëîðà) ñ îñåâûìâîëíîâûì ÷èñëîì α ≈ α∗ [2�4℄. Ïðè çíà÷åíèÿõ ÷èñåë R > R∗

∗ òàêæå íàáëþäàåòñÿêîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, ïðè÷åì ïîÿâëåíèå êàæäîãî íåâðàùàòåëüíîñèììåòðè÷íîãî ðåæèìà çàâèñèò îò ïóòè äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Πê çàäàííîìó ÷èñëó �åéíîëüäñà R.B ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ öèëèíäðû ñ óçêèì çàçîðîì (1 < η 6 2) â ñëó-÷àå, êîãäà âíåøíèé öèëèíäð ðàäèóñà r2 íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, à âíóòðåííèéâðàùàåòñÿ (Ω = 0). Íà ðèñ. 1. èçîáðàæåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå ïðè η = 1.132577è η = 2 â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷èñåë �åéíîëüäñà äî 15-êðàòíîãî çíà÷åíèÿ R∗
∗(η).
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0 2 4 6 8�èñ. 1. Íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R
(p)
∗ (α) ïðè Ω = 0 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àçèìóòàëü-íîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà m. Ñëåâà η = 1.132577, ñïðàâà η = 2. �ÿäîì ñ êàæäîé êðèâîéíàïèñàíî ñîîòâåòñòâóþùåå åé àçèìóòàëüíîå ÷èñëî.



180 Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.Òðè íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R
(p)
∗ (α, η) (p = 1, 2, 3), ñîîòâåòñòâóþùèå âðàùà-òåëüíî ñèììåòðè÷íûì âîçìóùåíèÿì, êà÷åñòâåííî íå èçìåíÿþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé η. Ñîâñåì èíà÷å âåäóò ñåáÿ äâå íåéòðàëüíûå êðèâûå (p = 1, 2), ïîñòðî-åííûå äëÿ íåâðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (m 6= 0). Ïðè âîçðàñòàíèè

η óâåëè÷èâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè è ïðè R 6 15 R∗
∗(η) äëÿ ìåíüøåãî çà-çîðà η − 1 = 0.132577 ñóùåñòâóþò áîëüøå íåéòðàëüíûõ êðèâûõ ñ ðàçëè÷íûìèàçèìóòàëüíûì ÷èñëàìè (m = 1, 2, . . . , 11), ÷åì äëÿ η − 1 = 1 (m = 1, 2, 3).Îáúÿñíèòü ýòî ìîæíî òåì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ η íåéòðàëüíûå êðè-âûå, îòâå÷àþùèå áîëüøèì àçèìóòàëüíûì ÷èñëàì m è ñòàðøèì ÷èñëàì �åéíîëüä-ñà, ñíà÷àëà ïåðåñòàþò áûòü âûïóêëûìè, çàòåì ñòàíîâÿòñÿ çàìêíóòûìè, ñæèìàþò-ñÿ è èñ÷åçàþò. Íà ðèñ.2. èçîáðàæåíî êàê ýòî ïðîèñõîäèò ñ êðèâîé R = R

(2)
∗ (α, η),ñîîòâåòñòâóþùåé m = 4, äëÿ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ öèëèíäðîâ η = 1.2,

η = 1.25, η = 1.275. Ïðè η = 1.325 òàêàÿ íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ óæå íå ñóùåñòâóåò.
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2 4 6 8�èñ. 2. Íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R
(1)
∗ (α) è R = R

(2)
∗ (α) ïðè Ω = 0 è m = 4. Ëèíèèñ íîìåðîì 1 ñîîòâåòñòâóþò η = 1.2, ñ íîìåðîì 2 � η = 1.25 è 3 � η = 1.275.Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ η íåéòðàëüíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûìàçèìóòàëüíûì ÷èñëàìm è n, ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåñåêàþòñÿ òàêæå êðèâûå R = R

(p1)
∗è R = R

(p2)
∗ ñ m = n è p1 6= p2, ëèøü êðèâóþ R = R

(1)
∗ ñ m = 0 íå ïåðåñåêàåò íèîäíà íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ (ðèñ. 1).Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (òî÷êå áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2) ó ëèíåàðèçîâàí-íîé íà òå÷åíèè Êóýòòà ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõíåíóëåâûõ ðåøåíèé (íåéòðàëüíûõ ìîä). Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîò Â.È. Þäîâè÷à,Chossat P. è G. Iooss, íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ìîä (òî÷íåå, ñëåãêà èçìåíåí-íûõ) â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷åê áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 ñòàëî âîçìîæíûìîïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé íà öåíòðàëüíîì ìíî-ãîîáðàçèè [5�7℄. Èññëåäîâàíèå òàêèõ àìïëèòóäíûõ ñèñòåì îòêðûâàåò óíèêàëüíûåâîçìîæíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ âòîðè÷íûõ, òðåòè÷íûõ è ñëåäóþùèõ çà íèìè ðåæèìîâ,âïëîòü äî ðàçâèòèÿ õàîñà â ñèñòåìå.Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ îáðàçóþò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-ñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Π. Ñèìâîëîì m/n (n > m) îáîçíà÷àþòñÿ òî÷êè
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∗) íåéòðàëüíûõ êðèâûõ R = R

(p1)
∗ è R = R

(p2)
∗ ñ êâàíòîâûìè÷èñëàìè m è n ñîîòâåòñòâåííî.Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà îò ïàðà-ìåòðà η â òî÷êàõ (R∗, α

∗), îòâå÷àþùèõ ïåðåñå÷åíèÿ òèïà 0/n è 1/n äëÿ p1 = 2 è
p2 = 1, Ω = 0 è çíà÷åíèé ÷èñåë �åéíîëüäñà 60 < R < 220. Íà ýòîì ðèñóíêå âèäíî,
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1.2 1.4 1.6 1.8�èñ. 3. Êðèâûå çàâèñèìîñòè R = R∗(η) â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ (R∗, α∗). �ÿäîìñ êàæäîé êðèâîé íàïèñàí òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.÷òî ïðè óâåëè÷åíèè η èñ÷åçàþò ïåðåñå÷åíèÿ ñ áîëüøèìè n.Êàê èñ÷åçàþò òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè çíà÷åíèÿ η ïîêàçàíî íàðèñ. 4. Ñíà÷àëà äâå íåéòðàëüíûå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé â äâóõ òî÷êàõ,çàòåì ïðè óâåëè÷åíèè η ýòè òî÷êè ñáëèæàþòñÿ, ïîêà íå èñ÷åçíóò âîâñå.
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4 5 6 7 8�èñ. 4. Êðèâûå çàâèñèìîñòè R = R∗(α) äëÿ η = 1.73, η = 1.73326, η = 1.74. �ÿäîìñ êàæäîé êðèâîé íàïèñàíî ñîîòâåòñòâóþùåå åé êâàíòîâîå ÷èñëî m.Íåéòðàëüíûå êðèâûå ñ îäèíàêîâûìè àçèìóòàëüíûìè ÷èñëàìè m = n ïåðåñå-êàþòñÿ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Òàê, òî÷êè òèïà m/n = 3/3 ñóùåñòâóþòïðè η > 1.39 è R∗ > 211.5, à òî÷êè m/n = 4/4 � ïðè η > 1.24 è R∗ > 233.5.Àíàëèç àìïëèòóäíûõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåííûì òî÷êàì áè�óð-êàöèè êîðàçìåòíîñòè 2 òèïà m/n, ïîêàçàë, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òàêèõ òî-÷åê ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå ðåçîíàíñíûå íåâðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûå ðåæèìûñ àçèìóòàëüíûìè ÷èñëàìè m è (èëè) n. Â ñëó÷àå óçêîãî çàçîðà (η = 1.144) è



182 Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.â ýêñïåðèìåíòàõ [2℄ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà íàáëþäàëèñü êîëåáàòåëüíûåâèõðè ñ àçèìóòàëüíûìè ÷èñëàìè, íà÷èíàÿ ñ m = 4 äî m = 8.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû � 11-05-01138, � 12-01-00582-à).
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÂÈÁ�ÎÎÆÈÆÅÍÍÎ�ÎÑËÎß ÌÅÆÄÓ ÄÂÓÌß ÏÎËÊÀÌÈÎðëîâà Í.Ñ.Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÁûëà èññëåäîâàíà äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Äàðñè äëÿ îïè-ñàíèÿ äâèæåíèÿ âèáðîîæèæåííîãî ñëîÿ ìåëêîäèñïåðñíûõ ÷àñòèö ìåæäó äâóìÿ êîëåá-ëþùèìèñÿ ïîëêàìè. Ïîëó÷åíû ðàñ÷åòû ïî ðàñïðåäåëåíèþ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû çàñûïêè ñëîÿ è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîëêàìè.1. Äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü. �àíåå áûëî èññëåäîâàíî îæèæåíèå ÷àñòèöñòåêëà, äèàìåòðîì 0,13 ìì, êîòîðîå ñîçäàâàëîñü ïîä âîçäåéñòâèåì âåðòèêàëü-íûõ êîëåáàíèé ïîëêè. Èñïîëüçîâàëàñü äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ñîäåðæèòóðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ òâåðäîé �àçû(1)�(2) è óðàâíåíèÿ äëÿ ãàçîâîé �àçû, ïîëó÷åííûå ñ ó÷åòîì çàêîíà Äàðñè (3)�(4),â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè [1, 2℄:
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; (4)ãäå ρg, Vg, αg � ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, îáúåìíàÿ äîëÿ ãàçà; à ρs, Vs, αs � ïëîòíîñòü,ñêîðîñòü, îáúåìíàÿ äîëÿ òâåðäûõ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâåííî; P � äàâëåíèå ãàçîâîé�àçû; β � êîý��èöèåíò îáìåíà èìïóëüñàìè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ �àç;

G(αg) � êîý��èöèåíò ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; σ � íàïðÿæåíèÿ, âîçíè-êàþùèå â ñëîå ÷àñòèö; k � ïðîíèöàåìîñòü ñëîÿ ÷àñòèö; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãîïàäåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñü z; µg � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ãàçà. Äàâëåíèå ãàçà Pðàññ÷èòûâàëîñü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè óñëîâèè,÷òî òåìïåðàòóðà ãàçà ïîñòîÿííà è ðàâíà 20◦C. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå äâóõæèä-êîñòíîé ìîäåëè âèáðîîæèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Äàðñè ïðåäñòàâëåíî âðàáîòàõ [1, 2℄.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàëîñü äâèæåíèå âèáðîîæèæåííîãî ñëîÿ ÷àñòèö ñòåê-ëà ìåæäó äâóìÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïîëêàìè (âåðõíåé è íèæíåé) ñ èñïîëüçîâàíèåìäâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè.2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (1)�(4) çàïèñûâàëèñü â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìâèäå. Íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä èòåðàöèé. Ïàðàìåòðû P , ρg,
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αg(αg = 1 − αs) è αs ðàññ÷èòûâàëèñü â öåíòðå âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè, à ñêîðî-ñòè îáåèõ �àç � íà ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè, ò. å. èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà ñî ñìåùåííûìèóçëàìè [3℄.Íèæíÿÿ ïîëêà êîëåáëåòñÿ ïî çàêîíó z1w = A sinϕ, à âåðõíÿÿ ïîëêà � ïî çàêîíó
z2w = L+A sinϕ, ãäå L � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîëêàìè â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè, ϕ = ωt. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé A ìåíüøå, ÷åì ïîëîâèíà øàãà ñåòêè. Öèê-ëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïîëêè ω = 2πf . Ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ âñåõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ÿ÷ååê, êðîìå áëèæàéøèõ ê íèæíåé è âåðõíåé ïîëêàì, è èõ ðàçìåðû ïðèêîëåáàíèÿõ ïîëîê íå ìåíÿþòñÿ, à áëèæàéøèå ê ïîëêàì ÿ÷åéêè óìåíüøàëèñü èëèóâåëè÷èâàëèñü â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ïîëîê [4℄.Äî ìîìåíòà îòðûâà ÷àñòèö îò íèæíåé ïîëêè ñêîðîñòü ÷àñòèö â âû÷èñëèòåëü-íîé ÿ÷åéêå, áëèæàéøåé ê íèæíåé ïîëêå, îïðåäåëÿëàñü êàê ïîëóñóììà ñêîðîñòèïîëêè è ñêîðîñòè ÷àñòèö íà âåðõíåé ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè. Ïðåäïîëà-ãàëîñü, ÷òî ñëîé îòðûâàåòñÿ îò ïîëêè êîãäà çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö â ýòîéÿ÷åéêå ñòàíîâèëîñü ìåíüøå çíà÷åíèÿ 0,05. Ïîñëå îòðûâà ñêîðîñòü ÷àñòèö â öåíòðåâû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêè, áëèæàéøåé ê ïîëêå, ïðèíèìàëàñü ðàâíîé èõ ñêîðîñòè íàâåðõíåé ãðàíèöå ýòîé ÿ÷åéêè.Òàêèå æå óñëîâèÿ ïðèíèìàëèñü äëÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö â öåíòðå âû÷èñ-ëèòåëüíîé ÿ÷åéêè, áëèæàéøåé ê âåðõíåé ïîëêå. Â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèå îáúåìíîéäîëè ÷àñòèö â ýòîé ÿ÷åéêè áûëî ðàâíî íóëþ, òî çíà÷åíèå ñêîðîñòè ÷àñòèö ïðè-íèìàëîñü ðàâíûì íóëþ. Äëÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ óñëîâèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå,ñîîòâåòñòâóþùåé âåðõíåé ïîëêå, ïðåäïîëàãàëèñü òàêèìè æå, êàê íà íèæíåé ãðà-íèöå, ñîîòâåòñòâóþùåé íèæíåé ïîëêå. Ïîäðîáíî ýòè óñëîâèÿ, à òàêæå íà÷àëüíûåóñëîâèÿ îïèñàíû â ðàáîòàõ [1, 2℄.Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ øàãîâ ïî êîîðäèíàòå è âðå-ìåíè: δz = 2A, δt = 1 · 10−7 ñåê.3. �åçóëüòàòû. Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû ïî ðàñïðåäåëåíèþ îáúåì-íîé äîëè ÷àñòèö â âèáðîîæèæåííîì ñëîå, êîòîðûé äâèæåòñÿ ìåæäó äâóìÿ ïîë-êàìè. Àìïëèòóäà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïîëîê A = 1,42 ìì è f = 50 �ö, ñîîòâåò-ñòâåííî. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû äëÿ ñëîÿ ñ òîëùèíîé çàñûïêè H = 28 ìì,ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîëêàìè ïðèíèìàëîñü ðàâíûì L = 51 ìì. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëå-íû ðàñ÷åòû äëÿ ñëîÿ ñ òîëùèíîé çàñûïêè H = 51 ìì, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîëêàìèïðèíèìàëîñü ðàâíûì L = 85 ìì.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíû ïîñëå íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ïîëêè,êîãäà èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì äàâëåíèÿ ãàçà â íèæíåé è âåðõíåé ÷àñòÿõ ñëîÿ ÷à-ñòèö óñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïîëó÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå áîëüøèõ çíà÷åíèé ÷àñòîò êîëåáàíèéïîëîê äàâëåíèå ãàçà â ýòèõ ÷àñòÿõ ñëîÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Íàðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî èçìåíåíèå ðàçíîñòè äàâëåíèÿ ãàçà â íèæíåé ÷àñòè ñëîÿ è àòìî-ñ�åðíîãî äàâëåíèÿ â ìèëëèìåòðàõ âîäÿíîãî ñòîëáà äëÿ ñëîÿ ñ òîëùèíîé çàñûïêè
H = 28 ìì è ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïîëêàìè L = 51 ìì (f = 100 �ö). Ïî îñè àáñöèññîòëîæåíû çíà÷åíèÿ �àçû êîëåáàíèé ïîëîê â ãðàäóñàõ.Äëÿ ñëîÿ ñ òîëùèíîé çàñûïêè H = 28 ìì áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïðè ðàçíûõçíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîëêàìè L (îò 40 ìì äî 74 ìì). Äëÿ ñëîÿñ òîëùèíîé çàñûïêè H = 51 ìì òàêæå áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïðè ðàçíûõçíà÷åíèÿõ L (îò 62 ìì äî 97 ìì).
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö (H = 28 ìì, L = 51 ìì).

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

z, mm

α s

 

 

1
2
3

�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö (H = 51 ìì, L = 85 ìì).Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö αsmaxâ âèáðîîæèæåííîì ñëîå ñ òîëùèíîé çàñûïêè 28 ìì (ðèñ. 1) ðàâíî 0,51 è ìåíü-øå çíà÷åíèÿ 0,6, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå äëÿ áîëåå òîëñòîãî ñëîÿ òîëùèíîéçàñûïêè 51 ìì (ðèñ. 2). Òî åñòü áîëåå òîíêèé ñëîé â ïðîöåññå âèáðîîæèæåíèÿ íà-õîäèòñÿ â áîëåå ðàçðûõëåííîì ñîñòîÿíèè, ÷åì áîëåå òîëñòûé ñëîé. Ïðè ýòîì ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîëêàìè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíî ïðèìåðíî äâóì òîëùèíàìçàñûïêè ñëîÿ. Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîëêàìè L êðè-



186 Îðëîâà Í.Ñ.
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�èñ. 3. Èçìåíåíèå ðàçíîñòè äàâëåíèÿ ãàçà è àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ.
L ìì 40 51 62 74
αsmax 0,62 0,51 0,43 0,39Òàáëèöà 1. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå αs (H = 28 ìì, f = 50 �ö).âûå ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö êà÷åñòâåííî ïîõîæè íà èçîáðàæåííûåíà ðèñ. 1, 2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ L ñëîé íàõîäèòñÿ âáîëåå ïëîòíîì ñîñòîÿíèè, à ïðè óâåëè÷åíèè ýòîãî çíà÷åíèÿ � â áîëåå ðàçðûõëåí-íîì. Íî, åñëè çíà÷åíèå L áîëüøå, ÷åì çíà÷åíèå äâóõ òîëùèí çàñûïêè ñëîÿ, òî ñëîéïðàêòè÷åñêè íå ñòàëêèâàåòñÿ ñ âåðõíåé ïîëêîé, òàê êàê çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè÷àñòèö â âû÷èñëèòåëüíîé ÿ÷åéêå, áëèæàéøåé ê âåðõíåé ïîëêå, íå áûâàåò áîëüøå

0,03.Òàêæå áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî ðàñïðåäåëåíèþ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö ìåæ-äó äâóìÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïîëêàìè ïðè áîëåå âûñîêîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû êîëåáà-íèé ïîëêè 100 �ö. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî âûñîòå íåîòëè÷àþòñÿ îò êðèâûõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷àñòîòà ðàâíà 50 �ö. Íåçíà÷èòåëüíî îò-ëè÷àþòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö αsmax â ñëîå è çíà÷åíèÿ
αs âáëèçè âåðõíåé è íèæíåé ïîëîê.Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö â âèá-ðîîæèæåííîì ñëîå ñ òîëùèíîé çàñûïêè 28 ìì ïðè ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïîëîê
f = 50 �ö. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ αsmax óìåíüøàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåìðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëêàìè L. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñëîé ïåðåõîäèò âáîëåå ðàçðûõëåííîå ñîñòîÿíèå.Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îáúåìíîé äîëè ÷àñòèö αsmax
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L ìì 62 74 85 97
αsmax 0,62 0,62 0,6 0,57Òàáëèöà 2. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå αs (H = 51 ìì, f = 50 �ö).â âèáðîîæèæåííîì ñëîå ñ òîëùèíîé çàñûïêè 51 ìì ïðè çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû êîëå-áàíèé ïîëîê f = 50 �ö.Âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëêàìè L = 85 ìì è

L = 97 ìì çíà÷åíèÿ αsmax ìåíüøå. Ïî-âèäèìîìó, â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðè âûñîêèõ÷àñòîòàõ êîëåáàíèé ïîëîê ñëîé ÷àñòèö íå óñïåâàåò ïåðåéòè â áîëåå ðàçðûõëåííîåñîñòîÿíèå.4. Âûâîäû. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè ñ èñïîëü-çîâàíèåì çàêîíà Äàðñè äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ âèáðîîæèæåííîãî ñëîÿ ÷àñòèöñòåêëà, äèàìåòðîì 0,13 ìì, ìåæäó äâóìÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïîëêàìè ïðè ðàçíûõçíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû êîëåáàíèé, òîëùèíû çàñûïêè ñëîÿ è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëêà-ìè ïîêàçàëî, ÷òî â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî íåâûñîêèõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû êîëåáàíèéïîëîê (50 �ö) è òîëùèíû çàñûïêè ñëîÿ (28 ìì) è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿìåæäó ïîëêàìè, íå ïðåâûøàþùèõ äâóõ òîëùèí çàñûïêè, ñëîé â ïðîöåññå âèáðî-îæèæåíèÿ ïåðåõîäèò â áîëåå ðàçðûõëåííîå ñîñòîÿíèå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Îðëîâà Í.Ñ. Òåñòèðîâàíèå äâóõ ìîäåëåé âèáðîîæèæåííîãî ñëîÿ // Èçâåñòèÿ âóçîâ.Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Òåõíè÷åñêèå íàóêè. 2012. � 2. Ñ. 42�45.[2℄ Îðëîâà Í.Ñ. Äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü âèáðîîæèæåíèÿ íà îñíîâå ïîäõîäà Ýéëåðà ñèñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Äàðñè // Ìàòåðèàëû Âòîðîãî Ìåæäóíàðîäíîãî �îññèéñêî-Óçáåêñêîãî ñèìïîçèóìà ¾Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíà-ëèçà è èí�îðìàòèêè. Íàëü÷èê: Èçäàòåëüñòâî ÊÁÍÖ �ÀÍ, 2012. Ñ. 213�215.[3℄ Harlow F.H. Amsden A.A. Numeri
al 
al
ulation of multiphase �ow // J. ofComputational physi
s. 1975. � 17. Pp. 19�52.[4℄ Tatemoto Y., Mawatari Y.,Yasukawa T., Noda K./ Numeri
al simulation of parti
lemotion in vibrated �uidized bed // Chem. Eng. S
ien
e. 2004. � 59. Pp. 437�447.Orlova N. S. Simulation of vibro�uidized bed motion between two vibrated walls. The two-�uid model using Dar
y law for des
ription of vibro�uidized bed motion between two vibratedwalls was investigated. Numeri
al 
al
ulations of solids volumetri
 fra
tion distribution fordi�erent values of �lling thi
kness bed and the distan
e between the two walls were obtained.



ÈÇ�ÈÁÍÎ-Ê�ÓÒÈËÜÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÒÅ�ÆÍÅÉÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ ÆÅÑÒÊÎÑÒÈÎñèïîâ À.Â.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Äëÿðåøåíèÿ ïîñòðîåííîé êðàåâîé çàäà÷è ðåàëèçîâàí ìåòîä ïðèñòðåëêè. Îïðåäåëåíû �óíê-öèè ñìåùåíèÿ è óãëà ïîâîðîòà â íàáîðå òî÷åê. Â ðàìêàõ èçó÷àåìîé ìîäåëè ðàññìîòðåíàîáðàòíàÿ çàäà÷à ïî âîññòàíîâëåíèþ ïåðåìåííûõ ìîäóëÿ Þíãà è ìîäóëÿ ñäâèãà ïî èí-�îðìàöèè î ñìåùåíèÿõ è óãëàõ ïîâîðîòà, çàäàííûõ â íàáîðå òî÷åê.1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøå âíèìàíèÿóäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèÿì êîëåáàíèé íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé, ÿâëÿþùèõñÿ ýëå-ìåíòàìè ìíîãèõ êîíñòðóêöèé. Ýëåìåíòû ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé èìåþò âàæíîåçíà÷åíèå â àâèàñòðîåíèè, àâòîìîáèëåñòðîåíèè, ìàøèíîñòðîåíèè. Â äàííîé ðàáîòåðàññìîòðåíû èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Èçâàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà �àìèëüòîíà-Îñòðîãðàäñêîãî ïîëó÷åíû êîððåêòíûå óðàâ-íåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíî çàêðåï-ëåííîé áàëêè ñ íåîäíîðîäíûìè �èçè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-êàìè. Íà ñâîáîäíîì êîíöå äåéñòâóåò íàãðóæåíèå ìîìåíòîì. Çàäà÷à îïèñûâàåòñÿñèñòåìîé äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìèêîý��èöèåíòàìè [1℄:
{
Iy(E(x1)u

′′(x1))
′′ − ρω2Fu′′(x1) − ρω2Sxθ(x1) = 0,

Iϕ(E(x1)θ
′′(x1))

′′ − Id(G(x1)θ
′(x1))

′ − ρω2Ipθ(x1) − ρω2Sxu(x1) = 0,
(1)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0) = 0, u′(0) = 0, IyE(l)u′′(l) = M, (IyE(x1)u′′(x1))′(l) = 0,
θ(0) = 0, θ′(0) = 0,
IφE(l)θ′′(l) = 0, ((IφE(x1)θ

′′(x1))
′ − IdG(x1)θ

′(x1))(l) = 0.
(2)Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ êîí-ñîëüíî çàêðåïëåííîé áàëêè ñ ïîñòîÿííûì ïî âñåé äëèíå ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.Îñóùåñòâëåíî îáåçðàçìåðèâàíèå çàäà÷è, ââåäåíà áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà x = x1

l
,à òàêæå ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû è ïåðåìåííûå:

B(x) =
E(x)

E0
, C(x) =

G(x)

G0
,

k4 =
ρω2F l4

IyE0
, æ

2 =
ρω2Ipl

2

IdG0
,

b1 =
Sx
F

, b2 =
E0

G0

Iφ
Idl4

, b3 =
1

l2
, b4 =

F

Ip
.



Èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåé 189Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(2) â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:
{

(B(x)u′′(x))′′ − k4u(x) − b1k
4θ(x) = 0 ,

b2(B(x)θ′′(x))′′ − b3(C(x)θ′(x))′ − æ
2θ(x) − b1b2æ

2u(x) = 0 .
(3)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä:

u(0) = 0 , u′(0) = 0 , IyB(1)u′′(1) = 1 , (B(x)u′′(x))′(1) = 0 ,
θ(0) = 0 , θ′(0) = 0 ,
b2B(1)θ′′(1) = 0 , ((b2B(x)θ′′(x))′ − b3C(x)θ′(x))(1) = 0 .

(4)Ïîñòðîåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (3)�(4) ðåøåíà ìåòîäîì ïðèñòðåëêè, êîòîðûé çà-êëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè çàäà÷è ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå âîñüìè äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ðåøåíèè ÷åòûðåõ íåçàâèñèìûõ çàäà÷ Êîøè ñðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ñâåäåíèÿ ââåäåíû ñëåäóþùèå�óíêöèè:
u1(x) = u′(x), u2(x) = B(x)u′′(x), u3(x) = u′2(x),

θ1(x) = θ′(x), θ2(x) = B(x)θ′′(x), θ3(x) = b2θ
′
2(x) − b3C(x)θ1(x).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:






u′(x) = u1(x), u(0) = 0,

u′1(x) = u2(x)
B(x)

, u1(x) = 0,

u′2(x) = u3(x), u2(1) = 1,

u′3(x) = k4u(x) + b1θ(x), u3(1) = 0,

θ′(x) = θ1(x), θ(0) = 0,

θ′1(x) = θ2(x)
B(x)

, θ1(0) = 0,

θ′2(x) = 1
b2

(θ3(x) + b3C(x)θ1(x)), θ2(1) = 0,

θ′3(x) = æ
2θ(x) + b1b4æ

2u(x), θ3(1) = 0.

(5)
Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè ñìåùåíèÿ u(x) è �óíêöèè èçãèáà θ(x) áóäåì ðåøàòü ÷å-òûðå íåçàâèñèìûå çàäà÷è Êîøè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìóâîñüìè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,çàäàííûìè â òî÷êå x = 0, òî åñòü â äîïîëíåíèå ê óæå çàäàííûì íà ëåâîì êîíöåãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ �óíêöèé u(x), u1(x), θ(x), θ1(x) áóäóò çàäàíû ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèé u2(x), u3(x), θ2(x), θ3(x) ðàçëè÷íûå äëÿ êàæäîé èççàäà÷: Çàäà÷à 1: u(1)

2 (0) = 1, u
(1)
3 (0) = 0, θ

(1)
2 (0) = 0, θ

(1)
3 (0) = 0Çàäà÷à 2: u(2)

2 (0) = 0, u
(2)
3 (0) = 1, θ

(2)
2 (0) = 0, θ

(2)
3 (0) = 0Çàäà÷à 3: u(3)

2 (0) = 0, u
(3)
3 (0) = 0, θ

(3)
2 (0) = 1, θ

(3)
3 (0) = 0Çàäà÷à 4: u(4)

2 (0) = 0, u
(4)
3 (0) = 0, θ

(4)
2 (0) = 0, θ

(4)
3 (0) = 1



190 Îñèïîâ À.Â.Äàëåå íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïðàâîì êîíöå, òî åñòüðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:




α1u
(1)
2 (1) + α2u

(2)
2 (1) + α3u

(3)
2 (1) + α4u

(4)
2 (1) = 1,

α1u
(1)
3 (1) + α2u

(2)
3 (1) + α3u

(3)
3 (1) + α4u

(4)
3 (1) = 0,

α1θ
(1)
2 (1) + α2θ

(2)
2 (1) + α3θ

(3)
2 (1) + α4θ

(4)
2 (1) = 0,

α1θ
(1)
3 (1) + α2θ

(2)
3 (1) + α3θ

(3)
3 (1) + α4θ

(4)
3 (1) = 0.Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè èçãèáà è óãëà ïîâîðîòà:

u(x) = α1u
(1)(x) + α2u

(2)(x) + α3u
(3)(x) + α4u

(4)(x),

θ(x) = α1θ
(1)(x) + α2θ

(2)(x) + α3θ
(3)(x) + α4θ

(4)(x).Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ñðàâíèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â íà-áîðå òî÷åê â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû â ïàêåòå Maple, è òî÷íîå ðåøåíèå,ïîëó÷åííîå ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è (3)�(4) ïðè B(x) = B − const,
C(x) = C − const, b1 = 0. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè òî÷íîãî è ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèé äëÿ �óíêöèè ñìåùåíèÿ u(x).

�èñ. 1. Ñðàâíèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè k = 1.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 1, ïîãðåøíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íå ïðåâûøàåò 1�2%,÷òî ãîâîðèò î ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿæåñòêîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà: ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå �óíêöèè, ìîíîòîííî óáûâà-þùèå �óíêöèè,íåìîíîòîííûå �óíêöèè, êóñî÷íî-ðàçðûâíûå �óíêöèè. Íà ðèñóí-êå 2 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïðè B(x) = 1+ x2 (ìîíîòîííîâîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ), C(x) = 1+ e−x (ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ), k = 1.2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü �óíêöèè B(x) è
C(x) ïî çíà÷åíèÿì �óíêöèé u(x) è θ(x) (êîòîðûå â ðàìêàõ ïðîâåäåííîãî â ðàáîòåâû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà âçÿòû èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è è çàäàíû â íàáî-ðå òî÷åê) [2℄. Ôóíêöèÿ B(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3).



Èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåé 191Îòìåòèì, ÷òî äàííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè B(x)èìååò âòîðîé ïîðÿäîê, è äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè.Íåêîððåêòíîñòü îáðàòíîé çàäà÷è ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî íàõîäèòüïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèé, çàäàííûõ â íàáîðå òî÷åê. Ïîýòîìó,íà ïåðâîì ýòàïå àïïðîêñèìèðóåì �óíêöèè u(x) è θ(x) ñïëàéíàìè ïÿòîé ñòåïå-íè [3℄, ÷òî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ñ äîñòàòî÷íîé ñòå-ïåíüþ òî÷íîñòè. Íà âòîðîì ýòàïå ïîñòðîèì îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå�óíêöèþ B(x) ñ �óíêöèÿìè u(x) è θ(x). Äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèåñèñòåìû (3) îò 1 äî x, ïîëó÷èì:
B(x) =

1 −
1∫
x

(k4u(ξ) + b1k
4θ(ξ))dξ

u′′(x)
. (6)Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ �óíêöèè

B(x) äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ íåîäíîðîäíîñòåé: ìîíîòîíîî âîçðàñòàþùèå �óíêöèè,ìîíîòîííî óáûâàþùèå �óíêöèè, íåìîíîòîííûå �óíêöèè, êóñî÷íî-ðàçðûâíûå�óíêöèè. Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-ùåé �óíêöèè, êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâûøàåò4-5%.Ôóíêöèþ C(x) áóäåì âîññòàíàâëèâàòü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) ïî çà-äàííîé èí�îðìàöèè î �óíêöèÿõ u(x) è θ(x) è íàéäåííîé �óíêöèè B(x). Ìåòîäîì,îïèñàííûì âûøå, ïîëó÷èì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè C(x):
C(x) =

b2(B(x)u′′(x))′ +
1∫
x

(æ2θ(ξ) + b1b4æ
2u(xi))d(xi)

b3θ′(x)
. (7)Èç ïîëó÷åííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ çàìåòíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ñïîñîá íåìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè C(x), òàê êàê â óðàâíåíèè (7)

�èñ. 2. Ôóíêöèÿ ñìåùåíèÿ u(x) è �óíêöèÿ èçãèáà θ(x).
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�èñ. 3. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ �óíêöèè B(x) = 1 + x2.â çíàìåíàòåëå ñòîèò ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè èçãèáà θ(x), êîòîðàÿ, ñîãëàñ-íî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4) â òî÷êå x = 0 ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëî-æåííûé ñïîñîá ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òîëüêî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ áåçðàçìåðíîéæåñòêîñòè B(x).Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Âàòóëüÿíó À.Î. çà âíèìàíèå ê ðà-áîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ôèëèïïîâ À.Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.736 ñ.[2℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[3℄ Áåðåçèí È.Ñ.Æèäêîâ Í.Ï.Ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Ì.: �îñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî�èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1959. 620 ñ.Osipov A.V. Flexural-torsional vibrations of rods of variable sti�ness. This arti
ledes
ribes the �exural-torsional vibrations of rods of variable sti�ness. To solve the boundaryvalue problem 
onstru
ted realized the shooting method. The fun
tions of the displa
ementand the rotation angle in a set of points. As part of the study model, the inverse problem isto restore the variable Young's modulus and shear modulus for the o�set and rotation anglesde�ned in a set of points.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÒÅ�ÜÏ�È �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÈ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍÂ ÑÈÑÒÅÌÅ ÂßÇÊÀß ÆÈÄÊÎÑÒÜ � ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÀßÎÁÎËÎ×ÊÀ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎ�Î ÄÈÀÌÅÒ�ÀÏîääóáíûé À.À.∗, Óñòèíîâ Þ.À.∗∗
∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå ïóëüñîâîé âîëíû â àðòåðèàëüíîì ñîñóäå ïåðåìåííîãîäèàìåòðà. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñòðîèòñÿ íà îñíîâå äâóõ âèäîâ ñóæåíèÿ: ñêà÷êîîá-ðàçíîì è ïàðàáîëè÷åñêîé �îðìû. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Äëÿ ýòîãî ñèñòîëà ïóëüñîâîé âîëíû íà âðåìåííîì îòðåçêå, ðàâ-íîì 1/3 ñåðäå÷íîãî öèêëà, àïïðîêñèìèðîâàëàñü îòðåçêîì ðÿäà Ôóðüå. Äëÿ ó÷àñòêîâ ñîñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì äèàìåòðà àðòåðèàëüíîãî ñîñóäà ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿëîñü ââèäå ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè âîëíî-âûìè ÷èñëàìè, à àìïëèòóäû ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îïðåäåëÿëèñü èç óñëîâèé íåïðåðûâ-íîñòè äàâëåíèÿ è ðàñõîäà íà ñå÷åíèÿ ñîïðÿæåíèÿ ó÷àñòêîâ. Íà ó÷àñòêàõ ñ ïàðàáîëè÷å-ñêèìè ñóæåíèÿìè ñå÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ �óíäàìåíòàëü-íûõ ðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿìè îòâå÷àþùåãî èì âåêòîðàÏîéòèíãà�Óìîâà (ÂÏÓ). Îáùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèèýòèõ ðåøåíèé, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿëèñü òàêæå èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòèäàâëåíèÿ è ðàñõîäà. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñîïðîòèâëåíèÿ ñóæåíèé ðàñïðîñòðàíå-íèþ ïóëüñîâîé âîëíû áûë âûáðàí ýíåðãåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ (ÝÊÏ).Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ àíàëèçà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ÝÊÏ â çàâèñèìîñòèîò ïàðàìåòðîâ ñóæåíèÿ (ðàäèóñà, äëèíû, �îðìû).Ñóæåíèå ñîñóäîâ ïðåïÿòñòâóåò òå÷åíèþ êðîâè, à ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå ÷à-ñòè îðãàíèçìà èñïûòûâàþò íåõâàòêó êèñëîðîäà è ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ. Ñëîâî¾ñòåíîç¿ ïðîèñõîäèò îò ãðå÷åñêîãî ¾stenosis¿ è îáîçíà÷àåò ñóæåíèå. Ïðèìåíè-òåëüíî ê ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìå, ñòåíîç � ýòî ñóæåíèå êðîâåíîñíûõ ñîñó-äîâ âñëåäñòâèå îòëîæåíèé íà ñòåíêàõ ñîñóäîâ. Ïî ñóòè, ñòåíîç àðòåðèé ÿâëÿåòñÿëîêàëüíûì ïðîÿâëåíèåì àòåðîñêëåðîçà. Ñòåíîçèðîâàíèå òàêæå ñâÿçàíî ñ íàðó-øåíèåì ýíäîòåëèàëüíîé �óíêöèè � òî åñòü, ñ íåâîçìîæíîñòüþ ñîñóäîðàñøèðå-íèÿ è óõóäøåíèåì ñèíòåçà ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ. Ñèëüíûé ñòåíîç àðòå-ðèé ñîïðîâîæäàåòñÿ �îðìèðîâàíèåì àòåðîñêëåðîòè÷åñêèõ áëÿøåê, êîòîðûå ìîãóòñî âðåìåíåì ïîëíîñòüþ ïåðåêðûòü ïîòîê êðîâè â ñîñóäå. Ñòåíîç àðòåðèé áûâàåòðàçëè÷íîé �îðìû è ñòåïåíè. Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ýòè õàðàêòåðèñòèêè âëèÿþòíà êðîâîòîê è ïîëíîòó âîçëîæåííûõ íà íåãî �óíêöèé.Â [1℄ íà îñíîâå àíàëèçà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû âåêòîðà Ïîéòèíãà�Óìîâà, îòâå-÷àþùåãî ïó÷êó ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, �îðìèðóþùèõ ñèñòîëó, èññëåäîâàíû ýíåð-ãåòè÷åñêèå ïîòåðè â çàâèñèìîñòè îò �îðìû ñóæåíèÿ è åãî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïà-ðàìåòðîâ. Â òåêóùåé ðàáîòå àíàëîãè÷íûé àíàëèç ïðîâîäèòñÿ äëÿ äâóõ ñóæåíèé,



194 Ïîääóáíûé À.À., Óñòèíîâ Þ.À.ðàñïîëîæåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Êàê è â [1℄ ðàññìîòðåíû äâà òèïà ñóæåíèé �ñêà÷êîîáðàçíîå è ïàðàáîëè÷åñêîå.Ñåðäå÷íûé öèêë � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ ìåæäó êàæ-äûìè äâóìÿ óäàðàìè ñåðäöà. Êðîâü ïðîíèêàåò â ñåðäöå, êîãäà îíî ðàññëàáëåíî,çàïîëíÿÿ ïðåäñåðäèÿ è æåëóäî÷êè. Ñæàòèå æåëóäî÷êîâ âûòàëêèâàåò êðîâü èçñåðäöà, ïîñëå ÷åãî æåëóäî÷êè ñíîâà ðàññëàáëÿþòñÿ, è ñåðäöå íà÷èíàåò çàïîëíÿòü-ñÿ, ïîñëå ÷åãî öèêë ïîâòîðÿåòñÿ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç T � ïåðèîä ñåðäå÷íîãî öèêëà, Tc � âðåìåííîé îòðåçîê ñè-ñòîëû, Td = T − Tc � âðåìåííîé îòðåçîê äèàñòîëû. Äàâëåíèå íà âûõîäå èç ëåâîãîæåëóäî÷êà (íà âõîäå â àîðòó) ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì
p = ptm + (η2 − ε2)

2
, −ε 6 η 6 ε ,

p = ptm , −1 + ε 6 η 6 1 − ε ,
(1)ãäå η = t/T , 2ε = Tc/T , t � âðåìÿ, ptm � òðàíñìóðàëüíîå äàâëåíèå [2℄.Ìîäåëü I. �àññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû äàâëåíèÿ â ïîëîì óïðóãîì öè-ëèíäðå, ó êîòîðîãî äèàìåòð èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî (ðèñ. 1) íà îñíîâå ìîäåëèÈ.Ñ. �ðîìåêî. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ñëåäó-þùåé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

∂vi
∂t

=
1

ρ

∂pi
∂z

,
∂2pi
∂z2

− 1

c2i

∂2pi
∂t2

= 0 , ci =
√
Gi/ρc , i = 1, 2, 3, 4, 5 (2)ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ p è ñêîðîñòè v íà ñòûêå ó÷àñò-êîâ 1�2, 2�3, 3�4 è 4�5. Â �îðìóëå (2) ρ � ïëîòíîñòü êðîâè, Gi = hiE/di � æåñòêî-ñòè ó÷àñòêîâ ñîñóäà ïðè âîçäåéñòâèè íà íèõ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, hi � òîëùèíûñòåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâ ñîñóäà, di � äèàìåòðû èõ ñðåäèííûõ ïîâåðõ-íîñòåé. Ôîðìóëà äëÿ æåñòêîñòè âûòåêàåò èç áåçìîìåíòíîé òåîðèè òîíêîñòåííîéöèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Äëÿ òîëñòîñòåííûõ ó÷àñòêîâ ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâæåñòêîñòè îïðåäåëÿëèñü íà îñíîâå ðåøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëÿìå [3℄, òàê êàê âîáëàñòè ñòåíîçà òîëùèíà ñòåíêè ñîñóäà ìîæåò áûòü ñîèçìåðèìà ñ åå âíóòðåííèìðàäèóñîì. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü âîëíû äàâëåíèÿ íà êàæäîì ó÷àñòêå ðàññ÷èòûâàëàñüïî �îðìóëå

ci =

√
E(1 − x2

i )

2ρ(1 + x2
i + ν(1 − x2

i ))
. (3)

�èñ. 1.



Èññëåäîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí 195Çäåñü xi = ai1/a, ai1 � âíóòðåííèé ðàäèóñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêà, a � íà-ðóæíûé ðàäèóñ, êîòîðûé ïðèíèìàëñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ ó÷àñòêîâ.Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïðîâîäèëîñü ìåòîäàìè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Äëÿ ýòî-ãî âûðàæåíèå (1) ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ðÿäà Ôóðüå
pN = pst + PRe

[
N∑

n=1

fne
−in(η−ε)

]
, pst = ptm + Pf0 , (4)ãäå

f0 =
1

2π

ε∫

−ε

(
ε2 − η′

2
)2

dη′ , fn =
1

π

ε∫

−ε

(
ε2 − η′

2
)2

cosnη′dη′ .Çàòåì íà ó÷àñòêàõ 1,2,3,4 ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàð-ìîíè÷åñêèõ âîëí ¾íàáåãàþùåé âîëíû¿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè èàìïëèòóäàìè An = Pfn è ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí ¾îòðàæåííîé âîëíû¿ñ îòðèöàòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè è íåèçâåñòíûìè àìïëèòóäàìè A1n = Pf1n.Íà ïÿòîì ó÷àñòêå ðåøåíèå îòûñêèâàëîñü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëíñ ïîëîæèòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè è íåèçâåñòíûìè àìïëèòóäàìè A5n = Pf5n.Àìïëèòóäû ýòèõ âîëí îïðåäåëÿëèñü íà îñíîâå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ.Äëÿ îöåíêè ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü íà ó÷àñòêå 1 âû÷èñëÿëèñü âåêòîðû ïîòîêîâýíåðãèè
V = P 2

N∑

n=1

nf 2
n , V1 = −P 2

N∑

n=1

nf 2
1n (5)¾íàáåãàþùåé âîëíû¿ è ¾îòðàæåííîé âîëíû¿ ñîîòâåòñòâåííî, è ïîòîê ýíåðãèè¾ïðîøåäøåé âîëíû¿ íà ó÷àñòêå 5

V5 = P 2

N∑

n=1

nf 2
5n . (6)Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû f1n, f5n îïðåäåëÿëèñü èç àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì,âûòåêàþùèõ èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà ðàçðåçàõ 1�2, 2�3, 3�4 è 4�5.Îöåíêà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü íà ¾îòðàæåííóþ âîëíó¿ ïðîâîäèëàñü ïóòåì ðàñ-÷åòà ýíåðãåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïî �îðìóëàì

K1 = V1/V , K5 = |V5| /V . (7)Ìîäåëü II. Â ýòîé ìîäåëè ñóæåíèÿ ìîäåëèðîâàëèñü îòðåçêàìè îáîëî÷êè, ñðå-äèííûé ðàäèóñ êîòîðîé èçìåíÿëñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó.
0,00038z2 + 0,00076z + 0,007 , 0 < z < l1 ;

0,00038z2 − 0,00456z + 0,0203 , L < z < l2 .
(8)�àññìîòðèì ìîäåðíèçèðîâàííîå óðàâíåíèå È.Ñ. �ðîìåêî:

∂v

∂t
=

1

ρ

∂p

∂z
,

∂

∂z
(c2(z)

∂p

∂z
) + ω2

i p = 0 , i = 1..8 , (9)



196 Ïîääóáíûé À.À., Óñòèíîâ Þ.À.ãäå ρ � ïëîòíîñòü êðîâè, c(z) � �àçîâàÿ ñêîðîñòü, ωi � íåñóùàÿ ÷àñòîòàÍà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà îáîëî÷êà ñ äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïàðàáîëè÷åñêèìèñóæåíèÿìè. Â äàííîé ìîäåëè æåñòêîñòü îïðåäåëÿëàñü â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåéòîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê ïî �îðìóëå (10)
c(z) =

√
Eh(z)

2ρca(z)
, (10)ãäå h(z) � òîëùèíà ñòåíêè îáîëî÷êè, a(z) � ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáî-ëî÷êè, ρc � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè.

�èñ. 2.Àíàëîãè÷íî ïåðâîé ìîäåëè ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïðîâîäèëîñü ìåòîäàìè ãàðìî-íè÷åñêîãî àíàëèçà. Íà ó÷àñòêå 2 è 4 ÷èñëåííî ðåøàëàñü ñèñòåìà îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (11), ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû èç óðàâíå-íèÿ (9): 




∂y1

∂z
=

y2

c2(z)
,

∂y2

∂z
= −ω2

i y1 .
(11)Äëÿ ó÷àñòêà 2 áðàëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

{
y1(0) = 1 ,

y2(0) = ik2 ,

{
y1(0) = eik2l1 ,

y2(0) = −ik2e
ik2l1 .

(12)À äëÿ ó÷àñòêà 4 ñîîòâåòñòâåííî:
{
y1(0) = 1 ,

y2(0) = ik2 ,

{
y1(0) = eik2l2 ,

y2(0) = −ik2e
ik2l2 .

(13)Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ àìïëèòóääàâëåíèÿ. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ ïðî-õîæäåíèÿ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå äâóõ ìîäåëåé (5)�(7). Íèæå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöàðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: ðàäèóñà ñóæåíèÿ è äëèíû ñóæå-íèÿ. Ïåðâîå ÷èñëî â êàæäîé ÿ÷åéêå îòâå÷àåò ìîäåëè, ãäå ñóæåíèÿ ìîäåëèðóþòñÿñêà÷êîîáðàçíî, âòîðîå � ìîäåëè ñ ïàðàáîëè÷åñêèìè ñóæåíèÿìè. Äëèíû ïîñëåäî-âàòåëüíûõ ñóæåíèé ñîâïàäàþò.
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l1 = l2 − L = 0, 5 l1 = l2 − L = 2 l1 = l2 − L = 4

a2 = 0.0060 0.799; 0.759 0.765; 0.719 0.690; 0.653
a2 = 0.0062 0.842; 0.793 0.787; 0.739 0.739; 0.689
a2 = 0.0064 0.902; 0.828 0.836; 0.785 0.768; 0.713Òàáëèöà 1.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïîääóáíûé À.À. Óñòèíîâ Þ.À. Àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ïðè ðàñïðîñòðàíå-íèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ñîñóäå ñ ïåðåìåííûì äèàìåòðîì // Òðóäû XV ìåæäóíà-ðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿ Òîì 1.C. 194�196.[2℄ Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, Ôèçìàòëèò, 1970. 940 ñ.[3℄ Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. Ì.: Ìèð, 1983. 400 ñ.[4℄ �åãèðåð Ñ.À. �èäðîäèíàìèêà êðîâîîáðàùåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1971. 270 ñ.[5℄ Ïàðàøèí Ï.È., Èòêèí �.Ï. Áèîìåõàíèêà êðîâîîáðàùåíèÿ. Ì.: Ì�ÒÓ èìåíè Áàó-ìàíà, 2005. 244 ñ.[6℄ Áåãóí Ï.È., Øóêåéëî Þ.À. Áèîìåõàíèêà: Ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ. ÑÏá: Ïîëèòåõíèêà,2000. 463 ñ.[7℄ Ïóðèíÿ Á.À., Êàñüÿíîâ Â.À. Áèîìåõàíèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. �èãà:Çíàíèå. 1980. 260 ñ.Poddubny A.A., Ustinov Y.A. Investigation of energy losses during propagation ofharmoni
 waves in the system of vis
ous liquid � deformable shell with variable diameter . Thepropagation of the pulse wave in blood vessels of variable diameter was studied. The numeri
alexperiment is based on two kinds of restri
tions: sudden and paraboli
 shape. The study was
ondu
ted using the methods of harmoni
 analysis. Systoli
 pulse wave in the time intervalequaling to one third of the 
ardia
 
y
le, is approximated by a segment of the Fourier series.For areas with an abrupt 
hange in diameter of blood vessel solution is represented as asuperposition of harmoni
 waves with positive and negative wave numbers, and the amplitudesof harmoni
 waves were determined from the 
onditions of 
ontinuity of pressure and �ow atthe interfa
e se
tion of land. In areas with a paraboli
 
ross-se
tion 
ontra
tions numeri
almethod was used for 
onstru
ting the fundamental solutions with positive and negative valuesof the 
orresponding ve
tors Pointing�Umov (VPU). The general solution is represented as alinear 
ombination of these solutions, the 
oe�
ients were also determined from the 
onditionsof 
ontinuity of the pressure and �ow rate. As an indi
ation of the resistan
e of the restri
tionsof pulse wave was sele
ted energy transmission 
oe�
ient (ETC). A series of 
al
ulations,based on the mathemati
al model, were made, depending on the parameters of the restri
tion(radius, length, shape).



ÒÅÎ�Èß ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÌÎÄÅËÅÉ ÑËÎÆÍÛÕ Ñ�ÅÄÑ ÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈßÌÈ�îãîâîé À.À.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ, ÏåðìüÂñå êèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå âåëè÷èíû â ñëîæíûõ ñðåäàõ îïðåäåëÿþòñÿ èñòîðèåéòåðìî-óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî â íèõ. Äëÿ îïèñàíèÿ èñòîðèè ïðîöåñ-ñà íàèáîëåå óäîáíà ïðîöåäóðà, îñíîâàííàÿ íà êèíåìàòèêå íàëîæåíèÿ ìàëûõ äå�îðìà-öèé íà êîíå÷íûå. Îáû÷íî ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ êðàåâûõçàäà÷ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ (ñèëîâîãî è/èëè êèíåìàòè÷åñêîãî). Îäíà-êî, ýòà ïðîöåäóðà ý��åêòèâíà è äëÿ ïîñòðîåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà è îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðèí-öèïàì òåðìîäèíàìèêè è îáúåêòèâíîñòè. Ñîâîêóïíîñòü ïîëîæåíèé, îñíîâàííûõ íà ýòîéïðîöåäóðå, è ñîñòàâëÿåò òåîðèþ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñëîæíûõ ñðåä ñ êîíå÷íûìè äå�îð-ìàöèÿìè è ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèÿìè â ìàòåðèàëå.Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñëîæíûõ ñðåä ïðè ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ ìî-ãóò áûòü ïîñòðîåíû, èñïîëüçóÿ ïðîñòîé, íî ý��åêòèâíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íàâîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü ïîëíóþ äå�îðìàöèþ ñóììîé óïðóãèõ, íåóïðóãèõ è òåì-ïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïîëîæåí â îñíîâó ïî-ñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ ïðè êî-íå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ñóììèðîâàòü äå-�îðìàöèè, íåîáõîäèìî ââåñòè, ïîìèìî íà÷àëüíîé è òåêóùåé êîí�èãóðàöèé, åùåè ïðîìåæóòî÷íóþ êîí�èãóðàöèþ, áëèçêóþ ê òåêóùåé, è èñïîëüçîâàòü äå�îðìà-öèè, âîçíèêàþùèå ïðè ïåðåõîäå èç ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè â ýòó áëèçêóþòåêóùóþ.Â ðàáîòàõ [1-6℄ ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäå-íèå ñëîæíûõ ñðåä ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ è ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèÿõ â ìàòå-ðèàëàõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöèïàì òåðìîäèíàìèêè è îáúåêòèâíîñòè. Òåîðèÿîñíîâàíà íà êèíåìàòèêå íàëîæåíèÿ ìàëûõ äå�îðìàöèé íà êîíå÷íûå. Äëÿ ó÷åòàèçìåíåíèÿ â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ââåäåíû ñêàëÿðíûåñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû, çàâèñÿùèå îò íåóïðóãîé è òåìïåðàòóðíîé êèíåìàòèêèè âëèÿþùèå íà ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ óïðóãèå èíåóïðóãèå ïðîöåññû â ñðåäå. Ïðåäëîæåí �óíêöèîíàë, îñíîâàííûé íà óïðóãîì ïî-òåíöèàëå è ñîâïàäàþùèé ñ íèì â ñëó÷àå ÷èñòî óïðóãîãî ïðîöåññà. Ôóíêöèîíàëÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëàãàåìûõ â ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Èñïîëüçóÿ ïåðâûé çàêîí òåð-ìîäèíàìèêè, ïîñòðîåíî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Âûäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà,ïðîèçâîäèìîãî óïðóãèìè äå�îðìàöèÿìè, íåóïðóãèìè äå�îðìàöèÿìè è ñòðóêòóð-íûìè èçìåíåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ìàòåðèàëå.Îñíîâûâàÿñü íà ñîîòíîøåíèÿõ ðàçðàáîòàííîé òåîðèè, ïîñòðîåíû ýâîëþöèîí-íûå ìîäåëè òåðìîóïðóãîãî ïðîöåññà ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ, èçîòåðìè÷åñêîãîâÿçêîóïðóãîãî ïðîöåññà áåç ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé â ìàòåðèàëå, òåðìîóïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñî ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèÿìè â ìàòåðèàëå (àäèàáàòè÷å-



Òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñëîæíûõ ñðåä ñ êîíå÷íûìè äå�îðìàöèÿìè 199ñêîå ñæàòèå îáðàçöà), ïîñòðîåíà ìîäåëü ñïëàâà ñ ïàìÿòüþ �îðìû (àóñòåíèòíî-ìàðòåíñèòíûé ïåðåõîä) ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ (ïîìèìî óêàçàííûõ íèæå ðà-áîò, ïîëó÷åííûå ïî ýòèì çàäà÷àì ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â îáçîðíîé ñòàòüå [6℄) èìîäåëü ïîâåäåíèÿ ìÿãêîãî ìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà â ïîñòîÿííîì â íà÷àëüíîé êîí-�èãóðàöèè âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.Â ðàáîòå [7℄ ðàññìîòðåííàÿ âûøå òåîðèÿ èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííîéòåðìîóïðóãîé çàäà÷è î áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ â ñòåæíå ïðè åãî èçîòåðìè÷åñêîì èàäèàáàòè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè. Îñóùåñòâëåíà âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïî-êàçàíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè àäåêâàòíî îïèñûâàþò òàêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå�àêòû ïîâåäåíèÿ ýëàñòîìåðîâ, êàê ýíòðîïèéíàÿ óïðóãîñòü, òåìïåðàòóðíàÿ èíâåð-ñèÿ è ñíèæåíèå òåìïåðàòóðû íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå àäèàáàòè÷åñêîãî ðàñòÿæåíèÿñ ïîñëåäóþùèì åå âîçðàñòàíèåì.Â ðàáîòå [2℄ â ðàìêàõ èçëîæåííîé âûøå òåîðèè ïîñòðîåíà ìîäåëü âÿçêîóïðó-ãîãî èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ áîëüøèìè äå�îðìàöèÿìè è êîíå÷íûì ñïåêòðîìâðåìåí ðåëàêñàöèè. Ïàðàìåòðû ìîäåëè èäåíòè�èöèðîâàíû, èñïîëüçóÿ ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ ðåàëüíîãî ìàòåðèàëà. Èäåíòè�èöèðîâàííàÿ ìîäåëü ñ ïðè-åìëåìîé òî÷íîñòüþ îïèñàëà êàê äðóãèå íåçàâèñèìûå ýêñïåðèìåíòû, òàê è ý��åê-òû, ïðèñóùèå âÿçêîóïðóãîìó ìàòåðèàëó òàêèå, êàê çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè íà-ãðóæåíèÿ, ãèñòåðåçèñíûå ÿâëåíèÿ è ý��åêò ó÷åòà ñëàáîé óïðóãîé ñæèìàåìîñòèìàòåðèàëà ïðè äåéñòâèè ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â âÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå.Èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòü ïëàñòè÷åñêîé ðàáîòû, çàòðà÷åííîé íà äå�îðìèðîâàíèåìàòåðèàëîâ, ïåðåõîäèò â òåïëî, à ÷àñòü èäåò íà èçìåíåíèå ýíåðãèé äèñëîêàöèé,äå�åêòîâ è ò. ï. è ýíåðãèé èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà ìàêðîóðîâíå ýòî íîâîå ñîñòîÿ-íèå ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè åãî óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëèñü ñèñòåìàòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûåèññëåäîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàçäåëèòü çàòðà÷åííóþ ïëàñòè÷åñêóþ ðàáîòó íà çà-ïàñ¼ííóþ è òåïëîâóþ ÷àñòè ýíåðãèè. Äëÿ ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõâ ýòèõ ðàáîòàõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèì ïîäõîä, ïðèâîäÿùèé â ðàìêàõ êîíå÷íûõäå�îðìàöèé ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, à èìåííî ê òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿñâÿçàíà ñ ïðîèçâîäñòâîì òåïëà íåóïðóãèìè äå�îðìàöèÿìè è ñòðóêòóðíûìè èçìå-íåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ìàòåðèàëå. Îïèðàÿñü íà ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [1�6℄ðåçóëüòàòû è èñïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, óñòàíîâëåíà ñâÿçü ñòðóêòóð-íîãî ïàðàìåòðà ñ ìåðîé íåóïðóãèõ äå�îðìàöèé [8, 9℄. Âû÷èñëåííîå â ðàìêàõ ðàç-ðàáàòûâàåìîé òåîðèè òåìïåðàòóðíîå ïîëå [6℄ íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ äàí-íûìè ýêñïåðèìåíòà ïî àäèàáàòè÷åñêîìó ñæàòèþ îáðàçöà.�àçâèâàåìûé ïîäõîä è ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíûïðè ïîñòðîåíèè êîððåêòíûõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ êîíå÷íûõ óïðóãî-íåóïðóãèõ äå�îðìàöèé ìàòåðèàëîâ, èñïûòûâàþùèõ àóñòåíèòíî-ìàðòåíñèòíûé�àçîâûé ïåðåõîä (ìàòåðèàëîâ ñ ïàìÿòüþ �îðìû) [10℄. Àóñòåíèòíàÿ �àçà ïåðåõî-äèò ïðè îõëàæäåíèè â ìàòðåíñèòíóþ (ïðÿìîé ïåðåõîä), à ìàðòåíñèòíàÿ ïðè íàãðå-âàíèè â àóñòåíèòíóþ (îáðàòíûé ïåðåõîä). Ïðè ýòîì ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì ìà-òåðèàëà ìîãóò ñîñòàâëÿòü äîëè îáåèõ �àç, èìåþùèõ ðàçíûå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèåñâîéñòâà. Ôàçîâûå äå�îðìàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì, çàâèñÿò íå òîëüêî îò òåì-ïåðàòóðû, íî è îò íàïðÿæåíèé, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ �àçîâû-ìè æå äå�îðìàöèÿìè. Äëÿ îïèñàíèÿ �àçîâûõ äå�îðìàöèé èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ,



200 �îãîâîé À.À.ðàçâèâàåìàÿ â ðàáîòàõ À.À. Ìîâ÷àíà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé êðàåâîé çàäà÷è âû-ïîëíåíà âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà. Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà çàïèñàíîîòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè. Äëÿ åãî ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçî-âàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïðîöåäóðà ëèíåàðèçàöèè. Â ðàìêàõ ïîñëåäíåéêèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç èõ çíà÷åíèÿ â ïðîìåæó-òî÷íîé êîí�èãóðàöèè è ïðèðàùåíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèå ïåðåõîä â áëèçêóþ òåêó-ùóþ. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ àòòåñòîâàíû íà çàäà÷å î äå�îðìèðîâàíèè ñòåðæíÿñ îäíèì æåñòêî çàêðåïëåííûì êîíöîì. Ñòåðæåíü ñîñòîèò èç äâóõ ñëîåâ, îäèí èçêîòîðûõ - ìàòåðèàë ñ ïàìÿòüþ �îðìû, à äðóãîé - ïîëèìåð. �àññìîòðåíû ïðÿìîéè îáðàòíûé ìàðòåíñèòíûå ïåðåõîäû.�àññìîòðåíà çàäà÷à î ïîâåäåíèè ìÿãêîãî ìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà â ïîñòîÿííîìâ íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå [11℄. Ïîä ìÿãêèì ìàãíèòíûììàòåðèàëîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ïîëèìåð, íàïîëíåííûé ÷àñòè÷êàìè æåëåçà. Òàêîéìàòåðèàë ìÿãêèé êàê ïî ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì, òàê è ïî ìàãíèòíûì. Âíåøíååìàãíèòíîå ïîëå âîçáóæäàåò â îáðàçöå èç òàêîãî ìàòåðèàëà ïîâåðõíîñòíûå è ìàñ-ñîâûå (ïîíäåðîìîòîðíûå) ñèëû. Äå�îðìèðóÿñü, îáðàçåö èçìåíÿåò âíåøíåå ïîëå,÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ è ìàññîâûõ ñèë. Âà-ðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ñâÿçàííîé êðàåâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóõ óðàâ-íåíèé - âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàã-íèòíîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèÿ çàïèñàíû îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè. Äëÿèõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïðîöåäóðà ëè-íåàðèçàöèè. Â ðàìêàõ ïîñëåäíåé ìàãíèòíûå, êèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå âåëè÷èíûïðåäñòàâëåíû ÷åðåç èõ çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè è ïðèðàùåíèÿ,ñîïðîâîæäàþùèå ïåðåõîä â áëèçêóþ òåêóùóþ. �àññìîòðåíà çàäà÷à î áîëüøèõ äå-�îðìàöèÿõ ñòåðæíÿ èç ìÿãêîãî ìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà âî âíåøíåì ìàãíèòíîìïîëå. Îäèí èç êîíöîâ ñòåðæíÿ æåñòêî çàêðåïëåí. Íà÷àëüíîå âíåøíåå ìàãíèòíîåïîëå ïîñòîÿííîå, íî ïî-ðàçíîìó íàïðàâëåíî ê îñè ñòåðæíÿ.�àáîòà âûïîëíåíà â âåäóùåé íàó÷íîé øêîëå (ãðàíòû Ïðåçèäåíòà �Ô ÍØ-8055.2006.1, ÍØ-3717.2008.1, ÍØ-7529.2010.1 è ÍØ-5389.2012.1) â ðàìêàõ ïðî-ãðàìì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ýíåðãåòèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ,ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ �ÀÍ (09-Ò-1-1006, 12-Ò-1-1004), ïðîãðàìì ñîâ-ìåñòíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, âûïîëíÿåìûõ ÓðÎ �ÀÍ, ÑÎ �ÀÍ èÄÂÎ �ÀÍ (09-Ñ-1-1008, 12-Ñ-1-1015), �îñóäàðñòâåííûõ êîíòðàêòîâ ñ Ôåäåðàëü-íûì àãåíòñòâîì ïî íàóêå è èííîâàöèÿì (� 02.740.11.0442, � 12.740.11.0689) èïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé(ãðàíòû � 10-01-00055, � 10-01-96008).
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edure, based on kinemati
s of the superposition of small deformations on the �nite ones,has proved to be more suitable. Usually this pro
edure is applied to solve the nonlinearboundary value problems by a stepwise method. However, su
h a pro
edure is e�e
tivefor 
onstru
ting both the kinemati
 relations of thermo-elasti
-inelasti
 pro
esses and the
onstitutive equations, whi
h satisfy thermodynami
 prin
iples and obje
tivity law. A set ofstatements, based on this pro
edure, 
onstitutes the model 
onstru
tion theory for 
omplexmedia with the �nite deformations and stru
tural 
hanges in materials.



Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ �ËÎÁÀËÜÍÛÕ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÂ ÌÅÆÄÓÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÌÈ �ÅÆÈÌÀÌÈ ÇÀÄÀ×È ÎÁÒÅÊÀÍÈßÑàçîíîâ Ë.È.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÓñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà âîâíåøíåé îáëàñòè, ñâÿçûâàþùåãî äâà óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìà, âõîäÿùèõâ óñòîé÷èâîå ñåìåéñòâî.Ïóñòü îãðàíè÷åííîå òåëî B ⊂ R
3 äâèæåòñÿ â æèäêîñòè, çàíèìàþùåé âñå ïðî-ñòðàíñòâî âíå òåëà, ñî ñêîðîñòüþ −α(t)e1, ãäå e1 � åäèíè÷íûé îðò îñè Ox1. Òîãäàïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè u = u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷å äëÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà

{
∂u

∂t
+ (u,∇)u = △u−∇p,

div u = 0, u|∂B(t) = −α(t)e1, u|∞ = 0,
(1)ãäå B(t) � îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ òåëîì â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü, íå íàðóøàÿ îáù-íîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ïëîòíîñòü æèäêîñòè è êîý��èöèåíò âÿçêîñòè ðàâíû åäèíèöå.Ïîëàãàÿ

u(x, t) = v(x+

t∫

0

α(s)e1 ds, t) − α(t)e1, p(x, t) = r(x+

t∫

0

α(s)e1 ds, t),ïîëó÷àåì, ÷òî v(x, t), r(x, t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
{

∂v

∂t
+ (v,∇)v − α′(t)e1 = △v −∇r,

div v = 0, v|∂Ω = 0, v|∞ = α(t)e1,
(2)â îáëàñòè Ω × (0,∞), ãäå Ω = R

3 \B(0).Ïóñòü vα1 , vα2 � ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû çàäà÷è îáòåêàíèÿ, ò. å. ðåøåíèÿ ñòàöè-îíàðíîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà â îáëàñòè Ω
{

△v −∇p = (v,∇)v,
div v = 0, v|∂Ω = 0,

(3)óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì
v|∞ = α1e1, v|∞ = α2e1.Çàäà÷åé î ïåðåõîäå ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ðåæèìàìè vα1 è vα2 áóäåì íàçûâàòüçàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà (2), óäî-âëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v|t=0 = vα1 è ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ
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lim
t→∞

v = vα2 . Â ñëó÷àå α1 = 0 ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à, âïåðâûå ðàññìîòðåííàÿ �. Ôèí-íîì [1℄ è íàçâàííàÿ èì ¾ñòàðòîâîé ïðîáëåìîé¿. Î ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ýòîéçàäà÷å è èìåþùèõñÿ çäåñü òðóäíîñòÿõ ñìîòðèòå â [2℄. Â ÷àñòíîñòè, â [2℄ ïðè α1 = 0è äîñòàòî÷íî ìàëîì α2 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå â ïîäõîäÿùåì áàíàõîâîì ïðî-ñòðàíñòâå ðåøåíèÿ ñòàðòîâîé ïðîáëåìû v(t), óäîâëåòâîðÿþùåãî îöåíêàì
‖∇(v(t) − vα2)‖L3 6 ct−1/2,

‖v(t) − vα2‖Lq
6 cqt

−(1−3/q)/2, q > 3.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà (3) èìååò ñåìåéñòâî ñòàöèî-íàðíûõ ðåøåíèé vα = ṽα + αe1 (vα|∞ = αe1), ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà αïðè α ∈ [a1, a2] ⊂ (0,∞). (Â äàëüíåéøåì ýòî óñëîâèå áóäåò óòî÷íåíî). Ïðè ýòîìïðåäïîëîæåíèè ðåøåíèå çàäà÷è (2) áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå
v(t, x) = ṽα(t)(x) + α(t)e1 + w(t, x), r(t, x) = pα(t)(x) + q(t, x), (4)ãäå α(t) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè íà îòðåçêå [a1, a2], òàêàÿ, ÷òî α(0) =

a1, α(t) → a2 ïðè t → ∞. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ w èìååì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ω ïðè t > 0






∂w

∂t
+ (ṽα(t),∇)w + (w,∇)ṽα(t) + (w,∇)w =

= ∆w − α(t)∂1w −∇q − α′(t)
∂

∂α
ṽα(t),

divw = 0, w|∂Ω = 0, w|t=0 = 0,

(5)ïðè÷åì áóäåì òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ w(t)|∞ = 0 ïðè âñåõ t > 0.Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ óäîáíî ñâåñòè ñèñòåìó (5) ê çàäà÷å Êîøè äëÿÎÄÓ â ïîäõîäÿùåì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp = Sp(Ω) (1 6 p 6

∞) ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé Lp(Ω), ÿâëÿþùååñÿ çàìûêà-íèåì ìíîæåñòâà âñåõ ãëàäêèõ ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé ñ êîìïàêòíûì â Ω íîñèòåëåì.(Çàìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå ìû íå ðàçëè÷àåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ âåê-òîðíûõ ïîëåé è �óíêöèé.) Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îáëàñòåé êëàññà C2 (â äàëüíåøåìýòî óñëîâèå ïðåäïîëàãàåòñÿ âñåãäà âûïîëíåííûì) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ïðî-åêòîð Π : Lp(Ω) → Sp(Ω) (1 < p < ∞), ÿäðî êîòîðîãî ñîñòîèò èç âñåõ ïîëåé âèäà
∇q ∈ Lp(Ω). Ïðèìåíÿÿ åãî ê ñèñòåìå (5), ñâåäåì åå ê ñëåäóþùåé çàäà÷å Êîøè äëÿÎÄÓ â ïðîñòðàíñòâå Sp(Ω)

dw

dt
= A(t)w +Kw + F (t), w|t=0 = 0, (6)ãäå îïåðàòîðû A(t), K è âåêòîðíîå ïîëå F (t) èìåþò âèä

A(t)w = Π(△w − α(t)∂1w − (ṽα(t),∇)w − (w,∇)ṽα(t)), (7)
Kw = −Π(w,∇)w, F (t) = −Π

(
α′(t)

∂

∂α
ṽα(t)

)
. (8)



204 Ñàçîíîâ Ë.È.�àññìîòðèì äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Sp(Ω) âîçìóùåííûé îïåðàòîð Îçååíà
Aαw = Π(△w − α∂1w − (ṽα,∇)w − (w,∇)ṽα)ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(Aα) = Sp(Ω) ∩W 2

p (Ω) ∩ Ẇ 1
p (Ω). Çäåñü W 2

p (Ω), Ẇ 1
p (Ω) �ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðè÷åì ýëåìåíòû èç Ẇ 1

p (Ω) èìåþòíóëåâîé ñëåä íà ãðàíèöå ∂Ω.�àçâèòèå ìåòîäîâ ðàáîò [3℄,[4℄ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 1. Ïóñòü vα = ṽα + αe1, α ∈ [a1, a2] � ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-íèé, äëÿ êîòîðîãî ṽα ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà Lρ1(Ω)∩L∞(Ω), ρ1 < 3,ãëàäêî çàâèñÿùèì îò α, è ∂j ṽα ∈ L∞(Ω). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíå-íî ñëåäóþùåå ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè: äëÿ ëþáîãî α âîçìóùåííûéîïåðàòîð Îçååíà Aα íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ
Sq(Ω), q > 2, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì â ïîëóïëîñêîñòè {λ;Reλ > 0}.Òîãäà îïåðàòîð Aα ïîðîæäàåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó ( âîçìóùåííóþ ïî-ëóãðóïïó Îçååíà) Tα(t), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ðàâíîìåðíûå ïî α ∈ [a1, a2]îöåíêè

‖Tα(t)Π∂θ‖p 7→q 6 cθp,qt
−|θ|/2−3/2(1/p−1/q), (9)ãäå 1 < p 6 q < ∞ ïðè |θ| = 0, 3/2 < p 6 q < ∞ ïðè |θ| = 1, ïðè÷åì

cθp,q � àáñîëþòíûå êîíñòàíòû, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå íà ëþáîì ìíîæåñòâå
1 < p0 6 p 6 q 6 q0 <∞ ïðè |θ| = 0 è ìíîæåñòâå 3/2 < p0 6 p 6 q 6 q0 <∞ ïðè
|θ| = 1.Çàìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ [5℄ (ñìîòðèòå òàêæå [6℄) ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåí-íîå ðåøåíèå vα ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îáòåêàíèÿ (3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
ṽα ∈ W 2

p (Ω) äëÿ âñåõ p ∈ (2,∞], ∇ṽα ∈ Lp(Ω) äëÿ âñåõ p ∈ (3/2,∞]. Äàëåå,êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìû ïðåäïîëàãàåì ãëàäêóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ ṽα ïðè
α ∈ [a1, a2] (a1, a2 > 0) â íîðìå ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Lp(Ω) ïðè p ∈ (2,∞]. Çà-ìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî, ò. å. â îêðåñòíîñòè �èêñèðîâàííîãî α äàííîå ïðåäïîëîæåíèåìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ìåòîäàìè òåîðèè íåÿâíûõ îòîáðàæåíèé, åñëè äëÿ vα âû-ïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1. Ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà (â äàííîìñëó÷àå ïðè ìàëûõ α ) óêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî èçâëå÷ü èç ðåçóëüòàòîâ [7℄.Ñîøëåìñÿ òàêæå íà ðàáîòó [8℄, ãäå èññëåäîâàí âîïðîñ îá ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ñòà-öèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ îò ÷èñëà �åéíîëüäñà â íîðìå íåêîòîðîãîáàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.Ïðåäâàðèòåëüíî èññëåäóåì ñëó÷àé áëèçêèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ vα1 è vα2 .�àññìîòðèì äëÿ ñèñòåìû (6) çàäà÷ó Êîøè ñ íåíóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì
w|t=0 = w0. Âûäåëÿÿ â ÎÄÓ (6) ãëàâíóþ ñòàöèîíàðíóþ ÷àñòü Aα2 è ïðèìåíÿÿìåòîä âàðèàöèè, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

w(t) = Tα2(t)w0 +

t∫

0

Tα2(t− s)[(A(s) − Aα2)w(s) +Kw(s)]} ds+ F (t), (10)ãäå F (t) =

t∫

0

Tα2(t− s)F (s)ds.



Î ñóùåñòâîâàíèè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ðåæèìàìè 205Â äàëüíåéøåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè áóäåì ïîíèìàòü â îáîá-ùåííîì ñìûñëå êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10). Ââåäåì áàíàõîâî ïðî-ñòðàíñòâî Xδ,q âåêòîðíûõ ïîëåé èç C([0,∞), Sq(Ω)) ñ êîíå÷íîé íîðìîé
‖u|δ,q = sup

t
(1 + t)δ‖u(t)‖q.Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû èç [9℄, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèÿì.Òåîðåìà 2. Ïóñòü vα, α ∈ [a1, a2] ãëàäêîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèéçàäà÷è îáòåêàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòèèç òåîðåìû 1, α(t) � êóñî÷íî ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà [0,∞), ïðè÷åì

α(0) = α1, α(t) = α2 ïðè t ∈ [1,∞), è íà÷àëüíîå óñëîâèå w0 ∈ Sp(Ω) äëÿ âñåõ
p > 2. Òîãäà äëÿ ëþáûõ �èêñèðîâàííûõ ÷èñåë q, p, δ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
q > 3, p > 2, 1/2− (3/2q) < δ < min(1/2, (3/2)(1/p−1/q)), ñóùåñòâóåò òàêèå η =
η(q, p, δ) è ξ = ξ(q, p, δ), ÷òî ïðè ëþáûõ α1, α2 èç [a1, a2] è w0, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèÿì

|α1 − α2| 6 η, sup
p<r<q

‖w0‖r 6 ξ,óðàâíåíèå (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w ∈ Xδ,q.Ýòî ðåøåíèå w(t) ïðèíàäëåæèò âñåì ïðîñòðàíñòâàì Xµ,r äëÿ âñåõ r > 2,
µ < (3/2)(1/2 − 1/r) è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖w(t)‖r 6 cr,µ(1 + t)−µ.Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ, ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêî-ãî ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ vα, α ∈ [a1, a2], äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ òåîðåìû 1.Âûáåðåì ÷èñëà q, p, δ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ òåîðåìû 2, è íàéäåìñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷èñëà η è ξ. Îòðåçîê [a1, a2] ðàçîáüåì íà ÷àñòè, ìåíüøèå η:
[a1, b1], [b1, b2], . . . , [bN , a2]. Íà [0,∞) ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ�óíêöèþ a(t), çàäàâàÿ óçëû 0 < 1 < T1 < T1 + 1 < T2 < T2 + 1 < T3 < . . . è ååçíà÷åíèÿ â óçëàõ a(0) = a1, a(1) = b1, a(T1) = b1, a(T1 +1) = b2, a(T2) = b2 . . . Óçëû
Tj îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ïåðåõîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåìïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäîâ

va1 7→ vb1 , vb1 7→ vb2 , . . .Íà íà÷àëüíîì îòðåçêå [0, T1] çàäà÷ó Êîøè (6) ïðåäñòàâëÿåì â âèäå
dw

dt
= Ab1w + (A(t) −Ab1)w +Kw + F (t), w|t=0 = 0. (11)Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 çàäà÷à (11) èìååò ðåøåíèå w(t) ∈ C([0, T1], Sr(Ω)) äëÿ âñåõ

r > 2, ïðè÷åì ‖w(T1)‖r → 0 ïðè T1 → ∞. Âûáèðàåì T1 òàê, ÷òîáû
sup
p<r<q

‖w(T1)‖r 6 ξ.
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dw

dt
= Ab2w + (A(t) − Ab2)w +Kw + F (t), w|t=T1 = w(T1 − 0). (12)Ñîãëàñíî âûáîðó T1 ê çàäà÷å Êîøè (12) ïðèìåíèìà òåîðåìà 2, óñòàíàâëèâàþùàÿñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Îñóùåñòâëÿÿ äàëüíåéøåå ïðî-äîëæåíèå, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûâîäó.Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé vα, α ∈ [a1, a2], âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåõîäå v(t),äëÿ êîòîðîãî

‖v(t) − va2‖q 6 cµ,q(1 + t)−µäëÿ âñåõ q > 2, µ < (3/2)(1/2− 1/q).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Finn R. Stationary solutions of the Navier�Stokes equations // Pro
. Symp. Appl. Math.,Amer. Math. So
., Providen
e. 1965. � 17. Pp. 121�153.[2℄ Galdi G.P., Heywood J.G., Shibata Y. On the global existen
e and 
onvergen
e to steadystate of Navier�Stokes �ow past an obsta
le that is started from rest // Ar
h. RationalMe
h. Anal. 1997. � 138. Pp. 307�318.[3℄ Ñàçîíîâ Ë.È. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷å îáòåêàíèÿ // Èçâ. �ÀÍ.Ñåð. ìàòåì. 1994. Ò. 58. � 5. Ñ. 85�109.[4℄ Ñàçîíîâ Ë.È. Îöåíêè âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.2009. Ò. 11. � 3. Ñ. 51�61.[5℄ Áàáåíêî Ê.È. Î ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è îáòåêàíèÿ òåëà âÿçêîé íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòüþ // Ìàòåì. ñá. 1973. Ò. 91, � 1. Ñ. 3�26.[6℄ Ñàçîíîâ Ë.È. Îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåõìåðíîãî îáòåêàíèÿ âäàëè îòîáòåêàåìûõ òåë // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàò. 1995. Ò. 59. � 5. Ñ. 173�196.[7℄ Ñàçîíîâ Ë.È. Òðåõìåðíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à îáòåêàíèÿ ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ �åé-íîëüäñà // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàò. 2011. Ò. 75. � 6. Ñ. 99�128.[8℄ Gald G.P. Further properties of steady-state solutions to the Navier�Stokes problempast a three-dimensional obsta
le // J. of Math. Phys. 2007. V. 48. Pp. 1�43.[9℄ Ñàçîíîâ Ë.È. Î ñóùåñòâîâàíèè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ðåæèìàìè çàäà÷èîáòåêàíèÿ // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí. 2011. Ò. 13. � 4. Ñ. 60�69.Sazonov L. I. The existen
e of transitions between stationary regimes of the �ow problem.We 
onsider the Navier�Stokes equations in exterior domain. We prove the existen
e of theunsteady solutions that links two steady �ows. The steady �ows are assumed to be stable.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÓÄÀ�À Ê�Ó�ËÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÊÈ,ÏÎ��ÓÆÅÍÍÎÉ Â ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÓÞ ÆÈÄÊÎÑÒÜÑìåòàíèí Á.È., Ôåäÿåâà Ê.Å.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óäàðà êðóãëîé ïëàñòèíêè, ïîãðóæåííîéâ íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé. Ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñêîðîñòåé òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è òî÷åê êàâåðíû.�àññìîòðåíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðà êðóãëîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëàñòèí-êè ðàäèóñà a, ïîãðóæåííîé â íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü. �àññòîÿíèå îò ïëàñòèíêèäî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíî h. Æèäêîñòü çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî. Óäàðïðîèçâåäåí öåíòðàëüíûé, âíåäðåíèå ïëàñòèíêè ïðîèñõîäèò áåç ïåðåêîñà.

�èñ. 1. Ïîëîæåíèå ïëàñòèíêè â æèäêîñòè.Ñâåðõó ïëàñòèíêè îáëàñòü ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ, â ìîìåíò óäàðà æèäêîñòüîòðûâàåòñÿ îò çàäíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè (îáðàçóåòñÿ êàâåðíà). Âìåñòî ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìïóëüñèâíîå äàâëåíèå:
p∗ = lim

τ→0

τ∫

0

p dt. (1)Â ìîìåíò óäàðà äâèæåíèå æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíîå. Â îáëàñòè êîíòàêòà ïëà-ñòèíêè ñ æèäêîñòüþ âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè æèäêèõ ÷àñòèö ïî âå-ëè÷èíå ðàâíà ñêîðîñòè ïëàñòèíêè, äàâëåíèå âíóòðè êàâåðíû è íà ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè îãðàíè÷åííîå. Òàê êàê æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ, òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé
φ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

△φ = 0. (2)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
∂φ

∂z
= −U (0 6 r 6 a, z = −0), (3)
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φ = 0 (0 6 r 6 a, z = +0), (4)
φ = 0 (0 6 r <∞, z = h), (5)
∂φ

∂z
,
∂φ

∂r
→ 0 (

√
r2 + z2 → ∞). (6)Èñïîëüçîâàíû âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè:

τ(r) =





1

U

∂

∂r
(φ2 − φ1) (0 6 r 6 a),

0 (a 6 r <∞),
(7)

s(r) =





1

U

∂

∂z
(φ2 − φ1) (0 6 r 6 a),

0 (a 6 r <∞).
(8)Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà áóäåì îòäåëüíî ñòðîèòü ðåøåíèå âîáëàñòè, ëåæàùåé âûøå ïëàñòèíêè (0 6 z 6 h) è íèæå ïëàñòèíêè (−∞ < z 6 0):

φ1(r, z) =

∞∫

0

ξ[A(ξ) sh(ξz) +B(ξ) ch(ξz)]J0(ξr)dξ (0 6 z 6 h, 0 6 r 6 a),

φ2(r, z) =

∞∫

0

ξC(ξ)eξzJ0(ξr)dξ (−∞ < z 6 h, 0 6 r 6 a),

A(ξ), B(ξ), C(ξ) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Èñïîëüçîâàíèå (5), (7), (8) ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü ñëåäóþùåå çíà÷åíèå �óíêöèé:
A(ξ) = − 1

ξ(1 + th(ξh))
(S(ξ) + T (ξ)),

B(ξ) =
th(ξh)

ξ(1 + th(ξh))
S(ξ) +

th(ξh)

ξ(1 + th(ξh))
T (ξ),

C(ξ) = − th(ξh

ξ(1 + th(ξh))
S(ξ) +

1

ξ(1 + th(ξh))
T (ξ),ãäå S(ξ), T (ξ) ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ �óíêöèé s, τ ñîîòâåòñòâåííî.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3), (4) ïðèâîäÿò çàäà÷ó ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèé:





1∫

0

ηs(η)k1(η, r)dη −
1∫

0

ητ(η)k2(η, r)dη = −λr (0 6 r 6 a),

1∫

0

ητ(η)k1(η, r)dη −
1∫

0

ηs(η)k3(η, r)dη = 0 (0 6 r 6 a),
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k1(η, r) =

∞∫

0

(1 − e−2u)J1

(ur
λ

)
J0

(uη
λ

)
dη,

k2, k3 èìåþò ñõîæèé âèä.Ôóíêöèè s è τ ïðåäñòàâèìû â âèäå ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ [1℄:
s(η) = −1

η

d

dη

1∫

η

xp(x)dx√
x2 − η2

,

τ(η) = − d

dη

1∫

η

q(x)dx√
x2 − η2

.Ïðè ýòîì p(x) áóäåì ñ÷èòàòü ÷åòíîé �óíêöèåé, à q(x) íå÷åòíîé.Âíîñÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â ñèñòåìó, à òàêæå ïðåîáðàçóÿ åå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ψ(x) = p(x) + q(x) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

1∫

−1

ψ(η)k0(η − x)dη +

1∫

−1

ψ(η)k(η, x)dη = 4x (|x| 6 1),

k0 � ãëàâíàÿ ÷àñòü ÿäðà, k � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ÿäðà, δ(t) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äè-ðàêà
k0(t) = πδ(t) +

1

t
.Òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà �îðìóëà Ïîïîâà �.ß. [3℄:

1∫

−1

1

(1 − η)−0.25(1 + η)0.25
P (−0.25,0.25)
n (η)[k0(η − x)]dη =

= π
√

2P (−0.25,0.25)
n (x), n = 0, 1 . . .�åøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ßêîáè ñ âûäåëåíèåì óñòàíîâ-ëåííîé îñîáåííîñòè. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä [2℄:

ψ(ξ) = (1 − ξ)−0.25(1 + ξ)0.25
N∑

n=1

YnP
(−0.25,0.25)
n−1 (ξ).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Yn ðàçëîæåíèÿ ïðèìåíåí ìåòîä êîëëîêàöèè.Ìåòîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìûëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ìåòîä êîëëîêàöèè íàèáîëåå ý��åêòèâåí,åñëè â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè âçÿòü íóëè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà

xj = 0.5

[
1 + cos

(
π(2j − 1)

2m

)]
(j = 1..m).



210 Ñìåòàíèí Á.È., Ôåäÿåâà Ê.Å.
N Ñêîðîñòü òî÷åê Ñóììàðíûéñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óäàðíûé èìïóëüñïðè r = 1.35 è λ = 2 äëÿ λ = 22 0.02073 2.77573 0.02066 2.75454 0.02065 2.75395 0.02065 2.75406 0.02065 2.75407 0.02065 2.75408 0.02065 2.75409 0.02065 2.7540Òàáëèöà 1. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîëëîêàöèè.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ äîñòàòî÷-íîé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òî÷íîñòüþ â ðàññìîòðåííîì äèàïàçîíå èçìå-íåíèÿ õàðàêòåðíîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì 8�10óçëîâ êîëëîêàöèè.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ λ = h/a � îòíîñèòåëüíûõ ðàññòîÿíèé îò ïëàñòèíêè äî ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòè.

�èñ. 2. �ðà�èê íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

�èñ. 3. �ðà�èê íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé òî÷åê êàâåðíû.



Ìîäåëèðîâàíèå óäàðà êðóãëîé ïëàñòèíêè, ïîãðóæåííîé â æèäêîñòü 211Óñëîâèå îòðûâà νz|z=+0 > −1 íàðóøàåòñÿ ïðè 0.97 < r 6 1. Ïîëó÷åííûå ðå-çóëüòàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïðè èññëåäîâàíèè ýòîéçàäà÷è ñ ó÷åòîì îáëàñòè êîíòàêòà íà çàäíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè.Àâòîðû áëàãîäàðíû Ñóìáàòÿíó Ì.À. çà öåííûå ñîâåòû è ïîñòîÿííîå âíèìàíèåê ðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïîïîâ �.ß. Êîíöåíòðàöèÿ óïðóãèõ íàïðÿæåíèé âîçëå øòàìïîâ, ðàçðåçîâ, òîíêèõâêëþ÷åíèé è ïîäêðåïëåíèé // Èçâ. ÀÍ Àðì. ÑÑ�. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì. í. 1963. Ò. 16.� 2. Ñ. 15�32.[2℄ Ñìåòàíèí Á.È. Îá èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãîãîòåëà, ñîäåðæàùåãî âêëþ÷åíèÿ // ÏÌÌ. 1991. Â. 3. Ñ. 456�460.[3℄ Ñåäîâ Â.È. Ïëîñêèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè è àýðîäèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1966. 448 ñ.Smetanin B. I., Fedyaeva K.E. Modeling the impa
t of 
ir
ular plate immersed inan in
ompressible liquid . The results of the investigation of an impa
t of a 
ir
ular plateimmersed in an in
ompressible �uid are presented. Problem is solved by the method of integraltransforms.The plots of the free surfa
e velo
ities of the points and velo
ities of the points ofthe 
avity are shown.



�ÀÇÂÈÒÈÅ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÔ�ÀÊÖÈÈ ÊÈ�Õ�ÎÔÀ ÄËßÌÍÎ�ÎÊ�ÀÒÍÛÕ ÎÒ�ÀÆÅÍÈÉ ÂÎËÍÑóìáàòÿí Ì.À., Áîåâ Í.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à ïðèìåíè-òåëüíî ê ìíîãîêðàòíîìó îòðàæåíèþ âîëí îò ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ïîâåðõíîñòåé (òðåõ-ìåðíàÿ òåîðèÿ). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå êðàòíûõ äè�ðàêöèîííûõèíòåãðàëîâ ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿåò çâóêîâîé ëó÷, êîòîðûé îòðàçèëñÿ¾çåðêàëüíî¿ îò âñåõ îòðàæàòåëåé ïî çàêîíàì ëó÷åâîé òåîðèè. Âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêèîïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì îò ãðàíèö îòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé.Â êîðîòêîâîëíîâîé òåîðèè äè�ðàêöèè ñóùåñòâóåò ðÿä êëàññè÷åñêèõ òåîðèé,ïîçâîëÿþùèõ ý��åêòèâíî ñòðîèòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ [1�3℄. Â ÷àñòíî-ñòè, â ðàìêàõ �èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à [2℄, äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêðàò-íîãî îòðàæåíèÿ îò ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ðåøåíèå âûïèñûâàåòñÿ â âèäå íåêîòîðîãîäè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè. Â [4℄ àâòîðàìè áûëî ïðåäëîæåíîîáîáùåíèå òåîðèè Êèðõãî�à íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèéäëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è. Â [5, 6℄ äàíî îáîáùåíèå íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Ïåðåõîä îòñêàëÿðíîé çàäà÷è ê óïðóãîé îñóùåñòâëåí â [7℄. Îêàçàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå îäíîãî îò-ðàæåíèÿ ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîâïàäàåò ñ ëó÷åâûì çåðêàëüíûì îòðàæåíèåìïî äðóãèì òåîðèÿì. Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ ïðåäëîæåííûé â [5, 6℄ïîäõîä ïîçâîëèë âïåðâûå ïîëó÷èòü â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíèå ìíîãèõíîâûõ çàäà÷. Â [6℄ ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñðàâíåíèÿ òàêèõ ðåøåíèé ñ ðåçóëüòàòàìèïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìíîãîìåðíîãî äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà.�åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ãëàâíûé ëó÷åâîé ÷ëåí àñèìïòîòèêèäàåò î÷åíü ãðóáîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàíîâèòñÿàêòóàëüíûì ïîñòðîåíèå ñëåäóþùåãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ÷åìó èïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà. Ïîêàçàíî, ÷òî âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿåòñÿâêëàäîì ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ îòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé, ïðè ýòîì îí èìååò áîëååâûñîêèé àñèìïòîòè÷åñêèé âêëàä, ÷åì ñëåäóþùèé (âòîðîé) ÷ëåí ïîëíîãî ðàçëîæå-íèÿ â òî÷êàõ ¾çåðêàëüíîãî¿ îòðàæåíèÿ.�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðàæåíèé àêóñòè÷åñêîé âîëíû, èñõîäÿ-ùåé èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà x0 îò ñèñòåìû àáñîëþòíî òâåðäûõ ïîâåðõíîñòåé
S1, S2, . . . , SN , êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàê-öèè Êèðõãî�à ñî ñëó÷àÿ îäíîêðàòíîãî íà ñëó÷àé ìíîãîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ [5�7℄ñâîäèò çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäû ïåðåîòðàæåííîé âîëíû â ïðèåìíèêå x êâû÷èñëåíèþ ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà ïî âñåì ïîâåðõíîñòÿì S1, S2, . . . , SN :

psc(x) ∼
(
ik

2π

)N ∫

S1

· · ·
∫

SN

eikg

r01

N∏

n=1

cos
(
r̄ ∧
n,n+1n̄n

)

rn,n+1

dS1 . . . dSN (k → ∞) . (1)
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�èñ. 1. Ìíîãîêðàòíîå îòðàæåíèå îò ãëàäêèõ îòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé.Çäåñü k � âîëíîâîå ÷èñëî; r̄n,n+1 = yn − yn+1, (yn ∈ Sn); rn,n+1 = |r̄n,n+1|, (n =
1, ..., N); yN+1 ≡ x; r̄N,N+1 ≡ r̄Nx; r̄01 = y1 − x0. Ôàçîâàÿ �óíêöèÿ â (1) èìååòñëåäóþùèé âèä
g = g(y1, . . . , yN) =

N∑

n=0

rn,n+1 = |y1 − x0| + · · · + |yN − x| ; r̄01 = y1 − x0 . (2)Èíòåãðàë â (1) ìîæåò áûòü îöåíåí ïðè k → ∞ ìåòîäîì ìíîãîìåðíîé ñòàöèî-íàðíîé �àçû. Ñ ýòîé öåëüþ âûïèøåì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè äëÿ èíòåãðàëàïî îáëàñòè Ω ⊂ EM îáùåãî âèäà [8℄:
∫

Ω

f(y)eikg(y)dy ∼
(

2π

k

)M/2

exp

[
ikg(y∗)+

πi

4
sign (g′′∗)

]
f(y∗)

|det g′′∗ |1/2
[
1+O

(
1

k

)]
+

+F∂Ω(k)

[
1+O

(
1

k

)]
, F∂Ω(k) =

1

ik

∫

∂Ω

f(y)

|∇g(y)|2
∂g

∂ny
eikg(y) dσy ,

(3)ãäå y∗ îáîçíà÷àåò M-ìåðíóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ñ íóëåâûì ãðàäèåíòîì:
∂g(y∗)

∂y1

= · · · =
∂g(y∗)

∂yM
= 0 . (4)Çäåñü g′′∗ = {∂2g/∂ym∂yµ}, (m,µ = 1, . . . ,M) îáîçíà÷àåò ìàòðèöó �åññå �óíêöèè g,âû÷èñëåííóþ â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Ïðè ýòîì sign(g′′∗) � çíàê ñèììåòðè÷íîé ìàò-ðèöû �åññå, ò. å. ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ åå ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Âêëàä F∂Ω(k) îò ãðàíèöû îáëàñòè Ω â (3) âûðàæàåòñÿ èíòå-ãðàëîì ïî ãðàíè÷íîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ∂Ω ðàçìåðíîñòè M − 1.



214 Ñóìáàòÿí Ì.À., Áîåâ Í.Â.Ôîðìóëà (3), ïðèìåíåííàÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà (1), èìååò ãëóáîêèé �èçè-÷åñêèé ñìûñë. �ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè â (3) ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå ìíîãî-êðàòíîãî ¾çåðêàëüíîãî¿ îòðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì îòáðàñûâàåìûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåíðàçëîæåíèÿ â òî÷êå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ èìååò ïîðÿäîê O(1/kM/2+1).Äëÿ îöåíêè âêëàäà êðàåâîãî ý��åêòà, âåëè÷èíû F∂Ω(k), êîòîðàÿ ñàìà âûðà-æàåòñÿ â (3) â âèäå íåêîòîðîãî èíòåãðàëà äè�ðàêöèîííîãî òèïà, ìîæíî îöåíèòüâ ãëàâíîì, âçÿâ îñíîâíîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïåðâîé ñòðîêè (3) äëÿ ïîäîáíîãî èí-òåãðàëà ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè M − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M − 1)-ìåðíàÿ �àçîâàÿ �óíêöèÿ â èíòåãðàëå (3) äëÿ F∂Ω(k) ñàìà èìååò ñòàöèîíàðíóþòî÷êó. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òàêîãî èíòåãðà-ëà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ìíîæèòåëåì (2π/k)(M−1)/2. Â íàøåì ñëó÷àå èíòåãðàëà (1)èìååì M = 2N , ïîýòîìó âêëàä çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ â èíòåãðàë (3) èìååò ïîðÿ-äîê O(1/kN), à âêëàä îò ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëÿìè (1/ik)·(2π/k)(M−1)/2,ò. å. èìååò ïîðÿäîê O(1/kN+1/2). Òàêèì îáðàçîì, âêëàä îò äè�ðàêöèè íà ãðàíèöå âñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèáîëåå çíà÷èìûì, ÷åì âñå îòáðîøåííûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â òî÷êå çåðêàëüíîãîîòðàæåíèÿ. Â ðàáîòå îäíîãî èç àâòîðîâ [9℄ ïðèâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðûïðèëîæåíèé äàííîé òåîðèè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ.

�èñ. 2. Äâóêðàòíîå îòðàæåíèå îò ïëîñêèõ îòðàæàòåëåé.Çäåñü â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäóåì äâóêðàòíîå îòðàæåíèå îò ïàðû êâàäðàò-íûõ îòðàæàòåëåé, ðàñïîëîæåííûõ ïîä ïðÿìûì óãëîì äðóã ê äðóãó, ðèñ. 2 [10℄.Çäåñü S1 � ãîðèçîíòàëüíûé êâàäðàò, à S2 � âåðòèêàëüíûé. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿëó÷à çåðêàëüíîãî ïåðåîòðàæåíèÿ ïîñëå âòîðîãî îòðàæåíèÿ ìåíÿåò ïëîñêîñòü, âêîòîðîé îíà ðàñïîëîæåíà èçíà÷àëüíî. Â [10℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãëàâíûé ëó÷åâîé÷ëåí ðàçëîæåíèÿ îáëàäàåò áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ, åñëè åãî ñðàâíèòü ñ ðåçóëü-òàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ÷åòûðåõìåðíîãî äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà.Òî÷íîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïóòåì ó÷åòà âòîðîãî ÷ëå-
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�èñ. 3. Ñðàâíåíèå òåîðèé: · · · ëó÷åâàÿ òåîðèÿ; � ÷èñëåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà Êèðõ-ãî�à (6); - - - ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (7) ñ ó÷åòîì êðàåâîãî ý��åêòà.ñîîòâåòñòâóþùèõ êóáîâ, òàê ÷òî òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïîïàäàþò â öåíòðûêâàäðàòîâ S1 è S2:
x0 = (a+η0, η0, η0) , x = (ξ,−a−ξ, a+ξ) ⇒ y∗1 = (a, 0, 0) , y∗2 = (0,−a, a) . (5)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îñíîâíîå ïðåäñòàâëåíèå (1) ïðè-íèìàåò âèä
psc(x)∼−k

2ξ

4π2

∫

S1

∫

S2

ζ2 e
ikg

ϕ µ2 ψ2
dξ1dη1dη2dζ2 , ξ1, ζ2∈[0, 2a] , η1∈[−a, a] , η2∈[−2a, 0] ,

ϕ =
√

(ξ1 − a− η0)2 + (η1 − η0)2 + η2
0 , µ =

√
ξ2
1 + (η1 − η2)2 + ζ2

2 ,

ψ =
√
ξ2 + (η2 + a+ ξ)2 + (ζ2 − a− ξ)2 , g(ξ1, η1, η2, ζ2) = ϕ+ µ+ ψ .

(6)Èíòåãðàë (6) îöåíèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî �îðìóëå (3). Ïðè ýòîì äîêàçû-âàåòñÿ, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà äëÿ ïåðâîãî (ãëàâíîãî) àñèìïòîòè÷åñêîãî ÷ëåíàâ (3): ξ∗1 = a, η∗1 = 0, η∗2 = −a, ζ∗2 = a, îïðåäåëÿåò ãëàâíûé ÷ëåí ¾çåðêàëüíîãî¿îòðàæåíèÿ. Äëÿ âòîðîãî (ãðàíè÷íîãî) èíòåãðàëà èìååòñÿ 6 ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê,ñóììà êîòîðûõ äàåò âêëàä îò ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ. Â èòîãå ïåðâûå 2 ÷ëåíà àñèìï-òîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äâóêðàòíî îòðàæåííîé âîëíû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
psc(x) ∼ eik(L0 + L1 + L2)

L0 + L1 + L2

+
6∑

h=1

Ih(k) +O

(
1

k

)
, (k → ∞), Ih(k) = O

(
1

k1/2

)
, (7)ïðè÷åì âñå øåñòü âåëè÷èí Ih âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíûðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ñëó÷àÿ x0 = A, x = B.
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0/λ

2, (ãäå λ � äëèíà âîë-íû), íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿì Êîðòåâåãà � äå Âðèçà [1�7℄. Âûâîä óðàâíåíèÿ Êîð-òåâåãà � äå Âðèçà è àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà åãî ïîãðåøíîñòè ïðèâîäèòñÿ â ìî-íîãðà�èè [1℄. Íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ êíîèäàëüíûõ âîëíè óåäèíåííîé âîëíû íàéäåíû àâòîðîì êíèãè [2℄. Â [3℄ óêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðèÿÊîðòåâåãà � äå Âðèçà îãðàíè÷èâàåòñÿ ñëàáîé íåëèíåéíîñòüþ, ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð,êîãäà ïðåâûøåíèå êðèòè÷åñêîé àìïëèòóäû âûçûâàåò íàðóøåíèå ý��åêòà ñòàöèî-íàðíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ý��åêòû àìïëèòóäíîé è ÷àñòîòíîé äèñïåðñèèàíàëèçèðóþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ óåäèíåííîé âîëíû â [4℄. Â ñòàòüå [5℄ ïðåäëîæåíî äëÿîïèñàíèÿ êíîèäàëüíûõ âîëí èñïîëüçîâàòü òðè ïàðàìåòðà: ñðåäíèé óðîâåíü êîëå-áàíèé, àìïëèòóäó êîëåáàíèé è âåëè÷èíó ìîäóëÿ ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè. Â êíèãå[6℄ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîñòîÿííîé ïîëíîé ýíåðãèè. Â [7℄ îòìå÷åíî, ÷òî äàæå ñëàáàÿäèñïåðñèÿ âîëí íà ìåëêîé âîäå â ðàìêàõ òåîðèè Êîðòåâåãà � äå Âðèçà ïðåïÿòñòâó-åò îáðàçîâàíèþ �ðîíòà óäàðíîé âîëíû. Âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì ïðîÿâëÿåòñÿý��åêò íåñæèìàåìîñòè ñðåäû äëÿ äèñïåðñèè êíîèäàëüíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòèæèäêîñòè â ëèòåðàòóðå íå ðàññìàòðèâàëñÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ïëîñêèå äëèííûå âîëíû, áåãóùèå íàäðîâíûì æåñòêèì äíîì. Âîëíîâîå äâèæåíèå æèäêîñòè ñ÷èòàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì,ïîòåíöèàëüíûì è îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì äèñïåðñèè. Íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìûêîîðäèíàò âûáðàíî íà äíå, îñü x íàïðàâëåíà âïðàâî, îñü y íàïðàâëåíà ââåðõ. Ñâî-áîäíàÿ ïîâåðõíîñòü â ñëó÷àå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ãîðèçîíòàëüíà y = h0,
h0 = const. Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü äëÿ âîëíîâîãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ æèäêî-ñòè îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì y = h0 +η, ãäå η = η(x, t) � âîçâûøåíèå ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè íàä íåâîçìóùåííûì óðîâíåì ïîâåðõíîñòè èëè �îðìà ïîâåðõíîñòè



218 Òðåïà÷åâ Â.Â., Òðåïà÷åâà �.Í.æèäêîñòè, t � âðåìÿ. Âîëíîâàÿ �îðìà ïîâåðõíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óäî-âëåòâîðÿåò [1�7℄ õîðîøî èçâåñòíîìó óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà � äå Âðèçà
∂η/∂t + c0(∂η/∂x) + c0((3η)/(2h0)(∂η/∂x)) + ((h2

0c0)/6)(∂3η/∂x3) = 0, (1)ãäå c0 =
√
gh0 � âåëè÷èíà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëèííûõ âîëí â ëèíåéíîìïðèáëèæåíèè, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1) ïðåäñòàâëåíî â ðàçìåðíîì âèäå è îïèñûâàåò ïîâåðõ-íîñòíûå âîëíû, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x.Åñëè â óðàâíåíèè (1) îòáðîñèòü òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå, òî ìîæíî ïîëó÷èòüëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà äëèííûõ âîëí â îòñóòñòâèè äèñïåðñèè ñ ïîñòîÿííîé�àçîâîé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ c0. Íåëèíåéíûå âîëíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòèîáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòàöèîíàðíîñòè [1, 3, 7℄. Çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ñêîðîñòè ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ òàêîé âîëíû u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, íîîíà íå çàâèñèò îò ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòû è âðåìåíè. Ââåäåì ñîîòíîøåíèÿ,ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñòàöèîíàðíîé âîëíû â âèäå

η = h0ς(X), X = x− ut, (2)ãäå ς � îòíîñèòåëüíàÿ èëè áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà âîçâûøåíèÿ ïîâåðõíîñòè æèä-êîñòè, êîòîðàÿ èçìåðÿåòñÿ â äîëÿõ îò ãëóáèíû æèäêîñòè â íåâîçìóùåííîì ñîñòî-ÿíèè. Äâèæåíèå æèäêîñòè ïåðèîäè÷íî, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
ς(X + λ) = ς(X), (3)ãäå λ � äëèíà ïîâåðõíîñòíîé, íåëèíåéíîé âîëíû Âåëè÷èíà äëèíû âîëíû íåèçâåñò-íà è òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Íî îíà íå çàâèñèòîò ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòû è âðåìåíè, â ÷åì ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ñòàöèîíàð-íîñòè âîëíû. Æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ïîýòîìó �îðìà ïîâåðõíîñòè íå ìîæåò áûòüïðîèçâîëüíîé. Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãîóñëîâèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé �îðìû ïîâåðõíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
∫ X0+λ

X0

ς(X)dX = 0, (4)ãäå X0 ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé X â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ñòàöèîíàðíîéâîëíû. Îäíîâðåìåííî èíòåãðàëüíîå óñëîâèå íåñæèìàåìîãî è íåðàçðûâíîãî âîë-íîâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè è íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîñòèîòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè ìàññû. Ôîðìóëû (1)�(4) ñîñòàâëÿþò ïîñòàíîâêó ðàññìàò-ðèâàåìîé çàäà÷è î ïîòåíöèàëüíîì íåëèíåéíîì äâèæåíèè ñëîÿ æèäêîñòè. Â ìîíî-ãðà�èè [8℄ ðàññìîòðåí ïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîé íåëèíåéíûå âîëíû íà ïîâåðõíîñòèâèõðåâîé æèäêîñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû.2. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ ÊÄÂ. Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå �àëèëåÿäëÿ óðàâíåíèÿ ÊÄÂ (1), êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî â ðàçìåðíîì âèäå. Â ëèòåðàòóðåòàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îáû÷íî ïðîâîäèòñÿ â ñëó÷àå áåçðàçìåðíîé �îðìû óðàâíåíèÿÊÄÂ [3, 5, 7℄. Ïóñòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
η = η′ + η0, η0 = const; x′ = x− vt, v = (3c0η0)/(2h0); t′ = t, (5)



Âîçáóæäåíèå êíîèäàëüíûõ âîëí 219ãäå çíàêîì øòðèõà îòìå÷åíû íîâûå çíà÷åíèÿ âîçâûøåíèÿ ïîâåðõíîñòè è ïåðåìåí-íûõ. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ (5) ñïðàâåäëèâû äè��åðåíöèàëüíûå ñîîòíîøå-íèÿ
∂η/∂t = ∂η′/∂t′ − v∂η′/∂x′; ∂η/∂x = ∂η/∂x′. (6)Âîñïîëüçîâàâøèñü (5) è (6) ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ÊÄÂ (1) ê âèäó

∂η′/∂t′ + c0(∂η
′/∂x′) + c0((3η

′)/(2h0)(∂η
′/∂x′)) + ((h2

0c0)/6)(∂3η′/∂x′3) = 0.Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå ÊÄÂ â ðàçìåðíîì âèäå èíâàðè-àíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (5). Äåéñòâèòåëüíî ïðîâåäåíèå ïðåîáðàçîâà-íèÿ (5) íå ìåíÿåò âèäà è êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ÊÄÂ. Îäíàêî òàêîå ïðåîáðà-çîâàíèå íåñêîëüêî ìåíÿåò ñìûñë óðàâíåíèÿ ÊÄÂ. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (5)ñ îäíîé ñòîðîíû îçíà÷àåò ïåðåõîä â ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, äâèæóùóþñÿñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îçíà÷àåò èçìåíåíèå âñåãî óðîâíÿæèäêîñòè íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó η0. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíîé ïîäâèæ-íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîïîðöèîíàëüíà èçìåíåíèþ âñåãî óðîâíÿ æèäêîñòè. Ïðèýòîì âîçíèêàåò ý��åêò ëèíåéíîé àìïëèòóäíîé äèñïåðñèè äëÿ ñêîðîñòè.3. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåìïåðèîäè÷åñêèõ âîëí, èìåþùèõ êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïåðèîäà. Ïîäñòàâèì ñîîòíîøå-íèÿ (2) â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÊÄÂ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è ïîëó÷èìòîãäà îáûêíîâåííîå íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêàïî ïåðåìåííîé X, äîïóñêàþùåå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà [1℄, â ñëåäóþùåì âèäå
(h2

0/6)(d3ς/dX3) + (3/4)(d(ς2)/dX) + (1 − u/c0)(dς/dX) = 0. (7)Èíòåãðèðóÿ (7) ïî ïåðåìåííîé X, èìååì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãîïîðÿäêà
(h2

0/6)(d2ς/dX2) + (3/4)(ς2) + (1 − u/c0)ς +G = 0, (8)ãäå G � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðîèçâîëüíàÿ ïî âåëè÷èíå, âîçíèêøàÿ ïðè ïåðâîìèíòåãðèðîâàíèè (7). Óìíîæèì ïðåäâàðèòåëüíî óðàâíåíèå (8) íà ïåðâóþ ïðîèçâîä-íóþ dς/dX, èìååì òàêæå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(h2

0/3)d(dς/dX)2/dX + d(ς3)/dX + 2(1 − u/c0)d(ς
2)/dX + 4Gdς/dX = 0. (9)Ïðîâåäåì îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9), èìååì

(h2
0/3)(dς/dX)2 + ς3 + 2(1 − u/c0)ς

2 + 4Gς +H = 0, (10)ãäå H � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðîèçâîëüíàÿ ïî âåëè÷èíå, âîçíèêøàÿ ïðè ïî-âòîðíîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (7). Ïðåäñòàâèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-íèå (10) â âèäå ðàâåíñòâà
(h2

0/3)(dς/dX)2 = −(ς3+2(1−u/c0)ς2+4Gς+H) ≡ (ς−ς1)(ς−ς2)(ς3−ς) = f(ς). (11)Ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ (11) îãðàíè÷èìñÿ âñåãî îäíèì ñëó÷àåì, ñ÷èòàÿ, ÷òîìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè f(ς) èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ
ς1 < ς2 < ς3. (12)



220 Òðåïà÷åâ Â.Â., Òðåïà÷åâà �.Í.Ïîäñòàíîâêà êàæäîãî êîðíÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (11) ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîìó óñëî-âèþ ýêñòðåìóìà dς/dX = 0. Ïóñòü ς3 ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ìàêñèìóìà âåðøè-íû âîëíû, à ς2 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ìèíèìóìà âïàäèíû âîëíû. Òîãäà ñëåäóåòíàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîñëåäíèå äâà êîðíÿ èç íåðàâåíñòâ (12)
ς2 < 0, ς3 > 0. (13)Èç (12), (13) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé êîðåíü îòðèöàòåëåí, ò. å. ς1 < 0. Ôóíêöèÿ f(ς)+Hèìååò ñìûñë ïîòåíöèàëà ñèëîâîãî ïîëÿ, ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó (−H) ìîæíî èí-òåðïðåòèðîâàòü êàê íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, à óðàâ-íåíèþ (11) ïðèäàòü ñìûñë èíòåãðàëà ýíåðãèè äëÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â ïî-òåíöèàëüíîì ñèëîâîì ïîëå. Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (11), âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîðíè �óíêöèè f(ς) ñëåäóþùèì îáðàçîì

2(u/c0 − 1) = ς1 + ς2 + ς3; 4G = ς1ς2 + ς1ς3 + ς2ς3; H = −ς1ς2ς3. (14)Ñîãëàñíî (13), (14) íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè (−H) > 0 ïî-ëîæèòåëüíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû Ëàãðàí-æà ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé äëÿ îäíîé âîëíû, èìåþùóþ êîíå÷íóþ äëèíó λ. Â [1℄ àâòîðïîëàãàåò âåëè÷èíó ς2 ðàâíîé íóëþ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïî-ñòîÿííàÿ ïîëíîé ýíåðãèè íîëü. Â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ ïðîâîäÿòñÿ äðóãèå ÷àñòíûåïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ñêàçûâàþòñÿ ñîãëàñíî àíàëèçó ïðåîáðàçîâàíèÿ (5) íà âå-ëè÷èíå �àçîâîé ñêîðîñòè íåëèíåéíîé âîëíû. Ìû ïîäîáíûõ óïðîùåíèé ââîäèòü íåáóäåì. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÄÂ (1), ò. å. ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþ-ùåå óñëîâèþ (3), äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ïîñòàâëåííûì îáùèì óñëîâèÿì (12), (13),è èìååò âèä
η(x, t) = h0ς(X), X = x− ut, u =

√
gh0

[
1 + ς1/2 + (ς2 + ς3)/2

]
,

ς(X) = ς2 + (ς3 − ς2)cn
2

[√
3(ς3 − ς1)/(4h2

0)X

]
, 3(ς3 − ς1)/h

2
0 = χ2, (15)ãäå cn(z) � ýëëèïòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ßêîáè [9℄, χ èìååò ðàçìåðíîñòü è ñìûñë âîë-íîâîãî ÷èñëà â ðàìêàõ ëèíåéíîé ïîñòàíîâêè äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâîòîãî, ÷òî (15) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) ïðî-âîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé (15) â (11) è ïðèìåíåíèåì äè��åðåíöè-àëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè ßêîáè èç [9℄. Âîñïîëüçîâàâøèñüîïðåäåëåíèåì ïåðèîäà ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè ßêîáè [9℄, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ å¼êâàäðàòà ïåðèîä òî÷íî âäâîå ìåíüøå, èìååì �îðìóëó ðàñ÷åòà äëèíû ïåðèîäè÷å-ñêîé âîëíû (15) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

λ = (4/χ)K(k), 0 < k =
√

(ς3 − ς2)/(ς3 − ς1) < 1, (16)ãäå K(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà èç [9℄, k � ìîäóëü ýòî-ãî èíòåãðàëà. Ïîëàãàÿ ς2 = 0 â (15), (16) �îðìàëüíî ïîëó÷àåì �îðìóëû ðàñ÷åòàïðî�èëÿ âîëíû è ìîäóëÿ ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè, èñïîëüçîâàííûå â [1℄. Ïîòðåáó-åì, ÷òîáû ïîñòðîåííîå ðåøåíèå (15) äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÄÂ óäîâëåòâîðÿëî äîïîëíè-òåëüíîìó óñëîâèþ äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (4). Ïîäñòàâèì (15) â (4), ïðîâåäåì



Âîçáóæäåíèå êíîèäàëüíûõ âîëí 221èíòåãðèðîâàíèå, âûâîäèì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ïîäîøâû âîëíûâ å¼ âïàäèíå (çíà÷åíèå ìèíèìóìà äëÿ âîçâûøåíèÿ ïîâåðõíîñòè)
ς2 = (ς3 − ς2)[(1 − k2) −E(k)/K(k)]/k2, (17)ãäå E(k)� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ñîãëàñíî [9℄, ς3−ς2 = h′ �âûñîòà âîëíû. Èç óðàâíåíèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî, çàäàâøèñü âåëè÷èíîé âûñîòû âîëíû

h′ è çíà÷åíèåì ìîäóëÿ k, ìîæíî âíà÷àëå íàéòè äâà ïàðàìåòðà âîëíû ς2, ς3, à çàòåìñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ (16) íàéòè òðåòèé ïàðàìåòð âîëíû ς1. Èç (17) ïðè
k → 0, âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå ëèíåéíîé òåîðèè ς3 = −ς2.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Óèçåì Äæ. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíû. Ì.: Ìèð, 1977. 622 ñ.[2℄ Áõàòíàãàð Í. Íåëèíåéíûå âîëíû â îäíîìåðíûõ äèñïåðñíûõ ñèñòåìàõ. Ì.: Ìèð,1983. 136 ñ.[3℄ Êàðïìàí Â.È. Íåëèíåéíûå âîëíû â äèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ. Ì.: Íàóêà. 1973. 176 ñ.[4℄ Ìóðòè Ò.Ñ. Ñåéñìè÷åñêèå ìîðñêèå âîëíû öóíàìè. Ë.: �èäðîìåòåîèçäàò. 1981.448 ñ.[5℄ Ëåéáîâè÷ Ñ., Ñèáàññ À. Íåëèíåéíûå âîëíû: Ïðèìåðû äèññèïàòèâíûõ è äèñïåðãè-ðóþùèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè Áþðãåðñà è Êîðòåâåãà � äå Âðèçà. Ì.:Ìèð, 1977. Ñ. 113�150.[6℄ Âèíîãðàäîâà Ì.Á., �óäåíêî Î.Â., Ñóõîðóêîâ À.Ï. Òåîðèÿ âîëí. Ì.: Íàóêà, 1990.432 ñ.[7℄ Áðåõîâñêèõ Ë.Ì., �îí÷àðîâ Â.Â. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó ñïëîøíûõ ñðåä (â ïðèëî-æåíèè ê òåîðèè âîëí). Ì.: Íàóêà, 1982. 335 ñ.[8℄ Ñðåòåíñêèé Ë.Í. Âîëíîâûå äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Ì.: Íàóêà, 1977. 814 ñ.[9℄ �ðàäøòåéí È.Ñ., �ûæèê È.Ì. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé.Ì.: Íàóêà, 1971. 1108 ñ.Trepa
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e in heavyin
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h have free surfa
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ÇÀÏ�ÅÙÅÍÍÛÅ ÇÎÍÛ Â ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÛÕÔÎÍÎÍÍÛÕ Ê�ÈÑÒÀËËÀÕ Ï�È ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÈ ÏËÎÑÊÈÕP È SV ÂÎËÍÔîìåíêî Ñ.È., �îëóá Ì.Â.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÈññëåäóåòñÿ âëèÿíèå íåïðåðûâíîé íåîäíîðîäíîñòè (�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûåñëîè) íà ðàñïðîñòðàíåíèå è �èëüòðàöèþ óïðóãèõ âîëí â �îíîííûõ êðèñòàëëàõ. Êîëåáà-íèÿ â ñëîèñòîì �îíîííîì êðèñòàëëå ãåíåðèðóþòñÿ ïàäàþùåé P- èëè S-âîëíîé. Âîëíîâîåïîëå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà T-ìàòðèö, â òîì ÷èñëå ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî âûäå-ëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ T-ìàòðèöû, ÷òî ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì ïðè óâåëè-÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê â êðèñòàëëå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íàëè÷èå �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîéïðîñëîéêè ìåæäó óïðóãèìè ñëîÿìè â ÿ÷åéêå �îíîííîãî êðèñòàëëà ñóùåñòâåííî âëèÿ-åò íà çàïðåùåííûå çîíû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè: îíè ìîãóò ñäâèãàòüñÿ, ðàñøèðÿòüñÿ èëèñóæàòüñÿ ïðè óâåëè÷åíèè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ãðàäèåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðèâî-äÿòñÿ äèàãðàììû çàïðåùåííûõ çîí â çàâèñèìîñòè îò òîëùèí ñëîåâ, òèïà ïàäàþùåé âîë-íû è óãëà ïàäåíèÿ.1. Ââåäåíèå.Êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû ñ ïîëóïåðèîäè÷åñêîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé âíóòðåííåéñòðóêòóðîé â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷àþò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñàìûõðàçíûõ îòðàñëÿõ. Îíè óæå äàâíî íàøëè ïðèìåíåíèå â àâèà- è ìàøèíîñòðîåíèè,êîñìè÷åñêîé îòðàñëè, êàê êîìïîíåíòû íàíî- è ìåòàìàòåðèàëîâ. Òàê â îïòèêå èìèêðîýëåêòðîíèêå èñïîëüçóþòñÿ �îòîííûå êðèñòàëëû, ñîñòîÿùèå èç ñèñòåìû ïå-ðèîäè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé, ãäå çà÷àñòóþ íàáëþäàåòñÿ ý��åêò ïîÿâëåíèÿ çîíïîëíîãî íåïðîïóñêàíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñèãíàëà � çàïðåù¼ííûå çîíû. Âîëíîâûåÿâëåíèÿ â �îíîííûõ êðèñòàëëàõ ñõîæè ñ íàáëþäàåìûìè â �îòîííûõ êðèñòàë-ëàõ [1℄. Çäåñü òàêæå íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ èìåþò ìåñòî îáëàñòèïîëíîãî îòðàæåíèÿ âîëíîâîé ýíåðãèè îò ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû (çàïðåùåííûåçîíû) [2℄.Ïðè èçãîòîâëåíèè ñëîèñòûõ �îíîííûõ êðèñòàëëîâ ìåòîäîì íàïûëåíèÿ, ïðåñ-ñîâàíèåì èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ èçìåíåíèå�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ñëîÿ ê äðóãîìó ìîæåò ïðî-èñõîäèòü íå ñêà÷êîîáðàçíî, à íåïðåðûâíî ïî íåêîòîðîìó çàêîíó [3℄. Óïðóãèå ïå-ðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû óæå íàøëè ïðèëîæåíèÿ â �îêóñèðîâêå è íàïðàâëåííîìèçëó÷åíèè óïðóãèõ âîëí, îíè ñëóæàò �èëüòðóþùèìè ýëåìåíòàìè ïîâåðõíîñòíûõàêòóàòîðîâ, âõîäÿò â ñèñòåìû âèáðîãàøåíèÿ è ò. ä. Íàïðèìåð, äëÿ ãàøåíèÿ øóìàîò àâòîìîáèëåé âäîëü òðàññ óñòàíàâëèâàþòñÿ îãðàæäåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêè ðàñïî-ëîæåííûìè îòâåðñòèÿìè, ðàçìåð è ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ïîäáèðàåòñÿ ïó-òåì ìèíèìèçàöèè óðîâíÿ øóìà, à ïðè âîçáóæäåíèè âîëí àêòóàòîðàìè �îíîííûåêðèñòàëëû âûïîëíÿþò ðîëü �èëüòðîâ, ïîçâîëÿþùèå ãàñèòü ñèãíàë íà íåæåëà-òåëüíûõ ÷àñòîòàõ [4℄. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé,íà÷àòûõ â [5℄, ãäå ðàññìàòðèâàëèñü àíòèïëîñêèå êîëåáàíèÿ.



Çàïðåùåííûå çîíû â �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ �îíîííûõ êðèñòàëëàõ 2232. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è.�àññìàòðèâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå ω �îíîííîãî êðèñòàëëà,ïðåäñòàâëÿþùåãî èç ñåáÿ ïàêåò èç N ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ÿ÷ååê (ai−1 6

z 6 ai) ìåæäó äâóìÿ óïðóãèìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè (ðèñ. 1).
1 ячейка N  ячейка

A AA BA BA B

. . . . . . 

�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Âåêòîð ïåðåìåùåíèé u = {ux, uz} = {u1, u2} â óïðóãîé ñðåäå ñ ïëîòíîñòüþ ρóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ:
σij,j + ρω2ui = 0, i, j = 1, 2ãäå òåíçîð íàïðÿæåíèé σij âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé

ui è óïðóãèå ïîñòîÿííûå. Âîëíîâûå êîëåáàíèÿ â ñðåäå âîçáóæäàþòñÿ P èëè SVïëîñêîé âîëíîé ñ âîëíîâûì ÷èñëîì κ, ïàäàþùåé èç îáëàñòè z < 0 ïîä óãëîì θ:
uinc = eiκ cos θ z−iωt.Íà ãðàíèöàõ ñëîåâ z = zk (k = 1, 2, ..., K) çàäàíû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìå-ùåíèé è íàïðÿæåíèé.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïëîñêèõ âîëí, ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñâÿçüìåæäó çíà÷åíèÿìè îáîáùåííîãî âåêòîðà v = {ui, σij} íà ãðàíèöå ñëîÿ è çíà÷åíè-ÿìè âíóòðè, âûðàæàþùàÿñÿ â ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó íèìè:

v(z) = T (z, zk−1)v(zk−1), z ∈ [zk−1, zk].Çäåñü T (z, zk−1) � ìàòðèöà ïåðåíîñà (transfer matrix, T-ìàòðèöà), èìåþùàÿ ÿâ-íîå ïðåäñòàâëåíèå, çàâèñÿùåå îò óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñëîÿ, ÷àñòîòû êîëåáàíèé èòåêóùåé êîîðäèíàòû z.Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ïåðåíîñà Tc ÿ÷åéêè êðèñòàëëà òîëùèíû H = 1, ñîñòî-ÿùåé èç ñëîåâ A è B òîëùèíû hA è hB ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå èç �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ïðîñëîåê FGMAB è FGMBA ñ òîëùèíîé hF , èìååò âèä:
Tc = T (zBA, zB)T (zB, zAB)T (zAB, zA)T (zA, z0),ãäå z0 = ai−1, zA = z0+hA, zAB = zA+hF , zB = zAB+HB è zBA = ZB+hF = ai � êî-îðäèíàòû ñëîåâ êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì ìàòðèöû �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ïðî-ñëîåê àïïðîêñèìèðóåòñÿ íàáîðîì èç M îäíîðîäíûõ ñëîåâ. Ñïðàâåäëèâîñòü òàêîé



224 Ôîìåíêî Ñ. È., �îëóá Ì. Â.àïïðîêñèìàöèè ïîêàçàíà â [5℄. Òîãäà Ò-ìàòðèöà âñåãî êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç
N ÿ÷ååê, âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T = TNc = P−1 ΛN P,ãäå ΛN = diag{λN1 , λN2 , 1/λN1 , 1/λN2 } � äèàãîíàëüíàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà, λ1 è λ2 �ñîáñòâåííûå ÷èñëà, a P � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê æîðäàíîâîìó áàçèñó ìàòðèöû Tc.Àìïëèòóäû RL, RT , TL, TT îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí:
u− = uinc +RLu

−
L +RTu

−
T , u+ = TLu

+
L + TTu

+
T ,ãäå u±L è u±T � �îðìû ïðîøåäøèõ è îòðàæåííûõ P è SV âîëí, íàõîäÿòñÿ èçóñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ êðèñòàëëà. Äëÿ íèõ ïîëó÷åíî ïîëó-àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì âûäåëåíû ñèíãóëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå,âíîñèìûå ìàòðèöåé ΛN , ÷òî îáåñïå÷èâàåò ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ.3. Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ �îíîííîãî êðèñòàëëà íà �èëüòðàöèîííûåñâîéñòâà.
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a
0�èñ. 2. Çàïðåù¼ííûå çîíû â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ãðàäèåíòíîãî ñëîÿ.Â ïðèâåäåííûõ íèæå ðàñ÷åòàõ â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ èñïîëüçîâàëèñü îêñèäàëþìèíèÿ (A) è àëþìèíèé (B), çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå çàâèñè-ìîñòü �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ïàðàìåòðîâ îò z (çàêîí II) äàíû â [5℄.



Çàïðåùåííûå çîíû â �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ �îíîííûõ êðèñòàëëàõ 225Äëÿ àíàëèçà èñïîëüçóþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ æ
+ èîòðàæåíèÿ æ

− (ñì. íàïðèìåð [4℄), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ æ
+ + æ

− = 1. Êîý�-�èöèåíòû æ
± ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ðàçðåø¼ííûå è çàïðåù¼ííûå çîíû, òàê êàêâ çàïðåù¼ííûõ çîíàõ æ

+ → 0.
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θ
°°°�èñ. 3. Çàïðåù¼ííûå çîíû â çàâèñèìîñòè îò óãëà ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû. Ñâåòëûå çîíûñîîòâåòñòâóþò îòñóòñòâèþ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ïðîñëîéêè hF = 0.Íàëè÷èå �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé ìîæåò ñèëüíî âëèÿòü íàâîëíîâûå ïðîöåññû â �îíîííûõ êðèñòàëëàõ. Òàê íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî èçìåíåíèåçàïðåùåííûõ çîí ïðè âàðüèðîâàíèè òîëùèíû ãðàäèåíòíûõ ñëîåâ äëÿ âåðòèêàëü-íî (θ = 0) ïàäàþùèõ íà ãðàíèöó �îíîííîãî êðèñòàëëà P- è S-âîëí (ðèñóíêè a,áè â,ã). �àññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òîëùèíàìè ìàòåðèàëîâ

K = hA/hB, à èìåííî: K = 0.1 (ëåâûé ñòîëáåö) è K = 10 (ïðàâûé ñòîëáåö ðè-ñóíêà). Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé K âåëè÷èíà �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ïðîñëîéêèîêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàñïîëîæåíèå è �îðìó çàïðåùåííûõ çîí, ïðè-âîäÿ èõ ê ñäâèãó, ðàñøèðåíèþ èëè ñóæåíèþ â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Íà ãðà�èêàõçíà÷åíèÿ ïî îñè ÷àñòîò îòëîæåíû â íîðìèðîâàííîì âèäå ωa0/2πcA a0 = H , cA �ñêîðîñòü S-âîëíû â ïîëóïðîñòðàíñòâå.Òîíêèå ëèíèè íà ðèñ. 2 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè çàðîæäåíèÿ çàïðåùåííûõ çîí, êî-òîðûå ðàçâèâàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì óãëà. Â ÷àñòíîñòè ýòî âèäíî èç ðèñ. 3, ãäå äëÿP- è S-âîëí (âåðõíèå è íèæíèå ðèñóíêè ñîîòâåòñòâåííî), ïðèõîäÿùèõ èç áåñêî-íå÷íîñòè è âûçûâàþùèõ êîëåáàíèÿ â ñðåäå, ïîêàçàíî âëèÿíèå óãëà ïàäåíèÿ íà



226 Ôîìåíêî Ñ. È., �îëóá Ì. Â.âîëíîâûå ïðîöåññû â �îíîííûõ êðèñòàëëàõ. �èñ. 3(à,â) ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíåãðàäèåíòíûõ ñëîåâ hf = 0.25, âòîðîé hf = 0.5, â îáîèõ ñëó÷àÿõ K = 1. Ñâåòëû-ìè îáëàñòÿìè ïîêàçàíû çàïðåùåííûå çîíû â �îíîííîì êðèñòàëëå â îòñóòñòâèèãðàäèåíòíûõ ïðîñëîåê (hf = 0), äåìîíñòðèðóþùèå ðàçíèöó ìåæäó âîëíîâûìèïðîöåññàìè â ñëîèñòîì è �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòîì êðèñòàëëå. C óâåëè÷åíèåì θäî ãîðèçîíòàëüíîãî óãëà ïàäåíèÿ (θ = 90◦) çàïðåùåííûå çîíû äå�îðìèðóþòñÿ èðàñøèðÿþòñÿ.Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå �èëüòðàöè-îííûõ ñâîéñòâ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ �îíîííûõ êðè-ñòàëëàõ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå �óíêöèîíàëüíîé ãðàäèåíòíîñòè íà âîëíîâîå ïîëåâ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû � 2012-1.2.2-12-000-1002-039,ãðàíòà Ìèíîáðíàóêè è �åðìàíñêîé ñëóæáû àêàäåìè÷åñêèõ îáìåíîâ DAAD (ïðîåêò� 10.60.2011) è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.
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ÏËÎÑÊÀß ÊÎÍÒÀÊÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎ�ÎÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î ÎÑÍÎÂÀÍÈß×åáàêîâ Ì.È., Àáðàìîâè÷ Ì.Â., Êîëîñîâà Å.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè î âçàèìîäåéñòâèè àá-ñîëþòíî æåñòêîãî öèëèíäðà ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ,ñîñòîÿùåãî èç äâóõ êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ æåñòêî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîéè ñ óïðóãèì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè ýòîì ñëîè è ïðîñòðàíñòâî èìåþò ðàçëè÷íûå óïðóãèåïîñòîÿííûå. Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèéâïåðâûå ïîëó÷åíû òî÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (ÈÓ) ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâ-ëåííûì ðÿäîì â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ÿäðà ÈÓ, â òîì÷èñëå ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñèìâîëîâ ÿäåð ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ââèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïðîèçâåäåíèÿì ñòåïåíåé ìîäóëåé ñäâèãà ñëîåâ è ïîëóïðîñòðàíñòâà.Èçëîæåíà ñõåìà ðåøåíèÿ ÈÓ ïðÿìûì ìåòîäîì êîëëîêàöèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó-÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. �àññ÷è-òàíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ðàçìåðû îáëàñòè êîíòàêòà, âçàèìîñâÿçèïåðåìåùåíèÿ øòàìïà è äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèëû â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ èìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîåâ è ïðîñòðàíñòâà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ-÷åòîâ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè. Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ îäíîñëîéíûõ èäâóõñëîéíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îñíîâàíèé ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå ([1�5℄ è äð.).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ, z) ðàñ-ñìîòðèì äâà öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîÿ R1 6 r 6 R2 è R2 6 r 6 R3 , êîòîðûå æåñòêîñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ïî ãðàíèöå r = R2, à ïîâåðõíîñòü r = R3 æåñòêî ñîåäèíåíàñ óïðóãèì ïðîñòðàíñòâîì r 6 R3. Ïóñòü â ïîâåðõíîñòü r = R1 ñèëîé P âäàâëè-âàåòñÿ øòàìï â �îðìå öèëèíäðà ðàäèóñà R0 = R1 −△ ñ òî÷êîé ïåðâîíà÷àëüíîãîêàñàíèÿ ϕ = 0, r = R1 . Ñèëà P íàïðàâëåíà âäîëü ëó÷à ϕ = 0, âåëè÷èíà △ ìàëà.Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ëàìå (ïëîñêàÿäå�îðìàöèÿ).Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé σ(1)
r (R1, ϕ) = −q(ϕ) ïî-ëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

θ∫

−θ

q(t)k(t− ϕ)dt = πf(ϕ)(−θ 6 ϕ 6 θ) , (1)
k(y) =

A

2
+

∞∑

n=1

L(n) cos ny , (2)
L(u) =

L1(u)

L2(u)
, A = L(0) , f(ϕ) =

G1

R1(1 − ν1)
[δ cosϕ−△(1 − cosϕ)] , (3)
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Gi � ìîäóëü ñäâèãà, νi � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà äëÿ ñëîåâ è ïðîñòðàíñòâà (i =
1, 2, 3).Â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (1)�(2) òðàíñ�îðìàíòà ÿäðà L(u) ïîëó÷åíà ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple, îíà äîâîëüíî ãðî-ìîçäêà è ïîýòîìó íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîëíîñòüþ ïðèâåñòè åå çäåñü, íîîñíîâíûå åå ñâîéñòâà èçó÷åíû, íàïðèìåð, �óíêöèè L(u) ïðåäñòàâèìû ïðè u > 2 ââèäå
Li(u) = G2

31η
i
02(u) +G21G31η

i
11(u) +G21G

2
31η

i
12(u) +G2

21η
i
20(u) +G2

21G31η
i
21(u) +

+G2
21G

2
31η

i
22(u) +G3

21η
i
30(u) +G3

21G31η31(u)
i +G4

21η
i
40(u) , (4)à ïðè u = 1 è u = 0 èìååì

Li(1) = G2
31β

i
02 +G21G31β

i
11 +G21G

2
31β

i
12 +G2

21β
i
20 +G2

21G31β
i
21 +G2

21G
2
31β

i
22 +

+G3
21β

i
30 +G3

21G31β
i
31 , (5)

Li(0) = G31æ
i
01 +G21æ

i
10 +G21G31æ

i
11 +G2

21æ
i
20 , (6)ãäå Gj1 = Gj/G1, à íàéäåííûå �óíêöèè ηinm(u) è ïîñòîÿííûå βinm, æ

i
nm ñîäåð-æàò ñòåïåííûå, ïîêàçàòåëüíûå è ëîãàðè�ìè÷åñêèå �óíêöèè ïîñòîÿííûõ, çàâèñÿòòîëüêî îò êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñëîåâ è îòíîñèòåëüíûõ ðàäèóñîâ

r2 = R2/R1, r3 = R3/R1.Îòìåòèì, ÷òî çäåñü äëÿ Li(u) ïðè G31 6= ∞ íå âûïîëíÿþòñÿ ïðåäåëüíûå ïåðå-õîäû ïðè u → 0 è u→ 1 ñîîòâåòñòâåííî ê çíà÷åíèÿì Li(0) è Li(1), íî ïðè G31 = ∞ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ.Â âèäó ñèëüíîé ãðîìîçäêîñòè �óíêöèé ηinm(u) è ïîñòîÿííûõ βinm çäåñü îíè íåïðèâîäÿòñÿ, íî æ
i
nm èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä

æ
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2)(r

2
2 − 2ν1 + 1)(2ν2 − 1) , æ

1
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2ν2 − r2
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3) ,

æ
1
11 = (r2

2 − 1)(−2r2
3ν2 + r2
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3)(2ν1 − 1) , æ

1
20 = (r2

3 − r2
2)(r

2
2 − 1)(2ν1 − 1) ,

æ
2
01 = 2(r2

3 − r2
2)(r

2
2 − 1)(2ν2 − 1)(ν1 − 1) , æ

2
10 = 2(r2

2 − 1)(2r2
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3)(ν1 − 1) ,

æ
2
11 = 2(2r2

2ν1−r2
2−1)(−2r2

3ν2+r
2
2+r2

3)(ν1−1) , æ
2
20 = 2(r2

3−r2
2)(2r

2
2ν1−r2

2−1)(ν1−1) .Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (4)�(6) ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå �óíêöèè
L(u) â òîì ÷èñëå è íà áåñêîíå÷íîñòè

L(u) = 1/u+O(1/u2) , (u→ ∞) . (7)Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (7), ïðåäñòàâèì L(u) â âèäå
L(u) = 1/u+K(u) , (8)è, âîñïîëüçîâàâøèñü çíà÷åíèåì ðÿäà [6℄

n∑

k=1

cos nt

n
= − ln

∣∣∣2 sin
t

2

∣∣∣ ,



Ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõñëîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ 229ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ïðåäñòàâèì â âèäå
k(t) =

A

2
− ln

∣∣∣2 sin
t

2

∣∣∣+
∞∑

k=1

K(n) cosnt . (9)�åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ÿäðîì (9) ïîëó÷èì ïðÿìûì ìåòîäîìêîëëîêàöèè, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [7℄, ãäå ïðåäëîæåí åãî àëãî-ðèòì è ïðèâåäåíî ñîîòâåòñòâóþùåå îáîñíîâàíèå. Ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ èíòå-ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7), (9) ïî ñëåäóþùåé ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [7℄, äëÿ íà-õîæäåíèÿ çíà÷åíèé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé q(ψ) â óçëàõ êîëëîêàöèè ψ = ψj =
−θ + ε/2 + ε(j − 1), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ε
N∑

i=1

aijqj = bi (i = 1, 2, . . . , N) , (10)
aij =

A

2
− ln

∣∣∣2 sin
ε(i− j)

2

∣∣∣+
N∑

n=1

cos nε(i− j) (i 6= j) ,

aii = −
(
ln
ε

2
− 1
)
, bi = πf(ϕi) . (11)Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñèñòåìû (10)�(11) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà èìååò äèà-ãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó. Ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿñâÿçü

ai+1,j+1 = ai,j (i > j) , aij = aji , (12)ñëåäîâàòåëüíî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî êîý��èöèåíòû ïåðâîé ñòðîêè, àèìåííî a1j , âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñèñòåìû áóäóò âûðàæàòü ÷åðåç íèõ, ÷òî çíà-÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû aij ñèñòåìû(10)�(11).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëû P , äåéñòâóþùåé íà øòàìï, ïîëó÷èì
P = εR1

N∑

i=1

qi cosψi . (13)Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû êîíòàêòíûõ íà-ïðÿæåíèé, âåëè÷èíû îáëàñòè êîíòàêòà −θ 6 ϕ 6 θ , âåëè÷èíû ïðèëîæåííîé êøòàìïó ïðèâåäåííîé ñèëû P/G1 ïðè çàäàííîì âåðòèêàëüíîì ïåðåìåùåíèè øòàì-ïà δ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ãåîìåòðè÷åñêèõ (R1, r2 = R2/R1, r3 = R3/R1, △) èìåõàíè÷åñêèõ (Gi1, νi) ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.Ïðåäâàðèòåëüíî áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ðàñ÷åòîâ ïóòåì ñðàâ-íåíèÿ ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ñëó÷àå G31 = ∞, G21 = 1, ν1 = ν2 ñ ðåçóëüòàòàìè,ïîëó÷åííûìè ïðè ðåøåíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî öèëèíäðè÷åñêîãîñëîÿ äðóãèì àíàëèòè÷åñêèì (àñèìïòîòè÷åñêèì) ìåòîäîì â [1℄. Âû÷èñëåíèÿ ïðî-âîäèëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N ñ öåëüþ êîíòðîëÿ ñõîäèìîñòè ðàñ÷åòíîéñõåìû. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî íàáëþäàåòñÿ óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ óâåëè÷åíèåì÷èñëà óðàâíåíèé N ñèñòåìû (10) è ïðè N > 2001 îíè ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿëèñü



230 ×åáàêîâ Ì.È., Àáðàìîâè÷ Ì.Â, Êîëîñîâà Å.Ì.è ñîâïàäàëè ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåò-ðàõ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [1℄.Â òàáëèöàõ 1, 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåííûõ êîíòàêòíûõ íà-ïðÿæåíèé qn = q(ϕn)/G1 · 103, ϕn = θn/5 (n = 0, 1, 2, 3, 4 ), äåéñòâóþùåé íà øòàìïïðèâåäåííîé ñèëû P ∗ = P/G1 · 103 è îáëàñòè êîíòàêòà θ â ãðàäóñàõ ïðè G31 = 1,
δ = 0.00005, ∆ = 0.00001, R1 = 0.1, ν1 = ν2 = ν3 = 0.3 è íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ R21,
R31 è G21. Â òàáëèöå 1 R21 = 1.2, R31 = 1.4, à â òàáëèöå 2 R21 = 1.01, R31 = 1.05.Íà ðèñóíêàõ 1 à, á ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïðèâåäåííûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé
q∗ = q(ϕ)/G1 ïðè δ = 0.00005, △ = 0.00001, R1 = 0.1, G31 = 1, ν1 = ν2 = ν3 = 0.3ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ G21 è R21 = 1.2, R31 = 1.4 (ðèñ. 1 à) è R21 = 1.01,
R31 = 1.05 (ðèñ. 1 á). Íà ðèñóíêàõ ïî ãîðèçîíòàëè îòëîæåí óãîë ϕ â ãðàäóñàõ.� P ∗ θ q0 q1 q2 q3 q4 G212 0.228 74.6 1.44 1.40 1.27 1.07 0.770 0.55 0.311 75.5 1.92 1.87 1.72 1.47 1.08 1.57 0.340 76.3 2.09 2.03 1.88 1.61 1.17 211 0.395 77.8 2.40 2.34 2.16 1.85 1.35 312 0.448 79.5 2.69 2.62 2.42 2.08 1.51 413 0.502 80.7 3.00 2.92 2.69 2.31 1.68 5Òàáëèöà 1.� P ∗ θ q0 q1 q2 q3 q4 G212 0.260 74.8 1.73 1.56 1.34 1.29 0.966 0.55 0.288 74.9 1.79 1.75 1.61 1.37 0.993 1.57 0.297 75.1 1.84 1.80 1.65 1.41 1.02 211 0.314 75.9 1.94 1.89 1.74 1.48 1.08 312 0.330 76.5 2.02 1.97 1.81 1.55 1.13 413 0.346 77.2 2.11 2.06 1.90 1.61 1.18 5Òàáëèöà 2.

�èñ. 1. Êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ.



Ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõñëîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî îñíîâàíèÿ 231�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 11-08-00909, 11-08-12087-î�è-ì-2011).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì. ×åáàêîâ Ì.È.Ê òåîðèè ðàñ÷åòà öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà //ÌÒÒ. 2004. � 1. Ñ. 22�30.[2℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì. ×åáàêîâ Ì.È. Ê òåîðèè ðàñ÷åòà öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà //Èçâ. �ÀÍ. 2009. � 3. Ñ. 163�170.[3℄ ×åáàêîâ Ì.È. Èâàíî÷êèí Ï. �. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ äâóõñëîéíîãî öèëèíäðè÷å-ñêîãî îñíîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ñèë òðåíèÿ // Òðåíèå è èçíîñ. 2008. � 6. Ñ. 647�653.[4℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì.Êîâàëåíêî Å.Â. Çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ñî ñìåøàííûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ì.: Íàóêà, 1986. 334 ñ.[5℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì.×åáàêîâ Ì.È. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ òåî-ðèè óïðóãîñòè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 304 ñ.[6℄ Ïðóäíèêîâ À.Ï. Áðû÷êîâ Þ.À.Ìàðè÷åâ Î.È. Èíòåãðàëû è ðÿäû. Ì.: �ëàâíàÿ ðå-äàêöèÿ �èç.-ìàò. ëèòåðàòóðû, 1981. 800 ñ.[7℄ Âîðîíèí Â.Â. Öåöåõî Â.À. ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1 ðîäà ñëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäîì èíòåðïîëÿöèè è êîëëîêàöèè // Æ.âû÷èñë.ìàòåìàòèêè è ìàò. �èçèêè. 1981. Ò. 21. � 1. Ñ. 40�53.Chebakov M. I., Abramovi
h M.V., Kolosova E.M. Plane 
onta
t problem fora three-layer 
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ore IE,in
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al and me
hani
al properties of the layers and spa
e. A 
omparison of the 
al
ulationresults has been made 
ases to previously known.



ÏÎÒÅ�ß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ Ê�Ó�ËÛÕ ÏËÈÒ ÈÇÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂØåéäàêîâ Ä.Í.∗, Øåéäàêîâ Í.Å.∗∗
∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (�ÈÍÕ)Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ òåë ïðîâåäåí àíàëèç âûïó÷èâàíèÿêðóãëîé ïëèòû ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè-ðàñòÿæåíèè. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïëèòû èñ-ïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ìèêðîïîëÿðíîé ñïëîøíîé ñðåäû. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîêðèòè÷åñêî-ãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëèòû â óñëîâèÿõ áîëüøèõ äå�îðìàöèéïðèìåíÿëñÿ ïîëóîáðàòíûé ìåòîä íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ëèíå-àðèçàöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíî-ãî ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ðåøåíû ÷èñëåííî äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ. Íàéäåíûñïåêòðû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòà ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèåèì ìîäû âûïó÷èâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïðîàíàëèçèðîâàí ðàçìåðíûéý��åêò è èçó÷åíî âëèÿíèå óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà áè�óðêàöèþ ðàâíîâåñèÿ.1. Íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå íåîäíîðîäíîé ïëèòû. �àññìîò-ðèì êðóãëóþ ïëèòó ðàäèóñà r1 è òîëùèíû H , âûïîëíåíóþ èç �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ìàòåðèàëà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåäåíèå ïëèòû îïèñûâàåòñÿ ìîäå-ëüþ ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãî òåëà. Ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè (ðàñòÿæåíèè) ïëèòûïîëîæåíèå ÷àñòèöû â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè çàäàåòñÿ ðàäèóñ âåêòîðîì R:
R = αr , 0 6 r 6 r1 ,

Φ = ϕ , 0 6 ϕ 6 2π ,
Z = f(z) , |z| 6 H/2 , (1)

R = αreR + f(z)eZ . (2)Çäåñü r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè (ëàãðàí-æåâû êîîðäèíàòû), R,Φ, Z � ýéëåðîâû öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, {er, eϕ, ez}è {eR, eΦ, eZ} � îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå áàçèñû ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðîâûõêîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, α � êîý��èöèåíò ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ, f(z) � íåêî-òîðàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ òîëùèííóþ äå�îðìàöèþ íåîäíî-ðîäíîé ïëèòû.Êðîìå òîãî, çàäàí ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà H, êîòî-ðûé õàðàêòåðèçóåò ïîâîðîò ÷àñòèöû ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû è ïðè ðàññìàòðèâàå-ìîé äå�îðìàöèè ðàâåí:
H = er ⊗ eR + eϕ ⊗ eΦ + ez ⊗ eZ . (3)Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (1), (2), ãðàäèåíò äå�îðìàöèè C ðàâåí (çäåñü èäàëåå ′ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî z):

C = grad R = αer ⊗ eR + αeϕ ⊗ eΦ + f ′ez ⊗ eZ . (4)



Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïëèò èç �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ 233ãäå grad � ãðàäèåíò â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.Èç ñîîòíîøåíèé (3), (4) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè L ðàâåííóëþ
L ×E = − (gradH) ·HT = 0 ,à ìåðà äå�îðìàöèè òèïà Êîøè Y âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y = C · HT = αer ⊗ er + αeϕ ⊗ eϕ + f ′ez ⊗ ez . (5)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ïëèòû èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå è îïèñûâà-þòñÿ ìîäåëüþ �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà, óäåëüíàÿ ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé òåíçîðîâ
Y −E è L:

W (Y,L) = 1
2
λ(z)tr2 (Y − E) + 1

2
(µ(z) + æ(z)) tr

(
(Y −E) · (Y − E)T

)
+

+1
2
µ(z)tr (Y − E)2 + 1

2
γ1(z)tr

2L + 1
2
γ2(z)tr

(
L · LT

)
+ 1

2
γ3(z)tr L2 .

(6)Çäåñü λ(z), µ(z) � �óíêöèè, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâËÿìå, æ(z), γ1(z), γ2(z), γ3(z) � �óíêöèè, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå ìèêðîïîëÿð-íûõ ïàðàìåòðîâ, E � åäèíè÷íûé òåíçîð.Èç âûðàæåíèé (3), (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåîäíîðîäíîé ïëèòû òåíçîð ìîìåíòíûõíàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû G ïðè äå�îðìàöèè ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ (1)�(3) ðàâåííóëþ
G =

∂W

∂L
· H =

(
γ1(z) (trL)E + γ2(z)L + γ3(z)L

T
)
· H = 0 ,à òåíçîð íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû D ðàâåí

D = ∂W
∂Y

· H =
(
λ(z)tr (Y−E)E + µ(z)

(
YT −E

)
+(µ(z) + æ(z))(Y−E)

)
· H=

= (λ(z)s+ χ(z) (α− 1)) (er ⊗ eR + eφ ⊗ eΦ) + (λ(z)s+ χ(z) (f ′ − 1)) ez ⊗ eZ ,

s = 2α+ f ′ − 3 , χ(z) = 2µ(z) + æ(z) . (7)Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè îòñóòñòâèèìàññîâûõ ñèë è ìîìåíòîâ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
divD = 0 , divG +

(
CT · D

)
× = 0 , (8)ãäå div � äèâåðãåíöèÿ â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ. Ñèìâîë × îçíà÷àåò âåêòîðíûéèíâàðèàíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëèòû (z = ±H/2) îòñóòñòâóþòâíåøíèå íàãðóçêè, à íà ïëîñêîñòè z = 0 íåò âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ:

ez · D|z=±H/2 = 0 , f (0) = 0 . (9)�åøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó (8), (9) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (7), íàõîäèì íåèçâåñòíóþ�óíêöèþ f :
f(z) =

∫
2 (1 − α)λ (z)

λ (z) + 2µ (z) + æ (z)
dz + z + C ,



234 Øåéäàêîâ Ä.Í., Øåéäàêîâ Í.Å.ãäå ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ C îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ f (0) = 0. Â ÷àñòíîìñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåð èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ λ, µ,æ ïî òîëùèíå îäèíà-êîâ
λ (z) = λ0ξ (z) , µ (z) = µ0ξ (z) , æ (z) = æ0ξ (z) ,âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè f èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä:

f(z) = α3z , α3 = 1 +
2λ0(1 − α)

λ0 + 2µ0 + æ0
.2. Áè�óðêàöèÿ ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíîé ïëèòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî-ìèìî îïèñàííîãî âûøå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíîé ïëèòû ïðè òåõ æåâíåøíèõ íàãðóçêàõ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî áëèçêîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, îïðå-äåëÿåìîå ðàäèóñ-âåêòîðîì R + ηv è òåíçîðîì ìèêðîïîâîðîòà H − ηH × ω. Çäåñü

η � ìàëûé ïàðàìåòð, v � âåêòîð äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé, ω � ëèíåéíûé âåêòîðäîáàâî÷íîãî ïîâîðîòà, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëûé ïîâîðîò ÷àñòèö ìèêðîïîëÿðíîéñðåäû, îòñ÷èòûâàåìûé îò íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.Âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèÿìè:
divD• = 0 , divG• +

[
gradvT · D + CT · D•]

× = 0 , (10)
D• =

d

dη
D (R + ηv,H− ηH × ω)

∣∣∣∣
η=0

, G• =
d

dη
G (R + ηv,H− ηH× ω)

∣∣∣∣
η=0

,ãäå D• è G• � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèéòèïà Ïèîëû. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ìà-òåðèàëà (6) äëÿ ýòèõ òåíçîðîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
D• =

(
λ (trY•)E + (µ+ æ)Y• + µY•T) · H−

−
(
λtr (Y − E)E + µ

(
YT − E

)
+ (µ+ æ) (Y − E)

)
· H × ω ,

(11)
G• =

(
γ1 (trL•)E + γ2L

• + γ3L
•T) · H −

(
γ1 (trL)E + γ2L + γ3L

T
)
· H × ω , (12)

Y• = (gradv + C × ω) · HT , L• = grad ω · HT .ÇäåñüY• � ëèíåàðèçîâàííàÿ ìåðà äå�îðìàöèè òèïà Êîøè, L• � ëèíåàðèçîâàííûéòåíçîð èçãèáíûõ äå�îðìàöèé.Ëèíåàðèçîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëèòû
(z = ±H/2) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ez · D•|z=±H/2 = 0 , ez · G•|z=±H/2 = 0 . (13)Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà êðàþ ïëèòû (r = r1) îòñóòñòâóþò ñèëû òðåíèÿ è çàäàíîïîñòîÿííîå íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ëèíåàðèçîâàí-íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:
er ·D• · eΦ|r=r1 = er · D• · eZ |r=r1 = er · v|r=r1 = 0 ,

er ·G• · eR|r=r1 = eϕ · ω|r=r1 = ez · ω|r=r1 = 0 .
(14)



Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïëèò èç �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ 235Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé v è âåêòîðà äîáà-âî÷íîãî ïîâîðîòà ω â áàçèñå ýéëåðîâûõ êîîðäèíàò:
v = vReR + vΦeΦ + vZeZ , ω = ωReR + ωΦeΦ + ωZeZ . (15)Âûðàæåíèÿ (10) îïèñûâàþùèå âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîä-íîé ïëèòû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 6 óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò-íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé vR, vΦ, vZ , ωR, ωΦ, ωZ òðåõ ïåðåìåííûõ r, ϕ, z.Ïîäñòàíîâêà

vR = VR (r, z) cosnϕ , ωR = ΩR (r, z) sinnϕ ,

vΦ = VΦ (r, z) sin nϕ , ωΦ = ΩΦ (r, z) cosnϕ , n = 0, 1, 2, ...

vZ = VZ (r, z) cosnϕ , ωZ = ΩZ (r, z) sinnϕ ,ïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ ïåðåìåííîé ϕ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, ñâîäÿ èññëåäîâàíèå óñòîé-÷èâîñòè ê ðåøåíèþ îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (10), (13), (14) äëÿ ñèñòåìû 6 óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ r, z.3. Îñåñèììåòðè÷íûå �îðìû âîçìóùåííîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó-÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé (n = 0) èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâêè
vR = VR (z) J1 (βr) , vΦ = 0 , vZ = VZ (z) J0 (βr) ,

ωR = 0 , ωΦ = ΩΦ (z) J1 (βr) , ωZ = 0 ,
(16)

β = ζm/r1 , J1 (ζm) = 0 , m = 1, 2, ...ïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ ïåðåìåííîé r â óðàâíåíèÿõ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è ïîç-âîëÿåò óäîâëåòâîðèòü ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (14) íà êðàþ ïëèòû.Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3)�(5), (7), (11), (12), (15), (16), óðàâíåíèÿ íåéòðàëü-íîãî ðàâíîâåñèÿ (10) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(µ+ æ)V ′′

R + (µ′ + æ
′)V ′

R − (λ+ χ) β2VR − (λ+ µ)βV ′
Z−

−βµ′VZ + θΩ′
Φ + θ′ΩΦ = 0 ,

(λ+ χ)V ′′
Z + (λ′ + χ′)V ′

Z − (µ+ æ) β2VZ + (λ+ µ) βV ′
R+

+βλ′VR − θβΩΦ = 0 ,

γ2Ω
′′
Φ + γ′2Ω

′
Φ + [(α + f ′) θ − γ2β

2] ΩΦ − θV ′
R − βθVZ = 0 .

(17)
Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè çäåñü èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

θ = λs+ µ (α + f ′) − χ .Ëèíåàðèçîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13) íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëèòûïðèìóò âèä:
(µ+ æ)V ′

R − µβVZ + θΩΦ = 0 , βλVR + (λ+ χ)V ′
Z = 0 , Ω′

Φ = 0 . (18)



236 Øåéäàêîâ Ä.Í., Øåéäàêîâ Í.Å.Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîé êðóãëîé ïëèòû â ñëó-÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé êðà-åâîé çàäà÷è (17), (18) äëÿ ñèñòåìû 3 îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé.4. Ñèììåòðè÷íàÿ ïëèòà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè �óíêöèè, îïèñûâàþ-ùèå èçìåíåíèå óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ïëèòû ïî òîëùèíå, ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, ò. å.
λ(z) = λ(−z), µ(z) = µ(−z), æ(z) = æ(−z), γ1(z) = γ1(−z), γ2(z) = γ2(−z),
γ3(z) = γ3(−z), òî êðàåâàÿ çàäà÷à (17), (18) èìååò äâà íåçàâèñèìûõ êëàññà ðå-øåíèé. Ïåðâûé êëàññ îáðàçîâàí ðåøåíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ïðîãèá ïëèòû ÿâëÿ-åòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåé òîëùèííîé êîîðäèíàòû z (ñèììåòðè÷íûå �îðìû ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè):

VR(z) = VR(−z) , VZ(z) = −VZ(−z) , ΩΦ(z) = −ΩΦ(−z) .Äëÿ ðåøåíèé âòîðîãî êëàññà, íàîáîðîò, ïðîãèá � ÷åòíàÿ �óíêöèèÿ z (èçãèáíûå�îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè):
VR(z) = −VR(−z) , VZ(z) = VZ(−z) , ΩΦ(z) = ΩΦ(−z) .Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó êðàåâîé çàäà÷è 17), (18), ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé-÷èâîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü âåðõíþþ ïîëîâèíó íåîäíîðîäíîé ïëèòû

(0 6 z 6 H/2). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z = 0 ñëåäóþò èç ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè�óíêöèé VR, VZ ,ΩΦ:a) äëÿ ïåðâîãî êëàññà ðåøåíèé:
V ′
R(0) = VZ(0) = ΩΦ(0) = 0 , (19)b) äëÿ âòîðîãî êëàññà ðåøåíèé:
VR(0) = V ′

Z(0) = Ω′
Φ(0) = 0 . (20)Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé íåîäíîðîäíîé ïëèòû, èññëåäîâàíèåóñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ �(17), (18), (19) è (17), (18), (20) � äëÿ ñèñòåìû 3 îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíòû 11-08-01152-à è 12-01-00038-à).Sheydakov D.N., Sheydakov N.E. Bu
kling of 
ir
ular plates made of fun
tionallygraded materials. In the framework of a general stability theory for three-dimensional bodiesthe bu
kling analysis has been 
arried out for a 
ir
ular plate subje
t to radial 
ompression.To des
ribe the behavior of a plate, the Cosserat 
ontinuum model has been used. Also, itwas assumed that the elasti
 properties of the plate vary through thi
kness. The linearizedequilibrium equations have been derived for an inhomogeneous 
ir
ular plate. By solvingthese equations numeri
ally, for some spe
i�
 materials the 
riti
al spe
tra of relative radial
ompression have been found. The size e�e
t and in�uen
e of elasti
 properties on the bu
klinghas been analyzed for 
ir
ular plates made of fun
tionally graded materials.



ÊÎËÅÁÀÍÈß ÎÁÎËÎ×ÅÊ Ñ ÎÒ�ÈÖÀÒÅËÜÍÛÌÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÌ ÏÓÀÑÑÎÍÀÞäèí À. Ñ., Þäèí Ñ. À.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÀíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå èçìåíåíèé êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà îò ïîëîæèòåëüíûõ çíà-÷åíèé ê îòðèöàòåëüíûì íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè óðîâíåé âèáðàöèèêîíñòðóêòèâíî-àíèçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.Ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå ñîçäàíèÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ êîìïîçèöèîííîãî òèïà,îáëàäàþùèõ îòðèöàòåëüíûì êîý��èöèåíòîì Ïóàññîíà (ÎÊÏ), [1, 2℄. Òàê, â [1℄óêàçûâàåòñÿ íà íåîáû÷íîå êîíñòðóêöèîííîå ïîâåäåíèå òàêèõ ìàòåðèàëîâ. Îáñóæ-äàþòñÿ íåêîòîðûå êîíöåïöèè ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèòîâ ñëîæíîé ñòðóêòóðû, êîòîðûåïðè ìàêðîäå�îðìàöèè ïðîÿâëÿþò ñåáÿ êàê ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì êîý��è-öèåíòîì Ïóàññîíà. Â ÷àñòíîñòè, ïîäîáíûì îáðàçîì äå�îðìèðóþòñÿ êîìïîçèòû,àðìèðîâàííûå æåñòêèìè âîëîêíàìè îâàëüíîãî ñå÷åíèÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè èêðèâîëèíåéíûìè íèòåâèäíûìè âîëîêíàìè â îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè.Àêòóàëåí àíàëèç ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíèå ìàòåðèàëîâñ ÎÊÏ ìîæåò èìåòü ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ìàòåðèàëàìè.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ äèñ-ñèïàòèâíûõ îáîëî÷åê ñ òî÷êè çðåíèÿ âèáðîãàøåíèÿ. Íà ïðèìåðå êîíñòðóêòèâíî-àíèçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå èçìåíåíèé êîý�-�èöèåíòà Ïóàññîíà îò ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ê îòðèöàòåëüíûì íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè óðîâíåé âèáðàöèè.�àññìîòðèì êðóãîâóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó, ïîäêðåïëåííóþ ðåáðàìèïðîäîëüíîãî è îêðóæíîãî íàïðàâëåíèé ñ îñíîâíîé ïîâåðõíîñòüþ ðàäèóñà R. Ïðè-ìåì: α1 = x � ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, α2 = ϕ � îêðóæíàÿ êîîðäèíàòà, A1 = A2 =
R � êîý��èöèåíòû Ëÿìý. Ñíèìåì îêðóæíóþ êîîðäèíàòó ϕ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôó-ðüå. �àçëîæåíèå â ðÿäû âûïîëíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîìïîíåíòû íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) u, v, θ1, E11, E22, K11, K22, T11, T22, M11, M22,
Q11 ïðåäñòàâèì ïî cos(nϕ), à êîìïîíåíòû v, θ2, E12, K12, S, H, Q22 ïî sin(nϕ). Ýòîñîîòâåòñòâóåò íàãðóçêå, ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà îòñ÷å-òà îêðóæíîé êîîðäèíàòû.Ïî ìåòîäó êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ñîîòâåòñòâóþùèå n-é îêðóæíîé ãàðìîíèêåóðàâíåíèÿ êîëåáàíèé îáîëî÷êè íà ÷àñòîòå Ω ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó:

T ′
11n + nSn + ρ1Ω

2un + q1n = 0, S ′
n +Q22n − nT22n + ρ1Ω

2vn + q2n = 0, (1)
Q′

11n + nQ22n − T22n + ρ1Ω
2wn + q3n = 0,

M ′
11n + nHn −Q11n/ε1 = 0, H ′

n − nM22n −Q22n/ε1 = 0. (2)Ýòè óðàâíåíèÿ äîïîëíÿþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèìè è �èçè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìèñ ïåðåõîäîì ê áåçðàçìåðíîé �îðìå [3℄.



238 Þäèí À.Ñ., Þäèí Ñ.À.Íàèáîëåå ïðîñòî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ äëÿ ñâîáîäíîãî îïèðàíèÿòîðöîâ (óñëîâèé Íàâüå): v = 0,M11 = 0, T11 = 0, w = 0. Ýòèì óñëîâèÿì è îäíîðîä-íûì (qin = 0) óðàâíåíèÿì (1), (2) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèå �îðìû ñîáñòâåííûõêîëåáàíèé:
un(x) = unk cos(mx), vn(x) = vnk sin(mx), wn(x) = wnk sin(mx), (3)ãäå m = kπ/L, k � ÷èñëî ïðîäîëüíûõ ïîëóâîëí.Çàäà÷è íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ìîæíî ðåøàòü ðàçëîæåíèåì àìïëèòóä ïå-ðåìåùåíèé ïî ñîáñòâåííûì �îðìàì êîëåáàíèé (4), ò. å. â ðÿäàõ Ôóðüå è ïî ïðî-äîëüíîé êîîðäèíàòå. Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàçäåëåíèå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïî íîìåðàì ãàðìîíèê.Ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå âûïîëíÿþòñÿ êîñèíóñíûå è ñèíóñíûå ðàçëîæåíèå âðÿäû íà èíòåðâàëå (0, 2π) ââèäó ñèììåòðèè íàãðóçêè â äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòè(ÄÏ). Â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå (0, L) òàêæå ïðåäñòàâëÿ-þòñÿ ðÿäàìè ïî ñèíóñàì è êîñèíóñàì. Îäíàêî çäåñü íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷å-íèÿ íà êîîðäèíàòû íàãðóçêè ïî äëèíå îáîëî÷êè. Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå÷åòíûõ è íå÷åòíûõ �óíêöèé íà èíòåðâàëå (−L,L), êîòîðûå �îðìàëüíî ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êàê ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ íà èíòåðâàë (−L, 0) ÷åòíûì èëè íå÷åòíûì îá-ðàçîì. Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ÷àñòü íà èíòåðâàëå (0, L) îáîëî÷êè. Ïîýòîìó ÷èñëî

n � ýòî ÷èñëî âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, à k � ÷èñëî ïîëóâîëí íà îáðàçóþùåéîáîëî÷êè.�àññìîòðèì íàãðóçêó, äåéñòâóþùóþ ïî íîðìàëè ê îáîëî÷êå, è ýêâèâàëåíòíóþñîñðåäîòî÷åííîé ñèëå Q3. Ïóñòü l � äëèíà ïëîùàäêè ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíà-òå, δ1 � äëèíà îòðåçêà åå ñðåäíåé ëèíèè (êàê ó òðàïåöèè); δ2 � óãîë îõâàòà ïîîêðóæíîé êîîðäèíàòå; x1, ϕ1 � ïðîäîëüíàÿ è óãëîâàÿ êîîðäèíàòû öåíòðà ïëîùàä-êè, S = lδ1 � ïëîùàäü çîíû ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè.Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïî �îðìóëàì:
{l, δ1}á = {l, δ1}p/Rx, {Q3}á = {Q3}p(1 − ν2

x)/(Exh
2
x),

{qi}á = {qi}p(1 − ν2
x)R

2
x/(Exh

2
x). (4)Òîãäà (äàëåå â áåçðàçìåðíîé �îðìå) ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà ¾ðàçìàçûâàåòñÿ¿ïî ïëîùàäêå â ðàñïðåäåëåííóþ ïî ïîâåðõíîñòè íîðìàëüíóþ íàãðóçêó èíòåíñèâ-íîñòè q3ï = Q3/(lδ1) â ïðåäåëàõ ïëîùàäêè. Â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êðèâîëèíåéíûõêîîðäèíàò {x ∈ (0, L);ϕ ∈ (0, 2π)}, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàññìàòðèâàåìîé îáîëî÷êå,ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè Õåâè-ñàéäà H(z), êîòîðàÿ ðàâíà 0 ïðè z < 0 è 1 ïðè z > 0. Òîãäà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

q3ï(x, ϕ) = q3ïΦ1(x)Φ2(ϕ), ãäå:
Φ1(x) = [H(x− (x1 − l/2)) −H(x− (x1 + l/2))],

Φ2(ϕ) = [H(ϕ− (ϕ1 − δ)) −H(ϕ− (ϕ1 + δ))]. (5)�àçëîæåíèå ÷åòíîé �óíêöèè Φ2(ϕ) èìååò âèä:
Φ2(ϕ) = δ/π +

N∑

k=1

[2/(kπ)] cos(kϕ) sin(kδ) cos(kϕ1) cos(kϕ). (6)



Êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê ñ îòðèöàòåëüíûì êîý��èöèåíòîì Ïóàññîíà 239Ïðîäîëæèì Φ1(x) íà èíòåðâàë (−L, 0) íå÷åòíûì îáðàçîì. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàç-ëîæåíèÿ â èíòåðâàëå (−L,L) èìååò âèä:
Φ1(x) =

N∑

k=1

[4/(kπ)] sin(ml/2) sin(mx1) sin(mx). (7)Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà q3(x, ϕ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ äâîéíûì ðÿäîìïî sin(mx) cos(kϕ) ñ êîý��èöèåíòàìè q3nk, âèä êîòîðûõ ÿñåí èç (7), (8). �åøåíèåäëÿ ïåðåìåùåíèé êàê �óíêöèé êîîðäèíàò è ÷àñòîòû èìååò âèä:
u(x, ϕ,Ω) =

N∑

k=1

u01(Ω) cos(mx) +

M∑

k=1

N∑

n=1

unk(Ω) cos(mx) cos(nϕ),

v(x, ϕ,Ω) =
M∑

k=1

N∑

n=1

vnk(Ω) sin(mx) sin(nϕ),

w(x, ϕ,Ω) =
M∑

k=1

w01(Ω) sin(mx) +
M∑

k=1

N∑

n=1

wnk(Ω) sin(mx) cos(nϕ). (8)Êîý��èöèåíòû â (9) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû òðå-òüåãî ïîðÿäêà
B(Ω) · u(Ω) = q, (9)ãäå:

u(Ω) =



unk(Ω)
vnk(Ω)
wnk(Ω)


 , q =




0
0
q3nk


 , B(Ω) = A + ρ1Ω

2E. (10)
E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé âû÷èñëÿ-þòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû æåñòêîñòåé îáîëî÷êè è âîëíîâûå ïàðàìåòðû [3℄. �åøå-íèå ñèñòåìû (10) ëåãêî çàïèñûâàåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå. Ïðåäñòàâëåíèå (9)�óíêöèÿìè êîîðäèíàò è ïàðàìåòðà ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé íàãðóçêè ïîçâîëÿåòý��åêòèâíî ñòðîèòü À×Õ äèíàìè÷åñêèõ ïîäàòëèâîñòåé â çàäàííûõ òî÷êàõ, �èê-ñèðóÿ èõ êîîðäèíàòû. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ðàññìàòðèâàëàñü îáîëî÷êà, æ¼ñòêîñòèêîíñòðóêòèâíîé àíèçîòðîïèè êîòîðîé àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííîé â [3℄. Êîý��è-öèåíò ïîòåðü η = 0.03, áåçðàçìåðíàÿ äëèíà L = π. Âûíóæäàþùàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿñèëà ïðèëîæåíà ïîñåðåäèíå äëèíû. Êîý��èöèåíò Ïóàññîíà âàðüèðîâàëñÿ îò 0.3äëÿ èñõîäíîé îáîëî÷êè äî 0.3. Ïðè ν = 0.2 ñíèæåíèå ìîäóëÿ àìïëèòóäû âõîä-íîé ïîäàòëèâîñòè (ïåðåìåùåíèå ïîä ñèëîé) ñîñòàâëÿåò 8%. Äëÿ ν = 0.1 ñíèæåíèåñîñòàâëÿåò 16%, äëÿ ν = 0 � 19%. Ò. å. äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì êî-ý��èöèåíòîì ν óðîâíè âèáðàöèè íèæå äëÿ ìåíüøèõ åãî çíà÷åíèé. Â çîíå ν < 0ý��åêò âûøå è ñîñòàâëÿåò 23 � 24%, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷íî çàìåòíîìïðåèìóùåñòâå ìàòåðèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûì êîý��èöèåíòîì Ïóàññîíà äëÿ öåëåéâèáðîçàùèòû. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû À×Õ àìïëèòóä âõîäíîé ïîäàòëèâîñòè äëÿèñõîäíîé îáîëî÷êè (ν = 0.3) è îáîëî÷êè ñ ν = −0.3. Çäåñü ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû�îðìû êîëåáàíèé íà ðåçîíàíñíûõ ïèêàõ èìåþò çíà÷åíèÿ îêðóæíûõ ãàðìîíèê âïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3, 4, 2, 5 ïðè îäíîé ïðîäîëüíîé ïîëóâîëíå. Òàêèì îáðàçîì,íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà, êàê íà ñäâèã ðåçî-íàíñíûõ ÷àñòîò, òàê è íà àìïëèòóäû êîëåáàíèé.
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