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ÎÁ�ÀÒÍÛÅ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËßÏÎÏÅ�Å×ÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î ÓÏ�Ó�Î�Î ÑËÎßÀáðàìîâè÷ Ì.Â.∗, Óãëè÷ Ï.C.∗∗
∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, Âëàäèêàâêàç�àññìîòðåíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è îá àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèÿõ ïîïåðå÷íî-íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ñëîÿ. Ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñëîÿ (ïëîòíîñòü è ìîäåëü ñäâè-ãà) ñ÷èòàþòñÿ �óíêöèÿìè ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèå íàéòè âîëíîâûå ïîëÿ â ñëîå è èññëåäîâàòü äèñïåðñèîííîåìíîæåñòâî â ñëó÷àå ëþáîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Òàêæå ðàññìîò-ðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà ïî èçâåñòíîé èí�îðìà-öèè î ïîëå ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ. Ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèå ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäàíåèçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ îäèí èç ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå àíòèïëîñ-êèå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ñëîÿ, çàíèìàþùåãî îáëàñòü {(x1, x2) : −∞ < x1 <∞,
0 6 x2 6 1}. Ïîëå ïåðåìåùåíèé èìååò âèä:

{

u1 = u2 = 0,
u3 = u(x1, x2)e

−iωt,
(1)ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä [1℄:

σ13,1 + σ23,2 + ρω2u = 0. (2)Òàêæå âûïîëíÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ âèäà:
{

σ13 = µu,1 ,
σ23 = µu,2 ,

(3)ãäå ρ = ρ(x2) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, µ = µ(x2) � ìîäóëü ñäâèãà.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ äåéñòâóåò êàñàòåëüíàÿ íà-ãðóçêà, à íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü ñëîÿ æ¼ñòêî çàùåìëåíà. Ýòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿçàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
u|x2=0 = 0, σ23|x2=1 = p(x1). (4)Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷è óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ, êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ íà îñ-íîâå ïðèíöèïà ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [2℄.2. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(4) âîñïîëüçóåìñÿ èí-òåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:

ũ(α, x2) =

∞
∫

−∞

u(x1, x2)e
iαx1dx1 .



Îáðàòíûå êîý��èöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ñëîÿ 7Ïðåîáðàçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2)�(3) è èñêëþ÷àÿ èç íèõ σ13, ïîëó÷àåì:






















ũ′ = σ̃23/µ,
σ̃′

23 = (α2µ− ρω2) ũ,
ũ|x2=0 = 0,

σ̃23|x2=1 = p̃(α), p̃(α) =
∞
∫

−∞

p(x1)e
iαx1dx1.

(5)Êðàåâàÿ çàäà÷à (5) ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðèñòðåëêè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç U1, Σ1 è U2, Σ2 ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ çàäà÷è (5)ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:
{

U1(α, 0) = 1,
Σ1(α, 0) = 0,

{

U2(α, 0) = 0,
Σ2(α, 0) = 1.�åøåíèå çàäà÷è (5) èìååò âèä:

ũ = p̃(α)
U2(α, x2)

Σ2(α, 1)
, σ̃ = p̃(α)

Σ2(α, x2)

Σ2(α, 1)
. (6)Âîëíîâûå ïîëÿ ñòðîÿòñÿ ïî �îðìóëàì âèäà:

u(x1, x2) =
1

2π

∫

σ

p̃(α)
U2(α, x2)

Σ2(α, 1)
e−iαx1dα , (7)ãäå σ � êîíòóð, îáõîäÿùèé îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàÿ çíàìå-íàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (5), ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α è

ω, ïðè êîòîðûõ îäíîðîäíûå çàäà÷è èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ è íàéòè òàêèìîáðàçîì äèñïåðñèîííóþ çàâèñèìîñòü â íåîäíîðîäíîì ñëîå.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòñÿ â äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, áûëî ïðî-èçâåäåíî ñðàâíåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, ïî
òðîåííûõ â ñëó÷àå îäíîðîäíîãîñëîÿ ïî �îðìóëå
α2 − æ

2 = −
(

2n− 1

2
π

)2

, n = 1, 2, 3..., æ
2 =

ρω2

µ
(8)ñ äèñïåðñèîííûìè êðèâûìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ïðèîäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûåäëÿ îäíîðîäíîãî ñëîÿ. Ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ æ, ïî îñè îðäèíàò � α.Òî÷êàìè èçîáðàæåíû êðèâûå, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ïðèîäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãèïåðáîëû, ïîñòðîåííûå ïî�îðìóëå (6).Âîëíîâîå ïîëå â ñëîå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî �îðìóëå (7). Òàêæå ìîæíî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âû÷åòîâ. Îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ïðåäñòàâ-ëÿþò èç ñåáÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îäíîêðàòíûõ ïîëþñîâ αn, êîíå÷íîå ÷èñëî êîòî-ðûõ � âåùåñòâåííûå, âñå îñòàëüíûå � ÷èñòî ìíèìûå. Âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâîãîïîëÿ ïðè p = δ(x1) ïðèîáðåòàåò âèä

u(x1, x2) = i

∞
∑

n=0

{

U2(α, x2)

[Σ2(α, 1)]′α

}
∣

∣

∣

∣

α=αn

eiαnx1. (9)
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�èñ. 1. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ îäíîðîäíîãî ñëîÿ.Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñëîé � îäíîðîäíûé, òî ïðè x2 = 1 èç �îðìóëû (9) ñëåäóåò:
u(x1, 1) =

i

µ

∞
∑

n=1

eiαnx1

αn
, αn =

√

æ
2
2 −

(

2n− 1

2
π

)2

. (10)Ïðîèçâåäåíû ðàñ÷¼òû âîëíîâûõ ïîëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíî-ñòè. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ïîãðåøíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ, íàéäåííàÿ äëÿ îäíîðîäíîãîñëîÿ ïî �îðìóëå δ = ‖uI − uII‖/‖uI‖ · 100%, ãäå uI � âîëíîâîå ïîëå, íàéäåííîåïî �îðìóëå (7) ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïðè-ñòðåëêè äëÿ îòûñêàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1], à uII �ïîëå, íàéäåííîå ïî �îðìóëå (10), ïîä íîðìîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ íîðìà óíèòàðíîãîïðîñòðàíñòâà. Ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ æ, ïî îñè îðäèíàò � ïîãðåøíîñòü âïðîöåíòàõ.
TChart

10987654321

1

�èñ. 2. Ïîãðåøíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ äëÿ îäíîðîäíîãî ñëîÿ.3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêòîðîì ó÷àñòêå âåðõíåé ïîâåðõ-íîñòè [c, d] èçâåñòíî ïîëå ïåðåìåùåíèé è òðåáóåòñÿ íàéòè ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòå-ðèñòèêè µ(x2) èëè ρ(x2). �àíåå ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü â òðàíñ�îðìàíòàõ â



Îáðàòíûå êîý��èöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ñëîÿ 9ðàáîòå [3℄. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â îðèãèíàëàõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìó-ùåíèé ïîñòðîåíî óðàâíåíèå âèäà
u1(x1, 1) = − 1

2π

1
∫

0

µ1(ξ)dξ

∫

σ

p̃(α)

{

1

µ2
0(ξ)

[

Σ2(α, ξ)

Σ2(α, 1)

]2

+

+α2

[

U2(α, ξ)

Σ2(α, 1)

]2
}

e−iαx1dα +
ω2

2π

1
∫

0

ρ1(ξ)dξ

∫

σ

p̃(α)

[

U2(α, ξ)

Σ2(α, 1)

]2

e−iαx1dα,

(11)
ãäå µ0(x2), ρ0(x2) � ïðèáëèæåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé; µ1(x2), ρ1(x2) � ïîïðàâêè êíåìó, u1(x1, 1) � ðàçíîñòü ìåæäó íàáëþäàåìûì ïîëåì ïåðåìåùåíèé è ýòàëîííûìïîëåì ïåðåìåùåíèé, íàéäåííûì èç ðåøåíèÿ (5) â ñëó÷àå µ = µ0(x2), ρ = ρ0(x2)Íà îñíîâå (11) ïîñòðîåí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. �àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé,êîãäà µ ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, à òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ρ.Âûáèðàåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ρ0. �åøàÿ ñèñòåìó (5) è îáðàùàÿïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàõîäèì u0, σ0. Çàòåì, ñ÷èòàÿ u1 ðàâíûì ðàçíîñòè ìåæäóíàáëþäàåìûì ïîëåì ïåðåìåùåíèé è ïîëåì u0, ðåøàåì óðàâíåíèå (11) è íàõîäèì ρ1.Ïîëàãàåì ρ0 = ρ0+ρ1 è ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäíàÿ ïîïðàâêà
ρ1 íå ñòàíåò ïðåíåáðåæèìî ìàëà èëè êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íå ïðåâûñèò íåêîòîðîåíàïåðåä çàäàííîå êîëè÷åñòâî. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿîòûñêàíèÿ µ.Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõäàííûõ ñëóæèëà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïåðåìåùåíèÿ íà îòðåçêå x1 = [0, 1]. Ïî îñèàáñöèññ îòëîæåíà êîîðäèíàòà x2, ïî îñè îðäèíàò � ρ − ρ0 íà ðèñ. 3 è µ − µ0 íàðèñ. 4.

1
2
3
4
5
6

alpha= 2.48640050670198E-0008, =3, = 3.01340881686588E-0014
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0,085
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0,075
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0,065
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0,055

0,05

0,045

0,04

0,035

0,03

0,025

0,02

0,015

0,01

0,005

0�èñ. 3. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðè µ = const, ρ = ρ0(1 + 0, 1 sin2 πx2),
æ = ω

√

ρ(0)µ−1 = 1.4. Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ïîïåðå÷íî íåîäíîðîä-íîãî ñëîÿ óäàëîñü ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåñòè ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñè-ñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî ïîñëå îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîç-
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1
2

alpha= 5.29621008222828E-0008, =3, = 4.43719935871240E-0007

0,950,90,850,80,750,70,650,60,550,50,450,40,350,30,250,20,150,10,05

0,09

0,08

0,07

0,06

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

0

-0,01

-0,02

-0,03

-0,04

-0,05

-0,06

-0,07

-0,08

-0,09

-0,1�èñ. 4. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðè ρ = const, µ = µ0(1 + 0.2 sin 2πx2),
æ = ω

√

ρµ(0)−1 = 2.âîëÿåò ïîñòðîèòü âîëíîâîå ïîëå äëÿ ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîé) çàâèñè-ìîñòè õàðàêòåðèñòèê îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûìèðåçóëüòàòàìè ïîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü è äîñòîâåðíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.Ïîñòðîåíû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çà-äà÷ îá îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï-596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1980. 872 
.[2℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1979. 320 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ñàòóíîâñêèé Ï.Ñ . Îá îïðåäåëåíèè óïðóãèõ ìîäóëåé ïðè àíàëèçåêîëåáàíèé íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ // Äîêëàäû �ÀÍ 2007. Ò. 414. �1. Ñ. 36�38.Abramovi
h M.V., Ugli
h P. S. Inverse 
oe�
ient problems for the transversallyinhomogeneous elasti
 layer . Dire
t and inverse problems of antiplane vibrations of thetransversally inhomogeneous elasti
 layer are 
onsidered. Elasti
 layer me
hani
al parametersare assumed as fun
tions of the transversal 
oordinate. Numeri
al algorithms for the dire
tproblem solving are developed. Displa
ement �elds layer and dispersion 
urves for the layerare obtained. An inver
e problem for me
hani
al parameters de�ning using displa
ement �elddata is also 
onsideres. Iterative integral equation sequen
es for the inverse problem solutionare derived.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕÎ�ÒÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÎÍÊÈÕ ÏËÀÑÒÈÍÀéðàïåòÿí �.Ñ., Ñàðêèñÿí Ñ.Î.�þìðèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ì.ÍàëáàíäÿíàÂ äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ìèêðîïîëÿðíûõ òîíêèõ îðòîòðîïíûõ îáîëî÷åê.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿòðåõìåðíîé çàäà÷è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîñòðîåíà îáùàÿ ïðèêëàäíàÿ òåî-ðèÿ èçãèáà òîíêîé ìèêðîïîëÿðíîé ïëàñòèíû èç îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.Ââåäåíèå. Ìèêðîïîëÿðíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñîâðåìåííûõíàïðàâëåíèé â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë. Ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé òîí-êèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê íà îñíîâå ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïîñâÿùåíûðàáîòû [1�4℄ è äð. Îáçîð ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè îñóùåñòâëåí â ðàáîòå [5℄.Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà â òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è îáî-ëî÷åê çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáëèæåííîì, íî àäåêâàòíîì ñâåäåíèè òðåõìåðíîé çàäà÷èìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ê äâóìåðíûì. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè óìåñò-íî èñïîëüçîâàíèå êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà èíòåãðèðî-âàíèÿ òðåõìåðíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè â îáëàñòè,ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé òîíêóþ ïëàñòèíêó èëè îáîëî÷êó [6, 7℄.Â ðàáîòàõ [8, 9℄, èñïîëüçóÿ êà÷åñòåííûå ñòîðîíû èñõîäíîãî ïðèáëèæåíèÿàñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõìåðíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ìèêðî-ïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè â îáëàñòè òîíêîé ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè [6, 7℄, ñ�îð-ìóëèðîâàíû ãèïîòåçû, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíû îáùèå ïðèêëàäíûå òåîðèèìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê ñ íåçàâèñèìûìè ïîëÿìè ïå-ðåìåùåíèé è âðàùåíèé.Â äàííîé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä ðàçâèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòà àñèìï-òîòè÷åñêîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõìåðíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ìèêðîïîëÿð-íîé òåîðèè óïðóãîñòè â îáëàñòè òîíêîé ïëàñòèíêè äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèà-ëà [10℄, óòâåðæäàþòñÿ ãèïîòåçû, ïðèíÿòûå â ðàáîòå [8℄ äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèà-ëà, è íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîåíà îáùàÿ ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ èçãèáà ìèêðîïîëÿðíûõòîíêèõ ïëàñòèí äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì îðòîòðîïíóþ ïëàñòèíêó ïîñòîÿííîé òîë-ùèíû 2h êàê òðåõìåðíîå óïðóãîå ìèêðîïîëÿðíîå òåëî. Áóäåì èñõîäèòü èç îñíîâ-íûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ëè-íåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ íåçàâèñè-ìûìè ïîëÿìè ïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé [11℄. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðÿìîóãîëüíûåäåêàðòîâû êîîðäèíàòû x1, x2, x3, ðàñïîëàãàÿ îñè x1 è x2 â ñðåäèííîé ïëîñêîñòèïëàñòèíêè. �àññìîòðèì àíòèñèììåòðè÷íóþ ïî x3 çàäà÷ó (ò. å. çàäà÷ó èçãèáà ïëà-ñòèíêè): óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
∂σ11

∂x1
+
∂σ21

∂x2
+
∂σ31

∂x3
= 0 ,

∂µ11

∂x1
+
∂µ21

∂x2
+
∂µ31

∂x3
+ σ23 − σ32 = 0 ,
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∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
+
∂σ32

∂x3
= 0 ,

∂µ12

∂x1
+
∂µ22

∂x2
+
∂µ32

∂x3
+ σ31 − σ13 = 0 , (1.1)

∂σ13

∂x1
+
∂σ23

∂x2
+
∂σ33

∂x3
= 0 ,

∂µ13

∂x1
+
∂µ23

∂x2
+
∂µ33

∂x3
+ σ12 − σ21 = 0 ;�èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

γ11 = a11σ11 + a12σ22 + a13σ33 , χ11 = b11µ11 + b12µ22 + b13µ33 ,

γ22 = a12σ11 + a22σ22 + a23σ33 , χ22 = b12µ11 + b22µ22 + b23µ33 ,

γ33 = a13σ11 + a23σ22 + a33σ33 , χ33 = b13µ11 + b23µ22 + b33µ33 ,

γ23 = a44σ23 + a45σ32 , χ23 = b44µ23 + b45µ32 ,

γ32 = a45σ23 + a55σ32 , χ32 = b45µ23 + b55µ32 , (1.2)

γ31 = ã55σ31 + a56σ13 , χ31 = b̃55µ31 + b56µ13 ,

γ13 = a56σ31 + a66σ13 , χ13 = b56µ31 + b66µ13 ,

γ12 = a77σ12 + a78σ21 , χ12 = b77µ12 + b78µ21 ,

γ21 = a78σ12 + a88σ21 , χ21 = b78µ12 + b88µ21 ;ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
γ11 =

∂U1

∂x1
, γ22 =

∂U2

∂x2
, γ33 =

∂U3

∂x3
, χ11 =

∂ω1

∂x1
, , χ22 =

∂ω2

∂x2
, χ33 =

∂ω3

∂x3
,

γ12 =
∂U2

∂x1
− ω3 , γ21 =

∂U1

∂x2
+ ω3 , χ12 =

∂ω2

∂x1
, χ21 =

∂ω1

∂x2
, (1.3)

γ23 =
∂U3

∂x2
− ω1 , γ32 =

∂U2

∂x3
+ ω1 , χ23 =

∂ω3

∂x2
, χ32 =

∂ω2

∂x3
,

γ31 =
∂U1

∂x3
− ω2 , γ13 =

∂U3

∂x1
+ ω2 , χ31 =

∂ω1

∂x3
, χ13 =

∂ω3

∂x1
.Çäåñü σnm, µnm, γnm, χnm � êîìïîíåíòû íåñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ñèëîâîãî è ìî-ìåíòíîãî íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è èçãèáîâ�êðó÷åíèé ; Un, ωn � êîìïîíåíòûâåêòîðîâ ïåðåìåùåíèÿ è íåçàâèñèìîãî ïîâîðîòà; −h 6 x3 6 h; Â, B̂ � ìàòðèöûæåñòêîñòåé, â, b̂ � ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòåé ìèêðîïîëÿðíîãî îðòîòðîïíîãî óïðó-ãîãî òåëà.Åñëè ðàññìîòðèâàòü çàäà÷ó èçãèáà ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ ïëàñòèí (ò. å. àí-òèñèììåòðè÷íóþ ïî x3 çàäà÷ó), òî äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïëîñêîñòÿõïëàñòèíêè x3 = ±h áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè ñèëîâûå è ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ31 =
p+

1 − p−1
2

, σ32 =
p+

2 − p−2
2

, σ33 = ±p
+
3 − p−3

2
, (1.4)

µ31 =
m+

1 −m−
1

2
, µ32 = ±m

+
2 −m−

2

2
, µ33 =

m+
3 −m−

3

2
.
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2h íàìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ ïëàñòèíêè â ïëàíå.Òåîðèþ ìèêðîïîëÿðíûõ îðòîòðîïíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí áóäåì ñòðîèòüíà îñíîâå ñëåäóþùèõ äîñòàòî÷íî îáùèõ ãèïîòåç.Ïðèíèìàåìûå íèæå ãèïîòåçû ïî ñîäåðæàíèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êèíå-ìàòè÷åñêèå è ñòàòè÷åñêèå.Êèíåìàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå êîìïîíåíòîâ âåêòîðà ïå-ðåìåùåíèÿ è âåêòîðà íåçàâèñèìîãî ïîâîðîòà ïî êîîðäèíàòå x3 âäîëü íîðìàëè êñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè.Ê ñòàòè÷åñêèì ãèïîòåçàì ãëàâíûì îáðàçîì îòíîñÿòñÿ ãèïîòåçû, îïðåäåëÿþùèåèçìåíåíèå ïî òîëùèíå ïëàñòèíêè êàñàòåëüíûõ ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé σ3, íîðìàëü-íîãî ìîìåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ µ33 è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé µi3 (i = 1, 2).Â ñîîòâåòñòâèè ñ êèíåìàòè÷åñêîé �îðìóëèðîâêîé ââîäÿòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ îëèíåéíîì ðàñïðåäåëåíèè êîìïîíåíòîâ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèÿ è íåçàâèñèìîãî ïî-âîðîòà ïî êîîðäèíàòå x3 ñëåäóþùåãî õàðàêòåðà:

U1 = x3ψ1(x1, x2) , U3 = w(x1, x2) , (i = 1, 2) , (1.5)

ωi = Ω1(x1, x2) , ω3 = x3i(x1, x2) , (i = 1, 2) . (1.6)Êèíåìàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà (1.1) îòïîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èç-âåñòíûå ãèïîòåçû Òèìîøåíêî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãèõ ïëàñòèí. Ïî ýòîé ãè-ïîòåçå íîðìàëüíûé ýëåìåíò, ïåðâîíà÷àëüíî ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ñðåäèííîé ïëîñ-êîñòè ïëàñòèíêè, îñòàåòñÿ ïîñëå äå�îðìàöèè ïðÿìîëèíåéíûì, íî óæå íå ïåðïåí-äèêóëÿðíûì ê äå�îðìèðîâàííîé ñðåäèííîé ïëîñêîñòè, è ñâîáîäíî âðàùàåòñÿ ïîäíåêîòîðûì óãëîì, íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì ñâîåé äëèíû.Êèííåìàòè÷åñêàÿ ãèïîòåça (1.5), (1.6) â öåëîì â ðàáîòàõ [8, 9℄ íàçâàíà îáîá-ùåííîé ãèïîòåçîé Òèìîøåíêî â ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ïëàñòèí.Ê ñòàòè÷åñêèì îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:1) ñèëîâûì íàïðÿæåíèåì σ33 â îáîáùåííîì çàêîíå �óêà (1.2) äëÿ γ11, γ22 ìîæíîïðåíåáðå÷ü îòíîñèòåëüíî ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé σ11, σ22;2) äëÿ îïðåäåëåíèÿ äå�îðìàöèé, èçãèáîâ�êðó÷åíèé, ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íà-ïðÿæåíèé, äëÿ ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé σ3i è ìîìåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ µ33 ñíà÷àëàïðèìåì
σ3i =

0
σ3i(x1, x2) , (i = 1, 2) ; µ33 =

0
µ33(x1, x2) . (1.7)Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí çíà÷åíèÿ σ3i è µ33 îêîí÷àòåëüíî îïðåäå-ëèì, ñîîòâåòñòâåííî, êàê ñóììó çíà÷åíèÿ (1.7) è ðåçóëüòàòà èíòåãðèðîâàíèÿ ëèáîïåðâûõ äâóõ, ëèáî øåñòîãî èç (1.1) óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïîòðåáóåìâûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ óñðåäíåííûõ ïî òîëùèíå ïëàñòèíêè âåëè÷èí;3) â îáîáùåíîì çàêîíå �óêà (1.2) äëÿ χi3 (i = 1, 2) ìîìåíòíûì íàïðÿæåíèåì ìîæíîïðåíåáðå÷ü îòíîñèòåëüíî ìîìåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ µ3i, µi3 (i = 1, 2).2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòàòè÷åñêîé äå�îðìàöèè èçãèáà ìèêðîïî-ëÿðíûõ îðòîòðîïíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí. Íà îñíîâå ïðèíÿòûõ ãèïîòåçïîëó÷èì îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ñòàòèêè èçãèáíîé äå�îðìàöèè ìèêðîïîëÿðíûõ îð-òîòðîïíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí:
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∂N13

∂x1

+
∂N23

∂x2

= −p̃3 , N3i −
(

∂Mii

∂xi
+
∂Mji

∂xj

)

= hp̃i ,

∂Lii
∂xi

+
∂Lji
∂xj

+ (−1)j(Nj3 −N3) = −m̃i , (2.1)

L33 −
[

∂Λ13

∂x1
+
∂Λ23

∂x2
+ (M12 −M21)

]

= hm̃3 ;�èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
N13 = C̃55Γ13 + C56Γ31 , N31 = C56Γ31 + C66Γ13 ,

N23 = C̃55Γ23 + C45Γ32 , N32 = C44Γ32 + C45Γ23 ,

M11 = D11K11 +D12K22 , M22 = D22K22 +D12K11 ,

M12 = D88K12 +D78K21 , M21 = D77K21 +D78K12 ,

L11 = d11k11 + d12k22 + d13k33 , L12 = d88k12 + d78k21 , (2.2)

L22 = d22k22 + d21k11 + d23k33 , L21 = d77k21 + d78k12 ,

L33 = d33k33 + d31k11 + d32k22 ,

Λ13 = λ66l13 , Λ23 = λ44l23 ;çäåñü̃
C55 = 2h

ã55

ã55a66 − a2
56

, C66 = 2h
a66

ã55a66 − a1
56

, C56 = −2h
a56

ã55a66 − a2
56

, . . .

(2.3)

D11 =
2h3

3

a22

a11a22 − a2
12

, D22 =
2h3

3

a11

a11a22 − a2
12

, D12 = −2h3

3

a12

a11a22 − a2
12

, . . .ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
K11 =

∂ψ1

∂x1

, K22 =
∂ψ2

∂x2

, K12 =
∂ψ2

∂x1

− i , K21 =
∂ψ1

∂x2

+ i ,

Γ31 = ψ1 − Ω2 , Γ32 = ψ2 + Ω1 , Γ13 =
∂w

∂x1
+ Ω2 , Γ23 =

∂w

∂x2
− Ω1 , (2.4)

k11 =
∂Ω1

∂x1
, k22 =

∂Ω2

∂x2
, k12 =

∂Ω2

∂x1
, k21 =

∂Ω1

∂x2
, k33 = i ,

l13 =
∂i

∂x1

, l23 =
∂i

∂x2

.Ê îñíîâíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ïðîñîåäèíèòü êðàåâûå óñëîâèÿ íàãðàíè÷íîì êîíòóðå Γ ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè (íàïðèìåð, ïðè x1 = const)
M11 = M∗

11 èëè K11 = K∗
11 , M12 = M∗

12 èëè K12 = K∗
12 .

N13 = N∗
13 èëè w = w∗ , (2.5)

L11 = L∗
11 èëè k11 = k∗11 , L12 = L∗

12 èëè k12 = k∗12 , Λ13 = Λ∗
13 èëè l13 = l∗13 .Óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.4) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.5) ñîñòàâëÿþò îáùóþ ìîäåëüìèêðîïîëÿðíûõ îðòîòðîïíûõ óïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê.
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ity. A general applied theory of bending of a thin mi
ropolarorthotropi
 plate is 
reated.
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∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ

∗∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈçëîæåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçàíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíäàíäàðòíîé æåëåçîáåííîé øïàëû (�ÎÑÒ10629-88) è ìîäåðíèçèðîâàííîé øïàëû [1, 2℄ ñ ó÷åòîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áàëëàñòîì,ðåëüñàìè è ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé àðìàòóðû. Àíàëèç ïðîâåäåí íàîñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANSYS.�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ øïàë ïîñðåäñòâîì ïðèëîæåíèÿ óñè-ëèé ê ðàñïîëîæåííûì íà íèõ ðåëüñàì è àíàëèçèðóþòñÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé âîáåèõ êîíñòðóêöèÿõ, êîòîðûå ñðàâíèâàþòñÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìîòðèì äâå øïàëû (ðèñ. 1), îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé è èçãî-òîâëåíà ïî �ÎÑÒó 10629-88, à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé [1, 2℄. Îòëè÷èåýêñïåðèìåíòàëüíîé øïàëû îò ñòàíäàðòíîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïîäðåëüñîâîé÷àñòè øïàëû íà ðàññòîÿíèè â 1000 ìì îò òîðöîâ åå òîëùèíà ñî ñòîðîíû îñíîâà-íèÿ óìåíüøåíà íà 28 ìì (íà ðèñ. 1 îáîçíà÷åíî ïóíêòèðîì) è óáðàí íèæíèé ðÿäïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé àðìàòóðû.

�èñ. 1. Ñõåìà øïàë.Âñå ðàçìåðû çäåñü è äàëåå óêàçûâàþòñÿ â ìì. Øïàëû âçàèìîäåéñòâóþò ñ áàë-ëàñòîì ñ ó÷åòîì òðåíèÿ, à óñèëèå ïåðåäàåòñÿ íà øïàëó ÷åðåç ðåëüñ è ïîäðåëüñîâóþìåòàëëè÷åñêóþ ïëàñòèíó (ðèñ. 2). Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ àðìàòóðû èçîáðàæåíà íàðèñ. 3 à è ðèñ. 3 á â ïîäðåëüñîâîì ñå÷åíèè.
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�èñ. 2. Ìîäåëè ñèñòåì ¾ðåëüñ�øïàëà�áàëëàñò¿ (à � ñòàíäàðòíàÿ, á � ýêñïåðèìåíòàëü-íàÿ).

�èñ. 3. �àñïîëîæåíèå àðìàòóðû ïî ñå÷åíèþ íà òîðöå øïàë (ñëåâà � ñòàíäàðòíàÿ, ñïðà-âà � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ).Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû ¾ðåëüñ�øïàëà�áàëëàñò¿ áóäåì èñõîäèòü èç ïðåä-ïîëîæåíèÿ, ÷òî âñå áëèçëåæàùèå øïàëû øïàëüíîé ðåøåòêè íàãðóæåíû îäèíàêî-âî è òàêèì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû èìåþò äâà ñåìåéñòâà âåðòèêàëüíûõïëîñêîñòåé ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðîäîëüíîìó íàïðàâëåíèþ ïóòè, îäíèèç êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíó ìåæøïàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ, äðóãèå ñîâïàäà-þò ñ ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè øïàëû x = 0. Êðîìå ýòîãî ñóùåñòâóåòïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ñîâïàäàþùàÿ ñ ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè øïàë
y = 1350. Çäåñü (x, y, z) � ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ðèñ. 1).Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ, äëÿ óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü÷åòâåðòóþ ÷àñòü øïàëû, îãðàíè÷åííóþ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè, è íà ýòèõ ïëîñ-êîñòÿõ áóäåì çàäàâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé èêàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Êîíòàêò âñåõ ÷àñòåé ñèñòåìû çàäàåòñÿ ñ ó÷åòîì òðåíèÿ,à íèæíÿÿ ÷àñòü áàëëàñòà æåñòêî �èêñèðîâàíà, îñòàëüíûå ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíûîò íàïðÿæåíèé.Âñå îáúåêòû áóäåì îïèñûâàòü ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè



18 Áàáàäååâ È.Ñ., Êîëåñíèêîâ È.Â., Ëÿïèí À.À., ×åáàêîâ Ì.È.òåîðèè óïðóãîñòè, ïðè ýòîì êàæäûé îáúåêò ñèñòåìû èìååò ðàçëè÷íûå óïðóãèåïîñòîÿííûå, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.Ìàòåðèàë Ñâîéñòâà
E (ÊÏà) ν ρ (ò/ì3)�åëüñîâàÿ ñòàëü 2.05 · 108 0.3 7.85Ìåòàëë àðìàòóðû 2 · 108 0.3 7.0Áåòîí øïàë 3.25 · 107 0.2 2.5Áàëëàñò 6 · 104 0.35 1.712. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,ïàêåò ANSYS 11.0 è åãî êîìàíäíûé ÿçûê APDL [3, 4℄. �åîìåòðèÿ ìîäåëåé áûëàñîçäàíà â èíæåíåðíîì ïàêåòå Solid Works è áûëà èìïîðòèðîâàíà â ïàêåò Ansys.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ òåë áûë âûáðàí 8-ìè óçëîâîé îáúåìíûé ýëåìåíòSolid185. Íàëè÷èå ïðåäíàïðÿæåííîé àðìàòóðû âíóòðè áåòîíà øïàëû áûëî ðåà-ëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòà Link8, êîòîðûé ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ïëîùàäüñå÷åíèÿ àðìàòóðû è ïðåäâàðèòåëüíóþ îòíîñèòåëüíóþ äå�îðìàöèþ. Ïî äàííûì�ÎÑÒà 10629-88 äèàìåòð ïðóòüåâ àðìàòóðû ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì 3 ìì, à îáùàÿñèëà íà÷àëüíîãî íàòÿæåíèÿ âñåé àðìàòóðû â ïàêåòå Pïðåäâ = 358 êÍ (36, 4 òñ).3. �àñ÷åòû è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ.Äëÿ ðàñ÷åòîâ íàãðóçêà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäíó øïàëó, ñ÷èòàëàñü ðàâíîé 80 ÊÍ,âûñîòà áàëëàñòà ïðåäïîëàãàëàñü ðàâíîé 600 ìì. Íà îñíîâå ðàñ÷åòà áûë ïðîâåäåíàíàëèç âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé òî÷åê øïàë, ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé σe,êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σyz è íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σz . Â äàëüíåéøåì ÷èñëî-âûå çíà÷åíèÿ âñåõ íàïðÿæåíèé íà ðèñóíêàõ äàíû â ÌÏà. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíûãðà�èêè ïåðåìåùåíèé (ìì) ïðÿìîé ëèíèè (x = 0, y = 50), îòñòîÿùåé íà 50 ìì îòñðåäíåé ÷àñòè ïîäîøâû øïàëû è ëåæàùåé â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè.

�èñ. 4. Âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ íà ëèíèè ñèììåòðèè ïîäîøâû øïàëû (ñëåâà � ñòàí-äàðòíàÿ, ñïðàâà � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ).Êàê ìîæíî âèäåòü èç äàííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñóùåñòâóåò çàìåòíàÿ ðàçíèöà ïåðå-ìåùåíèé òî÷åê øïàë ïðè îäíîé è òîé æå íàãðóçêå. Â ñòàíäàðòíîé øïàëå ìàêñèìóìïðîãèáà ðàñïîëàãàåòñÿ ïîä ðåëüñîì. Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé æå øïàëå êàðòèíà ìå-íÿåòñÿ, ìàêñèìóì ïðîãèáà òåïåðü ðàñïîëàãàåòñÿ â ñåðåäèíå øïàëû, à ñìåùåíèåçîíû ïîä ðåëüñîì îòíîñèòåëüíî äðóãèõ çîí çàìåòíî ìåíüøå.



ÊÝ ìîäåëèðîâàíèå è ðàñ÷åò æåëåçîáåòîííûõ øïàë 19Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé σe

�èñ. 5. Ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ â øïàëàõ (à � ñòàíäàðòíàÿ, á � ýêñïåðèìåíòàëü-íàÿ).Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé σz.

�èñ. 6. Íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σz â øïàëàõ (à � ñòàíäàðòíàÿ, á � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ).Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî÷òè âî âñåì îáúåìå øïàë íîðìàëüíûåíàïðÿæåíèÿ σz ÿâëÿþòñÿ ñæèìàþùèìè è ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ çíà÷èòåëüíîïðåâîñõîäÿò ðàñòÿãèâàþùèå.Çàêëþ÷åíèå.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïîäîø-âû ñòàíäàðòíîé øïàëû íàõîäÿòñÿ â ïîäðåëüñîâîé îáëàñòè, à â çêñïåðèìåíòàëü-íîé � â ñðåäíåé ÷àñòè øïàëû (z = 1350) è ìàêñèìóì ïðîãèáà ýêñïåðèìåíòàëüíîéøïàëû â 1.2 ðàçà áîëüøå ìàêñèìóìà ïðîãèáà ñòàíäàðòíîé øïàëû. Â ñîîòâåòñòâèèñ ïðîãèáàìè ïðîèñõîäèò è ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â øïàëàõ. Ýêâèâàëåíòíûå



20 Áàáàäååâ È.Ñ., Êîëåñíèêîâ È.Â., Ëÿïèí À.À., ×åáàêîâ Ì.È.íàïðÿæåíèÿ â øïàëàõ ïðè 1000 6 z 6 1350 îòëè÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî. Â ñå÷åíèè
z = 1350 (ñåðåäèíà øïàë) ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ â ñòàíäàðòíîé øïàëå èç-ìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå îò 6.57 ÌÏà íà âåðõíåé ãðàíè äî 8.7 ÌÏà íà íèæíåé, âýêñïåðèìåíòàëüíîé øïàëå ýòî èçìåíåíèå çàêëþ÷åíî â äèàïàçîíå îò 6.57 ÌÏà íàíèæíåé ãðàíè äî 11.2 ÌÏà íà âåðõíåé. Ñõîæàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è â ñå÷åíèè
z = 1000. Ïðè z < 1000 ñ ïðèáëèæåíèåì ê êðàþ øïàë õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿíàïðÿæåíèé ñòàíîâèòñÿ áîëåå áëèçêèì, îäíàêî âåëè÷èíû íàïðÿæåíèé â ñòàíäàðò-íîé øïàëå ìåíüøå, ïðè ýòîì ìàêñèìóì ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé íàõîäèòñÿ ââåðõíåé ÷àñòè øïàë. Íàïðèìåð, â ñå÷åíèè ïîä ðåëüñîì (z = 546) â ñòàíäàðòíîéøïàëå 3.85 6 σe 6 6.85, à â ýêñïåðèìåíòàëüíîé 5.85 6 σe 6 8.34. �àñ÷åòû σzïîêàçûâàþò, ÷òî â ñå÷åíèÿõ x = 0 â ñòàíäàðòíîé øïàëå -10.0 6 σz 6 0.52, à âýêñïåðèìåíòàëüíîé � -13.6 6 σz 6 0.38. Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ñæèìàþùèåíàïðÿæåíèÿ â ñòàíäàðòíîé øïàëå íàõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè ñå÷åíèÿ z = 1000 ââåðõíåé ÷àñòè øïàëû, â ýêñïåðèìåíòàëüíîé øïàëå â îêðåñòíîñòè òîãî æå ñå÷å-íèÿ, íî â íèæíåé ÷àñòè øïàëû. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå äèàãðàìì ðàñïðåäåëåíèÿíîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σz âèäíî, ÷òî áåòîí øïàë ðàáîòàåò ïðåèìóùåñòâåííî íàñæàòèå.
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∗∗∗∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàí êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí îò âñòðå÷íî-øòûðåâîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, íàãðóæåííîãî íà èìïåäàíñ, â çàâèñèìîñòè îò òèïà æèä-êîñòåé è èõ ñìåñåé (âîäà, ñïèðò, âîäà�ñïèðò, âîäà�áåíçèí). Èìïåäàíñ âûïîëíåí â âèäåïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà ñ çàçîðîì, â êîòîðûé ïîìåùàåòñÿ èññëåäóåìàÿ æèäêîñòü.Äëÿ èçìåðåíèÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà æèäêîñòåé èèõ ñìåñåé áûë èçãîòîâëåí èçìåðèòåëüíûé ñòåíä íà îñíîâå äàò÷èêà íà ïîâåðõíîñò-íûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëíàõ, îïèñàííîãî â [1℄. Â ýòîì äàò÷èêå êîíäåíñàòîð, ïðåä-ñòàâëÿþùèé ñîáîé äâå ïàðàëëåëüíûå ïëàñòèíû èç �îëüãèðîâàííîãî ñòåêëîòåê-ñòîëèòà äëèíîé 30 ìì è øèðèíîé 10 ìì, êîòîðûå ïîâåðíóòû äðóã ê äðóãó �îëüãè-ðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè, îáðàçóÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûé êîíäåíñàòîð ñ çàçîðîìøèðèíîé 1 ìì. Ïðè ïîãðóæåíèè êîíäåíñàòîðà â æèäêîñòü îíà çàõîäèò â åãî çà-çîð, ìåíÿÿ åìêîñòü. Ïåðåä ïîãðóæåíèåì èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â æèäêîñòüñ ïîìîùüþ ïîäñòðîå÷íîãî êîíäåíñàòîðà, êîòîðûé ïîäñîåäèíåí ïîñëåäîâàòåëüíîñ èçìåðèòåëüíûì êîíäåíñàòîðîì, óñòàíàâëèâàåòñÿ ìàêñèìóì îòðàæåíèé ÏÀÂ îòîäíîíàïðàâëåííîãî ÂØÏ, à çàòåì óæå ïðîèçâîäèòñÿ ïîãðóæåíèå èçìåðèòåëüíîãîêîíäåíñàòîðà â æèäêîñòü. Äëÿ èçìåðåíèÿ ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ íà îäíîé èç âíåø-íèõ ñòîðîí êîíäåíñàòîðà íàíåñåíû èçìåðèòåëüíûå ðèñêè. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1,îòðàæàòåëüíûé ÂØÏ íàãðóæåí íà èíäóêòèâíî-åìêîñòíóþ íàãðóçêó.

�èñ. 1. Ñõåìà äàò÷èêà äëÿ èçìåðåíèÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïàæèäêîñòåé è èõ ñìåñåé.Íà ðèñ. 2, à ïîêàçàí èìïóëüñíûé îòêëèê äàò÷èêà ñ îòðàæàòåëüíûì ÂØÏ, ñî-åäèíåííûì ñ LC�íàãðóçêîé, íàõîäÿùåéñÿ â ðåçîíàíñå. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà,êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí 0,4. �åçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðè ïîãðóæåíèè èçìå-ðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà C = 3 ïÔ â ðàçëè÷íûå æèäêîñòè ïðèâåäåíû â òàáë. 1�7.



22 Áàãäàñàðÿí À.Ñ. è äð.Íà ðèñ 2, á è â òàáë. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îòãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â �èëüòðîâàííóþ âîäó (âîäî-ïðîâîäíàÿ âîäà ïðîïóùåííàÿ ÷åðåç �èëüòð ¾Àêâà�îð¿). Òàê êàê âîäà ÿâëÿåòñÿïîëÿðíîé æèäêîñòüþ, îíà èìååò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàå-ìîñòü. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè íåîáõîäèìî, ÷òî-áû ïðè ðåçîíàíñå íåïîãðóæåííàÿ â æèäêîñòü åìêîñòü ñîñòàâëÿëà áû íåáîëüøóþ÷àñòü îò ïîäñòðîåííîé åìêîñòè. �åçîíàíñ ïîäáèðàåòñÿ âûñòàâëåíèåì ïîäñòðîå÷-íîé åìêîñòè íà ìàêñèìóì (25 ïÔ) è ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäáîðîì èíäóêòèâíîñòèñ ïîìîùüþ �åððîìàãíèòíîãî ñåðäå÷íèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîãðóæåíèè â âîäóïðîèñõîäèò ðåçêîå óâåëè÷åíèå îáùåé åìêîñòè è óìåíüøåíèå êîý��èöèåíòà îòðà-æåíèÿ.
a) á)�èñ. 2. Èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà äî è ïîñëå ïîãðóæåíèÿ â âîäó:êîíäåíñàòîð íå ïîãðóæåí (à,á); êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 4 ìì (á);êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 8 ìì (á); êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 12 ìì (á).�ëóáèíà ïîãðóæåíèÿ, ìì 0 4 8 12Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ 0.4 0.28 0.25 0.25Òàáëèöà 1. Âîäà.Ïðè ïîãðóæåíèè ñíà÷àëà êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ íà÷èíàåò óáûâàòü. Ïðèíåêîòîðîé ãëóáèíå ïîãðóæåíèÿ åìêîñòü èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà ñòàíîâèòñÿìíîãî áîëüøå åìêîñòè ïîäñòðîå÷íîãî êîíäåíñàòîðà, è íàãðóçêà íîñèò èíäóêòèâ-íûé õàðàêòåð. Òàê êàê â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ìåíÿåòñÿíåçíà÷èòåëüíî, òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ïðè ïîãðóæåíèè áîëåå ÷åì íà 8 ìì óæåïî÷òè íå èçìåíÿåòñÿ. Óìåíüøåíèå êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðîèñõîäèò èç-çà íà-ëè÷èÿ àêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé â ïðîâîäèìîñòè âîäû èç-çà íàëè÷èÿ ðàñòâîðåííûõâ íåé ñîëåé.Íà ðèñ. 3 â òàáë. 2 ïðèâîäèòñÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ãëóáè-íû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â ñïèðò. Ñïèðò, êàê è âîäà, ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ïîëÿðíóþ æèäêîñòü ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ìíîãî áîëüøååäèíèöû, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîãðóæåíèè â æèäêîñòü êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿáûñòðî ïðèõîäèò ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ êàê â ñëó÷àå ñ âîäîé. Óìåíüøåíèå êî-ý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðîèñõîäèò, ïî-âèäèìîìó, òàêæå èç-çà íàëè÷èÿ àêòèâíîéñîñòàâëÿþùåé â ïðîâîäèìîñòè ñïèðòà èç-çà íàëè÷èÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà âîäû.Íà ðèñ. 4 â òàáëèöå 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ãëó-áèíû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â ðàñòâîð âîäû ñî ñïèðòîì, ãäå
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�èñ. 3. Èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà ïðè ïîãðóæåíèè â ñïèðò:êîíäåíñàòîð íå ïîãðóæåí; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 4 ìì;êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 8 ìì; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 13 ìì.�ëóáèíà ïîãðóæåíèÿ, ìì 0 4 8 13Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ 0.4 0.38 0.325 0.275Òàáëèöà 2. Ñïèðò.ñîäåðæèòñÿ 2 ÷àñòè ñïèðòà è îäíà ÷àñòü âîäû. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷à-ÿõ, óñòàíàâëèâàëñÿ ìàêñèìóì êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðè íåïîãðóæåííîì êîí-äåíñàòîðå. Êàê âèäíî èç òàáëèöû èìååòñÿ ìèíèìóì êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Âýòîì ìèíèìóìå îí ðàâåí 0,2. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîìèìî íàëè÷èÿ àêòèâ-íîé ñîñòàâëÿþùåé èç-çà íàëè÷èÿ çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà �èëüòðîâàííîé âîäû,ïðîèñõîäèò ñîãëàñîâàíèå ýòîé àêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé ñ èìïåäàíñîì ÂØÏ çà ñ÷åò÷àñòè÷íîé êîìïåíñàöèè ðåàêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé èìïåäàíñà ÂØÏ. Â ýòîì ñëó-÷àå çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðèíÿòîé ÂØÏ ýíåðãèè îò ÏÀÂ ðàññåèâàåòñÿ íà àêòèâíîéñîñòàâëÿþùåé èìïåäàíñà ïîäêëþ÷åííîãî ê ÂØÏ, ÷òî è ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ.
�èñ. 4. Èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà ïðè ïîãðóæåíèè â ðàñòâîð ñïèðò�âîäà (2:1):êîíäåíñàòîð íå ïîãðóæåí; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 4 ìì;êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 8 ìì; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 12 ìì.�ëóáèíà ïîãðóæåíèÿ, ìì 0 4 8 12Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ 0.4 0.25 0.2 0.38Òàáëèöà 3. �àñòâîð ñïèðò�âîäà (2:1).Íà ðèñ. 5, à è â òàáëèöå 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿîò ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â áåíçèí. Áåíçèí ÿâëÿåòñÿíåïîëÿðíîé æèäêîñòüþ è åãî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ðàâíà 2. Ïîýòîìóïðè ïîãðóæåíèè èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â áåíçèí, êîãäà ïðè íåïîãðóæåííîìêîíäåíñàòîðå íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìóì êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ, ñëåäóåò îæèäàòü



24 Áàãäàñàðÿí À.Ñ. è äð.ñëàáîãî èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. È äåéñòâèòåëüíî, êàê âèäíî èç ýòîéòàáëèöû êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ îò 0,4 äî 0,35.Íà ðèñ. 5, á è â òàáëèöå 5 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îòãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â ðàñòâîð áåíçèíà ñî ñïèð-òîì, ãäå ñîäåðæèòñÿ 2 ÷àñòè áåíçèíà è 1 ÷àñòü ñïèðòà. Òàê êàê ñïèðò èìååò ìíîãîáîëüøóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü, òî âëèÿíèå ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíî-ãî êîíäåíñàòîðà â ðàñòâîð áåíçèí�ñïèðò (2:1) äîëæíî áûòü çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå,÷åì â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ õîðîøî âûðàæåííûé ìèíèìóìêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðè ãëóáèíå ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðàíà 8 ìì. Çäåñü êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí 0,275 ïðè ïîãðóæåíèè èçìåðèòåëü-íîãî êîíäåíñàòîðà íà ãëóáèíó 8 ìì. Ýòîò ìèíèìóì ìîæíî îáúÿñíèòü òàêæå êàê èâ ñëó÷àå ðàñòâîðà ñïèðò�âîäà, ãäå ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷íî ñîãëàñîâàíèå èìïåäàíñàÂØÏ ñ ïîäêëþ÷àåìîé íàãðóçêîé è ÷àñòü ýíåðãèè ÏÀÂ, ïðèíÿòîé îòðàæàòåëüíûìÂØÏ, ðàññåèâàåòñÿ íà èçìåðèòåëüíîì êîíäåíñàòîðå.
à) á)�èñ. 5. Èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà ïðè ïîãðóæåíèè â áåíçèí è ðàñòâîð áåíçèí�ñïèðò(2:1): êîíäåíñàòîð íå ïîãðóæåí; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 4 ìì;êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 8 ìì; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 13 ìì.�ëóáèíà ïîãðóæåíèÿ, ìì 0 4 8 13Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ 0.4 0.4 0.275 0.425Òàáëèöà 4. Áåíçèí.�ëóáèíà ïîãðóæåíèÿ, ìì 0 5 9 13Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ 0.4 0.35 0.425 0.45Òàáëèöà 5. �àñòâîð áåíçèí-ñïèðò (2:1).Íà ðèñ. 6 è â òàáëèöå 6 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îòãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â ðàñòâîð áåíçèíà ñî ñïèðòîì,ãäå ñîäåðæèòñÿ 2 ÷àñòè áåíçèíà è 3 ÷àñòè ñïèðòà. Òàêæå êàê è â ñëó÷àå ðàñòâîðàáåíçèíà ñî ñïèðòîì â ïðîïîðöèè 2:1 ïðè ïîãðóæåíèè êîíäåíñàòîðà èìååòñÿ ìè-íèìóì êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ, ïðè÷åì â ìèíèìóìå êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿðàâåí 0,35 ïðè ïîãðóæåíèè èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà íà ãëóáèíó 5 ìì. Ýòîìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â äàííîì ðàñòâîðå èìååòñÿ áîëüøàÿ ÷àñòü ñïèðòà, ÷òîîáóñëàâëèâàåò çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïîýòî-ìó ìèíèìóì êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ ãëóáèíûïîãðóæåíèÿ.
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�èñ. 6. Èìïóëüñíûå îòêëèêè äàò÷èêà ïðè ïîãðóæåíèè èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà âðàñòâîð áåíçèí�ñïèðò (2:3):êîíäåíñàòîð íå ïîãðóæåí; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 4 ìì;êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 8 ìì; êîíäåíñàòîð ïîãðóæåí íà 13 ìì.�ëóáèíà ïîãðóæåíèÿ, ìì 0 5 9 13Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ 0.4 0.35 0.425 0.45Òàáëèöà 6. �àñòâîð áåíçèí�ñïèðò (2:3).Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ÏÀÂ îò îòðàæàòåëüíî-ãî ÂØÏ ñèëüíî çàâèñèò êàê îò ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðàâ æèäêîñòü, òàê è îò ñîñòàâà æèäêîñòè. Çíàÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé êîý��èöè-åíòà îòðàæåíèÿ îò ñîñòàâà æèäêîñòåé, ìîæíî ñîçäàòü ïàññèâíûå áåñïðîâîäíûåäàò÷èêè ñîñòàâà æèäêîñòè. Îñîáåííî ýòî õîðîøî ïðèìåíÿòü äëÿ îáíàðóæåíèÿïîëÿðíûõ ïðèìåñåé (ñ áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ) â íåïîëÿðíûõæèäêîñòÿõ (ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ áëèçêîé ê åäèíèöå). Äëÿ ñîçäàíèÿòàêèõ äàò÷èêîâ áóäóò ñíÿòû êàëèáðîâî÷íûå êðèâûå, â êîòîðûõ ïðèâåäåíà çàâè-ñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ñîñòàâà æèäêîñòè ïðè ïîëíîì ïîãðóæåíèèèçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà. Ïî ýòèì çàâèñèìîñòÿì ìîæíî âåñòè íåïðåðûâíûéìîíèòîðèíã ñîñòàâà ïðîêàëèáðîâàííûõ æèäêîñòåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �10-08-00700-à.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàãäàñàðÿí À.Ñ., Áàãäàñàðÿí Ñ.À, Áîãäàíîâ Ì.È, Äíåïðîâñêèé Â. �., Êàðà-ïåòüÿí �.ß., Ïåòèí �.Ï. Áåñïðîâîäíûé ïàññèâíûé äàò÷èê íà ïîâåðõíîñòíûõ àêó-ñòè÷åñêèõ âîëíàõ äëÿ èçìåðåíèÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí // Òðóäû XV ìåæäóíàðîäíîéêîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿. �îñòîâ-íà-Äîíó.2011. T. 2, C. 21�25.Bagdasaryan A. S., Bagdasaryan S.A., Bogdanov Ì. I., Dneprovskiy V.G.,Karapetyan G.Ya., Petin G.P. The study of the re�e
tion 
oe�
ient of surfa
e a
ousti
waves, depending on the type of liquids and their mixtures. The re�e
tivity of surfa
e a
ousti
waves of an interdigital transdu
er loaded by impedan
e is studied, depending on the type ofliquids and their mixtures (water, al
ohol, water�al
ohol, water�gasoline). The impedan
e isdesigned as a parallel-plate 
apa
itor with a gap in whi
h the studied liquid is pla
ed.
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∗∗ÌÍÒÊ ¾Ìèêðîõèðóðãèÿ ãëàçà¿, ÌîñêâàÂ ðàáîòàõ î�òàëüìîëîãîâ ÷àñòî îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ðàçâèòèå ðå�ðàêöèîííîé õèðóðãèèíåèçáåæíî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ íîâûõ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåéðîãîâèöû.Â äàííîé ðàáîòå â ïðîãðàììíîì ïàêåòå ANSYS ìîäåëèðóåòñÿ èçìåðåíèå âíóòðèãëàç-íîãî äàâëåíèÿ (Â�Ä) àïïëàíàöèîííûìè òîíîìåòðàìè �îëüäìàíà è Ìàêëàêîâà ïîñëåîïåðàöèé ïî êîððåêöèè çðåíèÿ. �îãîâèöà è ñêëåðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìèòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè îáîëî÷êàìè ñ ðàçëè÷íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.Ïðè ýòîì ðîãîâèöà ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ñëîåâ, ðàçëè÷íûõ ïî òîëùèíå è óïðóãèìñâîéñòâàì. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîêàçàòåëåé Â�Ä, ïîëó÷àåìûõ ïîñëå îïåðàöèé ËÀ-ÇÈÊ (LASIK) è Ô�Ê (PRK). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå ýêñèìåðíûéëàçåð, íî òåõíèêè Ô�Ê è ËÀÇÈÊ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Ïðè �îòîðå�ðàêöèîííîéêåðàòýêòîìèè (Ô�Ê) âîçäåéñòâèþ ëàçåðíîãî ëó÷à ïîäâåðãàåòñÿ íàðóæíàÿ ïîâåðõíîñòüðîãîâèöû. Ïðè îïåðàöèè ËÀÇÈÊ ïåðåäíèå ñëîè ðîãîâèöû ïîñëå ñïåöèàëüíîãî ðàçðåçàïðèïîäíèìàþòñÿ, ïðè ýòîì îáíàæàþòñÿ áîëåå ãëóáîêèå ñëîè, êîòîðûå è ìîäåëèðóþòñÿýêñèìåðíûì ëàçåðíûì ëó÷îì. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè ËÀÇÈÊ îáðàçóåòñÿåùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé ñëîé.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëå îïåðàöèé ËÀÇÈÊ, íàáëþäàþòñÿ áîëåå íèçêèå ïîêàçà-òåëè Â�Ä, ÷åì ïîêàçàòåëè Â�Ä, ïîëó÷àåìûå ïîñëå îïåðàöèè Ô�Ê, ÷òî ìîæíî îáúÿñíèòüâîçíèêíîâåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ñëîÿ ïðè îïåðàöèÿõ ËÀÇÈÊ. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåââ ðîãîâèöå ñíèæàåò èçãèáíóþ æåñòêîñòü ðîãîâèöû, è êàê ñëåäñòâèå, ñíèæàåò ïîêàçàòåëèÂ�Ä, ïîëó÷àåìûå òîíîìåòðàìè �îëüäìàíà è Ìàêëàêîâà.Ïðîâåäåí òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèçà ïîêàçàòåëåé Â�Ä, ïîëó÷åííûõ äëÿ ïàöèåí-òîâ, êîòîðûì áûëè âûïîëíåíû ðå�ðàêöèîííûå îïåðàöèè Ô�Ê è ËÀÇÈÊ ïî êîððåêöèèìèîïèè. Îïåðàöèÿ Ô�Ê áûëà âûïîëíåíà íà 50 ãëàçàõ (I-ÿ ãðóïïà). Â�Ä èçìåðÿëè äîè ÷åðåç 3 ìåñÿöà ïîñëå Ô�Ê. Äàííûå Â�Ä äëÿ II-é ãðóïïû âûáèðàëèñü èç ïàöèåíòîâ,ïåðåíåñøèõ îïåðàöèþ ËÀÇÈÊ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû öåíòðàëüíûå òîëùèíû ðîãîâèöûãëàçà è ïîêàçàòåëè Â�Ä äî îïåðàöèè ïàöèåíòîâ I-îé è II-îé ãðóïï áûëè áëèçêè äðóã êäðóãó. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëå ðå�ðàêöèîííûõ îïåðàöèé ïðîèñõî-äèò ñíèæåíèå ïîêàçàòåëåé Â�Ä, ïîëó÷àåìûõ òîíîìåòðàìè �îëüäìàíà è Ìàêëàêîâà. Ïðèýòîì ïîñëå îïåðàöèé ËÀÇÈÊ ïðîèñõîäèò áîëüøåå ñíèæåíèå ïîêàçàòåëåé Â�Ä, ÷åì ïîñëåîïåðàöèè Ô�Ê.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðîãîâèöû îäíèì ýêâèâàëåíòíûì ñëîåì, ðàçíèöû âïîêàçàòåëÿõ Â�Ä ïîñëå îïåðàöèé Ô�Ê è ËÀÇÈÊ íå íàáëþäàåòñÿ.1. Âåäåíèå.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ ðàçâèòèåì ðå�ðàêöèîííîé õèðóðãèè óñòàíîâëåíî, ÷òîòîëùèíà ðîãîâèöû â ñðåäíåé çîíå è êðèâèçíà ðîãîâèöû ñóùåñòâåííî âëèÿþò íàïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ [1�3℄.



Ìîäåëè èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ 27Âèä îïåðàöèè Ïîêàçàòåëü Äî îïåðàöèé Ïîñëå îïåðàöèéÖåíòðàëüíàÿ òîëùèíà 563±3,5 465±4,2ðîãîâèöû ãëàçà, ìêìÔ�Ê Â�Ä ïî Ìàêëàêîâó, 19,4±1,4 19,3±3,4ìì ðò. ñò.Â�Ä ïî �îëüäìàíó, 15,2±2,4 14,5±3,4ìì ðò. ñò.Öåíòðàëüíàÿ òîëùèíà 568±2,5 455±3,5ðîãîâèöû ãëàçà, ìêìËÀÇÈÊ Â�Ä ïî Ìàêëàêîâó, 19,3±1,5 18,5±2,5ìì ðò. ñò.Â�Ä ïî �îëüäìàíó, 15,1±3,2 13,9±3,2ìì ðò. ñò.Òàáëèöà 1. Ïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ äî è ïîñëå ðå�ðàêöèîííûõ îïåðàöèé.Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîêàçàòåëåé âíóò-ðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ïàöèåíòîâ I-îé è II-îé ãðóïï, êîòîðûì áûëèâûïîëíåíû ðå�ðàêöèîííûå îïåðàöèè Ô�Ê è ËÀÇÈÊ äëÿ êîððåêöèè ìèîïèè. Èç-ìåðåíèÿ âðóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðîâîäèëèñü òîíîìåòðàìè Ìàêëàêîâà (10 ã) è�îëüäìàíà. Èçìåðåíèÿ ñðåäèííîé òîëùèíû ðîãîâèöû, ðåãèñòðèðóåìûå ñ ñèñòåìà-òè÷åñêîé îøèáêîé ïðèáîðà ± 5µì, áûëè âûïîëíåíû ïîñðåäñòâîì óëüòðàçâóêîâîãîïàõèìåòðà (Quantel medi
al BVI, Fran
e, êàðìàííàÿ ìîäåëü, òèï BF, II êëàññ).Ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà òðåõ èçìåðåíèé ñðåäèííîé òîëùèíû ðîãîâèöû (µì) èñïîëüçî-âàëàñü äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà.Còàòèñòè÷åñêèé àíàíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëå ðå�ðàêöèîííûõ îïåðàöèéïðîèñõîäèò ñíèæåíèå ïîêàçàòåëåé âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, èçìåðåííûõ òîíîìåò-ðàìè �îëüäìàíà è Ìàêëàêîâà, ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ðàçëè÷èå äàííûõ ïîêàçàòå-ëåé, ïîëó÷àåìûõ ïîñëå îïåðàöèé ËÀÇÈÊ è Ô�Ê, ÷òî ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ïîÿâ-ëåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ñëîÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ñðåçå, òàê íàçûâàåìîãî ëîñêóòà(�ap) ïðè îïåðàöèÿõ ËÀÇÈÊ.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå èçìåíåíèÿ òîëùèíû ðîãîâèöû âöåíòðàëüíîé çîíå íà ïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè èçìåðåíèè òîíî-ìåòðàìè �îëüäìàíà è Ìàêëàêîâà ïîñëå îïåðàöèé ïî êîððåêöèè çðåíèÿ ËÀÇÈÊ èÔ�Ê, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Èçìåðåíèå âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ òîíîìåòðàìè Ìàêëàêîâà è �îëüäìàíà ìî-äåëèðóåòñÿ êîíòàêòíûìè çàäà÷àìè â ïðîãðàììíîì ïàêåòå ANSYS.Àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [4, 5℄ ðîãîâèöà è ñêëåðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííû-ìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè îáîëî÷êàìè ñ ðàçíûìè äèàìåòðàìè è ñ ðàçíû-ìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè (ðèñ. 1). �îãîâèöà ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ñëîÿ: ïåðâûé(âíåøíèé) ñëîé îòâå÷àåò ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ýïèòåëèÿ (L1), âòîðîé � áî-óìåíîâîé ìåìáðàíå (L2), òðåòèé � ñòðîìû (L3), ÷åòâåðòûé (âíóòðåííèé) ñëîé �ñâîéñòâàì äåñöåìåíòîâîé îáîëî÷êè (L4). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòàâíàÿ îáîëî÷êàäî íàãðóæåíèÿ çàïîëíåíà íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ïîä äàâëåíèåì p.
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�èñ. 1. Êîðíåîñêëåðàëüíàÿ îáîëî÷êà ãëàçà ìîäåëèðóåòñÿ ñîïðÿæåííûìè ñ�åðè÷åñêèìèñåãìåíòàìè ñ ðàçíûìè äèàìåòðàìè è ñ ðàçíûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè.Îñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè äëÿ âñåé ðîãîâèöû â òàíãåíöèàëü-íîì íàïðàâëåíèè Ei è â íàïðàâëåíèè òîëùèíû E ′
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. (2)Ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå ìíîãîñëîéíîãî ñòðîåíèÿ ðî-ãîâèöû íà îáîáùåííûå ïàðàìåòðû âñåé ðîãîâèöû (òîëùèíó, ìîäóëü óïðóãîñòè èêîý��èöèåíò Ïóàññîíà), ñëåäîâàòåëüíî, è íà èçìåíåíèå ïîêàçàòåëåé Â�Ä.Ïðè èçìåðåíèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ òîíîìåòðàìè Ìàêëàêîâà íà ðîãîâèöóãëàçà ïîìåùàåòñÿ ãðóç ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì âåñîì 5 � 10 ã. Ïîä äåéñòâèåì ãðóçàðîãîâèöà äå�îðìèðóåòñÿ, ïðè ýòîì ðåãèñòðèðóåòñÿ äèàìåòð ïëîùàäè êîíòàêòàãðóçà ñ ðîãîâèöåé.Òîíîìåòð �îëüäìàíà èçìåðÿåò ñèëó, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü äëÿ ñïëþ-ùèâàíèÿ �èêñèðîâàííîé öåíòðàëüíîé îáëàñòè ðîãîâîé îáîëî÷êè. Óïëîùåííàÿ îá-ëàñòü äîëæíà áûòü äèàìåòðîì 3,06 ìì, òàê êàê ïðè òàêîé çîíå êîíòàêòà íàãðóçêà0,1 ã ñîîòâåòñòâóåò âíóòðèãëàçíîìó äàâëåíèþ, ðàâíîìó 1 ìì ðò. ñò, òàêèì îáðàçîì,ñèëà (ã) óìíîæàåòñÿ íà äåñÿòü è íàõîäèòñÿ âíóòðèãëàçíîå äàâëåíèå.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.×òîáû îöåíèòü âëèÿíèå äîïîëíèòåëüíûé ñëîÿ, ñîçäàâàåìîãî ïðè îïåðàöèÿõËÀÇÈÊ, íà ïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, ðîãîâèöà ïîñëå îïåðàöèè ËÀ-ÇÈÊ ìîäåëèðóåòñÿ ïÿòüþ ñëîÿìè, à ïîñëå îïåðàöèè Ô�Ê � ÷åòûðüìÿ ñëîÿìè.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå òîëùèíû ðîãîâèöû â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîèñõîäèòíà îäíó âåëè÷èíó h. Äëÿ êàæäîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ïîëó-÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ îäíîñëîéíîé ðîãîâèöû ñ îäíèìýêâèâàëåíòíûì ñëîåì.



Ìîäåëè èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ 29Íà ðèñ. 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè èçìåðå-íèè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ òîíîìåòðàìè �îëüäìàíà è Ìàêëàêîâà (10 ã) ïîñëåîïåðàöèé ËÀÇÈÊ è Ô�Ê äëÿ êîðíåîñêëåðàëüíîé îáîëî÷êè, ó êîòîðîé ìîäóëèóïðóãîñòè êàæäîãî ñëîÿ ðîãîâèöû â íàïðàâëåíèè òîëùèíû îáîëî÷êè â 20 ðàçìåíüøå òàíãåíöèàëüíûõ ìîäóëåé. Ïðè ýòîì ìîäóëè óïðóãîñòè ðîãîâèöû íà ïî-ðÿäîê ìåíüøå, ÷åì ìîäóëè óïðóãîñòè ñêëåðû. Èñòèííîå âíóòðåííåå äàâëåíèå íàïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ � 15 ìì ðò. ñò. �ëóáèíà àáëÿöèè ëàçåðà h ñîñòàâëÿåò172 ìêì.
�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîñëå îïåðàöèè ËÀÇÈÊ ïðè èçìåðåíèèâíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ: à � òîíîìåòðîì �îëüäìàíà; á � òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà (ãðóç5 ã); â � òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà (ãðóç 10 ã).

�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîñëå îïåðàöèè Ô�Ê ïðè èçìåðåíèèâíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ: à � òîíîìåòðîì �îëüäìàíà; á � òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà (ãðóç5 ã); â � òîíîìåòðîì Ìàêëàêîâà (ãðóç 10 ã).×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðîãîâèöû îäíèì ýê-âèâàëåíòíûì ñëîåì ðàçíèöà â ïîêàçàòåëÿõ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïîñëå îïåðà-öèé Ô�Ê è ËÀÇÈÊ íå íàáëþäàåòñÿ.3. Âûâîäû.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëå îïå-ðàöèé ïî êîððåêöèè çðåíèÿ óìåíüøàåòñÿ èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ðîãîâèöû è, êàêñëåäñòâèå, óìåíüøàþòñÿ ïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, ïîëó÷àåìûå òîíî-ìåòðàìè �îëüäìàíà è Ìàêëàêîâà.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëå îïåðàöèé ËÀÇÈÊ íàáëþäàþòñÿ áîëåå íèçêèå ïî-êàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, ÷åì ïîñëå îïåðàöèè Ô�Ê, ÷òî ìîæíî îáúÿñ-íèòü âîçíèêíîâåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ñëîÿ ïðè îïåðàöèÿõ ËÀÇÈÊ. Óâåëè÷åíèå÷èñëà ñëîåâ â ðîãîâèöå ñíèæàåò èçãèáíóþ æåñòêîñòü ðîãîâèöû è, êàê ñëåäñòâèå,ïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ, èçìåðåííûå òîíîìåòðàìè �îëüäìàíà è Ìà-êëàêîâà.



30 Áàóýð Ñ.Ì., Êàðàìøèíà Ë.À., Êà÷àíîâ À.Á., Êîðíèêîâ Â.Â.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àâåòèñîâ Ñ.Ý., Íîâèêîâ È.À., Áóáíîâà È.À., Àíòîíîâ À.À. Èññëåäîâàíèå áèîìå-õàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðîãîâèöû ïîñëå ýêñèìåð-ëàçåðíûõ âìåøàòåëüñòâ // IV �îññèé-ñêèé îáùåíàöèîíàëüíûé î�òàëüìîëîãè÷åñêèé �îðóì: ñá. òð. (Ìîñêâà, 5�7.10.2011).2011. Ñ. 22�25.[2℄ Ëåáåäåâ È.Î., ßâîðñêèé À.Å. Âëèÿíèå ðå�ðàêöèîííûõ îïåðàöèé íà óðîâåíü î�-òàëüìîòîíóñà ó ïàöèåíòîâ ñ ìèîïèåé // �îññèéñêèé î�òàëüìîëîãè÷åñêèé æóðíàë.2008. � 2. Ñ. 23�25.[3℄ Òàðóòà Å.Ï., Åðè÷åâ Â.Ï., Ëàðèíà Ò.Þ. Êîíòðîëü óðîâíÿ Â�Ä ïîñëå êåðàòîðå-�ðàêöèîííûõ îïåðàöèé // Áèîìåõàíèêà ãëàçà�2004: ñá. òð. IV ñåìèíàðà. Ì., 2004.C. 120�122.[4℄ Áàóýð Ñ.Ì., Êà÷àíîâ À.Á., Ñåìåíîâ Á.Í., Ñëåñîðàéòèòå Å. Î âëèÿíèè òîëùèíûðîãîâèöû íà ïîêàçàòåëè âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïðè èçìåðåíèè Â�Ä àïïëàíàöè-îííûìè ìåòîäàìè // Áèîìåõàíèêà ãëàçà�2007: ñá. òð. êîí�. Ì., 2007. Ñ. 119�124.[5℄ Êàðàìøèíà Ë.À. Ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè àïïëàíàöèîííîé òîíîìåòðèè ñ ó÷åòîì ìíî-ãîñëîéíîñòè ðîãîâèöû // �îññèéñêèé æóðíàë áèîìåõàíèêè. 2011. � 3. Ñ. 37�44.[6℄ �ðèãîëþê Ý.È., ×óëêîâ Ï.Ï. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê. Ì.:Ìàøèíîñòðîåíèå, 1973. Ñ. 49�51.[7℄ Èîìäèíà Å.Í. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà òêàíåé ãëàçà ÷åëîâåêà // Ñîâðåìåííûå ïðî-áëåìû áèîìåõàíèêè. 2006. Âûï. 11. Ñ. 183�200.[8℄ �îäèîíîâà Â.À., Òèòàåâ Á.Ô., ×åðíûõ Ê.Ô. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ ïëàñòèí è îáîëî-÷åê. ÑÏá.: Èçä-âî Ñàíêò-Ïåòåðá. óí-òà, 1996. 278 ñ.Bauer S.M, Karamshina L.A., Ka
hanov A.B., Kornikov V.V. Intrao
ularpressure measurement models after refra
tive surgery . The measurements of intrao
ularpressure (IOP) by Goldmann and Maklakov (weight 5, 10 g) applanation tonometers afterrefra
tive surgery are modeled in the software pa
kage ANSYS. The 
ornea is 
onsidered asmultilayer stru
ture. The IOP readings obtained by Goldmann and Maklakov tonometersafter refra
tive surgery LASIK and PRK are 
ompared. The 
ornea and s
lera are modeledas transversely-isotropi
 
onje
tured spheri
al shells with di�erent biome
hani
al properties.The 
ornea splits into several layers of di�erent thi
kness and elasti
 properties.



Î �ÅÆÈÌÀÕ ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÂÅ�ÒÈÊÀËÜÍÎÌ ÖÈËÈÍÄ�Å È ÈÕÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÁåêåæàíîâà Â.Á.Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, ÊðàñíîÿðñêÂ ðàìêàõ ìîäåëè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå íåçà-âèñèìûé ïàðàìåòð è îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â âåðòèêàëüíîì öè-ëèíäðå. Â óðàâíåíèÿõ ñâîáîäíîé êîíâåêöèè ó÷òåíû îáúåìíûå èñòî÷íèêè òåïëà è êâàä-ðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè æèäêîñòè îò òåìïåðàòóðû. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíàê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ ñ ñèëüíî íåëèíåéíûì îïåðàòîðîì è äîêàçàíà åãî ðàçðåøè-ìîñòü. Ïðåäëîæåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ íàéòè òðè êëàññà ðåøåíèé,�îðìèðóþùèõ ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû òå÷åíèé â öèëèíäðå, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèéïàðàìåòðà. Èññëåäîâàíà ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü âñåõ âîçíèêàþùèõ ðåæèìîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âèä ðåøåíèÿ. Ïóñòü öèëèíäð ðàäèóñà R è âûñîòû
l (ðèñ. 1) çàïîëíåí íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ñ ïîñòîÿííûìè âÿçêîñòüþ ν, òåìïå-ðàòóðîïðîâîäíîñòüþ χ è òåïëîïðîâîäíîñòüþ k. Âåðõíÿÿ (z = 0) è íèæíÿÿ (z = l)ãðàíèöû öèëèíäðà ïðåäïîëàãàþòñÿ òâåðäûìè.

�èñ. 1. Îáëàñòü òå÷åíèÿ.Äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà [1℄div~v = 0,
∂θ

∂t
+ ~v▽ θ = χ△ θ + Fw(z, t),

ρ0

(

∂~v

∂t
+ ~v▽ ~v

)

= −▽ p+ div (2µD) + ρ~g.
(1)Çäåñü ~v = (u, v, w) � âåêòîð ñêîðîñòè, θ � òåìïåðàòóðà, p � äàâëåíèå, µ �äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, D � òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ~v,

Fw(z) = σæRb exp(−æz) � îáùàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà.



32 Áåêåæàíîâà Â.Á.Â ñëó÷àå îáúåìíîãî ïîãëîùåíèÿ (ïðîíèêíîâåíèÿ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè â æèäêóþñðåäó) Fw îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè: σ � îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè ñîëíå÷íîéðàäèàöèè ê ðàäèàöèîííîìó áàëàíñó Rb íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, æ � ïîêàçàòåëüïîãëîùåíèÿ [2℄. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ çàâè-ñèìîñòü ρ = ρ0(1−α(θ−θ0)2), ãäå ρ0 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè, êîòîðîåäîñòèãàåòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå èíâåðñèè θ0 (òåìïåðàòóðà àíîìàëèè òåïëîâîãî ðàñ-øèðåíèÿ æèäêîñòè); α� êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Â êà÷åñòâå âõîäíûõäàííûõ âûáåðåì çíà÷åíèÿ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, õàðàêòåðíûå äëÿ îçåðàÁàéêàë: l = 730 ì (ñðåäíÿÿ ãëóáèíà îçåðà), ν = 1.45 · 10−6 ì2/ñ, χ = 1.32 · 10−7ì2/ñ, k = 0.558 Âò/(ì·K), ρ0 = 999.972 êã/ì3, θ0 = 277.13 Ê, α = 8.57 · 10−6 Ê−2.�åøåíèå, îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â öèëèíäðå áîëüøîãîðàäèóñà áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå
~u = (u, v, w), u = u(z)r, v = 0, w = w(z),

θ = θ(z), p = p(z) +
a1

2
r2,

(2)ãäå u� ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, v � àçèìóòàëüíàÿ, w � îñåâàÿ, ïàðàìåòð
a1 ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Òîãäà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ òåïëîâîéêîíâåêöèè (1) â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèìóò âèä

2u+ wz = 0, u2 + wuz = uzz + a,

wwz = pz + wzz +Ga−Gr(θ − 1)2,

θzw =
1Pr θzz + f1F1(z).

(3)Çäåñü a = a1l
4/ν2, Ga = gl3/ν2 � ÷èñëî �àëèëåÿ, Gr = gαθ2

0l
3/ν2 � ÷èñëî �ðàñãî�à,Pr = ν/χ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, f1 = σæ1Rbl/(kθ0) � ïàðàìåòð òåïëîâûäåëåíèÿ,

æ1 = æl è F1(z) = exp(−æ1z) � áåçðàçìåðíûå ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ è �óíêöèÿòåïëîâîãî èñòî÷íèêà ñîîòâåòñòâåííî.Íà òâåðäûõ ãðàíèöàõ çàäàíû óñëîâèÿ:
z = 1 : u(1) = w(1) = 0, θ(1) = θ1,

z = 0 : u(0) = w(0) = 0, θz(0) = q1Q,
(4)ãäå q1 = Q0l/kθ0, Q0, Q � õàðàêòåðíûé è áåçðàçìåðíûé ïîòîêè òåïëà. Ïðè ðàñ÷å-òàõ ó÷èòûâàþòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ òåïëà Q è ðàäèàöèîííîãî áàëàíñà âïåðèîä, êîãäà îçåðî èìååò ëåäÿíîé ïîêðîâ (äåêàáðü�àïðåëü) [3, 4℄.2. Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå è îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîãî ïàðàìåòðà.Çàäà÷à (3), (4) ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûå çàäà÷è äëÿ u, w, p, θ.Îñíîâíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ �óíêöèè u(z):

uzz + 2uz

z
∫

0

u(z)dz − u2 + a = 0, 0 < z < 1, (5)
u(0) = u(1) = 0,

1
∫

0

u(z)dz = 0. (6)



Î ðåæèìàõ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå 33Óìíîæèì óðàâíåíèå (5) íà exp
(

2
z
∫

0

u(τ)dτ
) è ïðîèíòåãðèðóåì, ó÷èòûâàÿ ãðà-íè÷íîå óñëîâèå u(0) = 0, ïîëó÷èì

u(z) =

z
∫

0

[

σ
∫

0

(u2(p) − a) exp

(

2

p
∫

0

u(τ)dτ

)

dp+D

]

×

× exp

(

− 2

σ
∫

0

u(τ)dτ

)

dσ.

(7)
�ðàíè÷íîå óñëîâèå u(1) = 0 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü D êàê íåëèíåéíûé �óíêöèîíàëîò ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì Au ïðàâóþ ÷àñòü (7). Èòàê, êðàåâàÿ çàäà÷à (5), (6) äëÿ�óíêöèè u(z) ñâåäåíà ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ ñ ñèëüíî íåëèíåéíûì îïåðàòî-ðîì A.Çàìå÷àíèå 1.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå Øàóäå-ðà â çàìêíóòîì øàðå S(0, r0) ïðîñòðàíñòâà C[0, 1], îòêóäà è ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòüïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ.Óìíîæèì óðàâíåíèå (5) íà u è ïðîèíòåãðèðóåì ñ ó÷åòîì óñëîâèé (6). Òîãäàî÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

2

1
∫

0

u3(z)dz +

1
∫

0

u2
z(z)dz = 0. (8)C äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðèðóÿ (5) ñ ó÷åòîì (6)

a = uz(0) − uz(1) + 3

1
∫

0

u2(z)dz. (9)Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó:Øàã 1. Âûáèðàåòñÿ �óíêöèÿ u0(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6) è (8).Øàã 2. Èç (9) îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðà a0.Øàã 3. Èç (5) íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåíèå
u1zz = u2

0 − 2u0z

z
∫

0

u0(z)dz − a0,óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (6).Äàëåå øàãè 2, 3 ïîâòîðÿþòñÿ äî äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè.Â êà÷åñòâå íóëåâûõ ïðèáëèæåíèé u0, ïîçâîëÿþùèõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîéèòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû îïðåäåëèòü òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, áûëèâûáðàíû �óíêöèè
u1

0(z) = 0.216(−10z4 + 10z3 + 3z2 − 3z),

u2
0(z) = −2z5 + 5z4 − 4.42z3 + 1.63z2 − 0.21z,

u3
0(z) = z5 − 2.5z4 + 4.1z3 − 3.65z2 + 1.05z.

(10)



34 Áåêåæàíîâà Â.Á.Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a1 = −7.341 · 10−6, a2 = 9.12 · 10−7,
a3 = 12.0168.Çàìå÷àíèå 2. Ïðîâîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ è íà äðóãèõ êëàññàõ íà÷àëüíûõ ïðè-áëèæåíèé u0(z), â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü ïîëèíîìû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ,òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè. Îäíàêî, ðåøåíèå âñåãäà ñõîäèëîñüê îäíîìó èç óêàçàííûõ çíà÷åíèé aj (j = 1, 2, 3).Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ çàäà÷è äëÿ �óíêöèé w(z), θ(z), p(r, z). �àñ-ïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé u(z) è w(z) ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñ. 2.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ðàäèàëüíîé (u, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è îñåâîé (w, øòðèõîâàÿ) êîìïîíåíòñêîðîñòè îò z: à � a1 = −7.341 · 10−6; á � a2 = 9.12 · 10−7; â � a3 = 12.0168.Âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà òå÷åíèÿâ ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè: ïðè îòðèöàòåëüíîì a = a1 òå÷åíèå ñîñòîèò èç äâóõâñòðå÷íûõ ïîòîêîâ; ïðè ïîëîæèòåëüíûõ a = a2, a3 â îñíîâíîì òå÷åíèè ïîÿâëÿþòñÿäîïîëíèòåëüíûå ïîòîêè (íà ðèñ. 2 âûäåëåíû çàêðàøåííûìè îáëàñòÿìè).3. Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííûõêëàññîâ òå÷åíèé ðàññìîòðèì ìàëûå âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè ~U = (Uj , Vj,Wj), òåì-ïåðàòóðû Θj è äàâëåíèÿ Pj, ïðîïîðöèîíàëüíûå exp(i(µ1r + µ2ϕ − Cτ)). Çäåñü
µ1 = 2π/λ � ðàäèàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî, λ � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà âîëíû âîçìó-ùåíèÿ, µ2 = 0, 1, 2, . . . � àçèìóòàëüíîå, C = Cr + iCi � êîìïëåêñíûé äåêðåìåíò,ïîêàçûâàþùèé çàòóõàåò (Ci < 0) âîçìóùåíèå ñ âîëíîâûì âåêòîðîì (µ1, µ2) èëèðàñòåò (Ci > 0). Çíà÷åíèÿ C = 0 ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ.Ïðè Ci = 0 âîçíèêàþò ìîíîòîííûå âîçìóùåíèÿ, à ïðè Ci 6= 0 � êîëåáàòåëüíûåñ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòîé Ci.Ëèíåàðèçàöèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (2) ïðèâî-äèò ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ àìïëèòóä. �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðàññìîòðåí-íîé çàäà÷å êðèòè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ (µ2 = 0) êîëåáàòåëüíàÿ (Ci 6= 0) ìîäà.Íåéòðàëüíûå êðèâûå Gr(µ1) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Êðèâûå 1 è 3 ñîîòâåòñòâóþòíàèáîëåå îïàñíîé ìîäå, â ýòîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîñòü ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì òåï-ëîâûõ âîëí. Êðèâûå 2 è 4 îòâå÷àþò ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ìîäàì, êðèçèñ ñâÿçàíñ íàðàñòàíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè ïà-ðàìåòðà a = a1 íåéòðàëüíûå êðèâûå èìåþò âèä 3,à è ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íåóñòîé-÷èâîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ìåäëåííî äðåé�óþùèõ âèõðåé íà ãðàíèöå âñòðå÷íûõïîòîêîâ. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ a = a2, a3 ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà íåéòðàëüíûõ êðè-âûõ: âåòâè íåéòðàëüíûõ êðèâûõ ñîåäèíÿþòñÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïåòëþ, ïðè ýòîìèìåþò ìåñòî îáà ìåõàíèçìà íåóñòîé÷èâîñòè.
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�èñ. 3. Íåéòðàëüíûå êðèâûå Gr(µ1): à � a1 = −7.341 · 10−6; á � êðèâûå 1,2 � a3 =
12.0168, Gr1 = Gr · 105; 3,4 � a2 = 9.12 · 10−7, Gr2 = Gr · 106.Àâòîð áëàãîäàðèò Àíäðååâà Â.Ê. çà ïîìîùü â ðàáîòå è ïîëåçíûå äèñêóññèè.�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ, ãðàíò 11-01-00283 è ÑÎ �ÀÍ, èíòåãðàöèîííûéïðîåêò 38.
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ Î�ÈÅÍÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ È ÌÎÄÅËÈÇÀÏÅ�ÒÎÉ ÑÒÅÍÊÈ ÄËß ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÈÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉÏÎËÈÊ�ÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÅ�ÍÅÒÎÝËÅÊÒ�ÈÊÎÂÁåëîêîíü À.Â., �àä÷åíêî Ì.Þ., Ñêàëèóõ À.Ñ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíà êîìáèíèðîâàííàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ íåëèíåéíûé îòêëèê ïîëèêðè-ñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ íà âîçäåéñòâèå èíòåíñèâíûõ ýëåêòðè÷å-ñêèõ ïîëåé è ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â íåîáðàòèìûõ ïðîöåññàõ ïîëÿðèçàöèè è äå�îð-ìèðîâàíèÿ. Ìåòîäàìè äâóõóðîâíåâîé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïîëó÷åíû îïðåäåëÿþ-ùèå ñîîòíîøåíèÿ â èíêðåìåíòàëüíîé �îðìå. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä èõ ðåøåíèÿ.Ïîñòðîåíû äå�îðìàöèîííûå è äèýëåêòðè÷åñêèå ïåòëè ãèñòåðåçèñà. Îòìå÷åíû äîñòîèí-ñòâà è íåäîñòàòêè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè.1. Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèå ñåãíåòîýëåêòðèêè ÿâëÿ-þòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûìè àêòèâíûìè ìàòåðèàëàìè èïðèâëåêàþò ê ñåáå âíèìàíèå êîíñòðóêòîðîâ è òåõíîëîãîâ ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ ìèê-ðîìèíèàòþðíûõ ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ äëÿ ãåíåðàöèè è îáíàðóæåíèÿ øèðîêîãîñïåêòðà ñèãíàëîâ. Ìíîãèå èç òàêèõ äàò÷èêîâ èñïîëüçóþò íåëèíåéíûå ñâîéñòâàñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, à ìîäåëèðîâàíèå ïðîòåêàþùèõ â íèõ ïðîöåññîâñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ñëîæíîñòÿìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèõî-äèòñÿ ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû è èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïàêåòû.À îäíèì èç îñíîâíûõ ïóíêòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî èññëåäîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ �îð-ìóëèðîâêà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ó÷èòûâàþò âñå òîíêîñòè íåëè-íåéíîãî ïîâåäåíèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõîïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðèêîâ.Îòìåòèì, ÷òî ïîïûòêè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ñâîéñòâîñóùåñòâëÿëèñü íåîäíîêðàòíî ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Îäíàêî äî ñèõ ïîðíå âûðàáîòàíî îáùåïðèíÿòîé äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè, ñïîñîáíîé îïè-ñàòü â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âîçíèêàþùèå ïðîáëåìû. Òàê â ðàáîòàõ Landis C.M.,M
Meeking R.C., Huber J. E., Kamlah M., Fle
k N.A. èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè òåîðèèïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîöåññàì ïîëÿðèçàöèè è äå�îðìèðîâà-íèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ïîäõîä ëèøü êà÷åñòâåííî îïèñûâàåò ïðîòåêàþùèå ÿâëå-íèÿ. Äóäêåâè÷ Â.Ï., Zhang Z.K., Hwang S.C., Chen X., Huo Y., Lyn
h C. S. ïðåäëî-æèëè ìîäè�èêàöèè ìîäåëåé îðèåíòàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè. Èõ íåäîñòàòîê çàêëþ-÷àåòñÿ â èãíîðèðîâàíèè âçàèìíîãî âëèÿíèÿ äîìåíîâ äðóã íà äðóãà. ÈññëåäîâàòåëèÒóðèê À.Â., Mayergoyz, Damjanovi
 D., Moroz Y. I., Zirka S. E., Fuzi J., Kadar G.,Cardelli E. îïèñûâàëè ïðîöåññ ïîëÿðèçàöèè îäíîìåðíûìè ìîäåëÿìè Ïðåéñàõà. Ìî-äåëü òåîðèè çàïåðòîé ñòåíêè áûëà ðàçðàáîòàíà Jiles D.C., Atherton D. L. è ïå-ðåíåñåíà â ñåãíåòîýëåêòðè÷åñòâî Smith R.C., Hom C.L., Ounies Z., Massad J. E.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàìè ðàçâèâàåòñÿ èìåííî ýòà ìîäåëü. Îíà ïåðåíîñèòñÿ íàòðåõìåðíûé ñëó÷àé. À òà ÷àñòü ìîäåëè, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû,



Èñïîëüçîâàíèå îðèåíòàöèîííîé ìîäåëè 37çàìåíÿåòñÿ íà ìîäåëü îðèåíòàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâà-íèå ñîñòîèò èç òðåõ îñíîâíûõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿïðåäåëüíî âîçìîæíîé ïîëÿðèçàöèè è äå�îðìàöèè íà îñíîâå ìîäåëè îðèåíòàöè-îííîé ïîëÿðèçàöèè ñ ýíåðãåòè÷åñêèì êðèòåðèåì ïåðåêëþ÷åíèé. Çàòåì âûâîäèòñÿýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ó÷åñòü è ìåõàíè÷åñêîå è ýëåêòðè÷åñêîåâëèÿíèå ñîñåäíèõ äîìåíîâ íà ïðîöåññ ïåðåêëþ÷åíèÿ äîìåíîâ. Â òðåòüåé ÷àñòè ïî-ëó÷åíû èíêðåìåíòíûå óðàâíåíèÿ è ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä èõ ðåøåíèÿ.2. Îðèåíòàöèîííàÿ ìîäåëü. �àññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòèöà èññëåäóåìîãî ìàòå-ðèàëà, ñîäåðæàùàÿ â ñåáå áîëüøîå êîëè÷åñòâî äîìåíîâ, îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî N .Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìóäîìåíó åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèèäîìåíà, ñ íà÷àëîì â ýòîé òî÷êå. Ïðèëîæåííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ìåõàíè÷å-ñêèå íàïðÿæåíèÿ ìîãóò ïåðåêëþ÷èòü äîìåí. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êåðàìèêó ñîñòðóêòóðîé ñåãíåòîýëåêòðèêà òèïà ïåðîâñêèòà, òîãäà íîâîå ïîëîæåíèå äîìåíà íåìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, à áóäåò ñòðîãî ðåãëàìåíòèðîâàíî åãî êðèñòàëëè÷åñêîéñòðóêòóðîé. Ââåäåì ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé ïåðåêëþ÷åíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìóïåðåêëþ÷åíèå íàñòóïàåò òîãäà, êîãäà ýíåðãèÿ äîìåíà U = −ps · E − εs : σ âçàäàííûõ ïîëÿõ E è σ ïðåâûøàåò íåêîòîðûé ïîðîãîâûé óðîâåíü Uc. Íîâîå ïîëî-æåíèå îñåé äîìåíà òàêîå, ÷òî åãî ýíåðãèÿ â äàííûõ ïîëÿõ áóäåò èìåòü íàèìåíüøååçíà÷åíèå. Àëãîðèòì ïðîöåññà ïðîñò. Çàäàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü N òðîåê åäèíè÷íûõâåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèìè îñÿìè êàæäîãî äîìåíà. Äëÿ íåïî-ëÿðèçîâàííîé êåðàìèêè êîíöû åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ c, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâ-ëåíèþ ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè, ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåíû íà ñ�åðå. Äâå äðóãèåîñè a,a
′ ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîìó âåêòîðó, à èõ îðèåíòàöèÿîïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàÿâåêòîðû íà åäèíè÷íîé ñ�åðå, è ïðîâåðÿÿ óñëîâèå ïåðåêëþ÷åíèÿ, âû÷èñëÿåì íîâîåïîëîæåíèå îñåé äîìåíà. Â èòîãå ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ ïîëÿðèçàöèÿ èäå�îðìàöèÿ
P∞ =

ps
N

N
∑

k=1

ck, ε∞ =
εs
2N

N
∑

k=1

(2ck ⊗ ck − ak ⊗ ak − a
′

k ⊗ a
′

k).3. Îáîáùåíèå ìîäåëè Äæèëà�Àòåðòîíà. Ïîëó÷åíèå îñíîâíûõ óðàâíåíèé äëÿñïëîøíîé ñðåäû ïåðâîãî óðîâíÿ îñíîâàíî íà ìåòîäàõ óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé âòî-ðîãî óðîâíÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè âûâîäå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà. Ñ ýòîéöåëüþ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñëîìà ìåõàíèçìîâ çàêðåïëåíèÿäîìåííîé ñòåíêè. Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ ðàáîòà ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿ â ðåàëüíîì ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ è ïîëÿðèçàöèè. Óñòàíàâëèâà-åòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàáîòû ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿâ èäåàëüíîì ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ è ïîëÿðèçàöèè. Ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ�îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàáîòà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñëîìà ìåõàíèçìîâçàêðåïëåíèÿ äîìåííîé ñòåíêè â ðåàëüíîì ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ è ïîëÿðèçà-öèè ðàâíà ðàáîòå â èäåàëüíîì ñëó÷àå ïëþñ ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñëîìà ìå-õàíèçìîâ çàòóõàíèÿ. Ýòîò âûâîä îòäåëüíî äëÿ ñåãíåòîýëåêòðèêîâ è îòäåëüíî äëÿñåãíåòîýëàñòèêîâ áûë ðàññìîòðåí â [1, 2℄. Îáúåäèíÿÿ îáà ïîäõîäà, è îïóñêàÿ ïðî-ìåæóòî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, çàïèøåì ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ â âèäå
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∫

Ω

(

−ε0 : dσef − P 0 · dEef
)

dΩ =

∫

Ω

(

−ε∞ : dσef − P∞ · dEef
)

dΩ+

+

∫

Ω

k1dε0 : dσef

dσef3 − dσef1
dΩ +

∫

Ω

k2dP 0 : dEef

|dEef |
dΩ,èç êîòîðîãî ñëåäóåò

−ε0 = −ε∞ + k1
dε0

dσef3 − dσef1
, −P 0 = −P∞ + k2

dP 0

|dEef |
.Çäåñü Ω � ïðîèçâîëüíûé îáúåì; ε0,P 0 - îñòàòî÷íàÿ ïîëÿðèçàöèÿ è îñòàòî÷íàÿ äå-�îðìàöèÿ; ε∞,P∞ � ïðåäåëüíàÿ (íàèáîëåå äîñòèæèìàÿ) îñòàòî÷íàÿ ïîëÿðèçàöèÿè îñòàòî÷íàÿ äå�îðìàöèÿ; σef = σ + αε0,E

ef = E + βP 0 � ý��åêòèâíûå ïîëÿìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; σ,E � òåíçîð ìåõàíè÷åñêèõíàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; dσef3 , dσef1 � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà ïðè-ðàùåíèé ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé; α, β, k1, k2 � êîíñòàíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäå-ëåíèþ. Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó îïðå-äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ïðèðàùåíèÿõ îòíîñèòåëüíî îñòàòî÷íûõ äå�îðìàöèé èîñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè. Îïðåäåëèì â äîïîëíåíèå ê ýòîìó ïîëíóþ äå�îðìàöèþè ïîëíóþ ïîëÿðèçàöèþ
ε = ε0 + εe, P = P 0 + P e, εe = ε∞ − ε0 + γ1σ, P e = P∞ − P 0 + γ2E,ãäå εe,P e � óïðóãàÿ äå�îðìàöèÿ è èíäóöèðîâàííàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Âñå ââåäåííûå âìîäåëü ïîñòîÿííûå äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ðàññ÷èòàííûõè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèðàùåíèé îñòàòî÷íûõ ïà-ðàìåòðîâ âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííîé ñõåìîé ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-æåíèé. Ïóñòü ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì

dε
(i−1)
0 , dP

(i−1)
0 , êîòîðûå îïðåäåëèì óêàçàííûì ìåòîäîì, íîìåðîì m è ñëåäóþùåéñõåìîé:

(dε
(i−1)
0 )m =

(dσef3
(i−1)

)m−1 − (dσef1
(i−1)

)m−1

k1

(

(ε(i−1)
∞ − ε

(i−1)
0

)

m−1
,

(ε
(i−1)
0 )m = (ε

(i−1)
0 )m−1 + (dε

(i−1)
0 ))m,

(dP
(i−1)
0 )m =

|(dEef (i−1)
)m−1|

k2

(

P (i−1)
∞ − P

(i−1)
0

)

m−1
,

(P
(i−1)
0 )m = (P

(i−1)
0 )m−1 + (dP

(i−1)
0 )m.�àññìîòðèì îäíîâðåìåííîå âîçäåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ìåõàíè÷åñêèõ íà-ïðÿæåíèé. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èìååò ïîñòîÿííîå íàïðàâëåíèå è èçìåíÿåòñÿ ïîãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå èìåþòïîñòîÿííîå çíà÷åíèå îñåâîãî ñæàòèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ. Áûëà ïðîâåäåíà
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�èñ. 1. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà ïðè σ = 0 Í/ì2.

�èñ. 2. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà ïðè σ = 3 · 106 Í/ì2 è σ = 5 · 106 Í/ì2.

�èñ. 3. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà ïðè σ = 10 · 106 Í/ì2 è σ = 15 · 106 Í/ì2.

�èñ. 4. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà ïðè σ = 20 · 106 Í/ì2 è σ = 30 · 106 Í/ì2.



40 Áåëîêîíü À.Â., �àä÷åíêî Ì.Þ., Ñêàëèóõ À.Ñ.ñåðèÿ 7 ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ ñæàòèÿ óâåëè÷èâà-ëèñü îò 0 äî 30·106Í/ì2. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñàïðè îòñóòñòâèè ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé. Äàëåå, íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà òà æå ïåò-ëÿ, íî ïðè âîçäåéñòâèè ìàëîãî ñæèìàþùåãî íàïðÿæåíèÿ. Êàê âèäíî, íàïðÿæåíèÿäî 10 · 106Í/ì2 íå îêàçûâàþò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ýòó ïåòëþ. Ñèòóàöèÿ ðåç-êî ìåíÿåòñÿ êàê òîëüêî ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ äî âåëè÷èíû
15 · 106Í/ì2 è âûøå. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå çàñòàâëÿåò äî-ìåíû âûñòðàèâàòüñÿ ïî ïîëþ, à ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ èõ ïîâîðà÷èâàþò ïåð-ïåíäèêóëÿðíî ïîëþ. Ïðè÷åì, ÷åì áîëüøå ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ, òåì ìåíüøàÿ÷àñòü äîìåíîâ ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ÷òî âèäíî èçðèñ. 3�4.5. Èòîãè è âûâîäû. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà íîâàÿ ìîäåëü äå�îðìèðîâàíèÿè ïîëÿðèçàöèè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Â òðåõ-ìåðíîé ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåíû íåëèíåéíûå ïðîöåññû ïðè îäíîâðåìåííîì âîçäåé-ñòâèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. ×èñëåííî óñòàíîâëåíî,÷òî îñíîâíîé âêëàä â èòîãîâóþ ïîëÿðèçàöèþ è äå�îðìàöèþ âíîñèò ìîäåëü îðè-åíòàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè. Íàáëþäàåòñÿ êà÷åñòâåííûé ý��åêò óìåíüøåíèÿ ðå-çóëüòèðóþùåé ïîëÿðèçàöèè, êîãäà íà òåëî âîçäåéñòâóþò ìåõàíè÷åñêèå ñæèìàþ-ùèå íàïðÿæåíèÿ äîñòàòî÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà âêîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïàêåòàõ â êà÷åñòâå èíêðåìåíòíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-íèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 12-01-00829-à).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëîêîíü À.Â., Ñêàëèóõ À.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåîáðàòèìûõ ïðî-öåññîâ ïîëÿðèçàöèè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2010. 328 ñ.[2℄ Skaliukh À. S. ¾Modeling of Polarization of the Poly
rystalline Ferroele
tri
s¿ inPiezo
erami
 materials and devi
es. Ed. I. A. Parinov. NOVA Publishers, N.-Y.,Chapter 2, 2012. Pp. 55�104.Belokon A.V., Rad
henko M.Y., Skaliukh A. S. Using the orientation modeland model of the lo
ked wall for the formulation of 
onstitutive relations poly
rystallineferroele
tri
s. Combined model des
ribing the nonlinear response of poly
rystalline ferroele
tri
materials in strong ele
tri
 �elds and me
hani
al stresses in the irreversible pro
esses ofpolarization and deformation is presented. The 
onstitutive equations were obtained throughthe use of two-level methods of 
ontinuum me
hani
s and presented in in
remental form. Anumeri
al method was developed for solving them and diele
tri
 and deformation hysteresisloops were built. The advantages and disadvantages of 
onstru
ted model were noted.



�ÀÑ×ÅÒ ÏÎËß ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉ Â Ï�ÈÊÎÍÒÓ�ÍÎÉ ÇÎÍÅÂÛ�ÀÁÎÒÊÈ, ÇÀÊ�ÅÏËÅÍÍÎÉ ÀÍÊÅ�ÀÌÈÁîáûëåâ Ä.Å., Ìàñüêî Ë.Â.Êðèâîðîæñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò�àçðàáîòàíû ìåòîäû ðàñ÷åòà ïðîñòðàíñòâåííîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ ïîðîäíîãî ìàññèâà âîêðóã âûðàáîòîê, çàêðåïëåííûõ àíêåðíîé êðåïüþ. Âûÿâëå-íû çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â çàêðåï-ëåííîì àíêåðàìè ìàññèâå. Óñòàíîâëåíû �óíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-ãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà óïðî÷íåíèÿ ïðèêîíòóðíîãî ìàññèâà ïîðîä, îïðåäåëåíûðàçìåðû óñëîâíûõ çîí ðàçðóøåíèÿ, îáðàçóþùèõñÿ âîêðóã âûðàáîòîê.1. Ââåäåíèå. Àíêåðíàÿ êðåïü â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëååý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâ ïîääåðæàíèÿ ãîðíûõ âûðàáîòîê. Îñîáåííîñòü àíêåðíîéêðåïè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòüíåñóùóþ ñïîñîáíîñòü âìåùàþùèõ ïîðîä, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñíèæàåò ìàòåðèàëîåì-êîñòü è ñòîèìîñòü êðåïè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àíêåðíàÿ êðåïü øèðîêî ïðèìåíÿåò-ñÿ ïðè ñòðîèòåëüñòâå ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé. Ïðîåêòèðîâàíèþ è ðàñ÷åòó àíêåð-íîé êðåïè ïîñâÿùåíû ðàáîòû ó÷åíûõ Â.Â. Âàñèëüåâà, Â.Ì. Âîëæñêîãî, �.Þ. Çà-âüÿëîâà, Í.Ñ. Êîíîêîòîâà, �.È. Êðàâ÷åíêî, Í.È. Ìåëüíèêîâà, Â.Ì. �îãèíñêîãî,Ì.À. �îçåíáàóìà, Â.Í. Ñåìåâñêîãî, Î.Â. Òèìî�ååâà, Â.Ë. Òðóøêî, À.Ï. Øèðî-êîâà è ìíîãèõ äðóãèõ.Îñíîâíûå ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êðåïè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìèýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ ïëîñêèõãåîìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ýòè ìîäåëè íå ñîâñåì àäåêâàòíû ðåàëüíûì �èçè÷åñêèìïðîöåññàì â ìàññèâå. Âî ïåðâûõ, îíè íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîñòîâåðíóþ êàðòèíóíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó àíêåðàìè, âî âòîðûõ, ó÷èòûâàþòòîëüêî äâå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü âíîñèò äîïîëíèòåëüíóþíåòî÷íîñòü. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ìåòîäèêóðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ àíêåðíîé êðåïè íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåõàíè÷åñêîéìîäåëè. Èìåþùèåñÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àíêåðà èïîðîäíîãî ìàññèâà íîñÿò ÷àñòíûé õàðàêòåð è íå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ðàöèî-íàëüíûå ïàðàìåòðû êðåïè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåíèé âûçâàííûõ ðàáîòîé ñè-ñòåìû àíêåðîâ, ñ ó÷åòîì èõ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà,ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1. Íàïðÿæåíèÿ îò ñèë P1 è P2 (P1 � ñèëà äåéñòâóþùàÿ íàêîíòóðå âûðàáîòêè; P2 � ñèëà äåéñòâóþùàÿ â ãëóáèíå ìàññèâà) � îïðåäåëåíûñîîòâåòñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷ Áóññèíåñêà è Ìèíäëèíà [1℄ äëÿóïðóãîãî èçîòðîïíîãî ëèíåéíî-äå�îðìèðóåìîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà:
σP1
x =

3P1

π

[

zx2

R5
+

1 − 2µ

3

(

R2 − Rz − z2

R3(R + z)
− x2(2R+ z)

R3(R + z)2

)]

; (1)



42 Áîáûëåâ Ä.Å., Ìàñüêî Ë.Â.

�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ ñõåìà.
σP1
y =

3P1

π

[

zy2

R5
+

1 − 2µ

3

(

R2 − Rz − z2

R3(R + z)
− y2(2R + z)

R3(R + z)2

)]

; (2)
σP1
x =

3P1

π

z3

R5
; (3)

σP2
x =

P2

8π(1 − µ)

[

(1 − 2µ)(z − h)

R3
1

− 3y2(z − h)3

R5
1

+

+
(1 + 2µ)3(z − h) − 4µ(z + h)

R3
2

− 3(3 − 4µ)y2(z − h)

R5
2

−

−6h(z + h)(1 − 2µ)z − 2µh

R5
2

− 30hy2z(z + h)

R7
2

−

−4(1 − µ)(1 − 2µ)

R2(R2 + z + h)

(

1 − x2

R2(R2 + z + h)
− x2

R2
2

)]

; (4)
σP2
y =

P2

8π(1 − µ)

[

(1 − 2µ)(z − h)

R3
1

− 3y2(z − h)3

R5
1

+

+
(1 + 2µ)3(z − h) − 4µ(z + h)

R3
2

− 3(3 − 4µ)x2(z − h)

R5
2

−

−6h(z + h)(1 − 2µ)z − 2µh

R5
2

− 30hx2z(z + h)

R7
2

−

−4(1 − µ)(1 − 2µ)

R2(R2 + z + h)

(

1 − y2

R2(R2 + z + h)
− y2

R2
2

)]

; (5)
σP2
z =

P2

8π(1 − µ)

(

(1 − 2µ)(z − h)

R3
1

+
(1 − 2µ)(z − h)

R3
2

− 3(z − h)3

R5
1

−

−3(3 − 4µ)z(z + h)2 − 3h(z + h)(5z − h)

R5
2

− 30hz2(z + h)

R7
2

)

. (6)



�àñ÷åò ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ïðèêîíòóðíîé çîíå âûðàáîòêè 433. Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è. �àñ÷åò êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèÿ ïðîèçâî-äèòñÿ â ðàñ÷åòíûõ òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ ñ îïðåäåëåííûì øàãîì ïî ãîðèçîíòàëèè âåðòèêàëè, äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðîñëåæèâàíèÿ èçìåíåíèé çíà÷åíèé êîìïîíåíòîâíàïðÿæåíèÿ â çàêðåïëåííîì àíêåðàìè îáúåìå ïîðîä. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèéíàïðÿæåíèé, âûçâàííûõ àíêåðàìè 2, 3, 4, íåîáõîäèìî çàìåíèòü ïåðåìåííûå xx è
yy â âûðàæåíèÿõ (1)�(6), à òàêæå â âûðàæåíèÿõ äëÿ R, R1, R2 ñëåäóþùèì îáðà-çîì:äëÿ àíêåðà 2: yy → yy − aa;äëÿ àíêåðà 3: x→ x− aa; yy → yy − aa;äëÿ àíêåðà 4: x→ x− aa.Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ñîñåäíèõ àíêåðîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ íàïðÿæåíèé.Ïîëó÷åííûé ïðè ðàñ÷åòå òðåõìåðíûé ìàññèâ Ma çíà÷åíèé êîìïîíåíòîâ íàïðÿ-æåíèé îò îäíîãî àíêåðà èìååò ðàçìåðíîñòü (ha/sh) × (a/s) × (a/s), ãäå ha � àê-òèâíàÿ äëèíà àíêåðà (ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðèëîæåíèÿ ñèë P1 è P2 íàðèñ. 1), sh � ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè ìàññèâà ïî âåðòèêàëè, âäîëüîñè Z, a � øàã ñåòêè øòàíãîâàíèÿ, s � ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìèïî ãîðèçîíòàëè, âäîëü îñåé X è Y . Ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îá-ëàñòè, îãðàíè÷åííîé ÷åòûðüìÿ ñîñåäíèìè àíêåðàìè, (ñîãëàñíî ðàñ÷åòíîé ñõåìå)ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ àíêåðíîé êðåïè. Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé, îáóñëîâëåí-íûõ íàòÿæåíèåì îäíîãî àíêåðà, ðàññ÷èòàíû â îáëàñòè ha×a×a, îáîçíà÷åííîé íàðàñ÷åòíîé ñõåìå. Ïîëó÷èâ ìàññèâû Mi çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé îò êàæäîãî îòäåëü-íîãî àíêåðà äëÿ óêàçàííîé îáëàñòè, ïðîèçâîäèì èõ ñóììèðîâàíèå. Ïîëó÷åííûéìàññèâ çíà÷åíèé M =

∑

Mi îòðàæàåò íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ìàññèâà ïîðîä âîáëàñòè ha×a×a, îáóñëîâëåííîå íàòÿæåíèåì ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ àíêåðîâ. Ïîëó÷åí-íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèé îðãàíèçóþòñÿ â ìàññèâ M0, ðàçìåðíîñòüêîòîðîãî ðàâíà ha × a× a. Ïîëó÷åííûé ìàññèâ çíà÷åíèé M = Ma +M0 îòðàæàåòíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â îáëàñòè ha×a×a, ïîñëå óñòàíîâêè àíêåðíîé êðåïè, à èõïîýëåìåíòíîå îòíîøåíèå M0/M � èçìåíåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñëå óñòà-íîâêè êðåïè, ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, âîçíèêàþùååâñëåäñòâèå îáðàçîâàíèÿ ïîëîñòè â ïîðîäíîì ìàññèâå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàçíîìó, âçàâèñèìîñòè îò �îðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âûðàáîòêè è ïðèíÿòîé ïðè ðàñ÷åòåãåîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ïîðîä [2, 3℄. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå âîêðóã íåçàêðåïëåí-íîé ïðîòÿæåííîé âûðàáîòêè, ïðîéäåííîé â èçîòðîïíîì, ëèíåéíî äå�îðìèðóåìîìïîðîäíîì ìàññèâå, îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè îïëîñêîé äå�îðìàöèè, äëÿ èçîòðîïíîãî ìàññèâàõ:
σr = γh

[

1 + λ

2

(

1 − 1

r2

)

+
1 − λ

2

(

1 − 4

r2
+

3

r4

)

cos 2θ

]

; (7)
σθ = γh

[

1 + λ

2

(

1 +
1

r2

)

− 1 − λ

2

(

1 +
3

r4

)

cos 2θ

]

; (8)
σz = γh

[

λ− µ
1 − λ

2

4

r2
cos 2θ

]

; (9)
τrθ = −γh1 − λ

2

(

1 +
4

r2
− 3

r4

)

sin 2θ; (10)
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τrz = τθz = 0. (11)Ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è î äåéñòâèè ñèë íà óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî íå ïîç-âîëÿþò ó÷èòûâàòü êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè îáíàæåíèÿ, èìåþùóþ ìåñòî â ãîðíûõâûðàáîòêàõ. �åøåíèé ïîäîáíûõ çàäà÷ äëÿ ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííîãî êðèâîéïîâåðõíîñòüþ íå ñóùåñòâóåò â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî íåäî-ñòàòêà íåîáõîäèìî ñäåëàòü äîïóùåíèå: ÷àñòü ïîâåðõíîñòè îáíàæåíèÿ, çàêëþ÷åí-íóþ ìåæäó ñîñåäíèìè àíêåðàìè ñ÷èòàåì ïëîñêîé, à äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé ñè-ñòåìû èç ÷åòûðåõ àíêåðîâ, ïî íàïðàâëåíèþ îáõîäà êîíòóðà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿâûðàáîòêè, íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü ñâîþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü x ñîâïà-äàåò ñ íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ òàíãåíöèàëüíûõ íàïðÿæåíèé σθ, îñü z ñîâïàäàåò ñíàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé σr, à îñü y ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-íèåì ïðîäîëüíîé îñè âûðàáîòêè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

σr = σ0
z ; σθ = σ0

x; σz = σ0
y .4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íàïðÿæåííîãî ñî-ñòîÿíèÿ äî è ïîñëå óñòàíîâêè êðåïè ïîêàçàíû íà ðèñ. 2, 3, 4.

�èñ. 2. Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé σx âñëåäñòâèå íàòÿæåíèÿ àíêåðîâ.Ïðè ðàñ÷åòå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ó÷èòûâàåòñÿ �îðìà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿâûðàáîòêè è êîý��èöèåíò áîêîâîãî ðàñïîðà. �àñ÷åò íà÷èíàåòñÿ îò àíêåðà â âåðõ-íåé òî÷êå êðîâëè è ïðîâîäèòñÿ äëÿ íåñêîëüêèõ ñèñòåì èç 4-õ àíêåðîâ, îòñ÷èòûâà-åìûõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.5. Âûâîäû. Íà íåáîëüøîì (0,1 − 0,4 ì) ðàññòîÿíèè îò êîíòóðà âûðàáîòêèïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ìèíèìàëüíûõ è ñíèæåíèå ìàêñèìàëüíûõ íà-÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. Äî îòìåòêè 1,3− 1,5 ì êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèéìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ îò êîíòóðà âû-ðàáîòêè ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé ðàñòåò. Íà ðàññòîÿíèè, ïðåâûøàþùåìàêòèâíóþ äëèíó àíêåðà, ïðîèñõîäèò íåêîòîðîå ðàçóïðî÷íåíèå, âûçâàííîå ðàñòÿ-ãèâàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè. Íà ðàññòîÿíèè 2,4 − 2,5 ì âëèÿíèå ðàñòÿãèâàþùèõíàïðÿæåíèé íåçíà÷èòåëüíî.
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�èñ. 3. Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé σy âñëåäñòâèå íàòÿæåíèÿ àíêåðîâ.

�èñ. 4. Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé σz âñëåäñòâèå íàòÿæåíèÿ àíêåðîâ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àíèñèìîâ È.Þ. �åîìåõàíè÷åñêîå îáîñíîâàíèå óïðî÷íÿþùåãî ý��åêòà àíêåðíîéêðåïè íà îñíîâå ðåøåíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè: äèññ. êàíäè-äàòà òåõ. íàóê : 25.00.20. ÑÏá., 2003. 128 ñ.[2℄ Áóëû÷åâ Í.Ñ. Ìåõàíèêà ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé. Ì.: Íåäðà, 1982. 270 ñ.[3℄ Øåéíèí Â.È. �óïïåíåéò Ê.Â. Íåêîòîðûå ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è ðàñ÷åòà ïîäçåì-íûõ ñîîðóæåíèé. Ì.: Íåäðà, 1969. 153 ñ.Bobyliev D., Masko L. The residual stresses de�nition in the zone of ex
avation, �xedan
hors. In the arti
le resear
h formation of abutment overlapping in a roof with an
hors ofhigh bearing 
apa
ity. The in�uen
e of a roof-bolt strength setting on parameters of abutmentoverlapping surveyed. The analysis of obtained results is exe
uted.



Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ �ÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÀË�Î�ÈÒÌÀ Ê ÇÀÄÀ×ÅÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ �ÅÎÌÅÒ�ÈÈ ËÎÏÀÑÒÈ ÒÓ�ÁÈÍÛ ÂÝÓÁîíäàð÷óê À.À., Ìåùåðÿêîâ Ê.È.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå äàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ãåîìåòðèè ëîïàñòè òóðáèíû âåòðî-ýíåðãåòè÷åñêîé óñòàíîâêè. Êàæäîå íîðìàëüíîå ñå÷åíèå ëîïàñòè ïî ðàçìàõó ÿâëÿåòñÿïëîñêèì àýðîäèíàìè÷åñêèì ïðî�èëåì îäíîãî è òîãî æå òèïà. Ñå÷åíèÿ ìîãóò îòëè÷àòü-ñÿ ìåæäó ñîáîé óãëîì óñòàíîâêè è äëèíîé õîðäû. Óãîë àòàêè êàæäîãî íîðìàëüíîãîñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì óñòàíîâêè è óãëîì, çàâèñÿùèì îò ñêîðîñòè âåòðà. Çàäà÷àðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ãèïîòåç: 1) æèäêîñòü èäåàëüíàÿ; 2) â êàæäîì ñå÷åíèèçàäà÷à ïëîñêàÿ. �àññìîòðåíû äâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ ãåíîâ è öåëåâîé �óíêöèèãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, ðàçðàáîòàí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ñïîñîáíûé ðåøèòü äàííóþçàäà÷ó â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ �èçè÷åñêèõ ãèïîòåç è ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ãèïîòåçû.

�èñ. 1. Ñõåìà îáòåêàíèÿ ñå÷åíèÿ ëîïàñòè îäíîðîäíûì ïîòîêîì âåòðà.Âðàùàþùàÿñÿ ëîïàñòü ÂÝÓ ìîäåëèðóåòñÿ äâóñòîðîííåé çàêðó÷åííîé ïîâåðõ-íîñòüþ, êàæäîå ñå÷åíèå êîòîðîé, îðòîãîíàëüíîå ðàçìàõó, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì àýðî-äèíàìè÷åñêèì ïðî�èëåì îäíîãî òèïà. Â êàæäîì ñå÷åíèè óãîë àòàêè çàâèñèò îòóãëà óñòàíîâêè è óãëà, çàâèñÿùåãî îò ñêîðîñòè âåòðà. Óãîë óñòàíîâêè, èçîáðà-æåííûé íà ðèñóíêå 1, îòñ÷èòûâàåòñÿ îò âåðòèêàëüíîé îñè y. Æèäêîñòü ñ÷èòàåìèäåàëüíîé, â êàæäîì ñå÷åíèè çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ äâóìåðíîé.Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåí îäíîðîäíûé íàáåãàþùèé ïîòîê, ñêîðîñòü êîòîðîãîðàâíà ñêîðîñòè âåòðà. Ýòîò ïîòîê ïðèâîäèò ê âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèþ ëîïàñòè.�àçìàõ ëîïàñòè íàïðàâëåí âäîëü îñè z, îðòîãîíàëüíî ïëîñêîñòè xy, â êîòîðîé



Ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷. àëãîðèòìà ê îïòèìèçàöèè ãåîìåòðèè ëîïàñòè ÂÝÓ 47èçîáðàæåí ðèñóíîê. Îñü âðàùåíèÿ ëîïàñòè ïàðàëëåëüíà îñè x. Âåêòîð ñêîðîñòèñå÷åíèÿ, îòîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå, íàïðàâëåí ââåðõ.
v2îòí = v2â + (ωz)2, tgβ =

ωz

vâ , αàò = π/2−αóñò− β, αóñò = αóñò(0) + γ(z). (1)2. Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ëî-ïàñòü â êàæäîì ñå÷åíèè z, ó÷èòûâàÿ àýðîäèíàìè÷åñêóþ ãèïîòåçó ïëîñêèõ ñå÷å-íèé, ðàñêëàäûâàþòñÿ íà ñîñòàâëÿþùèå âäîëü íàáåãàþùåãî ïîòîêà (ñèëà ñîïðî-òèâëåíèÿ) è îðòîãîíàëüíî ê íåìó (ïîäúåìíàÿ ñèëà):
Fx′ = Cxρb

v2îòí
2
, Fy′ = Cyρb

v2îòí
2
, (2)çäåñü b = b(z) � äëèíà õîðäû ïðî�èëÿ, Cx � êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, Cy �êîý��èöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû, ïîëíûå ðàçìåðíûå ñèëû â (2) ïðèâåäåíû íà åäè-íèöó äëèíû âäîëü ðàçìàõà ëîïàñòè [1, 2℄.Ïðîåêöèþ ìîìåíòà íà îñü âðàùåíèÿ èç äâóõ ñèë äàåò òîëüêî Fy. Ïðè ýòîì

Fy = Fy′ sin(αàò + αóñò) − Fx′ cos(αàò + αóñò) = Fy′ cos β − Fx′ sin β =

=
ρb

2

(

v2â + ω2z2
)

(

Cy
√

1 + tg2β
− Cx tgβ
√

1 + tg2β

)

=
ρb

2

√

v2â + ω2z2 (Cyvâ − Cx ωz). (3)Êðóòÿùèé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:
M =

L
∫

0

Ryzdz =
ρ

2

L
∫

0

b(z)
√

v2â + ω2z2 (Cyvâ − Cx ωz)z dz, (4)ãäå L � äëèíà ëîïàñòè.Ìîùíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:
N = Mω =

ρ ω

2

L
∫

0

b(z)
√

v2â + ω2z2 (Cyvâ − Cx ωz)z dz. (5)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â äàííîé ðàáîòå ïðî�èëÿ NACA 4412 â [3℄ äàíû ñëåäó-þùèå àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè êîý��èöèåíòîâ Cx è Cy:
Cx(αàò) = 0.0143 + 4.46 · 10−5αàò + 4.35 · 10−8α2àò,
Cy(αàò) = 0.444 + 1.58 · 10−3αàò − 7.67 · 10−7α2àò; (6)

Cx(αàò) = 0.0324 + 0.0117 sin(3.9 · 10−3αàò) − 0.0229 cos(3.9 · 10−3αàò),
Cy(αàò) = 0.606 + 0.442 sin(3.9 · 10−3αàò) − 0.257 cos(3.9 · 10−3αàò); (7)ãäå óãîë αàò � â ðàäèàíàõ.Îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé ãåîìåòðèè ëîïàñòè òóðáèíû ÂÝÓ çàêëþ÷à-åòñÿ â ìàêñèìèçàöèè âûðàæåíèÿ äëÿ ìîùíîñòè (5). �åøåíèå äàííîé îïòèìèçàöè-îííîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.



48 Áîíäàð÷óê À.À., Ìåùåðÿêîâ Ê.È.3. Âûáîð ãåíîâ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà è ïîñòðîåíèå öåëåâîé �óíê-öèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî vâ è ω ïîñòîÿííû, òàêèì îáðàçîì îïòèìèçàöèÿ ïðîèçâî-äèòñÿ ïî �óíêöèÿì αóñò(z) è b(z). Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìàíåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ (ãåíîâ), êîòîðûå áó-äóò îïðåäåëÿòü îïòèìèçèðóåìûå �óíêöèè. Äëÿ ýòîãî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíûðàçëè÷íûå ïîäõîäû. Ïåðâûì ðàññìîòðåííûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåîïòèìèçèðóåìûõ �óíêöèé â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè,êîòîðûå èãðàþò ðîëü ãåíîâ.
αóñò(z) =

M
∑

i=0

αiz
i, b(z) =

M
∑

i=0

biz
i. (8)Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (1), à çàòåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â (6), ïîïóòíî ïåðåâîäÿãðàäóñû â ðàäèàíû, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîäúåìíîé ñèëû èñîïðîòèâëåíèÿ:

Cx = Cx(z, αi) = 0.0143 + 0.46080

(

π/2 −
N
∑

i=0

αiz
i − arctan

(

ωz

vâ ))π−1 +

+ 4.633200

(

π/2 −
N
∑

i=0

αiz
i − arctan

(

ωz

vâ ))2

π−2,

Cy = Cy(z, αi) = 0.444 + 16.380

(

π/2 −
N
∑

i=0

αiz
i − arctan

(

ωz

vâ ))π−1 −

− 81.64800

(

π/2 −
N
∑

i=0

αiz
i − arctan

(

ωz

vâ ))2

π−2.

(9)
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå (9) â (5), âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîììîæíî ïðèâåñòè ê ñóììå, â êîòîðîé êàæäîå çàâèñÿùåå îò íåèçâåñòíûõ êîý��èöè-åíòîâ ñëàãàåìîå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîìáèíàöèè ýòèõ êîý��èöèåíòîâíà íåêîòîðóþ �óíêöèþ Ik(z), íå çàâèñÿùóþ îò íèõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàçáèòüèíòåãðàë â (5) íà ñóììó èíòåãðàëîâ, âûíåñòè èç êàæäîãî èíòåãðàëà íåèçâåñòíûåêîý��èöèåíòû, è âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ∫ L

0
Ik(z)dz íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ öåëåâîé�óíêöèè, ÷òî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.Åñëè âìåñòî (6) èñïîëüçîâàòü (7), äàííóþ îïòèìèçàöèþ ïðîèçâåñòè íå óäàñòñÿ,è èíòåãðàë èç (5) ïðèäåòñÿ íàõîäèòü ÷èñëåííî ïðè êàæäîì âû÷èñëåíèè öåëåâîé�óíêöèè. Íåäîñòàòêîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü îöåíêè ïîïàäàíèÿîñîáè â äîïóñòèìóþ îáëàñòü, òàê êàê íåîáõîäèìî ïðè êàæäîé èòåðàöèè âîññòàíàâ-ëèâàòü îïòèìèçèðóåìûå �óíêöèè è ïðîâåðÿòü èõ çíà÷åíèÿ ïî âñåé äëèíå ëîïàñòè,÷òî ñèëüíî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.Âòîðûì ðàññìîòðåííûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ãåíîâçíà÷åíèé îïòèìèçèðóåìûõ �óíêöèé íà íåñêîëüêèõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçìàõó ñå÷å-íèÿõ ëîïàñòè. Â ýòîì ñëó÷àå (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N =
ρ ω

2

M−1
∑

i=0

(zi+1 − zi)/2
(

bi

√

v2â + ω2z2
i (Cy(zi, αi)vâ − Cx(zi, αi))ωzi)zi +

+ bi+1

√

v2â + ω2z2
i+1 (Cy(zi+1, αi+1)vâ − Cx(zi+1, αi+1))ωzi+1)zi+1

)

,

(10)



Ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷. àëãîðèòìà ê îïòèìèçàöèè ãåîìåòðèè ëîïàñòè ÂÝÓ 49ãäå zi � êîîðäèíàòû ñå÷åíèé ëîïàñòè, M � êîëè÷åñòâî ñå÷åíèé.Äàííàÿ öåëåâàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò íèçêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòüþ, è ïîç-âîëÿåò èñïîëüçîâàòü êàê ïðèáëèæåíèÿ Cx è Cy èç (6) è (7), òàê è áîëåå ñëîæíûåàïïðîêñèìàöèè. Äàííûé ïîäõîä îáëàäàåò òàêæå òåì äîñòîèíñòâîì, ÷òî â íåì íåïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè îïðåäåëèòü, ïîïàäàåò ëè îñîáü â äîïóñòèìûé äèàïàçîí.Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïîïàäàíèå â ïðåäåëû äîïóñêà âñåõ êîý��èöèåí-òîâ. Äëÿ ðàñ÷åòîâ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ èìåííî ýòîò ïîäõîä.4. Ïîñòðîåíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. �åíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû îòíî-ñÿòñÿ ê ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì îïòèìèçàöèè, è, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåãóëÿðíûìèìåòîäàìè, îáëàäàþò âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.Îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíî â [5℄.Îòëè÷èÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ãåíåòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè ñîñòîÿò â âûáîðåòèïîâ ãåíîâ è ñòðàòåãèé îòáîðà, ñêðåùèâàíèÿ, ìóòàöèè è ïðîâåðêè íà ñõîäèìîñòü.Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòáîðà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòðà-òåãèÿ: íà ýòàïå çàäàíèÿ àëãîðèòìà âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå pb, êîòîðîå çàäàåò äîëþäîïóùåííûõ ê ñêðåùèâàíèþ ëó÷øèõ îñîáåé íà êàæäîì øàãå. Êàæäàÿ èç îòî-áðàííûõ îñîáåé èìååò îäèíàêîâûé øàíñ ó÷àñòâîâàòü â ñêðåùèâàíèè. Ñòðàòåãèÿñêðåùèâàíèÿ: â äàííîì àëãîðèòìå ðåàëèçîâàíà ñòðàòåãèÿ ýëèòèçìà. Ñîãëàñíî åé,íåêîòîðûé ïðîöåíò ëó÷øèõ îñîáåé pe ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå áåç èçìå-íåíèé. Îñòàëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ íàáèðàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó: âûáèðàþòñÿäâà ñëó÷àéíûõ ðîäèòåëÿ èç îòîáðàííûõ, äëÿ êàæäîãî ãåíà ïîòîìêà ñëó÷àéíûìîáðàçîì âûáèðàåòñÿ ÷èñëî α ∈ [−1; 2], ïîñëå ÷åãî ãåí çàäàåòñÿ êàê:ãåí ïîòîìêà =











ãåí ðîäèòåëÿ 1, α < 0.25,

α · ãåí ðîäèòåëÿ 1+ (1 − α) · ãåí ðîäèòåëÿ 2, α ∈ [−0.25; 1.25],ãåí ðîäèòåëÿ 2, α > 1.25.Â ñëó÷àå, åñëè ïîëó÷åííûé ãåí íå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì, ÷èñëî α âûáè-ðàåòñÿ çàíîâî. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ äèñêðåòíîé ðåêîìáèíàöèèè ïðîìåæóòî÷íîé ðåêîìáèíàöèè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé �îðìóëû, êîëè÷åñòâîïîêîëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñõîæäåíèÿ äàííîé çàäà÷è, óìåíüøàåòñÿ â ñðåäíåì íà28% ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòîé ïðîìåæóòî÷íîé ðåêîìáèíàöèåé, äàííîé â [4℄ (â ñðåä-íåì ñ 280 ïîêîëåíèé äî 200 ïîêîëåíèé).Â êà÷åñòâå ñòðàòåãèè ìóòàöèè áûëà âçÿòà ñòðàòåãèÿ, äàííàÿ â [4℄.Ñõîäèìîñòü: â ñëó÷àå, åñëè çà 10% îò ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ïîêîëåíèé çíà÷åíèåöåëåâîé �óíêöèè äëÿ ëó÷øåé îñîáè èçìåíèëîñü íå áîëåå, ÷åì íà 1%, àëãîðèòìñ÷èòàåòñÿ ñîøåäøèìñÿ.5. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ñ ïðèìåíåíèåì äàííîãîãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà áûëà ïðîâåäåíà óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ òðåõëîïàñòíîéâåòðîýíåðãåòè÷åñêîé óñòàíîâêè ñ âûñîòîé ìà÷òû, ðàâíîé 40 ì, ñî ñëåäóþùèìèíàëîæåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè: −4◦ < αàò < 12◦, 0.05 ì < b < 0.25 ì. Îïðîêè-äûâàþùèé ìîìåíò áûë îãðàíè÷åí ñâåðõó çíà÷åíèåì 24000 Í·ì. Ñêîðîñòü íàáå-ãàþùåãî ïîòîêà vâ âçÿòà ðàâíîé 8 ì/ñ, ω=146.6 ðàä/ñ. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòåðàñ÷åòà ðåçóëüòèðóþùàÿ ìîùíîñòü âåòðîóñòàíîâêè ñîñòàâèëà 2970 Âò. Çíà÷åíèÿïîëó÷åííûõ óãëîâ óñòàíîâêè è äëèí õîðäû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.



50 Áîíäàð÷óê À.À., Ìåùåðÿêîâ Ê.È.Êîîðä. ñå÷åíèÿ, ì 0.08 0.17 0.27 0.36 0.46 0.56 0.65 0.75 0.8Äëèíà õîðäû, ì 0.25 0.17 0.14 0.11 0.11 0.10 0.099 0.085 0.082Óãîë óñòàíîâêè, ◦ 22.3 6.3 1.77 0.546 0.258 0.118 0.316 0.382 0.440Òàáëèöà 1. Ôîðìà ëîïàñòè, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñåäîâ Ë.È. Ïëîñêèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè è àýðîäèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1996. 448 ñ.[2℄ Ëîéöÿíñêèé Ë.�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1973. 848 ñ.[3℄ Ñóìáàòÿí Ì.À, Áîíäàð÷óê À.À. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé ãåîìåòðèè ëî-ïàñòè òóðáèíû ÂÝÓ // Òðóäû XIV ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûåïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿, Ò. 1. Èçäàòåëüñòâî ÞÔÓ, �îñòîâ-íà-Äîíó,2010.[4℄ M�uhlenbein, H., S
hlierkamp-Voosen, D. Predi
tive Models for the Breeder Geneti
Algorithm: I. Continuous Parameter Optimization // Evolutionary Computation,1, 1993.[5℄ Ïàí÷åíêî Ò.Â. �åíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Àñòðàõàíü: ÈÄ ¾Àñòðàõàíñêèé óíèâåðñè-òåò¿, 2007. 87 ñ.Bondar
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ation of geneti
 algorithm to theproblem of blade geometry optimization of a wind turbine. The paper presents a methodof �nding the optimal geometry of the rotating blade of a wind turbine. Every normal se
tionis a plane airfoil of the same 
lass. The se
tions may di�er from ea
h other by their sizes andby angles of in
iden
e. The atta
k angle for every normal se
tion is de�ned by the in
iden
eangle as well as by the angle whi
h depends upon the wind speed. The problem is solved withthe following assumptions: 1) the �uid is nonvis
ous; 2) at every se
tion the problem is planei.e. 2D. The paper examines two di�erent kind of setting of genes and �tness. The geneti
algorithm that 
an solve this problem in the framework of the a

epted physi
al hypothesesand geometri
 
onstraints was developed.
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∗∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíêè ïðî÷íîñòè ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõòåë, îñíîâàííûé íà êîíòðîëå èçìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû äàò÷èê - êîí-òðîëèðóåìûé îáúåêò. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû íàòóðíîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-ìåíòîâ, ïîêàçûâàþùèå âëèÿíèå ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ äå�åêòà íà ñïåêòð îòêëèêàñèñòåìû.Ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ è ïðî÷-íîñòíîãî ðåñóðñà óçëîâ è äåòàëåé èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîéäëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè èõ ýêñïëóàòàöèè è ïðåäîòâðàùåíèÿ àâàðèéíûõ ñè-òóàöèé, îñîáåííî äëÿ èçäåëèé âûïîëíåííûõ èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Íàñòàäèè ïðîèçâîäñòâà äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà èçãîòîâëåíèÿ äåòàëåé øèðîêî èñïîëü-çóþòñÿ ìåòîäû àêóñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ. Îáçîð ýòèõ ìåòîäîâ èõ äîñòîèíñòâ è íåäî-ñòàòêîâ ïðèâåäåí â ðàáîòàõ [1�3℄ . Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå óëüòðàçâóêà íàêëàäûâàåòîïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (èñêëþ÷à-þòñÿ, íàïðèìåð, ñîòîâûå ìàòåðèàëû, âîëîêíèñòûå, çåðíèñòûå), à èñïîëüçîâàíèåíèçêî÷àñòîòíûõ àêóñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ [3℄ � íà �îðìó èçäåëèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíêè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðî÷-íîñòè ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ òåë, îñíîâàííûé íà êîíòðîëå èçìåíåíèÿ èõ äè-íàìè÷åñêèõ ñïåêòðàëüíûõ è ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâ. Âàæíóþ ðîëü â èíòåãðàëüíîéîöåíêå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû èãðàåò ñèñòåìà äàò÷èê - êîíòðîëèðóåìûéîáúåêò, çà ñ÷åò ñîçäàíèÿ ðåæèìà êîëåáàíèé, îáåñïå÷èâàþùåãî ÷åòêèé êîíòðîëü çàèçìåíåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû. Îäíèì èç äîñòîèíñòâ äàííîãî ìåòîäàÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, êàê íà ñòðóêòóðóìàòåðèàëà, òàê è íà �îðìó èçäåëèÿ.Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ äå�åêòà ïîïîâåðõíîñòíîìó âîëíîâîìó ïîëþ. Äàííîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî äâóìÿ ñïîñîáà-ìè: ïåðâûé � ýêñïåðèìåíòàëüíûé, âòîðîé � âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, îñíî-âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.Â êà÷åñòâå îáðàçöà áûë âûáðàí ïàðàëëåëåïèïåä èç ýêñòðóäèðîâàííîãî ïåíîïî-ëèñòèðîëà ðàçìåðàìè 50 × 70 × 580 ìì, â êîòîðîì áûëè ñäåëàíû ñêâîçíûå ïîïå-ðå÷íûå öèëèíäðè÷åñêèå ïîëîñòè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ. Áëîê-ñõåìà ýêñïåðèìåíòàïðåäñòàâëåíà íà ðèñ 1.
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�èñ. 1. Áëîê-ñõåìà ýêñïåðèìåíòà.Â îáðàçöå, ðàñïîëîæåííîì íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè âîçáóæäàëèñü ïîâåðõíîñò-íûå êîëåáàíèÿ ÷åðåç ëåãêèé àëþìèíèåâûé øòàìï, ïîñðåäñòâîì ãåíåðàòîðà ñïå-öèàëüíûõ ñèãíàëîâ. Íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà êîëåáàíèÿ ðåãèñòðèðîâàëèñü ìèíèà-òþðíûìè àêñåëåðîìåòðàìè PCB, ðàñïîëîæåííûìè íàä, ïåðåä è ïîñëå íåîäíîðîä-íîñòè íà ðàññòîÿíèè 100 ìì äðóã îò äðóãà. Ñèãíàëû ñ àêñåëåðîìåòðîâ ïîñòóïà-ëè íà ìíîãîêàíàëüíûé ÀÖÏ S
adas �èðìû LMS, ïðîãðàììíî îáðàáàòûâàëèñü èïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå ñïåêòðîâ.

�èñ. 2. Ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû äëÿ îáðàçöà áåç äå�åêòîâ.



Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëíîâûõ ïîëåé 53Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàí ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû äëÿ îáðàçöà áåç äå�åêòîâ(Ñ2 � äàò÷èê ïåðåä ïîëîñòüþ, Ñ3 � íàä ïîëîñòüþ, Ñ4 � ïîñëå ïîëîñòè). Ïîîñè àáñöèññ îòëîæåíà ÷àñòîòà (�ö), ïî îñè îðäèíàò � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòàóñêîðåíèÿ.

�èñ. 3. Ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû äëÿ îáðàçöà, îñëàáëåííîãî ïîëîñòüþ.Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàí ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû äëÿ îáðàçöà, îñëàáëåííîãîñèììåòðè÷íîé ïîëîñòüþ äèàìåòðîì 30 ìì.Òàêæå áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Âîëíîâîå ïîëå íà ïî-âåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà, îñëàáëåííîãî ïîëîñòüþ, ðàññ÷èòûâàëîñü â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå Ansys 11 ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìàíäíîãî ÿçûêà APDL [4, 5℄. Äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ïëîñêèé âîñüìèóçëîâîé ýëåìåíò PLANE 82 ñ îï-öèåé ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:ìîäóëü Þíãà E = 22 ÌÏà , ïëîòíîñòü ρ = 50 êã/ì3, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà
ν = 0.3.Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíî ïîâåðõíîñòíîå âîëíîâîå ïîëå, èçìåðåííîå òðåìÿ äàò-÷èêàìè äëÿ îáðàçöà, îñëàáëåííîãî ïîëîñòüþ äèìåòðîì 20 ìì, ðàñïîëîæåííîé íàðàññòîÿíèè 10 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî âðåìÿ (â ñåêóí-äàõ), ïî îñè îðäèíàò � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ (ì/ñ2).Äàëåå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Origin Pro 7 íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ âû÷èñëÿëñÿñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû.Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàí ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû, èçìåðåííûé äàò÷èêîì,íàõîäÿùèìñÿ íàä ïîëîñòüþ, äëÿ ñëåäóþùèõ îáðàçöîâ: 1 � îáðàçåö áåç äå�åêòîâ,2 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþ äèìåòðîì 20 ìì, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè 10 ììîò âåðõíåé ãðàíèöû, 3 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþ äèìåòðîì 30 ìì, ðàñïîëîæåííîé íàðàññòîÿíèè 5 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû.
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�èñ. 4. Ïîâåðõíîñòíîå âîëíîâîå ïîëå.

�èñ. 5. Ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ îáðàçöîâ.



Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëíîâûõ ïîëåé 55�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ðàçìåð ïîëîñòè è åå ðàñ-ïîëîæåíèå âëèÿþò íà ñïåêòðàëüíûé îòêëèê ñèñòåìû. Íàáëþäàåòñÿ ðîñò ìàêñèìó-ìà àìïëèòóäû íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ïîðÿäêà 600 �ö ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðàïîëîñòè è ïðè ñìåùåíèè åå ïîëîæåíèÿ ê âåðõíåé ãðàíèöå îáðàçöà. Ýòîò ðåçóëüòàòêîððåëèðóåò ñ ðåçóëüòàòàìè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîéÔåäåðàöèè (ÌÊ-6213.2012.1).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íåðàçðóøàþùèå ìåòîäû êîíòðîëÿ. Ì., 1992. 254 ñ.[2℄ �óçü À.Í., Ìàõîðò Ô. �., �óùà Î.È., Ëåáåäåâ Â. Ê. Îñíîâû óëüòðàçâóêîâîãî íåðàç-ðóøàþùåãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â òâåðäûõ òåëàõ. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà,1974. 106 ñ.[3℄ �ëàãîâñêèé Á.À., Ìîñêîâåíêî È.Á. Íèçêî÷àñòîòíûå àêóñòè÷åñêèå ìåòîäû êîíòðîëÿâ ìàøèíîñòðîåíèè. Ë.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1977. 208 ñ.[4℄ ×èãàðåâ À.Â., Êðàâ÷óê À.Ñ., Ñìàëþê À.Ô. ANSYS äëÿ èíæåíåðîâ: Ñïðàâ. ïîñîáèå.Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 2004. 512 ñ.[5℄ Áàñîâ Ê.À. ANSYS: ñïðàâî÷íèê ïîëüçîâàòåëÿ. Ì.: ÄÌÊ Ïðåññ, 2005. 640 ñ.Bo
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�ÀÂÍÎÂÅÑÈÅ ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎ�Î ÓÏ�Ó�Î�Î ÑËÎß,ÑÎÄÅ�ÆÀÙÅ�Î ÄÈÑËÎÊÀÖÈÞ ÍÅÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈßÁû÷êîâ À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíû óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óïðóãîãî ñëîÿ ñîäåðæàùåãîäèñëîêàöèþ íåñîîòâåòñòâèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ïëåíêà SiGe íàíîìåòðîâîé òîë-ùèíû íà Si ïîäëîæêå. Ó÷èòûâàåòñÿ íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ge â îáúåìå ïëåíêè.Ïîñòðîåíà òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ïëîñêîé ïëåíêè ñ äèñëîêàöèåé. �àñ÷åò óïðóãèõ äå�îðìà-öèé âûïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿGe â ïëåíêå, èñïîëüçîâàíû àïïðîêñèìèðóþùèå �îðìóëû è èòåðàöèîííûé àëãîðèòì. Ïî-ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè îöåíêàìè.Èçâåñòíî [1℄, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà íàïûëåííîé ïîëóïðîâîäíèêîâîé Si1−ηGeηïëåíêè íà Si ïîäëîæêå âîçíèêàåò äå�îðìàöèÿ íåñîâìåñòíîñòè ε0 = (af − as) / asçà ñ÷åò ðàçëè÷èÿ ïîñòîÿííûõ ðåøåòêè è ïîäëîæêè: äëÿ Si ïîñòîÿííàÿ ðåøåò-êè as = 0, 5431 íì, à äëÿ ïëåíêè Si1−ηGeη ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè af = 0, 5431 +
0, 01992η + 0, 002733 η2, 0 6 η 6 1. Ñîãëàñíî [2℄, ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèÿ â ïëåí-êå ïðè ìàëîé äå�îðìàöèè íåñîâìåñòíîñòè ε0 < 1, 5% (η < 0, 4) ïðîèñõîäèò: 1) ñïîìîùüþ îáðàçîâàíèÿ âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè (âûïóêëîñòè, ðàçäåëåííûå óçêèìèêàíàâêàìè) íà ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé ïëåíêå â ïðîöåññå åå îòæèãà (íåóñòîé÷è-âîñòü Àçàðî�Òèëëåðà��ðèí�åëüäà); 2) ïóòåì çàðîæäåíèÿ äèñëîêàöèé íåñîîòâåò-ñòâèÿ (ÄÍ) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêè è ïîäëîæêè. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåóñòîé÷è-âîñòü ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé ïëåíêè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âîëíèñòàÿ ïîâåðõíîñòüíàïðÿæåííîé ïëåíêè èìååò ìåíüøóþ ñóììàðíóþ ýíåðãèþ (ýíåðãèÿ äå�îðìèðî-âàíèÿ + ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ) âñëåäñòâèå óïðóãîé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèÿ ââåðøèíàõ âûñòóïîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ïëåíêè ïîñëåäîâàòåëüíî âîçíèêàþòïåðâûé, à çàòåì âòîðîé ìåõàíèçìû ðåëàêñàöèè. Ìåõàíèçìîì îáðàçîâàíèÿ ïëîñ-êîé èëè âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ äè��óçèÿ, êî-òîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ïåðåíîñ ìàòåðèàëà âäîëü âîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿïîñòåïåííî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïðè÷åì óñòàíîâëåíèå ïëîñêîé èëèâîëíèñòîé ðàâíîâåñíîé ïîâåðõíîñòè çàâèñèò îò òèïà âîçìóùåíèÿ, âåëè÷èíû äå-�îðìàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ, òîëùèíû ïëåíêè è ñâîéñòâ åå ìàòåðèàëà.Òðåòüèì ìåõàíèçìîì ðåëàêñàöèè óïðóãîé ýíåðãèè çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ óïðóãîéýíåðãèè Si1−ηGeη ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîå ïåðåðàñïðå-äåëåíèå àòîìîâ Ge è Si âáëèçè âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, êîòîðûå ðàâíîìåð-íî ðàñïðåäåëåíû â ñëó÷àå åå ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè [2℄. Àòîìû Ge ¾ïðåäïî÷èòàþò¿âûñòóïû ïëåíêè, à Si âïàäèíû ìåæäó íèìè [3, 4℄. �àñ÷åòû â ðàìêàõ ïëîñêîéçàäà÷è [4℄ äàþò 9% ñíèæåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè óïðóãîé ýíåðãèè çà ñ÷åò ìåõà-íîäè��óçèè â ïëåíêå. Îäíàêî ðàñ÷åò [4℄ íå ó÷èòûâàë ðÿä �àêòîðîâ, âëèÿþùèõíà ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ñîñòàâà ïëåíêè ñ âîëíèñòîé ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòüþ: çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ìîäóëåé ïëåíêè îò ñîñòàâà è ñîáñòâåííóþ äå-�îðìàöèþ çà ñ÷åò ðàçíîðàçìåðíîñòè àòîìîâ Si è Ge. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâîó÷èòûâàëîñü â ðàñ÷åòå [5℄.



�àâíîâåñèå äâóõêîìïîíåíòíîãî óïðóãîãî ñëîÿ 57Â ïðîäîëæåíèå [3, 5℄ â [6℄ âûïîëíåí ðàñ÷åò óïðóãèõ íàïðÿæåíèé â ïëåíêå ñïîâåðõíîñòíûìè íàíîîñòðîâêàìè ïèðàìèäàëüíîé �îðìû. Ïðè ýòîì â ðàñ÷åòå íåó÷èòûâàëîñü îáðàçîâàíèå äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà è âíóòðè ïëåíêè.Êàê ïîêàçûâàþò àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè [7℄, ïåðâîíà÷àëüíûå äèñëîêàöèè íåñî-îòâåòñòâèÿ ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ íå íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêà�ïîäëîæêà, à â ãëó-áèíå ïëåíêè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû. Ýòîò �àêòîð ìîæåò îêàçûâàòüñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà çíà÷åíèå êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïëåíêè. Â [7℄ èññëå-äóåòñÿ ïîëîæåíèå äèñëîêàöèé íåñîîòâåòñòâèÿ ïðè íåîäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèèêîìïîíåíò ñïëàâà â ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêå Si1−ηGeη(001) ñ ïëîñêîé ïîâåðõíî-ñòüþ. Â ðàáîòå ïðèíÿòà óïðîùåííàÿ, ëèíåéíàÿ ïî âûñîòå z, ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿGe â ïëåíêå. Íåñîîòâåòñòâèå êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
f = Cfz, ãäå Cf � êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñïëàâà. Ñ ïîìîùüþëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ðàññòî-ÿíèÿ îò ãðàíèöû ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà, íà êîòîðîì âîçíèêàþò äèñëîêàöèèíåñîîòâåòñòâèÿ â ñëîå. Îäíàêî ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîãî õà-ðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåíêè. Íåëèíåéíîñòü ñâÿçàííà êàê ñî ñëîæíîé�îðìîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, òàê è ñ äå�åêòàìè ñòðóêòóðû, â ÷àñòíîñòèäèñëîêàöèÿìè íåñîîòâåòñòâèÿ.Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðîäîëæàþùèõ èññëåäîâà-íèÿ [3, 6℄ äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêè 
 ó÷åòîì äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ,ðàñïîëîæåííîé â ãëóáèíå ñëîÿ, è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîãî õàðàêòåðà ðàñïðåäå-ëåíèÿ êîìïîíåíò ñïëàâà â îáðàçöå.Óïðóãàÿ çàäà÷à äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëè â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä

σij,j = 0, Ω,

ui = 0, ΓD,

σijnj = 0, ΓN ,ãäå Ω � îáëàñòü çàíÿòàÿ òåëîì, ΓD ∪ ΓN � ãðàíèöà òåëà, ΓD � ãðàíèöà ïëåíêà-ïîäëîæêà, ΓN � ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ïëåíêè. Áóäåì, àíàëîãè÷íî [5℄, ðàññìàòðè-âàòü äå�îðìàöèþ íåñîâìåñòíîñòè ïëåíêè êàê ñîáñòâåííóþ äå�îðìàöèþ ε∗ij =
εmc(x, y, z)δij , εm = 0, 04. Òîãäà, çàêîí �óêà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
σij = Cijkl(εkl − ε∗kl).Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ïëîñêîé ïëåíêè îïðåäåëÿåòñÿ, àíàëîãè÷íî [2℄,ñìåíîé çíàêà ó ïðèðàùåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè δF ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè ïëåíêèïðè íàëîæåíèè âîçìóùåíèÿ íà ïëîñêóþ ïëåíêó

δF =

∫

ΓN

γdS +

∫

Ω

wdV − γ0 S0 −W0, (1)ãäå óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ γ îïðåäåëåíà �îðìóëîé γ = cγGe + (1− c)γSi,
γGe è γSi � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ Ge è Si, ñîîòâåòñòâåííî, c =
c(x, y, z) � äîëÿ Ge â ñïëàâå, γ0 � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ íåâîçìóùåí-íîé ïëåíêè, S0 � ïëîùàäü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íåâîçìóùåííîé ïëåíêè, W0 �



58 Áû÷êîâ À.À.óïðóãàÿ ýíåðãèÿ íåâîçìóùåííîé ïëåíêè, ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè íà ïîâåðõíî-ñòè ïëåíêè w èìååò âèä
w =

1

2
εijσij .Ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìîå â (1) îïðåäåëÿþò ïðèðàùåíèå ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè,âòîðîå è ÷åòâåðòîå � ïðèðàùåíèå óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå.�àñ÷åò óïðóãèõ íàïðÿæåíèé âî âòîðîì ñëàãàåìîì (1) âûïîëíåí ìåòîäîì êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïàêåò FlexPDE5). Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïîäëîæêà ïðåäïîëàãàëàñüíåäå�îðìèðóåìîé. Óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ çàäàííîé îáëàñòè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñàìïëèòóäàìè âîçìóùåíèé è íå ó÷èòûâàëèñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ �îðìû ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè ïëåíêè.Câÿçü ìåæäó íåîäíîðîäíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆c àòîìîâ Ge è äå�îðìàöèåé εîïðåäåëÿëàñü ñîãëàñíî [5℄:

∆c =
1

3εm

(

Tr ε− Tr ε
)

+ (c̄− c). (2)Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü ïîñòîÿíñòâî êîëè÷åñòâà àòîìîâGe 1
V

∫

Ω
∆c(x, y, z)dV = 0,

c̄ = η � ñðåäíÿÿ äîëÿ àòîìîâ Ge, à Tr ε = 1
V

∫

Ω
Tr ε dV − ñðåäíÿÿ äå�îðìàöèÿäèëàòàöèè.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ c = c(x, y, z) èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà, ñîñòîÿùàÿ èç íàáîðàïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé. Íà ïåðâîì øàãå çàäàâàëîñü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

c = c0 è âû÷èñëÿëàñü âåëè÷èíà óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå W = W0. Äàëåå, èç (2),âû÷èñëÿëîñü c1 = c0 +∆c è íîâîå çíà÷åíèå W = W1 è ò. ä. Â èòîãå, áûëî ïîëó÷åíîçíà÷åíèå c = cmin ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîé óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå.Èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ðàñ÷åòíàÿ �îðìóëà äëÿ c = c(x, y, z)

ci+1,j = ci,j + Γ

[

1

3ε0

(

Tr εi − Tr εi
)

− (c̄− ci,j)

]

,ãäå ci,0 = ci, Γ � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð (Γ 6 10−2), ci,j ñõîäèòñÿ ïðè
j → ∞ ê íåêîòîðîìó ci,∞ = ci+1, ò. å.

1

3ε0

(

Tr εi − Tr εi
)

+ (c̄− ci,∞) = 0.Ïðè ðàñ÷åòå ðàñïðåäåëåíèÿ c = c(x, y, z), ó÷èòûâàëîñü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
0 6 c(x, y, z) 6 1.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è 2. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ðàñïðåäå-ëåíèå äîëè Ge â ñïëàâå c = c(x, y, z) â ñå÷åíèè îáðàçöà âäîëü îñè Ox (c èçìåíÿåòñÿîò 0,322 äî 0,34, ïðè ñðåäíåì çíà÷åíèè η=0,33). Äëèíà è øèðèíà îáðàçöà ñîñòàâ-ëÿþò 400 íì, âûñîòà � 22 íì. �àñïðåäåëåíèå Ge îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì óïðóãèõíàïðÿæåíèé äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ. Äèñëîêàöèÿ ïðîõîäèò ïîñðåäèíå îáðàç-öà, ïðè x = 0,5, îòíîñèòåëüíàÿ âûñîòà ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèè d/h = 0,1 (d �âûñîòà ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèè, h � âûñîòà ïëåíêè). Ge êîíöåíòðèðóåòñÿ â îá-ëàñòÿõ ñ íèçêîé ïëîòíîñòüþ óïðóãîé ýíåðãèè, ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè óïðóãîéýíåðãèè åãî äîëÿ â ñïëàâå óìåíüøàåòñÿ.
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå c = c(x, y, z) (äîëè Ge â ñïëàâå) â ñå÷åíèè îáðàçöà âäîëü îñè Ox.Äëèíà è øèðèíà îáðàçöà ñîñòàâëÿþò 400 íì, âûñîòà � 22 íì; c èçìåíÿåòñÿ îò 0,322 äî0,34 ïðè ñðåäíåì çíà÷åíèè η=0,33.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü óïðóãîé ýíåðãèè Eel îáðàçöà Si1−ηGeη ïëåíêè ñ ïëîñêîé ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòüþ îò îòíîñèòåëüíîé âûñîòû ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèè d/h îò ãðàíèöûðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà (d � âûñîòà ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèè, h � âûñîòà ïëåíêè,
η = 0,33, c = 
onst, h = 22 íì).Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàâèñèìîñòè óïðóãîé ýíåðãèè îáðàç-öà îò âûñîòû ðàñïîëîæåíèÿ êðàåâîé äèñëîêàöèè îò ãðàíèöû ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà. Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, óïðóãàÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò ïî



60 Áû÷êîâ À.À.ìåðå óâåëè÷åíèÿ âûñîòû ðàñïîëîæåíèÿ äèñëîêàöèè. Ïðè âûñîòå 11 íì èìååòñÿìèíèìóì óïðóãîé ýíåðãèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêèì îöåíêàì, ïîëó÷åí-íûì â [7℄.�åçóëüòàòû âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè: 1) ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå äèñ-ëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ â äâóõêîìïîíåíòíîì óïðóãîì ñëîå SiGe íàõîäèòñÿ íå íàãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà, à â ãëóáèíå ñëîÿ; 2) èç-çà ðàçëè÷èÿ óïðóãèõìîäóëåé Ge è Si ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåí-êå; 3) ó÷åò âëèÿíèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåíêè íå ïðèâîäèò ê ñóùå-ñòâåííîìó èçìåíåíèþ óïðóãîé ýíåðãèè îáðàçöà è êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âûñîòûäèñëîêàöèè.
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al review, 2009. V. 80. 155436.[6℄ Áû÷êîâ À.À. �àñ÷åò óïðóãèõ äå�îðìàöèé â íåîäíîðîäíîé íàíîðàçìåðíîé ïîëó-ïðîâîäíèêîâîé ïëåíêå íà ïîäëîæêå // Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà èì.Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, � 4, ÷. 2. Ñ. 405�406.[7℄ Sidoti H. J.D., Xhurxhi S., Kujofsa T., Cheruku S. et al. Initial mis�t dislo
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß Ê�ÎÂÈÂ ÑÎÑÓÄÀÕ ÑÎ ÑÒÅÍÎÇÎÌ�àëèíãåð Í.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ îäíîìåðíîé òåîðèè ñìîäåëèðîâàíî äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè â òðóáêåñ ïåðåìåííûì ðàäèóñîì (ñî ñòåíîçîì). Çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòà-íîâêå ñ ïîìîùüþ èäåé ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà �àëåðêèíà. Ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî äëèíåòðóáêè ïîñòðîåíà çàäà÷à Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòî-ðîãî ïîðÿäêà. Ïðîàíàëèçèðîâàíî èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñîñóäàõ èâîçìóùåíèÿ ðàäèóñà ñòåíêè ñîñóäà ïðè ðàçëè÷íûõ �îðìàõ ñòåíîçà, ïðèâåäåíû ñîîòâåò-ñòâóþùèå ãðà�è÷åñêèå çàâèñèìîñòè.Èçó÷åíèå ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â òðóáêàõ ñ óïðóãè-ìè ñòåíêàìè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ èäèàãíîñòèêè ðàííèõ ñòàäèé íåêîòîðûõ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé. Â ýòîìíàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí ðÿä àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàê, ðàáî-òà [1℄ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáî íåëèíåéíûõ âîëí â òîíêî-ñòåííûõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ óïðóãèõ òðóáêàõ ñ ïåðåìåííûì ðàäèóñîì(ñî ñòåíîçîì), çàïîëíåííûõ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ. Â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè áû-ëî ñîñòàâëåíî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè èíàéäåíû åãî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå [2℄ ñ ïîìîùüþ óïðîùåííîãî ìåòî-äà âîçìóùåíèé áûëî ïîëó÷åíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ òðóáêè ñ óïðóãèìèñòåíêàìè è ïåðåìåííûì ðàäèóñîì è íàéäåíû åãî ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âîëí.Ìàêèðòàø è Äåìèðàé èññëåäîâàëè ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â çàïîëíåííûõ æèäêî-ñòüþ êîíè÷åñêèõ òðóáêàõ; áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü âîëíû óìåíüøàåòñÿ ñóâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ äëÿ ðàñøèðÿþùèõñÿ òðóáîê è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷è-âàåòñÿ äëÿ ñóæàþùèõñÿ òðóáîê.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìîòðèì òå÷åíèå æèäêîñòè â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ýëàñòè÷íîé òðóáêåïðè ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ [3℄: æèäêîñòü íåñæèìàåìà, ïëîòíîñòü ñòåíêè òðóáêèïîñòîÿííà, äå�îðìàöèÿ òðóáêè õàðàêòåðèçóåòñÿ èçìåíåíèåì å¼ ðàäèóñà, ðàäèóñòðóáêè çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè; äå�îðìàöèè ñòåíêè òðóáêè è å¼ òîëùèíàìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì, à õàðàêòåðíûå äëèíû âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ìíîãîáîëüøå ðàâíîâåñíîãî ðàäèóñà; äàâëåíèå æèäêîñòè â ïîòîêå îäèíàêîâî ïî âñåìóñå÷åíèþ òðóáêè è çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè.�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè âàêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé âÿçêî-ýëàñòè÷íîé òðóáêå ïðè íàëè÷èè ñòåíîçà. Ïðåäïî-ëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî äàâëåíèå â ïîòîêå æèäêîñòè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîâîçìóùåíèÿì ðàäèóñà è îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì íåëèíåéíûõ âîëí â äëèííîâîëíî-âîì ïðèáëèæåíèè è ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Òàêîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿ-åòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ñðåäíèõ è êðóïíûõ àðòåðèé. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
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∂S

∂t
+
∂ (Su)

∂x
= 0 ,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

α

∂P

∂x
= χ

∂2u

∂x2
,

S =
(

R0(x) +
η

2

)2

,

P = 1 + αη ;

(1)
α =

ρc20
Pe

, χ =
ν0

lc0
.Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: P = P (x, t) � äàâëåíèå âæèäêîñòè,η = η (x, t) � âîçìóùåíèÿ ðàäèóñà ñòåíêè òðóáêè, u = u (x, t) � ñðåäíÿÿïî ñå÷åíèþ îñåâàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, S = S (x, t) � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå-÷åíèÿ òðóáêè, Pe � ïîñòîÿííîå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íà âíåøíþþ ïîâåðõíîñòüòðóáêè, h0 � òîëùèíà íåâîçìóùåííîé ñòåíêè, r0 � ðàâíîâåñíûé ðàäèóñ òðóáêè,

æ � êîý��èöèåíò ëèíåéíîé óïðóãîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé ðàñòÿæåíèå ýëåìåíòàòðóáêè, ν0 � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè,
l � äëèíà òðóáêè, c0 � ñêîðîñòü Ìîåíñà è Êîðòåâåãà.Ïðîèçâåäåì ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìàïðèìåò âèä

∂η

∂t
= −2uR′

0 − R0
∂u

∂x
,

∂u

∂t
= χ

∂2u

∂x2
− ∂η

∂x
.

(2)2. �åøåíèå çàäà÷è.�åøåíèå ñèñòåìû (2) áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ìîäè�èêàöèè ïðîåêöèîííîãîìåòîäà �àëåðêèíà. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðî-èçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû, à âòîðàÿ- òîëüêî îò âðåìåíè:
η(x, t) = X1(x)Y1(t) ,

u(x, t) = X2(x)Ẏ1(t) .
(3)Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû (2), ïî-ëó÷èì

X1(x) = −R0(x)X
′
2(x) − 2X2(x)R

′
0(x) . (4)Àíàëîãè÷íî, âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2) ïðèìåò âèä:

X2(x)Ÿ1(t) = χX ′′
2 (x)Ẏ1(t) −X ′

1(x)Y1(t) . (5)Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî îòðåçêó:
l
∫

0

X2(x)dxŸ1(t) = χ

l
∫

0

X ′′
2 (x)dxẎ1(t) −

l
∫

0

X ′
1(x)dxY1(t) . (6)



Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ êðîâè â ñîñóäàõ ñî ñòåíîçîì 63Ïîëó÷åíî îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îò-íîñèòåëüíî Ẏ1(t). Êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (6) ïîêà íåèçâåñòíû. Ïîñòàâèì äëÿóðàâíåíèÿ (6) çàäà÷ó Êîøè. Èç óñëîâèÿ
η(x, 0) = 0 (7)ïîëó÷èì óñëîâèå
Y1(0) = 0 . (8)Èç óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x) (9)ïîëó÷èì
X2(x)Ẏ1(0) = 0 . (10)Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî îòðåçêó è ïîëó÷èì óñëîâèå íà ïðî-èçâîäíóþ �óíêöèè â íóëå:

Ẏ1(0) =

l
∫

0

u0(x)dx

l
∫

0

X2(x)dx

. (11)×òîáû îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèè (6), âåðíåìñÿ ê óðàâ-íåíèþ (4). Ôóíêöèÿ X1(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà äàâëåíèå â æèä-êîñòè è èìååò âèä
X1(x) = −Pe

αl
x+

Pe − 1

α
(12)èëè, äëÿ óäîáñòâà çàïèñè,

X1 = ax+ b . (13)Òîãäà óðàâíåíèå (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè:
X ′

2 +
2R′

0

R0
X2 +

(ax+ b)

R0
= 0 . (14)ÇíàÿX2(x), âåðíåìñÿ ê çàäà÷å Êîøè (6), (8), (11). �åøèâ å¼, íàéäåì ïî �îðìóëå (3)âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè è âîçìóùåíèé ðàäèóñà.3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ �îðìàõñòåíîçà. Â ðàìêàõ îäíîìåðíîãî ïîäõîäà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàäèóñ òðóáêè çàâè-ñèò îò êîîðäèíàòû è çàäàåòñÿ �îðìóëîé

R0 = r0 + r1e
−λ(x−β) . (15)Ïîäîáíàÿ ãåîìåòðèÿ ñîñóäà ñî ñòåíîçîì âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå [4℄.�àññìîòðèì âíà÷àëå ñòåíîç, ïðè êîòîðîì ïðîõîäèìîñòü êðîâåíîñíîãî ñîñóäàñîñòàâëÿåò 90 ïðîöåíòîâ. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ñêîðîñòè ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ êîîðäèíàòû.
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�èñ. 1. �ðà�èêè ñêîðîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàòû.Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî íà ïèêå ñòåíîçà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðåçêî óâåëè÷èâàåò-ñÿ. Äàííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå äðóãèìèèññëåäîâàòåëÿìè [1℄.�àññìîòðèì ñëó÷àé ìåíåå âûðàæåííîãî ñòåíîçà, ïðè êîòîðîì ïðîõîäèìîñòüñîñóäà ñîñòàâëÿåò 95 ïðîöåíòîâ. Ñðàâíèì ãðà�èêè âîçìóùåíèé ðàäèóñà ñòåíêèòðóáêè íà ïèêå ñòåíîçà ïðè ðàçëè÷íûõ �îðìàõ ñòåíîçà (ðèñ. 2).

�èñ. 2. �ðà�èêè âîçìóùåíèé ðàäèóñà ñòåíêè òðóáêè íà ïèêå ñòåíîçà ïðè ðàçëè÷íûõ�îðìàõ ñòåíîçà.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ÷åì ñèëüíåå âûðàæåí ñòåíîç ñîñóäà, òåì ìåíüøå àìïëèòóäàè áîëüøå ïåðèîä êîëåáàíèé �óíêöèè âîçìóùåíèé ðàäèóñà ñòåíêè ñîñóäà.Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ïðî�èëÿ ñêîðîñòè íà ïèêå ñòåíîçà ïðè ðàçëè÷íûõ �îðìàõñòåíîçà (ðèñ. 3).
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�èñ. 3. Ñðàâíåíèå ïðî�èëÿ ñêîðîñòè íà ïèêå ñòåíîçà ïðè ðàçëè÷íûõ �îðìàõ.Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé �óíêöèè ñêîðîñòè ïðÿìî ïðîïîð-öèîíàëüíà ðàçìåðàì ñòåíîçà.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Âàòóëüÿíó À.Î. çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àáäåëü Ëàòè� Ì.Ñ. Ñèììåòðèéíûé àíàëèç è íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîäè-�èöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè,âîçíèêàþùåãî â àðòåðèàëüíîé ìåõàíèêå // Èçâåñòèÿ Ñ�Ó. Íîâàÿ ñåðèÿ. Ìàòåìàòè-êà. Ìåõàíèêà. Èí�îðìàòèêà. 2011. � 11. Ñ. 42�48.[2℄ Demiray H. Variable 
oe�
ient modi�ed KdV equation in �uid-�lled elasti
 tubes withstenosis: Solitary waves // Chaos Soliton Fra
t. 2009. Vol. 42. � 1. Pp. 358�364.[3℄ Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. Ì.: Ìèð, 1983. 400 ñ.[4℄ Misra J. C. Ghosh S.K. A Mathemati
al model for the study of interstitial �uidmovement vis-a-vis the non-newtonian behaviour of blood in a 
onstri
ted artery //Comput. Math. Appl. 2001. Vol. 41. Pp. 783�811.Galinger N.V. Simulation of blood �ow with stenosis. On the basis of the one-dimensional model the nonlinear se
ond order di�erential equation des
ribing the perturbationsof the radius of blood vessel walls is studied. A solution of this equation, expressed in termsof Ja
obi ellipti
 fun
tions, is presented. The study of solutions depending on the speed ofthe wave; the 
orresponding graphi
al dependen
es are presented. The linearization of theproblem is implemented and the 
omparative analysis of linear and nonlinear models is given.



ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈÅ ÂÒÎ�È×ÍÛÕ �ÅÆÈÌÎÂ Â ÇÀÄÀ×ÅÂÈÁ�ÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ ÌÀ�ÀÍ�ÎÍÈ�îí÷àðåíêî À.À., Ïðîçîðîâ Î.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè êîíâåêöèè æèäêîñòè â íåâåñîìîñòè âîâíåøíåì âûñîêî÷àñòîòíîì ïîëå ñ ó÷åòîì òåðìîêàïèëëÿðíîãî ý��åêòà. �åøàåòñÿ ëè-íåéíàÿ çàäà÷à, ñòðîèòñÿ çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà àìïëèòóäû âèáðàöèèîò âîëíîâîãî ÷èñëà ïðè �èêñèðîâàííîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû. Ñðåäñòâàìè ñëàáî-íåëèíåéíîãî àíàëèçà ñòðîÿòñÿ àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè�èíçáóðãà-Ëàíäàó. Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ìàðàíãîíè íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùèå àìïëèòóäû âòîðè÷íîãî ðåæèìà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè êîíâåê-öèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîì òâåðäîéñòåíêîé è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, íà êîòîðîé äåéñòâóåò ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæå-íèå ñ êîý��èöèåíòîì σ = σ0 − σT (T − T0). Íàä ñëîåì íàõîäèòñÿ ãàç. Ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî ñëîé êàê öåëîå ñîâåðøàåò ïîñòóïàòåëüíûå êîëåáàíèÿ âäîëü âåêòîðà
s = (cosϕ, 0, sinϕ) ïî çàêîíó a/ωf(ωt), ãäå f � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ íóëåâûìñðåäíèì ïî áûñòðîìó âðåìåíè τ = ωt.

(1 − εT ′)
dυ′

dt
= −∇p′ + △υ′ + (1 − εT ′)(Gaγ − ωRef(ωt)s), (1)

div υ′ = 0, s = (cosϕ, 0, sinϕ),
dT ′

dt
= Pr−1△T ′. (2)Óðàâíåíèÿ (1)�(2) áûëè ïðåäëîæåíû â [1℄ äëÿ îïèñàíèÿ âèáðàöèîííîé êîíâåê-öèè â îáëàñòÿõ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Íà äå�îðìèðóþùåéñÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöå

x3 = ζ ′(x1, x2, t) âûïîëíÿþòñÿ êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå, óñëîâèå òåïëîîáìåíà è äè-íàìè÷åñêîå. Íà òâåðäîé ñòåíêå x3 = 1 çàäàíû óñëîâèÿ òåïëîîáìåíà è ïðèëèïàíèÿ.Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è: ε = Aβh � ïàðàìåòð Áóññèíåñêà, ω =
ω̃h2

ν
�áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà âèáðàöèè, Re =

ah

ν
� âèáðàöèîííîå ÷èñëî �åéíîëüäñà,

Ga =
gh3

ν2
� ÷èñëî �àëèëåÿ, Pr =

ν

χ
� ÷èñëî Ïðàíäòëÿ.Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü ïàðàìåòðû äëÿ ñèëèêîíîâîãî ìàñëà AK 10Sili
one Fluid ïðè òåìïåðàòóðå 25oC.Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé Gr = 0, ò. å. îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè, ϕ 6= 0,è íà òâåðäîé ñòåíêå çàäàí ïîñòîÿííûé òåïëîâîé ïîòîê. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíè-ÿõ ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îáíàðóæåíà íå áûëà, èññëåäóåòñÿìîíîòîííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.2. Îñðåäíåííàÿ çàäà÷à. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî w ≫ 1 è 2π

ω
≪ min

(

L2

ν
,
L2

χ

)ê çàäà÷å (1)�(2) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îñðåäíåíèÿ [2℄. Îñðåäíåííàÿ ñèñòåìà âûâåäåíà
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∂υ

∂t
+ (υ,∇υ) = −∇q + △υ −GrTγ + µ(w1,∇)∇Φ1, div υ = 0,

∂T

∂t
+ (υ,∇T ) =

1

Pr
△T, w1 + ∇Φ1 = −γ sinϕT, div w1 = 0. (3)Çäåñü q = p − Gaz � êîíâåêòèâíîå äàâëåíèå, w1 è Φ1 � ïåðâûå ÷ëåíû ðàç-ëîæåíèÿ àìïëèòóä ïóëüñàöèîííîé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, âëèÿíèå âèáðàöèè õàðàê-òåðèçóåòñÿ µ = 〈f ′2〉

(

ah sinϕε

ν

)2, ãäå 〈f ′2〉 � ñðåäíåå ïî ïåðèîäó �óíêöèè f ′2.Êðàåâûå óñëîâèÿ:
z = 0 :

∂υ1

∂z
=
Ma

Pr

∂T

∂x
,

∂υ2

∂z
=
Ma

Pr

∂T

∂y
, Φ1 = 0,

∂T

∂z
− BiT = δ1, υ3 = 0,

z = 1 : υ = 0, B1
∂T

∂z
+B0T = δ2, w13 = 0. (4)Çàäà÷à (3)�(4) èìååò ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ. Â ïëîñêîì ñëó÷àå,ïåðåõîäÿ ê óðàâíåíèÿì äëÿ âîçìóùåíèé, ïîëó÷àåì:

−∂△ψ
∂t

−K(ψ,△ψ) = −△2ψ −Gr
∂T

∂x
+ µK(

∂Φ

∂z
, T ) + µ

∂

∂x

(

T +
∂Φ

∂z

)

,

∂T

∂t
+K(ψ, T ) − ∂ψ

∂x
=

1

Pr
△T, △Φ = −∂T

∂z
. (5)Çäåñü ψ � �óíêöèÿ òîêà, à îïåðàòîð K(u, v) =

∂u

∂z

∂v

∂x
− ∂u

∂x

∂v

∂z
. Êðàåâûå óñëîâèÿ:

z = 0 : Φ = 0,
∂T

∂z
−BiT = 0, ψ = 0,

∂2ψ

∂z2
=
Ma

Pr

∂T

∂x
,

z = 1 : ψ =
∂ψ

∂z
= 0, B1

∂T

∂z
+B0T = 0,

∂Φ

∂z
+ T = 0. (6)3. Îïèñàíèå ìåòîäà. Áóäåì ðåøàòü íåëèíåéíóþ çàäà÷ó (5)�(6) ìåòîäîì ìíî-ãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé [4�6℄. Ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð r2 êàê r2 =

Ma2

µ
=

σ2
Tχ

2ρ2β2

a2 sin2 ϕ
, îí íå ñîäåðæèò ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. �àçëîæèì r2 â ðÿäÒåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà íåéòðàëüíîé êðèâîé. Ïåðåéäåì ê ¾ìåä-ëåííûì¿ âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó: tm = εmt, xm = εmx (m = 1, 2, . . . ). �åøåíèåñèñòåìû ϕ = (ψ, T,Φ) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε:

r2 = rc +
1

2
ε2rc2 + . . . , ϕ = εϕ1 + ε2ϕ2 + ε3ϕ3 + · · ·Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò âèä:

∂

∂t
=

∂

∂t̃
+ ε

∂

∂t1
+ ε2 ∂

∂t2
+ ε3 ∂

∂t3
+ · · · , ∂

∂x
=

∂

∂x̃
+ ε

∂

∂x1
+ ε2 ∂

∂x2
+ ε3 ∂

∂x3
+ · · ·
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Ma αmin rc Ma αmin rc Ma αmin rc1500 0.08149 122.67631 1000 0.10071 126.82329 500 0.1465 140.624261400 0.08446 123.25605 900 0.10648 128.25291 400 0.16623 148.395791300 0.08778 123.93016 800 0.11338 130.07453 300 0.19692 162.878981200 0.09152 124.7237 700 0.12181 132.47482 200 0.25491 199.140121100 0.09579 125.67148 600 0.13246 135.78109 100 0.45 433.15633Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêèõ α è r îò Ma.Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â (5)�(6). Ïðè O(ε) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Lϕ1 = 0, êîòîðàÿ ïðè �èêñèðîâàííîì µ áûëà ÷èñëåííî è àñèìïòîòè÷åñêè èññëå-äîâàíà â [7℄. Âåùåñòâåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è (5)�(6) çàïèøåì â âèäå:
ϕ = A(x1, t1, x2, t2)e

iαxϕ̃ + A(x1, t1, x2, t2)e
−iαxϕ̃, (7)çäåñü ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå ñëàáî-íåëèíåéíîãî àíàëèçà, âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðå-äåëåíèÿ àìïëèòóäû èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé. Â O(ε2)-ñèñòåìå óäàëÿåì ñåêóëÿðíûå ñëàãàåìûå � ïðîïîðöèîíàëüíûå eiαx:

Lϕ21 = F21(z)e
iαx.Âûïèøåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè â âèäå:

1
∫

0

(F21,u
∗) dz = 0,ãäå u∗ = (u, v, w) ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïîëó-÷àåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóäû A âèäà:

Λ
∂A

∂t1
+ Γ

∂A

∂x1

= 0.Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àìïëèòóäà A çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x̃1 = Γt1 − Λx1.Îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä
ϕ2 =

∂A

∂x1
ϕ21e

iαx + AAϕ20 + A2ϕ22e
i2αx +B(x1, x2, t1, t2)ϕ11e

iαx,ãäå B(x1, x2, t1, t2)ϕ11e
iαx � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è.Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ â ïðàâûå ÷à-ñòè ñèñòåìû O(ε3), âûäåëèì ñåêóëÿðíûå ñëàãàåìûå è, àíàëîãè÷íî âòîðîìó ïðè-áëèæåíèþ, çàïèøåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè.4. �åçóëüòàòû. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü àíàëèòè÷åñêè (ñ ïîìîùüþ Maple)è ÷èñëåííî (ñ ïîìîùüþ ñòðåëüáû, ðåàëèçîâàííîé â ïàêåòå MATLAB).Áûëè ïîñòðîåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå r2(α). Âèä íåéòðàëüíûõ êðèâûõ â çàâè-ñèìîñòè îò ïàðàìåòðà Ma ïðèâåäåí íà ðèñ. 1. Ïàðàìåòð Ma ìîæíî èçìåíÿòü çàñ÷åò èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû.
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�èñ. 1. Íåéòðàëüíûå êðèâûå ïðè ðàçíûõ Ma.Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ ìîíîòîííîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåòèìåòü íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ÷èñ-ëà α âûáåðåì òî, ïðè êîòîðîì íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå α íàõîäèòñÿ âáëèçè íóëÿ, ÷òîñîîòâåòñòâóåò äëèííîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè.Áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå òî÷åê ìèíèìóìà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà Ma(ðèñ. 2). ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, èç êîòîðîé âèäíî,÷òî ñ óâåëè-÷åíèåìMa óìåíüøàåòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå rc, à, çíà÷èò, òðåáóåòñÿ âñå áîëüøàÿàìïëèòóäà âèáðàöèè, ÷òîáû ïîäàâèòü êîíâåêöèþ.Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè O(ε3)-ñèñòåìû äàåò óðàâíåíèå âèäà:
∂A

∂t2
= c̃1

∂2A

∂x̃2
1

+ c̃2A+ c̃3A|A|2. (8)
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ r2 îò Ma.



70 �îí÷àðåíêî À.À, Ïðîçîðîâ Î.À..
Ma αmin c̃1 c̃2 c̃3800 0.1134 2.9531e-001 1.2474e-001 -7.4015e+002500 0.1465 1.7708e-001 1.3530e-001 -6.8266e+002200 0.2549 5.9196e-002 1.9446e-001 -5.5531e+002Òàáëèöà 2. Êîý��èöèåíòû c̃1, c̃2, c̃3.ãäå êîý��èöèåíòû c̃1, c̃2, c̃3 ñ÷èòàþòñÿ ÷èñëåííî è ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (12-01-00582-à).
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ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ Â ÒÅÎ�ÈÈ ÎÁ�ÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×�óêàñÿí Ë.Ñ.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé êîý��èöèåíòíîé çàäà÷è íàîñíîâå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêàñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.Ââåäåíèå. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî çàäà÷ �èçèêè è òåõíèêè ïðèâîäèò ê ëèíåéíûìè íåëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (óðàâíå-íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè). Óñòàíîâèâøèåñÿ ïðîöåññû ðàçëè÷íîé �èçè÷åñêîéïðèðîäû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.Òî÷íûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ ïîëó-÷èòü ëèøü â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ñâîåì ðåøåíèå ýëëèïòè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííî. Îäíèì èç íàèáîëåå óíèâåðñàëü-íûõ è ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷èâøèõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðà-íåíèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ÿâëÿåòñÿìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè ìåòîä ñåòîê [1, 2℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â äàííîé ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êðóòèëüíûå êî-ëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ñ ïåðåìåííûì ìîäóëåì ñäâèãà ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì S [3, 4℄.Óðàâíåíèå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â áåçðàçìåðíîì âèäå èìååò ñëåäóþùèé âèä:
(gu,x1

),x1
+ (gu,x2

),x2
+ æ

2u = 0. (1)�àññìîòðèì çàäà÷ó ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ïåðåìåííû-ìè êîý��èöèåíòàìè â îáëàñòè S = [0, 1] × [−c, c] ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè
g
∂u

∂x1

∣

∣

∣

∣

x1=1

= p0(x2), g
∂u

∂x2

∣

∣

∣

∣

x2=±c

= 0, u|x1=0 = 0. (2)Ê ñîæàëåíèþ, ðåøåíèå êàê ïðÿìîé, òàê è îáðàòíîé çàäà÷è äàæå â ïðîñòîéîáëàñòè òèïà ïðÿìîóãîëüíèêà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ëèøü ÷èñëåííî, íà îñíîâåëèáî êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïîäõîäà, ëèáî ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé.2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà îñíîâå ðàçíîñòíîé òðàêòîâêè2.1. Èññëåäîâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè�óíêöèè u (x1, x2), óäîâëåòâîðÿþùåé êðàåâûì óñëîâèÿì (2) ïðè çàäàííîì çàêîíåèçìåíåíèÿ g (x1, x2) â íåêîòîðîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ æ.Â ìåòîäå ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðèìåíåí ïÿòèòî÷å÷íûé øàáëîí äëÿâòîðûõ ïðîèçâîäíûõ è äâóõòî÷å÷íûé äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ (ëåâàÿ ðàçíîñò-íàÿ ïðîèçâîäíàÿ) [5℄. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó ñ øàãàìè h1,h2 ïî êîîðäè-íàòíûì îñÿì x1,x2ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îáîçíà÷èì óçëîâûå ïåðåìåííûå ui,j =
u (ih1,−c+ jh2) è gi,j = g (ih1,−c+ jh2).



72 �óêàñÿí Ë.Ñ.Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ
uN,j = p0j/gi,j + uN−h1,j , ui,−c = ui,−c+h2

, ui,M = ui,M−h2
, u0,j = 0. (3)Äàëåå ñîñòàâèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîëîæèì øàãàïïðîêñèìàöèè ïî îáåèì îñÿì îäèíàêîâûé. Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(1.2),êîòîðûå ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü ãðàíè÷íûå óçëîâûå òî÷êè, ïîëó÷èì

N−1
∑

i=1

M−1
∑

j=1

gi+h,j (ui+h,j − ui,j) + gi,j (ui−h,j − 2ui,j + ui,j−h) +

+gi,j+h (ui−h,j − ui,j) + h2
æ

2ui,j = 0.

(4)Ñèñòåìà (4) èìååò ðåøåíèå, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå. �åøàÿ ñèñòåìó (4), íàõîäèìóçëîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè ui,j.2.2. Èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Öåëüþ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿâîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíîé �óíêöèè g (x1, x2) ïî èçâåñòíûì óçëîâûì çíà÷åíèÿì�óíêöèè u (x1, x2), ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ìåòîäîì ðàç-íîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé, îïèñàííûì â ðàçäåëå 2.1. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé íà ýòîìïóòè ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè, çàäàí-íîé òàáëè÷íî.Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðàçíîñòíîãî ïîäõîäà ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîñèòåëü-íóþ ïîãðåøíîñòü
ν = max

i∈[1,N−1]

j∈[1,M−1]

∣

∣

∣

∣

g′′i,j − gi,j

g′′i,j

∣

∣

∣

∣

· 100%,ãäå g′′i,j � òî÷íîå ðåøåíèå, gi,j � ïîëó÷åííîå.Äëÿ àíàëîãèè ñ ðåàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè �óíêöèÿ u (x1, x2), èñïîëüçóåìàÿêàê âõîäíàÿ èí�îðìàöèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ g (x1, x2), áûëà çàøóìëåíà [6℄.Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè g (x1, x2) ñ çà-øóìëåííûìè âõîäíûì äàííûìè δ = 4 · 10−3,æ = 1.Ïðè óâåëè÷åíèè âåëè÷èíû δ íàáëþäàåòñÿ ñèëüíûé ðîñò ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿ-åìîé �óíêöèè, ÷òî ñâÿçàííî ñ íåêîððåêòíîñòüþ èçó÷àåìîé çàäà÷è. Äëÿ óëó÷øåíèÿ

�èñ. 1. Ñëåâà � g (x1, x2) = 1 + x
(2+x2

2)−1

1 , ν = 8.22%; ñïðàâà � g (x1, x2) =
√

2 + x2
1 + x2

2,
ν = 7.38%.
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�èñ. 2. Ñëåâà � g (x1, x2) = 2 + cos (πx1) sin (πx2) , ν = 8.91%; ñïðàâà � g (x1, x2) =
√

2 − x2
1 + x2

2 , ν = 7.01%.êà÷åñòâà ðåêîíñòðóêöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçèðóþùèå ïðîöåäóðû,íàïðèìåð ñïëàéí àïïðîêñèìàöèè ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ [7℄.Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèèíåèçâåñòíîé �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùåé ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñäâèãà â ïëîñêîéîáëàñòè. �åøåíèå ïîñòðîåíî íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé è àíàëèçå äèñ-êðåòíîé çàäà÷è Êîøè. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåêîí-ñòðóêöèè ïåðåìåííîãî ìîäóëÿ ñäâèãà ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ïðîàíàëèçèðîâàíà òî÷-íîñòü ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè çàøóìëåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñàìàðñêèé À.À., Íèêîëàåâ Å. Ñ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà,1978. 592 ñ.[2℄ Ñàìàðñêèé À.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1971. 553 ñ.[3℄ Ôèëèïïîâ À.Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.736 ñ.[4℄ Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[5℄ Ñàìàðñêèé À.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1971. 552 ñ.[6℄ Âàòóëüÿí À.Î., Áóðüÿí À.Þ., Îñèïîâ À.Â. Îá èäåíòè�èêàöèè ïåðåìåííîé æåñò-êîñòè ïðè àíàëèçå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè // Âåñòíèê Äîíñêîãî ãîñ. òåõí.óí-òà. 2010. Ò. 10. �6. Ñ. 825�833.[7℄ Àëüáåðã Äæ., Íèëüñîí Ý., Óîëø Äæ. Òåîðèÿ ñïëàéíîâ è åå ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ìèð.1972. 316 ñ.Gukasyan L. S. The Cau
hy problem in the theory of inverse problems. A method forsolving the inverse problem based on a study of the Cau
hy problem for �rst order di�erentialequation with variable 
oe�
ients.



ËÈÍÅÉÍÀß ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À Ñ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÈÅÌ.ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ�óñà÷åíêî Â.Â.∗, Èëüè÷åâà E.À.∗, Ëåâåíøòàì Â.Á.∗,∗∗
∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÌàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìíîãèõ ïðîöåññîâ â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä ñëóæàòïàðàáîëè÷åñêèå çàäà÷è. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó îäíîãî êëàññà òàêèõ çàäà÷.1. Îòñóòñòâèå îáîáùåííîé ïðèñîåäèíåííîé �óíêöèè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â öèëèíäðå Q = Ω ×R ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êëàññè÷åñêèõ 2π

ω
- ïåðèîäè÷åñêèõïî âðåìåíè t ðåøåíèÿõ ëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêàñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì ω è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå

∂u(x, t)

∂t
=
(

L0 +
1

ω
L1

)

u(x, t) +
∑

16|k|6m

(

Mku(x, t) + dk(x)
)

eikωt + d0(x), (1)
u(x, t)|Γ = 0. (2)Çäåñü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R

n, n ∈ N , ñ áåñêîíå÷íîãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω; Γ = ∂Ω × R; L0 è L1 � äè��åðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿâòîðîãî ïîðÿäêà, à Mk � ïåðâîãî ïîðÿäêà; d0(x), dk(x) � áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìûå íà Ω �óíêöèè, 1 6 |k| 6 m. Äè��åðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ L0 è L1èìåþò âèä:
L0u(x) =

n
∑

i, j=1

a0
ij(x)

∂2u(x)

∂xi∂xj
+

n
∑

i=1

b0i (x)
∂u(x)

∂xi
+ c0(x)u(x),

L1u(x) =
n
∑

i, j=1

a1
ij(x)

∂2u(x)

∂xi∂xj
+

n
∑

i=1

b1i (x)
∂u(x)

∂xi
+ c1(x)u(x),ãäå akij(x), bki (x), ck(x) ∈ C∞(Ω)� âåùåñòâåííûå �óíêöèè, i, j = 1, n, k = 0, 1. Âûðà-æåíèå L0 ïðè ýòîì ýëëèïòè÷åñêîå, òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω è ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈

R
n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

n
∑

i,j=1

a0
ijξiξj > 0. (3)Âûðàæåíèÿ Mk èìåþò âèä

Mku(x) =

n
∑

i=1

dki(x)
∂u(x)

∂xi
+ gk(x)u(x),



Ëèíåéíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ âûðîæäåíèåì 75ãäå gk(x), dki(x) ∈ C∞(Ω), ïðè÷åì dki(x) è d−ki(x), gk(x) è g−k(x), dk(x) è d−k(x) �êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû, i = 1, n, 1 6 |k| 6 m, d0(x) � âåùåñòâåííî.Ñ äè��åðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì L0 è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2) ñâÿæåì îáû÷-íûì îáðàçîì äåéñòâóþùèé â L2(Ω) ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð A ñ îáëàñòüþ îïðå-äåëåíèÿ D(A) = {v ∈ W 2
2 (Ω) : v|∂Ω = 0} : Av = L0v, v ∈ D(A). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

λ = 0 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, êîòîðîìó îòâå÷àåò ñîáñòâåí-íàÿ �óíêöèÿ a0(x). Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð A∗, ñîïðÿæåííûé ñ A,òàê æå èìååò ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ = 0, êîòîðîìó îòâå÷àåò íåêîòîðàÿñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ z0(x).Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå
Mu(x) ≡ L1u(x) +

∑

16|k|6m

M−kMku(x)

ik
(4)è îïåðàòîð B, äåéñòâóþùèé â L2(Ω) ïî ïðàâèëó Bv = Mv, v ∈ D(B) = D(A).Ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå äëÿ óäîáñòâà ññûëêè îáîçíà÷èì ÷å-ðåç (Ï). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0(x) íå èìååò ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé îòíîñèòåëüíîïàðû îïåðàòîðîâ A, B (ñì. [8℄), òî åñòü óðàâíåíèå Av = −Ba0 íå ðàçðåøèìî.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Â íåêîòîðîé ïîãðàíïîëîñêå îáëàñòè Ω ïåðåéäåì ê êðè-âîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

x = (ψ, r), ρ = r
√
ω.Ïîëíîå �îðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå 2π

ω
� ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðå-ìåíè t ðåøåíèÿ (áîëåå êðàòêî:"�îðìàëüíîå 2π

ω
�ïåðèîäè÷åñêîå ïî t ðåøåíèå") çà-äà÷è (1), (2) áóäåì ñòðîèòü â âèäå:

uω(x, t) = ωc−2a0(x)+

∞
∑

k=−1

ω−
k
2

(

uk(x)+wk(ψ, ρ)+cka0(x)+yk(x, τ)+zk(ψ, ρ, τ)
)

.(5)Çäåñü τ = ωt; ck ∈ R; uk : Ω −→ R è yk : Ω × R −→ R � ðåãóëÿðíûå�óíêöèè, à wk(ψ, ρ) è zk(ψ, ρ, τ) � ïîãðàíñëîéíûå, òî åñòü wk(ψ, ρ)|ρ=∞ = 0,
zk(ψ, ρ, τ)|ρ=∞ = 0. Ïðè ýòîì �óíêöèè yk(x, τ), zk(ψ, ρ, τ) � 2π-ïåðèîäè÷íû ïî τ ñíóëåâûì ïî τ ñðåäíèì, òî åñòü

〈yk(x, τ)〉 ≡
1

2π

2π
∫

0

yk(x, τ)dτ = 0 , 〈zk(ψ, ρ, τ)〉 ≡
1

2π

2π
∫

0

zk(ψ, ρ, τ)dτ = 0 .Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò îïðåäåëèì ÷åòûðå òèïà ëè-íåéíûõ çàäà÷:1) 














L0u(x) = P (x) ,

(P (x), z0(x)) = 0 ,

(u(x), z0(x)) = 0 ,

u(x)| ∂Ω = 0 ;



76 �óñà÷åíêî Â.Â., Èëüè÷åâà Å.À., Ëåâåíøòàì Â.Á.2) 




∂y(x, τ)

∂τ
=

∑

16|k|6ml

fk(x)e
ikτ ,

〈y(x, τ)〉 = 0 ;3) 




∂2w(ψ, ρ)

∂ρ2
= B(ψ, ρ) ,

w(ψ, ρ)|ρ=∞ = 0 ;4) 




l0(ψ)
∂2g(ψ, ρ)

∂2ρ
− ikg(ψ, ρ) = C(ψ, ρ) ,

g(ψ, ρ)|ρ=∞ = 0 ,
k ∈ Z\0 , ρ ∈ [0,∞) .Çäåñü ψ ∈ ∂Ω èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà; P (x), fk(x) � èçâåñòíûå áåñêîíå÷íî ãëàäêèåíà Ω �óíêöèè, 1 6 |k| 6 ml, l ∈ N\0; l0(ψ) > 0 � êîý��èöèåíò ïðè âòîðîé ïðîèç-âîäíîé ïî ρ â ïðåäñòàâëåíèè L0 â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ; F (ψ, ρ) è C(ψ, ρ) �èçâåñòíûå ïîãðàíñëîéíûå êâàçèìíîãî÷ëåíû ïî ρ, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ çàâèñÿòîò ψ.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (5):

ukω(x, t) = ωc−2a0(x) +

k
∑

s=−1

ω−
s
2

(

us(x) + ws(ψ, ρ) + csa0(x) + ys(x, τ) + zs(ψ, ρ, τ)
)

,ãäå k > −1.Òåîðåìà 1. Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå 2π

ω
- ïåðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè t ðå-øåíèå çàäà÷è (1), (2) â óñëîâèÿõ ï. 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ðÿäîì (5) ñ âå-ùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïîñòðîåíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê ðå-øåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàäà÷ òèïà 1)�4).Çàìå÷àíèå 1. Â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû ãîâîðèòñÿ î çàäà÷àõ 1)�4), ïîñêîëüêóýòîò ñïèñîê âïîëíå õàðàêòåðèçóåò èñïîëüçóåìûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîý��è-öèåíòîâ ðÿäà (5). Îäíàêî, ïîñêîëüêó çàäà÷è 2)�4) ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, òî ìîæíî áûëî áû ãîâîðèòü, ÷òî ïîñòðîåíèåêîý��èöèåíòîâ (5) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàäà÷ âèäà 1).2. Ïîñòðîåíèå �îðìàëüíîé àñèìïòîòèêè â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿîäíîé ïðèñîåäèíåííîé �óíêöèè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å î 2π

ω
- ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t ðåøåíèÿõñèñòåìû (1), (2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ ï. 1, èñêëþ÷àÿïðåäïîëîæåíèå (Ï), ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

dki ≡ 0 , (i = 1, n , 1 6 |k| 6 m) .



Ëèíåéíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ âûðîæäåíèåì 77Òàêèì îáðàçîì, â ï. 2 Mk � ãëàäêèå �óíêöèè. Íàðÿäó ñ äè��åðåíöèàëüíûì âû-ðàæåíèåì M (ñì. (4)) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äè��åðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå N :
Nu = −

∑

16|k|6m

MkL0

k2

(

M−ku
)

−
∑

16|k|,|l|,|s|6m,

k+l+s=0

MkMlMsu

s(s+ l)
, u ∈W2

2(Ω).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Aa1(x) + Ma0(x) = 0, à óðàâíåíèå
Az(x) +Ma1(x) +Na0(x) = 0 íå èìååò ðåøåíèé.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå 2π

ω
- ïåðèîäè÷åñêîãî ïîâðåìåíè t ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) áóäåì ñòðîèòü â âèäå

u(x, t) = ω2C−4a0(x) + ω
3

2D−4a0(x)+

+

∞
∑

k=−1

ω−k [u2k+1(x) + w2k+1(ψ, ρ) + Ck−2a0(x)+

+Ck−3a1(x) + y2k+1(x, τ) + z2k+1(ψ, ρ, τ)]+

+
∞
∑

k=−1

ω
−2k−1

2 [u2k+2(x) + w2k+2(ψ, ρ) +Dk−2a0(x)+

+Dk−3a1(x) + y2k+2(x, τ) + z2k+2(ψ, ρ, τ)] , τ = ωt.

(6)
Òåîðåìà 2. Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå 2π

ω
- ïåðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè t ðå-øåíèå çàäà÷è (1), (2) â óñëîâèÿõ ï. 2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ðÿäîì (6) ñâåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïîñòðîåíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ ñâîäèòñÿ êðåøåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàäà÷ 1)�4).Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ñïðàâåäëèâî çàìå÷àíèå 1 ñ çàìåíîé â åãî �îðìóëèðîâêå (3)íà (6).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (� 12-01-00402-à) è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îñ-ñèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (çàÿâêè: 2012-1.1-12-000-1003-1775, 2012-1.2.1-12-000-1001-4594).
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ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÆåðåáêî À.È.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÑ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîé îáîëî÷êè àíàëèçà çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ðå-øåíà äâóìåðíàÿ çàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ êðóãëûì îòâåðñòèåìèç ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ðàçìåðîâ è ïî-ëîæåíèÿ íåîäíîðîäíîñòè (êðóãëîãî îòâåðñòèÿ) íà äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ. Èññëåäîâàíîâëèÿíèå ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ íà äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ è íà ïàðàìåòð ¾óòîíüøåíèÿ¿îáðàçöà äëÿ ñëó÷àÿ ñäâèãà îòâåðñòèÿ âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà (â �îðìå êâàäðàòà èîêðóæíîñòè).1. Ââåäåíèå. Âàæíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ÿâ-ëÿåòñÿ âîïðîñ èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìàòåðèàëà. Îäíèì èç íàèáîëååïðîñòûõ è äîñòóïíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç, îñíîâàí-íûé íà èññëåäîâàíèè êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñòîèò îòìå-òèòü, ÷òî ðåàëüíûå ìàòåðèàëû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íå èäåàëüíûìè è ñîäåð-æàò äå�åêòû â âèäå ðàçëè÷íûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò âîïðîñî ñòåïåíè âëèÿíèÿ íàëè÷èÿ è ðàçìåðîâ äå�åêòà, à òàêæå åãî ìåñòîïîëîæåíèÿ íàñâîéñòâà äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ. Äëÿ ìíîãèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ îòâåò íà ýòîò âî-ïðîñ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêè � åãî ðåøåíèå òðåáóåò îðãàíèçàöèèè ïðîâåäåíèÿ öèêëà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ îáîçíà÷åííûõâûøå ïðîáëåì, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple ðàçðàáîòàíàïðîãðàììíàÿ îáîëî÷êà [1℄, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëüçîâàòåëþ èíòåðàêòèâíî ðåøàòü èàíàëèçèðîâàòü íåêîòîðûå òèïû çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âîçìîæíî-ñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîé ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõòèïîâ îáðàòíûõ çàäà÷, ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè ïðÿ-ìîóãîëüíèêà ñ îòâåðñòèåì èç ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè îáðàçåö èìååò �îðìó ïðÿ-ìîóãîëüíèêà âûñîòû h è øèðèíû w. Íèæíÿÿ ãðàíü ïðÿìîóãîëüíèêà æåñòêî çà-ùåìëåíà, ê âåðõíåé ïðèêëàäûâàåòñÿ íàãðóçêà çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè, P , áîêîâûåãðàíè ñâîáîäíû îò íàãðóçîê. Â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèêà èìååòñÿ êðóãëîå îòâåðñòèåðàäèóñà r (ðèñ. 1). Íåîáõîäèìî ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîé îáîëî÷êè àíàëèçà çàäà÷íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ïàðàìåòðîâîáðàçöà â àêòóàëüíîé êîí�èãóðàöèè � óäëèíåíèÿ è ¾óòîíüøåíèÿ¿, äëÿ ñëó÷àåâëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè; ñ ïîìîùüþ ñìåùåíèÿ îòâåðñòèÿ âäîëüçàìêíóòîãî êîíòóðà íåîáõîäèìî îöåíèòü âëèÿíèå ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ íà èññëå-äóåìûå õàðàêòåðèñòèêè, ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñîòâåðñòèåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äàííûìè äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà áåç îòâåðñòèÿ.Â ðàìêàõ öèêëà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàìì-íîé îáîëî÷êå îöåíèì âëèÿíèå ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ íà äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ,ñìåùàÿ öåíòð îòâåðñòèÿ âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà â �îðìå êâàäðàòà (ðèñ. 1à) èîêðóæíîñòè (ðèñ. 1á)
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�èñ. 1. Ìîäåëèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòà ñî ñìåùåíèåì îòâåðñòèÿ: à) âäîëü êâàäðàòíîãîêîíòóðà; á) âäîëü îêðóæíîñòè.Äå�îðìàöèîííûé çàêîí äëÿ äàííîé çàäà÷è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-íèÿìè:
X1 = X1(x1, x2), X2 = X2(x1, x2), X3 = x3, (1)ãäå xi, Xj � êîîðäèíàòû òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà â îòñ÷åòíîé è òåêóùåé êîí�è-ãóðàöèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè è ñ ó÷åòîì (1),óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ �îðìàëüíî èìåþò âèä:

∂Di1

∂x1
+
∂Di2

∂x2
= 0, i = 1, 2, (2)ãäå Dij � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ïèîëû. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:u|S1

= 0, D · n|S2
= 0, D · n|S3

= P, D · n|S4
= 0; D · n|S5

= 0; (3)ãäå u � ïåðåìåùåíèå, S1 � íèæíÿÿ ñòîðîíà, S3 � âåðõíÿÿ ñòîðîíà, S2,S4 � áîêî-âûå ñòîðîíû, è S5 � ãðàíèöà îòâåðñòèÿ, n � âåêòîð íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùèìñòîðîíàì [2℄. Â êà÷åñòâå âûðàæåíèÿ óïðóãîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çà-äà÷è áûëà âûáðàíà �óíêöèÿ ýíåðãèè ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî (â óïðîùåííîìâàðèàíòå) [2℄:
W =

1

2
µ

(

I2
I3

+ 2
√

I3 − 5

)

, (4)ãäå Ik � ãëàâíûå èíâàðèàíòû ìåðû äå�îðìàöèè Êîøè. Ïîäðîáíî ïðîöåññ ðåøåíèÿíåëèíåéíîé çàäà÷è ðàññìîòðåí â [1℄.Â ñëó÷àå ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â âûðàæåíèÿõ (1)�(3) òåíçîð Ïèîëû Dçàìåíèòñÿ òåíçîðîì Êîøè T, à â àâòîìàòè÷åñêîì ãåíåðèðîâàíèè êðàåâîé çàäà÷èðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììíîé îáîëî÷êè [1℄ íå áóäåò îñòðîé



Àâòîìàòèçèðîâàííûé àíàëèç çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè 81íåîáõîäèìîñòè ââèäó íàãëÿäíîñòè è îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòû îïðåäåëÿþùèõ ñî-îòíîøåíèé äëÿ äàííîé çàäà÷è.3.Âëèÿíèå ðàçìåðîâ è ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ íà èññëåäóåìûå õàðàêòå-ðèñòèêè. Âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ íà äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ èññëåäîâà-íî ñ ïîìîùüþ ñìåùåíèÿ öåíòðà îòâåðñòèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîãî ïîëîæåíèÿâäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà â �îðìå êâàäðàòà (ðèñ. 1à) è îêðóæíîñòè (ðèñ. 1á), âðàìêàõ öèêëà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììíîé îáî-ëî÷êå. �àññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ðåøåíû â ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêàõ èäëÿ äâóõ ñëó÷àåâ íàãðóçîê: â ïåðâîì ñëó÷àå íàãðóçêà P ïîäîáðàíà òàêèì îáðàçîì,÷òî âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà DL ïîñëå åå ïðèëîæå-íèÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ëèíåéíîé òåîðèè (ñîñòàâëÿåò îêîëî 1%); âî âòîðîì �ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíîé òåîðèè (ñîñòàâëÿåò ïî÷òè 12%). Â äàííîé çàäà÷å ïðÿìî-óãîëüíèê èìååò âûñîòó h = 10 è øèðèíó w = 2, ðàäèóñ îòâåðñòèÿ r = 0,25. Äàëååïðèâåäåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.1) P = 0.02µ (îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå îáðàçöà 1%):

�èñ. 2.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ è ãðà�èêè çàâèñèìîñòè âåëè-÷èíû ïàðàìåòðà ¾óòîíüøåíèÿ¿ ïðÿìîóãîëüíèêà îò ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ ïðè åãîñìåùåíèè âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà â �îðìå îêðóæíîñòè (ðèñ. 1á) äëÿ ñëó÷àåâëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è íåëèíåéíîé òåîðèè (ñïëîøíàÿ).Êàê âèäíî èç ýòèõ ðèñóíêîâ: ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ òåîðèè â äàííîì ñëó÷àå ïðè-âîäÿò ê íåçíà÷èòåëüíûì ðàñõîæäåíèÿì â ðåçóëüòàòàõ, ÷òî âïîëíå îáúÿñíÿåòñÿòåì �àêòîì, ÷òî ïðèêëàäûâàåìàÿ íàãðóçêà ïðèâîäèò ê óäëèíåíèþ îáðàçöà íå áî-ëåå 3%.2) P = 0.25µ (îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå îáðàçöà � 12%):Èíà÷å äåëî îáñòîèò â ñëó÷àå, êîãäà ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêà âåäåò ê óäëèíåíèþïðÿìîóãîëüíèêà íà âåëè÷èíó 12%.Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ðàçíèöà â âåëè÷èíå ïàðàìåòðîâ óäëèíåíèÿ è ¾óòîíüøå-íèÿ¿ îáðàçöà áîëåå çíà÷èòåëüíàÿ, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå. Îáùèì �àêòîì äëÿ îáîèõ



82 Æåðåáêî À.È.

�èñ. 3.ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ñõîæåñòü �îðìû ïîëó÷åííûõ êðèâûõ, ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î äî-ñòàòî÷íî âåñîìîì âëèÿíèè ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ íà âåëè÷èíó èññëåäóåìûõ ïàðà-ìåòðîâ. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíèöà âåëè÷èí óäëèíåíèÿ è ¾óòîíüøå-íèÿ¿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ îòâåðñòèÿ(â ïðåäåëàõ ðàññìàòðèâàåìîãî êîíòó-ðà) è �èêñèðîâàííîé âåëè÷èíå íàãðóçêè ñîñòàâèëà ïî÷òè 10%. Ê ïîõîæèì ðåçóëü-òàòàì ìîæíî ïðèéòè è â ñëó÷àå ñìåùåíèÿ îòâåðñòèÿ âäîëü êîíòóðà êâàäðàòíîé�îðìû.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû îáîáùåííûå äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ äëÿ ïðÿìîóãîëü-íèêà ñ îòâåðñòèåì â öåíòðå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è áåç íåãî (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) âñëó÷àÿõ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàöèè âîçìîæíîñòåé ïàêåòà êîì-ïüþòåðíîé àëãåáðû Maple è ïàêåòà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿFlexPDE [3℄.

�èñ. 4.



Àâòîìàòèçèðîâàííûé àíàëèç çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè 833. Çàêëþ÷åíèå. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü: ðàñ-ñìîòðåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ¾÷óâñòâèòåëüíîé¿ ê íàëè÷èþ íåêîòîðûõ òèïîâ íåîä-íîðîäíîñòåé ìàòåðèàëà, â ÷àñòíîñòè, ê ïðèñóòñòâèþ êðóãëîãî îòâåðñòèÿ, åãî ïîëî-æåíèþ è ðàçìåðàì. C ïîìîùüþ æå ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììíîé îáîëî÷êè ìîæíîïðîâåñòè ÷èñëåííûé àíàëèç ýòîãî âëèÿíèÿ, òåì ñàìûì óïðîñòèâ ïîäáîð ïàðàìåò-ðîâ ìîäåëè, ñ ïîïðàâêàìè íà íåîäíîðîäíîñòü ñòðóêòóðû èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà.Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà ïðîäå-ìîíñòðèðîâàíû îñíîâíûå äîñòîèíñòâà ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììíîé îáîëî÷êè: èí-òåãðàöèÿ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,àâòîìàòèçèðîâàííûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷, âîçìîæíîñòü èíòåðàêòèâíîé ðàáîòûñ ïîëó÷àåìûìè äàííûìè (íåïðåðûâíàÿ îáðàáîòêà, âèçóàëèçàöèÿ, àíàëèç). �åçþ-ìèðóÿ âñå ñêàçàííîå, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î äîñòàòî÷íî øèðîêèõ âîçìîæíîñòÿõðàçðàáîòàííîãî èíòåð�åéñà â îáëàñòè èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ìàòå-ðèàëîâ è êîððåêòíîãî âûáîðà ñàìèõ ìîäåëåé.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Æåðåáêî À.È., Êàðÿêèí Ì.È. Ïðîãðàììíàÿ îáîëî÷êà àíàëèçà çàäà÷ íåëèíåéíîéòåîðèè óïðóãîñòè // Ñáîðíèê òðóäîâ XV ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè: Ñîâðåìåí-íûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, 4�7 äåêàáðÿ. �îñòîâ-íà-Äîíó, 2011. Ò. 2.C. 76�80.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 320 ñ.[3℄ Ba
kstrom G. Fields of Physi
s by Finite Element Analysis // FlexPDE: �nite elementmodel builder for Partial Di�erential Equations. (http://www.pdesolutions.
om/
gi-bin/getbook50).Zherebko A. I. Computer-aided analysis of two-dimensional nonlinear elasti
 problems.The problem on the uniaxial extension of a re
tangle of hyperelasti
 Blatz-and-Ko material
ontaining a round hole has been solved using the programm shell for the nonlinear elasti
problems analysis. The in�uen
e of size and lo
ation of the inhomogeneity (a round hole)on the stret
h diagram is examined. The in�uen
e of the hole lo
ation on the ¾thinning¿parameter of the sample is investigated. Cases of shifting the hole along a square-shaped
urve and a round-shaped 
urve are 
onsidered. The 
omparison of the results obtained forlinear and nonlinear theories is presented.



Î ÂËÈßÍÈÈ Ê�ÈÂÈÇÍÛ ÊÎÍÒÀÊÒÈ�ÓÞÙÈÕ ÖÈËÈÍÄ�ÎÂÍÀ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ Â �ËÓÁÈÍÅ ÈÕ ÊÎÍÒÀÊÒÀÆóðàâëåâ �.À., Áàáåíêî È.Ñ.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåí óòî÷íåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ãëóáèííûõ íàïðÿæåíèé âîáëàñòè êîíòàêòà óïðóãèõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèéÁóññèíåñêà�×åðóòòè (ñ ìîäåëèðîâàíèåì àíàëèçèðóåìîãî öèëèíäðà ïîëóïðîñòðàíñòâîì)ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èñêàæåíèþ ðîëè êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ òåë è ê çíà÷è-òåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì êîíòàêòíûõ ðàñ÷åòîâ.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � äàòü óòî÷íåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ý�-�åêòèâíûõ (õàðàêòåðèçóþùèõ ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà êîíòàêòèðóþùèõ òåë) íà-ïðÿæåíèé äëÿ íàãðóæåííûõ êîíòàêòíûì äàâëåíèåì óïðóãèõ öèëèíäðîâ. Äëÿ ïðè-ìåðà ðàññìîòðåíû îêòàýäðè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿþòëó÷øå (íåæåëè íîðìàëüíûå èëè êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ) ó÷åñòü èçìåíåíèå îáú-åìíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà.Íà áàçå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Í.Ì. Áåëÿåâà [1℄ îá îïðåäåëåíèè ãëó-áèííûõ íàïðÿæåíèé ïðè ýëëèïòè÷åñêîé ïëîùàäêå êîíòàêòà óïðóãèõ êðóãîâûõöèëèíäðîâ áåñêîíå÷íîé äëèíû Á.Ñ. Êîâàëüñêèì [2℄ äàí àíàëèç îêòàýäðè÷åñêèõãëóáèííûõ íàïðÿæåíèé. Â îñíîâó èññëåäîâàíèé [1, 2℄ ïîëîæåíû ðåøåíèÿ ïëîñ-êîé è ïðîñòðàíñòâåííîé êîíòàêòíûõ çàäà÷ �åðöà è ðåøåíèå Áóññèíåñêà�×åðóòòèñ çàìåíîé èññëåäóåìîãî öèëèíäðà ïîëóïðîñòðàíñòâîì.�åçóëüòàòû [1, 2℄ ïîëó÷èëè óíèâåðñàëüíîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè è ïðàêòèêå êîí-òàêòíûõ ðàñ÷åòîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíûå âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿ-æåíèé (íàïðèìåð, îêòàýäðè÷åñêèõ èëè êàñàòåëüíûõ, îòíåñåííûõ ê ìàêñèìàëüíîìóêîíòàêòíîìó íàïðÿæåíèþ) è ãëóáèíû èõ çàëåãàíèÿ (îòíåñåííîé ê ìàëîé ïîëóîñèýëëèïòè÷åñêîé ïëîùàäêè êîíòàêòà) â îáëàñòè êîíòàêòà óïðóãèõ êðóãîâûõ öèëèí-äðîâ íå çàâèñÿò íåïîñðåäñòâåííî îò êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Áîëåå òîãî,äî ñèõ ïîð íå ñòàâèëèñü ïîä ñîìíåíèå âûâîäû [1, 2℄ è î òîì, ÷òî ýòè îòíîñèòåëü-íûå âåëè÷èíû ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû ïàðàìåòðîì a/b(a è b � ðàçìåðû áîëüøîé èìàëîé ïîëóîñåé ýëëèïòè÷åñêîé ïëîùàäêè êîíòàêòà, ñîîòâåòñòâåííî), õàðàêòåðè-çóþùèì òîëüêî �îðìó ýëëèïòè÷åñêîé ïëîùàäêè èõ êîíòàêòà. À õàðàêòåðèñòèêèíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è óðîâíè îòíîñèòåëüíûõ (â òîì ÷èñëå � ìàêñèìàëüíûõ)ãëóáèííûõ íàïðÿæåíèé äëÿ êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ ñ÷èòàëèñü îäèíàêîâûìèäàæå åñëè îíè èìåëè ñóùåñòâåííî ðàçíûå ðàäèóñû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàáîòàìè [3�5℄ áûëè âûÿâëåíû ý��åêòû êîíòàêòíîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ òåë ñ ëîêàëèçîâàííîé îáëàñòüþ êîíòàêòà (òðàäèöèîííî ìî-äåëèðóåìûõ óïðóãèìè öèëèíäðàìè), ïîêàçûâàþùèå ñóùåñòâåííîå çàíèæåíèå ðî-ëè êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ òåë òðàäèöèîííûìè åå îöåíêàìè. Òàêîå ñëîæíîåâëèÿíèå (âîçðàñòàþùåå ñ óâåëè÷åíèåì ëîêàëèçàöèè êîíòàêòà) êðèâèçíû êîíòàê-òèðóþùèõ òåë íà ý��åêòèâíûå êîíòàêòíûå [3, 4℄ è ãëóáèííûå [5℄ íàïðÿæåíèÿ



Î âëèÿíèè êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ 85ïðîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ý��åêòà ðîñòà óðîâíÿ êîìïåíñàöèîííûõ äå�îðìàöèéýòèõ òåë ïðè ñíèæåíèè èõ êðèâèçíû.Ñòîëü ÿâíàÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïîêàçàòåëåé ðîëè êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõòåë, ìîäåëèðóåìûõ óïðóãèìè öèëèíäðàìè, ïðèâåëà ê íåîáõîäèìîñòè äåòàëüíîéîöåíêè òðàäèöèîííûõ óñëîâèé ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòà óïðóãèõ òåë. Êàê ðåçóëü-òàò, èññëåäîâàíèåì [6℄, íàîáîðîò, âûÿâëåíî çàìåòíîå çàâûøåíèå ðîëè êðèâèçíûêîíòàêòèðóþùèõ òåë òðàäèöèîííûìè åå îöåíêàìè. Ïðè÷èíîé òàêîãî èñêàæåíèÿðîëè êðèâèçíû îêàçàëîñü íàðóøåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ öèëèíäðà ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ïðèåìà Áóññèíåñêà�×åðóòòè ñ çàìåíîé öèëèíäðà ïîëóïðîñòðàíñòâîì.Óðîâåíü òàêîãî çàâûøåíèÿ ðîëè êðèâèçíû âîçðàñòàåò ïî ìåðå ñíèæåíèÿ ðàäèóñàöèëèíäðà.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòàâëåíà çàäà÷à âûÿâëåíèÿ è îöåíêè óðîâíÿ çàâèñèìî-ñòè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ äåéñòâèÿ ìàêñèìàëüíûõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé(èõ âåëè÷èíû è ãëóáèíû çàëåãàíèÿ) îò ðàäèóñà öèëèíäðà è øèðèíû ïëîùàäêèêîíòàêòà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèé Áóññèíåñêà�×åðóòòè ñ çàìåíîé èññëåäóåìî-ãî öèëèíäðà ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Â îñíîâó íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ íàìè ïîëî-æåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè [7℄ î ñæàòèè îòäåëüíî âçÿòîãîöèëèíäðà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè:
σx(r1, ω1, r2, ω2) = −σH(x)

π
(2A1 + 2A2 − Lpα);

σz(r1, ω1, r2, ω2) = −σH(x)

π
(2B1 + 2B2 − Lpα),ãäå Ak = 2

sin(ωk)
2cos(ωk)

rk
, Bk = 2

cos(ωk)
3

rk
, k = 1, 2; σx(x, z) è σz(x, z) � êîìïîíåí-òû òåíçîðà íàïðÿæåíèé (ðèñ. 1).Îêòàýäðè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ [2℄ îïðåäåëåíû êàê:

σe =
1√
2

√

(σx − σz)2 + (σy − σz)2 + (σx − σy)2,ãäå σy = µ(σx + σz).Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèåì [2℄ ïîëóøèðèíà ïëîùàäêèêîíòàêòà bH è çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ σH(x) çäåñü ñîîòâåò-ñòâóþò �îðìóëàì ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è �åðöà. Ïðè ýòîì êîíòàêòíîå äàâ-ëåíèå ðàñïðåäåëåíî ïî ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî öèëèíäðà. Â ðàñ÷åòàõ ïàðàìåò-ðîâ êîíòàêòà ïðèíÿòû îäèíàêîâûå óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ (ìîäóëü Þíãà
E = 2 ·105 ÌÏà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà µ = 0,28) êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ �èññëåäóåìîãî ñ âàðüèðóåìûì ðàäèóñîì Rc è íåêîåãî áàçîâîãî, ñ ðàäèóñîì Rb.Âåëè÷èíû r1, ω1, r2, ω2 (ðèñ. 1) âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ êàæäîé ðàñ÷åòíîé òî÷êè (x, z)ïî �îðìóëàì:

Lp1 = Rc sinα; ω1 = arctan(
x− Lp1
z − Lp2

); r1 =
x− Lp1
sinω1

;

Lp2 = Rc(1 − cosα); ω2 = arctan(
x− Lp1
Lp3 − z

); r2 =
√

(x− Lp1)2 + (Lp3 − z)2;
Lpp = 2Rc cosα; Lp3 = Lpp + Lp2.
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�èñ. 1. Èññëåäóåìûé öèëèíäð (íàãðóæåííûé ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñèëàìè
F , ñìåùåííûìè îòíîñèòåëüíî îñè z).Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è î äåéñòâèè íà öèëèíäð ãåðöåâñêîãî êîíòàêòíîãîäàâëåíèÿ [6℄ çàïèøåì:

σx = −
∫

αb

−αb
σH(α)

π
(2A1(α) + 2A2(α) − Lpα(α))Rc dα;

σz = −
∫

αb

−αb
σH(α)

π
(2B1(α) + 2B2(α) − Lpα(α))Rc dα,ãäå Ak(α) = 2

sin(ωk(α))2 cos(ωk(α))

rk(α)
, Bk = 2

cos(ωk(α))3

rk(α)
, k = 1, 2; αb � öåíòðàëü-íûé óãîë ñåêòîðà îêðóæíîñòè ðàäèóñà Rc, îõâàòûâàþùèé äóãó ýòîé îêðóæíîñòèäëèíîé bH ; σH(α) � äàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãåðöåâñêîìó çàêîíó σH(αRc).�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ (ðèñ. 2) ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ σe/σzmax è hσemax/bhíå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïðè èçìåíåíèè Rc, à èõ îòêëîíåíèÿ îò âåëè÷èí σe =

0, 566σzmax è hσemax = 0, 686bH [2℄ èìåþò ÿðêî âûðàæåííûå çàêîíîìåðíîñòè. Íà-ïðèìåð, äëÿ bH/Rc = 0, 14 çàíèæåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî ìåòîäó [2℄ äîñòèãàåò 7,5%è 8,2% äëÿ âåëè÷èí σe/σzmax è hσemax/bh, ñîîòâåòñòâåííî.�åçóëüòàòû âûïîëíåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òðàäèöèîííûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ î çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ ãëóáèííûõ íà-ïðÿæåíèé è ãëóáèíû èõ çàëåãàíèÿ òîëüêî îò �îðìû ïëîùàäêè êîíòàêòà ïðèìåíè-ìû ëèøü äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèáëèçèòåëüíî îãðàíè÷åííûõ îáëàñòüþ bH/Rc 6 2 · 10−4,íàïðèìåð � äëÿ òåë ñ áîëüøèì ðàäèóñîì êðèâèçíû Rc è/èëè ñ ìàëûìè êîíòàêò-íûìè íàïðÿæåíèÿìè σzmax.



Î âëèÿíèè êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ 87

a) b)�èñ. 2. Çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé (a) è ãëóáèíû çàëåãàíèÿ(b) â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà èññëåäóåìîãî öèëèíäðà Rc (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ðåøå-íèå [2℄; ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � óòî÷íåííûé ðåçóëüòàò).Íåñìîòðÿ íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿçàäà÷à, åñòü âñå îñíîâàíèÿ äëÿ îáîáùåíèÿ êà÷åñòâåííîé ñòîðîíû èçëîæåííûõ ðå-çóëüòàòîâ íà óñëîâèÿ íà÷àëüíî-òî÷å÷íîãî êàñàíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ.Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåð âëèÿíèÿ óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà öèëèíäðà íà ðîñò îòíîñè-òåëüíîé âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è ãëóáèíû èõ çàëå-ãàíèÿ èìååò âïîëíå îïðåäåëåííîå �èçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Êàê çäåñü ïîêàçàíî, îíîçàêëþ÷àåòñÿ â ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåì (ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà öèëèíäðà)èñêàæåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïðè-åìà ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ òåë ïîëóïðîñòðàíñòâîì. À ýòî èñêàæåíèå,â ñâîþ î÷åðåäü, êà÷åñòâåííî îäèíàêîâî âëèÿåò íà èçìåíåíèå âåëè÷èíû è ìåñòàðàñïîëîæåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïðè ëþáîì ñîîòíîøå-íèè ðàçìåðîâ ïîëóîñåé ýëëèïòè÷åñêîé ïëîùàäêè êîíòàêòà óïðóãèõ öèëèíäðîâ.ÂÛÂÎÄÛ1. Òðàäèöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷èí ìàê-ñèìàëüíûõ ãëóáèííûõ íàïðÿæåíèé è ãëóáèíû èõ çàëåãàíèÿ îò ðàäèóñà öèëèíäðàíå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, äàþò çàíèæåííóþ îöåíêó ýòèõ âåëè÷èí è íîñÿò÷àñòíûé õàðàêòåð.2. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è óðîâíè ãëóáèí-íûõ (â òîì ÷èñëå ìàêñèìàëüíûõ) íàïðÿæåíèé (à òàêæå è ãëóáèíû èõ çàëåãàíèÿ)ðàçëè÷íû äëÿ äâóõ êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ, èìåþùèõ ðàçíûå ðàäèóñû.3. Óíèâåðñàëüíîå èñïîëüçîâàíèå â òåîðèè è ïðàêòèêå êîíòàêòíûõ ðàñ÷åòîâðåøåíèé Áóññèíåñêà�×åðóòòè (ñ ìîäåëèðîâàíèåì êîíòàêòèðóþùèõ òåë ïîëóïðî-ñòðàíñòâîì) ìîæåò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì ïðè ðàñ÷åòàõ ãëó-áèííûõ íàïðÿæåíèé â çîíå êîíòàêòà.4. Ïðåäëîæåííûé óòî÷íåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ãëóáèííûõ íà-ïðÿæåíèé ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå â ðàñ÷åòàõ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ òåë, ìî-äåëèðóåìûõ óïðóãèìè êðóãîâûìè öèëèíäðàìè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíûõ ãèïîòåçïðî÷íîñòè.
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ÇÀÄÀ×À Î ÄÂÎÉÍÎÌ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÌ ÈÇ�ÈÁÅ ÂÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÇóáîâ Ë.Ì., Èâàíîâà À.Ñ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà íîâàÿ çàäà÷à î áîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ òðåõìåðíîãî óïðóãîãî òåëà, ïðè-âîäèìàÿ ê îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Çàäà÷à îïèñûâàåò äå�îðìà-öèþ, ïðè êîòîðîé ðàçðåçàííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáà âûïðÿìëÿåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíûéáëîê, êîòîðûé çàòåì èçãèáàåòñÿ â äðóãîé ïëîñêîñòè, ïðåâðàùàÿñü â ïîëûé öèëèíäð ñîñüþ, îðòîãîíàëüíîé îñè ïåðâîíà÷àëüíîãî öèëèíäðà. Îñîáåííîñòü çàäà÷è ñîñòîèò â òîì,÷òî â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè òåëà íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâóþò äàæå ïðè îòñóòñòâèèâíåøíèõ íàãðóçîê. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ïîëóîáðàòíûé ìåòîä. Âîçíèêàþ-ùàÿ ïðè ýòîì êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðå-øàåòñÿ ÷èñëåííî. Â ñëó÷àÿõ íåñæèìàåìîãî íåîãóêîâñêîãî è ñæèìàåìîãî ïîëóëèíåéíîãîìàòåðèàëîâ íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î äâîéíîì öèëèíäðè÷åñêîì èçãèáå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê òå-ëà äî äå�îðìàöèè, à R,Φ, Z � öèëèíäðè÷åñêèå ýéëåðîâû êîîðäèíàòû, ò. å. êîîðäè-íàòû äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà. �àññìîòðèì óïðóãîåòåëî, èìåþùåå â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè �îðìó êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáûäëèíû l ñ âíåøíèì è âíóòðåííèì ðàäèóñàìè r0 è r1 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóÿ ïîëó-îáðàòíîìó ìåòîäó [1�4℄, äå�îðìàöèþ òðóáû çàäàåì ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
R = R(r), Φ = sz, Z = tϕ (s, t = const). (1)Ôîðìóëû (1) îïèñûâàþò êîíå÷íóþ äå�îðìàöèþ, ïðè êîòîðîé ðàçðåçàííûé ïî-ëóïëîñêîñòüþ ϕ = 0 öèëèíäð ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ âûïðÿìëÿåòñÿ â ïðÿìîóãîëü-íûé áëîê, êîòîðûé çàòåì èçãèáàåòñÿ â äðóãîé ïëîñêîñòè, ïðåâðàùàÿñü â öèëèíäð ñãîðèçîíòàëüíîé îñüþ. Äàëåå ïîëó÷åííûé öèëèíäð ïîâîðà÷èâàåòñÿ êàê àáñîëþòíîòâåðäîå òåëî è ïðèíèìàåò âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Äå�îðìàöèÿ äâîéíîãî íåëèíåéíîãî èçãèáà.�ðàäèåíò äå�îðìàöèè C è ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè G = C · CT, îòâå÷àþùèåïðåîáðàçîâàíèþ (1), èìåþò âèä (R′ = dR/dr)C = R ′ereR +
t

r
eϕeZ + sRezeΦ, (2)
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t2

r2
eϕeϕ + s2R2ezez, (3)

eR = er cos(Φ − ϕ) + eϕ sin(Φ − ϕ),
eΦ = −er sin(Φ − ϕ) + eϕ cos(Φ − ϕ), eZ = ez.Çäåñü er, eϕ, ez � åäèíè÷íûå âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿìöèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Èç (2) èìååì

detC = −stR
r
R′. (4)Ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìàÿ äå�îðìàöèÿ ñïëîøíîé ñðåäû â êàæäîé òî÷êå äîëæíàóäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ detC > 0. Âåëè÷èíû r è R ïîëîæèòåëüíû ïî îïðåäåëå-íèþ. Ïîýòîìó â ñèëó (2) âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà: 1) s > 0, t < 0, R ′ > 0;2) s < 0, t > 0, R ′ > 0; 3) s > 0, t > 0, R ′ < 0; 4) s < 0, t < 0, R ′ < 0. Âàðèàíòû 3)è 4), â êîòîðûõ R ′ < 0, îïèñûâàþò äå�îðìàöèþ äâîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî èçãè-áà â ñî÷åòàíèè ñ âûâîðà÷èâàíèåì òðóáû íàèçíàíêó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿïîâåðõíîñòü ïîëîãî öèëèíäðà ïîñëå äå�îðìàöèè ïðåâðàùàåòñÿ âî âíåøíþþ öè-ëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü è íàîáîðîò. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà s â (1)îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé òðóáû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê

0 6 Φ 6 2π, 0 6 z 6 l, èìååì |s| = 2π/l.2. Ïðèâåäåíèå çàäà÷è ê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-íåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë öèëèíäðà èçîòðîïåí è âîñïîëüçóåìñÿ îáùèìïðåäñòàâëåíèåì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èçîòðîïíîãî òåëà äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî òåí-çîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû [2℄D = a1C+ a2G ·C+ a3C−T, ak = ak(I1, I2, I3), k = 1, 2, 3; (5)
I1 = trG, I2 = 1

2
( tr 2G− trG2), I3 = detG.Èç (2), (3) è (5) âûòåêàåò, ÷òî òåíçîðû íàïðÿæåíèé ÏèîëûD è ÊîøèT â çàäà÷åäâîéíîãî èçãèáà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿD = D11(r)ereR +D23(r)eϕeZ +D32(r)ezeΦ, (6)T = (det(C))−1CT ·D = σR(r)eReR + σΦ(r)eΦeΦ + σZ(r)eZeZ , (7)

σR =
rD11

stR
, σΦ =

rD32

tR′
, σZ =

D23

sRR′
.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ñðåäû [2℄ ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë divD =

0 â äàííîì ñëó÷àå â ñèëó (1), (6) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ
1

r
(rD11)

′ − sD32 = 0, (8)Âûðàçèâ íàïðÿæåíèÿ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (5), �îðìóë (2), (3)è ïîäñòàâèâ â (8), ïîëó÷èì äëÿ çàäàííîãî ìàòåðèàëà îáûêíîâåííîå äè��åðåíöè-àëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî �óíêöèè R(r). Ýòî óðàâíåíèå â



Çàäà÷à î äâîéíîì öèëèíäðè÷åñêîì èçãèáå â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè 91îáùåì ñëó÷àå áóäåò íåëèíåéíûì. Ê íåìó ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ, âûðàæàþùèå îòñóòñòâèå âíåøíåé íàãðóçêè íà öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõòðóáû
D11(r0) = 0, D11(r1) = 0. (9)3. Ïîëóëèíåéíûé ìàòåðèàë. �àññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåííóþ ìîäåëü ñæèìà-åìîãî ïîëóëèíåéíîãî (ãàðìîíè÷åñêîãî) ìàòåðèàëà, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãîèìååò âèä [2℄ D =

2µ

1 − 2ν
(ν trU− 1 − ν)A+ 2µC, (10)Çäåñü µ, ν � ïîñòîÿííûå, U � ëåâûé òåíçîð ðàñòÿæåíèÿ, A � òåíçîð ïîâîðîòà.Â îáëàñòè ìàëûõ äå�îðìàöèé ïîñòîÿííûå µ è ν èìåþò ñìûñë ìîäóëÿ ñäâèãà èêîý��èöåíòà Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî. Íà îñíîâàíèè (2), (3), (6), (10) íàõîäèìU = (C ·CT)1/2, A = U−1 ·C,

D11 =
2µ

1 − 2ν
[ν(|R ′| + |t|

r
+ |s|R) − 1 − ν] + 2µR ′,

D23 =
2µ

1 − 2ν
[ν(|R ′| + |t|

r
+ |s|R) − 1 − ν] sgn t+ 2µ

t

r
, (11)

D32 =
2µ

1 − 2ν
[ν(|R ′| + |t|

r
+ |s|R) − s− ν] + 2µsR.Îñîáåííîñòü ìîäåëè ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîãëàñíî (11)äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (8) îòíîñèòåëüíî �óíêöèè R(r) îêàçûâàåòñÿ ëèíåé-íûì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âàðèàíòà 1), êîãäà s > 0, t < 0 îíî èìååò âèä

r2R ′′ + rR′ +

(

νsr

1 − ν
− s2r2

)

R +
(νts− 1 − ν)r + s(1 + ν)r2

1 − ν
. (12)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ïðè âñåõ r1 6 r 6 r0 äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

R > 0, R ′ > 0. Ýòè óñëîâèÿ ìîãóò íàðóøàòüñÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ s è t .Òàêèå ðåøåíèÿ íå èìåþò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ν = 0 óðàâíåíèå (12) ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ
r2R ′′ + rR′ − s2r2R2 = r − sr2. (13)Ïðè ν 6= 0 êðàåâàÿ çàäà÷à (9), (12) ðåøàëàñü ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Ïðè çà-äàííîì çíà÷åíèè s âåëè÷èíó ïàðàìåòðà t ìîæíî îïðåäåëèòü, ñ÷èòàÿ çàäàííûìçíà÷åíèå ïðîäîëüíîé ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû, äåéñòâóþùåé â ñå÷åíèÿõ äå�îðìè-ðîâàííîé òðóáû

P = 2π

R(r0)
∫

R(r1)

σZRdR.Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé P = 0 ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å î ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèÿõâ óïðóãîì òåëå, ò. å. î âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèÿõ, ñóùåñòâóþùèõ ïðè îòñóòñòâèèâíåøíèõ ñèë.



92 Çóáîâ Ë.Ì., Èâàíîâà À.Ñ.4. Ñëó÷àé íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ R(r) îïðå-äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè detC = 1, ÷òî ñîãëàñíî (4) ïðèâîäèò ê óðàâ-íåíèþ RR′ = −(st)−1r, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä
R =

√

R2
0 + s−1t−1(r2

0 − r2), R0 = R(r0). (14)Èç (14) íàõîäèì
R1 =

√

R2
0 + s−1t−1(r2

0 − r2
1), R1 = R(r1). (15)Ñîãëàñíî (15) ïðè st > 0 èìååì R1 > R0, ò. å. âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü òðóáûïîñëå äå�îðìàöèè ñòàíîâèòñÿ âíåøíåé, ïðîèñõîäèò âûâîðà÷èâàíèå. Åñëè st < 0,òî R1 < R0, ò. å. äå�îðìàöèÿ íå ñîïðîâîæäàåòñÿ âûâîðà÷èâàíèåì. Â ñëó÷àå íåñæè-ìàåìîãî ìàòåðèàëà çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ óäîáíî ïðèíÿòü ýéëåðîâó êîîð-äèíàòó R, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ r =

√

r2
0 + st(R2

0 −R2) ñîãëàñíî (14).Ïðèìåíèì èçâåñòíîå [2℄ îáùåå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èçîòðîïíîãîíåñæèìàåìîãî òåëà T = æ1(I1, I2)g−1 − æ2(I1, I2)g− pE, (16)ãäå T � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè, E � åäåíè÷íûé òåíçîð, g � ìåðà äå�îðìàöèéÀëüìàíçè, g−1 � ìåðà äå�îðìàöèé Ôèíãåðà, p � äàâëåíèå â íåñæèìàåìîì òåëå,íå âûðàæàåìîå ÷åðåç äå�îðìàöèþ. Â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü çàäà÷å óêàçàííûåìåðû äå�îðìàöèè ñîãëàñíî (2), (4) èìåþò âèäg−1 =
r2

s2t2R2
eReR + s2R2eΦeΦ +

t2

r2
eZeZ ,g =

s2t2R2

r2
eReR +

1

s2R2
eΦeΦ +

r2

t2
eZeZ , I1 = trg−1, I2 = tr g. (17)Èç (16), (17) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ

dσR/dR + (σR − σΦ)R−1 = 0 äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî òåëà ðåøà-åòñÿ â êâàäðàòóðàõ
σR =

R0
∫

R

[

æ1(R)

(

r2

s2t2R2
− s2R2

)

− æ2(R)

(

s2t2R2

r2
− 1

s2R2

)]

dR

R
. (18)Ïîñòîÿííûå R0 è R1 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ σR(R1) = 0 è ñîîòíîøåíèÿ (15).Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, îòíåñåííûõ ê ìîäóëþ ñäâè-ãà µ â ñëó÷àå íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà (æ1 = const = µ, æ2 = 0) ïî òîëùèíå ñòåíêèöèëèíäðà ïðè r0 = 1, r1 = 0.8, s = 0.9, t = −0.95. �àçìåðû äå�îðìèðîâàííîãî öè-ëèíäðà ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îêàçàëèñü ðàâíûìè R1 = 0.995, R0 = 1.17.
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038)è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �ðèí À., Àäêèíñ Äæ. Áîëüøèå óïðóãèå äå�îðìàöèè è íåëèíåéíàÿ ìåõàíèêà ñïëîø-íîé ñðåäû. Ì.: Ìèð, 1965. 456 ñ.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[3℄ Çóáîâ Ë.Ì. Ïîëóîáðàòíûé ìåòîä â êâàçèñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåëèíåéíîé òåðìî-âÿçêîóïðóãîñòè // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�. 1981. Ò. 256. � 3. C. 556�559.[4℄ Çóáîâ Ë.Ì. Óíèâåðñàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ èçîòðîïíûõ íåñæèìàåìûõ ìèêðîïîëÿð-íûõ òåë // Äîêëàäû �ÀÍ. 2010. Ò. 435. � 1. Ñ. 35�39.Zubov L.M., Ivanova A. S. The problem of double 
ylindri
al bending in nonlinearelasti
ity . We 
onsider a new problem of large deformations of three-dimensional elasti
 body,driven by ordinary di�erential equations. The problem des
ribes the deformation at whi
h 
ut
ylindri
al tube straightened re
tangel blo
k, whi
h is then bent in the other plane, be
ominga hollow 
ylinder with an axis orthogonal to the axis of the original 
ylinder. Feature of theproblem is that in the deformed state of the body stresses exist even in the absen
e of externalloads. To solve the problem of semi-inverse method is applied. The resultant value problemfor an ordinary di�erential equation is solved numeri
ally. In the 
ase of an in
ompressibleneo-Hookean and the 
ompressed material of half an exa
t solution of the problem of double
ylindri
al bending.



�ÀÑ×ÅÒ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÓÂÅ�ØÈÍÛ ÇÀÒÓÏËÅÍÍÎÉ Ò�ÅÙÈÍÛÊàðïèíñêèé Ä.Í., Ñàííèêîâ Ñ.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ äàííîì ñîîáùåíèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèéïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè è êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèÿ (ÊÈÍ) ó âåð-øèíû òðåùèíû â êðèñòàëëå â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè è ñìåøàííîãî òèïà íà-ãðóæåíèÿ (ìîäû I è II). �àñ÷åòû ó÷èòûâàþò âçàèìíîå âëèÿíèå ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìà-öèè è �îðìû âåðøèíû òðåùèíû, à òàêæå T -íàïðÿæåíèÿ. Ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿîáóñëîâëåíà äâèæåíèåì äèñëîêàöèé ïî ïëîñêîñòÿì ëåãêîãî ñêîëüæåíèÿ ïðè ñîâìåñòíîìäåéñòâèè òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé è ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ. �àñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ ðàç-ëè÷íûõ ïëîñêîñòåé ñêîëà, ñèñòåì ëåãêîãî ñêîëüæåíèÿ è ñîîòíîøåíèé âíåøíèõ íàãðóçîêðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïîëó÷åíû âðåìåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëà-ñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè, ý��åêòèâíîãî ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ è ÊÈÍ ïðè ìîíîòîííîìíàãðóæåíèè êðèñòàëëà äî çàäàííîãî ïðåäåëà è äàëüíåéøåãî ïðîöåññà ðåëàêñàöèè äîóñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïðè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå âíåøíåé íàãðóçêè.Îáíàðóæåíû ÿâëåíèÿ ýêðàíèðîâàíèÿ è àíòèýêðàíèðîâàíèÿ âåðøèíû òðåùèíû äèñëîêà-öèÿìè â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû ñêîëüæåíèÿ êðèñòàëëà. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíûäëÿ êðèñòàëëà α�Fe.1. Ââåäåíèå.Îöåíèâàíèå âëèÿíèÿ �îðìû âåðøèíû òðåùèíû íà õàðàêòåðèñòèêè ðàçðóøå-íèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé �èçèêè ïðî÷íîñòè è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Âáîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé âåðøèíó òðåùèíû ñ ïàðàëëåëüíûìè áåðåãàìè ïðåä-ñòàâëÿþò â âèäå ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ, à åñëè òðåùèíà èìååò �îðìó ýëëèïñàñ ïîëóîñÿìè a è b, òî ïîëàãàþò ðàäèóñ âåðøèíû òðåùèíû ρ = b2/a. Ýêñïåðèìåí-òàëüíûå èññëåäîâàíèÿ (ñì, íàïðèìåð, [1�3℄) ïîêàçàëè, ÷òî ÷åì îñòðåå òðåùèíà, òåìíèæå âÿçêîñòü ðàçðóøåíèÿ Kc êâàçèõðóïêèõ ìàòåðèàëîâ: ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ ρíå çàâèñèò îò ðàäèóñà êðèâèçíû âåðøèíû, à ïðè åå çàòóïëåíèè Kc ðàñòåò.Ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû âíîñèò ñóùåñòâåííûå èçìåíå-íèÿ â �îðìó âåðøèíû è ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â åå îêðåñòíîñòè. �ÿä ðàñ÷å-òîâ, ó÷èòûâàþùèõ ïëàñòè÷åñêóþ äå�îðìàöèþ, âûïîëíåí â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèéìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû [4, 5℄, íî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íåäîñòàòî÷íî òî÷íî îòðà-æàþò ñëîæíûé ïðîöåññ ïåðåñòðîéêè ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ó âåðøèíû òðåùèíû âíàãðóæåííîì îáðàçöå.Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îáîçíà÷èëñÿ çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ñîçäàíèè äèñ-ëîêàöèîííûõ ìîäåëåé äëÿ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ó âåðøèíû òðåùèíû (ñì.îáçîð â [6℄). �àñ÷åòû âçàèìîäåéñòâèÿ äèñëîêàöèè ñ òðåùèíîé ýëëèïòè÷åñêîãî ñå-÷åíèÿ îáíàðóæèëè ÿâëåíèÿ ýêðàíèðîâàíèÿ äëÿ ìîäû I è àíòèýêðàíèðîâàíèÿ äëÿìîäû II äèñëîêàöèåé åå óïðóãîãî ïîëÿ, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñíèæåíèåì è óâå-ëè÷åíèåì ÊÈÍ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÊÈÍ òðåùèíû áåç äèñëîêàöèé. Ïðè ýòîì ý��åêòû



�àñ÷åò ýâîëþöèè ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ó âåðøèíû òðåùèíû 95ýêðàíèðîâàíèÿ è àíòèýêðàíèðîâàíèÿ óìåíüøàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ρ è óâåëè÷èâà-þòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè äèñëîêàöèè ê âåðøèíå òðåùèíû. Â ïîñëåäíèå ãîäû òàêæåèñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿòðåùèíû ñ äèñëîêàöèÿìè, äâîéíèêàìè è äðóãèìè äå�åêòàìè â ÎÖÊ êðèñòàëëàõ.Âàæíûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äàííûì ìåòîäîì ñâÿçàí ñ çàâèñèìîñòüþ ìåõàíèç-ìîâ ðàçðóøåíèÿ è äå�îðìàöèè ó âåðøèíû òðåùèíû îò ñîîòíîøåíèÿ ìîä I è II.Ïðè äîñòèæåíèè ý��åêòèâíûì ÊÈÍ Keff =
√

K2
I +K2

II ñâîåãî êðèòè÷åñêîãî çíà-÷åíèÿ Keff,c ïðîèñõîäÿò ëèáî ðîñò òðåùèíû, ëèáî ðàñòåò èç âåðøèíû äâîéíèê èëèèñïóñêàåòñÿ äèñëîêàöèÿ.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ýâîëþöèè ïëàñòè÷åñêîé äå�îð-ìàöèè ó çàòóïëåííîé âåðøèíû òðåùèíû â ÎÖÊ êðèñòàëëå â óñëîâèÿõ ñìåøàííîéìîäû íàãðóæåíèÿ (ìîäû I è II) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì äèñëîêàöèîííîãî ñêîëüæå-íèÿ â ïëàñòè÷åñêîé çîíå. Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàñ÷åòàìè äëÿ êðèñòàëëà
α-æåëåçà ïðè ïëîñêîé äå�îðìàöèè, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþò ýìèññèþ äèñëîêàöèéè äâîéíèêîâ èç âåðøèíû òðåùèíû.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ.�àññìîòðèì ïëîñêèå çàäà÷è îá ýâîëþöèè ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ó âåðøè-íû òðåùèíû äëèíîé 2l, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòÿõ ñêîëà áåñêîíå÷íîãî ÎÖÊêðèñòàëëà ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a. Â êðèñòàëëå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû èñ-òî÷íèêè äèñëîêàöèé, èñïóñêàþùèå ïðÿìîóãîëüíûå ïåòëè, ëåæàùèå â ïëîñêîñòÿõëåãêîãî ñêîëüæåíèÿ. Â ðàñ÷åòå ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî îòðåçêè ïåòåëü, ïåðïåíäè-êóëÿðíûå ïëîñêîñòè 0xy (ðèñ. 1). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèåîðèåíòàöèè òðåùèíû: 1) ïëîñêîñòü ñêîëà (100), íàïðàâëåíèå ëèíèè �ðîíòà òðå-ùèíû [001]; 2) ïëîñêîñòü ñêîëà (110), íàïðàâëåíèå ëèíèè �ðîíòà òðåùèíû [001];3) ïëîñêîñòü ñêîëà (011), íàïðàâëåíèå ëèíèè �ðîíòà òðåùèíû [01̄1℄; 4) ïëîñêîñòüñêîëà (001), íàïðàâëåíèå ëèíèè �ðîíòà òðåùèíû [110]. Ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìà-öèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì òåðìîàêòèâèðîâàííîãî äâèæåíèÿ ñ âåêòîðîì Áþðãåðñà
~b = a/2 < 111 >. Óãëû ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ñêîëà è ñèñòåìàìè ëåãêîãî ñêîëüæå-íèÿ <111> {110} è <111> {112} ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ: äëÿ îðèåíòàöèè 1) 45◦, 2)
45◦, 3)54, 73◦, 4)35, 26◦. Ëèíèè äèñëîêàöèé âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïàðàëëåëüíû �ðîíòàìòðåùèíû, ïðè÷åì äëÿ ñëó÷àåâ 1) � 2) ýòî ñìåøàííûå äèñëîêàöèè, à äëÿ ñëó÷à-åâ 3), 4) � ÷èñòî êðàåâûå. Â ðàñ÷åòàõ ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî êðàåâûå êîìïîíåíòûñìåøàííûõ äèñëîêàöèé. Ýòî óïðîùåíèå ñâÿçàíî ñ âèäîì ïðèëîæåííîé íàãðóçêè,äåéñòâóþùåé òîëüêî íà äàííûå êîìïîíåíòû äèñëîêàöèé.Ê ïëîñêîñòÿì êðèñòàëëà y = ±∞ ïðèëîæåíî îäíîðîäíûå íàïðÿæåíèÿ ðàñòÿ-æåíèÿ σyy(t) = σa (t) (ìîäà I) è ñäâèãà τxy(t) = τa (t) (ìîäà II), ìîíîòîííî âîçðàñòà-þùèå äî íåêîòîðûõ çíà÷åíèé σmax, τmax äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìè-ðîâàíèÿ êðèñòàëëà, íî íåäîñòàòî÷íûõ äëÿ ðîñòà òðåùèíû. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ íà-ãðóçêàìè σa (t) è τa (t) ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ â ðåæèìåðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííûåâíåøíèå íàïðÿæåíèÿ. Â äàííîì ðàñ÷åòå ïðèíÿòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äâóõ òè-ïîâ âíåøíèõ íàãðóçîê σa (t) = p τa (t), ïîñòîÿííàÿ p ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è.Â ðàñ÷åòàõ áûëè âûáðàíû òå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé p, äëÿ êîòîðûõ ìàêñèìàëüíûåâåëè÷èíû ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé Σrϕ ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì ëåãêèõ ïëîñêî-ñòåé ñêîëüæåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèì îðèåíòàöèÿì 1) è 2) ñî-
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�èñ. 1. Êðèñòàëëîãðà�è÷åñêàÿ ñõåìà ïëîñêîñòåé ëåãêîãî ñêîëüæåíèÿ ó âåðøèíû òðåùè-íû.

�èñ. 2. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèÿ äëÿ òðå-ùèíû, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè ñêîëà (100) (íàïðàâëåíèå ëèíèè �ðîíòà òðåùèíû
[001] èëè â ïëîñêîñòè ñêîëà (110) (íàïðàâëåíèå ëèíèè �ðîíòà òðåùèíû [001]) ñ ó÷åòîì
T -íàïðÿæåíèé. Êðèâûå 1 è 2 îïðåäåëÿþò ýâîëþöèþ KI ñîîòâåòñòâåííî áåç ó÷åòà 1 ïëà-ñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè è ñ åå ó÷åòîì 2 (ýêðàíèðîâàíèå âåðøèíû äèñëîêàöèÿìè). Êðèâûå3 è 4 îïðåäåëÿþò ýâîëþöèþ KII ñîîòâåòñòâåííî áåç ó÷åòà 3 ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèèè ñ åå ó÷åòîì 4 (àíòèýêðàíèðîâàíèå âåðøèíû äèñëîêàöèÿìè).



�àñ÷åò ýâîëþöèè ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ó âåðøèíû òðåùèíû 97îòâåòñòâóåò çíà÷åíèå p = 4,5; îðèåíòàöèè 3) � p = 8,05; îðèåíòàöèè 4) � p = 2,85.Âûáîð çíà÷åíèé p îáóñëîâëåí âîçìîæíîñòüþ ðàñ÷åòà ýâîëþöèè ïëàñòè÷åñêîé äå-�îðìàöèè ïðè ñêîëüæåíèè äèñëîêàöèé òîëüêî â îäíîé èç êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõîðèåíòàöèé. Óïîìÿíóòûé âûøå îòêàç îò ó÷åòà ýìèññèè äèñëîêàöèé è äâîéíèêîâèç âåðøèíû îãðàíè÷èâàåò âûáîð âåëè÷èí σmaxè τmaxíåðàâåíñòâîì Keff < Keff,c.Â ðàñ÷åòàõ íà ýòàïå íàãðóæåíèÿ âûáèðàëàñü ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ σ̇a (t), τ̇a (t),êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ñäâèãîâîé äå�îðìà-öèè â ïëàñòè÷åñêîé çîíå max (ε̇(r, t)) 6 0, 1A−1. Ýòî îãðàíè÷åíèå ñîîòâåòñòâóåòòåðìîàêòèâèðîâàííîìó ìåõàíèçìó äâèæåíèÿ äèñëîêàöèé, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñîâìåñòíîå äåéñòâèå êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû è èõ òåïëî-âûõ �ëóêòóàöèé. Ñêîëüæåíèå äèñëîêàöèé ïðèâîäèò ê ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèÿ èâáëèçè âåðøèíû âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå ïëîòíîñòè ý��åêòèâíûõ äèñëîêàöèé(èçáûòî÷íûå äèñëîêàöèè îäíîãî çíàêà ñðåäè äèñëîêàöèé ñ ïàðàëëåëüíûìè âåêòî-ðàìè Áþðãåðñà) è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò óïðóãîå ïîëå, ñóùåñòâåííî âëèÿþùååíà ýâîëþöèþ ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè. Â îòëè÷èå îò [6℄ ðàñ÷åòû ýâîëþöèè ïëà-ñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè â äàííîé ðàáîòå ó÷èòûâàþò èçìåíåíèå ðàäèóñà êðèâèçíûâåðøèíû òðåùèíû ρ (t) çà ñ÷åò ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ âíåøíåé íàãðóçêè è äàëü-íîäåéñòâóþùåãî íàïðÿæåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî ðàñïðåäåëåíèåì ý��åêòèâíûõ äèñëî-êàöèé ó âåðøèíû òðåùèíû 2ρ (t) ≈ CK2
Ip, ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, à KIp(t) � ÊÈÍòðåùèíû, ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå äèñëîêàöèé â ïëàñòè÷åñêîé çîíå [6℄.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ îáñóæäåíèå.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ïëàñòè÷åñêîéäå�îðìàöèè, êîòîðàÿ â îòëè÷èå îò [6℄, ó÷èòûâàåò âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ðàäèóñàêðèâèçíû è ñïåöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåòàìè ìîä ïðè ñìåøàííîìíàãðóæåíèè. Âûáîð ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü ïðè ðàñ÷åòå ðàçëè÷-íûå ñèñòåìû ëåãêîãî ñêîëüæåíèÿ. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëàñòè÷å-ñêîé äå�îðìàöèè è ÊÈÍ ïðè óêàçàííûõ äîïîëíåíèÿõ ïîäòâåðäèëè ðåçóëüòàòû [6℄î òîì, ÷òî äèñëîêàöèîííàÿ ïëàñòè÷íîñòü â ÎÖÊ êðèñòàëëå îáëàäàåò ñâîéñòâîìäàëüíîäåéñòâèÿ çà ñ÷åò îáðàçîâàíèÿ ¾äèñëîêàöèîííîãî çàðÿäà¿ ó âåðøèíû òðå-ùèíû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëàâëèâàåò ýâîëþöèþ ïëàñòè÷åñêîé çîíû, ðàçìåðêîòîðîé çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ρ. Ïîäòâåðäèëèñü òàêæå (äëÿ âàðèàíòîâ ðàñ÷å-òà 1)�4)) ðåçóëüòàòû î òîì, ÷òî çàòóïëåíèå òðåùèíû è T -íàïðÿæåíèÿ ïðèâîäÿòê óêîðî÷åíèþ âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé äå-�îðìàöèè ó âåðøèíû òðåùèíû â êðèñòàëëå. Ñðåäè äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòàñëåäóåò îòìåòèòü ÿâëåíèÿ ýêðàíèðîâàíèÿ è àíòèýêðàíèðîâàíèÿ âåðøèíû òðåùè-íû äèñëîêàöèÿìè â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìîä ñìåøàííîãî ðàçðóøåíèÿ.Äëÿ âàðèàíòà 3) äèñëîêàöèè àíòèýêðàíèðóþò âåðøèíó êàê äëÿ ìîäû I òàê è äëÿìîäû II, äëÿ âàðèàíòîâ 1), 2) äèñëîêàöèè ýêðàíèðóþò ìîäó I è àíòèýêðàíèðóþòìîäó II, äëÿ âàðèàíòà 4) äèñëîêàöèè ýêðàíèðóþò âåðøèíó â îáîèõ ìîäàõ. Êðèâûå1 è 2 íà ðèñ. 2 (âàðèàíòû 1), 2)), äåìîíñòðèðóþò ý��åêò ýêðàíèðîâàíèÿ âåðøè-íû òðåùèíû äëÿ ìîäû I, à êðèâûå 3 è 4 íà ðèñ. 2 ïîäòâåðæäàþò ñóùåñòâîâàíèå¾àíîìàëüíîé¿ ýâîëþöèè KII . ßâëåíèÿ ýêðàíèðîâàíèÿ è àíòèýêðàíèðîâàíèÿ íåèñ÷åçàþò ïðè ó÷åòå T -íàïðÿæåíèÿ.
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∗∗Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, Ìîñêâà�àáîòà ïîñâÿùåíà âûâîäó êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñèëüíûõ ðàç-ðûâîâ äå�îðìàöèè, ìèêðîäå�îðìàöèè è òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõâîëíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ â íåëèíåéíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ òåðìîóïðóãèõ ñðåäàõ. Ïðèîðè-òåò îòäàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè âòîðîãî òèïà (GNII). �åïåð ëî-êàëüíûõ ïîâîðîòîâ, àññîöèèðîâàííûé ñ ýëåìåíòîì ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà, ïðåä-ïîëàãàåòñÿ ¾íåæåñòêèì¿. Ñ öåëüþ ïîëåâîé �îðìóëèðîâêè òåîðèè óêàçàíà åñòåñòâåííàÿïëîòíîñòü òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ è ñ�îðìóëèðîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàöèîííûéïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ïðèâîäèòñÿ âûâîä êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé òåðìîóïðó-ãîãî ïîëÿ êàê óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ. Óðàâíåíèÿ ïîëÿãèïåðáîëè÷åñêîé ìèêðîïîëÿðíîé òåðìîóïðóãîñòè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òðàíñ-ïîðòà òåïëà ãèïåðáîëè÷åñêîãî àíàëèòè÷åñêîãî òèïà. Ñïåöèàëüíàÿ �îðìà ïåðâîé âàðèà-öèè èíòåãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ 4-êîâàðèàíòíûõ óñëîâèéñîâìåñòíîñòè ñèëüíûõ ðàçðûâîâ äå�îðìàöèé è òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå÷åðåç âîëíîâûå ïîâåðõíîñòè. Óêàçàííûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò 4-òåíçîðû Ïèîëà�Êèðõãî�àè ýíåðãèè�èìïóëüñà. Òðåõìåðíûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàçðûâà, îáùåïðè-íÿòûå â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà, áåç òðóäà ïîëó÷àþòñÿ èç 4-êîâàðèàíòíûõ �îðì.1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Òåïëîïðîâîäíîñòü â òâåðäûõ äå�îðìèðóåìûõ òåëàõ,îáëàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïðîÿâëÿþùèìèñÿ, â ÷àñòíî-ñòè, êàê ñîâìåñòíûå ëîêàëüíûå âðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ òåëî, ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ çàäà÷ó ñîâðåìåííîé òåîðèè è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîé âîëíîâîé ïðèðîäû òðàíñïîðòà òåïëà òðåáóåò ïðèâëå-÷åíèÿ ïðèíöèïîâ è �îðìàëèçìà òåîðèè ïîëÿ [1℄. Ïîíÿòèå î �èçè÷åñêîì ïîëå âîò÷åòëèâîé �îðìå âñòðå÷àåòñÿ â íàó÷íûõ ðàáîòàõ Äæ.Ê. Ìàêñâåëëà è ñ òåõ ïîðòåîðèÿ ïîëÿ ðàçâèâàåòñÿ êàê îäíî èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé òåîðåòè÷åñêîé è ìà-òåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ôèçè÷åñêîå ïîëå ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþèíòåãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, èç êîòîðîãî ïîòîì ìîæíî èçâëå÷ü ñòàí-äàðòíûìè ìåòîäàìè �èçè÷åñêè ïðèåìëåìûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ,ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû è òîêè. Âàðèàöèîííîå çàäàíèå ïîëÿ è ðàçâèòûé àïïàðàòâàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå áåç îñîáûõ ïðîáëåì ïîëó÷èòü óðàâ-íåíèÿ äëÿ ñêà÷êîâ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âîëíîâûå ïîâåðõíîñòè ñèëüíûõ ðàçðûâîâïîëÿ ñðàçó æå â êîâàðèàíòíîé ÷åòûðåõìåðíîé �îðìå. Ýòè óðàâíåíèÿ, èçâåñòíûåïîä îáùèì òåðìèíîì ¾óðàâíåíèÿ �åíêèíà��þãîíèî¿, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíû è òðà-äèöèîííî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.Òåîðèÿ êîíòèíóóìà ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîìèìî òðàíñëÿöèîííûõ ðîòàöèîííû-ìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè áûëà ñîçäàíà â 1909 ã. Ý. è



100 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.Ô. Êîññåðà [2℄. Èñòîðè÷åñêè òåîðåòèêî-ïîëåâîé ìåòîä îêàçàëñÿ âåñüìà âàæíûì èý��åêòèâíûì èíñòðóìåíòîì âûâîäà óðàâíåíèé ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãî êîíòè-íóóìà, ïîñêîëüêó îáåñïå÷èâàë âîçìîæíîñòü îòõîäà îò òðàäèöèîííîãî ïóòè ïðåä-ñòàâëåíèÿ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé Êîøè.Óêàçàííûé ïîäõîä, áëàãîäàðÿ ñâîèì î÷åâèäíûì ïðåèìóùåñòâàì, èñïîëüçîâàëñÿ,íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [3℄. Â ñòàòüå [4℄ ìåòîäàìè òåîðèè ïîëÿ â ðàìêàõñõåìû ¾êîíå÷íûõ¿ äå�îðìàöèé è ëîêàëüíûõ ïîâîðîòîâ �îðìóëèðóåòñÿ ñâÿçàííàÿìîäåëü ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî êîíòèíóóìà ñ ¾æåñòêèì¿ òðåõãðàííèêîì,àññîöèèðîâàííûì ñ ýëåìåíòîì.Äàëåå áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿ-òûå â ìîíîãðà�èÿõ [1, 5℄.2. Äåéñòâèå. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ. Òîê. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Ôóíäàìåíòàëü-íîå ïîëîæåíèå òåîðèè ïîëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî �èçè÷åñêîå ïîëå ìàòåìàòè÷åñêèîïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì �óíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ ℑ:
ℑ =

∫

L (ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ)d4X, (1)ãäå L �ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ; ϕk ��èçè÷åñêèå ïîëÿ; Xβ (β = 1, 2, 3, 4) � ïðîñòðàí-ñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû;X4 = ct; d4X = dX1dX2dX3dX4 � �åñòåñòâåííûé�ýëåìåíò îáúåìà ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè; ÷åðåç ∂β â ïðåäñòàâëåíèè äåéñòâèÿ (1) èäàëåå îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð ïîëíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíàòå Xβ.Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ óñòàíàâëèâàåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ïîëå ðåà-ëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè òàêèì îáðàçîì, ÷òî äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ ýêñ-òðåìàëüíûì, ò. å. äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ âàðèàöèé �èçè÷åñêèõ ïîëåé ϕk è íåâàðüè-ðóåìûõ êîîðäèíàòàõ Xβ

δℑ = 0. (2)Èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïîëó÷àþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-íèÿ ïîëÿ â �îðìå êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà
Ek(L ) = 0. (3)Äèâåðãåíòíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ âñåãäà èìååò �îðìó äèâåðãåíòíîãî äè��å-ðåíöèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ
∂βJ

β = 0, (4)ãäå Jβ(ϕk, ∂αϕk, ∂γ∂αϕk, ..., Xµ)� 1-êîíòðàâàðèàíòíûé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
4-âåêòîð, êîòîðîå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïî-ëÿ (3). Â òåîðèè ïîëÿ âåêòîð Jβ îáû÷íî íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì òîêà.3. Ìèêðîïîëÿðíûé êîíòèíóóì. Äåéñòâèå. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ. Â ìèêðî-ïîëÿðíûõ òåîðèÿõ ¾êîíå÷íàÿ¿ äå�îðìàöèÿ òåëà, ïðåäñòàâëÿåìàÿ ãåîìåòðè÷åñêèìïðåîáðàçîâàíèåì

x = x(X, t) (5)ïîëîæåíèÿ X îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè â ñîîòâåòñòâóþùåå àêòóàëüíîå ìåñòî x, ñî-ïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé äå�îðìàöèåé, îïèñûâàåìîé èñêàæåíèÿìè ãåîìåò-ðèè ñèñòåìû òðåõ äèðåêòîðîâ d
a

(a = 1, 2, 3), ñâÿçàííûõ ñ ìèêðîýëåìåíòîì:
d
a

= d
a

(X, t). (6)



Óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè íà ïîâåðõíîñòÿõ ñèëüíîãî ðàçðûâà 101Îñíîâíîé òåðìè÷åñêîé ïåðåìåííîé â GN-òåîðèÿõ âûñòóïàåò òåìïåðàòóðíîåñìåùåíèå ϑ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðâîîáðàçíàÿ ïî âðåìåíè (ïðè �èêñèðî-âàííûõ Ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ) îò àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû θ.Â ëàãðàíæåâûõ Xα (α = 1, 2, 3) è ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ xj (j = 1, 2, 3) åñòå-ñòâåííóþ ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ çàäàäèì â âèäå
L =

1

2
ρR(Xα)gkjẋ

kẋj +
1

2
ρR(Xα)gij

ab

Iḋ
a

i
ḋ
b

j − ψ(Xα, xj , d
a

j , ϑ, ϑ̇, ∂αx
j , ∂αd

a

j , ∂αϑ). (7)Çäåñü òî÷êîé íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðå-ìåíè ïðè ïîñòîÿííûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ Xα, ρR � ðå�åðåíöèàëüíàÿ ïëîò-íîñòü, ab

I � òåíçîð èíåðöèè ìèêðîïîëÿðíîãî ïîëÿ.Âàðèàöèîííûé èíòåãðàë ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ
ℑ =

∫

L (Xβ, xj , d
a

j , ϑ, ẋj , ḋ
a

j
, ϑ̇, ∂αx

j , ∂αd
a

j, ∂αϑ)dX1dX2dX3dt

(a = 1, 2, 3; α, β = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3)

(8)ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ:
∂αS

α·
·j − Ṗj = −∂L

∂xj
(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂α
a

M
α·
·j +

a

A j − (
a

Qj)
· = 0 (a = 1, 2, 3; α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ =

∂L

∂ϑ
(α = 1, 2, 3),

(9)êîòîðûå äîïîëíÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè:
Pj =

∂L

∂ẋj
,

a

Qj =
∂L

∂ḋ
a

j ,

Sα··j = − ∂L

∂(∂αxj)
,

a

M
α·
·j = − ∂L

∂(∂αd
a

j)
,

a

A j =
∂L

∂d
a

j
,

s =
∂L

∂ϑ̇
, jαR =

∂L

∂(∂αϑ)
.

(10)
Â äàííûõ âûøå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Pj � ëèíåéíûé îáîáùåííûé èìïóëüñ, ñîîòâåòñòâóþùèé òðàíñëÿöèîííûì ñòåïåíÿìñâîáîäû; a

Qj � îáîáùåííûå èìïóëüñû, ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûì (â òîì÷èñëå ðîòàöèîííûì) ñòåïåíÿì ñâîáîäû; Sα··j � ïåðâûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à; a

M α·
·j � òåíçîðû ýêñòðàíàïðÿæåíèé; a

A j � îáîáùåííûå ìîìåíòû, ñîïðÿ-æåííûå ëîêàëüíûì âðàùåíèÿì òðèýäðà d
a

(a = 1, 2, 3); s � ïëîòíîñòü ýíòðîïèè (âðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè); jαR � ðå�åðåíöèàëüíûé âåêòîðïîòîêà ýíòðîïèè.4. Óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ìèêðîïîëÿðíîãî òåð-ìîóïðóãîãî ïîëÿ. Ââîäÿ 1-êîíòðàâàðèàíòíûé îòñ÷åòíûé ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð
Jβ =

∂L

∂(∂βϕk)
δ′ϕk +

(

L δβα − (∂αϕ
k)

∂L

∂(∂βϕk)

)

δ′Xα, (11)



102 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.âàðèàöèþ äåéñòâèÿ, îòâå÷àþùóþ êîíå÷íûì âàðèàöèÿì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-íûõ êîîðäèíàò è �èçè÷åñêèõ ïîëåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå (ñì. [5℄)
δℑ =

∫

(∂βJ
β)d4X. (12)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåêîòîðóþ äâóñòîðîííþþ ïîâåðõ-íîñòü Σ± ñ âåêòîðîì íîðìàëè νβ â 4-ïðîñòðàíñòâå � âðåìåíè òåðìîóïðóãîå ïîëåíåïðåðûâíî, à åãî ïåðâûå ãðàäèåíòû ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì ïåðåìåííûììîãóò áûòü ðàçðûâíûìè. Êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè áóäåì îáîçíà÷àòü ñêà÷êè çàêëþ-÷åííûõ â íèõ âåëè÷èí ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Σ.Â �îðìóëå (12) çàìåíèì èíòåãðàë ïî 4-îáúåìó íà ñóììó ïîâåðõíîñòíûõ. Çà-êðåïëÿÿ âàðèàöèè δϕk è δXβ íà âíåøíåé ãðàíèöå ïîëÿ, ìîæíî ñîõðàíèòü ëèøüäâà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëà ïî äâàæäû ïðîõîäèìîé ïîâåðõíîñòè Σ:

δℑ =

∫

Σ+

(Jβνβ)dΣ −
∫

Σ−

(Jβνβ)dΣ. (13)Ïîñêîëüêó äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿ δℑ = 0, à âàðèàöèè δϕk è δXβ íåïðåðûâ-íû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Σ, òî èç óðàâíåíèÿ (13) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèåêîâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ïîëÿ:
νβ

[

− ∂L

∂(∂βϕk)

]

= 0, νβ

[

L δβα − (∂αϕ
k)

∂L

∂(∂βϕk)

]

= 0. (14)Âèäíî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ ñîâìåñòíîñòè íà ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàçðûâà ïðè-ñóòñòâóþò ñêà÷êè 4-òåíçîðà Ïèîëà�Êèðõãî�à è òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ïîëÿ
Sβ··k = − ∂L

∂(∂βϕk)
, T β··α = L δβα − (∂αϕ

k)
∂L

∂(∂βϕk)
. (15)Ïîñëåäíèé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òîêîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ãðóïïàì òðàíñëÿöèé âäîëüïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ïëîñêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè.Îïèðàÿñü íà �îðìóëó (15), îïðåäåëèì êîìïîíåíòû êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðàýíåðãèè�èìïóëüñà ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ:

T µ··λ = L δµλ + Sµ··l (∂λx
l) +

a

M
µ·
·l (∂λd

a

l) − jµR(∂λϑ) (λ, µ = 1, 2, 3), (16)
T µ··4 = Sµ··l ẋ

l +
a

M
µ·
·l ḋ

a

l − jµRϑ̇ (λ = 4; µ = 1, 2, 3), (17)
T 4·
·λ = −(∂λx

l)Pl − (∂λd
a

l)
a

Ql − s(∂λϑ) (λ = 1, 2, 3; µ = 4), (18)
T 4·
·4 = L − ẋlPl − ḋ

a

l a

Ql − sϑ̇ (λ = 4; µ = 4). (19)Òðåõìåðíûå �îðìû óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàçðûâà ïîëÿ íàõîäÿòñÿèç ïîëó÷åííîé êîâàðèàíòíîé ÷åòûðåõìåðíîé �îðìû ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ñõåìè èõ âûâîä óæå íå ïðåäñòàâëÿåò ñêîëüêî-íèáóäü ñåðüåçíûõ çàòðóäíåíèé.
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∗∗Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ÌÈÝÒ, Ìîñêâà
∗∗∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�åøåíà çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ òðåõêîìïîíåíòíûõ ìàò-ðè÷íûõ êîìïîçèòîâ ñ ýëëèïñîèäàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè îäèíàêîâîé �îðìû, îðèåíòèðî-âàííûìè ïàðàëëåëüíî íåêîòîðîé ïëîñêîñòè â äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëå-íèÿõ. Ïðè ýòîì ìàòåðèàë âêëþ÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â îäíîì èç íàïðàâëåíèé, îòëè÷åíîò ìàòåðèàëà âêëþ÷åíèé â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ àíòè�ðèêöèîííûõ êîì-ïîçèòîâ íà îñíîâå ýïîêñèäíîãî ñâÿçóþùåãî ÝÏÀÔ, àðìèðîâàííîãî âîëîêíàìè ÏÒÔÝ èÁÙ-ñòåêëà, ïðîâåäåíû ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû ïàðàìåòðîâ óïðóãîé àíèçîòðîïèè â ðàçëè÷-íûõ íàïðàâëåíèÿõ, ó÷èòûâàþùèå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè èçîòðîïíûõ êîìïîíåíòîâ.Ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ èçíîñîñòîéêèõ àíòè�ðèêöèîííûõ êîìïîçèòîâ íàðÿäó ñýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïîäõîäàìè âàæíóþ ðîëü èãðàþò òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäå-ëèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà èõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ (â ÷àñòíîñòè, óïðóãèõ) ñâîéñòâ. Âî-ïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðîãíîçèðîâàíèåì ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ-êîìïîíåíòíûõ êîìïîçèòîâ â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà è êîíöåíòðàöèè ýëåìåíòîâíåîäíîðîäíîñòè ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1℄. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèåäâóõêîìïîíåíòíûõ àíòè�ðèêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ â òÿæåëîíàãðóæåííûõ óçëàõòðåíèÿ îãðàíè÷åíî ââèäó èõ ìàëîé óäåëüíîé ïðî÷íîñòè è íåñóùåé ñïîñîáíîñòè.Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ óçëîâ öåëåñîîáðàçíî ñîçäàâàòü ìíîãîêîìïîíåíòíûå êîìïîçè-òû, èñõîäÿ èç ñèíòåçà êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà ñ àíòè�ðèêöèîííûì. Íà ïðàê-òèêå àðìèðîâàíèå àíòè�ðèêöèîííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ÷àñòî ïðîèçâîäèò-ñÿ íåèçîìåòðè÷íûìè âêëþ÷åíèÿìè. Òàê, â óçëàõ òðèáîñîïðÿæåíèé (íàïðèìåð, âñêîëüçóíàõ áîêîâûõ îïîð ýëåêòðîâîçîâ) ïðèìåíÿþòñÿ êîìïîçèòû, àðìèðîâàííûåòêàíÿìè, ó êîòîðûõ ïî îñíîâå è ïî óòêó èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìàòåðèàëû. Øè-ðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òÿæåëîíàãðóæåííûõ óçëàõ òðåíèÿ ïîëó÷èëè êîìïîçèöèèíà îñíîâå ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî è àðìàòóðû � âîëîêîí èç ïîëèòåòðà�òîðýòè-ëåíà (ÏÒÔÝ), îðòîãîíàëüíûõ ñòåêëîâîëîêíàì. Ïîäîáíîå àðìèðîâàíèå ïðèâîäèò êïîÿâëåíèþ àíèçîòðîïèè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñîçäàâàåìûõ êîìïîçèòîâ.Ýòà àíèçîòðîïèÿ ìîæåò áûòü óñèëåíà èëè îñëàáëåíà â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé,ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ìàòåðèàëó [1℄.Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ïðîãíîçèðîâàíèÿ ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ êîìïî-çèòíûõ ìàòåðèàëîâ áàçèðóåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè èõ ñòðóêòóðû â âèäå ñòàòèñòè-÷åñêè îäíîðîäíûõ ìàòðè÷íûõ êîìïîçèòîâ, àðìèðîâàíèå êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ



Àíèçîòðîïèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèòîâ 105âêëþ÷åíèÿìè ýëëèïñîèäàëüíîé �îðìû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òåêñòó-ðó �îðìû, îðèåíòàöèþ è êîíöåíòðàöèþ âêëþ÷åíèé [1, 2℄. Ý��åêòèâíûå óïðóãèåõàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà c∗, ñâÿçûâà-þùåãî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé 〈σij(r)〉 è äå�îðìàöèé 〈εkl(r)〉 â ìàòåðèàëå(i, j, k, l = 1, 2, 3): 〈σij(r)〉 = c∗ijkl〈εkl(r)〉, ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð ñëó÷àéíîé òî÷êèñðåäû, óãëîâûå ñêîáêè çäåñü è äàëåå îïðåäåëÿþò ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî àí-ñàìáëþ, êîòîðîå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûõ êîìïîçèòîâ, ò. å. ïðè âûïîëíåíèèãèïîòåçû ýðãîäè÷íîñòè, ñîâïàäàåò ñ óñðåäíåíèåì ïî îáúåìó [2℄.Îáùàÿ ñõåìà ðàñ÷åòà ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ êîìïîçèòîââ ðàìêàõ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèìòåíçîðû íàïðÿæåíèé σ, äå�îðìàöèé ε è ìîäóëåé óïðóãîñòè c â âèäå ñóììûñðåäíèõ çíà÷åíèé è �ëóêòóàöèé (èíäåêñû îïóùåíû) [2℄: σ(r) = 〈σ(r)〉 + σ′(r),
ε(r) = 〈ε(r)〉 + ε′(r), c(r) = 〈c(r)〉 + c′(r). Ïîëàãàÿ, ÷òî �ëóêòóàöèè ëèíåéíî çàâè-ñÿò îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé, ïîëó÷èì: σ′(r) = P (r)〈σ(r)〉, ε′(r) = Q(r)〈ε(r)〉. Òåíçîðû
P (r) è Q(r) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, îïèñûâàþùèìè âçàèìîäåé-ñòâèå ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó ëîêàëüíûìè è ñðåäíèìèíàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè â ìàòåðèàëå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:
σ(r) = (I + P (r))〈σ(r)〉, ε(r) = (I +Q(r))〈ε(r)〉, ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð ÷åòâåð-òîãî ðàíãà.Ý��åêòèâíûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñòî-õàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà (óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ)
Lij(r)uj(r) = −fi(r), ãäå Lij(r) = ∇kcijkl(r)∇l � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, à
fi(r) è uj(r) � êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðà îáúåìíûõ ñèë è âåêòîðà ñìå-ùåíèÿ. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ñðåäû ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî îòûñêàòü, èñïîëüçóÿìåòîä �óíêöèé �ðèíà ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ââîäèìîãî îäíîðîäíîãî òåëà ñðàâ-íåíèÿ. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà òåíçîðà ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòèïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: c∗ = 〈c(r)(I−Q(r)c′′(r))−1〉〈(I−Q(r)c′′(r))−1〉−1,ãäå äâóìÿ øòðèõàìè çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíà ðàçíîñòü ìåæäó âåëè÷èíàìè íåîä-íîðîäíîé ñðåäû è îäíîðîäíîãî òåëà ñðàâíåíèÿ [2℄.Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííîå ñèíãóëÿðíîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ñëó÷àé-íûõ ïîëåé, ïðåäïîëàãàþùåå íàëîæåíèå íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé íà ÿäðî èíòå-ãðàëüíîãî îïåðàòîðà Q [2℄. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà äëÿ âû÷èñëåíèé ý��åêòèâ-íûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâ-ëÿþùåé òåíçîðà �ðèíà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, çàâèñÿùåé ëèøü îò äåëüòà-�óíêöèèÄèðàêà. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíàÿ ñâåðòêà äåëüòà-�óíêöèè ïåðåâîäèò îïåðàòîð
Q â ïîñòîÿííûé �óíêöèîíàë g, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-îáðàçà ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé âòîðîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðà �ðèíà óðàâíåíèéðàâíîâåñèÿ, ÷òî �èçè÷åñêè îçíà÷àåò ïðåäïîëîæåíèå îäíîðîäíîñòè ïîëåé íàïðÿ-æåíèé è äå�îðìàöèé â ïðåäåëàõ îòäåëüíîãî ýëåìåíòà íåîäíîðîäíîñòè. �àñ÷åòíîé�îðìóëîé îáîáùåííîãî ñèíãóëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé ÿâ-ëÿåòñÿ âûðàæåíèå

c∗ = 〈c(r)(I − g(r)c′′(r))−1〉〈(I − g(r)c′′(r))−1〉−1, (1)ãäå g � èíòåãðàë îò ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé âòîðîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðà �ðèíàóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ [2℄, ÿâëÿþùèéñÿ òåíçîðîì ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñ êîìïîíåíòàìè



106 Êîëåñíèêîâ Â.È., Áàðäóøêèí Â.Â. è äð.
gijkl = ai)(kl)(j, ãäå aiklj = − 1

4π

∫

nknjt
−1
il dΩ, dΩ = sin θdθdϕ, t−1

il � ýëåìåíòû ìàò-ðèöû, îáðàòíîé ìàòðèöå T ñ ýëåìåíòàìè til = ccikljnknj, à nk è nj (k, j = 1, 2, 3) �êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ. Äëÿ ýëëèïñîè-äàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ãëàâíûìè ïîëóîñÿìè l1, l2 è l3 êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëèîïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè n1 = 1
l1

sin θ cosϕ, n2 = 1
l2

sin θ sinϕ, n3 = 1
l3

cos θ. Ïîïàðàì èíäåêñîâ i è j, k è l, çàêëþ÷åííûì â âûðàæåíèè äëÿ êîìïîíåíò gijkl òåíçî-ðà g â êðóãëûå ñêîáêè, îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñèììåòðèçàöèè. Âåðõíèé èíäåêñ¾c¿ â çàïèñè êîìïîíåíò cciklj òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè îáîçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàò-ðèâàþòñÿ óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè îäíîðîäíîãî òåëà ñðàâíåíèÿ. Ñîîòíîøåíèå (1)ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòàòèñòè÷å-ñêè îäíîðîäíûõ ìàòðè÷íûõ êîìïîçèòîâ ñ âêëþ÷åíèÿìè íåèçîìåòðè÷íîé �îðìû,îðèåíòèðîâàííûìè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà [1℄.Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïðîöåäóðå óñðåäíåíèÿ. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëî-âèÿ ýðãîäè÷íîñòè ìîæíî, êàê óêàçûâàëîñü, èñïîëüçîâàòü óñðåäíåíèå ïî îáúåìó(äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà). Òîãäà îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿïî âñåìó îáúåìó ìàòåðèàëà äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû a(r) ñâîäèòñÿ êñóììèðîâàíèþ
〈a(r)〉 =

∑

s

νs〈as(r)〉Vs
, (2)ãäå νs � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòà s-ãî òèïà, ∑

s

νs = 1; à as(r) è Vs �ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è îáúåì [1, 2℄.�àññìîòðèì äàëåå òðåõêîìïîíåíòíûé ìàòðè÷íûé êîìïîçèò ñ ýëëèïñîèäàëüíû-ìè âêëþ÷åíèÿìè îäèíàêîâîé �îðìû (l1, l2 è l3 � ãëàâíûå ïîëóîñè ýòèõ ýëëèïñîè-äîâ) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àðìèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèÿõ îñåé
x è y ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ìàòåðèàë âêëþ÷åíèé, îðèåíòè-ðîâàííûõ â íàïðàâëåíèè îñè x, îòëè÷àåòñÿ îò ìàòåðèàëà âêëþ÷åíèé, îðèåíòèðî-âàííûõ â íàïðàâëåíèè îñè y. Ïîëîæèì, ÷òî âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèï-ñîèäû âðàùåíèÿ. Ïðè÷åì l1 = L, l2 = l3 = 1 äëÿ âêëþ÷åíèé, îðèåíòèðîâàííûõ âíàïðàâëåíèè îñè x; l2 = L, l1 = l3 = 1 äëÿ âêëþ÷åíèé, îðèåíòèðîâàííûõ â íàïðàâ-ëåíèè îñè y. Ïóñòü ν1, ν2, ν3 (ν1 +ν2 +ν3 = 1) � îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåí-òîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, ãäå èíäåêñû ¾1¿ è ¾2¿ îòíîñÿòñÿê âêëþ÷åíèÿì, à ¾3¿ � ê ìàòðèöå. Óïðóãèå ìîäóëè ýëëèïñîèäàëüíûõ âêëþ÷å-íèé, îðèåíòèðîâàííûõ â íàïðàâëåíèè îñè x, ñîîòâåòñòâóþò ÏÒÔÝ (àíòè�ðèêöè-îííàÿ �àçà, E1 = 0, 15 �Ïà � ìîäóëü Þíãà, γ1 = 0, 33 � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà,
ρ1 = 2, 20 ã/ñì3 � ïëîòíîñòü), à ìîäóëè óïðî÷íÿþùåé �àçû â íàïðàâëåíèè îñè
y � áåñùåëî÷íîìó (ÁÙ) ñòåêëó (E2 = 76, 2 �Ïà, γ2 = 0, 22, ρ2 = 2, 54 ã/ñì3).Ñâîéñòâà ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò ïîëèìåðíîìó ñâÿçóþùåìó ÝÏÀÔ (ýïîêñèäíûéìàòåðèàë íà îñíîâå òðèãëèöèäèëïàðààìèíî�åíîëà, E3 = 5, 4 �Ïà, γ3 = 0, 46,
ρ3 = 1, 30 ã/ñì3) [3�5℄.Ïîëîæèì äàëåå, ÷òî êîìïîíåíòû ìîäåëüíîãî êîìïîçèòà èçîòðîïíû. Òîãäà, ñó÷åòîì (2), èç (1) ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ý��åê-òèâíûõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèòîâ:

c∗ = (ν1〈c1(I − g1c
′′
1)

−1〉V1
+ ν2〈c2(I − g2c

′′
2)

−1〉V2
+ ν3〈c3〉V3

)×
×(ν1〈(I − g1c

′′
1)

−1〉V1
+ ν2〈(I − g2c

′′
2)

−1〉V2
+ ν3I)

−1. (3)



Àíèçîòðîïèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèòîâ 107Çäåñü g1 è g2 � ýòî òåíçîð g ñ êîìïîíåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëëèïñîèäàëüíûìâêëþ÷åíèÿì, îðèåíòèðîâàííûì ñâîåé ãëàâíîé ïîëóîñüþ L â íàïðàâëåíèÿõ îñåé xè y ñîîòâåòñòâåííî; cs (s = 1, 2, 3) � òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè s-ãî êîìïîíåíòà.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïî ñîîòíîøåíèþ (3) ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ïðè îïåðàöèÿõ íàäòåíçîðàìè èñïîëüçîâàëàñü èõ ìàòðè÷íàÿ �îðìà çàïèñè. Ý��åêòèâíûå óïðóãèåõàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòîâ âû÷èñëÿëèñü â ïðèáëèæåíèè ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [2℄. Ñýòîé öåëüþ áûëà îðãàíèçîâàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ïà-ðàìåòðîâ òåëà ñðàâíåíèÿ áðàëèñü çíà÷åíèÿ òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè, ïîëó÷åí-íûå íà ïðåäûäóùåì øàãå èòåðàöèè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâòåëà ñðàâíåíèÿ âûáèðàëèñü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè â ïðèáëèæåíèè Õèëëà (ñðåä-íåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî ìåæäó çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ïðèáëèæåíèÿõ �îéññà
cReuss = (

3
∑

s=1

νs(cs)
−1)−1 è Ôîéãòà cVoight =

3
∑

s=1

νscs) [2℄. Âûõîä èç èòåðàöèîííîéïðîöåäóðû îñóùåñòâëÿëñÿ, êîãäà ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó ý��åêòèâíûìèìîäóëÿìè ñîñòàâëÿëà ìåíåå 0,01. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðà-öèè êîìïîíåíòîâ ìàòåðèàëà òðåáîâàëîñü ïðîâîäèòü ïîðÿäêà 10 � 15 èòåðàöèé.Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû êîý��èöèåíòîâ óïðóãîé àíèçîòðîïèè A1, A2 è A3â íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî îñåé x, y è z ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò. Ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè A1 è A3 âû÷èñëÿëèñü ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:
A1 =

c∗
11
−c∗

12

2c∗
44

, A3 =
c∗
33
−c∗

23

2c∗
66

. Ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè A2 âû÷èñëÿëñÿ ïî �îðìóëå äëÿêîý��èöèåíòà A1, íî äëÿ ýòîãî ïðè ïðîâåäåíèè ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ïðîèçâîäè-ëàñü ïåðåîðèåíòàöèÿ ìåæäó ñîáîé âêëþ÷åíèé 1-ãî è 2-ãî òèïîâ (ò. å. âêëþ÷åíèÿèç ÏÒÔÝ îðèåíòèðîâàëèñü â íàïðàâëåíèè îñè y, à âêëþ÷åíèÿ èç ÁÙ-ñòåêëà âíàïðàâëåíèè îñè x).Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò íå îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè ýëåìåíòîâ íåîäíîðîäíî-ñòè, à èõ êîíöåíòðàöèè ïî ìàññå (â ïðîöåíòàõ). Ïîýòîìó âñå ðàñ÷åòû ïðèâåäåíûäàëåå îòíîñèòåëüíî ïðîöåíòíîé êîíöåíòðàöèè ýëåìåíòîâ íåîäíîðîäíîñòè ïî ìàññå.Íà ðèñ. 1 äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïîçèòîâ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëüíûõâû÷èñëåíèé ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè As (s = 1, 2, 3) îò èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèèèõ êîìïîíåíòîâ ïðè L → ∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àíòè�ðèêöèîííûì ìàòåðèàëàì,àðìèðîâàííûì òêàíüþ. Íà ðèñ. 1à ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè As îò èçìåíåíèÿ êîí-öåíòðàöèè âîëîêîí ÏÒÔÝ â èñïîëüçóåìîì íà ïðàêòèêå äèàïàçîíå (äî 15%) ïðè60%-é êîíöåíòðàöèè âîëîêîí ÁÙ-ñòåêëà. Íà ðèñ. 1á ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè As îòèçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè âîëîêîí ÁÙ-ñòåêëà â âàæíîì äëÿ ïðàêòèêè äèàïàçîíå(îò 40 äî 70%) ïðè 10%-é êîíöåíòðàöèè âîëîêîí ÏÒÔÝ.Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà µ1 = 0% íà ðèñ. 1à îïðåäåëÿåò îòñóòñòâèå âêëþ÷åíèéÏÒÔÝ, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûé îäíîíàïðàâëåíî àðìèðîâàííûé âäîëüîñè y êîìïîçèòíûé ìàòåðèàë (ñ âîëîêíàìè èç ÁÙ-ñòåêëà). Ïîýòîìó â äàííîéòî÷êå ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè A1 è A3 ðàâíû äðóã äðóãó.Êðîìå òîãî, óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè âîëîêîí ÏÒÔÝ ïðè ñîõðàíåíèè ìàññî-âîé äîëè âîëîêîí ÁÙ-ñòåêëà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ àíèçîòðîïèè â íàïðàâëåíèÿõîñåé x è y (ïðè ýòîì íàèáîëåå ñèëüíàÿ âàðèàöèÿ àíèçîòðîïèè ïðîèñõîäèò â íà-ïðàâëåíèè x). Óâåëè÷åíèå æå êîíöåíòðàöèè âîëîêîí ÁÙ-ñòåêëà ïðè ñîõðàíåíèèìàññîâîé äîëè âîëîêîí ÏÒÔÝ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àíèçîòðîïèè â íàïðàâëå-íèÿõ îñåé x è y (íàèáîëåå ñèëüíàÿ âàðèàöèÿ àíèçîòðîïèè ïðîèñõîäèò ïðè ýòîì â



108 Êîëåñíèêîâ Â.È., Áàðäóøêèí Â.Â. è äð.

à á�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè ìîäåëüíûõ êîìïîçèòîâ îò èçìåíåíèÿ ïðî-öåíòíîé êîíöåíòðàöèè (ïî ìàññå) èõ êîìïîíåíòîâ.íàïðàâëåíèè y). Â íàïðàâëåíèè z âàðèàöèÿ A3 íåçíà÷èòåëüíà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 10-08-01163-à.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàðäóøêèí Â., ßêîâëåâ Â. Ìåõàíèêà ìèêðîñòðóêòóð. Ñààðáðþêêåí: LAP, 2011.164 ñ.[2℄ Øåðìåðãîð Ò.Ä. Òåîðèÿ óïðóãîñòè ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1977. 399 ñ.[3℄ Ëàïèöêèé À.Â. Ýïîêñèäíûå ïîëèìåðíûå ìàòðèöû äëÿ âûñîêîïðî÷íûõ è òåïëîñòîé-êèõ êîìïîçèòîâ // Êëåè. �åðìåòèêè. Òåõíîëîãèè. 2010. � 2. Ñ. 12�15.[4℄ Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû: Ñïðàâî÷íèê // Ïîä ðåä. È.Ñ. �ðèãîðüåâà, Å. Ç. Ìåéëèõîâà.Ì.: Ýíåðãîàòîìèçäàò, 1991. 1232 ñ.[5℄ �óòíèêîâ Ñ.È., Ëàçîðÿê Á.È., Ñåëåçíåâ À.Í. Ñòåêëÿííûå âîëîêíà. Ì.: Èçä-âîÌ�Ó, 2010. 53 ñ.Kolesnikov V. I., Bardushkin V.V., Kolesnikov I.V., Sy
hev A. P., Sy
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Ï�Î×ÍÎÑÒÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ�ÌÀÒÓ�ÍÛÕ ÑÒÀËÅÉÊîñåíêî Å. Å.∗, Êîñåíêî Â.Â.,∗, ×åðïàêîâ À.Â.∗∗
∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò

∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû ýêñïåðèìåíòû î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ àðìàòóðíîé ñòàëè ïðè íàïðÿ-æåíèÿõ ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè. Àíàëèç ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèéïîêàçàë, ÷òî ïðè íàïðÿæåíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè, ý��åêòèâíîèñïîëüçîâàòü òåðìîìåõàíè÷åñêè óïðî÷íåííûå àðìàòóðíûå ñòàëè êëàññîâ À500Ñ è Àò800èç-çà ïîñòîÿííîé äîëè âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé â èçëîìå ïðàêòè÷åñêè äî çíà÷åíèé ïðåäåëàïðî÷íîñòè.Ñïîñîáíîñòü æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé âûïîëíÿòü òðåáóåìûå �óíêöèè âòå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè ïðè ýêñïëóàòàöèè â ðàçíûõ óñëîâèÿõ îïðåäåëÿåòñî÷åòàíèå ñâîéñòâ àðìàòóðû è áåòîíà. Îïðåäåëåíèå ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ æåëåçî-áåòîííûõ êîíñòðóêöèé, êàêèì ëèáî îäíèì ìåòîäîì íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ïðè ðàñ-÷åòàõ, ïîìèìî îáùèõ �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà îáðàçöû, ïîëüçóþòñÿ âåðîÿòíîñò-íûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñ÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðû è áåòîíà.Â îñíîâó òàêèõ ðàñ÷åòîâ ëîæèòñÿ èçìåí÷èâîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è îáîáùàåò-ñÿ èçìåí÷èâîñòü ñâîéñòâ îñòàëüíûõ �àêòîðîâ (óñèëèå ïðåäíàïðÿæåíèÿ ñòåðæíåé,ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñå÷åíèé, óñëîâèÿ ðàáîòû êîíñòðóêöèé è ò. ä.).Çíà÷èòåëüíûé çàïàñ ïðî÷íîñòè æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé îïðåäåëÿåò ñâîéñòâàìàòåðèàëîâ, çàëîæåííûå åù¼ íà ñòàäèè ïðîèçâîäñòâà, ïðèîáðåòàþùèå â èòîãå êî-ëè÷åñòâåííîå ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå.�àíåå ïðîâåäåííûå ðàáîòû [1�3℄ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé ðóêîâîäñòâóþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè íàòóðíûõ îá-ðàçöîâ. Çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îïðåäåëåíû â ñå÷åíèè àðìàòóðíûõñòàëåé êëàññîâ À500Ñ è Àò800, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ êîíòðîëÿ(èçìåðåíèå òâåðäîñòè ïî Âèêêåðñó) è ìåòîäîì óäàðíîãî âäàâëèâàíèÿ èíäåíòî-ðà. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ó îáðàçöîâ àðìàòóðû, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿ-íèè ïîñòàâêè è óïðî÷íåííûõ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì äî ðàçëè÷íûõ óðîâíåé âû-øå çíà÷åíèé ïðåäåëà òåêó÷åñòè (óðîâíè óïðî÷íåíèÿ âûðàæåíû êîý��èöèåíòîìóïðî÷íåíèÿ Kó, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé îòíîøåíèå äåéñòâóþùåãî íàïðÿæåíèÿ ê�èçè÷åñêîìó èëè óñëîâíîìó ïðåäåëó òåêó÷åñòè) îòìå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ðàññå-èâàíèå çíà÷åíèé òâåðäîñòè, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé ñå÷åíèÿàðìàòóðû êëàññîâ À500Ñ è Àò800 [4, 5℄.Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå òâåðäîñòè õàðàêòåðíî äëÿ àðìàòóðíûõ ñòàëåé, ïðîøåä-øèõ òåðìîìåõàíè÷åñêîå óïðî÷íåíèå è ïîëó÷èâøèõ, â ðåçóëüòàòå ýòîãî êîìáèíè-ðîâàííóþ ñòðóêòóðó ñå÷åíèÿ, íà �îðìèðîâàíèå êîòîðîé îêàçûâàþò âëèÿíèå õè-ìè÷åñêèé ñîñòàâ è ñïîñîá èçãîòîâëåíèÿ. Ââèäó òîãî, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò àðìàòóðàêëàññîâ À500Ñ è Àò800, ðåêîìåíäóåìàÿ ÑÒÎ ÀÑ×Ì 7�93, ÒÓ 14�1�5254�94 è�ÎÑÒ 10884�94 äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèÿõ â êà÷åñòâå
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�èñ. 1. Äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ àðìàòóðíûõ ñòàëåé êëàññîâ À500Ñ (à) è Àò800 (á) â ñî-ñòîÿíèè ïîñòàâêè: 1 � íàòóðíûå îáðàçöû; 2 � ñ âûòî÷êîé äèàìåòðîì 10 ìì; 3 � ñ âû-òî÷êîé äèàìåòðîì 6 ìì.ïðåäíàïðÿãàåìîé, îñíîâíîå âíèìàíèå â ïðîâåäåííûõ èñëåäîâàíèÿõ óäåëåíî èìåí-íî ýòèì êëàññàì àðìàòóðû.Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî â ñîñòàâå æåëåçîáåòîííîé êîíñòðóêöèè àðìàòóðà èñïûòûâàåòðàñòÿãèâàþùèå âîçäåéñòâèÿ, ïðè èññëåäîâàíèè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íåîá-õîäèìî îïðåäåëèòü äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ ðàçëè÷íûõ çîí â ñå÷åíèè àðìàòóðû.Ýòè èññëåäîâàíèÿ ëåãëè â îñíîâó ýêñïåðèìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ èçãîòîâèëè îáðàçöûñ âûòî÷êîé íà òîêàðíîì ñòàíêå, èç àðìàòóðû â ñîñòîÿíèè ïîñòàâêè è óïðî÷íåííîéîäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì äî ðàçëè÷íûõ óðîâíåé, äâóõ òèïîâ. Òàêèì îáðàçîì, ó ïåð-âîãî òèïà îáðàçöîâ äèàìåòð â ìåñòå âûòî÷êè ñîñòàâèë 10 ìì (îáðàçöû äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ àðìàòóðû áåç âëèÿíèÿ êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèéâ âèäå ïåðèîäè÷åñêîãî ïðî�èëÿ), ó âòîðîãî � 6 ìì (îáðàçöû äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèà-ãðàìì ðàñòÿæåíèÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ àðìàòóðû). Âûòî÷êó ïðîèçâîäèëè ïî öåíòðóîáðàçöîâ äëèíîé 100 ìì. �àçðóøàëè îáðàçöû íà ðàçðûâíîé ìàøèíå È��200. �å-çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Ó îáðàçöîâ ñ âûòî÷êîé äèàìåòðîì10 ìì çíà÷åíèå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåñêîëüêî âûøå â ñðàâíåíèè ñ íàòóð-íûìè îáðàçöàìè, ÷òî âèäíî èç ðàñïîëîæåíèÿ äèàãðàìì (ðèñ. 1). Ýòî óêàçûâàåò

�èñ. 2. Äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ àðìàòóðíûõ ñòàëåé êëàññîâ À500Ñ (à) è Àò800 (á) ïîñëåóïðî÷íåíèÿ äî Kó = 1.15: 1 � íàòóðíûå îáðàçöû; 2 � ñ âûòî÷êîé äèàìåòðîì 10 ìì; 3 �ñ âûòî÷êîé äèàìåòðîì 6 ìì.



Èññëåäîâàíèå ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé 111íà òî, ÷òî êîíöåíòðàòîðû íàïðÿæåíèÿ â âèäå ïåðèîäè÷åñêîãî ïðî�èëÿ îêàçûâàþòîïðåäåëåííîå âëèÿíèå íà ñâîéñòâà àðìàòóðû, íåçíà÷èòåëüíî ñíèæàÿ èõ ïðè ðàñ-òÿæåíèè. Îáðàçöû ñ âûòî÷êîé äèàìåòðîì 6 ìì âûÿâèëè áîëåå íèçêèå çíà÷åíèÿïðåäåëà òåêó÷åñòè â ñðàâíåíèè ñ íàòóðíûìè îáðàçöàìè. Ïîñëå óïðî÷íåíèÿ îäíîîñ-íûì ðàñòÿæåíèåì (ðèñ. 2) ïîâûøàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ òåêó÷åñòè ó íàòóðíûõîáðàçöîâ: àðìàòóðû êëàññà À500Ñ íà 6 %, ó àðìàòóðû êëàññà Àò800 � íà 9 %,è ñíèæàþòñÿ äå�îðìàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè àðìàòóðû: äëÿ À500Ñ � äî 3,2 %,äëÿ Àò800 � äî 2,6 %. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå óïðî÷íÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ õàðàêòåðäèàãðàìì ðàññìàòðèâàåìûõ çîí ñå÷åíèÿ íå èçìåíèëñÿ, óêàçûâàÿ íà ïîñòîÿíñòâîìåõàíèçìà ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè íàëè÷èå áîëåå âû-ñîêèõ çíà÷åíèé ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ àðìàòóðû â ñðàâíåíèè ñîçíà÷åíèÿìè ïðåäåëà òåêó÷åñòè íàòóðíûõ îáðàçöîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðî÷íÿòü ýòèêëàññû àðìàòóðû îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì.Íà áàçå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îïðåäåëåíû ïðåäåëüíûå óðîâíè óïðî÷íå-íèÿ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì àðìàòóðíûõ ñòàëåé êëàññîâ À500Ñ è Àò800, èñõîäÿèç óñëîâèÿ âÿçêîãî ðàçðóøåíèÿ. Ñêëîííîñòü ê îõðóï÷èâàíèþ îöåíèâàëè ïî âèäóèçëîìà àðìàòóðû (âîëîêíèñòûé, êðèñòàëëè÷åñêèé èëè ñìåøàííûé) ïîñëå óäàðíî-ãî ðàçðóøåíèÿ íà ìàÿòíèêîâîì êîïðå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé, îïèñàííîé â�ÎÑÒ 4543�71. Äîïóñòèìîé âåëè÷èíîé âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé â èçëîìå àðìàòóðû,èñõîäÿ èç èíæåíåðíîé ïðàêòèêè, ïðèíÿëè 80 %. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3â âèäå çàâèñèìîñòè äîëè âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé îò êîý��èöèåíòà óïðî÷íåíèÿ. Ïîðåçóëüòàòàì �ðàêòîãðà�è÷åñêîãî àíàëèçà ïîñëå ðàçðóøàþùèõ èñïûòàíèé óñòà-íîâëåíî, ÷òî òåðìîìåõàíè÷åñêè óïðî÷íåííûå àðìàòóðíûå ñòàëè êëàññîâ Àò800 èÀ500Ñ ñêëîííîñòè ê îõðóï÷èâàíèþ íå îáíàðóæèëè íåçàâèñèìî îò êîý��èöèåíòàóïðî÷íåíèÿ. Àðìàòóðà êëàññîâ À500Ñ è Àò800 èìåþò â èçëîìå îêîëî 95 % âÿçêîéñîñòàâëÿþùåé.

�èñ. 3. Âëèÿíèå óïðî÷íåíèÿ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì íà äîëþ âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé âèçëîìå àðìàòóðíûõ ñòàëåé: 1 � À500Ñ; 2 � Àò800.Èññëåäîâàíèÿìè, ïðîâåäåííûìè â ïîñëåäíèå ãîäû, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàëè ìîæ-íî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ñêëîííûå ê õðóïêîìó ðàçðóøåíèþ â ñëó÷àå ñî÷åòàíèÿíèçêèõ çíà÷åíèé ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ (δ è KCU) è äîëè âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé âèçëîìå. Â ñâÿçè ñ ýòèì àðìàòóðíûå ñòàëè êëàññîâ À500Ñ è Àò800 â ðàññìîòðåííûõóñëîâèÿõ ñêëîííûìè ê îõðóï÷èâàíèþ íå ÿâëÿþòñÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå ìîæíî îáúÿñ-íèòü òåõíîëîãèåé ïðîèçâîäñòâà àðìàòóðû, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñîçäàíà ñëîæíàÿ



112 Êîñåíêî Å.Å., Êîñåíêî Â.Â., ×åðïàêîâ À.Â.ñòðóêòóðà ñå÷åíèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ áåéíèòíîé, ñ ðàçëè÷íûì ñîîòíîøåíèåì îòïóùåí-íîãî ìàðòåíñèòà, öåìåíòèòà è îñòàòî÷íîãî àóñòåíèòà � â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå è�åððèòî�ïåðëèòíîé � â ñåðäöåâèíå, ÷òî ïîçâîëÿåò ýòèì êëàññàì àðìàòóðû âû-äåðæèâàòü çíà÷èòåëüíûå äå�îðìàöèè áåç îïàñåíèÿ ïåðåõîäà â õðóïêîå ñîñòîÿíèå.Çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòíûõ è ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ àðìàòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèõïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì íàãðóçêè, â âèäå óïðî÷íåíèÿ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì, èäîñòàòî÷íàÿ äîëÿ âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé â èçëîìå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïðåäåëü-íîå íàïðÿæåíèå, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ âÿçêîãî ðàçðóøåíèÿ (σïðåä) ïî �îðìóëå:
σïðåä = σòKó.ïðåä , (1)ãäå Kó.ïðåä � êîý��èöèåíò óïðî÷íåíèÿ, ïðè êîòîðîì ïðèëîæåííîå íàïðÿæåíèåèìååò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå.Äëÿ êîíòðîëÿ çíà÷åíèé σïðåä èñïîëüçóåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ óäàðíîé âÿç-êîñòè KCUïðåä è îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ δïðåä, ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíå

Kó.ïðåä. Ââèäó ðàññåèâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé íåîá-õîäèìî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ èõ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Ìèíèìàëüíóþ âåëè÷è-íó (σïðåä) îïðåäåëèì èç âûðàæåíèÿ:
σïðåä.min = σò.minKó.ïðåä , (2)ãäå σò.min � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè.Äàííûå èçìåð. Ïðîö. âÿçêîé Çíà÷åíèÿÊëàññ íà ðàçðûâíîé ñîñòàâëÿþùåé Kó.ïðåä. äå�îðì. σïðåä.min ,àðìàòóðû ìàøèíå È��200 â èçëîìå ε, % ÌÏà

σò/σâ, ÌÏà àðìàòóðû, %À500Ñ 580/764 95 1,15 6 667Àò800 902/1149 95 1,15 2,5 1037Òàáëèöà 1. Ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè àðìàòóðíûõ ñòàëåé.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäåëüíûõ óðîâíåé óïðî÷íåíèÿ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíè-åì, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ âÿçêîãî ðàçðóøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàïðÿæåíèÿäëÿ èññëåäóåìûõ êëàññîâ àðìàòóðû, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1. Àíàëèç ïðîâåäåííûõèññëåäîâàíèé ïîêàçàë, ÷òî ïðè íàïðÿæåíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òå-êó÷åñòè, ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü òåðìîìåõàíè÷åñêè óïðî÷íåííûå àðìàòóðíûåñòàëè êëàññîâ À500Ñ è Àò800 èç�çà íåèçìåííîé äîëè âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé â èç-ëîìå ïðàêòè÷åñêè äî çíà÷åíèé ïðåäåëà ïðî÷íîñòè.Âûøåóêàçàííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ àðìàòóðíîéñòàëè ïðè íàïðÿæåíèÿõ ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè, îäíàêî ñëå-äóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëèñü îáðàçöû äëèíîé200 ìì â ñîîòâåòñòâèè ñ ãîñòîì. Ïðè ïåðåõîäå íà ñòåðæíè äëèíîé 6 ì, ïðèìåíÿå-ìûå ïðè èçãîòîâëåíèè æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé, áîëüøîå âëèÿíèå îêàçûâàþòãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû àðìàòóðíûõ ïðî�èëåé, à èìåííî äèàìåòð àðìàòóðû, çíà-÷åíèÿ êîòîðîãî èìåþò çíà÷èòåëüíîå ðàññåèâàíèå. Ïî ïðè÷èíå ðàçëè÷èÿ äèàìåòðîâïî äëèíå àðìàòóðíûõ ñòåðæíåé âåñü ý��åêò óïðî÷íåíèÿ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåììîæåò îãðàíè÷èòüñÿ îáëàñòÿìè ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè äèàìåòðà.
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ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÕÀ�ÀÊÒÅ�À �ÀÇ�ÓØÅÍÈß È Ï�Î×ÍÎÑÒÈÕ�ÓÏÊÈÕ ÒÅË Ï�È ÈÕ ÑÆÀÒÈÈ ÎÒ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎ�ÎÒ�ÅÍÈß È Î�ÈÅÍÒÀÖÈÈ ÍÀ×ÀËÜÍÎÉ Ò�ÅÙÈÍÛÊîñòàíäîâ Þ.À., Ìåäâåäåâ Â.Ñ.Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Ñèì�åðîïîëüÏðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèå êîíòàêòíîãî òðåíèÿ è îðèåíòà-öèè íà÷àëüíîé òðåùèíû íà õàðàêòåð ðàçðóøåíèÿ è ïðî÷íîñòü ñîäåðæàùèõ åå îáðàçöîâïðè îäíîîñíîì ñæàòèè. Ïðåäëîæåíî îáúÿñíåíèå óñòàíîâëåííîãî õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿòàêèõ îáðàçöîâ è íåòðèâèàëüíûõ çàâèñèìîñòåé èõ ïðî÷íîñòè îò îðèåíòàöèè íà÷àëüíîéòðåùèíû.Ïðè ðåøåíèè ðÿäà ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ òåõíîëîãèåé ïîäçåìíûõ ðàáîò, óñòîé-÷èâîñòüþ êàê ïîäçåìíûõ, òàê è èíûõ ñîîðóæåíèé èëè èõ ýëåìåíòîâ, âîçíèêàþòçàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáðàçöîâ, âûïîëíåííûõèç õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ è îñëàáëåííûõ íà÷àëüíûìè òðåùèíàìè, â çàâèñèìîñòèîò âåëè÷èíû êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöîâ, âîñïðèíèìàþùèõ íà-ãðóçêó.Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ îðèåíòàöèè íà÷àëüíîé òðåùèíû íà õàðàêòåð ðàçðó-øåíèÿ è ïðî÷íîñòü ñîäåðæàùèõ åå îáðàçöîâ ïðîâîäèëîñü ïðè îäíîîñíîì ñæà-òèè îáðàçöîâ, èçãîòîâëåííûõ èç ïåñ÷àíî-öåìåíòíîé ñìåñè ïî ìåòîäèêå [1℄. Îáðàç-öû ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû ðàçìåðîì {x · y · z} =
{a · h · b} = {55 · 55 · 20} ìì ñ öåíòðàëüíûì ñêâîçíûì ðàçðåçîì äëèíîé 2l = 18 ììè øèðèíîé 0,2 ìì, èìèòèðóþùåì íà÷àëüíóþ òðåùèíó. �àçðåçû îðèåíòèðîâàëèñüïîä óãëàìè α, ðàâíûìè π/6, π/4, π/3, π/2 ê íàïðàâëåíèþ äåéñòâóþùåé íàãðóçêè.Ïåñ÷àíî-öåìåíòíàÿ ñìåñü äëÿ èçãîòîâëåíèÿ îáðàçöîâ çàòâîðÿëàñü ïðè çíà÷åíè-ÿõ âîäíî-öåìåíòíîãî îòíîøåíèÿ 0,35, à îòíîøåíèå âåñîâûõ ÷àñòåé öåìåíòà è ïåñêàïðè ýòîì ñîñòàâëÿëî 1:2. Ïîëó÷åííûå îáðàçöû áûëè ðàçäåëåíû íà äâå ñåðèè S1 èS3, èñïûòàíèÿ êîòîðûõ ïðîâîäèëè ÷åðåç 3 è 9 ìåñÿöåâ ïîñëå èõ èçãîòîâëåíèÿ, ñîîò-âåòñòâåííî. Íàãðóæåíèå îáðàçöîâ îäíîîñíûì ñæàòèåì âäîëü îñè OY ïðîâîäèëîñüíà èñïûòàòåëüíîé ìàøèíå ÓÌÝ-10Ì ñî ñêîðîñòüþ 0,5. . . 1,5 êÍ/ñ â äâóõ âàðèàí-òàõ. Â ïåðâîì � ïðè íåïîñðåäñòâåííîì êîíòàêòå íàãðóæàåìûõ òîðöîâ îáðàçöîâñî ñòàëüíûìè ïëèòàìè ïðåññà, ÷òî îáåñïå÷èâàëî êîý��èöèåíò êîíòàêòíîãî òðå-íèÿ fS = 0, 24. Âî âòîðîì âàðèàíòå � ìåæäó íàãðóæàåìûìè òîðöàìè îáðàçöîâ èïëèòàìè ïðåññà ðàçìåùàëèñü �òîðîïëàñòîâûå ïëàñòèíû. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòêîíòàêòíîãî òðåíèÿ ñíèæàëñÿ äî çíà÷åíèÿ fF = 0, 035.�åãèñòðàöèÿ íàãðóçêè è ïðîäîëüíîé äå�îðìàöèè ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþàïïàðàòíî-ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà [1℄, êîòîðûé ïðåäóñìàòðèâàåò èñïîëüçîâàíèåòåíçîäàò÷èêîâ è àíàëîãîâî-öè�ðîâîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ÀÄÀ1292B.Çàâèñèìîñòè ïðî÷íîñòè σv îáðàçöîâ ñåðèé S1 è S3, ðàññ÷èòàííîé íà èõ äåé-ñòâóþùåå ñå÷åíèå Sd (Sd = (a− 2l sinα)b, a � øèðèíà îáðàçöà, b � åãî òîëùèíà),îò óãëà íàêëîíà òðåùèíû α ïðè fF = 0, 035 è fS = 0, 24 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1a èðèñ. 1b ñîîòâåòñòâåííî.
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�èñ. 1.Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàäèé ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ ïðîâîäè-ëàñü åãî âèäåîðåãèñòðàöèÿ ñî ñêîðîñòüþ 30 êàäðîâ â ñåêóíäó. Èç åå ðåçóëüòàòîâñëåäóåò, ÷òî ïðè ñæàòèè îáðàçöà â ïåðâóþ î÷åðåäü îáðàçóþòñÿ òðåùèíû ìåæäóâåðøèíàìè ðàçðåçà è íàèáîëåå óäàëåííûìè îò íèõ íàãðóæàåìûìè ãðàíÿìè îáðàç-öà èëè èõ óãëîâ, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïðîòèâîïîëîæíûìè. Çàòåì îáðàçóþòñÿïîâåðõíîñòíûå òðåùèíû è îòñëîåíèÿ ìàòåðèàëà, ïðîèñõîäèò ñìûêàíèå áåðåãîâðàçðåçà è âûáðîñ ðàçðóøåííîãî â ïûëü ìàòåðèàëà. Ïðè äàëüíåéøåì íàãðóæåíèèîáðàçöà ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ òðåùèíû âäîëü åãî ñâîáîäíûõ ãðàíåé.Îäíàêî ðåçóëüòàòû âèäåîðåãèñòðàöèè ïîçâîëÿþò ñóäèòü òîëüêî î ïðîÿâëåíèèïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, à ïîòîìó íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íîèí�îðìàòèâíûìè äëÿ ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðîöåññå ðàçðóøåíèÿ, ïðîòåêàþ-ùåãî âî âñåì îáúåìå îáðàçöà. Ïîýòîìó ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâîäèë-ñÿ àíàëèç îáðàçîâàâøèõñÿ â ðàçðóøåííûõ îáðàçöàõ òðåùèí è îòäåëüíîñòåé. Ýòî,â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèëî âûÿâëÿòü ïðèïîâåðõíîñòíûå òðåùèíû (îòñëîåíèÿ ìàòåðè-àëà).Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû �îòîãðà�èè íåêîòîðûõ ðàçðóøåííûõ îäíîîñíûì ñæàòè-åì îáðàçöîâ ñåðèè S1 ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ α îðèåíòàöèè ðàçðåçà è çíà÷åíèÿõêîý��èöèåíòîâ êîíòàêòíîãî òðåíèÿ fF = 0, 035 è fS = 0, 24.

�èñ. 2.



116 Êîñòàíäîâ Þ.À., Ìåäâåäåâ Â.Ñ.Àíàëèç êàðòèí ðàçðóøåíèÿ, îáðàçîâàâøèõñÿ â ðàçðóøåííûõ îáðàçöàõ òðåùèíè îòäåëüíîñòåé, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðåîáëàäàíèè ïðîäîëüíîãî õàðàêòåðàðàçðóøåíèÿ, êîãäà îáðàçîâàíèå è ðàçâèòèå òðåùèí ïðîèñõîäèò ïðåèìóùåñòâåííîâ íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ íàãðóçêè.Èç îïèñàíèÿ êàðòèí ðàçðóøåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü äâà îñíîâíûõ âûâîäà îòíî-ñèòåëüíî ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ ñ íà÷àëüíûì ðàçðåçîì, èìèòèðóþùåì òðåùèíó:1) óâåëè÷åíèå òðåíèÿ ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè îáðàçöîâ è ïëè-òàìè ïðåññà ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ äèàãîíàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ â ñå÷åíèè
Y OZ; 2) ðàçðóøåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ îáðàçîâàíèÿ òðåùèí ìåæäó âåðøèíàìè ðàçðåçàè ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè îáðàçöîâ èëè èõ óãëîâ.Ïåðâûé âûâîä ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ìåæäó êîí-òàêòèðóþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè çàòðóäíÿåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ äå�îðìàöèÿ îáðàçöà âïëîñêîñòè XOZ âáëèçè íàãðóæåííûõ ãðàíåé.Âìåñòå ñ ýòèì ïðîÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü ïðèçìåííîé ïðî÷íîñòè îòñîîòíîøåíèÿ h/a [2℄, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî ïðî÷íîñòü âûñîêîãî îáðàçöà íèæå ïðî÷-íîñòè øèðîêîãî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàçðóøèòü îáðàçåö ïî äèàãîíàëüíûìèëè áëèçêèì ê íèì ïëîñêîñòÿì â ñå÷åíèè Y OZ ëåã÷å, ÷åì â ñå÷åíèè XOY .Äëÿ îáúÿñíåíèÿ âòîðîãî âûâîäà ðàññìîòðèì íèæíþþ ÷àñòü îáðàçöà ñ ðàçðå-çîì, îðèåíòèðîâàííûì ïîä íåêîòîðûì óãëîì α, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3a. Â ýòîé÷àñòè îáðàçöà ABCDEFA èìååòñÿ ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè CD, ñâîáîäíûé îò íàãðóç-êè, ÷òî ïîçâîëÿåò óñëîâíî âûäåëèòü äâå ÷àñòè îáðàçöà, ïîäâåðæåííûõ ñæàòèþíàãðóçêîé σ(x): ABCHA âûñîòîé h1 è GDEFG âûñîòîé h2, (h1 < h2), ó êîòîðûõêðîìå óãëîâûõ òî÷åê A è F, ãðàíè÷àùèõ ñî ñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, èìåþòñÿåùå òàêèå æå òî÷êè C è D. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàç-ðåçà CD, êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â íèõ âûøå, ÷åì â òî÷êàõ A è F. Êðîìå òîãî,
h1 < h2, ïîýòîìó ïðî÷íîñòü ÷àñòè GDEFG íèæå ïðî÷íîñòè ÷àñòè ABCHA [2℄. Ïðèóñëîâèè, ÷òî òðåùèíà ðàçâèâàåòñÿ èç óãëîâîé òî÷êè îáðàçöà ïî òðàåêòîðèè ìàê-ñèìàëüíûõ ý��åêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÒÌÝÊÍ) [3, 4℄, ýòî ïðèâîäèòê ðàçâèòèþ òðåùèíû èç òî÷êè D ïî òðàåêòîðèè DF'.�àññìîòðèì òàêæå íèæíþþ ÷àñòü îáðàçöà ñ ðàçðåçîì, îðèåíòèðîâàííûì ïîäóãëîì α = π/2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3b. Â ýòîé ÷àñòè îáðàçöà ABCC'F'FGHAòàêæå èìååòñÿ ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè C'F', ñâîáîäíûé îò íàãðóçêè, ÷òî ïîçâîëÿåòóñëîâíî âûäåëèòü äâå îäèíàêîâûõ ÷àñòè îáðàçöà, ïîäâåðæåííûõ ñæàòèþ íàãðóç-

�èñ. 3.



Çàâèñèìîñòü õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ è ïðî÷íîñòè õðóïêèõ òåë ïðè ñæàòèè 117êîé σ(x): ABCDA è FGHEF, ó êîòîðûõ êðîìå óãëîâûõ òî÷åê A è H, ãðàíè÷àùèõ ñîñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, èìåþòñÿ åùå òàêèå æå òî÷êè C è F. Îäíàêî, ïîñêîëü-êó ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðàçðåçà CC'F'F, êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé âíèõ âûøå, ÷åì â òî÷êàõ A è H. Ïîýòîìó, ñ÷èòàÿ ïî ïðåæíåìó, ÷òî òðåùèíà ðàç-âèâàåòñÿ èç óãëîâîé òî÷êè îáðàçöà ïî ÒÌÝÊÍ, ýòî ïðèâåäåò ê ðàâíîâåðîÿòíîìóðàçâèòèþ òðåùèí èç òî÷åê C è F ïî òðàåêòîðèÿì CA' è FH', ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäëîæåííîå îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ðàçðóøåíèå îáðàç-öîâ ñ íà÷àëüíûì ðàçðåçîì íà÷èíàåòñÿ ñ îáðàçîâàíèÿ òðåùèí ìåæäó âåðøèíàìèðàçðåçà è ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè îáðàçöîâ èëè èõ óãëîâ, íàõîäèòñÿ â ïîëíîìñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Èõ îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-÷åííûõ â ðàáîòå [5℄ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì äëÿ óãëîâ îðèåíòàöèè òðåùèíû
α = π/4 è α = π/3, îáóñëîâëåíî, ïî-âèäèìîìó, â ïåðâóþ î÷åðåäü îòñóòñòâèåì âèñïîëüçóåìîé ÷èñëåííîé ìîäåëè çàâèñèìîñòè ïðèçìåííîé ïðî÷íîñòè îò ñîîòíîøå-íèÿ h/a.Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ, ìîæíî äàòü êà÷åñòâåííîåîáúÿñíåíèå íåòðèâèàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ïðî÷íîñòè σv îáðàçöîâ ñåðèé P1 è P3,ðàññ÷èòàííîé íà èõ äåéñòâóþùåå ñå÷åíèå, îò óãëà íàêëîíà òðåùèíû α è êîý��è-öèåíòà òðåíèÿ f , ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïðî÷íîñòü îáðàçöîâñåðèè P3 âûøå, ÷åì ïðî÷íîñòü îáðàçöîâ ñåðèè P1, ïî ïðè÷èíå áîëüøåé âûäåðæêèèõ âî âðåìåíè äî ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèé (õîðîøî èçâåñòíî âîçðàñòàíèå ñî âðåìå-íåì ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå öåìåíòíûõ ðàñòâîðîâ).�àññìîòðèì çàâèñèìîñòè ïðî÷íîñòè σv îáðàçöîâ ñåðèé P1 è P3 îò óãëà íàêëî-íà òðåùèíû α ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ fF = 0, 035 (ðèñ. 1a). Ïðè ââåäåíèè âîáðàçöû ðàçðåçà ïîä óãëîì α = π/6 ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì ðàçðóøåíèå ïîäèàãîíàëÿì âåðòèêàëüíûõ ñå÷åíèé Y OZ, ïàðàëëåëüíûõ ñâîáîäíûì áîêîâûì ãðà-íÿì îáðàçöà (äèàãîíàëüíîå ðàçðóøåíèå). �àçðóøåíèå òàêèõ îáðàçöîâ ïðîèñõîäèò,ïðåæäå âñåãî, ïî ñõåìå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3a. Ïðè ýòîì, âî-ïåðâûõ, óìåíü-øàåòñÿ âûñîòà âîñïðèíèìàþùåé íàãðóçêó ÷àñòè îáðàçöà (h2 < h), ÷òî ïðèâîäèò êðîñòó ðàçðóøàþùåé íàãðóçêè, è, âî-âòîðûõ, óìåíüøàåòñÿ äåéñòâóþùåå ñå÷åíèå Sdîáðàçöà. Â ðåçóëüòàòå ïðî÷íîñòü îáðàçöîâ ïðè ââåäåíèè â íèõ ðàçðåçà ïîä óãëîì
α = π/6 óâåëè÷èâàåòñÿ îò 29,3 ÌÏà äî 38,8 ÌÏà äëÿ ñåðèè P1 è îò 31,2 ÌÏà äî42,8 ÌÏà äëÿ ñåðèè P3.Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè óãëà íàêëîíà òðåùèíû α íåèçìåííîé äëèíû ïðî-èñõîäèò óìåíüøåíèå âåëè÷èí h2 è Sd, îäíàêî, ïðè α > π/4 äåéñòâóþùåå ñå÷åíèå Sdóìåíüøàåòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì âûñîòà âîñïðèíèìàþùåé íàãðóçêó ÷àñòè îáðàçöà h2.Âìåñòå ñ òåì, ñ óìåíüøåíèåì Sd ðàñòåò êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â âåðøèíå ðàç-ðåçà, ÷òî â èòîãå ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ïðî÷íîñòè îáðàçöà ñ óâåëè÷åíèåì α.Òåïåðü ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòè ïðî÷íîñòè σv îáðàçöîâ ñåðèé P1 è P3 îò óãëàíàêëîíà ðàçðåçà α ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ fS = 0, 24 (ðèñ. 1b).Äëÿ ñïëîøíûõ îáðàçöîâ ñåðèé P1 è P3 óâåëè÷åíèå êîý��èöèåíòà êîíòàêòíîãîòðåíèÿ ïîâûøàåò ïðî÷íîñòü îáðàçöîâ, ïðè÷åì òåì áîëüøå, ÷åì âûøå ïðî÷íîñòüîáðàçöîâ.Äëÿ îáðàçöîâ ñåðèè P1 çàâèñèìîñòü σv îò óãëà íàêëîíà ðàçðåçà α êà÷åñòâåííîïîâòîðÿåò àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè äëÿ îáðàçöîâ ñåðèé P1 è P3 ïðè êîý��èöèåí-òå òðåíèÿ fF = 0, 035. Äëÿ åå îáúÿñíåíèÿ òàêæå ìîæíî ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèÿ,



118 Êîñòàíäîâ Þ.À., Ìåäâåäåâ Â.Ñ.ïðèâåäåííûå âûøå, îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè σv îò α ïðè êîý��èöèåíòå òðå-íèÿ fF = 0, 035, äîáàâèâ, ÷òî ñíèæåíèå çíà÷åíèé σv ïðè fS = 0, 24 îòíîñèòåëüíîçíà÷åíèé σv ïðè fF = 0, 035 ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ðåàëèçàöèè äèàãîíàëüíîãî ðàç-ðóøåíèÿ âñëåäñòâèå, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ñäåðæèâàíèÿ êîíòàêòíûì òðåíèåìïîïåðå÷íîé äå�îðìàöèè îáðàçöà â ïëîñêîñòè XOZ âáëèçè íàãðóæåííûõ ãðàíåé èïðîÿâëåíèåì çàâèñèìîñòè ïðèçìåííîé ïðî÷íîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ h/a.Äëÿ îáðàçöîâ ñåðèè P3 èõ ïðî÷íîñòü σv ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ fS = 0, 24ñ óâåëè÷åíèåì óãëà íàêëîíà òðåùèíû α äî π/3 ïðàêòè÷åñêè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé(ðèñ.1b). Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðî÷íîñòü îáðàçöîâ ñåðèè P3 âûøå,÷åì ïðî÷íîñòü îáðàçöîâ ñåðèè P1, è ðåàëèçàöèÿ äèàãîíàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ â ýòîìñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíîé ê îðèåíòàöèè íà÷àëüíîãî ðàçðåçà ïðèóãëàõ α < π/3. Ïðè α = π/2 ïåðâîíà÷àëüíî îáðàçóþòñÿ òðåùèíû ìåæäó âåðøè-íàìè ðàçðåçà è ïðîòèâîïîëîæíûìè óãëàìè îáðàçöîâ, è òîëüêî ïîñëå ñìûêàíèÿáåðåãîâ ðàçðåçà ïðîèñõîäèò äèàãîíàëüíîå ðàçðóøåíèå îáðàçîâàâøèõñÿ îòäåëüíî-ñòåé, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé çíà÷èòåëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ïðî÷íîñòè îáðàçöîâñåðèè P3 ïðè α = π/2.Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ïðî÷íîñòè è õàðàêòåðà ðàç-ðóøåíèÿ îáðàçöîâ ñ íà÷àëüíîé òðåùèíîé îò åå îðèåíòàöèè ïðè îäíîîñíîì ñæàòèèâ çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñÿò îò âåëè÷èíû êîíòàêòíîãî òðåíèÿ, ïðî÷íîñòè ìà-òåðèàëà îáðàçöîâ, ñîîòíîøåíèÿ èõ ðàçìåðîâ ñ äëèíîé òðåùèíû è çàâèñèìîñòèïðèçìåííîé ïðî÷íîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ îáðàçöîâ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êîñòàíäîâ Þ.À., Ìåäâåäåâ Â.Ñ. Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ õðóïêèõ òåëñ òðåùèíàìè ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè // Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ. 2011. � 3. Ñ. 54�57.[2℄ Áàæåíîâ Þ.Ì. Òåõíîëîãèÿ áåòîíà: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ òåõíîë. ñïåö. ñòðîèò. âóçîâ.Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1987. 415 ñ.[3℄ Âàñèëüåâ Ë.Ì., Âàñèëüåâ Ä.Ë. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðåäåëüíîãî ñîñòî-ÿíèÿ äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òðå-íèÿ // �åîòåõíè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. 2003. Âûï. 41. Ñ. 145�152.[4℄ Êîñòàíäîâ Þ.À., Ëîêøèíà Ë.ß. Âëèÿíèå êîíòàêòíîãî òðåíèÿ íà ïðåäåëüíîå íà-ïðÿæåíèå â îáðàçöå ãîðíîé ïîðîäû è âèä òðàåêòîðèè ðàçðóøåíèÿ ïðè ñæàòèè //Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ãîðíîãî ïðîèçâîäñòâà. 2010. � 13. Ñ. 42�47.[5℄ Êîñòàíäîâ Þ.À., Øèïîâñêèé È.Å. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿõðóïêèõ îáðàçöîâ ïðè ñæàòèè // Ìàòåðèàëû XÕII Ìåæä. íàó÷. øêîëû èì.Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à ¾Äå�îðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëîâ ñ äå�åêòàìè èäèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â ãîðíûõ ïîðîäàõ è âûðàáîòêàõ¿. Ñèì�åðîïîëü: ÒÍÓ, 2012.Ñ. 163�169.Kostandov Yu.A., Medvedev V. S. Dependen
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÍÅÀÍÒÀ�ÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÏÓËßÖÈÉÍÀ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌ À�ÅÀËÅÊðóãëèêîâ Ì.�., Öèáóëèí Â. �.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé â êîëüöåâîé îáëàñòè ìî-äåëèðóåòñÿ íà îñíîâå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ìåòîäà ïðÿìûõ.Ïðîàíàëèçèðîâàíî �îðìèðîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèéâ ñëó÷àå êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîãî ðîñòà è �óíêöèè ðåñóðñà, çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàí-ñòâåííîé êîîðäèíàòû, è óêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ íà ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìå-åò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõêîý��èöèåíòîâ ðîñòà íàéäåíà îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿñîñóùåñòâîâàíèå ïîïóëÿöèé.Ââåäåíèå. Â ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà�Ôèøåðà è åãî îáîáùåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîïó-ëÿöèé íà îäíîðîäíûõ àðåàëàõ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîãî ðåñóðñà [1℄. Â ïîñëåäíååâðåìÿ ðàñòåò èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ý��åêòîâ íåîäíîðîäíîñòè æèçíåííûõ óñëîâèé,âëèÿþùèõ íà âûæèâàíèå ïîïóëÿöèé è ñïîñîáñòâóþùèõ ñîñóùåñòâîâàíèþ ðàçëè÷-íûõ âèäîâ [2, 3℄.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå �îðìèðîâàíèÿ ñòàöèîíàð-íûõ ðàñïðåäåëåíèé íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ áëèçêîðîäñòâåííûõ ïîïóëÿöèé íà íåîä-íîðîäíîì àðåàëå. �àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåëèíåé-íîñòüþ ëîãèñòè÷åñêîãî òèïà è êîý��èöèåíòàìè ëèíåéíîãî ðîñòà, çàâèñÿùèìè îòïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ êîëüöåâîãî èíòåð-âàëà ïðîàíàëèçèðîâàíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé äâóõ áëèçêîðîä-ñòâåííûõ ïîïóëÿöèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî ðîñòà è ïðîñòðàí-ñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè ðåñóðñà.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîñòà è ìèãðàöèè áëèçêîðîäñòâåííûõ ïîïóëÿ-öèé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà îòíîñè-òåëüíî ïëîòíîñòåé wi = wi(x, t), i = 1, . . . , M :
∂wi
∂t

= −∂qi
∂x

+ ηiwif, qi = −ki
∂wi
∂x

, f = 1 − 1

P

M
∑

j=1

wj. (1)Êîý��èöèåíòû äè��óçèè ki, ðîñòà ηi è îáîáùåííûé ðåñóðñ P çàâèñÿò îò x.Óðàâíåíèÿ (1) ðàññìàòðèâàþòñÿ â êîëüöåâîé îáëàñòè x ∈ [0, a], óñëîâèÿ ïåðèî-äè÷íîñòè èìåþò âèä:
wi(0, t) = wi(a, t), ki(0)

∂wi(0, t)

∂x
= ki(a)

∂wi(a, t)

∂x
, i = 1, . . . ,M. (2)Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé:

wi|t=0 = wi0(x), i = 1, . . . ,M. (3)



120 Êðóãëèêîâ Ì.�., Öèáóëèí Â. �.Ïðè ïîñòîÿííîì íà àðåàëå ðåñóðñå P (x) = const è ïðè ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèÿõ
ki(x), ηi(x) ñèñòåìà (1)�(2) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íå çàâèñÿùèõ îò x ðåøåíèé,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ M

∑

i=1

w̃i = P0. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì òðàíñëÿöèîííîéèíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû. Ïîìèìî ñèììåòðèè âîçíèêíîâåíèå ñåìåéñòâà ðåøåíèéìîæåò áûòü âûçâàíî êîñèììåòðèåé çàäà÷è [4℄. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõäîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìàäâóõ ïîïóëÿöèé
ẇ1 = [k1w

′
1]
′ + η1w1f ≡ F1, ( )̇ = ∂t( ), (4)

ẇ2 = [k2w
′
2]
′ + η2w2f ≡ F2, ( )

′

= ∂x( ),è àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àé ëèíåéíîé êîñèììåòðèè
L = (ξ1w2, ξ2w1). (5)Ïî îïðåäåëåíèþ êîñèììåòðèÿ L îðòîãîíàëüíà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (4), ò. å. ïðèëþáûõ �óíêöèÿõ w1 è w2 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:

I =

a
∫

0

[F1ξ1w2 + F2ξ2w1]dx = I1 + I2 = 0,

I1 =

a
∫

0

[(k1w
′
1)

′ξ1w2 + (k2w
′
2)

′ξ2w1]dx, I2 = −
a
∫

0

(η1ξ1 + η2ξ2)w1w2fdx.Èíòåãðàë I2 îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè ξ1 = η2, ξ2 = −η1. Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåìèíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ I1 ïîëó÷àåòñÿ
I1 = −

a
∫

0

ædx, æ = k1η
′
2w

′
1w2 − k2η

′
1w1w

′
2 − (k2η1 − k1η2)w

′
1w

′
2. (6)Âåêòîðíîå ïîëå L áóäåò êîñèììåòðèåé ïðè æ = 0. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïîòðåáîâàòüäîïîëíèòåëüíî

k2η1 − k1η2 = 0. (7)Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ k1 è ó÷åòà (7) âûðàæåíèå äëÿ æ èìååò âèä:
æ =

k2η1η
′
2

η2

w′
1w2 − k2η

′
1w1w

′
2.Ñïåöè�èêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è òàêîâà, ÷òî (5) áóäåò êîñèììåòðèåé òîëüêîïðè ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòàõ äè��óçèè è ðîñòà. Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà I1 = 0 ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (6)äîëæíî áûòü ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì, òî åñòü æ = (χuv)′. Íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ

χ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ χ′ = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî η1, η2:
η′1 = − χ

k2
, η′2 =

χη2

k2η1
.



Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé 121Ôóíêöèÿ η1 íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
η1(x) = −χ

x
∫

0

dτ

k2(τ)
dτ + η1(0).Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, η1(0) = η1(a), íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ çíàêîïåðåìåí-íûõ k2. Èç ïîëîæèòåëüíîñòè êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè è ðîñòà ñëåäóåò, ÷òî êî-ñèììåòðèÿ L (5) èìååòñÿ òîëüêî ïðè ïîñòîÿííûõ ïî àðåàëó êîý��èöèåíòàõ äè�-�óçèè è ðîñòà.Äàëåå àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ ïî x êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîãî ðî-ñòà è ïðîâîäèòñÿ àíàëèç âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîïóëÿöèé, êîãäà óñëîâèå (5)âûïîëíåíî ¾â ñðåäíåì¿. Äëÿ ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé êèíåòèêè ñ íåëèíåéíîñòüþñïåöèàëüíîãî âèäà â [3℄ âû÷èñëåíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõðåøåíèé. Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíîñòüþ ëîãèñòè÷åñêîãî òèïà,îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó áëèçêîðîäñòâåííûõ ïîïóëÿöèé, òàêæå èìååòñÿ ñåìåéñòâîðàâíîâåñèé.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1)�(3) ïðèìåíÿ-åòñÿ ìåòîä ïðÿìûõ ñ àïïðîêñèìàöèåé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé íà ðàâíîìåðíîéñåòêå xk = hk, k = 0, . . . , n (h = a/n). Â óçëàõ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå wi,k,

i = 1, . . . ,M , à ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè íàòðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå. Äèñêðåòíûé àíàëîã (1) èìååò âèä:
ẇi,k = ki

wi,k−1 − 2wi,k + wi,k+1

h2
+ ηiwi,kfk, i = 1, . . . ,M.

fk = 1 − 1

P (xk)

M
∑

s=1

ws,k, k = 1, . . . , n.Èç óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ wi,n+1 = wi,1, wi,0 = wi,n. Äëÿèíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä �óíãå�Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.�àñ÷åòû ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äâóõ ïîïóëÿöèé w1 = u(x, t), w2 = v(x, t)ïðîâåäåíû äëÿ êîëüöåâîãî àðåàëà 
 ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè äè��óçèè
ki, êîý��èöèåíòàìè ðîñòà ηi = ηi0 + ηi1 sin(2πx/a) è �óíêöèåé îáîáùåííîãî ðå-ñóðñà P (x) = 1 − µ sin 2πx. Åñëè ïàðàìåòðû ðîñòà ïîñòîÿííû íà âñåì àðåàëå(η11 = η21 = 0) è �óíêöèÿ îáîáùåííîãî ðåñóðñà P (x) = 1 (µ = 0), òî óñòàíîâëåíèåïðèâîäèò ê ïîñòîÿííûì ïî àðåàëó ïëîòíîñòÿì ïîïóëÿöèé. Ïðè ýòîì íåîäíîðîä-íîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ íå âëèÿåò íà �èíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ïîñòîÿííûõ
η1, η2, µ 6= 0, è k1η2 6= k2η1, âûæèâàåò òîëüêî îäíà ïîïóëÿöèÿ. Åñëè k1η2 = k2η1, òîñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé, êîãäà â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ðåàëè-çóþòñÿ ðàçíûå �èíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ũ(x), ṽ(x), òàêèå, ÷òî ũ(x)+ ṽ(x) = P (x).Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ðîñòà äëÿ ïîïóëÿöèè v:
η2 = η20 + η21 sin(2πx/a), ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðîâ: k1 = 0.02, k2 = 0.04, µ = 0.4, η10 ∈ [1, 8], η21 ∈ [0, 16], η11 = 0. Âçàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ ðîñòà η10 è âåëè÷èíû ìîäóëÿöèè η21 âîç-ìîæíû ðàçíûå ñöåíàðèè âûæèâàíèÿ ïîïóëÿöèé. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ η10, η21(ñì. ðèñ. 1) èìåþòñÿ òðè îáëàñòè. Öè�ðîé 1 îòìå÷åíà îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåò-ðîâ η10 è η21, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ãèáåëü ïîïóëÿöèè v. Öè�ðîé 2 îáîçíà÷åíà



122 Êðóãëèêîâ Ì.�., Öèáóëèí Â. �.îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèáåëè ïîïóëÿöèè u. Ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ îáëàñòüçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñîñóùåñòâóþò îáå ïîïóëÿöèè. Ïðè óìåíüøå-íèè ïàðàìåòðà ìîäóëÿöèè è ñòðåìëåíèè η10 ê çíà÷åíèþ η20k1/k2 (óñëîâèå êîñèì-ìåòðèè) ïðîèñõîäèò ñîêðàùåíèå ¾îáëàñòè ñîñóùåñòâîâàíèÿ¿, ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå.Íà ðèñ. 1 áóêâàìè A, B, C è D îáîçíà÷åíû òî÷êè, îòâå÷àþùèå çíà÷åíèÿì ïà-ðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíî ñîñóùåñòâîâàíèå ïîïóëÿöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå�èíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Â çàâèñèìîñòè îò çíà-
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�èñ. 1. Êàðòà ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþùèõ âûæèâàíèþ ïîïóëÿöèè u (îáëàñòü 1), v (2), ñîñó-ùåñòâîâàíèþ ïîïóëÿöèé (3). Áóêâû ñîîòâåòñòâóþò êîìáèíàöèÿì ïàðàìåòðîâ, ïðî�èëèêîòîðûõ äàíû íà ðèñ. 3.
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�èñ. 2. Ïðî�èëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé u, v, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì A, B, C è Díà ðèñ. 1. Ïóíêòèð � �óíêöèÿ ðåñóðñà P (x).



Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé 123÷åíèé ïàðàìåòðîâ η10, η21 ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå �èíàëüíûå óðîâíè ïëîòíîñòåé ïîïó-ëÿöèé. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ìîäóëÿöèè η21 (ñëó÷àé D) óðîâåíü ïîïó-ëÿöèè u çíà÷èòåëüíî óñòóïàåò óðîâíþ v. Ñ óâåëè÷åíèåì η21 ïðîèñõîäèò ñáëèæåíèåóðîâíåé ïîïóëÿöèé (A). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ìîäóëÿöèè (C)ïðåèìóùåñòâåííîå ðàçâèòèå ïîëó÷àåò ïîïóëÿöèÿ u. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé B è C íà-áëþäàåòñÿ ïîäîáèå �èíàëüíûõ ïðî�èëåé ïîïóëÿöèé.�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ �11�01�00708.
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ÂËÈßÍÈÅ ÌÀ�ÍÈÒÍÛÕ ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ ÍÀÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÎÓÏ�Ó�Î�ÎÑËÎßËåâè Ì.Î.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó1. Ââåäåíèå. Â [1℄ ïðèâåäåí äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõäèíàìèêå ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãèõ ñðåä â ñâÿçàííîé ïîñòàíîâêå. Â [2℄ ïîñòðîåíà�óíêöèÿ �ðèíà äëÿ ñðåäû ñ �èêñèðîâàííûì òèïîì íàãðóçêè äëÿ ñðåä ñ ðàçëè÷-íîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Â [3℄ èññëåäîâàíû äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà, àòàêæå ñìåùåíèÿ ñðåäû è ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâäâóõñëîéíîé ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ýëåêòðîìàãíèò-íîãî êîý��èöèåíòà g. Âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà äèíàìè÷å-ñêèå ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû íå ðàññìàòðèâàëîñü. Â äàííîé ðàáî-òå ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ âîëíîâûì ïðîöåññîì çà ñ÷åò èçìåíåíèÿìàãíèòíûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ñðåäû, ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ ñëîé èç ìàòåðèàëàðîìáè÷åñêîé ñèììåòðèè.2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû. Êðàåâàÿ çàäà÷àî êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿè êâàçèñòàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà:
∇ ·T = ρ

∂2u
∂t2

, (1)
∇ ·D = 0, (2)
∇ ·B = 0. (3)Çäåñü u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé ñðåäû, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, T � òåíçîð ìåõà-íè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, D è B � âåêòîðû èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãîïîëåé ñîîòâåòñòâåííî.Â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1)�(3), ñëåäóÿ ïîäõîäàì èç-ëîæåííûì â [4℄, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:









TDB 







=










 −e −feT ε gfT g µ









×









SEH 







. (4)Â óðàâíåíèè (4) T = {T1, T2, T3, T4, T5, T6} è S = {S1, S2, S3, S4, S5, S6} �êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ è äå�îðìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà â ñâåðíóòîìâèäå ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîçíà÷åíèé Ôîéãòà, D è B � âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîéè ìàãíèòíîé èíäóêöèè, E è H �âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-íèòíîãî ïîëåé, 
, e, f, ǫ, µ, g � ñîîòâåòñòâåííî òåíçîðû óïðóãèõ, ïüåçîýëåê-òðè÷åñêèõ è ïüåçîìàãíèòíûõ êîíñòàíò, êîý��èöèåíòîâ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàã-íèòíîé ïðîíèöàåìîñòè, à òàêæå ìàãíèòîýëåêòðè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ, èìåþ-ùèå ðàçìåðíîñòü cij [Í/ì2℄, eij [Êë/ì2℄, fij [Í/Àì℄, ǫij [Êë2/Í·ì2℄, µij [Í·ñ2/Êë2℄,
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gij [Í·ñ/Â·Êë℄ (i, j = 1..3). Ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ óñòàíîâèâøè-ìèñÿ, ïðîèñõîäÿùèìè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, âñå �óíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ââèäå F = F0e

−iω′ t′ . Äàëåå ýêñïîíåíòû è øòðèõè îïóùåíû.3. Êðàåâûå çàäà÷è î äâèæåíèè ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàñøèðåííûå âåêòîðû ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèéue = {u1, u2, u3, u4, u5} , qe = {q1, q2, q3, q4, q5} ,ãäå uk, qk (k = 1, 2, 3) � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé è íà-ïðÿæåíèé, u4, q4 � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåê-òðè÷åñêîãî çàðÿäà, u5, q5 � ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿìàãíèòíîãî çàðÿäà. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãèé ñëîé, çàíèìàþ-ùèé îáëàñòü |x1| 6 ∞, |x3| 6 ∞, 0 6 x2 6 h, êîëåáëåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îáîáùåí-íîé íàãðóçêè qe (x1, x3, t), ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè Ω íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû. Âíåýòîé îáëàñòè ïîâåðõíîñòü ñðåäû ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, ñâîáîä-íûå çàðÿäû îòñóòñòâóþò (n � âåêòîð íîðìàëè):
x2 = h :

n ·T =







{q1, q2, q3} , x1, x3 ∈ Ω,

0, x1, x3 /∈ Ω,n ·D =







q4, x1, x3 ∈ Ω,

0, x1, x3 /∈ Ω,

(5)
x2 = 0 : uk = 0 (k = 1, 2, 3, 4) . (6)�àññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è:1. MO/MO→ 





x2 = h : u5 = 0, |x1| , |x3| 6 ∞,

x2 = 0 : u5 = 0, |x1| , |x3| 6 ∞.2. MC/MC→ 





x2 = h : n ·B = 0, |x1| , |x3| 6 ∞,

x2 = 0 : n ·B = 0, |x1| , |x3| 6 ∞.3. MO/MC→ 





x2 = h : u5 = 0, |x1| , |x3| 6 ∞,

x2 = 0 : n ·B = 0, |x1| , |x3| 6 ∞.4. MC/MO→ 





x2 = h : n ·B = 0, |x1| , |x3| 6 ∞,

x2 = 0 : u5 = 0, |x1| , |x3| 6 ∞.Îáîçíà÷åíèÿ MO è MC ñîîòâåòñòâóþò ìàãíèòî-çàêðûòîé è ìàãíèòî-îòêðûòîéçàäà÷àì íà âåðõíåé/íèæíåé ãðàíÿõ.4. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ìàãíèòîýëåêòðîóïðóãîé ñðå-äû. Ïåðåìåùåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé íà ååïîâåðõíîñòè íàãðóçêè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (s = 1 . . . 5):
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un(x1, x2, x3) =

1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

5
∑

j=1

QjKsj(α1, α3, x2)e
−i(α1x1+α3x3)dα1dα3. (7)Çäåñü:

K1j(α1, α3, x2) =
−iα1

∆0

5
∑

k=1

f1k(∆j.kch(σkx2) + ∆j.k+5sh(σkx2)), (8)
K2j(α1, α3, x2) =

1

∆0

5
∑

k=1

f2k(∆j.ksh(σkx2) + ∆j.k+5ch(σkx2)), (9)
Kzj(α1, α3, x2) =

−iα3

∆0

5
∑

k=1

fzk(∆j.kch(σkx2) + ∆j.k+5sh(σkx2)), z = 3, 4, 5. (10)Ó÷àñòâóþùèå â ïðåäñòàâëåíèÿ (8)�(10) ïàðàìåòðû σk îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1k −iα1σkc1 −α1α3c2 −α1α3e1 −α1α3f1

−iα1σkc1 A2k −iα3σkc3 −iα3σke2 −iα3σkf2

−α1α3c2 −iα3σkc3 A3k A4k A6k

−α1α3e1 −iα3σke2 A4k A5k A7k

−α1α3f1 −iα3σkf2 A6k A7k A8k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0; (11)
c1 = c12 + c66, c2 = c13 + c55, c3 = c23 + c44,

e1 = e15 + e31, e2 = e24 + e32,

f1 = f15 + f31, f2 = f24 + f32,

A1k = −c11α2
1 − c55α

2
3 + c66σ

2
k + ρω2,

A1k = −c11α2
1 − c55α

2
3 + c66σ

2
k + ρω2,

A2k = −c66α2
1 − c44α

2
3 + c22σ

2
k + ρω2,

A3k = −c33α2
3 + c44σ

2
k − c55α

2
1 + ρω2,

A4k = −e15α2
1 + e24σ

2
k − e33α

2
3,

A5k = ε11α
2
1 − ε22σ

2
k + ε33α

2
3, A6k = −f15α

2
1 + f24σ

2
k − f33α

2
3,

A7k = g11α
2
1 − g22σ

2
k + g33α

2
3, A8k = µ11α

2
1 − µ22σ

2
k + µ33α

2
3,

A1k = −c11α2
1 − c55α

2
3 + c66σ

2
k + ρω2.Ôîðìóëà (7) îïèñûâàåò ïåðåìåùåíèÿ, ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé ïîòåíöèàëûâ ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñðåäû è ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ïîëíîå èññëåäîâàíèå äèíà-ìè÷åñêîãî ïðîöåññà â ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðåäå. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àéêðàåâîé çàäà÷è (u1 = u2 = 0; ∂/∂x3 = 0; α3 = 0). Ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñëîéèç êîìïîçèòà BaTiO3 è CoFe2O4 â ñîîòíîøåíèè 30% è 70% ñîîòâåòñòâåííî.
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�èñ. 1. Òî÷êè âûõîäà ïîëþñîâ ïåðâîé ìîäû.Âñå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè �èêñèðîâàííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ îòêðûòûõíà âåðõíåé ãðàíè è ýëåêòðè÷åñêè çàêðûòûõ íà íèæíåé ãðàíè óñëîâèÿõ.Âàæíûì êðèòåðèåì äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí ÿâëÿþòñÿ òî÷êèâûõîäà ïîëþñîâ (ðèñ. 1).Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî çàäà÷à ÌÎ/ÌÎ èìååò îòëè÷íóþ îò ëþáîé äðóãîé ìàãíèò-íîé çàäà÷è ÷àñòîòó âûõîäà ïîëþñà, ïðè ýòîì õàðàêòåð ïîëþñîâ äëÿ çàäà÷ MC/MCè MC/MO â òî÷êå âûõîäà ñîâïàäàåò. Â çàäà÷å MO/MC ÷àñòîòà âûõîäà ïîëþñà ñóâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû îòêëîíÿåòñÿ îò ÷àñòîòû âûõîäà ïîëþñà çàäà÷ MC/MC èMC/MO. Òàêàÿ òåíäåíöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è äðóãèõ ïîëþñîâ íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòî-òàõ.�àññìîòðèì âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèì ïðîöåññîì â ñðåäå ñ ïîìî-ùüþ èçìåíåíèÿ ìàãíèòíûõ óñëîâèé íà åå ãðàíèöàõ. Äëÿ ïåðâîãî ïîëþñà �óíêöèè�ðèíà ãðà�èêè ìåõàíè÷åñêèõ ñìåùåíèé ïðè ω = 1.628 è çàäàííîé â îáëàñòè [-1,1℄ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêå q4.Â ñëó÷àå çàäà÷è ÌÎ/ÌÎ âîëíà ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ.Êîëåáàíèÿ â ñðåäå äîñòàòî÷íî áûñòðî çàòóõàþò, ýòî âèäíî èç ãðà�èêîâ ðåàëü-íîé è ìíèìîé âåëè÷èí ñìåùåíèé u3 (ðèñ. 2 è ðèñ. 3). Ìíèìàÿ ÷àñòü äëÿ çàäà÷è

�èñ. 2. �åàëüíàÿ ÷àñòü ñìåùåíèé U3 íà ÷àñòîòå ω =1.628.
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�èñ. 3. Ìíèìàÿ ÷àñòü ñìåùåíèé U3 íà ÷àñòîòå ω=1.628.ÌÎ/ÌÎ íà äàííîé ÷àñòîòå ðàâíà íóëþ. Äëÿ âñåõ äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êî-ëåáàíèÿ èìåþò óñòîÿâøóþñÿ àìïëèòóäó, ðàçëè÷íóþ ïî âåëè÷èíå â çàâèñèìîñòè îòãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íîâàöêèé Â. Ýëåêòðîìàãíèòíûå ý��åêòû â òâåðäûõ òåëàõ/ Ïåð. ñ ïîëüñêîãî Â.À.Øà÷íåâà. Ì.: Ìèð, 1986. 126 ñ.[2℄ Peng-Fei Hou, Hao-Jiang Ding, Jiang-Ying Chen. Green's fun
tions for transverselyisotropi
 magnetoele
troelasti
 media // International Journal of Engineering S
ien
e.2005. V. 43 � 10. Pp. 826�858.[3℄ Calas H., Otero J.A., Rodriguez-Ramos R., Monsivais G., Stern C. Dispersion relationsfor SH wave in magneto-ele
tro-elasti
 heterostru
tures // International Journal of Solidsand Stru
tures V. 45. 2008. Pp. 5356�5367.[4℄ Ëåâè Ì.Î. Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ // ÂåñòíèêÞÍÖ �ÀÍ. 2011. Ò. 7. � 4. Ñ. 5�9.Levi O.M. The in�uen
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vibrations of ele
tromagnetoelasti
ity layer is 
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urs underthe in�uen
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tion ele
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ity is 
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ts of di�erent boundary 
onditions on the dynami
s of ele
tromagnetoelasti
ity layerare studied. Ability to 
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∗∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó
∗∗∗Èíñòèòóò ìåõàíèêè Àðìÿíñêîé Àêàäåìèè íàóê, Åðåâàí�àçâèòèå ýëåìåíòíîé áàçû àêóñòîýëåêòðîíèêè, ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿñîâðåìåííûõ èñêóññòâåííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ðàáîòàþùèõ â ýêñòðåìàëüíûõóñëîâèÿõ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, ïðåäúÿâëÿþò ïîâûøåí-íûå òðåáîâàíèÿ ê ïðèìåíÿåìûì ìåòîäîâ ðàñ÷åòà è ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì. Èíòåðåñïðåäñòàâëÿåò ðàññìîòðåíèå ñâÿçàííûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ â ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïî-ñòàíîâêå. Îäíàêî ðàçðàáîòêà òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ íåîä-íîðîäíîé ïüåçîàêòèâíîé ïîäëîæêè ïðè âîçáóæäåíèè ïëàíàðíûìè ìíîãîýëåêòðîäíûìèñèñòåìàìè ñîïðÿæåíî ñ âûñîêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíîïðåäëîæèòü ý��åêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷èíà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâè çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â ìíîãîýëåêòðîäíûõ ñèñòåìàõ. Äàííàÿ ìåòîäè-êà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ è ó÷åñòü êàê êðàåâûåý��åêòû, òàê è ðàñïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ïîä âíóòðåííèìè ýëåêòðîäàìè.Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ óïðîùåííîé ìîäåëè � ðàñ÷åò ýëåêòðîàêóñòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ âóñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìàõ ðàáîòû â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò èëè ÷àñòîò, áëèçêèõ ê ÷àñòî-òå àêóñòè÷åñêîãî ñèíõðîíèçìà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ïüåçîàêòèâíîé ïîä-ëîæêè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñëîèñòî íåîäíîðîäíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî. Â êà÷å-ñòâå ïüåçîýëåêòðèêà ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèñòàëëû êëàññà 2mm, ïîëÿðèçàöèÿ ñëîÿíàïðàâëåíà âäîëü îñè x3, ïîëÿðèçàöèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà � ïðîòèâîïîëîæíî íà-ïðàâëåíà. Ñèñòåìà âîçáóæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó èç N òîíêèõ ïðî-òÿæåííûõ ýëåêòðîäîâ ak 6 x1 6 bk, x2 = h, |x3| 6 ∞ , k = 1, 2, ..., N , âåñîì èæåñòêîñòüþ êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ðèñ. 1).Ñìåùåíèå òî÷åê ñðåäû u(n) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ýëåêòðîóïðó-ãîñòè è êâàçèýëåêòðîñòàòèêè:

∇ ·T(n) = ρ(n)ü(n), (1)
∇ ·D(n) = 0. (2)Çäåñü èíäåêñ (n) óêàçûâàåò, ê êàêîìó ñëîþ îòíîñÿòñÿ âåëå÷èíû, ρ � ïëîòíîñòüìàòåðèàëà ñðåäû, T � ëèíåàðèçîâàííûé òåíçîð íàïðÿæåíèé, D � âåêòîð ýëåê-òðè÷åñêîé èíäóêöèè, èìåþùèå ñëåäóþùèé âèä:

T
(n)
ij = C

(n)
ijkl

∂u
(n)
k

∂xl
+ e

(n)
ijk

∂ϕ(n)

∂xk
, (3)
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�èñ. 1. �åîìåòðèÿ çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ýëåêòðîäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãîñëîÿ íà äèýëåêòðè÷åñêîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.
D

(n)
i = e

(n)
ijk

∂u
(n)
j

∂xk
− ε

(n)
ij

∂ϕ(n)

∂xj
, (4)ãäå ϕ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, Cijkl, eijk, εij � ñîîòâåòñòâåííî óïðóãèå, ïüå-çîýëåêòðè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò âèäà è âåëè÷èíûíà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé.Íà ïîâåðõíîñòè x2 = hM çàäàíû ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ T(∗) è ïîòåíöèàëûíà ýëåêòðîäàõ ϕk:

ϕ(M) = ϕk, x2 = hM , x1 ∈ [ak, bk], k = 1, 2, ..., N, (5)T(M) = T(∗), x2 = hM . (6)Íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ ìåæäó ñëîÿìè ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ïîëåé ñìå-ùåíèé è íàïðÿæåíèé, ïîòåíöèàëà è íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîé èí-äóêöèè:T(n) = T(n+1), n ·D(n) = n ·D(n+1), x2 = hn, n = 0, 1, ...,M − 1, (7)u(n) = u(n+1), ϕ(n) = ϕ(n+1), x2 = hn, n = 0, 1, ...,M − 1. (8)Èíäåêñîì (0) îòìå÷åíû âåëè÷èíû â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Íà áåñêîíå÷íîñòè íåîáõî-äèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé èçëó÷åíèÿ Çîììåð�åëüäà:u(0) → 0, ϕ(0) → 0, x2 → −∞. (9)2. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è â ñëó÷àå ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé.Îáû÷íî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîäîëüíûå ðàçìåðû ýëåêòðîäîâ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñ-õîäÿùèìè ïîïåðå÷íûå, à ñâîéñòâà ïîäëîæêè îäíîðîäíûìè âäîëü îñè x3.Ïðèìåíÿÿïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x1 ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (1)�(2) è ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì (3)�(9), çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé ñòðîèòñÿ òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè. Îáùåå ðåøåíèåâ ëþáîé òî÷êå ïîäëîæêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ T ∗
32(x1) è
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2(x1) íà ïîâåðõíîñòè x2 = hM . Â ñëó÷àå ñäâèãîâûõêîëåáàíèé óêàçàííûå âûðàæåíèÿ èìåþò âèä:

u3(x1, x2) =
1

2π

∞
∫

−∞

T ∗
32(α)K31(α, x2)e

−iαx1dα +
1

2π

∞
∫

−∞

D∗
2(α)K32(α, x2)e

−iαx1dα, (10)
ϕ(x1, x2) =

1

2π

∞
∫

−∞

T ∗
32(α)K41(α, x2)e

−iαx1dα+
1

2π

∞
∫

−∞

D∗
2(α)K42(α, x2)e

−iαx1dα. (11)Çäåñü α � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x1, Knm � ñèìâîëûÿäåð ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó èñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïîäëîæêè.Ñ÷èòàÿ ïîòåíöèàëû íà ýëåêòðîäàõ èçâåñòíûìè, à ïîâåðõíîñòü � ñâîáîäíîé îòìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ïîä ýëåêòðîäàìè:
1

2π

∞
∫

−∞

D∗
2(α)K42(α, 0)e−iαx1dα = ϕ(x1, 0). (12)Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12) ïðèìåíÿåòñÿ îáîáùåíèå ïðåäëîæåí-íîãî â [1℄ ìåòîäà. Äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ïîä ýëåêòðîäàìè âûïîëíÿåòñÿ ñëå-äóþùåå óñëîâèå: n ·D(∗) = −q(x1) = −

N
∑

n=1

qn(x1), (13)ãäå qn(x1) � ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ïîä ýëåêòðîäîì ñ íîìåðîì n. Ïðåäñòàâèì qn(x1)â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå �óíêöèé {ϕk(x1), k = 1, 2, ...,M},îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [an, bn]:
qn(x1) =

M
∑

k=1

Cnkϕk(x1). (14)Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (14), èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (12) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
1

2π

N
∑

n=1

M
∑

k=1

Cnk

∞
∫

−∞

K42(α, 0)Φ+
k (α)Φ−

n (α)dα =

bn
∫

an

u4(x1)ϕn(x1)dx1, n = 1, ..., N. (15)ãäå
Φ+
k (α) =

bk
∫

ak

ϕk(x1)e
iαx1dx1, Φ−

n (α) =

bn
∫

an

ϕn(x1)e
−iαx1dx1.Èç (15) âèäíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12) îñíîâíàÿ âû÷èñ-ëèòåëüíàÿ íàãðóçêà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé N ∗M êîíòóðíûõ èíòå-ãðàëîâ.



132 Ëûæîâ Â.À., Òóêîäîâà Î.Ì., Âîðîâè÷ Å.È., Àãàÿí Ê.Ë.3. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è.Â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ý��åêòèâíûé ìå-òîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, ó÷èòûâàþùèé çàêîíî-ìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â ìíîãîýëåêòðîäíûõ ñèñòåìàõ è îñíîâàííûé íàðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ. Äåé-ñòâèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ïîä ýëåêòðîäàìè ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîä íåñêîëüêèìè êðàéíèìè ýëåêòðîäàìè è íåêîòîðîéïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî �îðìà ðàñïðå-äåëåíèÿ çàðÿäîâ ïîä âíóòðåííèìè ýëåêòðîäàìè ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïîäöåíòðàëüíûì ýëåêòðîäîì. Ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ïîä âñåé ýëåêòðîäíîéñèñòåìîé äîëæíà ñîâïàäàòü ñ íåêîòîðîé �óíêöèåé w(x1), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåìêîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî ýëåêòðîäà.Àíàëèç òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîäíûõ ñèñòåì ïîêàçàë, ÷òî ó÷åò3-õ êðàéíèõ ýëåêòðîäîâ ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñàòü êðàåâûå ý��åêòû(ðèñ. 2). Óêàçàííûå äîïóùåíèÿ íàêëàäûâàþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà êîý��èöè-åíòû Cnk èç (14):
w(c4)C4k = w(c5)C5k = ... = w(cN−4)CN−4k = w(cN−3)CN−3k, k = 1, 2, ...,M, (16)ãäå cn = (an + bn)/2 � ñåðåäèíà ýëåêòðîäà ñ íîìåðîì n. Ñ ó÷åòîì (16) ñèñòåìàóðàâíåíèé (15) ïðèíèìàåò âèä:

1

2π

3
∑

n=1

M
∑

k=1

Cnk

∞
∫

−∞

K42(α, 0)Φ+
k (α)Φ−

n (α)dα+

1

2π

M
∑

k=1

C4k

∞
∫

−∞

K42(α, 0)Φ+
k (α)

(

N−3
∑

n=4

w(cn)Φ
−
n (α)

)

dα+ (17)

�èñ. 2. Îøèáêà ðàñ÷åòà ïî óïðîùåííîé ñõåìå ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì äëÿ15-ýëåêòðîäíîé ñèñòåìû íà ïîäëîæêå ZnO. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ó÷åòó 3-õêðàéíèõ ýëåêòðîäîâ, ïóíòèðíàÿ � 2-õ ýëåêòðîäîâ.
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+

1

2π

N
∑

n=N−2

M
∑

k=1

Cnk

∞
∫

−∞

K42(α, 0)Φ+
k (α)Φ−

n (α)dα =

bn
∫

an

u4(x1)ϕn(x1)dx1, n = 1, ..., N.Îøèáêà ðàñ÷åòà ïî òàêîé óïðîùåííîé ñõåìå îáóñëîâëåíà â îñíîâíîì íåñèììåòðè÷-íîñòüþ âëèÿíèÿ ýëåêòðîäíîé ñèñòåìû íà íåöåíòðàëüíûå ýëåêòðîäû. Êîëè÷åñòâîíåèçâåñòíûõ ïðè òàêîì ïîäõîäå ðåäóöèðóåòñÿ ñ N ∗ M , ãäå N � ÷èñëî ïîâåðõ-íîñòíûõ ýëåêòðîäîâ, äî 7 ∗M . Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîñòðîåíèåðåøåíèÿ ìîãóò áûòü óìåíüøåíû â äåñÿòêè ðàç â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ýëåê-òðîäîâ â ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû Ïðåçèäè-óìà �ÀÍ �25, �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (12-01-00811,12-08-01040).
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ÎÁ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉÏÎ�ÎÓÏ�Ó�ÎÉ ÊÎËÎÍÍÛËÿïèí À.À., Êîçèí Ñ.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåí ñïîñîá èäåíòè�èêàöèè õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîé ïîðîóïðóãîé êî-ëîííû íà îñíîâå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà è ìèíè-ìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè. Ïîñòðîåíî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè ìåòîäàñòðåëüáû äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèâåäåíî ñîîòíîøå-íèå âçàèìíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòåé è ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà, íàîñíîâå êîòîðîãî âûâåäåíû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèç-âåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ìîäåëè íåîäíîðîäíîé ïîðî-óïðóãîñòè, äëÿ êîòîðîé êîý��èöèåíòû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò. Ïðè ýòîìîñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ êîý��èöèåíòîâ ïîäàííûì ÷àñòîòíîãî çîíäèðîâàíèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çà-äà÷. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûëà ðåàëèçîâàíà çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè õàðàêòåðèñòèêíåîäíîðîäíîé ïîðîóïðóãîé êîëîííû. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðåêîíñòðóêöèè êîñòíîé òêàíè èëèïîðîóïðóãîãî ñëîÿ â ðåæèìå òîëùèííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ áû-ëà èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ñðåäû Áèî [4℄ 
 ó÷åòîì âûñîêî÷àñòîòíûõ ñëàãàåìûõ, ÷òîäåëàåò ìíîãèå ïàðàìåòðû çàâèñèìûìè îò ÷àñòîòû:
∇ · σel + ω2(ρE − ρfΓ) · u− (A− Γ)∇p+ fs = 0,

∇ · (K̃ · ∇p) + iω
φ

R
p+ iω(A− Γ) · ·ǫ+ ff = 0.

(1)Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
σ = σel −Ap, Θ = θ − 1

φ
A · ·ǫ− φ

R
p , (2)ãäå Γ = −iωρfK̃, Ã = A− Γ, K̃ = −iωK · [−iωE −Kmfω
2]−1, mf = τ

ρf

φ
.Çäåñü σel � òåíçîð óïðóãîñòè, A � òåíçîð êîíñòàíò Áèî, K � òåíçîð ïðîíèöàå-ìîñòè ñðåäû, ρ, ρf � ïëîòíîñòè ñðåäû, è ïëîòíîñòü æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, ω �÷àñòîòà êîëåáàíèé ñðåäû, u � âåêòîð ñìåùåíèé ñðåäû, p � äàâëåíèå æèäêîñòè âïîðàõ, φ � ïîðèñòîñòü ñðåäû, R � ãèäðîñòàòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà.Êîëîííà æåñòêî çàùåìëåíà íà íèæíåì êîíöå è ïîäâåðãàåòñÿ íàãðóæåíèþïðîäîëüíîé ñèëîé â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé íà âåðõíåì. Ïðèâåäåíûàìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðà ïîðèñòîñòè ñðåäû.Âûâåäåíî îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå, íà îñíîâå êîòîðîãî ðåøåíèå îáðàòíîé çà-äà÷è ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
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φ=0.2φ=0.1�èñ. 1. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè.1-ãî ðîäà [5, 6℄ ìåòîäîì Òèõîíîâà [7℄ ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ïàðàìåòðà ðåãó-ëÿðèçàöèè.
∫ 1

0

RC(s)U ′
0(æ, s)Ū0

′
(æ, s)ds = F (f(æ) − U0(æ, 1)),

∫ 1

0

RA(s)(U ′
0(æ, s)P̄0(æ, s) − Ū0

′
(æ, s)P0(æ, s))ds = F (f(æ) − U0(æ, 1)),

(3)ãäå RC , RA � ïîïðàâêè óïðóãîãî ìîäóëÿ è ìîäóëÿ Áèî, U0, P0 � ðåøåíèå ëèíåàðè-çîâàííîé çàäà÷è, F � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà âåðõíåì êîíöå êîëîííû, U0(æ, 1) �àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ î ñìåùåíèÿõ âåðõíåãî êîíöà êîëîííû â íåêîòîðîì íàáîðå÷àñòîò.
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�èñ. 2. �åçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè.



136 Ëÿïèí À.À., Êîçèí Ñ.Â.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíò �10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾ Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä-ðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009 - 2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò Ï596, ñîãëàøåíèå�14.132.21.1360).
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tion of the 
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teristi
s of an inhomogeneousporoelasti
 
olumn. The way of 
hara
teristi
s identifying for inhomogenous poroelasti

olumn, based on solving of the Fredholm integral equation and minimizing of residualfun
tional, is presented. The solving of dire
t problem is 
onstru
ted using the shootingmethod for linear systems of di�erential equations. Re
ipro
ity ratio for 
ommon geometryand anisotropy is shown. Using that ratio the Fredholm integral equations for determining ofunknow 
oe�
ients are 
onstru
ted.



Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ �ÀÑ×ÅÒÀ ÎÁÒÅÊÀÍÈßÏ�ÎÔÈËÅÉ, ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ Ï�È ÏÎÌÎÙÈ �ÀÇËÈ×ÍÛÕ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÑÕÅÌ ÌÅÒÎÄÀ ÂÈÕ�ÅÂÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÌàêàðîâà Ì.Å., Ìàð÷åâñêèé È.Ê.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. ÁàóìàíàÏðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìîäåëèðîâàíèè îáòåêàíèÿ ïðî-�èëÿ, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîãî è ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà âèõðå-âûõ ýëåìåíòîâ. �àññìîòðåíû ïðî�èëè ïðîñòåéøèõ �îðì, äëÿ êîòîðûõ ìåòîäàìè ÒÔÊÏìîæíî íàéòè òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå áåçâèõðåâîãî âíåøíåãî òå-÷åíèÿ è ïðè íàëè÷èè âáëèçè ïðî�èëÿ èçîëèðîâàííîé âèõðåâîé îñîáåííîñòè ïîëÿ ñêî-ðîñòåé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä âèõðåâûõýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå ñóùåñòâåííî òî÷íåå ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷å-ñêèì ïîäõîäîì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ìîäåëèðîâàíèè ïëîñêîãî ñòà-öèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ íåïîäâèæíîãî ïðî�èëÿ, çàíèìàþùåãî îáëàñòü C ⊂ R
2,â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé (òèïà âèõðÿ),ïëîñêîïàðàëëåëüíûì ïîòîêîì íåñæèìàåìîé ñðåäû. Òîãäà ïîëå ñêîðîñòåé ñðåäû ~vâ îáëàñòè R

2 \ C áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì


















∇ · ~v(~r) = 0, ~r 6= ~r0j , j = 1, m,

~v(~r) · ~n|∂C = vn|∂C = 0,

~v(~r) → ~v∞, |~r| → ∞,ãäå ~n � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ïðî�èëÿ ∂C, ~r0j � ïîëîæåíèå j-éèçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé.2. �åøåíèå ìåòîäîì âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ. �àñ÷åò âíåøíåãî îáòåêàíèÿïðî�èëÿ, â ñëó÷àå, êîãäà â îáëàñòè òå÷åíèÿ ïðèñóòñòâóþò èçîëèðîâàííûå âèõ-ðè, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü íà êàæäîì øàãå ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî îáòå-êàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áåññåòî÷íûõ ëàãðàíæåâûõ ìåòîäîâ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ.Ïîýòîìó îò òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàâèñèò òî÷íîñòü ìåòîäà.Ñêîðîñòü â òî÷êå (x; y) îáëàñòè òå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíòåíñèâíîñòè âèõ-ðåâîãî ñëîÿ γ(p0) = γ(x0, y0) [1, 2℄, ìîäåëèðóþùåãî ïðî�èëü, è èíòåíñèâíîñòèîñîáåííîñòåé ïîëÿ ñêîðîñòåé ~Gj = (0, 0, Gj)
T , ïðèñóòñòâóþùèõ â îáëàñòè òå÷åíèÿ.Ïóñòü ïîëå ñêîðîñòåé ñðåäû ~v = (vx, vy, 0)T ; ~v∞ = (cosβ, sin β, 0)T � ñêîðîñòüíåâîçìóùåííîãî ïîòîêà; òî÷êà âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè çàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì

~r = (x, y, 0)T ; òî÷êà íà ãðàíèöå ïðî�èëÿ, ïî êîîðäèíàòàì êîòîðîé âåäåòñÿ èíòå-ãðèðîâàíèå, çàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r0 = (x0, y0, 0)T , òîãäà ~γ(~r0) = (0, 0, γ(~r0))
T ,

~v(~r) = ~v∞ +

m
∑

j=1

~W (~r, ~Gj) +

∮

∂C

~γ(~r0) × (~r − ~r0)

2π|~r − ~r0|2
dlr0, ~r ∈ R

2 \ C, (1)



138 Ìàêàðîâà Ì.Å., Ìàð÷åâñêèé È.Ê.ãäå ~W (~r, ~Gj) � ñêîðîñòü, èíäóöèðóåìàÿ â òî÷êå ~r j-é îñîáåííîñòüþ ïîëÿ ñêîðîñòåé.Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà ~v− íà ãðàíèöå ñî ñòîðîíû ïðî�èëÿ îïðå-äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì [2℄
~v−(~r) = ~v(~r) −

(

~γ(~r)

2
× ~n(~r)

)

, r ∈ ∂C, (2)ãäå ~n(~r) � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïðî�èëþ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ γ(~r) èñïîëüçóåòñÿóñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ âåêòîðà ñêîðîñòè ~v−(~r), êîòîðîå îáåñïå÷èâàåòñÿ îáíóëå-íèåì ëèáî íîðìàëüíîé, ëèáî êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû ~v−(~r) [2, 3℄.Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò îáíóëåíèþ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòûâåêòîðà ~v−(~r) è ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ [2℄.
∮

∂C

~n(~r) · ~γ(~r0) × (~r − ~r0)

2π|~r − ~r0|2
dlr0 = −~n(~r) ·

(

~v∞ +
m
∑

j=1

~W (~r, ~Gj)

)

, r ∈ ∂C. (3)Òàêîé ïîäõîä áóäåì ñîêðàùåííî íàçûâàòü ÍÌÂÝ (ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâñ íîðìàëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòåé).Ìîäè�èöèðîâàííûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå óðàâíå-íèÿ (2) íà êàñàòåëüíóþ ~τ(~r) ê ãðàíèöå ïðî�èëÿ [2, 3℄. Ïðè÷åì ~τ(~r): ~n(~r) × ~τ (~r) = ~k,
|~τ(~r)| = 1, ãäå ~k � îðò îñè Oz, òîãäà ïîëó÷èì
∮

∂C

(~r − ~r0) · ~n(~r)

2π|~r − ~r0|2
γ(~r0)dlr0 −

γ(~r)

2
= −~τ (~r) ·

(

~v∞ +
m
∑

j=1

~W (~r, ~Gj)

)

, r ∈ ∂C. (4)Ýòîò ïîäõîä áóäåì ñîêðàùåííî íàçûâàòü ÊÌÂÝ (ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâñ êàñàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòåé).×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3), (4) îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó-÷àå áåçâèõðåâîãî âíåøíåãî îáòåêàíèÿ ïðî�èëåé [4℄. Ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõóðàâíåíèé â ñëó÷àå áåçâèõðåâîãî âíåøíåãî òå÷åíèÿ è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåòîæå ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó íàëè÷èå èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé ïîëÿ ñêîðîñòåéâëèÿåò ëèøü íà ïðàâóþ ÷àñòü, à ÿäðà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îñòàþòñÿ òåìè æå.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèé ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâñðàâíèâàþòñÿ ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïîëó÷àåìûì ìåòîäàìè ÒÔÊÏ.Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå äàæå äëÿ ïðî�èëåé ïðîñòåéøèõ �îðì (äëÿ êîòîðûõ ëåãêîïîñòðîèòü êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå íà êðóã) ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íûõ èçîëèðîâàí-íûõ âèõðåé ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó âìåñòî èñõîäíîéðàññìîòðèì çàäà÷ó ïî ðàñ÷åòó îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ ïðè íàëè÷èè òàêèõ îñîáåííî-ñòåé ïîëÿ ñêîðîñòåé, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ, îòîáðàæà-þùåãî âíåøíîñòü ïðî�èëÿ íà âíåøíîñòü êðóãà, ïåðåâîäÿòñÿ â òî÷å÷íûå èçîëèðî-âàííûå âèõðè. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è ëåãêî ïîñòðîèòü ìåòîäîì îòðàæåíèé.Íèæå íà ãðà�èêàõ ïðèâåäåíû âû÷èñëåííûå ìåòîäàìè ÍÌÂÝ è ÊÌÂÝ âåëè-÷èíû èíòåíñèâíîñòåé âèõðåâûõ ñëîåâ íà ïðî�èëå; â òàáëèöàõ � ïîãðåøíîñòè ÷èñ-ëåííûõ ðåøåíèé ‖∆‖l1 =
N
∑

i=1

|γi − γ0
i | li, ãäå N � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ðàñ÷åòíîé



�àñ÷åò îáòåêàíèÿ ïðî�èëåé ìåòîäîì âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ 139ñõåìû, γi � íàéäåííîå â ðàñ÷åòàõ ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿíà i-é ïàíåëè, γ0
i � ñðåäíåå çíà÷åíèå òî÷íîé âåëè÷èíû èíòåíñèâíîñòè íà ðàññìàò-ðèâàåìîì ýëåìåíòå, li � äëèíà ïàíåëè, CondA � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ êðóãîâîãî ïðî�èëÿ â ñëó÷àå,êîãäà òî÷å÷íûé èçîëèðîâàííûé âèõðü åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ðàñïîëîæåí íàðàññòîÿíèè d3 = 0,01 îò ãðàíèöû ïðî�èëÿ, ÷èñëî ïàíåëåé N = 50.

�èñ. 1. Èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè êðóãîâîãî ïðî�èëÿ, ðàññ÷èòàííàÿÍÌÂÝ (à) è ÊÌÂÝ (á) â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.Ïðè N = 50 ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ÍÌÂÝâåëèêà, îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïàíåëåé ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êà-÷åñòâåííî âåðíîå ðåøåíèå íà ãðàíèöå ïðî�èëÿ âáëèçè èçîëèðîâàííîãî âèõðÿ.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ïîãðåøíîñòè â íîðìå ‖∆‖1 ïðè ðàñ÷åòå ìåòîäàìè ÍÌÂÝ èÊÌÂÝ áåçâèõðåâîãî îáòåêàíèÿ ýëëèïñà è íåñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ Æóêîâñêîãîñ îòíîñèòåëüíûìè òîëùèíàìè 10 % ïîä óãëîì àòàêè β = π/6.ÍÌÂÝ ÊÌÂÝ
‖∆‖1(N) 50 200 500 50 200 500Ýëëèïòè÷åñêèé ïðî�èëü 0,52 0,14 0,06 0,06 0,006 0,0015Ïðî�èëü Æóêîâñêîãî 45,80 22,26 15,07 0,10 0,010 0,0025Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå êëàññè÷åñêîãî è ìîäè�èöèðîâàííîãî ïîäõîäîâ.Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ìåòîä ÊÌÂÝ âî âñåõ ñëó÷àÿõ îáåñïå÷èâàåò ìåíüøóþ ïîñðàâíåíèþ ñ ÍÌÂÝ ïîãðåøíîñòü, ïîðîé îòëè÷àþùóþñÿ íà ïîðÿäîê.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèè îáòåêàíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿîòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 10 %, óñòàíîâëåííîãî ïîä óãëîì àòàêè β = π/18, ïðèðàñïîëîæåíèè îñîáåííîñòè åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè âî âíåøíåì òå÷åíèè íà ðàñ-ñòîÿíèè d3 = 0,05 îò ãðàíèöû ïðî�èëÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèèìåòîäà ÍÌÂÝ îøèáêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âáëèçè îñòðîé êðîìêè ðàñòåò êàòà-ñòðî�è÷åñêè è ñòàíîâèòñÿ íåïðèåìëåìî áîëüøîé äàæå ïðè íåáîëüøèõ N .Òåïåðü ðàññìîòðèì îáòåêàíèå ïðî�èëÿ ñ òðåìÿ óãëîâûìè òî÷êàìè, α = π/6,

ψ = 3π/4, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ðàçáèòà íà N = 140 ïàíåëåé, ñóùåñòâåííî ðàç-ëè÷àþùèõñÿ ïî äëèíå (ðèñ. 3). Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿäàííîãî ïðî�èëÿ ïîä íóëåâûì óãëîì àòàêè. Âèäíî, ÷òî â óãëîâûõ òî÷êàõ ïðî�è-ëÿ, ãäå ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà íåðàâíîìåðíà, ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ÊÌÂÝ, êà-÷åñòâåííî ëó÷øå ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ÍÌÂÝ, ïîñêîëüêó èçâåñòíî [2℄, ÷òî â ýòèõòî÷êàõ ðåøåíèå äîëæíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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�èñ. 2. Èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè íåñèììåòðè÷íîãî ïðî�èëÿ Æó-êîâñêîãî, ðàññ÷èòàííàÿ ÍÌÂÝ (à) è ÊÌÂÝ (á) â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.
�èñ. 3. Ïðî�èëü ñ óãëîâûìè òî÷êàìè.

�èñ. 4. Èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè ïðî�èëÿ ñ óãëîâûìè òî÷êàìè,ðàññ÷èòàííàÿ ÍÌÂÝ (à) è ÊÌÂÝ (á) íà íåðàâíîìåðíîé ñõåìå.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè ýòîãî ïðî�èëÿ íà ïà-íåëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå îáîèìè ìåòîäàìè, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò (ðèñ. 5).Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ÍÌÂÝ ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ëèøü íà ðàâíîìåðíûõñõåìàõ, òîãäà êàê ìåòîä ÊÌÂÝ äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííî ïðàâèëü-
�èñ. 5. Èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè ïðî�èëÿ ñ óãëîâûìè òî÷êàìè,ðàññ÷èòàííàÿ ÍÌÂÝ (à) è ÊÌÂÝ (á) íà ðàâíîìåðíîé ñõåìå.



�àñ÷åò îáòåêàíèÿ ïðî�èëåé ìåòîäîì âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ 141íîå ðåøåíèå êàê íà ðàâíîìåðíûõ, òàê è íà íåðàâíîìåðíûõ ñõåìàõ.�àññìîòðèì îáòåêàíèå àíàëîãè÷íîãî ïðî�èëÿ ñ òðåìÿ óãëîâûìè òî÷êàìè, íîñ ψ = 7π/6 è α = π/6 íà ðàâíîìåðíîé ñõåìå (ðèñ. 6).
�èñ. 6. Èíòåíñèâíîñòü âèõðåâîãî ñëîÿ ïðè îáòåêàíèè ïðî�èëÿ ñ óãëîâûìè òî÷êàìè,ðàññ÷èòàííàÿ ÍÌÂÝ (à) è ÊÌÂÝ (á).Ñîãëàñíî [2℄ â óãëîâûõ òî÷êàõ ñ âíåøíèì óãëîì ψ > π ðåøåíèå èìååò îñîáåí-íîñòü âèäà 1

ρ1−π/ψ
, ãäå ρ � ðàññòîÿíèå îò ãðàíèöû ïðî�èëÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò.Àíàëèç íàéäåííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòî-äàìè ÍÌÂÝ è ÊÌÂÝ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò óêàçàííîé àñèìïòîòèêå.4. Çàêëþ÷åíèå. �åçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåí-íàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàìíîãî áîëååòî÷íîå ðåøåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ñõåìîé, ïðè ýòîì ÷èñëî îáóñëîâ-ëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû, àïïðîêñèìèðóþùåé ñîîòâåòñòâóþùåå èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå, ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àíäðîíîâ Ï.�., �óâåðíþê Ñ.Â., Äûííèêîâà �.ß. Âèõðåâûå ìåòîäû ðàñ÷åòà íåñòà-öèîíàðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 2006. 184 ñ.[2℄ Ëè�àíîâ È.Ê. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûé ýêñïåðè-ìåíò. Ì.: ßíóñ, 1995. 520 ñ.[3℄ Kempka S.N., Glass M.W. et al. A

ura
y Considerations for Implementing Velo
ityBoundary Conditions in Vorti
ity Formulations // SANDIA REP. SAND96-0583, 1996.[4℄ Ìàêàðîâà Ì.Å. �àñ÷åò ñòàöèîíàðíîãî áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ ïîòîêîìèäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû // Âåñòíèê Ì�ÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà. Åñòåñòâåííûåíàóêè. 2011. Ñïåö. âûïóñê ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿. Ñ. 124�133.Makarova M. E., Mar
hevsky I.K. Comparison of airfoil in the �ow simulation resultsfor two numeri
al s
hemes of vortex elements method . The 
omparison of the results numeri
alsimulations using the 
lassi
al and modi�ed vortex elements method for the airfoil in the �ow ispresented. Airfoils of su
h simple shapes for whi
h exa
t analyti
al solution 
ould be obtainedusing 
omplex analysis are 
onsidered. The results obtained show that the modi�ed numeri
als
heme allows to �nd more a

urate solution in 
omparison with 
lassi
al approa
h.



ÝÂÎËÞÖÈß �ÀÇÎÂÎ�Î ÏÓÇÛ�ÜÊÀ Â ÑËÎÅ ÑÒÅÊËÎÔÀÇÛÏ�È ÑÏÅÊÀÍÈÈ ÏÎ�ÎØÊÎÂÌàðòûíîâ �.Ý.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êèíåòèêè ðîñòà ãàçîâî-ãî ïóçûðüêà ïðè îñòûâàíèè îáðàçöà êåðàìèêè îò 1000K äî òåìïåðàòóðû ñòåêëîâàíèÿ
478K. Â äàííîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð ñòåêëîìàññà ïðîñëîéêè ïðåäñòàâëåíà â âèäå âÿç-êîóïðóãîãî òåëà. Ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ñòåêëîðàñïëàâà â íà÷àëüíûé ìîìåíòäàííîé ñòàäèè ðàñ÷åòà ðàâíà òîëùèíå ñëîÿ ïî îêîí÷àíèè ïåðâîãî ýòàïà îõëàæäåíèÿ, òî-ãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì íàïðÿæåíèÿ äèëàòàöèè, êîòîðîå îáóñëîâëåíî âíóòðåííèìèòåðìîâÿçêîóïðóãèìè íàïðÿæåíèÿìè. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèÿ �îð-ìèðîâàíèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà íà íèçêîòåìïåðàòóðíîì ýòàïå îñòûâàíèÿ êåðàìè÷åñêîãîîáðàçöà çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ýòàïà.Ââåäåíèå.Èçâåñòíî [1℄, ÷òî ïðè ñïåêàíèè êåðàìèêè â æèäêîé �àçå (ñòåêëî�àçà), çà-ïîëíÿþùåé ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êðóïèíêàìè ïîðîøêà ïðè âûñîêîé òåìïåðàòó-ðå, îáðàçóþòñÿ íåñïëîøíîñòè (ïóçûðüêè). Îáû÷íî ñòåêëî�àçà îáðàçóåò ìåæçå-ðåííóþ ïëåíêó òîëùèíîé ≈ 10íì, â êîòîðîé êðèòè÷åñêèé ðàçìåð ïóçûðüêà ïðå-âûøàåò äàííûé ðàçìåð. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïóçûðåê âñåãäà îáðàçóåòñÿ íà ãðàíèöåêðèñòàëëèò�ñòåêëî�àçà è ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì çàðîæäåíèÿ.�àíåå àâòîðîì [2℄ áûëè óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ðîñòà ãàçîâîãî ïóçûðüêà â ñòåêëî-�àçíîé ïðîñëîéêå çà ñ÷¼ò ïåðåíîñà ðàñòâîðåííîãî ãàçà ÷åðåç ìàññèâ ñòåêëîìàññûïðè îñòûâàíèè îáðàçöà êåðàìèêè îò 1500K äî 1000K.Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êèíåòèêè ðîñòà ãà-çîâîãî ïóçûðüêà ïðè îñòûâàíèè îáðàçöà êåðàìèêè îò 1000K äî òåìïåðàòóðû ñòåê-ëîâàíèÿ 478K. Â äàííîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð ñòåêëîìàññà ïðîñëîéêè ïðåäñòàâ-ëåíà â âèäå âÿçêîóïðóãîãî òåëà [3℄. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ñòåê-ëîðàñïëàâà â íà÷àëüíûé ìîìåíò äàííîé ñòàäèè ðàñ÷åòà ðàâíà òîëùèíå ñëîÿ ïîîêîí÷àíèè ïåðâîãî ýòàïà îõëàæäåíèÿ, òîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì íàïðÿæå-íèÿ äèëàòàöèè, êîòîðîå îáóñëîâëåíî âíóòðåííèìè òåðìîâÿçêîóïðóãèìè íàïðÿæå-íèÿìè.�àññìîòðèì äè��óçèþ ãàçà â ýòîì ñëîå ñ ó÷åòîì ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ
p(r, t) â íåì. Óðàâíåíèå òåðìîìåõàíîäè��óçèè ãàçà (ý��åêò Êîíîáååâñêîãî��îðñêîãî [1℄) âäîëü ñëîÿ èìååò âèä

∂c

∂t
= ∇

(

Dc

kBT
∇µ
)

, (1)ãäå õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñëàáîãî ðàñòâîðà ãàçà µ = kBT ln (c/c0) − Ωp(r, t), ãäå
Ω = N−1, D(T ) = D0T exp

(

− ED
kBT

) � êîý��èöèåíò äè��óçèè ãàçà â ñòåêëî�à-çå, D0 � ïîñòîÿííàÿ, ED � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè ïðîöåññà äè��óçèè, N � ÷èñëî



Ýâîëþöèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà â ñëîå ñòåêëî�àçû 143ìåñò âîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ ãàçà â åäèíèöå îáúåìà ñòåêëî�àçû. Âèä
D(T ) âûáðàí äëÿ ñòåêëîðàñïëàâà B2O3. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (1) àíàëîãè÷íûñîîòâåñòâóþùèì óñëîâèÿì â [2℄, [4�9℄.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èññëåäóåì òåïåðü ïðîöåññ ðàñòâîðåíèÿ ãàçà â ñòåêëî�à-çå ïðè T < 1000K, êîãäà îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè âÿçêîóïðóãîãî òåëà. Àíàëîãè÷-íî [2℄, áóäåì ïðåäïîëàãàòü â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâî òîëùèíû ñëîÿ ñòåêëîðàñïëà-âà (ðàâíîå òîëùèíå ñëîÿ ïî îêîí÷àíèè ïåðâîãî ýòàïà îõëàæäåíèÿ), òîãäà çàäà÷à(1�7) â [2℄ ðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì çàìåíû íàïðÿæåíèÿ äèëàòàöèè ïåðâîãî ýòàïà íàíàïðÿæåíèåì äèëàòàöèè p(r, t), êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè îñòûâàíèè äèñêîîáðàçíîãîñëîÿ îò òåìïåðàòóðû T (r, 0) = 1000K äî òåìïåðàòóðû ñòåêëîâàíèÿ Tg. Íà÷àëü-íûå óñëîâèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèè c è ðàçìåðîâ R è δ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ýòèõâåëè÷èí ïî îêîí÷àíèè ïåðâîãî ýòàïà îñòûâàíèÿ ñòåêëîðàñïëàâà â ìåæçåðåííîìñëîå.Îöåíèì íàïðÿæåíèå äèëàòàöèè p(r, t) íà âòîðîì ýòàïå îñòûâàíèÿ ñòåêëî�à-çû àíàëîãè÷íî [10℄. Åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà ïåðåìåùåíèéÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ur, à ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðà äå-�îðìàöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

εrr =
dur
dr

, εϕϕ =
ur
r
, εzz = 0; εij = 0(i 6= j), ε =

dur
dr

+
ur
r
. (2)Òîãäà êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé òåðìîâÿçêîóïðóãîãî äèñêà

σrr
K

= n

[

G, 2
dur
dr

− ur
r

]

+ ε− 3α(T − T0),

σϕϕ
K

= n

[

G,−dur
dr

+
2ur
r

]

+ ε− 3α(T − T0), (3)
σzz
K

= n

[

G,−dur
dr

− ur
r

]

+ ε− 3α(T − T0)óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ
dσrr
dr

+
σrr − σϕϕ

r
= 0. (4)Â (3) n =

2

3
(µ/K) =

(1 − 2ν)

1 + ν
, µ � ìîäóëü ñâäèãà, K � ìîäóëü âñåñòîðîííåãîðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, α � êîý��èöèåíò òåïëîâîãîðàñøèðåíèÿ, [G, f ] îáîçíà÷àåò ñâåðòêó

[G, f ] =

t
∫

0

G(r, t, t′)
∂f(r, t′)

∂t′
dt′. (5)Â (5) G(r, t, t′) � �óíêöèÿ ðåëàêñàöèè âûáðàíà â âèäå [10℄

G(r, t, t′) = exp











−



t−1
b

t
∫

t′

m(T (r, t′′))dt′′





β










. (6)



144 Ìàðòûíîâ �.Ý.Â (6) tb è β � ïîñòîÿííûå, m = η(Tb)/η(T ), Tb = 1000K � íà÷àëüíàÿ òåìïå-ðàòóðà. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ñëîÿ ñòåêëî�àçû îïðåäåëÿåòñÿ àíàëî-ãè÷íî [2℄.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (4) è îãðàíè÷åíèå âûáðàíû â ñëåäóþùåì âèäå
σrr(R, t) = 0,

R
∫

0

σzzrdr = 0. (7)Íàïðÿæåíèÿ äèëàòàöèè p(r, t) ñâÿçàíî ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà îáúåìíîé äå-�îðìàöèè ε
p(r, t) =

1

3
(σrr + σϕϕ + σzz) = 3K [ε− 3α(T − T0)] , (8)ãäå ε îïðåäåëåíà â (2). Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé p(r, t) â (1),ïîëó÷èì ýâîëþöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî ãàçà â âÿçêîóïðó-ãîì ñëîå ñòåêëî�àçû.�åçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ è âûâîäû.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðûäëÿ âòîðîãî ýòàïà îñòûâàíèÿ. Íà ðèñ. 2 âèäíî ÷òî íà ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè âòî-ðîãî ýòàïà, êîíöåíòðàöèÿ ãàçà ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíîé âîçëå ïóçûðüêà. Íà ðèñ. 3âèäíî ÷òî ïî îêîí÷àíèþ âòîðîãî ýòàïà êîíöåíòðàöèÿ òàê æå îñòà¼òñÿ íåîäíîðîä-íîé, ïðè ýòîì âîçëå ïóçûðüêà êîíöåíòðàöèÿ ïàäàåò. Íà ðèñ. 2,3 ìîæíî çàìåòèòü÷òî ïðè îñòûâàíèè îáðàçöà îò 1000K äî 478K êîíöåíòðàöèÿ ãàçà âîçëå ïóçûðüêàñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíîé. Ïðîèñõîäèò ýòî çà ñ÷åò âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, âîçíè-êàþùèõ ïðè îñòûâàíèè. Òàê æå âîçëå ïóçûðüêà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êîíöåíòðàöèÿïîñòåïåííî ïàäàåò, à âîçëå ìåíèñêà íà÷èíàåò ðàñòè. Òåìïåðàòóðà êàê è íà ïåðâîìýòàïå âîçðàñòàåò îò ìåíèñêà äî ïóçûðüêà âäîëü ñòåêëî�àçû è ìàêñèìàëüíà âîçëåïóçûðüêà.

�èñ. 1,à. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèåêîíöåíòðàöèè ãàçà C. �èñ. 1,á. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèåòåìïåðàòóðû T .
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�èñ. 2,à. �àñïðåäåëíèå êîíöåíòðàöèèãàçà C íà ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè. �èñ. 2,á. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû Tíà ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè.

�èñ. 3,à. �àñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèèãàçà C íà êîíå÷íîé ñòàäèè. �èñ. 3,á. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû Tíà êîíå÷íîé ñòàäèè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Êàðïèíñêîìó Ä.Í. çà ïîñòàíîâêóçàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êàðïèíñêèé Ä.Í., Ïàí÷èõèíà �.È. Òåðìîäèíàìèêà è êèíåòèêà äåêîãåçèè ìåæçå-ðåííîé ãàçîíàñûùåííîé ïëåíêè ïðè ñïåêàíèè êåðàìèêè // Ìàòåðèàëîâåäåíèå. 2006.�5. C. 25�28.[2℄ Ìàðòûíîâ �. Ý. Êèíåòèêà ðîñòà ãàçîâîãî ïóçûðÿ â ìåæçåðåííîé ïëåíêå ñòåêëî�à-çû ïðè ñïåêàíèè êåðàìèêè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.Òðóäû XV Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó. 2011. C. 163�166.



146 Ìàðòûíîâ �.Ý.[3℄ Êàðïèíñêèé Ä.Í., Ïàí÷èõèíà �.È. �àñ÷åò îáðàçîâàíèÿ íåñïëîøíîñòåé â ìåæçå-ðåííîé ïëåíêå ñòåêëî�àçû ñ ó÷åòîì ðàñòâîðåíèÿ â íåé ãàçà èç îêðóæàþùåé ñðåäû.Âåñòíèê Òàìáîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. 2003. Ò. 8. �4. Ñ. 729�732.[4℄ Mishin Y., Sofronis P., Bassani J. L. Thermodynami
 and kineti
 aspe
ts of interfa
ialde
ohesion // A
ta Materialia. 2002. V. 50. Pp. 3609�3622.[5℄ Ìàçóðèí Î.Â., Ñòðåëüöèíà Ì.Â., Øâàéêî-Øâàéêîâñêàÿ Ò.Ï. // Ñâîéñòâà ñòåêîëè ñòåêëîîáðàçóþùèõ ðàñïëàâîâ. Ë.: Íàóêà. Ò. 1�5. 1973�1987.[6℄ Êóíèí Ë.Ë., �îëîâèí À.Ì., Ñóðîâîé Þ.Í., Õîõðèí Â.Ì. // Ïðîáëåìû äåãàçàöèèìåòàëëîâ (Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ). Ì.: Íàóêà, 1972. 327 ñ.[7℄ Ïåâçíåð Á. Ç. // Âëèÿíèå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè íà ãàçîîáìåí â ñèñòåìå ¾ñòåêëî�ãàç¿. Ôèçèêà è õèìèÿ ñòåêëà. 2000. Ò. 26. �1. Ñ. 146�153.[8℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. // Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà. Ì.: Íàóêà. 1964. 567 ñ.[9℄ Êóêóøêèí Ñ.À., Ñëåçîâ Â.Â. // Äèñïåðñíûå ñèñòåìû íà ïîâåðõíîñòè òâåðäûõ òåë:ìåõàíèçìû îáðàçîâàíèÿ òîíêèõ ïëåíîê (ýâîëþöèîííûé ïîäõîä). ÑÏá.: Íàóêà, 1996.304 ñ.[10℄ Àíòîíîâ À.Ñ., Áîðèñîâ Â.Ò., Áîðèñîâ Î.Â., Ïîçäíÿêîâ Â.À., Ïðîêîøèí À.Ô.,Óñîâ Í.À. �àñ÷åò îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â àìîð�íûõ ïðîâîëîêàõ // Ôèçèêà èõèìèÿ ñòåêëà. 2000. Ò. 26. �4. C. 353�358.Martynov R.E. The evolution of a gas bubble in a layer glass phase during sinteringpowders. In this report the results of 
omputation of growth kineti
s of the gas buble duringthe 
ooling-down of 
erami
 sample from 1000K to the temperature of glass transition 478Kare shown. In this range of temperatures the liquid glass layer is represented as vis
oelasti
body. It is supposed that thi
kness of layer glassmelt in the initial time of the present stage of
omputation is equal to the thi
kness of the layer in the end of the �rst stage of 
ooling-down,then the problem is solved with dilation strain, whi
h is 
aused by internal thermovis
oelasti
strains. The results of 
omputation showed that 
onditions of forming of the gas bubble atlow-temperature stage of 
ooling-down of 
erami
 sample are signi�
antly di�erent from high-temperature stage.



ÇÀÄÀ×À Ê�Ó×ÅÍÈß �ÀÑÒÓÙÅ�Î Ï�ÈÇÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÒÅËÀ Ñ ÑÅ×ÅÍÈÅÌ Â ÔÎ�ÌÅ ËÅÌÍÈÑÊÀÒÛ ÁÓÒÀÌèõèí Ì.Í.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïðèáîðîñòðîåíèÿ è èí�îðìàòèêèÂ ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à êðó÷åíèÿ ðàñòóùåãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà ñ ñå÷åíè-åì â �îðìå ëåìíèñêàòû Áóòà. Èññëåäóþòñÿ òðè îñíîâíûõ ýòàïà äå�îðìèðîâàíèÿ òåëà:äî íà÷àëà íàðàùèâàíèÿ, â ïðîöåññå è ïîñëå îñòàíîâêè ðîñòà. �àññìîòðåíû âîçíèêàþ-ùèå êëàññè÷åñêèå è íåêëàññè÷åñêèå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìî-ãî òâåðäîãî òåëà. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ, ðàçâèòûõíà îñíîâå òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Èñòèííàÿ êàðòèíà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ âîññòàíàâëèâàþòñÿ çàòåì ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìûõ �îðìóëîáðàùåíèÿ.�àññìîòðèì îäíîðîäíîå âÿçêîóïðóãîå ñòàðåþùåå òåëî, èçãîòîâëåííîå â íóëåâîéìîìåíò âðåìåíè, çàíèìàþùåå íåêîòîðóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü Π1 ñ ïîïåðå÷-íûì ñå÷åíèåì Ω1, èìåþùèì ãðàíèöó L1, â �îðìå ëåìíèñêàòû Áóòà.Â ìîìåíò ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè τ0 > 0 ê òîðöàì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïðè-êëàäûâàþòñÿ óñèëèÿ, ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïàðå ñ ìîìåíòîì M(t). Áîêîâàÿïîâåðõíîñòü òåëà Π1 ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé.Â ìîìåíò âðåìåíè τ1 > τ0 íà÷èíàåòñÿ íåïðåðûâíîå íàðàùèâàíèå òåëà ýëå-ìåíòàìè, èçãîòîâëåííûìè îäíîâðåìåííî ñ íèì. Ïðè ýòîì íîâûå ïðèðàùèâàåìûåýëåìåíòû íå íàïðÿæåíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàðàùèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê,÷òî ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ëåìíèñêàòû Áóòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåçãðàíèöó ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ , êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ïðè ýòîì
L(τ1) = L1 è Ω(τ1) = Ω1. �ðàíèöà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(

x2
1 + x2

2

)2
= B2(t)x2 + A2(t)y2

(

A2(t) > B2(t)
)

.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíò ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ê ïðèðàùèâàåìûì ýëåìåíòàì
τ0(x1, x2) ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì èõ ïðèñîåäèíåíèÿ ê ðàñòóùåìó òåëó τ ∗(x1, x2).Â ìîìåíò τ2 > τ1 íàðàùèâàíèå òåëà ïðåêðàùàåòñÿ, è ñ ýòîãî ìîìåíòà îíî çà-íèìàåò îáëàñòü Π2 = Π(τ2) ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì Ω2 = Ω(τ2), èìåþùèì ãðàíèöó
L2 = L(τ2). Åãî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò âîçäåéñòâèé è ïðè t > τ2.Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îñíîâíîãî (íåðàñòóùåãî) âÿçêîóïðóãîãî ñòàðåþùåãî òåëàíà èíòåðâàëå âðåìåíè [τ0, τ1] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàäèöèîííóþ çàäà÷ó êðó÷åíèÿòåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè.Íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ t ∈ [τ1, τ2] ñîñòàâëÿþò [1�5℄:óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

∂σ13

∂x3
= 0,

∂σ23

∂x3
= 0,

∂σ13

∂x1
+
∂σ23

∂x2
= 0; (1)
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D11 =
∂υ1

∂x1
= 0, D22 =

∂υ2

∂x2
= 0, D33 =

∂υ3

∂x3
= 0,

D12 =
1

2

(

∂υ2

∂x1
+
∂υ1

∂x2

)

= 0, D13 =
1

2

(

∂υ1

∂x3
+
∂υ3

∂x1

)

, D23 =
1

2

(

∂υ2

∂x3
+
∂υ3

∂x2

)

;

(2)óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
σ13 = 2G(I + Nτ0(x1,x2))ε13, σ23 = 2G(I + Nτ0(x1,x2))ε23,

τ0(x1, x2) =







τ0, (x1, x2) ∈ Ω1,

τ ∗(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω∗(t),

(I + Nτ0(x1,x2))
−1 = (I − Lτ0(x1,x2)), Lsf(t) =

t
∫

s

f(τ)K1(t, τ)dτ,

K1(t, τ) = G(τ) ∂
∂τ

[G−1(τ) + ω(t, τ)] ;

(3)
íà ãðàíèöå ðîñòà L(t) çàäàåòñÿ óñëîâèå êîíòàêòà ïðî�åññîðà Ìàíæèðîâà À.Â.

(x1, x2) ∈ L(t) : σ∗
ij (x1, x2) = σij (x1, x2, τ

∗(x1, x2)) , (4)êîòîðîå ñîãëàñîâàíî ñ íóëåâûìè âíåøíèìè ñèëàìè, ò. å.
(x1, x2) ∈ L∗(t) : σ13 = σ∗

13, σ23 = σ∗
23, σ

∗
13n1 + σ∗

23n2 = 0 (t = τ ∗(x1, x2); (5)óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òîðöåâûõ ñå÷åíèé Ω(t)

M(t) =

∫∫

Ω1

(x1σ23 − x2σ13)dx1dx2; (6)ãäå n = {n1, n2} � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè òåëà,
Ω∗(t) = Ω(t)\Ω1 � îáðàçîâàâøàÿñÿ â ïðîöåññå íàðàùèâàíèÿ ÷àñòü òåëà (äîïîë-íèòåëüíîå òåëî), G = G(t) � ìîäóëü óïðóãî ìãíîâåííîé äå�îðìàöèè ïðè ñäâèãå;
K1(t, τ) � ÿäðî ïîëçó÷åñòè; I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.Çíà÷åíèÿ âñåõ �óíêöèé â ìîìåíò âðåìåíè τ0 6 t 6 τ1 èçâåñòíû èç ðåøåíèÿçàäà÷è äëÿ îñíîâíîãî òåëà. Âûøå â ðÿäå î÷åâèäíûõ ñëó÷àåâ àðãóìåíòû îïóùåíû.Áóäåì îïóñêàòü èõ è äàëåå, âîñïðîèçâîäÿ ëèøü â ñëó÷àÿõ, êîãäà èõ îòñóòñòâèåìîæåò çàòðóäíèòü ïîíèìàíèå.Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ σ0

ij = (I − Lτ0(x1,x2))σijG
−1, ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó íàðà-ùèâàíèÿ âÿçêîóïðóãîãî òåëà ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (1)�(6) ê çàäà÷å
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∂σ0

13

∂x1

+
∂σ0

23

∂x2

= 0,

D13 = 1
2

(

∂υ1

∂x3
+ ∂υ3

∂x1

)

, D23 = 1
2

(

∂υ2

∂x3
+ ∂υ3

∂x2

)

,

σ0
13 = 2ε13, σ0

23 = 2ε23

(x1, x2) ∈ Lσ(t) : σ0
13n1 + σ0

23n2 = 0;

(x1, x2) ∈ L(t) : σ0
13 = σ0∗

13 = σ∗
13G

−1, σ0
23 = σ0∗

23 = σ∗
23G

−1,

σ∗
13n1 + σ∗

23n2 = 0 (t = τ ∗(x1, x2)),

M◦(t) =
∫∫

Ω(t)

(x1σ
◦
23 − x2σ

◦
13)dx1dx2.

(7)
Ïðåîáðàçóåì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (7) ê êðàåâîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî ñêî-ðîñòåé äå�îðìàöèè, ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé îïåðàòîðíûõ íàïðÿæå-íèé. Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî t óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ è óðàâíåíèÿ ñî-ñòîÿíèÿ. Äëÿ âûâîäà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà L(t) ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì äèâåð-ãåíöèè íà íà÷àëüíî-êðàåâîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ðîñòà. Â èòîãå ïîëó÷èì ñëå-äóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

∂S13

∂x1

+
∂S23

∂x2

= 0,

D13 = 1
2

(

∂υ3

∂x1
+ ∂υ1

∂x3

)

, D23 = 1
2

(

∂υ3

∂x2
+ ∂υ2

∂x3

)

,

S13 = 2D13, S23 = 2D23, Sij = ∂σ0
ij

/

∂t.

(x1, x2) ∈ L(t) : S13n1 + S23n2 = 0,

dM0 (t)

dt
=

∫∫

Ω(t)

(x1S23 − x2S13)dx1dx2

(8)
Äîïîëíåííûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ îñíîâíîãî òåëà ïðè t = τ1 ñîîòíî-øåíèÿ (8), ñîäåðæàùèå è íà÷àëüíî-êðàåâîå óñëîâèå íà ãðàíèöå ðîñòà, îáðàçóþòíà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì âðåìåíè t.Äëÿ âåëè÷èí Sij è υi ñïðàâåäëèâû �îðìóëû:

υ1 = −θ′t (t) x2x3, υ2 = θ′ (t) x1x3, υ3 = θ′(t)ϕ(x1, x2, t),

S13 = θ′t (t)
(

∂ϕ
∂x1

− x2

)

, S23 = θ′t (t)
(

∂ϕ
∂x2

+ x1

)

,
(9)ãäå ϕ(x1, x2, t) � �óíêöèÿ êðó÷åíèÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ, θ(t) � óãîë çàêðó-÷èâàíèÿ (êðóòêà).Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè êðó÷åíèÿ ïðèìåíèì ìåòîä êîí�îðìíîãî îòîáðàæå-íèÿ. Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëåìíèñêàòîé Áóòà íà êðóã

|ς| < 1 äàåòñÿ �îðìóëîé
z = ω (ς, t) =

a(t)ς

b(t) + ς2

(

a(t) =
2A(t)B(t)

A(t) −B(t)
> 0, b(t) =

A(t) +B(t)

A(t) −B(t)
> 1

)



150 Ìèõèí Ì.Í.�åøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïî �îðìóëå �óíêöèè [6℄:
f (ζ, t) =

1

2π

∫

γ

ω (σ, t)ω (σ, t)

σ − ς
dσ = i

a2(t)b(t)

(b2(t) − 1) (b(t) + ς2)
.Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò S31 è S32 âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé [6℄

S31 − iS32 = θ′t (t)

(

f ′
ς (ς , t)

ω′
ς (ς, t)

− i ω (ς, t)

)

, (10)â êîòîðîé äîñòàòî÷íî äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî.Ïî �îðìóëå (10), íàéäåì
S31 − iS32 = −θ′t (t) a(t)

(

2b(t)

b2(t) − 1

ς

b(t) − ς2
+

ρ2ς

ρ4 + b(t)ς2

)

.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ς = ρeiϑ, è îòäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ïðåäû-äóùåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì
S31 = θ′t(t)a

(

2b

b2 − 1

b+ ρ2

b2 + ρ4 − 2ρb cos 2ϑ
+

ρ5 (ρ2 − b)

ρ8 + ρ4b2 + 2ρ6b cos 2ϑ

)

sinϑ,

S32 = θ′t(t)a

(

2b

b2 − 1

b− ρ2

b2 + ρ4 − 2ρb cos 2ϑ
+

ρ5 (ρ2 + b)

ρ8 + ρ4b2 + 2ρ6b cos 2ϑ

)

cos ϑ,ãäå a = a(t) è b = b(t).Ñêîðîñòü êðóòêè θ′t(t) íàõîäèì ïî �îðìóëå
θ′t (t) =

1

D(t)

dM0 (t)

dt
, D(t) =

πa4(t) (b4(t) + 1)

2 (b2(t) − 1)4 .Èñòèííûå õàðàêòåðèñòèêè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî �îðìóëàì
σij(x1, x2, t) = G(t)

{

σij(x1, x2, τ0)G
−1(τ0)

[

1 +
t
∫

τ0

R(t, τ)dτ

]

+

+
t
∫

τ0

[

Sij(x1, x2, τ) +
τ
∫

τ0

Sij(x1, x2, ς)dςRij(t, τ)

]

dτ

}

,

u(x1, x2, t) = u(x1, x2, τ0) +
t
∫

τ0

υ(x1, x2, τ)dτ , θ(t) = θ(τ0) +
t
∫

τ0

θ′t(τ) dτ ,ãäå R1 (t, τ ) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà K1 (t, τ).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé íà ýòàïàõ äî è ïîñëå íàðàùèâàíèÿ äîñòàòî÷íî â �óíê-öèè êðó÷åíèÿ ïðèíÿòü t = τ1 è t = τ2 ñîîòâåòñòâåííî.Îñíîâíîé âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè â ãîòîâîì òåëå áåç ó÷åòà íàðàùèâàíèÿìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå òåëà,òî ïðè íàðàùèâàíèè ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ìîæåò



Çàäà÷à êðó÷åíèÿ ðàñòóùåãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà 151äîñòèãàòüñÿ: íà ãðàíèöå ðàçäåëà îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî òåë, íà ãðàíèöåãîòîâîãî òåëà, â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå äîïîëíèòåëüíîãî òåëà.Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî êðóòÿùåãî ìîìåíòà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
· â ãîòîâîì òåëå ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé äîñòèãàåòñÿíà ãðàíèöå ðàçäåëà îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî òåë;
· ïðè áîëüøîé ñêîðîñòè íàðàùèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõíàïðÿæåíèé â äîïîëíèòåëüíîì òåëå áîëåå ðàâíîìåðíî;
· ïðè ìåäëåííîì íàðàùèâàíèè ïîëó÷àåì áûñòðî óáûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-ñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â äîïîëíèòåëüíîì òåëå;
· åñëè ìîìåíò íàðàùèâàíèÿ ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ìîìåíòà çàãðóæåíèÿ, òî îñíîâ-íîå òåëî ïðàêòè÷åñêè íå ðàçãðóæàåòñÿ.Ñóùåñòâóþò ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ìàêñè-ìóì êîòîðûõ ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ìàêñèìóì ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-ñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îñíîâíîãî òåëà â íåñêîëüêî ðàç.Àâòîð áëàãîäàðèò À.Â. Ìàíæèðîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àðóòþíÿí Í.Õ .,Ìàíæèðîâ À.Â. Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè ïîëçó÷åñòè. Åðåâàí:Èçä âî ÍÀÍ �À, 1999. 320 ñ.[2℄ Àðóòþíÿí Í.Õ .,Ìàíæèðîâ À.Â., Íàóìîâ Â. Ý. Êîíòàêòíûå çàäà÷è ìåõàíèêè ðàñ-òóùèõ òåë. Ì: Íàóêà, 1991. 176 ñ.[3℄ Ìàíæèðîâ À.Â. Î êðó÷åíèè ðàñòóùåãî öèëèíäðà æåñòêèì øòàìïîì // ÏÌÌ. 1990.T. 54. Âûï. 5. Pp. 842�850.[4℄ Ìàíæèðîâ À.Â. Îáùàÿ áåçèíåðöèîííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíî íàðàùèâàåìîãî âÿçêîóïðóãîãî ñòàðåþùåãî òåëà // ÏÌÌ.1995. Ò. 59.Âûï. 5. Ñ. 836�848.[5℄ Ìàíæèðîâ À. Â., Ìèõèí Ì.Í. Ìåòîäû òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãîâ ìåõàíèêå ðàñòóùèõ òåë // Âåñòíèê Ñàì�Ó. Åñòåñòâåííàÿ ñåðèÿ. 2004. �4(34).Ñ. 82�98.[6℄ Ìóñõåëèøâèëè Í.È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-ñòè. Ì: Èçä âî ÀÍ ÑÑÑ�, 1954. 647 ñ.Mikhin M.N. The problem on torsion of a growing prismati
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ÍÅÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ È ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈßÑÊÂÎÇÍÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈßÌîðãóëèñ À.Á.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, Âëàäèêàâêàç�àññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå âèõðåâûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé îäíîðîäíîé è íåñæèìàåìîéæèäêîñòè â êîíå÷íûõ êàíàëàõ. Òàêèå òå÷åíèÿ îòêðûòû â òîì ñìûñëå, ÷òî èìåþò âõîäè âûõîä, ñêâîçü êîòîðûå æèäêîñòü âòåêàåò â êàíàë è, ñîîòâåòñòâåííî, âûòåêàåò èç íå¼.Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñêâîçíûì òå÷åíèÿì � òå÷åíèÿì áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îá-ñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè òàêèõ òå÷åíèé, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû áè�óðêàöèè èíååäèíñòâåííîñòè.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Äàííàÿ çàìåòêà ïðîäîëæàåò ñîîáùåíèåàâòîðà ¾Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ îòêðûòûõ òå÷åíèé¿, òàêæå ïðåäñòàâëåííîåíà ýòîé êîí�åðåíöèè. Îáñóæäàâøèåñÿ â í¼ì ïîíÿòèÿ, ðåçóëüòàòû è îáîçíà÷åíèÿäàëåå èñïîëüçóþòñÿ áåç îñîáûõ êîììåíòàðèåâ.�å÷ü èä¼ò î òå÷åíèÿõ èäåàëüíîé æèäêîñòè â êàíàëàõ. Ôîðìàëüíî, êàíàë �êðèâîëèíåéíûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ãäå ïàðà íåñìåæíûõ ñòîðîí (äóã) ïðåäñòàâëÿþòâõîä è âûõîä ïîòîêà. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ S+ è S−, ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðà îñòàâøèõñÿäóã � íåïðîíèöàåìûå ñòåíêè. Èõ îáúåäèíåíèå îáîçíà÷àåòñÿ S0.Ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå íàçûâàåòñÿ ñêâîçíûì (áåçîòðûâíûì), åñëè ïîëå ñêîðî-ñòè æèäêîñòè âñþäó îòëè÷íî îò íóëÿ (êàê âíóòðè êàíàëà, òàê è íà åãî ãðàíè-öå, âêëþ÷àÿ òâ¼ðäûå ñòåíêè). Òàê êàê âèõðü ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïîñòîÿíåííà ëèíèÿõ òîêà, â áåçîòðûâíîì ïîòîêå Ω = f(Ψ) âñþäó â êàíàëå, ñ îäíîçíà÷íîé�óíêöèåé f . Óäîáíî ñ÷èòàòü,÷òî f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (0, 1). Ýòî ñîãëàøåíèåñâîäèòñÿ ê íîðìèðîâêå ðàñõîäà æèäêîñòè, ÷òî íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå îáùíîñòè.Åñëè f ìîíîòîííà, òàê ÷òî îáðàòíàÿ �óíêöèÿ Ψ = F (Ω) îäíîçíà÷íà, òî ñòàöè-îíàðíûé ïîòîê � A-òå÷åíèå. A-òå÷åíèÿ (îòêðûòûå � â òîì ÷èñëå) ñ C1 -ãëàäêîéóáûâàþùåé �óíêöèåé F ãëîáàëüíî ìèíèìèçèðóþò �óíêöèîíàë Àðíîëüäà
W (v) =

∫

D

(

v2/2 − F0(ω)
)

dx+

∮

S

Ψv ·dx; S = ∂D, ω = rotv, F0 =

∫

F (r)dr. (1)Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè â êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ âîçìóùåíèé.Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü A-òå÷åíèÿ ñ óáûâàþùåé F .
A-òå÷åíèÿ ñ âîçðàñòàþùåé F ãëîáàëüíî ìàêñèìèçèðóþò �óíêöèîíàë Àðíîëüäàëèøü ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè; íàïðèìåð, â ñëó÷àå òå÷åíèé â êàíàëå, äîñòà-òî÷íî íåðàâåíñòâà

inf
r
F ′(r) > sup

{

∫

D

u2 dz

(
∫

D

ξ2 dz

)−1
}

, ξ = rotu, u · n|S = 0.



Íååäèíñòâåííîñòü è áè�óðêàöèÿ ñêâîçíîãî òå÷åíèÿ 153Ïðè ýòîì ìàêñèìóì W ðàçûñêèâàåòñÿ â êëàññå ïîëåé ñ îáùèìè íîðìàëüíûìèêîìïîíåíòàìè íà S. Â ýòîì êëàññå ìàêñèìàëüíîå A-òå÷åíèå åäèíñòâåííî (ïðè çà-äàííîé F ).Òàêèì îáðàçîì, ñêâîçíîå òå÷åíèå â êàíàëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ¾�óíê-öèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì¿ f , åñëè f ìîíîòîííî óáûâàåò è èìååò C1 -ãëàäêóþ îá-ðàòíóþ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå âîçðàñòàþùåé f òàêàÿ îäíîçíà÷íîñòü, âîîáùåãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà. Íåîäíîçíà÷íîñòü îáóñëîâëåíà ñóùåñòâîâàíèåì íå ìàêñè-ìàëüíîãî òå÷åíèÿ, êîòîðîå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè âåòâëåíèè âûðîæäåííîé êðèòè-÷åñêîé òî÷êè. Ýòî âåòâëåíèå òðàêòóåòñÿ êàê áè�óðêàöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿçàäà÷è Þäîâè÷à [2℄, ïðè êîòîðîé ïàðà áëèçêèõ ñòàöèîíàðîâ ñòàëêèâàÿñü, îáìåíè-âàåòñÿ ìàêñèìàëüíîñòüþ è óñòîé÷èâîñòüþ.Çàìåòèì, ÷òî ñêâîçíîå òå÷åíèå, ïóñòü äàæå A-òå÷åíèå, ìîæåò ñîñóùåñòâîâàòüñ ìíîæåñòâîì îòðûâíûõ (íåñêâîçíûõ) ïîòîêîâ ïðè îäíèõ è òåõ æå ãðàíè÷íûõóñëîâèÿõ Þäîâè÷à, ñì. [5, 6℄. Îòðûâíûå òå÷åíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà çàñòîéíóþ èïðîòî÷íóþ çîíû, ïðè÷¼ì â ïîñëåäíåé ñîõðàíÿåòñÿ òà æå çàâèñèìîñòü Ω = f(Ψ),÷òî è áåçîòðûâíîì ïîòîêå.2. Äîïîëíèòåëüíûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. �àâåíñòâî Ω = f(Ψ) (ãäå
Ω = −∆Ψ) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà

J (ψ) =

∫

D

[(∇ψ)2/2 − F̃0(ψ)] dz, F̃0
′
(ψ) = f̃(ψ), (2)ãäå f̃ åñòü ïðîäîëæåíèå �óíêöèè f ñ [0, 1] íà R; ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ �óíê-öèè òîêà ψ, ñîîòâåòñòâóþùèå òå÷åíèÿì ñ çàäàííîé íîðìàëüíîé ñêîðîñòüþ íà ãðà-íèöå êàíàëà. Âåðíî è îáðàòíîå: êðèòè÷åñêèå òî÷êè Ψ òî÷êè �óíêöèîíàëà (2) �ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ. Åñëè òàêîå òå÷åíèå áåçîòðûâíî, òî îíî íå íå çàâèñèò îòïðîäîëæåíèÿ f íà R, è Ω = f(Ψ) âñþäó â D.Çàâèñèìîñòü Ω = f(Ψ) â áåçîòðûâíîì ïîòîêå ìîæíî îïðåäåëèòü, çíàÿ íîð-ìàëüíóþ ñêîðîñòü è âèõðü íà âõîäå ïîòîêà. Ýòè âåëè÷èíû çàäàþòñÿ â ãðàíè÷íûõóñëîâèÿõ Þäîâè÷à [2℄.3. Âòîðûå âàðèàöèè. Ïîëîæèì κ(z) = F ′(Ω(z)) = ∇Ψ/∇Ω, è

A
κ
(ξ) = −2δ2W =

∫

D

(κξ2 − u2) dz, ξ = rotu, u · n|S = 0. (3)Ïåðâîíà÷àëüíî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (3) áûëà ââåäåíà â [1℄ êàê âòîðàÿ âàðèàöèÿêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè æèäêîñòè (âûðàæåííîé ÷åðåç âèõðü) íà ëèñòå ðàâíîèçìå-ðèìûõ �óíêöèé.Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îêîëî A-òå÷åíèÿ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõÞäîâè÷à [2℄. Òîãäà ˙A
κ
(ξ) = −

∫

S−
γκξ2 dS â ñèëó ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è. Îòñþ-äà âûòåêàåò ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó îñíîâíîãî A-òå÷åíèÿ, åñëè A

κçíàêîîïðåäåëåíà (îíà ïîðîæäàåò ìåòðèêó óñòîé÷èâîñòè). Äëÿ ñêâîçíûõ òå÷åíèéýòî óòâåðæäåíèå çíà÷èòåëüíî óñèëèâàåòñÿ: ïðîèñõîäèò çàòóõàíèå è ñãëàæèâàíèåâîçìóùåíèé, ñì. [3�7℄.Ïîêà A-òå÷åíèå ãëîáàëüíî ìàêñèìàëüíî, (è ïîòîìó åäèíñòâåííî), êâ. �îðìàA
κïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íååäèíñòâåííîñòü âîçìîæíà ëèøü ïðè íàðóøåíèèå¼ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè.
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−1 = ∇Ω/∇Ψ = f ′(Ψ). �àññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

Bν(ϕ) = 2δ2J =

∫

D

[

(∇ϕ)2 − νϕ2
]

dz, ϕ|S = 0 (4)Ëåììà 1. Åñëè κ(z) > 0 â D, è Bν(ϕ) > 0 äëÿ âñåõ ϕ 6= 0 : −∆ϕ = ξ ∈ L2(D),òî A
κ
(ξ) > 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ L2(D), ξ 6= 0.Ëåììà 2. Ïóñòü ϕ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå êàíàëà è âáëèçè êðèòè÷åñêèõòî÷åê îñíîâíîãî òå÷åíèÿ. Òîãäà

Bν(ϕ) =

∫

D

(

|∇ϕ×∇Ψ|2 + ((∇Ψ · ∇ϕ) + Ωϕ)2 + 2æΩϕ2|∇Ψ|
)

|∇Ψ|−2dz, (5)ãäå æ � êðèâèçíà ëèíèè òîêà ñ ïîëåì íîðìàëåé, ñîíàïðàâëåííûì ∇Ψ.Êàê âèäíî èç (5), èñêðèâëåíèå ëèíèé òîêà íåîáõîäèìî äëÿ âûðîæäåíèÿ è ïîòå-ðè ïîëîæèòåëüíîñòè Bν . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Bν ïîëîæèòåëüíà äëÿ ëþáîãî ñêâîç-íîãî ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ â ïðÿìîì êàíàëå (íå ïðÿìîóãîëüíîì, âîîáùå ãîâîðÿ).Ñêàçàííîå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îäíîíàïðàâëåííûå ñäâèãîâûå òå÷åíèÿ, óäîâëåòâî-ðÿþùèå óñëîâèþ ïðèëèïàíèÿ, òàêèå íàïðèìåð, êàê ïëîñêîå òå÷åíèå Ïóàéçåëÿ ñïðî�èëåì U(y) = 6y(1 − y) (ðàñõîä íîðìèðîâàí).4. Âðàùàòåëüíûå òå÷åíèÿ. Ïóñòü r, θ � ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿ êîîðäè-íàòû, r0 ∈ (0, 1), è D = {g1(r) < θ < g2(r), r ∈ (r0, 1)}. �àññìîòðèì âðàùàòåëüíîåòå÷åíèå ñ ïîëåì ñêîðîñòè U(r)eθ, ãäå îðò eθ íàïðàâëåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.Â òàêîì ñëó÷àå ν(r) = −Ωr(r)/U(r), Ω = r−1(rU(r))r, U = −Ψr, è
Bν(ϕ) =

∫ 1

r0

∫ g2(r)

g1(r)

U2
(ϕ

U

)2

r
dθrdr +

∫ 1

r0

∫ g2(r)

g1(r)

(

ϕ2
θ − ϕ2

)

dθr−1dr. (6)Îòñþäà ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü Bν ïðè óñëîâèè g2(r) − g1(r) 6 π.�àññìîòðèì âðàùàòåëüíîå òå÷åíèå â êîëüöåâîì ñåêòîðå ðàñòâîðà áîëüøå π(g2 ≡ θ0 > π, g1 ≡ 0). Âûáåðåì ãëàäêóþ �óíêöèþ η = η(r), òàêóþ, ÷òî η(r) > 0ïðè r ∈ [r0, 1]. Îïðåäåëèì �óíêöèþ V = V (r) êàê ðåøåíèå çàäà÷è
−
(

r−1(rV )r
)

r
= η; V (r0) = V (1) = 0Ôóíêöèÿ �ðèíà ýòîé çàäà÷è ïîëîæèòåëüíà, à ïîòîìó V (r) > 0 ïðè r ∈ (r0, 1).Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ∫ 1

r0
V (r) dr = 1. Ïóñòü β ∈ (0, 1). Îïðåäåëèìïðî�èëè

Uβ(r) = −β(r ln r0)
−1 + (1 − β)V (r), r ∈ (r0, 1). (7)Ïðî�èëè Uβ ïðè âñåõ β > 0 îïðåäåëÿþò ñêâîçíûå òå÷åíèÿ, à ïðè β = 0 � îäíî-íàïðàâëåííîå òå÷åíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ïðèëèïàíèÿ ïðè r = r0, 1. Âîâñåõ ýòèõ òå÷åíèÿõ �óíêöèÿ òîêà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îòíîñèòåëüíî âèõðÿ, òàêêàê νβ = (1 − β)ηU−1

β > 0. Ïðè ýòîì νβ(r) = O(1 − β), β → 1 − 0. Ïoýòîìó �îðìà
Bβ = Bνβ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, êîãäà β → 1 − 0. Ïóñòü ϕ(r, θ) = ϕ̂(r) sinαθ,
ϕ̂(r0) = ϕ̂(1) = 0, α = π/θ0, ãäå θ0 > π � ðàñòâîð ñåêòîðà. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðà-æåíèå ϕ â (6), çàìåòèì, ÷òî Bβ(ϕ) = 0 ïðè β = 0, α = 1 è ϕ̂ = U0 = V . Îòñþäà



Íååäèíñòâåííîñòü è áè�óðêàöèÿ ñêâîçíîãî òå÷åíèÿ 155âûâîäèòñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì α ∈ (1/2, 1) ñóùåñòâóåò β0 ∈ (0, 1), òàêîå ÷òî Bβ ïî-ëîëæèòåëüíà îïðåäåëåíà ïðè β > β0, íåîïðåäåë¼ííîãî çíàêà ïðè β < β0, íåîòðèöà-òåëüíà è âûðîæäåíà ïðè β = β0, ïðè÷¼ì âûðîæäåíèå ïðîèñõîäèò íà îäíîìåðíîìïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ïîëîæèòåëüíóþ �óíêöèþ ϕ0 (ýòèì ñïåêòðàëüíûìñâîéñòâîì îáëàäàåò ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñèì-ìåòðè÷íîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ñì. [8, ãë. 8℄).Ïóñòü ε = β0 − β, è Ψε � �óíêöèÿ òîêà âðàùàòåëüíîãî òå÷åíèÿ (7) ïðè
β = β0 − ε. �àññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ çàäà÷è Þäîâè÷à íà ýòîì òå÷åíèè. Àññî-öèèðîâàííûé ñ íåé îïåðàòîð îáîçíà÷èì Lε. Îí äîïóñêàåò �àêòîðèçàöèþ

Lεξ = {Bεϕ,Ψε}, ξ = −∆ϕ, ϕ|S = 0,ãäå �èãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêîáêè Ïóàññîíà: {a, b} = ∇b × ∇a, è Bε �îïåðàòîð êâàäðàòè÷íîé �îðìû Bε = Bβ0−ε. Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îïåðàòîð
B0 âûðîæäåí, åãî ÿäðî îäíîìåðíî è íàòÿíóòî íà ïîëîæèòåëüíóþ �óíêöèþ ϕ0.Â ñèëó óêàçàííîé �àêòîðèçàöèè, ÿäðî îïåðàòîðà L0 òîæå îäíîìåðíî, è íàòÿíóòîíà �óíêöèþ ξ0 = −∆ϕ0 = ν0ϕ0, êîòîðàÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíà. Îòñþäà âûâîäèòñÿïðîñòîòà íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, è ñóùåñòâîâàíèå âåòâè âåùåñòâåííûõñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λε îïåðàòîðîâ Lε, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùåé ìíèìóþîñü â íóëå ïðè ε = 0, ñëåâà íàïðàâî ïðè ñìåíå çíàêà ε ñ ìèíóñà íà ïëþñ. Òàêèìîáðàçîì, ïðè β < β0 âðàùàòåëüíîå òå÷åíèå (7) ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ïðè÷¼ìíåóñòîé÷èâàÿ ìîäà ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿñ íèì êâ. �îðìà A

κβ
íå îïðåäåëåíà ïî çíàêó ïðè β < β0, è ïîòîìó òå÷åíèå (7)áîëåå íå ìàêñèìàëüíî.�àññìîòðèì îòâåòâëåíèå âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ îò òå÷åíèÿ (7) ïðè ïåðåõîäå ïà-ðàìåòðà β ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíàåíèå β0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âàðèàöèîííûì ïðèí-öèïîì (2), �óíêöèÿ òîêà Ψε (ε = β0 − β) � ðåøåíèå çàäà÷è
−∆Ψ = f̃(Ψ, ε); Ψ(x) = ψ0(x, ε), x ∈ S. (8)ãäå ψ0 è f îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûì òå÷åíèåì, è f̃ � ïðîäîëæåíèå f (åãî ðîëüíåñóùåñòâåííà). Ëèíåàðèçàöèÿ çàäà÷è (8) ïðè ε = 0 îêîëî Ψ0 = Ψε|ε=0 ïðèâîäèòê îïåðàòîðó B0, êîòîðûé, êàê óæå ãîâîðèëîñü, âûðîæäåí, è åãî ÿäðî îäíîìåðíî.Â òàêîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû ñòàíäàðòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè âåòâëåíèÿ ðåøåíèéîïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèéíåâûðîæäåííîñòè, çàäà÷à (8) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé

ε 7→ Ψ̃ε, îòëè÷íîå îò Ψε è òàêîå, ÷òî Ψ̃ε|ε=0 = Ψ0. Çäåñü íåïðåðûâíîñòü ïîíèìàåòñÿïîíèìàåòñÿ ïî ìåòðèêå C1(D̄), à ïîòîìó �óíêöèè òîêà Ψ̃ε îïðåäåëÿþò áåçîòðûâ-íûå òå÷åíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå, êîãäà ε äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íóëþ, ÷òî è äåëàåò âñåíàøè ïîñòðîåíèÿ íåçàâèñèìûìè îò ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèè f .Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü âòîðè÷íûõ òå÷åíèé Ψ̃ε. �àññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ�îðìó (4), àññîöèèðîâàííóþ ñî âòîðè÷íûì òå÷åíèåì, è å¼ îïåðàòîð. Ïîñëåäíèéîáîçíà÷èì ÷åðåç B̃ε. Ñòàíäàðòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïå-ðàòîðîâ ïðèâîäÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µ̃ε îïå-ðàòîðà B̃ε ïîëîæèòåëüíî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0, îòðèöàòåëüíî ïðè
ε < 0, è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ε = 0, è ïåðåñå÷åíèå âåòâè µ̃ε ñ ìíèìîé îñüþïðè ε = 0 òðàíñâåðñàëüíî. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ε = 0 ïðîèñõîäèò îáìåí



156 Ìîðãóëèñ À.Á.óñòîé÷èâîñòüþ ìåæäó îñíîâíûì è âòîðè÷íûì òå÷åíèÿìè: âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ Ψ̃εóñòîé÷èâû ïðè ε > 0, è íåóñòîé÷èâû � ïðè ε < 0, òîãäà êàê îñíîâíîå òå÷åíèå Ψεóñòîé÷èâî ïðè ε < 0, è íåóñòîé÷èâî � ïðè ε > 0.
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ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖÈß ÀÇÈÌÓÒÀËÜÍÛÕ ÂÎËÍÎÊÎËÎ ÒÎ×ÊÈ RES 2 Â ÇÀÄÀ×Å ÊÓÝÒÒÀ�ÒÅÉËÎ�ÀÌîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 â ñëó÷àå ðåçî-íàíñíîé ñèòóàöèè Res 2 â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà î òå÷åíèè æèäêîñòè ìåæäó ñîîñíûìèáåñêîíå÷íûìè âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè, íà÷àòîå â [1, 2℄. Ïðîâåäåíî èçó÷åíèå îäíîãîèç ðàâíîâåñèé ìîòîðíîé ñèñòåìû, ó êîòîðîãî ïîïàðíî ðàâíû íåíóëåâûå âåùåñòâåííûåàìïëèòóäû. Åìó îòâå÷àåò ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí. Âûïèñàíû âûðàæåíèÿ äëÿàìïëèòóä. Îíè çàâèñÿò îò �àçîâîãî èíâàðèàíòà. Äëÿ íåãî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, êîòî-ðîå ìîæåò èìåòü äî ÷åòûðåõ ðåøåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå äî÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ñóïåðïîçèöèé àçèìóòàëüíûõ âîëí. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâà-íèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè àçèìóòàëüíûõ âîëí è êîëè÷åñòâà òàêèõ ðåæèìîâ äëÿðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.�àññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿáåñêîíå÷íî äëèííûìè ñîîñíûìè òâåðäûìè öèëèíäðàìè ðàäèóñîâ r1, r2, âðàùàþ-ùèìèñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè Ω1, Ω2. Ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿïåðèîäè÷åñêèìè âäîëü îáùåé îñè öèëèíäðîâ ñ çàäàííûì ïåðèîäîì 2π/α (α � áåç-ðàçìåðíîå îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî).Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà) èìåþò âèä
∂v

∂t
+ Av = −∇p−R1L(v,v),

∇v = 0,

(1)ãäå v = (vr, vθ, vz) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, p � äàâëåíèå, r, θ, z � öèëèíäðè÷åñêèåêîîðäèíàòû, îñü z íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðîâ, R1 = Ω1r
2
1d

2/ν � ÷èñëî �åé-íîëüäñà, ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè, d = η − 1 � çàçîð ìåæäóöèëèíäðàìè, η = r2/r1 � îòíîøåíèå ðàäèóñîâ öèëèíäðîâ, à âûðàæåíèÿ äëÿ äè�-�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ A è L ïðèâåäåíû â [3℄ (ñì. �îðìóëû (0.2) â [3℄).Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà (1) èìååò òî÷íîå ñòàöèîíàðíîå ðå-øåíèå � òå÷åíèå Êóýòòà, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêàõ öè-ëèíäðîâ, ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè v0(r) = (0, v0θ(r), 0), ãäå
v0θ = ar +

b

r
, a =

R2 −R1

R1(η2 − 1)
, b = − R2 −R1η

2

R1(η2 − 1)d2
,

R2 =
Ω2r

2
2

ν
d2 � âòîðîå ÷èñëî �åéíîëüäñà.Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à (1) è ëèíåàðèçîâàííàÿ íà òå÷åíèè Êóýòòà ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà îáëàäàþò ãðóïïîé ñèììåòðèè G = SO(2) × O(2) � èíâàðèàíòíû îòíîñè-òåëüíî âðàùåíèé âîêðóã è ñäâèãîâ âäîëü îñè z è ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè, êîòî-ðûå äåéñòâóþò íà ïîëå ñêîðîñòåé u ïî ïðàâèëàì

(Lδθu)(t, r, θ, z) = u(t, r, θ + δ, z), (Lhzu)(t, r, θ, z) = u(t, r, θ, z + h),

(Ju)(t, r, θ, z) = (ur(t, r, θ,−z), uθ(t, r, θ,−z),−uz(t, r, θ,−z)).



158 Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ δ, h.Ñèììåòðèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿåò ðàçûñêèâàòü ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé íà òå÷å-íèè Êóýòòà çàäà÷è ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè
Φ(r, θ, z, t) = eiωt−i(mθ+kαz)ϕ(r),ãäå m (öåëîå) � àçèìóòàëüíîå, k (öåëîå) � îñåâîå êâàíòîâûå ÷èñëà.Íåéòðàëüíûå êðèâûå R1 = R1∗(m, k, η, R2, α) è R1 = R1∗(n, l, η, R2, α), îòâå÷à-þùèå ðàçëè÷íûì êâàíòîâûì ÷èñëàì (m, k) è (n, l), ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Â òî÷êåïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ (R1∗, R2∗) êîëåáàòåëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à â ñèëó ñèììåòðèè èìååò ÷åòûðå íåçàâèñèìûå íåéòðàëü-íûå ìîäû ñ ðàçëè÷íûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè

Φ1(t, r, θ, z) = eiωmtΦ0k(r, θ, z), Φ2(t, r, θ, z) = eiωmtΦ1k(r, θ, z),
Φ3(t, r, θ, z) = eiωntΦ0l(r, θ, z), Φ4(t, r, θ, z) = eiωntΦ1l(r, θ, z),ãäå
Φ0k(r, θ, z) = e−i(mθ+kαz)ϕ0k(r), Φ1k(r, θ, z) = e−i(mθ−kαz)ϕ1k(r),
Φ0l(r, θ, z) = e−i(nθ+lαz)ϕ0l(r), Φ1l(r, θ, z) = e−i(nθ−lαz)ϕ1l(r),

ϕ1s = j(ϕ0s) = (ϕ0sr, ϕ0sθ,−ϕ0sz), s = k, l.Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òî÷åêïåðåñå÷åíèÿ, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ ωn = ωm, n = m,
l 6= k (l 6= 3k) � òî÷åê ðåçîíàíñà Res 2. Êàæäîìó çíà÷åíèþ îòíîøåíèÿ ðàäè-óñîâ öèëèíäðîâ η è âûáðàííûì ÷èñëàì m, k, l îòâå÷àåò òî÷êà Res 2. �åçóëüòàòûðàñ÷åòîâ òî÷åê Res 2 ïðèâåäåíû â [2℄.Â ìàëîé îêðåñòíîñòè (R1∗,R2∗), ñîñòîÿùåé èç òî÷åê R1 = R1∗ + k1ε

2, R2 =
R2∗ + k2ε

2 (ε � âåùåñòâåííûé ìàëûé ïàðàìåòð), ðàçûñêèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîåðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1), âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðîãî èìååò âèä
u = v00 + ε(Φ + Φ∗) + . . . (2)Çäåñü v00 � âåêòîð ñêîðîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà, ñèìâîë * îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñî-ïðÿæåíèå, êîý��èöèåíòû k1, k2 � ïàðàìåòðû íàäêðèòè÷íîñòè (k2

1 + k2
2 = 1). Ñëà-ãàåìûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ïàðàìåòðó ε îïóùåíû. Âåêòîð-�óíêöèÿ Φ �ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåéòðàëüíûõ ìîä

Φ = ξ0k(τ)Φ1 + ξ1k(τ)Φ2 + ξ0l(τ)Φ3 + ξ1l(τ)Φ4ñ íåèçâåñòíûìè êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè ξ0k(τ), ξ1k(τ), ξ0l(τ), ξ1l(τ), çàâèñÿùè-ìè îò ìåäëåííîãî âðåìåíè τ = ε2t.Ïðè ìàëûõ ε ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îñðåäíåíèÿ ïî áûñòðîìó âðåìåíè [3, 4℄ ñòðî-èòñÿ ñèñòåìà êîìïëåêñíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä ξ0k, ξ1k,
ξ0l è ξ1l. Â ñëó÷àå ðåçîíàíñà Res 2 òàêàÿ àìïëèòóäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååòâèä

ξ′0k = ξ0m(σ + A|ξ0k|2 +B|ξ1k|2 + C|ξ0l|2 +D|ξ1l|2) +Qξ∗1kξ0lξ1l,

ξ′1k = ξ1k(σ +B|ξ0k|2 + A|ξ1k|2 +D|ξ0l|2 + C|ξ1l|2) +Qξ∗0kξ0lξ1l,

ξ′0l = ξ0l(µ+ P |ξ0k|2 + S|ξ1k|2 + U |ξ0l|2 + V |ξ1l|2) + Fξ0kξ1kξ
∗
1l,

ξ′1l = ξ1l(µ+ S|ξ0k|2 + P |ξ1k|2 + V |ξ0l|2 + U |ξ1l|2) + Fξ0kξ1kξ
∗
0l,

(3)



Ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà 159ãäå σ = σ1k1 + σ2k2, µ = µ1k1 + µ2k2. Êîý��èöèåíòû ýòîé ñèñòåìû âûðàæàþòñÿ÷åðåç íåéòðàëüíûå ìîäû Φjp (j = 0, 1; p = k, l), ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîéçàäà÷è è ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ çàâèñÿò îò òåõ æåíåéòðàëüíûõ ìîä (âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ ñì. â [3, 6℄).Åñëè ïåðåéòè â (3) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, ïîëàãàÿ
ξ0k = r0(τ)e

iϕ0(τ), ξ1k = r1(τ)e
iϕ1(τ), ξ0l = ρ0(τ)e

iφ0(τ), ξ1l = ρ1(τ)e
iφ1(τ),òî äëÿ ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä r0, r1, ρ0, ρ1 (âåùåñòâåííûõ àìïëèòóä),êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû ñèììåòðèè G , è �àçîâîãî èíâàðèàíòà

β = −ϕ0 − ϕ1 + φ0 + φ1 ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïÿòîãî ïîðÿäêà(�àêòîð-ñèñòåìà èëè ìîòîðíàÿ ñèñòåìà)
r′0 = r0(σr + Arr

2
0 +Brr

2
1 + Crρ

2
0 +Drρ

2
1) + (Qr cos β −Qi sin β)r1ρ0ρ1,

r′1 = r1(σr +Brr
2
0 + Arr

2
1 +Drρ

2
0 + Crρ

2
1) + (Qr cos β −Qi sin β)r0ρ0ρ1,

ρ′0 = ρ0(µr + Prr
2
0 + Srr

2
1 + Urρ

2
0 + Vrρ

2
1) + (Fr cosβ + Fi sin β)r0r1ρ1,

ρ′1 = ρ1(µr + Srr
2
0 + Prr

2
1 + Vrρ

2
0 + Urρ

2
1) + (Fr cosβ + Fi sin β)r0r1ρ0,

r0r1ρ0ρ1β
′ = (−2(σi − µi) +X(r2

0 + r2
1) + Y (ρ2

0 + ρ2
1))r0r1ρ0ρ1−

−(Qi cosβ +Qr sin β)ρ2
0ρ

2
1(r

2
0 + r2

1) − (Fi cosβ − Fr sin β)r2
0r

2
1(ρ

2
0 + ρ2

1),

(4)
ãäå X = −Ai − Bi + Pi + Si, Y = −Ci − Di + Ui + Vi, íèæíèé èíäåêñ r îçíà÷àåòäåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, à èíäåêñ i � ìíèìóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.Åñëè íàéäåíî íåêîòîðîå ðåøåíèå ìîòîðíîé ñèñòåìû (4), òî ñîîòâåòñòâóþùèåâåùåñòâåííûì àìïëèòóäàì �àçû ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ.Âñÿêîå ðàâíîâåñèå ìîòîðíîé ñèñòåìû (4) âìåñòå ñ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåãî îð-áèòîé äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè ïîðîæäàåò ïåðèîäè÷åñêîå èëè êâàçèïåðèîäè-÷åñêîå äâèæåíèå àìïëèòóäíîé ñèñòåìû.Â [1℄ áûëè ïåðå÷èñëåíû ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ðàâíîâåñèÿì ìîòîðíîé ñèñòå-ìû (4), â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2, äàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿè óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ èç íèõ. Ìîòîðíàÿ ñèñòåìà ìîæåò èìåòü ðàâíîâåñèÿ,ó êîòîðûõ âñå àìïëèòóäû îòëè÷íû îò 0, â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íèõ íåò ïðîñòûõàíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, èõ ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ÷èñëåííî. Â äàííîé ðàáîòåïðîâåäåíî èçó÷åíèå ðàâíîâåñèÿ, ó êîòîðîãî ïîïàðíî ðàâíû íåíóëåâûå âåùåñòâåí-íûå àìïëèòóäû. Åìó îòâå÷àåò ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí.Åñëè ïîïàðíî ðàâíû âåùåñòâåííûå àìïëèòóäû (|ξ0k| = |ξ1k| = r0, |ξ0l| = |ξ1l| =
ρ0), òî ìîòîðíàÿ ñèñòåìà äëÿ âåùåñòâåííûõ àìïëèòóä r0, ρ0 è �àçîâîãî èíâàðèàíòà
β = −2(ϕ0 − φ0) ïðèíèìàåò âèä

r′0 = r0(σr + (Ar +Br)r
2
0 + (Cr +Dr +Qr cosβ −Qi sin β)ρ2

0),

ρ′0 = ρ0(µr + (Pr + Sr + Fr cosβ + Fi sin β)r2
0 + (Ur + Vr)ρ

2
0),

(5)
β ′ = 2((µi − σi) + (X − Fi cosβ + Fr sin β)r2

0 +

+ (Y −Qi cos β −Qr sin β)ρ2
0).

(6)



160 Ìîðøíåâà È.Â., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í.Â ñëó÷àå ðàâíîâåñèÿ èç óðàâíåíèé (5) âûðàæàåì êâàäðàòû àìïëèòóä ÷åðåç�àçîâûé èíâàðèàíò β â âèäå
r2
0 =

µrX1(β) − σr(Ur + Vr)

(Ur + Vr)(Ar +Br) −X1(β)Y1(β)
,

ρ2
0 =

σrY1(β) − µr(Ar +Br)

(Ur + Vr)(Ar +Br) −X1(β)Y1(β)
,

(7)ãäå X1(β) = Cr +Dr +Qr cosβ −Qi sin β, Y1(β) = Pr + Sr + Fr cosβ + Fi sin β.Ïîäñòàâèâ (7) â (6), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ β
α1 cos2 β + α2 cosβ sin β + α3 cosβ + α4 sin β + α5 = 0, (8)ãäå

α1 = (QiFr −QrFi)(σr − µr) − (QrFr +QiFi)(σi − µi),

α2 = (QrFr +QiFi)(σr − µr) − (QrFi −QiFr)(σi − µi),

α3 = (Qi(Pr + Sr) − Y Fr − Fi(Ur + Vr))σr + (Fi(Cr +Dr)−
−XQr −Qi(Ar +Br))µr − (σi − µi)(Qr(Pr + Sr) + Fr(Cr +Dr)),

α4 = (Qr(Pr + Sr) + Fr(Ur + Vr) − Y Fi)σr + (XQi − Fr(Cr +Dr)−
−Qr(Ar +Br))µr + (σi − µi)(Qi(Pr + Sr) − Fi(Cr +Dr)),

α5 = (X(Ur + Vr) − Y (Pr + Sr) +QrFi)σr + (Y (Ar +Br) −X(Cr +Dr)+

+QiFr)µr + (σi − µi)((Ar +Br)(Ur + Vr) − (Pr + Sr)(Cr +Dr) +QiFi).Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü äî ÷åòûðåõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Eñëè óðàâíå-íèå (8) èìååò ðåøåíèå, è åìó ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïðàâûå ÷àñòè âûðàæå-íèé (7), òî ó ñèñòåìû (3) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå. Åìó îòâå÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðå-øåíèå ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé íåëèíåéíóþ ñìåñü áåãóùèõâäîëü îñè z àçèìóòàëüíûõ m-âîëí ñ ðàçëè÷íûìè îñåâûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè kè l, ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè u(t, r, θ, z) = U(r, ζ, ζ1, ζ2, ζ3), ãäå U åñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿâåêòîð-�óíêöèÿ ïî ïåðåìåííûì ζ = ωmt − mθ − kαz, ζ1 = ωmt − mθ + kαz,
ζ2 = ωmt−mθ − lαz è ζ3 = ωmt−mθ + lαz.Ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (3) âòî÷êàõ Res 2 äëÿ ðàçëè÷íûõ çàçîðîâ (η = 1.1326, 1.5, 1.7, 2.0), ðàçíûõ çíà÷åíèé àçè-ìóòàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë (m = n = 1, 2, 3) è îòíîøåíèé îñåâûõ êâàíòîâûõ ÷è-ñåë (k/l = 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 9/10). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóþò íàáî-ðû ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò îäíà èëè äâå ñóïåðïîçèöèè àçèìóòàëüíûõâîëí â íåêîòîðîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íàäêðèòè÷íîñòè (k1, k2), à åñòüòàêèå íàáîðû ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âîîáùå íå âîçíèêàþò òàêèå ðåæèìû. Íà-ïðèìåð, äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ: m = n = 1, k = 1, l = 2, R1 = 27.134, η = 1.1326,
ωm = ωn = 0.3894099, Ω = Ω2/Ω1 = −0.82140, α = 2.660219 óðàâíåíèå (8) äëÿ�àçîâîãî èíâàðèàíòà β èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêîéîáëàñòè íà ïëîñêîñòè íàäêðèòè÷íîñòè, íî òîëüêî îäíîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóþòïîëîæèòåëüíûå ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (7). Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò òîëüêî



Ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà 161îäíà ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí. Â ñëó÷àå íàáîðà ïàðàìåòðîâ: m = n = 1,
k = 2, l = 3, R1 = 118.77, ωm = ωn = 0.3140736, Ω = −0.53093, α = 1.71277,
η = 2.0 óðàâíåíèå (8) òàêæå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ, è êàæäîìó èç íèõñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïðàâûå ÷àñòè (7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòèòàêîé òî÷êè Res 2 âîçíèêàþò äâå ñóïåðïîçèöèè àçèìóòàëüíûõ âîëí. À äëÿ íà-áîðà: η = 1.1326, m = n = 1, k = 2, l = 3, R1 = 25.603, ωm = ωn = 0.387395,
Ω = −0.80940, α = 1.537150 íè îäíîìó èç äâóõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé (8) íå ñîîò-âåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïðàâûå ÷àñòè (7). Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå íå âîçíèêàþòñóïåðïîçèöèè àçèìóòàëüíûõ âîëí.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í., Ìîðøíåâà È.Â. �åæèìû òå÷åíèÿ îêîëî òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2 âçàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðó-äû XIV Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè, �îñòîâ-íà-Äîíó, Àçîâ, 19�24 èþíÿ 2010 ã.,Ò. 1. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2010. Ñ. 245�249.[2℄ Ìîðøíåâà È.Â, Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. ×èñëåííûé àíàëèç ðåæèìîâ îêîëî òî÷êè ðåçî-íàíñà Res 2 â çàäà÷å Êóýòòà�Òåéëîðà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîø-íîé ñðåäû. Òðóäû XV Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè, �îñòîâ-íà-Äîíó, 4�7 äåêàáðÿ2011ã., Ò. 2. �îñòîâ í/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2011. Ñ. 181�185.[3℄ Þäîâè÷ Â.È, Îâ÷èííèêîâà Ñ. Í. Ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà �Òåéëîðà. I. Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé // Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 5.04.2005, � 458-Â2005, 33 ñ.[4℄ Þäîâè÷ B.È. Ïåðåõîäû è âîçíèêíîâåíèå õàîñà â òå÷åíèÿõ æèäêîñòè // Øåñòîé âñå-ñîþçíûé ñúåçä ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå. Òàøêåíò, 24�30 ñåíòÿáðÿ1986 ã. Àííîòàöèè äîêëàäîâ. Ñ. 661.[5℄ Chossat P., Demay Y., Iooss G. Intera
tion de modes azimutaux dans le probleme deCouette�Taylor // Ar
h. Rational Me
h. Anal. 1987. V. 99. Pp. 213�248.[6℄ Þäîâè÷ Â.È, Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà �Òåéëîðà. II. �åçîíàíñû Res 1, Res 2 // Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 17.01.2006, � 47-Â2006, 32 ñ.Morshneva I.V., Ov
hinnikova S.N. Superposition of azimuthal waves near pointof Res 2 resonan
e in the Couette�Taylor problem. Res 2 situation (there are seven possibleresonan
es) o

urs in the point of interse
tion of bifur
ations when the ratio of neutral modes'frequen
ies and azimuthal quantum numbers equals and axial quantum numbers are not equal.Superpositions of azimuthal waves are studied. Results of 
al
ulation of these �ow regimes fordi�erent values of parameters are presented.



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ �ÅÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎ�Î �ÓÑËÎÂÎ�Î ÏÎÒÎÊÀÍàäîëèí Ê.À., Æèëÿåâ È.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíèå ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò ïî èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ ìîäåëèðî-âàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè è ìàññîïåðåíîñà â ìåëêîâîäíûõ ïðîòÿæåííûõ è ñëàáî èñêðèâ-ëåííûõ ðóñëîâûõ ïîòîêàõ íà îñíîâå ðåäóöèðîâàííûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé [1℄. Â äî-êëàäå ïðåäñòàâëåíû äàííûå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðåäóöèðîâàííîé ìàòåìà-òè÷åñêîé ìîäåëüþ ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ñëàáî èñêðèâëåííîãî ðóñëîâîãî ïîòîêà. Äëÿâåðè�èêàöèè ìîäåëè áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïðîãðàììíîì êîì-ïëåêñå COMSOL. Ñðàâíèâàëèñü çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ïîòîêà, ïîëó÷åííûå ïî�îðìóëàì ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè ïîñëå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷èäëÿ �óíêöèè âîçâûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, è äàííûå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ïîëíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé COMSOL äëÿ ëàìèíàðíûõ èòóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ó÷åòó òóðáóëåíò-íîñòè òå÷åíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ âîïðîñîâ àäåêâàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿïðèðîäíûõ âîäîòîêîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåäëàãàå-ìàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò ãèäðîäèíàìèêó ðóñëîâîãî òå÷åíèÿ.Ââåäåíèå. Äëÿ ðàñ÷åòîâ ãèäðîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âîäîòîêîâ ïðèìåíÿ-þòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçíûõ òèïîâ. Íàèáîëåå ïðîñòûìè â èñïîëüçîâàíèèÿâëÿþòñÿ �îðìóëüíûå (¾íóëüìåðíûå¿) è áàëàíñîâûå (êàìåðíûå) ìîäåëè. Øèðîêîèñïîëüçóþòñÿ òàêæå îäíîìåðíûå ìîäåëè, ïîëó÷åííûå, íàïðèìåð, îñðåäíåíèåì ïîæèâîìó ñå÷åíèþ ïîòîêà. Îäíàêî ïðèìåíåíèå òàêèõ ìîäåëåé âåñüìà îãðàíè÷åíî,ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ëèøü èíòåãðàëüíûå è óñðåäíåííûå õàðàêòå-ðèñòèêè ïîòîêîâ (ðàñõîä âîäû, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ è ò. ï.). Âî ìíîãèõ ñëó-÷àÿõ òðåáóåòñÿ áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå òå÷åíèÿ, íàïðèìåð, ó÷åò åãî ïîïåðå÷íîéñòðóêòóðû ïðè âîçíèêíîâåíèè â âåðõíåì ñëîå ïðîòèâîòîêà, âûçâàííîãî äåéñòâè-åì âåòðà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêîé àíàëèç òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ òðåõìåðíûõ ìîäåëåé,òî÷íî îïèñûâàþùèõ èññëåäóåìûå ïðîöåññû è îñíîâàííûõ íà ïîëíûõ óðàâíåíèÿõãèäðîäèíàìèêè òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïîëó÷èòü âûñîêóþòî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó èìåþùèåñÿ äàííûå ãèäðîëîãè-÷åñêèõ èçìåðåíèé îáû÷íî íå èìåþò äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè, íåîáõîäèìîéäëÿ çàäàíèÿ ãèäðî�èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êðîìå òîãî, ñëîæíîñòüè òðóäîåìêîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà îñíîâå òðåõìåðíûõ ìàòåìàòè-÷åñêèõ ìîäåëåé óñóãóáëÿåòñÿ ñïåöè�èêîé ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñèëüíîâûòÿíóòîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè: îòíîøåíèå ìåæäó õàðàêòåðíîé ãëóáèíîéè õàðàêòåðíîé øèðèíîé ðå÷íîãî ðóñëà êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.1 äî 0.005. Âñåâûøåñêàçàííîå îáúÿñíÿåò èíòåðåñ ê äâóìåðíûì è ðåäóöèðîâàííûì òðåõìåðíûììàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ðóñëîâûõ ïîòîêîâ, ñëîæíîñòü êîòîðûõ àäåêâàòíà òî÷-íîñòè èìåþùèõñÿ ãèäðîëîãè÷åñêèõ äàííûõ.



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî ðóñëîâîãî ïîòîêà 163Â ðàáîòå [1℄ ïðåäñòàâëåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé êîíñòðóèðîâàòü ìàòåìàòè÷å-ñêèå ìîäåëè ðóñëîâûõ ïîòîêàõ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîìïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ó÷åò òîãî, ÷òî ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðóñ-ëà â âåðòèêàëüíîì è ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ èïðîòÿæåííîñòü ïîòîêà âåñüìà âåëèêà. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåñòèðîâàíèþîäíîé èç ïðåäëîæåííûõ â [1℄ ðåäóöèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à èìåí-íî ìîäåëè ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà. Âåðè�èêàöèÿ ìîäåëè ïðîâîäèòñÿ ïóòåìñðàâíåíèÿ äàííûõ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ïîëíûõ óðàâíå-íèé ãèäðîäèíàìèêè ïîòîêà âÿçêîé æèäêîñòè è ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñ-íîâå ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî êîìïëåêñà COMSOL Multiphysi
s (Femlab), à òàêæå ïðîãðàììíûõïàêåòîâ Matlab è Maple.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ áàçîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîäè-íàìèêè ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà (ñîãëàñíî êëàññè�èêàöèè [1℄) â áåçðàçìåð-íûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä
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xOy ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, à îñè x, y è z íàïðàâëåíû âäîëü, ïîïå-ðåê è ïî ãëóáèíå ïîòîêà ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ h(x, y) è íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ ξ(x, y) çàäàþò �îðìó ðóñëà è âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïî-òîêà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðàìåòðû Fx è Fy îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèåïîñòîÿííîãî âåòðîâîãî âîçäåéñòâèÿ.Ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèå ÷èñëà �åéíîëüäñà âõîäèò çíà÷åíèå êîý��èöèåíòàòóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, âû÷èñëåííîå íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà, òî çíà÷åíèå �óíêöèè
ν òàì äîëæíî áûòü ðàâíî åäèíèöå: ν|z=ξ = 1.Èç óðàâíåíèé (1) êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è äàâëåíèå ìîãóò áûòü ÿâíî âûðàæåíû÷åðåç �óíêöèþ âîçâûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ξ(x, y)
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(5)
ãäå �óíêöèîíàëû (4) è èõ ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå (ò. å. ïðè
z = ξ).Äëÿ óðàâíåíèÿ (5) òðåáóåòñÿ çàäàòü óñëîâèå Êîøè (íà÷àëüíóþ �îðìó ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòè), à òàêæå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âî âõîäíîì ñòâîðå x = 0 è íàáåðåãàõ ïîòîêà. Íàïðèìåð, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ïëîñêàÿ, òî óñëîâèå Êîøè èìååò âèä

ξ(x, y, 0) = 0. (6)2. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè ξ(x, y, t) âîç-âûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèå (5) ðåøàëîñü ïðè íà÷àëüíîì óñëî-âèè (6) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
ξ(0, y, t) = 0, ξ(x,±b, t) − h(x,±b) = 0, (7)ãäå b � ïîëóøèðèíà ïîòîêà.×èñëåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (5)�(7) îñóùåñòâëÿëîñü ñðåäñòâà-ìè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà COMSOL [2℄. Èñïîëüçîâàëèñüñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áåçðàçìåðíîé çàäà÷è: G = 9800, I = 0.008,

b = 0.5, Fx = Fy = 0. Âûáðàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþ âîäîòîêóãëóáèíîé 1 ì è îòíîøåíèåì ãëóáèíû ê øèðèíå è ê äëèíå, êàê 1 : 10 : 100 ïðèóêëîíå 1◦ è îòñóòñòâèè âíåøíèõ âåòðîâûõ âîçäåéñòâèé. Äíî ïîòîêà çàäàâàëîñü�óíêöèåé âèäà h(x, y) = (1 − a sinωx)
(

1 −
(

y
b

)2
) ïðè a = 0.01 è ω = 10.Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, âû÷èñëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåäóöèðîâàííîé òðåõìåð-íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà, ñðàâíèâàëàñü ñ ðå-çóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî íà îñíîâå ïîë-íûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà COMSOLMultiphysi
s.Ïðè òåñòèðîâàíèè ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ÷èñëà�åéíîëüäñà Re = 125, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðíîé ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ 1 ì/ñ.Ïðè ðàñ÷åòàõ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ ðàññìàòðèâàëèñü ÷èñëà �åéíîëüäñà îò 3 · 105äî 9 · 105.



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî ðóñëîâîãî ïîòîêà 165Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ â COMSOL áûëà âûáðàíà k − ǫ ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè.Ñêîðîñòü ïîòîêà â ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè îïðåäåëÿëàñü �îðìóëàìè (3),(4) è ÷èñ-ëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(7). Ôóíêöèîíàëüíûé ïàðàìåòð òóðáóëåíòíîé âÿç-êîñòè ν áûë âûáðàí â âèäå êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè, êîý��èöèåíòû êîòîðîé íà-õîäèëèñü èç óñëîâèÿ êîððåëÿöèè çíà÷åíèé ñêîðîñòè äëÿ ìîäåëüíîãî è ýòàëîííîãîïîòîêîâ.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ýïþðû èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ïî ãëóáèíå ïîòîêà.Äíî ïîòîêà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ z = 1, à ïîâåðõíîñòü � z = 0 ïðåîáðàçîâàí-íîé áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íàíåñåíû çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè,ïîëó÷åííûå ïî �îðìóëàì (3),(4), à òî÷å÷íûìè è ïóíêòèðíûìè � ðàññ÷èòàííûåïî ïîëíîé ìîäåëè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà COMSOL. Òî÷å÷íûå ëèíèè ñîîòâåò-ñòâóþò àäàïòèâíîìó ðåæèìó ðàñ÷åòà ñ èçìåëü÷åíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè âïðèäîííîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîëó÷åíû íà ñåòêå áåç ïðèäîí-íîãî èçìåëü÷åíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàñ÷åò ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííî áûñòðåå.Íà ðèñ. 1à ïðèâåäåíû äàííûå ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà, ïî êîòîðîìó áûëàïðîâåäåíà êàëèáðîâêà ìîäåëè. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ �óíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðàòóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè âèäà ν(z) = c1 + c2z + c3z
2 áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ c1 =

1.45, c2 = −10−3, c3 = 0.83.Íà ðèñ. 1á è ðèñ. 1â ïðèâåäåíû äàííûå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿòóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ, çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè êîòîðûõ îò-ëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ýòàëîííîãî ïîòîêà â ìåíüøóþ (ðèñ. 1á)èëè áîëüøóþ (ðèñ. 1â) ñòîðîíó ïðèìåðíî íà 50%.
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0 0.5 1 1.5(â)�èñ. 1. Èçìåíåíèå ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ïî ãëóáèíå ïîòîêà: (à) � ýòàëîííûé ïîòîê; (á) �ìåäëåííîå òå÷åíèå; (â) � áûñòðîå òå÷åíèå.Â òàáë. 1 ïðåâåäåíû äàííûå î ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà �åéíîëüäñà íà ðàçíûõ ãëóáèíàõ. Â êàæäîì ñëó÷àåêîëîíêà I ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòàì ïî ïîëíûì óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìèêè, ðåàëè-çîâàííûì â ïàêåòå COMSOL, à êîëîíêà II � ìîäåëüíûì óðàâíåíèÿì (3).Çàìåòèì, ÷òî ðèñ. 1à ñîîòâåòñòâóþò äàííûå êîëîíîê òàáë. 1 ïðè Re = 5952·102,ðèñ. 1á � ïðè Re = 2976 · 102, è ðèñ. 1â � ïðè Re = 8928 · 102.



166 Íàäîëèí Ê.À., Æèëÿåâ È.Â.×èñëî �åéíîëüäñà ·102

z Re = 2976 Re = 4761 Re = 5952 Re = 7142 Re = 8928I II I II I II I II I II0 .532 .533 .863 .861 1.056 1.058 1.290 1.287 1.587 1.5890.3 .525 .516 .842 .849 1.043 1.044 1.261 1.269 1.567 1.5650.5 .511 .502 .813 .817 1.019 1.012 1.219 1.228 1.530 1.5210.7 .489 .478 .775 .786 .979 .968 1.164 1.175 1.469 1.4490.9 .422 .386 .603 .629 .793 .774 .970 .942 1.103 1.159Òàáëèöà 1. Ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü u íà ðàçíûõ ãëóáèíàõ ïðè ðàçëè÷íûõ Re.Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâî-ëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â [1℄ ðåäóöèðîâàííàÿ òðåõìåðíàÿ ìîäåëüìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ðóñëîâîãî ïîòîêà àäåêâàòíî îïèñûâàåò åãî ãèäðîäèíàìèêó.Çàäà÷à �àêòè÷åñêè ðàñùåïëÿåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ñâîäèòñÿê ðåøåíèþ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé äëÿ �óíêöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (5)�(7), àçàâèñèìîñòü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû ÿâíî âûðàæàåòñÿ �îð-ìóëàìè (3) ñ ó÷åòîì �óíêöèîíàëîâ (4), îïðåäåëÿåìûõ ïî ýìïèðè÷åñêè âûáðàííîéçàâèñèìîñòè ν(z).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íàäîëèí Ê.À. Îá îäíîì ïîäõîäå ê ìîäåëèðîâàíèþ ïàññèâíîãî ìàññîïåðåíîñà â ðóñ-ëîâûõ ïîòîêàõ // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Ò. 21. � 2. Ñ. 14�28.[2℄ Æèëÿåâ È. Â., Íàäîëèí Ê.À. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîäèíàìèêè ìåëêî-ãî ïðîòÿæåííîãî ðóñëîâîãî ïîòîêà // Èçâåñòèÿ ÞÔÓ. Òåõíè÷åñêèå íàóêè. 2012.� 6 (131). Ñ. 10�14.Nadolin K.A., Zhilyaev I.V. Numeri
al study of the redu
ed model for the turbulentbed-stream �ow . This study pro
eeds to a series of publi
ations that deal with di�erentproblems of the mathemati
al modelling of hydrodynami
s and mass transfer in the weaklymeandering shallow and lengthy bed-stream �ows on the base of redused 3D equations areproposed in [1℄. The results of numeri
al experiments with the redu
ed 3D model of the weaklymeandering shallow and lengthy bed-stream �ow is presented. This mathemati
al model isone of several that proposed in [1℄. For it veri�
ation a number of 
al
ulations with �nite-element pa
kage COMSOL was done. The values of longitudinal velo
ity were 
al
ulated in theframework of redu
ed model formulas through numeri
al solution of the initial-boundary valueproblem for the free surfa
e displa
ement fun
tion. These values were 
ompared with data oflaminar and turbulent CFD COMSOL 
al
ulations. We 
on
entrated on taking into a

ountthe �ow turbulen
e phenomenon that is one of the key problem for a

urate modelling thenatural waterways The obtaining results demonstrate that the hydrodynami
s of the shallowand lengthy bed-stream �ow is des
ribed adequately by proposed redu
ed model.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎ�Î- È ÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�ÈÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÎÂÌÅÒÎÄÀÌÈ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉÈ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÍàñåäêèí À.Â., Íàñåäêèíà À.À., �åìèçîâ Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÎáñóæäàþòñÿ ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ïîðîóïðóãèõ è òåð-ìîóïðóãèõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñî ñâÿçíîñòüþ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé, îñíî-âàííûå íà ìåòîäå ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ, ìîäåëèðîâàíèè ïðåä-ñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ñ ó÷åòîì ìèêðîñòðóêòóðû è íà êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ òåõíîëîãèÿõðåøåíèé çàäà÷ äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ.1. Ìîäåëè ïîðîóïðóãèõ è òåðìîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ïóñòü Ω � ïðåä-ñòàâèòåëüíûé îáúåì ìíîãî�àçíîãî êîìïîçèòíîãî íåîäíîðîäíîãî òåëà, Γ = ∂Ω �åãî ãðàíèöà, n � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê Γ, x � âåêòîð ïðîñòðàí-ñòâåííûõ êîîðäèíàò. �àññìîòðèì â îáúåìå Ω íåîäíîðîäíûé ïîðîóïðóãèé ìàòåðè-àë. Òîãäà â ðàìêàõ ñòàòè÷åñêîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè Áèî èìååì ñèñòåìó äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
∇ · σ = 0, σ = c · ·ε − bp, ε = (∇u + ∇u∗)/2, (1)

∇ · vf = 0, vf = −k̃f · ∇p, (2)ãäå u� âåêòîð ïåðåìåùåíèé, σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, c� òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãàóïðóãèõ æåñòêîñòåé, ε � òåíçîð äå�îðìàöèé, b � òåíçîð Áèî, p � ïîðîâîå äàâëå-íèå, vf � âåêòîð ñêîðîñòè �èëüòðàöèè, k̃f = kf/µf , kf � òåíçîð êîý��èöèåíòîâïðîíèöàåìîñòè, µf � âÿçêîñòü æèäêîñòè.Êàê èçâåñòíî, èìååòñÿ ïîðîòåðìîóïðóãàÿ àíàëîãèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé çàäà÷èïîðîóïðóãîñòè (1), (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè, è íàîáî-ðîò. Äåéñòâèòåëüíî, òåðìîóïðóãàÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
∇ · σ = 0, σ = c · ·ε − βθ, ε = (∇u + ∇u∗)/2, (3)

∇ · q = 0, q = −k · ∇θ, (4)ãäå q � âåêòîð ïîòîêà òåïëà, θ � ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû îò åñòåñòâåííîãî ñî-ñòîÿíèÿ, β � òåíçîð êîý��èöèåíòîâ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, k � òåíçîð êî-ý��èöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè.Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû (1), (2) è (3), (4) ñîâïàäàþò ïðè çàìåíàõ p↔ θ, b ↔ β,
k̃f ↔ k. Òàêèì îáðàçîì, ïîðîóïðóãèå è òåðìïîóïðóãèå êîìïîçèòû â ðàìêàõ ìîäå-ëåé (1), (2) è (3), (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èäåíòè÷íûå ìàòåðèàëû, îñîáåííîâ áåçðàçìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ.2. Ìåòîäîëîãèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîéñòâ ïîðîóïðóãèõ è òåðìîóïðó-ãèõ êîìïîçèòîâ. Ïðèíÿâ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà Γ = ∂Ω, ìîæ-íî íàéòè ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (2) èëè (3), (4) äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû â ïðåä-ñòàâèòåëüíîì îáúåìå Ω. Òîãäà ñðàâíåíèå îñðåäíåííûõ ïî Ω õàðàêòåðèñòèê ðåøå-íèÿ (íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé �èëüòðàöèè è äð.) ñ àíàëîãè÷íûìè âåëè÷èíàìè äëÿîäíîðîäíîé ñðåäû (ñðåäû ñðàâíåíèÿ) ïîçâîëèò îïðåäåëèòü ý��åêòèâíûå ìîäó-ëè êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåä äëÿîïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé íåîáõîäèìî ðåøàòü íåñêîëüêîçàäà÷ ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Çäåñü îñíîâíû-ìè ïðîáëåìàìè ÿâëÿþòñÿ âûáîð ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ



168 Íàñåäêèí À.Â., Íàñåäêèíà À.À., �åìèçîâ Â.Â.íåîäíîðîäíîé ñðåäû è ñðåäû ñðàâíåíèÿ, à òàêæå òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿíåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ñëåäóÿ ðàçðàáîòàííûì ðàíåå ìåòîäàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïüåçî-àêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ [1, 2℄, ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå ïîäõîäû äëÿ çàäà÷ ïîðî- èëèòåðìîóïðóãîñòè. Â ñèëó îòìå÷åííîé àíàëîãèè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîðîóïðóãèåêîìïîçèòû ñ ìîäåëüþ (1), (2). Çàìåòèì, ÷òî ýòè ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ ïî ñòðóêòó-ðå òåì, ÷òî â íèõ êðîìå ãðàäèåíòîâ ïîëåé u è p ïðèñóòñòâóåò è ñàìà �óíêöèÿ
p. Êðîìå òîãî, çàäà÷à �èëüòðàöèè (2) â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå íå ñâÿçàíà ñ ìåõà-íè÷åñêèìè ïîëÿìè. Äàííûå îñîáåííîñòè áóäóò âûçûâàòü è íåêîòîðûå îòëè÷èÿ âìåòîäîëîãèè îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ïîðîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ.Äëÿ ïîðîóïðóãîé îäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ ïðèìåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òåæå óðàâíåíèÿ (1), (2), íî ñ ïîñòîÿííûìè ìîäóëÿìè ceff , beff , k̃efff , êîòîðûå èòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå Γ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ

u = x · ε0, p = p0, x ∈ Γ, (5)ãäå ε0 = ε∗
0, p0 � íåêîòîðûå íå çàâèñÿùèå îò x âåëè÷èíû. Òîãäà u = x · ε0, ε = ε0,

p = p0, σ = σ0 = ceff · ·ε0 − beffp0 áóäóò äàâàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), (5) âîáúåìå Ω äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè p = p0 óðàâíåíèÿ (2)óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñ vf = vf0 = 0, íî äàííàÿ ÷èñòî �èëüòðàöèîííàÿ çàäà÷à çäåñü�àêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ.�åøèì òåïåðü òó æå çàäà÷ó (1), (2), (5) äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû, è ïðèìåì,÷òî äëÿ íåå è ñðåäû ñðàâíåíèÿ ðàâíû îñðåäíåííûå íàïðÿæåíèÿ 〈σ〉 = 〈σ0〉,ãäå çäåñü è äàëåå â óãëîâûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷àåòñÿ ñðåäíÿÿ ïî îáúåìó âåëè÷èíà
〈...〉 = 1/Ω

∫

Ω
(...) dΩ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåéêîìïîçèòà âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå ceff · ·ε0 −beffp0 = 〈σ〉, ãäå ε0 è p0 � çàäàííûåâåëè÷èíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5). Òîãäà, äàæå â ïðåäïîëîæåíèè àíèçîòðîïèèîáùåãî âèäà äëÿ ñðåäû ñðàâíåíèÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ìîäóëè æåñòêîñòè ceffijlmè êîý��èöèåíòû Áèî beffij . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ â (5) ε0 = ε0(elem + emel)/2,

ε0 = const, p0 = 0 äëÿ �èêñèðîâàííûõ èíäåêñîâ l è m (el, em � îðòû äåêàð-òîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò), ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ óïðóãèõ ìîäóëåé
ceffijlm: ceffijlm = 〈σij〉/ε0. Åñëè æå â (5) ïîëîæèòü ε0 = 0, p0 6= 0, òî èç òàêîé êðàåâîéçàäà÷è (1), (2), (5) ìîæíî íàéòè ý��åêòèâíûå ìîäóëè Áèî: beffij = 〈σij〉/p0. Âàæ-íûì îáîñíîâàíèåì âûáîðà êðàåâîãî óñëîâèÿ u = x · ε0 ïðè x ∈ Γ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîèìåííî ïðè íåì ìåæäó ïîëÿìè íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé íåîäíîðîäíîé ñðåäûè ñðåäû ñðàâíåíèÿ èìåþò ìåñòî òàêæå ðàâåíñòâà 〈ε〉 = 〈ε0〉, 〈σ · ·ε〉 = 〈σ0 · ·ε0〉.Òàêèì îáðàçîì, ïðè òàêîì êðàåâîì óñëîâèè äëÿ äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñðåä îêà-çûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè è èõ ìåõàíè÷åñêèå ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè. Îòìåòèì, ÷òîäîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò èçâåñòíîå èç êëàññè÷åñêîé òåî-ðèè óïðóãîñòè [3℄.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ êîý��èöèåíòîâ òåíçîðà k̃f äîñòàòî÷íî ðàñ-ñìîòðåòü óðàâíåíèÿ �èëüòðàöèè (2). Äëÿ �îðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàå-âîé çàäà÷è ïðèìåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà

p = x · G0, x ∈ Γ, (6)ãäå G0 � íåêîòîðûé íå çàâèñÿùèé îò x ïîñòîÿííûé âåêòîð. Î÷åâèäíî, ÷òî
p = x · G0, G = ∇p, G = G0, vf = vf0 = −k̃efff · G0 áóäóò äàâàòü ðåøåíèå çàäà÷è



Ìîäåëèðîâàíèå ïîðî- è òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ ... 169(2), (6) â îáúåìå Ω äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ. Òîãäà, ðåøèâ çàäà÷ó (2), (6)äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî äëÿ íåå è ñðåäû ñðàâíåíèÿ ðàâíûîñðåäíåííûå ñêîðîñòè �èëüòðàöèè 〈vf 〉 = 〈vf0〉. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèåäëÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé êîìïîçèòà k̃efff · G0 = −〈vf 〉, ãäå G0 � çàäàííûé èçãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6) âåêòîð. Òîãäà äëÿ ñðåäû ñðàâíåíèÿ ñ àíèçîòðîïèåé îáùåãîâèäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ �èëüòðàöèîííûõ ìîäóëåé k̃efffil .Èìåííî, ïîëàãàÿ â (6) G0 = G0el, G0 = const äëÿ �èêñèðîâàííîãî èíäåêñà l, èìå-åì �îðìóëû äëÿ ìîäóëåé k̃efffil : k̃efffil = −〈vfi〉/G0. Îáîñíîâàíèåì âûáîðà êðàåâîãîóñëîâèÿ p = x · G0 â (6) ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òîãäà ìåæäó ïîëÿìèñêîðîñòåé �èëüòðàöèè è ãðàäèåíòà ïîðîâîãî äàâëåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû è ñðå-äû ñðàâíåíèÿ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 〈G〉 = 〈G0〉, 〈G · vf 〉 = 〈G0 · vf0〉. Òàêèìîáðàçîì, ïðè êðàåâîì óñëîâèè (6) äëÿ äâóõ ñðåä îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè èõïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè �èëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ.Îïèñàííûå âûøå ïîäõîäû ñâÿçàíû ñ îñðåäíåíèåì ìîäóëåé c, b, k̃f . Ïîýòîìóïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé êîìïîçèòîâ íàçîâåì òàêîé ñïîñîá àíàëîãîìîñðåäíåíèÿ ïî Ôîéõòó (Voight), è áóäåì ïîìå÷àòü íàõîäèìûå ïðè ýòîì ý��åêòèâ-íûå ìîäóëè âåðõíèì èíäåêñîì ¾V ": ceff = cV eff , beff = bV eff , k̃efff = k̃V efff .Âòîðîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ñâÿçàí ñ äðóãèìè ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè ïðè �îðìóëèðîâêå ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïîðîóïðó-ãîñòè (1), (2). Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì èçìåíèòü �îðìó îïðåäåëÿþùèõñîîòíîøåíèé
ε = s · ·σ + αp, G = −r̃f · vf , G = ∇p, (7)ãäå s = c−1 � òåíçîð óïðóãèõ ïîäàòëèâîñòåé, α = s · ·b, r̃f = k̃−1

f � òåíçîðïðèâåäåííûõ êîý��èöèåíòîâ íåïðîíèöàåìîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå Γ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ
n · σ = n · σ0, p = p0, x ∈ Γ, (8)ãäå σ0 = σ∗

0, p0 � íåêîòîðûå íå çàâèñÿùèå îò x âåëè÷èíû. Òîãäà äëÿ îäíîðîäíîéñðåäû ñðàâíåíèÿ ïîëÿ σ = σ0, ε = ε0 = seff · ·σ0 + αeffp0, u = x · ε0, p = p0â Ω óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ èç (1) è îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþèç (7) ñ s = seff , α = αeff . Óðàâíåíèå �èëüòðàöèè (2) ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåòñÿòîæäåñòâåííî ñ vf = vf0.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), (8) äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû áóäåò ñïðàâåäëèâîñîîòíîøåíèå 〈σ〉 = 〈σ0〉 [6℄, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ëîãè÷íîïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà 〈ε〉 = ε0 = seff · ·σ0 + αeffp0. Ýòî óñëîâèå ïîç-âîëÿåò îïðåäåëèòü ïîäàòëèâîñòè seffijlm è êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè αeffij äëÿ àíèçî-òðîïíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ. Òàê, ïîëàãàÿ â (12) σ0 = σ0(elem + emel)/2, σ0 = const,
p0 = 0 äëÿ �èêñèðîâàííûõ èíäåêñîâ l è m, ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ ý�-�åêòèâíûõ óïðóãèõ ïîäàòëèâîñòåé: seffijlm = 〈εij〉/σ0. À ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (2), (8)ñ σ0 = 0, p 6= 0 ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ý��åêòèâíûå êîý��èöèåíòû ïîðîóïðóãîéñâÿçíîñòè αeffij = 〈εij〉/σ0. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèé çàäà÷ (1), (2), (8) äëÿ íåîäíîðîä-íîé ñðåäû è îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ñðàâíåíèÿ áóäóò îäèíàêîâûìè è ìåõàíè÷åñêèåýíåðãèè 〈σ · ·ε〉 = 〈σ0 · ·ε0〉, ÷òî äîïîëíèòåëüíî îáîñíîâûâàåò âûáîð ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ (8).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ïðèâåäåííûõ êîý��èöèåíòîâ íåïðîíèöàåìî-ñòåé r̃efffil ïðèìåì äëÿ óðàâíåíèÿ �èëüòðàöèè (2) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

n · vf = n · vf0, x ∈ Γ, (9)



170 Íàñåäêèí À.Â., Íàñåäêèíà À.À., �åìèçîâ Â.Â.ãäå vf0 � íåêîòîðûé íå çàâèñÿùèé îò x ïîñòîÿííûé âåêòîð. Òîãäà vf = vf0,
p = x · G0, G = ∇p, G = G0, G0 = −r̃efff · G0 äàþò ðåøåíèå çàäà÷è (2), (9) äëÿîäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (9) ñ íåîäíî-ðîäíûìè êîý��èöèåíòàìè k̃f = r̃−1

f ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈vf〉 = 〈vf0〉. Ïîýòîìóäëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ êîý��èöèåíòîâ r̃efffil ìîæíî ïðèíÿòü: 〈G〉 = 〈G0〉,ãäå G � ãðàäèåíò ïîëÿ ïîðîâîãî äàâëåíèÿ, âû÷èñëåííûé äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû.Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ r̃efff ·vf0 = −〈G〉, èç êîòîðîãî, ïîëàãàÿ â (9)
vf0 = vf0el, vf0 = const, ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ ý��åêòèâíûõ ïðèâå-äåííûõ êîý��èöèåíòîâ íåïðîíèöàåìîñòåé: r̃efffil = −〈Gi〉/vf0. Êàê è äëÿ ïåðâîãîâàðèàíòà, îáîñíîâàíèåì âûáîðà êðàåâîãî óñëîâèÿ n ·vf = n ·vf0 â (9) ÿâëÿåòñÿ ðà-âåíñòâî ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé äëÿ �èëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíîéñðåäå è â ñðåäå ñðàâíåíèÿ: 〈G · vf 〉 = 〈G0 · vf0〉.Êàê âèäíî, âòîðîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ îñðåäíåíèåì ìîäóëåé s, α, r̃f . Ïîýòîìó ïîàíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé êîìïîçèòîâ òàêîé ñïîñîá áóäåì íàçûâàòü àíà-ëîãîì îñðåäíåíèÿ ïî �åéññó (Reuss) è ïîìå÷àòü íàõîäèìûå ïðè ýòîì ý��åêòèâíûåìîäóëè âåðõíèì èíäåêñîì ¾R": seff = sReff , αeff = αReff , r̃eff = r̃Reff .Îáà ïîäõîäà (Ôîéõòà è �åéññà) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîëíûå íàáîðû ý�-�åêòèâíûõ ìîäóëåé äëÿ ïîðîóïðóãèõ ñðåä ïðîèçâîëüíîãî êëàññà àíèçîòðîïèè:
cV eff , bV eff , k̃V efff , è çàòåì, ïðè íåîáõîäèìîñòè, sV eff = (cV eff )−1, αV eff =

sV eff · ·bV eff , r̃V efff = (k̃V efff )−1; sReff , αReff , r̃Refff , è çàòåì, ïðè íåîáõîäèìîñòè,
cReff = (sReff )−1, bReff = cReff · ·αReff , k̃V efff = (r̃V efff )−1. Ïîëó÷åííûå íàáîðûáóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àòüñÿ, è â ïðèíöèïå, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî îä-íèì èç ïðåäñòàâëåííûõ ïîäõîäîâ. Ïîëüçà îò èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ïîäõîäîâ ìîæåòñîñòîÿòü â òîì, ÷òî ïðè ýòîì áóäåò ïîëó÷åíà âèëêà ìåæäó çíà÷åíèÿìè ý��åê-òèâíûõ ìîäóëåé, ïîçâîëÿþùàÿ óòî÷íèòü èõ âåëè÷èíû àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîéìåõàíèêå êîìïîçèòîâ òåîðèè óïðóãîñòè.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ áèíàðíûõ êîìïîçèòîâ.Ïðèâåäåííûå �îðìóëû ðàñ÷åòà ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ïðåäïîëàãàþò ðåøåíèå ñî-îòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè èëè òåðìîóïðóãîñòè â îáëàñòÿõ Ω,êîòîðûå äîëæíû ÿâëÿòüñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûìè îáúåìàìè êîìïîçèòíûõ ìàòåðè-àëîâ. Â êà÷åñòâå òàêèõ îáúåìîâ â èäåàëå ñëåäóåò âûáðàòü îáëàñòè, äîñòàòî÷íîáîëüøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè íåîäíîðîäíîñòåé, íî ìàëûå ïî ñðàâíåíèþ ñðàññòîÿíèÿìè, íà êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ ìåäëåííûå ïåðåìåííûå.�àññìîòðèì áèíàðíûé êîìïîçèò, ïåðâîé �àçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûéñòðóêòóðíûé êàðêàñ, à âòîðîé �àçîé - èçîëèðîâàííûå èëè ñâÿçàííûå äðóã ñ äðó-ãîì âêëþ÷åíèÿ èëè ïîðû äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðîâ íà ìèêðîóðîâíå. Ïåð-âûé ñëó÷àé ïî êëàññè�èêàöèè �.Ý. Íüþíåìà îòâå÷àåò ñâÿçíîñòè 3-0, à âòîðîé �ñâÿçíîñòè 3-3 (çàêðûòûå è îòêðûòûå âêëþ÷åíèÿ èëè ïîðû, ñîîòâåòñòâåííî). Ïðèíåáîëüøîì ïðîöåíòå âõîæäåíèÿ âòîðîé �àçû äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, íî àäåêâàò-íîé íàáëþäàåìîé íà ïðàêòèêå ìèêðîñòðóêòóðå òàêîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëàïðåäñòàâëÿåòñÿ ìîäåëü êóáè÷åñêîé ðåøåòêè, ñîñòîÿùåé èç îäèíàêîâûõ ÿ÷ååê �êóáèêîâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îáúÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëîì âòîðîé�àçû. Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü äëÿ ïîðèñòîãî êîìïîçèòà ïðè áîëüøîì ÷èñ-ëå ïîð ìîæåò ïîòåðÿòü ñâÿçíîñòü êàðêàñà, à òàêæå íå ïîääåðæèâàåò ñòðóêòóðóñâÿçíîñòè êîìïîçèòà (3-0 èëè 3-3). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð â êóáè÷å-



Ìîäåëèðîâàíèå ïîðî- è òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ ... 171ñêîé ðåøåòêå ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû òåîðèè ïåðêîëÿöèè, ïîçâîëÿþùèåïîëó÷àòü ïðîòåêàþùèå êëàñòåðû. Ïðè ìàëîé äîëå âòîðîé �àçû ìîæíî ñòðîèòüêëàñòåðû èç âêëþ÷åíèé èëè ïîð, à ïðè áîëüøîé ïîðèñòîñòè � êëàñòåðû èç ìà-òåðèàëà ñòðóêòóðíîãî êàðêàñà. �ÿä òàêèõ ìåòîäîâ áûë ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí èïðîàíàëèçèðîâàí â [4℄ ïðèìåíèòåëüíî ê ïîðèñòûì ïüåçîêîìïîçèòíûì ìàòåðèàëàì.Îäèí èç íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ 3-0 è 3-3 áèíàðíûõ êîìïî-çèòîâ � ìåòîä îãðàíè÷åííîé äè��óçèåé àãðåãàöèè Âèòòåíà�Ñàíäåðà � ìîæåòòàêæå ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàñ÷åòàõ ïîðîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ.4. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷ äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúå-ìîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè (1), (2) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè äëÿ íåîäíîðîäíîãî äâóõ�àçíîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà â ïðåäñòàâè-òåëüíîì îáúåìå Ω ìîæíî ïåðåéòè ê èõ ñëàáûì ïîñòàíîâêàì è èñïîëüçîâàòü êëàññè-÷åñêóþ òåõíèêó êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé. Ïðè ýòîì çàäà÷è îïðåäåëå-íèÿ ìîäóëåé ïðîíèöàåìîñòåé (2), (6) èëè (9) îêàçûâàþòñÿ íåñâÿçàííûìè, ò. å. äëÿíèõ äîñòàòî÷íî ðåøàòü òîëüêî êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷ �èëüòðàöèè.Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî ïîäõîäà áûëè ðàçðàáîòàíû êîìïüþòåðíûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ êîìïîçèòíûõ ñðåä ðàçëè÷íîãî òè-ïà ñâÿçíîñòè, â òîì ÷èñëå ñòðóêòóðû âûñîêîïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ, ó÷èòûâàþùèåíåîäíîðîäíîñòè ñâîéñòâ äëÿ îòäåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åííûå çàäà÷èäëÿ ïîðî- è òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòíûõ ñðåä ðåøàëèñü ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíè-åì ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàìì äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïàêåòà ANSYS.Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð ïðåä-ñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ è ó÷åòà ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîé íà ý��åêòèâíûå ìîäóëè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Nasedkin A.V. Shevtsova M. S. Improved �nite element approa
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�ÀÇ�ÎÍ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�À Â ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈ ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞÍîðêèí Ì.Â., ßêîâåíêî À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ ñîâìåñòíîå äâèæåíèå èäåàëüíîé, íåñæèìàåìîé, íåîäíîðîäíîé æèä-êîñòè è ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â íåå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà íà ìàëûõ âðåìåíàõ.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäð äâèæåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëå-íèè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî-ñòè æèäêîñòè è ÷èñëà Ôðóäà íà �îðìó ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè.Íà÷àëüíûé ýòàï äâèæåíèÿ òåëà â æèäêîñòè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñîïðîâîæ-äàåòñÿ ñèëüíîé äå�îðìàöèåé åå ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Êàê ïðàâèëî �îðìà ñâîáîä-íîé ãðàíèöû çàðàíåå íåèçâåñòíà è ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñòðà-òè�èêàöèþ æèäêîñòè ïî ïëîòíîñòè, ñ÷èòàÿ åå íåîäíîðîäíîé. Â ðàáîòàõ [1�2℄ äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è î íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà â îäíîðîäíîéæèäêîñòè áûë ïðèìåíåí àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Â íàñòîÿ-ùåé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðàâ íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð, ïîëíîñòüþïîãðóæåííûé â èäåàëüíóþ, íåñæèìàåìóþ, íåîäíîðîäíóþ æèäêîñòü, íàïîëíÿþ-ùóþ îãðàíè÷åííûé áàññåéí ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäðíà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ è äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâ-ëåíèè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, çàïèñàííàÿâ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öèëèí-äðîì, èìååò âèä:
∂v

∂t
− t

∂v

∂x
+ (v,∇) v = −1

ρ
∇p− 1

Fr2
k, R ∈ Ω(t), (1)

∂ρ

∂t
− t

∂ρ

∂x
+ (v,∇)ρ = 0, div v = 0, R ∈ Ω(t), (2)

p = 0, vy = ξx[vx − t] + ξt, R ∈ S2(t), (3)
vn = tnx, R ∈ S1, (4)

vx = (v, i) = 0, x = HR − 0.5t2; x = −HL − 0.5t2, (5)
vy = (v, k) = 0, y = −Hb, (6)

v(x, y, 0) = 0, ξ(x, 0) = 0, ρ(x, y, 0) = ρ0(y), (7)
Fr =

√

ω0

g
, ε =

b

a
. (8)



�àçãîí ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà 173

�èñ. 1. Âëèÿíèå ïîêàçàòåëÿ ñòðàòè�èêàöèè íà �îðìó ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè:
Fr = 0.4; k = 0; 3 (âåðõíèå �èãóðû), Fr = 1; k = 0; 5 (íèæíèå �èãóðû).Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì:
t′ =

√

a

w0
·t, x′ = ax, y′ = ay, p′−pa = ρdw0ap, v′ =

√
w0a ·v, ρ′ = ρdρ, (9)ãäå øòðèõàìè ïîìå÷àþòñÿ ðàçìåðíûå âåëè÷èíû.Íåïîäâèæíûå êîîðäèíàòû X, Y ñâÿçàíû ñ ïîäâèæíûìè x, y ñîîòíîøåíèÿìè:

X = x+ h(t), Y = y, h(t) = 0.5t2.Çäåñü v = v(x, y, t), p = p(x, y, t), ρ = ρ(x, y, t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè,äàâëåíèå è ïëîòíîñòü, çàïèñàííûå îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò;
Ω(t) � îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ; S1 � ãðàíèöà ïëàâàþùåãî òåëà; S2(t) � ñâî-áîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè æèäêîñòè; ρd � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòèæèäêîñòè; pa � àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå; ω0 � óñêîðåíèå öèëèíäðà; Fr � ÷èñëîÔðóäà; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; a è b � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëü-íàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà; R � ðàäèóñ âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (x, y).Ôóíêöèÿ ξ = ξ(x, t) îïðåäåëÿåò âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè,óðàâíåíèå êîòîðîé îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååò âèä:

y = H + ξ(x, t), (10)ãäå H � ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ öèëèíäðà.Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äèíàìè÷åñêîìó è êèíå-ìàòè÷åñêîìó óñëîâèÿì (�îðìóëû (3)).Â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ (v = 0, ξ = 0) ïëîòíîñòü æèäêîñòè çàâèñèò òîëüêî îò êîîð-äèíàòû y (ρ0 = ρ0(y)). Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå íà÷àëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ρ0(y) = ek(H−y), (11)ãäå k � ïîêàçàòåëü ñòðàòè�èêàöèè.2. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ìàëûõ âðåìåíàõ. �åøåíèå çàäà-÷è (1)�(8) íà ìàëûõ âðåìåíàõ áóäåì èñêàòü â âèäå ñëåäóþùèõ ðàçëîæåíèé (t→ 0):

v(x, y, t) = tv0(x, y) + t2v1(x, y) + t3v2(x, y) + o(t3), (12)
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p(x, y, t) = p0(x, y) + tp1(x, y) + t2p2(x, y) + o(t2), (13)
ρ(x, y, t) = ρ0(y) + tρ1(x, y) + t2ρ2(x, y) + o(t2), (14)
ξ(x, t) = t2ξ0(x) + t3ξ1(x) + t4ξ2(x) + o(t4). (15)Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (12)�(15) â óðàâíåíèÿ, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ çàäà÷è (1)�(8), ïåðåíîñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ âîçìóùåííûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöûîáëàñòè Ω(t) íà ïåðâîíà÷àëüíî íåâîçìóùåííûå óðîâíè ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ðàçëîæåíèé â ðÿäû íà ìàëûõ âðåìåíàõ, ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé

p0(x, y), p1(x, y) è p2(x, y) ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïåðâîíà÷àëüíî íåâîçìóùåííîé îáëà-ñòè (ïðÿìîóãîëüíèêå ñ âûáðîøåííûì ýëëèïñîì). Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïðèäåìê ñëåäóþùåé çàäà÷å:
div

(

1

ρ0

∇q
)

= 0, (16)
q = 0, y = H, (17)

− 1

ρ0

∂q

∂n
= nx, R ∈ S1, (18)

∂q

∂x
= 0, x = HR,−HL;

∂q

∂y
= 0, y = −Hb, (19)

p0 = −Fr−2

y
∫

H

ρ0(y)dy + q. (20)Íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (16)�(19) íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà v0(x, y)è �óíêöèÿ ξ0(x):
v0x = − 1

ρ0

∂q

∂x
, v0y = − 1

ρ0

∂q

∂y
, v0y(x,H) = 2ξ0(x). (21)Ôóíêöèÿ p1(x, y) îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, òàê êàê îíà îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâåðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ âèäà (16) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âñëåäñòâèå ýòîãî �óíêöèÿ ξ1(x)îáðàùàåòñÿ â íîëü. Îòìåòèì, ÷òî �óíöèÿ ρ1(x, y) è êîìïîíåíòû âåêòîðà v1(x, y)òàêæå áóäóò ðàâíû íóëþ.Ôóíêöèÿ p2 = p2(x, y) íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

div

(

1

ρ0
∇p2

)

= div

(

ρ2

ρ2
0

∇p0

)

− div(v0,∇)v0, (22)
div

(

ρ2

ρ2
0

∇p0

)

=
1

ρ2
0

[

∂ρ2

∂x

∂q

∂x
+

(

∂ρ2

∂y
− ρ2

ρ0

∂ρ0

∂y

)(

∂q

∂y
− Fr−2ρ0

)]

, (23)
2ρ2 = (1 − v0x)

∂ρ0

∂x
− v0y

∂ρ0

∂y
, (24)

div(v0,∇)v0 = 2
∂v0y

∂x

∂v0x

∂y
− 2

∂v0x

∂x

∂v0y

∂y
, (25)
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p2 = −

[

∂q

∂y
− Fr−2ρ0

]

ξ0(x), y = H, (26)
− 1

ρ0

∂p2

∂n
=
ρ2

ρ0

[

Fr−2ny + nx
]

−
(

∂v0

∂x
− (v0,∇) v0, n

)

, R ∈ S1, (27)
− 1

ρ0

∂p2

∂x
= 0.5

v0x

∂x
+ (v0,∇) v0x, x = HR, x = −HL, (28)

− 1

ρ0

∂p2

∂y
= −∂v0y

∂x
+ (v0,∇) v0y, y = −Hb. (29)Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è (22)�(29) �óíêöèÿ ξ2(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà:

∂v0y

∂y
ξ0(x) + v2y = ξ′0(x) [v0x − 1] + 4ξ2(x), y = H, (30)

3v2y =
∂v0y

∂x
− (v0,∇) v0y −

1

ρ0

[

∂p2

∂y
− ρ2

ρ0

∂p0

∂y

]

, y = H. (31)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ãëàâíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âîçìóùåíèÿ ñâîáîäíîéãðàíèöû æèäêîñòè íå çàâèñèò îò ÷èñëà Ôðóäà. Ýòî ÷èñëî ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî âîâòîðîì ïðèáëèæåíèè.�ëàâíîå ïðèáëèæåíèå (16)�(19) áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïëàâàþùåãî íà ïî-âåðõíîñòè æèäêîñòè öèëèíäðà. Îäíàêî íà åãî îñíîâå íå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü âîç-ìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè, òàê êàê âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðàñêîðîñòè èìååò â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ öèëèíäðà è æèäêîñòè îñîáåííîñòè.3. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ëèíåéíûå ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è (16)�(19),(22)�(29) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêå-òà FreeFem++ [3℄. Íà îñíîâàíèè èõ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ðàçëî-æåíèÿ (15) ξ0(x) è ξ2(x) (�óíêöèÿ ξ1(x) = 0). Îñíîâíîå âíèìàíèå ïðè èññëåäîâàíèèçàäà÷è óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòðàòè�èêàöèè k è ÷èñëà Ôðó-äà íà �îðìó ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðèñëåäóþùèõ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: t = 1.5, ε = 0.5, Hb = 2,
HR = 10, HL = 10. Íà ðèñóíêå 1 (âåðõíèå �èãóðû) ïîêàçàíà êîí�èãóðàöèÿ ñâî-áîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè ïðè Fr = 0.4, H = 1.5. Ôèãóðà ñëåâà ñîîòâåòñòâóåòñëó÷àþ îäíîðîäíîé æèäêîñòè (k = 0), à ñïðàâà íåîäíîðîäíîé ñ ïîêàçàòåëåì ñòðà-òè�èêàöèè k = 3. Íèæíèå �èãóðû îòâå÷àþò ñëó÷àþ Fr = 1, H = 1.2, k = 0 è
k = 5.Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òîðàçãîí òåëà â ýêñïîíåíöèàëüíî-ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè ïðèâîäèò ê çíà-÷èòåëüíûì äå�îðìàöèÿì åå ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöûóñèëèâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïîêàçàòåëÿ ñòðàòè�èêàöèè k. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî�èãóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àÿì Fr = 0.4 è Fr = 1 êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íû.Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ öèëèíäð íàõîäèëñÿ âáëèçè ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèä-êîñòè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè áîëåå ãëóáîêîì ïîãðóæåíèè ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà óâåëè÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ñòðàòè�èêàöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþíà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè áîëüøîé âïàäèíû.



176 Íîðêèí Ì.Â., ßêîâåíêî À.À.Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ ÷èñåë Ôðóäà, ïðèêîòîðûõ íå ïðîèñõîäèò îòðûâà ÷àñòèö æèäêîñòè îò ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Ïðèáîëüøèõ ÷èñëàõ Ôðóäà íàáëþäàåòñÿ îòðûâ æèäêîñòè îò òåëà, â ðåçóëüòàòå êîòîðî-ãî âáëèçè öèëèíäðà îáðàçóåòñÿ êàâåðíà è ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ âíóòðåííÿÿ ñâîáîäíàÿãðàíèöà. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îáðàçîâàíèåì êàâåðí, à òàêæå áðûç-ãîâûõ ñòðóé äëÿ ïëàâàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè òåë, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëååèíòåðåñíûìè è ìàëî èçó÷åííûìè. Çàäà÷à îá îòðûâíîì ðàçãîíå êðóãîâîãî öèëèí-äðà â îäíîðîäíîé æèäêîñòè èññëåäîâàíà â ñòàòüå [4℄.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Tyvand P.A., Miloh T. Free-surfa
e �ow due to impulsive motion of a submerged sir
ularsylinder // J. Fluid Me
h. 1995. 286. Pp. 67�101.[2℄ Tyvand P.A., Landrini M. Free-surfa
e �ow of a �uid body with an inner sir
ular sylinderin impulsive motion // J. Eng.Math. 2001. 40. Pp. 109�140.[3℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ í/Ä: Èçä.ÞÔÓ, 2008. 256 
.[4℄ Íîðêèí Ì.Â. Îáðàçîâàíèå êàâåðíû íà íà÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ êðóãîâîãî öèëèí-äðà â æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì // ÏÌÒÔ. 2012. Ò. 53, � 4. Ñ. 74�82.Norkin M.V., Yakovenko A.A. Dispersal of the ellipti
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Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÅÍÎÑÀÂÈÕ�ß ÄËß ÂßÇÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß ÍÜÞÒÎÍÎÂÑÊÈÕÆÈÄÊÎÑÒÅÉ Â �ÀÂÍÎÊÀÍÀËÜÍÛÕ ÌÍÎ�ÎÓ�ËÎÂÛÕØÒÀÌÏÀÕÏåðèã À.Â.∗, �îëîäåíêî Í.Í.∗∗
∗Äîíáàññêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ìàøèíîñòðîèòåëüíàÿ àêàäåìèÿ, Êðàìàòîðñê

∗∗Äîíáàññêàÿ íàöèîíàëüíàÿ àêàäåìèÿ ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû, ÌàêååâêàÂ ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðàâíîêàíàëüíîãîìíîãîóãëîâîãî ïðåññîâàíèÿ àìîð�íûõ ïîëèìåðîâ ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííîå êîíå÷íîðàç-íîñòíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âèõðÿ äëÿ âÿçêèõ íüþòîíîâñêèõ òå÷åíèéíåñæèìàåìûõ ñïëîøíûõ ñðåä ÷åðåç ðàâíîêàíàëüíûå ìíîãîóãëîâûå øòàìïû.1. Ââåäåíèå. Çà ïîñëåäíèå 20 ëåò èç êëàññè÷åñêèõ ñõåì äå�îðìèðîâàíèÿ,îñóùåñòâëÿåìûõ â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ êóçíå÷íî-øòàì-ïîâî÷íîãî ïðîèçâîäñòâà, âûäåëèëèñü íîâûå ïðîöåññû èíòåíñèâíîãî ïëàñòè÷åñêîãîäå�îðìèðîâàíèÿ (ÈÏÄ) ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ðàâíîêàíàëüíîå ìíîãîóãëîâîå ïðåñ-ñîâàíèå (�ÊÌÓÏ) [1, 2℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåõíîëîãèÿ �ÊÌÓÏ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿïîëó÷åíèÿ ñóáìèêðîêðèñòàëëè÷åñêèõ (ÑÌÊ) è íàíîêðèñòàëëè÷åñêèõ (ÍÊ) ñòðóê-òóð â îáúåìàõ çàãîòîâîê èç ìåòàëëîâ, ñïëàâîâ, ïîðîøêîâûõ ïîëó�àáðèêàòîâ è ìå-òàëëè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ [1, 2℄. Ïðè äå�îðìèðîâàíèè àìîð�íî-êðèñòàëëè÷åñêèõè àìîð�íûõ ïîëèìåðîâ òåõíîëîãèÿ �ÊÌÓÏ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííûå ñòðóê-òóðíûå èçìåíåíèÿ èñõîäíîãî ìàòåðèàëà îáðàáàòûâàåìîé çàãîòîâêè, ñâÿçàííûå ñðàçðóøåíèåì ñ�åðîëèòîâ è èõ òðàíñ�îðìàöèé â ïàêåòû êðèñòàëëè÷åñêèõ ëàìå-ëåé [1, 3℄. Êàê ïîêàçûâàþò ñîâðåìåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèå èññëå-äîâàíèÿ Áåéãåëüçèìåðà ß.Å. è äð. [1℄, Áåëîøåíêî Â.À. è äð. [1℄, Ñïóñêàíþêà Â. Ç.è äð., à òàêæå Óòÿøåâà Ô. Ç. è äð. ïðîòåêàíèå ïðîöåññîâ �ÊÌÓÏ õàðàêòåðèçó-åòñÿ îòñóòñòâèåì åäèíîé êðèâîé òå÷åíèÿ äå�îðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà, ò. å. äèíà-ìèêà ïðîöåññîâ �ÊÌÓÏ ñóùåñòâåííî ÷óâñòâèòåëüíà ê ðåîëîãèè äå�îðìèðóåìûõìàòåðèàëîâ, ÷òî è îáóñëîâëèâàåò àêòóàëüíîñòü íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿ-ùåííîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ �ÊÌÓÏ â ìíîãîóãëîâûõøòàìïàõ îáîáùåííîé ñåãàëîâñêîé ãåîìåòðèè.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàìêàõ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè-÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðåíîñà âèõðÿ â áåçðàçìåðíûõâåëè÷èíàõ, çàïèñü êîòîðîãî èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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178 Ïåðèã À.Â., �îëîäåíêî Í.Í.Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) âõîäÿò ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: Re � ÷èñ-ëî �åéíîëüäñà, ãäå Re = Ū0āρ̄/η̄vis, à âñå ðàçìåðíûå âåëè÷èíû äîïîëíèòåëüíîâûäåëÿþòñÿ âåðõíèì ïîä÷¼ðêèâàíèåì, ïðè÷åì Ū0 � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ïðåñ-ñîâàíèÿ, [ì/ñ℄; ā � øèðèíà êàæäîãî èç êàíàëîâ øòàìïà, [ì℄; ρ̄ � ïëîòíîñòü âÿç-êîé �èçè÷åñêîé ìîäåëè ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà, [êã/ì3℄; η̄vis � äèíàìè÷åñêàÿ âÿç-êîñòü, [Ïà·ñ℄, ãäå η̄vis = ν̄visρ̄, ïðè÷åì ν̄vis � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, [ì/ñ2]; ζ �áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ âèõðÿ; x, y � áåçðàçìåðíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, ïðè÷åì
x = x̄/ā, y = ȳ/ā èëè x = Re ut, y = Re vt ; u � áåçðàçìåðíàÿ x-ïðîåêöèÿ ñêîðî-ñòè; v � áåçðàçìåðíàÿ y-ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè; x̄, ȳ � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, [ì℄; t �áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, ïðè÷åì t = t̄η̄vis/ (ρ̄ā2) èëè t = t̄ν̄vis/ (ā2), ãäå t̄ � âðåìÿ, [ñ℄.Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷à (1)�(2) çàïèñûâàåòñÿ â êîíå÷íûõ ðàç-íîñòÿõ ïî ìåòîäó ïåðåìåæàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé. Â äàííîé ðàáîòå äîïîëíèòåëüíîðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì âÿçêîãî òå÷åíèÿ �èçè÷åñêîé ìîäåëè ïîëèìåð-íîãî ìàòåðèàëà ÷åðåç ìíîãîóãëîâîé øòàìï ABCD−EFGH (ðèñ. 1) ñ âõîäíîé ïî-äâèæíîé ñòåíêîé EF . Â òàêîì ñëó÷àå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ ââèäå ãðóáîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ: u0

i,j = 0; v0
i,j = 0; ζ0

i,j = 0;
ψ0
i,j = 0, ãäå ψ � áåçðàçìåðíàÿ �óíêöèÿ òîêà, ïðè÷åì ψ = ψ̄/

(

Ū0ā
), à ψ̄ � ðàçìåð-íàÿ �óíêöèÿ òîêà, [ì2/ñ℄. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñòåíîê ìíîãîóãëîâîãî øòàìïàçàïèøåì êàê óñëîâèÿ äëÿ ïîëíîãî ïðèëèïàíèÿ âÿçêîãî ìàòåðèàëà (ðèñ. 1).Äëÿ âåðõíåé ïðàâîé ãðàíèöû (ABCD) âÿçêîãî ïîòîêà èìååì ψi,j = 0.Äëÿ íèæíåé ëåâîé ãðàíèöû (EFGH) âÿçêîãî ïîòîêà çàïèñûâàåì ψi,j = 1.Äëÿ âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ (AB) è (CD) ζi,j = 2 (ψi,j−1 − ψi,j) /η

2, ãäå η �áåçðàçìåðíûé øàã êîîðäèíàòû âäîëü îñè y.Äëÿ ïåðåõîäíîãî ó÷àñòêà (BC) èìååì ζi,j = 2 (ψi+1,j − ψi,j) /ξ
2, ãäå ξ � áåçðàç-ìåðíûé øàã êîîðäèíàòû âäîëü îñè x.Ó÷åò íàëè÷èÿ ïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé ëåâîé âõîäíîé ñòåíêè (EF ) ìíîãîóã-ëîâîãî øòàìïà, äâèæóùåéñÿ ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèþ ýêñòðóçèè ñ áåçðàçìåðíîéñêîðîñòüþ Ub, îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ áåçðàçìåðíîé�óíêöèè âèõðÿ ζ , çàïèñàííîé äëÿ óçëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïîäâèæíîé âõîäíîé ñòåíêå

(EF ) íà (ðèñ. 1): ζi,j = 2 (ψi,j+1 − ψi,j + Ubη) /η
2.Äëÿ íåïîäâèæíîé ñòåíêè (GH) çàïèñûâàåì ζi,j = 2 (ψi,j+1 − ψi,j) /η

2.Äëÿ ïåðåõîäíîãî ó÷àñòêà (FG) èìååì ζi,j = 2 (ψi−1,j − ψi,j) /ξ
2.Äëÿ óãëîâûõ òî÷åê, ëåæàùèõ â âåðøèíàõ ¾âîãíóòûõ¿ óãëîâ C è F , ζi,j = 0.Äëÿ óãëîâîé òî÷êè B â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè, çàïèñàííîì äëÿ óçëà (i, j − 1),èìååì ζi,j = 2ψi,j−1/η

2.Äëÿ óãëîâîé òî÷êè B â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè, çàïèñàííîì äëÿ óçëà (i+ 1, j),çàïèñûâàåì ζi,j = 2ψi+1,j/ξ
2.Äëÿ óãëîâîé òî÷êè G â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè, çàïèñàííîì äëÿ óçëà (i− 1, j),èìååì ζi,j = 2ψi−1,j/ξ

2.Äëÿ óãëîâîé òî÷êè G â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè, çàïèñàííîì äëÿ óçëà (i, j + 1),çàïèñûâàåì ζi,j = 2ψi,j+1/ξ
2.Íà âõîäå (AE) â ìíîãîóãëîâîé øòàìï íà (ðèñ. 1): ψ0,j = ψ1,j ; u0,j = 1; v0,j = 0.Íà âûõîäå (DH) èç ìíîãîóãëîâîãî øòàìïà íà (ðèñ. 1): ψn,j = ψn−4,j − 2ψn−3,j +

ψn−1,j ; ζn,j = ζn−4,j − 2ζn−3,j + ζn−1,j; vn,j = 0.Â ðàìêàõ ó÷åòà ïîäâèæíîñòè ñòåíêè EF øòàìïà áûëè âûïîëíåíû ÷èñëåííûå



Î ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âèõðÿ 179ðàñ÷åòû äëÿ äâóõ âûáðàííûõ ðåæèìîâ âÿçêîãî òå÷åíèÿ ïðè îñóùåñòâëåíèè �Ê-ÌÓÏ: à) ñòåíêà EF íåïîäâèæíà, ò. å. Vwall EF = 0, à õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü Ub = 0,âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ òå÷åíèÿ 49.926 
; á) ïîäâèæíàÿ ñòåíêà EF äâèæåòñÿ íàâñòðå-÷ó âÿçêîìó ïîòîêó, ò. å. Vwall EF ↑↓ U0, à õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü Ub/U0 = −2, âðåìÿóñòàíîâëåíèÿ òå÷åíèÿ 104.632 
.

�èñ. 1. Ñîïîñòàâëåíèå ðåæèìîâ âÿçêîãî òå÷åíèÿ ïðè �ÊÌÓÏ äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:(à), (â) � íåïîäâèæíàÿ âõîäíàÿ ñòåíêà EF , ò. å. Vwall EF = 0 è Ub/U0 = 0; (á), (ã) �ïîäâèæíàÿ ñòåíêà EF äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó ïîòîêó, ò. å. Vwall EF ↑↓ U0 è Ub/U0 = −2; (à),(á) � ðàñ÷åòíûå ëèíèè òîêà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçîõðîíàìè ïðè �ÊÌÓÏ; (â), (ã) �ðàñ÷åòíàÿ �óíêöèÿ âèõðÿ ζ = ∂u/∂y − ∂v/∂x; ãäå âõîä � ñëåâà, âûõîä � 
ïðàâà.



180 Ïåðèã À.Â., �îëîäåíêî Í.Í.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà-÷è (1)�(2) íà (ðèñ. 1) ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå ïîäâèæíîé âõîäíîé ñòåíêè EFøòàìïà, çàäàþùåé ïåðåíîñíîå äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ Ub â ñèñòåìå ìíîãîóãëîâîéøòàìï � âÿçêàÿ çàãîòîâêà, îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð âÿçêîãîòå÷åíèÿ äå�îðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà íå òîëüêî â îêðåñòíîñòè ïîäâèæíîé ñòåíêè
EF , íî è âî âñåé îáëàñòè ABCD�EFGH ìíîãîóãëîâîãî øòàìïà. Óñòàíîâëåíî,÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïîäâèæíàÿ ñòåíêà EF äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó âÿçêîìó ïîòîêó(ðèñ. 1á, ðèñ. 1ã), ò. å. Vwall EF ↑↓ U0, ãäå U0 � ñêîðîñòü ïðåññîâàíèÿ, òî áëèæàé-øàÿ ê ïîäâèæíîé ñòåíêå ëèíèÿ òîêà ¾óñêîðÿåòñÿ¿ (ðèñ. 1á) ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó-÷àåì íåïîäâèæíîé ñòåíêè Vwall EF = 0 (ðèñ. 1à). �èäðîäèíàìè÷åñêè íàáëþäàåìûéý��åêò íà ðèñ. 1á, ðèñ. 1ã îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàñõîä âÿçêîãî ïîòîêà îñòà¼ò-ñÿ íåèçìåííûì, ïîñêîëüêó ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü óãëîâîé ýêñòðóçèè U0 îäíà è òà æå.Ïðèëåãàþùèé ê ïîäâèæíîé ñòåíêå EF ñëîé âÿçêîãî ìàòåðèàëà äâèæåòñÿ ñî ñêî-ðîñòüþ V∗ ≈ Vwall EF íàâñòðå÷ó ýêñòðóäèðóåìîìó ïîòîêó V∗ ↑↓ U0. Ïîýòîìó ïëî-ùàäü æèâîãî ñå÷åíèÿ ïîòîêà óìåíüøàåòñÿ, à çíà÷èò, ñêîðîñòü ïîòîêà âîçðàñòàåò.�îòàöèîííàÿ òðàêòîâêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðèëåãàþùåì ê äâèæóùåéñÿ ñòåí-êå EF ñëîå âÿçêîãî ìàòåðèàëà îáðàçóåòñÿ îòðèöàòåëüíûé (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå)ìàêðîñêîïè÷åñêèé âèõðü, ñóæàþùèé æèâîå ñå÷åíèå âÿçêîãî ïîòîêà.4. Âûâîäû. Îòìåòèì î÷åâèäíûå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðåèìóùåñòâà ðåàëèçàöèèïîäâèæíîé ñòåíêè EF ìíîãîóãëîâîãî øòàìïà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõòåõíîëîãè÷åñêèõ ðåæèìîâ ïðîöåññîâ �ÊÌÓÏ. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàñ÷åòíûõëèíèé òîêà íà ðèñ. 1à è ðèñ. 1á ïîêàçûâàåò, ÷òî íàëè÷èå ïîäâèæíîé ñòåíêè EF ,äâèæóùåéñÿ íàâñòðå÷ó âÿçêîìó ïîòîêó, ò. å. Vwall EF ↑↓ U0 è Ub/U0 = −2, ïðèâî-äèò ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðîâ çàñòîéíîé çîíû EFG âÿçêîãî òå÷åíèÿ. Óêàçàííûé�àêò ïîêàçûâàåò òåõíîëîãè÷åñêóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü ðåàëèçàöèè äàííîãî ðåæè-ìà ïðåññîâàíèÿ ïîëèìåðà â øòàìïå ñ ïîäâèæíîé ñòåíêîé EF . Îáðàòèì âíèìàíèåíà õàðàêòåð âëèÿíèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2)íà âõîäå AE è íà âûõîäå DH âÿçêîãî ïîòîêà íà êîððåêòíîñòü ðåçóëüòàòîâ ÷èñ-ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñ. 1). Ïðîàíàëèçèðóåì ðàñ÷åòíûå ëèíèè òîêà, ïîëó-÷åííûå äëÿ íåïîäâèæíîé Ub/U0 = 0 (ðèñ. 1à) è äëÿ äâèæóùåéñÿ íàâñòðå÷ó ïîòîêó
Ub/U0 = −2 (ðèñ. 1á) ñòåíêè EF øòàìïà. Íåóñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2), çàðîæäàþùèåñÿ íà âõîäíîé ãðàíèöå (AE)øòàìïà, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ìíîãîóãëîâîãî ïðåññîâàíèÿ âäîëü U0,ò. å. ¾âíèç ïî ïîòîêó¿, à íåóñòîé÷èâîñòè, çàðîæäàþùèåñÿ íà âûõîäíîé ãðàíèöå
(DH) äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó ê íàïðàâëåíèþ òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà, ò. å. ¾ââåðõ ïî ïî-òîêó¿. ×èñëåííîå ðåøåíèå (ðèñ. 1) äà¼ò êîððåêòíûå ðåçóëüòàòû, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ�èçè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âõîä (AE) è âûõîä (DH)ïîòîêà íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè (BCFG) ïåðå-õîäíîãî êàíàëà øòàìïà, â èäåàëå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ñ öåëüþ óñòðàíåíèÿèñêàæåíèé, âûçâàííûõ íåóñòîé÷èâîñòÿìè íà âõîäå (AE), ïðîñòðàíñòâåííûå ýïþ-ðû ýíåðãîñèëîâûõ ïàðàìåòðîâ �ÊÌÓÏ (ðèñ. 1â�ðèñ. 1ã) ïîëó÷åíû ïðè óñëîâèè,÷òî íà÷àëüíûå òî÷êè âçÿòû íå ó ãðàíèöû êîîðäèíàòíîé ñåòêè, ñîîòâåòñòâóþùåéâõîäó (AE) âÿçêîãî ïîòîêà (i = 0), à íà óäàëåíèè 20 ÿ÷ååê îò íå¼. Àíàëîãè÷íî íàâñåõ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ýïþðàõ ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíûå ïîëÿ áûëè îá-ðåçàíû íà ðàññòîÿíèè 20 ÿ÷ååê îò ãðàíèöû êîíå÷íîðàçíîñòíîé ñåòêè, ñîîòâåòñòâó-



Î ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âèõðÿ 181þùåé âûõîäó (DH) ïîòîêà (i = 80), ÷òîáû â ïîëå çðåíèÿ íå ïîïàäàëè ðàñ÷åòíûåèñêàæåíèÿ, âûçâàííûå íåóñòîé÷èâîñòÿìè íà âûõîäå (DH).Â ðàìêàõ ïðîâåäåííîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî äîïîë-íèòåëüíî ðàññìîòðåòü âîïðîñ îá îáòåêàíèè âíóòðåííèõ óãëîâ EFG, BCD âíóò-ðè çàêðûòîãî ðóñëà âíóòðåííåé ïîëîñòè ðàâíîêàíàëüíîãî ìíîãîóãëîâîãî øòàì-ïà ABCD�EFGH ñåãàëîâñêîé ãåîìåòðèè íà (ðèñ. 1). Ïðè ëàìèíàðíîì äâèæåíèèñïëîøíîé ñðåäû èìååò ìåñòî �îðìèðîâàíèå çàñòîéíûõ çîí EFG è BCD (ðèñ. 1à�ðèñ. 1á). Ïðè òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè âÿçêîé ñïëîøíîé ñðåäû â çîíàõ EFG è
BCD âîçíèêàþò âèõðåâûå ïîòîêè � ìàêðîòóðáóëåíòíîñòè. ×èñëåííûå ìåòîäû,ïðèãîäíûå äëÿ àíàëèçà ìàêðîòóðáóëåíòíîñòåé, ïîêà íå âïîëíå ðàçðàáîòàíû. Èç-çà îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ÿ÷ååê ðàçíîñòíîé ñåòêè ðàñ÷¼òíûå ëèíèè òîêà â âèõðåâûõçîíàõ EFG è BCD íå çàìûêàþòñÿ. Ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿëèíèè òîêà îãèáàþò çàñòîéíûå çîíû EFG è BCD (ðèñ. 1à�ðèñ. 1á) ïîäîáíî òîìó,êàê îíè îãèáàþò çàñòîéíûå çîíû EFG è BCD (ðèñ. 1à�ðèñ. 1á) ïðè ëàìèíàðíîìäâèæåíèè. Îäíàêî òî, ÷òî ëèíèè òîêà â âèõðåâûõ çîíàõ EFG è BCD çàìêíóòû,ìîæíî âèäåòü íà äèàãðàììå ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè òîêà ψ. Ëèíèÿì òîêà ñîîò-âåòñòâóåò ïîñòîÿíñòâî �óíêöèè òîêà ψ = const. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïðîâå-äåííîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîâûøåíèå êîððåêòíîñòè÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2) è áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèåïðîñòðàíñòâåííûõ ýïþð ýíåðãîñèëîâûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ëàìèíàðíûõ íüþòîíîâ-ñêèõ òå÷åíèé �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæè-ìàõ ðåàëèçàöèè �ÊÌÓÏ âîçìîæíî ïîñðåäñòâîì óñòðàíåíèÿ âëèÿíèÿ âõîäíûõ èâûõîäíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé íà ãðàíèöàõ âÿçêîãî ïîòîêà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëîøåíêî Â.À., Áåéãåëüçèìåð ß. Å., Âàðþõèí Â.Í. Òâåðäî�àçíàÿ ýêñòðóçèÿ ïî-ëèìåðîâ. Ê.: Íàóêîâà äóìêà, 2008. 207 ñ.[2℄ Perig A.V., Laptev A.M., Golodenko N.N., Erfort Yu.A., Bondarenko E.A. Equal
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e and Engineering: A. 2010.� 16�17. Pp. 3769�3776.[3℄ Íå÷àåâà Å.Ñ., Òðóñîâ Ï.Â. Êîíñòèòóòèâíàÿ ìîäåëü ÷àñòè÷íî êðèñòàëëè÷åñêîãî ïî-ëèìåðíîãî ìàòåðèàëà. Àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìîäåëè ìåçîóðîâíÿ // Âû÷èñëèòåëü-íàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. 2011. � 1. Ñ. 74�89.[4℄ Roa
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Î ÒÎ×ÍÛÕ �ÅØÅÍÈßÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀÂ ÑËÎÅ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÌÅÆÄÓ ÄÂÈÆÓÙÈÌÈÑßÏÀ�ÀËËÅËÜÍÎ ÏËÀÑÒÈÍÀÌÈÏåòðîâ À. �.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÈññëåäóþòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â ñëîå ìåæäó ïàðàëëåëüíû-ìè ïëàñòèíàìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòíîìóêîðíþ èç âðåìåíè. Íà ãðàíèöå ïëàñòèí ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ. Ïðè ñáëèæåíèèïëàñòèí ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî ðåøåíèé íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ÷èñëà �åéíîëüäñà. Ïðî-�èëü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè âûïóêëûé è èçìåíÿåòñÿ îò ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðè ìàëûõ ÷èñ-ëàõ �åéíîëüäñà äî ïðÿìîóãîëüíîãî ïðè ÷èñëå �åéíîëüäñà ñòðåìÿùåãîñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.Êîý��èöèåíò äàâëåíèÿ ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ÷èñëà �åéíîëüäñà îò íóëÿäî áåñêîíå÷íîñòè.Ïðè ðàçúåäèíåíèè ïëàñòèí ïîëó÷åíî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé â ýëåìåí-òàðíûõ �óíêöèÿõ ñ ñèíóñîèäàëüíûìè ïðî�èëÿìè ñêîðîñòè. Ýòè ðåøåíèÿ ïîðîæäàþòñ÷åòíûé íàáîð íåïðåðûâíûõ, íåñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ñåìåéñòâ òî÷íûõ ðåøåíèé. Óêà-çàíû îáëàñòè çíà÷åíèé ÷èñëà �åéíîëüäñà, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,îáëàñòè, â êîòîðûõ ðåøåíèé íåò, è îáëàñòè ñ íååäèíñòâåííûì ðåøåíèåì. Ïðè äîñòà-òî÷íî áîëüøîì ÷èñëå �åéíîëüäñà âáëèçè ãðàíèöû îáðàçóåòñÿ ïðîòèâîòå÷åíèå: ñêîðîñòüíàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåé ñêîðîñòè.Íà îñíîâå íàéäåííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðîàíàëèçèðîâàíû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíî-ñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ òåîðèé ñìàçî÷íîãî ñëîÿ �åéíîëüäñà è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ïðàíäòëÿ.1. Ââåäåíèå. Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà îòðàæåíû âî ìíî-ãèõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðà�èÿõ ïî ãèäðîäèíàìèêå [1, 2℄. Îáçîð òî÷íûõ ðåøåíèéè ìåòîäîâ èõ ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåí â [3℄. Íàèáîëåå áëèçêîé ê äàííîé ðàáîòå ÿâ-ëÿåòñÿ ãðóïïà òî÷íûõ ðåøåíèé Õèìåíöà. �åøåíèå Õèìåíöà îïèñûâàåò íàòåêàíèåæèäêîñòè èç áåñêîíå÷íîñòè íà ïëîñêîñòü ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ íà ïëîñêîñòè.Ïîñòðîåííûå íèæå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îïèñûâàþò ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå ìåæäó äâèæóùèìèñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè ñ óñëî-âèåì ïðèëèïàíèÿ íà íèõ. Îíè ïîçâîëÿþò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âàæíûå ñâîéñòâàêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì è åäèí-ñòâåííîñòüþ ðåøåíèé.2. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå òå÷åíèå âÿçêîéæèäêîñòè ñ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòåé vx(t, x, y), vy(t, x, y) è äàâëåíèåì p(t, x, y) âñëîå æèäêîñòè 0 < y < h, −∞ < x <∞ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè.Ïëàñòèíà y = 0 � íåïîäâèæíà, à âòîðàÿ ïëàñòèíà y = h äâèæåòñÿ ïî çàêîíó h(t).Ñõåìà òå÷åíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Ïðè ñáëèæåíèè ïëàñòèí ïðî�èëü ñêîðîñòèâñåãäà èìååò îäíî íàïðàâëåíèå (ðèñ. 1 à). Ïðè ðàçäâèæåíèè ïëàñòèí ïðè äîñòà-òî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ÷èñëà �åéíîëüäñà â òîíêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå âîçíèêàåòïðîòèâîòå÷åíèå (ðèñ. 1 á).
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�èñ. 1. Ñõåìà òå÷åíèÿ: à) � ïðè ñáëèæåíèè ïëàñòèí, á) � ïðè èõ ðàçâåäåíèè.Êðàåâàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà ïëàñòèíàõ èìååò âèä

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0,

∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+
∂p

∂x
= ν

(

∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂y2

)

,

∂vy
∂t

+ vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+
∂p

∂y
= ν

(

∂2vy
∂x2

+
∂2vy
∂y2

)

,

vx(t, x, 0) = vx(t, x, h) = 0, vy(t, x, 0) = 0, vy(t, x, h) = ḣ,

(1)
ãäå ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïðèíèìàåìçà åäèíèöó.Çàìåíà

vx =
ḣ

h
xU(η), vy = ḣV (η), p = ḣ2

[

b
x2

2h2
+ P (t, η)

]

+ p 0(t), η =
y

hïðèâîäèò óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ê îáûêíîâåííîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çàìåíû â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ�óíêöèé U(η), V (η) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
U + V ′ = 0, −aU − ηU ′ + U2 + V U ′ + b− 1

Re
U ′′ = 0, η ∈ (0, 1)

U(0) = V (0) = 0, U(1) = 0, V (1) = 1,

a(t) = 1 − ḧh

ḣ2
, Re(t) =

hḣ

ν
.Åñëè ïàðàìåòðû ñèñòåìû a è Re íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî ðåøåíèå ñèñòåìû äëÿ

U(η), V (η) îïðåäåëèò àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Ýòî âîç-ìîæíî ëèøü â ñëó÷àå ñëåäóþùåãî çàêîíà äâèæåíèÿ ïëàñòèí h = k
√

|t− t0|, ïðèêîòîðîì ïàðàìåòðû a è Re ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
a = 2, Re =

k2

ν
sign(t− t0).Íà îòðåçêå âðåìåíè t1 < t < t2 < t0 ïàðàìåòð Re èìååò ïðîèçâîëüíîå ïîñòîÿííîåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, à íà îòðåçêå t0 < t1 < t < t2 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëü-íîå çíà÷åíèå. Íà ýòèõ îòðåçêàõ âðåìåíè ñòðîÿòñÿ àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíå-íèé Íàâüå�Ñòîêñà. Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà �åéíîëüäñà ñîîòâåòñòâóåò



184 Ïåòðîâ À. �.ñáëèæåíèþ ïëàñòèí, à ïîëîæèòåëüíîå � èõ ðàçäâèæåíèþ. Äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâðåøåíèÿ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ.Ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò òðåòèé ïîðÿäîê, ïîýòîìó 4 êðàåâûå óñëîâèÿ ïîçâî-ëÿþò ïðè çàäàííîì ÷èñëå Re íàéòè �óíêöèè U(η), V (η) è âõîäÿùèé â äàâëåíèåïàðàìåòð b.Òðåòüå óðàâíåíèå Íàâüå�Ñòîêñà ïðèâåäåòñÿ ê âèäó
3V − ηV ′ + V V ′ − 1

Re
V ′′ +

dP (t, η)

dη
= 0.Èç íåãî íàéäåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ äàâëåíèå �óíêöèÿ P (η,Re)

P = ηV − V 2

2
+

1

Re
V ′(η).Ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî óïðîñòèòü, ñâåäÿ åå ê àâòîíîìíîìó âèäó ñ ïîìîùüþçàìåí

η =
1

2
(Y + 1), U = −1 + u, V = η +

1

2
v.Äëÿ �óíêöèé u(Y ), v(Y ) íà îòðåçêå Y ∈ (−1, 1) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

u+ v′ = 0, vu′ + u2 − 4u+ 3 + b− (4/Re)u′′ = 0ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u(−1) = u(1) = 1, v(−1) = v(1) = 0.Â èñõîäíûõ ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç�óíêöèè u(Y ) è v(Y ) òàê

vx =
ḣ

h
x (u(Y ) − 1) , vy = ḣ

(

y

h
+

1

2
v(Y )

)

, Y =
2y

h
− 1.3. Òî÷íûå ðåøåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ. Ìîæíî óáåäèòüñÿ ïðî-âåðêîé, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ðàçäâèæåíèÿ ïëàñòèí (Re < 0) ïðîñòåéøèìè òî÷íûìèðåøåíèÿìè ñ�îðìóëèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ÿâ-ëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

u = (−1)n cosnπY, v = − 1

nπ
(−1)n sinnπY,

b = −4, Re = n2π2, n = 1, 2, . . .Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðàçìåðíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òàêîâû
vx =

ḣ

h
x
[

cos
(

2nπ
y

h

)

− 1
]

, vy = ḣ

[

y

h
− 1

2nπ
sin
(

2nπ
y

h

)

]

.Êàæäîå n-îå ðåøåíèå ïîðîæäàåò n-îå íåïðåðûâíîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-ñòâî ðåøåíèé un(Y,Re), vn(Y,Re), bn(Re). Ýòè ñåìåéñòâà íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûäðóã ÷åðåç äðóãà íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì.
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�èñ. 2. Òî÷íàÿ è ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè b(Re) ïðè ñáëèæåíèè ïëàñòèí.

�èñ. 3. Òî÷íàÿ è ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè b(Re) ïðè ñáëèæåíèè ïëàñòèí.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì îäíî íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ îò-ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë �åéíîëüäñà è ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ, íî íå ñâÿçíûõäðóã ñ äðóãîì, ñåìåéñòâ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà.4. Çàâèñèìîñòü b(Re). Òî÷êè çàâèñèìîñòè b(Re), Re > 0 äëÿ ñáëèæåíèÿ ïëà-ñòèí èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2. Òî÷íûå ðåøåíèÿ èçîáðàæåíû òî÷êàìè, øòðèõîâîé ëè-íèåé � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå �åéíîëüäñà ïðè ìàëîì ÷èñëå �åéíîëüäñà, ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ � ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ÷èñëó�åéíîëüäñà. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà êîý��èöèåíò b(Re) ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ îò
−∞ ïðè Re = 0 äî b→ −3 ïðè Re → ∞.Ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ïðè ñáëèæåíèè ïëàñòèí u(Y ) ïëàâíî èçìåíÿåòñÿ îò ïàðà-



186 Ïåòðîâ À. �.áîëè÷åñêîãî ïðî�èëÿ ïðè ìàëîì çíà÷åíèè |Re| äî ïî÷òè ïðÿìîóãîëüíîãî ïðî�èëÿïðè áîëüøîì çíà÷åíèè |Re| ñ ðåçêèì èçìåíåíèåì ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.Òî÷êè òî÷íîé çàâèñèìîñòè b(Re), Re > 0 äëÿ ðàçäâèæåíèÿ ïëàñòèí èçîáðàæåíûíà ðèñ. 3: à) è á) � ïåðâàÿ ñåðèÿ ðåøåíèé, â) âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ñåðèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå âåäîìñòâåííîé öåëåâîé àíàëè-òè÷åñêîé ïðîãðàììû ¾�àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿ (ïðîåêò� 2.1.2/3604) è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 11-01-00535.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êî÷èí Í.Å., Êèáåëü È.À., �îçå Í.Â. Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîäèìåõàíèêà. ×. 2. Ì.:�ÈÌÔË, 1963. 728 ñ.[2℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. �èäðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1988. 736 ñ.[3℄ Ïóõíà÷åâ Â.Â. Ñèììåòðèè â óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà // Óñïåõè ìåõàíèêè. 2006.Ò. 4, Ñ. 6�76.Petrov A. G. On exa
t solutions of Navier�Stokes equations in �uid layer between platesmoving in parallel . Pre
ise solutions of Navier�Stokes equations are studied in layer betweenparallel plates, with distan
e between them 
hanging proportionally to the square root oftime. At plates the sti
king boundary 
ondition is satis�ed. For the 
ase of approa
hing platesa family of solutions 
ontinuously depending on Reynolds number is found. The longitudinalvelo
ity pro�le is 
onvex and 
hanges from paraboli
 at small Reynolds numbers to re
tangularat Reynolds number tending to in�nity. The pressure 
oe�
ient 
hanges monotoni
ally with
hanging of the Reynolds number from zero to in�nity.For the 
ase of plates moving apart a 
ountable set of pre
ise solutions in elementaryfun
tions with sinusoidal pro�les was found. Those solutions generate a 
ountable set of
ontinuous separated families of pre
ise solutions. Domains of Reynolds number where aunique solution exists, where no solution exists, and where non-unique solution exists werespe
i�ed. For large enough Reynolds number a 
ounter�ow arises 
lose to the boundaries:velo
ity is dire
ted in the opposite dire
tion to the average velo
ity.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ �ÀÇÂÈÒÈß ÄÎÍÍÛÕ ÂÎËÍÂ �ÀÂÍÈÍÍÛÕ �ÅÊÀÕÏîòàïîâ È.È.Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ, ÕàáàðîâñêÏðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè äîííûõ �îðì, âîçíèêàþùèõ ïðè äâè-æåíèÿ íàíîñîâ, óâëåêàåìûõ ïîòîêîì æèäêîñòè. Ìîð�îëîãè÷åñêàÿ ÷àñòü ìîäåëè çàìû-êàåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû äëÿ ðàñõîäà íàíîñîâ, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå äèíàìè÷åñêîãîäàâëåíèÿ â ïðèäîííîì ñëîå. ×èñëåííî èññëåäîâàíà çíà÷èìîñòü ãðàäèåíòà ïðèäîííîãîäàâëåíèÿ, êàê �àêòîðà, îïðåäåëÿþùåãî ïðîöåññ ðîñòà äþí.1. Ââåäåíèå. Ïðåäëîæåíà äâóìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ äîí-íûõ âîëí â ãëóáîêîì ïîòîêå æèäêîñòè. �èäðîäèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü ìîäåëè ñòðî-èòñÿ íà îñíîâå äâóìåðíûõ óðàâíåíèé �åéíîëüäñà, ñ çàìûêàíèåì ìîäåëè â �îðìå
k − ω [1℄, òàêàÿ �îðìà çàìûêàíèÿ ïîçâîëÿåò òî÷íåå îïèñûâàòü ïîëÿ ñêîðîñòåéè äàâëåíèÿ íàä âåðøèíîé äþí è â çîíàõ îáðàòíîãî òå÷åíèÿ [2℄. Èçâåñòíî [3℄, ÷òîèñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ âëåêîìûõ íàíîñîâ, íàïðèìåð êëàñ-ñè÷åñêîé ìîäåëè Ïåòåðà�Ìåéåðà, áåç äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç íå ïîçâîëÿåò èññëå-äîâàòü äîííóþ íåóñòîé÷èâîñòü, ïðèâîäÿùóþ ê ðàçâèòèþ äîííûõ �îðì. Ïîýòîìóñ ðàáîòû Êåíåäè [4℄ îñíîâíûì èç ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ äîííîé íåóñòîé÷è-âîñòè ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà çàïàçäûâàíèÿ ïðèäîííûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îò-íîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà. Â ðàáîòàõ [3, 5℄ áûëà âûïîëíåíà ðåâèçèÿ àíà-ëèòè÷åñêîé ìîäåëè [6℄ è ó÷òåíî âëèÿíèå äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêàè ãðàäèåíòà ïðèäîííîãî äíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ êàê ìåõàíèçìîâ, ïðèâîäÿùèõ êâîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâûõ äîííûõ âîçìóùåíèé ïðè òðàíñïîðòå âëåêîìûõ íà-íîñîâ. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà íà ïðîöåññ�îðìèðîâàíèÿ äîííûõ âîëí âûïîëíåíî â ðàáîòàõ [6, 7℄.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñà î çíà÷èìîñòè äèíàìè÷åñêîãî äàâ-ëåíèÿ íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ äîííûõ âîëí ñ�îðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷å-ñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà �îðìèðîâàíèÿ äîííûõ âîëí è ïðîâåäåíà îöåíêà åãî âêëàäàâ ïðîöåññ ãåíåðàöèè è ðàçâèòèÿ äîííûõ âîëí.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è. �èäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîòîêàñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé
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+
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=

∂
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+Gi,
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∂xi

= 0, (1)
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∂xj
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∂xj
=

∂
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∂xj

, τij = (ν + νt)

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

,



188 Ïîòàïîâ È.È.êîíñòàíòû ìîäåëè: σ1 = 0.5, β1 = 9/100, σ2 = 0.5, β2 = 3/40, γ = 5/9.Óðàâíåíèÿ ìîäåëè çàìûêàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàãðàíèöàõ âòåêàíèÿ è âûòåêàíèÿ èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà ïðèíèìàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîäâèæíîé êðûøêå, ñíóëåâîé âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòüþ íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà.Íà äíå ïîòîêà ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ ui = 0, ÷òî ñ âêëþ÷åíèåì âìîäåëü âÿçêîãî ïîäñëîÿ ïðèâîäèò ê óñëîâèþ k = 0 íà äíå ïîòîêà. Çíà÷åíèÿ äëÿ ωíà äíå ïîòîêà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè
ω =

uf
ν











(

50

n

)2

, n < 25,

100

n
, n > 25,ãäå t � âðåìÿ, xi � êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ui � êîìïîíåíòûñêîðîñòè ïîòîêà, p � äàâëåíèå, k, ω � �óíêöèè òóðáóëåíòíîé ýíåðãèè è äèñ-ñèïàöèè, ρw, ν � ïëîòíîñòü è âÿçêîñòü âîäû, νt � òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü, uf �ïðèäîííàÿ ñêîðîñòü òðåíèÿ, n � øåðîõîâàòîñòü äíà ïî Íèêóðàäçå.Äå�îðìàöèÿ äîííîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîõðàíåíèÿ ìàññû

ρs(1 − e)
∂ζ

∂t
+
∂q

∂l
= 0 (4)è óðàâíåíèåì ðàñõîäà âëåêîìûõ íàíîñîâ [5℄

q = C0τ
3/2
b

(

1 − χ− 1

tgϕ cos γ

(

(1 − 0.5χ)
∂ζ

∂l
+

(1 − χ)

s

∂p0

∂l

))

, (5)
χ =

√

τc
τ
, τc =

9

8

æ
2Fad

cx
, Fa = (ρs − ρw)g tgϕ cos γ, s =

(ρs − ρw)f

ρw
,

C0 =
4

3

ρs√
ρwæFa

×
{

1, χ < 1,
0, χ > 1.Çäåñü ρs, e � ïëîòíîñòü è ïîðèñòîñòü ïåñêà, l � êîîðäèíàòà â êàñàòåëüíîé ïëîñêî-ñòè äîííîé ïîâåðõíîñòè ζ , q � ìàññîâûé ðàñõîä âëåêîìûõ íàíîñîâ, τb � ïðèäîííîåêàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, τc � êðèòè÷åñêîå ïðèäîííîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå,

ϕ � óãîë åñòåñòâåííîãî îòêîñà ïåñêà, æ � ïîñòîÿííàÿ Êàðìàíà, cx � êîý��èöèåíòëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ÷àñòèö, d � äèàìåòð ÷àñòèö, γ � óãîë ìåæäó âåðòèêàëü-íîé îñüþ è íîðìàëüþ ni ê ïîâåðõíîñòè äíà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,
f ≈ 0.1 � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â ïðèäîííîì ñëîå.Òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå äëÿ âëåêîìûõ íàíîñîâ (5) îáëàäàåò ðÿäîì ñóùåñòâåí-íûõ îñîáåííîñòåé [5℄. Îíî íå ñîäåðæèò â ñåáå �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,âûïîëíÿåò ó÷åò âëèÿíèå ãåîìåòðèè äíà ζ íà òðàíñïîðò íàíîñîâ, è ó÷èòûâàåò âëè-ÿíèå ãðàäèåíòà îò �óíêöèè ïðèäîííîãî äàâëåíèÿ p0 = p(l) íà äàííûé ïðîöåññ. Äëÿðîâíîãî äíà êîãäà ãðàäèåíòàìè îò �óíêöèé ζ è p0 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, óðàâíåíèå (5)ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñ èçâåñòíîé �îðìóëîé Ïåòåðà�Ìåéåðà.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé. �åøåíèå çàäà÷è â ïîñòàíîâêå (1)�(5) âûïîëíÿ-ëîñü ìåòîäîì êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ [9℄. Ïðè ðàñ÷åòàõ äîííîé ïîâåðõíîñòè, áûëà



Äîííûå âîëíû â ðàâíèííûõ ðåêàõ 189ñäåëàíà îòíîñèòåëüíî óñïåøíàÿ ïîïûòêà îòêàçà îò ìåòîäèêè �èëüòðàöèîííîãîñãëàæèâàíèÿ äíà [1, 9℄, ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè ìîð�îëîãè÷åñêîé çà-äà÷è (4)�(5) ìåòîäà êîððåêöèè ïîòîêîâ [10℄, ïîçâîëèâøåãî ïîëó÷èòü ý��åêò, áëèç-êèé ê �èëüòðàöèè, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà.Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ îòíîñèòåëüíîé âûñîòû äþíû íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëå-íèÿ ïðèäîííîãî ãðàäèåíòà äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äþíû ïîêàçà-ëî, ÷òî âêëàä ãðàäèåíòà äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â òðàíñïîðò âëåêîìûõ íàíîñîâäîñòèãàåò îò 15 äî 25% îò îáùåé ìàññû ðàñõîäà, ïðè ýòîì ãðàäèåíò äàâëåíèÿîêàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â ïðîöåññå îïðåäåëåíèÿ òî÷êè îòðûâà ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ íà âåðøèíå äþíû, îñòàíîâêè òðàíñïîðòà íàíîñîâ è ïîÿâëåíèÿ çîíû èõ ëà-âèííîãî îáðóøåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ðàáîòå [1℄ ïîâåäåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿíà íàïîðíîé ñòîðîíå äþíû ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþùåì â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ äþí,ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, î òîì ÷òî ó÷åò ãðàäèåíòà äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿâ óðàâíåíèè ðàñõîäà ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 12-01-98518 ð-âîñòîê-à ) è �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÄÂÎ �ÀÍ (êîä ïðîåêòà 12-I-0-03-018).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Sanne L. Niemann. Modeling of sand dunes in steady and tidal �ow // PhD thesis.MEK-DTU, Coastal and River Engineering Se
tion. Te
hni
al University of Copenhagen,Denmark O
tober 24, 2003. 185 p.[2℄ Wil
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ LS-STAG ÄËß ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÎÁÒÅÊÀÍÈß Ï�ÎÔÈËß ÏÎÒÎÊÎÌ ÂßÇÊÎÉÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ Ñ�ÅÄÛÏóçèêîâà Â.Â.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà�àññìàòðèâàåòñÿ îáòåêàíèå ïðî�èëÿ ðàâíîìåðíûì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðå-äû ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì LS-STAG. Íåîáõîäèìóþäëÿ LS-STAG-äèñêðåòèçàöèè �óíêöèþ óðîâíÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü ÷èñëåííî ïî àïïðî-ê
èìèðîâàííîé êðèâîé Áåçüå ãðàíèöå ïðî�èëÿ. Ïðèâåä¼ííûå ðàñ÷¼òû äëÿ êðóãîâîãî,êâàäðàòíîãî, ýëëèïòè÷åñêîãî è êðûëîâîãî ïðî�èëåé ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå íà ñðàâíè-òåëüíî ãðóáûõ ñåòêàõ ìåòîä LS-STAG ñ àïïðîêñèìèðîâàííîé �óíêöèåé óðîâíÿ ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî âåðíîå ðåøåíèå.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿ-þòñÿ ðàçëè÷íûå ñåòî÷íûå ìåòîäû. Èñïîëüçîâàíèå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê (ïîñðàâíåíèþ ñ íåñòðóêòóðèðîâàííûìè) ïîçâîëÿåò, êàê ïðàâèëî, óìåíüøèòü âðåìÿñ÷¼òà è íåîáõîäèìûé îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Â òî æå âðåìÿ, ïîñòðîåíèåðåãóëÿðíîé êðèâîëèíåéíîé ñåòêè â îáëàñòÿõ ñëîæíîé �îðìû ÷àñòî îêàçûâàåò-ñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìåòîäû ïîãðóæåííûõ ãðà-íèö [1, 2℄, êîòîðûå íå òðåáóþò ñîâïàäåíèÿ ãðàíèö ÿ÷ååê ñ ãðàíèöàìè ðàñ÷åòíîéîáëàñòè è ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è íà ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòêàõ.Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ïîãðóæåííûõ ãðàíèö äà¼ò âîçìîæíîñòü ðåøàòü çàäà-÷è ñ èçìåíÿþùåéñÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà îáëàñòüþ òå÷åíèÿ (çàäà÷è àýðîóïðóãîñòè,íåñòàöèîíàðíîé àýðîäèíàìèêè, ñîïðÿæåííûå çàäà÷è òåïëîìàññîîáìåíà è äð.) áåçïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè íà êàæäîì øàãå ðàñ÷¼òà.Îäèí èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ äàííîãî êëàññà � ìåòîä LS-STAG,ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå [3℄. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ìåòîä îáëàäàåò âòîðûì ïî-ðÿäêîì òî÷íîñòè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì âíåøíåå îáòåêàíèå ïðî�èëÿ ðàâíîìåð-íûì ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ (çäåñü è äà-ëåå: A � ðàçìåðíàÿ �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, A � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé áåçðàçìåðíàÿêîìáèíàöèÿ) â îáëàñòè Ω = [0, 23D] × [0, 24D] (ñì. ðèñ. 1) ñ âíåøíåé ãðàíèöåé
Γ = Γ1∪Γ2∪Γ3∪Γ4 (D � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïðî�èëÿ, K � åãî ãðàíèöà, â îáùåìñëó÷àå çàäàííàÿ íàáîðîì òî÷åê).Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:






























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+ (~v · ∇)~v + ∇p−

1

Re
∆~v = 0,

~v(x, y, 0) = ~0, x ∈ [0, 23D], y ∈ [0, 12D),

~v(x, y, 0) = ~V∞, x ∈ [0, 23D], y ∈ [12D, 24D],
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Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà LS-STAG äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ 191ãäå x = x/D, y = y/D � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû, t = t V∞/D � áåçðàçìåðíîåâðåìÿ, p = p(x, y, t) = p/(ρ V
2

∞) � áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå, Re = V∞D/ν � ÷èñëî�åéíîëüäñà, D = 1, ~v = ~v(x, y, t) = u·~ex+v·~ey � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü (u = u/V∞,
v = v/V∞, V∞ = 1), ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü.

�èñ. 1. �àñ÷¼òíàÿ îáëàñòü.2. Ïðåäñòàâëåíèå ïîãðóæåííîé ãðàíèöû. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ ïî-ãðóæåííîé ãðàíèöû Γib = K ïðî�èëÿ Ωib ââåä¼ì çíàêîïåðåìåííóþ �óíêöèþ ðàñ-ñòîÿíèÿ ϕ(~r), ~r = (x, y), òàêóþ ÷òî






ϕ(~r) < 0, ~r ∈ Ωf = Ω \ {Ωib ∪ Γib},
ϕ(~r) = 0, ~r ∈ Γib,
ϕ(~r) > 0, ~r ∈ Ωib.Â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ �óíêöèÿ óðîâíÿ ìîæåò áûòü çàäàíààíàëèòè÷åñêè: íàïðèìåð, äëÿ êðóãîâîãî ïðî�èëÿ äèàìåòðà D ñ öåíòðîì â òî÷êå

(8D, 12D) �óíêöèÿ óðîâíÿ èìååò âèä
ϕ(x, y) = 0,5 D −

√

(x− 8D)2 + (y − 12D)2. (1)Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèþ óðîâíÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü ÷èñëåííî, îïðåäåëÿÿðàññòîÿíèå îò óçëîâ ñåòêè äî àïïðîêñèìèðîâàííîé ãðàíèöû ïðî�èëÿ.Ïóñòü ãðàíèöà ïðî�èëÿ çàäàíà íàáîðîì òî÷åê. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû òî÷åêìîãóò áûòü çàäàíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, àïïðîêñèìèðîâàòü ãðàíèöó ïðî-�èëÿ èíòåðïîëÿöèåé íåöåëåñîîáðàçíî. Ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàíèå àïïðîê-ñèìàöèè êðèâîé Áåçüå, ïîñêîëüêó îíà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü êàê ãëàäêîå ñîïðÿ-æåíèå ó÷àñòêîâ ãðàíèöû ïðî�èëÿ, òàê è îñòðûå êðîìêè, è ïðè ýòîì àïïðîêñèìè-ðóåò íå òîëüêî èñõîäíóþ �óíêöèþ, íî è å¼ ïðîèçâîäíûå.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ. Â òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ ìîäåëèðîâàëîñü îáòåêàíèåïðî�èëåé è âû÷èñëÿëèñü èõ áåçðàçìåðíûå ñòàöèîíàðíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå êî-ý��èöèåíòû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Cxa è ïîäú¼ìíîé ñèëû Cya, à òàêæå áåçðàç-ìåðíàÿ ÷àñòîòà ñõîäà âèõðåé � ÷èñëî Ñòðóõàëÿ Sh. �åçóëüòàòû ñðàâíèâàëèñü ñèçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè äàííûìè.Êðóãîâîé ïðî�èëü. Ïîñêîëüêó äëÿ êðóãîâîãî ïðî�èëÿ �óíêöèÿ óðîâíÿ ìîæåòáûòü çàäàíà àíàëèòè÷åñêè (�îðìóëîé (1)), íà åãî ïðèìåðå ïîêàæåì, ÷òî èñïîëü-çîâàíèå �óíêöèè óðîâíÿ, ïîñòðîåííîé ÷èñëåííî ïî àïïðîêñèìèðîâàííîé ãðàíèöå
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Cxa Sh

Re 100 200 1000 100 200 1000ÝêñïåðèìåíòZdravkovi
h [4℄ 1.21�1.41 � � 0.16�0.17 � ��àñ÷¼òLS-STAG-a, 120 × 148 1.310 1.330 1.187 0.172 0.200 0.259LS-STAG-b, 120 × 148 1.308 1.322 1.178 0.175 0.212 0.235LS-STAG-a, 240 × 204 1.320 1.331 1.405 0.170 0.200 0.249LS-STAG-b, 240 × 204 1.319 1.330 1.392 0.171 0.202 0.251Cheny [3℄, 300 × 260 1.322 1.332 1.493 0.170 0.200 0.247Cheny [3℄, 550 × 350 1.317 1.327 1.530 0.170 0.200 0.241Henderson [5℄ 1.350 1.341 1.509 0.164 0.197 0.237He [6℄ 1.353 1.355 1.519 0.167 0.198 0.239Òàáëèöà 1. Îáòåêàíèå êðóãîâîãî ïðî�èëÿ: çíà÷åíèÿ Cxa è Sh.�àñ÷¼ò Ýêñïåðèìåíò
Re Äàííàÿ ðàáîòà Saha [7℄ Davis [8℄ Franke [9℄ Okajima [10℄

Cxa Sh Cxa Sh Cxa Sh Cxa Sh Sh100 1.55 0.154 1.51 0.159 1.55 0.154 � � 0.141�0.145200 1.54 0.147 1.67 0.163 � � 1.65 0.157 0.138�0.145250 1.65 0.141 1.77 0.142 1.77 0.165 1.72 0.141 0.139�0.143300 1.82 0.138 1.89 0.146 � � 1.89 0.130 0.137�0.139400 1.85 0.128 2.21 0.167 1.88 0.159 � � 0.129�0.135Òàáëèöà 2. Îáòåêàíèå êâàäðàòíîãî ïðî�èëÿ: çíà÷åíèÿ Cxa è Sh.ïðî�èëÿ (LS-STAG-b, 20 òî÷åê íà ïðî�èëå), ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, äî-ñòàòî÷íî áëèçêèå ê òåì, ÷òî áûëè ïîëó÷åíû ïðè àíàëèòè÷åñêîì çàäàíèè �óíêöèèóðîâíÿ (LS-STAG-a), à òàêæå ê ðàñ÷¼òàì èç ðàáîò [3�6℄ (ñì. òàáë. 1).Êâàäðàòíûé ïðî�èëü. Åñëè óïðàâëÿþùèå òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé,êðèâàÿ Áåçüå, ïîñòðîåííàÿ ïî íèì, âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ãðà-íèöà êâàäðàòíîãî ïðî�èëÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ òî÷íî. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Cxaè Sh õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [7�10℄ äàæå ïðè ðàñ÷¼òå íà ñàìîéãðóáîé èç èñïîëüçóåìûõ ñåòîê � 120 × 148 (ñì. òàáë. 2).Ýëëèïòè÷åñêèé ïðî�èëü. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà äëÿ ýëëèïòè÷åñêî-ãî ïðî�èëÿ, êàê è â ðàáîòå [11℄, áûëà âûáðàíà ïðîåêöèÿ äëèíû Lx áîëüøîé ïî-ëóîñè ýëëèïñà K íà îñü Ox, ò. å. D = Lx · cosα (α � óãîë àòàêè). Ôîðìà ïðî�èëÿçàäà¼òñÿ îòíîøåíèåì Ly/Lx, ãäå Ly � äëèíà ìàëîé ïîëóîñè ýëëèïñà K. �åçóëüòàòûðàñ÷¼òîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, 3 è â òàáë. 3. Äëÿ âñåõ ðàñ÷¼òîâ èñïîëüçîâàëàñüñåòêà 240 × 204.Êðûëîâîé ïðî�èëü. Â àòëàñàõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðûëîâûõïðî�èëåé, íàïðèìåð [12℄, �îðìà ïðî�èëÿ çàäà¼òñÿ íàáîðîì òî÷åê, ïîýòîìó �óíê-öèþ óðîâíÿ ìîæíî ïîñòðîèòü âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì. �èñ. 4 èëëþñòðèðóåò îá-òåêàíèå ñèììåòðè÷íîãî êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ÖÀ�È ñåðèè Â (20%) ïðè Re = 200(ñåòêà 240 × 204).



Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà LS-STAG äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ 193
�èñ. 2. Îáòåêàíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïðî�èëÿ ïðè Ly/Lx = 0.5, α = 00, Re = 525: Cxa(t)(ñëåâà) è Cya(t) (ñïðàâà).
�èñ. 3. Îáòåêàíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïðî�èëÿ ïðè Ly/Lx = 0.2, α = 450, Re = 163: ðàñïðå-äåëåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè (ñëåâà) è ëèíèè òîêà (ñïðàâà).

�èñ. 4. Ñòàöèîíàðíîå áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå êðûëîâîãî ïðî�èëÿ (Re = 200).4. Çàêëþ÷åíèå. Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèöû ïðî�èëÿ êðèâîé Áåçüå ïîçâîëÿ-åò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñòðîèòü �óíêöèþ óðîâíÿ, íåîáõîäèìóþ äëÿ LS-STAG äèñ-êðåòèçàöèè. Ïðèâåä¼ííûå ðàñ÷¼òû äëÿ êðóãîâîãî, êâàäðàòíîãî, ýëëèïòè÷åñêîãîè êðûëîâîãî ïðî�èëåé ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå íà ñðàâíèòåëüíî ãðóáûõ ñåòêàõ ìå-òîä LS-STAG ñ àïïðîêñèìèðîâàííîé �óíêöèåé óðîâíÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êà÷å-Ïàðàìåòðû ðàñ÷¼òà Cxa Sh
Ly/Lx α Re Äàííàÿ ðàáîòà Mittal [11℄ Äàííàÿ ðàáîòà Mittal [11℄0.5 00 525 0.79 0.78 0.22 0.210.5 450 525 2.53 2.52 0.25 0.230.5 00 1000 0.61 0.61 0.21 0.200.2 450 163 3.76 3.71 0.16 0.19Òàáëèöà 3. Îáòåêàíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïðî�èëÿ: çíà÷åíèÿ Cxa è Sh.



194 Ïóçèêîâà Â. Â.ñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî âåðíîå ðåøåíèå. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçî-âàòü è äëÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è � ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ñèñòåìû ïðî�èëåé.
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�ÅÊÓ��ÅÍÒÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛ ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÎÉÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ ÇÀÄÀ×È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÄÂÈ�ÎÂÛÕÒÅ×ÅÍÈÉ�åâèíà Ñ.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ è �ÑÎ-À, ÂëàäèêàâêàçÏîñòðîåíà äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ñäâèãîâûõòå÷åíèé ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì. Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ k-ãî ÷ëåíà àñèìï-òîòèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè �óíê-öèÿìè âîëíîâîãî ÷èñëà, à êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè - ÷åòíûìè �óíêöèÿìè. Åñëèîòêëîíåíèå ñêîðîñòè îò åå ñðåäíåãî ïî ïåðèîäó çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåéïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ òî÷íî.1. Ââåäåíèå. �àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå x = (x1, x2) ∈ R
2 äâèæåíèå âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ ñèë F (x, t), ïåðèîäè÷åñêî-ãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè ℓ1 è ℓ2 ñîîòâåòñòâåííî,îïèñûâàåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), div v = 0,ãäå ν � áåçðàçìåðíàÿ âÿçêîñòü. ×åðåç 〈f〉 áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå ïî x1, à ÷åðåç

〈〈f〉〉 � ñðåäíåå ïî ïðÿìîóãîëüíèêó ïåðèîäîâ Ω = [0, ℓ1] × [0, ℓ2]:
〈f〉 =

1

ℓ1

ℓ1
∫

0

f(x, t) dx1, 〈〈f〉〉(t) =
1

|Ω|

∫

Ω

f(x, t) dx1 dx2.Ñðåäíÿÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé 〈〈v〉〉 = q. Ïðåäïîëàãàåò-ñÿ, ÷òî ïîëå ñêîðîñòè v ïåðèîäè÷íî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñïåðèîäàìè ℓ1, ℓ2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ℓ2 = 2π/α, α→ 0.Ñòðîèòñÿ äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå-÷åíèÿ, êîãäà îñíîâíîå ïîëå ñêîðîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó ñäâèãîâûõ òå÷åíèé:
V = (0, V )(x1, αx2). (1)Ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò òå÷åíèå Êîëìîãîðîâà V = (0, γ sin x1),èìåþùåå âàæíûå ãåî�èçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.Âïåðâûå äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà (α → 0) çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâóìåð-íûõ ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé (1) ðàññìîòðåíà â [1℄. Èññëåäîâàíèþ àâòîêîëåáàíèé,âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé îòíîñèòåëüíî äëèí-íîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, ïîñâÿùåíà ðàáîòà [2℄. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòèòðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé âèäà
V = (αV1, αV2, V3) (2)



196 �åâèíà Ñ.Â.ðàññìîòðåíà â [3℄ â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî îäèí èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâ ñòðå-ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà äâà îñòàëüíûõ �èêñèðîâàíû. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî,÷òî åñëè ñðåäíåå ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îòëè÷íî îò íóëÿ 〈V3〉 6= 0, òîïðè óìåíüøåíèè âÿçêîñòè ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.Â [4℄ ÿâíî ïîñòðîåíû ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè àâòîêîëåáàòåëüíîãî ðåæèìà,îòâåòâëÿþùåãîñÿ îò îñíîâíîãî òå÷åíèÿ (2) ïðè ìàëûõ α, êîãäà ÷èñëî �åéíîëüäñàïåðåõîäèò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, íàéäåííîå â [3℄. Èçó÷åíèå àâòîêîëåáàíèé, âîçíè-êàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷å-íèé îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé áûëî ïðîäîëæåíî â [5℄�[9℄. Íàéäå-íû ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ äëÿ îñíîâíîãî òå÷åíèÿ âèäà
V = (αV1, V2)(x) â ïðåäïîëîæåíèè 〈V2〉 6= 0, à òàêæå äëÿ îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, áëèç-êîãî ê ïàðàëëåëüíîìó V = (αV1(x2), V2(x1)) â ïðåäïîëîæåíèè 〈V2〉 = 0. Íà îñíîâåàñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë ïðîâåäåíî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ïàñ-ñèâíîé ïðèìåñè â îñíîâíûõ è âòîðè÷íûõ ïîòîêàõ æèäêîñòè [7℄.2. �åêóððåíòíûå �îðìóëû. ×åðåç H îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî �óíêöèéèç L2(0, ℓ1), îðòîãîíàëüíûõ åäèíèöå: H = {f ∈ L2(0, ℓ1)|〈f〉 = 0} Îïðåäåëèì èíòå-ãðàëüíûé îïåðàòîð I : H → H ïî ïðàâèëó

If =

∫ x

0

f(s)ds−
〈
∫ x

0

f(s)ds

〉

.Îïåðàòîð I � îáðàòíûé ê îïåðàòîðó äè��åðåíöèðîâàíèÿ è âïîëíå íåïðåðûâíûé.×åðåç W (f, g) îáîçíà÷èì âðîíñêèàí �óíêöèé f è g: W (f, g) = f
dg

dx
− g

df

dx
.Ôèãóðíûìè ñêîáêàìè áóäåì îáîçíà÷àòü îòêëîíåíèå ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè îòåå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî ïåðèîäó: {F} = F (x) − 〈F 〉. Ôóíêöèÿ θ õàðàêòåðèçóåòîòêëîíåíèå ñêîðîñòè îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ: θ′′ = V − 〈V 〉, 〈θ〉 = 0.�àçûñêèâàÿ ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî íà îñíîâíîì òå÷åíèè (1) óðàâíåíèÿ âîç-ìóùåíèé â âèäå íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé (çäåñü è â äàëüíåéøåì x = x1, z = αx2),ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å:

σϕ1 − ν

(

∂2ϕ1

∂x2
+ α2∂

2ϕ1

∂z2

)

+ αV
∂ϕ1

∂z
= −∂P

∂x
,

σϕ2 − ν

(

∂2ϕ2

∂x2
+ α2∂

2ϕ2

∂z2

)

+ αV
∂ϕ2

∂z
+ ϕ1

∂V

∂x
= −α∂P

∂z
,

∂ϕ1

∂x
+ α

∂ϕ2

∂z
= 0, 〈ϕ2〉 = 0,

2π
∫

0

ϕ1 dz = 0.Êðèòè÷åñêèì íàçîâåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν, ïðè êîòîðîì îäíî èëè íåñêîëüêîñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé σ âûõîäÿò íà ìíèìóþ îñü. Íåèçâåñòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ σ, âåêòîð-�óíêöèþ ϕ(x, z) è �óíêöèþ P (x, z), à òàêæå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèåâÿçêîñòè ν, áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà α:
σ(α) =

∞
∑

k=0

σkα
k, ν = ν∗ +

∞
∑

k=1

νkα
k,

ϕ =

∞
∑

k=0

ϕkαk, P =

∞
∑

k=0

P kαk.



�åêóððåíòíûå �îðìóëû 197Ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè íàéäåíû â [6℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû ðåêóð-ðåíòíûå �îðìóëû äëÿ k-õ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðîâåäåíî â [10℄.Â ïîðÿäêå αk, k > 1 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
ν∗
∂2ϕk1
∂x2

=
∂P k

∂x
+

k
∑

j=1

σjϕ
k−j
1 + V

∂ϕk−1
1

∂z
−

k−1
∑

j=1

νj
∂2ϕk−j1

∂x2
−

k−2
∑

j=0

νj
∂2ϕk−2−j

1

∂z2
, (3)

ν∗
∂2ϕk2
∂x2

=
∂P k−1

∂z
+

k
∑

j=1

σjϕ
k−j
2 + V

∂ϕk−1
2

∂z
−

k
∑

j=1

νj
∂2ϕk−j2

∂x2
−

−
k−2
∑

j=0

νj
∂2ϕk−2−j

2

∂z2
+ ϕk1

dV

dx
, (4)

∂ϕk1
∂x

+
∂ϕk−1

2

∂z
= 0, 〈ϕk2〉 = 0,

2π
∫

0

ϕk1 dz = 0. (5)Óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ñðåäíåãî ïðàâîé÷àñòè ïî ïåðåìåííîé x. Íà k-îì øàãå èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûå k−2 ñðåäíèõ çíà÷åíèéðàâíû íóëþ
〈ϕ1

1〉 = . . . = 〈ϕn−3
1 〉 = 〈ϕk−2

1 〉 = 0,òîãäà èç (3) âûâîäèì îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ïðè αk:
〈V 〉

(

im〈ϕk−1
1 〉 +

d

dz
〈ϕk−1

1 〉
)

= νk−2
d2ϕ0

1

dz2
− d

dz

〈

θ′′ϕk−1
1

〉

− σkϕ
0
1(z).Ïðèâåäåì êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì α ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ëè-íåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ k � ÷åòíîãî:

ϕk1 = − 1

νk∗

dkϕ0
1

dzk
I(ak−1(θ)); ϕk2 =

1

νk+1
∗

dkϕ0
1

dzk
ak(θ) −

νk
ν∗
ϕ0

2;

P k =
1

νk−1
∗

dkϕ0
1

dzk
qk(θ) −

νk−2

ν∗
{P 2} + 〈P k〉,ãäå ak, qk âûðàæàþòñÿ ÷åðåç aj , qj ïðè j 6 k − 1. Ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå νk−2 ââûðàæåíèè êîý��èöèåíòîâ äàâëåíèÿ P k, ïîÿâëÿåòñÿ ïðè k > 4.Áîëåå ïîäðîáíûå âûðàæåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé ïî ñòåïåíÿì α ïðè k � ÷åòíîì èìåþò âèä:

ϕk1 = − 1

νk∗

dkϕ0
1

dzk
I(bk−1) −

k−4
∑

j=2

νj
ν∗

(ϕk−j1 + I2∂
2ϕk−2−j

1

∂z2
) − 2νk−2

ν∗
ϕ2

1 +

k−1
∑

j=3

σj
ν∗
I2(ϕk−j1 )

ϕk2 = − 1

νk+1
∗

dkϕ0
1

dzk
bk(θ) −

k
∑

j=2

νj
ν∗
ϕk−j2 −

k−4
∑

j=2

νj
ν∗
I2∂

2ϕk−2−j
2

∂z2
+

k−1
∑

j=3

σj
ν∗
I2(ϕk−j2 )Çäåñü bm(θ) ïðè m � ÷åòíîì íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå:

bm(θ) = I2[{W (θ′′, Iam−1)} + ν2
∗(qm−1(θ) − am−2(θ))],



198 �åâèíà Ñ.Â.ïðè m � íå÷åòíîì
bm(θ) = I2[{W (θ′′, Iam−1)} + ν2

∗(qm−1(θ) − am−2(θ)) −
1

2
〈θ′am−3〉q2(θ)],à qm(θ) äëÿ ëþáîãî m èìåþò âèä:

qm(θ) = I{θ′′Iam−2} − bm−1(θ) − ν2
∗I

2(am−3).Èç îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ïðè αk+2 âûòåêàåò, ÷òî êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèéñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè ïðè ÷åòíîì k âûðàæà-þòñÿ ïî �îðìóëàì:
σk = σk+2 = 0; νk = (−1)

k

2
mk

2νk+1
∗

〈θ′ak(θ)〉.Äëÿ íå÷åòíîãî k:
σk+2 = (−1)

k + 1

2
imk+2

νk+1
∗

〈θ′ak(θ)〉; νk = 0.Äëÿ âñåõ k ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ
〈ϕ1

1〉 = . . . = 〈ϕk1〉 = 〈ϕk+1
1 〉 = 0.Ïóñòü θ(x) � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà èç ðåêêóðåíòíûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî

ak(θ); bk(θ); ϕkj (θ) ÷åòíûå ïðè k � ÷åòíîì è íå÷åòíûå ïðè k � íå÷åòíîì, à qk(θ);
Pk(θ) íå÷åòíûå ïðè k � ÷åòíîì è ÷åòíûå ïðè k � íå÷åòíîì.Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íå÷åòíîì â óêà-çàííîì ñìûñëå ïðî�èëå ñêîðîñòè σk = 0 äëÿ ëþáûõ k = 2; 3; 4 . . .3. Çàêëþ÷åíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿíàõîæäåíèÿ k-ãî ÷ëåíà äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòàöè-îíàðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì 〈V 〉 6= 0. Ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè-÷åñêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè�óíêöèÿìè âîëíîâîãî ÷èñëà, à êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè - ÷åòíûìè �óíê-öèÿìè. Åñëè îòêëîíåíèå ñêîðîñòè îò åå ñðåäíåãî ïî ïåðèîäó çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿíå÷åòíîé �óíêöèåé, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íà-õîäÿòñÿ òî÷íî è ðàâíû σ1,2 = ±imα〈V 〉, ãäå m 6= 0 � âîëíîâîå ÷èñëî.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìîíîòîííîé ïîòå-ðè óñòîé÷èâîñòè è íàõîæäåíèÿ ðåêóððåíòíûõ �îðìóë k-ãî ÷ëåíà äëèííîâîëíîâîéàñèìïòîòèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, îáîáùàþùèõ òå-÷åíèå Êîëìîãîðîâà. Âîçìîæíîñòü îáîñíîâàíèÿ ìîíîòîííîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèèãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ðàññìîòðåíèè îñíîâíûõ òå÷åíèé, ïåðèîäè÷åñêè çàâè-ñÿùèõ îò âðåìåíè [9℄.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Î íåóñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé // ×èñëåííûå ìå-òîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì., Íàóêà. 1966. Ñ. 242�249.[2℄ Þäîâè÷ Â.È.Îá àâòîêîëåáàíèÿõ,âîçíèêàþùèõ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïàðàëëåëü-íûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìó-ùåíèé // Èçâ.ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1973. � 1. Ñ. 32�35.[3℄ Þäîâè÷ Â.È. Íåóñòîé÷èâîñòü äëèííîâîëíîâûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè // Èçâ.ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1990. � 4. C. 31�35.[4℄ �åâèíà Ñ.Â., Þäîâè÷ Â.È. Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëü-íî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 2001. � 2. Ñ. 29�41.[5℄ Ìåëåõîâ À.Ï., �åâèíà Ñ.Â. Íåóñòîé÷èâîñòü äâóìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé âÿç-êîé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâ.ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. Ñïåöâûïóñê. Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. 2004.Ñ. 170�173.[6℄ Ìåëåõîâ À.Ï., �åâèíà Ñ.Â. Âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ äâóìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè îòíîñèòåëüíîäëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÆ�. 2008. � 2. Ñ. 41�56.[7℄ Ìåëåõîâ À.Ï., �åâèíà Ñ.Â.Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè â äâóìåð-íûõ ïîòîêàõ âÿçêîé æèäêîñòè // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâ. ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. 2009.Ñïåöâûïóñê, ïîñâÿùåííûé 75-ëåòèþ Â.È. Þäîâè÷à. Ñ. 135�140.[8℄ �åâèíà Ñ.Â. Äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñäâèãîâûõ òå÷å-íèé // Ìàòåìàòè÷åñêèé �îðóì (Èòîãè íàóêè. Þã �îññèè). 2011. Ò. 5. Ñ. 212�215.[9℄ �åâèíà Ñ.Â. Äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîâðåìåíè òå÷åíèé //Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû: òðóäû XVìåæäóíàð. êîí�. �îñòîâ í/Ä.: Èçä-âî ÞÔÓ, 2011. Ò. 1. C. 204�208.[10℄ �åâèíà Ñ.Â. Äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ñäâè-ãîâûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì // Ì., 2012. 46 ñ. � Äåï. âÂÈÍÈÒÈ 20.07.12. � 316-Â2012.Revina S.V. Re
urren
e formulas of the stability problem of shear �ows. We 
onsiderthe stability problem of shear stream v = (0, V (x)), 〈V 〉 6= 0 with respe
t to long-wave lengthdisturban
es, when one of the spatial periods goes to in�nity (the wave number α goes tozero). The expli
it formulas for the k-th asymptoti
 terms are obtained. It is shown that the
riti
al eigenvalues are even fun
tions of wave number, and the 
riti
al values of vis
osity areodd fun
tions. If the speed deviation of its mean value is the odd fun
tion, then eigenvaluesdo not depend on wave number.



�ÀÑ×ÅÒ ÂÒÎ�È×ÍÛÕ �ÅÆÈÌÎÂ ÄÂÈÆÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈÌÅÆÄÓ ÄÂÓÌß Â�ÀÙÀÞÙÈÌÈÑß Ï�ÎÍÈÖÀÅÌÛÌÈÖÈËÈÍÄ�ÀÌÈ�îìàíîâ Ì.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ, äâóõ è òðåõ÷àñòîòíûõêâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ âðàùàþùèìèñÿïðîíèöàåìûìè êîíöåíòðè÷åñêèìè öèëèíäðàìè, âîçíèêàþùèõ âáëèçè ïåðåñå÷åíèÿ áè-�óðêàöèé ðîæäåíèÿ âòîðè÷íîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ è àçèìóòàëüíûõ âîëí.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü âÿçêàÿ îäíîðîäíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü çà-ïîëíÿåò ïîëîñòü ìåæäó äâóìÿ òâåðäûìè áåñêîíå÷íûìè ïðîíèöàåìûìè êîíöåíòðè-÷åñêèìè öèëèíäðàìè ñ ðàäèóñàìè R1 è R2 (R1 < R2), âðàùàþùèìèñÿ ñ óãëîâûìèñêîðîñòÿìè Ω1 è Ω2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíèå ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò.Â áåçðàçìåðíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ r, ϕ, z (îñü z íàïðàâëåíà âäîëüîñè öèëèíäðîâ) èñõîäíàÿ çàäà÷à äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè V è äàâëåíèÿ Π ñîñòîèò èçóðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è êðàåâûõ óñëîâèé. Ïðè ýòîìêðàåâûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, âòåêàþùåé÷åðåç ïîâåðõíîñòü îäíîãî öèëèíäðà, ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì æèäêîñòè, âûòåêà-þùåé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü äðóãîãî öèëèíäðà.Èñõîäíàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè V0 è äàâëåíè-åì Π0 [1, 2℄
V0 = {v0r, v0ϕ, 0}, v0r =

χ0

r
, v0ϕ =











arχ+1 +
b

r
, χ 6= −2,

a1 ln r + 1

r
, χ = −2,

Π0 =

r
∫

1

(

v2
0ϕ

s
+
χ2

0

s3

)

ds+ const, R =
R2

R1
, Ω =

Ω2

Ω1
, (1)

a =
ΩR2 − 1

Rχ+2 − 1
, b = 1 − a, a1 =

ΩR2 − 1

lnR
, χ0 = χ/λ.Çäåñü χ = S/ν � ðàäèàëüíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà, S � êîý��èöèåíò, îïðåäåëÿ-þùèé èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îäíîãî öèëèíäðàè âûòåêàíèÿ åå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü äðóãîãî öèëèíäðà, ν � êîý��èöèåíò êèíåìà-òè÷åñêîé âÿçêîñòè, λ = Ω1R

2
1/ν � ÷èñëî �åéíîëüäñà.Êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ϕ è zñ èçâåñòíûìè ïåðèîäàìè ñîîòâåòñòâåííî 2π/m è 2π/α, ãäå m, α � àçèìóòàëüíîåè àêñèàëüíîå âîëíîâûå ÷èñëà.Âûïîëíåííûå â [1�4℄ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñ ðîñòîì ÷èñëà �åéíîëüäñà

λ îñíîâíîé ðåæèì (1) ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷èâîñòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ðåçóëü-òàòå åãî ìîíîòîííîé âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè âîçíèêàåò âòî-ðè÷íîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå (ðàñ÷åò ïóòåì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ



Äâèæåíèÿ æèäêîñòè ìåæäó ïðîíèöàåìûìè öèëèíäðàìè 201íåëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ âîçìóùåíèé âûïîëíåí â [5℄). Êîëåáàòåëüíàÿ òðåõìåðíàÿíåóñòîé÷èâîñòü ïîðîæäàåò àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì ñ áåãóùèìè â àçèìóòàëüíîìíàïðàâëåíèè âîëíàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå íåéòðàëüíûå êðèâûå ïðè îïðåäåëåííûõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Âáëèçè òàêèõ áèêðèòè÷åñêèõòî÷åê íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ìîíîòîííîé è êîëåáàòåëüíîé ìîä ìîæåò ïðè-âîäèòü ê îáðàçîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòè [6℄. Öåëü äàííîéðàáîòû � îòûñêàíèå òàêèõ ðåæèìîâ, à òàêæå èññëåäîâàíèå èõ óñòîé÷èâîñòè è áè-�óðêàöèé.2. Àìïëèòóäíàÿ ñèñòåìà. Ïóñòü (Ω∗, λ∗) � òî÷êà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
(Ω, λ), îòâå÷àþùàÿ ïåðåñå÷åíèþ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ ìîíîòîííîé âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîé è êîëåáàòåëüíîé òðåõìåðíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ (1).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ áëèçêî ê λ∗, à Ω � ê Ω∗, òàê ÷òî δ1 = λ− λ∗, δ2 = Ω − Ω∗ �ìàëûå ïàðàìåòðû îäíîãî ïîðÿäêà.Ñëåäóÿ [6℄, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ âîçìóùåíèé â âèäå

V =
√

|δ1| (Φ + Φ∗), Π =
√

|δ2|(p + p∗), (2)
Φ = η0(ξ)Φ0(r, z) + eic∗t [η1(ξ)Φ1(r, ϕ, z) + η2(ξ)Φ2(r, ϕ, z)] + . . . ,

p = η0(ξ)p0(r, z) + eic∗t [η1(ξ)p1(r, ϕ, z) + η2(ξ)p2(r, ϕ, z)] + . . .Çäåñü η0, η1, η2 � íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû � �óíêöèè ¾ìåäëåííî-ãî¿ âðåìåíè ξ = |δ1|t; c∗ � íåèçâåñòíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà (�àçîâàÿ ñêîðîñòü)àçèìóòàëüíûõ âîëí ïðè λ = λ∗ è Ω = Ω∗; Φ0, p0 � ñîáñòâåííîå ðåøåíèå ëèíåàðè-çîâàííîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìîíîòîííûõ âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûõ âîç-ìóùåíèé; Φ1, p1 è Φ2, p2 � íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîéçàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äëÿ êîëåáàòåëüíûõ òðåõìåðíûõ âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì âåê-òîð Φ2 ïîëó÷àåòñÿ èíâåðñèåé èç âåêòîðà Φ1, òàê ÷òî Φ2 = JΦ1. Çäåñü èíâåðñèÿ Jïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé â ïëîñêîñòèïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðîâ. Âåëè÷èíû ïîðÿäêîâ δ1, δ2 è âûøå â (2) îïóùåíû.Àìïëèòóäû η0, η1, η2 ðàçëîæåíèé (2) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå ñ êóáè-÷åñêèìè âåäóùèìè íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè [6, 7℄
dη0

dξ
= (σ + A|η0|2 +B|η1|2 +B∗|η2|2)η0 +Dη∗0η

∗
1η2,

dη1

dξ
= (µ+ P |η0|2 +Q|η1|2 +R|η2|2)η1 + Sη∗20 η2, (3)

dη2

dξ
= (µ+ P |η0|2 +R|η1|2 +Q|η2|2)η2 + Sη2

0η1.Êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (3) âûðàæàþòñÿ ÿâíî ÷åðåç ðåøåíèÿ ñåðèè ëèíåéíûõêðàåâûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû A, D ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, à B, P ,
Q, R, S � êîìïëåêñíûìè. Âåëè÷èíû σ è µ ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìèçàäà÷è. Àëãîðèòì è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòîâ àìïëèòóäíîé ñèñòåìû (3)ïðèâîäÿòñÿ â ðàáîòå [8℄.Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû η0, η1, η2 â ïîëÿðíîé �îðìå: η0 = ρ0e

iψ0 ,
η1 = ρ1e

iψ1 , η2 = ρ2e
iψ2 . Òîãäà äëÿ ìîäóëåé àìïëèòóä ρ0, ρ1, ρ2, è �àçîâîãî èíâà-ðèàíòà β = 2ψ0 + ψ1 − ψ2 ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà, íàçûâàåìàÿ ìîòîðíîé
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dρ0

dξ
=
[

σ + Aρ2
0 +Br(ρ

2
1 + ρ2

2)
]

ρ0 +Dρ0ρ1ρ2 cosβ,

dρ1

dξ
= (µr + Prρ

2
0 +Qrρ

2
1 +Rrρ

2
2)ρ1 + (Sr cosβ + Si sin β)ρ2

0ρ2,

dρ2

dξ
= (µr + Prρ

2
0 +Rrρ

2
1 +Qrρ

2
2)ρ2 + (Sr cosβ − Si sin β)ρ2

0ρ1,

dβ

dξ
= C(ρ2

1 − ρ2
2) − 2Dρ1ρ2 sin β−

−
[

Si(ρ
2
1 − ρ2

2) cosβ + Sr(ρ
2
1 + ρ2

2) sin β
] ρ2

0

ρ1ρ2
, C = 2Bi +Qi − Ri.

(4)
Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî σ, A, è D � âåùåñòâåííûå; èíäåêñ r îçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ,à i � ìíèìóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîé âåëè÷èíû.Ôàçîâûå ïåðåìåííûå ψ0, ψ1, ψ2 íàõîäÿòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ïðîñ-òûì èíòåãðèðîâàíèåì, ïðè÷åì îäíó èç íèõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâå äðóãèå è β.Ñèñòåìà (4) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ρ1 ↔ ρ2, β → −β,÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíâàðèàíòíîñòè èñõîäíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî èíâåð-ñèè J [6℄. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ëèáî ÿâëÿþòñÿ

J-ñèììåòðè÷íûìè (ïåðåâîäÿòñÿ â ñåáÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ρ1 ↔ ρ2, β → −β), ëèáîîáðàçóþò J-ñâÿçàííûå ïàðû (ïåðåâîäÿòñÿ ýòèì ïðåîáðàçîâàíèåì äðóã â äðóãà).3. �àñ÷åò ðàâíîâåñèé ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû. Ó ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû (4)ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêè [6, 7℄: îñíîâ-íîé ðåæèì MF, âòîðè÷íîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå SF, ïàðà ñïèðàëüíûõ âîëí SW,÷èñòûå àçèìóòàëüíûå âîëíû AW, ñìåøàííûå àçèìóòàëüíûå âîëíû ïåðâîãî MW+è âòîðîãî MW− ðîäîâ, à òàêæå äî ÷åòûðåõ ïàð ðàâíîâåñèé QPF, êîòîðûì ñî-îòâåòñòâóþò äâóõ÷àñòîòíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Ïîñëåäíèåíàõîäÿòñÿ ïóòåì îòûñêàíèÿ êîðíåé ïîëèíîìà 4-é ñòåïåíè.Íà ðèñ. 1 äëÿ R = 2, χ = 1, m = 1, α = 2, σ = 10 èçîáðàæåíà ñõåìà ïåðåõîäîâ,ñâÿçàííûõ ñ áè�óðêàöèÿìè ðàâíîâåñèé ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû (4) ïðè èçìåíåíèèñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà µr.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â äèàïàçîíå µ4
r < µr < µ6

r íåò íè îäíîãî óñòîé÷èâîãîðàâíîâåñèÿ ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû (4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì èíòåðâàëå èçìå-íåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà µr â ýêñïåðèìåíòàõ ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íîñëîæíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ æèäêîñòè.4. �àñ÷åò öèêëîâ ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû. Ïîìèìî ðàâíîâåñèé, ó ìîòîðíîéïîäñèñòåìû (4) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðåäåëüíûå öèêëû. Â îáùåì ñëó÷àå êàæäîìóöèêëó ñîîòâåòñòâóåò òðåõ÷àñòîòíûé êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì äâèæåíèÿ æèä-êîñòè.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû îòûñêàíèÿ íåïîä-âèæíîé òî÷êè ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà èëè îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêà-ðå. Óñòîé÷èâîñòü öèêëîâ è èõ áè�óðêàöèè èññëåäîâàëèñü ïóòåì ðàñ÷åòà ìóëüòè-ïëèêàòîðîâ Ôëîêå (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè).Â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ R = 2, χ = 1, m = 1, α = 2, σ = 10,åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé J-ñèììåòðè÷íûé ïðåäåëüíûé öèêë A0 îòâåòâëÿåòñÿ ïðè
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�èñ. 1. Ñõåìà ïåðåõîäîâ ïðè χ = 1, α = 2, σ = 10. Îäèíàðíûå êðèâûå � J-ñèììåòðè÷íûåðåæèìû, äâîéíûå � J-ñâÿçàííûå ïàðû ðåæèìîâ; 1, 2 � óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ðå-æèìû, 3 � áè�óðêàöèè ðàâíîâåñèé ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû, 4 � òî÷êè, â êîòîðûõ îò ðàâ-íîâåñèé îòâåòâëÿþòñÿ öèêëû ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû. Áè�óðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ: µ1
r = 0,

µ2
r = 4.39, µ3

r = 6.68, µ4
r = 7.35, µ5

r = 8.91, µ6
r = 22.35, µ7

r = 47.76.

µr = µ6
r îò ñìåøàííûõ àçèìóòàëüíûõ âîëí âòîðîãî ðîäà MW− (ðèñ. 1). Ïðîåêöèèåãî �àçîâûõ òðàåêòîðèé íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Öèêë A0ñóùåñòâóåò äëÿ µr < 22.35 è óñòîé÷èâ â èíòåðâàëå 8.183 < µr < 22.35.Ïðè µr = 8.183 öèêë A0 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè ïîòåðèñèììåòðèè: îò öèêëà îòâåòâëÿåòñÿ óñòîé÷èâàÿ J-ñâÿçàííàÿ ïàðà öèêëîâ A1

±1. Îíàñóùåñòâóåò è óñòîé÷èâà â èíòåðâàëå 8.178 < µr < 8.183. Â òî÷êå µr = 8.178 ïàðàöèêëîâ A1
±1 îäíîâðåìåííî ãèáíåò ñ íåóñòîé÷èâîé J-ñâÿçàííîé ïàðîé öèêëîâ B±1,êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò äëÿ µr > 8.178.Çàêëþ÷åíèå. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ æèäêîñòèìåæäó âðàùàþùèìèñÿ ïðîíèöàåìûìè öèëèíäðàìè ïðè íàëè÷èè ðàäèàëüíîãî ïî-òîêà â ñëó÷àå, êîãäà åãî ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè ñîäåðæèò íîëü è ïàðó ÷èñòî ìíè-ìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíîé ñèñòåìû òðåõêîìïëåêñíûõ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé.Îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è îáðàçóþòñÿðåæèìû, èìåþùèå äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ïðèðîäó. Â ÷àñòíîñòè, ðàññ÷èòàíû J-ñèì-ìåòðè÷íûé ïðåäåëüíûé öèêë è J-ñâÿçàííàÿ ïàðà öèêëîâ àìïëèòóäíîé ñèñòåìû, êî-òîðûì ñîîòâåòñòâóþò òðåõ÷àñòîòíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû äâèæåíèÿ æèä-êîñòè.

�èñ. 2. Óñòîé÷èâûé J-ñèììåòðè÷íûé öèêë A0 ïðè µr = 12 â ñëó÷àå χ = 1, α = 2, σ = 10.Êîîðäèíàòû òî÷êè íà öèêëå: ρ0 = 0.1882, ρ1 = 0.1353, ρ2 = 0.1353, β = 3.1416. Ïåðèîäöèêëà T = 0.3680.
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÂÈÁ�ÎÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÛÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ Â�ÀÙÅÍÈß,ÊÎËÅÁËÞÙÈÕÑß Â ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ Ñ�ÅÄÅÑà�ðîíåíêî Â. �., Äîí÷åíêî Å.Í., Øóòüêî Â.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È.È.Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ êîìïîçèòíîé îáîëî÷êè âðàùå-íèÿ ñ ïîëèìåðíûì ñâÿçóþùèì â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïî-ëèìåðà îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè. Äàëüíåå ïîëå àêóñòè÷åñêîãîäàâëåíèÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà �åëüìãîëüöà. �åà-ëèçóåòñÿ ÷èñëåííûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ â ðÿäûÔóðüå ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïðîãîíêè. Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ïðèìåðàîïðåäåëÿþòñÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå, è äèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè öèëèíäðè÷åñêîéîáîëî÷êè, à òàêæå äàëüíåå ïîëå çâóêîâîãî äàâëåíèÿ.1. �àññìàòðèâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íåïîëîãîé îáî-ëî÷êè âðàùåíèÿ òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû, ïîãðóæåííîé â ëèíåéíóþ àêóñòè÷åñêóþñðåäó. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî îáîëî÷êà îòíåñåíà ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò {α1, α2, α3}, ïðè÷åì êîîðäèíàòíàÿ ïîâåðõíîñòü α3 = 0 ñîâïàäàåò ñî ñðåäèííîéïîâåðõíîñòüþ çàïîëíèòåëÿ. Ïðèìåì â äàëüíåéøåì ãèïîòåçó î ëîìàíîé ëèíèè äëÿïàêåòà [1℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:
u

(1)
i = ui + [1 + ki(α3 − c)]cϕi + α3ϑi, c 6 α3 6 c+ h1,

u
(2)
i = ui − [1 + ki(α3 + c)]cϕi + α3ϑi, −c− h2 6 α3 6 −c,

u
(3)
i = ui + α3(αi + ϑi), −c 6 α3 6 c, i = 1, 2,

u
(j)
3 = w, j = 1, 2, 3. (1)Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ki, Ai � ãëàâíûå êðèâèçíû è êîý��èöèåíòûËÿìå; ui, w � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè; ϕ1, ϕ2 � óãëû ïîâîðîòàíîðìàëè â çàïîëíèòåëå, äîïîëíèòåëüíûå ê óãëàì ïîâîðîòà ϑ1 è ϑ2; h1, h2, 2c �òîëùèíû âíåøíèõ ñëîåâ è çàïîëíèòåëÿ.Äå�îðìàöèè îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè Ei,j, èçìåíåíèÿ êðèâèçí è êðó÷åíèå Ki,j ,ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèíÿòîé òåîðèè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [2℄.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè â îáîçíà÷åíèÿõ [2℄, ñîîòâåòñòâóþùèå (1) èìåþòâèä:

L1(T11, T22, S) + k1Q11 +X1 = a1ü1 + a2ϑ̈1 + a3ϕ̈1,

L2(T22, S) + k2Q22 +X2 = a1ü2 + a2ϑ̈2 + a4ϕ̈2,

L3(Q11, Q22) − k1T11 − k2T22 +X3 + p = a1ẅ,

L1(M11,M22, H) −Q11 = 0; L2(H,M22) −Q22 = 0. (2)
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L1(m11 +M 11ck1;m22 +M 22ck1;m12 + 2H11ck1) −Q13 = 0,

L2(m12 + 2H11ck2;m22 +M 22ck2) −Q23 = 0.Çäåñü ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
L1(f1, f2, ϕ) = f ′

1 + ϕ• + ψ(f1 − f2),

L2(f1, f2) = f ′
1 + f •

2 + 2f1f2,

L3(f1, f2) = f ′
1 + f •

2 + ψf1; f̈ =
∂2f

∂t2
,

{. . .}′ =
1

A1

∂(. . .)

∂α1
, {. . .}• =

1

A2

∂(. . .)

∂α2
. (3)

Xr (r = 1, 2, 3), p � êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè è íîðìàëüíîé ðåàêöèè ñî ñòî-ðîíû æèäêîñòè. Â (2) ââåäåíû îáîáùåííûå óñèëèÿ, ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèåñèëû, îñðåäíåííûå ïî ïàêåòó îáîëî÷êè.Ïóñòü îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, öèêëè-÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè:
Xk(α1, α2, t) = qk(α1, α2) exp(−iωt),ãäå qk � èíòåíñèâíîñòü íàãðóçêè, ω � ÷àñòîòà. Â àíàëîãè÷íîé �îðìå ïðåäñòàâèìâñå êèíåìàòè÷åñêèå, äå�îðìàöèîííûå è ñèëîâûå �àêòîðû. Â îòíîøåíèè îïðåäå-ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìàòåðèàëîâ ñëîåâ ïðèìåì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü îïèñàíûñ ïîçèöèé îðòîòðîïíîé òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè [3℄. Ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè îáîá-ùåííûõ óñèëèé, ìîìåíòîâ è äå�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê

T11 = B∗
11E11 +B∗

12E22 + A∗
11K11 + A∗

12K22 + F ∗
11

∂ϕ1

∂α1
+ F ∗

12

∂ϕ2

∂α2
+ F ∗

13ϕ1,

M11 = A∗
11E11 + A∗

12E22 +D∗
11K11 +D∗

12K22 +N∗
11

∂ϕ1

∂α1
+N∗

12

∂ϕ2

∂α2
+N∗

13ϕ1,

H = A∗
33E12 + 2D∗

33K12 +N∗
33

∂ϕ1

∂α2
+N∗

44

∂ϕ2

∂α1
+N∗

55ϕ2, (4)
Qi3 = G∗

i3ϕiè ò. ä.Äëÿ çàìûêàíèÿ ñîîòíîøåíèé (1)�(4) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêóþ ðå-àêöèþ íà îáîëî÷êó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, â êîòîðóþ îíà ïîãðóæåíà. Ýòî ìîæåòáûòü ïðîèçâåäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà [4℄.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ìîæ-íî îïðåäåëèòü ïîëå äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà�åëüìãîëüöà
p(~r) =

1

4π

∫

S

[

p(~r1)
∂

∂n
(eikR1/R1) −

∂p(~r1)

∂n
(eikR1/R1)

]

dS, (5)
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�èñ. 1.

�èñ. 2.ãäå S � ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè, k1 � âîëíîâîå ÷èñëî, ~r, ~r1 � ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê â æèäêîñòè è íà îáîëî÷êå; R1 = |~r1 − ~r|. Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëå-äîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ìîäàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìûõ�óíêöèé â âèäå ðàçëîæåíèé â êîìïëåêñíîçíà÷íûå ðÿäû Ôóðüå.Ïîñëå îòäåëåíèÿ êîîðäèíàòû α2 è ïðèâåäåíèÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé ê áåçðàçìåð-íîìó âèäó �îðìèðóåòñÿ êâàçèîäíîìåðíàÿ ñèñòåìà íîðìàëüíîãî âèäà 12 ïîðÿäêà,ðåøàåìàÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè:
dyl
dαi

= Aif1(α1, m, y); y = {y1, y2, . . . , y12},

l = 1, 2, . . . , 12.Äëÿ îöåíêè äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ îáîëî÷êè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîý��èöèåíò
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�èñ. 3.ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûé êàê
k =

D̂

Π̂
, (6)ãäå D̂ � ýíåðãèÿ, ïîãëîùàåìàÿ â òåëå îáîëî÷êè çà ïåðèîä êîëåáàíèé, Π̂ � ñðåä-íåå çíà÷åíèå çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Èñïîëüçóåìûéìåòîä ìîäàëüíîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü êîý��èöèåíòû ïîãëîùåíèÿ, ñî-îòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìîäàì, à òàêæå åãî ñóììàðíîå çíà÷åíèå.2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ òðåõñëîéíóþ îáîëî÷êó, êî-ëåáëþùåéñÿ â ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âíåø-íèõ ñëîåâ ñîîòâåòñòâóþò ñòàëè:

E(1) = E(2) = 2.1 · 1011H/ì2; ν(1) = ν(2) = 0.3,

ρ = 7.8 ã/ñì3.Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëèìåðíîãî çàïîëíèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè òåðìîâÿç-êîóïðóãîãî òåëà [5℄. Êîìïîíåíòû êîìïëåêñíîé ïîäàòëèâîñòè ïðè ñäâèãå I ′, I ′′ âîáîçíà÷åíèÿõ [5℄ èìåþò âèä:
I ′(ω) =

r2
∫

r1

C(r)

G(r, v, T )

[

1 −H(r)
ω2

[ϕ(r, v, T )]2 + ω2

]

dr,

I ′′(ω) =

r2
∫

r1

C(r)H(r)

G(r, u, T )

ϕ(r, v, T )ω

[ϕ(r, v, T )]2 + ω2
dr.Ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå îáúåìíîé ðåëàêñàöèè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîò-âåòñòâóþò æåñòêîìó çàùåìëåíèþ òîðöîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèè æèäêîñòè íà



×èñëåííûé àíàëèç âèáðîàêóñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìïîçèòíûõ îáîëî÷åê 209êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ èìïåäàíñ íà áåñêîíå÷íî äëèííîé öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êå. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõïàðàìåòðàõ: L = 400ìì; R = 100ìì; h1 = h2 = 0.2ìì; 2c = 2ìì; T = 22◦C.Íàãðóçêà åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåíà íà öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, ðàñ-ïîëîæåííîé â ñåðåäèíå îáðàçóþùåé. Íà ðèñ. 1�3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-òîâ ïîìîäîâûõ è ñóììàðíûõ çíà÷åíèé À×Õ íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â öåíòðåïëîùàäêè íàãðóæåíèÿ, êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè è ïîëÿ àêóñòè÷åñêîãîäàâëåíèÿ â æèäêîñòè íà ðàññòîÿíèè 50 ðàäèóñîâ îáîëî÷êè îò åå îñè âðàùåíèÿ íàïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïëîùàäêè íàãðóæåíèÿ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �ðèãîëþê Ý.È., ×óëêîâ Ï.Ï. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê. Ì.:Íàóêà, 1973. 172 ñ.[2℄ Ñà�ðîíåíêî Â. �., Øåïåëåâà Â. �. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åêâðàùåíèÿ â ñæèìàåìîé æèäêîñòè // Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû ìå-õàíèêè äå�îðìèðóåìûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. Íàó÷íûå òðóäû. Âûï. 1. Í.Íîâãîðîä:ÍÍ�Ó, 1993. Ñ. 144�149.[3℄ Èëüþøèí À.À., Ïîáåäðÿ Á. Å. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãî-ñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 280 ñ.[4℄ Þäèí À.Ñ., ßöåíêî Ì.Í. Âèáðîàêóñòèêà îáîëî÷êè ñ êîëüöåâûìè ðåáðàìè ïåðåìåí-íîé æåñòêîñòè // Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè äå�îðìè-ðóåìûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. 1995. Âûï. 2. Ñ. 97�105.[5℄ Ñòåïàíåíêî Þ.Ï., Èñàåâ Ê. Â., Àçàðîâ À.Ä. Ìîäåëèðîâàíèå òåðìîìåõàíè÷åñêî-ãî ïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîø-íîé ñðåäû. Òðóäû II Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó. 19�20 ñåíòÿáðÿ1996 ã. Ò. 1. Ñ. 118�123.Safronenko V.G., Don
henko E.N., Shutko V.M. Numeri
al analysis of vibro-a
ousti
 properties of 
omposite three-layered shells of rotation under their vibration in a
ousti
medium.. For
ed harmoni
 vibrations of a three-layered shell of rotation with the polymerbinding in the a
ousti
 media are 
onsidered. Constitutive equations of the polymer matrixare 
on�rmed with the thermovis
oelasti
ity theory. To des
ribe the propagation of a
ousti
waves the Helmholz integral is used. Numeri
al approa
h that uses the method of expansionin Fourier series with the subsequent appli
ation of the sweep method is implemented. Theamplitude-frequen
y and dissipation 
hara
teristi
s of the shell, as well as the far of soundpressure are investigated.



�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÈÒÅËßÂ ÂÈÄÅ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ Â ÏÎÒÎÊÅÆÈÄÊÎÑÒÈÑìåòàíèí Á. È., Òàðàñîâ À. Å.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ êðóãîâîé öèëèí-äðè÷åñêîé îáîëî÷êè â ïîòîêå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âîëíîâîãî äâèæèòåëÿ â âèäå öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ æèäêîñòüþ. Àíàëîãè÷íàÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à ðàññìîò-ðåíà â [1℄. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãîïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îñíîâíûå ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìàëãîðèòìîì çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé: äè��åðåíöèàëüíîãî èèíòåãðàëüíîãî. Ëèíåéíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ïîçâîëèëà ðàçäåëèòü ðåøåíèåýòèõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíåí ìåòîä ðàçëîæå-íèÿ èñêîìîé �óíêöèè ïî �óíêöèÿì Êðûëîâà. Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿïðèìåíåí ìåòîä îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îáà ýòè ìåòîäà ïðèâåëè ðåøåíèÿ óêàçàí-íûõ óðàâíåíèé ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Ïóñòü óïðóãàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà äëèíû 2a, ðàäèóñà R íàõîäèòñÿ â ïî-òîêå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Æèäêîñòü çàíèìàåò áåçãðàíè÷íóþ îá-ëàñòü. Íåâîçìóùåííàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà ðàâíà U . Îñü Oz öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìûêîîðäèíàò r, θ, z íàïðàâëåíà âäîëü îñè îáîëî÷êè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îáîëî÷-êè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ æèäêîñòüþ, äëÿ ñëó÷àÿ îñåâîé ñèììåòðèè áóäåì áðàòüâ âèäå [2℄
D
∂4w

∂z4
+
Eh

R2
w + ρ0h

∂2w

∂t2
= p(R + 0, z, t) − p(R− 0, z, t), (|z| 6 a), (1)çäåñü D = Eh3[12(1 − ν2)]−1 � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü îáîëî÷êè, E � ìîäóëü Þí-ãà, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, w = w(z, t) � ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå òî÷åêîáîëî÷êè, h � òîëùèíà îáîëî÷êè, ρ0 � ïëîòíîñòü îáîëî÷êè, p = p(r, z, t) � ãèäðî-äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, t � âðåìÿ. Ïåðåìåùåíèÿ, íàïðàâëåííûå ê îñè îáîëî÷êè,ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ îáîëî÷êè èìåþò âèä

w = ay0e
−iωt,

∂w

∂z
= y1e

−iωt ïðè z = −a, (2)
∂2w

∂z2
=
∂3w

∂z3
= 0 ïðè z = a,

ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, y0, y1 � 
onst.Ïðè r = R, |z| > a áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì äàâëåíèå p, à ðàäèàëüíóþñêîðîñòü vr = ∂ϕ/ ∂r � íåïðåðûâíîé ïðè r = R, |z| <∞.
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p|r=R−0 = p|r=R+0 (|z| > a), (3)
∂ϕ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R−0

=
∂ϕ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R+0

(|z| <∞),

ϕ � ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.Ïåðåä îáîëî÷êîé, ïðè z → −∞, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
ϕ→ 0 ïðè z → −∞. (4)Ïðè óäàëåíèè îò îáîëî÷êè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ âîçìóùå-íèÿ ñêîðîñòåé æèäêèõ ÷àñòèö

∂ϕ

∂z
,
∂ϕ

∂r
→ 0 ïðè r → ∞.Ôóíêöèÿ ϕ = ϕ(r, z, t) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ëàïëàñà [3℄

∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
+
∂2ϕ

∂z2
= 0. (5)Âîçìóùåíèÿ îñíîâíîãî ïîòîêà, âíîñèìûå îáîëî÷êîé, ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè âåëè-÷èíàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂r

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂z

∣

∣

∣

∣

≪ U. (6)Óñëîâèÿ (6) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ëèíåàðèçîâàííûé èíòåãðàë Ëàãðàíæà�Êîøèè ëèíåéíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå
p = p∞ − ρ

∂ϕ

∂t
− ρU

∂ϕ

∂z
, (7)

∂ϕ

∂r
= −

(

∂w

∂t
+ U

∂w

∂z

)

(r = R, |z| 6 a), (8)çäåñü p∞ � äàâëåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) �óíêöèè w è ϕ ïðåäñòàâèìû â âè-äå
w(z, t) = w∗(z)e

−iωt, ϕ(r, z, t) = ϕ∗(r, z)e
−iωt. (9)Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî �óíêöèè w∗(z)

DwIV∗ (z) +
(

EhR−2 − ρ0hω
2
)

w∗ = γ(z) (|z| 6 a), (10)
γ(η) = ρ

(

iω − U
∂

∂z

)

[ϕ∗(R + 0, z) − ϕ∗(R− 0, z)] . (11)



212 Ñìåòàíèí Á. È., Òàðàñîâ À. Å.Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (2)�(8). Èñïîëüçîâàíèåîáîáùåííîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþ-ùèå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè ϕ∗(r, z)

ϕ∗(r, z) =
1

2π

∫

l

A(ξ)I0(|ξ|r)e−iξzdξ (0 6 r 6 R), (12)
ϕ∗(r, z) =

1

2π

∫

l

B(ξ)K0(|ξ|r)e−iξzdξ (R 6 r <∞).Çäåñü A(ξ), B(ξ) � äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå �óíêöèè, In(z) è Kn(z) �öèëèíäðè÷åñêèå �óíêöèè ìíèìîãî àðãóìåíòà. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ l â ïëîñ-êîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ξ íåîáõîäèìî âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûâûïîëíÿëîñü óñëîâèå (4). Èñïîëüçîâàíèå (3), (8), (11) è (12) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-ùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
a
∫

−a

γ(η)H(η − z)dη = −4πiρU2
[

icw∗(z) − w
′

∗(z)
]

(|z| 6 a), (13)
H(t) =

∫

l

|ξ|
ξ + c

L(|ξ|R)eiξtdξ, L(u) = 2uI1(u)K1(u), c =
ω

U
.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (4) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè êîíòóð l îáõîäèòòî÷êó (−c) äåéñòâèòåëüíîé îñè ñâåðõó. Äå�îðìèðóÿ òàêîé êîíòóð íà äåéñòâèòåëü-íóþ îñü, ïîëó÷èì

H(t) =

−∞
∫

−∞

|ξ|L(|ξ|R)

ξ + c
eiξtdξ − πicL(cR)e−ct.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (10) (â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ) áóäåì èñêàòü â âèäå

w(z) = Ψ0(z) +
∞
∑

n=1

XnΨn(z) (|z| 6 1), (14)
Ψ0(z) = y0 + y1(1 + z).Çäåñü Ψn(z) (n = 1, 2, . . . ) � �óíêöèè Êðûëîâà, êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷å îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

Ψ2n−1(z) =
sin ε2n−1z

sin (ε2n−1)
+

ch (ε2n−1z)

ch (ε2n−1)
(n = 1, 2, . . . ).Ïàðàìåòð ε2n−1 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

cos ε− sin ε th ε = 0.Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n
ε2n−1 ≈

π

4
(4n+ 1) (n = 1, 2, . . . ),
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Ψ2n(z) =

cos (ε2nz)

cos (ε2n)
+

sh (ε2nz)

sh (ε2n)
(n = 1, 2, . . . ).Çäåñü ïàðàìåòð ε2n � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

sin ε+ cos ε cth ε = 0.Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n
ε2n ≈ π

4
(4n− 1) (n = 1, 2, . . . ).Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèè Ψn(z) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Ψn(−1) = Ψ
′

n(−1) = Ψ
′′

n(1) = Ψ
′′′

n (1) = 0 (n = 1, 2, . . . ),

1
∫

−1

Ψn(z)Ψm(z)dz = Cnδmn (n,m = 1, 2, . . . ),ãäå δmn � ñèìâîë Êðîíåêåðà, Cn � 
onst.�åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èùåòñÿ â �îðìå, àíàëîãè÷íîé (14)
γ(z) = γ0(z) +

∞
∑

n=1

Xnγn(z) (|z| 6 1). (15)Ôóíêöèè γn(z) (n = 0, 1, . . . ) îïðåäåëÿþòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (â áåç-ðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ)
1
∫

−1

γn(η)H(η−z)dη = d1Ψn(z)+d2Ψ
′

n(z) (|z| 6 1) n = 0, 1, . . . ; d1, d2 � 
onst. (16)ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16) èìååò ñèíãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü, ïîýòîìóåãî ðåøåíèå öåëåñîîáðàçíî ñòðîèòü ìåòîäîì îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â ýòîìñëó÷àå
γn(z) =

1√
1 − z2

∞
∑

m=1

YnmTm(z) (n = 0, 1, . . . ), (17)
Tm(z) � ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Â (17) ó÷òåíî, ÷òî

1
∫

−1

γn(z)dz = 0 (n = 0, 1, . . . ).�åàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû ìåòîäà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèâîäèò èíòå-ãðàëüíîå óðàâíåíèå (16) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ñëåäóåò ðåøàòü ìåòîäîì ðåäóêöèè. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ�óíêöèé γn(z) (n = 0, 1, . . . ) ðàçëîæåíèÿ (14) è (15) íóæíî âíåñòè â äè��åðåíöè-àëüíîå óðàâíåíèå (10) (çàïèñàííîå â áåçðàçìåðíîé �îðìå). Çàòåì, ïîñëå ïî÷ëåííî-ãî óìíîæåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà Ψm(z) (m = 1, 2, . . . ) è èíòåãðèðîâàíèÿ êàæäîãî



214 Ñìåòàíèí Á. È., Òàðàñîâ À. Å.ñëàãàåìîãî ïî z îò −1 äî 1, óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Xn. Ýòó ñèñòåìó òàêæå ñëåäóåò ðåøàòü ìåòîäîìðåäóêöèè. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Xn ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿèñêîìûõ �óíêöèé â àíàëèòè÷åñêîì âèäå áóäóò îïðåäåëåíû.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëÿåâ Â. Â., �ðóíò�åñò �.À. Âîëíîâîé äâèæèòåëü êàê ïðîïóëüñèâíàÿ ñèñòåìà //Èçâ. ÑÊÍÖ ÂØ. Ñåð. åñòåñòâåííûõ íàóê. 1974. � 4. Ñ. 18�23.[2℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï. Âîéíîâñêèé-Êðèãåð Ñ. Ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè. Ì.: Ôèçìàòãèç,1963. 636 ñ.[3℄ Ëîéöÿíñêèé Ë.�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1973. 848 ñ.Smetanin B. I., Tarasov A.E. Hydrodynami
 modeling of propulsion as a 
ylindri
alshell in a �uid �ow . We 
onsider the axisymmetri
 problem of for
ed os
illations of the 
ir
ular
ylindri
al shell in the �ow of an ideal in
ompressible �uid. This problem 
an be 
onsidered asa mathemati
al model of wave propulsion as a 
ylindri
al shell intera
ting with the liquid. Asimilar plane problem is 
onsidered in [1℄. The algorithm of solving this problem is developed,its implementation allows us to determine the basi
 me
hani
al 
hara
teristi
s. A

ording tothe algorithm the problem is redu
ed to solving a system of two equations: di�erential andintegral. The linearity of the equations allows us to split the solution to these equations. Tosolve the di�erential equation we use the method of expansion of the unknown fun
tion byKrylov fun
tions. In order to solve the integral equation we use the method of orthogonalpolynomials. Both this methods lead to the solution of systems of linear algebrai
 equations.



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÑÒÀÒÈÊÈ È ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÓÇÊÈÕÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÛÕ ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÉÑòîëÿð À.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò óðàâíåíèé ñòàòèêè è äèíàìèêè ïëà-ñòèí è ïàíåëåé ê ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì áàëêè èëè àðêè. Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäàñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Âèøèêà-Ëþñòåðíèêà. Ïðè ýòîì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà
δ âûáèðàåòñÿ îòíîøåíèå äëèí äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí ïëàñòèíû. �åøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäåðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó δ. Êîý��èöèåíòû ïåðâîãî ðÿäà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðâî-ãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ðÿäîâ â óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå è íà-÷àëüíûå óñëîâèÿ. �ëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíûì ëèíåéíûì èëèíåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â õîäå ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàâîçíèêàþò íåâÿçêè ïðè ïîïûòêå óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì; îíè êîìïåíñèðó-þòñÿ â õîäå âòîðîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà �óíêöèÿìè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, êîòîðûåÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ îáîáù¼ííîãî áèãàðìîíè÷åñêîãî îïå-ðàòîðà â ïîëóïîëîñå.Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò òð¼õìåðíûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ê äâóìåð-íûì â ñëó÷àå òîíêèõ îáëàñòåé èññëåäîâàëñÿ â ðàáîòàõ È.È. Âîðîâè÷à, À.Ë. �îëüäåíâåé-çåðà, Ë.À. Àãàëîâÿíà, Þ.À. Óñòèíîâà; äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ � â ðàáîòàõ Â.Â. Êó-÷åðåíêî è Â.À. Ïîïîâà, Í. Ñóãèìîòî. Íåëèíåéíûå çàäà÷è êîëåáàíèé è äèíàìè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè óçêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïàíåëåé èññëåäîâàëèñü â ðàáîòå [1℄. Óðàâíåíèÿ òè-ïà Ìèíäëèíà�Òèìîøåíêî ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [2, 3℄.1. Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé óçêîé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòè-íû íà óïðóãîì îñíîâàíèè. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó, çàïèñàííóþ íèæå â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ (èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ òèïàÊàðìàíà [4, 5℄):

c2∂
4
yw + 2c3δ

2∂2
y∂

2
xw + δ4∂4

xw + k1δ
4w + δ4∂2

tw = δ2L(w,Φ) + δ4q(x, t), (1)
c2∂

4
yΦ + 2c1δ

2∂2
y∂

2
xΦ + δ4∂4

xΦ = −αc2δ2L(w,w), (2)
[w, ∂tw]t=0 = 0,

(

∂x =
∂

∂x
, ∂y =

∂

∂y
, ∂t =

∂

∂t
, δ =

a

l

)

,

L(w,Φ) = ∂2
xw∂

2
yΦ + ∂2

yw∂
2
xΦ − 2∂x∂yw∂x∂yΦ, (3)

[

∂2
xΦ, ∂x∂yΦ, ∂

2
yw + ν1δ

2∂2
xw, ∂

3
yw + c4δ

2∂y∂
2
xw
]

y=±1
= 0 (4)

[

w, ∂2
xw, δ

2∂2
xΦ − ν2∂

2
yΦ, δ

2∂3
xΦ + c5∂x∂

2
yΦ
]

x=0,1
= 0. (5)Çäåñü êîíñòàíòû c1, . . . , c5 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è, ν1,

ν2 � êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà.



216 Ñòîëÿð À.Ì.Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿåì èçâåñòíîå òîæäåñòâî, òàêæå â áåçðàçìåðíîì âèäå:
1
∫

0

(

∂2
yΦ − ν1δ

2∂2
xΦ
)

dx = αδ2

1
∫

0

(∂xw)2dx. (6)Ïðîâåäÿ ïåðâûå òðè øàãà èòåðàöèé, íàéä¼ì ñîîòíîøåíèÿ, â êà÷åñòâå óñëîâèé ðàç-ðåøèìîñòè êîòîðûõ ïîëó÷èì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà ðàç-ëîæåíèÿ. Çàïèøåì å¼ â ðàçìåðíîì âèäå:
E1h

3

12
∂4
x1W +KW + ρh∂2

τW =
1

2

E1h

l
∂2
x1
W

l
∫

0

(∂x1
W )2dx1 +Q, (7)

[

W, ∂2
x1
W
]

x=0,l
= 0,

[

W, ∂τW
]

τ=0
= 0.Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à (7) îïèñûâàåò êîëåáàíèå áàëêè íà óïðóãîì îñíîâàíèè.Îäíàêî, ïðè ïîïûòêå óäîâëåòâîðèòü êðàåâûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ ïëàñòèíû âîç-íèêàþò íåâÿçêè, äëÿ óñòðàíåíèÿ êîòîðûõ ïðîâîäèì âòîðîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.2. Âòîðîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Äëÿ êîìïåíñàöèè íåâÿçîê, âîçíèêøèõ âõîäå ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïðèìåíèì �óíêöèè ïîãðàíñëîÿ. Äëÿ ýòîãîðåøåíèå çàäà÷è (1)�(6) ïîñòðîèì â âèäå:

w =
∞
∑

k=0

δ2k{w2k(x, y, t) + u2k(ξ, y, t) + ν2k(η, y, t)}, (8)
Φ =

∞
∑

k=0

δ2k{Φ2k(x, y, t) + ϕ2k(ξ, y, t) + ψ2k(η, y, t)}.Çäåñü ξ = x/δ, η = (1 − x)/δ � òàê íàçûâàåìûå ¾ðàñòÿíóòûå¿ ïåðåìåííûå, u2k,
ϕ2k è ν2k, ψ2k � �óíêöèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ñîñðåäîòî÷åííûå ó ãðàíèö x = 0 è
x = 1, ñîîòâåòñòâåííî.Ïîäñòàâèì (8) â (1)�(6), ó÷ò¼ì ðåçóëüòàòû ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Íà ïåðâûõøàãàõ âòîðîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïîëó÷àåì òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. �àññìîò-ðèì ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è.3. �åøåíèå îáîáù¼ííîé áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è. Ôóíêöèÿ u4 óäîâëå-òâîðÿåò çàäà÷å:

c2∂
4
yu4 + 2c3∂

2
y∂

2
ξu4 + ∂4

ξu4 = 0,
[

u4, ∂
2
ξu4

]

ξ= 1

δ

= 0, (9)
[

∂2
yu4 + ν1∂

2
ξu4, ∂

3
yu4 + c4∂y∂

2
ξu4

]

y=±1
= 0,

u4

∣

∣

ξ=0
= −w4

∣

∣

x=0
, ∂2

ξu4

∣

∣

ξ=0
= −∂2

xw2

∣

∣

x=0
. (10)Ïåðåìåííàÿ t çäåñü èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà.Åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

G

E1
<

1

2

√

ν2

ν1
· 1

1 +
√
ν1ν2

, (11)
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u4 =

0
∑

k=−j+1

Eke
−skξFk(y) + 2 Re

∞
∑

k=1

Eke
−skξFk(y).Òàê íàçûâàåìûå �óíêöèè Ï.Ô. Ïàïêîâè÷à Fk(y) óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íîéçàäà÷å:

c2F
IV
k + 2c1s

2
kF

II
k + s4

kFk = 0,
[

F II
k + ν1s

2
kFk, F

III
k + c4s

2
kF

I
k

]

y=±1
= 0, (12)ãäå sk � ¾ïðèâåä¼ííûå¿ êîðíè óðàâíåíèÿ

æ sh z − sinωz = 0, (13)
z = 2βsk, j � êîëè÷åñòâî åãî âåùåñòâåííûõ êîðíåé; æ, ω è β � êîíñòàíòû, êî-òîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëàñòèíû; ìîæíî ïîëó÷èòüàñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè êîðíåé óðàâ-íåíèÿ (13) â âèäå:

Re z =
ωπ

1 + ω2

4k + 1

2
− ln k

1 + ω2
+O

(

e
− 4πω

1+ω2 k
)

, k → ∞,

Im z =
π

1 + ω2

4k + 1

2
− ω ln k

1 + ω2
+O

(

e
− 4πω

1+ω2 k
)

.Êîý��èöèåíòû Ek ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà
1
∫

−1

(F II
k F

II
n − ps2

ks
2
nFkFn) dx = 0, k 6= n, p =

c1
c2
,è òîæäåñòâà

1
∫

−1

(F II
k F̄

II
n − ps2

ks̄
2
nFkF̄n) dx = 0, ∀ k, n,ãäå ëèíèÿ ââåðõó ñèìâîëà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, â âèäå:

Ek =

1
∫

−1

(F II
k f

II
1 − s2

kFkf2) dy

/

1
∫

−1

[

(F II
k )2 − s4

kF
2
k

]

dy.Â ñâÿçè ñ âû÷èñëåíèåì Ek ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ âåùå-ñòâåííûõ �óíêöèé f1(y) è f2(y) â âèäå ðÿäîâ ïî �óíêöèÿì Ï.Ô. Ïàïêîâè÷à [7℄:
f1(y) =

∞
∑

k=−j+1

EkFk(y), f2(y) =

∞
∑

k=−j+1

s2
kEkFk(y). (14)�àçëè÷íûå ïðîáëåìû ýòîãî òèïà èññëåäîâàëèñü â [6, 8�10℄, â òîì ÷èñëå è çàäà÷àïîëíîòû ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé Ï.Ô. Ïàïêîâè÷à äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî



218 Ñòîëÿð À.Ì.îïåðàòîðà â ïîëóïîëîñå. Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèé (14)(òåîðåìà 1 äîêàçàíà â [7℄, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 àíàëîãè÷íî).Òåîðåìà 1. Ïóñòü ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ f1(y) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, àå¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [0, 1]. Òîãäà ïðè
y ∈ [0, 1) ñóììà ïåðâîãî ðÿäà â (14) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f1(y) ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé

ν2f
I
1 (1) +

1
∫

0

f2(y) dy = 0, (15)
c1ν1ν2f

I
1 (1) − 2ν1c4f1(1) + 2(2c3ν1 − c1)

1
∫

0

f1(y) dy + c1ν1

1
∫

0

f2(y)y
2 dy = 0.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ f2(y) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, à å¼âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü òåì æåóñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ f II1 (y). Òîãäà ïðè y ∈ [0, 1) ñóììà âòîðîãî ðÿäàâ (14) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè f2(y) ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî óñëîâèÿ (15).�àâåíñòâà (15) ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ óñëîâèÿìè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (14). Îíè èìåþòè ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë: îíè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé�óíêöèé ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.4. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü òåïåðü ïðîäîëüíûå ñòîðîíû ïëàñòèíû íå ñâîáîäíû, àíàãðóæåíû èçãèáàþùèì ìîìåíòîì M(x1, τ) (íà ñòîðîíàõ x2 = ±a). Ýòî îçíà÷àåò,÷òî âìåñòî òðåòüåãî ðàâåíñòâà â (4) ìû èìååì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

[

∂2
yw + ν1δ

2∂2
xw
]

y=±1
= −δ2m(x, t), m(x, t) =

M(x1, τ)

D1h
l2.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âîçìîæåí ïåðåõîä îò óðàâíåíèé êîëå-áàíèé ïëàñòèíû ê óðàâíåíèÿì êîëåáàíèé áàëêè, íî ïîä äåéñòâèåì ¾ïðèâåä¼ííîé¿íàãðóçêè Q(x1, τ) + ν1∂

2
x1
M(x1, τ).Çàìå÷àíèå 2. Çàìåíèì òåïåðü òðåòüå óñëîâèå â (4) íà óñëîâèå [∂yw]y=±1

. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñâîáîäíîå çàùåìëåíèå ïðîäîëüíûõ ñòîðîí ïëàñòèíû.Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ïëàñòèíû ê çàäà÷å î êî-ëåáàíèÿõ áàëêè, íî ñ ¾ïðèâåä¼ííûì¿ ìîäóëåì óïðóãîñòè. Ïîëó÷èì:
D1∂

4
x1
W +KW + ρh∂2

τW = Q(x1, τ).Åñëè ìîäóëè óïðóãîñòè ñâÿçàíû îòíîøåíèåì E1/E2 = O(δ2) (ò. å. æ¼ñòêîñòü ìà-òåðèàëà â íàïðàâëåíèè Ox2 ¾ñóùåñòâåííî¿ ïðåâîñõîäèò òàêîâóþ â íàïðàâëåíèè
Ox1), òî â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå íå ïðèâîäèò ê ïðåäåëü-íîìó ïåðåõîäó.
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 and dynami
 problems of narrow thin-walled stru
tures.Derivation of narrow plates and shells model is 
arried out in the paper. It has been based onthe method of asymptoti
 integration in 
onne
tion with boundary layer method and appliedto one non-linear dynami
 problem. It allows to redu
e solution of the given problem to asequen
e of linear or nonlinear one-dimensional initial boundary-value problems (as a resultof the �rst iteration pro
ess) and a sequen
e of two-dimensional linear problems (se
ond orderpro
ess) and get the solution of a given problem with high a

ura
y.



Î ÂËÈßÍÈÈ ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ ÍÀ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�Î�Î ÑËÎßÑóâîðîâà �.Þ.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ îáúåìíàÿ ñâÿçàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òåð-ìîóïðóãèõ âîëí â ïðåäíàïðÿæåííîì ñëîå, âîçíèêàþùèõ ïîä äåéñòâèåì îñöèëëèðóþùåéíàãðóçêè. Ïîâåðõíîñòü ñëîÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, íàíèæíåé ãðàíè ñëîÿ 3 ðåæèìà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîñòðîåíà òðåõìåðíàÿ �óíêöèÿ �ðè-íà òåðìîóïðóãîé ñðåäû, èññëåäîâàíû åå äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà äëÿ ðàçíûõ ãðàíè÷íûõóñëîâèé. �åøåíà êîíòàêòíàÿ çàäà÷à, ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå óñëîâèé íà íèæíåé ãðà-íè íà òåïëîâîé ïîòîê ïðè íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíóþ ñè-ñòåìó êîîðäèíàò Ëàãðàíæà x1, x2, x3, ñâÿçàííóþ ñ åñòåñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ñðå-äû. Ïîëàãàåì, ÷òî òåðìîóïðóãèé ñëîé 0 6 x3 6 h, |x1| , |x2| <∞ ïðè òåìïåðàòóðå
τ = τ1 = const ïîäâåðãíóò äåéñòâèþ îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé, íàâîäÿ-ùèõ â ñðåäå îäíîðîäíóþ íà÷àëüíóþ äå�îðìàöèþ. Ìàòåðèàë ñðåäû îðòîòðîïíûé,â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè îòíîñÿùèéñÿ ê ìàòåðèàëàì ãåêñàãîíàëüíîé ñèììåòðèèêëàññà 6mm. Êîëåáàíèÿ ñëîÿ âûçâàíû ëèáî äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè Ωíà ïîâåðõíîñòè ñðåäû ñìåùåíèåì, ëèáî òåìïåðàòóðîé u0 e

−iωt(ω � êðóãîâàÿ ÷à-ñòîòà êîëåáàíèé). Íà íèæíåé ãðàíè ïðåäïîëàãàþòñÿ óñëîâèÿ:çàäà÷à 1: æåñòêîå ñöåïëåíèå ñ íåäå�îðìèðóåìûì îñíîâàíèåì è òåïëîèçîëÿöèÿ,çàäà÷à 2: îòñóòñòâèå òðåíèå è òåïëîèçîëÿöèÿ,çàäà÷è 3: æåñòêîå ñöåïëåíèå è �èêñèðîâàííàÿ òåìïåðàòóðà.Äâèæåíèå òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè [4℄ (i, j = 1, 2, 3):
∇0 · Θ = ρ0

∂2u

∂t2
, θij = c∗ijkluk,l − β∗

iju4 , (1)
Kiku4,ik = æ

∂u4

∂ t
+ τ1β

∗
ik

∂uk, i
∂ t

, æ =
cερ0τ1
τ0

. (2)Çäåñü ρ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñðåäû â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè uτi � êîìïî-íåíòû ðàñøèðåííîãî âåêòîðà ñìåùåíèé uτ = {u1, u2, u3, u4}, ãäå u4 = τ = τ1−τ0 �èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ñðåäû â ÍÄÑ, τ0 � òåìïåðàòóðà ñðåäû â åñòåñòâåííîì ñî-ñòîÿíèè, τ1 � òåìïåðàòóðà ñðåäû â íà÷àëüíî-äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè λij �êîìïîíåíòû òåíçîðà êîý��èöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè, cε � òåïëîåìêîñòü ïðè ïî-ñòîÿííîé äå�îðìàöèè, β∗
ij
� êîìïîíåíòû òåíçîðà òåðìîóïðóãèõ êîíñòàíò â äå�îð-ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, íèæíèìè èíäåêñàìè ïîñëå çàïÿòîé îòìå÷åíû ïðîèçâîäíûåïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì. Äàëåå, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâ-øèéñÿ ðåæèì êîëåáàíèé, ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü îïóñêàåì.



Î âëèÿíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà õàðàêòåðèñòèêè òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ 221Ñëåäóÿ [1, 2℄ äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó èñïîëüçóåì ñëåäóþùèåíîðìàëèçîâàííûå ïàðàìåòðû:
x′i =

ω∗xi
Vp

, ω ′ =
ω

ω∗
, t′ = ω∗t, τ ′ =

τ

τ0
, τ ′1 =

τ1
τ0
, ω∗ =

cεc11
λ11

, E =
τ0β

2
11

ρ cεc11
,

u′i =
uiρω

∗Vp
β11τ0

, c∗
′

ijkl =
c∗ijkl
c11

, β∗′

ij =
β∗
ij

β11
, λ′ij =

λij
λ11

, θ′ij =
θij
β11τ0

, f =
f

τ0
.

(3)Çäåñü E � ïîñòîÿííàÿ òåðìîóïðóãîé ñâÿçè, ω∗ � íîðìàëèçîâàííàÿ ÷àñòîòû ñðåäû,
Vp � ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû íåäå�îðìèðîâàííîãî ìàòåðèàëà.Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ââåäåì ðàñøèðåííûé âåêòîð íàïðÿæåíèé

q τ = { θ31, θ32, θ33, θ34 } ,ãäå θ34 = u4,3 íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ñðåäû êîìïîíåíòà âåêòîðà òåïëîâîãîïîòîêà. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
x3 = h :

u = u0, x1 ∈ Ω (4)
qτ = 0, x1 /∈ Ω (5)

x3 = 0 :çàäà÷à 1.
u1 = u2 = u3 = 0, q4 = 0; (6)çàäà÷à 2.
θ31 = θ32 = u3 = 0, q4 = 0; (7)çàäà÷à 3.
u1 = u2 = u3 = 0, u4 = 0. (8)2. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ðàññìîòðèìâñïîìîãàòåëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó: áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà âñåé ïîâåðõíîñòè çàäàíàìåõàíè÷åñêàÿ íàãðóçêà èëè òåïëîâîé ïîòîê qτ . Òîãäà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðà-çîâàíèÿ Ôóðüå ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òåïëîïðîâîäíîñòè è íîâûì ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì ïî êîîðäèíàòàì x1, x2 èõ ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå [3, 4℄:

Up = −iαp
4
∑

k=1

fpk [dkshσkx3 + dk+4chσkx3] , p = 1, 2 ,

U3 =

4
∑

k=1

f3k [dkchσkx3 + dk+4shσkx3] , U4 =

4
∑

k=1

f4k [dkshσkx3 + dk+4chσkx3] .

(9)Çäåñü σk � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [3℄.Íåèçâåñòíûå dk, k = 1, 2, ...8 îïðåäåëÿþòñÿ èç óäîâëåòâîðåíèÿ ðåøåíèåì (9)ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4), (5) è îäíîé èç òðåõ çàäà÷ (6)�(8), ò. å. äëÿ íàõîæäåíèÿ dkïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
Ad = Q , (10)
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{

Q1 Q2 Q3 Q4 0 0 0 0
} � îáðàç Ôóðüå qτ . Äèñïåðñèîííîå óðàâ-íåíèå çàäà÷è: detA = 0.Íàéäÿ dk èç (10), ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåì ïðåäñòàâèòüâ âèäå [4℄:

uτ (x1, x2, x3) =
1

4π2

∫∫

Ω

k (x1 − ξ, x2 − η, x3, ω)qτ (ξ, η) dξ dη , (11)ãäå k � ìàòðèöà-�óíêöèÿ �ðèíà,
k (s, t, x3, ω) =

∫

Γ1

∫

Γ2

K (α1, α2, x3, ω) e−i(α1s+α2t)dα1dα2 . (12)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñìåøàííîé êîíòàêòíîé çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:
1

4π2

∫∫

Ω

k (x1 − ξ, x2 − η, h, ω)qτ (ξ, η) dξ dη = u0 (x1, x2) . (13)3. Âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà �óíêöèþ �ðèíà ñðåäû. Îñîáåííîñòüðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ � íàëè÷èå ó ýëåìåíòîâ �óíêöèè K ñ÷åòíîãî ìíî-æåñòâà êîìïëåêñíûõ íóëåé è ïîëþñîâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ îáëàäàåò ìàëîé ìíèìîé÷àñòüþ, ÷òî îáóñëàâëèâàåò îñöèëëÿöèþ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëèçïîêàçàë, ÷òî íàðÿäó ñ êîìïëåêñíûìè ïîëþñàìè ñ ìàëîé ìíèìîé ÷àñòüþ, �óíê-öèÿ K èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ ñ áîëüøîéìíèìîé ÷àñòüþ. Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ñåëåíèä êàäìèÿ, îáëà-äàþùèé áîëüøîé òåïëîåìêîñòüþ è ÿðêî âûðàæåííûìè òåïëîïðîâîäÿùèìè ñâîé-ñòâàìè. �àñ÷åòû ïðîâåäåíû ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ [2℄ τ0 = 298 K,
ρ0 = 5.504 · 103 êã/ì3, A11 = 7.41 · 1010 Í/ì2, A12 = 4.52 · 1010 Í/ì2, A13 =
3.93·1010 Í/ì2, A33 = 8.36·1010 Í/ì2, A44 = 1.32·1010 Í/ì2, β11 = 0.621·106 Í/Ê/ì2,
β33 = 0.551 · 106 Í/Ê/ì2, λ11 = 9 Âò/ì/Ê, λ33 = 9 Âò/ì/Ê, cε = 260 Äæ/êã/Ê.Íà ðèñ. 1, 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëþñîâ �óíêöèè K,ðàññ÷èòàííûå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � ïëîñêîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñëîÿ ïîä äåé-ñòâèåì çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû ìåõàíè÷åñêîé èëè òåïëîâîé íàãðóçêè ïðèãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è (6), (7), (8) ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñóíêàõ ñëåâà ïðè-âåäåíû êîìïëåêñíûå ïîëþñà ñ ìàëîé ìíèìîé ÷àñòüþ, ñïðàâà � ñ ñóùåñòâåííîáîëüøîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Êàê ñëåäóåò èç ãðà�èêîâ, åñëè íå ó÷èòûâàòü íàëè÷èåñóùåñòâåííî êîìïëåêñíûõ ìîä, âèä äèñïåðñèîííîé äèàãðàììû òåðìîóïðóãîé ñðå-äû íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äèñïåðñèîííîé äèàãðàììû ÷èñòî óïðóãîé ñðåäû.Òàêæå âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå òåïëîâîãî óñëîâèÿ íà âåùåñòâåííûå ïîëþñà íå âëèÿ-åò, â òî âðåìÿ êàê ïðè èçìåíåíèè ìåõàíè÷åñêèõ óñëîâèé èõ ïîâåäåíèå çíà÷èòåëüíîîòëè÷àåòñÿ.4.Âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêàâ ïðåäíàïðÿæåííîì ñëîå. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êîíòàêòíîé çàäà÷è �ïëîñêóþ çàäà÷ó î âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé íà ïîâåðõíîñòè ïðåäâàðèòåëüíî ðàñ-òÿíóòîãî ñëîÿ âîçäåéñòâèåì òåìïåðàòóðû. Òîãäà ðåøèâ îäíîìåðíûé àíàëîã èí-òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13), ïîëó÷èì òåïëîâîé ïîòîê â çîíå êîíòàêòà. Íà ðèñ. 4ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4)�(8) íà
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�èñ. 1. Ïîëþñà �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è 1.

�èñ. 2. Ïîëþñà �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è 2.

�èñ. 3. Ïîëþñà �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è 3.
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�èñ. 4. Âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà â ïðåäíàïðÿ-æåííîì ñëîå.ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà ησ = q4σ−q4 ïðè ÷àñòîòå ω = 0.5. Öè�ðàìè 1, 2 è 3îòìå÷åíû êðèâûå, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷, ñïëîøíûìè ëèíèÿ-ìè îáîçíà÷åíû âåùåñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå, ïðåðûâèñòûìè � ìíèìûå. Êàê ñëå-äóåò èç ãðà�èêîâ, �èêñèðîâàíèå òåìïåðàòóðû íà íèæíåé ãðàíè ñëîÿ çíà÷èòåëüíîóìåíüøàåò òåïëîâîé ïîòîê íà ïîâåðõíîñòè. Èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ óñëîâèé æåòàêîãî ñèëüíîãî âëèÿíèÿ íà íåãî íå îêàçûâàåò.
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∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè äëèííûõïëîñêèõ âîëí, áåãóùèõ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé òÿæåëîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè íàä ðîâíûì òâåðäûì äíîì. Âëèÿíèå äèñïåðñèè íà âîëíîâîåäâèæåíèå çäåñü íå ó÷èòûâàåòñÿ. Áåçâèõðåâîå âîëíîâîå äâèæåíèå æèäêîñòè â êàíàëåïîñòîÿííîé ãëóáèíû âûçâàíî ïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàíèåì âî âðåìåíè óðîâíÿ ïîâåðõíî-ñòè æèäêîñòè, èìåþùèì ïðîèçâîëüíûé çàäàííûé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ â óñòüå êàíàëà.Ïðåäëîæåííàÿ òåîðèÿ áîëåå ïîëíî ñîîòâåòñòâóåò äàííûì íàáëþäåíèé âîçáóæäåíèÿ âîëíïðèëèâîì, ò. ê. ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñîñòàâ ñïåêòðà ïðèëèâíûõ âîëí, ïðèõîäÿùèõ èç îò-êðûòîãî ìîðÿ. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèÿ �. Ëàìáà, ðàçâèòàÿ èì äëÿ ãàðìîíè-÷åñêèõ ïðèëèâíûõ âîëí, âîçáóæäàþùèõ óñòüå êàíàëà, âûòåêàåò â âèäå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.Â ëèíåéíîé òåîðèè âîëí ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóþò ý��åêòû îïðîêèäûâàíèÿ èîáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ, êðîìå òîãî, òàêîå ëèíåàðèçîâàííîå ïðèáëèæåíèå ÷àñòî íåÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì íà áîëüøèõ âðåìåíàõ [1℄. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äëÿ èñ-ñëåäîâàíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òåîðèè âîëí � ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõïðèáëèæåíèé [2, 3℄. Ïðè ýòîì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìî-íèêè ïîñòîÿííà, à àìïëèòóäà âòîðîé ãàðìîíèêè ðàñòåò âìåñòå ñ ðàññòîÿíèåì ïîëèíåéíîìó çàêîíó [4, 5℄. Ïîäðîáíûé àíàëèç ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ïîêàçàë, ÷òîâ ñàìîé òî÷êå âîçíèêíîâåíèÿ ðàçðûâà àìïëèòóäà âòîðîé ãàðìîíèêè ïðèíèìàåòçíà÷åíèÿ ïðèìåðíî îäíîé âòîðîé îò àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè [2℄. Îäíîêîì-ïîíåíòíîå ãàðìîíè÷åñêîå ïðèëèâíîå êîëåáàíèå, âîçáóæäàþùåå áåãóùóþ âîëíó íàìåëêîâîäüå ïðèáðåæíîãî ðàéîíà ðàññìàòðèâàëîñü â ìîíîãðà�èÿõ [4, 5℄. Â äàí-íîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà òàêàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ïðèëèâíîãîêîëåáàíèÿ, âîçáóæäàþùåãî âîëíó íà ìåëêîâîäüå, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèç-âîëüíûì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òåî-ðèè äëèííûõ âîëí, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà ãîðèçîí-òàëüíóþ îñü è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ïðåîáðàçîâàííîãîñ ïîìîùüþ êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ íà å¼ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
∂u/∂t + u(∂u/∂x) = −g(∂η/∂x), x > 0;

∂η/∂t+ u(∂η/∂x) = −(h+ η)(∂u/∂x), x > 0, (1)ãäå u = u(x, t) � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè íàä ðîâíûìäíîì, h � ãëóáèíà ñëîÿ æèäêîñòè â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè, η = η(x, t) � âîç-âûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè íàä å¼ íåâîçìóùåííûì óðîâíåì, t �âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Êàíàë îäíèì ñâîèì



226 Òðåïà÷åâ Â.Â., Òðåïà÷åâà À.Â.íåïîäâèæíûì êîíöîì x = 0 ñîåäèíÿåòñÿ ñ îòêðûòûì ìîðåì. Âîçâûøåíèå ïîâåðõ-íîñòè æèäêîñòè â óñòüå êàíàëà èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïî ãîðèçîíòàëè
η(x, t) = f0(σt), x = 0. (2)Â êðàåâîé çàäà÷å (1), (2) íåèçâåñòíû äâå �óíêöèè u(x, t), η(x, t) â ñàìîé îáëàñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû x > 0.2. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. �åøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2)äëÿ êàæäîé èç íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ïðèáëèæåííî îòûñêèâàåì â âèäå ñóììû

u = u0(x, t) + u1(x, t), η = η0(x, t) + η1(x, t), (3)ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ðåøåíèå çàäà÷è â ðàìêàõ ëèíåéíîé ïîñòàíîâêè, àâòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ ïîïðàâêó íà íåëèíåéíîñòü.Îòáðîñèì â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1) òîëüêî íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå, ó÷òåì óñëî-âèå (2), ïîëó÷èì ïîñòàíîâêó çàäà÷è â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè
∂u0/∂t = −g(∂η0/∂x), x > 0;

∂η0/∂t = −h(∂u0/∂x), x > 0;

η0(x, t) = f0(σt), x = 0. (4)�åøåíèå çàäà÷è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîãëàñíî (4) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîé ñè-ñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è íåîäíîðîäíîìóêðàåâîìó óñëîâèþ, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ íà íåïîäâèæíîé ãðàíèöå x = 0. Îíî èìå-åò âèä áåãóùèõ âîëí â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
η0 = η0 (σt− σx/c) ≡ f0( σt− σx/c), c =

√

gh;

u0 = (g/c) η0 (σt− σx/c) ≡ (g/c) f0 (σt− σx/c). (5)Èç (5) âèäíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ âîçâûøåíèÿïîâåðõíîñòè è ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè îïðåäå-ëÿåòñÿ âñåãî îäíîé �óíêöèåé f0.3. Ïåðâàÿ ïîïðàâêà íà íåëèíåéíîñòü. Ïðèìåíèì ìåòîä èòåðàöèé ê êðàåâîéçàäà÷å (1), (2). Ïîäñòàâèì ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è (5), â íåëèíåéíûå ñëàãàåìûåñèñòåìû óðàâíåíèé (1), ó÷òåì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå (2) óæå óäîâëåòâîðåíî ïðèðåøåíèè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è îäíîðîäíîåêðàåâîå óñëîâèå äëÿ ðàñ÷åòà �óíêöèé η1, u1, âõîäÿùèõ âî âòîðîå ïðèáëèæåíèå
∂u1/∂t+ g(∂η1/∂x) = −(g2/(2c2))(∂η2

0)/∂x), x > 0; (6)
∂η1/∂t+ h(∂u1/∂x) = −(g/c)(∂(η2

0)/∂x), x > 0; (7)
∂η1(x, t) = 0, x = 0. (8)Íàéäåì ïåðâóþ ïîïðàâêó íà íåëèíåéíîñòü âíà÷àëå äëÿ âîçâûøåíèÿ ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Èñêëþ÷èì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ (6) è (7) �óíêöèþ u1(x, t). Äè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (6) ïî ïåðåìåííîé
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x, à óðàâíåíèå (7) ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t, èìååì ïðåîáðàçîâàííóþ ñèñòåìóäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ

∂2u1/∂x∂t + g(∂2η1/∂x
2) = −(g2/(2c2))(∂2(η2

0)/∂x
2), x > 0. (9)

∂2η1/∂t
2 + h(∂2u1/∂x∂t) = −(g/c)(∂2(η2

0)/∂x∂t), x > 0. (10)Óìíîæèì óðàâíåíèå (9) íà âåëè÷èíó h è âû÷òåì èç ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîìóðàâíåíèÿ óðàâíåíèå (10). Âûâîäèì âîëíîâîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå âñåãî îäíóíåèçâåñòíóþ �óíêöèþ η1(x, t), â ñëåäóþùåì âèäå
c2(∂2η1/∂x

2) − ∂2η1/∂t
2 = −(g/2)(∂2(η2

0)/∂x
2) + (g/c)(∂2(η2

0)/∂x∂t). (11)Âîçâûøåíèå ïîâåðõíîñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ áåãóùåé âîëíîé, è ïî-ýòîìó óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà ïåðâîãîïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂η/∂t = −c(∂η/∂x). (12)Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (11)ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (12). Ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

c2(∂2η1/∂x
2) − ∂2η1/∂t

2 = −(3g/2)(∂2(η2
0)/∂x

2). (13)Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (13) áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå ñóììûîáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç (13), è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ(13). Â äàëüíåéøåì îòûñêèâàåì ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ (8). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîë-íó, áåãóùóþ âïðàâî, è òàêæå óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîðîäíîìó óñëîâèþ (8). Ñëå-äîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü, à îáùååðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîåóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8). Ïîëîæèì
η1 = xf(2σt− 2σx/c), (14)ãäå �óíêöèÿ f íåèçâåñòíà. Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (14) â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå,ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè f â ñëåäóþùåì âèäå

∂f/∂x = −(3g/(4c2))∂2(η2
0)/∂x

2, x > 0. (15)Ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (15) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé �óíê-öèè îò âðåìåíè, ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè íå ÿâëÿåòñÿ îáùèìðåøåíèåì îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, òî òàêóþ �óíêöèþ âðåìåíè ñëåäóåòïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. �åøàÿ óðàâíåíèå (15), ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå íàñ÷åò ïðîèç-âîëà, íàõîäèì �óíêöèþ f , à âìåñòå ñ íåé è η1 ïî �îðìóëå (14)
η1(x, t) = −(3gx/(4c2))∂(η2

0)/∂x, x > 0, (16)ãäå η0 � âîçâûøåíèå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (5). Äëÿñîïîñòàâëåíèè ïîëîæèì, ÷òî âîçâûøåíèå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ëèíåéíîì ïðè-áëèæåíèè, êàê è â [4℄ ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ãàðìîíèêè
η0 = a cos(σt− σx/c). (17)



228 Òðåïà÷åâ Â.Â., Òðåïà÷åâà À.Â.Ïîäñòàâèì �óíêöèþ η0, çàäàííóþ â ÷àñòíîì âèäå (17) â �îðìóëó ïåðâîé ïîïðàâêèíà íåëèíåéíîñòü äëÿ âîçâûøåíèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îáùåãî âèäà (16), èìååìðåçóëüòàò, ïðåäñòàâëåííûé â ìîíîãðà�èè [4℄ â ñëó÷àå îäíîêîìïîíåíòíîãî ãàðìî-íè÷åñêîãî ïðèëèâíîå êîëåáàíèÿ, âîçáóæäàþùåå áåãóùóþ íåëèíåéíóþ âîëíó
η1(x, t) = −(3a2gσx/(4c3)) sin(2σt− 2σx/c)/∂x, x > 0. (18)Ôîðìóëà (16) èìååò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè, ÷åì (18), ò. ê. îíà ïîç-âîëÿåò ó÷èòûâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ãàðìîíè÷åñêèé ñîñòàâ ïðèëèâíîãî êîëåáà-íèÿ. Îöåíèì ïðèáëèæåííî ðàññòîÿíèÿ íà êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü �îðìó-ëó (18). Ïóñòü àìïëèòóäà ïåðâîé ïîïðàâêè íà íåëèíåéíîñòü (18) íå ïðåâîñõîäèòïîëîâèíû àìïëèòóäû ãàðìîíèêè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (17), òîãäà ðàññòîÿíèå xäîëæíî óäîâëåòâîðÿòü

x 6 2c3/(3agσ). (19)Ïðè íàðóøåíèè íåðàâåíñòâà (19) âîçìîæíî îáðàçîâàíèå ðàçðûâà çà ñ÷åò íåëè-íåéíîñòè [2℄. Ïîäñòàâèì â ñóììó (3) �îðìóëû (5) è (16), ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿðàñ÷åòà âîçâûøåíèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, âûçâàííîãî ïðèëèâíûìè êîëåáàíèÿ-ìè çàäàííîãî ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà (2) â âèäå ñîîòíîøåíèÿ
η(x, t) = f0(σt− σx/c) − (3gx/(4c2))∂(f 2

0 )/∂x, x > 0, c =
√

gh. (20)Èç �îðìóëû (20) âèäíî, ÷åì âûøå ñêîðîñòü äëèííûõ âîëí, òåì ìåíüøå ý��åêòîò íåëèíåéíîé ïîïðàâêè â çàäàííîé òî÷êå íàáëþäåíèÿ âîëíû íà ìåëêîâîäüå.Íàéäåì ïåðâóþ ïîïðàâêó íà íåëèíåéíîñòü òåïåðü äëÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêî-ãî ñëîÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Èñêëþ÷èì èç óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ (6) �óíêöèþ η1(x, t). Äëÿ ýòîãî �óíêöèþ η1, îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíè-åì (16), ïîäñòàâèì íåïîñðåäñòâåííî â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6), âûâîäèìäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
∂u1/∂t = (3g2x/(4c2))∂2(η2

0)/∂x
2 + (g2/(4c2))∂(η2

0)/∂x, x > 0. (21)Ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ u1(x, t) ñóììîé, âêëþ÷àþùåé äâå íåèçâåñòíûå�óíêöèè f1, f2, ñîãëàñíî �îðìóëå
u1 = xf1(2σt− 2σx/c) + f2(2σt− 2σx/c). (22)Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â �îðìóëó (22), óäîâëåòâî-ðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà

∂fk/∂t = −c∂fk/∂x, k = 1, 2. (23)Ïîäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå (22) â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (21)
−(xc)∂f1/∂x− c∂f2/∂x =

= (3g2x/(4c2))∂2(η2
0)/∂x

2 + (g2/(4c2))∂(η2
0)/∂x, x > 0. (24)Ñîîòíîøåíèÿ ïåðåíîñà (23) ïîçâîëÿþò óðàâíåíèå (21) ïðåîáðàçîâàòü

−(xc)∂f1/∂t− c∂f2/∂t =
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= (3g2x/(4c2))∂2(η2

0)/∂x∂t + (g2/(4c2))∂(η2
0)/∂t, x > 0. (25)�åøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (24),(25), íàõîäèì äâå íåèçâåñòíûå �óíêöèè f1, f2ñ ïî-ìîùüþ ñîîòíîøåíèé

f1 = −(3g2/(4c3))∂(η2
0)/∂x, x > 0. (26)

f2 = −(g2/(4c3))(η2
0 + γ), x > 0, γ = const, (27)ãäå ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ γ íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé êîîðäèíàò x, t. Ïîäñòàâèì�îðìóëû (26), (27) â (22), íàõîäèì ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíó ïåðâîéïîïðàâêè íà íåëèíåéíîñòü äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè, ïîä-ñòàâèì ýòó ïåðâóþ ïîïðàâêó è �îðìóëó (5) â ñóììó (3), âûâîäèì �îðìóëó äëÿðàñ÷åòà ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè, âûçâàííîé ïðèëèâíûìè êîëå-áàíèÿìè çàäàííîãî ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà (2) â âèäå ñîîòíîøåíèÿ

u = (g/c)η0 − (3g2x/(4c3))∂(η2
0)/∂x − (g2/4c3)(η2

0 + γ), γ = const, (28)ãäå η0 � âîëíîâîå âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè,ïîñòîÿííàÿ γ â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãî ïðèëèâíîãî êîëåáàíèÿ, èìåþùåãî îáùèéïåðèîä τ , íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ
∫ 2

0

f2dt = 0, x = 0. (29)Äëÿ ïðèìåðà èç [4℄ ïîñòîÿííàÿ, íàéäåííàÿ ñ ïîìîùüþ (29), ðàâíà γ = −a2/2.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Óèçåì Äæ. Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíû. Ì., Ìèð, 1977. 622 ñ.[2℄ Âèíîãðàäîâà Ì.Á., �óäåíêî Î. Â., Ñóõîðóêîâ À.Ï. Òåîðèÿ âîëí. Ì.: Íàóêà, 1990.432 ñ.[3℄ Áðåõîâñêèõ Ë.Ì., �îí÷àðîâ Â. Â. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó ñïëîøíûõ ñðåä (â ïðèëîæå-íèè ê òåîðèè âîëí). Ì.: Íàóêà, 1982, 335 ñ.[4℄ Ëàìá � . �èäðîäèíàìèêà. Ì.-Ë.: �ÈÒÒË, 1947. 928 
.[5℄ Áóõòååâ Â. �., Äîðîíèí Þ.Ï., Çóáîâ Ì.Ì. è äð. Äèíàìèêà îêåàíà. Ë.: �èäðîìå-òåîèçäàò, 1980. 304 ñ.Trepa
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ÊÎËÅÁÀÍÈß ØÒÀÌÏÀÍÀ ÑÎÑÒÀÂÍÎÉ �ÅÒÅ�Î�ÅÍÍÎÉ ÏÎËÎÑÅÓñîøèíà Å.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ øòàìïà íà ïîâåðõíîñòè íåîäíî-ðîäíîãî ïî ãëóáèíå ãåòåðîãåííîãî îñíîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïàêåò ïîðèñòîóïðóãîãîè æèäêîãî ñëîåâ. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèé, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â ÷èñëåííîìýêñïåðèìåíòå àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå âîäîíàñûùåííîñòè, íåîäíîðîäíîñòè ñòðîåíèÿ ñðå-äû íà êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì.Ââåäåíèå. Äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ ìàññèâíûõ îáúåêòîâ íà ïîðèñòîóïðóãèåîñíîâàíèÿ, ìîäåëèðóåìûå êîíòàêòíûìè çàäà÷àìè, ïðèâëåêàþò íåèçìåííûé èíòå-ðåñ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè â ñåéñìîðàçâåäêå, ãåî�è-çèêå, ñòðîèòåëüñòâå. Íàèìåíåå èçó÷åííûìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ âîïðîñûâëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ñëîèñòîé ïîðèñòîé ñðåäû, åå âîäîíàñûùåííîñòè íà ðàñ-ïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé. Ó÷åò îáâîäíåííîñòè è âîäîíàñûùåííîñòè,íåîäíîðîäíîñòè îñíîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ ìîäåëèðîâàòü äèíàìè-÷åñêèå ïðîöåññû â ðåàëüíûõ, â òîì ÷èñëå, ãðóíòîâûõ ñðåäàõ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõìàññèâíîãî øòàìïà íà ïîâåðõíîñòè ñîñòàâíîé ãåòåðîãåííîé ïîëîñû ïîä äåéñòâèåìïðèëîæåííîé ê íåìó ñèëû. Ñîñòàâíàÿÿ ãåòåðîãåííàÿ ïîëîñà ñîäåðæèò çàãëóáëåí-íûé ñëîé èäåàëüíîé æèäêîñòè, êîòîðûé ðàñïîëîæåí íà íåäå�îðìèðóåìîì îñíîâà-íèè. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò æèäêèé è ãåòåðîãåííûé ñëîé ñîîòâåòñòâåííîçàíèìàþò îáëàñòè
−∞ < x <∞, −h2 6 y 6 0,−∞ < x <∞, 0 6 y 6 h1.Íà ëèöåâîé ãðàíèöå ïîëîñû ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé ñèëû Pe−iωt êîëåáëåòñÿíåïðîíèöàåìûé øòàìï, çàíèìàþùèé îáëàñòü −a 6 x 6 a, y = h1 ïðèëîæåíàíàãðóçêà. Âíå îáëàñòè êîíòàêòà ëèöåâàÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé.Ñèëû òðåíèÿ ìåæäó øòàìïîì è ïîâåðõíîñòüþ îñíîâàíèÿ îòñóòñòâóþò.Äâèæåíèå ïîðèñòîóïðóãîé ãåòåðîãåííîé ïîëîñû, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîãî ñêåëå-òà è ïîð, çàïîëíåííûõ âÿçêîé àýðèðîâàííîé æèäêîñòüþ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèÁèî [1℄:

ρ11
∂2ui
∂t2

+ ρ12
∂2vi
∂t2

+ b

(

∂ui
∂t

− ∂vi
∂t

)

= σsij,j ,

ρ12
∂2ui
∂t2

+ ρ22
∂2vi
∂t2

− b

(

∂ui
∂t

− ∂vi
∂t

)

= σf,i ,
(1)ãäå ui(x, y, t), vi(x, y, t), i = 1, 2 � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé òâåðäîéè æèäêîé �àç. Ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì ïîëíûõ íàïðÿæåíèé Γij è äå�îðìàöèÿìè
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σsij = Aeδij + 2Neij +Qεδij, σ

f = Qϑ+Rε,

ϑ = div u, ε = div v,

Γij = σsij + δijσ
f .

(2)Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, σsij , � òåíçîð íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ â óïðó-ãîì ñêåëåòå, σf � äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà æèäêîñòü â ïîðàõ, A, N, Q, R �ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãåòåðîãåííîé ñðåäû, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìî-äóëè îáúåìíîé ñæèìàåìîñòè óïðóãîé, æèäêîé è ãàçîîáðàçíîé �àçû [2℄, ρ12 < 0 �êîý��èöèåíò äèíàìè÷åñêîé ñâÿçè óïðóãîãî ñêåëåòà è æèäêîñòè, ρ11, ρ12, ρ22 �êîý��èöèåíòû äèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè, âûðàæàåìûå ÷åðåç ïëîòíîñòè ñðåä óïðó-ãîãî ñêåëåòà ρs è æèäêîñòè ρf , êîý��èöèåíò b çàâèñèò îò ïîðèñòîñòè ñðåäû m,êîý��èöèåíòà âÿçêîñòè æèäêîñòè â ïîðàõ è êîý��èöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè.Âåêòîð ïåðåìåùåíèé w{wi(x, y, t)}, i = 1, 2 è äàâëåíèå p0(x, y, t) â èäåàëüíîé æèä-êîñòè íèæíåãî ñëîÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âîëíîâîé ïîòåíöèàë. Íà íèæíåé ãðàíèöåæèäêîãî ñëîÿ è íåäå�îðìèðóåìîãî îñíîâàíèÿ íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ðàâíûíóëþ. Íà ãðàíèöå æèäêîñòè è ïîðèñòîóïðóãîé ñðåäû ïðè y = 0 ïðåäïîëàãàåò-ñÿ ñâîáîäíàÿ �èëüòðàöèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó, ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâîíîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïîðèñòîé ñðåäå äàâëåíèþ â æèäêîñòè, ðàâåíñòâà íóëþòàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåíèé ïîðèñòîé ñðåäû, íåïðåðûâíîñòü äâè-æåíèÿ æèäêîñòè â è âíå ïîðèñòîé ñðåäû [2℄. Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷è óñëîâèÿèçëó÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòü [3℄.2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ñîîòíîøåíè-ÿì (1), (2), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Íåîáõîäèìûì ýòàïîì ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîå-íèå ìàòðèöû �ðèíà äëÿ ñîñòàâíîé ïîëîñû, ýòîò ïðîöåññ ïîäðîáíî îïèñàí [3℄, ââèäóãðîìîçäêîñòè �îðìóë çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Äëÿ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé øòàìïàýëåìåíò ìàòðèöû �ðèíà K22(α) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòà�óíêöèÿ îñöèëëèðóþùàÿ , óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñòåïåííûì îáðàçîì, ìå-ðîìîð�íàÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, èìååò êîìïëåêñíûå ïîëþñà ñ ìàëîé ìíèìîé÷àñòüþ. Ïðè α → ∞, K22(α) = O(α−1)Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
a
∫

−a

∫

R1

K22(α)eiα(x−ξ)q(ξ)dαdξ = f(x), |x| 6 a,

∞
∫

−∞

a
∫

−a

q(ξ)eiα(x−ξ)dαdξ = 0, |x| > a.
(3)Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ R1 âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì èçëó÷å-íèÿ [3℄, îáõîäÿ ðåãóëÿðíûå îñîáåííîñòè αk ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè 
 ïîëîæè-òåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ è ìàëîé êîìïëåêñíîé â íèæíåé êîìïëåêñíîé ïî-ëóïëîñêîñòè. Òàêîé âûáð êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîìèçëó÷åíèÿ óñêîðÿåò ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.Ôóíêöèÿ f(x) îïèñûâàåò �îðìó øòàìïà. Äëÿ ïëîñêîãî øòàìïà îñàäêà è óãîëïîâîðîòà îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øòàìïà êàê òâåðäîãî òåëà.



232 Óñîøèíà Å.À.Áóäåì ðàçûñêèâàòü êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿâ âèäå ðÿäà ïî ìíîãî÷ëåíàì ×å-áûøåâà ñ âûäåëåííîé îñîáåííîñòüþ íà êðàÿõ øòàìïà [2℄:
q(x) =

∞
∑

k=0

RkTk(
x
a
)√

a2 − x2
. (4)Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (4) â ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3), îñòàâèâêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ïðè ýòîì âòîðîå óðàâíåíèå òîæäåñòâåííî óäîâëåòâî-ðÿåòñÿ. Äàëåå äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîëëî-êàöèè. Óçëû êîëëîêàöèè âûáåðåì ñîâïàäàþùèìè ñ óçëàìè ×åáûøåâà íà îòðåçêå

[−0.95, 0.95]. Â ðåçóëüòàòå òîæäåñòâåííîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) â óçëàõêîëëîêàöèè ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðè ýòîìèíòåãðàë ïî êîíå÷íîìó îòðåçêó âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå. ×åðåç ðåøåíèÿ êîíå÷-íîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿþòñÿ íàïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì,à òàêæå ñâÿçü ìåæäó âîçäåéñòâóþùåé íà øòàìï ñèëîé è îñàäêîé øòàìïà.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà è âûâîäû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [5℄ ïðèíÿ-òû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, îòâå÷àþùèõ íàñûùåííîìóñìåñüþ âîäû è âîçäóõà ïåñ÷àíèêó:
Ks = 3, 5 · 1010 Ïà, Kb = 0, 43 · 1010 Ïà,
Kf = 2, 25 · 109 Ïà, Kg = 0, 145 · 106 Ïà,
ρs = 2, 6 · 103 êã/ì3, ρf = 1 · 103 êã/ì3,

ρg = 1, 1 êã/ì3, m = 0, 3, mg = 0, 1, h1/h2 = 5.

�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê êîë-ëîêàöèè.



Êîëåáàíèÿ øòàìïà íà ñîñòàâíîé ãåòåðîãåííîé ïîëîñå 233ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) èìååò êîìïëåêñíûå ïîëþñà, ðàñïîëîæåííûåâáëèçè âåùåñòâåííîé îñè. Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîçâîëèë ñäå-ëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Ó÷åò êîðíåâîé îñîáåííîñòè â íàïðÿæåíèÿõ äëÿ ñðåäûñî ñëàáîé äèñïåðñèåé òàêæå óñêîðÿåò ñõîäèìîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, êàêè â ñëó÷àå óïðóãèõ îñíîâàíèé. Âûáîð ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà , îðòîãîíàëüíûõ íàîòðåçêå, ïîçâîëÿåò èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèèêîý��èöèåíòîâ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèè, ñîâïàäàþùèõ ñ óç-ëàìè ×åáûøåâà óñêîðÿåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà, âûÿñíåíî îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâîòî÷åê êîëëîêàöèè. Êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áðàòü 16 óçëîâ êîëëîêàöèè äëÿ öåí-òðàëüíî ïðèëîæåííîé ñèëû, ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åêêîëëîêàöèè íå ïðåâûøàåò 2,5 ïðîöåíòà. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ìîäóëè êîíòàêòíûõíàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííûå ïðè N = 12, N = 14, N = 16, N = 18.Èçó÷åíî âëèÿíèå âîäîíàñûùåííîñòè, íåîäíîðîäíîñòè ñòðîåíèÿ ñðåäû, ÷àñòî-òû êîëåáàíèé íà êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ýòèõïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óòî÷íåíèþ çíà÷åíèé êîíòàêòíûõ íàïðÿ-æåíèé.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�. Ñóìáàòÿíó Ì.À. çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íèêîëàåâñêèé Â.Í., Áàñíèåâ Ê.Ñ., �îðáóíîâ À.Ò., Çîòîâ �.À. Ìåõàíèêà íàñûùåí-íûõ ïîðèñòûõ ñðåä. Ì.: Íåäðà, 1970. 335 ñ.[2℄ Ñåéìîâ Â.Ì., Òðî�èì÷óê À.Í., Ñàâèöêèé Î.À. Êîëåáàíèÿ è âîëíû â ñëîèñòûõñðåäàõ. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1990. 224 ñ.[3℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1976. 319 ñ.[4℄ Ñóâîðîâà Ò.Â., Óñîøèíà Å.À. Êîëåáàíèÿ ñîñòàâíîãî ãåòåðîãåííîãî ñëîÿ // Ýêîëî-ãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ. 2010. � 2. Ñ. 74�79.[5℄ Chao-Lung Y.,Wei-Cheng L. An assessment of 
hara
teristi
s of a
ousti
 wavepropagation and attenuation trough eleven di�erent saturated soils // J.A
oust. So
.2005.� 2. Pp. 127�136.Usoshina H.A. Os
illation pun
h on the non-homogenous heterogenous layer . The 
onta
tproblem for the harmoni
 os
illating pun
h on the surfa
e of non-homogenous heterogenousfoundation is 
onsidered. The foundation 
onsists of the porous and liquid layers. The 
onta
tproblem redu
ed to system of dual integral equation, solved with method of orthogonalpolynoms. The numeri
al analysis is done in dependen
ies 
onta
t stresses on saturation andnon-homogenous foundation.
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∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò
∗∗∗�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåòÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ñòåðæíåâîé êîíñòðóê-öèè ñ äå�åêòàìè ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìåòîäà. Çàäà÷åé ÿâëÿëîñü îïðåäåëåíèåâåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ äå�åêòà ïîâåëè÷èíå ñå÷åíèÿ. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî âîçìîæíî ïðèìåíåíèå óïðîùåí-íîé áàëî÷íîé ìîäåëè ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîíñòðóêöèè ñ ïîìîùüþ óïðîùåííûõ ìîäåëåé âîçíèêàåòâîïðîñ î ñòåïåíè çàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé îò �îðìû äå�åê-òà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ äå�åêòû, èìåþùèå ðàñêðûòèå ñ îäíîé è ñ äâóõñòîðîí ñòåðæíÿ, ðàñïîëàãàþùèåñÿ â îäíîì ìåñòå ïî äëèíå ñòåðæíÿ.Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòèîò âèäà äå�åêòà ïî âåëè÷èíå ñå÷åíèÿ.�àññìîòðåí êàíòèëåâåð ñ äå�åêòàìè â âèäå íàäðåçîâ, âûïîëíåííûõ ñîãëàñíîñõåìå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1. Ñòåðæåíü èìåë ãàáàðèòû: L×h×a = 0.250×0.008×

×0.004 (ì3). Øèðèíà íàäðåçîâ ïðèíèìàëàñü ðàâíîé b = 1ìì. Íàäðåçû ñ ðàçëè÷-íûìè âàðèàíòàìè ðàçìåðîâ ñ îäíîé èëè ñ äâóõ ñòîðîí (h1, h2) ðàñïîëàãàëèñü âîäíîé òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè Ld = 0.0625ì (îòíîñèòåëüíàÿâåëè÷èíà ðàñïîëîæåíèÿ íàäðåçîâ ê äëèíå ñòåðæíÿ L̄d = Ld/L = 0.25).�àññìàòðèâàëàñü îòíîñèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñòåïåíè íàäðåçà � âåëè÷èíûíàäðåçîâ îòíîñèëèñü ê ïîëíîé âûñîòå ñòåðæíÿ:
h̄1 =

h1

h
; h2 =

h2

h
; h̄ = h̄1 + h̄2.Ïðèíèìàëèñü âàðèàíòû íàäðåçîâ: h̄ = 0.50 è h̄ = 0.70.

�èñ. 1. Ñõåìà êàíòèëåâåðà ñ ðàñïîëîæåíèåì íàäðåçîâ.



Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå áàëêè ñ äå�åêòàìè 235Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ÊÝ êîìïëåêñå Ansys. �àññìàòðèâàëàñü 3-xìåðíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ òðåõìåðíîãî ýëåìåíòà Solid92. Ïðåäâàðè-òåëüíî áûë ïðîâåäåí àíàëèç èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè ðàçëè÷íîé ñòå-ïåíè ðàçìåðîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êàê ïî âñåìó ñòðåæíþ, òàê è â îêðåñòíîñòèíàäðåçà. �àçáèâêà ìîäåëè íà óçëû ïî äëèíå ïðîèçâîäèëàñü êðàòíîé 1/30 îò äëèíûñòåðæíÿ. Ïî âûñîòå è øèðèíå ñòåðæíÿ ïðîèçâîäèëàñü ðàçáèâêà íà óçëû, êðàòíàÿ1/3 ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè. Â ìåñòå ìîäåëèðîâàíèÿ íàäðåçîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿñåòêà ñãóùàëàñü (ðèñ. 2, á). Ìîäåëü îáëàäàåò ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ýêâèâà-ëåíòíûìè íàòóðíîé ìîäåëè: ìîäóëü Þíãà E = 2.1ÌÏà; ïëîòíîñòü ρ = 7700êã/ì3.

�èñ. 2. Ïðèìåð êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè ñòåðæíÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàäðåçîâ äëÿ âåëè-÷èíû h̄1 = 0.4, h̄2 = 0.1.�åçóëüòàòû ÊÝ ðàñ÷åòà. Ïðîâåäåí ìîäàëüíûé ðàñ÷åò êîëåáàíèé ñòåðæíÿ.�àññìîòðåíû �îðìû êîëåáàíèé è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ÊÝ ìîäåëåé êàíòèëåâåðà ñäå�åêòàìè, ñ ìåñòîïîëîæåíèåì â òî÷êå L̄d = 0.25. Ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèå ðàçìå-ðû ïîëíîãî íàäðåçà: à) h̄ = 0.5; á) h̄ = 0.7. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå �îðìïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïåðâîé ìîäû â ïëîñêîñòè íàèáîëüøåé æåñòêîñòè (âåðòè-êàëüíàÿ ïëîñêîñòü) ÊÝ ìîäåëè â îêðåñòíîñòè äå�åêòà. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëå-íû çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïåðâîé ìîäû ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ìîäåëè âïëîñêîñòè íàèáîëüøåé æåñòêîñòè, óñëîâíûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé è óãîë èçëîìà�îðìû êîëåáàíèé â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ íàäðåçà ïðè ðàçëè÷íûõ åãî âàðèàíòàõ(h̄1, h̄2). Âàðèàíòû ïàðàìåòðîâ ñðàâíèâàëèñü ñ íàäðåçîì, èìåþùèì ñèììåòðè÷-íîå ðàñïîëîæåíèå ïî âûñîòå ñòåðæíÿ. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñîâïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå èìåþò êàê ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, òàê èàìïëèòóäû êîëåáàíèé äëÿ äå�åêòà, èìåþùåãî îäíîñòîðîííåå èñïîëíåíèå � ïðèâåëè÷èíå íàäðåçà h̄ = 0.5: h̄1 = 0, h̄2 = 0.5 è ïðè âåëè÷èíå íàäðåçà h̄ = 0.7:
h̄1 = 0, h̄2 = 0.7. Ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ àìïëèòóäû �îðìûêîëåáàíèé â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ íàäðåçîâ (òàáëèöà 1) íà ðèñóíêàõ 3à è 3á õàðàê-òåðèçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì èçëîìîì �îðì êîëåáàíèé è ñîñòàâëÿåò −3.27% äëÿâåëè÷èíû íàäðåçà h̄ = 0.5 è −7.44% äëÿ âåëè÷èíû íàäðåçà h̄ = 0.7. Îòíîñèòåëü-íûå îòêëîíåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïåðâîé ìîäû êîëåáàíèé (òàáëèöà 1) ñòåðæíÿñîñòàâëÿþò −6.5% äëÿ âåëè÷èíû íàäðåçà h̄ = 0.5 è −14.3% äëÿ âåëè÷èíû íàäðåçà
h̄ = 0.7.



236 ×åðïàêîâÀ.Â., Êàþìîâ�.À., ÊîñåíêîÅ.Å., ÊîñåíêîÂ.Â., ÄåìèäîâàÀ.Â.Âàðèàíòû âåëè÷èí íàäðåçîâ ñòåðæíÿ h̄ = 0.5Õàð.êîëåáàíèé h̄1 = 0.25 h̄1 = 0.00 ∆,% h̄1 = 0.10 ∆,% h̄1 = 0.20 ∆,%

h̄2 = 0.25 h̄2 = 0.50 h̄2 = 0.40 h̄2 = 0.30�åç.÷àñòîòû ω1
100,9 97,6 −3, 27 100,1 -0,80 100,7 -0,16Óñë.àìïëèòóäû 0,680 0,636 −6, 5 0,669 −1, 7 0,678 −0, 4Óãîë èçëîìà 176.8 175.7 −0.6 176.5 −0.17 176.7 −0.05

h̄ = 0.7Õàð.êîëåáàíèé h̄1 = 0.35 h̄1 = 0.00 ∆,% h̄1 = 0.10 ∆,% h̄1 = 0.20 ∆,%

h̄2 = 0.35 h̄2 = 0.70 h̄2 = 0.60 h̄2 = 0.50�åç.÷àñòîòû ω1
84,81 78,50 −7.44 83,19 −1.92 84,83 0.02Óñë.àìïëèòóäû 0,480 0,411 −14, 3 0,462 −3, 8 0,480 0,01Óãîë èçëîìà 171.1 168.3 −1.64 170.3 −0.46 170.9 −0.12Òàáëèöà 1. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, óñëîâíûå àìïëèòóäû è óãëû èçëîìà ïåðâîé �îðìûêîëåáàíèé â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ íàäðåçà ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ïîëíîãî íàäðåçà

h̄ = 0.5 è èõ îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðè âàðèàíòåíàäðåçîâ (h̄1 = 0.25, h̄2 = 0.25).Ïðîâåäåí ðàñ÷åò íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíÿ, íàãðóæåííîãî íà ñâîáîä-íîì êîíöå ñòàòè÷åñêîé ñèëîé, íàïðàâëåííîé â íàïðàâëåíèè OY, â ïàêåòå Ansys.ÍÄÑ ñòåðæíÿ â îêðåñòíîñòÿõ íàäðåçà ïðèâåäåíî íà ðèñ. 4.Àíàëèç íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òðåõìåðíîé áàëêè ñ îäíîñòîðîííèì è äâó-ñòîðîííèìè íàäðåçàìè ïîêàçûâàåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ äå�åêòà âïðåäåëàõ äâóõ ðàçìåðîâ âûñîòû áàëêè íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îòëè÷àåòñÿ îò íà-ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îáëàñòè îñíîâíîé áàëêè. Ïîâðåæäåííàÿ îáëàñòü ìàëà ïîñðàâíåíèþ ñî âñåé äëèíå áàëêè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãèïîòåçûáàëî÷íîé òåîðèè Ýéëåðà�Áåðíóëëè ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ â îáëàñòè ëîêàëèçàöèèäå�åêòà, è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äàííóþ îáëàñòü ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ äå�åê-òà â âèäå îòäåëüíîãî ýêâèâàëåíòíîãî ýëåìåíòà. Ïðèìåðîì òàêîãî ýëåìåíòà ìîæåòñëóæèòü óïðóãàÿ ïðóæèíà, îáëàäàþùàÿ èçãèáíîé æåñòêîñòüþ.Âûâîäû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñðàâíåíèè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è �îðì êîëåáà-íèé ìîäåëåé ñòåðæíÿ ñ íàäðåçàìè ðàçëè÷íîé âåëè÷èíû, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êå
L̄d=0.25, áûëè ïîëó÷åíû ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ ïðè àíàëèçå 1-é ñîáñòâåííîé÷àñòîòû ïðè âåëè÷èíàõ íàäðåçà h̄ = 0.5 −3, 27% è ïðè h̄ = 0.7 −7, 44%. Ñðàâíè-òåëüíûé àíàëèç �îðì ïåðâîé ìîäû êîëåáàíèé ïîêàçàë, ÷òî íàèáîëüøåå îòêëîíå-íèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé äàííîãî âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ â òî÷êå íàäðåçà èìå-åòñÿ ïðè âåëè÷èíàõ íàäðåçà h̄ = 0.5 ∆A = 6.5% è ïðè h̄ = 0.7 ∆A = 14.3%, óãëàèçëîìà �îðìû êîëåáàíèé ïðè h̄ = 0.5 ∆α = −0.6% è ïðè h̄ = 0.7 ∆α = −1.64%.Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íàäðåçà, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå
L̄d = 0.25, àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî õàðàêòåð íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ïàðàìåòðû
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�èñ. 3. Êðèâûå �îðì ïåðâîé ìîäû ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé â ïëîñêîñòè íàèáîëüøåé æåñò-êîñòè ìîäåëè â îêðåñòíîñòè äå�åêòà ïðè åãî ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðàõ: à) h̄ = 0.5;á) h̄ = 0.7.

�èñ. 4. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ â îêðåñòíîñòÿõ íàäðåçà ïðè ðàçëè÷íûõ åãîðàçìåðàõ: à) h̄1 = 0.00, h̄2 = 0.50; á) h̄1 = 0.10, h̄2 = 0.40; â) h̄1 = 0.20, h̄2 = 0.30;ã) h̄1 = 0.25, h̄2 = 0.25.



238 ×åðïàêîâÀ.Â., Êàþìîâ�.À., ÊîñåíêîÅ.Å., ÊîñåíêîÂ.Â., ÄåìèäîâàÀ.Â.�îðì êîëåáàíèé îòëè÷àþòñÿ ëèøü â îêðåñòíîñòè ìåñòîïîëîæåíèÿ äå�åêòà. Ïðèýòîì ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû îòëè÷àþòñÿ â ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò ñðåäíåãî ðàñïîëî-æåíèÿ äå�åêòà, ÷òî ìîæåò ãîâîðèòü î ïðèìåíèìîñòè óïðîùåííîé áàëî÷íîé ìîäåëèïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû 12-08-90815-ìîë_ð�_íð, 12-08-31306 ìîë_à, 12-08-31397 ìîë_à).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êðàñíîùåêîâ À.À., Ñîáîëü Á.Â., Ñîëîâüåâ À.Í., ×åðïàêîâ À.Â. Èäåíòè�èêàöèÿòðåùèíîïîäîáíûõ äå�åêòîâ â óïðóãèõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé íà îñíîâå ýâîëþöè-îííûõ àëãîðèòìîâ // Äå�åêòîñêîïèÿ. 2011, � 6. Ñ. 67�75.[2℄ ×åðïàêîâ À.Â., Àêîïüÿí Â.À., Ñîëîâüåâ À.Í., �îæêîâ Å.Â., Øåâöîâ Ñ.Í. Èäåí-òè�èêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ïîâðåæäåííîñòè â óïðóãîì ñòåðæíå ñ èñïîëüçîâàíèåìêîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà ìîä èçãèáíûõ êîëåáàíèé //Âåñòíèê Äîíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. 2011. T. 11. � 3(54).Ñ. 312�318.Cherpakov A.V., Kayumov R.A., Kosenko E. E., Kosenko V.V., Demido-va A.V., Zaitseva M.M. Finite element modeling of rod with defe
ts. In work parameters of�u
tuations of a rod design with defe
ts by means of �nal and element modeling are 
onsidered.A task is determination of size of a deviation of parameters of �u
tuations depending on adamage arrangement on se
tion size. The analysis of results shows that appli
ation of thesimpli�ed model at 
al
ulation of parameters of �u
tuations is possible.



ÊÎËÅÁÀÍÈß ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î ÏÎ�ÎÓÏ�Ó�Î�Î ÑËÎß ÑÏÓÑÒÛÌÈ ÏÎ�ÀÌÈØâåäîâ Ä.Ñ.Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîãîèçîòðîïíîãî ïîðîóïðóãîãî ñëîÿ ñ ïóñòûìè ïîðàìè. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüåçàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Ñòðîèòñÿ÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ òðàíñ�îðìàíò. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Ôóðüå îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñ÷åò âåêòîðà ñìåùåíèÿ è �óíêöèè îòíîñèòåëüíîãîîáúåìà.Ââåäåíèå Òåîðèÿ ïîðèñòûõ ëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïóñòîòàìè ïåð-âîíà÷àëüíî áûëà ðàçðàáîòàíà Êîóèíîì è Íóíöèàòî [1℄. Îíà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ñîäåðæàùèõ ðàñïðåäåëåíèå ìàëûõ ïóñòîò.�ëàâíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíî-øåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé îòíîñèòåëüíûé îáúåì ïîð, êîòîðûéáåðåòñÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé êèíåìàòè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Âêëþ÷åíèå íîâîé ïå-ðåìåííîé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ñèë äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáúåìà ïîð.Åñëè îáúåì ïîð îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷å-ñêîé òåîðèåé óïðóãîñòè.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîëåáàíèé íåîäíîðîäíîãî ïî òîë-ùèíå ïîðîóïðóãîãî ñëîÿ ñ ïóñòûìè ïîðàìè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó îá óñòàíîâèâøèõñÿêîëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé Ω íåîäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ïîðèñòîãî óïðóãîãî ñëîÿ
0 6 y 6 h, |x| < ∞. Íèæíÿÿ ãðàíü ñëîÿ ãîðèçîíòàëüíà è ñöåïëåíà ñ àáñîëþò-íî æåñòêèì îñíîâàíèåì.Íåîáõîäèìî íàéòè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â ñëîå u (x, y) = {u, v}e−iΩt è �óíêöèþîòíîñèòåëüíîãî îáúåìà Φ(x, y, t) = Φ(x, y)e−iΩt ïðè èçâåñòíûõ çàêîíàõ íåîäíîðîä-íîñòè ïîä äåéñòâèåì íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ ê âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ.Ñ÷èòàÿ ðåæèì êîëåáàíèé óñòàíîâèâøèìñÿ, îòäåëèì âðåìåííîé ìíîæèòåëü
e−iΩt. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä [2℄:

{

σxx,x + σxy,y + ρΩ2u = 0 ,

σxy,x + σyy,y + ρΩ2v = 0 .
(1)Êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ îïðåäåëÿþùèõ ñî-îòíîøåíèé [2℄:























σxx
λ+ 2µ

= u
′

x +
(

1 − 2c2
)

v
′

y +HΦ ,

σyy
λ+ 2µ

=
(

1 − 2c2
)

u
′

x + v
′

y +HΦ ,

σxy = µ(u
′

y + v
′

x) .

(2)



240 Øâåäîâ Ä.Ñ.Ïîëåâûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è äîëæíû áûòü ïîä÷èíåíû ñëåäóþùåìó óðàâ-íåíèþ [2℄:
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
iωΩ + ρkΩ2 − ξ

α
Φ − β

α

(

∂u

∂x
+
∂v

∂y

)

= 0 . (3)Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñëîÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:


















u (x, 0) = 0 ,

v (x, 0) = 0 ,

∂Φ

∂y
(x, 0) = 0 ,



















σxy (x, h) = τ(x) ,

σyy (x, h) = σ(x) ,

∂Φ

∂y
(x, h) = 0 ,

(4)ãäå λ = λ (y) , µ = µ (y) ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè êîîðäèíàòû y, ÿâëÿþùèåñÿàíàëîãàìè ïàðàìåòðîâ Ëÿìå, ρ � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, α, β, ξ, ω, k �ïîëîæèòåëüíûå �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ ïîðèñòîñòüþ [1℄.2. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà. Â ïðåäñòàâ-ëåííîé ïîñòàíîâêå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Íàèáîëåå ý��åêòèâ-íûì ñðåäñòâîì àíàëèçà êîëåáàíèé â ñëîå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå ïî ïåðåìåííîé x è ñâåäåíèå ê ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè [3℄.Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê (1)�(4) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-âàíèé, à òàêæå îïåðàöèè îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ êàíîíè÷åñêàÿñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííû-ìè êîý��èöèåíòàìè:
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



































































d

dz
Q1 = −hsλ1

γ
Q2 +

[

4s2h2µ1(λ1 + µ1)

γ
− ρΩ2h2

µ0

]

U1 − 2hsµ1H1ϕ ,

d

dz
Q2 = hsQ1 −

ρΩ2h2

µ0

V ,

d

dz
U1 =

1

µ1
Q1 − hsV ,

d

dz
V =

1

γ
Q2 + hs

λ1

γ
U1 −H1ϕ ,

d

dz
ϕ = ψ ,

d

dz
ψ =

βh2

αγ
Q2 − 2s

βh3

α

µ1

γ
U1 −

(

h2 iωΩ + ρkΩ2 − ξ

α
− h2s2 +

βh2

α
H1

)

ϕ ,

(5)
ãäå γ = λ1 + 2µ1.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ:











U1 (s, 0) = 0 ,

V (s, 0) = 0 ,

ψ (s, 0) = 0 ,











Q1 (s, 1) = iτ0(s) ,

Q2 (s, 1) = σ0 (s) ,

ψ (s, 1) = 0 .

(6)



Êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãî ñëîÿ ñ ïóñòûìè ïîðàìè 241Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé (5) ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå íåâîç-ìîæíî, ïîýòîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ åå ñâåäåíèå ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéÔðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (5), ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ (6) è îñóùåñòâëÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíå-íèé Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà ñ íåïðåðûâíûìè ÿäðàìè (îòìåòèì, ÷òî âñå íåèçâåñòíûå�óíêöèè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå):



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












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



Q2 =

∫ 1

0

(G1Q2 (η) +G2U1 (η) +G3ϕ (η)) dη − ihsτ0 (1 − z) + σ0 ,

U1 = −
∫ 1

0

(G4Q2(η) +G5U1(η) +G6ϕ(η)) dη + iτ0w(z) ,

ϕ =

∫ 1

0

(G7Q2 (η) +G8U1 (η) +G9ϕ (η)) dη ,

(7)
Gi = Gi (z, η) , i = 1..9 .3. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èîáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îñóùåñòâèì äèñêðåòèçàöèþ ñèñòåìû èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà (7), èñïîëüçóÿ êâàäðàòóðíóþ �îðìóëóòðàïåöèé [4, 5℄ è ìåòîä êîëëîêàöèé. Ïðèäåì ê ñëåäóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå

△x =
1

n− 1
, xi = st (i− 1) , i = 1, ..., n ,

A1 = An =
△x
2

, A2 = A3 = ... = An−1 = △x ,



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
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


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







Q2i −
n
∑

j=1

Aj (G1ijQ2j +G2ijU1j +G3ijϕj) = σ0 − ihsτ0 (1 − zi) ,

U1i +

n
∑

j=1

Aj (G4ijQ2j +G5ijU1j +G6ijϕj) = iτ0wi ,

ϕi −
n
∑

j=1

Aj (G7ijQ2j +G8ijU1j +G9ijϕj) = 0 .

(8)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî íàéòèóçëîâûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, è äàëåå òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðà-çîâàíèÿ Ôóðüå. Äëÿ ÷èñëåííîãî îñóùåñòâëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,ò. å. äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

f (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

F (s)e−isxdsèñïîëüçóåì èíòåðïîëÿöèîííóþ �îðìóëó òðåòüåé ñòåïåíè, ÿâëÿþùóþñÿ àíàëîãîì¾ïðàâèëà òð¼õ âîñüìûõ¿ Íüþòîíà�Êîòåñà [5, 6℄.4. �àñ÷åò ïîëåé ñìåùåíèé è �óíêöèè îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà ïðèíåêîòîðûõ çàêîíàõ íåîäíîðîäíîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðåàëèçàöèè ïðåä-ëîæåííîé ñõåìû ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå �óíêöèè, õàðàêòåðèçó-þùèå çàêîíû íåîäíîðîäíîñòè â ñëó÷àå ñîñðåäîòî÷åííîé è ðàñïðåäåëåííîé íàãðóç-êè.



242 Øâåäîâ Ä.Ñ.Äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè íàõîäèì:
σ0 (x) = δ (x) , σ0 (s) =

∫ ∞

−∞

δ(x)eisxdx = 1 ,

τ0 (x) = δ (x) , τ0 (s) =

∫ ∞

−∞

δ(x)eisxdx = 1 .Äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå íàãðóçêè ïîëó÷èì:
{

σ0 (x) = σ0 , |x| 6 a ,

σ0 (x) = 0 , |x| > a ,
σ0 (s) = σ0

sin(as)

s
,

{

τ0 (x) = τ0 , |x| 6 a ,

τ0 (x) = 0 , |x| > a ,
τ0 (s) = τ0

sin(as)

s
,ãäå a � ïîëóäëèíà îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàêîíû íåîäíîðîäíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëå-äóþùèå ðàâåíñòâà

∫ 1

0

λ1 (z) dz = 1 ,

∫ 1

0

µ1 (z) dz = 1 , ρ (z) = 1 . (9)

�èñ. 1.



Êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãî ñëîÿ ñ ïóñòûìè ïîðàìè 243Ñîãëàñíî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó, ïàðàìåòðû Ëÿìå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëî-âèþ:
0 <

λ1(z)

2(λ1 (z) + µ1(z))
<

1

2
, ∀z ∈ [0; 1] . (10)�àññìîòðèì íåêîòîðûé çàêîí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (9), (10):

λ1 (z) = z + 0.5 , µ1 (z) = 1.5 − z .Ïóñòü h = 0.5, α = 0.01, β = 10, ω = 0.01, ξ = 15, k = 0.01, Ω = 100, à òàêæå
σ0 (s) = 1, τ0 (s) = 0.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïîëåé ïåðåìåùåíèÿ è �óíêöèè îòíîñèòåëüíîãîîáúåìà. Ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíà äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü, ïóíêòèðíîé � ìíè-ìàÿ ÷àñòü.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Cowin S.C. Nunziato J.W. Linear elasti
 materials with voids // J. Elasti
ity 1983.V. 13. �2. Pp. 125�147.[2℄ Ñêàëèÿ À. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ æåñòêîãî øòàìïà íà ïîðèñòî óïðóãîì ñëîå //Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 2009. Ò. 73. �3. Ñ. 484�491.[3℄ Áàáåøêî Â.À. �ëóøêîâ Å. Â. Çèí÷åíêî Æ.Ô. Äèíàìèêà íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíî-óïðóãèõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1989. 343 ñ.[4℄ Ìàíæèðîâ À.Â. Ïîëÿíèí À.Ä. Ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé: Ñïðà-âî÷íèê. Ì.: Ôàêòîðèàë, 1999. 272 ñ.[5℄ Êðûëîâ Â.È. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. Ì.: Íàóêà, 1967. 500 ñ.[6℄ Êðûëîâ Â.È. Ñêîáëÿ Í.Ñ. Ìåòîäû ïðèáëèæ¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îáðà-ùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ì.: Íàóêà, 1974. 224 
.S
hvedov D. S. Os
illations in inhomogeneous poroelasti
 layer with voids. The two-dimensional problem of steady os
illations of an inhomogeneous isotropi
 poroelasti
 layerwith voids. Using the Fourier problem is redu
ed to a system of integral equations of these
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ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ Ý�Ä ÒÅ×ÅÍÈÅÌ Â ÆÈÄÊÎÉ ÏËÅÍÊÅÏ�È ÏÎÌÎÙÈ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËßØèðÿåâà Å.Â., Øèðÿåâà È.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ êâàçèäâóìåðíîãî Ý�Ä òå÷åíèÿ â òîíêîé ïîäâåøåííîé æèäêîé ïëåíêå ïðèâåäåíûðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîêàçûâàþùèå âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé òå÷åíèÿ ïðèïîìîùè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõýëåìåíòîâ.Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýëåêòðîãèä-ðîäèíàìè÷åñêèå òå÷åíèÿ â òîíêèõ æèäêèõ ïîäâåøåííûõ ïëåíêàõ, íà îñíîâå êî-òîðûõ òåîðåòè÷åñêè îáúÿñíåíû ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ âðàùàòåëüíîãî òå÷åíèÿ,ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåííîãî â [3℄, òàê íàçûâàåìûé liquid �lm motor. �àñ÷åòû,ïðèâåäåííûå â [1, 2℄, áûëè îðèåíòèðîâàíû íåïîñðåäñòâåííî íà ðåçóëüòàòû ýêñïå-ðèìåíòîâ � íà îïèñàíèå òå÷åíèÿ êâàäðàòíîé â ïëàíå òîíêîé ïîäâåøåííîé ïëåíêå,÷åðåç êîòîðóþ â îäíîì íàïðàâëåíèè ïðîòåêàë ýëåêòðè÷åñêèé òîê, à â ïåðïåíäè-êóëÿðíîì íàïðàâëåíèè áûëî ïðèëîæåíî âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ñîçäàâàåìîåêîíäåíñàòîðîì [3℄.Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå Ý�Ä òå÷åíèéâ ïðÿìîóãîëüíûõ ïîäâåøåííûõ ïëåíêàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõïîëåé. Èñïîëüçîâàíèå ìîäóëèðîâàííûõ ïî ïðîñòðàíñòâó âíåøíèõ ïîëåé ïîçâîëÿåòñîçäàâàòü â ïëåíêàõ ñëîæíûå âèõðåâûå ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ æèäêîñòè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. 2D-óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå Ý�Ä òå÷åíèå ìíîãîêîìïî-íåíòíîé æèäêîñòè â òîíêîé ñâîáîäíî ïîäâåøåííîé ïëåíêå, ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïîòîëùèíå ïëåíêè ïîëó÷åíû â [1, 2℄ (ñì. òàêæå [4�7℄). Â [1, 2℄ îáîñíîâàíà ïðèìåíè-ìîñòü äëÿ ðàñ÷åòîâ àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè
∂tu + u · ∇u = −∇p + ν∆u, div u = 0, (1)

∆ϕ = 0, (2)
u
∣

∣

x=0,X
= 0, v

∣

∣

y=0, Y
= 0, (3)

u
∣

∣

y=0, Y
= −R3ϕx

∣

∣

y=0, Y
, (4)

ϕ
∣

∣

x=0
= 0, ϕ

∣

∣

x=X
= ϕ0, ϕy

∣

∣

y=0, Y
= E0, (5)

R3 ≈ ± ε3

135ν3λ
E3

0 , εE0 = εout|Eout| cosα. (6)Çäåñü u = (u, v) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè ïëåíêè; p � äàâëåíèå; ϕ � ïî-òåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; ν, ε � âÿçêîñòü è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòüæèäêîñòè; εout � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, îêðóæàþùåé ïëåíêó;
Eout � ïîëå âíåøíåãî êîíäåíñàòîðà, äåéñòâóþùåãî â íàïðàâëåíèè y; ϕ0 � ðàç-íîñòü ïîòåíöèàëîâ, ïðèëîæåííàÿ â íàïðàâëåíèè x; α � óãîë íàêëîíà ïîëÿ Eoutê íîðìàëè ãðàíèö y = 0, y = Y ; X, Y � ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè; R3 �



Óïðàâëåíèå Ý�Ä òå÷åíèåì â æèäêîé ïëåíêå 245êîý��èöèåíò âëèÿíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé �åéíîëüäñà è òîëùè-íû äâîéíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè íà ãðàíèöàõ (àíà-ëîã ýëåêòðîîñìîòè÷åñêîãî ζ-ïîòåíöèàëà); λ � äåáàåâñêàÿ äëèíà ýêðàíèðîâàíèÿ,â ÷àñòíîñòè, çàâèñÿùàÿ îò ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè áîëüöìàíîâñêîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ cB: λ2 = ε/(2γcB); γ � êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòüïåðåíîñà êîìïîíåíò æèäêîñòè (íàïðèìåð, èîíîâ âîäû) ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì.Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òîëùèíà ïëåíêè íå âõîäèò â îêîí÷àòåëüíûå óðàâíåíèÿàñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè (1)�(6) [1, 2℄.Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Çàäà÷à (1)�(6) ðåøàëàñü ÷èñëåííî ìåòî-äîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîìîùè ïàêåòà FreeFem++ [8℄. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-íèé (1) èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïðîåêöèé ×îðèíà (ñì., â ÷àñòíîñòè, [8℄). �åçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ϕ = −1, ν = 7,8·10−4,R3 = 0,229.Âåëè÷èíà E0 (�àêòè÷åñêè íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîíäåí-ñàòîðà) çàäàâàëàñü ïðîñòðàíñòâåííî ìîäóëèðîâàííîé.Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ïîêàçàíî, ÷òî â êâàäðàòíîé îáëàñòè (X = Y = 1) ïðè ïîñòîÿí-íîì çíà÷åíèè E0 = 0,19 äîñòàòî÷íî áûñòðî (t & 30) âîçíèêàåò ïî÷òè ñòàöèîíàðíîåâðàùàòåëüíîå òå÷åíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñ. 1.
1

0.5

0 0.5 1

0.015

0.009

0
.0

0
3

1

0.5

0 0.5 1

0.015

0
.0

0
3

0.009

0.019�èñ. 1. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 10 (≈ 0,77 
) è t = 30 (≈ 2,31 
).Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà �óíêöèÿ òîêà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè äëÿ ïðÿ-ìîóãîëüíîé îáëàñòè (X = 2, Y = 1) â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ ïðîñòåéøàÿ ìîäóëÿöèÿâíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ � â ëåâîé ïîëîâèíå îáëàñòè çíàê ïîëÿ ïîëîæèòåëü-íûé, à â ïðàâîé � îòðèöàòåëüíûé
E0 = {(0.19, x < 1); (−0.19, (x > 1)}.Òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè ñòàöèîíàðíûì, íà÷èíàÿ ñ t > 30. Êàê è ñëåäîâàëî îæè-äàòü, îáðàçóþòñÿ äâà âèõðÿ, âðàùàþùèõñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû. Îáðàòèì âíèìàíèåíà òî, ÷òî âèõðè íà ðèñ. 1 è 2 ïðè äîñòèæåíèè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ äîñòàòî÷íîñèëüíî ïîõîæè äðóã íà äðóãà.

�èñ. 2. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 5; 10; 30.



246 Øèðÿåâà Å.Â., Øèðÿåâà È.Â.Òàêæå ïðîñòî çàäàòü òå÷åíèå â ïðÿìîóãîëüíèêå (X = 2, Y = 1), ñîñòîÿùåå èçòðåõ âèõðåé, çàäàâàÿ ñëåäóþùóþ ìîäóëÿöèþ (ñì. ðèñ. 3)
E0 = {(0.19, x < 0.67); (−0.19, 0.67 6 x < 1.34); (0.19, x > 1.34)} .

�èñ. 3. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 7,5; 30.Çàäàâàÿ áîëåå ñëîæíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ìîäóëÿöèþ äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà(X = 2, Y = 1)
E0 = {(0.19, x < 0.33); (−0.19, 0.33 6 x < 1.67); (0.19, x > 1.67)} ,ïîëó÷èì èíóþ êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåé (ñì. ðèñ. 4). Â íà÷àëüíûå ìîìåí-òû âðåìåíè â ïëåíêå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäóëÿöèåé îáðàçóþòñÿòðè îáëàñòè ñ ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðîé òå÷åíèé. Â äàëüíåéøåì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òîèìåþòñÿ ñìåíû çíàêîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â ïëåíêå âîçíèêàåòïî ñóùåñòâó îäèí èíòåíñèâíûé âèõðü è ëèøü â óãëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòè � ñëàáîèíòåíñèâíûå ìåëêèå âèõðè. Èíûìè ñëîâàìè, âûáðàííàÿ ìîäóëÿöèÿ ïîëÿ â îñíîâ-íîì ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ, ñâîéñòâåííóþ êâàäðàòíîé ïëåíêå.

�èñ. 4. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 1; 10; 30.Â ïðÿìîóãîëüíèêå (X = 2, Y = 1) ìîæíî ñîçäàòü ñòðóêòóðó èç ÷åòûðåõ âèõðåé.Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò çàäàâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ ìîäóëÿöèþ âíåøíåãî ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿ
E0 =

{

(0.19, x < 0.2); (−0.19, 0.2 6 x < 0.6); (0.19, 0.6 6 x < 1.0);

(−0.19, 1.0 6 x < 1.4); (0.19, 1.4 6 x < 1.8); (−0.19, x > 1.8)
}

.Ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 5. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îáëàñòè îáðàçó-åòñÿ íå øåñòü âèõðåé, êàê ýòîãî ìîæíî áûëî áû îæèäàòü èç âèäà ìîäóëÿöèè. Äåëîâ òîì, ÷òî êðàéíèå âèõðè, ñîñðåäîòî÷åííûå ïåðâîíà÷àëüíî â îáëàñòÿõ x < 0.2 è
x > 1.8, ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàþò, ÷àñòè÷íî ñîõðàíÿÿñü â âèäå ìåëêèõ âèõðåé â óã-ëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòè.
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�èñ. 5. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 7,5; 30.Âïðî÷åì, ñòðóêòóðà èç ÷åòûðåõ âèõðåé ìîæåò áûòü ñîçäàíà è ïðè áîëåå ïðî-ñòîé ìîäóëÿöèè ïîëÿ (ñì. ðèñ. 6)

E0 =
{

(0.19, x < 0.5); (−0.19, 0.5 6 x < 1.0);

(0.19, 1.0 6 x < 1.5); (−0.19, x > 1.5)
}

.

�èñ. 6. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 7,5; 30.Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óãëîâûå âèõðè íå îáðàçó-þòñÿ.Âñå ïðîäåìîíñòðèðîâàííûå âûøå ìîäóëÿöèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿÿâëÿëèñü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè. Ìîæíî ñîçäàâàòü ñòðóêòóðû èç çàäàííîãî êîëè-÷åñòâà âèõðåé, èñïîëüçóÿ ãëàäêóþ ìîäóëÿöèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Íàïðèìåð,äëÿ ñîçäàíèÿ ÷åòûðåõ âèõðåé â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (X = 2, Y = 1) ìîæíîèñïîëüçîâàòü ñèíóñîèäàëüíóþ ìîäóëÿöèþ, êîòîðàÿ ëåãêî ñîçäàåòñÿ íà ïðàêòèêå:
E0 = 0.19 sin(2πx).Êàðòèíà òå÷åíèÿ ïîêàçàí íà íà ðèñ. 7.

�èñ. 7. Ôóíêöèÿ òîêà ψ(x, y, t) ïðè t = 2,5; 30.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìîäóëÿöèÿ âíåøíåãîýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü âðàùàòåëüíûå òå÷åíèÿ â ïëåíêå ïðàê-òè÷åñêè ñ ëþáûì çàäàííûì êîëè÷åñòâîì âèõðåé. Èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ



248 Øèðÿåâà Å.Â., Øèðÿåâà È.Â.àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò íå òîëüêî òå÷åíèå â ïëåíêå, íî è òå÷åíèåâ ïëîñêèõ ìèêðîêàíàëàõ. Òå÷åíèÿ ñ âèõðåâîé ñòðóêòóðîé íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò-ñÿ äëÿ ïåðåìåøèâàíèÿ ðàñòâîðîâ. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî ÷òî íàèáîëåå êà÷åñòâåííîåïåðåìåøèâàíèå ñìåñè äîñòèãàåòñÿ ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âèõðåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿè íàóêè �Ô â ðàìêàõ �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãã., ãîñêîíòðàêòû14.740.11.0877, 14.A18.21.0873 è ãðàíòîâ �ÔÔÈ 10-05-00646, 10-01-00452.
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