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Ñáîðíèê ñîäåðæèò òåçèñû äîêëàäîâ XVI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñî-
âðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿ (ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 16 � 19
îêòÿáðÿ 2012 ã.).

Ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ìîäåëèðîâàíèþ äåôîð-
ìèðîâàíèÿ òåë èç ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ìàòåðèàëîâ, ïî óñòîé-
÷èâîñòè äâèæåíèé âÿçêîé æèäêîñòè, àýðîãèäðîäèíàìèêå, îïèñàíû íîâûå âû÷èñ-
ëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçëè÷íûì çàäà÷àì ìåõàíèêè, â ÷àñò-
íîñòè, â ìåõàíèêå êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òåîðèè îáîëî÷åê,â ãèäðîìåõà-
íèêå, ïðè ðàñ÷åòå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåë ñî ñëîæíûìè
ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è èõ èäåíòèôèêàöèè, îáñóæäåíû ïðîáëåìû
áèî- è íàíîìåõàíèêè.

XVI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîø-
íîé ñðåäû¿ (ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 16 � 19 îêòÿáðÿ 2012 ã.) ïîääåðæàíà Ðîññèé-
ñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò � 12-01-06096-ã

c©Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2012 ã.
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Îáðàòíûå êîýôôèöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ ïîïåðå÷íî-íåîäíîðîäíîãî
óïðóãîãî ñëîÿ

Àáðàìîâè÷ Ì. Â.∗, Óãëè÷ Ï. Ñ.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
∗∗Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ

è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À
puglich@inbox.ru

Ðàññìîòðåíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è î âûíóæäåííûõ àíòèïëîñêèõ êîëå-
áàíèÿõ ïîïåðå÷íî-íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ñëîÿ. Ìîäóëü ñäâèãà ñëîÿ è åãî ïëîò-
íîñòü ñ÷èòàþòñÿ ôóíêöèåé ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Êîëåáàíèÿ ñëîÿ âûçûâàþò-
ñÿ êàñàòåëüíîé íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé ê âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ, íèæíÿÿ
ïîâåðõíîñòü ñëîÿ æ¼ñòêî çàùåìëåíà.

Ðåøåíèå çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ïàðàìåòðîâ íå ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëü-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ òðàíñôîðìàíò íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèé â ñëîå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðàåâàÿ çàäà÷à â ñëó÷àå
íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ëèøü ÷èñëåííî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
èñïîëüçîâàí ìåòîä ïðèñòðåëêè.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èñïîëüçîâàíû äâà ñïîñîáà. Ïåðâûé îñ-
íîâàí íà ÷èñëåííîì îòûñêàíèè èíòåãðàëîâ Ôóðüå ïðè ó÷¼òå óñëîâèé èçëó÷åíèÿ.
Âòîðîé èñïîëüçóåò òåîðèþ âû÷åòîâ è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðèáëèæåííîå îòûñêàíèå
ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è âû÷åòîâ â íèõ. Ïðèâåä¼í ðÿä ÷èñëåííûõ
ðàñ÷¼òîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò è çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòà-
òàìè äëÿ îäíîðîäíîãî ñëîÿ. Óäàëîñü ïîêàçàòü õîðîøóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëî-
æåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâ-
íîé) çàâèñèìîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Ïðèâå-
äåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ êîýôôèöèåíòíàÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè íåèçâåñòíûõ çà-
êîíîâ èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé
ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûå ïðîöåññû, îñíîâàííûå íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà ñ ãëàäêèì ÿäðîì, äëÿ îòûñ-
êàíèÿ îäíîãî èç íåèçâåñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (ïëîòíîñòè ëèáî ìîäóëÿ
ñäâèãà). Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ñ ãëàäêèì ÿäðîì
èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ êîëåáàíèé äëÿ ðàçíûõ çàêî-
íîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà. Óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå
óñïåøíîå âîññòàíîâëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîèñõîäèò íà òåõ ÷àñòî-
òàõ, ïðè êîòîðûõ â ñëîå âîçíèêàåò îäíà áåãóùàÿ âîëíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 10-01-00194-à), ÔÖÏ ¾Íà-
ó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãî-
äû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Ñîïîñòàâëåíèå òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñ çàêîíîì ñîñòîÿíèÿ
Ìóðíàãàíà

Àçàðîâ À. Ä.∗, Àçàðîâ Ä. À.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

polyani49@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàíèå äåôîðìàöèé íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë ñ ïîìîùüþ
ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñâîéñòâ ìîäåëè ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà íà ïðèìåðå ïîëèñòèðîëà. Ðàçâèâàåòñÿ ïîä-
õîä, îñíîâàííûé íà îïèñàíèè çàâèñèìîñòåé ¾íàïðÿæåíèÿ-äåôîðìàöèè¿ ñ ïîìî-
ùüþ ïðîñòðàíñòâåííîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì ýëåìåíòàðíûé îáúåì �
ïðÿìîóãîëüíûé êóá óïðóãîé ñïëîøíîé ñðåäû, çàìåíÿåòñÿ òðåõìåðíîé ìåõàíè-
÷åñêîé êîíñòðóêöèåé. Åå óçëû ïðèâÿçàíû ê öåíòðàì ãðàíåé êóáà. Êîíñòðóêöèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óïðóãî äåôîðìèðóåìûõ ïðóæèí (ñòåðæíåé), îòðà-
æàþùèõ ñâîéñòâà âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó âñåìè ãðàíÿìè ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà
ïðè äåôîðìèðîâàíèè. Ñâîéñòâà ñâÿçåé (èõ æåñòêîñòè) ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè è
ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿò îò óäëèíåíèé ñâÿçåé.

Ñðàâíåíèå òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíè-
ÿìè Ìóðíàãàíà ïðîâîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ. Ïðè çàäàííîì
óäëèíåíèè âäîëü îñè ðàñòÿæåíèÿ äëÿ ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà âû÷èñëÿþòñÿ êîì-
ïîíåíòû òåíçîðà êîíå÷íîé äåôîðìàöèè Êîøè�Ãðèíà, èçìåíåíèå îáúåìà, ïîïå-
ðå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ è ïðîäîëüíàÿ ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì
ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà âûáðàíû ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà Ìóðíàãàíà äëÿ
ïîëèñòèðîëà â îáëàñòè îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé ïîðÿäêà ÷åòûðåõ ïðîöåíòîâ.
Ìàòåðèàë Ìóðíàãàíà èìååò øåñòü êîíñòàíò, äâå èç êîòîðûõ èìåþò àíàëîãè â
ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Æåñòêîñòè ïðóæèí òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìî-
äåëè ïðåäñòàâëåíû ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè óäëèíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçåé.
Ïðè ýòîì ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè.

Ïàðàìåòðû òðåõìåðíîé ìîäåëè âûáèðàëèñü òàê, ÷òîáû âîñïðîèçâåñòè ñâîé-
ñòâà íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà, íàèáîëåå áëèçêî ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåðèàëó Ìóð-
íàãàíà, ïðåäñòàâëÿþùåìó ñâîéñòâà ïîëèñòèðîëà. Êàê äëÿ ìàòåðèàëà Ìóðíàãà-
íà, òàê è äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïîñòðîåíû ãðàôè-
êè ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû, ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè (¾êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà¿)
è èçìåíåíèÿ îáúåìà â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè.

Èç ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî òðåõìåðíàÿ ìîäåëü äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî îòðàæà-
åò ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ àíàëîãè÷íî çàêîíó ñîñòîÿíèÿ Ìóðíàãàíà.
Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû òðåõìåðíîé ìîäåëè èìåþò ïîíÿòíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ. Ñõîäñòâî ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ äëÿ ìîäåëè è ìàòåðèàëà Ìóð-
íàãàíà äàåò îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü õîðîøèå àïïðîêñèìàöèîííûå âîçìîæíîñòè
òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ðåàëü-
íûõ ìàòåðèàëîâ.
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Àíàëèç ðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë

Àéðàïåòÿí Ã. Ñ., Ñàðêèñÿí Ñ. Î.

Àðìåíèÿ, Ãþìðè, Ãþìðèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò
gayane_hayrapetyan@mail.ru

Îäíà èç âàæíûõ ïðîáëåì â òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí
è îáîëî÷åê çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáëèæåííîì, íî àäåêâàòíîì ñâåäåíèè òðåõìåðíîé
çàäà÷è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ê äâóìåðíîé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öå-
ëè óìåñòíî èñïîëüçîâàíèå êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà
èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõìåðíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè.

Èñïîëüçóÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íî îáùèå ãèïî-
òåçû. Ïðèíèìàåìûå ãèïîòåçû ïî ñîäåðæàíèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êèíå-
ìàòè÷åñêèå è ñòàòè÷åñêèå. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå
êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ è âåêòîðà íåçàâèñèìîãî ïîâîðîòà ïî òîëùèíå
ïëàñòèíêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êèíåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêîé ââîäÿòñÿ ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ëèíåéíîì ðàñïðåäåëåíèè êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùå-
íèÿ è íîðìàëüíîãî ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè êîìïîíåíòû âåêòîðà ñâîáîäíîãî ïî-
âîðîòà, à íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ (ïðîãèá) è êàñàòåëüíûå
êîìïîíåíòû âåêòîðà íåçàâèñèìîãî ïîâîðîòà ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïî òîëùèíå
ïëàñòèíêè. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ òîëüêî äëÿ ïåðåìåùå-
íèé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíóþ ãèïîòåçó Òèìîøåíêî. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
ïðèíèìàåìûå ãèïîòåçû áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûìè íà ìèêðîïîëÿðíûé ñëó÷àé
ãèïîòåçàìè Òèìîøåíêî.

Ê ñòàòè÷åñêèì îòíîñÿòñÿ ãèïîòåçû, îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèå ïî òîëùèíå
ïëàñòèíêè êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿ-
æåíèé, äåéñòâóþùèõ â ïëîñêîñòÿõ ïàðàëëåëüíûõ ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè. Íà
îñíîâå ïðåäñòàâëåííûõ ãèïîòåç èç òðåõìåðíîé òåîðèè îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåí-
òû òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è èçãèáà-êðó÷åíèÿ, êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ñèëîâûõ è
ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé. Âñå óêàçàííûå âåëè÷èíû ÿâíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò
íîðìàëüíîé ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû.

Äàëåå ââîäÿòñÿ óñðåäíåííûå ïî òîëùèíå ïëàñòèíêè ñèëîâûå è ìîìåíòíûå
õàðàêòåðèñòèêè (óñèëèÿ, ìîìåíòû îò ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, ãèïåð-
ìîìåíòû).

Íà îñíîâå âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ äàííûõ ïîñòðîåíà îñíîâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
îáùåé òåîðèè ñòàòè÷åñêîé äåôîðìàöèè (èçãèáíîé è îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ) ìèêðîïîëÿðíûõ îðòîòðîïíûõ óïðóãèõ òîíêèõ ïëàñòèí.
Ê îñíîâíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ìèêðîïîëÿðíûõ îðòîòðîïíûõ ïëàñòèí ïðèñîåäè-
íÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
ãåíåðàòîðîâ

Àêîïüÿí Â. À.∗, Çàõàðîâ Þ. Í.∗∗, Ïàðèíîâ È. À.∗, Ðîæêîâ Å. Â.∗,

×åáàíåíêî Â. À.∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ôèçèêè ÞÔÓ

akop@math.rsu.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàâèñèìîñòåé âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê (âû-
õîäíîãî ïîòåíöèàëà è ìîùíîñòè) ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà (ÏÃ) êàíòèëå-
âåðíîãî òèïà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷è-
íû ïðèñîåäèíåííîé ìàññû íà ñâîáîäíîì êîíöå êàíòèëåâåðíîé òîíêîé áàëî÷êè,
îáåñïå÷èâàþùèå ìàêñèìàëüíóþ âûõîäíóþ ìîùíîñòü ÏÃ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ íàãðóçî÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Sadano H., Inman D. J.,
Ertruk A. et all. áûëà îïèñàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü êàíòèëåâåðíîé áàëêè ñ íà-
êëååííûìè íà îáåèõ å¼ ïîâåðõíîñòÿõ áèìîðôíûõ ïüåçîýëåìåíòîâ è ïðèñîåäèíåí-
íîé íà å¼ ñâîáîäíîì êîíöå ìàññû ïðè êèíåìàòè÷åñêîì (áàçîâîì) âîçáóæäåíèè
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, â êîòîðîé èñïîëüçîâàíî ìîäèôèöèðîâàííîå ðåøåíèå
îäíîðîäíîé áàëêè Ýéëåðà-Áåðíóëëè, â ñèëó ìàëîñòè îòíîøåíèÿ ¾äëèíà � òîë-
ùèíà áàëêè¿ âëèÿíèå ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè íå ó÷èòûâàëîñü. Êðîìå òîãî, äëÿ
ó÷åòà íåîäíîðîäíîñòè ïüåçîêàíòèëåâåðíîé áàëêè â ìîäåëè áûëî èñïîëüçîâàíî
ïðåäñòàâëåíèå ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé, ïðåäëîæåííîå Òèìîøåíêî. Ðàñ÷åò âûõîä-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ÏÃ ñ ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëè áûë ïðîâåäåí ñ ó÷åòîì ïðèñî-
åäèíåííîé ìàññû. Îäíàêî, àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü å¼ âëèÿíèÿ íà âûõîäíûå
õàðàêòåðèñòèêè ÏÃ â ÿâíîì âèäå íå áûëà ïîëó÷åíà. Ðàíåå áûëà ðàçðàáîòàíà
êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü êàíòèëåâåðíîé áàëêè è ïðîâåäåí ìîäàëüíûé àíàëèç
ýëåêòðîôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïüåçîêàíòèëåâåðíîé áàëêè áåç ïðèñîåäèíåí-
íîé ìàññû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âëèÿíèÿ ïðèñîåäèíåííîé ìàññû íà õàðàêòåðè-
ñòèêè ÏÃ áûëè ñîçäàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå îáðàçöû ìîäåëåé ÏÃ êàíòèëåâåðíîãî
è îñåâîãî òèïîâ. Èññëåäîâàíèÿ èõ âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü
îïûòíûå çàâèñèìîñòè âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ è ìîùíîñòè ÏÃ îò ýëåêòðè÷åñêîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè è ïðèñîåäèíåííîé ìàññû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íàèáîëüøàÿ
ýíåðãåòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ÏÃ äîñòèãàåòñÿ íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ïåðâîé
ìîäû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îäíîãî òèïà êàíòèëåâåðíîé áàëî÷êè èññëåäóåìîé
ãåîìåòðèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ èçâåñòíûìè ðàñ÷åò-
íûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè óïîìÿíóòîé âûøå àíà-
ëèòè÷åñêîé ìîäåëè êàíòèëåâåðíîé áàëêè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ðàñõîæäåíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñîñòàâèëî íå
áîëåå 5% àìïëèòóäû âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ ¾ïðèñî-
åäèíåííàÿ ìàññà / ìàññà êàíòèëåâåðíîé áàëêè¿, ðàâíîì 1.5.
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Âçàèìîäåéñòâèå ñïèðàëüíûõ âîëí ñ ðàçëè÷íûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè â
çàäà÷å Êóýòòà-Òåéëîðà

Àëåêñååâ À. À., Ìîðøíåâà È. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
alxv@bk.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ìåæ-
äó äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè ñîîñíûìè âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè â ñëó÷àå, êîãäà
ñïåêòð óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà ñîäåðæèò äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ áèôóðêàöèé âîç-
íèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ñ ðàçëè÷íûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè. Íåëèíåéíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå ñïèðàëüíûõ âîëí â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèé îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîìïëåêñíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îñðåäíåíèÿ ëèáî òåîðåìû î
öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä:

ξ̇mk+ = ξmk+(σ + A|ξmk+|2 +B|ξmk−|2 + C|ξnl+|2 +D|ξnl−|2),

ξ̇mk− = ξmk−(σ +B|ξmk+|2 + A|ξmk−|2 +D|ξnl+|2 + C|ξnl−|2),

ξ̇nl+ = ξnl+(µ+ P |ξmk+|2 + S|ξmk−|2 + U |ξnl+|2 + V |ξnl−|2),

ξ̇nl− = ξnl−(µ+ S|ξmk+|2 + P |ξmk−|2 + V |ξnl+|2 + U |ξnl−|2).

Ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû áûëè âûïèñàíû â ðàáîòàõ Â. È. Þäîâè÷à
è Ñ. Í. Îâ÷èííèêîâîé, È. Â. Ìîðøíåâîé è Ñ. Í. Îâ÷èííèêîâîé. Èì ñîîòâåò-
ñòâóþò ñòàöèîíàðíûå, ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà:

• Èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûå ïàðû ñïèðàëüíûõ âîëí (SPIm è SPIn).
• Àçèìóòàëüíûå âîëíû (AWm = SPIm + JSPIm è AWn = SPIn + JSPIn).
• Èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûå ïàðû äâîéíûõ ñïèðàëüíûõ âîëí
(DSPI++(−−) = SPIm + SPIn (JSPIm + JSPIn) è DSPI+−(−+)).
• Ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí (DAW = AWm + AWn).

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîçìîæíûå ñöåíàðèè ïåðåõîäîâ ìåæäó ðåæèìàìè òå÷å-
íèÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è áëèçêè ê òåì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ áèôóðêàöèé äëÿ àçèìóòàëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë m/n = 2/4, êîýôôèöè-
åíòîâ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ñõåìà ïåðåõîäîâ ìåæäó òå÷åíèÿìè ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó. Â ÷àñòíîñòè, èìåþòñÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îäíîâðåìåííî
íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ãèñòåðåçèñíûå ÿâëåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ó àìïëèòóäíîé ñèñòåìû ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü è áîëåå ñëîæíûå ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå õàîòè÷åñêèå. Ïðèìåðû òà-
êèõ ðåøåíèé ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ àâòîðîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ýòèì ðåøåíèÿì
ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå ñëîæíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ æèäêîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 12-01-31262).
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Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå è ðàñ÷åò ïðåâàðèòåëüíî
íàïðÿæåííûõ æåëåçîáåòîííûõ øïàë

Áàáàäååâ È. Ñ.∗, Êîëåñíèêîâ È. Â.∗, Ëÿïèí À. À.∗∗, ×åáàêîâ Ì. È.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîñòîâñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.

chebakov@math.sfedu.ru

Äàëüíåéøåå ñîâåðøåíñòâîâàíèå êîíñòðóêöèè âåðõíåãî ñòðîåíèÿ æåëåçíîäî-
ðîæíîãî ïóòè � ñàìîé êàïèòàëîåìêîé åãî ÷àñòè � ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëü-
íûõ çàäà÷, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèõ íà îáùèå ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ðàáîòû
æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà. Øïàëû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ êîìïî-
íåíòîâ â ñèñòåìå ïåðåäà÷è íàãðóçêè îò ðåëüñîâ íà áàëëàñò. Â îáùèõ ðàñõîäàõ íà
ýëåìåíòû âåðõíåãî ñòðîåíèÿ ïóòè äîëÿ øïàë äîñòàòî÷íî âåñîìà, îíà ïî ðàçíûì
îöåíêàì ñîñòàâëÿåò îò 30 äî 50%. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé îñòàåòñÿ çàäà÷à ñíèæåíèÿ
ñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâà æåëåçîáåòîííûõ øïàë. Ñòàíäàðòíûå æåëåçíîäîðîæíûå
áåòîííûå øïàëû èìåþò áîëüøîé çàïàñ ïðî÷íîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåâîñòðå-
áîâàííûì. Ïîýòîìó ðåøèòü çàäà÷ó ñíèæåíèÿ ñòîèìîñòè æåëåçîáåòîííûõ øïàë
ìîæíî â òîì ÷èñëå è çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ èõ ìàññû. Îäíèì èç âàðèàíòîâ óìåíü-
øåíèÿ ìàññû øïàëû, à ñîîòâåòñòâåííî è åå ñòîèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå
òîëùèíû ñòàíäàðòíîé øïàëû â åå ïîäðåëüñîâîé îáëàñòè è óäàëåíèå íèæíåãî
ðÿäà ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé àðìàòóðû.

Èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñðàâíèòåëüíîãî
àíàëèçà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíäàðòíîé æåëåçîáåòîííîé
øïàëû (ÃÎÑÒ 10629-88) è ìîäåðíèçèðîâàííîé øïàëû ñ ó÷åòîì èõ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ áàëëàñòîì è íàãðóæåííûìè ðåëüñàìè, òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå ïðåä-
âàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé àðìàòóðû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ñòàòè÷åñêîãî íà-
ãðóæåíèÿ øïàë ïîñðåäñòâîì ïðèëîæåíèÿ óñèëèé ê ðàñïîëîæåííûì íà íèõ ðåëü-
ñàì è àíàëèçèðóþòñÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé â îáîèõ êîíñòðóêöèÿõ, â òîì
÷èñëå è ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä øïàëîé â áàëëàñòå, êîòîðûå â ïîñëåä-
ñòâèè ñðàâíèâàþòñÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÌÊÝ). Ãåîìåòðèÿ ìîäåëåé áûëà ñîçäàíà â èíæåíåðíîì ïàêåòå Solid Works íà
îñíîâàíèè ïðîåêòíûõ äîêóìåíòîâ ñòàíäàðòíîé è ìîäåðíèçèðîâàííîé øïàë, äà-
ëåå ïîëó÷åííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà èìïîðòèðîâàíà â ïàêåò Ansys. Äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ òåë áûë âûáðàí 8-ìè óçëîâîé îáúåìíûé ýëåìåíò
Solid185. Íàëè÷èå ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé àðìàòóðû âíóòðè áåòîíà øïàëû
áûëî ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòà Link8, êîòîðûé ïîçâîëÿåò çàäàâàòü
ïëîùàäü ñå÷åíèÿ àðìàòóðû è ïðåäâàðèòåëüíóþ îòíîñèòåëüíóþ äåôîðìàöèþ.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ
ðàññìîòðåííûõ øïàë èìåþò äîïóñòèìûå îòëè÷èÿ êàê â ÷àñòè ìàêñèìàëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé, òàê è ìàêñèìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî â ðàññìîò-
ðåííûõ ñå÷åíèÿõ øïàë ðàçëè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ îáëàñòè êîíöåíòðàöèè íàïðÿæå-
íèé.
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Èññëåäîâàíèå êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ
âîëí â çàâèñèìîñòè îò òèïà æèäêîñòåé è èõ ñìåñåé

Áàãäàñàðÿí À. Ñ.∗, Áàãäàñàðÿí Ñ. À.∗∗, Áîãäàíãîâ Ì. È.∗,

Äíåïðîâñêèé Â. Ã.∗∗∗, Êàðàïåòüÿí Ã. ß.∗∗∗, Ïåòèí Ã. Ï.∗∗∗∗

∗Ìîñêâà, Èíñòèòóò ðàäèîòåõíèêè è ýëåêòðîíèêè
èì. Â. À. Êîòåëüíèêîâà ÐÀÍ

∗∗Ìîñêâà, ÎÎÎ ¾ÍÏÏ Òåõíîëîãèè ðàäèî÷àñòîòíîé èäåíòèôèêàöèè è ñâÿçè¿
∗∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.

∗∗∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
jorichkaka@rambler.ru

Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè-
÷åñêèõ âîëí îò âñòðå÷íî-øòûðåâîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, íàãðóæåííîãî íà èìïå-
äàíñ, â çàâèñèìîñòè îò òèïà æèäêîñòåé è èõ ñìåñåé (âîäà, ñïèðò, âîäà-ñïèðò,
âîäà-áåíçèí). Èìïåäàíñ âûïîëíåí â âèäå ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà ñ çàçîðîì, â
êîòîðûé ïîìåùàåòñÿ èññëåäóåìàÿ æèäêîñòü. Äëÿ èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòà îò-
ðàæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà æèäêîñòåé è èõ ñìåñåé áûë èçãîòîâëåí èç-
ìåðèòåëüíûé ñòåíä íà îñíîâå äàò÷èêà äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî ñ èçìåðèòåëü-
íûì êîíäåíñàòîðîì ïîäñîåäèíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ïîäñòðîå÷íûé êîíäåíñàòîð
è ïîäñòðîå÷íàÿ èíäóêòèâíîñòü. Äëÿ èçìåðåíèÿ ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ íà îäíîé
èç âíåøíèõ ñòîðîí êîíäåíñàòîðà íàíåñåíû èçìåðèòåëüíûå ðèñêè. Ïîäáèðàÿ ïà-
ðàìåòðû ïîäñòðîå÷íîé åìêîñòè è ïîäñòðîå÷íîé èíäóêòèâíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü
ðåçîíàíñ, ÷òî è ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Ïðè ïîãðóæåíèè èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â âîäó ñíà÷àëà êîýôôèöè-
åíò îòðàæåíèÿ íà÷èíàåò óáûâàòü. Ïðè íåêîòîðîé ãëóáèíå ïîãðóæåíèÿ åìêîñòü
èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà ñòàíîâèòñÿ ìíîãî áîëüøå åìêîñòè ïîäñòðîå÷íîãî
êîíäåíñàòîðà, è íàãðóçêà íîñèò èíäóêòèâíûé õàðàêòåð. Ïðè ïîãðóæåíèè èçìå-
ðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â äðóãèå æèäêîñòè êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ èçìåíÿëñÿ
èíà÷å â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà æèäêîñòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ÏÀÂ îò îòðàæàòåëüíîãî ÂØÏ ñèëü-
íî çàâèñèò êàê îò ãëóáèíû ïîãðóæåíèÿ èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà â æèä-
êîñòü, òàê è îò ñîñòàâà æèäêîñòè. Çíàÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà
îòðàæåíèÿ îò ñîñòàâà æèäêîñòåé, ìîæíî ñîçäàòü ïàññèâíûå áåñïðîâîäíûå äàò-
÷èêè ñîñòàâà æèäêîñòè. Îñîáåííî ýòî õîðîøî ïðèìåíÿòü äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïî-
ëÿðíûõ ïðèìåñåé (ñ áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ) â íåïîëÿðíûõ
æèäêîñòÿõ (ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå). Äëÿ ñîçäà-
íèÿ òàêèõ äàò÷èêîâ áóäóò ñíÿòû êàëèáðîâî÷íûå êðèâûå, â êîòîðûõ ïðèâåäåíà
çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ñîñòàâà æèäêîñòè ïðè ïîëíîì ïîãðó-
æåíèè èçìåðèòåëüíîãî êîíäåíñàòîðà. Ïî ýòèì çàâèñèìîñòÿì ìîæíî áóäåò ëåãêî
îïðåäåëÿòü ñîñòàâ æèäêîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 10-08-00700-à.
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Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè ïðè
áîëüøèõ ÷èñëàõ Áèíãàìà

Áàæåíîâ Å. Å.∗, ×åõîíèí Ê. À.∗∗

∗Õàáàðîâñê, Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé ãóìàíèòàðíûé óíèâåðñèòåò
∗∗Õàáàðîâñê, Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ïóòåé ñîîáùåíèÿ
bg88@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåäëåííîå (Re << 1) òå÷åíèå íåëèíåéíî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé
ñðåäû, îïèñûâàåìîé ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ Øóëüìàíà â îáëàñòè ñóæåíèÿ äâóõ
öèëèíäðîâ 4 : 1. Òå÷åíèå ïðîèñõîäèò â èçîòåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, ïðè îòñóòñòâèè
ìàññîâûõ ñèë, ñ ïîñòîÿííûì ðàñõîäîì Q.

Â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëîæåí îáîáùåííûé âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï:

J0ξ(ui, p, eij, λij) =

∫
Ω

{
ψξ(p, eij) + 2ηλij

[
eij −

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂ui
∂xj

)]
+

+
cη

2

[
eij −

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂ui
∂xj

)]2
}
dΩ−

∫
Γ

tiuidΓ,

ãäå
ψξ(p, eij) = 2µeijeji − peijgij, (σij)ξ =

∂ψξ(p,eij)

∂eij
,

µ =
[
τ

1
n

0 + (µpAξ)
1
m

]n
A−1
ξ � ýôôåêòèâíàÿ âÿçêîñòü,

eij � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé,
Aξ =

√
2eijeji + ξ2,

ξ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, τ0 � ïðåäåë òåêó÷åñòè ñðåäû,
µp � ïëàñòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü,
m,n � ïàðàìåòðû íåëèíåéíîñòè ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè,
ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè,
p � ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, ti � âåêòîð íàãðóçêè íà ãðàíèöå,
γij = 1

2
(∇iui +∇iuj).

Ìîäåëü çàìûêàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: íà âõîäå â
îáëàñòü Ω òå÷åíèÿ çàäàí ïðîôèëü óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòèØóëüìàíà
ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ïîñòîÿííûì ðàñõîäîì, íà
òâåðäûõ ñòåíêàõ � óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ è ïðèëèïàíèÿ, íà âûõîäå èç ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè Ω çàäàíû ñëàáûå óñëîâèÿ óñòàíîâëåíèÿ òå÷åíèÿ, à íà îñè ñèììåòðèè �
óñëîâèÿ ñèììåòðèè.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðîèçâåäåíî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì div-óñòîé÷èâîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà
âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ðàñïàäà êâàçèòâåðäîãî ÿä-
ðà òå÷åíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðîñò ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ æèäêîñòè ïðèâîäèò ê
çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ îáëàñòè ïåðåñòðîéêè òå÷åíèÿ, à ïðè ÷èñëå Áèíãà-
ìà 528 îíà ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò. Êðîìå ýòîãî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îêàçàëñÿ
óñòîé÷èâûì â øèðîêîì äèàïàçîíå ðåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
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Çàòóõàíèå â êîíöå ñèñòîëû êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí â àîðòå

Áàòèùåâ Â. À., Ïåòðîâñêàÿ Ä. Ñ.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
batish@math.rsu.ru

Èíòåðåñ ê çàêðó÷åííûì ïîòîêîì êðîâè ïîÿâèëñÿ â êîíöå ïðîøëîãî âåêà â ñâÿ-
çè ñ ïîÿâëåíèåì ñîîáùåíèé îá îáíàðóæåíèè òàêèõ òå÷åíèé â àðòåðèàëüíîé ñèñòå-
ìå. Íà îñíîâå àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàíî, ÷òî îäíîé èç ïðè÷èí
âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíûõ òå÷åíèé êðîâè ìîæåò áûòü çàêðó÷åííàÿ ñòðóêòóðà
ñòåíîê ëåâîãî æåëóäî÷êà ñåðäöà, ÷òî ïîðîæäàåò âèõðåâûå òå÷åíèÿ êðîâè íà âõî-
äå â àîðòó è ïåðåíîñ âèõðåé ïîòîêîì æèäêîñòè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îïóáëèêîâàí
ðÿä ðàáîò ïî àíàëèòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ
êðîâè. Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû ïðîôåññîðà Óñòèíîâà Þ. À., êîòîðûé ïîêàçàë,
÷òî àíèçîòðîïèÿ óïðóãèõ ñòåíîê êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ äëèííûõ ñïèðàëüíûõ âîëí. Ñïèðàëüíûå òå÷åíèÿ êðîâè èçó÷àëèñü ñîòðóäíè-
êàìè Íàó÷íîãî öåíòðà ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé õèðóðãèè èì. À. Í. Áàêóëåâà ÐÀÌÍ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîâîäÿòñÿ ðàáîòû ïî íàêîïëåíèþ äàííûõ îòíîñèòåëüíî
çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ êðîâè. Â ðÿäå ïóáëèêàöèé ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëè-
çà ýêñïåðèìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî çàêðó÷åííûé ïîòîê êðîâè âîçíèêà-
åò â àîðòå ñðàçó çà ñåðäå÷íûìè êëàïàíàìè. Îäíàêî, èíòåðïðåòàöèÿ íåêîòîðûõ
ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîòèâîðå÷èâîé. Âîçíèêàþùèå
ïðîòèâîðå÷èÿ ìîæíî ðàçðåøèòü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ êðîâè â ñîñóäàõ.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ â àîðòå íà ôîíå ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà è äëèííûõ ïðîäîëüíûõ ïóëü-
ñîâûõ âîëí. Àîðòà ìîäåëèðóåòñÿ öèëèíäðîì êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðûé îãðà-
íè÷åí òîíêîé óïðóãîé îáîëî÷êîé. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí. Çà îñíîâó ðàñ÷åòîâ ïðèíÿòû óðàâíåíèÿ
Íàâüå-Ñòîêñà è äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé îáîëî÷êè â
áåçìîìåíòíîì ïðèáëèæåíèè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè è àñèìïòîòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè, ñðåäè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ, ìåòîäû ïîãðà-
íè÷íîãî è êðèòè÷åñêîãî ñëîåâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî ìåõàíèçìîì ïåðåíîñà êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ ñòà-
öèîíàðíûé ïîòîê, ïðè÷åì ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëí ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì
çíà÷åíèåì ñêîðîñòè ïîòîêà. Êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû çàïîëíÿþò âñå ïîïå-
ðå÷íîå ñå÷åíèå àîðòû, â îòëè÷èå îò äëèííûõ ñïèðàëüíûõ âîëí, êîòîðûå ëîêà-
ëèçîâàíû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âáëèçè ñòåíêè àîðòû. Óïðóãèå ñâîéñòâà ñòåíîê
àîðòû ñëàáî âëèÿþò íà äèíàìèêó êîðîòêèõ âîëí è ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî â âûñ-
øèõ ÷ëåíàõ àñèìïòîòèêè. ×àñòü ìîä êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí ëîêàëèçîâàíà
â êðèòè÷åñêîì ñëîå âáëèçè îñè öèëèíäðà, ìîäåëèðóþùåãî àîðòó. Ïîêàçàíî, ÷òî
êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû çàòóõàþò â êîíöå ñèñòîëû. Äèíàìèêà çàêðó÷åííûõ
òå÷åíèé êðîâè â àîðòå ðàçëè÷íà â ñèñòîëó è â äèàñòîëó. Âî âðåìÿ ñèñòîëû ñïè-
ðàëüíûå òå÷åíèÿ æèäêîñòè ñîñòîÿò èç äëèííûõ è êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí
è êâàçèñòàöèîíàðíûõ ìîä. Â äèàñòîëó çàêðó÷åííûé ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
êâàçèñòàöèîíàðíûìè ìîäàìè.
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Ìîäåëè èçìåðåíèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ ïîñëå îïåðàöèé ïî
êîððåêöèè çðåíèÿ

Áàóýð Ñ. Ì.∗, Êàðàìøèíà Ë. À.∗, Êà÷àíîâ À. Á.∗∗, Êîðíèêîâ Â. Â.∗

∗ Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
∗∗ Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÌÍÒÊ ¾Ìèêðîõèðóðãèÿ ãëàçà¿

s_bauer@mail.ru

Â ðàáîòàõ îôòàëüìîëîãîâ ÷àñòî îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ðàçâèòèå ðåôðàêöèîííîé
õèðóðãèè íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ íîâûõ ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé ðîãîâèöû.

Â äàííîé ðàáîòå â ïðîãðàììíîì ïàêåòå ANSYS ìîäåëèðóåòñÿ èçìåðåíèå âíóò-
ðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ (ÂÃÄ) àïïëàíàöèîííûìè òîíîìåòðàìè Ãîëüäìàíà è Ìàêëà-
êîâà ïîñëå îïåðàöèé ïî êîððåêöèè çðåíèÿ. Ðîãîâèöà è ñêëåðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ñîïðÿæåííûìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè îáîëî÷êàìè ñ ðàçëè÷íûìè ìåõàíè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì ðîãîâèöà ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ñëîåâ, ðàçëè÷-
íûõ ïî òîëùèíå è óïðóãèì ñâîéñòâàì. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîêàçàòåëåé ÂÃÄ,
ïîëó÷àåìûõ ïîñëå îïåðàöèé ËÀÇÈÊ (LASIK) è ÔÐÊ (PRK). Â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå ýêñèìåðíûé ëàçåð, íî òåõíèêè ÔÐÊ è ËÀÇÈÊ
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Ïðè ôîòîðåôðàêöèîííîé êåðàòýêòîìèè (ÔÐÊ) âîç-
äåéñòâèþ ëàçåðíîãî ëó÷à ïîäâåðãàåòñÿ íàðóæíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîãîâèöû. Ïðè
îïåðàöèè ËÀÇÈÊ ïåðåäíèå ñëîè ðîãîâèöû ïîñëå ñïåöèàëüíîãî ðàçðåçà ïðèïîä-
íèìàþòñÿ, ïðè ýòîì îáíàæàþòñÿ áîëåå ãëóáîêèå ñëîè, êîòîðûå è ìîäåëèðóþòñÿ
ýêñèìåðíûì ëàçåðíûì ëó÷îì. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè ËÀÇÈÊ
îáðàçóåòñÿ åùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé ñëîé.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñëå îïåðàöèé LASIK íàáëþäàþòñÿ áîëåå íèçêèå ïî-
êàçàòåëè ÂÃÄ, ÷åì ïîêàçàòåëè ÂÃÄ, ïîëó÷àåìûå ïîñëå îïåðàöèè ÔÐÊ, ÷òî ìîæ-
íî îáúÿñíèòü âîçíèêíîâåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ñëîÿ ïðè îïåðàöèÿõ ËÀÇÈÊ.
Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ â ðîãîâèöå ñíèæàåò èçãèáíóþ æåñòêîñòü ðîãîâèöû, è
êàê ñëåäñòâèå, ñíèæàåò ïîêàçàòåëè ÂÃÄ, ïîëó÷àåìûå òîíîìåòðàìè Ãîëüäìàíà è
Ìàêëàêîâà.

Ïðîâåäåí òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèçà ïîêàçàòåëåé ÂÃÄ, ïîëó÷åííûõ äëÿ
ïàöèåíòîâ, êîòîðûì áûëè âûïîëíåíû ðåôðàêöèîííûå îïåðàöèè ÔÐÊ è ËÀÇÈÊ
ïî êîððåêöèè ìèîïèè. Îïåðàöèÿ ÔÐÊ áûëà âûïîëíåíà íà 50 ãëàçàõ (I-ÿ ãðóï-
ïà). ÂÃÄ èçìåðÿëè äî è ÷åðåç 3 ìåñÿöà ïîñëå ÔÐÊ. Äàííûå ÂÃÄ äëÿ II-é ãðóïïû
âûáèðàëèñü èç ïàöèåíòîâ, ïåðåíåñøèõ îïåðàöèþ ËÀÇÈÊ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
öåíòðàëüíûå òîëùèíû ðîãîâèöû ãëàçà è ïîêàçàòåëè ÂÃÄ äî îïåðàöèè ïàöèåí-
òîâ I-îé è II-îé ãðóïï áûëè áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïîñëå ðåôðàêöèîííûõ îïåðàöèé ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå ïîêàçàòåëåé
ÂÃÄ, ïîëó÷àåìûõ òîíîìåòðàìè Ãîëüäìàíà è Ìàêëàêîâà. Ïðè ýòîì ïîñëå îïåðà-
öèé LASIK ïðîèñõîäèò áîëüøåå ñíèæåíèå ïîêàçàòåëåé ÂÃÄ, ÷åì ïîñëå îïåðàöèè
ÔÐÊ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðîãîâèöû îäíèì ýêâèâàëåíòíûì ñëîåì, ðàç-
íèöû â ïîêàçàòåëÿõ ÂÃÄ ïîñëå îïåðàöèé ÔÐÊ è ËÀÇÈÊ íå íàáëþäàåòñÿ.
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Î ðåæèìàõ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè â âåðòèêàëüíîì
öèëèíäðå è èõ óñòîé÷èâîñòè

Áåêåæàíîâà Â. Á.

Êðàñíîÿðñê, Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ
bekezhanova@mail.ru

Èçó÷åíà çàäà÷à î êîíâåêòèâíîì òå÷åíèè âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè
ïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà â ðàìêàõ ìîäåëè Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà
ñ íåëèíåéíîé ñèëîé ïëàâó÷åñòè. Ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ñòà-
öèîíàðíîå òå÷åíèå â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðå áîëüøîãî ðàäèóñà:

u = (u, v, w), u = u(z)r, v = 0, w = w(z),

θ = θ(z), p = p(z) +
a1

2
r2,

ãäå u � ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè, v � àçèìóòàëüíàÿ, w � îñåâàÿ, p �
äàâëåíèå, ïàðàìåòð a1 ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ.

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûå çàäà÷è äëÿ
u, w, p, θ. Îñíîâíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè u(z), êîòî-
ðàÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:

uzz + 2uz

z∫
0

u(z)dz − u2 + a = 0, 0 < z < 1,

u(0) = u(1) = 0,

1∫
0

u(z)dz = 0,

è ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âèäà u = Au ñ ñèëüíî íåëèíåé-
íûì îïåðàòîðîì A, óäîâëåòâîðÿþùèì òåîðåìå Øàóäåðà â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].
Ïðåäëîæåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà a è ðàäèàëü-
íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîëó÷åíû òðè ðàçëè÷íûõ êëàññà
ðåøåíèé â îáëàñòè ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé è
ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëåå îïàñíîé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ âîëíîâàÿ ìîäà, è ïðèñóòñòâó-
þò äâà ìåõàíèçìà íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìîãî
ïàðàìåòðà ìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà íåé-
òðàëüíûõ êðèâûõ è ðàçëè÷íûì ìåõàíèçìàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå âåòâè îäíîé
íåéòðàëüíîé êðèâîé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ãðàíò 11-01-00283 è ÑÎ ÐÀÍ, èíòåãðàöèîííûé
ïðîåêò 38.
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Èñïîëüçîâàíèå îðèåíòàöèîííîé ìîäåëè è ìîäåëè çàïåðòîé ñòåíêè äëÿ
ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ

ñåãíåòîýëåêòðèêîâ

Áåëîêîíü À. Â., Ðàä÷åíêî Ì. Þ., Ñêàëèóõ À. Ñ.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
skaliukh@math.rsu.ru

ßâëÿÿñü íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíûìè ìàòåðèà-
ëàìè, ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèå ñåãíåòîýëåêòðèêè ïðèâëåêàþò ê ñåáå âíèìàíèå êîí-
ñòðóêòîðîâ è òåõíîëîãîâ ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ ìèêðîìèíèàòþðíûõ ñåíñîðîâ è àêòó-
àòîðîâ äëÿ ãåíåðàöèè è îáíàðóæåíèÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ñèãíàëîâ. Ìíîãèå èç òà-
êèõ äàò÷èêîâ èñïîëüçóþò íåëèíåéíûå ñâîéñòâà ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ,
à èõ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ñâÿçàí ñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ìîäåëèðîâàíèåì. Îäíèì èç
îñíîâíûõ ïóíêòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ó÷èòûâàòü âñå òîíêîñòè íåëèíåéíî-
ãî ïîâåäåíèÿ. Ê ñëîâó ñêàçàòü, íåëèíåéíûé îòêëèê â òàêèõ ìàòåðèàëàõ ñâÿçàí
ñ íåîáðàòèìîñòüþ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ è ïîëÿðèçàöèè. Èìåííî âîïðîñàì
ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñå-
ãíåòîýëåêòðèêîâ ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëè áûëà âûáðàíà ìîäåëü çàïåðòîé ñòåíêè. Â ýòîé
ìîäåëè ñîîòíîøåíèå Ëàíæåâåíà, ïîëó÷åííîå â ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì ñîñåä-
íèõ äîìåíîâ äðóã íà äðóãà, äîïîëíÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøå-
íèå â ïðèðàùåíèÿõ. Îäíàêî ýòà ìîäåëü èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê. Â íåé íå
óäàåòñÿ ñîâìåñòèòü îäíîâðåìåííîå âîçäåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé è ìåõàíè÷å-
ñêèõ íàïðÿæåíèé. Ñ ýòîé öåëüþ íàìè áûëà ïðåäëîæåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ìîäåëü
îðèåíòàöèîííûõ ïåðåêëþ÷åíèé, â êîòîðîé â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ
äîìåíîâ èñïîëüçîâàí ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé. Îñòàëüíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ñî-
îòíîøåíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Âñå ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ñèñòåìó äåâÿòè
ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé â ïðèðàùåíèÿõ, êîòîðóþ è èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâå îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñèñòå-
ìû â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ îñíîâàíî íà ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â
ñëó÷àå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ ïîëåé ïîëó÷àþòñÿ õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ïîñëå
äåñÿòè èòåðàöèé.

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìåõà-
íè÷åñêîãî îòêëèêà ìàòåðèàëà íà âíåøíèå íàãðóçêè. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â
âèäå áîëüøèõ è ìàëûõ ïåòåëü äèýëåêòðè÷åñêîãî è äåôîðìàöèîííîãî ãèñòåðåçèñà.
Ýòè ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî îñíîâíàÿ öåëü: ïîñòðîåíèå êîìáèíèðîâàííîé ìîäå-
ëè â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äîñòèãíóòà. Îäíàêî èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè.
Òàê, ïîëó÷àþùèåñÿ ãèñòåðåçèñíûå ïåòëè íå ñîâïàäàþò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ ìàëûõ ïåòåëü ãèñòåðåçèñà. Òåì íå ìåíåå, ïîëó-
÷åííûå óðàâíåíèÿ è ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè ïðèìåíèìîñòü äàííîãî
ïîäõîäà ïðè ôîðìóëèðîâêå òðåõìåðíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëè-
êðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä. Îíè òàêæå óêàçàëè ïóòè äàëüíåé-
øåé ìîäåðíèçàöèè ïîñòðîåííîé ìîäåëè.
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Ðàñ÷åò ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ïðèêîíòóðíîé çîíå âûðàáîòêè,
çàêðåïëåííîé àíêåðàìè

Áîáûëåâ Ä. Å., Ìàñüêî Ë. Â.

Êðèâîé Ðîã, Êðèâîðîæñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò
bob_d@i.ua

Àíêåðíàÿ êðåïü â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íûõ ñïîñîáîâ ïîääåðæàíèÿ ãîðíûõ âûðàáîòîê. Îñîáåííîñòü àíêåðíîé êðåïè ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü íåñóùóþ
ñïîñîáíîñòü âìåùàþùèõ ïîðîä, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñíèæàåò ìàòåðèàëîåìêîñòü è
ñòîèìîñòü êðåïè. Îñíîâíûå ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êðåïè ÿâëÿþò-
ñÿ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ
ïîìîùüþ ïëîñêèõ ãåîìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ýòè ìîäåëè íå ñîâñåì àäåêâàòíû
ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì â ìàññèâå.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ íåäîñòàòêîâ íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ìåòîäèêó ðàñ-
÷åòà ïàðàìåòðîâ àíêåðíîé êðåïè íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåõàíè÷åñêîé
ìîäåëè. Èìåþùèåñÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àíêåðà è
ïîðîäíîãî ìàññèâà íîñÿò ÷àñòíûé õàðàêòåð è íå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ðàöèî-
íàëüíûå ïàðàìåòðû êðåïè.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ñèñòåìû àíêåðîâ íà íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå,
îáóñëîâëåííîå ïðîâåäåíèåì âûðàáîòêè, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü èçìåíåíèå ïîëÿ
íàïðÿæåíèé â ïðèêîíòóðíîé îáëàñòè ìàññèâà ïîðîä ïîñëå óñòàíîâêè àíêåðíîé
êðåïè. Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ ïîðîäíîãî ìàññèâà âîêðóã øòàíãè íàõî-
äÿòñÿ ïîñðåäñòâîì ñòàòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñèñòåìû êðåïü � ïîðîäà, ïðè ïîìîùè
ðåøåíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè. Âîçäåéñòâèå çàìêîâîãî àí-
êåðà íà ïîðîäíûé ìàññèâ ìîäåëèðóåòñÿ êàê äåéñòâèå äâóõ ñèë, ðàâíûõ ïîëîâèíå
íåñóùåé ñïîñîáíîñòè àíêåðà � íà êîíòóðå âûðàáîòêè è â ãëóáèíå ïîðîäíîãî ìàñ-
ñèâå, â òî÷êå çàêðåïëåíèÿ àíêåðíîãî çàìêà. Çíà÷åíèÿ ñèë â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè ïîëîâèíå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè àíêåðà. Òî÷êè ïðèëîæå-
íèÿ ñèë ñîîòâåòñòâóþò êîíöàì àêòèâíîé äëèíû àíêåðîâ. ×òîáû îïðåäåëèòü êî-
ëè÷åñòâî âçàèìîâëèÿþùèõ àíêåðîâ, ïåðâîíà÷àëüíî íåîáõîäèìî îöåíèòü îáëàñòü
âëèÿíèÿ îäíîãî àíêåðà íà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ìàññèâå ïîðîä. Íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé ïî âñåé ãëóáèíå àíêåðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñòå-
ïåíü èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî àíêåðà. Êîìïîíåí-
òû òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ñèëàìè, ïðèëîæåííûìè ê êîíòóðó âû-
ðàáîòêè, îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ çàäà÷è Áóññèíåñêà äëÿ óïðóãîãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà. Íàïðÿæåíèÿ, âûçûâàåìûå ñèëàìè, ïðèëîæåííûìè â ãëóáèíå
ìàññèâà, ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ Ìèíäëèíà äëÿ óïðóãîãî ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî îáëàñòü âëèÿíèÿ àíêåðà íà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå,
äàæå ñ ó÷åòîì åãî ìàêñèìàëüíîãî íàòÿæåíèÿ, íå ïðåâûøàåò 1 ì. Çà ïðåäåëàìè
ýòîé îáëàñòè íàïðÿæåíèÿ, âûçûâàåìûå àíêåðîì, ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëû.
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Èäåíòèôèêàöèÿ ñâîéñòâ êîæè íà îñíîâå ñëîèñòîé ìîäåëè

Áîãà÷åâ È. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
bogachev89@yandex.ru

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àíàëèç ñîñòîÿíèÿ êîæíîãî ïîêðîâà ïàöèåíòà ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç âàæíåéøèõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ ïà-
öèåíòà. Çàáîëåâàíèÿ âíóòðåííèõ îðãàíîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò âûðàæàòüñÿ
â èçìåíåíèè ñâîéñòâ êîæíîãî ïîêðîâà, íàïðèìåð, îòåê êîæè è åãî ñîñòîÿíèå â
ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò óêàçûâàòü íà çàáîëåâàíèÿ ïî÷åê è íà ñòåïåíü èõ òÿæåñòè.
Èçìåðåííûå âÿçêîóïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êîæè â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò äàòü
îáúåêòèâíóþ îöåíêó ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòà, êîòîðàÿ ÷àñòî âûçûâàåò çà-
òðóäíåíèÿ ó âðà÷åé ïðè îñìîòðå.

Àíèçîòðîïèÿ è ãåòåðîãåííîñòü ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîæè îïðåäåëÿþòñÿ
ìíîãîñëîéíîé (ýïèäåðìèñ, äåðìà è ïîäêîæíûé æèð) ñòðóêòóðîé êîæè è âëå-
êóò çà ñîáîé ðàçëè÷íîå ïîãëîùåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â êàæäîì èç ñëîåâ,
÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â îñîáåííîñòÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ âîëí íà ãðàíèöå
ðàçäåëà ýòèõ ñëîåâ, îáëàäàþùèõ ðàçíûìè âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Â ñâÿçè
ñ ýòèì îáùåïðèíÿòûå òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäî-
ãî òåëà íå ìîãóò àäåêâàòíî îïèñàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ êîæíîãî
ïîêðîâà. Ñåãîäíÿ èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ êîæíîãî ïîêðîâà:
èññëåäîâàíèå äåôîðìàöèé êîæè ïðè îäíîîñíîì è äâóõîñíîì ðàñòÿæåíèè, êðó÷å-
íèè, òàêèå ìåòîäû òðåáóþò æåñòêîãî êðåïëåíèÿ ðàñòÿãèâàþùèõ èëè âðàùàþùèõ
ýëåìåíòîâ ïðèáîðîâ ê êîæå ÷åëîâåêà, ÷òî ìîæåò âûçâàòü íåóäîáñòâà ó ïàöèåí-
òîâ, ìåòîäû âäàâëèâàíèÿ è âñàñûâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ èçãîòîâëåíû ïðèáîðû, øè-
ðîêî èñïîëüçóþùèåñÿ íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ðàáîòàþùèå â îïðåäåëåííûõ äèàïà-
çîíàõ õàðàêòåðèñòèê, íå âñåãäà ïîäõîäÿùèõ äëÿ êîæè, ðàçëè÷íûå àêóñòè÷åñêèå
ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ñäâèãîâûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, êîòîðûå
âñëåäñòâèå ñëîæíîé ñòðóêòóðû êîæè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ëèøü ñðàâíèòåëüíûå
ðåçóëüòàòû. Èññëåäîâàíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê êîæíîãî
ïîêðîâà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îáúåêòèâíîé èõ îöåíêè èñïîëüçîâàíèå òîëüêî îä-
íîãî ìåòîäà ìàëîýôôåêòèâíî è äëÿ áîëåå ïîëíîãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ êîæè íåîá-
õîäèìî ïðèìåíÿòü ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñâîéñòâ íåîäíîðîäíîãî ïî òîë-
ùèíå âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ, ìîäåëèðóþùåãî êîæíûé ïîêðîâ, íà îñíîâå ìîäåëè
ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîé, â ñâîþ î÷åðåäü,
èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ïî ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ñîñòàâëÿþùèõ, ìîäåëèðóþ-
ùèõ ïîäêîæíûé æèð, äåðìó è ýïèäåðìèñ. Çàäà÷à ñâåäåíà ê áîëåå ïðîñòîé, äëÿ
êîòîðîé ïîñòðîåíà ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 10-01-00194-à, � 12-01-
31501) è â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû
èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Âåéâëåò-àíàëèç êàðäèîñèãíàëà

Áîãà÷åâà Ì. Î.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
akimenko-85@mail.ru

Òåõíîëîãèè öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è èõ èçîáðàæåíèé íàõîäÿò âñå áî-
ëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè â ìåäèöèíå ïðè àíà-
ëèçå ýëåêòðîêàðäèîãðàìì, ýëåêòðîýíöåôàëîãðàìì è äðóãèõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèã-
íàëîâ. Îäíàêî âûáîð àëãîðèòìà äëÿ àíàëèçà áèîëîãè÷åñêîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ
íåïðîñòîé çàäà÷åé. Ýòî îáóñëîâëåíî ðàçíîîáðàçèåì ïðèçíàêîâ è õàðàêòåðèñòèê
áèîëîãè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ôèçè÷åñêèìè ñèãíàëàìè. Â ïîñëåäíèå
äåñÿòèëåòèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷ àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèå.

Âåéâëåòû �� ýòî îáîáùåííîå íàçâàíèå ñåìåéñòâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé
îïðåäåëåííîé ôîðìû, ëîêàëüíûõ âî âðåìåíè è ïî ÷àñòîòå, â êîòîðûõ âñå ôóíê-
öèè ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîé áàçîâîé ïîñðåäñòâîì åå ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé ïî îñè
âðåìåíè. Òåîðèÿ âåéâëåòîâ ÿâëÿåòñÿ ìîùíîé àëüòåðíàòèâîé àíàëèçó Ôóðüå è
äàåò áîëåå ãèáêóþ òåõíèêó îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Îäíî èç îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ
âåéâëåò-àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü õîðîøî
ëîêàëèçîâàííûå èçìåíåíèÿ ñèãíàëà, òîãäà êàê àíàëèç Ôóðüå îòðàæàåò ïîâåäåíèå
ñèãíàëà çà âñå âðåìÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ
îáëàñòÿõ, âêëþ÷àÿ ìîëåêóëÿðíóþ äèíàìèêó, êâàíòîâóþ ìåõàíèêó, àñòðîôèçèêó,
ãåîôèçèêó, îïòèêó, êîìïüþòåðíóþ ãðàôèêó è îáðàáîòêó èçîáðàæåíèé, àíàëèç
ÄÍÊ, èññëåäîâàíèÿ áåëêîâ, èññëåäîâàíèÿ êëèìàòà, îáùóþ îáðàáîòêó ñèãíàëîâ
è ðàñïîçíàâàíèå ðå÷è.

Â ðàáîòå âåéâëåò-àíàëèç ïðèìåíÿëñÿ ê èññëåäîâàíèþ êàðäèîñèãíàëîâ çäîðî-
âîãî ÷åëîâåêà è áîëüíîãî ñ àðèòìèåé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü âåé-
âëåòû Äîáåøè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî âåéâëåò-ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîëó÷åíû äåòàëèçèðóþùèå êîýôôèöèåíòû ñèãíàëîâ äî òðåòüåãî óðîâíÿ
ðàçëîæåíèÿ. Íà îñíîâå äåòàëèçèðóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ âîññòàíîâëåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñèãíàëîâ ïî ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì. Ïðîâåäåí ñòàòèñòè÷å-
ñêèé àíàëèç äåòàëèçèðóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîìïîíåíò
ñèãíàëîâ, ïîêàçàâøèé ðàçëè÷èå â 1.5 ðàçà ìåæäó êàðäèîñèãíàëîì çäîðîâîãî ÷å-
ëîâåêà è áîëüíîãî ñ àðèòìèåé. Òàê æå ïîñòðîåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ýíåðãå-
òè÷åñêèå ñïåêòðû èññëåäóåìûõ êàðäèîñèãíàëîâ. Äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé
ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû ðàçëè÷àþòñÿ â 2 ðàçà. Íåïðåðûâ-
íîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëèëî èäåíòèôèöèðîâàòü îñíîâíûå êàðäèîãðà-
ôè÷åñêèå êîìïëåêñû: çóáöû è èíòåðâàëû ÝÊÃ çàïèñè. Ïîñòðîåí è ïðîàíàëèçè-
ðîâàí òðåõìåðíûé ãðàôèê ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå â ðàáîòå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ âåéâëåò-àíàëèçà äëÿ èññëåäîâàíèÿ êàðäèîñèãíàëà.
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Ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ãåîìåòðèè
ëîïàñòè òóðáèíû ÂÝÓ

Áîíäàð÷óê À. À., Ìåùåðÿêîâ Ê. È.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
m.keyran@gmail.com

Â ðàáîòå äàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ãåîìåòðèè ëîïàñòè òóðáèíû
âåòðîýíåðãåòè÷åñêîé óñòàíîâêè. Êàæäîå íîðìàëüíîå ñå÷åíèå ëîïàñòè ïî ðàçìà-
õó ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì àýðîäèíàìè÷åñêèì ïðîôèëåì îäíîãî è òîãî æå òèïà. Ñå÷å-
íèÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé óãëîì óñòàíîâêè è äëèíîé õîðäû. Óãîë àòàêè
êàæäîãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì óñòàíîâêè è óãëîì, çàâèñÿùèì
îò ñêîðîñòè âåòðà. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ãèïîòåç: 1) æèäêîñòü
èäåàëüíàÿ; 2) â êàæäîì ñå÷åíèè çàäà÷à ïëîñêàÿ. Ðàññìîòðåíû äâà ðàçëè÷íûõ
ñïîñîáà çàäàíèÿ ãåíîâ è öåëåâîé ôóíêöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, ðàçðàáî-
òàí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ñïîñîáíûé ðåøèòü ïðåäñòàâëåííóþ çàäà÷ó â ðàìêàõ
ïðèíÿòûõ ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåç è ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû îòíîñÿòñÿ ê ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì îïòèìèçàöèè,
è, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåãóëÿðíûìè ìåòîäàìè, îáëàäàþò âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ íà-
õîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì: ñîçäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ, èç ýòîé ïîïóëÿöèè îòáèðàåòñÿ
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ëó÷øèõ îñîáåé, êîòîðûå äàþò ïîòîìñòâî ïóòåì ñêðåùè-
âàíèÿ. Äàëåå íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííûõ ïîòîìêîâ ìóòèðóåò. Åñëè àëãî-
ðèòì íå ñîøåëñÿ è êîëè÷åñòâî ïîêîëåíèé íå ïðåâûøàåò çàäàííîå, îòáîð è ïîñëå-
äóþùèå øàãè ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ íîâîé ïîïóëÿöèè. Îòîáðàííûå ëó÷øèå îñîáè èç
ïîñëåäíåãî ïîêîëåíèÿ è áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.

Â ðàáîòå â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòáîðà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ: íà
ýòàïå çàäàíèÿ àëãîðèòìà âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå pb, êîòîðîå çàäàåò äîëþ äîïóùåí-
íûõ ê ñêðåùèâàíèþ ëó÷øèõ îñîáåé íà êàæäîì øàãå. Êàæäàÿ èç îòîáðàííûõ
îñîáåé èìååò îäèíàêîâûé øàíñ ó÷àñòâîâàòü â ñêðåùèâàíèè.

Îòìåòèì, ÷òî â èñïîëüçóåìîì àëãîðèòìå ðåàëèçîâàíà ñòðàòåãèÿ ýëèòèçìà.
Ñîãëàñíî åé, íåêîòîðûé ïðîöåíò ëó÷øèõ îñîáåé pe ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ïîêî-
ëåíèå áåç èçìåíåíèé. Îñòàëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ íàáèðàåòñÿ ïî àëãîðèòìó, êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ â ñî÷åòàíèè äèñêðåòíîé ðåêîìáèíàöèè è ðàñøèðåííîé ïðîìåæóòî÷-
íîé ðåêîìáèíàöèè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî àëãîðèòìà, êîëè÷åñòâî ïîêîëåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñõîæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, óìåíüøàåòñÿ â ñðåäíåì
íà 28% ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòîé ïðîìåæóòî÷íîé ðåêîìáèíàöèåé.

Â êà÷åñòâå îñîáåííîñòè ìóòàöèè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ýòàïå çàäàíèÿ àë-
ãîðèòìà âûáèðàåòñÿ äâà çíà÷åíèÿ: âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ïîòîìîê ïîäâåðãíåòñÿ
ìóòàöèè pm è âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè îòäåëüíîãî ãåíà pg. Êàæäûé ãåí ìóòèðóþùåé
îñîáè èçìåíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pg â ïðåäåëàõ äîïóñêà.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå ïðàâèëî: â ñëó-
÷àå, åñëè çà 10% îò ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ïîêîëåíèé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
äëÿ ëó÷øåé îñîáè èçìåíèëîñü íå áîëåå, ÷åì íà 1%, àëãîðèòì ñ÷èòàåòñÿ ñîøåä-
øèìñÿ.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëíîâûõ ïîëåé â
ñðåäàõ ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè

Áî÷àðîâà Î. Â.∗, Àíäæèêîâè÷ È. Å.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÞÔÓ

olga_rostov1983@mail.ru

Ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ è ïðî÷-
íîñòíîãî ðåñóðñà óçëîâ è äåòàëåé èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé
äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè èõ ýêñïëóàòàöèè è ïðåäîòâðàùåíèÿ àâàðèéíûõ ñè-
òóàöèé. Íà ñòàäèè ïðîèçâîäñòâà äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà èçãîòîâëåíèÿ äåòàëåé
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àêóñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå
ýòèõ ìåòîäîâ íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ìàòåðèàëîâ
(èñêëþ÷àþòñÿ, íàïðèìåð, ñîòîâûå ìàòåðèàëû, âîëîêíèñòûå, çåðíèñòûå), à òàêæå
íà ôîðìó èçäåëèé. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíêè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è
ïðî÷íîñòè ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ òåë, îñíîâàííûé íà êîíòðîëå èçìåíåíèÿ èõ
äèíàìè÷åñêèõ ñïåêòðàëüíûõ è ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâ. Âàæíóþ ðîëü â èíòåãðàëü-
íîé îöåíêå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû èãðàåò ñèñòåìà ¾äàò÷èê � êîíòðîëè-
ðóåìûé îáúåêò¿, çà ñ÷åò ñîçäàíèÿ ðåæèìà êîëåáàíèé, îáåñïå÷èâàþùåãî ÷åòêèé
êîíòðîëü çà èçìåíåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû. Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî èíòåãðàëüíûé õàðàêòåð, ÷òî ïîçâîëÿåò â çíà÷èòåëüíîé ìå-
ðå óâåëè÷èòü êîíòðîëèðóåìóþ îäíèì äàò÷èêîì ïëîùàäü.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ äåôåêòà ïî
ïîâåðõíîñòíîìó âîëíîâîìó ïîëþ. Ýòî èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî äâóìÿ ñïîñîáàìè:
ïåðâûé � ýêñïåðèìåíòàëüíûé, âòîðîé � âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, îñíîâàí-
íûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.

Â êà÷åñòâå îáðàçöà âûáðàí ïàðàëëåëåïèïåä èç ýêñòðóäèðîâàííîãî ïåíîïî-
ëèñòèðîëà, â êîòîðîì áûëè ñäåëàíû ñêâîçíûå ïîïåðå÷íûå öèëèíäðè÷åñêèå ïî-
ëîñòè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ. Â îáðàçöå, ðàñïîëîæåííîì íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè
âîçáóæäàëèñü ïîâåðõíîñòíûå êîëåáàíèÿ ÷åðåç ëåãêèé àëþìèíèåâûé øòàìï, ïî-
ñðåäñòâîì ãåíåðàòîðà ñïåöèàëüíûõ ñèãíàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, âûáðàí îäèíî÷íûé
ïåðèîä êîëåáàíèé äëÿ íåñêîëüêèõ äëèí âîëí. Íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà êîëåáà-
íèÿ ðåãèñòðèðîâàëèñü ìèíèàòþðíûìè àêñåëåðîìåòðàìè PCB, ðàñïîëîæåííûìè
íàä, ïåðåä è ïîñëå íåîäíîðîäíîñòè. Ñèãíàëû ñ àêñåëåðîìåòðîâ ïîñòóïàëè íà
ìíîãîêàíàëüíûé ÀÖÏ Scadas ôèðìû LMS, ïðîãðàììíî îáðàáàòûâàëèñü è ïðåä-
ñòàâëÿëèñü â âèäå ñïåêòðîâ.

Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Âîëíîâîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè ïà-
ðàëëåëåïèïåäà îñëàáëåííîãî ïîëîñòüþ ðàññ÷èòûâàëîñü â êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïà-
êåòå Ansys 11 ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìàíäíîãî ÿçûêà APDL. Äàëåå ñ ïîìîùüþ ïà-
êåòà Origin 7 íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ âû÷èñëÿëñÿ ñïåêòðàëüíûé îòêëèê
ñèñòåìû.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû íàòóðíîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêà-
çûâàþùèå âëèÿíèå ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ äåôåêòà íà ñïåêòð îòêëèêà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè (ãðàíò ÌÊ-6213.2012.1).
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Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíîâ íà ìàòåðèàëàõ èç ãîðåëûõ
ïîðîä

Áóðàâ÷óê Í. È., Ãóðüÿíîâà Î. Â., Îêîðîêîâ Å. Ï., Ïàâëîâà Ë. Í.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.
burav@math.rsu.ru

Àíàëèç îïûòà ïðèìåíåíèÿ òåõíîãåííûõ îòõîäîâ â òåõíîëîãèè áåòîíà ñâèäå-
òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïåðñïåêòèâíûì ñûðüåì ñ òî÷êè çðåíèÿ îñíîâíûõ òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñâîéñòâ ïîëó÷àåìûõ áåòîíîâ ìîãóò ñòàòü ãîðåëûå øàõòíûå
ïîðîäû. Òàêèå ïîðîäû îáðàçóþòñÿ ïðè îêèñëèòåëüíîì ñàìîîáæèãå â îòâàëàõ ïó-
ñòûõ øàõòíûõ ïîðîä.

Â èññëåäîâàíèÿõ ïî èñïîëüçîâàíèþ ãîðåëûõ ïîðîä â òåõíîëîãèè áåòîíà áûë
âûïîëíåí áîëüøîé îáúåì ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò è èñïûòàíèé â ïðîèçâîäñòâåííûõ
óñëîâèÿõ íà äåéñòâóþùèõ çàâîäàõ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé è èçäåëèé Ðî-
ñòîâñêîé îáëàñòè. Èñïûòûâàëèñü ñîñòàâû áåòîíîâ êëàññà îò Â7,5 äî Â30 ðàçëè÷-
íîé ïîäâèæíîñòè è ñ ðàçëè÷íûì ðàñõîäîì öåìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ïðåäúÿâëÿ-
åìûõ ê áåòîíàì òðåáîâàíèé ïî ìîðîçîñòîéêîñòè, âîäîíåïðîíèöàåìîñòè, äðóãèì
ñâîéñòâàì è óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè. Íåîäíîðîäíîñòü ïîðîä ïî ñîñòàâó è ñâîé-
ñòâàì ïðåäîïðåäåëÿåò òðóäíîñòè è îñîáåííîñòè ðàçðàáîòêè, è èñïîëüçîâàíèÿ
äàííîãî òåõíîãåííîãî ñûðüÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàïîëíèòåëåé èç øàõòíûõ ïîðîä èõ
ñëåäóåò ïîäâåðãàòü ïåðåðàáîòêå, ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå ïîðîä. Â òåõ-
íîëîãèè áåòîíà èç ãîðåëûõ ïîðîä èñïîëüçîâàëñÿ ôðàêöèîíèðîâàííûé ùåáåíü è
òîíêîäèñïåðñíàÿ (ìîëîòàÿ) ãîðåëàÿ ïîðîäà, êàê àêòèâíàÿ ìèíåðàëüíàÿ äîáàâêà.
Çàïîëíèòåëè èç ãîðåëûõ ïîðîä èìåþò ìàðêó ïî ïðî÷íîñòè îò 600 äî 1200, ïî
ìîðîçîñòîéêîñòè îò F25 äî F100.

Îáîáùåíèå è àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëü-
çîâàíèå ìàòåðèàëîâ èç ãîðåëûõ ïîðîä ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ðàñõîä öåìåíòà (áåç
óõóäøåíèÿ ñâîéñòâ è êà÷åñòâà èçäåëèé) â áåòîíàõ êëàññà Â7,5 è Â10 äî 30-35%,
êëàññà Â15; Â22,5; Â30 äî 10-15%. Áåòîíû íà çàïîëíèòåëÿõ èç äðîáëåíûõ ãîðå-
ëûõ ïîðîä èìåþò ìàðêó ïî ìîðîçîñòîéêîñòè F50; F75; F200; F300, ïî âîäîíå-
ïðîíèöàåìîñòè W2; W4; W8, ïðî÷íîñòü íà ñæàòèå îò 10 äî 40 ÌÏà, ïðè èçãèáå
îò 2,2 äî 6,8 ÌÏà. Ïîëîæèòåëüíûé ýôôåêò èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ èç ãî-
ðåëûõ ïîðîä â áåòîíàõ ñâÿçàí, ïî-âèäèìîìó, ñ íàëè÷èåì ãèäðàâëè÷åñêîé è àä-
ñîðáöèîííîé àêòèâíîñòè ïîðîä. Ïðè íàëè÷èè òàêèõ ïîðîä â ñîñòàâå áåòîííîé
ñìåñè ãèäðàòàöèÿ âÿæóùåãî ïðîòåêàåò áîëåå èíòåíñèâíî, îáðàçóåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîå êîëè÷åñòâà íîâîîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìèðîâàíèè ñòðóêòóðû
è ñâîéñòâ áåòîíà. Ïîðèñòûå è øåðîõîâàòûå ÷àñòèöû ùåáíÿ è îòñåâà ôîðìèðóþò
àäãåçèîííóþ ïðî÷íîñòü â öåìåíòíîì êàìíå è ñîîòâåòñòâåííî ïîâûøàþò äîëãî-
âå÷íîñòü áåòîíà (ìîðîçîñòîéêîñòü, âîäîíåïðîíèöàåìîñòü è ò. ä.). Ïîâûøåííûå
ïîêàçàòåëè ïðî÷íîñòè áåòîíîâ íà çàïîëíèòåëÿõ èç ãîðåëûõ ïîðîä íà ðàñòÿæåíèå
ïðè èçãèáå è ðàñêîëå, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî îáúÿñíèòü óïðî÷íåíèåì ñòðóêòóðíîãî
êàðêàñà áåòîíà çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ ëåùàäíûõ çåðåí, êîòîðûå ñîçäàþò ýôôåêò
äèñïåðñíîãî àðìèðîâàíèÿ. Ýòîò ýôôåêò ìàêñèìàëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè âîçäåé-
ñòâèè ðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé è ìèíèìàëüíî � ïðè ñæèìàþùèõ.
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Ðàâíîâåñèå äâóõêîìïîíåíòíîãî óïðóãîãî ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî
äèñëîêàöèþ íåñîîòâåòñòâèÿ

Áû÷êîâ À. À.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
az710@yandex.ru

Èçâåñòíî, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà íàïûëåííîé ïîëóïðîâîäíèêîâîé SiGe ïëåí-
êè íà Si ïîäëîæêå âîçíèêàåò äåôîðìàöèÿ íåñîâìåñòíîñòè çà ñ÷åò ðàçëè÷èÿ ïî-
ñòîÿííûõ ðåøåòêè è ïîäëîæêè. Ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèÿ â ïëåíêå ïðè ìàëîé
äåôîðìàöèè íåñîâìåñòíîñòè ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ îáðàçîâàíèÿ âîëíèñòîé ïî-
âåðõíîñòè íà ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé ïëåíêå â ïðîöåññå åå îòæèãà (íåóñòîé-
÷èâîñòü Àçàðî-Òèëëåðà-Ãðèíôåëüäà), à òàêæå ïóòåì çàðîæäåíèÿ äèñëîêàöèé
íåñîîòâåòñòâèÿ (ÄÍ) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêè è ïîäëîæêè. Â ïåðâîì ñëó÷àå
íåóñòîé÷èâîñòü ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîé ïëåíêè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âîëíèñòàÿ ïî-
âåðõíîñòü íàïðÿæåííîé ïëåíêè èìååò ìåíüøóþ ñóììàðíóþ ýíåðãèþ âñëåäñòâèå
óïðóãîé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ âûñòóïîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû
ïëåíêè ïîñëåäîâàòåëüíî âîçíèêàþò ïåðâûé, à çàòåì âòîðîé ìåõàíèçìû ðåëàêñà-
öèè. Ìåõàíèçìîì îáðàçîâàíèÿ ïëîñêîé èëè âîëíèñòîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè ÿâëÿ-
åòñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ äèôôóçèÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ïåðåíîñ ìàòåðèàëà âäîëü
âîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ïîñòåïåííî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïðè÷åì óñòàíîâëåíèå ïëîñêîé èëè âîëíèñòîé ðàâíîâåñíîé ïîâåðõíîñòè çàâè-
ñèò îò òèïà âîçìóùåíèÿ, âåëè÷èíû äåôîðìàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ, òîëùèíû ïëåí-
êè è ñâîéñòâ åå ìàòåðèàëà. Òðåòüèì ìåõàíèçìîì ðåëàêñàöèè óïðóãîé ýíåðãèè
çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ óïðóãîé ýíåðãèè SiGe ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîðîäíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå àòîìîâ Ge è Si âíóòðè ïëåíêè. Íåîäíîðîäíîñòü
ñâÿçàííà êàê ñî ñëîæíîé ôîðìîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, òàê è ñ äåôåê-
òàìè ñòðóêòóðû, â ÷àñòíîñòè äèñëîêàöèÿìè íåñîîòâåòñòâèÿ.

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óïðóãîãî ñëîÿ
ñîäåðæàùåãî äèñëîêàöèþ íåñîîòâåòñòâèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ïëåíêà SiGe
íàíîìåòðîâîé òîëùèíû íà Si ïîäëîæêå. Ó÷èòûâàåòñÿ íåðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå Ge â îáúåìå ïëåíêè. Ïîñòðîåíà òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ïëîñêîé ïëåíêè ñ
äèñëîêàöèåé. Ðàñ÷åò óïðóãèõ äåôîðìàöèé âûïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ Ge â ïëåíêå èñïîëüçîâàíû àï-
ïðîêñèìèðóþùèå ôîðìóëû è èòåðàöèîííûé àëãîðèòì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ñðàâíèâàþòñÿ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè îöåíêàìè.

Ðåçóëüòàòû âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè:
1) ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå äèñëîêàöèè íåñîîòâåòñòâèÿ â äâóõêîìïîíåíòíîì

óïðóãîì ñëîå SiGe íàõîäèòñÿ íå íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïëåíêà-ïîäëîæêà, à â ãëó-
áèíå ñëîÿ;

2) èç-çà ðàçëè÷èÿ óïðóãèõ ìîäóëåé Ge è Si ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíàÿ ðå-
ëàêñàöèÿ óïðóãîé ýíåðãèè â ïëåíêå;

3) ó÷åò âëèÿíèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïëåíêè íå ïðèâîäèò ê ñóùå-
ñòâåííîìó èçìåíåíèþ óïðóãîé ýíåðãèè îáðàçöà è êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âûñîòû
äèñëîêàöèè.
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Îá èäåíòèôèêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ îðòîòðîïíîé óïðóãîé ïîëîñû

Âàòóëüÿí À. Î.∗,∗∗, Áîãà÷åâ È. Â.∗, ßâðóÿí Î. Â.∗,∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
∗∗Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ

è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À
yavruyan@mail.ru

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñëîèñòûõ ñðåä ñ íåîäíîðîäíûìè ñâîéñòâàìè èñïîëü-
çóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, â áèîìåõàíèêå, ãîðíîé ìåõàíèêå,
ñåéñìîðàçâåäêå, ñòðîèòåëüñòâå, íàíîìåõàíèêå, â ìåõàíèêå ôóíêöèîíàëüíî-ãðà-
äèåíòíûõ è íîâûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíûå ñõå-
ìû ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ âîçìîæíû ëèøü ïðè èñïîëüçîâàíèè
êîñâåííîé èíôîðìàöèè, íàïðèìåð, ïî äàííûì àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ. Ýòî
òðåáóåò ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îáðàòíûõ çàäà÷ è ñîçäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé êî-
ýôôèöèåíòíîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîé îðòîòðîïíîé íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïî-
ëîñû. Íèæíÿÿ ãðàíü ïîëîñû æåñòêî çàùåìëåíà. Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ âîç-
áóæäàþòñÿ íàãðóçêîé, äåéñòâóþùåé íà âåðõíåé ãðàíèöå. Ðåêîíñòðóêöèÿ ôóíê-
öèé, õàðàêòåðèçóþùèõ íåîäíîðîäíûå ñâîéñòâà ïîëîñû, îñóùåñòâëåíà ïî äîïîë-
íèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ïîëÿõ ñìåùåíèé, èçìåðåííûõ íà âåðõíåé ãðàíèöå ïðè
÷àñòîòíîì çîíäèðîâàíèè. Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ðåêîíñòðóêöèè ïîçâîëÿåò ñ òî÷íî-
ñòüþ ïîðÿäêà 3�10% âîññòàíîâèòü äî øåñòè ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ íåîäíî-
ðîäíûå óïðóãèå ñâîéñòâà ïîëîñû. Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñâåäåíà ê ñëåäóþùèì
êëþ÷åâûì ýòàïàì.

1. Ñâåäåíèå èñõîäíîé äâóìåðíîé çàäà÷è ê áîëåå ïðîñòûì îïåðàòîðíûì óðàâ-
íåíèÿì ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïðîäîëüíîé êîîð-
äèíàòå.

2. Ðàçäåëåíèå çàäà÷ îòíîñèòåëüíî âîññòàíàâëèâàåìûõ ôóíêöèé ïóòåì àíàëè-
çà ïîñòðîåííîãî ñïåêòðàëüíîãî ïó÷êà è ñîñòàâëåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìîìåíòîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé.

3. Ïîýòàïíîå ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà îñíîâå èòåðàöèîííûõ ñõåì ñ ïîñëåäóþùèì ñâåäå-
íèåì ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ îòíîñè-
òåëüíî âîññòàíàâëèâàåìûõ ôóíêöèé.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà èñ-
ïîëüçîâàí ìåòîä êîëëîêàöèé îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë
Ñèìïñîíà, äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà � ðå-
ãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ìåòîä ðåãóëÿðèçà-
öèè Òèõîíîâà À. Í. Ðàçðàáîòàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé
êîýôôèöèåíòíîé çàäà÷è, ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ
ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè, ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðåêîí-
ñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ ïîëîñû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 10-01-00194-à, � 12-01-
31501), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿
íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).



25

×èñëåííàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåîäíîðîäíîãî
ñòåðæíÿ

Âàòóëüÿí À. Î.∗,∗∗, Íåñòåðîâ Ñ. À.∗∗

∗Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ
è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À

∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
1079@list.ru

Ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíûõ
òåë ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â ñâÿçè ñ øèðîêèì âíåäðåíèåì â òåõíèêó íåîäíîðîäíûõ
ìàòåðèàëîâ, ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò òî÷íîãî çíàíèÿ
èõ ñâîéñòâ ïîñëå èçãîòîâëåíèÿ. Òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðîä-
íîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ïðî-
ñòûõ ìàêðîýêñïåðèìåíòîâ, ïîýòîìó çàäà÷à èõ îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòñÿ ê êëàññó
êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷.

Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ìîäóëü Þíãà, ïëîòíîñòü, óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü
è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè êîîðäèíàòû. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâå ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è
äëÿ ñòåðæíÿ. Â ïåðâîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå òðàíñ-
ôîðìàíò ïî Ëàïëàñó è íåîáõîäèìî çíàòü òîðöåâóþ òåìïåðàòóðó â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè. Âî âòîðîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â îðèãèíàëàõ è â êà÷å-
ñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè âûñòóïàåò çíà÷åíèå òîðöåâîé òåìïåðàòóðå íà
êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå.

Íà îñíîâå îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåðìî-
óïðóãèõ òåë ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà.

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé âîññòàíàâëèâàëàñü, êîãäà áûë èçâåñòåí çàêîí èçìåíå-
íèÿ äðóãèõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ðàñïàäàëîñü íà ðÿä íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ïî âîññòà-
íîâëåíèþ òîëüêî îäíîãî êîýôôèöèåíòà.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì âîçìóùåíèÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ òåìïå-
ðàòóðû è ñìåùåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñâÿçàííîñòè è ñâåäåíèå çàäà÷è ê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà
â ïðîñòðàíñòâå òðàíñôîðìàíò. Îðèãèíàëû òåìïåðàòóðû è ñìåùåíèé îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íà îñíîâå òåîðèè âû÷åòîâ.

Ðåêîíñòðóêöèÿ êîýôôèöèåíòîâ â îáåèõ ïîñòàíîâêàõ ïðîõîäèò â äâà ýòàïà. Íà
ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâîå ïðèáëèæåíèå â êëàññå ëèíåéíûõ ôóíêöèé.
Íà âòîðîì ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ ïîïðàâêè. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê ñâîäèòñÿ
ê èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîé ðåøàåòñÿ èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà.

Ïðîâåäåíà îöåíêà òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà âðåìåí-
íîãî èíòåðâàëà, à òàêæå ñòåïåíè çàøóìëåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 10-01-00194-à)
è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà
2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Êðîìî÷íûå âîëíû â ïëàñòèíàõ â ñëó÷àå ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé íà òîðöå

Âèëüäå Ì. Â.

Ñàðàòîâ, Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
mv_wilde@mail.ru

Ïîâåðõíîñòíûìè íàçûâàþò âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü ãðàíèöû óï-
ðóãîãî òåëà ëèáî âäîëü ãðàíèöû ðàçäåëà óïðóãèõ ñðåä è ýêñïîíåíöèàëüíî çà-
òóõàþùèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãðàíèöå. Ýíåðãèÿ ýòèõ âîëí ëî-
êàëèçîâàíà ó ïîâåðõíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Â 1885 ã. Äæ. Ðýëåé äîêàçàë, ÷òî
âäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â óñëîâè-
ÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè, ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà. Îñîáûé
èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ïîâåðõíîñòíûé âîëí ñòàë ïðîÿâëÿòüñÿ ÷åòâåðòü âåêà íàçàä,
êîãäà ñòàëî ÿñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå àêóñòè÷åñêèå âîëíû ìîãóò ñòàòü ôèçè÷å-
ñêîé îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ áîëüøîãî êëàññà óñòðîéñòâ àíàëîãîâîé îáðàáîòêè èí-
ôîðìàöèè. Â ÷àñòíîñòè, áûëè îáíàðóæåíû âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü
êðàÿ òîíêîé ïëàñòèíû è çàòóõàþùèå ïðè óäàëåíèè îò íåãî (òàêèå âîëíû èíîãäà
íàçûâàþò êðîìî÷íûìè).

Êàê ïðàâèëî, ïðè èçó÷åíèè ïîâåðõíîñòíûõ è êðîìî÷íûõ âîëí ðàññìàòðèâà-
þòñÿ óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Öåëüþ ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êðîìî÷íûõ âîëí â ïëàñòèíàõ â
ñëó÷àå ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ
ïëàñòèíû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Íà ïåðâîì ýòà-
ïå ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè òðåõìåðíîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ñòàâÿòñÿ ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à
èìåííî �� ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö â îäíîì èç êàñàòåëüíûõ íàïðàâ-
ëåíèé çàïðåùåíî. Ïîëó÷åíî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî ïðè
äàííûõ óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ òðåõìåðíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà ñóùåñòâóåò. Ñêî-
ðîñòü ýòîé âîëíû çàâèñèò îò óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì å¼ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è
íàïðàâëåíèåì çàïðåùåííîãî ïåðåìåùåíèÿ. Äàëåå ýòî ðåøåíèå èñïîëüçîâàíî äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ôîðìû êðîìî÷íîé âîëíû â ïëàñòèíå â ñëó÷àå ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ è íà òîðöå. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàáîòû
ðàññìîòðåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ êðîìî÷íàÿ âîëíà â ïëàñòèíå ñî ñâîáîäíûìè ëè-
öåâûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà òîðöå. Â ýòîì
ñëó÷àå çàäà÷à íå äîïóñêàåò ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â çàìêíóòîé
ôîðìå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî
ìîäàì. Ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè èçó÷àåìîé âîëíû îò âîëíîâîãî
÷èñëà. Ïîêàçàíî, ÷òî îíè êà÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ãðàôèêîâ äëÿ
ñëó÷àÿ ñâîáîäíîãî òîðöà. Â ÷àñòíîñòè, ñ óâåëè÷åíèåì âîëíîâîãî ÷èñëà ñêîðîñòü
ôóíäàìåíòàëüíîé êðîìî÷íîé âîëíû ñòðåìèòñÿ íå ê ñêîðîñòè óãëîâîé âîëíû â
êëèíå, à ê íåêîòîðîé äðóãîé ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ òàêæå îò
ñêîðîñòè âîëíû Ðýëåÿ. Ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè îò
êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò �11-01-00545à).
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Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ êîëüöåâûõ
ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ

Âîðîíêîâà Å. Á., Èãíàòüåâà Ê. À.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
voronkova.eva@math.spbu.ru

Ïðè èññëåäîâàíèè áîëüøèõ ïðîãèáîâ ïîëîãèõ îáîëî÷åê è ïëàñòèí, çàãðóæåí-
íûõ ñèììåòðè÷íîé íàãðóçêîé, ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ îáðàçîâàíèåì ñêëàäîê,
âûçâàííûõ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ. Ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà äëÿ áîëüøèõ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû, çàãðóæåííîé ïîñòîÿííûì äàâëåíè-
åì, Ïàíîâ Ä. Þ. è Ôåîäîñüåâ Â. È. ïîëó÷èëè íåêîòîðîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå íåñèììåòðè÷íûì ôîðìàì ðàâíîâåñèÿ.

Ïîçæå Ìîðîçîâ Í. Ô. îïóáëèêîâàë öèêë ðàáîò, â êîòîðûõ äîêàçûâàëîñü ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèé â çàäà÷àõ î áîëüøèõ ïðîãèáàõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê è ïëàñòèí.
Äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíû, çàãðóæåííîé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé, îí äîêàçàë ñóùå-
ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ïîêàçàë ïîÿâëåíèå
íåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè. Ñòðîãîå äîêà-
çàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè íåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ ïðîâåäåíî Piechocki W. O.

×èñëåííî çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
îò ñèììåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ê íåîñåñèììåòðè÷íîé, äëÿ êðóãëîé ïëàñòè-
íû ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ è íàãðóæåíèÿ áûëè íàéäåíû Cheo L. S.,
Reiss E. L.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè îñåñèì-
ìåòðè÷íîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíîé êîëüöåâîé ïëàñòèíû, ìîäóëü óïðó-
ãîñòè êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè îò öåíòðà ïëàñòèíû ê åå êðàþ. Âíåøíèé
êðàé ïëàñòèíû ïðåäïîëàãàåòñÿ çàêðåïëåííûì îò ïîâîðîòîâ, ïðè ýòîì òî÷êè êðàÿ
ìîãóò ñâîáîäíî ñìåùàòüñÿ â ðàäèàëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, à âíóòðåí-
íèé êðàé ñâîáîäíî ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè ïëàñòèíû, íî íå
ïîâîðà÷èâàåòñÿ.

Ïðîâåäåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé è êîëüöåâîé ïëàñòèí
ïðè èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïëàñòèíû ïî ëèíåéíîìó E = E

(1)
0 (1 + q1r) è

ýêñïîíåíöèàëüíîìó E = E
(2)
0 eq2r çàêîíàì. Ïàðàìåòðû E

(i)
0 è qi, (i = 1, 2) âûáè-

ðàëèñü òàê, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïëàñòèíû Eav îñòàâàëîñü
ïîñòîÿííûì. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìîäóëü óïðóãîñòè ïëàñòèíû óìåíüøàåòñÿ ê åå
êðàþ (q < 0), òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ ïðî-
èñõîäèò ïðè áîëåå íèçêîé íàãðóçêå è ñ îáðàçîâàíèåì áîëüøåãî ÷èñëà ñêëàäîê â
îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, ÷åì äëÿ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû. Ïðè óâåëè÷åíèè ìîäóëÿ
óïðóãîñòè êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà âîçðàñòàëà (q > 0). Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñå-
ìèììåòðè÷íûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ ëîêàëèçîâàíà âáëèçè âíåøíåãî êðàÿ ïëàñòèíû
è ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì â îêðåñòíîñòè âíåøíåãî êðàÿ ñæèìàþùèõ îêðóæíûõ
óñèëèé. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèå íà êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó ñâîéñòâ ïëàñòè-
íû â îêðåñòíîñòè âíåøíåãî êðàÿ. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ ôîðì
ðàâíîâåñèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèóñà öåíòðàëüíîãî îòâåðñòèÿ ïðîèñõîäèò ñ îáðà-
çîâàíèåì ìåíüøåãî ÷èñëà ñêëàäîê â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè.
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Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ êðîâè â ñîñóäàõ ñî ñòåíîçîì

Ãàëèíãåð Í. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
devitor@mail.ru

Èçó÷åíî òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ýëàñòè÷íîé
òðóáêå ïðè íàëè÷èè ñóæåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî äâèæåíèå êðîâè â ñîñóäå ïðè íà-
ëè÷èè ñòåíîçà. Ñäåëàíû ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

• ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü îäíîðîäíàÿ, âÿçêàÿ, íåñæèìàåìàÿ;
• ïëîòíîñòü ñòåíêè òðóáêè ïîñòîÿííà, äåôîðìàöèÿ òðóáêè õàðàêòåðèçóåòñÿ
èçìåíåíèåì å¼ ðàäèóñà, ðàäèóñ òðóáêè çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè;
• äåôîðìàöèè ñòåíêè òðóáêè è å¼ òîëùèíà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì,
à õàðàêòåðíûå äëèíû âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ìíîãî áîëüøå ðàâíîâåñíîãî ðà-
äèóñà;
• äàâëåíèå æèäêîñòè â ïîòîêå îäèíàêîâî ïî âñåìó ñå÷åíèþ òðóáêè è çàâèñèò
îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè.

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðåäïîëàãàëîñü îãðàíè÷èòüñÿ àíàëèçîì íåëèíåéíûõ âîëí
â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè è ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Òàêîå ïðè-
áëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ñðåäíèõ è êðóïíûõ àðòåðèé.

Íà îñíîâå îäíîìåðíîé òåîðèè äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè â òðóáêå ñ ïåðå-
ìåííûì ðàäèóñîì (ñî ñòåíîçîì) áûëî ñìîäåëèðîâàíî ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ëèíå-
àðèçîâàííîé ïîñòàíîâêå. Â ðàìêàõ òàêîãî äîïóùåíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äàâ-
ëåíèå æèäêîñòè â òðóáêå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî âîçìóùåíèÿì ðàäèóñà ñòåí-
êè òðóáêè. Ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå äâóõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íàé-
äåíî ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ èäåé ïðîåêöèîííîãî ìå-
òîäà Ãàëåðêèíà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû, à âòîðàÿ- òîëüêî îò
âðåìåíè. Ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî äëèíå òðóáêè áûëà ïîñòðîåíà çàäà÷à Êîøè äëÿ
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðîàíàëèçèðî-
âàíî èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñîñóäàõ è âîçìóùåíèÿ ðàäèóñà
ñòåíêè ñîñóäà ïðè ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ ñòåíîçà, ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà-
ôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè. Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ñòåíîç ñîñóäà îòñóò-
ñòâóåò. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîôèëü ñêîðîñòè â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé îäíîìåðíîé
ìîäåëè îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì ïî âñåé äëèíå ñîñóäà, çà èñêëþ÷åíèåì
îêðåñòíîñòè òî÷êè, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ïèê ñòåíîçà, íà ïèêå ñòåíîçà íàáëþ-
äàåòñÿ ðåçêîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ãðàôèêà ñêîðîñòè. Âûÿâëåíà
ñâÿçü: ÷åì ñèëüíåå âûðàæåí ñòåíîç êðîâåíîñíîãî ñîñóäà, òåì áîëüøå ïåðèîä êî-
ëåáàíèé è ìåíüøå àìïëèòóäà êîëåáàíèé âîçìóùåíèÿ ðàäèóñà ñòåíêè.
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Àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå â çàäà÷å î äèíàìè÷åñêîì ñæàòèè
òîíêîãî ïëàñòè÷åñêîãî ñëîÿ

Ãåîðãèåâñêèé Ä. Â.

Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
georgiev@mech.math.msu.su

Ïðè îñóùåñòâëåíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îáðàáîòêè òîíêèõ ñëî¼â äàâ-
ëåíèåì, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðåññîâàíèè ñëî¼â ñáëèæàþùèìèñÿ ïîâåðõíîñòÿìè
íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ñòàäèè ïðîöåññà, êîãäà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ êâàçè-
ñòàòè÷åñêèì ðàñ÷¼òîì, à êîãäà íåîáõîäèì ó÷¼ò èíåðöèîííûõ ýôôåêòîâ. Ýòè ñòà-
äèè íà ðàçíûõ âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ ìîãóò ïðîòåêàòü ïðè îäíîé è òîé æå ñêî-
ðîñòè ñáëèæåíèÿ ïðåññóþùèõ ïîâåðõíîñòåé.

Äèíàìè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñæàòèè òîíêîãî èäåàëüíîæ¼ñòêîïëàñòè-
÷åñêîãî ñëîÿ àáñîëþòíî æ¼ñòêèìè ïëèòàìè, äâèæóùèìèñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêî-
ðîñòÿìè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, âêëþ÷àåò äâà õàðàêòåðíûõ áåçðàçìåðíûõ ïàðà-
ìåòðà. Îäèí èç íèõ � ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð α, ðàâíûé îòíîøåíèþ
òîëùèíû ñëîÿ 2h(t) ê åãî äëèíå 2l(t) � ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè, ïðè÷¼ì ñî
âðåìåíåì ðàñò¼ò ïîðÿäîê åãî ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîìó áåçðàçìåðíîìó
ïàðàìåòðó � íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè âåëè÷èíå, ðàâíîé îáðàòíîìó ÷èñëó Ýéëåðà
(Eu = τs/(ρV

2) � ÷èñëî Ýéëåðà � îäèí èç êëþ÷åâûõ áåçðàçìåðíûõ êðèòåðèåâ
â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÌÑÑ; τs è ρ � ïðåäåë òåêó÷åñòè è ïëîòíîñòü ñðåäû;
2V � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ). Ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåòñÿ òàêæå ìíî-
ãî ìåíüøåé åäèíèöû: Eu−1 � 1.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, ò. å. íà ðàçëè÷íûõ âðå-
ìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ, îïðåäåëÿåìûõ ïîêàçàòåëåì β:

Eu
−1 = O(αβ(t)) ⇐⇒ t∗ − t ∼

1

Eu
1/(2β)

√
h(0)l(0)

V
, β > 0,

ãäå t∗ = h(0)/V � ìîìåíò ñõëîïûâàíèÿ ïëèò, ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû àñèìïòî-
òè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòðîÿòñÿ ðåøåíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèé ïî öåëûì ñòå-
ïåíÿì α. Ïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ ñëó÷àè β = 2 è β = 1. Îáîñíîâûâàåòñÿ ïðàâî-
ìåðíîñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ â äàííîé ôîðìå. Ïîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ãëàäêîé
ñøèâêè ïî âðåìåíè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîïðàâêà â âû-
ðàæåíèè äëÿ äàâëåíèÿ, âûçâàííàÿ èíåðöèîííûìè ñëàãàåìûìè, ñòàíîâèòñÿ òîãî
æå ïîðÿäêà, ÷òî è ñëàãàåìûõ, ó÷àñòâóþùèõ â êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè Ïðàíäòëÿ
êâàçèñòàòè÷åñêîé çàäà÷è. Ïîäòâåðæäàåòñÿ èçâåñòíûé ôàêò, óòâåðæäàþùèé, ÷òî
íà äèíàìè÷åñêîé ñòàäèè äàâëåíèå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû âäîëü äëèíû ñëîÿ íå
ëèíåéíî, êàê â çàäà÷å Ïðàíäòëÿ, à êâàäðàòè÷íî. Íàëè÷èå ãëàâíîãî êâàäðàòè÷-
íîãî ñëàãàåìîãî óâåëè÷èâàåò ñóììàðíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ ñî ñòîðîíû ñëîÿ íà
ñáëèæàþùèåñÿ æ¼ñòêèå ïëèòû.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (12-01-00020à, 11-01-00181à, 12-01-00789à).
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Ãîâîðóõèí Â. Í.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
vgov@math.rsu.ru

Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷
ãèäðîäèíàìèêè è ìàññîïåðåíîñà â æèäêîñòè. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî àíàëèçà òàêèõ
çàäà÷ íåîáõîäèìû ýôôåêòèâíûå è êîððåêòíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé
æèäêèõ ÷àñòèö, ïîðîæäàåìûõ ïîëåì ñêîðîñòè â îáëàñòè òå÷åíèÿ. Ñêîðîñòè æèä-
êîñòè ìîãóò áûòü èçâåñòíû, èëè âû÷èñëÿòüñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå, íî â
ëþáîì ñëó÷àå, ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ÷àñòèö
æèäêîñòè äîëæíû ñîõðàíÿòü ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷. Êðîìå òîãî, ïî-
äîáíûå ïðîöåäóðû ëåæàò â îñíîâå àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ
áåññåòî÷íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà òå÷åíèé æèäêîñòè.

Äëÿ âûáîðà íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ÷àñòî íå äîñòàòî÷íî òåîðåòè÷å-
ñêèõ îöåíîê, è òðåáóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èõ èçó÷åíèå. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ
âëèÿíèå âûáîðà ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äè-
íàìèêè ÷àñòèö èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ýòî îäíà èç
íàèáîëåå ñëîæíûõ çàäà÷ äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. ×òîáû èçáåãíóòü âëèÿíèÿ
îøèáîê ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðåøàåòñÿ íå
èñõîäíàÿ çàäà÷â â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îäíèì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, à èñïîëü-
çþòñÿ èçâåñòíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà: ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ â
ïðÿìîóãîëüíèêå, âèõðü Ðýíêèíà è äèïîëü Ëàìáà. Ðàññìîòðåíû ìíîãîøàãîâûå
è îäíîøàãîâûå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ðàíåå ïðè ðåøåíèè òàêîãî êëàñ-
ñà çàäà÷. Ýòî ÿâíûå, ÿâíî-íåÿâíûå îäíîøàãîâûå è ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû, ÷àñòü
èç êîòîðûõ áëèçêè ê ñèìïëåêòè÷åñêèì. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè
ìåòîäîâ ïðèíèìàåòñÿ ñîõðàíåíèå èçâåñòíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè ðåøåíèè íà
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ ïðè îäèíàêîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ðÿä âûâîäîâ è ðåêîìåíäàöèé.

• Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö âàæíûì îêàçûâà-
åòñÿ ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ áëèçêèõ ê ñèì-
ïëåêòè÷åñêèì, òî÷íåå ìåòîäîâ, ñîõðàíÿþùèõ ýòîò èíâàðèàíò, ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü äîñòîâåðíûå âû÷èñëåíèÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.
• Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïîçâîëÿåò ñîêðà-
òèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íî-
ñòüþ è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåííûõ ïðîìåæóòêîâ.
• Äëÿ ðàñ÷åòîâ äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ìîæíî ðåêî-
ìåíäîâàòü ïñåâäîñèìïëåêòè÷åñêèé ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ðåøå-
íèÿ è øåñòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè óñëîâèÿ ñèìïëåêòè÷íîñòè, êîòîðûé ïîêà-
çàë íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, íî ïîëó÷åííûå âûâîäû
ìîãóò áûòü ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ çàäà÷ äèíàìèêè æèäêîñòè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 11-01-00708).
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Âîëíîâàÿ äèíàìèêà è ðåçîíàíñíûå ýôôåêòû â ïîâðåæäåííûõ
ñëîèñòûõ ôîíîííûõ êðèñòàëëàõ

Ãîëóá Ì. Â.

Êðàñíîäàð, Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
m_golub@inbox.ru

Ìàòåðèàëû ñ èñêóññòâåííî ñîçäàííîé âíóòðåííåé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé èëè
ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷àþò âñå áîëüøåå ïðàêòè÷å-
ñêîå ïðèìåíåíèå. Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ èñêóññòâåííûõ êîìïîçèòîâ, èìåþùèõ ñóùåñòâåííóþ
çíà÷èìîñòü â çàäà÷àõ âèáðîãàøåíèÿ è âèáðîôîêóñèðîâêè, óâåëè÷åíèÿ ïðî÷íî-
ñòè êîíñòðóêöèé, ïðè ñîçäàíèè àêòóàòîðîâ, ôèëüòðîâ è â äðóãèõ ïðèëîæåíè-
ÿõ. Íàïðèìåð, äëÿ ãàøåíèÿ øóìà îò àâòîìîáèëåé âäîëü òðàññ óñòàíàâëèâàþòñÿ
îãðàæäåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè îòâåðñòèÿìè, ðàçìåð è ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè ïîäáèðàåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè óðîâíÿ øóìà. Äëÿ óïðóãèõ
êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé èëè ñèñòåìîé íåîäíîðîä-
íîñòåé, ïî àíàëîãèè ñ íàçâàíèåì ¾ôîòîííûå êðèñòàëëû¿ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí
¾ôîíîííûå êðèñòàëëû¿. Âîëíîâûå ÿâëåíèÿ â ôîíîííûõ êðèñòàëëàõ ñõîæè ñ íà-
áëþäàåìûìè â ôîòîííûõ êðèñòàëëàõ (çäåñü òàêæå èìåþòñÿ çàïðåùåííûå è ðàç-
ðåøåííûå çîíû), íî çà÷àñòóþ áîëåå ñëîæíû äëÿ àíàëèçà èç-çà áîëüøåãî êîëè-
÷åñòâà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â óïðóãîé ñðåäå âîëí.

Íàëè÷èå íåîäíîðîäíîñòåé â ôîíîííûõ êðèñòàëëàõ ìîãóò ìåíÿòü ïîëîæåíèå
çàïðåùåííûõ çîí èëè ïðèâîäèòü ê äîïîëíèòåëüíîìó çàòóõàíèþ ñèãíàëà, òåì
ñàìûì ìåíÿÿ ôèëüòðàöèîííûå ñâîéñòâà êðèñòàëëà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêîì ìíîãîñëîéíîì óïðóãîì êîìïî-
çèòå ñ îäèíî÷íûìè îòñëîåíèÿìè èëè ïîâðåæäåííûìè ñëîÿìè. Ïîëíîå âîëíîâîå
ïîëå â ïîâðåæäåííîé ñòðóêòóðå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðàññåÿííîãî äå-
ôåêòîì ïîëÿ è ïîëÿ â êîìïîçèòå áåç äåôåêòà. Äëÿ îïèñàíèÿ îäèíî÷íîãî äåôåêòà
èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëüíûé ïîäõîä, ïðè ýòîì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
ðàññåÿííîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèìâîë ìàòðèöû Ãðèíà ñòðóêòóðû è ñêà÷îê
ñìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâðåæäåííîãî èíòåðôåé-
ñà èñïîëüçóþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà: ïåðèîäè÷åñêèé íàáîð òðåùèí è
ïðóæèííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Èçó÷àþòñÿ îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêîì êîì-
ïîçèòå ñ òðåùèíîé, îòäåëüíî àíàëèçèðóþòñÿ ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ. Îáíàðóæåíî
äâà òèïà ðåçîíàíñîâ äëÿ îäèíî÷íûõ òðåùèí ñ ñóùåñòâåííî ðàçíîé ñòåïåíüþ ëî-
êàëèçàöèè âîëíîâîãî ïðîöåññà. Áîëåå ¾ñèëüíûé¿ ðåçîíàíñ ñîïðîâîæäàåòñÿ çà-
õâàòîì ýíåðãèè è ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçâèòèþ òðåùèíû, òîãäà êàê âòîðîé òèï
ðåçîíàíñîâ ìåíåå îïàñåí. Íàëè÷èå ðàñïðåäåëåííûõ äåôåêòîâ èëè ïîâðåæäåííûõ
ñëîåâ â èäåàëüíîé ôîíîííîé ðåø¼òêå, î÷åâèäíî, èçìåíÿåò çàïðåùåííûå è ðàçðå-
øåííûå çîíû. Ïðèâîäÿòñÿ õàðàêòåðíûå ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè êîëåáàíèÿõ
ïîâðåæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå
êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû � 2012-1.2.2-12-000-1002-039.
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Âîçíèêíîâåíèå âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ â çàäà÷å âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè
Ìàðàíãîíè

Ãîí÷àðåíêî À. À., Ïðîçîðîâ Î. À.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
oaprozorov@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå
âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîì òâåðäîé ñòåíêîé è ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòüþ, íà êîòîðîé äåéñòâóåò ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì
σ = σ0 − σT (T − T0). Ñëîé ñîâåðøàåò ïîñòóïàòåëüíûå âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáà-
íèÿ.

Â ðàáîòå [ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèá-
ðàöèè íà âîçíèêíîâåíèå êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè
// ÏÌÌ. � 2002. � Ò. 6. � Âûï. 4. � C. 573�583 ] ïðîâåäåíà ïðîöåäóðà îñðåä-
íåíèÿ äëÿ ñëîÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ
ïîëó÷åííàÿ ðàíåå ìîäåëü íåäåôîðìèðóåìîé â ñðåäíåì ñâîáîäíîé ãðàíèöû: âëè-
ÿíèå âèáðàöèè â îñðåäíåííîé ñèñòåìå ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî â ìàññîâîé ñèëå è íå
ó÷èòûâàåòñÿ â êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå âèáðàöèîííîãî ïàðàìåòðà r2 = Ma2/µ, ãäå Ma � ÷èñëî
Ìàðàíãîíè (ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû), µ � âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð. Â ðàñ÷åòàõ
÷èñëî Ìàðàíãîíè ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, èçìåíÿåòñÿ ëèøü âèáðàöèîííûé
ïàðàìåòð � àìïëèòóäà âèáðàöèé.

Ðàñ÷åò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îñóùåñòâëåí ïóòåì ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è,
êîòîðàÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì µ áûëà èññëåäîâàíà ðàíåå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ
è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè,
ïðåäñòàâëåííûìè â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ. Ðåøåíà ëèíåéíàÿ çàäà÷à, ïîñòðîåíà
çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà àìïëèòóäû âèáðàöèè îò âîëíîâîãî ÷èñëà
ïðè ôèêñèðîâàííîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû. Íåéòðàëüíûå êðèâûå ýòîé çàäà÷è
èìåþò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, íàïðèìåð, âîçìîæíî ïîÿâëåíèå íåñêîëüêèõ òî÷åê
ìèíèìóìà.

Â ðàáîòå òàê æå èññëåäîâàíà òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåéòðàëüíîé êðè-
âîé. Ñðåäñòâàìè ñëàáî-íåëèíåéíîãî àíàëèçà ïîñòðîåíû àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå ïî ôîðìå ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó. Äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ÷èñëà Ìàðàíãîíè íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäû âòîðè÷íîãî ðå-
æèìà. Ïîñòðîåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ âèáðàöèîííîé ñêîðîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ è àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà íåé-
òðàëüíîé êðèâîé ïîñòðîåíî àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷åíî, ÷òî â øèðîêîì
äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîå ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãèíçáóð-
ãà�Ëàíäàó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (12-01-00582-à).
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Çàäà÷à Êîøè â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷

Ãóêàñÿí Ë. Ñ.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
luska-90@list.ru

Êîýôôèöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå è ìîäåëèðîâàíèè � èíòåí-
ñèâíî ðàçâèâàþùèéñÿ ðàçäåë âû÷èñëèòåëüíîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìåõàíèêè,
êîòîðûé ñîñòàâëÿåò îäèí èç âàæíåéøèõ êëàññîâ îáðàòíûõ çàäà÷. Îñîáåííîñòüþ
êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èõ íåëèíåéíîñòü è íåêîððåêòíîñòü,
÷òî òðåáóåò ðàçðàáîòêè íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ïðè èõ ÷èñëåííîì ðåøåíèè.

Íàèáîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü äëÿ îïåðàòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â ïîñëåäíåå
âðåìÿ ïðèîáðåëè äâå ïîñòàíîâêè. Â ïåðâîé èç íèõ çàäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ î ðåøåíèè íà ãðàíèöå, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëîæíûì íåëèíåéíûì ïðîáëå-
ìàì, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ ëèøü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ èòåðàöèîííûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñõåì. Âòîðàÿ ïîñòàíîâêà áîëåå ïðîñòà è òðåáóåò çíàíèÿ õàðàêòåðèñòèê
ïîëåé âíóòðè îáëàñòè â íåêîòîðîì íàáîðå òî÷åê. Îáðàòíàÿ çàäà÷à â ýòîì ñëó-
÷àå ëèíåéíà è ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â òî æå âðåìÿ ðàçðàáîòêà âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñõåì äëÿ òàêîé ïîñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé è ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèé.

Îäíèì èç íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûõ è ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè, ïîëó÷èâøèõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå äëÿ ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, êîòî-
ðûé èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè S ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé l = l1
⋃
l2 ðàññìîòðåíà

êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè

(µu,k),k + ρω2u = 0,

ãäå µ � ïåðåìåííûé ìîäóëü ñäâèãà, ρ � ïëîòíîñòü. ×àñòü ãðàíèöû l1 çàùåìëåíà,
íà l2 äåéñòâóåò íàãðóçêà. Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

u|l1 = 0, µ
∂u

∂n

∣∣∣∣
l2

= p.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè µ ïî èçâåñòíîé (èçìåðåí-
íîé) èíôîðìàöèè î ôóíêöèè u, âîçìîæíî çàäàííîé íà íåêîòîðîé ñåòêå. Ñ ôîð-
ìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ òàêàÿ çàäà÷à ïðèâîäèò ê çàäà÷å Êîøè äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ îáëàñòè â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà ïî âîññòàíîâëåíèþ ðàçëè÷-
íûõ âèäîâ íåîäíîðîäíîñòåé.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Âàòóëüÿíó À. Î. çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ëèíåéíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ âûðîæäåíèåì. Âûñîêî÷àñòîòíàÿ
àñèìïòîòèêà

Ãóñà÷åíêî Â. Â.∗, Èëüè÷åâà Å. À.∗, Ëåâåíøòàì Â. Á.∗,∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
∗∗Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ

è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À
vleven@math.rsu.ru

Ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìíîãèõ ïðîöåññîâ â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä
ñëóæàò ïàðàáîëè÷åñêèå çàäà÷è. Äîêëàä ïîñâÿùåí àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó îä-
íîãî êëàññà òàêèõ çàäà÷.

Â öèëèíäðå Q = Ω× R ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì ω î êëàñ-
ñè÷åñêèõ 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè t ðåøåíèÿõ ñèñòåìû

∂u(x, t)

∂t
=
(
L0 +

1

ω
L1

)
u(x, t) +

∑
1≤|k|≤m

(
Mku(x, t) + dk(x)

)
eikωt + d0(x), (1)

u(x, t)|Γ = 0. (2)

Çäåñü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Rn, n ∈ N , ñ ãðàíèöåé ∂Ω; Γ = ∂Ω×R; L0 è L1 �
äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì L0 � ýëëèïòè÷åñêîå,
à Mk � ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì L0 è ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì (2) ñâÿæåì îáû÷íûì îáðàçîì äåéñòâóþùèé â L2(Ω) ýëëèïòè÷åñêèé
îïåðàòîð A . Ïóñòü λ = 0 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A, êîòîðîìó îòâå÷àåò
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ a0(x). Ïóñòü

Mu(x) ≡ L1u(x) +
∑

1≤|k|≤m

M−kMku(x)

ik
,

Nu ≡ −
∑

1≤|k|≤m

MkL0

k2

(
M−ku

)
−

∑
1≤|k|,|l|,|s|≤m,
k+l+s=0

MkMlMsu

s(s+ l)
,

è îïåðàòîðû B è C äåéñòâóþò â L2(Ω) ïî ïðàâèëàì Bv = Mv, Cv = Nv,
v ∈ D(B) = D(C) = D(A). Ðàññìîòðèì ñëó÷àè: 1) óðàâíåíèå Av = −Ba0 íå
ðàçðåøèìî; 2) óðàâíåíèå Av = −Ba0 ðàçðåøèìî, íî Av = −Ba1 −Ca0 íå ðàçðå-
øèìî.

Â êàæäîì èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîñòðîåíû ïîëíûå àñèìïòîòèêè 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ïî
âðåìåíè t ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (� 12-01-00402-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷-
íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ (� 14.A18.21.0356
è � 2012-1.2.1-12-000-1001-035 â ÈÊÑ).
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Âðàùàòåëüíûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçåðâóàðà ñ óïðóãèìè
îñíîâàíèÿìè, çàïîëíåííîãî èäåàëüíîé æèäêîñòüþ

Äèäîê Í. Ê.

Äîíåöê, Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò
nick_di@rambler.ru

Ðàññìîòðåíà ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òâ¼ðäîãî òåëà ñ ðåçåðâóà-
ðîì, ñîäåðæàùèì òÿæåëóþ èäåàëüíóþ íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü. Ðåçåðâóàð ÿâëÿ-
åòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ àáñîëþòíî
æåñòêîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è îñíîâàíèÿìè â âèäå óïðóãèõ èçîòðîïíûõ ïëà-
ñòèí, æ¼ñòêî çàùåìëåííûõ ïî êîíòóðó è ïîäâåðæåííûõ ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèÿì
â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.

Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ìàëûõ âðàùàòåëüíûõ êî-
ëåáàíèÿõ îïèñàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Íà îñíîâàíèè ìîäàëüíîãî àíàëèçà
âûâåäåíà ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñû-
âàþùèõ äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæå-
íèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôîðì ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèé æèäêîñòè è óïðóãèõ ïëàñòèí,
âûâåäåíî è èññëåäîâàíî óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷àñòîòíûé ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ íàáîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êîëåáàíèÿì âåðõíåãî è íèæíåãî îñíîâàíèé: ïðè èçìåíåíèè ìåõàíè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ îäíîé èç ïëàñòèí ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ÷àñòîòû ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî íàáîðà.

Ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ñîáñòâåííûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëüøåé òðóäíîñòüþ, âîçíèêàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ òðåáóåòñÿ çíàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé
âñïîìîãàòåëüíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî
òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü íàéäåíà â ÿâíîì âèäå òîëüêî äëÿ ïîëîñòåé êàíîíè÷å-
ñêèõ ôîðì. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ ôîðì â ðàáîòå ïðîâåäåíî äëÿ
öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ñ êðóãîâûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì.

Ïîëó÷åíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, âûðàæåíèå
äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî ìîìåíòà èíåðöèè æèäêîñòè è óðàâíåíèå ÷àñòîò âðàùàòåëü-
íûõ êîëåáàíèé.

Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ ãðàôî-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì
ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàííîé ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Èññëåäîâàíû ñòðóêòóðà ñïåêòðà, ïðèñîåäèí¼ííûé ìîìåíò èíåðöèè æèäêîñòè
è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òâ¼ðäîãî òåëà. Ïðîâåäåíû ïî-
äðîáíûå ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ îäíîãî îòñåêà â âèäå ïðÿìîãî êðóãîâîãî
öèëèíäðà ñ óïðóãèìè îñíîâàíèÿìè.

Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâà-
íèé ÷àñòîòíûõ óðàâíåíèé, ñîáñòâåííûõ ôîðì, óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëè-
çàöèè.
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Ïëîñêèå êîëåáàíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ

Äóäàðåâ Â. Â.

Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ
è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
dudarev_vv@mail.ru

Íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò â òåëå ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê
íàçûâàþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ýòè íàïðÿæåíèÿ òàê æå
èìåþò íàçâàíèÿ îñòàòî÷íûå èëè òåõíîëîãè÷åñêèå, ïîñêîëüêó îíè îáû÷íî âîçíè-
êàþò â õîäå ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îïåðàöèé. Ïðè ýòîì ñòîèò îòìåòèòü,
÷òî íàèáîëüøàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïîäîáíûõ íàïðÿæåíèé íàáëþäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè
ðàçëè÷íûõ äåôåêòîâ òèïà ïîëîñòåé, òðåùèí, âêëþ÷åíèé è ò. ï. Íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü èìååòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ äèàãíîñòèêè òàêîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà: ðàçðóøà-
þùèå, ïîëóðàçðóøàþùèå è íåðàçðóøàþùèå. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ
è óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ íåðàçðóøàþùåé äèàãíîñòèêè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä àêóñòè-
÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ. Â åãî îñíîâå ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî èçìåíåíèå
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà âåäåò ê èçìåíåíèþ åãî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿ-
æåííîãî óïðóãîãî òåëà. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à
î ïëîñêèõ êîëåáàíèÿõ àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîãî ïðåäâà-
ðèòåëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Îñíîâàíèå ñëîÿ ñ÷èòàåòñÿ æåñòêî çàêðåï-
ëåííûì, êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé íà âåðõíåé ãðàíèöå.
Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïîëÿ ïåðåìåùåíèÿ ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåäåíî ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-
ìà 2-ãî ðîäà, ïîñòðîåííûõ äëÿ òðàíñôîðìàíò êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé. Ðåøåíèå
ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèé ñ
èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé èëè Ñèìïñîíà. Èññëåäîâàíî
âëèÿíèå óðîâíÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàê-
òåðèñòèêè ñëîÿ. Ñôîðìóëèðîâàíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè çàêîíîâ èç-
ìåíåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ýòîò ïîäõîä îñ-
íîâàí íà ñî÷åòàíèè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è è íàõîæäåíèè íà êàæäîé èòåðà-
öèè ïîïðàâîê íà îñíîâå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðî-
äà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà ñôîðìóëèðîâàíî íåîáõîäèìîå óðàâíåíèå, ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå êîòîðîãî ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè
À. Í. Òèõîíîâà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Î. Âàòó-
ëüÿíó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå ðåêîìåíäàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (10-01-00194, 12-01-31501) è ÔÖÏ
¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013
ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Î êîëåáàíèÿõ íàíîðàçìåðíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì
ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ

Åðåìååâ Â. À.∗,∗∗, Íàñåäêèí À. Â.∗∗

∗Ãåðìàíèÿ, Ìàãäåáóðã, Îòòî ôîí Ãåðèêå óíèâåðñèòåò Ìàãäåáóðãà
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

nasedkin@math.sfedu.ru

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
(ýëåêòðîóïðóãèõ) òåë îãðàíè÷åííûõ ðàçìåðîâ ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿ-
æåíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò,
ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿåò îïèñàòü íàáëþäàåìûå äëÿ íàíîìà-
òåðèàëîâ ýôôåêòû óâåëè÷åíèÿ æåñòêîñòè ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ. Àíàëîãè÷-
íî óïðóãèì òåëàì çäåñü ïðè àíàëèçå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíîðàçìåðíûõ ñðåä
â ìîäåëü ââîäÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ è ðàñïðåäåëåííûå ýëåêòðè÷åñêèå
çàðÿäû ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðóãèõ ìåì-
áðàí è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê.

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà îãðà-
íè÷åííûõ ðàçìåðîâ ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ óñòàíàâëèâàþòñÿ êîìáè-
íàöèåé ïîäõîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë è äëÿ óïðó-
ãèõ òåë ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè.

Äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèÿõ îãðàíè÷åííûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýô-
ôåêòàìè èìååò äèñêðåòíûé âåùåñòâåííûé ñïåêòð, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè îáðàçóþò ñèñòåìó, îðòîãîíàëüíóþ è ïîëíóþ â L2 è â ýíåðãåòè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèíèìàêñíîãî ïðèíöèïà Êóðàíòà�Ôèøåðà
óñòàíîâëåíû òåîðåìû îá èçìåíåíèÿõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè ó÷åòå ïîâåðõ-
íîñòíûõ ýôôåêòîâ è ïðè èçìåíåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ìàòåðèàëüíûõ êîí-
ñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè. Ïîêàçàíî,
÷òî ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, à ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ � ê èõ óìåíüøåíèþ. Òàêæå óñòàíîâëåíî,
÷òî îäíîòèïíûå èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
èëè ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîïîëîæíûì èçìåíåíèÿì
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Îáñóæäàþòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ïîäõîäû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷à-
ñòîò, ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ è àíòèðåçîíàíñîâ íàíîðàçìåðíûõ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ. Äàíû ðàçðåøàþùèå
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñèñòåìû äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ íàíîðàçìåðíûõ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ çà-
ðÿäîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ ìîäåëüíûõ çàäà÷,
èëëþñòðèðóþùèå íåêîòîðûå èç îòìå÷åííûõ òåíäåíöèé èçìåíåíèÿ ÷àñòîò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 12-
01-00829).
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Óïðóãîå ñîñòîÿíèå òðàíñòðîïíîãî ñëîÿ, îñëàáëåííîãî
öèëèíäðè÷åñêèìè ïîëîñòÿìè

Åðæàêîâ Ã. Â., Øàëäûðâàí Â. À.

Óêðàèíà, Äîíåöê, Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò
v.shaldirvan@donnu.edu.ua

Èçëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé òðåõìåðíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãî-
ñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûé ìíîãîñâÿçíûé óïðóãèé ñëîé ïðè ñèì-
ìåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè äåôîðìàöèè. Ñëîé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìàòåðèàë êëàññà òðàíñòðîïíûõ (òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõ), ó êîòîðîãî
óïðóãèå ìîäóëè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

b1 =
G/Gz − νzE/Ez

1− ν
> 0, b2

1 − b2 =

(
G/Gz − νzE/Ez

1− ν

)2

− E

Ez

1− ν2
zE/Ez

1− ν2
< 0.

Åãî ãðàíè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâîáîäíûìè îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, à ïîâåðõ-
íîñòè ïîëîñòè Ωj, j = 1..s, íàãðóæåíû íåðàâíîìåðíûìè íàãðóçêàìè. Çàäà÷è äëÿ
ìíîãîñâÿçíûõ òðàíñòðîïíûõ òåë íå ðàññìàòðèâàëèñü. Áîëåå òîãî, â ìîíîãðàôèè
H. Ding, W. Chen, L. Zhang, ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåííîé ðàññìîòðåíèþ òðàíñâåð-
ñàëüíî èçîòðîïíûõ òåë, ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå îäíîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è ïðè
¾ñìÿã÷åííûõ¿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöå. Îáùåå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïëîñêîãî âàðèàíòà òåîðåìû Ãåëüìãîëüöà èùåòñÿ â âèäå

u (r) =
∞∑
k=1

pk(z)
∂Φk

∂y
+
∞∑
p=1

np(z)
∂Ψp

∂x
− ∂1

[
F + λ2µ8

(
1

3
− z2

)
D2F − Φ∗0

]
,

v (r) = −
∞∑
k=1

pk(z)
∂Φk

∂x
+
∞∑
p=1

np(z)
∂Ψp

∂y
− ∂2

[
F + λ2µ8

(
1

3
− z2

)
D2F + Φ∗0

]
,

w (r) =
∞∑
p=1

qp(z)Ψp (x, y)− 2λµ8z D
2F.

Óäîâëåòâîðåíèå åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê ôóíêöèîíàëü-
íîé ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîëîñòåé:

φ(tj)+ tjφ′(tj)+ψ(tj)+Λ1Ωj (Φ0,Ψp) =
f

(j)
1,0

2
,− 8λ2µ8

(δms0)2φ
′′(tj)+Λ1Ωj (Φm,Ψp) =

f
(j)
1,m

2
,

Λ2Ωj (Φm,Ψp) = f
(j)
2,m,Φ0 = 0, (m = 1, 2, ..., j = 1..s)

Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè è ìåòà-
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé áåðóòñÿ â âèäå

φ(ζ)
ψ(ζ)

=
s∑
q=1

∞∑
n=0

aqn
bqn

(
Rq

ζ − ζq

)n
,Ψp =

s∑
q=1

∞∑
n=−∞

cpqnKn(γ∗prq)e
inθq ,

Φp =
s∑
q=1

∞∑
n=−∞

bpqnKn(δ∗prq)e
inθq

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè èññëåäóåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â ñëîå ñ äâó-
ìÿ îäèíàêîâûìè îäèíàêîâî íàãðóæåííûìè ïîëîñòÿìè.
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Àâòîìàòèçèðîâàííûé àíàëèç äâóìåðíûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè
óïðóãîñòè

Æåðåáêî À. È.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
emporioarmani.89@mail.ru

Ñîâðåìåííûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ áèîìåäèöèíñêîé èíæåíåðèè âûäâèãàåò äî-
ñòàòî÷íî æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì â ýòîé îáëàñòè. Îäíèì
èç òàêèõ òðåáîâàíèé ê ìîäåëÿì, èçó÷àåìûõ ìåòîäàìè ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðå-
äû, âñå ÷àùå ñòàíîâèòñÿ ó÷åò íåëèíåéíîñòè. Â îñîáåííîñòè ýòî àêòóàëüíî äëÿ
ìîäåëåé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ìÿãêèõ áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé,
êîòîðûå è â óñëîâèÿõ ñâîåãî åñòåñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, è â ïðîöåññå íåêî-
òîðûõ îïåðàòèâíûõ âìåøàòåëüñòâ ïîäâåðãàþòñÿ áîëüøèì äåôîðìàöèÿì. Â ýòîé
ñâÿçè íà ïåðåäíèé ïëàí âûõîäèò ïðîáëåìà âûáîðà ñàìîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ïîçâî-
ëèëà áû êîððåêòíî îïèñûâàòü ïîâåäåíèå èññëåäóåìîé òêàíè â óñëîâèÿõ ðåøàå-
ìûõ çàäà÷. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêîãî âûáîðà ÷èñòî ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé
÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî, è òðåáóåòñÿ õîðîøî îòëàæåííûé ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àëãîðèòì. Äðóãîé, íå ìåíåå çíà÷èòåëüíîé ïðîáëåìîé â ìåõàíèêå ñïëîøíîé
ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìàòåðèàëà. Îäíèì
èç íàèáîëåå ïðîñòûõ è äîñòóïíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ
àíàëèç, îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ. Ïðè
ýòîì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðåàëüíûå ìàòåðèàëû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íå èäå-
àëüíûìè è ñîäåðæàò äåôåêòû â âèäå ðàçëè÷íûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Â ýòîé ñâÿçè
âîçíèêàåò âîïðîñ î ñòåïåíè âëèÿíèÿ íàëè÷èÿ è ðàçìåðîâ äåôåêòà, à òàêæå åãî
ìåñòîïîëîæåíèÿ íà ïîâåäåíèå äèàãðàììû ðàñòÿæåíèÿ. Äëÿ ìíîãèõ ïîñòàíîâîê
çàäà÷ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêè - åãî ðåøåíèå
òðåáóåò îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèÿ öèêëà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ îáîçíà÷åííûõ âûøå ïðîáëåì, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû Maple ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàÿ îáîëî÷êà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëüçîâà-
òåëþ èíòåðàêòèâíî ðåøàòü è àíàëèçèðîâàòü íåêîòîðûå òèïû çàäà÷ íåëèíåéíîé
òåîðèè óïðóãîñòè. Âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîé ñèñòåìû, â òîì
÷èñëå äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ îáðàòíûõ çàäà÷, ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà
ïðèìåðå çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îòâåðñòèåì èç ãèïåðóïðóãîãî
ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ðàçìåðîâ è ïîëîæåíèÿ
íåîäíîðîäíîñòè (êðóãëîãî îòâåðñòèÿ) íà äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ. Èññëåäîâàíî
âëèÿíèå ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ íà äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ è íà ïàðàìåòð ¾óòîíü-
øåíèÿ¿ îáðàçöà äëÿ ñëó÷àÿ ñäâèãà îòâåðñòèÿ âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà (â ôîð-
ìå êâàäðàòà è îêðóæíîñòè). Ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû: ãðàôèêè
çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ è ¾óòîíüøåíèÿ¿ îáðàçöà îò âåëè÷èíû
ïðèêëàäûâàåìîé íàãðóçêè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ îò-
âåðñòèÿ. Ïðèâåäåíû îáîáùåííûå äèàãðàììà ðàñòÿæåíèÿ è ãðàôèê çàâèñèìîñòè
¾óòîíüøåíèÿ¿ îáðàçöà îò ïðèêëàäûâàåìîé íàãðóçêè â ñëó÷àå ñäâèãà îòâåðñòèÿ
âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà. Ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ðåøåíû äëÿ ñëó÷àåâ ëèíåéíîé
è íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ.



40

Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ñãóñòêà êðîâè â ñîñóäå

Æóêîâ Ì. Þ., Æóêîâà Í. Ì.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
myuzhukov@mail.ru

×èñëåííî ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èññëåäîâàíà çàäà÷à î òå-
÷åíèè â äëèííîì êàíàëå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ñèëüíî íåîäíîðîäíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âÿçêîñòè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò ñëóæèòü ãðóáîé ìîäåëüþ
ïîâåäåíèÿ òðîìáîâ è ñãóñòêîâ êðîâè â ñîñóäàõ (âåíàõ, àðòåðèÿõ). Ïîêàçàíî, ÷òî
ëîêàëèçîâàííûé ñãóñòîê â ïðîöåññå ïåðåíîñà òå÷åíèåì æèäêîñòè ñóùåñòâåííî
èçìåíÿåò ñâîþ ïåðâîíà÷àëüíóþ ôîðìó. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû äëÿ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óâåëè÷åíèþ âÿçêîñòè æèäêîñòè
âíóòðè ñãóñòêà êðîâè â 2�9 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêîñòüþ âíå ñãóñòêà.

Ïðîöåññ òðîìáîîáðàçîâàíèÿ âåñüìà ñëîæåí è óñëîâíî ìîæåò áûòü ðàçáèò íà
÷åòûðå ñòàäèè: àããëþòèíàöèþ (ñêëåèâàíèå è âûïàäåíèå â îñàäîê) òðîìáîöèòîâ,
êîàãóëÿöèÿ ôèáðèíîãåíà è îáðàçîâàíèå ôèáðèíîâîãî ïîëèìåðíîãî ñãóñòêà, àã-
ãëþòèíàöèÿ ýðèòðîöèòîâ, ïðåöèïèòàöèÿ �� îñàæäåíèå íà ñãóñòîê âñåõ îñíîâíûõ
áåëêîâ ïëàçìû. Ìåõàíèçì ñâåðòûâàíèÿ êðîâè, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ïàòàëî-
ãèè, êàê ïðàâèëî, çàïóñêàåòñÿ ïðè ìåõàíè÷åñêîì ïîâðåæäåíèè ñòåíêè ñîñóäà,
êîòîðîå ïðèâîäèò ê àêòèâàöèè òðîìáîöèòîâ è ðàçâèâàåòñÿ ïî óêàçàííûì ñòàäè-
ÿì. Ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íàèáîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ êîàãóëÿöèè
ôèáðèíîãåíà ñ ïîñëåäóþùèì îáðàçîâàíèåì ôèáðèíîâîãî ïîëèìåðíîãî ñãóñòêà
(ñòðóêòóðíîé îñíîâû òðîìáà), ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ âÿçêî-
ñòè êðîâè (óìåíüøåíèþ òåêó÷åñòè). Òå÷åíèå êðîâè ìîæåò ñðûâàòü òðîìá, îáðà-
çóþùèéñÿ ó ñòåíêè ñîñóäà, è ïåðåíîñèòü åãî âäîëü ñîñóäà, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü
ê çàêóïîðèâàíèþ ñîñóäà.

Â ðàáîòå ìîäåëèðóåòñÿ ëèøü çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîöåññà � ¾îòðûâ¿
ñãóñòêà êðîâè îò ñòåíêè è ïåðåíîñ åãî òå÷åíèåì êðîâè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
ðàçëè÷íûå ñòàäèè ïðîöåññà ñâåðòûâàíèÿ êðîâè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ïî õà-
ðàêòåðíûì âðåìåíàì ïðîòåêàíèÿ. Ñòàäèè àããëþòèíàöèè è êîàãóëÿöèè ïðîòåêà-
þò äîñòàòî÷íî áûñòðî (äîëè ñåêóíäû), à ïðîöåññ ïåðåíîñà ñãóñòêà êðîâè èìååò
ñðàâíèòåëüíî áîëüøîå õàðàêòåðíîå âðåìÿ (äåñÿòêè ñåêóíä). Âûøåñêàçàííîå ÷à-
ñòè÷íî îïðàâäûâàåò ðàçäåëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ è äåëàåò âîçìîæíûì
â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ïåðåíîñà ñãóñòêà êðîâè êàê ïå-
ðåíîñ íåêîòîðîé ïàññèâíîé ïðèìåñè ïîòîêîì æèäêîñòè. Íàëè÷èå ñãóñòêà êðîâè
â æèäêîé êðîâè âîçìîæíî ó÷èòûâàòü âëèÿíèåì âåëè÷èíû êîöåíòðàöèè ñãóñòêà
êðîâè íà âÿçêîñòü æèäêîñòè â öåëîì èëè ïðîñòî ñèëüíûì ëîêàëüíûì èçìåíåíè-
åì âÿçêîñòè.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, âÿçêîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò êîí-
öåíòðàöèè ôèáðèíà. Â ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ äè-
íàìèêè ïðîöåññà ýâîëþöèè ñèëüíîé ïåðâîíà÷àëüíîé ëîêàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè
âÿçêîñòè æèäêîñòè. Ýòà íåîäíîðîäíîñòü è ìîäåëèðóåò ñãóñòîê êðîâè.
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Ðàñ÷åò ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ êîíâåêöèè Ðýëåÿ-Áåíàðà-Êàðìàíà

Æóêîâ Ì. Þ., Øèðÿåâà Å. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
shir@math.sfedu.ru

C ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Íüþòîíà
ðàññ÷èòàíû ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû òå÷åíèÿ æèäêîñòè äëÿ êîíâåêöèè Ðýëåÿ�
Áåíàðà�Êàðìàíà â öèëèíäðå ñ íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè è âðàùàþùèìèñÿ
â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îñíîâàíèÿìè, íà êîòîðûõ çàäàíà ðàçíîñòü òåìïå-
ðàòóð.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë âîçíèêíîâåíèÿ êîíâåêöèè (÷èñëà Ðý-
ëåÿ), êàê ïðàâèëî, ðåøàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè � çàäà÷è, ëèíåàðèçîâàííûå â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ñòàöèîíàð-
íîãî ðåøåíèÿ (çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà) èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è. Â ñëó-
÷àå, êîãäà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü ÷èñëåííî îïðåäåëåíèå
ñïåêòðà êðàéíå òðóäîåìêî. Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá � ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé
íåëèíåéíîé çàäà÷è è îáíàðóæåíèå êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ âèäà ðåøåíèÿ �
òàêæå ìàëîýôôåêòèâåí. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì íåïî-
ñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Íüþòîíà, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü êàê óñòîé-
÷èâûå, òàê è íåóñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ çàäà÷è
î êîíâåêöèè Ðýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà â öèëèíäðå ñ îòíîøåíèåì âûñîòû ê ðàäè-
óñó, ðàâíûì åäèíèöå, äëÿ ÷èñåë Ïðàíäòëÿ, Ðýëåÿ è Ðåéíîëüäñà â èíòåðâàëàõ
0.5 6 Pr 6 7, 100 6 Ra 6 300000, 10 6 Re 6 95, ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû äëÿ ïàðàìåòðîâ 100 6 Ra 6 300000,
Pr = 1, Re = 90 è îòíîøåíèÿ âûñîòû öèëèíäðà ê ðàäèóñà, ðàâíîãî åäèíèöå.
Ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ïîìîùè ïàêåòà FreeFem++ íà êâàäðàòíîé
ñåòêå 30 × 30. Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ íå ïðåâûøàëà 10−9. Èñõîäíàÿ
çàäà÷à ïðèâîäèëàñü ê âàðèàöèîííîé ôîðìå è äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñêîðîñòè è
òåìïåðàòóðû èñïîëüçîâàëèñü êâàäðàòè÷íûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, à äëÿ àïððîê-
ñèìàöèè äàâëåíèÿ � ëèíåéíûå. Ïðè ýòîì â âàðèàöèîííîé ôîðìå äëÿ ÷ëåíîâ,
ñâÿçàííûõ ñ äàâëåíèåì, íå èñïîëüçîâàëèñü ñòàáèëèçàöèîííûå äîáàâêè è èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Ïðåäëîæåííûé ñöåíàðèé ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ, êîãäà èñõîäíîå íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå ìåòîäà Íüþòîíà èñêàæàëîñü äîñòàòî÷íî ìàëûì âîçìóùåíèåì, ïîç-
âîëèë îïðåäåëèòü êàê óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, òàê
è óñòîé÷èâûå íåñèììåòðè÷íûå. Ðå÷ü èäåò î áèôóðêàöèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
çåðêàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî z = 0, êîòîðîé îáëàäàåò èñõîäíàÿ çàäà-
÷à, ãäå z � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Ïîñòðîåíà áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ ðåæèìîâ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà
Ðýëåÿ. Íåñèììåòðè÷íîñòü ðåøåíèÿ õàðàêòåðèçîâàëàñü îòíîøåíèåì èíòåãðàëîâ
îò ôóíêöèè òîêà, âû÷èñëåííûõ ïî îáëàñòÿì z > 0, z < 0. Êðîìå ýòîãî, ïðèâå-
äåíû ãðàôèêè èçîëèíèé ôóíêöèè òîêà äëÿ çíà÷åíèé ÷èñëà Ðýëåÿ, ïðè êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ðåæèìîâ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïðè êîíâåêöèè
Ðýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà.
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Î âëèÿíèè êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ íà íàïðÿæåííîå
ñîñòîÿíèå â ãëóáèíå èõ êîíòàêòà

Æóðàâëåâ Ã. À., Áàáåíêî È. Ñ.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.
zhuravl@ms.math.rsu.ru

Äàíî óòî÷íåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé
äëÿ íàãðóæåííûõ êîíòàêòíûì äàâëåíèåì óïðóãèõ öèëèíäðîâ. Â îñíîâó äîñòè-
æåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ïîëîæåíî èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Í. È. Ìóñõå-
ëèøâèëè î ñæàòèè îòäåëüíî âçÿòîãî öèëèíäðà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè
ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè.

Ðàññìîòðåíèå â ðàáîòå îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ýòè
íàïðÿæåíèÿ ïîçâîëÿþò ëó÷øå (íåæåëè íîðìàëüíûå èëè êàñàòåëüíûå íàïðÿæå-
íèÿ) ó÷åñòü èçìåíåíèå îáúåìíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿ-
åìîãî, íàïðèìåð, ïàðàìåòðàìè ýëëèïòè÷åñêîé ïëîùàäêè êîíòàêòà óïðóãèõ öè-
ëèíäðîâ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó îêòàýäðè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ â
òåîðèè è ïðàêòèêå êîíòàêòíûõ ðàñ÷åòîâ êàê ýôôåêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ, õàðàê-
òåðèçóþùèå ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà êîíòàêòèðóþùèõ òåë.

Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå àíàëèç îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïðèâîäèò ê áîëåå
îðèåíòèðîâàííîé íà ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà (òî åñòü � íà êîíå÷íûé ïðàêòè÷å-
ñêèé ðåçóëüòàò) îöåíêå âëèÿíèÿ êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ íà íà-
ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ãëóáèíå èõ êîíòàêòà.

Àíàëèç èçìåíåíèÿ ãëóáèííûõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â óñëîâèÿõ ïëîñ-
êîé çàäà÷è ïîêàçàë ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ ðå-
çóëüòàòîâ Áåëÿåâà-Êîâàëüñêîãî, ïîëó÷åííûõ ìîäåëèðîâàíèåì öèëèíäðà ïîëó-
ïðîñòðàíñòâîì.

Íåñìîòðÿ íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ
çàäà÷à, åñòü âñå îñíîâàíèÿ äëÿ îáîáùåíèÿ êà÷åñòâåííîé ñòîðîíû èçëîæåííûõ ðå-
çóëüòàòîâ íà óñëîâèÿ íà÷àëüíî-òî÷å÷íîãî êàñàíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ.
Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåð âëèÿíèÿ óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà öèëèíäðà íà ðîñò îòíî-
ñèòåëüíîé âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé è ãëóáèíû èõ
çàëåãàíèÿ èìååò âïîëíå îïðåäåëåííîå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Ýòî âëèÿíèå çà-
êëþ÷àåòñÿ â ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåì (ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà öèëèíäðà)
èñêàæåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïðè-
åìà ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ òåë ïîëóïðîñòðàíñòâîì. À ýòî èñêàæåíèå,
â ñâîþ î÷åðåäü, êà÷åñòâåííî îäèíàêîâî âëèÿåò íà èçìåíåíèå âåëè÷èíû è ìåñòà
ðàñïîëîæåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïðè ëþáîì ñîîòíîøå-
íèè ðàçìåðîâ ïîëóîñåé ýëëèïòè÷åñêîé ïëîùàäêè êîíòàêòà óïðóãèõ öèëèíäðîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî óíèâåðñàëüíîå èñïîëüçîâàíèå (â òåîðèè è ïðàêòèêå ðàñ÷åòîâ
ãëóáèííûõ íàïðÿæåíèé) ðåøåíèé Áóññèíåñêà-×åðóòòè (ñ ìîäåëèðîâàíèåì öè-
ëèíäðà ïîëóïðîñòðàíñòâîì) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó çàíèæåíèþ ðîëè êðè-
âèçíû êîíòàêòèðóþùèõ òåë è, êàê ðåçóëüòàò, ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì ïðè
ðàñ÷åòàõ îêòàýäðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â ãëóáèíå êîíòàêòà. Èçëîæåííûé ìåòîä
îïðåäåëåíèÿ îêòàýäðè÷åñêèõ ãëóáèííûõ íàïðÿæåíèé îãðàíè÷åííûõ òåë ìîæåò
ñòàòü îñíîâîé ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ êîíòàêòíûõ óçëîâ ìàøèí è ìåõàíèçìîâ.
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Èíäåíòèðîâàíèå ïëîñêîé ìåìáðàíû

Çâîíèêîâà Î. Þ., Êîëåñíèêîâ À. Ì.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
zvonikova.olga@mail.ru

Âûñîêîýëàñòè÷íûå òîíêèå ìåìáðàíû íàøëè ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòÿõ òåõíèêè, ñòðîèòåëüñòâà, ìåäèöèíû, áèîëîãèè. Óëüòðàòîíêóþ ðåçèíî-
âóþ ìåìáðàíó, íàïðèìåð, èñïîëüçóþò â ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
(ÌÝÌÑ) äëÿ ñîçäàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðèáîðîâ è ñè-
ëîâûõ ýëåìåíòîâ ðåãóëÿòîðîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìåì-
áðàí � ìàëîé æåñòêîñòüþ, áîëüøèìè è îáðàòèìûìè äåôîðìàöèÿìè è ãåðìåòè÷-
íîñòüþ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äåôîðìàöèè êðóãëîé òîíêîé îáîëî÷êè,
èçãîòîâëåííîé èç âûñîêîýëàñòè÷íîãî ìàòåðèàëà, çàêðåïëåííîé ïî êðàþ ïîä äåé-
ñòâèåì ñôåðè÷åñêîãî àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî èíäåíòîðà. Â ñèëó ìàëîé òîëùèíû
è ïðåîáëàäàþùèìè ðàñòÿãèâàþùèìè óñèëèÿìè â îáîëî÷êå, çàäà÷à ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê òèïà Êèðõãîôà-
Ëÿâà. Òðåíèåì ìåæäó èíäåíòîðîì è îáîëî÷êîé ïðåíåáðåãàåì è ïîëàãàåì, ÷òî
äåôîðìàöèÿ îáîëî÷êè îñåñèììåòðè÷íàÿ. Îñåñèììåòðè÷íîñòü çàäà÷è ïîçâîëÿåò
ñâåñòè äâóìåðíóþ çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè îáîëî÷êè ê äâóì ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ îáëàñòè êîíòàêòà
è îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îáîëî÷êè. Êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
ÿâëÿþòñÿ çàùåìëåíèå âíåøíåãî êðàÿ îáîëî÷êè, óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è íåïðåðûâ-
íîñòè ðåøåíèÿ â öåíòðå ìåìáðàíû, à òàêæå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè
ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòåé. Íåèçâåñòíàÿ çàðàíåå ãðàíèöà âõîäèò â çàäà÷ó ïà-
ðàìåòðîì, äëÿ êîòîðîãî ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñèëà âäàâëèâàíèÿ
èíäåíòîðà. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì
ïðèñòðåëêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè íà
êàæäîì øàãå ïðèñòðåëêè. Â êà÷åñòâå ìîäåëè ìàòåðèàëà èñïîëüçóåòñÿ íåñæèìàå-
ìàÿ ìîäåëü Áàðòåíåâà-Õàçàíîâè÷à. Èññëåäîâàíî íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå ìåìáðàíû ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ. Âîññòàíîâëåíà ôîð-
ìà ìåìáðàíû, äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ èíäåíòîðà, ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí âäàâ-
ëèâàþùåãî óñèëèÿ. Ðàññ÷èòàíî êîíòàêòíîå äàâëåíèå ìåìáðàíû íà ñôåðè÷åñêèé
èíäåíòîð. Ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè ïðîãèáà öåíòðà ìåìáðàíû îò âäàâëèâàþùå-
ãî óñèëèÿ. Ïîëó÷åíî, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïðîãèáà öåíòðà ìåìáðàíû ïðè
áîëüøåì ðàäèóñå èíäåíòîðà òðåáóåòñÿ áîëüøàÿ ñèëà. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèóñà
èíäåíòîðà ðàçíèöà ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì óñèëèåì â îáîëî÷-
êå óìåíüøàåòñÿ. Äëÿ ðàäèàëüíîãî óñèëèÿ ýòî ÿâëåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ ñèëüíî, äëÿ
îêðóæíîãî óñèëèÿ ýòî ÿâëåíèå íåçíà÷èòåëüíî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷¼íûõ è âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò ÌÊ-439.2011.1), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå
êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009 � 2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596)
è ÐÔÔÈ (ãðàíòû �11-08-01152-à, �12-01-31431-ìîë-à).
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Íåëèíåéíûå ýôôåêòû ïðè ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ñ
ðàñïðåäåëåííûìè âèíòîâûìè äèñëîêàöèÿìè

Çåëåíèíà À. À., Çóáîâ Ë. Ì.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
a.zelenina@gmail.com

Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ ïðÿìîëèíåéíûõ âèíòîâûõ
äèñëîêàöèé íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå íåëèíåéíî óïðóãèõ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ ñòåðæíåé, èñïûòûâàþùèõ áîëüøèå äåôîðìàöèè. Â ñëó÷àå êðó-
ãîâîãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ
ñòåðæíÿ èç ëþáîãî èçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ïðè ïðîèçâîëüíîì îñå-
ñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè âèíòîâûõ äèñëîêàöèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ðàì-
êàõ ìîäåëè íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè
ñòåðæíÿ ñ äèñëîêàöèÿìè èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå íå òîëüêî äëÿ êðóãîâîãî, íî è
ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðè ëþáîì äâóìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè âèíòîâûõ äèñëîêà-
öèé.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå
óïðóãîãî òåëà ñ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè, ñîñòîèò èç óðàâíå-
íèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû D ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë
è óðàâíåíèé íåñîâìåñòíîñòè äëÿ òåíçîðà äèñòîðñèè (ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè) C

divD = 0, D = dW (C)/dC, rotC = α (1)

ãäå div è rot � îïåðàòîðû äèâåðãåíöèè è ðîòîðà â êîîðäèíàòàõ îòñ÷åòíîé êîí-
ôèãóðàöèè óïðóãîãî òåëà, α � çàäàííîå òåíçîðíîå ïîëå ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ñîëåíîèäàëüíîñòè divα = 0, W (C) � ôóíêöèÿ óäåëü-
íîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè, çàäàþùàÿ ñâîéñòâà óïðóãîãî ìàòåðèàëà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êðóãîâîì öèëèíäðå r1 ≤ r ≤ r0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ l
òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé α = αskisik â áàçèñå ik äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, x3 = z èìååò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó
α33(r). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðÿìîëè-
íåéíûõ âèíòîâûõ äèñëîêàöèé, îñè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñè öèëèíäðà i3. Ðåøå-
íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) èùåì â ñëåäóþùåì âèäå (λ = const):

C =
dR(r)

dr
erer +

R

r
eϕeϕ + h(r)eϕi3 + λi3i3 (2)

ãäå er = i1 cosϕ + i2 sinϕ, eϕ = −i1 sinϕ + i2 cosϕ, R(r) � ðàäèàëüíàÿ êîîðäè-
íàòà òî÷åê äåôîðìèðîâàííîãî öèëèíäðà, (λ− 1) � îñåâîå óäëèíåíèå öèëèíäðà.
Ïðåäïîëîæåíèå (2) î õàðàêòåðå äåôîðìàöèè öèëèíäðà ñâîäèò çàäà÷ó î âèíòî-
âûõ äèñëîêàöèÿõ ê ñèñòåìå äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè R(r), h(r), ðåøåíèå êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00038) è â ðàìêàõ
ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû Ðîññèè¿ íà 2009�
2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Âòîðè÷íûå ðåæèìû òåðìîâèáðàöèîííîé êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì
ñëîå

Çåíüêîâñêàÿ Ñ. Ì., Ïðîçîðîâ Î. À.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
zenkov@math.sfedu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î âîçíèêíîâåíèè êîíâåêöèè â ãîðèçîí-
òàëüíîì ñëîå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîì òâåðäûìè ñòåíêàìè,
ïðè äåéñòâèè âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè ìàëîé àìïëèòóäû è ïðîèçâîëüíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ.

Â ñòàòüå [ Çåíüêîâñêàÿ Ñ. Ì., Îâ÷èííèêîâà Ñ. Í. Òåðìîâèáðàöèîííàÿ êîíâåê-
öèÿ â ñëîå æèäêîñòè ïðè íåâåñîìîñòè èëè ïîíèæåííîé ãðàâèòàöèè // ÏÌÒÔ �
1991. � � 2. � Ñ. 84�90 ] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ñòðîèòñÿ ðå-
øåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è î âîçíèêíîâåíèè âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè â óñëîâèÿõ
íåâåñîìîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà
óñëîâèå íåâåñîìîñòè îòñóòñòâóåò.

Àíàëèçèðóþòñÿ îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñíîãî ðåæè-
ìà. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðýëåÿ íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çà-
äà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ñòðåëüáû. Ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë îò âîëíîâîãî ÷èñëà ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ è àìïëèòóä âèáðàöèè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñëó-
÷àþ íàãðåâà ñâåðõó, äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäíèå ýêñïåðèìåíòû [ V. Shevtsova et al.
Experimental and theoretical study of vibration-induced thermal convection in low
gravity // JFM� 2010. � � 648. � pp. 53�82 ] ïîêàçûâàþò âèáðàöèîííóþ íåóñòîé-
÷èâîñòü.

Ê íåëèíåéíîé îñðåäíåííîé çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ëÿïóíîâà-Øìèäòà.
×èñëåííî èçó÷åíû âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðè-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðýëåÿ. Ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò àìïëèòóä âòîðè÷íûõ ðå-
æèìîâ, ôóíêöèé òîêà è òåìïåðàòóðû ïðè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ è ñêîðîñòè
âèáðàöèè. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò ôóíê-
öèé òîêà, äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö, ïîëÿ òåìïåðàòóðû. Ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà è ÷èñëåííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà íà îñíîâå ïîëíîé íåîñðåäíåííîé çàäà÷è ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Òàêæå ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçìåðíûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ äëÿ êîíêðåòíûõ æèäêîñòåé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî
âèáðàöèîííîé êîíâåêöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (12-01-00582-à).



46

Çàäà÷à î äâîéíîì öèëèíäðè÷åñêîì èçãèáå â íåëèíåéíîé òåîðèè
óïðóãîñòè.

Çóáîâ Ë. Ì., Èâàíîâà À. Ñ.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
ivaas@list.ru

Âíóòðåííèìè íàïðÿæåíèÿìè íàçûâàþò òàêèå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ñóùå-
ñòâóþò â òåëå ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê. Ïðè÷èíàìè èõ âîçíèêíîâåíèÿ
ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíîñòü äåôîðìàöèè, îáóñëîâëåííàÿ äèñëîêàöèÿìè, äèñêëè-
íàöèè è äðóãèìè äåôåêòàìè ìèêðîñòðóêòóðû òâåðäûõ òåë. Äðóãèì èñòî÷íèêîì
âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ÿâëÿþòñÿ íåîáðàòèìûå ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. Òà-
êèå âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò îñòàòî÷íûìè.

Â óïðóãèõ òåëàõ, ñïîñîáíûõ èñïûòûâàòü áîëüøèå äåôîðìàöèè, âîçìîæíû
èñòî÷íèêè âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå íå îòíîñÿòñÿ íè ê îäíîìó èç ïåðå-
÷èñëåííûõ âûøå òèïîâ. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü âûâåðíóòûé íàèçíàíêó ïî-
ëûé öèëèíäð èëè âûâåðíóòûé çàìêíóòûé ïîëûé øàð. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà
íîâàÿ çàäà÷à î áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ òðåõìåðíîãî óïðóãîãî òåëà, ïðèâîäèìàÿ
ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Çàäà÷à îïèñûâàåò äåôîðìà-
öèþ, ïðè êîòîðîé ðàçðåçàííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáà âûïðÿìëÿåòñÿ â ïðÿìî-
óãîëüíûé áëîê, êîòîðûé çàòåì èçãèáàåòñÿ â äðóãîé ïëîñêîñòè, ïðåâðàùàÿñü â
ïîëûé öèëèíäð ñ îñüþ, îðòîãîíàëüíîé îñè ïåðâîíà÷àëüíîãî öèëèíäðà. Îñîáåí-
íîñòü çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè òåëà íàïðÿæå-
íèÿ ñóùåñòâóþò äàæå ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðèìåíÿåòñÿ ïîëóîáðàòíûé ìåòîä. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Ïóñòü r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê òåëà äî äåôîðìàöèè, à
R,Φ, Z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê òåëà ïîñëå äåôîðìàöèè. Âíåøíèé
è âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáû r0 è r1 ñîîòâåòñòâåííî, l � äëèíà öèëèíäðà, ïðè-
÷åì r0 ≤ r ≤ r1, 0 ≤ z ≤ l, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Äåôîðìàöèÿ òâåðäîãî òåëà çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè: R = R(r), Φ = sz, Z = tϕ, ãäå s, t = const. Çäåñü t � õàðàêòå-
ðèçóåò îñåâîå óäëèíåíèå òðóáû, à ïàðàìåòð s � îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé òðóáû â
îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê 0 ≤ Φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ l, òî èìååì
s = 2π/l. Ïàðàìåòð t íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïðîäîëüíîé îñåâîé
ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òîðöàõ òðóáû â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè. Ýòî ïðèáëèæåííî
ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ ê òåëó.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè C ïîëîæèòåëåí ïî îïðå-
äåëåíèþ, à r > 0, R > 0 èñõîäÿ èç èõ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, èìååì ÷åòûðå ñëó÷àÿ:
1) s > 0, t < 0, R ′ > 0; 2) s < 0, t > 0, R ′ > 0; 3) s > 0, t > 0, R ′ < 0;
4) s < 0, t < 0, R ′ < 0. Ñëó÷àè 3 è 4, â êîòîðûõ R ′ < 0, îïèñûâàþò äåôîðìàöèþ
äâîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî èçãèáà â ñî÷åòàíèè ñ âûâîðà÷èâàíèåì òðóáû íàèçíàí-
êó, êîãäà âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü ïîëîãî öèëèíäðà ïîñëå äåôîðìàöèè ïðåâðàùà-
åòñÿ âî âíåøíþþ öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, è íàîáîðîò. Äëÿ íåñæèìàåìîãî
íåîãóêîâñêîãî è ñæèìàåìîãî ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëîâ íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå
çàäà÷è î äâîéíîì öèëèíäðè÷åñêîì èçãèáå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû
èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009 � 2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà äîëãîâå÷íîñòè äâóõñëîéíîé
âòóëêè òîðìîçíîé ðû÷àæíîé ïåðåäà÷è

Èâàíî÷êèí Ï. Ã.∗, Áëàæååâ Â. Â.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîñòîâñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ

Ivanochkin_p_g@mail.ru

Íàèáîëüøàÿ òîðìîçíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ýêñïëóàòàöèè ïîäâèæíîãî æåëåç-
íîäîðîæíîãî ñîñòàâà � âàæíåéøàÿ çàäà÷à áåçàâàðèéíîãî äâèæåíèÿ. Îíà îáåñïå-
÷èâàåòñÿ, åñëè òîðìîçíàÿ ñèëà êîëåñíûõ ïàð íå ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íóþ ñèëó ñöåïëåíèÿ êîëåñ ñ ðåëüñàìè. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñèëèé
ìåæäó òîðìîçíûìè êîëîäêàìè è ïåðåäà÷è óñèëèé îò ïîðøíÿ òîðìîçíîãî öèëèí-
äðà ê êîëåñó ëîêîìîòèâà ïðåäíàçíà÷åíà òîðìîçíàÿ ðû÷àæíàÿ ïåðåäà÷à (ÒÐÏ).

Îáñëåäîâàíèå òåõíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òîðìîçíîãî îáîðóäîâàíèÿ âûÿâèëî ðÿä
ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ, â òîì ÷èñëå ïðåâûøåíèå âåëè÷èíû çàçîðîâ â øàð-
íèðíûõ ñîåäèíåíèÿõ ÒÐÏ, îáóñëîâëåííîå ÷ðåçìåðíûì èçíîñîì âòóëîê.

Ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè è äîëãîâå÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óçëà òðå-
íèÿ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå âòóëîê ìíîãîñëîéíîé êîíñòðóêöèè � íà
âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü âòóëêè èç ñòàëè 45, íàíîñèòñÿ ìåòàëëîïîëèìåðíîå íà-
íîìîäèôèöèðîâàííîå àíòèôðèêöèîííîå ïîêðûòèå. Ïîêðûòèå èìååò äâóõñëîé-
íóþ ñòðóêòóðó � ñèëîâîé êàðêàñ (ïîäëîæêà) è àíòèôðèêöèîííûé ñëîé è íàíî-
ñèòñÿ ìåòîäîì ýëåêòðîèñêðîâîãî ëåãèðîâàíèÿ.

Äëÿ íàíåñåíèÿ â êà÷åñòâå óïðî÷íÿþùåé ïîäëîæêè (êàðêàñà) èñïîëüçîâàëèñü
ýëåêòðîäû èç ìàòåðèàëà Ñòàëü 65Ã, à â êà÷åñòâå àíòèôðèêöèîííîãî ìàòåðèàëà �
ãðàôèòîôòîðîïëàñòû.

Ïðåäëîæåí ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä ðàñ÷åòà äîëãîâå÷íîñòè âòóë-
êè òîðìîçíîé ðû÷àæíîé ïåðåäà÷è ëîêîìîòèâà, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè èçíîñî-
êîíòàêòíîé çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè âàëà è âòóëêè ñ ïîêðûòèåì.

Ïðè ðàñ÷åòå èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå èçíàøèâàíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
ëàáîðàòîðíûõ òðèáîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðå-
äåëåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè âòóëêè. Ðàñ÷åò îñíîâûâà-
åòñÿ íà çàäàíèè ïðåäåëüíî äîïóñòèìîãî ðàäèàëüíîãî èçíîñà âòóëêè èëè äîïóñòè-
ìîãî ñìåùåíèÿ öåíòðà âàëà â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ íàãðóçêè, ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ
èíòåíñèâíîñòü èçíàøèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ èçíàøèâà-
íèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è âåëè÷èíà çîíû êîíòàêòà îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç ïîëó÷åííîãî ðàíåå ðåøåíèÿ òåðìîóïðóãîé èçíîñîêîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ
äâóõñëîéíîé âòóëêè.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïî ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêå áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî äîëãî-
âå÷íîñòü îïûòíîé äâóõñëîéíîé âòóëêè ïî ñðàâíåíèþ ñ òèïîâîé óâåëè÷èâàåòñÿ â
1,7 ðàçà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ
âòóëîê òîðìîçíîé ðû÷àæíîé ïåðåäà÷è ñ ìåòàëëîïîëèìåðíûì àíòèôðèêöèîííûì
ïîêðûòèåì ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü äîëãîâå÷íîñòü èõ ðàáîòû. Ïðîâåäåííûå ðåñóðñ-
íûå èñïûòàíèÿ âòóëîê ïîêàçàëè õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðàñ÷åòíîé äîëãîâå÷íîñòè ñ
èõ ðåçóëüòàòàìè.
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Ìîäåëèðîâàíèå âîëí ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

Èãóìíîâ Ë. À., Ïåòðîâ À. Í., Àìåíèöêèé À. Â.

Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà
èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî
Igumnov@mech.unn.ru

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ è îáúåìíûõ âîëí ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàì-
êàõ ëèíåéíîé òðåõìåðíîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè. Â êà÷åñòâå áàçîâûõ ôóíêöèé
âûáðàíû âåêòîð ïåðåìåùåíèé óïðóãîãî ñêåëåòà è ïîðîâîå äàâëåíèå.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷, ñèñòåìà óðàâíåíèé òåî-
ðèè Áèî, ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé äëÿ ïîëíîé ìî-
äåëè Áèî, îïèñàíà ñõåìà ïðÿìîãî ïîäõîäà ìåòîäà ÃÈÓ è ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ
(ÃÝ) ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ÃÈÓ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà Äóðáèíà äëÿ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ. Â êà÷åñòâå ìî-
äåëüíîãî ïðèìåðà ðåøåíà çàäà÷à î äåéñòâèè ñèëû íà òîðåö îäíîðîäíîãî ïîðî-
óïðóãîãî òåëà. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ÃÝ-ðåøåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì
äëÿ âûáîðà ðàáî÷åé ÃÝ-ñåòêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîñòàâíîì òåëå. Ðàññìîò-
ðåíî ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ýôôåêòà ïîÿâëåíèÿ òðåòüåé âîëíû íà
ïðèìåðå îòêëèêîâ ïîðîâûõ äàâëåíèÿ è ïîòîêà. Ðåøåíà çàäà÷à î äåéñòâèè ñè-
ëû íà òîðåö ñîñòàâíîãî ïîðîóïðóãîãî òåëà: ïðåäñòàâëåíû îòêëèêè ïåðåìåùåíèé
è äàâëåíèé ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ Þíãà. Òàêæå íàéäåíî ÃÝ-ðåøåíèå
çàäà÷è î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû íà ïîâåðõíîñòü îäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãî-
ãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîäáîðà ðàáî÷åé
ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè: ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ íà ðàçíûõ ñåòêàõ è äàíî ñðàâ-
íåíèå ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà ñ ââåäåíèåì ôèêòèâ-
íîé êîíòàêòíîé ãðàíèöû ïàðàëëåëüíîé äíåâíîé ïîâåðõíîñòè: ïðîäåìîíñòðèðîâà-
íà íåçàâèñèìîñòü ÃÝ-ðåçóëüòàòîâ îò íàëè÷èÿ ôèêòèâíîé ïîâåðõíîñòè. Îïèñàíû
ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû (íàïîëíèòåëÿ) ïîðîóïðó-
ãîãî ìàòåðèàëà íà ïîâåðõíîñòíûå âîëíû: ñðàâíèâàþòñÿ óïðóãèå è ïîðîóïðóãèå
îòêëèêè. Ïîêàçàíî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè íà ñêîðîñòü âîëíû
Ðýëåÿ. Íà ïðèìåðå îòêëèêà äàâëåíèé íà ôèêòèâíîé ãðàíèöå ïðîäåìîíñòðèðî-
âàí ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ òðåòüåé âîëíû. Ðåøåíà çàäà÷à î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé
ñèëû íà ïîâåðõíîñòü äâóõñëîéíîãî ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà: ñëó÷àè ñ áî-
ëåå æåñòêîé è áîëåå ìÿãêîé ïîäëîæêàìè. Ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ
ÃÝ-ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè-
÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû ÃÊ � 14.740.11.0872,
ÃÊ � 14.Â37.21.1137, ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-08-00984-à) è ãðàí-
òà Ïðåçèäåíòà ÐÔ íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-4807.2010.8.,
2843.2012.8.
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Êàðìàçèí À. Â.∗, Ñûðîìÿòíèêîâ Ï. Â.∗∗, Äèäåíêî À. Â.∗∗,

Äèäåíêî Ï. À.∗∗∗

∗Ãåðìàíèÿ, Âèñáàäåí, Òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
∗∗Êðàñíîäàð, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
∗∗∗Êðàñíîäàð, Êóáàíñêèé ãîñóíèâåðñèòåò

syromyatnikov_pv@mail.ru

Â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà óïðó-
ãèõ ñëîåâ ñ ïðÿìîëèíåéíîé èíòåðôåéñíîé òðåùèíîé, çàëåãàþùåé ìåæäó ñëîÿìè.
Ñëîè ìîãóò áûòü êàê èçîòðîïíûìè, òàê è àíèçîòðîïíûìè. Â êà÷åñòâå àëãîðèò-
ìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëîå ñ òðåùèíîé
(ïðÿìàÿ çàäà÷à) èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé ìíîãîñëîéíûõ óïðóãèõ
ñðåä â êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå ABAQUS; ÷èñëåííîå ðåøåíèå íåîáõîäèìûõ
ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, à òàê-
æå ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîé ôàêòîðèçàöèè è áëî÷íîãî ýëåìåíòà.

Ðåøåíèå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàëåðêèíà îñíîâàíî íà
ôîðìàëèçìå ðàñøèðåííîé áëî÷íîé ìàòðèöû Ãðèíà äëÿ óïðóãèõ ñðåä ñ ïëîñêèìè
íåîäíîðîäíîñòÿìè.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííûõ ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé êîîðäèíàòå ñòðóêòóð â ïàêåòå ABAQUS ðåàëèçîâàí ñïåöèàëüíûé àë-
ãîðèòì ââåäåíèÿ ïîãëîùàþùåé íåîòðàæàþùåé ãðàíèöû, íåîáõîäèìîñòü ðàçðà-
áîòêè êîòîðîãî áûëà ñâÿçàíà ñ íåêîððåêòíîñòüþ ¾áåñêîíå÷íûõ¿ êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ïðîãðàììû ABAQUS.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â áåñêîíå÷íîé ïî
ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòå ñðåäå, íåîáõîäèìî âûáðàòü óñëîâèÿ íà óäàëåííûõ
ãðàíèöàõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ÷òîáû íå äîïóñòèòü îòðàæåíèÿ âîëí. Èñõîä-
íûé áåñêîíå÷íûé ñëîé ìîäåëèðóåòñÿ îáëàñòüþ ñ âîçðàñòàþùèì ïî ìåðå óäàëå-
íèÿ îò èñòî÷íèêà âíóòðåííèì òðåíèåì. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è òàêèì
àëãîðèòìîì ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ðàññ÷èòàííûìè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãà-
ëåðêèíà, ìåòîäà áëî÷íîãî ýëåìåíòà è ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîé ôàêòîðèçàöèè.
Èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèí îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îòêëèêó ìàòåðèàëà íà
äåéñòâèå ãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêè � èçìåíåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåìåùåíèé.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à
îïòèìèçàöèè äëÿ ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè îò ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ
òðåùèíû. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è èñïîëüçîâà-
íû ìåòîäû ëîêàëüíîãî èëè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñëó÷àé-
íîãî ãëîáàëüíîãî ïîèñêà. Äëÿ íàèëó÷øåé ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
èññëåäîâàëñÿ âûáîð ðàñïîëîæåíèÿ è êîëè÷åñòâà çàìåðîâ, ÷àñòîòû êîëåáàíèé,
âëèÿíèå óðîâíÿ âíîñèìûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåííûõ äàííûõ � ïåðåìåùåíèé,
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëîâ íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è. Â ðàñ÷åòàõ áûëà äîñòèãíóòà îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ òðåùèíû ïðèìåðíî â äâà ðàçà ìåíüøå âíîñèìûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé
ïîâåðõíîñòíûõ ñìåùåíèé.
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Ðàñ÷åò ýâîëþöèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ó âåðøèíû çàòóïëåííîé
òðåùèíû

Êàðïèíñêèé Ä. Í., Ñàííèêîâ Ñ. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
karp@math.rsu.ru

Îöåíêà âëèÿíèÿ ôîðìû âåðøèíû òðåùèíû íà õàðàêòåðèñòèêè ðàçðóøåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ôèçèêè ïðî÷íîñòè è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ÷åì îñòðåå òðåùèíà, òåì íèæå âÿç-
êîñòü ðàçðóøåíèÿ êâàçèõðóïêèõ ìàòåðèàëîâ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèå óïðóãèõ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ó çàòóïëåííîé âåðøèíû êâàçèõðóïêîé
òðåùèíû îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ æå âåëè÷èí ó âåðøèíû îñòðîé òðå-
ùèíû (ôîðìóëû Âåñòåðãàðäà�Âèëüÿìñà) òîëüêî â îáëàñòè ðàçìåðîì ðàäèóñà
êðèâèçíû ρ âåðøèíû. Ýòî ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà äëÿ
çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè. Ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû âíîñèò
ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ â ôîðìó âåðøèíû è ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â åå
îêðåñòíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ õðóïêîé òðåùèíîé. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ, êîòîðûå äîïîëíÿþò ïðåäûäóùèå ðàñ÷åòû ñ ó÷åòîì âçàèìíîãî
âëèÿíèÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè è ôîðìû âåðøèíû òðåùèíû. Ýòè ðàñ÷åòû
ìîãóò ïîìî÷ü ïðîÿñíèòü óñëîâèÿ ïðîòåêàíèÿ âÿçêî � õðóïêîãî ïåðåõîäà â íàãðó-
æåííîì òâåðäîì òåëå.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû òîëüêî äëÿ ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèé ïëàñòè-
÷åñêîé äåôîðìàöèè è êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèÿ (ÊÈÍ) KI,II ó
âåðøèíû òðåùèíû â êðèñòàëëå. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè
è ñìåøàííîãî òèïà íàãðóæåíèÿ (ìîäû I è II) ïðè ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ òðåùèíû.
Ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ îáóñëîâëåíà äâèæåíèåì äèñëîêàöèé ïî ïëîñêîñòÿì
ëåãêîãî ñêîëüæåíèÿ ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé è ñäâèãî-
âîãî íàïðÿæåíèÿ. Ðàñ÷åò âûïîëíåí äëÿ ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé ñêîëà, ñèñòåì ëåã-
êîãî ñêîëüæåíèÿ è ñîîòíîøåíèé âíåøíèõ íàãðóçîê ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà, à äëÿ
îöåíêè çàòóïëåííîñòè âåðøèíû èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå ρ ∼ K2

I , ãäå KI

ñîäåðæèò ïîïðàâêó, ó÷èòûâàþùóþ âëèÿíèå ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè íà ÊÈÍ.
Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïîëó÷åíû âðåìåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé äå-

ôîðìàöèè, ýôôåêòèâíîãî ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ è ÊÈÍ ïðè ìîíîòîííîì íà-
ãðóæåíèè êðèñòàëëà äî çàäàííîãî ïðåäåëà è äàëüíåéøåãî ïðîöåññà ðåëàêñàöèè
äî óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïðè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå âíåøíåé
íàãðóçêè. Îáíàðóæåíû ÿâëåíèÿ ýêðàíèðîâàíèÿ è àíòèýêðàíèðîâàíèÿ âåðøèíû
òðåùèíû äèñëîêàöèÿìè â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû ñêîëüæåíèÿ êðèñòàëëà. Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî T -íàïðÿæåíèÿ âíîñÿò çàìåòíûé âêëàä â ïðîöåññû ðàçâèòèÿ
ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè è ÊÈÍ òðåùèíû. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ
êðèñòàëëà α-Fe.
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Ýôôåêòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ â çàäà÷å î äåôîðìèðîâàíèè öèëèíäðà èç
íåñæèìàåìîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà

Êàðÿêèí Ì. È., Ìàéîðîâà Î. À., Ïóñòîâàëîâà Î. Ã.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
o.a.mayorova@gmail.com

Íîâàÿ âîëíà èíòåðåñà ê ìîäåëÿì ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, îñíîâàííûõ íà
ãèïîòåçå î êèíåìàòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ïîëåé ïåðåìåùåíèé è ïîâîðîòîâ, ââå-
äåííûì â óïîòðåáëåíèå áðàòüÿìè Êîññåðà áîëåå ñòà ëåò íàçàä, ñâÿçàíà, ïðåæäå
âñåãî, ñ ïîòðåáíîñòÿìè íàíîìåõàíèêè â ìîäåëÿõ óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ îáúåêòîâ,
ó÷èòûâàþùèõ ñòðóêòóðó ìàòåðèàëà.

Îñíîâíîé çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ñïîñîáîâ âîçäåéñòâèÿ
íà óïðóãîå òåëî, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíè-
ÿì, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è â òåîðèè ñðåä
Êîññåðà. Òàêèå ñèòóàöèè ìîãóò ñëóæèòü, â ÷àñòíîñòè, îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäèê èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé ñðåä ñ ìèêðîñòðóêòóðîé è âåðèôèêàöèè èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ïîñòàíîâîê çàäà÷ î áîëüøèõ äåôîðìà-
öèÿõ óïðóãîãî öèëèíäðà â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè. Çàäà÷è ðàçëè÷àþòñÿ âàðèàíòàìè ïîëóîáðàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìå-
ùåíèé è ôóíêöèé óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñðåäû Êîññåðà. Ïðè÷èíû
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðà ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû
êàê âíåøíèìè ôàêòîðàìè (íàïðÿæåíèå, êðó÷åíèå), òàê è âíóòðåííèìè äåôåêòà-
ìè � äèñëîêàöèÿìè è äèñêëèíàöèÿìè íà îñè öèëèíäðà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, ïîëóîá-
ðàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò äâå ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ (ðàäè-
àëüíîå ïåðåìåùåíèå è óãîë ìèêðîïîâîðîòà ÷àñòèöû òåëà) è çàâèñÿùèå òîëüêî îò
îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà � ðàäèóñà òî÷êè â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.

Äëÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè öèëèíäðà ñ êëèíîâîé äèñêëèíàöèåé óäàëîñü ïîñòðî-
èòü ìîäåëü íåñæèìàåìîãî íåëèíåéíî-óïðóãîãî ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà, äëÿ
êîòîðîãî îáðàçîâàíèå äèñêëèíàöèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ìàêðîçàêðó÷èâàíèåì öèëèí-
äðà � ýôôåêòîì, îòñóòñòâóþùèì â êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êóáè÷åñêèõ ïî
êîìïîíåíòàì ìåðû èçãèáíîé äåôîðìàöèè ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè óäåëüíîé ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè.

Â êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè èçâåñòåí ðÿä ïðèìåðîâ, äåìîí-
ñòðèðóþùèõ íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííîå, íî è êà÷åñòâåííîå âëèÿíèå ó÷åòà íåëè-
íåéíîñòè íà ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà èëè êîíñòðóêöèè. Ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ ýô-
ôåêò Ïîéíòèíãà � ýôôåêò âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùèé â èçìåíåíèè äëèíû êðó-
ãîâîãî öèëèíäðà ïðè êðó÷åíèè. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá ó÷åòå ìîìåíò-
íûõ íàïðÿæåíèé íà ýôôåêò Ïîéíòèíãà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ó÷åò ìèêðîñòðóêòóðû
â ðàìêàõ òåîðèè Êîññåðà ìîæåò ïðèâîäèòü íå òîëüêî ê ñóùåñòâåííûì êîëè÷å-
ñòâåííûì, íî è ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì â ïîâåäåíèè ñêðó÷èâàåìîãî öèëèí-
äðà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé îïðåäåëåí êëàññ ìîäåëåé
ìàòåðèàëîâ, ó êîòîðûõ çíàê ýôôåêòà Ïîéíòèíãà â ñëó÷àå áîëüøèõ óãëîâ ïîâî-
ðîòîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû Êîññåðà.
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Êîâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ 4-òîêà â ïîëåâûõ òåîðèÿõ ìåõàíèêè
êîíòèíóóìà

Êîâàëåâ Â. À.∗, Ðàäàåâ Þ. Í.∗∗

∗Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ
Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû

∗∗Ìîñêâà, Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ
vlad_koval@mail.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ïîíÿòèé, ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ãðóïïîâîãî
àíàëèçà ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ïðîáëå-
ìå ðåãóëÿðíîãî ïîñòðîåíèÿ êîâàðèàíòíûõ 4-òîêîâ â òåîðèÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ
ñðåä, äîïóñêàþùèõ êîâàðèàíòíóþ òåîðåòèêî-ïîëåâóþ ôîðìóëèðîâêó. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü äåéñòâèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ãðàäèåíòîâ ïîëåâûõ
ïåðåìåííûõ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî. Îòìåòèì, ÷òî òîêè íåîáõîäèìû äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (â òîì ÷èñëå â âèäå èí-
òåãðàëîâ ïî êîíòóðó èëè ïîâåðõíîñòè, íå çàâèñÿùèõ îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ).
Ïîñëåäíèå âûñòóïàþò êàê äîñòàòî÷íî óäîáíîå àíàëèòè÷åñêîå ñðåäñòâî äëÿ ðå-
øåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà, íî òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ ïîñòàíîâêà âîçìîæíà â ðàìêàõ òåîðèé, äîïóñêàþùèõ ôèçè÷åñêîå
ïîëåâîå ïðåäñòàâëåíèå, èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ è ïðèí-
öèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ (¾êîâàðèàíòíûõ¿) êîîðäèíàò Xβ è
ôèçè÷åñêèõ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ ϕk, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∂β(−Jβ) = QjEj(L),

ãäå L � ¾åñòåñòâåííàÿ¿ ïëîòíîñòü Ëàãðàíæèàíà, Ej � äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð Ýéëåðà�Ëàãðàíæà (ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëåâîé êîìïîíåíòå ñ èíäåêñîì j),
Jβ � òîê Íåòåð, Qj � õàðàêòåðèñòèêà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (â ñëó÷àå òðàíñëÿöè-
îííûõ ñèììåòðèé ðå÷ü èäåò î ñîõðàíåíèè ýíåðãèè�èìïóëüñà ïîëÿ). Ïðè âûïîë-
íåíèè óðàâíåíèé ïîëÿ

Ej(L) = 0

áóäåò ñïðàâåäëèâ äèâåðãåíòíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ

∂βJ
β = 0.

Òîêè ïîçâîëÿþò òàêæå óêàçàòü òî÷íî ñîõðàíÿþùèåñÿ èíâàðèàíòû ïîëÿ.
Âûâîä ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ 4-òîêîâ îñíîâûâàåòñÿ íà îäíîì äèôôåðåíöèàëüíîì
òîæäåñòâå, âêëþ÷àþùåì èíôèíèòåçèìàëüíûå ãåíåðàòîðû îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ãðóïïû ñèììåòðèé âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ. Ýòî êîâàðèàíòíîå
òîæäåñòâî èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé èíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Â òåðìèíàõ êîâàðèàíòíîãî ôîðìàëèçìà ïðèâîäÿòñÿ
ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ïîëÿ, êîòîðûé ñîñòàâëÿåòñÿ
èç òîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàì òðàíñëÿöèé âäîëü ¾ïðÿìîëèíåéíûõ¿ îáðà-
çóþùèõ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè.
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Êîâàðèàíòíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè íà ïîâåðõíîñòÿõ
ñèëüíîãî ðàçðûâà â ìèêðîïîëÿðíîì òåðìîóïðóãîì êîíòèíóóìå:

ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Êîâàëåâ Â. À.∗, Ðàäàåâ Þ. Í.∗∗

∗Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ
Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû

∗∗Ìîñêâà, Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ
radayev@ipmnet.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âûâîäó êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñèëü-
íûõ ðàçðûâîâ äåôîðìàöèè, ìèêðîäåôîðìàöèè è òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ â íåëèíåéíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ òåðìî-
óïðóãèõ ñðåäàõ.

Òåïëîïðîâîäíîñòü â òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåëàõ, îáëàäàþùèõ äîïîëíè-
òåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïðîÿâëÿþùèìèñÿ, â ÷àñòíîñòè, êàê ñîâìåñòíûå
ëîêàëüíûå âðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ òåëî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæ-
íóþ çàäà÷ó ñîâðåìåííîé òåîðèè è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèÿõ î âîëíîâîì ìåõàíèç-
ìå òðàíñïîðòà òåïëà è ãèïåðáîëè÷åñêîé òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè âòîðîãî òèïà
(GNII). Â êà÷åñòâå òåðìè÷åñêîé ïåðåìåííîé âûñòóïàåò òåìïåðàòóðíîå ñìåùå-
íèå. Ðåïåð ëîêàëüíûõ ïîâîðîòîâ, àññîöèèðîâàííûé ñ ýëåìåíòîì ìèêðîïîëÿðíîãî
êîíòèíóóìà, ïðåäïîëàãàåòñÿ ¾íåæåñòêèì¿. Ñ öåëüþ ïîëåâîé ôîðìóëèðîâêè òåî-
ðèè óêàçàíà åñòåñòâåííàÿ ïëîòíîñòü òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ è ñôîðìóëèðîâàí
ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï íàèìåíüøåãî òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ.

Îïèðàÿñü íà òåîðåòèêî-ïîëåâóþ ôîðìóëèðîâêó, ïðèâîäèòñÿ âûâîä êîâàðè-
àíòíûõ óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ êàê óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ
ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìèêðîïîëÿðíîé òåð-
ìîóïðóãîñòè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òðàíñïîðòà òåïëà ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî àíàëèòè÷åñêîãî òèïà. Ñïåöèàëüíàÿ ôîðìà ïåðâîé âàðèàöèè èíòåãðàëüíî-
ãî ôóíêöèîíàëà ñ ïåðåìåííîé îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ è âîçìîæíûìè ñèëü-
íûìè ðàçðûâàìè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàíò-
íûõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ñèëüíûõ ðàçðûâîâ äåôîðìàöèè è òåìïåðàòóðíîãî
ñìåùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âîëíîâûå ïîâåðõíîñòè. Óêàçàííûå óñëîâèÿ ñî-
äåðæàò 4-òåíçîðû íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãîôà è ýíåðãèè�èìïóëüñà. Ïîýòî-
ìó âàðèàöèîííûå ñèììåòðèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà òåðìîóïðóãîãî äåé-
ñòâèÿ â ñëó÷àå ïëîñêîãî 4-ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ.
Ñôîðìóëèðîâàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ (â ÷åòûðåõìåðíîé êîâàðèàíòíîé è â ôîðìå
òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé òðàíñëÿöèÿì âäîëü ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ïëîñêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè. Òðåõìåðíûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñèëüíîãî ðàçðûâà,
îáùåïðèíÿòûå â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà, áåç òðóäà ïîëó÷àþòñÿ èç 4-êîâàðèàíòíûõ
ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûõ ôîðì.
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Ðàçäóâàíèå êðèâîé âûñîêîýëàñòè÷íîé òðóáêè. Òåîðèÿ è ýêñïåðèìåíò

Êîëåñíèêîâ À. Ì., Ïîïîâ À. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
Alexei.M.Kolesnikov@gmail.com

Êðèâîé òðóáêîé íàçîâ¼ì îáîëî÷êó â âèäå ñåêòîðà òîðà ñ çàìêíóòûì ïîïå-
ðå÷íûì ñå÷åíèåì. Â ëèíåéíîé òåîðèè èçâåñòíî, ÷òî êðèâàÿ òðóáêà ñ êðóãëûì
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ íå èçìåíÿåò ñâîåé
êðèâèçíû ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ. Ýòî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ
èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Òðóáêà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñå÷åíèåì ìåíÿåò ñâîþ êðè-
âèçíó ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Åñëè ïîëóîñü â ïëîñêîñòè èçãèáà
ìåíüøå, ÷åì ïîëóîñü â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè, òî ïîä äàâëåíèåì êðèâèçíà
òðóáêè óâåëè÷èâàåòñÿ. Â îáðàòíîì ñëó÷àå êðèâèçíà óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ìàíîìåòðè÷åñêèõ òðóáêàõ.

Çàäà÷à î ðàçäóâàíèè êðèâîé òðóáêè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÷èñòîãî èçãè-
áà êðèâîé òðóáêè âíåøíèìè èçãèáàþùèìè ìîìåíòàìè ïî êîíöàì è ïîäâåðæåí-
íîé ðàâíîìåðíîìó äàâëåíèþ èçíóòðè. Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ÷èñòîãî
èçãèáà äàí â ðàáîòàõ Çóáîâà Ë. Ì. è Ëèáàè À. è Ñèììîíäñà Äæ. Ã. Ïîäõîä
îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè äåôîðìàöèè íà äâå ÷àñòè: ïëîñêóþ äåôîðìàöèþ ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ïîâîðîò êàæäîãî ñå÷åíèÿ íà ïîñòîÿííûé îòíîñèòåëüíûé
óãîë. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ñòàòèêè îáîëî÷êè ê ñèñòå-
ìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðèâèçíà äåôîðìèðîâàííîé
òðóáêè çàäàåòñÿ êàê ïàðàìåòð, à èçãèáàþùèé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîíêîñòåííàÿ êðèâàÿ òðóáêà èç íåëè-
íåéíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà, íàãðóæåííàÿ òîëüêî âíóòðåííèì äàâëåíèåì. Ìàëàÿ
òîëùèíà ñòåíîê ïîçâîëÿåò ïðåíåáðåãàòü èõ èçãèáíîé æ¼ñòîñòüþ è èñïîëüçîâàòü
áåçìîìåíòíóþ òåîðèþ íåëèíåéíî óïðóãèõ îáîëî÷åê. Ïîëó÷åííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî
ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Íà êàæäîì øàãå ïðèñòðåëêè èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷è Êî-
øè îñóùåñòâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíûì ìåòîäîì, îñíîâàííîì íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì
ïðåäñòàâëåíèè è ìåòîäå Ðóíãå�Êóòòû ñ êîíòðîëåì ïîãðåøíîñòè íà øàãå. Êðè-
âèçíà äåôîðìèðîâàííîé òðóáêè îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè íà îñíîâå
ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ïî-
ïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Ðàññìîòðåíû òðóáêè êðóãîâîãî è ýëëèïòè÷åñêèõ ïîïåðå÷íûõ
ñå÷åíèé, èçãîòîâëåííûõ èç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà. Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ
ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ñîãëàñóåòñÿ ñ ëèíåéíîé òåîðèåé. Èçìåíåíèå êðèâèç-
íû òðóáêè êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ
èçìåíåíèåì êðèâèçíû òðóáêè ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ äàæå ïðè ìàëîé ðàçíèöå
ïîëóîñåé. Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ, ïîâåäåíèå òðóáîê
ìåíÿåòñÿ è óìåíüøåíèå êðèâèçíû ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî ñ îäèíàêîâîé èíòåíñèâ-
íîñòüþ íå çàâèñèìî îò íà÷àëüíîé ôîðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Òåîðåòè÷åñêèå
ïðåäñêàçàíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ðàçäóâàíèÿ êðè-
âîé âûñîêîýëàñòè÷íîé òðóáêè.

Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ïðåçèäåíòîì ÐÔ (ÌÊ-439.2011.1), ìèíîáðíàóêè
ÐÔ (Ï596, 14.A18.21.0389), ÐÔÔÈ (12-01-00038-a, 12-01-31431-ìîë-à).
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Àíèçîòðîïèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ òðåõêîìïîíåíòíûõ àíòèôðèêöèîííûõ
êîìïîçèòîâ ñ îðèåíòèðîâàííûìè íåèçîìåòðè÷íûìè âêëþ÷åíèÿìè

Êîëåñíèêîâ Â. È.∗, Áàðäóøêèí Â. Â.∗∗, Êîëåñíèêîâ È. Â.∗,

Ñû÷åâ À. Ï.∗∗∗, Ñû÷åâ À. À.∗∗∗, ßêîâëåâ Â. Á.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîñòîâñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ
∗∗Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé èíñòèòóò ýëåêòðîííîé òåõíèêè

∗∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
alexsis1983@gmail.com

Ìàòðè÷íûå êîìïîçèòû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â óçëàõ òðåíèÿ è ñîïðÿ-
æåíèé ìàøèí è ìåõàíèçìîâ. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå äâóõêîìïîíåíòíûõ ìàòåðè-
àëîâ àíòèôðèêöèîííîãî íàçíà÷åíèÿ â òÿæåëîíàãðóæåííûõ óçëàõ òðåíèÿ îãðà-
íè÷åíî ââèäó èõ ìàëîé óäåëüíîé ïðî÷íîñòè è íåñóùåé ñïîñîáíîñòè. Ïîýòîìó
äëÿ òàêèõ óçëîâ öåëåñîîáðàçíî ñîçäàâàòü ìíîãîêîìïîíåíòíûå êîìïîçèòû, èñõî-
äÿ èç ñèíòåçà êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà ñ àíòèôðèêöèîííûì. Íàðÿäó ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè ïîäõîäàìè, øèðîêî ïðèìåíÿåìûìè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è,
âàæíóþ ðîëü èãðàþò òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèõ (â ÷àñòíîñòè, óïðóãèõ) ñâîéñòâ ñîçäàâàåìûõ êîìïîçèòîâ. Òàêèå
ìîäåëè äàþò âîçìîæíîñòü óæå íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðîãíî-
çèðîâàòü âëèÿíèå êîíöåíòðàöèè, ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ íà ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïîçèòîâ.

Íà ïðàêòèêå àðìèðîâàíèå àíòèôðèêöèîííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ÷àñòî
ïðîèçâîäèòñÿ íåèçîìåòðè÷íûìè âêëþ÷åíèÿìè. Òàê, â óçëàõ òðèáîñîïðÿæåíèé
(íàïðèìåð, â ñêîëüçóíàõ áîêîâûõ îïîð ýëåêòðîâîçà) ïðèìåíÿþòñÿ êîìïîçèòû,
àðìèðîâàííûå òêàíÿìè, ó êîòîðûõ ïî îñíîâå è ïî óòêó èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå
ìàòåðèàëû. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òÿæåëîíàãðóæåííûõ óçëàõ òðåíèÿ ïî-
ëó÷èëè êîìïîçèöèè íà îñíîâå ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî è àðìàòóðû �� âîëîêîí
èç ïîëèòåòðàôòîðýòèëåíà èëè ãðàôèòà, îðòîãîíàëüíûõ ñòåêëî- èëè óãëåâîëîê-
íàì. Ïîäîáíîå àðìèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ àíèçîòðîïèè ôèçèêî-ìåõàíè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ ñîçäàâàåìûõ êîìïîçèòîâ. Ýòà àíèçîòðîïèÿ ìîæåò áûòü óñèëåíà
èëè îñëàáëåíà â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ìàòåðèàëó.

Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê òðåõêîìïîíåíòíûõ ìàòðè÷íûõ êîìïîçèòîâ ñ ýëëèïñîèäàëüíûìè
âêëþ÷åíèÿìè, îðèåíòèðîâàííûìè ïàðàëëåëüíî íåêîòîðîé ïëîñêîñòè â äâóõ âçà-
èìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïðè ýòîì ìàòåðèàë âêëþ÷åíèé, ðàñïî-
ëîæåííûõ â îäíîì èç óêàçàííûõ íàïðàâëåíèé, îòëè÷åí îò ìàòåðèàëà âêëþ÷å-
íèé â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè. Ìîäåëèðîâàíèå îïèðàåòñÿ íà îáîáùåí-
íîå ñèíãóëÿðíîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Ïîëó÷åíî óäîáíîå äëÿ
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ (ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ) ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè, ó÷èòûâàþ-
ùåå âëèÿíèå ôîðìû, îðèåíòàöèè è êîíöåíòðàöèè èçîòðîïíûõ êîìïîíåíòîâ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ òðåõêîìïîíåíòíûõ êîìïîçèòîâ.

Äëÿ àíòèôðèêöèîííûõ êîìïîçèòîâ íà îñíîâå ñâÿçóþùåãî ÝÏÀÔ, àðìèðî-
âàííîãî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè âîëîêíàìè èç ïîëèòåòðàôòîðýòèëåíà è
áåñùåëî÷íîãî ñòåêëà, ïðîâåäåíû ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû ïàðàìåòðîâ óïðóãîé àíè-
çîòðîïèè, ó÷èòûâàþùèå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè èçîòðîïíûõ êîìïîíåíòîâ.
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Èññëåäîâàíèå ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé

Êîñåíêî Å. Å.∗, Êîñåíêî Â. Â.∗, ×åðïàêîâ À. Â.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÐÃÑÓ
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

alex837@yandex.ru

Îïðåäåëåíèå ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé, êàêèì-ëè-
áî îäíèì ìåòîäîì íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòàõ, ïîìèìî îáùèõ ôàêòîðîâ,
âëèÿþùèõ íà îáðàçöû, èñïîëüçóþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû ñ ïðèìåíåíèåì ðàñ-
÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê àðìàòóðû è áåòîíà. Â îñíîâå òàêèõ ðàñ÷åòîâ ëåæèò èçìåí-
÷èâîñòü ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è îáîáùàåòñÿ èçìåí÷èâîñòü ñâîéñòâ îñòàëüíûõ ôàê-
òîðîâ. Ïîñêîëüêó çíà÷èòåëüíûé çàïàñ ïðî÷íîñòè æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëîâ, çàëîæåííûå åù¼ íà ñòàäèè ïðîèçâîäñòâà,
òî èìåííî ýòè ñâîéñòâà ïðèîáðåòàþò â èòîãå êîëè÷åñòâåííîå ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå.

Ðàíåå ïðîâåäåííûå ðàáîòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê àðìàòóðíûõ ñòàëåé îáû÷íî ðóêîâîäñòâóþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè íàòóð-
íûõ îáðàçöîâ. Çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îïðåäåëåíû â ñå÷åíèè àð-
ìàòóðíûõ ñòàëåé êëàññîâ À500Ñ è Àò800, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ
êîíòðîëÿ (èçìåðåíèå òâåðäîñòè ïî Âèêêåðñó) è ìåòîäîì óäàðíîãî âäàâëèâàíèÿ
èíäåíòîðà. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ó îáðàçöîâ àðìàòóðû, íàõîäÿùèõ-
ñÿ â ñîñòîÿíèè ïîñòàâêè è óïðî÷íåííûõ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì äî ðàçëè÷íûõ
óðîâíåé âûøå çíà÷åíèé ïðåäåëà òåêó÷åñòè (óðîâíè óïðî÷íåíèÿ âûðàæåíû êî-
ýôôèöèåíòîì óïðî÷íåíèÿ Êó, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé îòíîøåíèå äåéñòâóþùå-
ãî íàïðÿæåíèÿ ê ôèçè÷åñêîìó èëè óñëîâíîìó ïðåäåëó òåêó÷åñòè) îòìå÷àåòñÿ
çíà÷èòåëüíîå ðàññåèâàíèå çíà÷åíèé òâåðäîñòè, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé
ñòðóêòóðîé ñå÷åíèÿ àðìàòóðû êëàññîâ À500Ñ è Àò800.

Ïðîâåäåí ðàñ÷åò ïðåäåëüíûõ óðîâíåé óïðî÷íåíèÿ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì,
èñõîäÿ èç óñëîâèÿ âÿçêîãî ðàçðóøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàïðÿæåíèÿ äëÿ
èññëåäóåìûõ êëàññîâ àðìàòóðû. Àíàëèç ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàë, ÷òî
ïðè íàïðÿæåíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè, íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíî èñïîëüçîâàòü òåðìîìåõàíè÷åñêè óïðî÷íåííûå àðìàòóðíûå ñòàëè êëàññîâ
À500Ñ è Àò800 èç�çà íåèçìåííîé äîëè âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé â èçëîìå ïðàêòè-
÷åñêè äî çíà÷åíèé ïðåäåëà ïðî÷íîñòè.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ àðìàòóðíîé ñòàëè ïðè íà-
ïðÿæåíèÿõ ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè, îäíàêî ñëåäóåò ó÷èòû-
âàòü, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëèñü îáðàçöû äëèíîé 0,2 ì
â ñîîòâåòñòâèè ñ ÃÎÑÒîì. Ïðè ïåðåõîäå íà ñòåðæíè äëèíîé 6 ì, ïðèìåíÿåìûå
ïðè èçãîòîâëåíèè æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé, áîëüøîå âëèÿíèå îêàçûâàþò
ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû àðìàòóðíûõ ïðîôèëåé, à èìåííî äèàìåòð àðìàòóðû,
çíà÷åíèÿ êîòîðîãî èìåþò çíà÷èòåëüíîå ðàññåèâàíèå. Ïî ïðè÷èíå ðàçëè÷èÿ äèà-
ìåòðîâ ïî äëèíå àðìàòóðíûõ ñòåðæíåé âåñü ýôôåêò óïðî÷íåíèÿ îäíîîñíûì ðàñ-
òÿæåíèåì ìîæåò îãðàíè÷èòüñÿ îáëàñòÿìè ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè äèàìåòðà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 12-08-90815-
ìîë_ðô_íð, 12-08-31306 ìîë_à, 12-08-31397 ìîë_à).
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Çàâèñèìîñòü õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ è ïðî÷íîñòè õðóïêèõ òåë ïðè èõ
ñæàòèè îò êîíòàêòíîãî òðåíèÿ è îðèåíòàöèè íà÷àëüíîé òðåùèíû

Êîñòàíäîâ Þ. À., Ìåäâåäåâ Â. Ñ.

Ñèìôåðîïîëü, Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî
ipgd@yandex.ru

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ îðèåíòàöèè íà÷àëüíîé òðåùèíû íà õà-
ðàêòåð ðàçðóøåíèÿ è ïðî÷íîñòü ñîäåðæàùèõ åå îáðàçöîâ, èçãîòîâëåííûõ èç
ïåñ÷àíî-öåìåíòíîé ñìåñè, ïðè èõ îäíîîñíîì ñæàòèè. Îáðàçöû ïðåäñòàâëÿ-
ëè ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû ðàçìåðîì {x · y · z} = {a · h · b} =
= {55 · 55 · 20} ìì ñ öåíòðàëüíûì ñêâîçíûì ðàçðåçîì äëèíîé 18 ìì è øèðèíîé
0,2 ìì, èìèòèðóþùåì íà÷àëüíóþ òðåùèíó è îðèåíòèðîâàííûì ïîä óãëàìè
α, ðàâíûìè π/6, π/4, π/3, π/2 ê íàïðàâëåíèþ äåéñòâóþùåé íàãðóçêè. Íàãðó-
æåíèå îáðàçöîâ ïðîâîäèëîñü ïðè íåïîñðåäñòâåííîì êîíòàêòå íàãðóæàåìûõ
òîðöîâ îáðàçöîâ ñî ñòàëüíûìè ïëèòàìè ïðåññà, ÷òî îáåñïå÷èâàëî êîýôôèöèåíò
êîíòàêòíîãî òðåíèÿ fS = 0, 24, à êîãäà ìåæäó íàãðóæàåìûìè òîðöàìè îáðàç-
öîâ è ïëèòàìè ïðåññà ðàçìåùàëèñü ôòîðîïëàñòîâûå ïëàñòèíû, òî çíà÷åíèå
êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî òðåíèÿ ñíèæàëîñü fF = 0, 035.

Ïðîâîäèëèñü âèäåîðåãèñòðàöèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ è àíàëèç îáðàçîâàâ-
øèõñÿ â ðàçðóøåííûõ îáðàçöàõ òðåùèí è îòäåëüíîñòåé, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ
ìîæíî ñäåëàòü äâà îñíîâíûõ âûâîäà îòíîñèòåëüíî ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ ñ íà-
÷àëüíûì ðàçðåçîì, èìèòèðóþùåì òðåùèíó: 1) óâåëè÷åíèå òðåíèÿ ìåæäó êîí-
òàêòèðóþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè îáðàçöîâ è ïëèòàìè ïðåññà ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ
äèàãîíàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ îáðàçöîâ â ñå÷åíèè Y OZ; 2) ðàçðóøåíèå íà÷èíàåòñÿ
ñ îáðàçîâàíèÿ òðåùèí ìåæäó âåðøèíàìè ðàçðåçà â îáëàñòÿõ íàèáîëåå óäàëåí-
íûìè îò íàãðóæàåìûõ ãðàíåé îáðàçöà èëè óãëîâ òàêèõ ãðàíåé, êîòîðûå áóäåì
íàçûâàòü ïðîòèâîïîëîæíûìè.

Ïåðâûé âûâîä ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ìåæäó êîí-
òàêòèðóþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè çàòðóäíÿåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ îáðàçöà â
ïëîñêîñòè XOZ âáëèçè íàãðóæåííûõ ãðàíåé. Âìåñòå ñ ýòèì ïðîÿâëÿåòñÿ èç-
âåñòíàÿ çàâèñèìîñòü ïðèçìåííîé ïðî÷íîñòè îáðàçöîâ îò ñîîòíîøåíèÿ èõ âûñîòû
è øèðèíû, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî ïðî÷íîñòü âûñîêîãî îáðàçöà íèæå ïðî÷íîñòè
øèðîêîãî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàçðóøèòü îáðàçåö ïî äèàãîíàëüíûì èëè
áëèçêèì ê íèì ïëîñêîñòÿì â ñå÷åíèè Y OZ ëåã÷å, ÷åì â ñå÷åíèè XOY .

Îáúÿñíåíèå âòîðîãî âûâîäà îñíîâàíî íà òîì, ÷òî òðåùèíà ðàçâèâàåòñÿ èç óã-
ëîâîé òî÷êè îáðàçöà ïî òðàåêòîðèè ìàêñèìàëüíûõ ýôôåêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ïðèçìåííîé ïðî÷íîñòè îáðàçöà îò ñîîòíîøå-
íèÿ åãî âûñîòû è øèðèíû.

Ïðåäëîæåííîå îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ðàçðóøåíèå îá-
ðàçöîâ ñ íà÷àëüíûì ðàçðåçîì íà÷èíàåòñÿ ñ îáðàçîâàíèÿ òðåùèí ìåæäó âåðøè-
íàìè ðàçðåçà è ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè îáðàçöîâ èëè èõ óãëîâ, íàõîäèòñÿ â
ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Èõ îòëè÷èå îò ðåçóëüòà-
òîâ, ïîëó÷åííûõ â äðóãèõ ðàáîòàõ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì äëÿ óãëîâ îðèåí-
òàöèè òðåùèíû α = π/4 è α = π/3, îáóñëîâëåíî, ïî-âèäèìîìó, â ïåðâóþ î÷åðåäü
îòñóòñòâèåì â èñïîëüçóåìîé ÷èñëåííîé ìîäåëè çàâèñèìîñòè ïðèçìåííîé ïðî÷íî-
ñòè îáðàçöîâ îò ñîîòíîøåíèÿ èõ âûñîòû è øèðèíû.
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Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé íà
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Êðóãëèêîâ Ì. Ã., Öèáóëèí Â. Ã.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
mkruglicov@gmail.com

Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé â êîëüöåâîé îá-
ëàñòè ìîäåëèðóåòñÿ íà îñíîâå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
è ìåòîäà ïðÿìûõ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî ôîðìèðîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ïëîòíîñòåé ïîïóëÿöèé â ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî ðîñòà è ôóíêöèè
ðåñóðñà, çàâèñÿùèõ îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû, è óêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ðîñòà íàé-
äåíà îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå
ïîïóëÿöèé.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíî-
âà�Ôèøåðà è åãî îáîáùåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé íà
îäíîðîäíûõ àðåàëàõ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîãî ðåñóðñà. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàñòåò
èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ýôôåêòîâ íåîäíîðîäíîñòè æèçíåííûõ óñëîâèé, âëèÿþùèõ
íà âûæèâàíèå ïîïóëÿöèé è ñïîñîáñòâóþùèõ ñîñóùåñòâîâàíèþ ðàçëè÷íûõ âèäîâ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ôîðìèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ áëèçêîðîäñòâåííûõ ïîïóëÿöèé íà íåîäíîðîäíîì
àðåàëå. Íà êîëüöå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåëè-
íåéíîñòüþ ëîãèñòè÷åñêîãî òèïà è êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíîãî ðîñòà, çàâèñÿùè-
ìè îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïðîàíàëèçèðî-
âàíî ôîðìèðîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòåé áëèçêîðîäñòâåí-
íûõ ïîïóëÿöèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî ðîñòà ïðè ïðîñòðàí-
ñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè ðåñóðñà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîñòà è ìèãðàöèè áëèçêîðîäñòâåííûõ ïîïóëÿöèé
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà îòíîñèòåëü-
íî ïëîòíîñòåé wi = wi(x, t), i = 1, . . . ,M :

∂wi
∂t

= −∂qi
∂x

+ ηiwif, qi = −ki
∂wi
∂x

, f = 1− 1

P

M∑
j=1

wj,

ãäå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ki, ðîñòà ηi è îáîáùåííîãî ðåñóðñà P çàâèñÿò îò x.
Óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êîëüöåâîé îáëàñòè x ∈ [0, a], óñëîâèÿ ïåðèî-

äè÷íîñòè èìåþò âèä:

wi(0, t) = wi(a, t), ki(0)
∂wi(0, t)

∂x
= ki(a)

∂wi(a, t)

∂x
, i = 1, . . . ,M,

ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé

wi|t=0 = wi0(x), i = 1, . . . ,M.
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Ïîñòðîåíèå òåîðèè êàíàòîâ äâîéíîé ñâèâêè. Çàäà÷à
ðàñòÿæåíèÿ�êðó÷åíèÿ

Êóðáàòîâà Í. Â., Óñòèíîâ Þ. À.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
nvk-ru@yandex.ru

Êàíàòû è òðîñû ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå ãèáêèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâÿçåé äëÿ
ïåðåìåùåíèÿ ãðóçîâ, îáîðóäîâàíèÿ, ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ïðî÷íîñòü êàíàòîâ
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñïîñîáà ïëåòåíèÿ, ïðîôèëÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâî-
ëîêè, èç êîòîðûõ îíè ñâèâàþòñÿ è îáóñëîâëèâàåòñÿ óñëîâèÿìè èõ ýêñïëóàòàöèè.
Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè êðóãëûå ñòàëüíûå êàíàòû îäèíàðíîé è
äâîéíîé ñâèâîê.

Ó êàíàòîâ îäèíàðíîé ñâèâêè âîëîêíà ðàñïîëàãàþòñÿ ïî âèíòîâûì ëèíèÿì âî-
êðóã öåíòðàëüíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî âîëîêíà â íåñêîëüêî ñëîåâ. Êàíàòû äâîéíîé
ñâèâêè ïëåòóòñÿ èç ïðÿäåé, êàæäàÿ îòäåëüíàÿ ïðÿäü ÿâëÿåòñÿ êàíàòîì îäèíàð-
íîé ñâèâêè, öåíòðàëüíîå âîëîêíî ïðÿäè â ýòîì ñëó÷àå ðàñïîëàãàåòñÿ ïî âèíòîâîé
ëèíèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àâòîðñêàÿ òåîðèÿ êàíàòîâ îäèíàðíîé ñâèâêè ðàçâèâàåòñÿ
ïðèìåíèòåëüíî ê íîâûì îáúåêòàì � êàíàòàì äâîéíîé ñâèâêè.

Ìîäåëèðîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êàíàòà è âû÷èñ-
ëåíèå åãî æ¼ñòêîñòåé îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ, óðàâíåíèÿ
ñïëîøíîé óïðóãîé ñðåäû ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé è ðåøåíèå Ñåí-Âåíàíà äëÿ
öèëèíäðà ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ñëîåâ
íàìîòêè, ñîãëàñíî òåîðèè óñðåäíåíèÿ, òàêîé ìàòåðèàë â êàæäîé òî÷êå öèëèí-
äðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëîêàëüíî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé, ñ ãëàâíîé
îñüþ ñèììåòðèè íàïðàâëåííîé âäîëü êàñàòåëüíîé ê âèíòîâûì ëèíèÿì. Óïðóãèå
õàðàêòåðèñòèêè òàêîãî ìàòåðèàëà�� ýôôåêòèâíûå ìîäóëè, à õàðàêòåðèñòèêè êà-
íàòà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé
ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé áèìàòåðèàëüíîãî êîìïîçèòà ê ñëó÷àþ ìàòåðèàëà â îòñóò-
ñòâèè çàïîëíèòåëÿ.

Ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ: ïðîäîëüíîé ñèëîé Pz, êðóòÿùèì ìîìåíòîì Mz, ïðîäîëüíîé äå-
ôîðìàöèåé ε è îòíîñèòåëüíûì óãëîì çàêðó÷èâàíèÿ ϕ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðåøå-
íèé Ñåí-Âåíàíà è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñèñòåìû:{

d11ε+ d12ϕ = Pz,
d12ε+ d22ϕ = Mz,

çäåñü d11, d22 � õàðàêòåðèñòèêà æ¼ñòêîñòè íà ðàñòÿæåíèå; d12 � íà êðó÷åíèå. Èç
ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðîäîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïîðîæäàåò êðó÷åíèå, à êðóòÿùèé
ìîìåíò ïîìèìî êðó÷åíèÿ � ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèþ.

Â ðàáîòå ïîñòðîåíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ êàíàòà äâîéíîé ñâèâêè è ïî-
ëó÷åíû êîýôôèöèåíòû æ¼ñòêîñòåé òàêîãî êàíàòà íà îñíîâå ðåøåíèé Ñåí-Âåíàíà.
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Âëèÿíèå ìàãíèòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà äèíàìè÷åñêèå ñâîéñâòâà
ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñëîÿ

Ëåâè Ì. Î.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
moderx@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçàííàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à î ñäâèãîâûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ïîëîñû ïðè ðàçëè÷íûõ ýëåê-
òðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ óñëîâèÿõ íà åå ãðàíÿõ. Êîëåáàíèÿ èíèöèèðóþòñÿ ïîòåí-
öèàëîì ϕ0e

−iωt, ïðèëîæåííûì ê íàõîäÿùåìóñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñû ýëåêòðî-
äó, çàíèìàþùåãî îáëàñòü |x1| ≤ a. Ïîëîñà âûïîëíåíà èç ìàòåðèàëà ðîìáè÷åñêîé
ñèììåòðèè êëàññà 2mm. Èçó÷àþòñÿ êîëåáàíèÿ ñëîÿ |x1| , |x3 | ≤ ∞; 0 ≤ x2 ≤ h,
un = un(x1, x2); íèæíÿÿ ãðàíü êîòîðîãî æåñòêî çàùåìëåíà, âåðõíÿÿ ãðàíü ñâî-
áîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. Êîëåáàíèÿ â ñëîå èíèöèèðóþòñÿ îñöèë-
ëèðóþùåé íàãðóçêîé q(x1, t) = q0(x1)e−iωt ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè |x1| ≤ a
(q = {q3, q4, q5}, çäåñü q3 � êîìïîíåíòà âåêòîðà ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, q4 � ýëåê-
òðè÷åñêàÿ íàãðóçêà, q5 � ìàãíèòíàÿ íàãðóçêà). Âíå îáëàñòè |x1| ≤ a ïîâåðõíîñòü
ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. Êîëåáàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîé ñðå-
äû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà:∇·T = ρ∂

2u
∂t2
,

∇ ·D = 0, ∇ ·B = 0. Êîìïîíåíòû óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò
âèä:

 T

D

B

 =



c
−e
−f

eT

ε
g

fT

g
µ


×

 S

E

H



çäåñü T è S � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé âòîðîãî ïîðÿäêà, D è B �
âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè, E è H � âåêòîðû íàïðÿæåíèÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, c, e, f , ε, µ, g � óïðóãèå, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå,
ïüåçîìàãíèòíûå, äèýëåêòðè÷åñêèå, ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè è ìàãíèòîýëåêòðè-
÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâåííî. Êîëåáàíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ óñòàíîâèâøè-
ìèñÿ, ïðîèñõîäÿùèìè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, âñå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå F = F0e

−iωt.
Ìåòîäàìè îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà. Äåòàëüíî èñ-
ñëåäîâàíû ñâîéñòâà ñèìâîëà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, â ÷àñòíîñòè, âëèÿ-
íèå ðàçëè÷íûõ ìàãíèòíûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ óñëîâèé íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè
ñëîÿ íà åãî äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà.
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Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîëåáàíèé
ãîðèçîíòàëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ æèäêîñòüþ

Ëåêîìöåâ Ñ. Â.∗, Áî÷êàð¼â Ñ. À.∗, Ìàòâååíêî Â. Ï.∗,

Ìóðàøêèí Å. Â.∗∗

∗Ïåðìü, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ
∗∗Âëàäèâîñòîê, Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ ÐÀÍ

lekomtsev@icmm.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó àíàëèçó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ãîðèçîíòàëü-
íî îðèåíòèðîâàííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî çàïîë-
íåííûõ íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ. Ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è îñóùåñòâëåí â òð¼õ-
ìåðíîé ïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñæèìàåìàÿ
íåâÿçêàÿ æèäêîñòü ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ ïîòåíöèàëüíîé òåîðèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå âîëíîâîå óðàâíåíèå êîòîðîé ñâåäåíî ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà Áóáíîâà�Ãàë¼ðêèíà. Êðèâîëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè àïïðîêñèìèðîâà-
íà ñîâîêóïíîñòüþ ïëîñêèõ ýëåìåíòîâ, îäíîâðåìåííî âîñïðèíèìàþùèõ êàê ìåì-
áðàííûå, òàê è èçãèáàþùèå ñèëû. Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ óïðóãîãî òåëà èñ-
ïîëüçîâàí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, â êîòîðûé âêëþ÷å-
íî ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íà óïðóãóþ êîíñòðóêöèþ. Ðåøå-
íèå çàäà÷è ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñâÿçàííîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé. Ïðîâåðêà äîñòîâåðíîñòè ðàçðàáîòàííîãî êîí÷åíî-ýëåìåíòíîãî àëãîðèò-
ìà îñóùåñòâëåíà â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è äàííûìè äðóãèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ, â êî-
òîðûõ, â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåé ðàáîòû, íå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ó÷¼òà
ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè.

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ãîðèçîíòàëüíî
îðèåíòèðîâàííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ðàçíîì óðîâíå çàïîëíåíèÿ æèä-
êîñòüþ è ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàäàâàåìûõ íà òîðöàõ.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êîíôèãóðàöèé ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ
ôîðìû êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì óðîâíå æèäêîñòè âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå
íåñêîëüêèõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ïîëóâîëí â îêðóæíîì è
ìåðèäèîíàëüíîì íàïðàâëåíèè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ÷àñòîòû â ñïåê-
òðå. Âûÿâëåíî, ÷òî âëèÿíèå íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû îêàçûâàåò
íå òîëüêî ýêâèâàëåíòíàÿ ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà æèäêîé ñðåäû, íî è ãèäðîóïðó-
ãîå âçàèìîäåéñòâèå íà ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äàæå íåçíà÷è-
òåëüíûé îáúåì æèäêîñòè ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé
ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 12-01-00323-à)
è ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêò � 12-Ñ-1-1015).
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Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí äëÿ ãèáðèäíûõ ñðåä

Ëèòâèí÷óê Ñ. Þ., Áåëîâ À. À., Ïàçèí Â. Ï.

Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà
èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî
litvinchuk@mech.unn.ru

Â ðàìêàõ ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ó÷åòà äèñêðåòíîé ñòðóêòó-
ðû ìàòåðèàëà íåêîòîðîé îáëàñòè ïðèìåíÿåòñÿ ñøèâàíèå äèñêðåòíîé è êîíòèíó-
àëüíîé îáëàñòåé. Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ ãðàíèöà ìåæäó îáëàñòÿìè, êîòîðàÿ äîëæíà
ïðîïóñêàòü âîëíû, ïàäàþùèå èç äèñêðåòíîé îáëàñòè, íå âûçûâàÿ îòðàæåíèé, íå
ñóùåñòâóþùèõ â ðåàëüíîñòè. Äëÿ èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè óâåëè÷åíèÿ äèàïàçîíà
÷àñòîò êîëåáàíèé, äîõîäÿùèõ äî ãðàíèöû è íå âûçûâàþùèõ ëîæíûõ îòðàæå-
íèé, ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãðà-
äèåíòíîãî êîíòèíóóìà. Ìåòîä ñøèâàíèÿ äèñêðåòíîé è êîíòèíóàëüíîé îáëàñòåé
îðèåíòèðîâàí íà ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèâåäåíî èññëåäîâàíèå ïî îòðàæåíèþ âîëí íà ãðàíèöå äèñêðåòíûõ ñèñòåì,
à òàêæå ðàçâèòû ÷èñëåííûå ïîäõîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ
àêòóàëüíûìè â èññëåäîâàíèÿõ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìà-
òåðèàëîâ. Â ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíû âîçìîæíîñòè êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóó-
ìà. Ñ ýòîé öåëüþ èçó÷åíû îòðàæåíèÿ ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí íà ãðàíèöå
îäíîìåðíîé öåïî÷êè è êîíòèíóóìà, à òàêæå êâàäðàòíîé ðåøåòêè è êîíòèíóóìà.
Äëÿ âûÿâëåíèÿ ñïåöèôèêè îòðàæåíèÿ âîëí â àíèçîòðîïíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå
ðàññìîòðåíû çàäà÷è îá îòðàæåíèè îò ãðàíèöû ðåøåòêè ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå îò ãðàíèöû ñ äðóãîé ðåøåòêîé. Ðàññìîòðåí ìåòîä
ñøèâàíèÿ îáëàñòåé, â êîòîðîì òî÷å÷íûé õàðàêòåð ÷àñòèö â ðåøåòêå íå âûçûâà-
åò îñîáåííîñòåé â ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà.
Ïîêàçàíî, ÷òî â òî âðåìÿ êàê êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì ìîæåò ñëóæèòü íåîòðà-
æàþùåé ãðàíèöåé íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ îí íå îáëàäàåò òà-
êîé ñïîñîáíîñòüþ. Ãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àëüòåðíàòèâà
êëàññè÷åñêîìó. Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì îáåñïå÷èâà-
åò áåçîòðàæàòåëüíóþ ãðàíèöó äëÿ äèñêðåòíîé îáëàñòè íà âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò,
õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäáîð ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè-
÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû ÃÊ �14.740.11.1427,
ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00698-à) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ íà
ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-4807.2010.8., 2843.2012.8.
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Ýôôåêòèâíûé ïðèáëèæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñâÿçàííûõ ïîëåé
ìíîãîýëåêòðîäíûõ ñòðóêòóð

Ëûæîâ Â. À.∗, Òóêîäîâà Î. Ì.∗, Âîðîâè÷ Å. È.∗∗, Àãàÿí Ê. Ë.∗∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
∗∗∗Àðìåíèÿ, Åðåâàí, Èíñòèòóò ìåõàíèêè Àðìÿíñêîé Àêàäåìèè íàóê

maggod-rnd@yandex.ru

Ðàçâèòèå ýëåìåíòíîé áàçû àêóñòîýëåêòðîíèêè, ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ è èñïîëü-
çîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ èñêóññòâåííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ðàáîòàþùèõ â
ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê,
ïðåäúÿâëÿþò ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê ïðèìåíÿåìûì ìåòîäàì ðàñ÷åòà è ìà-
òåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì. Ïðè ýòîì ðàçðàáîòêà òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîé ïüåçîàêòèâíîé ïîäëîæêè ïðè âîçáóæäåíèè
ïëàíàðíûìè ìíîãîýëåêòðîäíûìè ñèñòåìàìè ñîïðÿæåíî ñ âûñîêèìè âû÷èñëè-
òåëüíûìè çàòðàòàìè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ïðåäëîæèòü ýôôåêòèâíûé ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ è çàêîíîìåðíî-
ñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â ìíîãîýëåêòðîäíûõ ñèñòåìàõ. Òàêàÿ ìåòîäèêà ïîçâî-
ëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ è ó÷åñòü êàê êðàåâûå
ýôôåêòû, òàê è ðàñïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ïîä âíóòðåííèìè ýëåê-
òðîäàìè.

Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ðàñ÷åòà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè äåéñòâèòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ïîä ýëåêòðîäàìè â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîä íåñêîëüêèìè êðàéíèìè ýëåêòðîäàìè è íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé
ìåæäó íèìè. Àíàëèç òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîäíûõ ñèñòåì ïî-
êàçàë, ÷òî ó÷åò 3-õ êðàéíèõ ýëåêòðîäîâ ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñàòü
êðàåâûå ýôôåêòû. Òàêæå äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ïîä
âíóòðåííèìè ýëåêòðîäàìè ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïîä öåíòðàëüíûì ýëåê-
òðîäîì. Ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ïîä âñåé ýëåêòðîäíîé ñèñòåìîé äîëæíà
ñîâïàäàòü ñ íåêîòîðîé âåñîâîé ôóíêöèåé, âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ
êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî ýëåêòðîäà. Îøèáêà ðàñ÷åòà ïî òàêîé óïðîùåííîé
ñõåìå îáóñëîâëåíà â îñíîâíîì íåñèììåòðè÷íîñòüþ âëèÿíèÿ ýëåêòðîäíîé ñèñòå-
ìû íà íåöåíòðàëüíûå ýëåêòðîäû. Êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïðè òàêîì
ïîäõîäå ðåäóöèðóåòñÿ ñ N , ãäå N � ÷èñëî ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîäîâ, äî 7. Ïðè
ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü óìåíüøåíû â
äåñÿòêè ðàç â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ â ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìå.

Â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü ó÷òåíà ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà
ïüåçîàêòèâíîé ïîäëîæêè, à òàêæå íàëè÷èå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïîâåðõíîñò-
íûõ èëè âíóòðåííèõ ñëîÿõ ïîäëîæêè. Îøèáêà ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ è
ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé â ñðåäå ïðè ýòîì íå ïðåâûøàåò íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû Ïðåçè-
äèóìà ÐÀÍ � 25 è ÐÔÔÈ (12-01-00811, 12-08-01040).
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Îá èäåíòèôèêàöèè õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîé ïîðîóïðóãîé êîëîííû

Ëÿïèí À. À., Êîçèí Ñ. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
alexlpn@hotmail.com

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ìîäåëè íåîäíîðîäíîé ïîðî-
óïðóãîñòè, äëÿ êîòîðîé êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò. Ïðè
ýòîì îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöè-
åíòîâ ïî äàííûì ÷àñòîòíîãî çîíäèðîâàíèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ êîýôôè-
öèåíòíûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûëà ðåàëèçîâàíà çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè
õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîé ïîðîóïðóãîé êîëîííû. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðåêîíñòðóê-
öèè êîñòíîé òêàíè èëè ïîðîóïðóãîãî ñëîÿ â ðåæèìå òîëùèííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ
îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû áûëà èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ñðåäû Áèî, â êîòîðîé
íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé è äàâëåíèå æèäêîñòè
â ïîðàõ, à òàêæå ó÷èòûâàþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûå ñëàãàåìûå, ÷òî äåëàåò ìíîãèå
ïàðàìåòðû çàâèñèìûìè îò ÷àñòîòû. Äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðåàëüíî
îòðàæàþùåé ïîâåäåíèå ïîðîóïðóãîé ñðåäû, íàñûùåííîé æèäêîñòüþ.

Êîëîííà æåñòêî çàùåìëåíà íà íèæíåì òîðöå è ïîäâåðãàåòñÿ íàãðóæåíèþ
ïðîäîëüíîé ñèëîé â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé íà âåðõíåì. Ðåøåíèå
ïðÿìîé çàäà÷è îòûñêèâàëîñü ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè ìåòîäà ñòðåëüáû. Ïðèâåäå-
íû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è, à òàêæå ðåçóëüòàòû ñðàâíå-
íèé ðåøåíèÿ äëÿ ïîðîóïðóãîãî è ÷èñòî óïðóãîãî ñòåðæíåé. Â äîïîëíåíèå ê òîìó,
÷òî íàëè÷èå äèññèïàöèè â ïîðîóïðóãîé ñðåäå îãðàíè÷èâàåò àìïëèòóäó ôóíêöèé
â ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ, âåëè÷èíû ýòèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò òàêæå ñìåùàþò-
ñÿ â ñðàâíåíèè ñ óïðóãîé ñðåäîé. Â ðàáîòå âûâåäåíî îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíûõ ïîðîóïðóãèõ ñðåä, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñòðî-
èòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Äëÿ
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äàííîå ñîîòíîøåíèå áûëî óïðîùåíî ïóòåì ââåäåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ãèïîòåç, à ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà ìåòîäîì Òèõîíîâà ñ
àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè óïðóãîãî ìîäóëÿ è ìîäóëÿ Áèî ïðè-
âåäåíû ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè â ðàçíûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ. Ðåçóëüòàòû
ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ïîðèñòîñòè
íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è, ÷òî òàê æå ñêàçûâàåòñÿ íà
ðåçóëüòàòàõ ðåêîíñòðóêöèè. Â äîïîëíåíèå, òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòèê çàìåòíî óõóäøàåòñÿ íà âåðõíåì êîíöå êîëîííû, ÷òî ìîæåò áûòü ñëåäñòâèåì
íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (10-01-00194) è â ðàì-
êàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé
Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ ïðîôèëåé, ïîëó÷åííûõ ïðè
ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ñõåì ìåòîäà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ

Ìàêàðîâà Ì. Å., Ìàð÷åâñêèé È. Ê.

Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà
masha-mak@mail.ru

Áåññåòî÷íûé ëàãðàíæåâ ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
ìîäåëèðîâàòü âíåøíåå îáòåêàíèå ïðîôèëåé ïîòîêîì íåñæèìàåìîé ñðåäû è îïðå-
äåëÿòü äåéñòâóþùèå íà ïðîôèëü àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè. Ïðè ýòîì
âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî íèæå,
÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, â òî âðåìÿ êàê òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ
ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî äëÿ èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé.

Â ðàáîòå ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðàñ÷åòå îáòå-
êàíèÿ ïðîôèëÿ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî è ìîäèôèöèðî-
âàííîãî ìåòîäà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå àíàëèòè÷åñêè ìåòîäîì êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè îáòåêàíèÿ ïðîôèëåé ïðîñòûõ ôîðì, äëÿ
êîòîðûõ èçâåñòåí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â óãëîâûõ òî÷êàõ èëè ìîæíî
ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîôèëÿ â
ìåòîäå âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ïðåäåëüíîãî
çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ~v− íà ïðîôèëå. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ îáíóëå-
íèåì íîðìàëüíîé ëèáî êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ~v−. Îáíóëåíèå íîðìàëü-
íîé êîìïîíåíòû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ, òàêîé ïîäõîä ñîêðàùåííî íàçâàí ÍÌÂÝ. Îáíóëåíèå êàñàòåëüíîé
êîìïîíåíòû ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñ îãðà-
íè÷åííûì (â ñëó÷àå ãëàäêîãî ïðîôèëÿ) ÿäðîì. Ýòîò ïîäõîä ñîêðàùåííî íàçâàí
ÊÌÂÝ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè îáòåêàíèÿ ýëëèï-
ñà ñ áîëüøèì ýêñöåíòðèñèòåòîì, à òàêæå ïðîôèëåé ñ îñòðîé êðîìêîé (ïðîôèëè
Æóêîâñêîãî), ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî áîëåå
òî÷íîå ðåøåíèå, ïðè ýòîì ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû, àïïðîêñè-
ìèðóþùåé ñîîòâåòñòâóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì
ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà. Îñíîâíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ, ïî-
ëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÍÌÂÝ, ñîñðåäîòî÷åíà ó îñòðîé êðîìêè èëè èçîëè-
ðîâàííûõ òî÷å÷íûõ âèõðåâûõ îñîáåííîñòåé, íàõîäÿùèõñÿ âî âíåøíåì òå÷åíèè.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îáòåêàíèÿ ãëàäêèõ ïðîôèëåé (îêðóæíîñòü, ýëëèïñ ñ ìà-
ëûì ýêñöåíòðèñèòåòîì), êîãäà âáëèçè ïðîôèëÿ âèõðåâûå îñîáåííîñòè îòñóòñòâó-
þò, ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå îáîèìè ìåòîäàìè, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû èëè ïðè ðàñïîëîæåíèè âèõðåâîé
îñîáåííîñòè âáëèçè ãðàíèöû îáòåêàåìîãî ïðîôèëÿ ìåòîä ÊÌÂÝ ïîçâîëÿåò äî-
ñòè÷ü áîëüøåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ÍÌÂÝ òî÷íîñòè è ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííî ïðà-
âèëüíîå ðåøåíèå ïðè ìåíüøåì êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Òàêèì
îáðàçîì, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ÊÌÂÝ òî÷íåå îáû÷íîãî.
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Ñèñòåìû ñìåøàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áûñòðî
îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè â èñõîäíûõ äàííûõ

Ìàíæèðîâ À. Â.

Ìîñêâà, Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ
manzh@inbox.ru

[4] Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ñìåøàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

c(t)mi(x)qi(x, t) + (I−V)
n∑
j=1

∫ 1

−1

Kij(x, ξ)qj(ξ, t) dξ = δi(t) + αi(t)x− gi(x)

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà∫ 1

−1

qi(ξ, t) dξ = Pi(t),

∫ 1

−1

qi(ξ, t)ξ dξ = Mi(t) (i = 1, 2, . . . , n),

ãäå qi(x, t), δi(t), αi(t) � èñêîìûå ôóíêöèè; Pi(t),Mi(t), c(t) � çàäàííûå ôóíêöèè
âðåìåíè; mi(x) è gi(x) � çàäàííûå áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè; Kij(x, ξ) �
çàäàííûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðóåìûå ñî ñâîåé âòîðîé ñòåïåíüþ â
êâàäðàòå {|x| ≤ 1, |ξ| ≤ 1}; I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð; V � îïåðàòîð Âîëü-
òåððà ïî âðåìåíè, |x| ∈ [−1, 1].

Òàêèå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ âÿçêî-
óïðóãèõ ñòàðåþùèõ îñíîâàíèé ñ íåîäíîðîäíûìè è øåðîõîâàòûìè ïîêðûòèÿìè è
ñèñòåìû øòàìïîâ ñî ñëîæíîé ôîðìîé ïîäîøâ, ïðè÷åì qi(x, t) èìååò ñìûñë áåç-
ðàçìåðíûõ êîíòàêòíûõ äàâëåíèé, δi(t), αi(t) � îñàäîê è óãëîâ ïîâîðîòà øòàìïîâ,
Pi(t), Mi(t) � âäàâëèâàþùèõ ñèë è ïîâîðà÷èâàþùèõ øòàìïû ìîìåíòîâ, ôóíê-
öèè Kij(x, ξ) îïðåäåëåíû ÿäðîì ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è; gi(x) � çàäàííàÿ
áûñòðî îñöèëëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ôîðìó ïîäîøâû ãëàäêèõ æåñò-
êèõ øòàìïîâ;mi(x) � çàäàííàÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ
øåðîõîâàòîñòü èëè ïîâåðõíîñòíóþ íåîäíîðîäíîñòü ñëîèñòûõ îñíîâàíèé.

Òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ìîæíî â ôóíêöèîíàëü-
íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå çàïèñàòü â âèäå ñìåøàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (ñ ìàòðè÷íûì ÿäðîì è ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòîì ïðè âíåèíòåãðàëüíîì
÷ëåíå) è âåêòîðíûìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ïðåäëàãàåìûé ïðîåêöèîííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çà-
äà÷ ìíîæåñòâåííîãî êîíòàêòà â ôîðìå ñ âûäåëåííûìè â ÿâíîì âèäå áûñòðî îñ-
öèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ó÷èòûâàòü åãî òîíêóþ
ñòðóêòóðó. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà-
÷è. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíà çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû
æåñòêèõ ãëàäêèõ øòàìïîâ ñ âÿçêîóïðóãèì ñëîèñòûì îñíîâàíèåì, èìåþùèì ïî-
êðûòèå ñ ïðîèçâîëüíûì âèäîì íåîäíîðîäíîñòè. Äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû âûâîäû î êà÷å-
ñòâåííîé îöåíêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00991),
Ïðîãðàììû � 12 ÎÝÌÌÏÓ ÐÀÍ è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé
ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-3288.2010.1.
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Âëèÿíèå ãàçîîáìåíà íà ôîðìèðîâàíèå ïóçûðüêà â âÿçêîóïðóãîé
ïðîñëîéêå ñòåêëîôàçû ïðè ñïåêàíèè êåðàìèêè.

Ìàðòûíîâ Ð. Ý.

Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ðîñòîâ-íà-Äîíó
sintanial@gmail.com

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñïåêàíèè êåðàìèêè â æèäêîé ôàçå (ñòåêëîôàçà), çàïîë-
íÿþùåé ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êðóïèíêàìè ïîðîøêà ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå,
îáðàçóþòñÿ íåñïëîøíîñòè (ïóçûðüêè). Îáû÷íî ñòåêëîôàçà îáðàçóåò ìåæçåðåí-
íóþ ïëåíêó òîëùèíîé ≈ 10 íì, â êîòîðîé êðèòè÷åñêèé ðàçìåð ïóçûðüêà ïðå-
âûøàåò äàííûé ðàçìåð. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïóçûðåê âñåãäà îáðàçóåòñÿ íà ãðàíèöå
êðèñòàëëèò�ñòåêëîôàçà è ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì çàðîæäåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå óñëîâèé çàðîæäåíèÿ íåñïëîøíîñòåé ñâÿçàíî ñ ñîîòíîøåíèåì
äâóõ ïðîöåññîâ: 1) êèíåòèêè ïðîíèêàíèÿ ïðèìåñåé, ñíèæàþùèõ àäãåçèîííóþ
ïðî÷íîñòü ãðàíèöû ñòåêëîôàçà�êðèñòàëëèò, è 2) ñêîðîñòüþ óäàëåíèÿ ñîñåäíèõ
êðèñòàëëèòîâ äðóã îò äðóãà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü ïî-
âåðõíîñòíîé ýíåðãèè ñòåêëîôàçû è êðèñòàëëèòà îò êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííî-
ãî ãàçà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé îáðàçîâàíèÿ ïóçûðüêîâ â ñòåêëîôàçå âàæíà
îöåíêà êèíåòèêè íàñûùåíèÿ ãàçîì ñëîÿ ñòåêëîôàçû â ïðîöåññå ñïåêàíèÿ êåðà-
ìèêè äî âåëè÷èíû êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî ãàçà, êîòîðàÿ çàìåòíî âëèÿåò íà
óñëîâèå çàðîæäåíèÿ ïóçûðüêîâ. Îáû÷íî ðàññìîòðèâàþò ïðîöåññ ãàçîíàñûùåíèÿ
ñòåêëîôàçû, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñòàäèé. Íà ïåðâîé ñòàäèè (îò 1500K äî 1000K)
ñòåêëîôàçà îïèñûâàåòñÿ êàê ñëîé âÿçêîé æèäêîñòè ïåðåìåííîé òîëùèíû, ìåíÿ-
þùåéñÿ çà ñ÷åò ðàñõîæäåíèÿ ïàðû çåðåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîþ ïðè îñòûâàíèè.

Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âòîðîãî ýòàïà ðî-
ñòà ãàçîâîãî ïóçûðüêà ïðè îñòûâàíèè îáðàçöà êåðàìèêè îò 1000K äî òåìïåðà-
òóðû ñòåêëîâàíèÿ 478K. Â äàííîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð ñòåêëîìàññà ïðîñëîé-
êè ïðåäñòàâëåíà â âèäå âÿçêîóïðóãîãî òåëà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîëùèíà
ñëîÿ ñòåêëîðàñïëàâà â íà÷àëüíûé ìîìåíò äàííîé ñòàäèè ðàñ÷åòà ðàâíà òîëùèíå
ñëîÿ ïî îêîí÷àíèè ïåðâîãî ýòàïà îõëàæäåíèÿ, òîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîì
íàïðÿæåíèÿ äèëàòàöèè, êîòîðîå îáóñëîâëåíî âíóòðåííèìè òåðìîâÿçêîóïðóãèìè
íàïðÿæåíèÿìè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî êèíåòèêà íàñûùåíèÿ ïðè-
ìåñüþ ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ìàòåðèàëîâ îïðåäåëÿåò å¼ êîãåçèîííûå ñâîéñòâà.
Ïîñêîëüêó ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ â ïðîñëîéêå ñòåêëî-
ôàçû, òî è óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà íà íèçêîòåìïåðàòóðíîì
ýòàïå îñòûâàíèÿ êåðàìè÷åñêîãî îáðàçöà çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò âûñîêîòåì-
ïåðàòóðíîãî ýòàïà.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ãàçà âîçëå ïóçûðüêà ñòàíîâèòñÿ íåîä-
íîðîäíîé. Ïðîèñõîäèò ýòî çà ñ÷åò âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè
îñòûâàíèè. Òàêæå âîçëå ïóçûðüêà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êîíöåíòðàöèÿ ïîñòåïåííî
ïàäàåò, à âîçëå ìåíèñêà, íàîáîðîò, íà÷èíàåò ðàñòè. Òåìïåðàòóðà, òàê æå êàê è
íà ïåðâîì ýòàïå, âîçðàñòàåò îò ìåíèñêà äî ïóçûðüêà âäîëü ñòåêëîôàçû è ìàê-
ñèìàëüíà âîçëå ïóçûðüêà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Êàðïèíñêîìó Ä. Í. çà ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Çàäà÷à êðó÷åíèÿ ðàñòóùåãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà ñ ñå÷åíèåì â ôîðìå
ëåìíèñêàòû Áóòà

Ìèõèí Ì. Í.

Êàøèðà, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïðèáîðîñòðîåíèÿ
è èíôîðìàòèêè
mmikhin@inbox.ru

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à êðó÷åíèÿ ðàñòóùåãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà ñ ñå-
÷åíèåì â ôîðìå ëåìíèñêàòû Áóòà. Â ìîìåíò ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè τ0 ≥ 0 ê òîð-
öàì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïðèêëàäûâàþòñÿ óñèëèÿ, ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå
ïàðå ñ ìîìåíòîì M(t). Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü òåëà Π1 ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé. Â
ìîìåíò âðåìåíè τ1 ≥ τ0 íà÷èíàåòñÿ íåïðåðûâíîå íàðàùèâàíèå òåëà ýëåìåíòàìè,
èçãîòîâëåííûìè îäíîâðåìåííî ñ íèì. Ïðè ýòîì íîâûå ïðèðàùèâàåìûå ýëåìåíòû
íå íàïðÿæåíû. Â ìîìåíò τ2 ≥ τ1 íàðàùèâàíèå òåëà ïðåêðàùàåòñÿ.

Èññëåäóþòñÿ òðè îñíîâíûõ ýòàïà äåôîðìèðîâàíèÿ òåëà: äî íà÷àëà íàðàùèâà-
íèÿ, â ïðîöåññå è ïîñëå îñòàíîâêè ðîñòà. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îñíîâíîãî (íåðàñòó-
ùåãî) âÿçêîóïðóãîãî ñòàðåþùåãî òåëà íà èíòåðâàëå âðåìåíè [τ0, τ1] ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òðàäèöèîííóþ çàäà÷ó êðó÷åíèÿ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ
çàäà÷à äëÿ íàðàùèâàåìîé îáëàñòè îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííîñòåé: ñïåöèôè÷åñêîå
íà÷àëüíî-êðàåâîå óñëîâèå íà ðàñòóùåé ãðàíèöå, íàðóøåíèå óñëîâèé ñîâìåñòíî-
ñòè äåôîðìàöèé â îáëàñòè, çàíèìàåìîé äîïîëíèòåëüíûì òåëîì, è âûïîëíåíèå
ëèøü åãî àíàëîãà è àíàëîãà ñîîòíîøåíèé Êîøè â ñêîðîñòÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåëè÷èí; çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé îò ôóíêöèè τ0(x, y), êîòîðàÿ
ìîæåò èìåòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è ïîñëå îñòà-
íîâêè íàðàùèâàíèÿ àíàëîãè÷íû ñîîòíîøåíèÿì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íà-
ðàùèâàåìîé îáëàñòè, ãäå îòñóòñòâóåò óñëîâèå íà ãðàíèöå ðîñòà.

Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, îñíîâàííûå íà ïðèâåäåíèè
íåêëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íàðàùèâàíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñòàðåþùèõ òåë ê çàäà÷àì òåî-
ðèè óïðóãîñòè ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì, èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíèõ è âîññòàíîâëåíèè èñòèííûõ õàðàêòåðèñòèê
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåë ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë
ðàñøèôðîâêè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ãîòîâîì òåëå áåç ó÷åòà íàðàùèâàíèÿ ìàêñèìóì èíòåí-
ñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå òåëà, òî ïðè íàðàùè-
âàíèè ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ìîæåò äîñòèãàòüñÿ: íà
ãðàíèöå ðàçäåëà îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî òåë, íà ãðàíèöå ãîòîâîãî òåëà, â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå äîïîëíèòåëüíîãî òåëà.
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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïëîñêèå âèõðåâûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé îäíîðîäíîé è
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êîíå÷íûõ êàíàëàõ. Òå÷åíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îòêðûòûìè �
ïîòîê èìååò âõîä è âûõîä, ñêâîçü êîòîðûå æèäêîñòü âòåêàåò â êàíàë è âûòåêàåò
èç íåãî.

Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå ïëîñêîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè òîêà è âèõ-
ðÿ. Ïðè ýòîì ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, çàðàíåå íåèçâåñòíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ è Ω ôóíêöèþ òîêà è âèõðü ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ. Ñòà-
öèîíàðíîå òå÷åíèå íàçîâåì À-òå÷åíèåì, åñëè âî âñåé åãî îáëàñòè èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî Ψ = F (Ω), ãäå ôóíêöèÿ F îäíîçíà÷íà è ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâå çíà-
÷åíèé Ω.

Êëàññ A-òå÷åíèé âïåðâûå âûäåëèë Â. È. Àðíîëüä (1966). Îí ðàññìîòðåë òå-
÷åíèÿ ñ íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè è òå÷åíèÿ, îáëàäàþùèå ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðèîäè÷íîñòüþ, è óñòàíîâèë ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà A-òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ
ê âàðèàöèîííûì ïðèíöèïàì äâóõ òèïîâ. Â ïåðâîì ðàññìîòðåíà ïîëíàÿ êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè íà ëèñòå ðàâíîçàâèõðåííûõ ïîëåé, à âî âòîðîì � íåêî-
òîðàÿ ¾ñâÿçêà¿ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è âèõðÿ, íî áåç îãðàíè÷åíèÿ ðàâíîçàâèõðåí-
íîñòè. Òàêèå ñâÿçêè øèðîêî èçâåñòíû êàê ôóíêöèîíàëû Àðíîëüäà. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ôóíêöèîíàëîâ Àðíîëüäà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
íà îòêðûòûå òå÷åíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà îòêðûòîãî A-òå÷åíèÿ äîâîëüíî ñëàáî
çàâèñÿò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âõîäå è âûõîäå ïîòîêà. Îäíàêî, èìåííî ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò áàëàíñ ôóíêöèîíàëîâ Àðíîëüäà â âîçìóù¼ííûõ òå-
÷åíèÿõ. Ïðè ýòîì îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðåäñòàâëåííûå
Â. È. Þäîâè÷åì (1963): íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ çàäà¼òñÿ íîðìàëüíàÿ
ñêîðîñòü ïîòîêà, è, äîïîëíèòåëüíî, íà âõîäå ïîòîêà çàäà¼òñÿ âèõðü. Èìåííî, ïðè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Þäîâè÷à ôóíêöèîíàë Àðíîëüäà, àññîöèèðîâàííûé ñ äàí-
íûì A-òå÷åíèåì, îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà äëÿ âñåõ âîçìóù¼ííûõ
òå÷åíèé, ïîä÷èí¼ííûõ òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Òàê æå îòëè÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Þäîâè÷à ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèå, êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íà ñòàöèîíàðíûé ïîòîê â âèäå çàâèñèìî-
ñòè Ω = f(Ψ), ãäå ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü âûðàæåíà íåïîñðåäñòâåííî èç ãðàíè÷-
íûõ äàííûõ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèÿ è ñâîéñòâà ôóíêöèè f ìîæíî àïðèîðè
ïðîâåðèòü A-ñâîéñòâî è ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà. Îòìåòèì, ÷òî íà îñ-
íîâå óðàâíåíèÿ −∆Ψ = f(Ψ), ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîãî
òå÷åíèÿ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäèí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï.
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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè â êàíàëàõ. Çäåñü, ôîð-
ìàëüíî, êàíàë � êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ãäå ïàðà íåñìåæíûõ ñòîðîí
(äóã) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âõîä è âûõîä ïîòîêà.

Ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå íàçûâàåòñÿ ñêâîçíûì (áåçîòðûâíûì), åñëè ïîëå ñêîðî-
ñòè æèäêîñòè âñþäó îòëè÷íî îò íóëÿ (êàê âíóòðè êàíàëà, òàê è íà åãî ãðàíèöå,
âêëþ÷àÿ òâ¼ðäûå ñòåíêè). Ïîñêîëüêó âèõðü ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïîñòîÿíåí
íà ëèíèÿõ òîêà è â áåçîòðûâíîì ïîòîêå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Ω = f(Ψ) âî
âñåé îáëàñòè êàíàëà, ãäå f � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî f
îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (0, 1). Ýòî äîïóùåíèå ñâîäèòñÿ ê íîðìèðîâêå ðàñõîäà
æèäêîñòè, ÷òî íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå îáùíîñòè.

Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà, ïðè÷åì îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ Ψ = F (Ω) îäíî-
çíà÷íà, òî ñòàöèîíàðíûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ A-òå÷åíèåì. Îòìåòèì, ÷òî A-òå÷åíèÿ ñ
C1 -ãëàäêîé óáûâàþùåé ôóíêöèåé F ãëîáàëüíî ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèîíàë Àð-
íîëüäà:

W(v) =

∫
D

(
v2/2− F0(ω)

)
dx+

∮
S

Ψv · dx; S = ∂D, ω = rotv, F0 =

∫
F (r)dr.

Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè â ôîðìóëèðîâêè êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ äëÿ âîçìóùåíèé. Îòñþäà òàê æå ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü A-òå÷åíèÿ ñ óáûâà-
þùåé ôóíêöèåé F .

Îòìåòèì, ÷òî A-òå÷åíèÿ ïðè âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè F ãëîáàëüíî ìàêñèìè-
çèðóþò ôóíêöèîíàë Àðíîëüäà ëèøü ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè. Íàïðèìåð,
â ñëó÷àå òå÷åíèé â êàíàëå, äîñòàòî÷íî íåðàâåíñòâà inf F ′ > λ−1

1 , ãäå λ1 � ìè-
íèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà −∆. Ïðè ýòîì
ìàêñèìóìW ðàçûñêèâàåòñÿ â êëàññå ïîëåé ñ îáùèìè íîðìàëüíûìè êîìïîíåíòà-
ìè íà S. Â ýòîì êëàññå ìàêñèìàëüíîå A-òå÷åíèå åäèíñòâåííî (ïðè çàäàííîé F ).

Òàêèì îáðàçîì, ñêâîçíîå òå÷åíèå â êàíàëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ¾ôóíê-
öèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì¿ f , åñëè f ìîíîòîííî óáûâàåò è èìååò C1 -ãëàäêóþ îá-
ðàòíóþ. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå âîçðàñòàþùåé f òàêàÿ îäíîçíà÷íîñòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà. Íåîäíîçíà÷íîñòü îáóñëîâëåíà ñóùåñòâîâàíèåì íå
ìàêñèìàëüíîãî òå÷åíèÿ, êîòîðîå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè âåòâëåíèè âûðîæäåííîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ýòî âåòâëåíèå òðàêòóåòñÿ êàê áèôóðêàöèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è Þäîâè÷à (1963), ïðè êîòîðîé ïàðà áëèçêèõ ñòàöèîíàðîâ ïðè
ñòîëêíîâåíèè îáìåíèâàþòñÿ ìàêñèìàëüíîñòüþ è óñòîé÷èâîñòüþ.
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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæ-
äó äâóìÿ ñîîñíûìè áåñêîíå÷íî äëèííûìè âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè. Ïîëÿ
ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïîëàãàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè âäîëü îáùåé îñè öèëèíäðîâ
ñ çàäàííûì ïåðèîäîì. Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à è ëèíåàðèçîâàííàÿ íà òå÷åíèè Êóýò-
òà ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà îáëàäàþò öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé � èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã è ñäâèãîâ âäîëü îñè z è ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåð-
ñèè. Èçó÷àåòñÿ âîçíèêíîâåíèå ðåæèìîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåé-
òðàëüíûõ êðèâûõ êîëåáàòåëüíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà � òî÷êè
áèôóðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðåçîíàíñíîé ñèòóàöèè Res 2,
êîòîðàÿ âîçíèêàåò, êîãäà ó íåéòðàëüíûõ ìîä ñîâïàäàþò ôàçîâûå ÷àñòîòû è àçè-
ìóòàëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà, à îñåâûå êâàíòîâûå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Â òî÷êå ïåðå-
ñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à â ñèëó ñèììåòðèè èìååò
÷åòûðå íåçàâèñèìûå íåéòðàëüíûå ìîäû. Íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ñëåãêà
èçìåíåííûõ ìîä â îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 àíàëèòè÷å-
ñêè îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ÷åòûðåõ êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëè-
òóä, âïåðâûå ïîñòðîåííîé ìåòîäîì îñðåäíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ èçó÷àåìîãî ðåçîíàíñà
Â. È. Þäîâè÷åì è Ñ. Í. Îâ÷èííèêîâîé. Ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
äëÿ ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä (âåùåñòâåííûõ àìïëèòóä), êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû ñèììåòðèè, è ôàçîâîãî èíâàðèàíòà ïîëó÷àåòñÿ çàìêíó-
òàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïÿòîãî ïîðÿäêà (ôàêòîð-ñèñòåìà èëè ìîòîðíàÿ ñèñòåìà).
Âñÿêîå ðàâíîâåñèå ìîòîðíîé ñèñòåìû âìåñòå ñ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåãî îðáèòîé
äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè ïîðîæäàåò ïåðèîäè÷åñêîå èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå àìïëèòóäíîé ñèñòåìû, êîòîðûå ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ áëèçêèõ ê
êðèòè÷åñêèì äàþò âåäóùèå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè ïåðèîäè÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåæèìîâ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Â ðàáîòàõ Â. È. Þäîâè÷à, Ñ. Í. Îâ-
÷èííèêîâîé è È. Â. Ìîðøíåâîé ïåðå÷èñëåíû ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ðàâíîâåñèÿì
ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2, äàíû óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ èç íèõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî èçó÷åíèå îäíîãî èç ðàâíîâåñèé ìîòîðíîé ñè-
ñòåìû, ó êîòîðîãî ïîïàðíî ðàâíû íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå àìïëèòóäû. Åìó îò-
âå÷àåò ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí. Âûïèñàíû âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä.
Îíè çàâèñÿò îò ôàçîâîãî èíâàðèàíòà. Äëÿ íåãî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, êîòîðîå ìî-
æåò èìåòü äî ÷åòûðåõ ðåøåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå äî
÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ñóïåðïîçèöèé àçèìóòàëüíûõ âîëí. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èñ-
ñëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè àçèìóòàëüíûõ âîëí è êîëè÷åñòâà òàêèõ
ðåæèìîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî
ðóñëîâîãî ïîòîêà

Íàäîëèí Ê.À., Æèëÿåâ È.Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
nadolin@math.sfedu.ru

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðåäóöè-
ðîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ñëàáî èñêðèâëåííîãî
ðóñëîâîãî ïîòîêà. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ó÷åòó òóðáóëåíòíîñòè òå÷åíèÿ,
÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ âîïðîñîâ àäåêâàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèðîä-
íûõ âîäîòîêîâ. Èññëåäîâàíèå ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò ïî èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ
àñïåêòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè è ìàññîïåðåíîñà â ìåëêîâîäíûõ ïðî-
òÿæåííûõ è ñëàáî èñêðèâëåííûõ ðóñëîâûõ ïîòîêàõ íà îñíîâå ðåäóöèðîâàííûõ
òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííûõ ðàíåå.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ ãèäðîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âîäîòîêîâ ïðèìåíÿþòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçíûõ òèïîâ. Íàèáîëåå ïðîñòûìè â èñïîëüçîâàíèè ÿâëÿþò-
ñÿ ôîðìóëüíûå (¾íóëüìåðíûå¿) è áàëàíñîâûå (êàìåðíûå) ìîäåëè. Øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ òàêæå îäíîìåðíûå ìîäåëè, ïîëó÷åííûå, íàïðèìåð, îñðåäíåíèåì ïî
æèâîìó ñå÷åíèþ ïîòîêà. Îäíàêî ïðèìåíåíèå òàêèõ ìîäåëåé âåñüìà îãðàíè÷åíî,
ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ëèøü èíòåãðàëüíûå è óñðåäíåííûå õàðàê-
òåðèñòèêè ïîòîêîâ (ðàñõîä âîäû, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ è ò. ï.). Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå òå÷åíèÿ, íàïðèìåð, ó÷åò åãî ïîïå-
ðå÷íîé ñòðóêòóðû ïðè âîçíèêíîâåíèè â âåðõíåì ñëîå ïðîòèâîòîêà, âûçâàííîãî
äåéñòâèåì âåòðà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêîé àíàëèç òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ òðåõìåðíûõ
ìîäåëåé, òî÷íî îïèñûâàþùèõ èññëåäóåìûå ïðîöåññû è îñíîâàííûõ íà ïîëíûõ
óðàâíåíèÿõ ãèäðîäèíàìèêè òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïîëó-
÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó èìåþùèåñÿ äàí-
íûå ãèäðîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé îáû÷íî íå èìåþò äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè,
íåîáõîäèìîé äëÿ çàäàíèÿ ãèäðîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå íà÷àëüíûõ è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êðîìå
òîãî, ñëîæíîñòü è òðóäîåìêîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà îñíîâå òðåõ-
ìåðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óñóãóáëÿåòñÿ ñïåöèôèêîé ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè, ñèëüíî âûòÿíóòîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè: îòíîøåíèå ìåæäó õàðàê-
òåðíîé ãëóáèíîé è õàðàêòåðíîé øèðèíîé ðå÷íîãî ðóñëà êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ
îò 0.1 äî 0.005. Âñå âûøåñêàçàííîå îáúÿñíÿåò èíòåðåñ ê äâóìåðíûì è ðåäóöè-
ðîâàííûì òðåõìåðíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ðóñëîâûõ ïîòîêîâ, ñëîæíîñòü
êîòîðûõ àäåêâàòíà òî÷íîñòè èìåþùèõñÿ ãèäðîëîãè÷åñêèõ äàííûõ.

Ðàíåå ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé êîíñòðóèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè ðóñëîâûõ ïîòîêîâ ïîíèæåííîé ðàçìåðíîñòè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà
òåñòèðîâàíèþ îäíîé èç ïðåäëîæåííûõ ðåäóöèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé, à èìåííî ìîäåëè ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà. Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè ïðî-
âîäèòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ äàííûõ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå
ïîëíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïîòîêà âÿçêîé æèäêîñòè è ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ íà îñíîâå ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâà-
íèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî êîìïëåêñà COMSOL Multiphysics (Femlab), à òàêæå
ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ Matlab è Maple.
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Ìîäåëèðîâàíèå ïîðî- è òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ ìåòîäàìè
ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Íàñåäêèí À. Â., Íàñåäêèíà À. À., Ðåìèçîâ Â. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
nasedkin@math.sfedu.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ìíîãîôàç-
íûõ ñðåä ðåãóëÿðíîé è íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû ïðèìåíèòåëüíî ê èññëåäîâàíèÿì
ïîðî- è òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ.

Ìåòîäîëîãèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùèõ øàãàõ: íà ìèêðîóðîâíå
ñòîÿòñÿ ìîäåëè äåôîðìèðóåìîãî êàðêàñà ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ, ó÷èòûâà-
þùèå íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ïîðèñòûõ è ìíîãîôàçíûõ àíèçîòðîïíûõ ñòðóê-
òóð êîìïîçèòà; äàííûå ìîäåëè òðàíñôîðìèðóþòñÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäå-
ëè; ìåòîäîì ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé îïðåäåëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà àíè-
çîòðîïíîãî êîìïîçèòà ñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ðåøåíèåì ðÿäà çàäà÷ ïîðîóïðó-
ãîñòè äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ñî ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè;
íà ìàêðîóðîâíå äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ ïðî÷íîñòè è ðàçðóøåíèÿ êîìïîçèò ñ÷èòàåòñÿ
îäíîðîäíûì óïðóãèì àíèçîòðîïíîì ìàòåðèàëîì ñ ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè.

Ñðåäè îñîáåííîñòåé ðàáîòû ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå.
Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ êàðêàñîâ çàäàí-

íîé ïîðèñòîñòè è ïðîöåíòîâ âêëþ÷åíèé ôàç: ñëó÷àéíîå ãåíåðèðîâàíèå ïîð, ñïå-
öèàëüíûå ìåòîäîëîãèè ÷àñòè÷íî ñëó÷àéíîé ãåíåðàöèè ñòðóêòóðû, ïîääåðæèâà-
þùèå ñâÿçíîñòü êàðêàñà è ò. ï.

Ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòàõ íåîäíîðîäíûõ çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè äëÿ
ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ðàññìîòðåíû àíèçîòðîïíûå ïîðîóïðóãèå ìàòåðèàëû
è ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé, ïîðîâîãî äàâëåíèÿ, íàïðÿæå-
íèé, ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè è ò. ä. Ýòè íàáîðû çàäà÷ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
àíàëîãè ïîäõîäîâ Ôîéõòà è Ðåéññà äëÿ íåîäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé ñòðóêòóðû.
Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàñ÷åòàõ ðàçëè÷-
íûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëîãèè ìåæäó çàäà÷àìè òåðìîóïðóãîñòè è ïîðîóïðóãî-
ñòè îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ àíèçîòðîï-
íûõ òåðìîóïðóãèõ êîìïîçèòîâ àíàëîãè÷íûõ ñòðóêòóð.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ âû÷èñëèòåëü-
íûé êîìïëåêñ ANSYS, äëÿ êîòîðîãî áûë ðàçðàáîòàí íàáîð ñïåöèàëüíûõ ïðî-
ãðàìì íà êîìàíäíîì ìàêðîÿçûêå APDL ANSYS. Ïðè ýòîì ãåíåðàöèÿ ðÿäà
ñòðóêòóð ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ïðîâîäèëàñü îòäåëüíûìè ïðîãðàììàìè íà
Ñè ñ ïîñëåäóþùåé ïåðåäà÷åé òâåðäîòåëüíûõ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìîäåëåé â
ANSYS.

Ðàçðàáîòàííûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü ìíîãîôàçíûå àíèçî-
òðîïíûå ïîðîóïðóãèå è òåðìîóïðóãèå êîìïîçèòû ñ ó÷åòîì èõ ìèêðîñòðóêòóðû
è èññëåäîâàòü çàäà÷è äëÿ ìàêðîîáúåìîâ ýòèõ êîìïîçèòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ.
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Ê îáðàòíîé çàäà÷å ðåêîíñòðóêöèè ïëîñêèõ íåîäíîðîäíûõ
ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïëàñòèíå

Íåäèí Ð. Ä.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
rdn90@bk.ru

Çàäà÷è ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëü-
íîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äàâíî èçó÷àþòñÿ ó÷åíûìè-èññëåäîâàòåëÿìè ðàç-
íûõ ñòðàí. Ïðåäâàðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü â òâåðäûõ òåëàõ
âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè èëè æåñòêîãî ñîåäèíåíèÿ
ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ â êîíòàêòíîé çîíå; òàêèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé î÷åíü ÷àñòî ïîÿâ-
ëÿþòñÿ â ïðîöåññàõ ëèòüÿ, ïðîêàòêè, ñâàðêè, çàêàëêè, òåðìîîáðàáîòêè è äðóãèõ
òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ.

Ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá èäåíòèôèêàöèè íåîäíîðîäíîãî ïëîñêîãî ïî-
ëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â òîíêîé óïðóãîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíå, â ðàì-
êàõ àêóñòè÷åñêîãî ìåòîäà. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â îáðàòíîé
çàäà÷è èñïîëüçîâàíî çàäàííîå ïîëå ñìåùåíèé íà ÷àñòè ãðàíèöû ïëàñòèíû ïîä
çîíäèðóþùåé íàãðóçêîé â êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê äëÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòîò êîëåáà-
íèé. Ïîëå ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé õàðàêòåðèçóþòñÿ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè
òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâå-
ñèÿ. Íà îñíîâå îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè ñôîðìóëèðîâàíî óðàâíå-
íèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê ê
ïðåäâàðèòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì íà òåêóùåé èòåðàöèè äëÿ äâóõ ðåæèìîâ êîëå-
áàíèé ïëàñòèíû: ïëàíàðíûõ è èçãèáíûõ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ ïîïðàâîê ê ïðåäâàðèòåëüíûì
íàïðÿæåíèÿì ÷åðåç ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé Ýðè è ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäõîäà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè Ýðè â âèäå ñóììû áèãàð-
ìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è íà êàæäîé èòåðàöèè ñâåäåíî
ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòîâ, ôîðìèðóþùèõ ïîëèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè ïðåäâà-
ðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé Ýðè. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé;
äëÿ åå êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À. Í. Òèõîíîâà.
Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâëåíèþ íåîäíîðîä-
íûõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé â ïëàñòèíå. Âûÿâëåíû ñïåöèôè÷å-
ñêèå îñîáåííîñòè è òåíäåíöèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåêîíñòðóêöèè. Ñôîðìóëè-
ðîâàíû íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ðåæèìû àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ ïëàñòèíû
è íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûå äëÿ ðåêîíñòðóêöèè ÷àñòîòíûå äèàïàçîíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 10-01-00194-à) è ÔÖÏ
¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013
ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîì ðàçãîíå ýë-
ëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â âÿçêóþ è íåñæèìàåìóþ
æèäêîñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäð äâèæåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ãîðè-
çîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííûì ïîñòóïàòåëüíûì óñêîðåíèåì, ñîâåðøàÿ
ïðè ýòîì âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ ïîñòîÿííûì óãëîâûì óñêî-
ðåíèåì. Ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ïðÿìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòî-
äà, ýôôåêòèâíîãî â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî Ðåéíîëüäñà èìååò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê
ñ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì ìàëîå âðåìÿ. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷åíû ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, êîòîðûå ðåøàþòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíî íåâîçìóùåííîé îáëà-
ñòè (ïðÿìîóãîëüíèêå ñ âûáðîøåííûì ýëëèïñîì) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Èññëåäîâàíî âëèÿíèå âðàùåíèÿ öèëèíäðà, ÷èñëà Ôðóäà, à òàêæå âÿçêîñòè è ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà ôîðìó âíåøíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè. Ïðåä-
ëîæåííûé ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïëàâàþùåãî íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.

Â èäåàëüíîé æèäêîñòè ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé îêàçûâàåòñÿ ïðîáëåìà áðûçãî-
âûõ ñòðóé, îáðàçóþùèõñÿ ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà âäîëü
åå ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå âåðòèêàëü-
íîé ñòåíêè, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì èëè
äâèæåòñÿ ïîñëå óäàðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â ñòîðîíó æèäêîñòè (A. C. King,
D. J. Needhman, 1994; D. J. Needhman, J. Bllingham and A. C. King, 2007). Â âÿç-
êîé æèäêîñòè, âñëåäñòâèå óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, ôîðìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû âáëè-
çè òåëà îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìû äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè,
ãäå òî÷êà êîíòàêòà äâèæåòñÿ âäîëü òâåðäîé ïîâåðõíîñòè òåëà. Ðàíåå àâòîðîì
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â âÿçêîé æèäêîñòè â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî Ðåéíîëüäñà èìå-
åò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ñ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì ìàëîå âðåìÿ, ôîðìó
áðûçãîâîé ñòðóè ìîæíî îïðåäåëèòü íà îñíîâàíèè ñòàðøåãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôîðìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû
æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè. Ïðè
ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ íåëèíåéíîñòü çàäà÷è è âëèÿíèå íà ôîðìó ñâîáîäíîé ãðàíèöû
æèäêîñòè ÷èñëà Ôðóäà. Ïîëó÷åííûå çàäà÷è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøàþòñÿ â ñëàáîé âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå. Íà èõ îñíîâå
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìà âíåøíåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè. Ôîðìàëüíî àíàëèç
çàäà÷è óäàåòñÿ ïðîâåñòè áåç ïîñòðîåíèÿ ïîãðàíñëîéíûõ ðåøåíèé â òî÷êàõ êîí-
òàêòà òåëà è æèäêîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì, ÷òî ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ
ñãëàäÿò ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû, òîëüêî â ìà-
ëåíüêèõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê êîíòàêòà è êà÷åñòâåííî íå ïîâëèÿþò íà ïîëó÷åííóþ
êàðòèíó òå÷åíèÿ æèäêîñòè.
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Ñåãîäíÿ áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è ãèäðîìåõàíèêè, â êîòîðûõ
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñòðàòèôèêàöèþ æèäêîñòè ïî ïëîòíîñòè, ñ÷èòàÿ åå íåîä-
íîðîäíîé. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâìåñòíîå äâèæåíèå èäåàëüíîé, íåñæèìà-
åìîé, íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè è ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â íåå ýëëèïòè÷åñêîãî
öèëèíäðà íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäð äâèæåòñÿ èç ñîñòî-
ÿíèÿ ïîêîÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëíûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ èäåàëüíîé, íåñæèìàåìîé, íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè. Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå
íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äèíàìè÷åñêîìó è êèíåìàòè÷åñêîìó óñëîâèÿì. Íà ïî-
âåðõíîñòè öèëèíäðà çàäàåòñÿ íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòåé òî÷åê ãðàíèöû
òåëà. Íà íåïîäâèæíûõ òâåðäûõ ãðàíèöàõ áàññåéíà ñòàâèòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêà-
íèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè æèäêîñòè.
Ñêîðîñòü æèäêîñòè è âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ðàâíû íóëþ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè ïðÿìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà,
ýôôåêòèâíîãî íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé ïîëó÷åíû ëèíåéíûå ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïåðâîíà÷àëüíî íåâîçìóùåííîé îá-
ëàñòè (ïðÿìîóãîëüíèêå ñ âûáðîøåííûì ýëëèïñîì), êîòîðûå ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Îñíîâíîå âíèìàíèå ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè æèäêîñòè è ÷èñëà Ôðóäà íà ôîðìó âíåø-
íåé ñâîáîäíîé ãðàíèöû æèäêîñòè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå
íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçãîí òåëà â íåîäíîðîäíîé
æèäêîñòè ïðèâîäèò ê ñèëüíûì äåôîðìàöèÿì åå ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Ïðè óâåëè-
÷åíèè ïîêàçàòåëÿ ñòðàòèôèêàöèè âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû óñèëèâàåòñÿ.
Òàêæå îòìå÷åíî êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå êîíôèãóðàöèé ñâîáîäíûõ ãðàíèö æèäêî-
ñòè ïðè çíà÷åíèÿõ ÷èñëàõ Ôðóäà 1 è 0.4 (ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ÷èñëà Ôðóäà
ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå êàðòèíû òå÷åíèÿ æèäêîñòè).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ
è óìåðåííûõ ÷èñåë Ôðóäà, ïðè êîòîðûõ íå ïðîèñõîäèò îòðûâà ÷àñòèö æèäêî-
ñòè îò ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Â ñëó÷àå áîëüøèõ ÷èñåë Ôðóäà ïðîèñõîäèò îòðûâ
æèäêîñòè îò òåëà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âáëèçè öèëèíäðà îáðàçóåòñÿ êàâåðíà
è ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ âíóòðåííÿÿ ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îá-
ðàçîâàíèåì êàâåðí, à òàêæå áðûçãîâûõ ñòðóé äëÿ ïëàâàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè òåë, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûìè è ìàëî èçó÷åííûìè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä
äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ðàçãîíà äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðîâ.
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Ïðåäñòàâëåíà çàäà÷à î äâèæåíèè æèäêîñòè ìåæäó áåñêîíå÷íûìè ñîîñíûìè
öèëèíäðàìè ðàäèóñîâ r1, r2, âðàùàþùèìèñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè Ω1 è Ω2 ñî-
îòâåòñòâåííî. Äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, çàâèñÿùèìè
îò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: η = r2/r1 � îòíîøåíèå ðàäèóñîâ è Ω = Ω2/Ω1 �
îòíîøåíèå óãëîâûõ ñêîðîñòåé öèëèíäðîâ, R = Ω1(r2 − r1)2/ν � áåçðàçìåðíîå
÷èñëî Ðåéíîëüäñà, ν � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ïðè ëþáûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò òî÷íîå ñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íîå
ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ � òå÷åíèå Êóýòòà.

B ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå âëèÿíèÿ âåëè÷èíû áåçðàçìåðíîãî çàçîðà η−1 íà óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ
Êóýòòà è íà âîçíèêíîâåíèå ðàçëè÷íûõ âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ. Óñòîé÷è-
âîñòü òå÷åíèÿ Êóýòòà èçó÷àåòñÿ îòíîñèòåëüíî 2π/α ïåðèîäè÷íûõ âäîëü îñè öè-
ëèíäðîâ è 2π ïåðèîäè÷íûõ â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè âîçìóùåíèé ñ âåêòîðîì
ñêîðîñòè ei(ωmt−αz−mθ)v(r), ãäå àçèìóòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m öåëîå. Èçâåñòíî,
÷òî â ñëó÷àå Ω > 0 ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âîçðàñòàíèþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà R(p)

∗ (Ω, η, α), p = 1, 2, . . . .
Â áîëüøîì ÷èñëå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò èñïîëüçîâàëèñü öèëèíäðû ñ óç-

êèì çàçîðîì è íåïîäâèæíûì âíåøíèì öèëèíäðîì (Ω = 0), ïîýòîìó â ðàáîòå
ðàññ÷èòàíû íåéòðàëüíûå êðèâûå R = R

(p)
∗ (Ω, η, α), p = 1, 2 äëÿ óçêîãî çàçîðà

0 < η − 1 6 1 è Ω = 0. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè íåéòðàëüíîé êðèâîé
ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ, íà ñìåíó ïîòåðÿâøåìó óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèþ Êóýòòà
ïîÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íûé ðåæèì. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çàçîðà ìåæäó
öèëèíäðàìè íåéòðàëüíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå íåâðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷-
íûì âîçìóùåíèÿì ñ áîëüøèì ÷èñëîì âîëí â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè, ñíà-
÷àëà ïåðåñòàþò áûòü âûïóêëûìè, çàòåì ñòàíîâÿòñÿ çàìêíóòûìè è, ïîñòåïåííî
ñæèìàÿñü, èñ÷åçàþò.

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ η íåéòðàëüíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷-
íûì àçèìóòàëüíûì ÷èñëàì m è n, ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåñåêàþòñÿ òàêæå êðèâûå
R = R

(p1)
∗ è R = R

(p2)
∗ ñ m = n è p1 6= p2, ëèøü êðèâóþ R = R

(1)
∗ ñ m = 0 íå

ïåðåñåêàåò íè îäíà íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ. Àíàëèç àìïëèòóäíûõ ñèñòåì íà öåí-
òðàëüíîì ìíîãîáðàçèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ (òî÷êàì áèôóðêà-
öèè êîðàçìåðíîñòè 2), ïîçâîëÿåò èçó÷èòü ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü â ìàëîé
îêðåñòíîñòè òàêèõ òî÷åê ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà.

×èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåéòðàëüíûõ êðèâûõ òàêæå çàâèñèò îò çíà÷åíèé η.
×åì áîëüøå çàçîð ìåæäó öèëèíäðàìè, òåì ìåíüøå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.
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Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ âèáðîîæèæåííîãî ñëîÿ ìåæäó äâóìÿ
ïîëêàìè

Îðëîâà Í. Ñ.

Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî
íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À

norlova.umi.vnc@gmail.com

Ðàíåå áûëî èññëåäîâàíî îæèæåíèå ÷àñòèö ñòåêëà, äèàìåòðîì 0,13 ìì, êî-
òîðîå ñîçäàâàëîñü ïîä âîçäåéñòâèåì âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïîëêè. Èñïîëü-
çîâàëàñü äâóõæèäêîñòíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
è óðàâíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ äëÿ òâåðäîé ôàçû (1)�(2) è óðàâíåíèÿ äëÿ
ãàçîâîé ôàçû, ïîëó÷åííûå ñ ó÷åòîì çàêîíà Äàðñè (3)�(4), â îäíîìåðíîì ïðèáëè-
æåíèè:

∂(ρsαs)

∂t
+
∂(ρsαsVs)

∂z
= 0; (1)

∂(ρsαsVs)

∂t
+
∂(ρsαsVsVs)

∂z
= −αs

∂P

∂z
+ β(Vg − Vs)−G(αg)

∂αs
∂z

+
∂σ

∂z
− ρsαsg; (2)

∂ρg
∂t

=
1

αgµg
·
∂(ρgαgk

∂P
∂z

)

∂z
− ρg
αg
· ∂Vs
∂z
− Vs

∂ρg
∂z

; (3)

Vg = Vs −
k

µg
· ∂P
∂z

; (4)

ãäå ρg, Vg, αg � ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü è îáúåìíàÿ äîëÿ ãàçà; à ρs, Vs, αs � ïëîò-
íîñòü, ñêîðîñòü è îáúåìíàÿ äîëÿ òâåðäûõ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâåííî; P � äàâëåíèå
ãàçîâîé ôàçû; β � êîýôôèöèåíò îáìåíà èìïóëüñàìè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
äâóõ ôàç; G(αg) � êîýôôèöèåíò ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; σ � íàïðÿæå-
íèÿ, âîçíèêàþùèå â ñëîå ÷àñòèö; k � ïðîíèöàåìîñòü ñëîÿ ÷àñòèö; g � óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñü z; µg � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ãàçà. Äàâ-
ëåíèå ãàçà P ðàññ÷èòûâàëîñü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî
ãàçà ïðè óñëîâèè, ÷òî òåìïåðàòóðà ãàçà ïîñòîÿííà è ðàâíà 200C.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíî äâèæåíèå âèáðîîæèæåííîãî ñëîÿ ÷àñòèö
ñòåêëà ìåæäó äâóìÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïîëêàìè (âåðõíåé è íèæíåé) ñ èñïîëüçî-
âàíèåì äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè. Àìïëèòóäà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïîëîê èìåþò
çíà÷åíèÿ A = 1, 42 ìì è f = 50 Ãö, ñîîòâåòñòâåííî.

Èññëåäîâàíèå äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Äàðñè äëÿ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ âèáðîîæèæåííîãî ñëîÿ ÷àñòèö ñòåêëà, äèàìåòðîì 0,13 ìì,
ìåæäó äâóìÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïîëêàìè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû êîëåáà-
íèé, òîëùèíû çàñûïêè ñëîÿ è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëêàìè ïîêàçàëî, ÷òî â ñëó÷àå
îòíîñèòåëüíî íåâûñîêèõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïîëîê (50 Ãö) è òîëùèíû
çàñûïêè ñëîÿ (28 ìì) è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëêàìè, íå ïðå-
âûøàþùèõ äâóõ òîëùèí çàñûïêè, ñëîé â ïðîöåññå âèáðîîæèæåíèÿ ïåðåõîäèò â
áîëåå ðàçðûõëåííîå ñîñòîÿíèå.
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Îá èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè

Îñèïîâ À. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
kukuvzz@yandex.ru

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèÿì êîëåáà-
íèé íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè ìíîãèõ êîíñòðóêöèé. Â
ðàáîòå ðàññìîòðåíû èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñò-
êîñòè. Èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà-Îñòðîãðàäñêîãî ïîëó÷åíû êîð-
ðåêòíûå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé
êîíñîëüíî çàêðåïëåííîé áàëêè ñ íåîäíîðîäíûìè ôèçè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îñóùåñòâëåíî
îáåçðàçìåðèâàíèå çàäà÷è, ââåäåíû íîâûå ôóíêöèè è ïåðåìåííûå: áåçðàçìåðíûå
÷àñòîòû êîëåáàíèé, áåçðàçìåðíûé ìîäóëü Þíãà, áåçðàçìåðíûé ìîäóëü ñäâèãà.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòðîåííîé êðàåâîé çàäà÷è ðåàëèçîâàí ìåòîä ïðèñòðåëêè, êîòî-
ðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè çàäà÷è ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå âîñüìè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ðåøåíèè ÷åòûðåõ íåçàâèñèìûõ çàäà÷
Êîøè ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷ Êîøè â ñðåäå Maple îïðåäåëåíû ôóíêöèè ñìåùåíèÿ è óãëà ïîâîðîòà â êî-
íå÷íîì íàáîðå òî÷åê. Îñóùåñòâëåí àíàëèç òî÷íîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà. Â
êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåíû èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ êîí-
ñîëüíî çàêðåïëåííîé áàëêè ñ ïîñòîÿííûì ïî âñåé äëèíå ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì â
âèäå ïîëóêðóãà. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî àíàëèòè-
÷åñêè, è ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ïðèñòðåëêè ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ
æåñòêîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà. Ïîêàçàíà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé æåñòêîñòè è ïåðåìåííîãî ìîäóëÿ ñäâè-
ãà: ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè, ìîíîòîííî óáûâàþùèå ôóíêöèè, íåìîíî-
òîííûå ôóíêöèè, êóñî÷íî-ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñ-
íûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé, èññëåäîâàíî âëèÿíèå çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè íà
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Â ðàìêàõ èçó÷àåìîé ìîäåëè ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî âîññòàíîâëå-
íèþ ïåðåìåííûõ ìîäóëÿ Þíãà è ìîäóëÿ ñäâèãà ïî èíôîðìàöèè î ñìåùåíèÿõ
è óãëàõ ïîâîðîòà, çàäàííûõ (èçìåðåííûõ) â íàáîðå òî÷åê. Ðåøåíû âîçíèêàþ-
ùèå ïðè ýòîì çàäà÷è Êîøè. Íåêîððåêòíîñòü îáðàòíîé çàäà÷è â ýòîé ïîñòàíîâêå
ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî íàõîäèòü âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè,
çàäàííîé â êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðèìåíåíû
ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïî ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Âàòóëüÿíó À. Î. çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Î ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âèõðÿ äëÿ âÿçêîãî
òå÷åíèÿ íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé â ðàâíîêàíàëüíûõ ìíîãîóãëîâûõ

øòàìïàõ

Ïåðèã À. Â.∗, Ãîëîäåíêî Í. Í.∗∗

∗Êðàìàòîðñê, Äîíáàññêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ìàøèíîñòðîèòåëüíàÿ àêàäåìèÿ
∗∗Ìàêååâêà, Äîíáàññêàÿ íàöèîíàëüíàÿ àêàäåìèÿ ñòðîèòåëüñòâà è

àðõèòåêòóðû
olexander.perig@gmail.com

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è ðàâíîêàíàëüíîãî ìíîãîóãëî-
âîãî ïðåññîâàíèÿ (ÐÊÌÓÏ) èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âèõðÿ (ÓÏÂ):

∂ζ

∂t
= (−Re) ·

(
∂ (u · ζ)

∂x
+
∂ (v · ζ)

∂y

)
+

(
∂2ζ

∂x2
+
∂2ζ

∂y2

)
, (1)

ãäå áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ âèõðÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ζ = ∂u/∂y − ∂v/∂x.
Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷à (1) çàïèñûâàåòñÿ â êîíå÷íûõ ðàçíî-

ñòÿõ ïî ìåòîäó ïåðåìåæàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé. Â ðàáîòå äîïîëíèòåëüíî ðàññìîò-
ðåí óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì âÿçêîãî òå÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ïîëèìåðíîãî
ìàòåðèàëà ÷åðåç ìíîãîóãëîâîé øòàìï ABCD − EFGH ñ âõîäíîé ïîäâèæíîé
ñòåíêîé EF . Â òàêîì ñëó÷àå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ â âèäå ãðó-
áîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ: u0

i,j = 0; v0
i,j = 0; ζ0

i,j = 0; ψ0
i,j = 0.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñòåíîê ìíîãîóãëîâîãî øòàìïà çàïèñàíû êàê óñëîâèÿ
äëÿ ïîëíîãî ïðèëèïàíèÿ âÿçêîãî ìàòåðèàëà, ïðè÷åì ó÷åò íàëè÷èÿ ïîäâèæ-
íîé âåðòèêàëüíîé ëåâîé âõîäíîé ñòåíêè (EF ) ìíîãîóãëîâîãî øòàìïà, äâèæó-
ùåéñÿ ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèþ ýêñòðóçèè ñ áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòüþ Ub, îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè âèõ-
ðÿ ζ, çàïèñàííîé äëÿ óçëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïîäâèæíîé âõîäíîé ñòåíêå (EF ):
ζi,j = 2 (ψi,j+1 − ψi,j + Ub · η) /η2. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïîêàçûâàþò,
÷òî íàëè÷èå ïîäâèæíîé âõîäíîé ñòåíêè EF øòàìïà, çàäàþùåé ïåðåíîñíîå äâè-
æåíèå ñî ñêîðîñòüþ Ub â ñèñòåìå ¾ìíîãîóãëîâîé øòàìï � âÿçêàÿ çàãîòîâêà¿,
îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð âÿçêîãî òå÷åíèÿ äåôîðìèðóåìîãî
ìàòåðèàëà íå òîëüêî â îêðåñòíîñòè ïîäâèæíîé ñòåíêè EF , íî è âî âñåé îáëà-
ñòè ABCD − EFGH ìíîãîóãëîâîãî øòàìïà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
ïîäâèæíàÿ ñòåíêà EF äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó âÿçêîìó ïîòîêó, ò. å. Vwall EF ↑↓ U0,
ãäå U0 � ñêîðîñòü ïðåññîâàíèÿ, òî áëèæàéøàÿ ê ïîäâèæíîé ñòåíêå ëèíèÿ òîêà
¾óñêîðÿåòñÿ¿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì íåïîäâèæíîé ñòåíêè Vwall EF = 0. Óñòà-
íîâëåíû òåõíîëîãè÷åñêèå ïðåèìóùåñòâà ðåàëèçàöèè ïîäâèæíîé ñòåíêè EF ìíî-
ãîóãëîâîãî øòàìïà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåæèìîâ
ïðîöåññîâ ÐÊÌÓÏ. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàñ÷åòíûõ ëèíèé òîêà ïîêàçûâàåò,
÷òî íàëè÷èå ïîäâèæíîé ñòåíêè EF , äâèæóùåéñÿ íàâñòðå÷ó âÿçêîìó ïîòîêó, ïðè-
âîäèò ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðîâ çàñòîéíîé çîíû EFG âÿçêîãî òå÷åíèÿ. Óêàçàííûé
ôàêò ïîêàçûâàåò òåõíîëîãè÷åñêóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü ðåàëèçàöèè òàêîãî ðåæè-
ìà ïðåññîâàíèÿ ïîëèìåðà â øòàìïå ñ ïîäâèæíîé ñòåíêîé EF .
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Î òî÷íûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â ñëîå æèäêîñòè ìåæäó
äâèæóùèìèñÿ ïàðàëëåëüíî ïëàñòèíàìè

Ïåòðîâ À. Ã.

Ìîñêâà, Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ
petrov@ipmnet.ru

Ïîëå ñêîðîñòè vx(t, x, y), vy(t, x, y) è äàâëåíèåì p(t, x, y) äëÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé
æèäêîñòè â ñëîå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè, ðàññòîÿíèå h(t) ìåæäó êî-
òîðûìè ìåíÿåòñÿ, îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà

∂vx
∂x

+ ∂vy
∂y

= 0
∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

+ ∂p
∂x

= ν
(
∂2vx
∂x2 + ∂2vx

∂y2

)
∂vy
∂t

+ vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

+ ∂p
∂y

= ν
(
∂2vy
∂x2 + ∂2vy

∂y2

)
vx(t, x, 0) = vx(t, x, h) = 0, vy(t, x, 0) = 0, vy(t, x, h) = ḣ,

(1)

ãäå ν � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïðèíèìàåì
çà åäèíèöó.

Çàìåíà

vx =
ḣ

h
xU(η), vy = ḣV (η), p = ḣ2

[
b
x2

2h2
+ P (η)

]
+ p 0(t), η =

y

h

ïðèâîäèò óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ê îáûêíîâåííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé U(η), V (η), à ôóíêöèÿ P (η) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ àíà-
ëèòè÷åñêè.

Ïðè ñáëèæåíèè ïëàñòèí òî÷íîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re = ḣh/ν. Ïðîôèëü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè âûïóêëûé è èç-
ìåíÿåòñÿ îò ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ê ïðÿìîóãîëüíîìó
ïðè ÷èñëå Ðåéíîëüäñà, ñòðåìÿùåãîñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Êîýôôèöèåíò äàâëåíèÿ
ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ÷èñëà Ðåéíîëüäñà îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ïðè ðàçúåäèíåíèè ïëàñòèí íàéäåíî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé â
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

vx =
ḣ

h
x
[
cos

(
2nπ

y

h

)
− 1
]
, vy = ḣ

[
y

h
− 1

2nπ
sin
(

2nπ
y

h

)]
, n = 1, 2, . . .

Îíî ïîðîæäàåò ñ÷åòíûé íàáîð íåïðåðûâíûõ, íåñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ñå-
ìåéñòâ òî÷íûõ ðåøåíèé. Óêàçàíû îáëàñòè çíà÷åíèé ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, â êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îáëàñòè, â êîòîðûõ ðåøåíèé íåò, è îá-
ëàñòè ñ íååäèíñòâåííûì ðåøåíèåì. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå Ðåéíîëüäñà
âáëèçè ãðàíèöû âñåãäà îáðàçóåòñÿ ïðîòèâîòå÷åíèå: ñêîðîñòü íàïðàâëåíà â ïðî-
òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåé ñêîðîñòè. Íà îñíîâå íàé-
äåííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðîàíàëèçèðîâàíû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè àñèìï-
òîòè÷åñêèõ òåîðèé ñìàçî÷íîãî ñëîÿ Ðåéíîëüäñà è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ïðàíäòëÿ.
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Àíàëèç ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â àðòåðèàëüíîì
ñîñóäå ïåðåìåííîãî äèàìåòðà

Ïîääóáíûé À. À.∗, Óñòèíîâ Þ. À.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

poddubny_sfedu@mail.ru

Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå ïóëüñîâîé âîëíû â àðòåðèàëüíîì ñîñóäå ïå-
ðåìåííîãî äèàìåòðà. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñòðîèòñÿ íà îñíîâå äâóõ âèäîâ
ñóæåíèÿ: ñêà÷êîîáðàçíîì è ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìû. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Äëÿ ýòîãî ñèñòîëà ïóëüñîâîé
âîëíû íà âðåìåííîì îòðåçêå, ðàâíîì 1/3 ñåðäå÷íîãî öèêëà, àïïðîêñèìèðîâàëàñü
îòðåçêîì ðÿäà Ôóðüå. Äëÿ ó÷àñòêîâ ñî ñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì äèàìåòðà
àðòåðèàëüíîãî ñîñóäà ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷å-
ñêèõ âîëí ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè, à àìïëè-
òóäû ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îïðåäåëÿëèñü èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ è
ðàñõîäà íà ñå÷åíèÿ ñîïðÿæåíèÿ ó÷àñòêîâ. Ìîäåëü, êîãäà ñóæåíèå çàäàåòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíî, îñíîâûâàåòñÿ íà ìîäåðíèçèðîâàííîì óðàâíåíèè È. Ñ. Ãðîìåêî. Íà
ó÷àñòêàõ ñ ïàðàáîëè÷åñêèìè ñóæåíèÿìè ñå÷åíèÿ èñïîëüçîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì çíà-
÷åíèÿìè îòâå÷àþùåãî èì âåêòîðà Ïîéòèíãà-Óìîâà (ÂÏÓ). Îáùåå ðåøåíèå ïðåä-
ñòàâëÿëîñü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ðåøåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ
îïðåäåëÿëèñü òàêæå èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ è ðàñõîäà. Â êà÷åñòâå
õàðàêòåðèñòèêè ñîïðîòèâëåíèÿ ñóæåíèé ðàñïðîñòðàíåíèþ ïóëüñîâîé âîëíû áûë
âûáðàí ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ (ÝÊÏ), êîòîðûé îïðåäåëÿë-
ñÿ êàê îòíîøåíèå âåëè÷èíû ÂÏÓ ïðîøåäøåé âîëíû, îïðåäåëÿåìîãî äèñòàëüíåå
ñóæåíèÿ ê âåëè÷èíå ÂÏÓ íàáåãàþùåé âîëíû ñèñòîëû íà ãðàíèöó ðàçäåëà ó÷àñò-
êîâ. Íà îñíîâå îïèñàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ
àíàëèçà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ÝÊÏ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñóæåíèÿ (ðàäè-
óñà, äëèíû, ôîðìû). Òàêæå ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ äëÿ äåôîðìèðóåìîé îáî-
ëî÷êè ñ äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûìè ñóæåíèÿìè. Ðàññìîòðåíû êàê
ñêà÷êîîáðàçíûå ñóæåíèÿ, òàê è ôóíêöèîíàëüíî çàäàííûå, ïàðàáîëè÷åñêèå. Àì-
ïëèòóäû îïðåäåëÿëèñü èç óðàâíåíèé, ñîñòàâëåííûõ íà îñíîâàíèè íåïðåðûâíîñòè
ðàñõîäà è äàâëåíèÿ íà ðàçðåçàõ. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî íàõîæäå-
íèþ ÝÊÏ äëÿ äâóõ òèïîâ ñóæåíèé, ðàñïîëîæåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñîñòàâëåíà
ñðàâíèòåëüíàÿ òàáëèöà ÝÊÏ äëÿ ñêà÷êîîáðàçíîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî ñóæåíèé.
Ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîãî ìåòîäà ðàçðàáîòàí àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèé äëÿ ñîñóäà ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ
ñóæåíèé ëþáîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîâ.



83

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ äîííûõ âîëí â ðàâíèííûõ ðåêàõ

Ïîòàïîâ È. È.

Õàáàðîâñê, Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ
potapovii@rambler.ru

Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ äîííûõ âîëí â ðàâíèííûõ ðå-
êàõ, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ

- ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ðå÷íîãî ïîòîêà,
- ìîäåëü òðàíñïîðòà âëåêîìûõ äîííûõ íàíîñîâ,
- ìîðôîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùóþ îïèñûâàòü èçìåíåíèÿ äîííîé ïî-

âåðõíîñòè.
1. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîòîêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå äâóìåðíûõ óðàâíå-

íèé Ðåéíîëüäñà, ñ çàìûêàíèåì ìîäåëè â ôîðìå k-w. Êðàåâûå óñëîâèÿ ìîäåëè
âûïîëíåíû ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöàõ âòåêàíèÿ è
âûòåêàíèÿ ïîòîêà èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè äíà è ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà.

2. Äëÿ ðàñ÷åòà òðàíñïîðòà âëåêîìûõ íàíîñîâ äîííîãî ìàòåðèàëà èñïîëüçóåò-
ñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ îðèãèíàëüíàÿ ôîðìóëà, íåñîäåðæàùàÿ â ñåáå ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå äîííîé ãåîìåòðèè è ïðèäîííîãî
äàâëåíèÿ íà òðàíñïîðò âëåêîìûõ íàíîñîâ.

3. Ìîðôîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü èçìåíåíèÿ äîííîé ïîâåðõ-
íîñòè ÷åðåç ãðàäèåíòû ðàñõîäà âëåêîìûõ íàíîñîâ. Äàííàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò â
ñåáå ðÿä ìåõàíèçìîâ ñòàáèëèçàöèè ðàñ÷åòà äîííûõ âîëí, ó÷èòûâàþùèõ ìåõàíèç-
ìû ëàâèííîãî äâèæåíèÿ äîííîãî ìàòåðèàëà è ìåõàíèçìû ôèëüòðàöèè, ïîäàâëÿ-
þùèå âîçíèêíîâåíèå íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé íà ïîâåðõíîñòè äîííûõ ôîðì.

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ íà îñíîâå
ìåòîäà êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ. Àëãîðèòì èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé. Â ìîðôîëîãè-
÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ äíà äëÿ íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè äîííîé ïîâåðõíîñòè, áûë
ïðåäëîæåí ìåòîä êîððåêöèè ïîòîêîâ. Ïðè âû÷èñëåíèè ëàâèííûõ ïðîöåññîâ äëÿ
áîðüáû ñ îñöèëëÿöèÿìè äîííîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êàõ îòðûâà ïîòîêà ïðèìåíåíà
âðåìåííàÿ ðåëàêñàöèÿ ëàâèííûõ ðàñõîäîâ.

Èññëåäîâàíî âëèÿíèå îòíîñèòåëüíîé âûñîòû äþíû íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðèäîííîãî ãðàäèåíòà äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äþíû. Ïîêà-
çàíî, ÷òî âêëàä ãðàäèåíòà äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â òðàíñïîðò âëåêîìûõ íàíî-
ñîâ äîñòèãàåò îò 15 äî 25% îò îáùåé ìàññû ðàñõîäà, ïðè ýòîì ãðàäèåíò äàâëåíèÿ
îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â ïðîöåññå îïðåäåëåíèÿ òî÷êè îòðûâà ïîãðàíè÷íî-
ãî ñëîÿ íà âåðøèíå äþíû, îñòàíîâêè òðàíñïîðòà íàíîñîâ è ïîÿâëåíèÿ çîíû èõ
ëàâèííîãî îáðóøåíèÿ. Ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî ó÷åò ãðàäèåíòà äèíàìè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ â óðàâíåíèè ðàñõîäà ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 12-01-98518 ð-âîñòîê-à) è ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÄÂÎ ÐÀÍ (êîä ïðîåêòà 12-I-0-03-018).
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Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà LS-STAG äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ
ïðîôèëÿ ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû

Ïóçèêîâà Â. Â.

Ìîñêâà, ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà
valeria5555@mail.ru

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îáû÷íî ïðèìåíÿþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå ñåòî÷íûå ìåòîäû. Èñïîëüçîâàíèå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê (ïî
ñðàâíåíèþ ñ íåñòðóêòóðèðîâàííûìè) ïîçâîëÿåò, êàê ïðàâèëî, óìåíüøèòü âðåìÿ
ñ÷¼òà è íåîáõîäèìûé îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Â òî æå âðåìÿ, ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðíîé êðèâîëèíåéíîé ñåòêè â îáëàñòÿõ ñëîæ-
íîé ôîðìû ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ
ìåòîäû ïîãðóæåííûõ ãðàíèö, êîòîðûå íå òðåáóþò ñîâïàäåíèÿ ãðàíèö ÿ÷ååê ñ
ãðàíèöàìè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è íà ïðÿìîóãîëüíûõ
ñåòêàõ. Íàèáîëåå âàæíûì âîïðîñîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà ñ óñå÷¼ííûìè
ÿ÷åéêàìè, ò. å. ÿ÷åéêàìè íåïðàâèëüíîé ôîðìû, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè ïåðåñå-
÷åíèè ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷ååê ñ ïîãðóæåííîé ãðàíèöåé îáëàñòè òå÷åíèÿ, ïîñêîëü-
êó ðåøàþùóþ ðîëü äëÿ òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðàñ÷¼òà èãðàåò äèñêðåòèçàöèÿ
óðàâíåíèé èìåííî â íèõ.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ïîãðóæåííûõ ãðàíèö äà¼ò âîçìîæíîñòü ðåøàòü çàäà-
÷è ñ èçìåíÿþùåéñÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà îáëàñòüþ òå÷åíèÿ (çàäà÷è àýðîóïðóãîñòè,
íåñòàöèîíàðíîé àýðîäèíàìèêè, ñîïðÿæåííûå çàäà÷è òåïëîìàññîîáìåíà è äðó-
ãèå) áåç ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè íà êàæäîì øàãå ðàñ÷¼òà.

Îäèí èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ äàííîãî êëàññà � ìåòîä LS-STAG
(Level Set STAGgered � ìåòîä ïîãðóæåííûõ ãðàíèö ñ ôóíêöèÿìè óðîâíÿ äëÿ
ðàçíåñ¼ííûõ ñåòîê). Ìåòîä ïðåäëîæåí êàê ðàçâèòèå ÌÀÑ-ìåòîäà (ìåòîäà ìàð-
êåðîâ è ÿ÷ååê) è îáëàäàåò, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, âòîðûì
ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

Òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîãðóæåííîé ãðàíèöû äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì èñïîëüçî-
âàíèÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ (ôóíêöèè óðîâíÿ) äëÿ å¼ ÿâíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé óðîâíÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî âû÷èñëÿòü âñå
íåîáõîäèìûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿ÷ååê ñåòêè è óìåíüøèòü çàòðàòû
ìàøèííîãî âðåìåíè íà îáðàáîòêó ÿ÷ååê ñëîæíîé ôîðìû.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáòåêàíèå ïðîôèëÿ ïîòîêîì âÿçêîé íåñæèìàåìîé
ñðåäû, ïðè÷¼ì ôîðìà ïðîôèëÿ â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì òî÷åê, êî-
îðäèíàòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü çàäàíû íåòî÷íî (ÿâëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè).

Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèöû ïðîôèëÿ êðèâîé Áåçüå ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî ñòðîèòü ôóíêöèþ óðîâíÿ, íåîáõîäèìóþ äëÿ LS-STAG äèñêðåòèçàöèè. Ïðèâå-
ä¼ííûå ðàñ÷¼òû äëÿ êðóãîâîãî, êâàäðàòíîãî, ýëëèïòè÷åñêîãî è êðûëîâîãî ïðî-
ôèëåé ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå íà ñðàâíèòåëüíî ãðóáûõ ñåòêàõ ìåòîä LS-STAG
ñ àïïðîêñèìèðîâàííîé ôóíêöèåé óðîâíÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííî è êî-
ëè÷åñòâåííî âåðíîå ðåøåíèå. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ
áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è � ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ñèñòåìû ïðîôèëåé.
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Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè çàäà÷è
óñòîé÷èâîñòè ñäâèãîâûõ òå÷åíèé

Ðåâèíà Ñ. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ

è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À
revina@math.rsu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå x = (x1, x2) ∈ R2 äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âíåøíèõ ñèë F (x, t), ïåðèîäè÷åñêîãî ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè `1 è `2 ñîîòâåòñòâåííî, îïèñûâàåìîå
ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà:

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), div v = 0,

ãäå ν � áåçðàçìåðíàÿ âÿçêîñòü. ×åðåç 〈f〉 áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå ïî x1, à ÷åðåç
〈〈f〉〉 � ñðåäíåå ïî ïðÿìîóãîëüíèêó ïåðèîäîâ Ω = [0, `1]× [0, `2]:

〈f〉 =
1

`1

`1∫
0

f(x, t) dx1, 〈〈f〉〉(t) =
1

|Ω|

∫
Ω

f(x, t) dx1 dx2,

Ñðåäíÿÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ñêîðîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé:

〈〈v〉〉 = q.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå ñêîðîñòè v ïåðèîäè÷íî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì x1, x2 ñ ïåðèîäàìè `1, `2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì `2 = 2π/α, α→ 0.

Ñòðîèòñÿ äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî
òå÷åíèÿ, êîãäà îñíîâíîå ïîëå ñêîðîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó ñäâèãîâûõ òå÷åíèé:

V = (0, V )(x1, αx2).

Îòìåòèì, ÷òî ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó òàê æå ïðèíàäëåæèò òå÷åíèå Êîë-
ìîãîðîâà

V = (0, γ sinx1),

èìåþùåå âàæíûå ãåîôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.
Âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ k-ãî ÷ëåíà äëèííîâîëíîâîé àñèìïòî-

òèêè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì
〈V 〉 6= 0. Ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíû-
ìè ôóíêöèÿìè âîëíîâîãî ÷èñëà, à êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè � ÷åòíûìè
ôóíêöèÿìè. Åñëè îòêëîíåíèå ñêîðîñòè îò åå ñðåäíåãî ïî ïåðèîäó çíà÷åíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
íàõîäÿòñÿ òî÷íî è ðàâíû σ1,2 = ±imα〈V 〉, ãäå m 6= 0 � âîëíîâîå ÷èñëî.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìîíîòîííîé ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, îáîáùàþùèõ òå÷åíèå Êîëìîãî-
ðîâà, à òàêæå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë k-ãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè
òàêèõ òå÷åíèé.

Âîçìîæíîñòü îáîñíîâàíèÿ ìîíîòîííîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èãðàåò êëþ÷å-
âóþ ðîëü â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé, ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè.
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Òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñëîæíûõ ñðåä ñ êîíå÷íûìè äåôîðìàöèÿìè

Ðîãîâîé À. À.

Ïåðìü, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ ÐÀÍ
rogovoy@icmm.ru

Âñå êèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå âåëè÷èíû â ñëîæíûõ ñðåäàõ îïðåäåëÿþòñÿ
èñòîðèåé òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî â íèõ. Äëÿ îïèñà-
íèÿ èñòîðèè ïðîöåññà íàèáîëåå óäîáíà ïðîöåäóðà, îñíîâàííàÿ íà êèíåìàòèêå
íàëîæåíèÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé íà êîíå÷íûå. Îáû÷íî ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò-
ñÿ ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàãðó-
æåíèÿ (ñèëîâîãî è/èëè êèíåìàòè÷åñêîãî). Îäíàêî ýòà ïðîöåäóðà ýôôåêòèâíà è
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà
è îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïàì òåðìîäèíàìèêè
è îáúåêòèâíîñòè. Ñîâîêóïíîñòü ïîëîæåíèé, îñíîâàííûõ íà ýòîé ïðîöåäóðå, è ñî-
ñòàâëÿåò òåîðèþ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñëîæíûõ ñðåä ñ êîíå÷íûìè äåôîðìàöèÿìè
è ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèÿìè â ìàòåðèàëå.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñëîæíûõ ñðåä ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ìî-
ãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòîãî, íî ýôôåêòèâíîãî ïîäõîäà, îñ-
íîâàííîãî íà âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü ïîëíóþ äåôîðìàöèþ ñóììîé óïðóãèõ,
íåóïðóãèõ è òåìïåðàòóðíûõ äåôîðìàöèé. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïî-
ëîæåí â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãèõ
ïðîöåññîâ ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü
ñóììèðîâàòü äåôîðìàöèè, íåîáõîäèìî ââåñòè, ïîìèìî íà÷àëüíîé è òåêóùåé êîí-
ôèãóðàöèé, åùå è ïðîìåæóòî÷íóþ êîíôèãóðàöèþ, áëèçêóþ ê òåêóùåé, è èñïîëü-
çîâàòü äåôîðìàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè ïåðåõîäå èç ïðîìåæóòî÷íîé êîíôèãóðà-
öèè â ýòó áëèçêóþ òåêóùóþ.

Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé, îïèñûâàþ-
ùèõ ïîâåäåíèå ñëîæíûõ ñðåä ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ è ñòðóêòóðíûõ èçìåíå-
íèÿõ â ìàòåðèàëàõ, è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöèïàì òåðìîäèíàìèêè è îáúåêòèâ-
íîñòè. Äëÿ ó÷åòà èçìåíåíèÿ â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà
ââåäåíû ñêàëÿðíûå ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû, çàâèñÿùèå îò íåóïðóãîé êèíåìàòè-
êè è âëèÿþùèå íà ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ óïðóãèå
è íåóïðóãèå ïðîöåññû â ñðåäå. Ïðåäëîæåí ôóíêöèîíàë, îñíîâàííûé íà óïðóãîì
ïîòåíöèàëå è ñîâïàäàþùèé ñ íèì â ñëó÷àå ÷èñòî óïðóãîãî ïðîöåññà. Ôóíêöèî-
íàë ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëàãàåìûõ â ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Èñïîëüçóÿ ïåðâûé çàêîí
òåðìîäèíàìèêè, ïîñòðîåíî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Âûäåëåíû èñòî÷íèêè
òåïëà, ïðîèçâîäèìîãî óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè, íåóïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè è
ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ìàòåðèàëå.

Â ðàìêàõ ðàçðàáîòàííîé òåîðèè ïîñòðîåíû ýâîëþöèîííûå ìîäåëè òåðìîóïðó-
ãîãî ïðîöåññà ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ, èçîòåðìè÷åñêîãî âÿçêîóïðóãîãî ïðî-
öåññà áåç ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé â ìàòåðèàëå, òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïðî-
öåññà ñî ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèÿìè â ìàòåðèàëå (àäèàáàòè÷åñêîå ñæàòèå îá-
ðàçöà), ïîñòðîåíà ìîäåëü ñïëàâà ñ ïàìÿòüþ ôîðìû (àóñòåíèòíî-ìàðòåíñèòíûé
ïåðåõîä) ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ è ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ìÿãêîãî ìàãíèòíîãî
ìàòåðèàëà â ïîñòîÿííîì â íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.
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Ðàñ÷åò âòîðè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ
âðàùàþùèìèñÿ ïðîíèöàåìûìè öèëèíäðàìè

Ðîìàíîâ Ì. Í.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
romanovmaks@yandex.ru

Èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ðåæèìû äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â
çàçîðå ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè êîíöåíòðè÷åñêèìè âðàùàþùèìèñÿ ïðîíèöà-
åìûìè öèëèíäðàìè â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ ïðèòîê æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
îäíîãî öèëèíäðà è îòòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü äðóãîãî.

Îñíîâíîé ðåæèì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷-
íîå òå÷åíèå ñ íóëåâîé àêñèàëüíîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà ñêîðîñòè è ñïèðàëåâèä-
íûìè òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Ýòî òå÷åíèå ìîæåò ïîòåðÿòü óñòîé÷è-
âîñòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå ìîíîòîííîé âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîé
íåóñòîé÷èâîñòè îíî ñìåíÿåòñÿ âòîðè÷íûì ñòàöèîíàðíûì òå÷åíèåì, à â ñëó-
÷àå êîëåáàòåëüíîé òðåõìåðíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè � âòîðè÷íûì àâòîêîëåáà-
òåëüíûì ðåæèìîì ñ áåãóùèìè â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè âîëíàìè. Âáëèçè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ áèôóðêàöèé ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âòîðè÷-
íûõ ðåæèìîâ, âîçíèêàþùèõ áëàãîäàðÿ íåëèíåéíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìîíîòîí-
íîé âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîé è êîëåáàòåëüíûõ òðåõìåðíûõ ìîä.

Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, âûïîëíåííûé â ðàáîòå, áàçèðóåòñÿ íà òåî-
ðèè áèôóðêàöèé êîðàçìåðíîñòè äâà, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ Â. È. Þäîâè÷à, Æ. Éîñ-
ñà è Ï. Øîññà. Îíà ïðèìåíèìà äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ î êðóãîâûõ òå÷åíèÿõ
æèäêîñòè ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ñèììåòðèÿìè. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé òåîðèè ïîçâî-
ëÿåò ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó òðåõ íåëèíåéíûõ êîìïëåêñíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî
àìïëèòóäíîãî óðàâíåíèÿ Ëàíäàó. Íåèçâåñòíûìè â ýòîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñíûå àìïëèòóäû ðàçûñêèâàåìûõ âòîðè÷íûõ òå÷åíèé. Êîýôôèöèåíòû ñèñòå-
ìû íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî ïóòåì ðåøåíèÿ ñåðèè ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ êîì-
ïëåêñíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà ñ ïå-
ðåìåííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äàííàÿ àìïëèòóäíàÿ ñèñòåìà ðàñ-
ùåïëÿåòñÿ íà äâå âåùåñòâåííûå ñèñòåìû. Îäíà èç íèõ èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê
è ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëåé àìïëèòóä è ôàçîâîãî èíâàðèàíòà. Ýòà ñè-
ñòåìà íàçûâàåòñÿ ìîòîðíîé ïîäñèñòåìîé àìïëèòóäíîé ñèñòåìû.

Èññëåäîâàíèå ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû ïîçâîëèëî íàéòè ñëåäóþùèå âòîðè÷íûå
òå÷åíèÿ æèäêîñòè: âòîðè÷íîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå, ïàðà ñïèðàëüíûõ âîëí, ÷è-
ñòûå àçèìóòàëüíûå âîëíû, ñìåøàííûå àçèìóòàëüíûå âîëíû ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäîâ, à òàêæå äâóõ÷àñòîòíûå è òðåõ÷àñòîòíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ
æèäêîñòè. Ýòè ðåæèìû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è îêàçûâà-
þòñÿ êàê óñòîé÷èâûìè, òàê è íåóñòîé÷èâûìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 11-05-01138,
� 12-01-31262) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷-
íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãã.,
ãîñ. êîíòðàêò � 14.À18.21.0873.
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Î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè
ðåæèìàìè çàäà÷è îáòåêàíèÿ

Ñàçîíîâ Ë. È.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
Âëàäèêàâêàç, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ ÐÀÍ

è Ïðàâèòåëüñòâà ÐÑÎ-À
sazonov@math.rsu.ru

Ïóñòü îãðàíè÷åííîå òåëî B ⊂ R3 äâèæåòñÿ â æèäêîñòè, çàíèìàþùåé âñå
ïðîñòðàíñòâî âíå òåëà, ñî ñêîðîñòüþ −α(t)e1, ãäå e1 � åäèíè÷íûé îðò îñè Ox1.
Òîãäà ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè u = u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé íà÷àëüíî�
êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà{

∂u
∂t

+ (u,∇)u = 4u−∇p,
div u = 0, u|∂B(t) = −α(t)e1, u|∞ = 0,

(1)

ãäå B(t) � îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ òåëîì â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü, íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü æèäêîñòè è êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè ðàâíû
åäèíèöå. Ïåðåõîäÿ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì, ïîëó÷àåì,
÷òî ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè v(x, t) è äàâëåíèå r(x, t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå{

∂v
∂t

+ (v,∇)v − α′(t)e1 = 4v −∇r,
div v = 0, v|∂Ω = 0, v|∞ = α(t)e1,

(2)

â îáëàñòè Ω× (0,∞), ãäå Ω = R3 \B(0).
Ïóñòü vα1 , vα2 � ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû çàäà÷è îáòåêàíèÿ, ò. å. ðåøåíèÿ ñòà-

öèîíàðíîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà â îáëàñòè Ω{
4v −∇p = (v,∇)v,
div v = 0, v|∂Ω = 0,

(3)

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì

v|∞ = α1e1, v|∞ = α2e1.

Çàäà÷åé î ïåðåõîäå ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ðåæèìàìè vα1 è vα2 áóäåì
íàçûâàòü çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Íàâüå�
Ñòîêñà (2), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v|t=0 = vα1 è ïðåäåëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ lim

t→∞
v = vα2 .

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷è â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû âõîäÿò â ãëàäêîå ñåìåéñòâî óñòîé÷èâûõ
òå÷åíèé, è ïîëó÷åíû îöåíêè ñõîäèìîñòè ê ðåæèìó vα2 . Â èññëåäîâàíèè ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû àâòîðà î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíûõ ïåðåõîäîâ
äëÿ áëèçêèõ ðåæèìîâ.
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×èñëåííûé àíàëèç âèáðîàêóñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìïîçèòíûõ
òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, êîëåáëþùèõñÿ â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå

Ñàôðîíåíêî Â. Ã.∗, Äîí÷åíêî Å.Í.∗, Øóòüêî Â.Ì.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

safron@math.sfedu.ru

Äëÿ ïîäàâëåíèÿ âðåäíûõ âèáðàöèé è øóìà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå â
òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèÿõ ìàòåðèàëîâ ñ âûñîêèìè êîýôôèöèåíòàìè âíóòðåí-
íåãî ðàññåÿíèÿ êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ñîâðåìåííûå âîëîêíè-
ñòûå è ìåòàëëîêîìïîçèòû íà ïîëèìåðíîé îñíîâå, êîòîðûì ñâîéñòâåííû ïîâû-
øåííàÿ ïîäàòëèâîñòü íà ñäâèã, àíèçîòðîïèÿ è íåîäíîðîäíîñòü. Ýòî âëå÷åò íåîá-
õîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìîäåëåé êîìïîçèöèîííûõ êîíñòðóêöèé.

Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ðàíåå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ãàð-
ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ êîìïîçèòíûõ íà ïîëèìåðíîé îñíîâå îáîëî÷åê â ñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè, ðàññìîòðåíû âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ òðåõ-
ñëîéíîé ñòðóêòóðû, íàõîäÿùèõñÿ â ëèíåéíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäå. Ïîñòàíîâêà
çàäà÷è äëÿ íåïîëîãîé îáîëî÷êè âðàùåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ãèïîòåçå î ëîìàíîé ëè-
íèè è ó÷èòûâàåò ïîòåðè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ
â ðàìêàõ êîíöåïöèè êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò
ðàññìàòðèâàòü íåñóùèå ñëîè è çàïîëíèòåëü êàê êîìïîçèòíûå ñëîè ñ ïîëèìåð-
íûì ñâÿçóþùèì. Ïðè ýòîì ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëèìåðíîãî
ñâÿçóþùåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ ïîçèöèé îðòîòðîïíîé òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáîëî÷êà êîëåáëåòñÿ â ëèíåéíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäå,
îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè íåðàç-
ðûâíîñòè íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ñâÿçàííîé çàäà-
÷è èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìîäåëèðîâàíèÿ
ðåàêöèè àêóñòè÷åñêîé ñðåäû ïóòåì ââåäåíèÿ ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà, îïðåäåëÿ-
åìîãî èç ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò
ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü çàäà÷ó î äèíàìè÷åñêîì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì
ñîñòîÿíèè òðåõñëîéíîé îáîëî÷êè è ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è äàâ-
ëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿòü ïîëå äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ñ
ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ãåëüìãîëüöà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â êîìïëåêñíîçíà÷íûå ðÿäû Ôóðüå ñ ïîñëåäóþùèì ôîðìèðî-
âàíèåì êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìû íîðìàëüíîãî âèäà, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïðèìå-
íåíèåì ìåòîäà ïðîãîíêè. Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåíû âûíóæ-
äåííûå êîëåáàíèÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïîìî-
äîâûå, òàê ñóììàðíûå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå è äèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè
îáîëî÷êè, à òàêæå äàëüíåå ïîëå çâóêîâîãî äàâëåíèÿ â îêðóæàþùåé àêóñòè÷åñêîé
ñðåäå.
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Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæèòåëÿ â âèäå öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè â ïîòîêå æèäêîñòè

Ñìåòàíèí Á. È., Òàðàñîâ À. Å.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
smet@math.rsu.ru

Ðàññìîòðåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ êðóãîâîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè â ïîòîêå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ëèíåé-
íîé ïîñòàíîâêå. Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ âîëíîâîãî äâèæèòå-
ëÿ â âèäå öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ æèäêîñòüþ. Äâèæå-
íèå æèäêîñòè ñ÷èòàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, âîçìóùåíèÿ îáîëî÷êîé ïîòîêà æèäêî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè. Èñïîëüçîâàíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåõíè÷åñêîé
òåîðèè îáîëî÷åê, ïîëó÷åííîå Ñ. Ï. Òèìîøåíêî.

Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëèëî ïðèâåñòè çàäà÷ó ê ðå-
øåíèþ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé: èíòåãðàëüíîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî. Â êà-
÷åñòâå èñêîìûõ ôóíêöèé âûáðàíû ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ ïîòîêà íà îáîëî÷êó è
ôóíêöèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé òî÷åê îáîëî÷êè. Ëèíåéíîñòü èñïîëüçóåìûõ
óðàâíåíèé ïîçâîëèëà ðàçäåëèòü ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèé.

ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä èíòåãðàëà, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ êîòîðîãî ñîäåðæèò ïîëþñ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ó ýòîãî èíòåãðàëà âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ
çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèé ïðè óäàëåíèè îò ïåðåäíåé ÷àñòè îáîëî÷êè â ñòîðîíó íà-
áåãàþùåãî ïîòîêà. Íàëè÷èå ïîëþñà ó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ÿäðà ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ âíåèíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî ïðè äåôîðìàöèè êîíòóðà íà äåéñòâè-
òåëüíóþ îñü. ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñèíãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü. Ñ
ó÷åòîì ýòîãî ñâîéñòâà ÿäðà äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíåí ìå-
òîä îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ âûäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé åãî îñîáåííîñòü. Èñêîìûå
ôóíêöèè èùóòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èçãèáíûõ êîëåáà-
íèé îáîëî÷êè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Êðûëî-
âà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè êîëåáàíèé ïëàñòèíû â âàêóóìå,
îäèí êîíåö êîòîðîé æåñòêî çàêðåïëåí, à âòîðîé êîíåö ñâîáîäåí. Ýòè ôóíêöèè
îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé.

Ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè èíòåãðàëüíîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé, èùóòñÿ ìåòîäîì
ðåäóêöèè. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû îñíîâíûå ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, ñèëà
òÿãè äâèæèòåëÿ. Ýòà ñèëà ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïåðâàÿ èç íèõ îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ñèë äàâëåíèÿ íà îñü îáîëî÷êè. Âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ïîä-
ñàñûâàþùàÿ ñèëà, îáóñëîâëåíà áîëüøîé ñêîðîñòüþ æèäêîñòè âáëèçè ïåðåäíåé
êðîìêè îáîëî÷êè è, êàê ñëåäñòâèå, ðàçðåæåíèåì æèäêîñòè. Ýòà ñèëà íàïðàâëåíà
ïðîòèâ ïîòîêà.
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Ìîäåëèðîâàíèå óäàðà êðóãëîé ïëàñòèíêè, ïîãðóæåííîé â
íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü

Ñìåòàíèí Á. È., Ôåäÿåâà Ê. Å.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
smet@math.rsu.ru

Çàäà÷è îá óäàðå èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè âíåçàïíîãî âîçíèêíîâå-
íèÿ äâèæåíèÿ òåë â æèäêîñòè è ïðè èññëåäîâàíèè óñëîâèé ïîñàäêè ëåòàòåëüíûõ
àïïàðàòîâ íà âîäó, â ÷àñòíîñòè, îáúåêòîâ, âîçâðàùàåìûõ èç êîñìîñà.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à îá óäàðå òîíêîé æåñòêîé êðóã-
ëîé ïëàñòèíêè, ïîãðóæåííîé â íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü, ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè. Äâèæåíèå æèäêîñòè â ìîìåíò óäàðà ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Çà-
äà÷à òàêîãî òèïà ðàíåå èññëåäîâàíà Ñåäîâûì Ë. È. Èì ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ
çàäà÷à î ãîðèçîíòàëüíîì óäàðå âåðòèêàëüíîé ïëàñòèíêè, ïîãðóæåííîé â íåñæè-
ìàåìóþ æèäêîñòü, ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Íà çàäíåé ïîâåðõíîñòè
ïëàñòèíêè â ìîìåíò óäàðà ïðîèñõîäèò îòðûâ æèäêîñòè, îáëàñòü îòðûâà âûõîäèò
íà ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü. Ñåäîâûì Ë. È. áûëî óñòàíîâëåíî íàëè÷èå îáëàñòè
êîíòàêòà íà çàäíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè åå êîíöà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû ñëó÷àè ðàçëè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ îò ïëàñòèí-
êè äî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Óäàð ïðîèçâîäèòñÿ öåíòðàëüíûé, âíåäðåíèå ïëà-
ñòèíêè ïðîèñõîäèò áåç ïåðåêîñà. Â ìîìåíò óäàðà ïðîèñõîäèò îòðûâ æèäêîñòè
(îáðàçîâàíèå êàâåðíû) îò çàäíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ îïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è òî÷åê
êàâåðíû ïðè ðàçëè÷íîì ðàññòîÿíèè îò ïëàñòèíêè äî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, à
òàêæå èññëåäîâàíèå èìïóëüñèâíîãî äàâëåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà ïëàñòèíêè ñ
æèäêîñòüþ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ ïîëó÷åíà ñèñòåìà
äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòà ñèñòåìà ïðåîáðàçîâàíà ê îäíîìó ñèíãóëÿð-
íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ÿäðà ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëèëè óñòà-
íîâèòü õàðàêòåðíóþ îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèå
èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ßêîáè ñ âûäåëåíèåì óñòàíîâëåííîé
îñîáåííîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðèìåíåí ìåòîä êîë-
ëîêàöèè. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ðàññìîòðåííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ õàðàê-
òåðíîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òî÷íî-
ñòüþ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì 8-10 óçëîâ êîëëîêàöèè. Íà îñíîâà-
íèè ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ãðàôèêè ñóììàðíîãî óäàðíîãî èìïóëüñà, à òàêæå
íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé òî÷åê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è êàâåðíû äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïîëîæåíèé ïëàñòèíêè. Èç ãðàôèêà ñêîðîñòåé òî÷åê êàâåðíû ñëåäóåò âûâîä î
íàëè÷èè êîíòàêòà íà çàäíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè åå
êîíòóðà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëåâîå ïðèáëèæå-
íèå ïðè èññëåäîâàíèè ýòîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì îáëàñòè êîíòàêòà íà çàäíåé ïîâåðõ-
íîñòè ïëàñòèíêè.
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Íåãîëîíîìíûå ñâÿçè â çàäà÷å êîíòàêòíîãî èçíîñà ñèñòåìû
¾êîëåñî-ðåëüñ¿

Ñîëîäîâíèê Ì. Ä.

Ëóãàíñê, Âîñòî÷íîóêðàèíñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåñèòåò èì. Â. Äàëÿ
polina3045@mail.ru

Ðåàëèçîâàíà çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè æåëåçíîäîðîæíîé êîë¼ñíîé ïàðû ñ
ðåëüñàìè ñ ó÷¼òîì ïðîñêàëüçûâàíèé, ÷òî ïðèäà¼ò çàäà÷å ïðèêëàäíîé õàðàêòåð.
Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íóòàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæå-
íèÿ êîë¼ñ (Θ = 0), à óãëîâóþ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ varphi ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííîé.

Êàê èçâåñòíî, ïîâûøåííûé êîíòàêòíûé èçíîñ äëÿ êîë¼ñ è ðåëüñîâ õàðàêòåðåí
â ìåñòàõ èñêðèâëåíèÿ ïóòè, ñòðåëî÷íûõ ïåðåâîäîâ, íàêëîíîâ æåëåçíîäîðîæíîãî
ïîëîòíà è ò. ï. Â çàäà÷å ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïîÿâëåíèÿ â ýòèõ ìåñòàõ âèëÿíèÿ
(ìàëûõ öèêëè÷åñêèõ âåð÷åíèé) êîë¼ñíûõ ïàð, êîòîðûå èíèöèèðóþò ïîÿâëåíèå
ïðåöåññèîííîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ óãëîì ψ. Êàê ïîêà-
çûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå òåîðåòè÷åñêèå, ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ýêñïëóàòàöèîííûå
ðåçóëüòàòû, â ìåñòàõ ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíûé èçíîñ êîíòàê-
òèðóþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé. Ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äâóõñòîðîííÿÿ ñâÿçü
ìåæäó êîëåñîì è ðåëüñîì íàðóøàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ íåãîëîíîìíîé (íåèíòåãðèðó-
åìîé).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ óñèëèé, âûçûâàþùèõ èçíîñ, èñïîëüçóþòñÿ
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñ ó÷åòîì óïðóãîãî ñêîëüæåíèÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëî-
âèè íåãîëîíîìíîñòè.

Ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷åííîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çàêîí
äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ êîë¼ñíîé ïàðû è óãëà ψ, çàòåì ïî èçâåñòíîé ñõåìå � êîí-
òàêòíîå óñèëèå ïðè ñêîëüæåíèè äëÿ îöåíêè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñòåïåíè èçíî-
ñà. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå âûõîäèò çà ðàìêè òåîðèè óïðóãîñòè
è ïëàñòè÷íîñòè è íå ó÷èòûâàåò òåïëîâûõ ýôôåêòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ìåõàíè÷å-
ñêîå òðåíèå âñåãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ âûäåëåíèåì òåïëà â çîíå êîíòàêòà ¾êîëåñî-
ðåëüñ¿ äëÿ òîíêîãî ñëîÿ â ðåëüñå è â áîëåå òîëñòîì ñëîå äëÿ ïðåäãðåáíåâîé ÷à-
ñòè êîëåñà. Òåïëîôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíòàêòèðóþùèõ òåë èç-çà íàëè÷èÿ ïî-
âåðõíîñòíîãî èçíîñà, øåðîõîâàòîñòè, çàâîäñêèõ è ýêñïëóàòàöèîííûõ äåôåêòîâ
âåñüìà íåîäíîðîäíû, ÷òî ñîñòàâëÿåò îïðåäåëåííóþ ñëîæíîñòü â ôîðìóëèðîâêå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñàìî æå ðåøåíèå òåïëîôèçè÷åñêîé çàäà÷è ïîñëå îïðåäå-
ëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ñî ñêîëüæåíèåì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðåäåëüíóþ
ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ êîëåñà, ïðè êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü ãðåáíÿ, íà-
õîäÿñü â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, íà÷èíàåò ïîäïëàâëÿòüñÿ è ðàçðóøàòüñÿ. Äëÿ
óìåíüøåíèÿ èçíîñà ïðåäãðåáíåâîé ÷àñòè êîëåñà, â îòëè÷èå îò óæå èçâåñòíûõ ìå-
òîäîâ, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ðàçðàáîòêè ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ êîíñòðóêòèâíûõ
ðåøåíèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå îáñóæäåíèÿ èõ öåëåñîîáðàçíîñòè. Ýòî �
îäíî èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â èçìåíåíèè êîíñòðóêöèè êîëåñà. Äëÿ áîëåå
èçíàøèâàåìîé ÷àñòè ðåëüñà òàêæå åñòü öåííûå ïðåäëîæåíèÿ, íàïðàâëåííûå íà
ïðîäëåíèå áåçîïàñíîãî ðåñóðñà ïîäâèæíîãî ñîñòàâà.



93

Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ñòàòèêè è äèíàìèêè óçêèõ òîíêîñòåííûõ
êîíñòðóêöèé

Ñòîëÿð À. Ì.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
ajoiner@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ñî-
÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ëþñòåðíèêà�Âèøèêà ê ðåøåíèþ ðÿäà ñèí-
ãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ çà-
äà÷ î ïîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ óçêèõ ïëàñòèíîê è öèëèíäðè÷åñêèõ ïàíåëåé ñî ñâî-
áîäíûìè ïðîäîëüíûìè ñòîðîíàìè â óñëîâèÿõ ñòàòè÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî âîç-
äåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû çàäà÷è îá èçãèáå èçîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé
ïëàñòèíû íà íåëèíåéíî-óïðóãîì îñíîâàíèè; îá èçãèáå îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû; î
êîëåáàíèÿõ îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû íà óïðóãîì îñíîâàíèè; î êî-
ëåáàíèÿõ îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Óðàâíåíèÿ ïëàñòèí
è îáîëî÷åê ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëåé Êèðõãîôà è Êàðìàíà.

Ìàëûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò êàê â óðàâíåíèÿõ, òàê è â ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå äëèí ñìåæíûõ ñòîðîí óïðóãîãî ýëåìåíòà. Ðå-
øåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå ñóììû ðÿäîâ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Êîýôôèöèåíòû ïåðâî-
ãî ðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ â õîäå ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðÿìîé ïîäñòàíîâ-
êîé ýòîãî ðÿäà â óðàâíåíèÿ, êðàåâûå (è íà÷àëüíûå) óñëîâèÿ. Ãëàâíûå ÷ëåíû ðàç-
ëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíûì ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì íà÷àëüíî-êðàåâûì
çàäà÷àì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òîãî æå òèïà. Îäíàêî äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷
íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íåâÿçêè, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ
â õîäå ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè ïîïûòêå óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì, êîìïåíñèðóþòñÿ â õîäå âòîðîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ôóíêöèÿìè
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ
çàäà÷ äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà (è åãî îáîáùåíèé) â ïðÿìîóãîëüíèêå (â
ïîëó-ïîëîñå). Ôóíêöèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñòðîÿòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ôóíêöèÿì
Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à. Â ýòîé ñâÿçè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçìîæíîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé â âèäå óïîìÿíóòûõ ðÿäîâ. Ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ êîíñòðóêòèâíî � äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé âòîðîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîâåäåíèå
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê çàäà÷àì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
(èëè íåâîçìîæíûì � ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ôèçè÷åñêèìè ïàðà-
ìåòðàìè îáîëî÷êè).

Ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â çàäà÷àõ î ïîâåäåíèè óçêèõ ïëàñòèí è öèëèí-
äðè÷åñêèõ ïàíåëåé ïîíÿòíî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò äâóìåðíûõ ê îäíîìåð-
íûì � áàëî÷íûì (àðî÷íûì) óðàâíåíèÿì èìååò ìåñòî, êîãäà ïðîäîëüíûå ãðàíè-
öû ïëàñòèíû ñâîáîäíû îò óñèëèé è ìîìåíòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé ïåðåõîä
âîçìîæåí è ïðè çàäàííûõ íà ñòîðîíàõ ïàíåëè èçãèáàþùèõ ìîìåíòàõ.
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Î âëèÿíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ

Ñóâîðîâà Ã. Þ.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
galias@yandex.ru

Â ðàìêàõ ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåðìîóïðóãèõ âîëí ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñâÿçàííûå çàäà÷è â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå î ãàð-
ìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé òåðìîóïðóãîé ïîëîñû, çà-
íèìàþùåé îáëàñòü |x1| ≤ ∞, 0 ≤ x3 ≤ h . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëåáàíèÿ îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè îñöèëëèðóþùåé íàãðóç-
êè, îïðåäåëÿåìîé òåìïåðàòóðîé èëè ñìåùåíèåì ïîâåðõíîñòè ñðåäû u0(x1)e−iωt.
Íà íèæíåé ãðàíè ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ: òåïëîèçîëÿöèÿ èëè ôèêñèðîâàííàÿ òåì-
ïåðàòóðà, æåñòêîå ñöåïëåíèå ñ íåäåôîðìèðóåìûì îñíîâàíèåì èëè æå îòñóòñòâèå
òðåíèÿ.

Ìàòåðèàë ïîëîñû ïðåäïîëàãàåòñÿ ãèïåðóïðóãèì, îðòîòðîïíûì, êîëåáàíèÿ �
óñòàíîâèâøèìèñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, íà÷àëüíàÿ äåôîðìàöèÿ � îäíîðîä-
íîé, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè

R = Λ · r, R = Xkik, r = xkik, Λ = λkikik, (1)

ãäå x1, x2, x3 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñâÿçàííûå ñ åñòåñòâåííûì ñîñòîÿíèåì,
X1, X2, X3 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â íà÷àëüíî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè,
λ1, λ2, λ3 � êðàòíîñòè óäëèíåíèé âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ:
� ëèíåàðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òåðìîóïðóãîé ñðåäû

∇0 ·Θ = ρ0
∂2u

∂t2
, θij = c∗ijkluk,l −Q∗iju4 (2)

� ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

Kiku4,ik = κ
∂u4

∂ t
+ θ1Q

∗
ik

∂uk, i
∂ t

, κ =
cερ0θ1

θ0

(3)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
Ìåòîäàìè îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñìåøàííàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà

ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

τ0 (x1) =
1

2π

∫
Ω

k (x1 − ξ) q (ξ) dξ , k (s) =

∫
Γ

K (α) e−iα sdα . (4)

Ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà òðåõìåðíîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïðåäíàïðÿæåí-
íîãî òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ ïîä äåéñòâèåì òåïëîâîé íàãðóçêè, íàéäåíû ÷èñëåííî
åå êîìïëåêñíûå ïîëþñà. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà íèæíåé
ãðàíèöå ñëîÿ íà äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � ïëîñ-
êîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñëîÿ ïîä äåéñòâèåì çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû
íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû òåïëîâîãî ïîòîêà. Ðåøåíà ñìåøàííàÿ çàäà÷à î âîçáóæ-
äåíèè êîëåáàíèé â ñëîå òåìïåðàòóðîé äëÿ ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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Ðàçâèòèå òåîðèè äèôðàêöèè Êèðõãîôà äëÿ ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé
âîëí

Ñóìáàòÿí Ì. À., Áîåâ Í. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
sumbat@math.rsu.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè Êèðõãîôà ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ìíîãîêðàòíîìó îòðàæåíèþ âîëí îò ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ïîâåðõ-
íîñòåé (òðåõìåðíàÿ òåîðèÿ). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå êðàò-
íûõ äèôðàêöèîííûõ èíòåãðàëîâ ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿåò çâóêî-
âîé ëó÷, êîòîðûé îòðàçèëñÿ ¾çåðêàëüíî¿ îò âñåõ îòðàæàòåëåé ïî çàêîíàì ëó÷å-
âîé òåîðèè. Âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì îò ãðàíèö îòðàæà-
þùèõ ïîâåðõíîñòåé.

Â êîðîòêîâîëíîâîé òåîðèè äèôðàêöèè ñóùåñòâóåò ðÿä êëàññè÷åñêèõ òåîðèé,
ïîçâîëÿþùèõ ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
â ðàìêàõ ôèçè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè Êèðõãîôà, äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêðàòíîãî
îòðàæåíèÿ îò ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ðåøåíèå âûïèñûâàåòñÿ â âèäå íåêîòîðîãî
äèôðàêöèîííîãî èíòåãðàëà ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ðàíåå àâòîðàìè áûëî ïðåä-
ëîæåíî îáîáùåíèå òåîðèè Êèðõãîôà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
îòðàæåíèé äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è. Òàêæå áûëî äàíî îáîáùåíèå íà òðåõìåðíûé
ñëó÷àé è îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò ñêàëÿðíîé çàäà÷è ê óïðóãîé. Îêàçàëîñü, ÷òî â
ñëó÷àå îäíîãî îòðàæåíèÿ ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîâïàäàåò ñ ëó÷åâûì çåð-
êàëüíûì îòðàæåíèåì ïî äðóãèì òåîðèÿì. Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ
ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëèë âïåðâûå ïîëó÷èòü â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå
ðåøåíèå ìíîãèõ íîâûõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ãëàâíûé ëó÷åâîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè
äàåò î÷åíü ãðóáîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàíîâèòñÿ
àêòóàëüíûì ïîñòðîåíèå ñëåäóþùåãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ÷åìó
è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà. Ïîêàçàíî, ÷òî âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿåò-
ñÿ âêëàäîì ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ îòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé, ïðè ýòîì îí èìååò
áîëåå âûñîêèé àñèìïòîòè÷åñêèé âêëàä, ÷åì ñëåäóþùèé (âòîðîé) ÷ëåí ïîëíîãî
ðàçëîæåíèÿ â òî÷êàõ ¾çåðêàëüíîãî¿ îòðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî äâóêðàòíîå îòðàæåíèå îò ïàðû êâàäðàò-
íûõ îòðàæàòåëåé, ðàñïîëîæåííûõ ïîä ïðÿìûì óãëîì äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì
òðàåêòîðèÿ ëó÷à çåðêàëüíîãî ïåðåîòðàæåíèÿ ïîñëå âòîðîãî îòðàæåíèÿ ìåíÿåò
ïëîñêîñòü, â êîòîðîé îíà ðàñïîëîæåíà èçíà÷àëüíî. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ãëàâíûé ëó÷åâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ îáëàäàåò áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ, åñëè åãî
ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Òî÷íîñòü àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïóòåì ó÷åòà âòîðîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì îò ãðàíè÷íûõ êîíòóðîâ. Â èòîãå ïåðâûå 2 ÷ëåíà àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äâóêðàòíî îòðàæåííîé âîëíû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

psc(x) ∼ eik(L0+L1+L2)

L0 + L1 + L2

+
6∑

h=1

Ih(k)+O

(
1

k

)
(k →∞), Ih(k) = O

(
1

k1/2

)
,

ïðè÷åì âñå øåñòü âåëè÷èí Ih âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå.



96

Äëèííûå íåëèíåéíûå âîëíû, âîçáóæäàåìûå ïðèëèâîì

Òðåïà÷åâ Â. Â.∗, Òðåïà÷åâà À. Â.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò

trepachev.victor@yandex.ru

Èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè äëèí-
íûõ ïëîñêèõ âîëí, áåãóùèõ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé
òÿæåëîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íàä ðîâíûì òâåðäûì äíîì. Âëèÿíèå äèñïåðñèè
íà âîëíîâîå äâèæåíèå íå ó÷èòûâàåòñÿ. Áåçâèõðåâîå âîëíîâîå äâèæåíèå æèäêî-
ñòè â êàíàëå ïîñòîÿííîé ãëóáèíû âûçâàíî ïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàíèåì âî âðåìåíè
óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, èìåþùèì ïðîèçâîëüíûé çàäàííûé ñïåêòðàëüíûé
ñîñòàâ â óñòüå êàíàëà. Ïðåäëîæåííàÿ òåîðèÿ áîëåå ïîëíî ñîîòâåòñòâóåò äàí-
íûì íàáëþäåíèé âîçáóæäåíèÿ âîëí ïðèëèâîì, ò. ê. ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñîñòàâ
ñïåêòðà ïðèëèâíûõ âîëí, ïðèõîäÿùèõ èç îòêðûòîãî ìîðÿ. Èç ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ òåîðèÿ Ã.Ëàìáà, ðàçâèòàÿ èì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïðèëèâíûõ âîëí,
âîçáóæäàþùèõ óñòüå êàíàëà, âûòåêàåò â âèäå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

Â ëèíåéíîé òåîðèè âîëí ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóþò ýôôåêòû îïðîêèäûâàíèÿ è
îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ, êðîìå òîãî, òàêîå ëèíåàðèçîâàííîå ïðèáëèæåíèå ÷àñòî
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ íàè-
áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òåîðèè
âîëí � ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðè ýòîì â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè ïîñòîÿííà, à àìïëèòóäà âòîðîé ãàðìîíèêè
ðàñòåò âìåñòå ñ ðàññòîÿíèåì ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Ïîäðîáíûé àíàëèç ìîäåëü-
íûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ïîêàçàë, ÷òî â ñàìîé òî÷êå âîçíèêíîâåíèÿ ðàçðûâà
àìïëèòóäà âòîðîé ãàðìîíèêè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ïðèìåðíî, îäíîé âòîðîé îò
àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè. Îòìåòèì îäíîêîìïîíåíòíîå ãàðìîíè÷åñêîå ïðè-
ëèâíîå êîëåáàíèå, âîçáóæäàþùåå áåãóùóþ âîëíó íà ìåëêîâîäüå ïðèáðåæíîãî
ðàéîíà, ðàññìàòðèâàëîñü â ìîíîãðàôèè Ã.Ëàìáà ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ äâóõ ïðè-
áëèæåíèé ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ÷à-
ñòî áîëüøåå ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ ãàðìîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèëèâíîãî ïî-
òåíöèàëà. Îãðàíè÷èâàþòñÿ îäíàêî ðàññìîòðåíèåì ïîðÿäêà 11 íàèáîëåå ñóùå-
ñòâåííûõ ãàðìîíèê. Â ïîëóñóòî÷íûå ñîñòàâëÿþùèå âõîäÿò ãàðìîíèêè, èìåþùèå
ïåðèîäû: 12,42; 12,00; 12,66 è 11,97 ÷àñà. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà òàêàÿ òåîðèÿ,
â êîòîðîé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ïðèëèâíîãî êîëåáàíèÿ, âîçáóæäàþùåãî âîëíó
íà ìåëêîâîäüå, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì. Ïîäîáíàÿ òåîðèÿ âàæíà
äëÿ ïðàêòèêè, ò. ê. èçâåñòíî, ÷òî êîíêðåòíûé âèä ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà è âû-
ñîòà ïðèëèâíîãî êîëåáàíèÿ èçìåíÿþòñÿ ÷àñòî âåñüìà â çíà÷èòåëüíûõ ïðåäåëàõ
â çàâèñèìîñòè îò ìåñòíûõ è ðåãèîíàëüíûõ îñîáåííîñòåé áàññåéíà îêåàíà. Ðåøå-
íà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ óñëîâèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ,
ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ êàê äëÿ âîçâûøåíèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, òàê è äëÿ ñêîðîñòè
÷àñòèö æèäêîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè íàä ðîâíûì äíîì.
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Âîçáóæäåíèå êíîèäàëüíûõ âîëí

Òðåïà÷åâ Â. Â.∗, Òðåïà÷åâà Ã. Í.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêë. ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È.

trepachev.victor@yandex.ru

Ïîñòðîåíû íîâûå áîëåå ïîëíûå óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ äëÿ ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèõñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, ïëîñêèõ, äëèííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ, îáëàäàþùèõ
ìàëîé äèñïåðñèåé è îäíîâðåìåííî íåëèíåéíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â áåçâèõðåâîì äâèæåíèè íàä ðîâ-
íûì òâåðäûì äíîì. Àíàëèç äëÿ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Âðèçà äëÿ âîçâûøåíèÿ ïîâåðõíîñòè â ïðèáëèæåíèè
Áóññèíåñêà. Ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, îòðàæàþùåå òîò ôàêò, ÷òî äâè-
æåíèå æèäêîñòè íåñæèìàåìî. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàþò èçâåñòíûå â
âèäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, â ÷àñòíîñòè òåîðèÿ áåãóùèõ ñèììåòðè÷íûõ êíîèäàëüíûõ
âîëí, ïðåäëîæåííàÿ Äæ. Óèçåìîì.

Óðàâíåíèå òåîðèè äëèííûõ áåãóùèõ âîëí, ó÷èòûâàþùåå, îäíîâðåìåííî, êàê
íåëèíåéíûå ìàëûå ýôôåêòû îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà α = a/h0, (ãäå a � àì-
ïëèòóäà âîëíû, h0 � ãëóáèíà ñëîÿ â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè), òàê è ìàëûå
äèñïåðñèîííûå ýôôåêòû îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà β = h2

0/λ
2, (ãäå λ � äëèíà âîë-

íû), íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êîðòåâåãà � äå Âðèçà. Âûâîä óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà �
äå Âðèçà è àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà åãî ïîãðåøíîñòè ïðèâîäèòñÿ â èçâåñòíîé ìî-
íîãðàôèè Äæ. Óèçåìà â 1977 ã. Íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ
êíîèäàëüíûõ âîëí è óåäèíåííîé âîëíû íàéäåíû â 1983 ã. Í. Áõàòíàíàãàðîì.
Â 1973 ã. Â. È. Êàðïìàí ïîêàçàë, ÷òî òåîðèÿ Êîðòåâåãà � äå Âðèçà îãðàíè÷è-
âàåòñÿ ñëàáîé íåëèíåéíîñòüþ, ïðèâåë ïðèìåð, êîãäà ïðåâûøåíèå êðèòè÷åñêîé
àìïëèòóäû âûçûâàåò íàðóøåíèå ýôôåêòà ñòàöèîíàðíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-
íû. Ýôôåêòû àìïëèòóäíîé è ÷àñòîòíîé äèñïåðñèè àíàëèçèðóþòñÿ Ò. Ñ. Ìóðòè
òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ óåäèíåííîé âîëíû â 1981 ã. ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîáëåìå ìîð-
ñêèõ âîëí öóíàìè. Â 1977 ã. Ñ. Ëåéáîâè÷ è À. Ñèáàññ ïðåäëîæèëè äëÿ îïèñàíèÿ
êíîèäàëüíûõ âîëí èñïîëüçîâàòü òðè íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà: ñðåäíèé óðîâåíü
êîëåáàíèé, àìïëèòóäó êîëåáàíèé è âåëè÷èíó ìîäóëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè.
Âèíîãðàäîâà Ì. Á. è Ðóäåíêî Î. Â. â 1990 ã. ââîäÿò óäîáíîå äëÿ ïðèëîæåíèÿ ïî-
íÿòèå ïîñòîÿííîé ïîëíîé ýíåðãèè. Ë. Ì. Áðåõîâñêèõ è Â. Â. Ãîí÷àðîâ îòìåòèëè,
÷òî äàæå ñëàáàÿ äèñïåðñèÿ âîëí íà ìåëêîé âîäå â ðàìêàõ òåîðèè Êîðòåâåãà �
äå Âðèçà ïðåïÿòñòâóåò îáðàçîâàíèþ ôðîíòà óäàðíîé âîëíû, à òàêæå ñïîñîá-
ñòâóåò îáðàçîâàíèþ ñòàöèîíàðíîé íåëèíåéíîé âîëíû, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
áåç èçìåíåíèÿ ñâîåé ôîðìû. Âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì ïðîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò
íåñæèìàåìîñòè ñðåäû äëÿ äèñïåðñèè êíîèäàëüíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêî-
ñòè â ëèòåðàòóðå íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Íåñæèìàåìîñòü ñðåäû ïðèâîäèò ê ñíèæå-
íèþ êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ äî äâóõ.
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Êîëåáàíèÿ øòàìïà íà ñîñòàâíîé ãåòåðîãåííîé ïîëîñå

Óñîøèíà Å. À.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
elka-way@rambler.ru

Äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ ìàññèâíûõ îáúåêòîâ íà ïîðèñòîóïðóãèå îñíîâà-
íèÿ, îïèñûâàåìûå êàê êîíòàêòíûå çàäà÷è, ïðèâëåêàþò íåèçìåííûé èíòåðåñ,
÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè â ñåéñìîðàçâåäêå, ãåîôèçè-
êå, ñòðîèòåëüñòâå. Íàèìåíåå èçó÷åííûìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû
âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ñëîèñòîé ïîðèñòîé ñðåäû, åå âîäîíàñûùåííîñòè íà ðàñ-
ïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé. Ó÷åò îáâîäíåííîñòè è âîäîíàñûùåííîñòè,
íåîäíîðîäíîñòè îñíîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ ìîäåëèðîâàòü äèíà-
ìè÷åñêèå ïðîöåññû â ðåàëüíûõ ñðåäàõ, â òîì ÷èñëå, è ãðóíòîâûõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ìàññèâíîãî øòàìïà íà
ïîâåðõíîñòè ñîñòàâíîé ãåòåðîãåííîé ïîëîñû ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé ê íåìó
ñèëû. Ñîñòàâíàÿ ãåòåðîãåííàÿ ïîëîñà ñîäåðæèò çàãëóáëåííûé ñëîé èäåàëüíîé
æèäêîñòè, êîòîðûé ðàñïîëîæåí íà íåäåôîðìèðóåìîì îñíîâàíèè. Äâèæåíèå ïî-
ðèñòîóïðóãîé ãåòåðîãåííîé ïîëîñû, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîãî ñêåëåòà è ïîð, çàïîë-
íåííûõ âÿçêîé àýðèðîâàííîé æèäêîñòüþ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Áèî. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íåïðîíèöàåìîãî øòàìïà, âíå îáëàñòè êîíòàêòà ëèöåâàÿ ïî-
âåðõíîñòü ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé. Íà ëèíèè ðàçäåëà æèäêîé è ãåòåðîãåííîé
ñðåä ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíàÿ ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó, ïðè ýòîì
â ïîðèñòîé ñðåäå îòñóòñòâóþò êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, íîðìàëüíûå íàïðÿæå-
íèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå ðàâíû äàâëåíèþ â æèäêîñòè, äâèæåíèå æèäêîñòè ÷åðåç
ãðàíèöó íåïðåðûâíî. Ñèëû òðåíèÿ ìåæäó øòàìïîì è ïîâåðõíîñòüþ îñíîâàíèÿ
îòñóòñòâóþò. Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó çàäà÷è óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷-
íîñòü.

Ìàòðèöà Ãðèíà äëÿ ïîëîñû ñòðîèòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê
îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì ñðåä. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê ñè-
ñòåìå ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñâîéñòâà ÿäðà îäíîãî èç èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðà. Êîíòàêíûå íàïðÿæå-
íèÿ èùóòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ñ âûäåëåííîé îñîáåííîñòüþ
íà êðàÿõ øòàìïà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè. Óçëû êîëëîêàöèè ñîâïàäàþò ñ óçëàìè ×åáûøåâà.
×åðåç ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿþòñÿ íà-
ïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì, à òàêæå ñâÿçü ìåæäó âîçäåéñòâóþùåé íà øòàìï ñèëîé
è îñàäêîé øòàìïà.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà, îïðåäåëåíî îï-
òèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê êîëëîêàöèè. Èçó÷åíî âëèÿíèå âîäîíàñûùåííîñòè,
íåîäíîðîäíîñòè ñòðîåíèÿ ñðåäû, ÷àñòîòû êîëåáàíèé íà êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ
ïîä øòàìïîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó
óòî÷íåíèþ çíà÷åíèé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé.
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Çàïðåùåííûå çîíû â ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ôîíîííûõ
êðèñòàëëàõ ïðè âîçáóæäåíèè ïëîñêèõ P è SV âîëí

Ôîìåíêî Ñ. È., Ãîëóá Ì. Â.

Êðàñíîäàð, Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èíôîðìàòèêè

sfom@yandex.ru

Êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû ñ ïîëóïåðèîäè÷åñêîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé âíóòðåí-
íåé ñòðóêòóðîé â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷àþò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â
ñàìûõ ðàçíûõ îòðàñëÿõ. Òàê îíè óæå íàøëè ïðèìåíåíèå â àâèà- è ìàøèíîñòðî-
åíèè, êîñìè÷åñêîé îòðàñëè, êàê êîìïîíåíòû íàíî- è ìåòàìàòåðèàëîâ. Ïðèìåðîì
òàêîãî âíåäðåíèÿ â îïòèêå è ìèêðîýëåêòðîíèêå ñëóæàò ôîòîííûå êðèñòàëëû, ñî-
ñòîÿùèå èç ñèñòåìû ïåðèîäè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé. Â ýòèõ ìàòåðèàëàõ íàáëþ-
äàåòñÿ ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ çîí ïîëíîãî íåïðîïóñêàíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ñèãíàëà, òàê íàçûâàåìûå çàïðåùåííûå çîíû (band gap). Âîëíîâûå
ÿâëåíèÿ â ôîíîííûõ êðèñòàëëàõ ñõîæè ñ íàáëþäàåìûìè â ôîòîííûõ êðèñòàë-
ëàõ. Çäåñü òàêæå íàáëþäàþòñÿ íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ îáëàñòè
ïîëíîãî îòðàæåíèÿ âîëíîâîé ýíåðãèè îò ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû (çàïðåùåí-
íûå çîíû). Íî ðàññìàòðèâàåìûå ÿâëåíèÿ â óïðóãèõ ôîíîííûõ êðèñòàëëàõ áîëåå
ñëîæíû äëÿ àíàëèçà èç-çà á�îëüøåãî êîëè÷åñòâà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñðåäå
âîëí. Ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ìàòåðèàëû èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü
â çàäà÷àõ âèáðîãàøåíèÿ è âèáðîôîêóñèðîâêè, óâåëè÷åíèÿ ïðî÷íîñòè êîíñòðóê-
öèé, ïðè ñîçäàíèè àêòóàòîðîâ è ôèëüòðîâ, à òàêæå â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Ïðè èçãîòîâëåíèè ñëîèñòûõ ôîíîííûõ êðèñòàëëîâ ìåòîäîì íàïûëåíèÿ, ïðåñ-
ñîâàíèåì èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ èçìåíå-
íèå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ñëîÿ ê äðóãîìó ìî-
æåò ïðîèñõîäèòü íå ñêà÷êîîáðàçíî, à íåïðåðûâíî ïî íåêîòîðîìó çàêîíó. Öå-
ëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ íåïðåðûâíîé íåîäíîðîäíîñòè
(ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíàÿ ïðîñëîéêà) ìåæäó ñëîÿìè íà âîëíîâûå ÿâëåíèÿ
â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ, êîòîðûé, áåçóñëîâíî, íåîáõîäèì ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè ôîíîííûõ êðèñòàëëîâ è ðàñ÷åòå èõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ óïðóãàÿ ñðåäà ñ âíóòðåííåé ïå-
ðèîäè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþ (ôîíîííûé êðèñòàëë), ñîñòîÿùàÿ èç óïðóãèõ îä-
íîðîäíûõ è/èëè ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ñëîåâ. Êîëåáàíèÿ ãåíåðèðóþòñÿ
ïàäàþùåé P- èëè S-âîëíîé. Âîëíîâîå ïîëå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
T-ìàòðèö, â òîì ÷èñëå ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
T-ìàòðèöû, ÷òî ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÿ÷ååê â êðèñòàë-
ëå.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî íàëè÷èå ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ïðîñëîéêè ìåæäó
óïðóãèìè ñëîÿìè â ÿ÷åéêàõ ôîíîííîãî êðèñòàëëà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà çà-
ïðåùåííûå çîíû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè: îíè ìîãóò ñäâèãàòüñÿ, ðàñøèðÿòüñÿ èëè
ñóæàòüñÿ ïðè óâåëè÷åíèè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ãðàäèåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé.
Ïðèâîäÿòñÿ äèàãðàììû çàïðåùåííûõ çîí â çàâèñèìîñòè îò òîëùèí ñëîåâ, òèïà
ïàäàþùåé âîëíû è óãëà ïàäåíèÿ.
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×åáàêîâ Ì. È., Àáðàìîâè÷ Ì. Â., Êîëîñîâà Å. Ì.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè î âçàèìîäåé-
ñòâèè àáñîëþòíî æåñòêîãî öèëèíäðà ñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðè÷å-
ñêîãî îñíîâàíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ æåñòêî
ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé è ñ óïðóãèì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè ýòîì ñëîè è ïðîñòðàí-
ñòâî èìåþò ðàçëè÷íûå óïðóãèå ïîñòîÿííûå. Òàêàÿ çàäà÷à äîñòàòî÷íî õîðîøî
ìîäåëèðóåò ðàáîòó êîìïîçèöèîííîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ
îñîáåííî ïðè íàãðóçêàõ, êîãäà óãëîâîé ðàçìåð ïëîùàäêè êîíòàêòà ñîèçìåðèì ñ
øèðèíîé ïîäøèïíèêà, à ìîäóëü óïðóãîñòè âêëàäûøà è ïîäëîæêè ðàçëè÷íû è
çíà÷èòåëüíî íèæå ìîäóëÿ óïðóãîñòè âàëà ïîäøèïíèêà. Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà-
÷è ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé âïåðâûå ïîëó÷åíû òî÷íîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâëåííûì ðÿäîì â ÿâíîì
àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, â òîì ÷èñëå ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñèìâîëîâ ÿäåð ìî-
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ïðîèçâåäåíèÿì ñòåïåíåé ìîäóëåé
ñäâèãà ñëîåâ è ïîëóïðîñòðàíñòâà. Íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ ñîäåð-
æàò ñòåïåííûå, ïîêàçàòåëüíûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè îò êîýôôèöèåíòîâ
Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñëîåâ è îòíîñèòåëüíûõ ðàäèóñîâ ãðàíèö. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
ñâîéñòâà òðàíñôîðìàíòû ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîâåäåíèè â íóëå
è åäèíèöå ðàçëè÷íû â ñëó÷àÿõ, êîãäà äâóõñëîéíîå îñíîâàíèå æåñòêî çàêðåïëåíî
ïî âíåøíåé ãðàíèöå èëè ñîåäèíåíî ñ óïðóãèì ïðîñòðàíñòâîì.

Èçëîæåíà ñõåìà ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìûì ìåòîäîì êîëëî-
êàöèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ çíà-
÷åíèÿõ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Áûëî ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ðàñ÷åòîâ
ïóòåì ñðàâíåíèÿ ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (îäíîñëîéíîå è äâóõ-
ñëîéíîå îñíîâàíèå) ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ðåøåíèè àíàëîãè÷íîé çà-
äà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ äðóãèìè àíàëèòè÷åñêèìè (àñèìï-
òîòè÷åñêèìè) ìåòîäàìè. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N
òî÷åê êîëëîêàöèé ñ öåëüþ êîíòðîëÿ ñõîäèìîñòè ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Ðàñ÷åòû ïî-
êàçàëè, ÷òî íàáëþäàåòñÿ óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà òî÷åê êîë-
ëîêàöèé è ïðè N > 2001 îíè ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿëèñü è ñîâïàäàëè ñ áîëüøîé
òî÷íîñòüþ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ñ èçâåñòíûìè ðå-
çóëüòàòàìè â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ðàññ÷èòàíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ðàçìåðû îáëàñòè êîí-
òàêòà, âçàèìîñâÿçè ïåðåìåùåíèÿ øòàìïà è äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèëû â çàâèñè-
ìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîåâ è ïðîñòðàíñòâà.
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Äåìèäîâà À. Â.∗∗∗, Çàéöåâà Ì. Ì.∗∗∗∗
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Íà ïðàêòèêå îãðîìíîå êîëè÷åñòâî êîíñòðóêöèé èçãîòàâëèâàþò èç æåëåçî-
áåòîíà. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè æ/á êîíñòðóêöèè â íåå çàêëàäûâàåòñÿ áîëüøîé
êîýôôèöèåíò çàïàñà ïðî÷íîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè ðàçëè÷íûõ íàïðÿæåííûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ â ñî÷åòàíèè ñ ëîêàëüíûìè ïîâðåæäåíèÿìè íåñòè ïîñòàâëåííûå çàäà÷è.
Â òå÷åíèè ñðîêà ýêñïëóàòàöèè âîçíèêàþò ðàçíûå ñèòóàöèè, íåñóùèå ñòèõèéíûé
õàðàêòåð, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ êîíñòðóêöèè. Èäåíòèôèêàöèÿ
äåôåêòîâ æ/á êîíñòðóêöèè íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ åå ýêñïëóàòàöèè, íà÷èíàÿ ñ
ìîìåíòà ïðîèçâîäñòâà, ìîæåò èãðàòü âåñîìóþ ðîëü â óòî÷íåíèè åå òåêóùåé íåñó-
ùåé ñïîñîáíîñòè. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòàòè÷åñêîå ïðîáíîå íàãðóæå-
íèå êîíñòðóêöèè íå ó÷èòûâàåò ïîâðåæäåíèÿ, çàëîæåííûå íà ñòàäèè ïðîèçâîä-
ñòâà, êîòîðûå ìîãóò óìåíüøèòü ñðîê ñëóæáû âñåé êîíñòðóêöèè.

Èäåíòèôèêàöèÿ äåôåêòîâ â æ/á êîíñòðóêöèè äîëæíà ïðîèçâîäèòñÿ íà äâóõ
ýòàïàõ �� ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå è îòðàáîòêà íà ïðàêòèêå ïðè ñîïîñòàâëåíèè
äèàãíîñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ. Â êà÷åñòâå ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè äåôåêòîâ â æ/á
êîíñòðóêöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íåðàçðóùàþùèé ìåòîä âèáðîäèàãíîñòèêè,
ïîçâîëÿþùèé áûñòðî îöåíèòü ïîâðåæäåííîñòü êîíñòðóêöèè.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà æ/á êîíñòðóêöèè è ïåð-
âè÷íûå ïàðàìåòðû ñå÷åíèÿ èçâåñòíû, àíàëèç ïîâðåæäåííîñòè êîíñòðóêöèé îñ-
íîâàí íà ìîäåëèðîâàíèè èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîâðåæäåíèé è èõ ìåñòîïî-
ëîæåíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå â ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåò àíàëèòè÷åñêèé è
êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ïîäõîäû, â ñî÷åòàíèè ñ àíàëèçîì ïðèçíàêîâ èäåíòèôèêàöèè
äåôåêòîâ, à òàêæå áàçó íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîìîùüþ òåíçîìåòðè÷åñêîãî,
îïòè÷åñêîãî è âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ìåòîäîâ.

Ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè ñ ïðîâåäåíèåì ìîäàëüíîãî àíà-
ëèçà ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ïîâðåæäåíèé â ïðîñòûõ ýëåìåí-
òàõ æ/á ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé ñ ïîâûøåííîé ñòåïåíüþ äîñòîâåðíîñòè ðåçóëü-
òàòîâ ðàñ÷åòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 12-08-90815-
ìîë_ðô_íð).
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Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
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Òåîðèÿ ïîðèñòûõ ëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïóñòîòàìè ïåðâîíà÷àëüíî
áûëà ðàçðàáîòàíà Êîóèíîì è Íóíöèàòî. Îíà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ñîäåðæàùèõ ðàñïðåäåëåíèå ìàëûõ ïóñòîò èëè ïîð. Ãëàâ-
íîé îñîáåííîñòüþ äàííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ íîâîé ïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé îòíîñèòåëüíûé îáúåì ïîð, êîòîðûé
áåðåòñÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé êèíåìàòè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Âêëþ÷åíèå íîâîé
ïåðåìåííîé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ñèë äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáúåìà
ïîð. Ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü âûðàæàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîðè-
ñòîñòè è ìàññîâîé ïëîòíîñòè îñíîâíîãî ìàòåðèàëà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè
îáúåì ïîð îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé
òåîðèåé óïðóãîñòè. Òåîðèÿ ïîðèñòûõ ëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïóñòîòàìè
èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðàêòè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ èçó÷åíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ãåî-
ëîãè÷åñêèõ è ñèíòåòè÷åñêèõ ïîðèñòûõ ñðåä, õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå êîì-
ïîçèòíûõ, êåðàìè÷åñêèõ, ïåíèñòûõ è ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî çàäà-
÷è ïîðîóïðóãîñòè ñ ïîñòîÿííûìè ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ ñëîèñòûõ
ñòðóêòóð èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà èíòåãðàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â òî æå âðåìÿ ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñëî-
èñòûõ ñòðóêòóð ìàëî èññëåäîâàíû, ïðè÷åì íåîáõîäèìî íå òîëüêî èññëåäîâàíèå
âîëíîâûõ ïîëåé è èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ïîðèñòîñòè, íî è ôîðìóëèðîâêà ïîäõîäîâ,
ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëèòü çàêîíû íåîäíîðîäíîñòè ïîðèñòîñòè è óïðóãèõ õàðàê-
òåðèñòèê.

Â ðàìêàõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-
áàíèÿõ íåîäíîðîäíîãî ïî òîëùèíå èçîòðîïíîãî ïîðèñòîãî óïðóãîãî ñëîÿ. Íèæ-
íÿÿ ãðàíü ñëîÿ ñöåïëåíà ñ àáñîëþòíî æåñòêèì îñíîâàíèåì, êîëåáàíèÿ âûçûâà-
þòñÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé íà âåðõíåé ãðàíè. Ïðè èçâåñòíûõ çàêîíàõ íåîä-
íîðîäíîñòè äëÿ àíàëîãîâ ïàðàìåòðîâ Ëÿìå � ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèÿõ âåðòè-
êàëüíîé êîîðäèíàòû � êîëåáàíèÿ ñëîÿ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé òðåõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñ ïîìî-
ùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îáðàùåíèÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ çàäà÷à ñâåäåíà
ê ñèñòåìå òðåõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ íåïðåðûâ-
íûìè ÿäðàìè. Îñóùåñòâëåíà äèñêðåòèçàöèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé è ìåòîäà êîë-
ëîêàöèé. Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòåñà ïîñòðîåíî
÷èñëåííîå îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ðàñ÷åò âåêòîðà ñìåùåíèÿ è ôóíê-
öèè îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà îñóùåñòâëåí ïðè ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ óçëîâûõ çíà-
÷åíèé. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå çàêîíû èçìåíåíèÿ ìîäóëåé Ëàìå è ïîðèñòîñòè.
Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ âîçðàñòàþùèõ è
óáûâàþùèõ ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ çàêîíû íåîäíîðîäíîñòè â ñëó÷àå ñîñðå-
äîòî÷åííîé è ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè. Èçó÷åíû çàêîíû ôîðìèðîâàíèÿ âîëíî-
âûõ ïîëåé íà ãðàíèöå ñëîÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé.
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Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êðóãëûõ ïëèò èç ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ
ìàòåðèàëîâ

Øåéäàêîâ Ä. Í.∗, Øåéäàêîâ Í. Å.∗∗

∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé íàó÷íûé öåíòð ÐÀÍ
∗∗Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ðîñòîâñêèé ãîñ. ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ÐÈÍÕ)

sheidakov@mail.ru

Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ äåôîðìèðóåìûõ òåë çàíèìàåò âàæíîå
ìåñòî â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, òàê êàê ðàçðóøåíèå ðàçëè÷íûõ êîíñòðóê-
öèé íåðåäêî ïðîèñõîäèò èìåííî âñëåäñòâèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîä äåéñòâè-
åì âíåøíèõ íàãðóçîê. Â ñëó÷àå óïðóãîé ñðåäû òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷-
íî ïîäðîáíî ðàçðàáîòàíà äëÿ îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî
ïóáëèêàöèé ïî óñòîé÷èâîñòè êàê òîíêèõ è òîíêîñòåííûõ òåë â ôîðìå ñòåðæ-
íåé, ïëàñòèí è îáîëî÷åê, òàê è ìàññèâíûõ (òðåõìåðíûõ) òåë. Îäíàêî ñ ðàñïðî-
ñòðàíåíèåì íîâûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèå è êîì-
ïîçèòíûå ìàòåðèàëû, çåðíèñòûå è ïîðîøêîîáðàçíûå ìàòåðèàëû, à òàêæå ïîðè-
ñòûå ìàòåðèàëû è ïåíû), àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè òåë ñ
ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ñòðóêòóðîé.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå áèôóðêàöèè ðàâíîâåñèÿ
íåëèíåéíî óïðóãèõ ïëèò èç ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ðàì-
êàõ îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ òåë ïðîâåäåí àíàëèç âûïó÷èâà-
íèÿ êðóãëîé ïëèòû ïðè ðàäèàëüíîì ñæàòèè-ðàñòÿæåíèè. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâå-
äåíèÿ ïëèòû èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ìèêðîïîëÿðíîé ñïëîøíîé ñðåäû. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå. Òà-
êîé ïîäõîä ïîçâîëèë áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èòü âëèÿíèå ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà
íà ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ïëèòû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîêðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êðóãëîé ïëèòû â óñëîâèÿõ áîëüøèõ äåôîðìàöèé
èñïîëüçîâàëñÿ ïîëóîáðàòíûé ìåòîä íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ ìîäåëè
ôèçè÷åñêè-ëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé
ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå íåîäíîðîäíîé ïëèòû â âîçìóùåííîì ñî-
ñòîÿíèè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê ñôîðìóëèðîâàíû ëèíåà-
ðèçîâàííûå êðàåâûå çàäà÷è, êàê äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, òàê è äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèì-
ìåòðè÷íûõ âîçìóùåíèé. Â ïîñëåäíåì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè êðóãëîé ïëè-
òû ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû òðåõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñôîð-
ìóëèðîâàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ íàéäåíû
ñïåêòðû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà ðàäèàëüíîãî ñæàòèÿ-ðàñòÿæåíèÿ
è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîäû âûïó÷èâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû,
ïðîàíàëèçèðîâàí ðàçìåðíûé ýôôåêò è èçó÷åíî âëèÿíèå óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòå-
ðèàëà íà áèôóðêàöèþ ðàâíîâåñèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó òîãî, êàê
õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïî òîëùèíå âëèÿåò íà ïîòåðþ óñòîé÷è-
âîñòè íåëèíåéíî-óïðóãèõ ïëèò ñ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ñòðóêòóðîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 11-08-01152-à, 12-01-00038-à)
è ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííî-
âàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò � Ï596).
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Óïðàâëåíèå ÝÃÄ òå÷åíèåì â æèäêîé ïëåíêå ïðè ïîìîùè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

Øèðÿåâà Å. Â., Øèðÿåâà È. Â.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
shir@math.sfedu.ru

×èñëåííî ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èññëåäîâàíà çàäà÷à îá
ýëåêòðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì òå÷åíèè â òîíêîé ïîäâåøåííîé æèäêîé ïëåíêå. Ïðè-
âåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîêàçûâàþùèå âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ ñòðóêòó-
ðîé òå÷åíèÿ ïðè ïîìîùè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ïëîñêàÿ ïîäâåøåííàÿ æèäêàÿ ïëåíêà ñ íåäåôîðìèðóåìûìè ãðàíèöàìè íàõî-
äèòñÿ âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ñîçäàâàåìûì êîíäåíñàòîðîì, è ñêâîçü
ïëåíêó, â íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèþ âíåøíåãî ïîëÿ, ïðîòå-
êàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Ïðîñòðàíñòâåííîå ìîäóëèðîâàíèå âíåøíåãî ïîëÿ êàê
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå, òàê è ãëàäêîå, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêîå, ïîçâîëÿåò ñîçäà-
âàòü â ïëåíêå âðàùàòåëüíûå òå÷åíèÿ ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì âèõðåé.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñû-
âàþùàÿ êâàçèäâóìåðíîå ýëåêòðîãèäðîäèíàìè÷åñêîå òå÷åíèå. Òàêàÿ ìîäåëü ïðè-
ìåíèìà íå òîëüêî äëÿ ïîäâåøåííûõ òîíêèõ æèäêèõ ïëåíîê, íî è äëÿ òîíêèõ
ïëîñêèõ ìèêðîêàíàëîâ. Óêàçàííàÿ ìîäåëü ïîëó÷åíà ìåòîäîì îñðåäíåíèÿ ïî òîë-
ùèíå ïëåíêè â ðàáîòàõ îäíîãî èç àâòîðîâ, â êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî
ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ Ðåéíîëüäñà èãðàþò ðîëü ζ-ïîòåíöèàëà è, ôàêòè÷åñêè, ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ ìîäóëÿöèÿ âíåøíåãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò çàäàâàòü íà áîêîâûõ ãðàíè-
öàõ ïëåíêè êàñàòåëüíûå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,
â êîíå÷íîì èòîãå, è îáóñëàâëèâàþò âðàùàòåëüíîå òå÷åíèå æèäêîñòè. Âû÷èñëå-
íèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì ïëåíêàì, âèõðå-
âûå òå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòàíîâÿòñÿ ïî÷òè ñòàöèîíàðíûìè. Íà ïðàêòèêå,
òàêèå òå÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èíòåíñèâíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ìíîãîêîì-
ïîíåíòíûõ ñìåñåé â ìèêðîêàíàëàõ.

Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîìîùè ñâîáîäíî ðàñ-
ïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà FreeFem. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòåé ñ ðàçìåðàìè 1 : 2
èñïîëüçîâàëèñü ñåòêè ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè òðåóãîëüíèêîâ ïîðÿäêà 0,02,
÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷àòü òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ïîðÿäêà îäíîãî ïðîöåíòà. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïðîåêöèé ×îðèíà.

Â îñíîâíîì, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ôóíêöèè òîêà òå÷å-
íèé äëÿ âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ìîäóëÿöèåé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû îáðàçîâàíèÿ âðàùàòåëüíûõ ñòðóêòóð ñ êîëè-
÷åñòâîì âèõðåé îò îäíîãî äî ÷åòûðåõ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ìîäóëÿöèé, ïðèâîäÿùèõ ê îáðàçîâàíèþ îäèíàêîâîãî êîëè÷å-
ñòâà âèõðåé (÷åòûðåõ). Ïîìèìî ïðèìåðîâ âèõðåâûõ ñòðóêòóð, âîçíèêàþùèõ ïðè
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ìîäóëÿöèé âíåøíåãî ïîëÿ, ïðèâåäåí ïðèìåð âîçíèêíîâåíèÿ
âèõðåâîé ñòðóêòóðû â ñëó÷àå ãëàäêîé ïðîñòðàíñòâåííî ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿ-
öèè.
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Êîëåáàíèÿ îáîëî÷åê ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà
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Îäíèì èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òå-
ëà ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå íîâûõ ìàòåðèàëîâ êîìïîçèöèîííîãî òèïà, îáëàäàþùèõ, â
÷àñòíîñòè, îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (ÎÊÏ). Â íàó÷íîé ëèòåðà-
òóðå èìåþòñÿ ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ óêàçûâàåòñÿ íà íåîáû÷íîå êîíñòðóêöèîí-
íîå ïîâåäåíèå òàêèõ ìàòåðèàëîâ. Îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå êîíöåïöèè ïîëó÷åíèÿ
êîìïîçèòîâ ñëîæíîé ñòðóêòóðû, êîòîðûå ïðè ìàêðîäåôîðìàöèè ïðîÿâëÿþò ñåáÿ
êàê ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà. Â ÷àñòíîñòè, ïîäîá-
íûì îáðàçîì äåôîðìèðóþòñÿ êîìïîçèòû, àðìèðîâàííûå æåñòêèìè âîëîêíàìè
îâàëüíîãî ñå÷åíèÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè è êðèâîëèíåéíûìè íèòåâèäíûìè âî-
ëîêíàìè â îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè. Îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
ìîãóò òàêæå ïðîÿâëÿòü ìàòåðèàëû äâóìåðíîé ïîðèñòîé ñòðóêòóðû (ïåíîîáðàç-
íûå) ñ ÿ÷åéêàìè ñïåöèàëüíîé ôîðìû.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ äèññèïàòèâíûõ îáîëî÷åê ñ òî÷êè çðåíèÿ âèáðîãàøåíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä è ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ. Â ñëó-
÷àå ñâîáîäíî îï¼ðòîé íà òîðöàõ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîäõîä îñíîâàí íà
ïðèìåíåíèè ðÿäîâ Ôóðüå ïî äâóì êîîðäèíàòàì. Çàäà÷à íà âûíóæäåííûå êîëå-
áàíèÿ ðåøàåòñÿ ðàçëîæåíèåì àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì
êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàçäåëåíèå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïî íîìåðàì ãàðìîíèê. Àëãîðèòì íà ýòîé áàçå ïîçâîëÿåò áûñòðî
ñòðîèòü íåîáõîäèìûå äëÿ àíàëèçà õàðàêòåðèñòèêè ñ ó÷¼òîì ïîòåðü â ìàòåðèàëå.

Ðàññìîòðåíà êîíñòðóêòèâíî-àíèçîòðîïíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñ îòíî-
øåíèåì äëèíû ê ðàäèóñó 3.14. Êîýôôèöèåíò ïîòåðü â ìàòåðèàëå ðàâåí 0.03.
Ó÷¼ò ïîòåðü â îáîëî÷êå âûïîëíÿåòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå æ¼ñòêîñòè. Âûíóæäàþ-
ùàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ñèëà ïðèëîæåíà ïîñåðåäèíå äëèíû îáîëî÷êè. Êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà (ÊÏ) âàðüèðîâàëñÿ îò 0.3 (îáû÷íûé ìàòåðèàë, èñõîäíàÿ îáîëî÷êà) äî
0.3 (îáîëî÷êà ñ ÎÊÏ). Ïðè çíà÷åíèè ÊÏ=0.2 ñíèæåíèå ìîäóëÿ àìïëèòóäû âõîä-
íîé ïîäàòëèâîñòè (ïåðåìåùåíèå ïîä ñèëîé) ñîñòàâëÿåò 8%. Äëÿ êîýôôèöèåíòà
0.1 ñíèæåíèå ñîñòàâëÿåò 16%, äëÿ 0�19%. Ò. å. äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì
ÊÏ óðîâíè âèáðàöèè íèæå äëÿ ìåíüøèõ åãî çíà÷åíèé. Â îòðèöàòåëüíîé çîíå ýô-
ôåêò åù¼ âûøå è ñîñòàâëÿåò 23�24%, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷íî çàìåòíîì
ïðåèìóùåñòâå ìàòåðèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà äëÿ öåëåé
âèáðîçàùèòû. Ïîêàçàíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) âõîäíûõ
ïîäàòëèâîñòåé äëÿ îáîëî÷êè èç òðàäèöèîííîãî ìàòåðèàëà (ÊÏ=0.3) è îáîëî÷êè
ñ ÊÏ=0.3. À×Õ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ôîðìû êîëåáàíèé íà ðåçîíàíñíûõ ïèêàõ èìåþò çíà÷åíèÿ îêðóæíûõ ãàðìî-
íèê â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3, 4, 2, 5 ïðè îäíîé ïðîäîëüíîé ïîëóâîëíå. Íà À×Õ, ïî-
ìèìî óìåíüøåíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé, íàáëþäàåòñÿ òàêæå ñóùåñòâåííûé ñäâèã
ââåðõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò. Äëÿ ïîäàâëåíèÿ âèáðàöèé ýòî òàêæå ïîëîæèòåëüíûé
ôàêòîð, ïîñêîëüêó íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ýôôåêòèâíåå çàäåéñòâóåòñÿ ïî-
ãëîùåíèå êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè â ìàòåðèàëå.
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