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Î Ò�ÓÄÀÕ Â. È. ÞÄÎÂÈ×À ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÅÌîðãóëèñ À.Á., Ñàçîíîâ Ë.È.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍè Ïðàâèòåëüñòâà �ÑÎ�ÀëàíèÿÄàí îáçîð äâóõ íàïðàâëåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå, ðàçâèâøèõñÿ èç ðå-çóëüòàòîâ Â.È. Þäîâè÷à.Â íà÷àëå íóëåâûõ Â.È. Þäîâè÷ îïóáëèêîâàë òðè îáçîðà [1�3℄. Íàçâàíèå îäíî-ãî èç íèõ � ¾Íåïðåîäîëèìîå î÷àðîâàíèå è êîøìàðíàÿ òðóäíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîéãèäðîäèíàìèêè¿1 � â ïîëíîé ìåðå îòðàæàåò îòíîøåíèå àâòîðà ê îáîçðåâàåìîìóïðåäìåòó. Èìåííî â ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå Âèêòîð Èîñè�îâè÷ äîáèëñÿöåëîãî ðÿäà íàó÷íûõ ïðîðûâîâ, è ñåãîäíÿ åãî ðåçóëüòàòû âäîõíîâëÿþò íîâûå èñ-ñëåäîâàíèÿ âî ìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ýòîé çàìåòêå ìû êîñí¼ìñÿ âñåãî ëèøü äâóõòåì: îáîñíîâàíèÿ ëèíåàðèçàöèè è ìåäëåííîãî êîëëàïñà.1. Îáîñíîâàíèå ëèíåàðèçàöèè. �àññìîòðèì ñèñòåìó Íàâüå�Ñòîêñà â îáëà-ñòè Ω è å¼ ñòàöèîíàðîå ðåøåíèå (v0(x), p0(x)). Îïðåäåëèì ñïåêòð óñòîé÷èâîñòèêàê ìíîæåñòâî òåõ σ ∈ C, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ìîäû ìàëûõ âîç-ìóùåíèé âèäà (û(x), p̂(x))eσt, ñîõðàíÿþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂Ω. Ïðèíöèïëèíåàðèçàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïóñòü Reσ < 0 äëÿ âñåãî ñïåêòðà óñòîé÷èâî-ñòè v0. Òîãäà v0 óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, è, áîëåå òîãî, âñå åãî âîçìóùåíèÿ (êîíå÷-íûå, íî äîñòàòî÷íî ìàëûå) çàòóõàþò ïðè t → +∞. Åñëè æå Reσ > 0 â êàêîé-òîòî÷êå ñïåêòðà, òî v0 íåóñòîé÷èâî.Åù¼ â ñåðåäèíå 20-ãî âåêà âûñêàçûâàëèñü ñåðü¼çíûå ñîìíåíèÿ â ïîëíîé ïðè-ìåíèìîñòè ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷àõ îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè.2 Òåì íåìåíåå, Â.È. Þäîâè÷ îáîñíîâàë ïðèíöèï ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷àõ îá óñòîé÷èâî-ñòè ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà,âêëþ÷àÿ àâòîêîëåáàíèÿ, ñì. [4℄.Íà ñàìîì äåëå Âèêòîð Èîñè�îâè÷ îáîñíîâàë ïðèíöèï ëèíåàðèçàöèè äëÿ àá-ñòàêòíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì ñ ¾âÿçêîé äèññèïàöèåé¿. �ðóáî ãîâîðÿ, ïðåä-ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü òàêîé ñèñòåìû ïîðîæäàåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëó-ãðóïïó, êîòîðàÿ â ñîñòîÿíèè õîðîøî ¾ñãëàäèòü¿ íåëèíåéíîñòü. Â ñëó÷àå óñòîé÷è-âîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ, ýòà ïîëóãðóïïà îòðèöàòåëüíîãî òèïà, è íåëè-íåéíîå óðàâíåíèå âîçìóùåíèé ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíîâåêòîðíîé �óíêöèè âðåìåíè ñî çíà÷åíèÿìè â ïîäõîäÿùåì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-ñòâå. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíå-íèÿ ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ äàííûõ â êëàññå �óíêöèé îïðåäåë¼ííûõ íà1Ïîä ýòèì íàçâàíèåì òåêñò áûë âïåðâûå îïóáëèêîâàí â âèäå àíãëîÿçû÷íîãî ïðåïðèíòà. �óñ-ñêîÿçû÷íàÿ âåðñèÿ îïóáëèêîâàíà ïîä äðóãèì íàçâàíèåì [2℄.2Îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæíî íàéòè â èçâåñòíîé êíèãå C.C. Lin The theory ofhydrodynami
 stability. Cambridge University Press, 1955.



Î òðóäàõ Â.È. Þäîâè÷à ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå 7ïîëîæèòåëüíîé âðåìåííîé ïîëóîñè è ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ïðè t → +∞.Íåóñòîé÷èâîñòü äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ïðîùå, ïîñêîëüêó íåò íåîáõîäèìîñòè îò-ñëåæèâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íûõ âðåìåíàõ.Îòíåñåíèå êîíêðåòíîé ñèñòåìû ê óêàçàííîìó êëàññó ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ðåçîëü-âåíòû îïåðàòîðà ëèíåàðèçàöèè. Âèêòîð Èîñè�îâè÷ óñòàíîâèë òàêóþ îöåíêó äëÿðåçîëüâåíòû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà â ãëàäêîé îãðàíè÷åííîé îá-ëàñòè èëè ïðè óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷íîñòè. �ðóáî ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëèíûâîëí ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìóùåíèé áûëè îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Åñëè ðå÷ü èä¼ò îòå÷åíèÿõ â áåñêîíå÷íîé òðóáå, òî òàêîå îãðàíè÷åíèå ñîçäà¼òñÿ óñëîâèÿìè ïåðèî-äè÷íîñòè3.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà îáòåêàíèÿòåëà âÿçêîé æèäêîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ íà äëèíû âîëí íååñòåñòâåííû,è âñòà¼ò âîïðîñ îá èõ ñíÿòèè. Òàê êàê ñêîðîñòü îñíîâíîãî òå÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íî-ñòè çàäàíà è îòëè÷íà îò íóëÿ, èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ Îçååíà:
ut + (v0,∇)u+ (u,∇)v0 = −∇p + ∆u− ux, divu = 0, u|S = 0, u(∞) = 0, (1)ãäå S = ∂Ω, è îñü Ox íàïðàâëåíà ïî ïîòîêó íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ òàêèõîïåðàòîðîâ õàðàêòåðåí íåïðåðûâíûé ñïåêòð, êàñàþùèéñÿ ìíèìîé îñè, òàê ÷òîèìååò ìåñòî ñâîåîáðàçíûé êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Òåì íå ìåíåå, Ë.È. Ñàçîíîâ(1994,2003,2009,2012)4 óñòàíîâèë ÷òî ëèíåàðèçàöèÿ çàêîííà, åñëè íåéòðàëüíûéòî÷å÷íûé ñïåêòð ïóñò. Îäíàêî, êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé âñå æå íàïîìèíàåò î ñåáå:çàòóõàíèå âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ íå ýêñïîíåíöèàëüíûì, à ñòåïåííûì. �åàëèçà-öèÿ ïëàíà Þäîâè÷à â òàêîé ñèòóàöèè òðåáóåò òî÷íîé îöåíêè ñòåïåííîãî çàòóõà-íèÿ ïîëóãðóïïû, àññîöèèðîâàííîé ñ (1). Ñïåðâà òàêèå îöåíêè óñòàíàâëèâàþòñÿäëÿ ïîëóãðóïïû îïåðàòîðà Îçååíà ((1) ïðè v0 = 0). Äëÿ ýòîé öåëè ïðèìåíÿþòñÿãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû. Äàëåå òðåáóåòñÿ îöåíèòü âëèÿíèå âîçìóùåíèé,âîçíèêàþùèõ îò îáòåêàåìîãî òåëà (v0 6= 0), êîòîðûå íå îáÿçàíû áûòü ìàëûìè.Çäåñü ïîìîãàåò òåîðèÿ îáðàòèìîñòè ýëåìåíòîâ íåêîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àë-ãåáð, òî÷íåå, ëîêàëüíûé ïðèíöèï îáðàòèìîñòè Àëëàíà�Äóãëàñà. Áëèçêèå ìåòîäûïîçâîëÿþò ðàñïðîñòðàíèòü ïðèíöèï ëèíåàðèçàöèè íà ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû îá-òåêàíèÿ.2. Ìåäëåííûé êîëëàïñ. Âèêòîð Èîñè�îâè÷, áûë, íàâåðíîå, ïåðâûì, êòîâ ïîëíîé ìåðå îñîçíàë, ÷òî ñàìî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ áåñêîíå÷íîìåð-íûõ ñèñòåì çàâèñèò îò ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâå âîçìóùåíèé. Â äèíàìèêå æèäêîñòèýòî îáñòîÿòåëüñòâî îò÷àñòè ñêðûâàåòñÿ ñãëàæèâàþùèì âëèÿíèåì âÿçêîñòè, íî âïðåäåëå èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ â ïîëíîé ìåðå. �àçûñêèâàÿ ïîä-õîäÿùèå ïðèìåðû, â íà÷àëå 70-õ Âèêòîð Èîñè�îâè÷ îòêðûë ÷àñòíûå, íî äîâîëüíîøèðîêèå êëàññû òå÷åíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, âèõðü êîòîðûõ (èëè,â äâóìåðíîì ñëó÷àå, åãî ãðàäèåíò) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïîàáñîëþòíîé âåëè÷èíå [7, 8℄. Òàêîå ïîâåäåíèå åñòåñòâåííî òðàêòîâàòü êàê ìåäëåí-íûé, ïðîèñõîäÿùèé çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, êîëëàïñ.3Íåïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé ñì. â [5℄.4Ââèäó íåäîñòàòêà ìåñòà, ìû äà¼ì òî÷íûå ññûëêè òîëüêî íà ðàáîòû Â.È. Þäîâè÷à (èíîãäà �ñ ñîàâòîðàìè). Îñòàëüíûå ññûëêè äîâîëüíî ëåãêî óòî÷íÿþòñÿ â Ñåòè, è ÷àñòè÷íî � â ñòàòüÿõèç ñïèñêà ëèòåðàòóðû.



8 Ìîðãóëèñ À.Á., Ñàçîíîâ Ë.È.Âîçìîæíîñòü êîëëàïñà ãëàäêîãî òå÷åíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ â äâóìåðíîì ñëó-÷àå èñêëþ÷åíà (W. Wolibner, 1933), à â òð¼õìåðíîì � íå èñêëþ÷åíà, íî è íå óñòà-íîâëåíà, ïîäðîáíîñòè ñì. â [1℄.Ìåäëåííûé êîëëàïñ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåõàíèçì íàêà÷êè ýíåðãèè,à â äâóìåðíîì ñëó÷àå � ýíñòðî�èè (ò. å. ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé çàâèõðåííîñòè),â êîðîòêîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà. Â ýòîé ñâÿçè îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ãè-ïîòåçà Âèêòîðà Èîñè�îâè÷à î òîì, ÷òî ìåäëåííûé êîëëàïñ ïðîèñõîäèò â áîëü-øèíñòâå òå÷åíèé; î÷åâèäíîå èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñòàöèîíàðíûå ïîòîêè, íî èîíè ïðèíàäëåæàò çàìûêàíèÿì ýòîãî áîëüøèíñòâà â ëþáîé èç òîïîëîãèé Ck, k > 1.Ýòà ãèïîòåçà â ïîëíîé ìåðå íå äîêàçàíà, íî ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ÷àñòíûõïðèìåðîâ è ðåçóëüòàòîâ. Ñëåäóÿ [7, 8℄, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïëîñêîå òå÷åíèåâ ïðÿìîì êàíàëå. Ïóñòü äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y ââåäåíû òàê, ÷òî y = 0 íàñòåíêå S0; îáîçíà÷èì ÷åðåç ω çàâèõðåííîñòü ýòîãî òå÷åíèÿ. Òîãäà
(d/dt)(ωy(x, 0, t)ωx(x, 0, t)) = ω(a, 0, 0)ω2

x(x, 0, t), x = x(a, t), (2)ãäå a � íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà ÷àñòèöû æèäêîñòè, äâèãàþùåéñÿ âäîëü S0. Âèäíî,÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2) çíàêîîïðåäåëåíà, ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü � �óíêöèîíàë Ëÿïó-íîâà. Îäíàêî äëÿ ëþáîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïðàâàÿ ÷àñòü (2) ðàâíà íóëþ òîæ-äåñòâåííî. Òîæäåñòâî (2) âëå÷¼ò íåîãðàíè÷åííûé ðîñò (∇ω)(x, 0, t), (x = x(a, t))ïðè t → +∞, åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå åãî ïðàâîé ÷àñòè ïîëîæèòåëüíî [7, 8℄.Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìåäëåííûé êîëëàïñ òå÷åíèÿ â êàíàëå ìîæíî ñî-çäàòü âîçìóùåíèåì ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ, ïðè÷¼ì îïàñíîå âîçìóùåíèå ìîæåò áûòüâçÿòî Ck−ìàëûì ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì k > 1. Òàêèì îáðàçîì, âñå ñäâèãî-âûå òå÷åíèÿ íåóñòîé÷èâû â ìåòðèêå ãðàäèåíòà âèõðÿ. Âìåñòå ñ òåì, ñäâèãîâîåòå÷åíèå ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì â áîëåå ñëàáîé ìåòðèêå, íàïðèìåð, â ìåòðèêå ýí-ñòðî�èè (ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé çàâèõðåííîñòè). Òàêóþ óñòîé÷èâîñòü íåñëîæíîïðîâåðèòü, ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè óñëîâèÿìè Â.È. Àðíîëüäà (1966). Îáîáùåíèÿ�óíêöèîíàëîâ òèïà (2) ñì. â [8, 9℄. Â ïîñëåäíåé ðàáîòå ýòè �óíêöèîíàëû çàïè-ñàíû â áåñêîîðäèíàòíûé �îðìå è íà ýòîé îñíîâå èññëåäîâàí ìåäëåííûé êîëëàïñòå÷åíèé â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè.�. Êîõ (Í. Ko
h (2002)) óñòàíîâèë íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó âñåõ ïëîñ-êèõ ñòàöèîíàðíûõ íåèçîõðîííûõ5 òå÷åíèé, åñëè âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè èçìåðÿþòñÿìåòðèêîé Ck,α, k > 1, 0 < α < 1. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ñîîáðà-æåíèÿõ: (à) ñäâèã ñêîðîñòè (íåèçîõðîííîñòü) â îñíîâíîì òå÷åíèè ïðèâîäèò ê ïî-ñòåïåííîìó ðîñòó äèñòîðñèé, è ïîòîìó ê ðàñòÿæåíèþ ãðàäèåíòà âèõðÿ; (á) òàêîåðàñòÿæåíèå ñîõðàíèòñÿ ïðè âîçìóùåíèÿõ, åñëè ïðåäïîëîæèòü óñòîé÷èâîñòü â äî-ñòàòî÷íî ñèëüíîé ìåòðèêå. Áëèçêèå ñîîáðàæåíèÿ ðàíåå èñïîëüçîâàë Í.Ñ. Íàäèðà-øâèëè (1991). Îí äîêàçàë, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäàåìàÿ óðàâíåíèÿìèÝéëåðà â ïëîñêîì êîëüöå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì âîçâðàùàåìîñòè òðàåêòîðèé, åñ-ëè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ââåäåíà C1-ìåòðèêà. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî �îðìàëüíîñèñòåìà ãàìèëüòîíîâà (Â.È. Àðíîëüä, 1966).Ïîñêîëüêó òâ¼ðäîòåëüíîå âðàùåíèå â êðóãå è ñîñòîÿíèå ïîêîÿ â ïðîèçâîëü-íîé îáëàñòè èçîõðîííû, òåîðåìà Êîõà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê íèì íåïîñðåä-5Òå÷åíèå èçîõðîííî, åñëè äâèæåíèå æèäêîñòè ðåàëèçóåò ïåðèîäè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãîìåîìîð-�èçìîâ îáëàñòè òå÷åíèÿ.



Î òðóäàõ Â.È. Þäîâè÷à ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå 9ñòâåííî. Âìåñòå ñ òåì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèîíàëû òèïà (2) ðàáîòàþò è äàþòãîðàçäî áîëüøå, ÷åì íåóñòîé÷èâîñòü � ïîòåðþ ãëàäêîñòè ïðè Ck− ìàëûõ âîçìó-ùåíèÿõ, k > 1 � ëþáîå [8, 9℄. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè �óíêöèîíàëû èìåþò äèñêðåòíûéàíàëîã. Íà ýòîé îñíîâå óäà¼òñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òèïà òåîðåìû Êîõà [9℄; ñóùå-ñòâåííîå óñîâåðøåíñòâîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ïîëó÷àåòñÿâ ìåòðèêå ãðàäèåíòà âèõðÿ ïðè Ck−ìàëûõ (k > 1 � ëþáîå) íà÷àëüíûõ âîçìó-ùåíèÿõ, òîãäà êàê òåîðåìà Êîõà òðåáóåò èçìåðÿòü âîçìóùåíèÿ îäíîé è òîé æåìåòðèêîé, êàê â íà÷àëüíûé, òàê è âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå èìååòñÿ ìíîãî êðàñèâûõ ÿâíûõ ïðèìåðîâ ìåäëåííîãîêîëëàïñà [8℄. Îñîáåííî õîðîø ïðèìåð íåñæèìàåìîé ïûëåâîé ñðåäû. Êëàññû òå÷å-íèé, äîïóñêàþùèõ �óíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà òèïà (2), ñóùåñòâåííî óæå äâóìåðíûõ,íî âñ¼ æå íå ïóñòû. D. Serr (1999) íàø¼ë êëàññû òð¼õìåðíûõ òå÷åíèé, äîïóñêàþ-ùèõ ðîñò èíòåãðàëîâ âèõðÿ ïî îïðåäåë¼ííûì ìàòåðèàëüíûì îáú¼ìàì. Àíàëîãè÷-íûå òå÷åíèÿ ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè ñì. â [10℄. À.È. Øíèðåëüìàí (1997)ïîñòðîèë ëèíåéíûé âîçðàñòàþùèé �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà6.Íà âñåõ ãëàäêèõ òå÷åíèÿõ ýòîò �óíêöèîíàë ïîñòîÿíåí. Òåì íå ìåíåå, îí ïîçâîëÿåòäîêàçàòü ïîñòåïåííîå ¾çàîñòðåíèå¿ ñèíãóëÿðíîñòåé íåãëàäêèõ òå÷åíèé. Ëèíåéíûõðåãóëÿðíûõ (â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé) �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà íå ñóùåñòâóåò (çàèñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ êîíñòàíò äâèæåíèÿ) [9℄.Òð¼õìåðíûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Êîõà íåèçâåñòíû, ðàâíî êàê è ïðèìåðûíåòðèâèàëüíûõ 3D-óñòîé÷èâûõ òå÷åíèé. Èçâåñòíà êîðîêòîâîëíîâàÿ ëèíåéíàÿ 3D-íåóñòîé÷èâîñòü, 7 íî íåèçâåñòíî, âëå÷¼ò ëè îíà íåëèíåéíóþ íåóñòîé÷èâîñòü.Î ¾òèïè÷íîé¿ ñêîðîñòè ðîñòà ãðàäèåíòîâ âèõðÿ ìàëî ÷òî èçâåñòíî. Âîçìîæ-íîñòè çäåñü âåñüìà øèðîêè. Â.È. Þäîâè÷ [11℄ óñòàíîâèë, ÷òî Lp-íîðìû ãðàäè-åíòîâ âèõðÿ (p > 2) ðàñòóò íå áûñòðåå �óíêöèè âèäà c0exp(exp(c1t)). Ïðè ýòîììàêèñìàëüíûé ãðàäèåíò ñêîðîñòè íå ïðåâîñõîäèò C0exp(C1t). Êîíñòàíòû â îáîèõîöåíêàõ çàâèñÿò îò Lp-íîðìû íà÷àëüíîãî ãðàäèåíòà âèõðÿ (p > 2). Ïîñëå Âèê-òîðà Èîñè�îâè÷à ðåãóëÿðíîñòü äâóìåðíûõ òå÷åíèé èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâ-òîðàìè 
 èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîîáðàçíûõ øêàë ïðîñòðàíñòâ, íî íèêîìó íå óäà-ëîñü íè ïîëîæèòü p 6 2, íè óòî÷íèòü ñêîðîñòü ðîñòà îöåíîê ñî âðåìåíåì, íèïîëó÷èòü îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè ÷åðåç îäíî òîëüêî åãî íà-÷àëüíîå çíà÷åíèå. Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû ðÿäà àâòîðîâ óêàçûâàþò, ÷òî òàêèå óëó÷-øåíèÿ íåâîçìîæíû. Òàê, V. Sverak è A. Kisilev (2014, arXiv:1310.4799) àíîíñè-ðîâàëè äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè îöåíêè Þäîâè÷à äëÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî òå÷å-íèÿ â êðóãå. J. Bourgain and D. Li (2013-2014, arXiv:1405.2847, arXiv:1307.7090)óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå: (a) ñóùåñòâóþò òå÷åíèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè, òàêèå ÷òî,âèõðü ω = ω(x, t) íåïðåðûâåí è ïîëå ñêîðîñòè èìååò êîíå÷íóþ ýíåðãèþ âî âñåìîìåíòû âðåìåíè, íà÷àëüíûé âèõðü ω0 �èíèòåí8 è èìååò ãðàäèåíò, ïðèíàäëåæà-ùèé L2, íî lim supt→+0 ‖∇ω(·, t)‖L2 = ∞ (!); (á) òàêèõ ω0 ìíîãî, à èìåííî, äëÿëþáîé ãëàäêîé �èíèòíîé �óíêöèè η, íå÷¼òíîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè, íàé-ä¼òñÿ ω0, ñêîëü óãîäíî áëèçêîå ê η â ñìûñëå ìàëîñòè âåëè÷èíû max |ξ|+
∫

(∇ξ)2dz+6�àíåå îáñóæäàëèñü �óíêöèîíàëû Ëÿïóíîâà ëàãðàíæåâûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè.7A. Lifs
hitz, E.Hameiri, 1991; S. Friedlander, M. Vishik, 1991; M. Vishik, 1996; äàëüíåéøååðàçâèòèå è ññûëêè ñì. â ðàáîòàõ R.Shvydkoy, 2003-2010.8ò. å. îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü âíóòðè íåêîòîðîãî øàðà



10 Ìîðãóëèñ À.Á., Ñàçîíîâ Ë.È.ýíåðãèÿ, ξ = ω0 − η. Ñòîëü æå ñèëüíàÿ íåêîððåêòíîñòü óñòàíîâëåíà è â 3D äëÿíà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé èç ïðîñòàíñòâ Ñîáîëåâà H5/2, à òàêæå èç Ck, k ∈ N. Òàêèìîáðàçîì, ñèëüíàÿ íåêîððåêòíîñòü åñòü â C1 è C2, íî íå â C1,α, 0 < α < 1, ãäå èìå-þòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå ëîêàëüíûå îöåíêè (Í.Ì. �þíòåð, 1927-28 è L Li
htenstein,1925-1930).�àáîòà âûïîëíÿëàñü â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿâ ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (Çàäàíèå � 1.1398.2014/Ê).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ Â.È. �ëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü � ïðîòèâ êîëëàïñà â äèíàìèêå íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòè // Ìàòåìàòè÷åñêèå ñîáûòèÿ XX âåêà. Ì.: Ôàçèñ, 2002. Ñ. 519�548.[2℄ Þäîâè÷ Â.È. Î ïðîáëåìàõ è ïåðñïåêòèâàõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäè-íàìèêè // Óñïåõè ìåõàíèêè. 2002. Ò. 1. � 1. Ñ. 61�102.[3℄ Yudovi
h V. I. Eleven great problems of mathemati
al hydrodynami
s. // Mos
. Math.J. 2003. Vol. 3. no. 2. P. 711�737.[4℄ Þäîâè÷ Â.È. Ìåòîä ëèíåàðèçàöèè â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.�îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ��Ó, 1984. 191 
.[5℄ Þäîâè÷ Â.È., �åâèíà Ñ.Â. Lp-îöåíêè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Ñòîêñà â áåñêîíå÷íîìöèëèíäðå // Ìàò. ñáîðíèê. 1996. Ò. 187 (229). � 6. Ñ. 97�118.[6℄ Ñàçîíîâ Ë.È., Þäîâè÷ Â.È. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõóðàâíåíèé è ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå // Ñèá. ìàòåì. æóðí.1988. Ò. 29, � 1. Ñ. 151�158.[7℄ Þäîâè÷ Â.È. Î ïîòåðå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñî âðåìåíåì // Äè-íàìèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Âûï. 16. Íîâîñèáèðñê, Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè ÑÎ ÀÍÑÑÑ�, 1974. Ñ. 71�78.[8℄ Yudovi
h V. I. On the loss of smoothness of the solutions to the Euler equations and theinherent instability of an ideal �uid �ows // Chaos. 2000. V. 10. Iss. 3. �. 705�719.[9℄ Morgulis A., Shnirelman A., Yudovi
h V. Loss of Smoothness and Inherent Instabilityof 2D Invis
id Fluid Flows // Communi
ations in Partial Di�erential Equations. 2008.33:6. P. 943�968.[10℄ Þäîâè÷ Â.È. Î íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå âèõðÿ è öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè òå÷åíèéñòðàòè�èöèðîâàííîé è îäíîðîäíîé æèäêîñòè // Ìàò. çàìåòêè. 2000. Ò. 67, � 4.Ñ. 627�636.[11℄ Þäîâè÷ Â.È.Äâóìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î ïðîòåêàíèè èäåàëüíîé íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòè ñêâîçü çàäàííóþ îáëàñòü // Ìàò. ñáîðíèê. 1964. Ò. 64, � 4. Ñ. 562�588.Morgulis A.B., Sazonov L. I. Yudovi
h's works in the mathemati
al �uid dynami
s.We present the survey of two topi
s whi
h have arisen from Yudovi
h's results in themathemati
al �uid dynami
s.



ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÂÛÑÎÊÎÝËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉÑ ÏÎÌÎÙÜÞ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÀçàðîâ À.Ä.1, Àçàðîâ Ä.À.2
1ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-Äîíó
2Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àçðàáîòàíà òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøèõ âÿçêîóïðóãèõäå�îðìàöèé. Ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà ¾óäëèíåíèé ñâÿçåé¿ è âíóòðåííèõ ñèë ðåàêöèé ìåõà-íè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ìîäåëè ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ ¾ñèëû�óäëèíåíèÿ¿ ïðåäëàãàåòñÿ ìî-äåëèðîâàòü çàêîí ñîñòîÿíèÿ ¾íàïðÿæåíèÿ�äå�îðìàöèè¿ ñïëîøíîé ñðåäû. Ñîîòíîøåíèÿíîâîé ìîäåëè äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿÀíàëîãè÷íî ñïîñîáó ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøèõ óïðóãèõ äå�îðìàöèé, ïðåäñòàâ-ëåííîìó â ñòàòüÿõ [1�4℄, ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñïëîø-íîé ñðåäû: êóá ñ çàêëþ÷åííîé â íåãî òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé (ñì.ðèñóíîê 1). Åå óçëû ïðèâÿçàíû ê öåíòðàì ãðàíåé êóáà. Êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ñèñòåìó äå�îðìèðóåìûõ ñòåðæíåé (ïðóæèí, ñâÿçåé), îòðàæàþùèõ ñâîéñòâàâçàèìîäåéñòâèé ìåæäó âñåìè ãðàíÿìè ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ïðè äå�îðìèðîâà-íèè. Â òåîðèè óïðóãîñòè èçîòðîïíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿðàçíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè óïðóãîñòè. Â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ââåäå-íû äâà òèïà ñâÿçåé ìåæäó ïðîòèâîïîëîæíûìè ãðàíÿìè è ìåæäó ñìåæíûìè ãðà-íÿìè. ¾Äëèíû ñâÿçåé¿ ïîñëå äå�îðìèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþò �îðìó ýëåìåíòàðíîãîîáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû.Äå�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ñòåðæíåé íå ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñâÿçåéìåæäó îòäåëüíûìè ìîëåêóëàìè èëè àòîìàìè, íî îòðàæàþò íåêîòîðûå èíòåãðàëü-íûå îöåíêè ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé îáùåé ñòðóêòóðû àòîìîâ-ìîëåêóë, ëåæàùèõâ îñíîâå ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ.Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè èçîòðîïíîãî ìàòåðèà-ëà, íî ïîñêîëüêó â õîäå äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàë ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâà òðàíñâåð-ñàëüíîé äå�îðìàöèîííîé àíèçîòðîïèè, ýòî îòðàæåíî â óðàâíåíèÿõ ìîäåëè (ââå-äåíà ðàçíèöà â õàðàêòåðèñòèêàõ ñâÿçåé ïî ðàçíûì ñòåðæíÿì).Ìîäåëü ñîäåðæèò òðè òèïà óðàâíåíèé: ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (äëèíûñâÿçåé è óãëû), óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë, çàâèñèìîñòè ñèëîò óäëèíåíèé ñâÿçåé (�óíêöèè æåñòêîñòè).�åîìåòðèÿ ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè:

a, b, c, l, n, p è â äå�îðìèðîâàííîì: A,B,C, L,N, P . Ïðè ýòîì
A = a+ δa, B = b+ δb, C = c+ δc, L = l + δl, P = p+ δp, N = n+ δn (1)ãäå δi � èçìåíåíèÿ (óäëèíåíèÿ è ñæàòèÿ) ðàçìåðîâ (äëèí) ñâÿçåé. Äëÿ ýòèõ ïàðà-ìåòðîâ ñïðàâåäëèâû çàâèñèìîñòè:

l2 = a2 +b2, p2 = a2 +c2, n2 = b2 +c2, L2 = A2 +B2, P 2 = A2 +C2, N2 = B2 +C2. (2)



12 Àçàðîâ À.Ä., Àçàðîâ Ä.À.

�èñóíîê 1 � �åîìåòðèÿ ñâÿçåé è ðåàêöèè ñâÿçåé ìîäåëèÂ êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî âçÿòü êóá: a =
b = c = 1, l = n = p =

√
2. Ïðè ïðèíÿòûõ óñëîâèÿõ â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèèóãëû ìåæäó ñâÿçÿìè ðàâíû ëèáî π/4, ëèáî π/2.Â ñëó÷àå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ ñèëîé Fa ïîïåðå÷íûå ñèëû Fb = Fc = 0,è â ñèëó î÷åâèäíîé ñèììåòðèè δb = δc, δl = δp, n = l =

√
2. Äëÿ äå�îðìèðîâàííûõóãëîâ (ðèñóíîê 1) â àêòóàëüíîé êîí�èãóðàöèè ìîäåëè (êîíñòðóêöèè) ψ = π/4,à äëÿ óãëà ϕ ïîëó÷àåì:

cosϕ =
A

L
=

1 + δa√
2 + δl

, sinϕ =
B

L
=

1 + δb√
2 + δl

. (3)Ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) äàþò çàâèñèìîñòè (êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ), äîñòàòî÷íûåäëÿ îïðåäåëåíèÿ δl = δp, δn, åñëè èçâåñòíû δa è δb = δc:
δ2
l + 2lδl − ql = 0, ql = 2δa + δ2

a + 2δb + δ2
b , (4)

δ2
n + 2nδn − qn = 0, qn = 4δb + 2δ2

b . (5)Â îáùåì ñëó÷àå, èç êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé (4), (5) ïîëó÷àåì �óíêöèþ δl =

δp = δ̃l(δa, δb)

δ̃l = −l ±
√
l2 + ql, δn =

√
2δb = lδb. (6)Òîãäà èç (3) ñëåäóåò

cosϕ(δa, δb) =
1 + δa√

2 + δ̃l(δa, δb)
, sinϕ(δa, δb) =

1 + δb√
2 + δ̃l(δa, δb)

. (7)



Îïèñàíèå âûñîêîýëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé 13Äëÿ óïðóãîãî ìàòåðèàëà äëÿ êàæäîé ñâÿçè â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî çà-ïèñàòü ëèíåéíûé �èçè÷åñêèé çàêîí: Ri = kiδi, i = a, b, c, l, n, p. Çäåñü Ri èìååòñìûñë ðåàêöèè ñâÿçè, à ïàðàìåòð ki � îïðåäåëÿåò æåñòêîñòü (óïðóãîñòü) ñâÿçè.Íèæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ka = kb = kc, kl = kp = kn.Â õîäå äå�îðìèðîâàíèÿ èçíà÷àëüíî èçîòðîïíûé ìàòåðèàë ïðèîáðåòàåò àíèçîòðî-ïèþ, è ñòàíîâèòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì ka 6= kb = kc, kl 6= kp = kn, ïîýòîìó,íåñìîòðÿ íà ðàâåíñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, äàëåå äëÿíèõ ñîõðàíÿþòñÿ ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ.Äëÿ îïèñàíèÿ âûñîêîýëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïðîÿâëÿþùèõ âÿçêîóïðóãèåñâîéñòâà, âìåñòî óïðóãèõ çàâèñèìîñòåé èñïîëüçóþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå ñîîòíî-øåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå, òàê íàçûâàåìîìó, ¾ñòàíäàðòíîìó âÿçêîóïðóãîìó òåëó¿





Ri = ki0δi(t) − ki1ηi(t)

η̇i = −τ−1
i (ηi(t) − δi(t))

ηi(0) = 0

i = a, b, l, n (8)Êàæäîå èç óðàâíåíèé îïèñûâàåò ðåëàêñàöèîííûé ïåðåõîä � óáûâàíèå æåñò-êîñòè ñâÿçè îò ¾ìãíîâåííî-óïðóãîãî çíà÷åíèÿ¿ ki0 ê ¾ðàâíîâåñíîìó¿ çíà÷åíèþ
(ki0 −ki1). Ïàðàìåòðû τa, τb, τl, τn îïðåäåëÿþò âðåìåíà ðåëàêñàöèîííûõ ïåðåõîäîâäëÿ êàæäîé çàâèñèìîñòè (ñâÿçè). Ýòè ïàðàìåòðû âõîäÿò â äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ â êîìïëåêñå ñî âðåìåíåì t/τi, è îïðåäåëÿþò ñêîðîñòè ðåëàêñàöèîííûõïåðåõîäîâ.Â ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ ñèëîé Fa âñëåäñòâèå î÷åâèäíîé ñèììåòðèè, äîñòàòî÷íîñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë â äâóõ óçëàõ ìîäåëèâ ïðîåêöèÿõ íà äâå îðòîãîíàëüíûå îñè (ñì. ðèñóíîê 1). Ñ ó÷åòîì îãîâîðåííîãîõàðàêòåðà äå�îðìàöèîííîé àíèçîòðîïèè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Fa = Ra + 4Rl cosϕ, 0 = Rb + 2Rl sinϕ+ lRn.Èç çàâèñèìîñòåé (8) è èç âòîðîãî óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿîïðåäåëåíèÿ δb ïðè çàäàííîì δa:
0 = [kb0δb(t)−kb1ηb(t)]+2[kl0δl(t)−kl1ηl(t)]sinϕ(δa(t), δb(t))+l[kn0δn(t)−kn1ηn(t)], (9)à èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèëó Fa, íåîáõîäèìóþ äëÿ ðàñòÿæåíèÿ íà âåëè-÷èíó δa

Fa = [ka0δa(t) − ka1ηa(t)] + 4[kl0δl(t) − kl1ηl(t)]cosϕ(δa(t), δb(t)). (10)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6)�(10)(âêëþ÷àþùàÿîáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàéòè âñå íåèç-âåñòíûå �óíêöèè δb(t), δl(t), δn(t), Fa(t). Î÷åíü âàæíûì �èçè÷åñêèì óñëîâèåììîäåëè ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïîïåðå÷íîé äå�îðìàöèè −1 <
δb(t) < 0 ïðè ðàñòÿæåíèè , íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî δa ìîæåò áûòü áîëüøîé âåëè÷èíîé.Ïîñëå òîãî êàê äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïðîöåññà ðàñòÿæåíèÿ δa(t) ÷èñëåííî âîññòà-íîâëåíà çàâèñèìîñòü Fa(δa), ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå δa äëÿ ëþáîãî çàäàííîãîçíà÷åíèÿ Fa.



14 Àçàðîâ À.Ä., Àçàðîâ Ä.À.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óðàâíåíèÿ (6)�(9) áûëè ïðèâåäåíû ê ñèñòåìå ïÿòè íåëè-íåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïÿòè íåèç-âåñòíûõ �óíêöèé ηb(t), ηl(t), ηn(t), δb(t), δl(t), êîòîðàÿ èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñëåííûììåòîäîì. Âûðàæåíèå ñèëû ðåàêöèè Ra, â çàâèñèìîñòè îò óäëèíåíèÿ δa(t), âû-÷èñëÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé t àâòîíîìíî. Çíà÷åíèå ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû Faîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (10).Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåí ìîäåëüíûé ïðèìåð çàâèñèìîñòè ¾ñèëà�óäëèíåíèå¿,êîòîðîé ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çàêîí ñîñòîÿíèÿ ¾íàïðÿæåíèÿ�äå�îð-ìàöèè¿ íåëèíåéíîé ñïëîøíîé âÿçêî-óïðóãîé ñðåäû. Ìîäåëüíûé ìàòåðèàë ñ ïà-ðàìåòðàìè ka0 = kb0 = 1000, kl0 = kn0 = 500, ka1 = 500, kb1 = 600, kl1 = 200,
kn1 = 350, τa = 3, τb = 2, τl = 4, τn = 3 ïîçâîëÿåò âîñïðîèçâåñòè õàðàêòåðíûå äëÿïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ ðåîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà.

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ¾ñèëà-óäëèíåíèå¿ ïðè íàãðóæåíèè è ðàçãðóçêåÍà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíû ïðîöåññû èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè âíóòðåííèõ ðåàêöèéñâÿçåé ìîäåëè è âíåøíåé ñèëû. Àññèìåòðèÿ ãðà�èêîâ íà ýòàïàõ íàãðóæåíèÿ è ðàç-ãðóçêè äåìîíñòðèðóåò ðåîëîãè÷åñêîå çàïàçäûâàíèå ðåàêöèé.

�èñóíîê 3 � �åàêöèè ñâÿçåé ìîäåëè è ñèëà Fa, êàê ïðîöåññû âî âðåìåíèÄëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñëîæíîé s-îáðàçíîé êðèâîé ¾ñèëà�óäëèíåíèå¿ äëÿ êàó-÷óêîâ òðåáóåòñÿ ðàçâèòèå ìîäåëè ñ ïðèìåíåíèåì íåëèíåéíûõ âíóòðåííèõ ñâÿçåé.Õàðàêòåð íåëèíåéíîñòè ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì èç ñòàòüè [3℄. Íà s-îáðàçíîé êðèâîé



Îïèñàíèå âûñîêîýëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé 15¾ñèëà�óäëèíåíèå¿ äëÿ êàó÷óêîâ íàáëþäàþòñÿ òðè õàðàêòåðíûõ ó÷àñòêà. Êàæäîìóèç ýòèõ ó÷àñòêîâ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï ìåæìîëåêóëÿðíûõ âçàèìîäåéñòâèé, îïðå-äåëÿåìûé ñóùåñòâåííîé ïåðåñòðîéêîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Â íàñòîÿùåé ìîäåëèèñïîëüçîâàííûå çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ñâÿçåé (8) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, ÷òî äîñòà-òî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ óìåðåííî-áîëüøèõ âÿçêîóïðóãèõ äå�îðìàöèé (êîãäà åùå íåòçíà÷èòåëüíîé ïåðåñòðîéêè ñòðóêòóðû).Äëÿ èäåíòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íåîáõîäèìû äàííûå èçìåðåíèé ðàñòÿ-ãèâàþùåé ñèëû Fa, ïðîäîëüíîãî óäëèíåíèÿ δa è ïîïåðå÷íîãî óìåíüøåíèÿ ñå÷åíèÿ
δb íà îáðàçöå ìàòåðèàëà äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ íàãðóæåíèÿ âî âðåìåíè. Òàê-æå, êàê â ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè, õàðàêòåðíûìè òèïàìè âîçäåéñòâèéÿâëÿþòñÿ: íàãðóæåíèå ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ è ðåëàêñàöèÿ ïðè ðàçíûõ óðîâíÿõóäëèíåíèÿ δa.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àçàðîâ A.Ä., Àçàðîâ Ä.À. Òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ áîëü-øèõ óïðóãèõ äå�îðìàöèé ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè // Âåñòíèê Ä�ÒÓ, 2011, Ò. 11,�2(53), �îñòîâ-íà-Äîíó, Ñ. 147�156.[2℄ Àçàðîâ A.Ä., Àçàðîâ Ä.À. Ñîïîñòàâëåíèå òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñ çàêî-íîì ñîñòîÿíèÿ Ìóðíàãàíà // Òð. XVI Ìåæä. êîí�. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõà-íèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿, 16�19 îêòÿáðÿ 2012. �îñòîâ-íà-Äîíó: ÞÔÓ, Ò. I. Ñ. 5�9.[3℄ Àçàðîâ Ä.À. Íåëèíåéíî-äå�îðìèðóåìàÿ òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü íåñæèìà-åìûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ // Òð. XVÌåæä. êîí�. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû¿, 5�7 äåêàáðÿ 2011. �îñòîâ-íà-Äîíó: ÞÔÓ, Ò. I. Ñ. 11�15.[4℄ Àçàðîâ A.Ä., Àçàðîâ Ä.À. Îïèñàíèå áîëüøèõ ñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé óïðóãîé ñðåäûñ ïîìîùüþ òðåõìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè // Òð. VII Âñåðîññèéñêîé (ñ ìåæäó-íàð. ó÷àñòèåì) êîí�. ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ã. �îñòîâ-íà-Äîíó,15�18 îêòÿáðÿ 2013 ã.: â 2 ò., Ò. I., �îñòîâ-íà-Äîíó: ÞÔÓ, 2013. Ñ. 17�21.Azarov A.D., Azarov D.A. Des
ription of large shear deformations of the elasti

ontinuum by 3d me
hani
al model . The three-dimensional me
hani
al model for the des
riptionof big vis
oelasti
 deformations is developed. It is proposed to model the 
onstitutive laws ofthe 
ontinuum by 
al
ulating the extensions of the 
onne
tions and internal for
es of rea
tionsof a me
hani
al 
onstru
tion of model through ¾for
e-lengthening¿ ratios. The features of themodel are shown for the 
ase of uniaxial tension.



ÂÍÅÄ�ÅÍÈÅ ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÈÍÄÅÍÒÎ�ÀÂ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÓÞ ÏÎËÎÑÓ,ËÅÆÀÙÓÞ ÍÀ ÓÏ�Ó�ÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈÀéçèêîâè÷ Ñ.Ì.1, Âàíã Þ.×.2, Âîëêîâ Ñ.Ñ.1
1Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ×ýíãóí, ÒàéíàíüÂ ðàáîòå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîñòðîåíî ðåøåíèå ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è î âíåä-ðåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî èíäåíòîðà â íåîäíîðîäíóþ (�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíóþ) ïîëî-ñó, ëåæàùåé íà óïðóãîé îäíîðîäíîé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçó-åòñÿ äâóñòîðîííå àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé ìåòîä. Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ý��åê-òèâíûì â øèðîêîì äèàïàçîíå ãåîìåòðè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. �àñ-ñìîòðåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû âëèÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîäèíäåíòîðîì ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ íåîäíîðîäíîñòè ïîëîñû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íà íàïðÿ-æåíèÿ íàëè÷èÿ ñóùåñòâåííîãî ñêà÷êà ìîäóëÿÞíãà â çîíå ñîïðÿæåíèÿ ïîëîñà-îñíîâàíèå.Ïîëó÷åíà ïðîñòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé ïîäöåíòðîì èíäåíòîðà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåäå�îðìèðóåìûé ïàðàáîëè÷åñêèé èíäåíòîð âçàèìî-äåéñòâóåò ñ ïîâåðõíîñòüþ Γ óïðóãîé íåîäíîðîäíîé ïîëîñû Ω, ëåæàùåé íà óïðóãîéîäíîðîäíîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñ ïîëóïëîñêîñòüþ ñâÿçàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäè-íàò x, y. Èíäåíòîð âäàâëèâàåòñÿ â ïîâåðõíîñòü ïîëîñû Ω ñèëîé P , ïðè ýòîì äëèíàëèíèè êîíòàêòà ðàâíà 2a. Âíå çîíû êîíòàêòà èíäåíòîðà ñ îñíîâàíèåì ïîâåðõíîñòüïîëîñû íå íàãðóæåíà.Êîý��èöèåíòû Ëàìå Λ è M â ïîëîñå èçìåíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîé ïî çàêîíó
Λ(y) =

{
Λ1(y), −H 6 z 6 0

Λ2, −∞ < x < −H
M(y) =

{M1(y), −H 6 z 6 0M2. −∞ < x < −H
(1)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìåþò âèä:

y = 0, τ (1)
xy = 0,

{
σ

(1)
y = 0, |x| > a

ν(1) = −f(x). |x| 6 a
(2)Çäåñü f(x) � �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ �îðìó èíäåíòîðàÑ÷èòàåì, ÷òî íà ãðàíèöå ìåæäó ïîëîñîé (âåðõíèé èíäåêñ (1)) è ïîëóïëîñêî-ñòüþ (âåðõíèé èíäåêñ (2)) âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:à) ïîêðûòèå æåñòêî ñöåïëåíî ñ ïîëóïëîñêîñòüþ

y = −H :

{
τ

(1)
xy = τ

(2)
xy , σ

(1)
y = σ

(2)
xy , |x| > a

u(1) = u(2), v(1) = v(2), |x| > a
(3)á) ïîêðûòèå ñâîáîäíî ëåæèò íà ïîëóïëîñêîñòè (áåç ó÷åòà ñèë òðåíèÿ)

y = −H :

{
τ

(1)
xy = 0, τ

(2)
xy = 0,

σ
(1)
y = σ

(2)
y , v(1) = v(2).

(4)
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u è v � ñìåùåíèÿ âäîëü îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè (|x|;−y) → ∞íàïðÿæåíèÿ â ïîëóïëîñêîñòè èñ÷åçàþò.Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîäèíäåíòîðîì:

σ(1)
y

∣∣∣
y=0

= −q(x), |x| 6 a. (5)Êðàÿ èíäåíòîðà íå âðåçàþòñÿ â ïîâåðõíîñòü ïîëóïëîñêîñòè, ò. å. âûïîëíåíîñîîòíîøåíèå:
q(±a) = 0. (6)2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàäà÷è è åãî ðåøåíèå. Ïîñòàâëåííàÿ êîí-òàêòíàÿ çàäà÷à î âäàâëèâàíèè èíäåíòîðà â íåîäíîðîäíîå ïîêðûòèå óïðóãîé ïîëó-ïëîñêîñòè, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

a∫

−a

p(t)

∞∫

−∞

L(α)

|α| e
iα(t−x)dαdt = 2πΘ0f(x), |x| 6 a. (7)Â (7) L(α) � òðàíñ�îðìàíòà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ; f(x) = δ − cx2; δ �îñàäêà ïîâåðõíîñòè ïîä öåíòðîì èíäåíòîðà; Θ0(0) = 2M(0)(Λ(0) + M(0))(Λ(0) +

2M(0))−1, ãäå M(0) è Λ(0) � êîý��èöèåíòû Ëàìå ïîëîñû, çíà÷åíèå êîòîðûõ áå-ðåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè.Äàëåå ðàññìîòðèì ÷åòíûé ñëó÷àé, ò. å. f(x) è p(t) � ÷åòíûå �óíêöèè, òîãäàóðàâíåíèå (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
a∫

0

p(t)

∞∫

0

L(α)

|α| cos(α(t− x))dαdt = 2πΘ0f(x), |x| 6 a. (8)Â ðàáîòàõ [1�3℄ ïîêàçàíî, ÷òî òðàíñ�îðìàíòà ÿäðà L(α) èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ çàäà÷è î âäàâëèâàíèè èíäåíòîðà â íåîäíîðîäíîå ïîêðûòèå óïðóãîé ïîëó-ïëîñêîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
L(α) = A +B|α| + C|α2| +O

(
|α|3

)
, α→ 0, (9)

L(α) = 1 +D |α|−1 + Eα−2 +O
(
|α|3
)
, α→ ∞. (10)Òðàíñ�îðìàíòó ÿäðà L(α), îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè (9), (10) ìîæíî, ñ âûñîêîéòî÷íîñòüþ, àïïðîêñèìèðîâàòü ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [3,4℄:

L(α) ≈ LN(α) =

N∏

i=1

α2 + Ai
2

α2 +Bi
2 , Ai, Bi ∈ C. (11)Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ðàáîò [3,5℄, äëÿ òðàíñ�îðìàíòû ÿäðà âèäà (11), ñ ó÷åòîì (6),



18 Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Âàíã Þ.×., Âîëêîâ Ñ.Ñ.ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8), êîòîðîå èìååò âèä:
p(x) = 2

P1

π

√
1 − x2 +

(
N∑

i=1

2CiI1(Aiλ
−1)

√
1 − x2

− CiAiλ
−1

1∫

x

1√
1 − t2

[
tI0(Aiλ

−1) ch
(
Aiλ

−1(t− x)
)

− I1(Aiλ
−1) sh

(
Aiλ

−1(t− x)
)]
dt

)
. (12)Ïîñòîÿííàÿ c îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

c =
LN(0)

Θ0

(
P1

π
+

N∑

i=1

CiI1(Aiλ
−1)

)
. (13)Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ Ciäàíà íèæå:

N∑

i=1

Ci

(
I0(Aiλ

−1)Aiλ
−1K1(Bkλ

−1) + I1(Aiλ
−1)Bkλ

−1K0(Bkλ
−1)

A2
iλ

−2 −B2
kλ

−2)

+

(
2K1(Bkλ

−1)

B2
kλ

−2
+
K0(Bkλ

−1)

Bkλ−1

)
I1(Aiλ

−1)

)

= − P12K1(Bkλ
−1)

πB2
kλ

−2
, k = 1..N.

(14)
Â �îðìóëàõ (12)�(14) λ = h

a
� õàðàêòåðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð çàäà÷è,

h � òîëùèíà ïîëîñû, P1 = P
a
, ãäå P � âäàâëèâàþùàÿ ñèëà; êîîðäèíàòà x îòíåñåíàê ðàäèóñó çîíû êîíòàêòà a.Èç (12) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ êîíòàêò-íûõ íàïðÿæåíèé p â öåíòðå çîíû êîíòàêòà:

p = p(0) = 2
P1

π
+

N∑

i=1

Ci

(
2I1(Aiλ

−1) −Aiλ
−1

(
π

2

(
I0(Aiλ

−1)L1(Aiλ
−1)

− I1(Aiλ
−1)L0(Aiλ

−1)
)

+ I0(Aiλ
−1)

)) (15)Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è î âíåä-ðåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî èíäåíòîðà â íåîäíîðîäíîå ïîêðûòèå óïðóãîé ïîëóïëîñêî-ñòè. Èñïîëüçîâàííûé ïîäõîä äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå çàêîíûèçìåíåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè ïî ãëóáèíå ïîëîñû, â òîì ÷èñëå ñëîæíûå íåìîíîòîí-íûå çàêîíû [4℄, ïîçâîëÿåò ó÷åñòü èçìåíåíèå ïî ãëóáèíå êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà.Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ý��åêòèâíî âî âñåì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïà-ðàìåòðà λ. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñóùåñòâåííûé ñêà÷îê óïðóãèõ ìîäóëåé
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h S.M., Volkov S. S., Wang Y.-C. Indentation of a paraboli
 indenter intoan inhomogeneous strip lying on an elasti
 foundation. In this work, an analyti
al solution ofa plane 
onta
t problem about indentation of a paraboli
 indenter into an inhomogeneous(fun
tionally-graded) strip lying on an elasti
 homogeneous half-lane. To 
onstru
t thesolution, a bilateraly asymptoti
ally exa
t method is used. Obtained solution 
an bee�e
tively used in a wide range of values of geometri
 and physi
al parameters. The e�e
t ofdi�erent inhomogeneity 
ases on the 
onta
t stresses distribution is studied based on sample
al
ulations. Also, the e�e
t of signi�
ant 
hange of Young's modulus value in the strip-foundation interfa
e on the 
onta
t stresses is 
onsidered. We obtained a simple analyti
expression for determining value of stresses under the indenter.



ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß Ò�ÀÍÑÂÅ�ÑÀËÜÍÎ-ÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ Ñ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÌÏÎ �ËÓÁÈÍÅ Ò�ÀÍÑÂÅ�ÑÀËÜÍÎ-ÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÌÏÎÊ�ÛÒÈÅÌÀéçèêîâè÷ Ñ.Ì.1, Âàñèëüåâ À.Ñ.1, Âîëêîâ Ñ.Ñ.1, Êå Ë.Ë.2
1Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Ïåêèíñêèé óíèâåðñèòåò òðàíñïîðòàÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè î âäàâëèâàíèè èêðó÷åíèè íåäå�îðìèðóåìîãî øòàìïà, ñöåïëåííîãî ñ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì ïîëó-ïðîñòðàíñòâîì ñ íåîäíîðîäíûì ïî ãëóáèíå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì ïîêðûòèåì. Îñüäåéñòâèÿ âäàâëèâàþùåé ñèëû (äëÿ çàäà÷è âäàâëèâàíèÿ) è êðóòÿùåãî ìîìåíòà (äëÿ çà-äà÷è êðó÷åíèÿ) íîðìàëüíà ê ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Âíå øòàìïà ïîâåðõíîñòüïîëóïðîñòðàíñòâà íå çàãðóæåíà. Ìîäóëè óïðóãîñòè â ïîêðûòèè èçìåíÿþòñÿ ñ ãëóáèíîéïî ïðîèçâîëüíûì íåïðåðûâíûì çàêîíàì (�óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîå ïîêðûòèå) èëèîïèñûâàþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè �óíêöèÿìè (ìíîãîñëîéíîå ïîêðûòèå). Äëÿ çàäà÷èâäàâëèâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ øòàìïû öèëèíäðè÷åñêîé, ñ�åðè÷åñêîé èëè êîíè÷åñêîé�îðìû.Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ�îðìóëèðîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêèçàäà÷. Äëÿ ñâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ê ðåøåíèþ ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ èñïîëü-çîâàíà òåõíèêà èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Õàíêåëÿ. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ òðàíñ�îð-ìàíò ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíî ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ðåøà-åòñÿ ÷èñëåííî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ â ïîêðûòèè è èìå-åò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèÿ â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâàòðàíñ�îðìàíò ÿäåð, õàðàêòåðíûå äëÿ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ïîêðûòèé.Òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñïåöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, äëÿ êîòîðûõïîëó÷åíû çàìêíóòûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó-÷åííûå ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íû äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé ãåîìåòðè÷åñêî-ãî ïàðàìåòðà çàäà÷è (îòíîøåíèå òîëùèíû ïîêðûòèÿ ê ðàäèóñó çîíû êîíòàêòà). Òàêæåïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè âäàâëèâàþùåé ñèëû (êðóòÿùåãî ìîìåíòà) îò ðàç-ìåðà çîíû êîíòàêòà.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé òðàíñ�îðìàíò ÿäåð èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíî ðàç-ðàáîòàííûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèè ñ îòíîñè-òåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé äîëè ïðîöåíòà, äàæå äëÿ ñëîæíûõ çàêîíîâèçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ â ïîêðûòèè.�åøåíèÿ ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äàþò àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîí-òàêòíûõ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ, çíàÿ êîòîðûå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûìîïðåäåëèòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïî ãëóáèíå ïîëóïðîñòðàíñòâà.×èñëåííûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿìåæäó ïðîöåññîì óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ îäíîðîäíûìè è íåîäíîðîä-íûìè, èçîòðîïíûìè è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè ïîêðûòèÿìè ïðèâåäåíû äëÿ ðÿäàõàðàêòåðíûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè ïî ãëóáèíå, ðàçëè÷íûõ òîëùèí ïî-êðûòèé è óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîäëîæêè.



Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà... 211. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Íåäå�îðìèðóåìûé êðóãëûé øòàìï ñ ïëîñêèì îñíî-âàíèåì êîíòàêòèðóåò ñ âåðõíåé ãðàíüþ Γ óïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàí-ñòâà Σ ïî ïîâåðõíîñòè z = 0, r 6 a. Ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì ñâÿçàíà öèëèíäðè÷åñêàÿñèñòåìà êîîðäèíàò r, ϕ, z. Ìîäóëè óïðóãîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà èçìåíÿþòñÿ ïî çà-êîíàì:
ckj =




c
(c)
kj (z), −H 6 z 6 0

c
(s)
kj = const, −∞ < z < −H,

(kj) = 11, 12, 13, 33, 44,ãäå c
(c)
kj � íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûå èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå �óíêöèè,îïðåäåëÿþùèå çàêîí èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ â ñëîå (−H 6 z 6 0).Çàäà÷à À. Ê øòàìïó ïðèëîæåí êðóòÿùèé ìîìåíò M , îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåòñ îñüþ z è íîðìàëüíà ê ïîâåðõíîñòè Γ. Øòàìï æåñòêî ñöåïëåí ñ ïîâåðõíîñòüþ Γ.Ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòàM øòàìï ïîâåðíåòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè z íà óãîë ε, âûçâàâäå�îðìàöèþ êðó÷åíèÿ Ω. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõêàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì: τϕz|z=0 = τa(r), r 6 a.Çàäà÷à Á. Ê øòàìïó ïðèëîæåíà âäàâëèâàþùàÿ ñèëà P , îñü êîòîðîé ñîâïàäàåòñ îñüþ z è íîðìàëüíà ê ïîâåðõíîñòè Γ. Ïîä äåéñòâèåì ñèëû P øòàìï ïåðåìå-ñòèòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z íà âåëè÷èíó −δ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèåêîíòàêòíûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì: σz|z=0 = −qa(r), r 6 a.2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé çàäà÷ À è Á. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó èíòåãðàëüíûõïðåîáðàçîâàíèé, ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùèõ èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèé [1, 2℄:À) 1∫

0

τ(ρ)ρ

∞∫

0

LA(u)J1(ur
′λ−1)J1(uρλ

−1)dudρ = λΘA(0)r′ε, r′ 6 1, (1)Á) 1∫

0

q(ρ)ρ

∞∫

0

LÁ(u)J0(ur
′λ−1)J0(uρλ

−1)dudρ = λΘÁ(0)δ, r′ 6 1, (2)Çäåñü λ = H/a, ΘA(0), ΘÁ(0) � íåêîòîðûå èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå îòçíà÷åíèé óïðóãèõ ìîäóëåé íà ïîâåðõíîñòè, LÀ(u), LÁ(u) � òðàíñ�îðìàíòû ÿäåðèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî [1,2℄, èñïîëüçî-âàíà çàìåíà ïåðåìåííûõ r′ = r/a, q(ρ) = qa(ρa), τ(ρ) = τa(ρa).Èñïîëüçóÿ äâóõñòîðîííèé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä [3℄, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè-áëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1), (2) â âèäå [1, 2℄:
τ(r′) =

4

π
εΘÀ(0)

{
1

ΠÀ(0)

r′√
1 − r′2

+
N∑

i=1

CiZ(r′, Aiλ
−1)

}
, (3)

q(r′) =
2

π
δΘÁ(0)





1

ΠÁ(0)

1√
1 − r′2

+
N∑

i=1
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

ch (Aiλ
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1 − r′2
− Ai
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sh (Aiλ
−1t)√

t2 − r′2
dt







 ,(4)
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Z(r, A) =

shAr

r
+

r shA√
1 − r2

(
1 +

√
1 − r2

) − Ar

1∫

r

chAtdt√
t2 − r2

(
t+

√
t2 − r2

) .Çäåñü ïîñòîÿííûå Ci îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé, ΠÀ(u), ΠÁ(u) � àïïðîêñèìàöèè òðàíñ�îðìàíò ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:
ΠÀ(u) =

N∏

i=1

u2 + A2
i

u2 +B2
i

≈ LÀ(u), ΠÁ(u) =

N∏

i=1

u2 + A2
i

u2 +B2
i

≈ LÁ(u), (5)�åøåíèÿ (3), (4) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûìè ïðè λ → 0 è λ → ∞ [3℄.Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ λ çàâèñèò îò òî÷íîñòè àïïðîêñè-ìàöèè òðàíñ�îðìàíòû ÿäðà �óíêöèåé (4). Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèéâûñîêîé òî÷íîñòè è ñâÿçü ìåæäó ïîãðåøíîñòÿìè ðåøåíèÿ è àïïðîêñèìàöèè îïè-ñàíû â ðàáîòå [4℄.3. ×èñëåííûå ïðèìåðû. �àññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíóþ óïðóãóþïîäëîæêó ñ ìîäóëÿìè ñäâèãà Grφ(−H) = 5 �Ïà, Gφz(−H) = 6 �Ïà è ïóñòü ìîäóëèñäâèãà íà ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ ðàâíû Grφ(0) = Gφz(0) = 0.608 �Ïà. Òàêèå çíà÷å-íèÿ ìîäóëåé ñäâèãà ñîîòâåòñòâóþò ñâîéñòâàì õðÿùà (ïîêðûòèå) è êîðòèêàëüíîéêîñòè (ïîäëîæêà). Ïðåäïîëîæèì, ìîäóëè ñäâèãà ïîêðûòèÿ èçìåíÿþòñÿ ïî îäíîìóèç ñëåäóþùèõ çàêîíîâ:1. frφ(z) = 5.03 − 4.422e5z/H , fφz(z) = 6.037 − 5.428e5z/H ;2. frφ(z) = 0.608 − 4.392z/H, fφz(z) = 0.608 − 5.392z/H ;3. frφ(z) = fφz(z) = 0.608;4. frφ(z) = fφz(z) = 0.118 + 0.489e5z/H .Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó τrel = τ(λ, r)/τhom(r),ãäå τ(λ, r) � êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä øòàìïîì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íåîäíî-ðîäíîé ñðåäû, τhom(R) � êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäûñ ìîäóëåì ñäâèãà, ðàâíûì √Grφ(−H)Gφz(−H).�ðà�èêè âåëè÷èíû τrel äëÿ ìàòåðèàëîâ 1�4 â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî òîíêîãî ïî-êðûòèÿ (λ ≈ 1/100) è ïîêðûòèÿ, ñðàâíèìîãî ïî ðàçìåðàì ñ ðàçìåðàìè øòàìïà(λ = 1), èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 1, 2. Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü

�èñóíîê 1 � Îòíîñèòåëüíûå êîíòàêòíûåíàïðÿæåíèÿ äëÿ çàêîíîâ 1�4. λ = 1
�èñóíîê 2 � Îòíîñèòåëüíûå êîíòàêòíûåíàïðÿæåíèÿ äëÿ çàêîíîâ 1�4. λ = 0.014



Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà... 23ïîêðûòèÿ îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è, îñî-áåííî äëÿ ïîêðûòèé ìàëîé òîëùèíû. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå ïåðåðàñïðåäåëåíèåêîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâàíàáëþäàåòñÿ íà êðàþ øòàìïà (r → 1).�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �ÔÔÈ 14-07-90406-Óêð_à, 14-08-91166-�ÔÅÍ_à.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Vasiliev A., Sevostianov I., Aizikovi
h S., Jeng Y.-R. Torsion of a pun
h atta
hed totransversely-isotropi
 half-spa
e with fun
tionally graded 
oating // Intern. J. Engng.S
i. 2012. Vol. 61. P. 24�35.[2℄ Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Àëåêñàíäðîâ Â.Ì. Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î âäàâëèâàíèè êðóã-ëîãî øòàìïà â óïðóãîå, íåîäíîðîäíîå ïî ãëóáèíå ïîëóïðîñòðàíñòâî // Èçâåñòèÿ�ÀÍ. ÌÒÒ. 1984. � 2. Ñ. 73�77.[3℄ Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîãî êëàññà ïàðíûõ óðàâíåíèé //ÏÌÌ. 1990. Ò. 54, � 5. Ñ. 872�877.[4℄ Àéçèêîâè÷ Ñ.Ì., Âàñèëüåâ À.Ñ. Äâóõñòîðîííèé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è î êðó÷åíèè íåîäíîðîäíîãî ïî ãëóáèíåóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà // ÏÌÌ. 2013. Ò. 77, � 1. Ñ. 129�137.Aizikovi
h S.M., Vasiliev A. S., Volkov S. S., Ke L. L. Conta
t problems fora transversely isotropi
 half-spa
e with an inhomogeneous by depth transversely isotropi

oating . We 
onsider elasti
 
onta
t problems on indentation or torsion of an undeformablepun
h atta
hed to a transversely-isotropi
 half-spa
e with an inhomogeneous by depthtransversely-isotropi
 
oating. The indentation for
e (for indentation problem) and the torque(for torsion problem) are normal to surfa
e of the half-spa
e. Outside the pun
h, the half-spa
esurfa
e is unloaded. Elasti
 modulus of the 
oating vary by its depth by arbitrary 
ontinious(FGM) or pie
ewise-
ontinious (layered 
omposite) fun
tional law. Mentioned problems wasformulated using the linear theory of elasti
ity. To redu
e problems to a solution of dualintegral equations, we used Hankel's integral transform. Cal
ulation of IE kernel transformsis 
arried out by numeri
al (or analyti
al for some parti
ular 
ases) solution of a boundaryvalue problem.Kernel transforms are approximated by spe
ial expressions, for whi
h analyti
al 
losed-form solutions of dual integral equations was derived. The obtained solutions are asymptoti
al-ly exa
t for small and large values of ratio of 
oating thi
kness to 
onta
t area radius. Spe
iallydesigned iterative approximation algorithm allows one to obtain approximations with relativeerror not greater than per
ent, even for 
ompli
ated inhomogeneity laws. The analyti
alrelations of indentation for
e (or torque) value from the size of 
onta
t area was obtained.Solution of dual integral equations derives analyti
al expressions for 
onta
t stresses on the
oating surfa
e, whi
h 
an be used to determine stress-strain state in the depth of half-spa
e.Numeri
al examples are given illustrating qualitative and quantitative di�eren
es betweenelasti
 deformation of materials with homogeneous or inhomogeneous, and isotropi
 ortransversely isotropi
 
oatings. These results are proided for some typi
al laws of materialproperties variation by depth, di�erent 
oating thi
kness values and di�erent elasti
 propertiesof substrate.



ÂËÈßÍÈÅ ÂÈÄÀ È ÑÊÎ�ÎÑÒÈ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎ�ÎÍÀ��ÓÆÅÍÈß ÍÀ ÌÎÙÍÎÑÒÜ È ÝÍÅ��ÎÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜÌÍÎ�ÎÑËÎÉÍÛÕ ÏÜÅÇÎ�ÅÍÅ�ÀÒÎ�ÎÂÀêîïüÿí Â.À.1, Çàõàðîâ Þ.Í.2, Ïàðèíîâ È.À.1,�îæêîâ Å.Â.1, ×åáàíåíêî Â.À.1
1ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Âîðîâè÷à È. È. ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-Äîíó

2ÍÈÈ �èçèêè ÞÔÓ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìíîãîñëîéíûõ ïüåçîãå-íåðàòîðîâ (ÏÝ�) îñåâîãî òèïà ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû ñ ðàçìåðàìè 24×16×36 ìì è êîëü-öåâîé äèàìåòðîì 18×8 ìì âûñîòîé 11 ìì, ïîëó÷åííûå ïðè íàãðóæåíèè â êâàçèñòàòè÷å-ñêîì è íèçêî÷àñòîòíîì èìïóëüñíîì ðåæèìàõ. Îïðåäåëåíû îïòèìàëüíûå ðåæèìû íàãðó-çîê äëÿ ìàêñèìàëüíîé âûõîäíîé ìîùíîñòè ãåíåðàòîðà.Èçâåñòíû ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèÿì õàðàêòåðèñòèê ÏÝ�, îáçîð êî-òîðûõ ïðîâåäåí â [1℄. ÏÝ� îñåâîãî òèïà èçó÷åíû â ìåíüøåé ñòåïåíè. �åæèì îñå-âîãî ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ õîðîøî èçâåñòåí è òåîðåòè÷åñêè ðàññìîòðåí äëÿïðîöåññà íàãðóæåíèÿ íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ïðè áîëüøèõ óðîâíÿõ ìåõàíè÷åñêîãîíàïðÿæåíèÿ [2℄. Åãî âûáîð îáóñëîâëåí îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ÏÝ� îñåâîãî òèïà âêà÷åñòâå ïåðñïåêòèâíûõ àâòîíîìíûõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè, ïðåîáðàçóþùèõ ìåõà-íè÷åñêóþ ýíåðãèþ êîëåáàíèé èç âíåøíåé ñðåäû â ýëåêòðè÷åñêóþ. Ïðè ýòîì íè âîäíîé èç èçâåñòíûõ ðàáîò [3�6℄, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèÿì õàðàêòåðèñòèê ÏÝ�îñåâîãî òèïà, íå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à âëèÿíèÿ ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ íà èõâûõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè. ×àñòè÷íî ýòîò âîïðîñ îáñóæäàëñÿ â ðàáîòå [7℄, ïîñâÿ-ùåííîé èññëåäîâàíèÿì ìíîãîñëîéíîãî ÏÝ� îñåâîãî òèïà, â êîòîðîé áûëà âûÿâëå-íà ñâÿçü ÷àñòîòû íàãðóæåíèÿ ñî ñòåïåíüþ íåëèíåéíîñòè âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèêÏÝ�. Âñå ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îá àêòóàëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î âëèÿíèè ñêîðî-ñòè ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ íà âûõîäíîå íàïðÿæåíèå ÏÝ�.Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé õàðàêòåðèñòèê ÏÝ� îñåâîãî òè-ïà â ðåæèìå åãî íèçêî÷àñòîòíîãî èìïóëüñíîãî è êâàçèñòàòè÷åñêîãî ìåõàíè÷åñêîãîíàãðóæåíèÿ, èçëîæåíà êðàòêàÿ ìåòîäèêà è ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé ÏÝ� ðàçëè÷íîéêîí�èãóðàöèè ñ ÷óâñòâèòåëüíûì ýëåìåíòîì èç ïüåçîêåðàìèê ñîñòàâîâ ÖÒÑ. Ïî-êàçàíî, ÷òî ïðè íàãðóæåíèè ÏÝ� â èìïóëüñíîì ðåæèìå ïðè ÷àñòîòå íàãðóæåíèÿâûøå îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ åãî âûõîäíàÿ ìîùíîñòü ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åìïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì ðåæèìå.Îáúåêò èññëåäîâàíèé. Áûëè èññëåäîâàíû ìíîãîñëîéíûå ÏÝ� îñåâîãî òèïàäâóõ êîí�èãóðàöèé: ïðèçìàòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ ðàçìåðàìè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ24×16 ìì2 è âûñîòîé 10, 21 è 36 ìì (ìîäåëü 1) è êîëüöåâîé ãåîìåòðèè ñ íàðóæ-íûì è âíóòðåííèì äèàìåòðàìè ∅18 è 8 ìì ñ âûñîòîé 26 è 38 ìì (ìîäåëü 2).Ìíîãîñëîéíûå ÏÝ� ïåðâîé ìîäåëè âûïîëíåíû èç ïüåçîýëåìåíòîâ (ÏÝ) èç ïüåçî-êåðàìèêè ÖÒÑ-19Ì òîëùèíîé 0,5 ìì, ýëåêòðîäû êîòîðûõ âûâåäåíû íà âíåøíèå



Âëèÿíèå âèäà è ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ íà ìîùíîñòü ìíîãîñëîéíûõ ÏÝ� 25ïîâåðõíîñòè ÏÝ è ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî. ÏÝ áûëè ïîëÿðèçîâàíû ïî âûñîòå äîçíà÷åíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìîäóëÿ d33=360 ïÊë/H.Ïüåçîãåíåðàòîð (ìîäåëü 2) ñîñòîèò èç 16 äèñêîâûõ ïüåçîëåìåíòîâ ñ âíåøíèìäèàìåòðîì 18 ìì è âíóòðåííèì 8 ìì, êàæäûé òîëùèíîé 2 ìì, ñ îáùåé âûñîòîéìíîãîñëîéíîãî ÏÝ� 38 ìì è îáùåé ýëåêòðè÷åñêîé åìêîñòüþ 21300 ïÔ. Èññëåäîâà-íèÿ âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê îáåèõ ìîäåëåé ÏÝ� áûëè ïðîâåäåíû â 2-õ ðåæèìàõ:ìîäåëü 1 ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì ìåõàíè÷åñêîì íàãðóæåíèè ÏÝ� è ìîäåëü 2 ïðèíèçêî÷àñòîòíîì èìïóëüñíîì ìåõàíè÷åñêîì íàãðóæåíèè.Ìåòîäèêà ýêñïåðèìåíòà. Èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÏÝ� â êâàçèñòàòè÷å-ñêîì ðåæèìå ïðîâîäèëèñü íà ñòàíäàðòíîé èñïûòàòåëüíîé ìàøèíå ÌÈ-40ÊÓ ïðèðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ îò 2.5 ìì/ìèí äî 14 ìì/ìèí.�åãèñòðàöèÿ èîáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ ÀÖÏ E-14-140Ìè ÏÎ PowerGraph. Âåëè÷èíà íàãðóæàþùåãî óñèëèÿ, äåéñòâóþùåãî íà ÷óâñòâè-åòëüíûé ýëåìåíò (×Ý) ÏÝ�, ðåãèñòðèðîâàëàñü ïðè ïîìîùè äèíàìîìåòðà èñïûòà-òåëüíîé ìàøèíû, à ñúåì çíà÷åíèé ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ îñóùåñòâëÿëñÿ ññîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè Rí, ïîäêëþ÷åííîãî ïàðàëëåëüíî èñïûòûâàåìîìó ãåíåðà-òîðó (ñì. ðèñóíîê 1).

�èñóíîê 1 � Ñòðóêòóðíàÿ èçìåðèòåëüíàÿ ñõåìà: 1 � äèíàìîìåòð; 2 � ìåòàëëè÷åñêàÿíàêëàäêà; 3 � ïüåçîýëåìåíò; 4 � ìîäóëü ÀÖÏ; 5 � êîìïüþòåð; Rí � ñîïðîòèâëåíèåíàãðóçêè; h1 � âûñîòà ïüåçîýëåìåíòà; hí, � âûñîòà ïàêåòà ïüåçîýëåìåíòîâ ãåíåðàòîðàÏðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè Rí è ñêîðîñòÿõ ìåõàíè÷å-ñêîãî íàãðóæåíèÿ, ðàâíûõ 0.9, 1.9, 3.47, 4.3 êÍ/ñ áûëè çàðåãèñòðèðîâàíû çíà÷åíèÿâûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ÏÝ�. Çàâèñèìîñòü Uâûõ(Rí) ïîêàçàëà, ÷òî ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèå âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè Rí = 2.5 ÌÎì. Íà îñíîâå îá-ðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé áûëè ïîñòðîåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòåé Uâûõ(v),ãäå v � ñêîðîñòü ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ äëÿ 3-õ îáðàçöîâ ÏÝ� ðàçëè÷íîéåìêîñòè (ðèñóíîê 2). Êàê ñëåäóåò èç ðèñóíêà, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûõîäíîãîíàïðÿæåíèÿ, ðàâíîå 220 Â, äîñòèãàåòñÿ ïðè ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ v = 4.3 êÍ/ñ.Ïîâåäåíèå ïüåçîïðåîáðàçîâàòåëåé ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè, ïàðàëëåëüíîì âåêòî-ðó ïîëÿðèçàöèè, ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì ìåõàíè÷åñêîì íàãðóæåíèè ïîêà åùå ìàëîèçó÷åíî. Â �ÎÑÒå 12370�66 óêàçàí òîëüêî âåðõíèé ïðåäåë ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿïðè èñïûòàíèÿõ íà èçãèá, ðàâíûé 4 Í/ñ. Çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ÏÝ�îò ãåíåðèðóåìîãî çàðÿäà Q îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå [4, 5℄:
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�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ìîùíîñòè (ïóíê-òèðíàÿ ëèíèÿ) ãåíåðàòîðîâ 24×16×36 ìì3 åìêîñòüþ 1428 íÔ, 24×16×21 ìì3 åìêîñòüþ502 íÔ è 24×16×10 ìì3 åìêîñòüþ 183 íÔ îò ñêîðîñòè ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïðèðàçëè÷íîé åìêîñòè ÏÝ�.
Uâûõ =

dQ

dt
Rí (1)ãäå Rí � ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå íàãðóçêè.Èç (1), ñëåäóåò, ÷òî âûõîäíîå íàïðÿæåíèå çàâèñèò îò ñêîðîñòè ðîñòà çàðÿäà,è â êîíå÷íîì ñ÷åòå, îò ñêîðîñòè ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. Ýòîò �àêò ðàíåå áûëîïèñàí â [9, 10℄ äëÿ çàâèñèìîñòåé ïëîòíîñòåé çàðÿäà è âåëè÷èíû ïüåçîìîäóëÿ

d33 (â îáðàçöå èç ïüåçîêåðàìèêè PZT-5) îò ìåäëåííî íàðàñòàþùåãî ñæèìàþùåãîóñèëèÿ äî 350 ÌÏà. Â [9℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà ïëîòíîñòè çàðÿäà ïî÷òèëèíåéíî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ñæèìàþùåãî íàïðÿæåíèÿ äî 100 ÌÏà, íî ñêîðîñòüíàãðóæåíèÿ íå áûëà ïðèâåäåíà. Äàëåå ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåíèÿ ãðà�èê ýòîéçàâèñèìîñòè ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíûì. Èçâåñòíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿçàðÿäà îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ [9℄:
dQ

dt
= d33S

dσ33

dt
, (2)ãäå S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ÏÝ.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ d33 è S çàâèñèìîñòü çàðÿäà è âûõîä-íîãî íàïðÿæåíèÿ ÏÝ� îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ èìååò ïî÷òè ëèíåéíûé õàðàêòåð âóñëîâèÿõ êâàçèñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. Íà ãðà�èêå Uâûõ(v) (�èñ.2), ïîëó÷åííîìäëÿ ÏÝ� ñ ×Ý èç ïüåçîêåðàìèêè ÖÒÑ-19Ì (d33=360 ïÊë/Í), çàâèñèìîñòü Uâûõ(v)èìååò ïî÷òè ëèíåéíûé õàðàêòåð. Äàëåå ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåííûõ ïèêîâûõ çíà-÷åíèé âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ è âûáðàííûõ âåëè÷èí ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè Ríïî �îðìóëå:

Wâûõ =
(Uïèêâûõ)2

Rí , (3)áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ W ïèêâûõ è ïîñòðîåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè íà-ãðóæåíèÿ (ðèñóíîê 2).Èç ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè÷åì áîëüøå ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü ÏÝ�, òåì áîëüøå âûõîäíàÿ ìîùíîñòü.



Âëèÿíèå âèäà è ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ íà ìîùíîñòü ìíîãîñëîéíûõ ÏÝ� 27Íà âòîðîì ýòàïå áûëè ïðîâåäåíû èçìåðåíèÿ âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ÏÝ� êîëü-öåâîãî òèïà (ìîäåëü 2) ïðè äðóãîì âèäå ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè � íèçêî÷àñòîòíîìèìïóëüñíîì íàãðóæåíèè. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà ðàçðàáîòàííîì ðàíåå ëàáî-ðàòîðíîì èñïûòàòåëüíîì ñòåíäå.Äëÿ ìîäåëè 2 ÏÝ� îñåâîãî òèïà ïî çíà÷åíèÿì âûõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðè îñå-âîì èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè ñ àìïëèòóäîé Fñæ=19,5 ÌÏà è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóæåíèÿ Rí áûëè ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè âû-õîäíîãî íàïðÿæåíèÿ Uðàçì è âûõîäíîé ìîùíîñòè îò ÷àñòîòû íàãðóæåíèÿ ÏÝ�.Íèæå ïðèâåäåíû ãðà�èêè ýòîé çàâèñèìîñòè äëÿ 2-é ãåîìåòðèè ìîäåëè 2 (ñì. ðè-ñóíîê 3).

�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü âûõîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è âû-õîäíîé ýëåêòðè÷åñêîé ìîùíîñòè (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îò ÷àñòîòû íàãðóæåíèÿ ïðè ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóçêè äëÿ êîëüöåâîãî òèïà ÏÝ�âûñîòîé 38 ìì ïðè èìïóëüñíîé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêå 19.5 ÌÏà.Êàê ñëåäóåò èç ãðà�èêîâ (ðèñóíîê 3) âûõîäíûå ýëåêòðè÷åñêîå íàïðÿæåíèåè ìîùíîñòü ÏÝ� ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû åãî íàãðóæåíèÿ ìîíîòîííî ðàñòåò èäåìîíñòðèðóåò ïî÷òè ëèíåéíûé õàðàêòåð ïðè çíà÷åíèÿõ ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðóç-êè Rí â äèàïàçîíå îò 68 äî 500 êÎì. Ìàêñèìàëüíîå ïèêîâîå çíà÷åíèå âûõîäíîãîíàïðÿæåíèÿ îêàçàëîñü ðàâíûì 327 Â ïðè ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêå 500 êÎì, à ýëåê-òðè÷åñêàÿ ìîùíîñòü � 213 ìÂò.Çàêëþ÷åíèå.1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âûõîäíàÿ ìîùíîñòü ÏÝ� îñåâîãî òèïà âîçðàñòàåò ñ óâåëè-÷åíèåì ÷àñòîòû ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêîãî íàãðóçî÷íîãîñîïðîòèâëåíèÿ.2. Ïðè èìïóëüñíîé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêå 19.5 ÌÏà ìîæíî ïîëó÷èòü âûõîä-íóþ ìîùíîñòü 213.9 ìÂò ïðè ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêå Rí=500 êÎì. Ïðè ýòîììîùíîñòü, îòíåñåííàÿ ê îáúåìó ×Ý äàííîé ìîäåëè ÏÝ� ðàâíÿëàñü 27.565ìÂò/ñì3, ÷òî íà äâà ïîðÿäêà ïðåâûøàëî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ìîùíîñòèÏÝ� ìíîãîñëîéíîãî òèïà ìîäåëè 1 ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè (ñì.ðèñóíêè 2 è 3).
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Î ÂÄÀÂËÈÂÀÍÈÈ ÄÂÓÕ �ËÀÄÊÈÕ ØÒÀÌÏÎÂ Â ÓÏ�Ó�ÓÞÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÜ Ñ ÆÅÑÒÊÈÌ ÂÊËÞ×ÅÍÈÅÌ ÊÎÍÅ×ÍÎÉÄËÈÍÛ, ÎÄÍÀ ��ÀÍÜ ÊÎÒÎ�Î�Î ÎÒÎ�ÂÀÍÀ ÎÒ ÌÀÒ�ÈÖÛÀêîïÿí Â.Í., Ñààêÿí À.Â.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ �åñïóáëèêè Àðìåíèÿ, Åðåâàí�àññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü, êîòîðàÿ íà íåêîé ãëóáèíå îòãðàíèöû ñîäåðæèò æåñòêîå òîíêîå âêëþ÷åíèå êîíå÷íîé äëèíû, ñöåïëåííîå ñ íåé òîëü-êî ïî îäíîé ãðàíè, è äå�îðìèðóåòñÿ äâóìÿ ãëàäêèìè øòàìïàìè, ïðèëîæåííûìè ê ååãðàíèöå. Íà îñíîâå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëóïëîñêîñòèçàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêè �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ ñèíãóëÿðíûõ èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÓ) ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ êîìáèíà-öèé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è ïðîèçâîäíîé ïåðåìåùåíèé áåðåãîâ òðåùèíû. Îïðåäåëåíûïîêàçàòåëè îñîáåííîñòè èñêîìûõ �óíêöèé â êîíöàõ îòðåçêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. �åøåíèåîïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ìåõà-íè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç è ïîñòðîåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿêîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïàìè è ïîä âêëþ÷åíèåì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü îäíîðîäíàÿ óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü, çàíèìàþ-ùàÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ) îáëàñòü {0 6 r <∞,−π/2 6 ϕ 6 π/2 },íà îòðåçêå [a, b] ëèíèè ϕ = 0 ñîäåðæèò àáñîëþòíî æåñòêîå òîíêîå âêëþ÷åíèå, îä-íà ñòîðîíà êîòîðîãî îòîðâàíà îò ìàòðèöû, è äå�îðìèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè äâóõãëàäêèõ øòàìïîâ ñ ïëîñêèìè îñíîâàíèÿìè, äåéñòâóþùèìè íà îòðåçêàõ [aj , bj ]
(bj > aj > 0; j = 1, 2) ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè ϕ = (−1)j+1π/2 ñîîòâåòñòâåí-íî (ðèñóíîê 1).

�èñóíîê 1 � Ñõåìà ïîñòàâëåííîé çàäà÷èÌûñëåííî ðàçäåëèâ ïîëóïëîñêîñòü ïî ëèíèè ϕ = 0 íà äâå ÷åòâåðòü-ïëîñêîñòèè ñíàáäèâ êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé, îòíîñÿùèåñÿ ê òî÷êàì ÷åò-âåðòü ïëîñêîñòåé D± = {0 6 ±ϕ 6 π/2; 0 6 r <∞}, âåðõíèìè èíäåêñàìè (+) è



30 Àêîïÿí Â.Í., Ñààêÿí À.Â.(-) ñîîòâåòñòâåííî, ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþ-ùåé ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ îáëàñòåé D±:
τ±rϕ (r,±π/2) = 0; (0 < r <∞)

σ+
ϕ (r, 0) − iτ+

rϕ (r, 0) = σ−
ϕ (r, 0) − iτ−rϕ (r, 0) ;

u+
r (r, 0) + iu+

ϕ (r, 0) = u−r (r, 0) + iu−ϕ (r, 0) ;

(
0 < r < a
b < r <∞

)

σ+
ϕ (r, π/2) = 0; (r < a1, r > b1)

σ−
ϕ (r,−π/2) = 0; (r < a2, r > b2)

(1)
σ+
ϕ (r, 0) − iτ+

rϕ (r, 0) = 0;

u−r (r, 0) + iu−ϕ (r, 0) = c+ iγr;
(a < r < b)

u+
ϕ (r, π/2) = c+; (a1 < r < b1)

u−ϕ (r,−π/2) = c−; (a2 < r < b2)

(2)Çäåñü u±r (r, ϕ) è u±ϕ (r, ϕ) � êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ òî÷åê îáëàñòåé D±, óäîâëå-òâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì Ëÿìå è ñâÿçàííûå ñ êîìïîíåíòàìè íàïðÿæåíèé σ±
ϕ (r, ϕ)è τ±ϕ (r, ϕ) èçâåñòíûìè �îðìóëàìè çàêîíà �óêà [1℄, c è γ � ïîñòîÿííûå, îïðåäå-ëÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå è ïîâîðîò âêëþ÷åíèÿ, à c± �ïîñòîÿííûå, îïèñûâàþùèå ìåðó ïîãðóæåíèÿ øòàìïîâ.Ïðîäîëæèâ óñëîâèÿ (1) íà èíòåðâàëû (a, b) è (aj , bj) (j = 1, 2), ââåäåì íîâûåíåèçâåñòíûå �óíêöèè:

[
σ+
ϕ (r, 0) − iτ+

rϕ (r, 0)
]
−
[
σ−
ϕ (r, 0) − iτ−rϕ (r, 0)

]
= χ(r)

[
u+
r (r, 0) + iu+

ϕ (r, 0)
]
−
[
u−r (r, 0) + iu−ϕ (r, 0)

]
= W (r)

(a < r < b)

σ+
ϕ (r, π/2) = −p1 (r) ; (a1 < r < b1)

σ−
ϕ (r,−π/2) = −p2 (r) ; (a2 < r < b2)

(3)Äàëåå, ðåøèâ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà âñïîìî-ãàòåëüíóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó, îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèÿìè (1) è (3), âûðàçèì êîì-ïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ è ïðîèçâîäíóþ îò ñìåùåíèÿ ÷åðåç ââåäåííûå íåèçâåñòíûå�óíêöèè χ (r),W (r) è pj (r) (j = 1, 2). Óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì (2), ïîëó÷èì ñèñòå-ìó ÑÈÓ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ �óíêöèé. Ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ íà èíòåðâàëå (-1,1) è ââåäåì áåçðàçìåðíûå�óíêöèè ïî �îðìóëàì:
ϕj (x) =

1

(b− a)µ

[
χ (z) − (−1)j

2i

κ
W ′ (z)

]
; ϕj+2 (x) = ϕj (x) (j = 1, 2) ;

ϕj (x) =
pj−4 (zj−4)

(bj−4 − aj−4)µ
(j = 5, 6) ; κ =

√
3 − 4ν;

z =
b− a

2
(x+ λ) ; λ =

b+ a

b− a
; zk =

bk − ak
2

(x+ λk) ; λk =
bk + ak
bk − ak

(k = 1, 2)ãäå µ � ìîäóëü ñäâèãà, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ïîëóïëîñêîñòè, à÷åðòî÷êà íàä �óíêöèÿìè ϕj (x) îçíà÷àåò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ



Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì 31�óíêöèé. Â èòîãå, ïîñëå íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê, äëÿ îïðåäåëåíèÿýòèõ �óíêöèé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ÑÈÓ:
ϕj (x) +

idj
π

1∫

−1

ϕj (s)

s− x
ds+

6∑

k=1

1∫

−1

Kjk (s, x)ϕk(s)ds = fj
(
j = 1, 4

)

(−1)j
1 − ν

π

1∫

−1

ϕj (s)

s− x
ds+

6∑

k=1

1∫

−1

Kjk (s, x)ϕk(s)ds = 0 (j = 5, 6)

(4)
Çäåñü

fj = 2
p0

µ
− 4(−1)j

κ
γ; dj =

1 − 2ν − (−1)jiκ

2 (1 − ν)
; dj+2 (x) = −dj (x) (j = 1, 2) ;à �óíêöèè Kjk (x, s) (j, k = 1 − 6) � ðåãóëÿðíûå �óíêöèè, ÿâíûå âèäû êîòîðûõçäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ èç-çà èõ ãðîìîçäêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìó (4) íóæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü ïðè óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ øòàìïîâ è âêëþ÷åíèÿ è óñëîâèè ðàâåíñòâàíóëþ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû â åå êîíöåâûõ òî÷êàõ:

1∫

−1

ϕj(x)dx =
p0

µ

(
j = 1, 4

)
;

1∫

−1

ϕ5(x)dx = P ∗
1 =

P1

µ
;

1∫

−1

ϕ6(x)dx = P ∗
2 =

P2

µ
.(5)Íåèçâåñòíûé óãîë ïîâîðîòà âêëþ÷åíèÿ γ íàéäåì èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþãëàâíîãî ìîìåíòà, äåéñòâóþùåãî íà âêëþ÷åíèå

1∫

−1

x [ϕ1(x) + ϕ2(x) + ϕ3(x) + ϕ4(x)] dx = 0. (6)Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íåèçâåñòíûå �óíêöèè ñèñòåìû (4) èìåþò ñòåïåííûå îñîáåí-íîñòè, è èññëåäóÿ ïîâåäåíèå óðàâíåíèé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè êîíöîâ îòðåçêà èí-òåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè èíòåãðàëà òèïà Êîøèâ êîíöåâûõ òî÷êàõ [2℄, íàéäåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ϕj(x) = ϕ∗

j (x) (1 − x)αj (1 + x)βj ãäå ϕ∗
j (x) íåèçâåñòíûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ �åëüäåðà íà îòðåçêå [−1, 1], à ïîêàçàòåëè αj , βj îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

αj = β5−j = −2 − (−1)j

4
− i lnκ

2π
; βj = α5−j = −2 + (−1)j

4
+
i lnκ

2π
(j = 1, 2)

α5 = β5 = α6 = β6 = −0.5 .Ñèñòåìó ÑÈÓ (4) ðåøèì ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð [3℄, ñâîäÿ åå, âìåñòå ñóñëîâèÿìè (5) è (6), ê ñèñòåìå èç 6n+1 ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíî-ñèòåëüíî n êîý��èöèåíòîâ êàæäîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ, èíòåðïîëèðóþùèõ �óíêöèè
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ϕ∗
j (x)

(
j = 1, 6

), è óãëà ïîâîðîòà âêëþ÷åíèÿ γ. Ïîñëå ðåøåíèÿ ñ.ë.à.ó, ïîäëåæàùèåîïðåäåëåíèþ �óíêöèè ϕj (x)
(
j = 1, 6

) çàïèøóòñÿ â âèäå:
ϕj(x) =

2(1 − x)αj (1 + x)βj

n+ αj + βj + 1

n∑

i=1

li+n(j−1)P
(αj ,βj)
n (x)(

x− ξ
(j)
i

)
P

(αj+1,βj+1)
n−1

(
ξ

(j)
i

) ; P (αj ,βj)
n

(
ξ

(j)
i

)
= 0.Çäåñü âåêòîð L {lj}

(
j = 1, 6n+ 1

) � ðåøåíèå ñ.ë.à.ó. Ïðè ýòîì γ = l6n+1.Êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèè ðàçðóøàþùèõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåð-øèíû âêëþ÷åíèÿ-òðåùèíû îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:
KI (1) − iKII (1) = − id1

√
2π

4 sin (πα1)
ϕ∗

1 (1) ; KI (−1) − iKII (−1) =
id2

√
2π

4 sin (πα2)
ϕ∗

2 (−1) .2. ×èñëåííûé àíàëèç. Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà äëèíû îñíîâàíèéøòàìïîâ è âêëþ÷åíèÿ ïðèíÿòû íåèçìåííûìè è îäèíàêîâûìè, òîãäà ïàðàìåòðû
λ, λ1, λ2 áóäóò õàðàêòåðèçîâàòü óäàëåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ îò íà÷àëàêîîðäèíàò. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè n = 10, ðàçíèöà ñ ðåçóëüòàòàìèïðè n = 20 ñîñòàâëÿåò 1�2%. Îòìåòèì, ÷òî íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûåàíàëîãè âåëè÷èí, óêàçàííûõ â îïèñàíèè ãðà�èêîâ. Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíûãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïîä øòàìïàìè ïðè ðàçíîì ðàñïî-ëîæåíèè øòàìïîâ è âêëþ÷åíèÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîò-âåòñòâóåò ñëó÷àþ λ = λ1 = λ2 = 2, ïóíêòèðíàÿ � ñëó÷àþ λ = ∞, λ1 = λ2 = 2, ò. å.ñëó÷àþ îòñóòñòâèÿ âêëþ÷åíèÿ, ëèíèÿ òî÷êà-òèðå � ñëó÷àþ λ = 2, λ1 = λ2 = ∞,òî åñòü ðåøåíèþ çàäà÷è Ñàäîâñêîãî äëÿ îäíîãî øòàìïà.

�èñóíîê 2 � �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïîä øòàìïàìèÍà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ è òàíãåíöè-àëüíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä âêëþ÷åíèåì äëÿ óêàçàííûõ âûøå ñëó÷àåââçàèìîðàñïîëîæåíèÿ øòàìïîâ è âêëþ÷åíèÿ. Çäåñü ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâó-åò ðåøåíèþ çàäà÷è äëÿ óïðóãîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé æåñòêîå âêëþ÷åíèå, îäíà



Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì 33ãðàíü êîòîðîãî ñöåïëåíà ñ ïëîñêîñòüþ, à äðóãàÿ íå êîíòàêòèðóåò ñ íåé è ïîä-âåðæåíà äåéñòâèþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è âçàìêíóòîì âèäå åñòü â [1℄, à ðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è äëÿ ñîñòàâíîé ïëîñêîñòè,îïÿòü-òàêè â çàìêíóòîì âèäå, ïîëó÷åíî â ðàáîòå [4℄. Ëèíèÿ òî÷êà-òèðå ñîîòâåò-ñòâóåò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðè îòñóòñòâèè øòàìïîâ.

�èñóíîê 3 � Íîðìàëüíûå è òàíãåöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä âêëþ÷åíèåìÍåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âçàèìîðàñïîëîæåíèå øòàìïîâ è âêëþ÷åíèÿ â áîëüøåéìåðå âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òàíãåíöèàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîä âêëþ÷åíèåì èêîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïîä øòàìïîì, íàõîäÿùèìñÿ ñî ñòîðîíû òðåùèíû.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ìóñõåëèøâèëè Í.È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-ñòè. Ì.: Íàóêà. 1966.[2℄ Ìóñõåëèøâèëè Í.È. Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì.: Íàóêà. 1968.[3℄ Sahakyan A.V. Method of dis
rete singularities for solution of singular integral andintegro-di�erential equations. Pro
eedings of A. Razmadze Mathemati
al Institute,Georgia, Vol. 156 (2011). P. 101�111.[4℄ Àêîïÿí Â.Í. Îá îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ ñîñòàâíîé ïëîñêîñòè, îñëàáëåííîéòðåùèíîé // Èçâ. ÍÀÍ �À, Ìåõàíèêà, 1995. Ò. 48, � 4. Ñ. 57�65.Hakobyan V.N., Sahakyan A.V. About identation of two smooth pun
hs into a halfplane 
ontaining a rigid in
lusion of �nite length, one side of whi
h is torn o� from the matrix .The problem under 
onsideration is redu
ed to system of four singular integral equations ofthe �rst and se
ond kind respe
t to 
omplex 
ombination of stresses jump and jump in thederivative of displa
ements of the 
ra
k, as well 
onta
t stresses under pun
hes. The governingsystem is solved by the method of me
hani
al quadratures. Numeri
al analysis was 
ondu
ted.



Î �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÈ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÄËß ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈÀëåêñååâ �.Â., Áðèçèöêèé �.Â.Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ �ÀÍ, ÂëàäèâîñòîêÄàëüíåâîñòî÷íûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ÂëàäèâîñòîêÄîêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíå-íèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè íåîäíîðîäíûõ ñìåøàííûõ ãðàíè÷-íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è îäíîðîäíîì óñëîâèè Äèðèõëå äëÿ ñêîðîñòè.1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ ãðàíèöåé ∂Ω, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé
Στ è Σν . Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñòàöè-îíàðíûõ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè:

ν∆u + (u · ∇)u + ∇p− æ rotH ×H = f , div u = 0 â Ω, (1)
ν1rotH −E + æH× u = ν1j, div H = 0, rotE = 0 â Ω, (2)
u|∂Ω = 0, H · n|Στ = q, H × n|Σν = q, E × n|Στ = k. (3)Çäåñü u è H � âåêòîðû ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, E = E′/ρ0, p = p′/ρ0, ãäå E′ �ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, p′ � äàâëåíèå, ρ0 = const � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, æ = µ/ρ0,

ν1 = 1/ρ0σ = æνm, σ, µ, ν è νm � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû ýëåêòðîïðîâîäíîñòè,ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè, êèíåìàòè÷åñêîé è ìàãíèòíîé âÿçêîñòåé, n � åäèíè÷-íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω, j � ïëîòíîñòü ñòîðîííèõ òîêîâ, f � ïëîòíîñòüâíåøíèõ ñèë. Íèæå íà çàäà÷ó (1)�(3) áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 1. Âñå âåëè-÷èíû â (1)�(3) ÿâëÿþòñÿ ðàçìåðíûìè è çàïèñàíû â ñèñòåìå ÑÈ. Â ñëó÷àå, êîãäà
q = 0, q = 0 è k = 0, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (3) äëÿ (E,H) îòâå÷àþò ÷àñòî âñòðå÷à-þùåéñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ñèòóàöèè, êîãäà ÷àñòü Στ ãðàíèöû ∂Ω ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîïðîâîäÿùåé, òîãäà êàê Σν ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì äèýëåêòðèêîì.Èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèéÌ�Ä ïîñâÿùåí ðÿä ñòàòåé, èç êîòîðûõ îòìåòèì ðàáîòû [2�7℄. Îòìåòèì, ÷òîâ [1�5, 7℄ èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ H · n|∂Ω = 0 è E× n|∂Ω = 0, îòâå÷àþùèå èäå-àëüíî ïðîâîäÿùåé ãðàíèöå, òîãäà êàê â [6℄ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå H × n|∂Ω = 0,îòâå÷àþùåå èäåàëüíîìó äèýëåêòðèêó. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, äî âûõîäà [8℄êðàåâûå çàäà÷è âèäà (1)�(3) äëÿ óðàâíåíèé Ì�Ä ïðè ñìåøàííûõ êðàåâûõ óñëîâè-ÿõ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ åùå íå èññëåäîâàëèñü â ëèòåðàòóðå. Â òî æå âðåìÿ â ðà-áîòàõ [9�11℄ áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ div-rot ñèñòåìè ñòàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â [8℄ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ [9�11℄ äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è(1)�(3) ïðè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ñêîðîñòè è ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìî-ñòè çàäà÷è (1)�(3).
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D îáîçíà÷àåò îáëàñòü Ω, åå ãðàíèöó Σ = ∂Ω ëèáî îòêðûòîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
Σ0 ⊂ Σ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð��óíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Hs(D)3 è L2(D)3. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â L2(D) è L2(D)3 îáîçíà÷àåì÷åðåç (·, ·)D è ‖ · ‖D. Ïðè D = Ω èíäåêñ Ω áóäåì îïóñêàòü, ïîëàãàÿ (·, ·)Ω = (·, ·),
‖ · ‖Ω = ‖ · ‖. ×åðåç ‖ · ‖1,Ω è ‖ · ‖−1,Ω áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìû â H1(Ω)3 è â
H−1(Ω)3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ÷åðåç H∗ áóäåì îáîçíà-÷àòü äâîéñòâåííîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî. Êàê è â [10, 11℄, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîâûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:(i) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3, ãðàíèöà ∂Ω êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé êëàññà C2;(ii) Στ � íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ãðàíèöû ∂Ω, ñîñòîÿùåå èç M + 1íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòûõ êîìïîíåíò {σ0, σ1, ..., σM} è ñóùåñòâóåò ïî-ëîæèòåëüíîå ÷èñëî d0 òàêîå, ÷òî dist (σi, σj) > d0 > 0 ïðè i 6= j è M > 1. �ðàíèöàêàæäîé èç êîìïîíåíò σi åñòü ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî ëèáî êðèâàÿ êëàññà C1,1.Ïîëîæèì Σν = ∂Ω \ Στ .Ïóñòü D(Ω) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ â Ω�óíêöèé, H1

0 (Ω) � ïîïîëíåíèå D(Ω) â H1(Ω), V = {v ∈ H1
0 (Ω)3 : div v = 0},

H−1(Ω)3 = (H1
0 (Ω)3)∗, L2

0(Ω) = {p ∈ L2(Ω) : (p, 1) = 0}, H1(Ω,Στ ) = {ϕ ∈ H1(Ω) :

ϕ|Στ = 0}, H1/2
T (Σν)

3 = {h ∈ H1/2(Σν)
3 : h · n|Σν = 0}, CΣτ0(Ω)3 := {h ∈ C0(Ω) :

h · n|Στ =0, h × n|Σν=0}, H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω)3 : div v ∈ L2(Ω)}, H(rot,Ω) =
{v ∈ L2(Ω)3 : rotv ∈ L2(Ω)3}, H0(rot,Ω) = {v ∈ H(rot,Ω) : rotv = 0}, HDC(Ω) =
H(div,Ω) ∩ H(rot,Ω), ‖u‖2

DC := ‖u‖2 + ‖div u‖2 + ‖rotu‖2. Áóäåì èñïîëüçîâàòüñëåäóþùèå �îðìóëû �ðèíà:
∫

Ω

(u · rotw − w · rotu)dx =

∫

∂Ω

(u× n) · wTdσ ∀u,w ∈ H1(Ω)3, (4)
∫

Ω

u · gradϕdx+

∫

Ω

div uϕdx =

∫

∂Ω

u · nϕdσ ∀u ∈ H1(Ω)3, ϕ ∈ H1(Ω). (5)Ôîðìóëû (4) è (5) ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ u ∈ H(rot,Ω) è u ∈
H(div,Ω) [12, ñ. 30℄ ïðè íàäëåæàùåé èíòåðïðåòàöèè èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå ∂Ω.Â ñëó÷àå, êîãäà w ∈ CΣτ0(Ω)3 ∩ H1(Ω)3 èëè ϕ ∈ H1(Ω,Στ ), ïðàâûå ÷àñòè â (4)è (5) ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî âèä ∫

Στ
(u × n) · wTdσ è ∫

Σν
u · nϕdσ. Îñíîâûâà-ÿñü íà ýòîì, áóäåì ãîâîðèòü, ñëåäóÿ [10℄, ÷òî �óíêöèÿ u ∈ H(rot,Ω) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèþ u× n = 0 ñëàáî íà Στ , åñëè ∫Ω(u · rotw − rotu · w)dx = 0 äëÿ âñåõ

w ∈ CΣτ0(Ω)3 ∩H1(Ω)3. Àíàëîãè÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ u ∈ H(div,Ω)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u · n = 0 ñëàáî íà Σν , åñëè ∫Ω(u · gradϕ + div uϕ)dx = 0äëÿ âñåõ ϕ ∈ H1(Ω,Στ ).×åðåç HDCΣτ (Ω) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà CΣτ0(Ω)3 ∩H1(Ω)3 ïî ââå-äåííîé âûøå íîðìå ‖ · ‖DC . Ïîëîæèì VΣτ (Ω) = {h ∈ HDCΣτ (Ω) : div h = 0 â Ω} ∩
HΣτ (Ω)⊥, H1

m(Ω)3 = {h ∈ H1(Ω)3 : div h = 0 â Ω} ∩ HΣτ (Ω)⊥, ãäå
HΣτ (Ω) = {h ∈ L2(Ω)3 : div h = 0, roth = 0 â Ω, h · n|Στ = 0, h× n|Σν = 0},

HΣν (Ω) = {h ∈ L2(Ω)3 : div h = 0, roth = 0 â Ω, h · n|Σν = 0, h × n|Στ = 0}.



36 Àëåêñååâ �.Â., Áðèçèöêèé �.Â.Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïðîñòðàíñòâ, äîêàçàí-íûõ â [10, 11℄ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii):1) ïðîñòðàíñòâà HΣτ (Ω) è HΣν(Ω) êîíå÷íîìåðíû;2) HDCΣτ (Ω) ⊂ H1(Ω)3 è íîðìà ‖ · ‖DC ýêâèâàëåíòíà ‖ · ‖1,Ω íà HDCΣτ (Ω);3) rotHDCΣτ (Ω) = rotVΣτ (Ω) è ñïðàâåäëèâî îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå
L2(Ω)3 = ∇H1(Ω,Στ ) ⊕ rotHDCΣτ (Ω) ⊕HΣν (Ω); (6)4) ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé δ1=δ1(Ω,Στ )>0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖roth‖2 > δ1‖h‖2
1,Ω ∀h ∈ VΣτ (Ω). (7)Ñîãëàñíî [10, 12℄, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C0 =

C0(Ω), C1 = C1(Ω), β = β(Ω), δ0 = δ0(Ω) > 0 è γi = γi(Ω) > 0, i = 0, 1, òàêèå, ÷òî
‖Ψ‖Στ 6 C0‖Ψ‖1,Ω äëÿ âñåõ Ψ ∈ VΣτ (Ω). Êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(∇v,∇v) > δ0‖v‖2
1,Ω ∀v ∈ H1

0 (Ω)3, ‖rotH‖ 6 C1‖H‖1,Ω ∀H ∈ H1(Ω)3, (8)
sup

v∈H1
0 (Ω)3,v 6=0

−(divv, p)

‖v‖1,Ω
> β‖p‖ ∀p ∈ L2

0(Ω), (9)
|((u · ∇)v,w)| 6 γ0‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω‖w‖1,Ω ∀u,v,w ∈ H1

0 (Ω)3,

|(rotu × v,w)| 6 γ1‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω‖w‖1,Ω ∀u,v,w ∈ H1(Ω)3. (10)Ââåäåì ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Y = H1
0 (Ω)3×H1

m(Ω)3, X = H1
0(Ω)3 ×VΣτ (Ω)è Z = V × VΣτ (Ω), à òàêæå äâîéñòâåííûå ê X è Z ïðîñòðàíñòâà X∗ = H−1(Ω)3 ×

VΣτ (Ω)∗ è Z∗ = V ∗ × VΣτ (Ω)∗. Ïðîñòðàíñòâà Y , X è Z � ãèëüáåðòîâû ïî íîðìå
‖(u,H)‖X = (‖u‖2

1,Ω + æ‖H‖2
1,Ω)1/2. Çäåñü æ � ðàçìåðíûé ïàðàìåòð èç ïåðâîãîóðàâíåíèÿ â (2).Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå H1
0 (Ω)3 ×H1

m(Ω)3 �îðìó a(·, ·) �îðìóëîé
a((u,H), (v,Ψ)) := ν(∇u,∇v) + ν1(rotH, rotΨ), ν1 = æνm.Èç (7), (8) ñëåäóåò, ÷òî �îðìà a êîýðöèòèâíà íà X = H1

0 (Ω)3 × VΣτ (Ω), ïðè÷åì
a((v,Ψ), (v,Ψ)) > ν∗(‖v‖2

1,Ω + æ‖Ψ‖2
1,Ω) ∀(v,Ψ) ∈ X, ν∗ = min(δ0ν, δ1νm). (11)Ïðåäïîëîæèì â äîïîëíåíèå ê (i), (ii), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:(iii) f ∈ H−1(Ω)3, j ∈ L2(Ω)3;(iv) k ∈ L2

T (Στ )
3; q ∈ H1/2(Στ ), q ∈ H

1/2
T (Σν)

3;(v) ñóùåñòâóþò âåêòîðû H0 ∈ H1
m(Ω)3 ∩H0(rot,Ω) è E0 ∈ H0(rot,Ω) òàêèå, ÷òî

q = H0 · n|Στ , q = H0 × n|Σν , k = E0 × n|Στ , ïðè÷åì ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé CΣñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖H0‖1,Ω 6 CΣ(‖q‖H1/2(Στ ) + ‖q‖H1/2(Σν)3).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åòâåðêà (u,H, p,E) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1. Óìíî-æèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (1) íà v ∈ H1
0 (Ω)3, ïåðâîå óðàâíåíèå â (2) � íà rotΨ,

Ψ ∈ VΣτ (Ω), ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω, ïðèìåíèì �îðìóëû �ðèíà (4), (5) è ñëîæèì.Ïðèõîäèì ê ñëàáîé �îðìóëèðîâêå çàäà÷è 1. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òðîé-êè (u,H, p) ∈ H1
0 (Ω)3 ×H1

m(Ω)3 × L2
0(Ω) èç ñîîòíîøåíèé

a((u,v), (v,Ψ)) + ((u · ∇)u,v) − (div v, p) + æ(rotΨ × H,u)−
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−æ(rotH × H,v) = 〈F, (v,Ψ)〉 = 〈f ,v〉 + (ν1j + E0, rotΨ) ∀(v,Ψ) ∈ X, (12)

div u = 0 â Ω, H · n|Στ = q, H × n|Σν = q. (13)Óêàçàííóþ òðîéêó (u,H, p) íàçîâåì ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1. Èñïîëüçóÿ óñëî-âèÿ (iii), (iv), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F ∈ X∗, ïðè÷åì
‖F‖X∗ 6 M, M = ‖f‖−1,Ω + æ−1/2(C1ν1‖j‖ + C0‖k‖Στ ). (14)�àññìàòðèâàÿ ñóæåíèå òîæäåñòâà (12) íà Z = V × VΣτ (Ω), áóäåì èìåòü

a((u,v), (v,Ψ)) + ((u · ∇)u,v) + æ[(rotΨ × H,u) − (rotH × H,v)] =

= 〈F, (v,Ψ)〉 ∀(v,Ψ) ∈ Z. (15)Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ (15) íå ñîäåðæèò ïàðû (p,E), åå ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ïàðå
(u,H) ∈ H1

0 (Ω)3 × H1
m(Ω)3, óäîâëåòâîðÿþùåé (15), òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-ñòâî (12) è âñå óðàâíåíèÿ â (2). Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèÿ (9)äëÿ �îðìû −(div v, p), îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (6) ïðîñòðàíñòâà L2(Ω)3 è ñî-ñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ëåììû.Ëåììà 1. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i)�(v) (u,H) ∈ Y = H1

0 (Ω)3 ×
H1
m(Ω)3 � ðåøåíèå çàäà÷è (13), (15). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå �óíêöèè p ∈ L2

0(Ω)è E ∈ H0(rot,Ω), ÷òî E × n|Στ = k â L2
T (Στ )

3, òðîéêà (u,H, p) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûìðåøåíèåì çàäà÷è 1, à ÷åòâåðêà (u,H, p,E) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì â (2) ïî-÷òè âñþäó â Ω è ïåðâîìó óðàâíåíèþ â (1) â ñìûñëå îáîáùåííûõ �óíêöèé.Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿçàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (u,H) ∈ Y çàäà÷è (13), (15).Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1.Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(v). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîåðåøåíèå (u,H, p) çàäà÷è 1 è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:
‖u‖1,Ω 6 Mu ≡ (1/ν∗)M, ν∗ = min(δ0ν, δ1νm), (16)

‖H‖1,Ω 6 MH ≡ (1/ν∗
√

æ)M + CΣ(‖q‖1/2,Στ + ‖q‖1/2,Σν ), (17)
‖p‖ 6 Mp ≡ β−1[(ν + γ0Mu)Mu + æγ1M

2
H

+ ‖f‖−1,Ω]. (18)Çäåñü M , CΣ è β � êîíñòàíòû, ââåäåííûå â (14), óñëîâèè (v) è (9), ñîîòâåò-ñòâåííî. Åñëè �óíêöèè f , j,k,q è q ìàëû ëèáî �âÿçêîñòè� ν è νm âåëèêè â òîìñìûñëå, ÷òî γ0Mu +γ1(
√

æ/2)MH < δ0ν, γ1Mu +γ1(
√

æ/2)MH < δ1νm, ãäå δ0, δ1, γ0è γ1 � êîíñòàíòû, ââåäåííûå â (7), (8) è (10), òî ñëàáîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 [8℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 13-01-00313-à),Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (êîíòðàêò 14.Y26.31.0003).



38 Àëåêñååâ �.Â., Áðèçèöêèé �.Â.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñîëîííèêîâ Â.À. Î íåêîòîðûõ ñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ ìàãíèòíîé ãèäðîäè-íàìèêè // Òðóäû ìàòåì. èí-òà èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà. 1960. Ò. 59. Ñ. 174�187.[2℄ Àëåêñååâ �.Â. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðî-äèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // Ïðèêë. ìåõ. òåõí. �èç. 2003. Ò. 44. � 6.Ñ. 170�179.[3℄ Àëåêñååâ �.Â. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðî-äèíàìèêè // Äîêë. ÀÍ. 2004. Ò. 395. � 3. Ñ. 322�325.[4℄ Àëåêñååâ �.Â. �àçðåøèìîñòü çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ìàã-íèòíîé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè // Ñèá. ìàò. æóðí. 2004. Ò. 45. � 2.Ñ. 243�262.[5℄ S
hotzau D. Mixed �nite element methods for stationary in
ompressible magneto-hydrodynami
s // Numer. Math. 2004. V. 96. P. 771�800.[6℄ Àëåêñååâ �.Â., Áðèçèöêèé �.Â. �àçðåøèìîñòü ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñòà-öèîíàðíûõ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè // Äàëüíåâîñòî÷í. ìàòåì. æóðí.2002. � 3. C. 85�301.[7℄ Áðèçèöêèé �.Â., Òåðåøêî Ä.À. �àçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñòàöèîíàðíûõóðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïðè íåîäíîðîäíûõ ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõóñëîâèÿõ // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 2007. Ò. 43. � 2. Ñ. 239�250.[8℄ Alekseev G., Brizitskii R. Solvability of the boundary value problem for stationarymagnetohydrodynami
 equations under mixed boundary 
onditions for the magneti
�eld // Applied Mathemati
s Letters. 2014. V. 32. P. 13�18.[9℄ Fernandes P., Gilardi G. Magnetostati
 and ele
trostati
 problems in inhomogeneousanisotropi
 media with irregular boundary and mixed boundary 
onditions // Math.Mod. Meth. Appl. S
i. 1997. V. 7. � 7. P. 957�991.[10℄ Au
hmuty G. Au
hmuty, The main inequality of ve
tor �eld theory // Math. Modelingand Methods in Applied S
ien
es. 2004. V. 14. P. 79�103.[11℄ Au
hmuty G., Alexander J. S. Finite energy solutions of mixed 3d div-
url systems //Quarterly of Applied Mathemati
s. 2006. V. 64. P. 335�357.[12℄ Àëåêñååâ �.Â. Îïòèìèçàöèÿ â ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ òåïëîìàññîïåðåíîñà è ìàãíèò-íîé ãèäðîäèíàìèêè. Ì.: Íàó÷íûé ìèð, 2010. 412 ñ.Alekseev G.V., Brizitskii R.V. On solvability of the mixed boundary value problem forthe stationary magnetohydrodynami
 equations. The global solvability of the boundary valueproblem for the stationary magnetohydrodynami
 equations 
onsidered under inhomogeneousmixed boundary 
onditions for the magneti
 �eld and homogeneous Diri
hlet 
ondition forthe velo
ity is proved.



ÌÍÎ�ÎÑÅÒÎ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÄËß ÇÀÄÀ×�ÈÄ�Î�ÀÇÎÄÈÍÀÌÈÊÈÀíäðååâà Å.Ì., Êðóêèåð Ë.À., Ìóðàòîâà �.Â.Þæíî-�îññèéñêèé ðåãèîíàëüíûé öåíòð èí�îðìàòèçàöèè ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-äè��óçèè ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì.Ââåäåíèå. Ïðîöåññû ãèäðîãàçîäèíàìèêè êàê îáúåêò íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿèçâåñòíû â òå÷åíèå ìíîãèõ ñòîëåòèé. Â ñèëó ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè îíèïðî÷íî çàíèìàþò äîâîëüíî îáøèðíóþ íèøó ñðåäè äðóãèõ íàó÷íûõ çàäà÷. Îäíà-êî â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ëåò ñ�îðìèðîâàëñÿ îáîñîáëåííûéðàçäåë íàóêè � âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîãàçîäèíàìèêà (àíãë. Computational FluidDynami
s � CFD). CFD âîçíèêëà íà ñòûêå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è òåîðå-òè÷åñêîé ãèäðîìåõàíèêè. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå àêòóàëüíûå íàïðàâëåíèÿ,êàê ðàñ÷åò äâèæåíèé âÿçêîé æèäêîñòè, ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèé ãàçà ñ�èçèêî-õèìè÷åñêèìè ïðåâðàùåíèÿìè, èçó÷åíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí âðàçëè÷íûõ ñðåäàõ, ðåøåíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè íàëè÷èè èçëó÷åíèÿ è ïð.Áóðíîìó ðîñòó CFD-ðàñ÷åòîâ ñïîñîáñòâóþò ñîâåðøåíñòâîâàíèå êîìïüþòåð-íûõ òåõíîëîãèé, ñîçäàíèå óíèâåðñàëüíûõ, óäîáíûõ â èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììíûõCFD-êîìïëåêñîâ. Îäíàêî èññëåäîâàíèå íîâûõ ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çà-äà÷ CFD òàêæå ñîõðàíÿåò ñâîþ àêòóàëüíîñòü.Ôóíäàìåíòàëüíîé îñíîâîé áîëüøèíñòâà çàäà÷ CFD ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ëþáûå îäíî�àçíûå (ãàç èëè æèäêîñòü) ïîòîêè. Ñó-ùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ èñïîëüçîâà-íèåì ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèè [1, 2℄.Äðóãèì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì òèïîì óðàâíåíèé â çàäà÷àõ CFD ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèå êîíâåêöèè-äè��óçèè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ïîèñïîëüçîâàíèþ MGM äëÿ çàäà÷ CFD. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ðåøåíèþ çàäà÷êîíâåêöèè-äè��óçèè ñ ïðåîáëàäàþùåé êîíâåêöèåé.1. Îñíîâíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ MGM. Êàê èçâåñòíî, MGM ÿâëÿþòñÿ ý��åê-òèâíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, îáëàäàÿ íåóëó÷øàåìîéîöåíêîé ñõîäèìîñòè [3℄. Âïåðâûå ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí �. Ôåäî-ðåíêî äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå [4℄. Í. Áàõâàëîâ òåîðåòè÷å-ñêè îáîñíîâàë áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé äëÿ ïåðåìåííûõ êîý��èöèåíòîâ [5℄. Äàëååïîÿâèëñÿ ðÿä ïóáëèêàöèé, ðàçâèâàþùèõ èäåþ îáúåäèíåíèÿ äèñêðåòèçàöèè ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ãðóáûõ ñåòîê â èòåðàöèîííîé ñõåìå. Áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèÿì Õàê-áóøà [7, 10℄, Áðàíäòà [8℄, Òðîòòåíáåðãà [9℄ ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ïîëó÷èë øèðîêîåðàçâèòèå.Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå MGM âíåñëè ðîññèéñêèå ó÷åíûå �. Àñòðàõàíöåâ,Í. Áàõâàëîâ, �. Ôåäîðåíêî, Â. Øàéäóðîâ, ïîëó÷èâøèå â 2003 ãîäó ãîñóäàðñòâåí-íóþ ïðåìèþ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè çà öèêë �óíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî ñîçäàíèþâûñîêîý��åêòèâíûõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ øèðîêîãîêëàññà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.



40 Àíäðååâà Å.Ì., Êðóêèåð Ë.À., Ìóðàòîâà �.Â.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ ïî÷òè âî âñåõ îáëà-ñòÿõ, ãäå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøàþòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè [11℄.Åãî ý��åêòèâíîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåøèòüëèíåéíóþ ñèñòåìó N×N ñ âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè O(N). Àëãîðèòìè÷åñêóþîñíîâó ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñîñòàâëÿåò ïðèåì, îñíîâàííûé íà ñâîéñòâå íåêîòî-ðûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ñõîäèòüñÿ ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ,çàìåäëÿÿñü â äàëüíåéøåì. Ýòî ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò áûñòðîãî ïîäàâëåíèÿ âûñîêî-÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò íà÷àëüíîé îøèáêè â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó èç ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ, ò. å. ìåòîä áûñòðî ãàñèò âûñîêî÷àñòîòíûå ãàðìîíèêè îøèáêè, ÷òî ïîç-âîëÿåò çà íåñêîëüêî èòåðàöèé ñóùåñòâåííî ïîäàâèòü èõ âêëàä [12℄.2. MGM äëÿ çàäà÷ êîíâåêöèè-äè��óçèè. Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä øèðîêîèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíâåêöèè-äè��óçèè. Â [6℄ ïðåäñòàâëåíû ãè-áðèäíûå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû. Ìîäè�èêàöèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãîìåòîäà íà îñíîâå òåõíîëîãèè GPGPU ïðåäñòàâëåíà â [13℄. Ïîëó÷åííûé àëãîðèòìáûë óñïåøíî ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ ãèäðîìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè, áûëîïðåäñòàâëåíî ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäà çàäà÷ ìîäå-ëèðîâàíèÿ ïëàñòîâîé íå�òè.Â [14℄ ïðåäñòàâëåíû ìîäè�èêàöèè MGM ñ òðåóãîëüíûìè êîñîñèììåòðè÷íûìèñãëàæèâàòåëÿìè [15℄ äëÿ çàäà÷è êîíâåêöèè-äè��óçèèè ñ ïðåîáëàäàþùåé êîíâåê-öèåé. Ïðåäñòàâèì ïîäðîáíåå äàííûé àëãîðèòì MGM.�àññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ω = [0, 1] × [0, 1]:
1

2

2∑

k=1

(
vk(x)

∂u(x)

∂xk
+
∂ (vk(x)u(x))

∂xk

)
− 1

Pe

2∑

k=1

∂

∂xk

(
∂u(x)

∂xk

)
= f(x), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(1)ãäå x = (x1, x2), V = (v1, v2) � âåêòîð ñêîðîñòè, Pe � ÷èñëî Ïåêëå, f(x) � íåêî-òîðàÿ çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Ìû ñ÷èòàåì ñðåäó íåñæèìàåìîé div V = 0.Äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçóåì ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñöåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîëó÷àåì ñèñòåìóëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
Lu = f. (2)Ìàòðèöà L ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåñèììåòðè÷íîé, áåç äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ.Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó L â âèäå ñóììû åå ñèììåòðè÷íîé L0 è êîñîñèììåòðè÷íîé L1÷àñòåé:

L = L0 + L1,Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ìàòðèöà L äèññèïàòèâíà, ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî åå ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:
L∗

0 > 0,Â ìàòðè÷íîé íîðìå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖L0‖∗ << ‖L1‖∗ .Ìàòðèöà L1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà
L1 = Kl +Ku è Ku = −K∗

l ,



Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä äëÿ çàäà÷ ãèäðîãàçîäèíàìèêè 41ãäå Kl è Ku ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíå- è âåðõíåòðåóãîëüíûìè ÷àñòÿìèêîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû L1.Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2), ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü MGM, â êà-÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ òðåóãîëüíûé êîñîñèììåòðè÷íûé èòå-ðàöèîííûé ìåòîä (ÒÊÌ) [14℄.Èòåðàöèîííûé ìåòîä çàïèñûâàåòñÿ â êàíîíè÷åñêîì âèäå:
B
uk+1 − uk

τ
+ Luk = f, k = 0, 1, 2, . . . . (3)Äëÿ ìåòîäà ÒÊÌ îïåðàòîð B ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B = E + 2τKl èëè B = E + 2τKu, (4)äëÿ ÒÊÌ1:
B = αE + 2Kl èëè B = αE + 2Ku, (5)äëÿ ÒÊÌ2:
B = αiE + 2Kℓ èëè B = αiE + 2Ku, (6)ãäå τ � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Ïàðàìåòðû ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà αi, α > 0 ïîëó-÷àåì ïîä �îðìóëàì:

α = ‖M‖ , αi =

n∑

j=0

|mij |, i = 0, 1, . . . , n,ãäå M = L0 + Ku − Kl, M = {mij}n0 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, n � ðàçìåðíîñòüìàòðèöû L.Ìåòîäû ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà áûñòðî ïîäàâëÿþò âûñîêî÷àñòîòíûå êîìïî-íåíòû îøèáêè. Ýòî íåîáõîäèìîå ñâîéñòâî äëÿ ñãëàæèâàòåëÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìå-òîäà [16℄.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ òðåóãîëüíûìè ñãëàæèâàòå-ëÿìè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2. �àññìîòðåíû ÷åòûðå òèïà çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìèïîëÿìè ñêîðîñòåé, ïðåäñòàâëåíûìè â òàáëèöå 1 äëÿ ðàçíûõ ÷èñåë Ïåêëå: Pe = 10,100, 1000, 10000. Ñèìâîë D îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷å ìåòîä íå ñõîäèòñÿ.Òàáëèöà 1 � Ïîëÿ ñêîðîñòåé äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷Çàäà÷à N v1 v21 1 −12 1 − 2x 2y − 13 x+ y x− y4 sin 2πx −2πy cos 2πx×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìîäè�èêàöèéìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíâåêöèè-äè��óçèè ñ ïðåîáëàäàþùåéêîíâåêöèåé.



42 Àíäðååâà Å.Ì., Êðóêèåð Ë.À., Ìóðàòîâà �.Â.Òàáëèöà 2 � ×èñëî èòåðàöèé MGM è âðåìÿ ðàñ÷åòà íà ñåòêå 32 × 32

Pe MGM MGM MGM MGM(Ìåòîä κ= Peh|v|/2Çåéäåëÿ) (ÒÊÌ) (ÒÊÌ1) (ÒÊÌ2)Çàäà÷à 1: v1(x) = 1 v2(x) = −1
10 13 35 30 30 0,009765
100 63 7 5 5 0,097656
1000 D 13 9 9 0,976562
10000 D 78 58 58 9,765625Çàäà÷à 2: v1(x) = 1 − 2x1 v2(x) = 2x2 − 1

10 22 72 53 50 0,009765
100 18 24 19 14 0,097656
1000 D 16 12 6 0,976562
10000 D 59 51 32 9,765625Çàäà÷à 3: v1(x) = x1 + x2 v2(x) = x1 − x2

10 16 43 35 34 0,019531
100 23 9 7 5 0,195312
1000 D 17 12 8 1,953125
10000 D 74 55 36 19,53125Çàäà÷à 4: v1(x) = sin 2πx1 v2(x) = −2πx2 cos 2πx1

10 17 39 32 27 0,061359
100 D 16 12 7 0,613592
1000 D 29 22 10 6,135923
10000 D 193 159 57 61,35923Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøå-íèÿ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-äè��óçèè ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì. �àññìîòðåíà ìîäè-�èêàöèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíâåêöèè-äè��óçèèè ñ ïðå-îáëàäàþùåé êîíâåêöèåé, ãäå â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëåé èñïîëüçóþòñÿ òðåóãîëüíûåêîñîñèììåòðè÷íûå ìåòîäû. Ïðîâåäåííûå òåîðåòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå èññëåäîâà-íèÿ ïîêàçûâàþò ý��åêòèâíîñòü äàííîé ìîäè�èêàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷.
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂ ÑËÓ×ÀÅ ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÎ-ÓÏ�Ó�Î�ÎÑÏËÎØÍÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�ÀÀíî�ðèêîâà Í.Ñ., Ñåðãååâà Í.Â.Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. �. ×åðíûøåâñêîãî�àññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íûé ñïëîøíîé êðóãîâîé öèëèíäð, âûïîëíåííûé èç íàñëåä-ñòâåííî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè �à-áîòíîâà. Ïðè èçó÷åíèè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà òåõ ìîä, êîòîðûåïðè èñïîëüçîâàíèè ïîòåíöèàëüíîé �îðìû ðåøåíèÿ èçìåíÿþòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çà-êîíó. Äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è âûâåäåíû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûåðåøåíû ÷èñëåííî. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòà-òàìè äðóãèõ àâòîðîâ äëÿ óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ñëó÷àåâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèåíàñëåäñòâåííûõ �àêòîðîâ íà ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ âîëíâ áåñêîíå÷íîì ñïëîøíîì êðóãîâîì íàñëåäñòâåííî-óïðóãîì öèëèíäðå ðàäèóñà Râ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äèíàìè÷åñêîå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàí-íîå ñîñòîÿíèå öèëèíäðà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ è ïå-ðåìåùåíèÿõ, çàïèñàííûìè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è óðàâíåíèÿìèñîñòîÿíèÿ äëÿ íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà


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Ẽ

(
ur +

∂uϕ
∂ϕ

)
= σϕϕ − ν̃(σrr + σzz),

Ẽ
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= (1 + ν̃) σϕz,

(1)
ãäå σrr, σrϕ, σrz, σϕϕ, σϕz, σzz � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ur, uϕ, uz �êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, t � âðåìÿ, Ẽ, ν̃ �èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè

Ẽ = E(1 − Γ∗), ν̃ = ν +
1 − 2ν

2
Γ∗,

Γ∗f(t) = k
∫ t
−∞Ý− 1

2
(−β, t− τ)f(τ)dτ,

(2)
E, ν � ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà, k, β �ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà.



×èñëåííûé àíàëèç äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé 45Â êà÷åñòâå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà áóäåì èñïîëüçîâàòü äðîáíî-ýêñïî-íåíöèàëüíóþ �óíêöèþ �àáîòíîâà [1℄Ý− 1
2
(−β, t) = (t)−

1
2

∞∑

n=0

(−β)n(t)
n
2�(n + 1

2

) ,ãäå �(n) =
∫∞
0
yn−1 exp(−y)dy � ãàììà-�óíêöèÿ.Ïðè èçó÷åíèè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé áóäåì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà òåõ ìîä, êî-òîðûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîòåíöèàëüíîé �îðìû ðåøåíèÿ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíèïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, óðàâíåíèÿìñîñòîÿíèÿ (1) è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè.�åøåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé u áóäåì èñêàòü â âèäå

u =
(
gradÔ + rotH) exp (iωt) , (3)ãäå Ô, H � ïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè, ω � ÷àñòîòà.Ñ ó÷åòîì (2) è (3) óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü, çàìåíèâ Ẽ íà

EEF , à ν̃ � íà νF , ãäå
EF = 1 − k

β +
√
iω
, νF = ν +

1 − 2ν

2

k
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√
iω
.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå
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r

R
, ζ =

z

R
, t∗ =

tc2
R

(4)è áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû
u∗α =

uα
R
, σ∗

αγ =
σαγ
E
, β∗ =

√
R

c2
β, k∗ =

√
R

c2
k, ω∗ =

R

c2
ω, (5)ãäå c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
, α, γ = r, ϕ, z. Â äàëüíåéøåì çâåçäî÷êè îïóñêàåì.Âûðàæàÿ íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿè ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñ ó÷åòîì (4) è (5), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ

▽2u+
(
k−2
F − 1

)
grad div u− Ω2u = 0, (6)ãäå

k−2
F =

2 − 2νF

1 − 2νF
, Ω2 = ω2 1 + νF

2(1 + ν)EF
.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ξ = 1 èìåþò âèä

σrr = σrϕ = σrz = 0. (7)



46 Àíî�ðèêîâà Í.Ñ., Ñåðãååâà Í.Â.2. Âûâîä äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé. �àññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà-÷ó. Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è èçãèáà öèëèíäðàïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè Ô è H ìîæíî âçÿòü â âèäåÔ = f(ξ) exp(iχ̃ζ),Hϕ = qϕ(ξ) exp(iχ̃ζ), Hr = Hz = 0,
(8)ãäå iχ̃ = −δ− iχ, χ � âîëíîâîå ÷èñëî; δ > 0 � êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ, îïðåäåëÿ-þùèé óáûâàíèå àìïëèòóäû âîëíû ñ óâåëè÷åíèåì êîîðäèíàòû ζ , à â ñëó÷àå çàäà÷èêðó÷åíèÿ Hz = qz(ξ) exp(iχ̃ζ), Ô = Hr = Hϕ = 0. (9)Ïîëó÷èì ñíà÷àëà äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿè èçãèáà. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (8) â (6), áóäåì èìåòü äëÿ �óíêöèé f(ξ) è qϕ(ξ)ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

f
′′
(ξ)

a2
+
f

′
(ξ)

a2ξ
+ f(ξ) = 0,

q
′′

ϕ(ξ)

b2
+
q
′

ϕ(ξ)

b2ξ
−
(

1

ξ2b2
− 1

)
qϕ(ξ) = 0,ãäå a2 = k2

FΩ2 − χ̃2, b2 = Ω2 − χ̃2.Ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñïëîøíîãî öèëèíäðà èìåþò ñëåäóþùèåðåøåíèÿ:
f(ξ) = A1J0(aξ), qϕ(ξ) = A2J1(bξ), (10)ãäå Jn(•) � �óíêöèè Áåññåëÿ n-ãî ïîðÿäêà, A1, A2 � íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå.Óäîâëåòâîðÿÿ îáùåå ðåøåíèå (10) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (7), ïîëó÷èì äèñïåð-ñèîííîå óðàâíåíèå

(
Ω2 − 2χ̃2

)2
J0(a)J1(b) + 4χ̃2abJ0(b)J1(a) − 2Ω2aJ1(a)J0(b) = 0. (11)Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (9) äëÿ �óíêöèé Ô è H è ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷íûåðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì â ñëó÷àå çàäà÷è êðó÷åíèÿ ñïëîøíîãî öèëèíäðà äèñïåðñè-îííîå óðàâíåíèå

bJ0(b) − 2J1(b) = 0. (12)3. Àíàëèç äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé è èõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ôîð-ìàëüíî äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ (11) è (12) èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è ñîîòâåòñòâó-þùèå äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ óïðóãîãî ñïëîøíîãî öèëèíäðà [2℄, íî, â îò-ëè÷èå îò ïîñëåäíèõ, ëåâàÿ ÷àñòü êàæäîãî èç óðàâíåíèé â íàñëåäñòâåííî-óïðóãîìñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-çíà÷íîé �óíêöèåé.Äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ (11) è (12) áûëè ðåøåíû ÷èñëåííî ìåòîäîì ïðîäîë-æåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [3℄.Íà ðèñóíêàõ 1�6 ïðèâåäåíû ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè
(ω, χ) è (ω, δ) äëÿ ñëó÷àÿ ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è èçãèáà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèéïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà. Çíàê ¾+¿ íàä íîìåðîì âåòêè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì
δ < 0, à çíàê ¾�¿ � çíà÷åíèÿì δ > 0.
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�èñóíîê 1 � Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðè-âûõ íà ïëîñêîñòü (ω, χ) ïðè k = 0.53, β = 1
�èñóíîê 2 � Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðè-âûõ íà ïëîñêîñòü (ω, δ) ïðè k = 0.53, β = 1

�èñóíîê 3 � Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðè-âûõ íà ïëîñêîñòü (ω, χ) ïðè k = 0.53, β = 10
�èñóíîê 4 � Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðè-âûõ íà ïëîñêîñòü (ω, δ) ïðè k = 0.53, β = 10

�èñóíîê 5 � Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðè-âûõ íà ïëîñêîñòü (ω, χ) ïðè k = 0.05, β = 1
�èñóíîê 6 � Ïðîåêöèè äèñïåðñèîííûõ êðè-âûõ íà ïëîñêîñòü (ω, δ) ïðè k = 0.05, β = 1Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è êðó÷åíèÿ.Àíàëèç äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé è èõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò ñäåëàòüñëåäóþùèå âûâîäû:1) ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïðè çàìåíå χ̃ íà −χ̃;



48 Àíî�ðèêîâà Í.Ñ., Ñåðãååâà Í.Â.2) ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå k è (èëè) ìåíüøå çíà÷åíèå β, òåì ðàíüøå è áîëüøåíà÷èíàþò ðàñõîäèòüñÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîéìíèìîé ÷àñòüþ χ̃;3) ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé k è (èëè) ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé β ïîâåäåíèåäèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ñòðåìèòüñÿ ê óïðóãîìó ñëó÷àþ [2℄;4) äèñïåðñèîííûå êðèâûå íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùèåäåéñòâèòåëüíûì âåòâÿì óïðóãîãî ñïåêòðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ñ ïîëîæèòåëü-íîé ìíèìîé ÷àñòüþ χ̃, ÷òî îïðåäåëÿåò çàòóõàíèå ðåøåíèå ïî êîîðäèíàòå;5) äëÿ íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ñïåêòðà òåðÿåò ñìûñë ïîíÿòèå ÷àñòîòû çàïèðà-íèÿ, òàê êàê χ̃ = 0 è ω > 0 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé;6) â îêðåñòíîñòÿõ ÷àñòîò çàïèðàíèÿ óïðóãî ñïåêòðà âåòâè íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ñïåêòðà èìåþò íàèáîëüøóþ êðèâèçíó. Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé k, êàê èóìåíüøåíèå çíà÷åíèé β, âåäåò ê ñãëàæèâàíèþ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ â ýòèõ îá-ëàñòÿõ. Òàêèì îáðàçîì, óïðóãèé ñïåêòð ïðèáëèæåííî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêàñèìïòîòè÷åñêèé äëÿ íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî ïðè k → 0, β ≫ 1.Â çàêëþ÷åíèè çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñó-þòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ðàáîòàõ [2, 4℄.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àáîòíîâ Þ.È. Ýëåìåíòû íàñëåäñòâåííîé ìåõàíèêè òâåðäûõ òåë. Ì.: Íàóêà, 1977.384 ñ.[2℄ �ðèí÷åíêî Â. Ò., Ìåëåøêî Â. Â. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ.Êèåâ: Íàóê. Äóìêà, 1981. 284 ñ.[3℄ Áàðûøåâ À.À., Ëûñóíêèíà Þ.Â. Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïîïàðàìåòðó ê àíàëèçó äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå Mathemati
a // Ìàòå-ìàòèêà. Ìåõàíèêà: ñá. íàó÷í. òð. Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2013. Âûï. 15.Ñ. 108�111.[4℄ ×åðâèíêî Î.Ï., Ñåí÷åíêîâ È.Ê. �àðìîíè÷åñêèå âîëíû â ñëîå è áåñêîíå÷íîì öèëèí-äðå // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1986. Ò. 22. � 12. C. 31�37.Anofrikova N. S, Sergeeva N.V. The numeri
al analysis of the dispersion equationsin the 
ase of the vis
oelasti
 entire 
ylinder . The in�nite entire 
ir
ular 
ylinder madeof vis
oelasti
 material is 
onsidered. The properties of the material are des
ribed by theRabotnov's model. Free vibrations are studied. The properties of the modes whi
h 
hangea

ording to the harmoni
 law are investigated. In this 
ase the potential form of the solutionis used. The dispersion equations are derived for the 
ase of the axisymmetri
 problem. Thenumeri
al solutions of dispersion equations are obtained. The obtained results are 
omparedwith the results of the other authors for elasti
 and vis
oelasti
 
ases. The in�uen
e of vis
osityfa
tors on the behavior of the dispersion 
urves is analysed.



Ê�ÎÌÎ×ÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÏËÀÑÒÈÍÀÕÀðäàçèøâèëè �.Â., Âèëüäå Ì.Â., Êîññîâè÷ Ë.Þ.Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. �. ×åðíûøåâñêîãîÈññëåäóþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü êðîìêè ïëàñòèíû(êðîìî÷íûå âîëíû). Íà ëèöåâûõ ñòîðîíàõ ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ,ëèáî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æ¼ñòêîãî çàùåìëåíèÿ. Íà òîðöå ñòàâÿòñÿ ñìåøàííûå ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ, ëèáî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ñèììåòðè÷íûõè àíòèñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû èñïîëüçóþòñÿ òð¼õìåðíûå óðàâíåíèÿ òåîðèèóïðóãîñòè. Äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöå ïðîâåä¼í àñèìïòîòè÷å-ñêèé àíàëèç êðîìî÷íûõ âîëí âûñøåãî ïîðÿäêà, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â ñëó÷àå ñìåøàííûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöå �àçîâàÿ ñêîðîñòü èññëåäóåìûõ âîëí ñòðåìèòñÿ ëèáî ê ñêî-ðîñòè âîëíû �ýëåÿ, ëèáî ê ñêîðîñòè âîëíû ñäâèãà.Ââåäåíèå. Êðîìî÷íûìè âîëíàìè â [1℄ íàçâàíû ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, ðàñïðî-ñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü ñâîáîäíîé êðîìêè ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû. Äî ïîñëåäíåãîâðåìåíè ýòè âîëíû, êàê ïðàâèëî, èçó÷àëèñü íà îñíîâå òåõ èëè èíûõ äâóìåðíûõòåîðèé ïëàñòèí. Äâóìåðíûå òåîðèè ïëàñòèí îïèñûâàþò òîëüêî ïåðâóþ, èëè �óí-äàìåíòàëüíóþ, êðîìî÷íóþ âîëíó â äëèííîâîëíîâîì äèàïàçîíå. Åñëè ïðèìåíèòüäëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ïëàñòèíû òðåõìåðíóþ òåîðèþ óïðóãîñòè, òî îêàæåòñÿ,÷òî êðîìå ýòîé âîëíû ñóùåñòâóþò äðóãèå êðîìî÷íûå âîëíû, êîòîðûå ìîæíî íà-çâàòü êðîìî÷íûìè âîëíàìè âûñøåãî ïîðÿäêà. Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè òàêèå âîë-íû áûëè ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åíû. Â ðàáîòàõ [2, 3℄ ðàññìîòðåíû êðîìî÷íûå âîëíûâ ïëàñòèíå ñî ñâîáîäíûìè ëèáî æåñòêî çàùåìëåííûìè ëèöåâûìè ïîâåðõíîñòÿìèäëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû ñ òîðöîì, ñâîáîäíûì îò íàïðÿæå-íèé. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èññëå-äîâàíèè êðîìî÷íûõ âîëí â ïëàñòèíàõ ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ è òîðöå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ óïðóãîé ïëà-ñòèíû, çàíèìàþùåé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, z) îáëàñòü 0 6 x <∞, |y|6 h,
−∞ < z < ∞. Äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ïëàñòèíû ïðèìåíèì òð¼õìåðíûå óðàâ-íåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè. Íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿñâîáîäíîãî êðàÿ, ëèáî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æ¼ñòêîé çàäåëêè. Ïðè x = 0 ïîñòàâèìîäíî èç ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

σx = σxy = σxz = 0, (1)
σx = uy = σxz = 0, (2)
σx = σxy = uz = 0. (3)�àññìîòðèì îòäåëüíî êàæäûé âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöå.



50 Àðäàçèøâèëè �.Â., Âèëüäå Ì.Â., Êîññîâè÷ Ë.Þ.Òîðåö ñâîáîäåí îò íàïðÿæåíèéÔóíäàìåíòàëüíûå êðîìî÷íûå âîëíû ïðè äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïîäðîá-íî èññëåäîâàíû â [3℄.Äëÿ êðîìî÷íûõ âîëí âûñøåãî ïîðÿäêà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè-êè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè s→ ∞:
ω(∞)
n = c

√

s2 +

(
n+

1

2

)2 (4)â ñëó÷àå æ¼ñòêî çàùåìë¼ííûõ ëèöåâûõ ñòîðîí, ãäå n�íîìåð êðîìî÷íîé âîëíûâûñøåãî ïîðÿäêà, c� ñêîðîñòü âîëíû �ýëåÿ.Â ñëó÷àå ëèöåâûõ ñòîðîí ñâîáîäíûõ îò íàïðÿæåíèÿ, äàííûé âèä ãðàíè÷íûõóñëîâèé íà òîðöå ïîäðîáíî èññëåäîâàí â ðàáîòå [4℄. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû äèñ-ïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ êðîìî÷íûõ âîëí âûñøåãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå æ¼ñòêî çàùåì-ë¼ííûõ ëèöåâûõ ñòîðîí: ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû àñèìïòîòèêè (4), òîëñòîéñïëîøíîé � ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, òîíêîé ñïëîøíîé � ÷àñòîòû çàïèðà-íèÿ.
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�èñóíîê 1 � Äèñïåðñèîííûå êðèâûå â ñëó÷àå æ¼ñòêî çàùåìë¼ííûõ ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåéè òîðöà ñâîáîäíîãî îò íàïðÿæåíèéÍà òîðöå ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) èëè (3)Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) ñó-ùåñòâóåò �óíäàìåíòàëüíàÿ êðîìî÷íàÿ âîëíà. Å¼ äèñïåðñèîííûå êðèâûå ïðåäñòàâ-ëåíû íà ðèñóíêå 2. Òîíêèìè ëèíèÿìè ïðåäñòàâëåíà ñêîðîñòü êëàññè÷åñêîé âîë-íû �ýëåÿ, òîëñòûìè � äèñïåðñèîííûå êðèâûå �óíäàìåíòàëüíûõ êðîìî÷íûõ âîëí,ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Ïðè äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íàòîðöå ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííîé êðèâîé �óíäàìåíòàëüíîé êðîìî÷íîé âîëíû êà÷å-ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ àíàëîãè÷íîé êðèâîé â ñëó÷àå òîðöà ñâîáîäíîãîîò íàïðÿæåíèé. Ñ ðîñòîì âîëíîâîãî ÷èñëà �àçîâàÿ ñêîðîñòü ýòîé âîëíû ñòðåìèò-ñÿ íå ê ñêîðîñòè óãëîâîé âîëíû, à ê íåêîòîðîé äðóãîé âåëè÷èíå, íå ñîâïàäàþùåé



Êðîìî÷íûå âîëíû â ïëàñòèíàõ 51òàêæå ñî ñêîðîñòüþ êëàññè÷åñêîé âîëíû �ýëåÿ. Êðîìå �óíäàìåíòàëüíîé âîëíûâ ïëàñòèíå ñ äàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâóþò è êðîìî÷íûå âîëíûâûñøåãî ïîðÿäêà.
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�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ �óíäàìåíòàëüíîé âîëíû îò êîý��è-öèåíòà ÏóàññîíàÂ ðåçóëüòàòå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà, àíàëîãè÷íîãî îïèñàííîìó â ðàáîòå [3℄,áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êðîìî÷íûõ âîëí âûñ-øåãî ïîðÿäêà ïðè s→ ∞:
ω(∞)
n = c

√
s2 + n2 (5)â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ è æ¼ñòêî çàùåìë¼ííûõ ëèöåâûõ ñòîðîí, ãäå n�íîìåð êðî-ìî÷íîé âîëíû âûñøåãî ïîðÿäêà, c�êîðåíü äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ:

(2 − c2)(2 sin2 α− c2) + c2 cos2 α− 4
√

1 − κ2c2
√

1 − c2 sin2 α = 0, (6)ãäå α�óãîë ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Óãîë α ñâÿçàí ñ íîìåðîì êðîìî÷íîé âîëíûâûñøåãî ïîðÿäêà ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: tg(α) = s/n.Äëÿ ïîäòâåðæåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ. Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ïî ìîäàì,ïîäðîáíî îïèñàí â [3℄. Íà ðèñóíêå 3,à è 3,á ïðèâåäåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿêðîìî÷íûõ âîëí âûñøåãî ïîðÿäêà: òîëñòîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû àñèìï-òîòèêè (5), òîëñòîé ñïëîøíîé � ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, òîíêîé ñïëîø-íîé � ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ.Äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) àñèìïòîòèêè èìåþò âèä
ω(∞)
n = c

√

s2 +

(
n +

1

2

)2

, (7)ãäå c � êîðåíü äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (6), â êîòîðîì âûïîëíåíà çàìåíà
sin −→ cos, cos −→ sin.
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á�èñóíîê 3 � Äèñïåðñèîííûå êðèâûå êðîìî÷íûõ âîëí âûñøåãî ïîðÿäêà: à� òîðåö ñâîáî-äåí îò íàïðÿæåíèé, á� òîðåö æ¼ñòêî çàùåìë¼í

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 s

ω
k

s

1

23

4

à 0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 s

ω
k

s1
2

3

4

á�èñóíîê 4 � Äèñïåðñèîííûå êðèâûå êðîìî÷íûõ âîëí âûñøåãî ïîðÿäêà: à� òîðåö ñâîáî-äåí îò íàïðÿæåíèé, á� òîðåö æ¼ñòêî çàùåìë¼í�ðà�èêè, àíàëîãè÷íûå èçáðàæåííûì íà ðèñóíêàõ 3,à è 3,á, ïðåäñòàâëåíû íàðèñóíêå 4.Çàêëþ÷åíèå. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîêàçàëî íà-ëè÷èå â ïëàñòèíå ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà òîðöå è ëèöåâûõ ïîâåðõ-íîñòÿõ êàê �óíäàìåíòàëüíûõ êðîìî÷íûõ âîëí, òàê è áåñêîíå÷íîãî ñ÷åòíîãî ìíî-æåñòâà êðîìî÷íûõ âîëí âûñøåãî ïîðÿäêà. Èññëåäîâàíî íàëè÷èå ëèáî îòñóòñòâèå�óíäàìåíòàëüíûõ êðîìî÷íûõ âîëí â çàâèñèìîñòè îò âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Îòìå÷åíî îñîáîå ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ �óíäàìåíòàëüíîé êðîìî÷íîéâîëíû â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé è ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèéíà òîðöå. �àññìîòðåíî âëèÿíèå ÷àñòîò çàïèðàíèÿ íà ïîâåäåíèå êðîìî÷íûõ âîëíâûñøåãî ïîðÿäêà: ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ ïëîñêèõ ìîä ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ íåðå-ãóëÿðíîñòåé è ðàçðûâîâ. Ýòî ÿâëåíèå îáúÿñíÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ïîâåðõíîñò-íîé âîëíû è òîëùèííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ òîðöà ñâîáîäíîãî îò íàïðÿæåíèé



Êðîìî÷íûå âîëíû â ïëàñòèíàõ 53ðàññìîòðåíû àíòèñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû, íå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ ðà-íåå. Äëÿ ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöå ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêè äèñïåð-ñèîííûõ çàâèñèìîñòåé, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â êîðîòêîâîëíîâîì ïðåäåëå �àçîâûåñêîðîñòè âñåõ îáíàðóæåííûõ âîëí ñòðåìÿòñÿ ëèáî ê ñêîðîñòè âîëíû �ýëåÿ, ëèáîê ñêîðîñòè âîëíû ñäâèãà, â çàâèñèìîñòè îò âèäà ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèéíà òîðöå.
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.Lond. A. 2008. � 464. Ñ. 301�318.[3℄ Âèëüäå Ì.Â., Êàïëóíîâ Þ.Ä., Êîññîâè÷ Ë.Þ. Êðàåâûå è èíòåð�åéñíûå ðåçîíàíñ-íûå ÿâëåíèÿ â óïðóãèõ òåëàõ // Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010. 280 ñ.[4℄ Àðäàçèøâèëè �.Â., Âèëüäå Ì.Â., Êîññîâè÷ Ë.Þ. Àíòèñèììåòðè÷íûå êðîìî÷íûåâîëíû âûñøåãî ïîðÿäêà â ïëàñòèíàõ // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìà-òèêà. Ìåõàíèêà. Èí�îðìàòèêà. 2013. � 13. Ñ. 50�56.Ardazishvili R.V, Wilde M.V, Kossovi
h L.Yu. Edge Waves in Plates. This paperis 
on
erned with the propagation of surfa
e waves lo
alized near the edge of plate (edgewaves). Symmetri
 and antisymmetri
 waves in a plate with free or �xed fa
es and free ormixed boundary 
onditions on the front edge are 
onsidered. To study higher order edge wavesthree-dimensional equations of theory of elasti
ity are used. For di�erent types of boundary
onditions on the front edge asymptoti
 analysis of higher order edge waves is performed. Thisanalysis shows that in 
ase of mixed boundary 
onditions on the front edge phase velo
ities ofall higher order edge waves tend to the velo
ities of Rayleigh wave or shear wave dependingon the boundary 
onditions.



ÀÍÀËÈÇ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÉ È ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÛÕ �ÅÆÈÌÎÂÑÈËÜÍÎ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÂÈÁ�ÎÓÄÀ�ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛÁàæåíîâ Â.À., Ïîãîðåëîâà Î.Ñ., Ïîñòíèêîâà Ò. �.Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðûÂ ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ äâóõìàññîâîé âèáðî-óäàðíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çîíû íåóñòîé÷èâîñòè è òî÷êè áè�óðêàöèèîïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå òåîðèè Ôëîêå ïî çíà÷åíèÿì ìóëüòèïëèêàòîðîâ � ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè íàõîäèòñÿ ïî õîäó ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðå-øåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Çíà÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, âûõîäÿùèõ çà ïåðåäåëû åäèíè÷íîãîêðóãà, îïðåäåëÿþò òèï áè�óðêàöèîííîé òî÷êè. Â çîíàõ íåóñòîé÷èâîñòè ïðÿìûì ÷èñ-ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì íàéäåíû êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû, ðåàëèçóåìûå â ñèñòåìå ïðèñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.1. Ââåäåíèå. Èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèëüíî íåëèíåéíûõ âèáðî-óäàðíûõ ñèñòåì (ÂÓÑ) â ðàçíûõ óñëîâèÿõ �óíêöèîíèðîâàíèÿ, ðåæèìîâ êîëåáàíèéè èõ óñòîé÷èâîñòè, áè�óðêàöèé è âåòâëåíèÿ, ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷å-ñêèõ êîëåáàíèé, ¾ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ¿ è äðóãèõ ñïåöè�è÷åñêèõ îñîáåííîñòåéâèáðîóäàðíîãî äâèæåíèÿ îòâå÷àåò ïîòðåáíîñòÿì ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è òåõíèêèè â ñèëó ýòîãî âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ òàêèìïðîáëåìàì ïîñâÿùàåòñÿ âñå áîëüøåå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé, ñòàòåé, ìîíîãðà-�èé, êîí�åðåíöèé è ñèìïîçèóìîâ [1�3℄.
�èñóíîê 1 � Ñõåìà ÂÓÑ

Ñèëüíàÿ íåëèíåéíîñòü ÂÓÑ îáóñëîâëèâàåòñÿ, â ïåð-âóþ î÷åðåäü, ìíîãîêðàòíûì èçìåíåíèåì èõ ñòðóêòóðûçà ñ÷åò ïîâòîðÿþùèõñÿ ñîóäàðåíèé ýëåìåíòîâ. Ìîäåëè-ðîâàíèå óäàðà íåëèíåéíîé ñèëîé êîíòàêòíîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ òàêæå äîáàâëÿåò íåëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíå-íèÿ äâèæåíèÿ. �åøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÂÓÑ ìåòîäîì ïðî-äîëæåíèÿ òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, à èìåííî ïðîäîë-æåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â ñîâîêóïíîñòè ñ ìåòîäîì ñòðåëüáû äàåò âîçìîæ-íîñòü ñðàçó æå íàõîäèòü çîíû íåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. ×èñëåííûå ìåòîäû ïðî-äîëæåíèÿ èçâåñòíû äàâíî. �àçðàáîòàííûå íà èõ îñíîâå ìåòîäèêè è softwares äîñòà-òî÷íî øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé [4�8℄. Îäíàêî, íàëè÷èå ïîâòîðÿþùèõñÿ óäàðîâ ïðè äâèæåíèè ÂÓÑ çíà-÷èòåëüíî îñëîæíÿåò ïðîáëåìó. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿïî ïàðàìåòðó îãðàíè÷èâàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì ðàáîò (ñì., íàïðè-ìåð [9, 10℄).2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèåäâóõìàññîâîé ÂÓÑ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñîñòîÿùåé èç îñíîâíîãî (m1)è ïðèñîåäèíåííîãî (m2) òåë, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûìè óïðóãèìè ïðó-æèíàìè è äåìï�åðàìè (ðèñóíîê 1). Îñíîâíîå òåëî ïîäâåðæåíî äåéñòâèþ ïåðèî-äè÷åñêîé âíåøíåé íàãðóçêè F (t) = F0 cos(ωt+ ϕ).



Àíàëèç áè�óðêàöèé è êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ÂÓÑ 55Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÂÓÑ èìåþò âèä:
ẍ1 = −2ξ1ω1(ẋ1 − ẋ2) − ω2

1(x1 − x2 −D) +
1

m1
Fcon(x2 − x1),

ẍ2 = −2ξ2ω2ẋ2 − ω2
2x2 − 2ξ1ω1χ(ẋ2 − ẋ1)−

− ω2
1χ(x2 − x1 +D) +

1

m2

[F (t) − Fcon(x2 − x1)],

(1)
ãäå ω1 =

√
k1

m1
, ω2 =

√
k2

m2
; ξ1 =

c1
2m1ω1

, ξ2 =
c2

2m2ω2
; χ =

m2

m1
; Fcon(x2 − x1) � ñèëàêîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ìîäåëèðóþùàÿ óäàð è äåéñòâóþùàÿ, åñòåñòâåííî,ëèøü âî âðåìÿ óäàðà. Çà íà÷àëî êîîðäèíàòû x âûáèðàåòñÿ öåíòð ìàññ îñíîâíîãîòåëà â òîì ïîëîæåíèè, êîãäà âñå ïðóæèíû íàõîäÿòñÿ â íåäå�îðìèðîâàííîì ñî-ñòîÿíèè, ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì D. Íà÷àëüíûåóñëîâèÿ çàäà÷è òàêîâû: x1(0) = 0, x2(0) = D, ẋ1 = 0, ẋ2 = 0.Ñîóäàðåíèÿ òåë ïðåäïîëàãàþòñÿ óïðóãèìè, íèçêîñêîðîñòíûìè, êîëëèíåàðíû-ìè, áåç òðåíèÿ, ïîâåðõíîñòè òåë â çîíå êîíòàêòà êðèâîëèíåéíûå. Ïðè òàêèõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ óäàð äîñòàòî÷íî óäà÷íî ìîäåëèðóåòñÿ íåëèíåéíîé ñèëîé êîíòàêòíî-ãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà áàçå êâàçèñòàòè÷åñêîé òåîðèè �åðöà [11�13℄, ó÷èòûâàþùåéëèøü ëîêàëüíûå äå�îðìàöèè ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë â çîíå êîíòàêòà:

Fcon(x2 − x1) = K[H(x2 − x1) · (x2 − x1)]
3/2,

K =
4

3

q

(δ1 + δ2)
√
A+B

, δi =
1 − µi

2

Eiπ
, i = 1, 2.

(2)Çäåñü (x2−x1) � îòíîñèòåëüíîå ñáëèæåíèå òåë çà ñ÷åò ìåñòíîé äå�îðìàöèè â çîíåêîíòàêòà, H(x2−x1) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, µi è Ei � êîý��èöèåíòûÏóàññîíà è ìîäóëè Þíãà ìàòåðèàëîâ ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë, A, B è q � êîíñòàíòû,õàðàêòåðèçóþùèå ìåñòíóþ ãåîìåòðèþ çîíû êîíòàêòà.3. Òî÷êè áè�óðêàöèè è êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû â çîíàõ íåóñòîé÷èâî-ñòè. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ÎÄÓ äâèæåíèÿÂÓÑ (1) íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â ñèíòåçå ñ ìå-òîäîì ñòðåëüáû è ïðîöåäóðîé Íüþòîíà��à�ñîíà. Íà øàãå ïðîãíîçà (øàã ïðåäèê-òîð) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä �óíãå�Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ìåòîäèêèâìåñòå ñ ó÷åòîì óäàðà ïóòåì ââåäåíèÿ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîäåëèðóþùåé íåëè-íåéíîé ñèëû (2) äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü äèàãðàììû ðåøåíèé � çàâèñèìîñòüäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÂÓÑ îò òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì íàèëó÷-øèì ïàðàìåòðîì ïðîäîëæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äëèíà äóãè êðèâîé ðåøåíèÿ. Òàêàÿ ïàðà-ìåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ â îñîáûõ òî÷êàõ, â ÷àñòíî-ñòè, â òî÷êàõ ïîâîðîòà, è íàõîäèòü òî÷êè âåòâëåíèÿ. Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ îïðå-äåëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Íà îñíîâå òåîðèè Ôëîêå óñòàíîâëåíî,÷òî äâèæåíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, êîãäà ìóëüòèïëèêàòîðû � ñîáñòâåííûå ÷èñëàìàòðèöû ìîíîäðîìèè, ïîêèäàþò åäèíè÷íûé êðóã. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ÎÄÓ ìå-òîäîì ïðîäîëæåíèÿ ìàòðèöà ìîíîäðîìèè ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ëèíåàðèçèðîâàí-íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòå-ãðèðîâàíèÿ.
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�èñóíîê 2 � À×Õ .
Íà pèñóíêå 2 ïðèâåäåíà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (À×Õ) ïðè-ñîåäèíåííîãî òåëà ÂÓÑ, ïîëó÷åííàÿïðè îïðåäåëåííûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåò-ðàõ ñèñòåìû, ïðèâåäåíûõ â [12, 13℄. Ïîîñè îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ àìïëè-òóä, âû÷èñëåííûå êàê

A =
|xmax| + |xmin|

2
.Ó÷àñòêè íåóñòîé÷èâîñòè � BC, DE, KL, MN � ïîêàçàíû ñåðûì öâåòîì.

�èñóíîê 3 � Ìóëüòèïëèêàòîðû íà BC.

Â òî÷êå B äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ìàòðèöû ìîíîäðî-ìèè ïåðåõîäÿò ÷åðåç åäèíè÷íóþ îêðóæ-íîñòü (pèñóíîê 3): ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèåòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ðîæäàåòñÿ èíâàðè-àíòíûé òîð. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåí �àçî-âûé ïîðòðåò è ñå÷åíèå Ïóàíêàðå äëÿ ïðèñî-åäèíåííîãî òåëà â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ðå-æèìå, ïîëó÷åííîì ïðè ω = 4, 75 rad · s−1.Â òî÷êå B ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò áåçóäàð-íîãî ðåæèìà êîëåáàíèé, ñóùåñòâóþùåãî íàó÷àñòêå ðåøåíèé AB, ê äâèæåíèþ ñ ïåðèî-äè÷åñêèìè óäàðàìè, ìóëüòèïëèêàòîðû ìå-íÿþòñÿ ñêà÷êîì è ïðèíèìàþò áîëüøèå çíà-÷åíèÿ. Òî÷êà B � òî÷êà ðàçðûâíîé áè�óð-êàöèè [1℄.Íà ó÷àñòêå DE îò âåòâè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îòõîäèò âåòâü ðåøåíèé ñ äâîé-íûì ïåðèîäîì � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïðîõîäèò ïî âåùåñòâåí-íîé îñè ÷åðåç òî÷êó �1 (ðèñóíîê 5). Çäåñü èìååò ìåñòî áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿïåðèîäà, êîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðÿåòñÿ â óçêîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé ïàðà-ìåòðà ω, îáðàçóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà. Íà ðèñóíêå 7,à,á,â èçîá-
�èñóíîê 4 � Êâàçèïå-ðèîäè÷åñêèé ðåæèì íàó÷àñòêå BC �èñóíîê 5 � Ìóëüòèïëè-êàòîðû íà ó÷àñòêå DE �èñóíîê 6 � Ìóëüòèïëè-êàòîðû íà ó÷àñòêå KL



Àíàëèç áè�óðêàöèé è êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ÂÓÑ 57ðàæåíû �àçîâûå ïîðòðåòû è ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî òåëà ÂÓÑâ ðåæèìàõ ñ ïåðèîäàìè 2Ò, 4Ò, 8Ò. Òàêàÿ áè�óðêàöèÿ ÷àñòî ïðèâîäèò ê õàîñó.Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ω = 6, 1 rad · s−1 ïîëó÷àåì õàîòè÷åñêèé ðåæèì êîëåáàíèé,�àçîâûé ïîðòðåò è ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 7,ã.
à) 2T á) 4T â) 8T ã) õàîñ�èñóíîê 7 � Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà íà DE

�èñóíîê 8 � Ìóëüòèïëèêàòîðû â òî÷êå ïîâîðîòà MÍà ó÷àñòêå KL äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ïåðåõîäÿò÷åðåç åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü (ðèñóíîê 6) � îò èñõîäíîé âåòâè, êîòîðàÿ òåðÿåòóñòîé÷èâîñòü, îòõîäèò âåòâü äâóõ÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé, ðîæäàåòñÿ èíâàðèàíòíûéòîð.Íàêîíåö, â òî÷êå ïîâîðîòà M ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïðîõîäèò ïî âåùåñòâåííîé îñè÷åðåç òî÷êó +1 (ðèñóíîê 8) � îäíà âåòâü LM îòâå÷àåò óñòîé÷èâîìó ïåðèîäè÷åñêî-ìó ðåøåíèþ, äðóãàÿ MN � íåóñòîé÷èâîìó.Âûâîäû. �àçðàáîòêå íîâûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ òî÷åê áè�óðêàöèè íà äèà-ãðàììå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. Âû-ïîëíåííûé â ðàáîòå àíàëèç áè�óðêàöèé è ðåàëèçóåìûõ â çîíàõ íåóñòîé÷èâîñòèðåøåíèé ïðåäñòàâèë ïîäðîáíóþ êàðòèíó äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âèáðîóäàðíîéñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿïî ïàðàìåòðó â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ñòðåëüáû ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ñ ïîâòî-ðÿþùèìèñÿ óäàðàìè èìååò ñâîè îñîáåííîñòè è òðóäíîñòè. Ó÷åò óäàðà ââåäåíèåììîäåëèðóþùåé íåëèíåéíîé ñèëû êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îïèñàííîé çàêîíîì�åðöà, ïîìîãàåò èõ ïðåîäîëåòü è îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äèàãðàì-ìû ðåøåíèé êàê äëÿ ÂÓÑ ñ òâåðäûì óäàðîì, ðàññìîòðåííûì â ðàáîòå, òàê è ñ ìÿã-êèì.
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ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÎ-ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ ÓÏ�Ó�ÎÂßÇÊÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß È �ÀÇ�ÓØÅÍÈß ÌÅÒÀËËÎÂÈ ÑÏËÀÂÎÂ ÍÀ �ÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉÊÎÏ�ÎÂÎÉ ÓÑÒÀÍÎÂÊÅÁàæåíîâ Â. �., Áàðàíîâà Ì.Ñ., Íàãîðíûõ Å.Â.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÂñå èçâåñòíûå ìåòîäèêè èñïûòàíèé íà ðàñòÿæåíèå îáðàçöîâ êîëïà÷êîâîãî òèïà îñ-íîâûâàþòñÿ íà ñõåìå �îïêèíñîíà è ìåòîäå Êîëüñêîãî (Ó. Ëèíäõîëüì, Ä. Ìîð, Æ. �à-ðè, Ò. Íèêîëàñ è äð.). Íà ýòèõ óñòàíîâêàõ ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ðàñïîëîæåíèè ñòåðæíåéñëîæíî ðåàëèçîâàòü ñêîðîñòè äå�îðìàöèè ïîðÿäêà 102 
−1. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëå-äîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðàçðóøåíèÿ ìåòîäîì ïðÿìîãî óäàðà íà îáðàçöàõ êîëïà÷êîâîãîòèïà íà âåðòèêàëüíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé êîïðîâîé óñòàíîâêå àâòîðàì íåèçâåñòíû, òàêæåîòñóòñòâóåò àíàëèç äîñòîèíñòâ è íåäîñòàòêîâ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå ìåðíîãî ñòåðæíÿñïëîøíûõ èëè òðóá÷àòûõ îïîðíûõ è èçìåðèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ðàáîòå [1℄ ïðîâåäåíûèññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ êîëïà÷êîâîãî òèïà â ýêñïåðèìåíòàõ íà ðàñ-òÿæåíèå ïî ñõåìå �îïêèíñîíà (ñèñòåìà ¾óäàðíèê � ïåðåäàþùèé ìåðíûé ñòåðæåíü �îáðàçåö êîëïà÷êîâîãî òèïà � îïîðíàÿ ìåðíàÿ òðóáà¿) ñ öåëüþ îöåíêè ñêîðîñòåé è ñòå-ïåíåé äå�îðìàöèé â îáðàçöàõ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà ìåòîäà ïðÿìîãîóäàðà, ðåàëèçóåìàÿ â ýêñïåðèìåíòàõ íà ãàçîäèíàìè÷åñêîé êîïðîâîé óñòàíîâêå (ñèñòå-ìà ¾óäàðíèê � ïåðåäàþùåå êîëüöî � îáðàçåö êîëïà÷êîâîãî òèïà � îïîðíûé ìåðíûéñòåðæåíü¿). Ýòè äâå ñõåìû àíàëèçèðóþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòåïåíåé è ñêîðîñòåé äå�îð-ìàöèè è òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äå�îðìèðîâàíèÿ ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèÿõ.1. Cõåìà óñòàíîâêè è ìåòîäèêà èñïûòàíèé. Êîïðîâàÿ óñòàíîâêà íà ðàñòÿ-æåíèå ìåòîäîì ïðÿìîãî óäàðà (ðèñóíîê 1) ñîäåðæèò ýëåìåíòû: îïîðíûé ìåðíûéñòåðæåíü (îòìå÷åí öè�ðîé 1), èñïûòóåìûé îáðàçåö êîëïà÷êîâîãî òèïà (2), ïåðå-äàþùåå êîëüöî (3), óäàðíèê (4).
�èñóíîê 1 � Cõåìà êîïðîâîé óñòàíîâêè�åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ýëåìåíòîâ êîïðîâîé óñòàíîâêè: ðàäèóñ è äëèíà ìåð-íîãî ñòåðæíÿ R1 = 1,8 · 10−2 ì è L1 = 1, 2 ì, òîëùèíà è äëèíà ðàáî÷åé ÷àñòèîáðàçöà H2 = 1 · 10−3 ì è L2 = 0,6 · 10−2 ì, âíóòðåííèé ðàäèóñ è äëèíà êîëüöà
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R3 = 2,17 · 10−2 ì è L3 = 5 · 10−2 ì, ðàäèóñ è äëèíà óäàðíèêà R4 = 3,45 · 10−2 ìè L4 = 30,85 · 10−2 ì. Ìàòåðèàë óäàðíèêà, òðóáû è ìåðíîãî ñòåðæíÿ � ñòàëü 20,ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: K = 1,7917 · 105 ÌÏà, G = 8,269 · 104 ÌÏà,
ρ = 7,8 · 103 êã/ì3. Ìàòåðèàë îáðàçöà � ñïëàâ Ä16Ò, ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè: K = 6,25 · 104 ÌÏà, G = 2,885 · 104 ÌÏà, ρ = 2,8 · 103 êã/ì3, ïðåäåë òåêó-÷åñòè σT = 190 ÌÏà. Â ýêñïåðèìåíòå ðåãèñòðèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü óäàðíè-êà V0. Òåíçîìåòðè÷åñêèå äàò÷èêè, óñòàíîâëåííûå íà ìåðíîì ñòåðæíå â ñå÷åíèÿõÀ è B íà ðàññòîÿíèè lA = lB=0,3 ì (ðèñóíîê 1), ðåãèñòðèðóþò èìïóëüñ äå�îð-ìàöèè ez

A(t), ezB(t) íà êîíöàõ ñòåðæíÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ïî ìåòîäèêåâîññòàíîâëåíèÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà ïî ïîêàçàíèÿì äâóõ äàò÷èêîâ äå�îðìàöèé [2℄âîññòàíàâëèâàþòñÿ íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòü íà óäàðÿåìîì òîðöå ìåðíîãî ñòåðæ-íÿ. Ïî ìåòîäèêå [3℄ îïðåäåëÿåòñÿ îñåâàÿ ñèëà è ïåðåìåùåíèÿ óäàðÿåìîãî òîðöàìåðíîãî ñòåðæíÿ, ïåðåìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà îáðàçöà è êîëüöà. Îñåâûåñèëû íà ïîâåðõíîñòÿõ êîíòàêòà êîëïà÷êà è ìåðíîãî ñòåðæíÿ, êîëïà÷êà è ïåðåäà-þùåãî êîëüöà ïîëàãàåì ðàâíûìè, ïðåíåáðåãàÿ âîëíîâûì ïðîöåññîì â èñïûòóåìîìîáðàçöå. Òàêèì îáðàçîì, ðåãèñòðèðóÿ äâóìÿ òåíçîäàò÷èêàìè äå�îðìàöèè â ìåð-íîì ñòåðæíå, ìîæíî îïðåäåëèòü óñèëèÿ, ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé è ïåðåìåùåíèÿ íàóäàðÿåìîì òîðöå ìåðíîãî ñòåðæíÿ è êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïåðåäàþùåãî êîëü-öà. Â äàëüíåéøåì, çàìåíèì ðåãèñòðàöèþ äå�îðìàöèé òåíçîäàò÷èêàìè â �èçè-÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå ðåãèñòðàöèåé äå�îðìàöèé â ìàòåìàòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå.Îñóùåñòâèì ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâîãî ïðîöåññà â ñèñòåìå ¾óäàðíèê �ïåðåäàþùåå êîëüöî � îáðàçåö � îïîðíûé ìåðíûé ñòåðæåíü¿ â îñåñèììåòðè÷íîéïîñòàíîâêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÏÏÏ ¾Äèíàìèêà - 2¿ [4℄.2. Âåðè�èêàöèÿ ìåòîäèêè. Äëÿ âåðè�èêàöèè ìåòîäèêè è îöåíêè ïîãðåøíî-ñòè âîññòàíîâëåíèÿ óñèëèé, ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé íà êîíòàêòíûõïîâåðõíîñòÿõ ìåðíîãî ñòåðæíÿ è ïåðåäàþùåãî êîëüöà íà ðèñóíêàõ 2 � 5 ïðåäñòàâ-ëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ñêîðîñòÿõ óäàðà V0=3; 5 ì/ñ â îñåñèììåòðè÷íîéïîñòàíîâêå (êðèâûå 1) è ïî îäíîìåðíîé ìîäåëè (êðèâûå 2). Ñõåìà è ãåîìåòðè÷å-ñêèå ïàðàìåòðû ýëåìåíòîâ êîïðîâîé óñòàíîâêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1. Ïîêà-çàíèÿ äâóõ äàò÷èêîâ áðàëèñü èç ðàñ÷åòîâ â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå. Íà ðè-ñóíêå 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îñåâîé ñèëû íà óäàðÿåìîì òîðöå ìåðíîãî ñòåðæíÿîò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè Fz ∼ t̂, ïîëó÷åííûå èç îäíîìåðíîãî è îñåñèììåòðè÷íîãîðàñ÷åòà. Áåçðàçìåðíîå âðåìÿ t̂ = t/T , ãäå T = 68 ìê
 � âðåìÿ ïðîáåãà óïðóãîéâîëíû ïî ñóììàðíîé äëèíå óäàðíèêà L4 = 0,3 ì è êîëüöà L3 = 0,05 ì. Íà ðèñóí-êå 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïåðåìåùåíèé íà óäàðÿåìîì òîðöå ìåðíîãî ñòåðæíÿ îòáåçðàçìåðíîãî âðåìåíè u1
z ∼ t̂, ïîëó÷åííûå ïî ìåòîäèêå [3℄ è èç îñåñèììåòðè÷íîãîðàñ÷åòà. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé íà êîí-òàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïåðåäàþùåãî êîëüöà ñ êîëïà÷êîì îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè

u̇z
1 ∼ t̂, ïîëó÷åííûå èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óäàðíèêà è ïåðåäà-þùåãî êîëüöà ïî ìåòîäèêå [3℄ è îñåñèììåòðè÷íîãî ðàñ÷åòà. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíàçàâèñèìîñòü ∆l/L2 ∼ t̂ îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè, ãäå ∆l = u3

z − u1
z.�àçëè÷èÿ ðàñ÷åòà îñåâûõ ñèë è ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé â îñåñèììåòðè÷íîéè â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêàõ íå ïðåâûøàþò 5 %, à ïî äå�îðìàöèÿì è ïåðåìå-ùåíèÿì � íå áîëåå 2 %. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ �èçè÷åñêîãîýêñïåðèìåíòà îñíîâíûå ïîãðåøíîñòè áóäóò çàâèñåòü îò òî÷íîñòè ðåãèñòðàöèè íà-



Äå�îðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ 61

�èñóíîê 2 � Îñåâàÿ ñèëà íà óäàðÿåìîì òîðöå ìåðíîãî ñòåðæíÿ

�èñóíîê 3 � Ïåðåìåùåíèå íà óäàðÿåìîì òîðöå ìåðíîãî ñòåðæíÿ÷àëüíîé ñêîðîñòè óäàðà è äå�îðìàöèé äàò÷èêàìè â ìåðíîì ñòåðæíå. Ïðè ñîïî-ñòàâëåíèè ñõåì äèíàìè÷åñêîãî èñïûòàíèÿ ìàòåðèàëîâ ìåòîäîì ðàçðåçíîãî ñòåðæ-íÿ �îïêèíñîíà è ìåòîäîì ïðÿìîãî óäàðà, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõñõåì èìååò ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ñõåìå �îïêèíñîíà�îðìèðóåòñÿ èìïóëüñ íàãðóæåíèÿ, áëèçêèé ê ïðÿìîóãîëüíîìó è, ñëåäîâàòåëüíî,ñêîðîñòü äå�îðìàöèè â èñïûòóåìîì îáðàçöå áëèçêàÿ ê ïîñòîÿííîé. Ýòó ñõåìóòðóäíî ðåàëèçîâàòü â ãàçîäèíàìè÷åñêîé óñòàíîâêå êîïðîâîãî òèïà èç-çà áîëüøîéïðîòÿæåííîñòè ñòåðæíåé. Ìåòîä ïðÿìîãî óäàðà, èç-çà íàëè÷èÿ òîëüêî îäíîãî ìåð-íîãî ñòåðæíÿ, îáëàäàåò ìåíüøåé òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ñèë è ñêîðîñòåéïåðåìåùåíèé íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöà, íî ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü áîëü-



62 Áàæåíîâ Â. �., Áàðàíîâà Ì.Ñ., Íàãîðíûõ Å.Â.

�èñóíîê 4 � Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïåðåäàþùåãî êîëüöà ñêîëïà÷êîì

�èñóíîê 5øåé ýíåðãèè óäàðà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñòåïåíè äå�îðìàöèè ïðè ìàëûõ è áîëüøèõñêîðîñòÿõ óäàðà. Ïîýòîìó îí ïðåäïî÷òèòåëåí ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ äàò÷èêîâäå�îðìàöèè äëÿ èñïûòàíèé íà ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå ïðè íåìàëûõ äå�îðìàöèÿõ èáîëüøèõ âðåìåíàõ ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ. Ïðè ýòîìòî÷íîñòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ äå�îðìèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî âûñîêà, ïî-ñêîëüêó âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà â èñïûòóåìîì îáðàçöå ïðåíåáðå-æèìî ìàëî.Çàêëþ÷åíèå. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿîáðàçöîâ êîëïà÷êîâîãî òèïà ïðè ðàñòÿæåíèè íà âåðòèêàëüíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîéóñòàíîâêå. Ïîñðåäñòâàì ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïðîöåññà óäàðà â îñå-



Äå�îðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ 63ñèììåòðè÷íîé è îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâ-ëåíèÿ óñèëèé, ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé è ïåðåìåùåíèé â èñïûòóåìûõ îáðàçöàõ íàîñíîâå îäíîìåðíîé ìîäåëè íå ïðåâûøàåò 5 %. Ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïðèìåíåíèå ìå-òîäà ïðÿìîãî óäàðà ïðåäïî÷òèòåëüíî ïðè íèçêèõ ñêîðîñòÿõ óäàðà è (èëè) ïðèáîëüøèõ äå�îðìàöèÿõ äî ðàçðóøåíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàæåíîâ Â. �., Áàðàíîâà Ì.Ñ., Ïàâëåíêîâà E.Â., Æåãàëîâ Ä.B., Æåñòêîâ Ì.Í.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå ïðè óäàðíîì íàãðóæåíèèîáðàçöîâ êîëïà÷êîâîãî òèïà íà ãàçîäèíàìè÷åñêîé êîïðîâîé óñòàíîâêå // Ïðîáëå-ìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê.Íèæíèé Íîâãîðîä Èçä-âîÍèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. 2013. � 75. Ñ. 88�95.[2℄ Áàæåíîâ Â. �., Áàðàíîâà Ì.Ñ., Ïàâëåíêîâà E. Â. Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ íà ãàçîäèíàìè÷åñêîé êîïðîâîé óñòàíîâêåïî ïîêàçàíèÿì äâóõ äàò÷èêîâ äå�îðìàöèé // Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñè-òåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. 2011. � 6(1).Ñ. 154�157.[3℄ Áàæåíîâ Â. �., Áàðàíîâà Ì.Ñ., Ïàâëåíêîâà E.Â. �àçâèòèå è âåðè�èêàöèÿ ìåòîäàïðÿìîãî óäàðà äëÿ èäåíòè�èêàöèè âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîââ ýêñïåðèìåíòàõ íà ãàçîäèíàìè÷åñêîé êîïðîâîé óñòàíîâêå // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòèè ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê.Íèæíèé Íîâãîðîä Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãîãîñóíèâåðñèòåòà. 2009. � 71. Ñ. 184�192.[4℄ Áàæåíîâ Â. �., Çå�èðîâ Ñ.Â., Êî÷åòêîâ À.Â. è äð. Ïàêåò ïðîãðàìì ¾Äèíàìèêà-2¿äëÿ ðåøåíèÿ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîãî âçàè-ìîäåéñòâèÿ êîíñòðóêöèé ñî ñæèìàåìûìè ñðåäàìè Ìàò. ìîäåëèðîâàíèå. 2000. T 12.� 6. Ñ. 67�72.Bazhenov V.G., Baranova M. S., Nagornykh E.V. Experimental and theoreti
alstudy of pro
esses of elastovis
oplasti
 deformation and failure of metals and alloys using gas-gun stand . All known testing te
hnique of the tensile of hat-shaped spe
imens are based onthe Hopkinson's s
heme and Kolsky's method (U. Lindholm, D. Mohr, G. Gary, T. Ni
holas,et
.). It is di�
ult to implement the strain rate in the order of 100 1/se
 in these apparatusesat horizontal 
on�guration of rods. Experimental studies of the 
hara
teristi
s of failure bya dire
t impa
t to the hat-shaped spe
imen on the verti
al gas-gun stand are unknown toauthors. Also there isn't s analysis of the advantages and disadvantages of using a solid ortubular support and measuring elements as a measuring rod. Studies of the stret
hing pro
essof hat-shaped spe
imens have 
ondu
ted in tensile experiments based on the Hopkinson'ss
heme(system �striker � transmitting measuring rod � hat-shaped spe
imen � supportmeasuring tube�) in order to assess the speed and degree of deformation in the spe
imens inpaper [1℄. In this paper we 
onsider the s
heme of dire
t impa
t, implemented in experimentson gas-gun stand (system �striker � transfer ring � hat-shaped spe
imen � support measuringrod�). These two s
hemes are analyzed in terms of the extent and rate of deformation anda

ura
y of re
overy of deformation parameters in experimental studies.



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÅÉÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÈÁ�ÀÖÈÉÊ�ÓÏÍÎ�ÀÁÀ�ÈÒÍÛÕ ÑÎÎ�ÓÆÅÍÈÉ Ñ Ó×ÅÒÎÌÊÎÍÒÀÊÒÍÎ�Î ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß Ñ ��ÓÍÒÎÂÛÌÎÑÍÎÂÀÍÈÅÌÁàæåíîâ Â. �., Äþêèíà Í.Ñ.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÏðåäëàãàåìûé àâòîðàìè ìåòîä àíàëèçà ñåéñìîñòîéêîñòè çàãëóáëåííûõ ñîîðóæåíèéñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû è ó÷èòûâàåò ý��åêòû êîíòàêòíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ ñîîðóæåíèÿ ñ ãðóíòîâûì îñíîâàíèåì. Äàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ, àëãîðèò-ìû ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ó÷åòà ïîëÿ ñèë òÿæåñòè ðåàëèçîâàíûâ ñåðòè�èöèðîâàííîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ¾Äèíàìèêà-3¿ è ïðèìåíåíû äëÿ îöåíêèñåéñìîïðî÷íîñòè ïîäçåìíûõ òðóáîïðîâîäîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îòâåòñòâåííûì ñîîðóæåíè-ÿì ÀÝÑ. Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñîîðóæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ è ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñî-îðóæåíèÿ è ãðóíòà.Ïðåäëàãàåìûå ñòðîèòåëüíûìè íîðìàìè ìåòîäû îöåíêè ñåéñìîñòîéêîñòè ñîîðó-æåíèé èñïîëüçóþò óïðîùåííóþ ìîäåëü ãðóíòîâîãî îñíîâàíèÿ è ïðèìåíèìû òîëü-êî äëÿ ìàëîçàãëóáëåííûõ ñîîðóæåíèé. Èññëåäîâàíèå ñåéñìîñòîéêîñòè çàãëóáëåí-íûõ ñîîðóæåíèé è ïðèìûêàþùèõ ê íèì ïîäçåìíûõ òðóáîïðîâîäîâ ïîäðàçóìåâàåòâêëþ÷åíèå â ðàññìîòðåíèå ìàññèâà ïðèëåãàþùåãî ê ñîîðóæåíèþ ãðóíòà, áîëüøèåðàçìåðû êîòîðîãî ïîçâîëÿþò ìèíèìèçèðîâàòü îòðàæåííûå îò ãðàíèö ãðóíòîâî-ãî ìàññèâà âîëíû âáëèçè ñîîðóæåíèÿ. Âûáîð ìåëêîé ðàçíîñòíîé ñåòêè, íåîáõîäè-ìîé äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ ñîîðóæåíèÿ è âûñîêî÷àñòîòíûõ ñåéñìè÷åñêèõ îñöèëëÿ-öèé, äåëàåò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êðóïíîãàáàðèòíûõ çàäà÷ ñåéñìèêè êðàéíåòðóäîåìêèì äàæå íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ. Ïðåäëàãàåìûé àâòîðàìè ìåòîä àíàëèçàñåéñìîñòîéêîñòè çàãëóáëåííûõ ñîîðóæåíèé [1℄ ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò âû÷èñëè-òåëüíûå çàòðàòû è ó÷èòûâàåò ý��åêòû êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîðóæåíèÿñ ãðóíòîâûì îñíîâàíèåì.Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíûõ ñðåä â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ â íåïî-äâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, ñëåäóþùèå èçâàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà áàëàíñà ìîùíîñòåé:
∫∫

Ω

(
σij(δu̇i,j + δu̇j,i)

2
+ ρüiδu̇i + ρfiδu̇i

)
dΩ −

∫

G

piδu̇idS −
∫

G

qiδu̇idS = 0. (1)Çäåñü σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ui � ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé, pi, qi �êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè è êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ, fi � êîìïîíåíòûìàññîâûõ ñèë, îòíåñåííûå ê åäèíèöå ìàññû (i = x, y, z). Íîðìàëüíûå ê ïîâåðõ-íîñòè êîíòàêòà êîìïîíåíòû óñèëèé qi íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ, à êà-ñàòåëüíûå óñèëèÿ � â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Àìîíòîíà�Êóëîíà. Ñâÿçü êîíòàê-òèðóþùèõ ïîäîáëàñòåé ïîëàãàåòñÿ îäíîñòîðîííåé, òî åñòü äîïóñêàåòñÿ èõ îòðûâäðóã îò äðóãà è ïîâòîðíîå âñòóïëåíèå â êîíòàêò.



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñåéñìîñòîéêîñòè ñîîðóæåíèé 65�åøåíèå îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è ãðà-íè÷íûõ óñëîâèÿõ îñíîâûâàåòñÿ íà âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîì ìåòîäå äèñêðåòèçàöèèïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è ÿâíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè [2℄.Ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû âî âðåìåíè ðàçáèâàåòñÿ íà âðåìåííûåñëîè t0, t1, . . . , tk, . . . ñ øàãàìè ∆tk+1 = tk+1 − tk. Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé èïåðåìåùåíèé ïî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
(u̇i)

k+1/2
j = (u̇i)

k−1/2
j + (Fi)

k
j∆t

k+1/2/(M)kj ,

(ui)
k+1
j = (ui)

k
j + (u̇i)

k+1/2
j ∆tk+1, (2)

∆tk+1/2 =
∆tk+1 + ∆tk

2
, (i = x, y, z).Çäåñü Fi � îáîáùåííûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ðàñ÷åòíûé óçåë j, M � ìàññà â j-ìóçëå. Âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ∆tk+1 îñóùåñòâëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòèÊóðàíòà. Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ ê ðàçíîñòíîé ñõå-ìå âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (2) ïîçâîëÿåò ïîäàâèòü íå�èçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Ìàññèâ ãðóíòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì, ê íèæíåéãðàíèöå êîòîðîãî ïðèêëàäûâàåòñÿ ñåéñìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå â âèäå êîìïîíåíò âåê-òîðà ñêîðîñòè vx, vy, vz, âû÷èñëåííûõ òàê, ÷òîáû âáëèçè ñîîðóæåíèÿ âîñïðîèçâî-äèëàñü çàäàííàÿ àêñåëåðîãðàììà. Íà áîêîâûõ ãðóíèöàõ ãðóíòîâîãî ìàññèâà çà-äàþòñÿ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå ìàëî îòðàæàþùèå âîëíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,ñóòü êîòîðûõ çàêëþ÷àåòñÿ â âûñûëêå ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé èç ïðèãðàíè÷íûõóçëîâ ñåòêè â ãðàíè÷íûå íà êàæäîì íà âðåìåííîì øàãå. Èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-ìåíòîâ óñòàíîâëåí ðàçìåð ãðóíòîâîãî ìàññèâà, äîñòàòî÷íûé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âëè-ÿíèÿ êðàåâûõ ý��åêòîâ íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âáëèçè ñîîðóæåíèÿ, � 20 õàðàê-òåðíûõ ðàçìåðîâ îñíîâàíèÿ ñîîðóæåíèÿ â ïëàíå. Æåñòêèå ãðóíòû ìîäåëèðóþòñÿîäíîðîäíîé èëè ìíîãîñëîéíîé èäåàëüíî óïðóãîé ñðåäîé, äëÿ ìÿãêèõ ãðóíòîâûõîñíîâàíèé ïðèìåíÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ èçìå-íåíèå õàðàêòåðèñòèê ãðóíòà ñ ãëóáèíîé [3℄. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ â ïîëåñèë òÿæåñòè. �àñ÷åò ïîëåé ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé îò äåéñòâèÿ ñèë òÿæåñòèîñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû ãàøåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ìî-ìåíò äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà äî åå óñòàíîâëåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ìåæäóñîîðóæåíèåì è ãðóíòîì ìîäåëèðóåòñÿ êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ òðåíèåì.Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà íèæíåé ãðàíè-öå ãðóíòîâîãî ìàññèâà ïî èçâåñòíîé íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîéàêñåëåðîãðàììå [1℄ îñíîâàíà íà äîïóùåíèè, ÷òî ïðèõîäÿùèå îò èñòî÷íèêà çåìëå-òðÿñåíèÿ ê ñîîðóæåíèþ âîëíû ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêèìè è ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿïî íîðìàëè ê äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ãðóíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëàãàåìîé ÷èñ-ëåííîé ìåòîäèêîé ñåéñìîãðàììà íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè ãðóíòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè

C1(th) =
∑

i

aiH(th − ti),ãäå ai � ïðèðàùåíèå ê àìïëèòóäå ñåéñìîãðàììû â äàííîé õàðàêòåðíîé òî÷êå;
H(th− ti) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà; th � äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè, îòâå÷àþùèå



66 Áàæåíîâ Â. �., Äþêèíà Í.Ñ.õàðàêòåðíûì òî÷êàì ñåéñìîãðàììû íà ïîâåðõíîñòè; ti � ñäâèã ïî âðåìåíè õàðàê-òåðíîé òî÷êè ñåéñìîãðàììû. Äàëåå ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìåòîäîì ðåøà-åòñÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ãðóíòîâîé ñðåäå âîëíû, çàäàííîé íàãðàíèöå â âèäå �óíêöèè Õåâèñàéäà. Çíàÿ, êàê èçìåíèëàñü òàðèðîâî÷íàÿ �óíê-öèÿ ïðè ïðîáåãå ÷åðåç ãðóíòîâûé ìàññèâ, ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñåéñìîãðàììå C1â êàæäîé îïîðíîé òî÷êå ìîæíî âîññòàíîâèòü èñêîìóþ ñåéñìîãðàììó íà íèæíåéãðàíèöå îáëàñòè ãðóíòà C0:
C0(th) =

C1(th + t∗)H0(th)

H1(th + t∗)
,ãäå H0 � òàðèðîâî÷íàÿ �óíêöèÿ; H1 � ñåéñìîãðàììà íà ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åí-íàÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è; t∗ � âðåìÿ ïðîáåãà âîëíû îò íèæíåé ãðàíèöû ãðóíòîâîãîìàññèâà äî åãî ïîâåðõíîñòè. Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïî ïîëó÷åííûì îïîðíûìòî÷êàì ïîçâîëÿåò íàéòè ñåéñìîãðàììó íà ïîäîøâå ãðóíòîâîãî ìàññèâà îòäåëüíîäëÿ ñäâèãîâûõ è ïðîäîëüíûõ âîëí. Øàã ðàçíîñòíîé ñåòêè îáóñëàâëèâàåòñÿ òî÷íî-ñòüþ îïèñàíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ îñöèëëÿöèé, ïðèñóòñòâóþùèõ â ñåéñìîãðàììå.×òîáû äèñïåðñèîííûå ý��åêòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî ÿâíîé ñõåìå ¾êðåñò¿ íåèñêàæàëè çàäàííóþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé âîëíó, íåîáõîäèìî áðàòü ÷èñ-ëî Êóðàíòà ðàâíûì åäèíèöå. Òîãäà ñõåìà ¾êðåñò¿ äàñò òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî èñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìåòîä íà �èêñèðîâàííîé ñåòêå, è äèñïåðñèÿ ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ íå âîçíèêíåò.Îïèñàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ è ó÷åòà ïîëÿ ñèë òÿæåñòè ðåàëèçîâàíû â ñåðòè�èöèðîâàííîì ïðîãðàìì-íîì êîìïëåêñå ¾Äèíàìèêà-3¿ (ñåðòè�èêàò � �ÎÑÑ RU.ME20.HOO338 �îññòàí-äàðòà �îññèè, �åãèñòðàöèîííûé ïàñïîðò àòòåñòàöèè ÏÑ � 325 îò 18.04.2013, âû-äàííûé Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèì öåíòðîì ïî ÿäåðíîé è ðàäèàöèîííîé áåçîïàñíîñòè).Ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ñåéñìîñòîéêîñòè ñî-îðóæåíèé ïðîâåäåíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìåòîäè-êè ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ äèíàìèêè êîíñòðóêöèé ïî ïðèíöèïóïðîñòðàíñòâåííîé äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè [4℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìâû÷èñëåíèÿ â ïîäîáëàñòÿõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî óçëàì êëàñòå-ðà. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷à-ñòè: ïîñëåäîâàòåëüíóþ è ïàðàëëåëüíóþ. Îñíîâíîé îáúåì âû÷èñëåíèé (îïðåäåëå-íèå êîìïîíåíò äå�îðìàöèé, íàïðÿæåíèé, óçëîâûõ ñèë, èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèéäâèæåíèÿ è ò. ä.) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíî, â ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòè ïðîèñ-õîäèò ñîãëàñîâàíèå ðàññ÷èòàííûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ íà ðàçíûõ óçëàõ êëàñòå-ðà [5℄. �àñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìà ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çà-òðàòû è ïîâûñèòü ý��åêòèâíîñòü ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñòàëòåõíè÷åñêè âîçìîæíûì ìíîãîêðàòíûé ïåðåñ÷åò çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìèâîçäåéñòâèÿ, ñ�îðìèðîâàííîãî âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè èç ýêñïåðèìåíòàëüíîéñåéñìîãðàììû. �åçóëüòàòû òàêèõ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò îòðàæàòü îïûò ìíîãèõ çåì-ëåòðÿñåíèé, ÷òî ïîâûøàåò èõ äîñòîâåðíîñòü.�àçðàáîòàííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîðó-æåíèÿ ñ ãðóíòîì ïðèìåíåíà äëÿ îöåíêè ñåéñìîïðî÷íîñòè ïîäçåìíûõ òðóáîïðî-âîäîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îòâåòñòâåííûì ñîîðóæåíèÿì ÀÝÑ Áóøåð (Èðàí), Íîâî-



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñåéñìîñòîéêîñòè ñîîðóæåíèé 67âîðîíåæñêîé ÀÝÑ-2, Êàëèíèíñêîé, �îñòîâñêîé ÀÝÑ (�îññèÿ), Áåëîðóññêîé ÀÝÑ(Áåëîðóññèÿ) ïî çàêàçó ÎÀÎ ¾ÍÈÀÝÏ¿ (Í. Íîâãîðîä).Ïðîâåäåí àíàëèç �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ïîâåäåíèå ñîîðóæåíèé ïðè ñåéñìè÷å-ñêèõ âèáðàöèÿõ [6℄. Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ñîîðóæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷-íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîîðóæåíèÿ è ãðóíòà: ìàññèâíîñòèè ýêñöåíòðèñèòåòà öåíòðà ìàññ ñîîðóæåíèÿ, âåëè÷èíû çàãëóáëåíèÿ �óíäàìåíòà,êîý��èöèåíòà òðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ñîîðóæåíèÿ è ãðóíòà, èíòåíñèâ-íîñòè è íàïðâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí, ìíîãîñëîéíîñòè ãðóíòî-âîãî îñíîâàíèÿ. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé:- Ìàññèâíîñòü ñîîðóæåíèÿ îêàçûâàåò âëèÿíèå ëèøü íà âåðòèêàëüíûå âçàèì-íûå ñìåùåíèÿ ñòåíîê çäàíè è ãðóíòà;- Àíàëèç âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîðóæåíèÿ ñ ãðóíòîì â çàâèñèìîñòè îò ýêñöåíòðè-ñèòåòà öåíòðà ìàññ ïðîâåäåí äëÿ ñîîðóæåíèé, çàãëóáëåííûõ íà 15% è 25%âûñîòû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåò öåíòðà ìàññ ïðè ñåéñìè÷åñêîì âîç-äåéñòâèè âëèÿåò íà ðàñêà÷èâàíèå êîíñòðóêöèè â öåëîì â áîëüøåé ìåðå, ÷åìíà âçàèìíûå ñìåùåíèÿ áîêîâûõ ñòåíîê ñîîðóæåíèÿ è ïðèëåãàþùåãî ãðóíòà;- Ñ óâåëè÷åíèåì çàãëóáëåíèÿ îò 25% äî 100% îò âûñîòû çäàíèÿ âåðòèêàëüíûåñìåùåíèÿ óìåíüøàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â 3 ðàçà, à ãîðèçîíòàëüíûå � â 6 ðàç;- Àíàëèç âëèÿíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ íà âçà-èìîäåéñòâèå ñîîðóæåíèÿ è ãðóíòà ïðè ñåéñìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ ïðîâåäåíäëÿ ïîëíîñòüþ çàãëóáëåííûõ ñîîðóæåíèé è ñîîðóæåíèé, çàãëóáëåííûõ íàòðåòü âûñîòû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî êîý��èöèåíò òðåíèÿ îêàçûâàåò ñóùåñòâåí-íîå âëèÿíèå ëèøü íà âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ äëÿ ïîëíîñòüþ çàãëóáëåííûõçäàíèé;- Ìåæäó óñêîðåíèÿìè íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòà è âçàèìíûìè ñìåùåíèÿìè ãðóí-òà è çäàíèÿ è ìååòñÿ çàâèñèìîñòü áëèçêàÿ ê ëèíåéíîé;- �àñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà ñåéñìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íå âëèÿåò íà ðàñêà÷è-âàíèå ñîîðóæåíèÿ. �àçëè÷èÿ â ðåçóëüòàòàõ ðåøåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíûõ âàðè-àíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ñåéñìè÷åñêèõ âîëí � ñóùåñòâåííîå óäàëåíèåïî ãîðèçîíòàëè è ïî âåðòèêàëè � îáúÿñíÿþòñÿ äàâëåíèåì ãðóíòà íà çäàíèåñî ñòîðîíû ïîäõîäà ãîðèçîíòàëüíî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí.- Íà îñíîâàíèè ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìíîãîñëîéíûìè ãðóí-òàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâåííûì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ñåéñìî-ñòîéêîñòü ÿâëÿåòñÿ ãåîëîãè÷åñêîå ñòðîåíèå ãðóíòà íà ãëóáèíå äî 8 âåëè÷èíçàãëóáëåíèÿ çäàíèÿ â ãðóíò. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâî-ëèëè îöåíèòü íåîáõîäèìóþ äëÿ ãåîëîãè÷åñêèõ èçûñêàíèé ãëóáèíó ðàçðåçà, âêîòîðîì äîëæíû áûòü èçó÷åíû ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëîåâ ãðóíòà.- Òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíàÿ ìîäåëü ãðóíòà ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ðåøàòüçàäà÷è ñåéñìèêè çàãëóáëåííûõ ñîîðóæåíèé äëÿ îñíîâàíèé ìàëîé ïëîòíîñòè,ïîñêîëüêó ïðîöåññ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îñàäêè ãðóíòà â ïîëå ñèë òÿ-æåñòè ïðîõîäèò ïðè ìåíüøèõ ñêîðîñòÿõ è ïåðåìåùåíèÿõ ãðóíòà



68 Áàæåíîâ Â. �., Äþêèíà Í.Ñ.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô äëÿ ïîääåðæ-êè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô ÍØ-593.2014.8, ãðàíòà Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿè íàóêè (ñîãëàøåíèå � 02.Â.49.21.0003 ìåæäó ÌÎÍ �Ô è ÍÍ�Ó îò 27.08.2013)è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (� 14-01-31113, � 14-08-01129).
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Ï�ÈÌÅ�Û ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÕ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÉ ÈÍÂÀ�ÈÀÍÒÍÛÕÒÎ�ÎÂ Â ÌÀËÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÌÎÄÅËßÕ Ñ ÌÀËÛÌ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÌÁàçàðåíêî À.Í., Ïåòðîâñêàÿ Í.Â., �ÿáîâ Í.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ áè�óðêàöèéäëÿ äâóõ ìàëîêîìïîíåíòíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñîäåðæàùèõ ìàëûé ïàðàìåòð.1. 6d-ìîäåëü òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè ñâåðõòåêó÷åé æèäêî-ñòè. Â ðàáîòå [1℄ â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà ïîñòðîåíà çàìêíóòàÿ ìàòå-ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè. Íàåå îñíîâå äëÿ çàäà÷è î äâóìåðíîé êîíâåêöèè ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè â ïîäîãðåâà-åìîì ñíèçó öèëèíäðå ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ âûâåäåíà ïðîñòåéøàÿ øåñòèìåðíàÿìîäåëü
ẋ = −εMx+ y

ẏ = −xz − εDy − ε(y(2u+ v) + zw)

ż = xy − εD(Q+ z) − ε(z(2v + u) + yw) (1)
u̇ = −2xw − εu+ εy2

v̇ = 2xw − εv + εz2

ẇ = x(u− v) − εw + εyzïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáîáùåíèå èçâåñòíîé ñèñòåìû Ëîðåíöà. Ïðè åå âûâîäå èñ-ïîëüçîâàí ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Â.Ô. Äîëæàíñêèì äëÿ çàäà÷è î êîíâåêöèè âÿç-êîé æèäêîñòè â ïîäîãðåâàåìîì ýëëèïñîèäå [2℄. Â ñëó÷àå èäåàëüíîé êîíâåêöèèðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿþò òî÷íûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.Ïàðàìåòðû M , D è Q ïðîïîðöèîíàëüíû êîý��èöèåíòàì âÿçêîñòè, òåìïåðà-òóðîïðîâîäíîñòè è ãðàäèåíòó ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöåîáëàñòè. Ïàðàìåòð ε ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îò-íîñèòåëüíî îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, îí ìàë, åñëè ìàëû ïåðå-êðåñòíûå ý��åêòû (ïîäðîáíåå ñì. â [1℄). Ñèñòåìà (1) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîïðåîáðàçîâàíèÿ J : (x, y, z, u, v, w) 7→ (−x,−y, z, u, v,−w).Ïðè ε = 0 ñèñòåìà èìååò ïÿòü íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, îíà èíòå-ãðèðóåìà, è ïî÷òè âñå åå ðåøåíèÿ � ïåðèîäè÷åñêèå. Ýòî ïîçâîëèëî â ðàáîòå [3℄ïðèìåíèòü ìåòîä îñðåäíåíèÿ äëÿ ñèñòåì, áëèçêèõ ê èíòåãðèðóåìûì [4℄, äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèéñèñòåìû (1) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ε → 0, à ïàðàìåòðû M , D è Q �èêñèðî-âàíû. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4, 5℄), åñëè îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãîïðèáëèæåíèÿ èìåþò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó ðàâíîâåñèå, òî èñ-õîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èìååò àñèìïòîòè÷åñêè îðáè-òàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-íèé ñèñòåìû (1) ïðè ìàëûõ ε ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ðàâíîâåñèé îñðåäíåííîé ñèñòåìû.



70 Áàçàðåíêî À.Í., Ïåòðîâñêàÿ Í.Â., �ÿáîâ Í.À.Ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ïÿòè îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ � èíòåãðàëîâ ïîðîæäàþùåéñèñòåìû. Åå ïðàâûå ÷àñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëûñ ìîäóëåì, çàâèñÿùèì îò ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ. Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèé âïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ Q → 0 è Q → ∞ óñòàíîâëåíî â [3℄ àíàëèòè÷åñêè, òàêæåàíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü.Ïîäîáíî ñèñòåìå Ëîðåíöà, óðàâíåíèÿ (1) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ε → 0 ìîæ-íî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèÿ ðåãóëèðóåìîãî ìàÿòíèêà. Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿæèäêîñòè ïðè ýòîì äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: êîëåáàòåëüíîãî òèïà (êîãäà ñðåäíååçà ïåðèîä çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè ðàâíî íóëþ) è âðàùàòåëüíîãî òèïà (ñðåäíåå çàïåðèîä çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè îòëè÷íî îò íóëÿ). Ïåðâûå ñóùåñòâóþò è óñòîé÷è-âû ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ Q, âòîðûå � ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Q [3℄. Ñîîòâåò-ñòâóþùèå �àçîâûå òðàåêòîðèè â êàæäîé ãðóïïå ëèáî J-ñèììåòðè÷íû (¾áîëüøèå¿öèêëû), ëèáî îáðàçóþò J-ñèììåòðè÷íûå ïàðû (¾ìàëûå¿ öèêëû). Íèæå ïðèâîäÿò-ñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè è áè�óðêàöèé ðàâíîâåñèéîñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïîðîæäàþ-ùèõ öèêëîâ.

�èñóíîê 1 � Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (M,Q); ñëåâà: ¾áîëü-øèå¿ öèêëû, ñïðàâà: ¾ìàëûå¿ öèêëûÍà ðèñóíêå 1 ñëåâà ïðèâåäåíà òèïè÷íàÿ áè�óðêàöèîíàÿ äèàãðàììà íà ïëîñ-êîñòè ïàðàìåòðîâ (M,Q) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà D = 1 äëÿïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ëèáðàöèîííîãî òèïà. Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ íèæå êðè-âîé PCKN óñòîé÷èâû ðàâíîâåñèÿ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì îòâå÷àþò J-ñèììåòðè÷íûå ïîðîæäàþùèå öèêëû. Îáíàðóæåíû òðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà ïîòåðèèõ óñòîé÷èâîñòè ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà Q. Â òî÷êàõ êðèâîé PC ïîðîæäàþùèé öèêëâûðîæäàåòñÿ â ñåïàðàòðèñíóþ âîñüìåðêó íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ. Â òî÷êàõ êðèâîé
CK èìååò ìåñòî áè�óðêàöèÿ ñëèÿíèÿ è ãèáåëè ïàðû ðàâíîâåñèé. Âòîðîå (íåóñòîé-÷èâîå) ðàâíîâåñèå âîçíèêàåò ïðè íåñêîëüêî ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ Q, è åìó ñîîòâåò-ñòâóåò ïîðîæäàþùèé öèêë, âîçíèêàþùèé ïðè ðàñïàäå ñåïàðàòðèñíîé âîñüìåðêè.Â òî÷êàõ êðèâîé KN ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèèÝéëåðà è ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì ñèììåòðè÷íîé ïàðû ðàâíîâåñèé, óñòîé÷è-



Ïðèìåðû íåëîêàëüíûõ áè�óðêàöèé â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ 71âûõ â îáëàñòè ìåæäó êðèâûìè KN è KL. Â òî÷êàõ êðèâîé KL ýòè ðàâíîâåñèÿãèáíóò, ñëèâàÿñü ñ íåóñòîé÷èâûìè. Âûøå êðèâîé PCKL íå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèéîñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ëèáðàöèîí-íîãî òèïà.Íà ðèñóíêå 1 ñïðàâà ïðèâåäåíà áè�óðêàöèîíàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè ïàðà-ìåòðîâ (M,Q) ïðè D = 1 äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé òèïà âðàùåíèé. Â îáëà-ñòè ïàðàìåòðîâ, îãðàíè÷åííîé êðèâîé ACBDEF , óñòîé÷èâû ðàâíîâåñèÿ îñðåäíåí-íûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì îòâå÷àþò J-ñèììåòðè÷íûå ïàðû ïîðîæäàþùèõ öèêëîâ.Íà ëèíèè AB ýòè ïîðîæäàþùèå öèêëû ñòÿãèâàþòñÿ ê ðàâíîâåñèÿì ñèñòåìû (1).Â òî÷êàõ êðèâîé BD èìååò ìåñòî áè�óðêàöèÿ ñëèÿíèÿ è ãèáåëè ïàðû ðàâíîâåñèéîñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî (íåóñòîé÷èâûì ðàâíîâåñè-ÿì îòâå÷àþò ïîðîæäàþùèå öèêëû, âîçíèêàþùèå ïðè ðàñïàäå ñåïàðàòðèñíîé âîñü-ìåðêè ïðè íåñêîëüêî ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõM). Òî÷êàì êðèâîéDE îòâå÷àåò êîëåáà-òåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, à òî÷êàì êðèâîé EF � áè�óðêàöèÿ Ýéëåðà. Íîâûåðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâû â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ìåæäó êðèâûìè EF è EG, â òî÷êàõêðèâîé EG ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. ×èñëåííî óñòàíîâëå-íî, ÷òî êîëåáàòåëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé îñðåäíåííûõ óðàâíåíèéÿâëÿåòñÿ ìÿãêîé, âîçíèêàþùèå ïðåäåëüíûå öèêëû óñòîé÷èâû. Íàïîìíèì, ÷òî åñ-ëè îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìåþò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-âûé ïðåäåëüíûé öèêë, òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ εèìååò àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé äâóìåðíûé èíâàðèàíòíûé òîð T 2(ñì., íàïðèìåð, [4, 5℄). Ïðè ε → 0 ÷èñëî âðàùåíèÿ íà T 2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïðè
ε = 0 òîð ñòàíîâèòñÿ ñåìåéñòâîì öèêëîâ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâåííî,ñ ðîñòîì ε íàáëþäàåòñÿ ðîæäåíèå äâóìåðíîãî òîðà èç ñåìåéñòâà ïîðîæäàþùèõöèêëîâ.2. 6d-ìîäåëü äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â êîëüöåâîé îáëàñòè. Â ðà-áîòàõ [6, 7℄, ÷èñëåííî, ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà �àëåðêèíà, èçó÷àëîñü äâóìåðíîåòå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â êîëüöåâîé îáëàñòè, âûçâàííîå ðàâíîìåðíûì âðàùå-íèåì âíóòðåííåé ãðàíèöû. Èíòåðåñ ê ýòîé çàäà÷å áûë âûçâàí ýêñïåðèìåíòàëüíîîáíàðóæåííûìè Â.À. Âëàäèìèðîâûì íåîáû÷íûìè ðåæèìàìè òå÷åíèé â òîíêîìâ îñåâîì íàïðàâëåíèè êîëüöåâîì çàçîðå [8℄. Ïðè áûñòðîì âðàùåíèè âíóòðåííåãîöèëèíäðà íàáëþäàëèñü ñîëèòîíîïîäîáíûå ðåæèìû: ìåäëåííî è ðàâíîìåðíî ïðå-öåññèðóþùèå â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñòðóè æèäêîñòè ñ èíòåíñèâíûì òå÷å-íèåì â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ [6, 7℄ ñ ìîäåëÿìèâûñîêîé ðàçìåðíîñòè (äî 400 óðàâíåíèé) íàáëþäàëèñü äâèæåíèÿ ñ àíàëîãè÷íûìèñâîéñòâàìè. Ìåõàíèçì èõ âîçíèêíîâåíèÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà �åéíîëüäñà Re íå áûëèññëåäîâàí � îíè íå îòâåòâëÿþòñÿ îò îñíîâíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà äâèæå-íèÿ (òå÷åíèÿ Êóýòòà), à âîçíèêàþò ¾èç âîçäóõà¿. Êðîìå òîãî, îñòàëñÿ îòêðûòûìâîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ äâèæåíèé ïðè íåîãðàíè÷åííî áîëüøèõ ÷èñëàõ �åé-íîëüäñà. Äëÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà ãàëåðêèíñêàÿìîäåëü ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè 6, êîòîðàÿ äîïóñêàåò äâèæåíèÿ ñ îïèñàííû-ìè ñâîéñòâàìè ([7℄, óðàâíåíèÿ (2.7) ïðè m + n 6 3). Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè èñ-õîäíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé, ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
xi = zi · cosφi, yi = zi · sinφi ïîçâîëèë ïîëó÷èòü �àêòîð-ñèñòåìó ïÿòè îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíûõ ðàäèóñîâ zi, i = 1, 2, 3,



72 Áàçàðåíêî À.Í., Ïåòðîâñêàÿ Í.Â., �ÿáîâ Í.À.è äâóõ �àçîâûõ èíâàðèàíòîâ ψ1,2 � ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé óãëîâûõ ïåðåìåííûõ φi.Íåâûðîæäåííûì ðàâíîâåñèÿì �àêòîð-ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêëûâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå 6d-ìîäåëè ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè, à ïðåäåëü-íûì öèêëàì �àêòîð-ñèñòåìû � äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå òîðû.Íà ðèñóíêå 2 ñëåâà ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãîèññëåäîâàíèÿ ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ �àêòîð-ñèñòåìû. Íà ãðà�èêå ïîãîðèçîíòàëè � ïàðàìåòð ε = Re−1, ïî âåðòèêàëè � àìïëèòóäà ðåøåíèÿ (îäèí èçïîëÿðíûõ ðàäèóñîâ zi).

�èñóíîê 2 � Ñëåâà: çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé�àêòîð-ñèñòåìû îò ïàðàìåòðà ε; â öåíòðå è ñïðàâà: ïðîåêöèè ïðåäåëüíîãî öèêëà �àêòîð-ñèñòåìû íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (z1, z2)Íóëåâîìó ðàâíîâåñèþ �àêòîð-ñèñòåìû îòâå÷àåò õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå èñ-õîäíîé çàäà÷è � òå÷åíèå Êóýòòà, óñòîé÷èâîå ïðè ε > ε0, ε0 ≈ 0.00733. Ïðè ε = ε0ïðîèñõîäèò æåñòêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, âîçíèêàþùèåïðè ýòîì ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâû (ýòà âåòâü íà ãðà�èêå èçîáðàæåíà ïóíêòèðîì).Ïðè ε = ε1, ε1 ≈ 0.00867, íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ñëèâàåòñÿ ñ óñòîé÷èâûì è îáàïîãèáàþò. Âåòâü óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé ñóùåñòâóåò ïðè ε ∈ (0, ε1), òî åñòü, ïðèíåîãðàíè÷åííî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà �åéíîëüäñà (íà ãðà�èêå ýòà âåòâü èçîá-ðàæåíà ñïëîøíîé ëèíèåé). Óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèÿì �àêòîð-ñèñòåìû îòâå÷àþòïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè � ìåäëåííàÿ ðàâíîìåðíàÿ ïðåöåññèÿ â àçè-ìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè åäèíñòâåííîãî ÷åòêî ëîêàëèçîâàíííîãî âèõðÿ (äâèæåíèÿòèïà V â òåðìèíîëîãèè [6, 7℄).Ïðè ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε (ïðè ε ∈ (0, ε2), ε2 ≈ 0.00175)�àêòîð-ñèñòåìà ïîìèìî óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ èìååò òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå 6d-ìîäåëè åìó îòâå÷à-åò àòòðàêòîð â âèäå äâóìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî òîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèÿæèäêîñòè � ýòî äâèæåíèÿ òèïà J â òåðìèíîëîãèè [6, 7℄. Íà ðèñóíêå 2 ñëåâà òî÷-êàìè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ �àêòîð-ñèñòåìû; ïî âåðòèêàëè îòëîæåíû âåëè÷èíû min z1 è max z1. Ïðîñòîé ¾îäíîîáîðîò-íûé¿ ïðåäåëüíûé öèêë óñòîé÷èâ äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε3), ε3 ≈ 0.00174, åãî ïðîåêöèÿíà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (z1, z2) ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 2 â öåíòðå. Ïðè ε = ε3îí ïðåòåðïåâàåò áè�óðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïðè ýòîì âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé¾äâóõîáîðîòíûé¿ ïðåäåëüíûé öèêë � åãî ïðîåêöèÿ íà ðèñóíêå 2 ñïðàâà. Îäíî-âðåìåííî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå 6d-ìîäåëè ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿ



Ïðèìåðû íåëîêàëüíûõ áè�óðêàöèé â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ 73äâóìåðíîãî òîðà.Ïðè ïîñëåäóþùåì óâåëè÷åíèè ε, ε → ε2, ðàññòîÿíèå ìåæäó ¾äâóõîáîðîòíûì¿ïðåäåëüíûì öèêëîì �àêòîð-ñèñòåìû è åå òðèâèàëüíûì ðàâíîâåñèåì ñòðåìèòñÿê íóëþ. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòîò ïðåäåëüíûéöèêë ïðè ε = ε2 ðîæäàåòñÿ èç ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè òðèâèàëüíîãî ðàâíî-âåñèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå áàçîâîé ÷àñòè òåõ. çàäàíèÿ213.01-11/2014-1 Ìèí. Îáð. Íàóêè �Ô, Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Æóêîâ Ì.Þ., Ïåòðîâñêàÿ Í.Â.Êîíâåêöèÿ â ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè. ×àñòü 1.Âûâîä óðàâíåíèé; êîíå÷íîìåðíàÿ ìîäåëü. �óêîïèñü äåï. â ÂÈÍÈÒÈ, � 331�Â94. 1994. 24 ñ.[2℄ �ëåäçåð Å. Á., Äîëæàíñêèé Ô.Â., Îáóõîâ Å.Ì. Ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãîòèïà è èõ ïðèìåíåíèå. Ì.: Íàóêà, 1981. 368 ñ.[3℄ Æóêîâ Ì.Þ., Ïåòðîâñêàÿ Í.Â. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç øåñòèìåðíîé ìî-äåëè òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè â æèäêîì ãåëèè. Â ñá.: ¾Ñîâðåìåííûåïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿, �îñòîâ-íà-Äîíó, 2005.[4℄ Àðíîëüä Â.È., Êîçëîâ Â. Â., Íåéøòàäò À.È.Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû êëàñ-ñè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêè / Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñåðèÿ ¾Ñîâðåìåííûåïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ¿. Ò. 3. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ,1985. 304 ñ.[5℄ Áîãîëþáîâ Í.Í., Ìèòðîïîëüñêèé Þ.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèèíåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ì.: Íàóêà, 1974. 410 ñ.[6℄ Petrovskaya N.V., Zhukov M.Yu. Numeri
al Simulation of the Fluid Flow inAnnulus. Preprint No. 5, 17 De
ember 2001, 54 p. HIMSA, University of Hull.[7℄ Petrovskaya N.V., Zhukov M.Yu. Low-order models of 2D �uid �ow in annulus.arXiv:0905.1876v1. PDF, LaTeX. 12 p. 2009.[8℄ Vladimirov V.A. Pro
eedings of the First International Conferen
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al models with small parameter . Two low-dimensional hydrodynami
al models with small parameter are under 
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ideration. Theresults of analyti
al and numeri
al investigation of bifur
ations are presented.



×ÈÑËÅÍÍÛÉ �ÀÑ×ÅÒ ÑÏÈ�ÀËÜÍÛÕ ÌÎÄ Â ÀÎ�ÒÅÁàòèùåâ Â.À., Ïåòðîâñêàÿ Ä.Ñ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäîâàíû êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû â àîðòå. Äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ êàê êîðîòêèõ ñïèðàëüíûõ âîëí, òàêè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ìîä. Ïîêàçàíî, ÷òî êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû, â îòëè÷èå îòäëèííûõ ñïèðàëüíûõ âîëí, çàïîëíÿþò âñå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèíäðà. Ìåõàíèçìîìïåðåíîñà ýòèõ âîëí ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ïîòîê. Äëèííûå è êîðîòêèå ñïèðàëüíûå ìî-äû èçìåíÿþò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ æèäêîñòè íà ïðîòèâîïîëîæíîå êàê ñî âðåìåíåì, òàêè ïî ñå÷åíèþ öèëèíäðà. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ìîäû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íå èçìåíÿþòíàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ æèäêîñòè ñî âðåìåíåì. Ñóììà êîðîòêèõ è êâàçèñòàöèîíàðíûõìîä ìîæåò ïðèâîäèòü ê îäíîíàïðàâëåííîìó âðàùåíèþ æèäêîñòè, îäíàêî íàïðàâëåíèåâðàùåíèÿ ìîæåò èçìåíèòüñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî ðàç â òå÷åíèè ñåðäå÷íîãî öèêëà.1. Ââåäåíèå. Âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëèñü ñîîáùåíèÿ î ñóùå-ñòâîâàíèè âèíòîâûõ òå÷åíèé êðîâè â êðîâåíîñíûõ ñîñóäàõ ÷åëîâåêà è æèâîòíûõ.Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàë, ÷òî çàêðó÷åííîå òå÷åíèå êðîâè âîç-íèêàåò â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà â äèàñòîëó è óñèëèâàåòñÿ â ñèñòîëó. Ñèñòîëà �îäíà èç �àç ñåðäå÷íîãî öèêëà, ñîêðàùåíèå ñåðäöà. Âòîðàÿ ÷àñòü ñåðäå÷íîãî öèêëàíàçûâàåòñÿ äèàñòîëîé. Âî âðåìÿ ñèñòîëû êðîâü íàãíåòàåòñÿ â àðòåðèàëüíóþ ñè-ñòåìó. Âèíòîâîå òå÷åíèå êðîâè âîçíèêàåò â ñåðäöå èç-çà çàêðó÷åííîé ñòðóêòóðûñòåíîê ëåâîãî æåëóäî÷êà ñåðäöà, ñîêðàùåíèÿ òðàáåêóëÿðíûõ ìûøö æåëóäî÷êà,êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñåðäöà â ñèñòîëó.Ê ïðè÷èíàì âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíûõ òå÷åíèé êðîâè â àîðòå îòíîñÿòñÿ òàê-æå è ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòåíîê êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. Â ñâîèõ ðàáîòàõ Óñòè-íîâ Þ.À. ðàññ÷èòàë äëèííûå ïóëüñîâûå âîëíû â àðòåðèàëüíûõ ñîñóäàõ ñ ó÷åòîìâèíòîâîé àíèçîòðîïèè ñòåíîê ñîñóäîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû, âûçâàííûå çà-êðó÷åííûì äâèæåíèåì êðîâè íà âõîäå â àîðòó. Ïîêàçàíî, ÷òî â àîðòå âîçìîæíîîäíîíàïðàâëåííîå âðàùåíèå æèäêîñòè. Îäíàêî, íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ìîæåò èç-ìåíÿòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå îäèí èëè íåñêîëüêî ðàç â òå÷åíèå ñèñòîëû. Íàè-áîëüøåãî çíà÷åíèÿ îêðóæíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè äîñòèãàåò âî âòîðîé ïîëîâèíåñèñòîëû.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñïèðàëüíûõ âîëíàõìàëîé àìïëèòóäû â àîðòå, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåòñÿ öèëèíäðîì êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ.Ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîíêóþ óïðóãóþ èçîòðîïíóþ îáîëî÷êóòîëùèíû h è ðàäèóñîì ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ðàâíûì a. Äâèæåíèå æèäêîñòèðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà
∂v

∂t
+ (v,∇)v = −ρ−1∇p+ ν∆v, divv = 0.Çäåñü v = (vr, vθ, vz) � âåêòîð ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, ρ, ν � ïëîòíîñòü æèäêîñòèè êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò, (r, θ, z) � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.



×èñëåííûé ðàñ÷åò ñïèðàëüíûõ ìîä â àîðòå 75Èññëåäóåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé âåêòîð ñêîðîñòè, äàâëåíèå èñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè íå çàâèñÿò îò îêðóæíîé êîîðäè-íàòû θ. Òå÷åíèå æèäêîñòè ïåðèîäè÷íî ïî âðåìåíè ñ çàäàííûì ïåðèîäîì ðàâíûì T .Çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ äëèíû, âðåìåíè,ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è ñìåùåíèé òî÷åê îáîëî÷êè ïðèíÿòû ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðà-ìåòðû a, 1/ω, U , ρU2, U/ω. Çäåñü ω = 2π/T . Ïàðàìåòð U � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè â ïîëå äëèííûõ ïðîäîëüíûõ âîëí.Óðàâíåíèå äëÿ îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõïðèâîäèòñÿ ê âèäó
∂vθ
∂t

+R
(
vr
∂vθ
∂r

+ vz
∂vθ
∂z

+
vrvθ
r

)
= ε2

ν

(
∇2vθ −

vθ
r2

)
. (1)Çäåñü R = U/(aω). Ïàðàìåòð εν ìàë è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé εν =

√
ν/(ωa2).Äëÿ àîðòû ñîáàêè εν ≈ 1/13.Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òîíêîé óïðó-ãîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ìîäåëèðóþùåé ñòåíêè àîðòû. Ïðè ïåðåõîäå êáåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì â óðàâíåíèÿõ îáîëî÷êè âîçíèêàåò ìàëûé ïàðàìåòð

εk = ωa
√

2aρ/(hE). Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. �åøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâèì â âèäå ñóì-ìû òðåõ âåêòîð-�óíêöèé V = V0(r, z)+V1(r, z1, t)+V2(r, z, z1, t). Çäåñü z1 = εkz �ìåäëåííàÿ îñåâàÿ êîîðäèíàòà. Âåêòîð V0 � îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå. Âåê-òîð V1 = (vr, vθ, vz, p, ur, uθ, uz) � îïèñûâàåò äëèííûå âîëíû, çàâèñÿùèå òîëü-êî îò ìåäëåííîé îñåâîé êîîðäèíàòû, ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû è âðåìåíè. Âåêòîð
V2 = (wr, wθ, wz, q, u

1
r, u

1
θ, u

1
z) îïèñûâàåò êîðîòêèå âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû. Ïåð-âûå ÷åòûðå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ V0,V1,V2 � ýòî êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòèè äàâëåíèå, à ïîñëåäíèå òðè � ýòî êîìïîíåíòû ñìåùåíèé òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõ-íîñòè îáîëî÷êè.Ñòàöèîíàðíûé ïîòîê, îïèñûâàåìûé âåêòîðîì V0, ïðåäñòàâèì òå÷åíèåì æèä-êîñòè ñ ïîëåì ñêîðîñòåé, ó êîòîðîãî ïîïåðå÷íàÿ è îêðóæíàÿ êîìïîíåíòû îòñóò-ñòâóþò, à îñåâàÿ êîìïîíåíòà èçìåíÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå

vz = V (r) = α0(1 − r2), vr = vθ = 0, p = c− 4ε2
να0z/R.Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, îïèñûâàþùèå äëèííûå âîëíû, ïðåäñòàâëåííûåâåêòîðîì V1, çàïèøåì â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà εk

vz = V (r) + vz0 + εkvz1 + ..., vθ = εkvθ0 + ... (εk → 0)

vr = εkvr1 + ..., uz = Uz + εkuz1 + ..., uθ = εkuθ0 + ...4. Êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû. Â îòëè÷èå îò äëèííûõ ñïèðàëüíûõ âîëí,êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû çàïîëíÿþò âñå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèíäðà. Ýòèâîëíû îïèñûâàþòñÿ îêðóæíîé êîìïîíåíòîé wθ âåêòîðà V2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîêîìïîíåíòà wθ èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê ìàëîñòè O(εk), êàê è îêðóæíàÿ äëèííî-âîëíîâàÿ êîìïîíåíòà vθ. Ïîêàæåì, ÷òî êîðîòêèå ñïèðàëüíûå âîëíû ñëàáî çàâèñÿòîò óïðóãèõ ñâîéñòâ îáîëî÷êè, à ìåõàíèçìîì èõ ïåðåíîñà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûéïîòîê. Ïîðÿäêè îñòàëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà V2 íàõîäÿòñÿ ïðè àíàëèçå ïîðÿäêîâ



76 Áàòèùåâ Â.À., Ïåòðîâñêàÿ Ä.Ñ.âñåõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà è äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáîëî÷êè. Àñèìï-òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà V2 ïðè εk → 0 ïðåäñòàâèì â âèäå
wθ = εkwθ1 + ..., wz = ε2

kwz1 + ..., u1
θ = ε3

kuθ1 + ...Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàçëàãàþòñÿ â àíàëîãè÷íûå ðÿäû.Êîìïîíåíòà wθ1 ó÷èòûâàåò êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ êàê ñðåäíèì ïîòîêîì, òàê èäëèííûìè âîëíàìè è îïðåäåëÿåòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è
∂wθ1
∂t

+RVz
∂wθ1
∂z

= ε2
ν

(
∇2wθ1 −

wθ1
r2

)
,

wθ1 = 0 (r = 1), wθ1 = 0 (r = 0), wθ1 → 0 (z → ∞).
(2)Çäåñü Vz = vz0(r, z1, t) + V (r).Ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå îòäåëüíûõ ìîä. �àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, �óíê-öèþ wθ1 ïðåäñòàâèì â âèäå wθ1 = Wθ1(r, t, z1) exp(ikz).Äëèííûå ïðîäîëüíûå âîëíû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà εν ðàñïðîñòðà-íÿþòñÿ â îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè îáîëî÷êè. Ôóíêöèþ vz0 ïðåäñòàâèìâ âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ vz0 = v0

z0(t, z1) + hz0(t, z1, s1). Ïåðâîå ñëàãàåìîå v0
z0îïèñûâàåò îñåâóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè âíå îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ôóíê-öèÿ hz0 ëîêàëèçîâàíà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âáëèçè îáîëî÷êè. Ôóíêöèÿ v0

z0 íå çà-âèñèò îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r, à åå ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå ðàâíî íó-ëþ. Â ðåçóëüòàòå, �óíêöèþ Wθ1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Wθ1 = Q(t, z1)W , ãäå
Q = exp

(
−ikR

∫
v0
z0(t, z1)dt

). �åøåíèå W ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàå-ìûõ W = w + H . Çäåñü w îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå �óíêöèè W â ïîãðàíè÷íîì ñëîå,à H � ìàëàÿ ïîïðàâêà ê w, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ðåøåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå w = F (r) exp(−int). Àì-ïëèòóäà F (r) è êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî k íàõîäÿòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî. Ïðè εν → 0 âáëèçèîñè öèëèíäðà âîçíèêàåò òîíêèé êðèòè÷åñêèé ñëîé, â êîòîðîì ëîêàëèçîâàíà ÷àñòüìîä �óíêöèè F . Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè èíäåêñà n íàéäåíî ñ÷åòíîå÷èñëî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Fn,m è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë kn,m, ãäå n,m = 1, 2, 3, ....Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è (2) â âèäå îòäåëüíûõ ñïèðàëüíûõ ìîä
wθ1 = Qn,m(t, z1)

(
Fn,m(r) +Hn,m

)
exp
(
i(kn,mz − nt)

)
. (3)Çäåñü n, m = 1, 2, 3, .... Ôóíêöèÿ Qn,m ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé äåêðåìåíòà k íà kn,mâ �îðìóëå äëÿ Q. Ôóíêöèÿ Fn,m îïèñûâàåò ñïèðàëüíóþ ìîäó âíå îáëàñòè ïîãðà-íè÷íîãî ñëîÿ. Ôóíêöèÿ Hn,m � ìàëàÿ ïîãðàíñëîéíàÿ ïîïðàâêà, ëîêàëèçîâàííàÿâ ïîãðàíè÷íîì ñëîå DS è èñ÷åçàþùàÿ âíå DS. Êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî èñîáñòâåííóþ �óíêöèþ ïðåäñòàâèì â âèäå kn,m = kr + iki, Fn,m = gn,m + ifn,m.×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ ki è âîëíîâîå ÷èñëî ìîíî-òîííî çàòóõàþò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà Rp, ðàâíîãî Rp = Up/(ωa). Ïðè m = 1, n > 1ñ ðîñòîì èíäåêñà n óâåëè÷èâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ kr è ki, à �óíêöèè fn,m è

gn,m ëîêàëèçóþòñÿ âáëèçè îñè öèëèíäðà. Ëîêàëèçàöèÿ óñèëèâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåìïàðàìåòðà εν. Ïðè εν → 0 âáëèçè îñè ñèììåòðèè âîçíèêàåò âÿçêèé êðèòè÷åñêèéñëîé ñ òîëùèíîé ïîðÿäêà O(
√
εν). Ïðè âûõîäå èç ýòîãî ñëîÿ ñïèðàëüíûå ìîäûçàòóõàþò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó.



×èñëåííûé ðàñ÷åò ñïèðàëüíûõ ìîä â àîðòå 775. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ìîäû. Êîðîòêèå è äëèííûå ñïèðàëüíûå ìîäû èç-ìåíÿþò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ æèäêîñòè êàê ïî ñå÷åíèþ, òàê è ñî âðåìåíåì âòå÷åíèè ñèñòîëû. Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé äâè-æåíèÿ, êîòîðûå â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à ïåðâàÿ ìîäà íåèçìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Ìàëûå ïà-ðàìåòðû εν è εk ñâÿæåì ïî �îðìóëå εk = cεε
2
ν. Äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõàîðòå ñîáàêè ïðèâåäåì çíà÷åíèå cε ≈ 3.44. Èòàê, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿðåøåíèé çàäà÷è èìåþò âèä

wθ = εkw0 + ε2
kw1 + ε

5/2
k H0 +O(ε3

k) (εk → 0).Ôóíêöèè wk îïèñûâàþò ðåøåíèÿ âíå îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ôóíêöèÿ H0ëîêàëèçîâàíà â ïîãðàíè÷íîì. Ôóíêöèÿ w0 îïðåäåëÿåòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ.6. Ñâîéñòâà ñïèðàëüíûõ ìîä. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîðîòêèõ ñïè-ðàëüíûõ âîëí âíå îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïî �îðìóëå (3). Íà ðèñóíêàõ 1�3ïðèâåäåíû àìïëèòóäû ñïèðàëüíûõ ìîä ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ m è n.Íà ðèñóíêå 1à ïðèâåäåíà ñóììà àìïëèòóä ïåðâîé ñïèðàëüíîé ìîäû n = m = 1 èïåðâîé êâàçèñòàöèîíàðíîé ìîäû ïðè r = 0.5 â ñå÷åíèè z = 0 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è
z = 6 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). �èñóíêó 1á ñîîòâåòñòâóåò ñóììà àìïëèòóä ìîäû n = 2,
m = 1 è ïåðâîé êâàçèñòàöèîíàðíîé ìîäû. Çäåñü ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåòçíà÷åíèþ z = 0, à ïóíêòèðíàÿ � z = 6. Ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (3) óìíîæàëàñü íàêîìïëåêñíóþ ïîñòîÿííóþ c = cr + ici. Íà ðèñóíêå 1à cr = ci = −1, à íà ðèñóíêå 1áýòà ïîñòîÿííàÿ ðàâíà c = 0.1(−1 + i).Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíà àìïëèòóäà ïåðâîé ñïèðàëüíîé ìîäû m = n = 1â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â òå÷åíèè ñèñòîëû (ðèñóíîê 1à) è â çàâèñèìîñòè îòîñåâîé êîîðäèíàòû z (ðèñóíîê 2á). Íà ðèñóíêå 2á ñïëîøíàÿ, ïóíêòèðíàÿ è øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó ñèñòîëû t = 0, ñåðåäèíå ñèñòîëû t = π/3è êîíöó ñèñòîëû t = 2π/3.Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì. Â òå÷åíèè ñè-ñòîëû æèäêîñòü âðàùàåòñÿ â îäíó ñòîðîíó, îäíàêî íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ èçìå-íÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå â òå÷åíèè íåáîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Äëèíàýòîãî ïðîìåæóòêà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ñåðäå÷íîãî öèêëà.Ýòîò ïðîìåæóòîê ìîæåò íàõîäèòüñÿ âáëèçè ëþáîé âðåìåííîé òî÷êè ñèñòîëû (ðè-

à) á)�èñóíîê 1 � Àìïëèòóäû ñïèðàëüíûõ âîëí â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â òå÷åíèè ñèñòîëû
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à) á)�èñóíîê 2 � Ïåðâàÿ ñïèðàëüíàÿ ìîäàñóíîê 1). Âîçìîæíî îäíîíàïðàâëåííîå äâèæåíèå æèäêîñòè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿïåðâîé êâàçèñòàöèîíàðíîé ìîäîé. Æèäêîñòü ìîæåò èçìåíÿòü íàïðàâëåíèå âðàùå-íèÿ â òå÷åíèè ñèñòîëû íåñêîëüêî ðàç (ðèñóíîê 2à).Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äîñòèãàåòñÿ âî âòîðîéïîëîâèíå ñèñòîëû. Â íà÷àëå ñèñòîëû ñóùåñòâóåò íåáîëüøîé âðåìåííîé îòðåçîê, âòå÷åíèå êîòîðîãî êîìïîíåíòà wθ1 èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Äëèíà ýòîãî âðåìåí-íîãî îòðåçêà óâåëè÷èâàåòñÿ êàê ïðè óäàëåíèè îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà, òàêè ñ ðîñòîì èíäåêñà m. Âûñøèå ìîäû m > 3 âîçáóæäàþòñÿ â êîíöå ñèñòîëû. Ïðèóäàëåíèè îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ ñïèðàëüíûå ìîäû çàòóõàþò, ïðè÷åì ñòàðøèå ìîäûçàòóõàþò ñèëüíåå, ÷åì ïåðâàÿ ìîäà. Ïðè �èêñèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-äèíàòàõ îêðóæíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ïî âðåìåíè, ïðè÷åì÷àñòîòà êîëåáàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì èíäåêñà n.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Óñòèíîâ Þ.À. Ìîäåëü âèíòîâîãî ïóëüñîâîãî äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíûõ ñî-ñóäàõ // Äîêëàäû �ÀÍ. 2004. Ò. 398. � 3. Ñ. 71�76.[2℄ Áàòèùåâ Â.À., Óñòèíîâ Þ.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñïèðàëü-íûõ âîëí â àîðòå // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. 2013. � 1. Ñ. 102�110Batish
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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ �ÅÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊ Ô�ÌÑ ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÌ ��ÀÄÈÅÍÒÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂÁîãà÷åâ È.Â.1, Âàòóëüÿí Ê.À.1, ßâðóÿí Î.Â.2
1Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍè Ïðàâèòåëüñòâà �ÑÎ�Àëàíèÿ�àññìîòðåíû çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ Ô�Ì íà ïðèìåðå àíàëèçà óñòàíîâèâ-øèõñÿ êîëåáàíèé óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ ñ ñèëüíûì ëîêàëèçîâàííûì ãðàäèåíòîììåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïî òîëùèíå. Ïðåäñòàâëåíû èòåðàöèîííûå ñõåìû ðåøåíèÿ òàêèõçàäà÷, îñíîâàííûå íà ìåòîäå ëèíåàðèçàöèè è ïîñëåäîâàòåëüíîì ÷èñëåííîì àíàëèçå èí-òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî è 2-ãî ðîäîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûìèïîäõîäàìè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ âè-äîâ íåîäíîðîäíîñòåé, óñòàíîâëåíû äèàïàçîíû ÷óâñòâèòåëüíîñòè è íå÷óâñòâèòåëüíîñòèïðåäëîæåííîé ñõåìû.Ââåäåíèå. Îäíîé èç íàèáîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿìåõàíèêà �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ (Ô�Ì). Ââèäó îñîáåííîñòåéèõ ñòðóêòóðû, ñâîéñòâà òàêèõ ìàòåðèàëîâ ìîãóò çíà÷èòåëüíî èçìåíÿòüñÿ ïî ïðî-ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, ÷òî äåëàåò êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþêîìïîçèòîâ [1℄, îñíîâàííûå ëèáî íà ïðîöåäóðå ïðîñòðàíñòâåííîãî îñðåäíåíèÿ, ëè-áî íà òåîðèè ñìåñåé, íåàäåêâàòíûìè ïðè èõ ìîäåëèðîâàíèè â ñëîæíûõ óñëîâèÿõíàãðóæåíèÿ. Êîëè÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê Ô�Ì ïîç-âîëèò ìîäåëèðîâàòü ðåàëüíîå ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèé èç íèõ.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ âèäîâ Ô�Ì, àêòèâíî èñïîëü-çóþùèõñÿ â ïðîìûøëåííîñòè, ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëû, ëèöåâîé ñëîé êîòîðûõ âûïîë-íÿþò èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è ñîåäèíÿþò ñ âíóòðåííèì ñëîåì, èìåþùèì ðåîëîãè-÷åñêèå ñâîéñòâà, ðàçëè÷íûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Â ñâÿçè ñî ñïåöè�èêîéñòðóêòóðû òàêèõ ìàòåðèàëîâ, èõ ñâîéñòâà ìîãóò çíà÷èòåëüíî ìåíÿòüñÿ íà íåêîòî-ðûõ ó÷àñòêàõ è òàêèå ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûìè.Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíû çàäà÷è ðåêîíñòðóêöèè õàðàê-òåðèñòèê óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ ñ ëîêàëèçîâàííûì ãðàäèåíòîì ñâîéñòâ ïîòîëùèíå. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îáñóæäåíûíåêîòîðûå îñîáåííîñòè, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. �àññìîò-ðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ òîëùèíû h,íèæíÿÿ ãðàíü êîòîðîãî æåñòêî çàùåìëåíà, íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû ïðèëîæåíûíàãðóçêè, îïðåäåëÿåìûå âåêòîðîì p, ãäå p = (p1, 0, 0) (ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâêà ðàñ-ñìîòðåíà â ðàáîòàõ [2, 3℄). Äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ñëîÿ èñïîëüçîâà-íà ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà Çèíåðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðè-àë, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí ñëîé, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûì ñ ñèëüíîëîêàëèçîâàííûì ãðàäèåíòîì ñâîéñòâ ïî òîëùèíå. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè



80 Áîãà÷åâ È.Â., Âàòóëüÿí Ê.À., ßâðóÿí Î.Â.ìãíîâåííîãî è äëèòåëüíîãî ìîäóëåé ñëîÿ ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î �óíê-öèè ñìåùåíèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ, èçìåðåííîé â íåêîòîðîì ÷àñòîòíîì äèà-ïàçîíå. Â ñëó÷àå, åñëè ñëîé ÿâëÿåòñÿ óïðóãèì, íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ïîñòàíîâêóïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ.Ïîëüçóÿñü ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì â ñòàòüå [2℄, îñðåäíèì êðàåâóþ çàäà÷ó ïîïåðåìåííîé x1. Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåòñÿê áîëåå ïðîñòîé, çàâèñÿùåé îò îñðåäíåííûõ �óíêöèé ñìåùåíèÿ:
(µU),3 +ρω2U = 0

U |x3=0 = 0, µU |x3=h = 1,

U(h, ω) = F (ω), ω ∈ [ω1, ω2],

(1)ãäå U(x3, ω) =

+∞∫

−∞

u(x1, x3,ω)dx1 � îñðåäíåííàÿ �óíêöèÿ ñìåùåíèÿ, u(x1, x3, ω) ��óíêöèÿ ñìåùåíèÿ ñëîÿ, µ(x3, iω) =
(inωµ2(x3) + µ1(x3)

1 + inω
� �óíêöèÿ êîìïëåêñíîãîìîäóëÿ, ρ � ïëîòíîñòü, µ1(x3) è µ2(x3) � ìãíîâåííûå è äëèòåëüíûå ìîäóëè ñðåäû,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 0 < µ1(x3) < µ2(x3), n � âðåìÿ ðåëàêñàöèè (
onst).Âåëè÷èíû ρ è n ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ è îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ áóäåì ñòðîèòü äëÿ âñïîìî-ãàòåëüíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

x = x3/h, u = Ui/h, κ2 =
ρω2h2

µ1(0)
è áåçðàçìåðíûõ õàðàêòåðèñòèê:

(G(x, iκ)u′(x, κ))′ + κ2u(x, κ) = 0,

u(0, κ) = 0, G(1, iκ)u′(1, κ) = 1.
(2)Çäåñü G(x, iκ) =

iτκg(x) + h(x)

1 + iτκ
, τ = n

√
µ1(0)

ρh2
, ãäå g(x) =

µ1(x)

µ1(0)
, h(x) =

µ2(x)

µ1(0)
.Äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2) îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè�óíêöèé h(x), g(x) (0 < h(x) < g(x)), u(x, κ) ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óñëî-âèÿ î âåëè÷èíå îñðåäíåííîé �óíêöèè ñìåùåíèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ:

u(1, κ) = f(κ), κ ∈ [κ1, κ2]. (3)Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííîéçàäà÷è, ïîäîáíîãî îïèñàííîìó â [2℄. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ k-òîãî øàãà èòå-ðàöèîííîãî ïðîöåññà èìåþò âèä:
uk(x) =

∫ 1

0

Kk(ξ, x)uk(ξ)dξ +

∫ x

0

dη

Gk(η, iκ)
(4)ãäå Kk(ξ, x) = κ2

∫ min{ξ, x}

0

dη

Gk(η, iκ)
, ξ ∈ [0, 1].

∫ 1

0

δGk+1(x, iκ)((uk(x, κ))′)2dx = f(κ) − uk(1, κ), (5)



�åêîíñòðóêöèÿ õàðàêòåðèñòèê Ô�Ì ñ ëîêàëèçîâàííûì ãðàäèåíòîì ñâîéñòâ 81ãäå Gk+1(x, iκ) = Gk(x, iκ) + δGk+1(x, iκ).Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà (4) èñïîëüçîâàíìåòîä êîëëîêàöèé, à óðàâíåíèå (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåÔðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà ñ ñóììèðóåìûì ÿäðîì, ðåøåíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåêîð-ðåêòíîé çàäà÷åé, â ñâÿçè ñ ÷åì áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõî-íîâà.Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè k-ãî øàãà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íàõîäèòñÿ �óíê-öèÿ Gk+1(x, iκ) (è, ñëåäîâàòåëüíî, h(x), g(x)), ÿâëÿþùèåñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøå-íèåì çàäà÷è. Âûõîä èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäèòñÿ ëèáî ïî âåëè÷èíå�óíêöèîíàëà íåâÿçêè, ëèáî ïî ÷èñëó èòåðàöèé.2. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóê-öèè �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ â ïåðâîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ìîäóëþ ñäâèãà(óïðóãèé ñëó÷àé), âî âòîðîì � ìãíîâåííûì è äëèòåëüíûì ìîäóëÿì (âÿçêîóïðó-ãèé ñëó÷àé). Êàæäàÿ ñåðèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ: â ïåðâîì ñâîéñòâàñëîÿ ìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå íà 100% âî âòîðîì � íà 500%. Íà÷àëüíûå ïðèáëèæå-íèÿ ðàçûñêèâàëèñü íà îñíîâàíèè ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè â êëàññå ëè-íåéíûõ �óíêöèé (èëè êîíñòàíò). Íà ãðà�èêàõ ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí ãðà�èêèñõîäíîé �óíêöèè, ïóíêòèðîì � íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, òî÷êàìè � âîññòàíîâ-ëåííîé.1. Óïðóãèé ñëó÷àé (τ = 0).1.1. Âîññòàíàâëèâàåìàÿ �óíêöèÿ h(x) = e(−20(x−0.5)2) + 1. Íà÷àëüíîå ïðèáëè-æåíèå íàéäåíî â âèäå h0(x) = 1.5, ÷àñòîòíûé äèàïàçîí [2.2, 4.85]. Ïîòðåáîâàëîñü15 èòåðàöèé, ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå (ðèñóíîê 1, à),ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 4%.1.2. Âîññòàíàâëèâàåìàÿ �óíêöèÿ h(x) = e(−20(x−0.5)2) + 0.2. Íà÷àëüíîå ïðèáëè-æåíèå íàéäåíî â âèäå h0(x) = 0.45, ÷àñòîòíûé äèàïàçîí [1.25, 2.4]. Ïîòðåáîâàëîñü3 èòåðàöèè, ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå (ðèñóíîê 1, á), ïî-

�èñóíîê 1 � Óïðóãèé ñëó÷àé. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè h(x) â ïðèìåðàõ 1.1 (à) è 1.2 (á)



82 Áîãà÷åâ È.Â., Âàòóëüÿí Ê.À., ßâðóÿí Î.Â.ãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 8%.2. Âÿçêîóïðóãèé ñëó÷àé (τ = 0.1).2.1. Âîññòàíàâëèâàþòñÿ �óíêöèè h(x) = 0.8e(−20(x−0.5)2)+1, g(x) = e(−20(x−0.5)2)+
+1.05. Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ íàéäåíû â âèäå h0(x) = 1.125, g0(x) = 1.4, ÷à-ñòîòíûé äèàïàçîí [2.4, 5]. Ïîòðåáîâàëîñü 10 èòåðàöèé, ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå (ðèñóíîê 2), ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 4%.

�èñóíîê 2 � Âÿçêîóïðóãèé ñëó÷àé. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé h(x) è g(x) â ïðèìåðå 2.12.2. Âîññòàíàâëèâàþòñÿ �óíêöèè h(x) = e(−20(x−0.5)2) +0.2, g(x) = e(−20(x−0.5)2) +
+0.25. Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ íàéäåíû â âèäå h0(x) = 0.45, g0(x) = 0.475, ÷à-ñòîòíûé äèàïàçîí [1.25, 2.5]. Ïîòðåáîâàëîñü 14 èòåðàöèé, ðåçóëüòàò âîññòàíîâëå-

�èñóíîê 3 � Âÿçêîóïðóãèé ñëó÷àé. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèé h(x) è g(x) â ïðèìåðå 2.2



�åêîíñòðóêöèÿ õàðàêòåðèñòèê Ô�Ì ñ ëîêàëèçîâàííûì ãðàäèåíòîì ñâîéñòâ 83íèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå (ðèñóíîê 3), ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò 10%.Çàêëþ÷åíèå. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ èäåíòè�èêàöèÿ ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ �óíê-öèé ïðîèñõîäèò ñ îòíîñèòåëüíî íåâûñîêîé ïîãðåøíîñòüþ, âîññòàíîâëåíèå íà íåêî-òîðûõ ó÷àñòêàõ, â ÷àñòíîñòè, â îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà �óíêöèé-ñâîéñòâ, ïðîèñ-õîäèò õóæå, ÷åì íà îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõ. Ïîäîáíîå ÿâëåíèå íàáëþäàëîñü è ïðèðåøåíèè çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè ñâîéñòâ êîæíîãî ïîêðîâà, â ïðîöåññå êîòîðîãîáûëî ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè òêàíåé ñ áîëåå âûñîêèìè ìãíîâåííûì è äëè-òåëüíûì ìîäóëÿìè (äåðìà, ýïèäåðìèñ) âîññòàíàâëèâàþòñÿ õóæå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òîíà âõîäíóþ èí�îðìàöèþ â çàäà÷å îñíîâíîå âëèÿíèå îêàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêèíèçêîìîäóëüíîãî ïîäêîæíîãî æèðà. Â äàííîé çàäà÷å òàêæå õóæå âîññòàíàâëèâà-þòñÿ ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ íà ó÷àñòêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñòàâêàì ïîâûøåííîéæåñòêîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè �îññèè� 9.665.2014/Ê è ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî ñòðàòåãè÷åñêèìíàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè ïðåçèäèóìà �ÀÍ �1.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êðèñòåíñåí �. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó êîìïîçèòîâ. Ì.: Ìèð, 1974. 338 ñ.[2℄ Áîãà÷åâ È. Â., Âàòóëüÿí À.Î., ßâðóÿí Î.Â. Èäåíòè�èêàöèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðè-ñòèê íåîäíîðîäíîãî ïî òîëùèíå ñëîÿ // Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë. 2011. � 6. Ò. 57.Ñ. 723�730.[3℄ Áîãà÷åâ È. Â., Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â. Â. Îá îäíîì ìåòîäå èäåíòè�èêàöèèñâîéñòâ ìíîãîñëîéíûõ ìÿãêèõ áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé // �îññèéñêèé æóðíàë áèî-ìåõàíèêè. 2013. � 13. Ò. 3. Ñ. 37�48.Boga
hev I.V., Vatulyan K.A, Yavruyan O.V. The features of properties re
on-stru
tion of FGM with lo
alized gradient properties. We 
onsider problems identi�
ation ofthe properties FGM by analyzing the steady os
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 and vis
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 layer withstrong lo
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h a large number of 
omputational experiments for di�erent types of irregularities ispresented. Ranges of sensitivity and insensitivity of the proposed s
heme are established.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÎÊÓÑÈ�ÎÂÊÈ ÎÁ�ÀÒÍÎ ÎÒ�ÀÆÅÍÍÎÉÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÂÎËÍÛ ÎÒ Ï�ÅÏßÒÑÒÂÈÉÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÎ�ÌÛÁîåâ Í.Â., Àíäðþùåíêî Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå ÿâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè-�ðàêöèè èññëåäîâàíà àìïëèòóäà äàâëåíèÿ â îáðàòíî îòðàæåííîé âûñîêî÷àñòîòíîé àêó-ñòè÷åñêîé âîëíå îò ïîâåðõíîñòåé òâåðäûõ îòðàæàòåëåé êàíîíè÷åñêîé �îðìû. Ïðîâåäåíäåòàëüíûé ÷èñëåííûé àíàëèç àìïëèòóäû äàâëåíèÿ â ñëó÷àå îáðàòíîãî îòðàæåíèÿ îò öè-ëèíäðà, ñ�åðû, òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, îäíîïîëîñòíîãî è äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäîâ,ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ãåîìåòðè÷å-ñêèõ ïàðàìåòðîâ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîñòðîåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè àìïëèòóäûäàâëåíèÿ îò óäàëåííîñòè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà âîëíû îò ïîâåðõíîñòåé ðàññåèâàòåëåé.Óñòàíîâëåíû òî÷êè �îêóñèðîâêè äàâëåíèÿ â îòðàæåííîé âîëíå.Ìåòîäû ðàñ÷åòà àêóñòèêè ïîìåùåíèé îñíîâàíû íà çàìåíå ãðàíè÷íûõ ïîâåðõ-íîñòåé íåïëîñêèõ îòðàæàòåëåé íàáîðîì ãðàíåé âïèñàííîãî èëè îïèñàííîãî ìíî-ãîãðàííèêà îêîëî îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè. Òàêîé ïîäõîä, êîíå÷íî, ñóùåñòâåííîóïðîùàåò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè (�ÒÄ).Äàâëåíèå â ïåðåîòðàæåííîé ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç âûñîêî÷àñòîòíîéàêóñòè÷åñêîé âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíîé âåëè÷èíîé ê ñóììå ðàññòîÿíèé îò èñ-òî÷íèêà âîëíû äî ïåðâîé òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíû-ìè òî÷êàìè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, îò ïîñëåäíåé òî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿäî òî÷êè ïðèåìà. Âìåñòå ñ òåì, ïðè òàêîé çàìåíå, âî-ïåðâûõ, èñêàæàåòñÿ òðàåêòî-ðèÿ ëó÷åé, âî-âòîðûõ, íå ó÷èòûâàåòñÿ ÿâíî èñêðèâëåííîñòü ïîâåðõíîñòåé ÷åðåç ëî-êàëüíûå ïàðàìåòðû êðèâèçíû ïîâåðõíîñòåé [1℄ â òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà ÿâíîì âûðàæåíèè äàâëåíèÿ â îäíîêðàòíîîòðàæåííîé âûñîêî÷àñòîòíîé âîëíå. Îíî ïîëó÷åíî â ðàìêàõ �ÒÄ íà îñíîâå àñèìï-òîòè÷åñêîé îöåíêè äâóêðàòíîãî äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà [2℄ Êèðõãî�à ìåòîäîìäâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé �àçû [3℄. Âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ â òî÷êå ïðèåìà ñî-äåðæèò âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è: ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè çåðêàëüíîãîîòðàæåíèÿ äî èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà âîëíû, íàïðàâëåíèå ïàäàþùåé âîëíû, ãëàâ-íûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â òî÷êå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàìêàõ òðåõìåðíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì îáðàòíîåîòðàæåíèå êðóãîâîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû âûçâàííîé òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì äàâëå-íèÿ (2), ïîìåùåííûì â òî÷êå A, îò õàðàêòåðíûõ òî÷åê B çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé: òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà (1a), îäíîïîëîñò-íîãî ãèïåðáîëîèäà (1b), äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (1
), ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðà-áîëîèäà (1d), ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (1e) (ðèñóíîê 1): x2
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c2
= 1 (1b); x2
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b
= 2z (1e);
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�èñóíîê 1 � 1a � Îáðàòíîå îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû îò òî÷êè
(0, 0,−c) òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, 1b � îò òî÷êè (0,−b, 0) îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà,1
 � îò òî÷êè (0, 0, c) äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, 1d � îò òî÷êè (0, 0, 0) ýëëèïòè÷åñêîãîïàðàáîëîèäà, 1e � îò òî÷êè (0, 0, 0) ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà; 1f � îäíîêðàòíîåîòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû îò òâåðäîãî îòðàæàòåëÿÈñòî÷íèê è ïðèåìíèê âîëíû ðàñïîëîæåí â òî÷êå A. Òî÷êà B � òî÷êà çåðêàëüíî-ãî îòðàæåíèÿ çâóêîâîé âîëíû îò ïîâåðõíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ. Ïðè ýòîì íîðìàëü êïîâåðõíîñòè â òî÷êå B íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé BA.Öåëü èññëåäîâàíèÿ: äàòü êà÷åñòâåííûé è êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç àìïëèòóäûäàâëåíèÿ â îáðàòíî îòðàæåííîé âîëíå â çàâèñèìîñòè îò óäàëåííîñòè èñòî÷íèêà èïðèåìíèêà âîëíû îò ïîâåðõíîñòè îòðàæàòåëåé.Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äàâëåíèÿ â îòðàæåííîé âîëíå ïîëó÷åíî â [4℄ íà îñ-íîâå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è â îáùåé ïîñòàíîâêå (ðèñóíîê 1). Â ýòîé ðàáîòå çàäà-÷à îäíîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé êðóãîâîé âîëíû îòãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ èññëåäóåòñÿ â ðàìêàõ òðåõìåðíîé çàäà÷è (ðè-ñóíîê 1). Ïóñòü èç òî÷êè x0 áåñêîíå÷íîé òðåõìåðíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäû íà ïðå-ïÿòñòâèå, îãðàíè÷åííîå ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S, ïàäàåò êðóãîâàÿâûñîêî÷àñòîòíàÿ ìîíîõðîìîòè÷åñêàÿ âîëíà (ðèñóíîê 1). Åå çàâèñèìîñòü îò âðå-ìåíè e−iωt, ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Àìïëèòóäà äàâëåíèÿ â òî÷êå yàêóñòè÷åñêîé ñðåäû, ïîðîæäåííîé êðóãîâîé âîëíîé îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, íà-õîäÿùåãîñÿ â òî÷êå x0 çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì: pinc(y) = eik|x0−y|

|x0−y| , R0 = |x0 − y|,ãäå R0 = |x0 − y| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x0 è y, k = ω/c � âîëíîâîå ÷èñëî,
c � ñêîðîñòü àêóñòè÷åñêîé âîëíû. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âûñîêî÷àñòîò-íûé ðåæèì êîëåáàíèé, à ïîýòîìó ïàðàìåòðû ω è k ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè. Áóäåìðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû â íàïðàâëåíèè ~q = x0y

∗/|x0y
∗|, ãäå òî÷êà

y∗ ∈ S. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïàäàþùåé âîëíû ñ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ S �îð-



86 Áîåâ Í.Â., Àíäðþùåíêî Å.Â.ìèðóåòñÿ îòðàæåííàÿ âîëíà.2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû äàâëåíèÿ â âûñîêî÷à-ñòîòíîé âîëíå, îòðàæåííîé îò ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷åíî íà îñíîâå èíòå-ãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [2℄:
p (x) =

i k

2 π

cos γ

L0 L

∫∫

S

eikφ dS , φ = |x0 − y| + |x− y| , |x0 − y∗| = L 0, |x− y∗| = L.�ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè äè�ðàêöèîííîãî èíòåãðàëà ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåò-ðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè [5�7℄:
p(x) =

exp
{
i
[
k(L0 + L) + π

4
(δ2 + 2)

]}
√∣∣∣(L0 + L)2 − 2L0L(L0 + L)(2H cos2 γ + k̃sin2γ) cos−1 γ + 4L2

0L
2K
∣∣∣
,â êîòîðîé K = k1 k2 � ãàóññîâà êðèâèçíà, à H = ( k1 + k2)/ 2 � ñðåäíÿÿ êðèâèç-íà ïîâåðõíîñòè â òî÷êå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗, à k̃ � êðèâèçíà íîðìàëüíîãîñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè îòðàæàòåëÿ ïëîñêîñòüþ ëó÷à x0 − y∗ − x, γ � óãîë ìåæäóíîðìàëüþ è íàïðàâëåíèåì ïàäåíèÿ âîëíû.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ êàæäîãî òèïà îòðàæàòåëåé âû÷èñëåíû ãëàâ-íûå êðèâèçíû ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ Â. ×èñ-ëåííûé àíàëèç äëÿ êàæäîãî âèäà ðàññåèâàòåëåé ïðîâåäåí äëÿ íåñêîëüêèõ âàðèàí-òîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Íà ðèñóíêàõ 2�4 äëÿ îäíîïîëîñòíîãî (ðèñóíîê 2)è äâóïîëîñòíîãî (ðèñóíîê 3) ãèïåðáîëîèäîâ è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (ðè-ñóíîê 4) ïîñòðîåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòåé âåëè÷èíû äàâëåíèÿ â òî÷êå ïðèåìàîáðàòíî îòðàæåííîé âîëíû îò óäàëåííîñòè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà âîëíû äëÿïîâåðõíîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ îòðàæàòåëåé êàíîíè÷åñêîé �îðìû. Ïîñòðîåííûåãðà�èêè ñðàâíèâàþòñÿ ñ ãðà�èêàìè âåëè÷èíû äàâëåíèÿ â îòðàæåííûõ âîëíàõ îòïëîñêèõ îòðàæàòåëåé ðàñïîëîæåííûõ â êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ ïðè òîé æå òðà-åêòîðèè îòðàæåííîãî ëó÷à. Â ðàìêàõ ïðîáëåìû çàìåíû íåïëîñêèõ îòðàæàòåëåéíàáîðîì ïëîñêèõ îòðàæàòåëåé ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ïî-ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ ïðè òàêîé çàìåíå â çàâèñèìîñòè îò óäàëåííîñòèèñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà âîëíû. Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êðèâèçí òî åñòü êîëè-÷åñòâî âîãíóòûõ ãëàâíûõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè îòðàæàòåëÿ îïðåäå-ëÿåò êîëè÷åñòâî âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò ãðà�èêà âåëè÷èíû äàâëåíèÿ. Ýòî âûçâà-íî òåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû �åññå íàõîäÿùèéñÿ â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿäàâëåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âñïëåñêó äàâëåíèÿ, òî åñòü �îêó-ñèðîâêå àìïëèòóäû îòðàæåííîé âîëíû. Ñ óìåíüøåíèåì ïîëîæèòåëüíîé ãëàâíîéêðèâèçíû íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà �îêóñèðîâêè óäàëÿåòñÿ îòòî÷êè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ (ðèñóíîê 3). Íà ðèñóíêàõ 2�4 óêàçàíû êîîðäèíàòûòî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêîâ. Àáñöèññû ýòèõ òî÷åê äåëÿò ãîðèçîíòàëüíóþ îñü íàíåñêîëüêî èíòåðâàëîâ. ×åì áëèæå ðàñïîëîæåíà êðèâàÿ ê îñè àáñöèññ, òåì áîëüøåðàññåÿíèå âîëíû íà ïîâåðõíîñòè îòðàæàòåëÿ â ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå.4. Çàêëþ÷åíèå. ×èñëåííûé àíàëèç àìïëèòóäû äàâëåíèÿ â ñëó÷àå îáðàòíîãîîòðàæåíèÿ äåòàëüíî ïðîâåäåí äëÿ ðàññåèâàòåëåé êëàññè÷åñêîé �îðìû: öèëèíäðà,ñ�åðû, òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, îäíîïîëîñòíîãî è äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäîâ,
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�èñóíîê 2 � Îáðàòíîå îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû îò îäíîïîëîñò-íûõ ãèïåðáîëîèäîâ (1,2) è ïëîñêîãî îòðàæàòåëÿ (3)

�èñóíîê 3 � Îáðàòíîå îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû îò äâóïîëîñòíûõãèïåðáîëîèäîâ (1,2) è ïëîñêîãî îòðàæàòåëÿ (3)

�èñóíîê 4 � Îáðàòíîå îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû îò ãèïåðáîëè÷å-ñêèõ ïàðàáîëîèäîâ (1,2) è ïëîñêîãî îòðàæàòåëÿ (3)



88 Áîåâ Í.Â., Àíäðþùåíêî Å.Â.ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïà-ðàìåòðîâ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîñòðîåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè àìïëèòóäûäàâëåíèÿ îò óäàëåííîñòè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà âîëíû îò ïîâåðõíîñòåé ðàññåèâà-òåëåé. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷åê ãðàíè÷íûõïîâåðõíîñòåé â çàâèñèìîñòè îò ñî÷åòàíèé çíàêîâ è âåëè÷èí ãëàâíûõ êðèâèçí ïî-âåðõíîñòåé óñòàíîâëåíû òî÷êè �îêóñèðîâêè àêóñòè÷åñêîé âîëíû. Äëÿ óêàçàííûõêàíîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àìïëèòóä îòðàæåí-íûõ îò íåïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé è ïëîñêèõ îòðàæàòåëåé, ðàñïîëîæåííûõ â êàñà-òåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ ïîâåðõíîñòåé â òî÷àõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àøåâñêèé Ï.Ê. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Ì.: �îñóä. Èçä-âî òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû. 1956. 420 ñ.[2℄ Øåíäåðîâ Å.Ë. Âîëíîâûå çàäà÷è ãèäðîàêóñòèêè. Ì.: Ñóäîñòðîåíèå. 1972. 352 ñ.[3℄ Ôåäîðþê Ì.Â. Ìåòîä ïåðåâîäà. Ì.: Íàóêà. 1977. 368 ñ.[4℄ Áîåâ Í.Â., Ñóìáàòÿí Ì.À. Êîðîòêîâîëíîâàÿ äè�ðàêöèÿ íà òåëàõ, îãðàíè÷åííûõïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ // Äîêëàäû �ÀÍ. 2003. 392, �5. Ñ. 614�617.[5℄ Áîðîâèêîâ Â.À., Êèðáåð Á.Å. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ äè�ðàêöèè. Ì.: Ñâÿçü. 1978.248 ñ.[6℄ Sumbatyan M.A., Boyev N.V. High-frequen
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tion. Norwood: Arte
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ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂÑ Ó×ÅÒÎÌ ÔÀÇÎÂÛÕ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÂÁîéêî Ñ.Á.1, Ñàíäðàêîâ �.Â.2
1Òàâðè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àãðîòåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ìåëèòîïîëü

2Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ò. �. Øåâ÷åíêî�àññìàòðèâàåòñÿ íîâûé ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñìåñåéè ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ â îáëàñòè âûñîêèõ äàâëåíèé, ýíåðãèé è �àçîâûõïðåâðàùåíèé, íàïðèìåð, òèïà ãðà�èò�àëìàç. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà äèñêðåòèçàöèè çàêî-íîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ìîìåíòîâ è ýíåðãèè. Òàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé,è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ðåàëèçóþòñÿ êàê êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðî-öåññîâ â ìàòåðèàëå, ñîäåðæàùåì ÷àñòèöû ãðà�èòà, êîòîðûå ìîãóò ïðåòåðïåâàòü �àçîâûåïðåâðàùåíèÿ. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ êîìáè-íèðîâàíèå êîíñåðâàòèâíîãî ìåòîäà ÷àñòèö â ÿ÷åéêàõ è ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö è ó÷òåíûîñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè �àçîâûõ ïðåâðàùåíèé.1. Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå è îïòèìèçàöèÿ �èçè÷åñêèõ è �èçèêî-õèìè÷åñêèõäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â íåîäíîðîäíûõ âåùåñòâàõ ïðè áîëüøèõñêîðîñòÿõ, âûñîêèõ äàâëåíèÿõ è ýíåðãèÿõ â îáëàñòè �àçîâûõ ïðåâðàùåíèé, òðå-áóþò äîñòàòî÷íî òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé äàâëåíèé, ýíåðãèé è ñêîðîñòåé,âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ýòèõ âåùåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âðå-ìåíè. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé òàêèõ âåëè÷èí âîçìîæíî íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãîè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûñòðî ïðîòåêàþùèõ íåñòàöèîíàðíûõ íåëèíåéíûõãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ó÷èòûâàþùåãî îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè �àçî-âûõ ïðåâðàùåíèé. Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè òàêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè �àçîâûõ ïðåâðàùåíèé, ïî-ñòàâëåíà Â.È. Þäîâè÷åì â ðàáîòå ¾Îäèííàäöàòü âåëèêèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷å-ñêîé ãèäðîäèíàìèêè¿ [1℄ êàê îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðàçðàáîòêå òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäëîæåí â ðà-áîòàõ �.È. Íèãìàòóëèíà (ïðåäñòàâëåí, íàïðèìåð, â [2℄) è îñíîâàí íà êîíöåïöèèìíîãî�àçíûõ ñïëîøíûõ ñðåä. Îäíàêî, îáùèå ìíîãî�àçíûå óðàâíåíèÿ èç ýòèõ ðà-áîò, õàðàêòåðèçóþùèå ìíîãî�àçíûå ñïëîøíûå ñðåäû, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿþò-ñÿ çàìêíóòûìè, ÷òî îñëîæíÿåò èññëåäîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõìíîãî�àçíûõ ìîäåëåé. Íàïðèìåð, â òàêèõ óðàâíåíèÿõ âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïèñà-íèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû è ýíåðãèè ìåæäó �àçàìè â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ äèíà-ìèêè �àçîâûõ ïðåâðàùåíèé. Êðîìå òîãî, â òàêèõ ìíîãî�àçíûõ ìîäåëÿõ, ó÷èòûâà-þùèõ �àçîâûå ïðåâðàùåíèÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç ðàññìàòðèâàåìûõ�àç ïåðâîíà÷àëüíî èìåþò íóëåâóþ ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò âîçðàñòàòü â íåêî-òîðûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ïðè ðàçâèòèè äèíàìèêè ïðîöåññà. Ïðè èñïîëüçîâàíèèèçâåñòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàñ÷åòà óðàâíåíèé òàêèõ ìíîãî�àç-íûõ ìîäåëåé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü äåëåíèÿ íà ïëîòíîñòü ïðè ÷èñëåííîì ðàñ-÷åòå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü äåëå-íèÿ íà ìàëóþ èëè äàæå íóëåâóþ ïëîòíîñòü ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåóñòîé÷èâîñòèè âîçìîæíîé íåêîððåêòíîñòè ïîäõîäÿùåãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà.



90 Áîéêî Ñ.Á., Ñàíäðàêîâ �.Â.Çäåñü áóäåò ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ äèíàìèêè ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ,äàâëåíèÿõ è ýíåðãèÿõ â îáëàñòè �àçîâûõ ïðåâðàùåíèé. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íàäèñêðåòèçàöèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ìîìåíòîâ è ýíåðãèè, ïðåäñòàâëåííûõâ èíòåãðàëüíîé è äè��åðåíöèàëüíîé �îðìàõ. Òàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòå-ñòâåííîé, è ÷èñëåííîå ðàñ÷åòû ðåàëèçóþòñÿ êàê êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äè-íàìèêè íåñóùåé æèäêîñòè, ñîäåðæàùåé ÷àñòèöû, êîòîðûå ìîãóò ïðåòåðïåâàòü �à-çîâûå ïðåâðàùåíèÿ, íàïðèìåð, òèïà ãðà�èò�àëìàç. Ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäàïðîáëåìà îïèñàíèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû è ýíåðãèè ìåæäó �àçàìè íå âîç-íèêàåò. Íàïðèìåð, ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó �àçàìè â ýòîì ìåòîäå îñó-ùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î ëîêàëüíîì ñîâïàäåíèè äàâëåíèé â êàæ-äîé èç �àç. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó ¾ïðè âûñîêèõäàâëåíèÿõ ñâîéñòâà òâåðäîãî òåëà ïðèáëèæàþòñÿ ê ñâîéñòâàì æèäêîñòåé, à äëÿñìåñåé æèäêîñòåé õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå èõ äàâëåíèé¿ ([2℄, ñòð. 242).Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä àäàïòèðóåò è îáîáùàåò ìåòîä ðàáîò [3�5℄. Ïðè ÷èñëåííîéðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíèðîâàíèå ìåòîäà ÷àñòèö â ÿ÷åéêàõÔ. Õàðëîó [6℄ è ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö Î.Ì. Áåëîöåðêîâñêîãî [7℄.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà. Â ïðåäñòàâëÿå-ìîì ìåòîäå ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé (èëè ìàòåðèàëîâ)èñïîëüçóþòñÿ ýéëåðîâ è ëàãðàíæåâ ïîäõîäû îäíîâðåìåííî. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íàäèñêðåòèçàöèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ìîìåíòîâ è ýíåðãèè, ïðåäñòàâëåííûõâ ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé �îðìå
∫

V (t)

∂ρ
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∫
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∫
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∫
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(pW ) · η ds,ãäå V (t) è S(t) îáîçíà÷àþò îáúåì è ïîâåðõíîñòü íåêîòîðîé ëàãðàíæåâîé îáëàñòèâ æèäêîñòè, η ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ äëÿ òàêîé îáëàñòè, p = p(ρ, E) è ρ,
W , E îáîçíà÷àþò èñêîìûå íåèçâåñòíûå ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü è ïîëíóþ ýíåðãèþ,ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ òðåõìåðíîé ëàãðàíæåâîé îáëàñòè ñêîðîñòüïðåäñòàâèìà â âèäå W = (u, v, w).Â èçâåñòíîì ñìûñëå [6, 7℄ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìèçàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ìîìåíòîâ è ýíåðãèè, ïðåäñòàâëåííûõ â ñëåäóþùåéäè��åðåíöèàëüíîé �îðìå

∂ρ

∂t
+ div(ρW ) = 0,

∂ρW

∂t
+ div(ρW⊗W ) + ∇p = 0, (2)

∂ρE

∂t
+ div(ρWE) + div(pW ) = 0,



Ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì �àçîâûõ ïåðåõîäîâ 91ãäå W ⊗W îáîçíà÷àåò òåíçîðíûé êâàäðàò âåêòîð-�óíêöèè W=W (t, x, y, z), çà-äàííîé â òî÷êå (x, y, z) íåêîòîðîé ýéëåðîâîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 â ìîìåíò âðåìåíè
t ∈ [0, T ] äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî T . Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàò-ðèâàåìûå æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ íåâÿçêèìè, à êîíêðåòíûå òèïû òàêèõ æèäêîñòåé(òâåðäûõ òåë èëè ìàòåðèàëîâ) îïðåäåëÿþòñÿ â ýòèõ óðàâíåíèåì ÷åðåç êîíêðåòè-çàöèþ �îðìû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ â ïðåäñòàâëÿåìîì ìåòîäå îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Îáëàñòü Ω ⊂ R3, çàíèìàåìàÿ æèäêîñòüþ, ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêèìàëîãî ðàçìåðà, íàïðèìåð, ñ ðàâíîìåðíûìè øàãàìè ∆x, ∆y,∆z ïî ïðîñòðàíñòâåí-íûì ïåðåìåííûì. Êàæäîé òàêîé ÿ÷åéêå, êàê îáû÷íî, ïðèïèñûâàåòñÿ íîìåð i, j, kè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è ýíåðãèè. Ýòè ñðåäíèå çíà÷å-íèÿ îòíîñÿòñÿ ê öåíòðó ÿ÷åéêè è îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ρnijk, unijk, vnijk, wnijk,
pnijk, En

ijk.Èíäåêñ n â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óêàçûâàåò íà íîìåð âðåìåííîãî øàãà, ÷òî ñîîò-âåòñòâóåò åñòåñòâåííîé âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèè, ïîñêîëüêó ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿøàã çà øàãîì ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì âðåìåííûì èíòåðâàëîì ∆t, íà-÷èíàÿ ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè. Ïîýòîìó,çíà÷åíèÿ n â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî N = T/∆t â ïðåäïîëîæåíèè,÷òî N = T/∆t ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.Æèäêîñòü, çàïîëíÿþùàÿ êàæäóþ èç òàêèõ ÿ÷ååê i, j, k , ðàññìàòðèâàåòñÿ êàêñîâîêóïíîñòü íåñêîëüêèõ ÷àñòèö (êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ¾ìîëåêó-ëû¿ èëè, òî÷íåå, âû÷èñëèòåëüíûå ¾ìîëåêóëû¿, ïîñêîëüêó ðàçìåð òàêèõ ÷àñòèöñóùåñòâåííî áîëüøå ðàçìåðà ðåàëüíûõ ìîëåêóë æèäêîñòè). Ïðè ýòîì, ÷àñòèöû,îòâå÷àþùèå íåñóùåé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì i, j, k , ðàññìàòðè-âàþòñÿ êàê îáúåäèíåííàÿ ¾áîëüøàÿ¿ ÷àñòèöà (êàê â ìåòîäå êðóïíûõ ÷àñòèö [7℄),à âêëþ÷åíèÿ, îòâå÷àþùèå âêðàïëåíèÿì ãðà�èòà, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñîâîêóï-íîñòü ¾ìàëûõ¿ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ â ÿ÷åéêå i, j, k (êàê â ìåòîäå ÷àñòèö â ÿ÷åé-êàõ [6℄). Ñèñòåìà âêëþ÷åíèé ãðà�èòà ïåðåíóìåðîâûâàåòñÿ è ìîäåëèðóåòñÿ ìàëû-ìè ÷àñòèöàìè. Ìàëûì ÷àñòèöàì ïðèïèñûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû,ïëîòíîñòü, äàâëåíèå, îáúåì è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, êîòîðûå êîíêðåòèçèðóþòñÿâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè n = 0. Êðîìå òîãî, êàæäîé ÷àñòèöå (â êîòî-ðîé ìîæåò âîçíèêíóòü è àëìàçíàÿ �àçà ñ òå÷åíèå âðåìåíè) íà âðåìåííîì øàãå
n ïðèïèñûâàþòñÿ ïëîòíîñòü ãðà�èòîâîé ñîñòàâëÿþùåé, åå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿè îáúåì è ìàññîâàÿ äîëÿ ñîäåðæàíèÿ ãðà�èòà. Ïðè ýòîì, ïðÿìûå è îáðàòíûå�àçîâûå ïåðåõîäû ãðà�èò�àëìàç â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàññ÷èòûâàþòñÿ íàîñíîâå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ êèíåòèêè, ïðåäñòàâëåííîãî â [2℄.Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ øàã çà øàãîì ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì âðåìåí-íûì èíòåðâàëîì ∆t, íà÷èíàÿ ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè ðàññìàòðèâà-åìîé íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè, îïðåäåëÿþùåé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðè n = 0.Ñîîòâåòñòâóþùèé âðåìåííîé øàã ïåðåõîäà ñ âðåìåííîãî ñëîÿ ñ íîìåðîì n − 1íà âðåìåííîé ñëîé ñ íîìåðîì n äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîéíåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ñ âêëþ÷åíèÿìè ãðà�èòà ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ýòàïà:ïîäãîòîâèòåëüíûé, ýéëåðîâ, ëàãðàíæåâ è çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàïû. Òàêîå ðàçáèå-íèå ïðèíÿòî òàêæå íàçûâàòü ðàñùåïëåíèåì ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì âðåìåííîãîøàãà èëè ðàñùåïëåíèåì âðåìåííîãî øàãà íà äðîáíûå øàãè ïåðåõîäîâ.



92 Áîéêî Ñ.Á., Ñàíäðàêîâ �.Â.Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí íà âðåìåííîì ñëîå ñ íî-ìåðîì n− 1 (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â ìîìåíò âðåìåíè t = (n− 1) ∆t) óæå îïðå-äåëåíû, ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï íà÷èíàåòñÿ ñ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìàññîâîé äîëèñîäåðæàíèÿ ãðà�èòà äëÿ îäíîé èç ìàëûõ ÷àñòèö. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî çíà÷åíèÿèñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ óðàâíåíèé êèíåòèêè.Íà ýéëåðîâîì (âòîðîì) ýòàïå ïðè ïåðåõîäå ñ âðåìåííîãî ñëîÿ ñ íîìåðîì n− 1âû÷èñëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé è ýíåðãèè èç ðàçíîñòíûõ àï-ïðîêñèìàöèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ ïîòîêà ìàñ-ñû ÷àñòèö ÷åðåç ãðàíèöû ýéëåðîâûõ ÿ÷ååê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåíîñó ìîìåí-òîâ è ýíåðãèè â êàæäîé ÿ÷åéêå, îïðåäåëÿåìîìó ñèëàìè äàâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèèñ óðàâíåíèÿìè ìîìåíòîâ è ýíåðãèè èç (2). Ïðè ýòîì íà ïåðâîì ïðåäâàðèòåëüíîìýòàïå, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ áîëüøèõ è ìàëûõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â êàæäîé ÿ÷åé-êå, ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ýòèìè ÷àñòèöàìè òàê, ÷òîáû äàâëåíèå è òåìïåðàòóðàâ ýòîé ÿ÷åéêå áûëè ðàâíûìè. Òàêîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ÿ÷åéêå ÿâëÿåòñÿåñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó áîëüøàÿ ÷àñòèöà èíäóöèðóåò íåêîòîðîå äàâëåíèå è òåì-ïåðàòóðó ÷åðåç ñâîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ìàëûå ÷àñòèöû èíäóöèðóþò íåêîòîðîåäàâëåíèå è òåìïåðàòóðó ÷åðåç ñâîè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è ñîâïàäåíèå ýòèõ äàâëå-íèé è òåìïåðàòóð õàðàêòåðíî äëÿ íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé â äîñòàòî÷íî ìàëîìîáúåìå, ñîîòâåòñòâóþùåìó îäíîé ÿ÷åéêå â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè n∆t.Íà òðåòüåì ýòàïå âû÷èñëåíèé, ïðèíèìàåòñÿ â ðàñ÷åò äâèæåíèå ðàññìàòðèâàå-ìûõ ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì âû÷èñëåííûõ ìîìåíòîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ëàãðàíæåâóýòàïó ðàññìàòðèâàåìîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû. Íà ýòîì ýòà-ïå ìîäåëèðóåòñÿ ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö çà âðåìÿ ∆t è âû÷èñëÿþòñÿ ïîòîêè ìàññûè ýíåðãèè ÷åðåç ãðàíèöû ýéëåðîâûõ ÿ÷ååê. Íîâûå êîîðäèíàòû ÷àñòèö âû÷èñëÿ-þòñÿ ïî �îðìóëàì èçìåíåíèÿ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò. Ïîñëå ñðàâíåíèÿ íîâûõêîîðäèíàò ÷àñòèö ñ êîîðäèíàòàìè ýéëåðîâûõ ÿ÷ååê îïðåäåëÿåòñÿ, îñòàëàñü ëè êîí-êðåòíàÿ ÷àñòèöà â ïðåæíåé ÿ÷åéêå èëè ïåðåøëà â ñîñåäíþþ è â êàêóþ èìåííî.Íà îñíîâå òàêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ïåðåíîñ ìàññû èç íåêîòîðîé êîíêðåòíîéÿ÷åéêè â ñîñåäíèå ÿ÷åéêè, îáóñëîâëåííûé äâèæåíèåì ìàëûõ è áîëüøèõ ÷àñòèö.Íà ÷åòâåðòîì çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå, ïîòîêè ìàññû, ñêîðîñòè è ýíåðãèè èñ-ïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ρnijk, unijk, vnijk, wnijk, En
ijk, îïðåäå-ëÿþùèõ äèíàìèêó æèäêîñòè, íà n âðåìåííîì ñëîå äëÿ ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì i, j, k.Êîíêðåòíûå �îðìóëû âû÷èñëåíèé ýòèõ ýòàïîâ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [5℄ è ÿâëÿþòñÿäîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè. Îäíàêî, ýòè �îðìóëû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìèñ �èçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ, ïîñêîëüêó çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (1)è (2) âûïîëíÿþòñÿ íà ðàçíîñòíîì óðîâíå â ïðîöåññå âñåõ ýòàïîâ âû÷èñëåíèé.�àññìîòðåííûé ìåòîä ðàçðàáîòàí äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäóþùåãî�èçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû ãðà�èòà ðàñïðåäåëåíû ðàâíî-ìåðíî â íåêîòîðîé æèäêîñòè. Òî÷íåå, èìååòñÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà ñ ÷àñòèöàìè ãðà-�èòà è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ñðåäà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè âûñîêèõ äàâ-ëåíèÿõ êàê ¾æèäêîñòü¿, îïðåäåëÿåìàÿ ïîäõîäÿùèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Ìåòîääàâàë âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññû ïðîõîæäåíèÿ ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëíâ òàêîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ÷òî ïîçâîëÿëî íàáëþäàòü �àçîâûå ïåðåõîäû ÷àñòèöãðà�èòà ïðè ïðîâåäåíèè êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. �åçóëüòàòû òàêèõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ ñóùåñòâåííî çàâèñåëè îò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ãðà�èòà



Ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì �àçîâûõ ïåðåõîäîâ 93è èíòåíñèâíîñòè óäàðíûõ âîëí. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû òàêèõ ðàñ÷åòîâ è ãðà�èêèñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé è äàâëåíèé ïðèâåäåíû â ðàáîòå [8℄.�àññìîòðåííûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ òàêæå äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äè-íàìèêè íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè è èîíèçèðîâàííîé ïëàçìû [3�5℄ è ïðåäñòàâëÿåòñÿïåðñïåêòèâíûì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ äè�-�óçèè è àáñîðáöèè â ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòÿõ è ãàçàõ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Îäèííàäöàòü âåëèêèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè //Âåñòíèê ìîëîäûõ ó÷åíûõ. Ñåðèÿ: ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 2003. � 2.Ñ. 3�18.[2℄ Íèãìàòóëèí �.È. Äèíàìèêà ìíîãî�àçíûõ ñðåä. ×. 1. Ì.: Íàóêà, 1987. 464 ñ.[3℄ Boyko S.B., Mis
henko V.V., Sandrakov G.V. The numeri
al investigation method forevaporated plasma // Æóðíàë âû÷èñë. è ïðèêë. ìàòåì. 2007. � 2 (95). P. 3�12.[4℄ Ñàíäðàêîâ �.Â., Áîéêî Ñ.Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ æèäêîñòåé // Æóðíàë âû÷èñë. è ïðèêë. ìàòåì. 2011. � 1 (104).Ñ. 109�120.[5℄ Áîéêî Ñ.Á., Ñàíäðàêîâ �.Â. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè �àçîâûõïðåâðàùåíèé ãðà�èò-àëìàç // Æóðíàë âû÷èñë. è ïðèêë. ìàòåì. 2012. � 2 (108).Ñ. 88�109.[6℄ Õàðëîó Ô. ×èñëåííûé ìåòîä ÷àñòèö â ÿ÷åéêàõ // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â ãèä-ðîäèíàìèêå. Ì: Ìèð, 1967. Ñ. 316�342.[7℄ Áåëîöåðêîâñêèé Î.Ì., Äàâûäîâ Þ.Ì. Ìåòîä êðóïíûõ ÷àñòèö â ãàçîâîé äèíàìèêå.Ì.: Íàóêà, 1982. 392 ñ.[8℄ Boyko S.B., Sandrakov G.V. Parameter 
omputing of hydrodynami
s pro
esses withphase transitions // Bulletin of Taras Shev
henko University of Kyiv. Series: Physi
sand Mathemati
s. 2013. Spe
ial num. P. 11�16.Boyko S.B., Sandrakov G.V. Modeling of hydrodynami
s pro
esses with phasetransitions. A new modeling method of parameter 
omputing for some pro
esses of heteroge-neous �uid dynami
s with take of phase transitions like graphite-diamond is presented. Themethod is based on a dis
retization of 
onservation laws for masses, momentums, and energies.The dis
retization is natural and numeri
al simulations are realized as dire
t 
omputerexperiments for dynami
s of main �uid together with transited drops without use multiphase�ows approa
h. The 
ombination of Harlow's parti
le-in-
ell method and Belotserkovskii'slarge parti
les method is used for parameter 
omputing by the method simulation.



ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÀÌÈ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß�ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÕ ÂÎËÍÊ�Ó×ÅÍÈß Â Ò�ÀÍÑÂÅ�ÑÀËÜÍÎ-ÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÌ ÖÈËÈÍÄ�ÅÑ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÌÈ ÑÌÅØÀÍÍÛÌÈ Ê�ÀÅÂÛÌÈÓÑËÎÂÈßÌÈ ÍÀ ��ÀÍÈÖÅÁîëíîêèí Â. Å.1, Åëàãèí À.Â.2, Ñòîðîæåâ Â. È.2
1Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé èíñòèòóò àâòîìîáèëüíîéýëåêòðîíèêè è ýëåêòðîîáîðóäîâàíèÿ, Ìîñêâà

2Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÏîñòðîåíî ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î íåëèíåéíîì âçàèìîäåéñòâèèïàð îñåñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ âîëí êðó÷åíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ïðîòÿ-æåííûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ öèëèíäðîâ ñ îáîáùåííûìè ñìåøàííûìè ãðàíè÷íû-ìè óñëîâèÿìè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. �åøåíèå ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü óïðàâëÿ-þùåå âëèÿíèå âåëè÷èí êîý��èöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ãðàíè÷íûõ íàïðÿæåíèé èïåðåìåùåíèé ó ïîâåðõíîñòè êåðàìè÷åñêèõ öèëèíäðîâ íà ñòåïåíü âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíñ ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé äëèíîé è ïðèíàäëåæíîñòüþ ðàçíûì âåòâÿì äèñïåðñèîííîãîñïåêòðà.Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòàõ [1�7℄ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî ïðî-áëåìå àíàëèçà íåëèíåéíîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îñåñèììåòðè÷íûõíîðìàëüíûõ óïðóãèõ âîëí â ïðîòÿæåííûõ öèëèíäðàõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ãåîìåò-ðè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ êàñàþòñÿ òîëüêî ñëó÷àåâ èçîòðîïíûõ öèëèíäðîâ èç ìàòåðè-àëîâ ñî ñâîéñòâàìè, îïèñûâàåìûìè ïîòåíöèàëîì Ìóðíàãàíà. Â äàííîé ðàáîòå âðàìêàõ ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ïîêàçàòåëåé àíãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿïàð îñåñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ âîëí êðó÷åíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëüïðîòÿæåííûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ öèëèíäðîâ ñ îáîáùåííûìè ñìåøàííû-ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íàáîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ïðèìåíèìî äëÿ àíàëèçà óïðàâëÿþ-ùåãî âëèÿíèÿ êîý��èöèåíòîâ â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íà ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ.�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîòÿæåííûé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé öèëèíäð êðóãîâî-ãî ñå÷åíèÿ ñ ðàäèóñîì R , çàíèìàþùèé îáëàñòü
V = {0 6 r 6 R, 0 6 θ 6 2π, −∞ < z <∞ } = {(x2

1 + x2
2)

1/2 6 R, −∞ < x3 <∞}â îòíåñåííûõ ê íîðìèðóþùåìó ïàðàìåòðó R∗ = R áåçðàçìåðíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ
Orθz è ïðÿìîóãîëüíûõ Ox1x2x3 êîîðäèíàòàõ. Äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâîãî äèíàìè÷å-ñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ öèëèíäðà èç ìàòåðèàëà ñ îñüþ óïðóãîé ñèììåòðèè, îðèåí-òèðîâàííîé âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè Oz, èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü, âêëþ÷àþùàÿ òåí-çîðíîå ïðåäñòàâëåíèå óïðóãîãî ïîòåíöèàëà U = 1

2
cjqpkεjqεpk ñ êâàäðàòè÷íûìè ÷ëå-íàìè ïî äå�îðìàöèÿì εjq â êîîðäèíàòàõ Ox1x2x3, âûðàæåíèÿ äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ



Óïðàâëåíèå ý��åêòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí 95íàïðÿæåíèé íà îñíîâíûõ ïëîùàäêàõ ýòèõ êîîðäèíàò σjd = ∂U/∂uj,d è òåíçîðíûåíåëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé εjq = (uj,q + uq,j + ul,qul,j)/2,â êîòîðûõ uj,q = ∂uj/∂uq (j = 1, 3) � êîìïîíåíòû âåêòîðà âîëíîâûõ óïðóãèõïåðåìåùåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ýëåìåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòî-ÿííûõ öèëèíäðà cij è äèíàìè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ σjd ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìèõàðàêòåðèñòèêàìè, îòíåñåííûìè ê íîðìèðóþùåìó ïàðàìåòðó c∗. Êîìïîíåíòû uj
(j = 1, 3) è ur, uθ, uz âåêòîðà ïåðåìåùåíèé îòíåñåíû ê íîðìèðóþùåìó ïàðàìåò-ðó u∗ = max

{r,θ,z,t,α}
|uα(r, θ, z, t)|]. Îòíîøåíèå ââåäåííûõ íîðìèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ

δ = u∗/R â ðàìêàõ ãèïîòåçû î ìàëîñòè èññëåäóåìûõ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ý�-�åêòîâ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàëûé ïàðàìåòð δ ≪ 1.Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà çàäàíû îáîáùåííûå ñìåøàííûå ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ (σrα + γαuα)r=1 = 0 (α = r, θ, z), ãäå γα � âàðüèðóåìûå êîý�-�èöèåíòû ñ óïðàâëÿþùåé �óíêöèåé. Â ðàìêàõ ïðèìåíÿåìîé ìåòîäîëîãèè äëÿêîìïîíåíòîâ âåêòîðà âîëíîâûõ ïåðåìåùåíèé uα (α = r, θ, z) ââîäÿòñÿ ïðåäñòàâ-ëåíèÿ uα = u
(l)
α + δ · u(n)

α , âêëþ÷àþùèå ëèíåéíûå ñîñòàâëÿþùèå u
(l)
α è íåëè-íåéíûå àíãàðìîíè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ u

(n)
α . Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòîâ òåíçî-ðà äèíàìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé σαβ(uα) íà îñíîâíûõ ïëîùàäêàõ öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêîìó âàðèàíòó ïðåäñòàâëåíèÿ uα , ïðèíè-ìàþò �îðìó ñóìì ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà δ

σαβ(uα) = σ
(l)
αβ (u

(l)
α )δ +

(
σ

(l)
αβ (u

(n)
α ) + σ

(n)
αβ (u

(l)
α )
)
δ2 (α, β = r, θ, z), à âõîäÿùèå â ýòèïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè òåíçîðîâ σ(l)

αβ(u
(q)
α ) (q = l;n) è σ(n)

αβ (u
(l)
α ) äëÿ ñëó÷àÿîñåñèììåòðè÷íîãî ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî öèëèíäðà èìåþò âèä

σ
(l)
rr (u

(q)
α ) = c12r

−1u
(q)
r (r) + c11∂r u

(q)
r (r) + c13∂zu

(q)
z (r),

σ
(l)
θθ (u

(q)
α ) = c11r

−1u
(q)
r (r) + c12∂ru

(q)
r (r) + c13∂zu

(q)
z (r),

σ
(l)
rθ (u

(q)
α ) = 1

2
(c11 − c12)

(
∂ru

(q)
θ (r) − r−1u

(q)
θ (r)

)
, . . . ,

σ
(l)
rθ (u

(q)
α ) = 1

2
(c11 − c12)

(
∂ru

(q)
θ (r) − r−1u

(q)
θ (r)

)
;

σ
(n)
rr (u

(l)
α ) = 1

2
(c13

(
∂zu

(l)
z (r)

)2

+ c11

(
∂zu

(l)
r (r)

)2

+ c12r
−2
(
u

(l)
r (r)

)2

+

(c13 + 2c44)
(
∂ru

(l)
z (r)

)2

+ c11r
−2
(
u

(l)
θ (r)

)2

+ c12

(
∂zu

(l)
θ (r)

)2

+

2c44∂zu
(l)
r (r)∂ru

(l)
z (r) + 2c13∂ru

(l)
r (r) ∂zu

(l)
z (r) + 2c12r

−1u
(l)
r (r)∂ru

(l)
r (r)+

3c11

(
∂ru

(l)
r (r)

)2

− (c11 + c12)r
−1u

(l)
θ (r)∂ru

(l)
θ (r) + c11

(
∂ru

(l)
θ (r)

)2
)

;

σ
(n)
θθ (u

(l)
α ) = 1

2
(2c13r

−1∂z u
(l)
r (r)u

(l)
r (r) + c12

(
∂zu

(l)
r (r)

)2

+ 3c11r
−2
(
u

(l)
r (r)

)2

+

+c13

(
∂zu

(l)
z (r)

)2

+ c11

(
∂zu

(l)
θ (r)

)2

+ c11r
−2
(
u

(l)
θ (r)

)2

+ c13

(
∂ru

(l)
z (r)

)2

+

+2c12r
−1u

(l)
r (r)∂ru

(0,l)
r (r) + c12

(
∂ru

(l)
r (r)

)2

− (c11 − c12)r
−1u

(l)
θ (r)∂ru

(l)
θ (r)+

+c11

(
∂ru

(0,l)
θ (r)

)2

), ...,
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σ

(n)
rθ (u

(l)
α ) = 1

2
((c12 − c11)∂zu

(l)
r (r)∂zu

(l)
θ (r) + (c12 − c11)r

−2u
(l)
r (r)u

(l)
θ (r)+

+2c44∂zu
(l)
θ (r)∂ru

(l)
z (r) + (c12 − c11)r

−1∂ru
(l)
r (r)u

(l)
θ (r) + 2c13∂ru

(l)
θ (r) ∂zu

(l)
z (r)+

+2c11r
−1u

(l)
r (r)∂ru

(l)
θ (r) + 2c11∂ru

(l)
r (r)∂ru

(l)
θ (r)),

σ
(n)
θr (u

(l)
α ) = 1

2
(−2c13r

−1u
(l)
θ (r)∂zu

(l)
z (r) + (c12 − c11)∂zu

(l)
r (r)∂zu

(l)
θ (r)−

−2c11r
−2u

(l)
r (r)u

(l)
θ (r) − 2c11r

−1∂ru
(l)
r (r)u

(l)
θ (r) + (c11 − c12)r

−1u
(l)
r (r)∂ru

(l)
θ (r)+

+(c11 − c12)∂ru
(l)
r (r)∂ru

(l)
θ (r)); ∂α = ∂/∂α α = (r, θ, z).Â ñëó÷àå àíàëèçà ý��åêòîâ íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ äâóõ îäíîâðåìåí-íî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ îñåñèììåòðè÷íûõ âîëí êðó÷åíèÿ ââîäÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

u
(l)
θ = u

(l)
1θ +u

(l)
2θ , u(l)

r = u
(l)
z = 0; u(n)

α = u
(n)
1α +u

(n)
2α +u

(n)
12α (α = r, z), u(n)

θ = 0, â êîòîðûõ
u

(l)
jθ = u

(0,l)
jθ (r) exp(−i(ωjt− kjz)), u

(n)
jα = u

(0,n)
jα (r) exp(−2i(ωjt− kjz)),

u
(n)
12α = u

(0,n)
12α (r) exp(−i((ω1 + ω2)t− (k1 + k2)z)).Ìåðó àíãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû âîëí õàðàêòå-ðèçóåò âòîðàÿ ãàðìîíèêà êîìáèíàöèîííîãî òèïà u

(n)
12α. Àìïëèòóäíûå ñîñòàâëÿ-þùèå u

(0,l)
jθ (r) â äàííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ èç îäíîðîäíûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé r2(u

(0,l)
jθ )′′ + r(u

(0,l)
jθ )′ + ((βjr)

2 − 1)u
(0,l)
jθ = 0, ãäå βj =

(Ω2
j − 2c44(c11 − c12)

−1k2
j )

1/2, Ω2
j = (2ρω2

j (c11 − c12)
−1)1/2. Áàçèñíûå ðåøåíèÿ, îïèñû-âàþùèå ìîäû êðóòèëüíûõ âîëí ñ íîìåðîì p, èìåþò âèä u(0,l)

θ (r) = u(0)β∗
pJ1(β

∗r),ãäå Ω = (β2
p + 2c44(c11 − c12)

−1k2)1/2, βp � êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî äèñïåðñèîííîãîóðàâíåíèÿ β∗J0(β
∗) − 2J1(β

∗) + γθJ1(β
∗) = 0; u(0) � ïðîèçâîëüíûé àìïëèòóäíûéïàðàìåòð ñâîäíîé âîëíû êðó÷åíèÿ, êîòîðûé ïîëàãàåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ îáåèõâçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí.Àìïëèòóäíûå ñîñòàâëÿþùèå u

(0,n)
12α (r)äëÿ êîìáèíàöèîííîé âòîðîé ãàðìîíèêèÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðà-âàÿ ÷àñòü êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèè u(0,l)

jθ (r):
∆

(1)
1,1u

(0,n)
12r + ∆

(1)
1,2r

−2u
(0,n)
12r + ∆

(1)
1,3r

−1(u
(0,n)
12r )

′
+ ∆

(1)
1,4(u

(0,n)
12z )

′
+ ∆

(1)
1,5(u

(0,n)
12r )

′′
=

= ∆
(2)
1,1r

−1u
(0,l)
1θ u

(0,l)
2θ + ∆

(2)
1,2r

−3u
(0,l)
1θ u

(0,l)
2θ + ∆

(2)
1,3(u

(0,l)
1θ )

′
u

(0,l)
2θ + ∆

(2)
1,4r

−2(u
(0,l)
1θ )

′
u

( 0,l)
2θ +

+∆
(2)
1,5u

(0, l)
1θ (u

(0, l)
2θ )

′
+ ∆

(2)
1,6r

−2u
(0,l)
1θ (u

(0, l)
2θ )

′
+ ∆

(2)
1,7r

−1(u
(0,l)
1θ )

′
(u

(0,l)
2θ )

′
+

+∆
(2)
1,8r

−1(u
(0,l)
1θ )

′′
u

(0,l)
2θ + ∆

(2)
1,9(u

(0,l)
1θ )

′′
(u

(0,l)
2θ )

′
+ ∆

(2)
1,10r

−1u
(0,l)
1θ (u

(0,l)
2θ )

′′
+

+∆
(2)
1,11(u

(0,l)
1θ )

′
(u

(0,l)
2θ )

′′
,

∆
(1)
2,1u

(0,n)
12z + ∆

(1)
2,2r

−1u
(0,n)
12r + ∆

(1)
2,3(u

(0,n)
12r )

′
+ ∆

(1)
2,4r

−1(u
(0,n)
12z )

′
+ ∆

(1)
2,5(u

(0,n)
12r )

′′
=

= ∆
(2)
2,1r

−2u
(0,l)
1θ u

(0,l)
2θ + ∆

(2)
2,2r

−1(u
(0,l)
1θ )

′
u

(0,l)
2θ + ∆

(2)
2,3r

−1u
(0,l)
1θ (u

(0,l)
2θ )

′
+

+∆
(2)
2,4 (u

(0, l)
1θ )

′
(u

(0, l)
2θ )

′
+ ∆

(2)
2,5 (u

(0,l)
1θ )

′′
u

(0, l)
2θ + ∆

(2)
2,6 u

( 0,l)
1θ (u

(0, l)
2θ )

′′
. (1)Â ïðåäñòàâëåíèÿõ (1) ∆

(p)
j,i � êîý��èöèåíòû âèäà

∆
(1)
1,1 = c66(ω1 +ω2)

2−c44(k1 +k2)
2, ... , ∆(1)

1,5 = c11, ∆
(1)
2,1 = −c33(ω1 +ω2)

2 + c66(k1 +

k2)
2, ... , ∆

(1)
2,5 = c44, ∆

(2)
1,1 = (c12 − c11)k1k2 , ... , ∆

(2)
1,11 = −c11, ∆

(2)
2,2 = ik1(c11 − c12)/2,... , ∆

(2)
2,6 = ik1(c12 − c11)/2.



Óïðàâëåíèå ý��åêòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí 97×àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïîëó÷åíû íà îñíîâå çàìåíû âõîäÿùèõ â âûðà-æåíèå u(0,l)
θ (r) öèëèíäðè÷åñêèõ �óíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïðåäñòàâëåíèÿìèâ âèäå àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ïåðåìåííîé r, â ðåçóëüòàòå êî-òîðîé ïðàâûå ÷àñòè Q1(r), Q2(r) óðàâíåíèé (1) ñîîòâåòñòâåííî çàïèñûâàþòñÿ ââèäå ðÿäîâ Q1(r) = (u(0))2

∑∞
p=1 αpr

p, Q2(r) = (u(0))2
∑∞

p=1 βpr
p ñ àíàëèòè÷åñêèìèïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ êîý��èöèåíòîâ αp, βp.Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ðåøåíèå èññëåäóåìîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå u(n)

12r = [−(A1ξ1J1(ξ1r)+
A2ξ2J1(ξ2r)) + (u(0))2F1(r)] exp[−i((ω1 + ω2)t− (k1 + k2)z)],
u

(n)
12z = [A1η1J0(ξ1r) + A2η2J0(ξ2r) + (u(0))2F2(r)] exp[−i((ω1 + ω2)t− (k1 + k2)z)],

ξj = [(−B − (−1)j(B2 − 4AC)1/2)/(2A)]1/2,
ηj = (i(k1 + k2)(c13 + c44)ξ

2
j )/(Ω

2 − c33(k1 + k2)
2 − c44ξ

2
j ),

A = c11c44, B = −[(c11 + c44)Ω
2 + (c213 + 2c13c44 − c11c33(k1 + k2)

2)],
C = (Ω2 − c33(k1 + k2)

2)(Ω2 − c44(k1 + k2)
2) (j = 1, 2); Ω2 = ρ(ω1 + ω2)

2R2
∗c

−1
∗ ;

Fj � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) â âèäå ðÿäîâ F1(r) =
∑∞

p=1 apr
p ,

F2(r) =
∑∞

p=1 bpr
p ñ îïðåäåëÿåìûìè èç ðåêóððåíòíûõ �îðìóë êîý��èöèåíòàìè

a1 = α1/∆
(1)
1,3, b1 = β1/∆

(1)
2,3;

a2 =
(α2−b1∆

(1)
1,4)

∆
(1)
1,2+2∆

(1)
1,3+2∆

(1)
1,5

, b2 =
(β2−a1(∆

(1)
2,2−∆

(1)
2,4))

2∆
(1)
2,3+2∆

(1)
2,5)

;

ap+2 =
(αp+2−∆

(1)
1,1ap−∆

(1)
1,4(p+1)bp+1)

(∆
(1)
1,2+∆

(1)
1,3(p+2)+∆

(1)
1,5(p+2)(p+1))

, bp+2 =
(βp+2−∆

(1)
2,1bp−∆

(1)
2,2ap+1−∆

(1)
2,4(p+1)ap+1)

∆
(1)
2,3(p+2)+∆

(1)
2,5(p+2)(p+1)

(p = 1,∞).Âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ A1, A2 îïðåäåëÿþòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé
(σ

(n)
12rr(u

(l)
θ ) + σ

(l)
12rr(u

(n)
12r, u

(n)
12z) + γru

(n)
12r)r=1 = 0,

(σ
(n)
12rz(u

(l)
θ ) + σ

(l)
12rz(u

(n)
12r, u

(n)
12z) + γzu

(n)
12z)r=1 = 0,â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî òî÷êè (k1 + k2, ω1 + ω2) íå ïðèíàäëåæàò êàêîé-ëèáîèç ìîä äèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà ëèíåéíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ íîðìàëüíûõ âîëíïðîäîëüíî-ñäâèãîâîãî òèïà â öèëèíäðå ñ ðàññìàòðèâàåìûì òèïîì îáîáùåííûõñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îíè èìåþò âèä

A1 = (u(0))2(χ12P 2 − χ22P 1)/(χ11χ22 − χ21χ12),
A2 = (u(0))2(χ11P2 − χ21P1)/(χ11χ22 − χ12χ21),

χ11 = ic13η1(k1 + k2) J0(ξ1) − γrξ1J1(ξ1) − c12ξ1J1(ξ1) − 1/2 c11ξ
2
1(J0(ξ1) − J2(ξ1)),

χ12 = ic13η2(k1 + k2) J0(ξ2) − γrξ2J1(ξ2) − c12ξ2J1(ξ2) − 1/2 c11ξ
2
2(J0(ξ2) − J2(ξ2)),

χ21 = η1γzJ0(ξ1) − c44η1ξ1 J1(ξ1) − ic44(k1 + k2)ξ1J1(ξ1),
χ22 = η2γz J0(ξ2) − c44η2ξ2 J1(ξ2) − ic44(k1 + k2)ξ2J1(ξ2),

P 1 = [F1(r)γr + ic13F2(r)(k1 + k2) + c12F1(r) + (−ic12k1k2 + c11)J1(β
∗
1r)J1(β

∗
2r)+

+1/2(−c11 + c12)(J1(β
∗
1r))

′
J1(β

∗
2r) + 1/2(−c11 + c12)J1(β

∗
1r)(J1(β

∗
2r))

′
+

+c11(J1(β
∗
1r))

′
(J1(β

∗
2r))

′
]r=1,

P 2 = [F2(r)γz + ic44F1(r)(k1 + k2) + c12F1(r)ic44k2(J1(β
∗
1r))

′
J1(β

∗
2r)+

+ic44k1J1(β
∗
1r)(J1(β

∗
2r))

′
]r=1.



98 Áîëíîêèí Â.Å., Åëàãèí À.Â., Ñòîðîæåâ Â.È.Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò èññëå-äîâàòü óïðàâëÿþùåå âëèÿíèå âåëè÷èí êîý��èöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ãðà-íè÷íûõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé ó ïîâåðõíîñòè êåðàìè÷åñêèõ öèëèíäðîâ íàñòåïåíü âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ñ ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé äëèíîé è ïðèíàäëåæíî-ñòüþ ðàçíûì âåòâÿì äèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× �ÀÖÈÎÍÀËÜÍÎ�ÎÔÎ�ÌÎÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÛÕ ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÉÂ �ÅÆÈÌÅ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈÁîðìîòèí Ê.Ñ.Êîìñîìîëüñêèé-íà-Àìóðå ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòÄàåòñÿ �îðìóëèðîâêà îáðàòíûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïîëçó÷åñòè â âèäåîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè ïîâðåæäåííîñòè â �óíê-öèîíàëàõ îáðàòíûõ çàäà÷ íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå çàêîíû äå�îðìèðîâàíèÿ â ïîëçó÷å-ñòè. Â ÷èñëåííîì ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ �îðìîîáðàçîâàíèÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîìèñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ îïòèìàëüíîãî íàãðóæåíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïà-ðàìåòðîâ. Ïîñòðîåí è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî çàäàííûìóñëîâèÿì çàäà÷è. �åøåíèå êàæäîãî øàãà èòåðàöèîííîãî ìåòîäà âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîìêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïðîãðàììíîé ñèñòåìå MSC.Mar
. Äàí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðå-çóëüòàòîâ ðàñ÷åòà èçãèáà ïëàñòèíêè ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ íàãðóæåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.Â ñâÿçè ñ âíåäðåíèåì íîâûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðåæèìîâ, ìàòåðèàëîâ ïðèèçãîòîâëåíèè äåòàëåé ñëîæíî-êîíñòðóêòèâíûõ �îðì ñ âûñîêèìè òðåáîâàíèÿìè êðàçìåðíîé òî÷íîñòè è ýêñïëóàòàöèîííîìó ðåñóðñó íàèáîëåå âûãîäíûì ñòàíîâèòñÿïðèìåíåíèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ çíà÷è-òåëüíûé èíòåðåñ ê ïðîöåññàì �îðìîîáðàçîâàíèÿ àëþìèíèåâûõ ñïëàâîâ â ðåæè-ìàõ ïîëçó÷åñòè è îöåíêå ïðóæèíåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ñòðîÿòñÿ è èñïîëüçóþòñÿâ ÷èñëåííîì ðåøåíèè �óíêöèîíàëû îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè ïîëçó÷åñòè ñ ó÷åòîìïðÿìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ íåóïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è óïðó-ãîé ðàçãðóçêè. Òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ îáóñëîâëåí íàèëó÷øåéòî÷íîñòüþ, ó÷åòîì �èçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ äåòàëè, ïî ñðàâíåíèþ ñîñðåäíåííûìè ñâîéñòâàìè ïëàñòèí è îáîëî÷åê, è ó÷åòîì îñðåäíåííûõ îöåíîê ïðó-æèíåíèÿ. Ïðîöåññû �îðìîîáðàçîâàíèÿ äåòàëåé, â ÷àñòíîñòè, òîíêîñòåííûõ êîí-ñòðóêöèé (ïàíåëåé êðûëà ñàìîëåòà) â ïîëçó÷åñòè, ñîïðîâîæäàþòñÿ íàêîïëåíèåì âìàòåðèàëå ïîâðåæäåííîñòè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àê-òóàëüíîé çàäà÷åé â îáðàáîòêå ìàòåðèàëîâ äàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿðàöèîíàëüíûõ ïóòåé äå�îðìèðîâàíèÿ â ïîëçó÷åñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèò-ñÿ îáîáùåííàÿ âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà îáðàòíîé êâàçèñòàòè÷åñêîé çàäà÷èïëàñòè÷åñêîãî �îðìîîáðàçîâàíèÿ äåòàëåé ñ ó÷åòîì äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè â âè-äå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ó÷èòûâàþùåé ïàðàìåòð ïîâðåæäàåìîñòè. Ïàðàìåòðïîâðåæäåííîñòè äàåò êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó íàêîïëåíèÿ â ìàòåðèàëå ïîâðåæäåí-íîñòè â ïðîöåññå ïîëçó÷åñòè è îñòàòî÷íîãî ïðî÷íîñòíîãî ðåñóðñà.Ïóñòü V ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé S.Îáîçíà÷èì ÷åðåç u = (u1, u2, u3), ũ = (ũ1, ũ2, ũ3) � âåêòîðà òåêóùèõ è îñòàòî÷íûõïåðåìåùåíèé u, ũ ∈ [W 1
2 (Q)]3, Q = V × [0 6 t 6 T ].Â ïîñòàíîâêå îáðàòíûõ çàäà÷ �îðìîîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ �óíêöèîíàëûâàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Õèëëà [1℄, îïèñûâàþùèå çàäà÷è êâàçèñòàòè÷åñêîãî äå-



100 Áîðìîòèí Ê.Ñ.�îðìèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé u̇i = u̇∗i íà ãðàíèöå S, óñëîâèé íà îñòàòî÷íûå ñêîðîñòè ïåðåìåùå-íèé ˙̃ui = ˙̃u∗i , ñîîòíîøåíèé ìåæäó äå�îðìàöèÿìè è ïåðåìåùåíèÿìè, ñîîòíîøåíèéìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè. Ïðè òàêîé �îðìóëèðîâêå, âûðàæåííîéâ ñêîðîñòÿõ, ïóòü äå�îðìèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî çàäàííûì îñòà-òî÷íûì ñêîðîñòÿì ïåðåìåùåíèé è â ýòîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü,óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ è ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä [2�4℄.Â ñëó÷àå çàäàííûõ îñòàòî÷íûõ ïåðåìåùåíèé â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ñîîò-âåòñòâóþùèå òåêóùèå ïåðåìåùåíèÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ìîãóò áûòü ðàç-ëè÷íûìè. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ââîäèòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè èñ-ïîëüçóÿ ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè. Ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè äàåò êîëè÷åñòâåí-íóþ îöåíêó íàêîïëåíèÿ â ìàòåðèàëå ïîâðåæäåííîñòè â ïðîöåññå ïîëçó÷åñòè è,ñîîòâåòñòâåííî, îñòàòî÷íîãî ïðî÷íîñòíîãî ðåñóðñà. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëèðó-åòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ: êàê ñëåäóåò äå�îðìèðîâàòü ýëåìåíòñðåäû â òå÷åíèå çàäàííîãî âðåìåíè t∗, ÷òîáû â ìîìåíò t = t∗ ïîëó÷èòü çàäàííûåçíà÷åíèÿ äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè Ω ïðè ýòîì áûëìèíèìàëüíûì [5, 6℄.Ïðè ó÷åòå äèññèïèðóåìîé ðàáîòû ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè îïèñûâàåòñÿ �îð-ìóëîé:
Ω̇ =

dA

A∗dt
=
σijdε

c
ij

A∗dt
=
σijηij
A∗ãäå A∗ � êðèòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ðàáîòû ðàçðóøåíèÿ èñòèííîãî íàïðÿæåíèÿ íàäå�îðìàöèè ïîëçó÷åñòè (ðàññåÿííàÿ ýíåðãèÿ ê ìîìåíòó ðàçðóøåíèÿ) [7, 8].Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîãî ïóòèäå�îðìèðîâàíèÿ çà âðåìÿ T , ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå

Ω(T ) =

∫ T

0

Ω̇dt =
1

A∗

∫ T

0

σijηijdt èëè ∫ T

0

σijηijdtáóäåò ìèíèìàëüíûì.Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè [9℄, ñ ïîìîùüþ ìåòîäàâåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ, ïðèíÿâ çà êðèòåðèè êà÷åñòâà �óíêöèîíàëû âàðèàöèîí-íûõ ïðèíöèïîâ çàäà÷ íåóïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è óïðóãîé ðàçãðóçêè, äèññè-ïèðóåìóþ ðàáîòó, �óíêöèîíàë îáðàòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî äå�îðìèðîâàíèÿïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
Jo(u̇i, ˙̃ui) =

∫

V

W (ε̇ij)dV −
∫

S

ṗiu̇idS + w1

∫

V

W ( ˙̃εij)dV + w2

∫

V

σijηijdV, (1)ãäå w1 > 0, w2 > 0 � âåñîâûå êîý��èöèåíòû, W (ε̇ij) = 1
2
cijklε̇ij ε̇kl − cijklε̇ijηkl,

W ( ˙̃εij) = 1
2
cijkl ˙̃εij ˙̃εkl − cijkl ˙̃εijηkl � ïîòåíöèàëû äå�îðìèðîâàíèÿ â ïîëçó÷åñòè [10℄,

cijkl � êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà óïðóãèõ êîíñòàíò, ε̇ij, ˙̃εij � ñêîðîñòèòåêóùèõ è îñòàòî÷íûõ äå�îðìàöèé, ηij = ε̇cij � ñêîðîñòè äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè,
i, j, k, l = 1, 2, 3,

ε̇ij =
1

2
(u̇i,j + u̇j,i), ˙̃εij =

1

2
( ˙̃ui,j + ˙̃uj,i), (2)



×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ðàöèîíàëüíîãî �îðìîîáðàçîâàíèÿ 101âûðàæåíèÿ ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ èíäåêñàìè îçíà÷àþò ñóììèðîâàíèå ïî íèì îò 1 äî3, à ÷åðåç çàïÿòóþ îáîçíà÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèå: ui,j =
∂ui
∂xj

.Â ÷àñòíîñòè, ïî çàêîíó óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè äå�îðìàöèè ìîãóò áûòüîïðåäåëåíû â âèäå ηij = γsij, ãäå γ =
3

2
Bσn−1, sij � êîìïîíåíòû äåâèàòîðà òåíçîðàíàïðÿæåíèé, σ =

√
3

2
sijsij � ý��åêòèâíîå íàïðÿæåíèå (èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæå-íèé), B, n � êîíñòàíòû ïîëçó÷åñòè [10℄.Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (1) ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷ó îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé �óíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè îñòàòî÷íûõ ïå-ðåìåùåíèé ũi, à �óíêöèÿìè óïðàâëåíèÿ � òåêóùèå ïåðåìåùåíèÿ ui.Ïðè äå�îðìèðîâàíèè äåòàëè âîçìîæíû îãðàíè÷åíèÿ íà òåõíîëîãè÷åñêèé ïðî-öåññ, êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ è ò. ä., êîòîðûå ìîæíî ó÷èòûâàòü â �îðìóëèðîâ-êå (1) [11℄.Èç ðàâåíñòâà δJo = 0, ïðè ó÷åòå íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé u̇i, ˙̃ui, ηij è (2), ñëå-äóþò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ òåêóùèõ è îñòàòî÷íûõ ñêîðîñòåé íàïðÿæåíèé,óðàâíåíèå

w2σij = cklij(ε̇kl + w1
˙̃εkl) (3)â îáëàñòè V è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè S [11, 12℄.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü �óíêöèîíàë âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêè îá-ðàòíûõ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïîëçó÷åñòè, íàïðèìåð äëÿ TL-�îðìóëè-ðîâêè [10℄ (â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíàÿ êîí�èãó-ðàöèÿ òåëà).Ïðè èçâåñòíîì ïóòè íàãðóæåíèÿ â ðàáîòàõ [2�4℄ íà îñíîâå �óíêöèîíàëîâ îá-ðàòíîé çàäà÷è ïî
òðîåí èòåðàöèîííûé ìåòîä â âèäå

u̇k+1
i = u̇ki + αk( ˙̃u∗i − ˙̃uki ), 0 < αk < 2,è äîêàçàíà ñõîäèìîñòü åãî ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ �îðìîîáðàçîâàíèÿ.Äëÿ ó÷åòà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè â ÷èñëåííîì ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ �îð-ìîîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ìåòîäà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3). Íà îñíîâå êðèòåðèÿìèíèìèçàöèè ïîâðåæäåííîñòè â �óíêöèîíàëàõ îáðàòíûõ çàäà÷ íàõîäÿòñÿ îïòè-ìàëüíûå çàêîíû äå�îðìèðîâàíèÿ â ïîëçó÷åñòè äëÿ ÷àñòíûõ çàäà÷.Â îáðàòíîé çàäà÷å îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ ñòåðæíÿ â ïîëçó÷åñòè ñ ìèíèìàëü-íîé ïîâðåæäåííîñòüþ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3), îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü ðàöè-îíàëüíîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ îò âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ è âðåìåíè â âèäå [11℄:

p = [ (1+w1)EB
w2

+ (p∗(1−n) − (1+w1)EB
w2

)ew2(1−n)t]
1

1−n (E � ìîäóëü óïðóãîñòè, p∗ � íà-÷àëüíàÿ íàãðóçêà). Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ñòðîèòñÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé.Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí, â ñëó÷àå ìàëûõ äå�îðìàöèé, òàê æåñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3) è ðÿäà îãðàíè÷åíèé, íàõîäèòñÿ ïóòü äå�îðìèðîâàíèÿâ âèäå ëèíåéíîé �óíêöèè w =
t

T
w∗, ãäå w∗ � ïðîãèá â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.Â ñëó÷àå âåñüìà òîíêîé ïëàñòèíêè, ïðîãèáû êîòîðîé ìîãóò âî ìíîãî ðàç ïðåâûñèòü



102 Áîðìîòèí Ê.Ñ.åå òîëùèíó, îïðåäåëåí îïòèìàëüíûé ïóòü äå�îðìèðîâàíèÿ â âèäå w =

√
t

T
w∗ [5,12℄.×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ðàöèîíàëüíîãî �îðìîîáðàçîâàíèÿ ñòðîèò-ñÿ íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé �óíê-öèè îïòèìàëüíîãî íàãðóæåíèÿ.Â ýòîì ñëó÷àå èñêîìûé ïðîãèá çàäàåòñÿ â âèäå

w(t, x1, x2) =
f(t)

f(T )
w∗(x1, x2), (4)ãäå

f(t) =

[
(1 + w1)EB

w2
+ (B−1/n) − (1 + w1)EB

w2
)ew2(1−n)t

] n
1−n

, (5)
T � êîíå÷íîå âðåìÿ äå�îðìèðîâàíèÿ â ðåæèìå ïîëçó÷åñòè.Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûé ïóòü íàãðóæåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü ïî�îðìóëàì (4), (5) ïî çíà÷åíèÿì âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ.Ïîñòðîåí è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî çàäàí-íûì óñëîâèÿì çàäà÷è. �åøåíèå êàæäîãî øàãà èòåðàöèîííîãî ìåòîäà âûïîëíÿåòñÿìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïðîãðàììíîé ñèñòåìå MSC.Mar
. Äàåòñÿ ñðàâíè-òåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà èçãèáà ïëàñòèíêè ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõíàãðóæåíèÿ.Ïîñòàíîâêà îáðàòíûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïîëçó÷åñòè â âèäå îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà íàõîäèòü÷èñëåííûå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ áîëåå ñëîæíûõ äåòàëåé, ñâîáîäíûõ îò ïðåä-ñòàâëåíèé èäåàëüíîé ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè, â ÷àñòíîñòè ïðè �îðìîîáðàçîâàíèèïàíåëåé êðûëà ñàìîëåòà [13].�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåí-òà �Ô (ÌÊ-481.2013.1), Ìèíîáðíàóêè �Ô â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ(ïðîåêò 909).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Hill R. On uniqueness and stability in the theory of �nite elasti
 strain // J. Me
h. Phys.Solids. 1957. V. 5. � 4. P. 229�241.[2℄ Áîðìîòèí Ê.Ñ. Èòåðàòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ �îðìîîáðàçîâàíèÿýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â ðåæèìå ïîëçó÷åñòè // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðî-ãðàììèðîâàíèå. 2013. Ò. 14. �àçäåë 1. Ñ. 141�1148.[3℄ Bormotin K. S. Iterative method for solving geometri
ally nonlinear inverse problems ofstru
tural element shaping // Computational mathemati
s and mathemati
al physi
s.2013. V. 53. � 12. P. 1908�1915.



×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ðàöèîíàëüíîãî �îðìîîáðàçîâàíèÿ 103[4℄ Áîðìîòèí Ê.Ñ., Ëîãâèíà Â.Ñ. Ìåòîä ðåøåíèÿ èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèåé îáðàò-íûõ çàäà÷ �îðìîîáðàçîâàíèÿ äåòàëåé // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðî-âàíèå. 2014. Ò. 15. �àçäåë 1. Ñ. 77�84.[5℄ Öâåëîäóá È.Þ. Îá îïòèìàëüíûõ ïóòÿõ äå�îðìèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè.Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ äàâëåíèåì // Èçâ. ÀÍÑÑÑ�. ÌÒÒ. 1987. � 6. Ñ. 128�136.[6℄ Öâåëîäóá È.Þ. Ïîñòóëàò óñòîé÷èâîñòè è åãî ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ïîëçó÷åñòè ìå-òàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Íîâîñèáèðñê: È�èË ÑÎ ÀÍ ÑÑÑ�, 1991. 216 ñ.[7℄ �àä÷åíêî Â.Ï., Åðåìèí Þ.À. �åîëîãè÷åñêîå äå�îðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå ìàòå-ðèàëîâ è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ì: Ìàøèíîñòðîåíèå, 2004. 265 ñ.[8℄ �îðåâ Á. Â., �óáàíîâ Â. Â., Ñîñíèí Î.Â. Î ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëîâ ñ ðàçíûìè ñâîé-ñòâàìè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè. 1979. � 7. Ñ. 62�67.[9℄ Áàíè÷óê Í.Â. Ââåäåíèå â îïòèìèçàöèþ êîíñòðóêöèé. Ì: Íàóêà, 1986.[10℄ Êîðîáåéíèêîâ C.H. Íåëèíåéíîå äå�îðìèðîâàíèå òâåðäûõ òåë. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âîÑÎ �ÀÍ, 2000.[11℄ Áîðìîòèí Ê.Ñ.Îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â òåîðèè ïîëçó÷åñòè //Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåì. 2012. Ò.15. � 2. Ñ. 33�42.[12℄ Áîðìîòèí Ê.Ñ., Îëåéíèêîâ À.È. Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû è îïòèìàëüíûå ðåøå-íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí ïðè ïîëçó÷åñòè // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà èòåõíè÷åñêàÿ �èçèêà. 2012. 53. � 5. Ñ. 136�146.[13℄ Àííèí Ê.Ñ., Îëåéíèêîâ À.È., Áîðìîòèí Ê.Ñ.Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ �îðìîîá-ðàçîâàíèÿ ïàíåëåé êðûëà ñàìîëåòà SSJ-100 // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ�èçèêà. 2010. 51 � 4. Ñ. 155�165.Bormotin K. S. A numeri
al of solving problems of forming thin-walled designs in a
reep theory . The inverse quasi-stati
 problems of the 
reep theory is formulated in the form ofoptimum 
ontrol. A number of optimum laws of deformation in 
reep are proposed on the basisof the minimization damage 
riterion in the fun
tionals of inverse problems. When solvinginverse forming problems by an iterative method, a 
ontinuous optimum loading fun
tiondependent on two parameters is used. A method for �nding the parameters a

ording to thegiven initial 
onditions is also proposed and implemented numeri
ally. At ea
h step of theiterative method, the solving pro
edure is based on a �nite element method in the frameworkof the MSC.Mar
 software system. A 
omparative analysis of numeri
al results is given in the
ase of plate bending for various modes of loading.



Î ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ÌÎÍÈÒÎ�ÈÍ�À ÑÎÑÒÎßÍÈßÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÒÅËÁî÷àðîâà Î.Â.1, Àíäæèêîâè÷ È.Å.2
1Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó

2 ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-ÄîíóÑîçäàí ìíîãî�óíêöèîíàëüíûé èçìåðèòåëüíûé êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòüèññëåäîâàíèÿ, ñîïîñòàâëÿòü ñèãíàëû è ñòðîèòü ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äàò÷èêàìèðàçëè÷íîãî òèïà. �àññìîòðåíû îñîáåííîñòè âîëíîâûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè ñòðóêòóðíîíåîäíîðîäíûõ òåë. ×èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòèîïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ äå�åêòà, åãî ðàçìåðà è ðàñïîëîæåíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ïîâåðõíîñò-íîãî âîëíîâîãî ïîëÿ.Çàäà÷è íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëåíèÿ äå�åêòîâ ðàçëè÷-íûõ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ âñåãäà áûëè è îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè. Ïðîáëåìà ðàç-ðàáîòêè ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ è ïðî÷íîñòíîãî ðåñóðñà óç-ëîâ è äåòàëåé èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé îòâåòñòâåííîãî íàçíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ-÷åâîé äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè èõ ýêñïëóàòàöèè è ïðåäîòâðàùåíèÿ àâàðèéíûõñèòóàöèé. Ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà íîâûõ ìàòåðèàëîâ, àòàêæå ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê ýêñïëóàòàöèîííûì õàðàêòåðèñòèêàì äåòàëåé èóçëîâ êîíñòðóêöèé, âûïîëíåííûõ èç ýòèõ ìàòåðèàëîâ è ðàáîòàþùèõ â ñëîæíûõóñëîâèÿõ, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ ïðîñòûõ è ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâïîñòîÿííîãî ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà, íå íàíîñÿùèõ ïðè ýòîì åìó óùåðáà.Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà èçãîòîâëåíèÿ äåòàëåé øèðîêî èñ-ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àêóñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ. Îáçîð ýòèõ ìåòîäîâ èõ äîñòîèíñòâ èíåäîñòàòêîâ ïðèâåäåí â ðàáîòàõ [1�3℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ñîçäàí ìíîãî�óíêöèîíàëüíûé èçìåðèòåëüíûé êîì-ïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ, ñîïîñòàâëÿòü ñèãíàëû è ñòðîèòüñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äàò÷èêàìè ðàçëè÷íîãî òèïà, à òàêæå ñîçäàíà ýêñ-ïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà, ïîçâîëÿþùàÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ îöåíèâàòü èç-ìåíåíèå ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ íà îáðàçöàõ ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõìàòåðèàëîâ.Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíà áëîê-ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì äàò÷èêàäå�îðìàöèè, ìèíèàòþðíûõ àêñåëåðîìåòðîâ è ëàçåðíîãî âèáðîìåòðà.Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé â ìîäåëè ïðîèçâîäè-ëîñü äâóìÿ ñïîñîáàìè � ïîñðåäñòâîì ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîãî âèáðàòîðà B&K ÷å-ðåç ë¼ãêèé øòàìï, ïðèêëååííûé ê ïîâåðõíîñòè îáðàçöà àêóñòè÷åñêîé ìàñòèêîé,ëèáî óäàðíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïðèñïîñîáëåíèåì (ýëåêòðîìàãíèòíûé ìîëîòîê).Òåì ñàìûì ìîäåëèðîâàëèñü ãàðìîíè÷åñêèé è èìïóëüñíûé ñïîñîá âîçäåéñòâèÿ íàîáúåêò. Èñïîëüçîâàíèå ëàçåðíîãî èçìåðèòåëÿ âèáðîñêîðîñòè êîëåáàíèé PDV-100â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ äàò÷èêà äå�îðìàöèè ïîçâîëÿëî íàèáîëåå äîñòîâåðíî îöå-íèâàòü äèíàìèêó ðàáîòû ïîñëåäíåãî. Ñèãíàë, ñíÿòûé ñ äàò÷èêà äå�îðìàöèè, óñè-



Î âîçìîæíîñòè ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ òåë 105

�èñóíîê 1 � Áëîê-ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëèâàëñÿ çàðÿäîâûì óñèëèòåëåì B&K (íà áëîê-ñõåìå íå ïîêàçàí) è îáðàáàòûâàë-ñÿ ÀÖÏ. �åãèñòðàöèÿ è ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñèãíàëîâ, ïîëó÷åííûõ äàò÷èêàìè,ïðîâîäèëèñü êîìïüþòåðíûìè ïðîãðàììàìè, ñîîòâåòñòâåííî Test Xpress LMS ëèáîPowergrapf.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé äàò÷èêà äå�îð-ìàöèè, à èìåííî � îòñóòñòâèÿ ïðèñîåäèíåííîé ìàññû, êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêî-ãî àêñåëåðîìåòðà, À×Õ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîãî äàò÷èêà íîñèò áîëåå ðàâíîìåðíûéõàðàêòåð, â òî âðåìÿ êàê À×Õ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àêñåëåðîìåòðà èçîáèëóåò ðàç-ëè÷íûìè ðåçîíàíñàìè.

�èñóíîê 2 � À×Õ ïðè ãàðìîíè÷åñêîì ñïîñîáå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé



106 Áî÷àðîâà Î.Â., Àíäæèêîâè÷ È.Å.Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû À×Õ, ñíÿòûå ñ äàò÷èêà äå�îðìàöèè è àêñåëåðîìåò-ðà (�èðìû PCB Piezotroni
s) ïðè ãàðìîíè÷åñêîì ñïîñîáå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèéâ àëþìèíèåâîé áàëêå êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ.Íà ðèñóíêàõ 3 è 4 ïðèâåäåíû îñöèëëîãðàììû, ñíÿòûå ñ àêñåëåðîìåòðà (3) èäàò÷èêà äå�îðìàöèè (4), ðàñïîëîæåííûõ íà àëþìèíèåâîé áàëêå ñ êâàäðàòíûìñå÷åíèåì ïðè èìïóëüñíîì âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé. Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ âèäíî,÷òî îñöèëëîãðàììà àêñåëåðîìåòðà íîñèò áîëåå ¾èçðåçàííûé¿ õàðàêòåð.

�èñóíîê 3 � Îñöèëëîãðàììà, ñíÿòàÿ ñ àêñåëåðîìåòðà ïðè èìïóëüñíîì âîçáóæäåíèè êî-ëåáàíèé

�èñóíîê 4 � Îñöèëëîãðàììà, ñíÿòàÿ ñ äàò÷èêà äå�îðìàöèè ïðè èìïóëüñíîì âîçáóæäå-íèè êîëåáàíèé



Î âîçìîæíîñòè ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ òåë 107Ïàðàëëåëüíî äëÿ àíàëîãè÷íîé ìîäåëè ïðîâîäèëñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-ìåíò, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èññëåäîâàëèñüîñîáåííîñòè äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà íà ïîâåðõíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-ïèïåäà ñ ðàçìåðàìè 50 × 80 × 960, â êîòîðîì ïðîðåçàíû ñêâîçíûå ïîïåðå÷íûåöèëèíäðè÷åñêèå ïîëîñòè. Íèæíÿÿ ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà æåñòêî ïðèêëååíà êíåäå�îðìèðóåìîìó îñíîâàíèþ. Ïîâåðõíîñòíûå êîëåáàíèÿ â îáðàçöå âîçáóæäàëèñüèìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì âáëèçè åãî ëåâîé ãðàíè. Äå�åêò ðàñïîëàãàëñÿ íà ðàñ-ñòîÿíèè 280 ìì îò ëåâîãî êðàÿ îáðàçöà. Äèàìåòð ïîëîñòè, ðàâíî êàê è ãëóáèíà ååçàëåãàíèÿ (ðàññòîÿíèå îò âåðõíåé òî÷êè ïîëîñòè äî ïîâåðõíîñòè ñðåäû) âàðüèðî-âàëèñü. Äëÿ ðàñ÷åòà âîëíîâîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà, îñëàáëåí-íîãî íàëè÷èåì ïîëîñòè, áûë ïðèìåíåí ïàêåò ANSYS ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìàíäíîãîÿçûêà APDL.Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíû êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè äâóõ ñèãíàëîâ. Ïåðâûéèç ñèãíàëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àìïëèòóäó ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ äëÿîáðàçöà áåç äå�åêòîâ, èçìåðåííóþ äàò÷èêîì, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè 100 ììîò ëåâîãî êðàÿ. Âòîðîé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àìïëèòóäó ïîâåðõíîñòíîãî âîë-íîâîãî ïîëÿ, èçìåðåííóþ äàò÷èêîì, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè 380 ìì äëÿ ðàç-ëè÷íûõ îáðàçöîâ (1 � îáðàçåö áåç äå�åêòîâ, 2 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþ äèàìåòðîì 30ìì, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 5 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû, 3 � îáðàçåö ñ ïîëîñòüþäèàìåòðîì 30 ìì, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 15 ìì îò âåðõíåé ãðàíèöû). Ïî îñèàáñöèññ îòëîæåí ëàã èíäåêñ, ïî îñè îðäèíàò êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè.

�èñóíîê 5 � Êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè. Äàò÷èê íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 380 ìì.Íà ðèñóíêå 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âòîðîé ñèãíàë ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé àìïëèòóäó ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ,èçìåðåííóþ äàò÷èêîì,íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè 580 ìì.
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�èñóíîê 6 � Êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè. Äàò÷èê íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 580 ìì.Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, íàëè÷èå äå�åêòà, åãî ðàçìåð è ãëóáèíàðàñïîëîæåíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ. Ïðè÷åìíàëè÷èå äå�åêòà îêàçûâàåò âëèÿíèå íå òîëüêî íà áëèæíèå, íî è íà óäàëåííûåäàò÷èêè. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëàíãå Þ.Â. Àêóñòè÷åñêèå íèçêî÷àñòîòíûå ìåòîäû êîíòðîëÿ è ñðåäñòâàíåðàçðóøà-þùåãî êîíòðîëÿ ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1991. 276 ñ.[2℄ �óçü À.Í., Ìàõîðò Ô. �., �óùà Î.È., Ëåáåäåâ Â.Ê. Îñíîâû óëüòðàçâóêîâîãî íåðàç-ðóøàþùåãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â òâåðäûõ òåëàõ. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà,1974. 106 ñ.[3℄ �ëàãîâñêèé Á.À., Ìîñêîâåíêî È.Á. Íèçêî÷àñòîòíûå àêóñòè÷åñêèå ìåòîäû êîíòðîëÿâ ìàøèíîñòðîåíèè. Ë.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1977. 208 ñ.Bo
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ÀÝ�ÎÓÏ�Ó�Àß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-��ÀÄÈÅÍÒÍÛÕ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕÎÁÎËÎ×ÅÊ, ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕ ÆÈÄÊÎÑÒÜÁî÷êàð¼â Ñ.À., Ëåêîìöåâ Ñ.Â., Ìàòâååíêî Â.Ï.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, Ïåðìü�àáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó àýðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, âû-ïîëíåííûõ èç �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî (Ô�) ìàòåðèàëà, êîòîðûå ñ íàðóæíîé ïî-âåðõíîñòè îáòåêàþòñÿ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà, à âíóòðè ñîäåðæàò íåïîäâèæíóþèëè òåêóùóþ èäåàëüíóþ ñæèìàåìóþ æèäêîñòü. Äëÿ ïóñòûõ è ñîäåðæàùèõ æèäêîñòüêðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîîöåíêå âëèÿíèÿ ñâîéñòâ Ô�-ìàòåðèàëà íà ãðàíèöû àýðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ðàç-íûõ êîìáèíàöèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ëèíåéíûõ ðàçìåðàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå æèä-êîñòè âíóòðè îáîëî÷êè îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå êàê íà õàðàêòåð äèíàìè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû ¾ãàç-îáîëî÷êà-æèäêîñòü¿, òàê è íà ãðàíèöó àýðîóïðóãîéóñòîé÷èâîñòè.1. Ââåäåíèå. Ïàíåëüíûé �ëàòòåð ïóñòûõ öèëèíäðè÷åñêèõ Ô�-îáîëî÷åê âðà-ùåíèÿ, îáòåêàåìûõ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà, èññëåäóåòñÿ â ðàáîòàõ [1, 2℄.Çäåñü èçó÷åíî âëèÿíèå ðàçíîîáðàçíûõ êîíñèñòåíöèé Ô�-ìàòåðèàëà íà ãðàíèöûàýðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê, ïîäâåðãàþùèõñÿ äîïîëíèòåëüíîìó âîçäåé-ñòâèþ òåìïåðàòóðíûõ è ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê. Âëèÿíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèíåïîäâèæíîé æèäêîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ âíóòðè èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè, íà êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè âíåøíåãî ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà èññëåäîâà-íî â [3℄. Ïîêàçàíî, ÷òî îáîëî÷êà íàïîëîâèíó íàïîëíåííàÿ æèäêîñòüþ îáëàäàåòíàèáîëüøèì ñîïðîòèâëåíèåì ê âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ, à ý��åêò ïëåñêàíèÿ íàñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ðàñïîëîæåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþòå÷åíèÿ ãàçà, îêàçûâàåò íàèáîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå äëÿ êîðîòêèõ îáîëî÷åê. Â ñëó-÷àå îáîëî÷åê, âûïîëíåííûõ èç Ô�-ìàòåðèàëà, âëèÿíèå êàê íåïîäâèæíîé, òàê èòåêóùåé æèäêîñòè, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè îáîëî÷êè, îñòàåòñÿ íå èçó÷åííûì èÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé íàñòîÿùåé ðàáîòû.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ óïðóãàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷-êà, âûïîëíåííàÿ èç Ô�-ìàòåðèàëà, äëèíîé L è ðàäèóñîì R. Ñíàðóæè îáîëî÷êàñî ñêîðîñòüþ U∞ îáòåêàåòñÿ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì èäåàëüíîãî ñæèìàåìîãî ãà-çà. Âíóòðè îáîëî÷êè ñîäåðæèòñÿ ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, êîòîðàÿ íåïîäâèæíà èëèòå÷¼ò ñî ñêîðîñòüþ U . Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ñâîéñòâ Ô�-ìàòåðèàëà íà ãðàíèöû àýðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè ñ æèäêîñòüþ ïðè ðàç-ëè÷íûõ âàðèàíòàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ëèíåéíûõ ðàçìåðàõ êîíñòðóêöèè.3. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ý��åêòèâíûå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè Ô�-îáîëî÷êè Peff , à èìåííî, ìîäóëü óïðóãîñòè E, êîý��èöèåíò Ïóàññîíàè ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ρ, îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåðèàëîâ Piñîãëàñíî ñòåïåííîìó çàêîíó [1℄
Peff = P1 + (P2 − P1) (1/2 + z/h)N , (1)



110 Áî÷êàð¼â Ñ.À., Ëåêîìöåâ Ñ.Â., Ìàòâååíêî Â.Ï.ãäå N � ïîêàçàòåëü îáú¼ìíîé äîëè, èçìåíÿþùèéñÿ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, z �ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà, h � òîëùèíà îáîëî÷êè.Ïîòåíöèàëüíîå äâèæåíèå èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ âîë-íîâûì óðàâíåíèåì, äèñêðåòèçàöèÿ êîòîðîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûìñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì íåïðîíèöàåìîñòè íà ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè è ñîîòâåòñòâó-þùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îñóùåñòâëÿåìàÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñèñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû Áóáíîâà��àë¼ðêèíà, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèñòåìó àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [4℄.Ïðèìåíÿÿ äëÿ îáîëî÷êè, ðàññìàòðèâàåìîé â ðàìêàõ ãèïîòåç Êèðõãî�à�Ëÿâà,ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, â êîòîðûé âêëþ÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî (óðàâíåíèå Áåðíóëëè) è àýðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèé(ïî êâàçèñòàòè÷åñêîé àýðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè [5℄), ïîëó÷àåì ñâÿçàííóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé. Â ìàòðè÷íîì âèäå îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì
(
K − λ2M + iλC + A

) {
d φ

}T
= 0, (2)
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, i2 = −1, ρ0 =

∫

h

ρeffdz.Çäåñü: (r, θ, x) è (s, θ, z) � öèëèíäðè÷åñêàÿ è êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò;
mf è ms � ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ îáëàñòè æèäêîñòè
Vf è îáîëî÷êè Vs; Sf è Ss � ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå îáúåìû æèäêîñòè èîáîëî÷êè; Sσ = Sf ∩ Ss � ñìî÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü; B � ìàòðèöà ñâÿçè âåêòîðàäå�îðìàöèé ñ âåêòîðîì óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé îáîëî÷å÷íîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà;
D � ìàòðèöà ý��åêòèâíûõ æ¼ñòêîñòåé; F,N è N̄ � ìàòðèöû �óíêöèé �îðìûäëÿ ïîòåíöèàëà âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè, ïåðåìåùåíèé îáîëî÷å÷íîãî ýëåìåíòà è íîð-ìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè; M è M∞ � ÷èñëà Ìàõà âæèäêîñòè è ãàçå; ρ∞, p∞, c∞ è c � ïëîòíîñòü, ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, ñêîðîñòü çâóêàâ íåâîçìóù¼ííîì ïîòîêå ãàçà è ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè; κ � ïîêàçàòåëü àäèà-áàòû; d è φ � íåêîòîðûå �óíêöèè êîîðäèíàò; λ = λ1 + iλ2 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîêàçàòåëü.



Àýðîóïðóãàÿ óñòîé÷èâîñòü �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ îáîëî÷åê 111�åøåíèå çàäà÷è î ïàíåëüíîì �ëàòòåðå öèëèíäðè÷åñêîé Ô�-îáîëî÷êè, ñîäåðæà-ùåé æèäêîñòü, ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ è àíàëèçó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ ñèñòå-ìû (2). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ λ ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäàÌþëëåðà.4. ×èñëåííûå ïðèìåðû. Â ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîëî÷êà(h = 1×10−4 ì), âûïîëíåííàÿ èç àëþìèíèÿ (âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü, Al) è îêñèäàöèðêîíèÿ (íàðóæíàÿ ïîâåðõíîñòü, ZrO2) [5℄. �àñ÷¼òû âûïîëíÿëèñü äëÿ ñâîáîäíîîï¼ðòûõ (SS) èëè æ¼ñòêî çàêðåïë¼ííûõ (CC) íà îáîèõ òîðöàõ è êîíñîëüíî çàêðåï-ë¼ííûõ (CF) îáîëî÷åê, îáòåêàåìûõ ïîòîêîì ãàçà ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
κ = 1, 4, M∞ = 3, òåìïåðàòóðà òîðìîæåíèÿ â ñâîáîäíîì ïîòîêå T∞ = 48, 89◦C.Â êà÷åñòâå âàðüèðóåìîé âåëè÷èíû èñïîëüçóåòñÿ ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â íåâîç-ìóùåííîì ïîòîêå p∞, à äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ïðèìåíÿåòñÿáåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ q̄ = q/E1

eff × 10−7, ãäå E1
eff �ý��åêòèâíûé ìîäóëü óïðóãîñòè Ô�-ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííûé ïðè N = 1.Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà q̄ îò íîìåðà ãàðìîíèêè jïðè ðàçíîé âåëè÷èíå îáú¼ìíîé äîëè N äëÿ ïóñòûõ (ðèñóíîê 1à) è çàïîëíåííûõíåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ (ðèñóíîê 1á) ñâîáîäíî îï¼ðòûõ îáîëî÷åê. Ïðè ýòîì êðè-òè÷åñêèé íîìåð ãàðìîíèêè j, ò. å. íîìåð ãàðìîíèêè, íà êîòîðîì èìååò ìåñòî ìèíè-ìàëüíîå çíà÷åíèå q̄, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, â ñëó÷àåïóñòîé îáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííîé êîíñèñòåíöèåé Ô�-ìàòåðèàëà. Äëÿ îáî-ëî÷êè ñ æèäêîñòüþ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé N îñòà¼ò-ñÿ, êàê ïðàâèëî, íåèçìåííîé. Êðîìå ýòîãî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîí�èãóðàöèèíàëè÷èå â îáîëî÷êå æèäêîñòè ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ ãðàíèö àýðî-óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè.
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�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà q̄ îò íîìåðà ãàðìîíèêè j äëÿ (à) ïóñòîé îáîëî÷êèè (á) îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ: L/R = 2, h/R = 1000�åçóëüòàòû äëÿ äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (�Ó) è ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâïðè L/R = 2 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Èç ïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òîæ¼ñòêî çàêðåïëåííûå íà îáîèõ êðàÿõ îáîëî÷êè ñ íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ, îáåñïå-÷èâàþò íàèáîëüøóþ ñîïðîòèâëÿåìîñòü âîçäåéñòâèþ ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà.



112 Áî÷êàð¼â Ñ.À., Ëåêîìöåâ Ñ.Â., Ìàòâååíêî Â.Ï.Òàáëèöà 1 � Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ q̄äëÿ îáîëî÷åê ñ ðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè�Ó h/R ZrO2 N = 1 N = 2 N = 5 N = 10 AlSS 500 82,36 56,07 50,17 45,04 41,92 34,791000 15,03 10,53 9,473 8,539 7,972 6,7242000 2,935 2,076 1,870 1,689 1,578 1,339CC 500 104,3 71,53 63,98 57,35 53,34 44,101000 19,40 13,62 12,23 10,99 10,26 8,6722000 3,834 2,706 2,439 2,204 2,059 1,743CF 500 57,38 39,78 35,67 32,05 29,87 25,021000 10,99 7,714 6,953 6,287 5,874 4,9452000 2,166 1,535 1,383 1,249 1,168 0,992Â ñëó÷àå òåêóùåé âíóòðè îáîëî÷êè æèäêîñòè ìîíîòîííûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿïàðàìåòðà q̄ îò íîìåðà ãàðìîíèêè j íàðóøàåòñÿ. Ýòî äåìîíñòðèðóåòñÿ äàííûìè,ïðèâåä¼ííûìè íà ðèñóíêå 2à. Çäåñü ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà q̄ îò íîìåðàãàðìîíèêè j äëÿ ñâîáîäíî îï¼ðòîé îáîëî÷êè ñ òåêóùåé âíóòðè íå¼ ñî ñêîðîñòüþ
M = 6, 6 × 10−3 æèäêîñòüþ.
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�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà q̄ îò (à) íîìåðà ãàðìîíèêè j äëÿîáîëî÷êè ñ òåêóùåé æèäêîñòüþ è (á) ÷èñëà Ìàõà M âíóòðåííåãî ïîòîêà æèäêîñòè äëÿîáîëî÷åê ñ ðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: L/R = 2, h/R = 500Íàëè÷èå òåêóùåé æèäêîñòè ïðèâîäèò ê ñìåíå âèäà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Åñëèäëÿ ïóñòûõ îáîëî÷åê è îáîëî÷åê ñ íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòèîñóùåñòâëÿåòñÿ â âèäå �ëàòòåðà ïî äâóì �îðìàì êîëåáàíèé, òî ó÷¼ò âíóòðåííåãîòå÷åíèÿ æèäêîñòè ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè â âèäå �ëàòòåðà ïî îäíîé �îðìåêîëåáàíèé äëÿ ëþáîé êîìáèíàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè ýòîì äàæå íåçíà÷è-òåëüíîå òå÷åíèå âíóòðè îáîëî÷êè ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåéâíåøíåãî ïîòîêà ãàçà. Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííåå òå÷åíèå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîåñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå. Äàííûé �àêò áîëåå íàãëÿäíî îòðàæ¼í íà ðèñóí-



Àýðîóïðóãàÿ óñòîé÷èâîñòü �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ îáîëî÷åê 113êå 2á. Çäåñü ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà q̄ îò ÷èñëà Ìàõà M âíóòðåííåãîïîòîêà æèäêîñòè äëÿ îáîëî÷åê ñ ðàçíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè N = 1.Êàê è â ñëó÷àÿõ ñ ïóñòîé îáîëî÷êîé è îáîëî÷êîé ñ íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþæ¼ñòêî çàêðåïë¼ííûå îáîëî÷êè ñ òåêóùåé æèäêîñòüþ îêàçûâàþòñÿ áîëåå óñòîé-÷èâûìè ïðè èõ îáòåêàíèè ãàçîì. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êðèòè÷åñêèåñêîðîñòè âíóòðåííåãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îáîëî÷êè íåîêàçûâàþò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà õàðàêòåð äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñâÿçàííîéñèñòåìû ¾ãàç-îáîëî÷êà-æèäêîñòü¿. Íàïðèìåð, ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî òå÷åíèÿïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè æ¼ñòêî çàêðåïë¼ííûõ îáîëî÷åê îñóùåñòâëÿåòñÿ â âèäå äè-âåðãåíöèè ïðè ñêîðîñòè M = 42, 4 × 10−3, òîãäà êàê äëÿ êîíñîëüíûõ îáîëî÷åê �â âèäå �ëàòòåðà ïî îäíîé �îðìå êîëåáàíèé è ñêîðîñòè M = 79, 5 × 10−3.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 13-01-96049)è ãðàíòà ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîëÍØ-2590.2014.1.
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ÔÈÇÈÊÎ-ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÁÅÒÎÍÎÂ,ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕ ÒÅÕÍÎ�ÅÍÍÎÅ ÑÛ�ÜÅÁóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Ïàâëîâà Ë.Í., Ïàê �.Í.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-ÄîíóÏðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ áåòîíîâ, ñîäåð-æàùèõ çîëîøëàêîâûå îòõîäû è ãîðåëûå ïîðîäû øàõòíûõ îòâàëîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî èñ-ïîëüçîâàíèå òàêîãî òåõíîãåííîãî ñûðüÿ ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ðàñõîä âÿæóùåãî è óëó÷øèòü�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ áåòîíà.Èñïîëüçîâàíèå òåõíîãåííîãî ñûðüÿ â ïðîìûøëåííîñòè ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèà-ëîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñòðàòåãè÷åñêèõ ïóòåé ñíèæåíèÿ äîáû÷è ïðèðîäíîãî ìèíå-ðàëüíîãî ñûðüÿ, à òàêæå ðåøåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìû ïî óëó÷øåíèþ ñîñòîÿ-íèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Â �îñòîâñêîé îáëàñòè ìíîãîòîííàæíûì òåõíîãåííûì ñû-ðüåì ÿâëÿþòñÿ çàïàñû øàõòíûõ ïîðîä è çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ. Ïî õèìè÷åñêîìó,ãðàíóëîìåòðè÷åñêîìó è �àçîâî-ìèíåðàëîãè÷åñêîìó ñîñòàâó ýòî òåõíîãåííîå ñûðüåâî ìíîãîì èäåíòè÷íî ïðèðîäíîìó ìèíåðàëüíîìó ñûðüþ. Åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòüâ òåõíîëîãèè ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ, â äîðîæíîì, ãèäðîòåõíè÷åñêîì è äðóãèõâèäàõ ñòðîèòåëüñòâà. Îäíàêî íåñòàáèëüíîñòü õèìèêî-ìèíåðàëîãè÷åñêîãî ñîñòàâàè ñâîéñòâ çîë ÒÝÑ, êàê è ìíîãèõ äðóãèõ òåõíîãåííûõ ìàòåðèàëîâ [1, 2℄, ñäåð-æèâàåò èõ ïðèìåíåíèå â ïðîèçâîäñòâå áåòîíà âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíûõ êîëåáàíèéñâîéñòâ ïîëó÷àåìîé íà èõ îñíîâå èçäåëèé. Äàííûé íåãàòèâíûé àñïåêò ìîæåò áûòüóñòðàíåí ïóòåì ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïîäãîòîâêè ðàññìàòðèâàåìûõ òåõíî-ãåííûõ ìàòåðèàëîâ ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì â áåòîííûõ ñìåñÿõ.Öåëü ðàáîòû � èññëåäîâàòü �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíîâ, ñîäåðæà-ùèõ çîëîøëàêîâûå îòõîäû èëè ãîðåëûå øàõòíûå ïîðîäû. Â êà÷åñòâå îáúåêòîâèññëåäîâàíèÿ âûáðàíû çîëîøëàêîâûå îòõîäû Íîâî÷åðêàññêîé ��ÝÑ (çîëà ñóõî-ãî îòáîðà, çîëîøëàêè) è ãîðåëûå ïîðîäû íåêîòîðûõ øàõòíûõ îòâàëîâ óãîëüíî-ïðîìûøëåííûõ ðàéîíîâ �îñòîâñêîé îáëàñòè. Ïðèìåíåíèå çîëîøëàêîâûõ îòõîäîââ òåõíîëîãèè ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ â îòëè÷èå îò ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä áî-ëåå ðàñïðîñòðàíåíî. Â ñîñòàâàõ áåòîíà çîëà ñóõîãî îòáîðà è òîíêîäèñïåðñíûå ãîðå-ëûå ïîðîäû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ãèäðàâëè÷åñêóþ äîáàâêó, çîëîøëàêè, äðîá-ëåíûå ïîðîäû è îòñåâû äðîáëåíèÿ � â êà÷åñòâå êðóïíîãî è ìåëêîãî çàïîëíèòåëÿ.Ïîäáîð ñîñòàâà áåòîíà ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì ñïîñîáîì, îñ-íîâûâàÿñü â âûáîðå åäèíûõ êðèòåðèåâ äëÿ îöåíêè ðàçëè÷íûõ îòõîäîâ è èõ âëèÿ-íèÿ íà ñâîéñòâà áåòîíîâ, ïîëîæåíèÿìè ñòðóêòóðíîé òåîðèè áåòîíîâ [3, 4℄. Ñîñòàâáåòîííîé ñìåñè ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ óêëàäêèè òâåðäåíèÿ áåòîí îáëàäàë çàäàííûìè ñâîéñòâàìè (ïðî÷íîñòüþ, ìîðîçîñòîéêî-ñòüþ, ïëîòíîñòüþ è äð.). Îïòèìàëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ñîñòàâ áåòîíà, êîòîðûé îáåñïå-÷èâàåò ïîëó÷åíèå òðåáóåìûõ ïîêàçàòåëåé ñâîéñòâ ïðè ìèíèìàëüíîì ðàñõîäå öå-ìåíòà (ìàêñèìàëüíîé ýêîíîìèè öåìåíòà ïðè ââåäåíèè òåõíîãåííîãî ñûðüÿ).



Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíîâ, ñîäåðæàùèõ òåõíîãåííîå ñûðüå 115Èñïûòàíèÿ áåòîíîâ ïðîâåäåíû â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ è ïðè âûïóñêå èçäå-ëèé èç ýêñïåðèìåíòàëüíîãî áåòîíà â óñëîâèÿõ ïðîèçâîäñòâà. Â ëàáîðàòîðíûõ óñëî-âèÿõ èñïûòàíèÿ âûïîëíåíû íà îáðàçöàõ-êóáàõ, îáðàçöàõ-áàëî÷êàõ è öèëèíäðàõ.Íàáîð ïðî÷íîñòè áåòîíà ïðîèñõîäèë â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ òâåðäåíèÿ è ïðè òåï-ëîâëàæíîñòíîé (ïðîïàðèâàíèå) îáðàáîòêå. Êîíòðîëüíûìè ñëóæèëè îáðàçöû áåòî-íà òîãî æå ñîñòàâà, ÷òî è ýêñïåðèìåíòàëüíûå, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàäèöèîííûõìàòåðèàëîâ. Â ïðîèçâîäñòâåííûõ óñëîâèÿõ èçãîòîâëåíèå îáðàçöîâ äëÿ èñïûòàíèÿâûïîëíåíî ïàðàëëåëüíî ñ èçãîòîâëåíèåì èçäåëèé èç òåõ æå áåòîííûõ ñìåñåé è ïðèòåõ æå óñëîâèÿõ �îðìîâàíèÿ è òåðìîîáðàáîòêè. Êîíòðîëü ïðî÷íîñòè è äðóãèõ ïî-êàçàòåëåé �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ áåòîíà ïðîâåäåí íà èçäåëèÿõ ìåòîäàìèíåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ è íà îáðàçöàõ ïî ìåòîäèêàì íîðìàòèâíûõ äîêóìåíòîâ.Ïî õèìè÷åñêîìó ñîñòàâó ãîðåëûå ïîðîäû è çîëîøëàêîâûå îòõîäû îòíîñÿò-ñÿ ê ïîëóêèñëîìó ñûðüþ, ñ âûñîêèì ñîäåðæàíèåì êðàñÿùèõ îêñèäîâ. Íåñìîòðÿíà èìåþùèåñÿ ðàçëè÷èÿ â ñîñòàâå è ñâîéñòâàõ çîë è ãîðåëûõ ïîðîä, â íèõ åñòüìíîãî îáùåãî: îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòîì îáæèãà óãëåâìåùàþùèõ ïîðîä è ñîäåðæàòìèíåðàëüíóþ è îðãàíè÷åñêóþ ÷àñòü. Ìèíåðàëüíàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåíà â îñíîâíîìâèäîèçìåíåííûì â ïðîöåññå îáæèãà ãëèíèñòûì âåùåñòâîì, îðãàíè÷åñêàÿ ÷àñòü �âèäîèçìåíåííûìè ìîäè�èêàöèÿìè óãëÿ. Â çîëå ïðèñóòñòâóþò îñíîâíûå ãðóïïûâåùåñòâ: êðèñòàëëè÷åñêèå, ñòåêëîâèäíûå, àìîð�íûå è îðãàíè÷åñêèå. Â îòëè÷èåîò çîë ãîðåëûå ïîðîäû ñîäåðæàò â çíà÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå ãëèíèñòûå, æåëåçè-ñòûå è êðåìíåçåìèñòûå ãèäðàâëè÷åñêèå êîìïîíåíòû. �îðåëûå ïîðîäû ïðîÿâëÿþòñâîéñòâà àêòèâíîãî ãëèíèòà, à çîëû � ñðåäíåàêòèâíîé ñèëèêàòíî-æåëåçèñòîé äî-áàâêè. Ïîâåðõíîñòü ÷àñòèö ãîðåëîé ïîðîäû ìåíåå çàêðèñòàëëèçîâàíà è îïëàâëåíà.Íàèáîëüøèé ý��åêò â àêòèâíîñòü çîë âíîñèò ñòåêëî�àçà.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïî èñïîëüçîâàíèþ çîëîøëà-êîâûõ îòõîäîâ è ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä â òÿæåëûõ áåòîíàõ. Â òàáëèöå 1 ïðåä-ñòàâëåíû äàííûå ïî íåêîòîðûì ñâîéñòâàì áåòîíîâ, ñîäåðæàùèõ ìàòåðèàëû èç çî-ëîøëàêîâûõ îòõîäîâ è ãîðåëûõ ïîðîä. Çîëîøëàêîâûå îòõîäû (çîëà ñóõîãî îòáîðàè çîëîøëàêîâàÿ ñìåñü) èñïîëüçîâàëèñü áåç ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè. Èç ãîðåëûõïîðîä ïðè äðîáëåíèè è èçìåëü÷åíèè ïîëó÷àëè �ðàêöèîíèðîâàííûé çàïîëíèòåëüè òîíêîäèñïåðñíóþ �ðàêöèþ.Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî òîíêîäèñïåðñíûå çîëû è ãî-ðåëûå ïîðîäû â ñîñòàâå áåòîíà ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî àêòèâíîé äîáàâêîé, óñèëè-âàþùåé ïðîöåññ ãèäðàòàöèè, ìåëêèì çàïîëíèòåëåì, ïëàñòè�èêàòîðîì, ìèêðîíà-ïîëíèòåëåì, óëó÷øàþùèì ñòðóêòóðó áåòîíà, ïîâûøàþùèì ïëîòíîñòü öåìåíòíîãîêàìíÿ. Äëÿ áåòîíîâ, ñîäåðæàùèõ òîíêîäèñïåðñíûå äîáàâêè, õàðàêòåðíî óâåëè÷å-íèå îáúåìà ñìåøàííîãî öåìåíòíî-çîëüíîãî (öåìåíòíî-ïîðîäíîãî) òåñòà, êîòîðûéäëÿ óìåðåííî æåñòêèõ ñìåñåé ñîñòàâëÿåò 320�380 ë/ì3, äëÿ ïîäâèæíûõ � 420�470 ë/ì3. Ýòî îòðàæàåòñÿ íà ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ áåòîííûõ ñìåñåé: ïîâû-øàåòñÿ ïëàñòè÷íîñòü, ñâÿçíîñòü, âîäîóäåðæèâàþùàÿ ñïîñîáíîñòü, óëó÷øàåòñÿ îä-íîðîäíîñòü, îáðàáàòûâàåìîñòü áåòîííîé ñìåñè. Òàê, óäîáîóêëàäûâàåìîñòü ñìåñèñ òîíêîäèñïåðñíûìè äîáàâêàìè çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåòñÿ, îòñóòñòâóþò ñåäèìåíòà-öèîííûå ÿâëåíèÿ. Êà÷åñòâî ïîâåðõíîñòåé èçäåëèé óëó÷øàåòñÿ çà ñ÷åò ñîêðàùåíèÿêîëè÷åñòâà êðóïíûõ ðàêîâèí è ïîð.



116 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Ïàâëîâà Ë.Í., Ïàê �.Í.Òàáëèöà 1. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíîâ ñ òåõíîãåííûìè äîáàâêàìè

∗Ïîñëå ïðîïàðèâàíèÿ ïðî÷íîñòü áåòîíà ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 70 % îò ïðîåêòíîéÂèçóàëüíûé êîíòðîëü çà óïëîòíåíèåì áåòîííîé ñìåñè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âû-âîä, ÷òî ðàâíîïîäâèæíûå ñìåñè ïîîñàäêå êîíóñà ïðè ââåäåíèè çîëû èìåþò ëó÷-øèå �îðìîâî÷íûå ñâîéñòâà, ÷åì ó áåòîíîâ áåç çîëû. Ïëàñòè�èöèðóþùèé ý��åêòìîëîòîé ãîðåëîé ïîðîäû íèæå, ÷åì ó çîëû. Â îñíîâíîì ýòî ñâÿçàíî ñ �îðìîé,ïîðèñòîñòüþ è øåðîõîâàòîñòüþ ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö ïîðîäû. Áûëî óñòàíîâëåíî,÷òî îáåñïå÷èòü âûñîêèå ïðî÷íîñòíûå ïîêàçàòåëè áåòîíîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíåíèåòîíêîäèñïåðñíûõ äîáàâîê ñ óäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ 500�600 ì2/êã. Ýòîò âûâîäñîãëàñóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì àâòîðîâ [5℄ î òîì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ äèñïåðñíîñòü ìè-



Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíîâ, ñîäåðæàùèõ òåõíîãåííîå ñûðüå 117íåðàëüíîé äîáàâêè ê öåìåíòó äîëæíà íà 120�200 ì2/êã ïðåâûøàòü äèñïåðñíîñòüêëèíêåðíîãî ìèíåðàëà (öåìåíòà). Îäíîé èç îñîáåííîñòåé áåòîíîâ ñ äîáàâêàìè çî-ëû, çîëîøëàêîâûõ ñìåñåé, ãîðåëûõ øàõòíûõ ïîðîä ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòü â òå÷åíèåäëèòåëüíîãî âðåìåíè íàáèðàòü ïðî÷íîñòü ïîñëå äîñòèæåíèÿ ïðîåêòíîé.Áåòîíû, ñîäåðæàùèå òåõíîãåííîå ñûðüå (çîëîøëàêîâûå îòõîäû èëè ãîðåëûåøàõòíûå ïîðîäû), èìåþò âûñîêèå ïîêàçàòåëè ïðî÷íîñòè ïðè èçãèáå. Íà ðèñóí-êå 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïðî÷íîñòè ïðè èçãèáå îò ïðî÷íîñòè íà ñæàòèå äëÿ òðåõâèäîâ áåòîíà: çîëîáåòîíà (êðèâàÿ 1), ãîðåëîïîðîäíîãî (êðèâàÿ 2) è áåòîíà íà òðà-äèöèîííûõ ìàòåðèàëàõ (êðèâàÿ 3 � êîíòðîëü). Íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòèïðè èçãèáå èìååò çîëîáåòîí, íàèìåíüøèå � îáû÷íûé áåòîí. Ïîâûøåííàÿ ïðî÷-íîñòü çîëîáåòîíà ñâÿçàíà ñ âûðàæåííûì ïëàñòè�èöèðóþùèì ý��åêòîì çîëû, ÷òîñïîñîáñòâóåò �îðìèðîâàíèþ áîëåå îäíîðîäíîé è ïëîòíîé ñòðóêòóðû áåòîíà. Çîëààêòèâíåå, ÷åì ãîðåëàÿ ïîðîäà, ó÷àñòâóåò â �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ òâåðäå-íèÿ áåòîíà è â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî íîâîîáðàçîâàíèé â çîëîáåòîíå áîëüøå, ÷åìâ ãîðåëîïîðîäíîì è îáû÷íîì áåòîíå.

�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü ïðî÷-íîñòè áåòîíà ïðè èçãèáå îò åãîïðî÷íîñòè íà ñæàòèå:1 � çîëîáåòîí;2 � ãîðåëîïîðîäíûé áåòîí;3 � îáû÷íûé áåòîí (êîíòðîëü)
�èñóíîê 2 � Êèíåòèêà ðàçâèòèÿ ëèíåéíûõäå�îðìàöèé áåòîíà ïðè öèêëè÷åñêèõ èñïûòàíè-ÿõ â ðàñòâîðå Na2SO4:1 � ñîñòàâ ñ äîáàâêîé ìîëîòîé ãîðåëîé ïîðîäû;2 � ñîñòàâ ñ äîáàâêîé çîëû;3 � êîíòðîëüíûé ñîñòàâÄðóãîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ áåòîíîâ íà òåõíîãåííîì ñûðüå ÿâëÿåòñÿïîâûøåííàÿ ñóëü�àòîñòîéêîñòü. Íàáëþäåíèÿ çà ðàñøèðåíèåì îáðàçöîâ ïðè ïî-ïåðåìåííîì íàñûùåíèè â ðàñòâîðå ñóëü�àòà íàòðèÿ è âûñóøèâàíèè ïîêàçûâàþò,÷òî ó çîëî- è ãîðåëîïîðîäíûõ áåòîíîâ äå�îðìàöèè, ñðàâíèìûå ïî âåëè÷èíå ñ äå-�îðìàöèÿìè îáû÷íûõ áåòîíîâ, ïîÿâëÿþòñÿ ïðè çíà÷èòåëüíî áîëüøåì êîëè÷åñòâåöèêëîâ èñïûòàíèé. Íà ðèñóíêå 2 êðèâàÿ äëÿ îáû÷íîãî áåòîíà ðàñïîëàãàåòñÿ ëåâååè èìååò áîëåå êðóòîé ïîäúåì, ÷åì êðèâûå äëÿ áåòîíîâ ñ çîëîé è ãîðåëîé ïîðîäîé.



118 Áóðàâ÷óê Í.È., �óðüÿíîâà Î.Â., Ïàâëîâà Ë.Í., Ïàê �.Í.Âëèÿíèå çîë è ãîðåëûõ ïîðîä íà ñóëü�àòîñòîéêîñòü áåòîíîâ èìååò �èçè÷åñêèéè õèìè÷åñêèé õàðàêòåð. Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòîãî âÿëåíèÿ ñâÿçàíà ñ îòíîñèòåëü-íûì óâåëè÷åíèåì êîíòàêòîâ ìåæäó ÷àñòèöàìè è �îðìèðîâàíèåì áîëåå îäíîðîä-íîé è ïëîòíîé ñòðóêòóðû áåòîíà. Ôèçèêî-õèìè÷åñêèé õàðàêòåð îáóñëîâëåí ïóööî-ëàíîâûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ñïîñîáíû ïðîÿâëÿòü çîëîøëàêîâûå îòõîäû è ãîðå-ëûå ïîðîäû. �åçóëüòàòîì ïðîÿâëåíèÿ ïóööîëàíîâîé àêòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñâÿçû-âàíèå ìèíåðàëüíûìè äîáàâêàìè ñâîáîäíîé èçâåñòè, îáðàçóþùåéñÿ ïðè ãèäðàòà-öèè öåìåíòà, è îáðàçîâàíèåì çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà öåìåíòèðóþùèõ âåùåñòâ.Êîíòàêòíûé ñëîé ïðè ýòîì èìååò áîëåå ðàçâèòóþ è ìåíåå äå�åêòíóþ ïîâåðõíîñòü,áîëåå ñòîéêóþ ê äå�îðìàöèîííûì ïðîÿâëåíèÿì è âîçäåéñòâèþ àãðåññèâíûõ ñðåä.Ïîëîæèòåëüíîå âëèÿíèå çîëîøëàêîâûõ îòõîäîâ è ãîðåëûõ ïîðîä íà �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áåòîíîâ, à òàêæå âîçíèêàþùàÿ âîçìîæíîñòü ïðè èõ ïðèìå-íåíèè ñóùåñòâåííî ñîêðàùàòü ðàñõîä öåìåíòà áåç óõóäøåíèÿ ñâîéñòâ è êà÷åñòâàáåòîíà, äàþò îñíîâàíèå ðåêîìåíäîâàòü èõ äëÿ øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â òåõíî-ëîãèè áåòîíà.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Åâòóøåíêî Å.È. Ó÷åò íåñòàáèëüíîñòè ñâîéñòâ òåõíîãåííûõ îòõîäîâ â ïðîèçâîäñòâåñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ // Âåñòíèê Á�ÒÓ èì. Â. �. Øóõîâà. 2004. � 8. Ñ. 143�145.[2℄ Ëåñîâèê Â.Ñ., Åâòóøåíêî Å.È. Ñòàáèëèçàöèÿ ñâîéñòâ ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâíà îñíîâå òåõíîãåííîãî ñûðüÿ // Èçâ. âóçîâ. Ñòðîèòåëüñòâî. 2002. � 12. Ñ. 40�44.[3℄ Áàæåíîâ Þ.Ì., Àëèìîâ Ë.À., Âîðîíèí Â.Â. �àçâèòèå òåîðèè �îðìèðîâàíèÿñòðóêòóðû è ñâîéñòâ áåòîíîâ ñ òåõíîãåííûìè îòõîäàìè // Èçâ. âóçîâ. Ñòðîèòåëü-ñòâî. 1996. � 7. Ñ. 55�58.[4℄ Áàæåíîâ Þ.Ì., Àëèìîâ Ë.À., Âîðîíèí Â.Â. Ïðîãíîçèðîâàíèå ñâîéñòâ áåòîííûõñìåñåé è ñâîéñòâ áåòîíîâ ñ òåõíîãåííûìè îòõîäàìè // Èçâ. âóçîâ. Ñòðîèòåëüñòâî.1997. � 4. Ñ. 68�72.[5℄ Âåëè÷êî Å. �., Áåëÿêîâà Æ.Ñ. Ôèçèêî-õèìè÷åñêèå è ìåòîäîëîãè÷åñêèå îñíîâû ïî-ëó÷åíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì îïòèìèçèðîâàííîãî ñîñòàâà // Ñòðîèòåëüíûåìàòåðèàëû. 1966. � 3. Ñ. 27�30.Burav
huk N. I., Guryanova O.V., Pavlova L.N., Pak G.N. Physi
al andme
hani
al properties of 
on
retes 
ontaining industrial raw materials. The results of studiesof physi
al and me
hani
al properties of 
on
rete 
ontaining slag waste and burnt ro
k minedumps. Found that the use of su
h man-made raw materials redu
es fuel binder and improvethe physi
al and me
hani
al properties of 
on
rete.



ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÅÑß ÊÎËÅÁÀÍÈßÏÎ�ÎÓÏ�Ó�ÈÕ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÒÅËÑ Ó×ÅÒÎÌ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÂàòóëüÿí À.Î. 1, Ëÿïèí À.À 2.
1Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

2ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È. È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå àíàëîãà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà äëÿ ïîðèñòîóïðóãèõ ñðåäñ�îðìóëèðîâàíû óðàâíåíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèé äëÿ îä-íîìåðíîãî ïîðîóïðóãîãî òåëà ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû è íåîäíîðîäíîñòèìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîëó÷åííûå êðàåâûå çàäà÷è èçó÷åíû ïðè ïîìîùè ÷èñ-ëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå íàëè÷èÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà äèíàìè-÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû.Ó÷åò íàëè÷èÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïîðîóïðóãèõ òåëàõ ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìûì òðåáîâàíèåì ïðè êîððåêòíîì îïèñàíèè äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿðàçëè÷íûõ ïîðèñòûõ ñòðóêòóð, òàêèõ ãðóíò èëè êîñòíàÿ òêàíü. Âàæíîé çàäà÷åéÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå óðîâíÿ òàêèõ íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. Â ðàìêàõ çàäà÷ ïî-ðîóïðóãîñòè óæå áûëè ïðåäëîæåíû ïîäõîäû ê �îðìóëèðîâêå ñîîòâåòñòâóþùèõèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [1℄ è ðåêîíñòðóêöèè íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê [2℄ ïðèðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ñòàòüå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê �îðìóëè-ðîâêå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîðîóïðóãîãî êîíòèíóóìà ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíûõíàïðÿæåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ïîëíîé òðåõìåðíîé ìîäåëèê áîëåå ïðîñòûì îäíîìåðíûì èëè äâóìåðíûì ìîäåëÿì äâèæåíèÿ ñðåä îñíîâíîéòðóäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíàÿ �îðìóëèðîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ñìåøàí-íûõ çàäà÷àõ, è â ÷àñòíîñòè â çàäà÷àõ äëÿ ïîðîóïðóãèõ ñðåä, ýòîò ìîìåíò ÿâëÿåòñÿïðèíöèïèàëüíûì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ý��åêòèâíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííàÿ�îðìóëèðîâêà çàäà÷. Â ðàìêàõ ìîäåëè ïîðîóïðóãîñòè Áèî êîëëåêòèâîì àâòîðîâðàíåå áûë ñ�îðìóëèðîâàí àíàëîã âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà [3℄, ïîçâîëÿ-þùèé êîððåêòíî �îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïîòåç. �àññìîòðèì àíàëîã �óíêöèî-íàëà Ëàãðàíæà äëÿ ïîðîóïðóãîé ñðåäû (1):
L =

∫

V

(−1

2
Cvjkluk,lεvj + Avjpuvj + fvuv +

1

2
ρω2uvuv+

+
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+
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2iω
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1
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fp)dV +
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∫
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(1)ãäå Cvjkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ êîíñòàíò, uk � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìå-ùåíèé, εkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà êîíå÷íîé äå�îðìàöèè, Avj � êîìïîíåíòû òåí-çîðà ìîäóëåé Áèî, p � ïîðîâîå äàâëåíèå, fv, f � êîìïîíåíòû ìàññîâûõ ñèë èèñòî÷íèêîâ äàâëåíèÿ, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, ω � ÷àñòîòà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-áàíèé, φ � ïîðèñòîñòü ñðåäû, Kvj � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè, qv, h �



120 Âàòóëüÿí À.Î., Ëÿïèí À.À.êîìïîíåíòû âåêòîðà íàãðóçîê è ïîòîê æèäêîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàõ
Sσ, Sh.Äëÿ ïåðåõîäà ê îäíîìåðíûì óðàâíåíèÿì ââåäåì ñëåäóþùèå ãèïîòåçû (2):

u1(x1, x3) = u0(x1) − x3w
′
0(x1) + u(x1) − x3w

′(x1),

u3(x1, x3) = w0(x1) + w(x1),

p(x1, x3) = p0(x1) + p(x1) + x3p01(x1) + p(x1) + x3p1(x1);

(2)Çäåñü �óíêöèè ñ íóëåì ïðè íèæíåì èíäåêñå îòâå÷àþò çà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, àáåç � çà òåêóùåå. Âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà âåäåòñÿ òîëüêî ïî �óíêöèÿì òåêóùåãîñîñòîÿíèÿ.Ââåäåì îáåçðàçìåðèâàþùèå ïàðàìåòðû:
{u, u0, w, w0} = {U,U0,W,W0} · l,

{p, p0, p1, p01} = {P, P0, P1, P01} · P∗,

γ1 =
C11

Cmax
11

, γ5 =
C55
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P 2
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, µ =
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√
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Cmax
11

P∗, η =
P∗
Cmax

11

(3)
ãäå Cmax

11 � ìàêñèìóì ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðóãîãî ìîäóëÿ, l � äëèíà ñòåðæíÿ,
F, Fmax � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è åå ìàêñèìóì ñîîòâåòñòâåííî, J, Jmax �ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ è åãî ìàêñèìóì ñîîòâåòñòâåííî, a � ìîäóëü Áèî, k �êîý��èöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, P∗ � õàðàêòåðíîå äàâëåíèå.Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ãèïîòåç è îáåçðàìåðèâàþùèõ ïàðàìåòðîâ â ðåçóëüòàòåèìååì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5) äëÿîïèñàíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, æåñòêî çàêðåïëåííîãî íà ëåâîìêîíöå è ñ çàäàííîé ñèñòåìîé óñèëèé íà ïðàâîì.
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(W )x1=1 = 0, (W ′)x1=1 = 0, (P1)x1=1 = 0;

(5)



Êîëåáàíèÿ ïîðîóïðóãèõ òåë ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 121Êàê ìîæíî âèäåòü, ó÷åò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ òðåáóåò ðåøåíèÿ ñîâìåñòíûõ óðàâ-íåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ äëÿ òåêóùåãî ñî-ñòîÿíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4), (5) áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ñòðåëüáû,äëÿ êîòîðîãî ïðåäâàðèòåëüíî çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå ó÷åòà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿíà äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñðåäû. Íà ðèñ 1 ïðåäñòàâëåíû ïîëÿ ïðîäîëüíîãî è èç-ãèáíîãî ñìåùåíèÿ äëÿ òðåõ çàäà÷: çàäà÷è áåç ó÷åòà ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ,ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿè çàäà÷à ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x
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0.00004
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0.00007
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-0.025

-0.020

-0.015

-0.010

-0.005

WHxL

�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå �óíêöèé ïðîäîëüíîãî ñìåùåíèÿ (ñëåâà) è ïðîãèáà (ñïðàâà).Ñïëîøíàÿ ëèèíèÿ � çàäà÷à ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïóíêòèð � ñòàòè-÷åñêîå ðåøåíèå, òî÷êè � áåç ó÷åòà ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

1.25 1.30 1.35 1.40 1.45 1.50
x
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0.04

UHxL

1.25 1.30 1.35 1.40 1.45 1.50
x

0.02

0.04

0.06

0.08

WHxL

�èñóíîê 2 � Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ �óíêöèé ïðîäîëüíîãî ñìåùå-íèÿ (ñëåâà) è ïðîãèáà (ñïðàâà). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � çàäà÷à ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíîãîñîñòîÿíèÿ, ïóíêòèð � áåç ó÷åòà ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2, íàëè÷èå è ó÷åò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïîðîóïðóãîéñðåäû âíîñèò íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ â äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Â ñèëó òîãî, ÷òî çà-äà÷à äëÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ � ñâÿçàííàÿ ïî ïðîäîëüíûì è èçãèáíûì ñìåùåíèÿì,ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ òàêæå ìåíÿþòñÿ â îáîèõ ïîëÿõ.Òàêîå âíèìàíèå êî âêëàäó íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàê-òåðèñòèêè ñðåäû îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äàííûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíîé
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ëÿïèí À.À. Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðåìà âàçèìíîñòè è �óíäàìåíòàëü-íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîðîóïðóãèõ ñðåä // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ×ÝÑ. 2010. � 4. Ñ. 14�20[2℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ëÿïèí À.À. Îá îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ ïîðîóïðóãî-ñòè // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 2013. � 2. -Ñ. 114�121.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î., Ëÿïèí À.À. Î âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷ ïîðîðóïðóãîñòèâ ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí.Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2011. � 4. Ñ. 20�23.Vatulyan A.O., Lyapin A.A. Steady-state vibrations of poroelasti
 1-D bodies takinginto a

ount initial state. On the basis of analogue of Lagrange variational prin
iple forporoelasti
 media the equations for steady longitudinal and bending vibrations are formulatedtaking into a

ount the initial state of the environment and the heterogeneity of the material
hara
teristi
s. The resulting boundary value problems are studied using numeri
al methods.The in�uen
e of the presen
e of the initial state on the dynami
 
hara
teristi
s of the mediumare analyzed.



ÊÎËÅÁÀÍÈß ÒÅË Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕÏ�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÛÕÓÏ�Ó�Î-ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÎÍÂàòóëüÿí À.Î., Íåäèí �.Ä.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíû ïîñòàíîâêè çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ òâåðäûõ òåë ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðè-òåëüíûõ íàïðÿæåíèé, â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçãðóçêå ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ïëà-ñòè÷åñêèõ çîí. Ïîëó÷åíû ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõñòåðæíåé è ïëàñòèí â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå óïðóãèõè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (ÏÍ) íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòå-ðèñòèêè òåë. Ñ�îðìóëèðîâàíû è ðåøåíû ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðè-çàöèè ñîîòâåòñòâóþùèå íåëèíåéíûå íåêîððåêòíûå îáðàòíûå çàäà÷è. Íà îñíîâå âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó òèïà çîíäèðóþùåé íàãðóçêè è÷àñòîòíûõ äèàïàçîíîâ, ïðè êîòîðûõ ðåêîíñòðóêöèÿ ÏÍ â ðàññìàòðèâàåìûõ òåëàõ îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ñ íàèëó÷øåé òî÷íîñòüþ.1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. Ëèíåàðèçîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îêîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî òåëà èìååò ñëåäóþùèé îáùèé âèä:
Tij ,j + ρbi = ρ

∂2ui
∂t2

, Tij = Γij + σij , σ0
ij ,j + ρb0i = 0, (1)

u0
i |S0

u
= f 0

i , σ0
ijnj
∣∣
S0

u
= P 0

i , ui|Su = 0, Tijnj |Su
= Pi, (2)Çäåñü âåëè÷èíû ñ âåðõíèì èíäåêñîì ¾íîëü¿ îòíîñÿòñÿ ê íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ,âåëè÷èíû áåç èíäåêñà � êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ äîáàâî÷íûõ âåêòîðîâ èòåíçîðîâ: ìàññîâîé ñèëû (bi), ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè (Pi), ïåðåìåùåíèé (ui), íà-ïðÿæåíèé Êîøè (σij); Tij � êîìïîíåíòû íåñèììåòðè÷íîãî äîáàâî÷íîãî ïåðâîãîòåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû�Êèðõãî�à. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ÏÍ Òðå��ò-öà â �îðìå Γij = ui,mσ

0
mj [1℄, ïîçâîëÿþùóþ îïèñûâàòü íåîäíîðîäíûå ïîëÿ ÏÍðàçëè÷íîé ïðèðîäû, â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàþùèå â òåëàõ ïðè ðàçãðóçêå ïîñëå îáðà-çîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ïëàñòè÷åñêèõ çîí.2. Ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñòåðæíåé è ïëàñòèí. Âûâåäåíû ïî-ñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ðàçëè÷íûõ òåë â ðàìêàõïëîñêîé çàäà÷è. Íà îñíîâå ãèïîòåç òèïà Òèìîøåíêî u1 = θx3 + ζ, u2 = 0, u3 = w(ãäå θ = θ(x1) � óãîë ïîâîðîòà ãëàâíîé îñè ñòåðæíÿ, îáóñëîâëåííûé èçãèáîì,

ζ = ζ(x1) � ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå, w = w(x1) � ïðîãèá ñòåðæíÿ) îñóùåñòâëåíâûâîä êðàåâîé çàäà÷è
−(M + Σ0

33)θ + ω2(P1ζ + P2θ) = 0,

[
(E1 + Σ1

11)θ
′ + (E0 + Σ0

11)ζ
′ + Σ0

13θ
]′

+ ω2(P0ζ + P1θ) = 0,
[
(M + Σ0

11)w
′ + Mθ

]′
+ ω2P0w = 0, (3)
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w(0) = 0, θ(0) = 0, ζ(0) = 0,[

(E2 + Σ2
11)θ

′ + (E1 + Σ1
11)ζ

′ + Σ1
13θ
]
(l) = 0,[

(E1 + Σ1
11)θ

′ + (E0 + Σ0
11)ζ

′ + Σ0
13θ
]
(l) = P1,[

(M+ Σ0
11)w

′ +Mθ] (l) = −P2äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî óïðóãîãî èçîòðîïíîãî êîíñîëüíî-çàêðåïëåííîãîñòåðæíÿ, ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ M =
∫
F

µdF,E0 =
∫
F

EdF,E1 =
∫
F

Ex3dF ,E2 =
∫
F

Ex2
3dF , Σ0

11 =
∫
F

σ0
11dF ,Σ

1
11 =

∫
F

σ0
11x3dF ,Σ

2
11 =

∫
F

σ0
11x

2
3dF , Σ0

13 =
∫
F

σ0
13dF ,Σ

1
13 =

∫
F

σ0
13x3dF ,Σ

0
33 =

∫
F

σ0
33dF ,P0 =

∫
F

ρdF ,P1 =
∫
F

ρx3dF ,P2 =
∫
F

ρx2
3dF ,ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé,çàâèñÿùèå îò îñåâîé êîîðäèíàòû x1. Ïðè ýòîì ðàññìîòðåí ñàìûé îáùèé ñëó÷àéíåîäíîðîäíîñòè âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, âêëþ÷àÿ îáúåìíîå ðàñïðåäåëåíèå ÏÍÑ.Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ÏÍÑ, ïðè êîòîðîì êîìïîíåíòàìè σ0

13 è σ0
33 ìîæ-íî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ σ0

11 = σ0
11(x1, x3), à ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ñòåðæíÿíåîäíîðîäíû òîëüêî ïî x1, ñèñòåìà (3) ïðèìåò âèä[

(EJ + Σ2
11)θ

′ + Σ1
11ζ

′]′ − µF (w′ + θ) + ρJω2θ = 0,
[
Σ1

11θ
′ + (EF + Σ0

11)ζ
′]′ + ρFω2ζ = 0,

[
(µF + Σ0

11)w
′ + µFθ

]′
+ ρFω2w = 0, (4)

w(0) = θ(0) = ζ(0) = 0,
[
(EJ + Σ2

11)θ
′ + Σ1

11ζ
′] (l) = 0[

Σ1
11θ

′ + (EF + Σ0
11)ζ

′] (l) = P1,
[
(µF + Σ0

11)w
′ + µFθ

]
(l) = −P2.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëå ÏÍÑ òàêîâî, ÷òî Σ1

11 = 0, ýòà ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâåíåçàâèñèìûå çàäà÷è: î ïëàíàðíûõ
[
(EF + Σ0

11)ζ
′]′ + ρFω2ζ = 0,

ζ(0) = 0,
[
(EF + Σ0

11)ζ
′] (l) = P1 (5)è èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëüíî-çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ

[
(EJ + Σ2

11)θ
′]′ − µF (w′ + θ) + ρJω2θ = 0,

[
(µF + Σ0

11)w
′ + µFθ

]′
+ ρFω2w = 0, (6)

w(0) = θ(0) = 0,
[
(EJ + Σ2

11)θ
′] (l) = 0,

[
(µF + Σ0

11)w
′ + µFθ

]
(l) = −P2.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîì ÷èñòîì èçãèáåáàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè Ýéëåðà�Áåðíóëëè.Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïîñëå ðàçãðóçêè èìååò âèä êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè ïî x3 [2℄

σ0
11(x3) =





− σ0
A

A
x3, ïðè x3 ∈ [−A, 0],

− σ0
A − σ0

H − σ0
A

H −A
(x3 − A), ïðè x3 ∈ [−H,−A],

σ0
A

A
x3, ïðè x3 ∈ [0, A],

σ0
A +

σ0
H − σ0

A

H − A
(x3 −A), ïðè x3 ∈ [A,H ],



Êîëåáàíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ òåë 125Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ (â ñèëó íå÷åòíîñòè ïî x3) èíòå-ãðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÏÍ ïðèìåò âèä Σ1
11 = b [(σ0

H − σ0
A)(H + A) + Aσ0

A] (çäåñü
2H è b � ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè; σ0

A = σ0
11(A), σ0

H = σ0
11(H); A �òî÷êà íà îñè x3, ðàçäåëÿþùàÿ óïðóãóþ è ïëàñòè÷åñêóþ çîíû). Êðàåâàÿ çàäà÷àäëÿ øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè ïðè íàëè÷èè îïèñàííîãî âûøå ÏÍÑ ïðèíèìàåò âèä

[
(EFζ ′ − Σ1

11w
′′]′ + ρFω2ζ = 0,

[
(EJw′′ − Σ1

11ζ
′]′′ − ρFω2w = −q, (7)

w|x1=0,l = w′′|x1=0,l = 0, ζ |x1=0,l = 0.Àíàëîãè÷íî ïðîâåäåí âûâîä êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîéòîíêîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ ìîäåëè Òèìîøåíêî â îáùåì ñëó÷àå íåîä-íîðîäíîñòè âñåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. �åøåíèå çàäà÷è (6) ïîëó÷åíî ÷èñëåííî ñ ïî-ìîùüþ ìåòîäà ïðèñòðåëêè; ïðè ýòîì çàäà÷à ïðåäâàðèòåëüíî ñâåäåíà ñ ïîìîùüþïðîñòûõ çàìåí ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ ïîìî-ùüþ ÌÊÝ ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñòåðæíÿ è ïëàñòèíû,ïðîâåäåíà îöåíêà åãî òî÷íîñòè íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ êëàññè÷åñêîé áàëî÷íîé òåî-ðèåé Ýéëåðà�Áåðíóëëè. Â ðàìêàõ ïîñòàíîâîê (6)-(9) èññëåäîâàíî âëèÿíèÿ óðîâíåéÏÍ íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) òî÷åê îáëàñòè. Îñóùåñòâëå-íî ñðàâíåíèå ìîäåëåé ïëàñòèí Êèðõãî�à è Òèìîøåíêî íà ïðèìåðå èçãèáíûõ êîëå-áàíèé òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, â êîòîðîé èìååòñÿ ïîëå ÏÍ, îáðàçîâàííîåâ ðåçóëüòàòå ïðèëîæåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîé íàãðóçêè ê ãðàíèöå ïëàñòèíû.3. Îáðàòíûå çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè ÏÍ. Â ïîñòàíîâêå îáðàòíîé çà-äà÷è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà ÏÍ â òåëå, åñëè ê ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè òåëà Sσ ïðèêëàäûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çîíäèðóþùàÿ íàãðóçêà, ïîëåñìåùåíèé f |Sσ = u|Sσèçìåðÿåòñÿ â çàäàííîì íàáîðå òî÷åê äëÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòîò
ωk ∈ [ω−, ω+] (k = 1, m). Â ðàìêàõ òàêîé ïîñòàíîâêè îáðàòíàÿ çàäà÷è íåëèíåéíàè íåêîððåêòíà; äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíåí ìåòîä èòåðàöèîííîé ðåãóëÿðèçàöèè, âîñíîâå êîòîðîãî ëåæèò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

∫

V

σ
0(n)
mj u

(n−1)
i,j u

(n−1)
i,m dV +

∫

Sσ

Pi

(
fi − u

(n−1)
i

)
dSσ = 0, (8)ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [3℄.Óðàâíåíèå (8) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ,íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿäëÿ ÏÍ σ̃0

ij è âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ñìåùåíèé è äå�îðìàöèé, ïîñëå÷åãî èç óðàâíåíèÿ (8) íàõîäÿòñÿ íîâûå ïîïðàâêè ê íåèçâåñòíûì �óíêöèÿì ÏÍ
σ

0(n)
ij , è â êîíöå èòåðàöèè òåêóùåå ïðèáëèæåíèå óòî÷íÿåòñÿ ñ ó÷åòîì âû÷èñëåííîéïîïðàâêè: σ̃0

ij := σ̃0
ij+σ

0(n)
ij . Òàêîé ïîäõîä òðåáóåò çíàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

σ
0(0)
ij , ïîèñê êîòîðîãî ìîæíî îñóùåñòâëÿòü â êàêîì-íèáóäü óçêîì êëàññå �óíêöèé,íàïðèìåð, â êëàññå ïîñòîÿííûõ èëè ëèíåéíûõ �óíêöèé. �àññìîòðåíû îäíîìåðíûåîáðàòíûå çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè îäíîîñíîãî ÏÍÑ â ëåíòî÷íûõ ïëàñòèíàõ ïðèïëàíàðíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ â ðàìêàõ ìîäåëè Êèðõãî�à è â ñòåðæíå â ðàì-êàõ ìîäåëè Òèìîøåíêî ïðè èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ. Âñå îáðàòíûå çàäà÷è ñâåäåíû êèòåðàöèîííîìó ïðîöåññó, èñõîäÿ èç (8): äëÿ çàäà÷ î ëåíòî÷íîé ïëàñòèíå ïðè ïëà-íàðíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ â ðàìêàõ ìîäåëè Êèðõãî�à è î ñòåðæíå â ðàìêàõ



126 Âàòóëüÿí À.Î., Íåäèí �.Ä.ìîäåëè Òèìîøåíêî óðàâíåíèÿ âçàèìíîñòè ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿìÔðåäãîëüìà (ÈÓÔ) 1-ãî ðîäà
∫

Ω

σ
0(n)
11

[(
u

(n−1)
1,1

)2

+
(
u

(n−1)
2,1

)2
]
dΩ =

∫

lσ

Pα
(
u(n−1)
α − fα

)
dlσ,

∫

S

σ
0(n)
11

[
h3

12

((
w,

(n−1)
11

)2

+
(
w,

(n−1)
12

)2
)

+ h
(
w,

(n−1)
1

)2
]
dS =

∫

lσ

q(w(n−1) − f)dS,

l∫

0

σ
0(n)
11

(
J [θ(n−1)]

′2
+ F [w(n−1)]

′2)
dx1 = P

(
w(n−1)(l) − f(l)

)
, ω ∈ [ω−, ω+],ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ÈÓÔ 1-ãî ðîäà � íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à; äëÿåãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà. Òàêæå ðàññìîòðå-íû äâóìåðíûå îáðàòíûå çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè ïëîñêîãî ÏÍÑ â ïëàñòèíå ïðèïëàíàðíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ â ðàìêàõ ìîäåëè Òèìîøåíêî. Ñîîòíîøåíèÿâçàèìíîñòè ïðè ýòîì èìåþò îáùèé âèä [4℄

∫

Ω

[
σ

0(n)
11 K

(n−1)
11 + σ

0(n)
22 K

(n−1)
22 +σ

0(n)
12 K

(n−1)
12

]
dΩ = F (n−1), (9)ãäå â ñëó÷àå ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé ÿäðà è ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿèìåþò âèä K(n−1)

11 =
(
u

(n−1)
1,1

)2

+
(
u

(n−1)
2,1

)2, K(n−1)
22 =

(
u

(n−1)
1,2

)2

+
(
u

(n−1)
2,2

)2, K(n−1)
12 =

2
(
u

(n−1)
1,1 u

(n−1)
1,2 + u

(n−1)
2,1 u

(n−1)
2,2

), F (n−1) =
∫
lσ

Pα(u
(n−1)
α − fα)dlσ, à â ñëó÷àå èçãèáíûõêîëåáàíèé â ðàìêàõ ìîäåëè Òèìîøåíêî �

K
(n−1)
11 = H

[(
θ

(n−1)
1,1

)2

+
(
θ

(n−1)
2,1

)2
]

+ h
(
w,

(n−1)
1

)2

,

K
(n−1)
22 = H

[(
θ

(n−1)
1,2

)2

+
(
θ

(n−1)
2,2

)2
]

+ h
(
w,

(n−1)
2

)2

,

K
(n−1)
12 = 2

[
H
(
θ

(n−1)
1,1 θ

(n−1)
1,2 + θ

(n−1)
2,1 θ

(n−1)
2,2

)
+ hw,

(n−1)
1 w,

(n−1)
2

]
,

F (n−1) = −
∫

lσ

P (w(n−1) − f)dlσ.Ïîäõîä ê ðåêîíñòðóêöèè îñíîâàí íà ïðåäâàðèòåëüíîì ðàçáèåíèè îáëàñòè ïëà-ñòèíû íà ñåòêó ñóïåðýëåìåíòîâ {Ωk}Nk=1, íà êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàíà �óíêöèÿÝðè Φk|Ωk
(x1, x2), ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæåíû íåèçâåñòíûå ïîïðàâêè ê ÏÍ. Ïðåä-ñòàâëÿÿ �óíêöèè Φk â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áèãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ,óðàâíåíèå (9) ñâîäèòñÿ ê ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ êàæäîé �óíê-öèè Φk|Ωk
; äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [5℄. �å-çóëüòàò ðåêîíñòðóêöèè, íàéäåííûé â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé, ñãëà-æèâàëñÿ ñ ïîìîùüþ êóáè÷åñêîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ



Êîëåáàíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ òåë 127îáðàòíûõ çàäà÷àõ ïîèñê íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê íåèçâåñòíîé �óíêöèè ÏÍîñóùåñòâëÿëñÿ â êëàññå ëèíåéíûõ �óíêöèé íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëàíåâÿçêè. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðåêîíñòðóêöèè ÏÍÑ. Ìàê-ñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåæäó òî÷íûì è âîññòàíîâëåííûì çàêîíîìíå ïðåâîñõîäèò 8%. Äëÿ áîëüøèíñòâà ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ âòîðîé ÷àñòîòíûéäèàïàçîí îêàçàëñÿ áîëåå áëàãîïðèÿòíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû âîñ-ñòàíîâëåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì è òðåòüèì; ïðè ïëàíàðíûõ êîëåáàíèÿõ ïëà-ñòèíû íàãðóæåíèå êàñàòåëüíîé íàãðóçêîé íà ñâîáîäíûõ ãðàíÿõ ïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿáîëåå ý��åêòèâíûì, ÷åì íàãðóæåíèå íîðìàëüíîé íàãðóçêîé.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíî-áðíàóêè �îññèè �9.665.2014/ê, ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (13-01-00196-à, 14-01-31393ìîë_a).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ E. Tre�tz. Zur theorie der stabilitat des elastis
hen glei
hgewi
hts. ZAMM: Z. Angew.Math. Me
h, 1933. V. 12, No 2, pp. 160�165.[2℄ Èëüþøèí À.À. Ïëàñòè÷íîñòü. ×àñòü ïåðâàÿ. Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè. Ì.,Ëåíèíãðàä: Î�ÈÇ, 1948, 376 ñ.[3℄ R.D. Nedin, A.O. Vatulyan, Inverse Problem of Non-homogeneous Residual StressIdenti�
ation in Thin Plates, Int. J. Solids Stru
t. No 50, 2013. pp. 2107-2114.[4℄ R.D. Nedin, A.O. Vatulyan, On the Re
onstru
tion of Inhomogeneous Initial Stresses inPlates, in: H. Altenba
h, V. Eremeyev (Eds.), Advan
ed Stru
tured Materials. Shell-likeStru
tures. Non-
lassi
al Theories and Appli
ations, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg,2011. pp. 165-182.[5℄ R.D. Nedin, A.O. Vatulyan, Con
erning one approa
h to the re
onstru
tion ofheterogeneous residual stress in plate, ZAMM: Z. Angew. Math. Me
h. V. 94, No 1-2, 2014. pp. 142-149.Vatulyan A.O., Nedin R.D. Os
illations of bodies in presen
e of heterogeneousresidually stressed elastoplasti
 zones. Statements of problems on vibration of solid bodiesin the presen
e of residual stress, in parti
ular, produ
ed during unloading after formationof plasti
 zones. Re�ned statements of boundary problems for prestressed rods and platesin the framework of di�erent models. An e�e
t of elasti
 and elastoplasti
 residual stresson dynami
al 
hara
teristi
s of bodies. Corresponding ill-posed nonlinear inverse problemsare formulated and solved numeri
ally by means of iterative regularization. Based on
omputational experiments, the re
ommendations on sele
tion of e�
ient sounding loadingtype and frequen
y ranges from the viewpoint of identi�
ation a

ura
y are given.



ÍÀÊÎÏËÅÍÈÅ �ÀÇÎ�ÈÄ�ÀÒÍÎÉ ÏÅÍÛÂÍÓÒ�È ÊÓÏÎËÀ ÏÎÄ ÂÎÄÎÉ�èìàëòäèíîâ È.Ê., Êèëüäèáàåâà Ñ.�.Ñòåðëèòàìàêñêèé �èëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòàÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ìèãðàöèè ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ è èõ íàêîïëåíèåâ êóïîëå. Ìèãðàöèÿ ïóçûðüêîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì ãèäðàòíîé êîðêè. Â ðà-áîòå ïðèíÿòî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü îáðàçîâàíèÿ ãèäðàòíîãî ïóçûðüêà ëèìèòèðóåòñÿ ëèøüèíòåíñèâíîñòüþ îòâîäà òåïëà. Îïðåäåëåíû ïðî�èëè òåìïåðàòóðû âîäû âíóòðè êóïîëà,çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ãàçîâîãî ïóçûðüêà îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû.�àçîâûå ãèäðàòû ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå ïåðñïåêòèâíîãî èñòî÷íèêà äîáû-÷è óãëåâîäîðîäîâ, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåòðîíóòûìè çàïàñàìè è êîìïàêòíîñòüþ: â 1 ì3ãàçîãèäðàòà ñîäåðæèòñÿ îêîëî 160 ì3 ãàçà è 0.8 ì3 âîäû [1℄. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òîâ Ìèðîâîì îêåàíå ïðîèñõîäÿò íåïðåðûâíûå âûáðîñû ìåòàíà [2℄. Èññëåäîâàíèÿ,ïðîâåäåííûå â Îõîòñêîì ìîðå íà Ñàõàëèíñêîì ñêëîíå, ïîêàçàëè, ÷òî âûõîä ìå-òàíîâûõ ïóçûðüêîâ ñî äíà ìîðÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì ãèäðàòà íà åãî ïî-âåðõíîñòè. Ñóùåñòâóåò äâà âçãëÿäà íà êèíåòèêó îáðàçîâàíèÿ ãèäðàòà íà ïîâåðõ-íîñòè ïóçûðüêà ïðè âñïëûòèè ñî äíà âîäîåìà. Ïðè ïåðâîì ïîäõîäå èññëåäîâàòå-ëè ïîëàãàþò, ÷òî êèíåòèêà ãèäðàòîîáðàçîâàíèÿ ëèìèòèðóåòñÿ òåïëîîòâîäîì, ïðèâòîðîì � èíòåíñèâíîñòüþ ïîñòóïëåíèÿ ãàçà ÷åðåç ãèäðàòíóþ ïëåíêó, îáðàçîâàâ-øóþñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, ïðåîäîëåâàÿ äè��óçèîííîå ðàñïðåäåëåíèå.Ïðèìåì, ÷òî íà äíå âîäîåìà ñóùåñòâóåò èñòî÷íèê èñòå÷åíèÿ ïóçûðüêîâ ìå-òàíà ñ èçâåñòíûì ìàññîâûì ðàñõîäîì Mg, îòíåñåííûì íà åäèíèöó ïëîùàäè. Îñü
z íàïðàâèì âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïóñòü âñå îñíîâíûå òåïëî�èçè÷åñêèå ïàðàìåò-ðû òå÷åíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö ãàçà è âîäû, îäíîðîäíû ïî ñå÷åíèþ èñïîñîáñòâóþò ïðîöåññó ãèäðàòîîáðàçîâàíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî íàä ìåñòîì èñòå÷å-íèÿ ïóçûðüêîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ êóïîë äëÿ ñáîðà ïóçûðüêîâ ãàçà, ñõåìà êîòîðîãîïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1. Ïóñòü n � ÷èñëî ïóçûðüêîâ â åäèíèöå îáú¼ìà, à υgh �ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ïîäíèìàþòñÿ ïóçûðüêè, ïðè ýòîì äðîáëåíèåì è ñëèïàíèåìáóäåì ïðåíåáðåãàòü. Òàê êàê â êóïîëå ïðîèñõîäèò ïðîòèâîòî÷íîå äâèæåíèå, ò. å.ïóçûðüêè äâèæóòñÿ ââåðõ, à âîäà èç-çà ¾âûòåñíåíèÿ ïóçûðüêàìè¿ � âíèç, òî-ãäà äëÿ ñêîðîñòè υgh ìîæåì çàïèñàòü υgh = w − υl, ãäå w � ñêîðîñòü ìèãðàöèèãàçîãèäðàòíîãî ïóçûðüêà îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè, υl � ñêîðîñòü âîäû.Òîãäà óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ïóçûðüêîâ çàïèøåòñÿ â âèäå:

∂n

∂t
+
∂nυgh
∂z

= 0.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññ äëÿ ïóçûðüêîâ è âîäû [3℄:
∂αρ0

gh

∂t
+
∂αρ0

ghυgh

∂z
= nJh,
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R

g
M

a b c

H

z

0

�èñóíîê 1 � Ñõåìà êóïîëà
∂(1 − α)ρ0

l

∂t
+
∂(1 − α)ρ0

l υl
∂z

= −nJl,ãäå Jh è Jl � èíòåíñèâíîñòè îáðàçîâàíèÿ ãèäðàòà è ðàñõîäà âîäû, èäóùåé íàåãî îáðàçîâàíèå; α � îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ïóçûðüêîâ; ρ0
gh � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòüãàçîãèäðàòíîãî ïóçûðüêà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê îòíîøåíèå ìàññû ïóçûðüêà íà åãîîáúåì.�èäðàò ÿâëÿåòñÿ êëàòðàòíûì ñîåäèíåíèåì ñ ìàññîâûì ñîäåðæàíèåì ãàçà G,ïîýòîìó èíòåíñèâíîñòü îáðàçîâàíèÿ ãèäðàòà è ðàñõîäà âîäû ñâÿçàíû êàê:

Jl = (1 −G)Jh.Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñëåäóþùèì êèíåìàòè÷åñêèìñîîòíîøåíèåì:
α =

4

3
πa3n.ãäå a � ðàäèóñ ãàçîãèäðàòíîãî ïóçûðüêà.Óðàâíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ãàçîãèäðàòíûõ ïóçûðüêîâ è äëÿ æèäêîñòè â áåçûíåð-öèîííîì ïðèáëèæåíèè ñîîòâåòñòâåííî ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå [3℄:

−α∂p
∂z

− nf − αρ0
ghg = 0,

−(1 − α)
∂p

∂z
+ nf − (1 − α)ρ0

l g = 0,

υgh = w − υl,

f = Cw
ρ0
lw

2πa2

2
, Cw = Cw(Re), Re =

2aρ0
lw

µl
,Çàïèøåì óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû æèäêîñòè çà ñ÷åò òåìïåðàòóðíîãîñëåäà ïóçûðüêîâ, âîçíèêàþùåãî âñëåäñòâèå ãèäðàòîîáðàçîâàíèÿ:

ρ0
l cl(1 − α)

(
∂Tl
∂t

− υl
∂Tl
∂t

)
= nQ, Q = 4πa2q,



130 �èìàëòäèíîâ È.Ê., Êèëüäèáàåâà Ñ.�.ãäå Tl è cl � òåìïåðàòóðà è òåïëîåìêîñòü âîäû; Q è q � èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íè-êà òåïëà èç-çà ãèäðàòîîáðàçîâàíèÿ, îòíåñåííûå íà åäèíèöó îáúåìà è îäíîðîäíîãîïóçûðüêîâîãî âêëþ÷åíèÿ. Çäåñü è äàëåå íèæíèå èíäåêñû g, l, h îòíîñÿòñÿ ê ïàðà-ìåòðàì ãàçà, âîäû è ãèäðàòà.Æèäêîñòü áóäåì ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé, à ãàç êàëîðè÷åñêè ñîâåðøåííûì:
ρ0
l = const, pg = ρ0

gRgT.Ïîëàãàåì, ÷òî ãàçîãèäðàòíûå ïóçûðüêè ñîñòîÿò èç ãàçîâîãî ÿäðà ðàäèóñîìè ãèäðàòíîé ¾êîðêè¿. Òîãäà äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ρ0
gh:

4

3
πa3

gρ
0
g +

4

3
π(a3 − a3

g)Gρ
0
h =

4

3
πa3

g0ρ
0
g0. (1)Ïëîòíîñòü ãèäðàòà âûðàçèì èç (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ0
gh =

a3
gρ

0
g + (a3 − a3

g)ρ
0
h

a3
.Â ãàçîãèäðàòíîì ïóçûðüêå ãàç ñîäåðæèòñÿ êàê â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè, òàêè â ñîñòàâå ãèäðàòà ñ ìàññîâûì ñîäåðæàíèåì G. Çàïèøåì óñëîâèå ïîñòîÿíñòâàîáùåé ìàññû ãàçà â ïóçûðüêå êàê:

4

3
πa3ρ0

gh =
4

3
πa3

gρ
0
g +

4

3
π(a3 − a3

g)ρ
0
g0,ãäå ag0, ρ0

g0 � èñêîìûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñà è ïëîòíîñòè ãàçà â ïóçûðüêå.Èíòåíñèâíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà ìåæäó æèäêîñòüþ è ïîâåðõíîñòüþ ãàçîâîãîïóçûðüêà âûðàçèì ñëåäóþùèì îáðàçîì[3, 4℄:
q = β(Ta − Tl), β =

λlNu

2a
, Nu = 2 + 0.46Re0.55Pr0.3, Pr =

µlcl
λl

, Re =
2aρ0

lw

µl
.Â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè áûëî ïðèíÿòî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü îáðàçîâàíèÿ ãèä-ðàòíîãî ïóçûðüêà ëèìèòèðóåòñÿ ëèøü èíòåíñèâíîñòüþ îòâîäà òåïëà. Â ðåçóëüòàòåðàñ÷åòîâ áûëè ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû âîäû âíóòðè êóïîëà è ïëîò-íîñòè ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû. Îïðåäåëåíà âûñîòà, íàêîòîðîé ãàçîâûé ïóçûðåê ïîëíîñòüþ ïðåâðàùàåòñÿ â ãèäðàòíóþ ÷àñòèöó.Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ïóçûðüêà ãàçà, ÷àñòè÷íîïîêðûòîãî ãèäðàòíîé êîðêîé. Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-òóðû âîäû âíóòðè êóïîëà. Îáà ãðà�èêà ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòó âðåìåíè, êîãäàïóçûðüêè ãàçà äîñòèãëè âûñîòû 14ì.
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umulation of foam inside the domeunder water . The paper deals with the migration of gas bubbles and their a

umulation in thedome. Migration of bubbles a

ompanied by the formation of hydrated 
rust. In this paper itis assumed that the rate of formation of hydrated bubble is limited only by the intensity ofheat removal. De�ned pro�les of water temperature inside the dome, the dependen
e of thedensity of the gas bubble on the verti
al 
oordinate.



ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÌ ÓÏ�Ó�ÎÌÑËÎÅ ÌÅÆÄÓ �ÀÇÍÎÒÈÏÍÛÌÈ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÌÈÏÎËÓÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÌÈ�ëóõîâ È.À., Ñòîðîæåâ Â.È.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÂ àíàëèòè÷åñêîé �îðìå ðàâåíñòâ íóëþ �óíêöèîíàëüíûõ îïðåäåëèòåëåé âîñüìîãîïîðÿäêà ïîëó÷åíû òðàíñöåíäåíòíûå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå çàêîíî-ìåðíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ïðîäîëüíî-ñäâèãîâûõ óïðóãèõ âîëí âäîëüòðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ñëîÿ, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó äâóìÿ èäåàëüíî êîíòàêòèðó-þùèìè ñ íèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè â ñëó÷àå ðàçëè÷èÿ�èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâ äëÿ âñåõ òðåõ êîìïîíåíò ðàññìàòðèâàåìîãî âîëíîâîäà.Ïðèâåäåíû îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé.Âîïðîñû î ñïåêòðàõ, êèíåìàòè÷åñêèõ è ýíåðãåòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ëîêàëèçî-âàííûõ âîëí äå�îðìàöèé â óïðóãîì ñëîå ìåæäó óïðóãèìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè,ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ â ñâÿçè ñ äàëüíåéøèì ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ðÿäà ãåîàêó-ñòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé è ìåòîäîâ óëüòðàçâóêîâîãî çîíäèðîâàíèÿ ïëàñòîâ ïîëåç-íûõ èñêîïàåìûõ, íà äàííûé ìîìåíò ÷àñòè÷íî èññëåäîâàíû ëèøü â ðàìêàõ ìî-äåëåé, íå ó÷èòûâàþùèõ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû àíèçîòðîïèè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõñâîéñòâ âñåõ êîìïîíåíòîâ âîëíîâîäîâ è ðàçëè÷èé â ñâîéñòâàõ âìåùàþùèõ àíèçî-òðîïíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ [1�4℄. Â äàííîì êîíòåêñòå, öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå è àíàëèç äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ âîëíïðîäîëüíî-ñäâèãîâîãî òèïà â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì óïðóãîì ñëîå ìåæäó ðàç-íîòèïíûìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè àíèçîòðîïíûìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè.�àññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîäíàÿ ñòðóêòóðà, çàíèìàþùàÿ îáëàñòü
VΣ = V (+) ∪ V (0) ∪ V (−),

V (+) = {(x1, x2) ∈ R2, x3 > h/2}, V (−) = {(x1, x2) ∈ R2, x3 < −h/2},
V (0) = {(x1, x2) ∈ R2,−h/2 6 x3 6 h/2}â îòíåñåííûõ ê íîðìèðóþùåìó ïàðàìåòðó R∗ áåçðàçìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîð-äèíàòàõ Ox1x2x3. Âñå òðè åå êîìïîíåíòû ñîñòàâëåíû èç ðàçëè÷íûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ êîëëèíåàðíûìè Ox3 îñÿìè óïðóãîé ñèììåòðèè è �èçèêî-ìåõàíè÷åñêìè õàðàêòåðèñòèêàìè â âèäå îòíåñåííûõ ê c∗ ìîäóëåé óïðóãîñòè c(+)

ij ,
c
(−)
ij , c(0)ij è ïëîòíîñòåé ρ(+), ρ(−), ρ(0). Àíàëèçó ïîäëåæàò ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿâ äàííîé ñòðóêòóðå ãàðìîíè÷åñêèõ óïðóãèõ âîëí P−SV òèïà âäîëü íàïðàâëåíèÿ âïëîñêîñòè ñëîÿ V , â êà÷åñòâå êîòîðîãî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåò áûòü âû-áðàíî êîîðäèíàòíîå íàïðàâëåíèå Ox1. �àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ êðà-åâîé çàäà÷åé, âêëþ÷àþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé âîëíîâîãî äå�îðìèðîâàíèÿ äëÿâñåõ êîìïîíåíò âîëíîâîäà

L
(ξ)
j1 u

(ξ)
1 (x1, x3, t) + L

(ξ)
j3 u

(ξ)
3 (x1, x3, t) = 0 (j = 1, 2), (1)
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L

(ξ)
11 (∂1, ∂3, ∂t) = c

(ξ)
11 ∂

2
1 + c

(ξ)
44 ∂

2
3 + ρ(ξ)∂2

t ,

L
(ξ)
23 (∂1, ∂3, ∂t) = c

(ξ)
44 ∂

2
1 + c

(ξ)
33 ∂

2
3 + ρ(ξ)∂2

t ,

L
(ξ)
13 (∂1, ∂3, ∂t) = L

(ξ)
21 (∂1, ∂3, ∂t) = (c

(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )∂1∂3, ∂s = ∂/∂xs (s = 1; 3), ∂t = ∂/t;

ξ ∈ {+,−, 0};
u

(ξ)
1 (x1, x3, t), u

(ξ)
3 (x1, x3, t) � áåçðàçìåðíûå êîìïîíåíòû îòíåñåííîãî ê R∗ êîì-ïëåêñíîãî âåêòîðà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé, à òàêæå êðàåâûå óñëîâèÿ èäåàëü-íîãî ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà ñîñòàâëÿþùèõ âîëíîâîäà

u(−)
s (x1,−h/2, t) = u(0)

s (x1,−h/2, t), (2)
σ

(−)
3s (x1,−h/2, t) = σ

(0)
3s (x1,−h/2, t),

u(+)
s (x1, h/2, t) = u(0)

s (x1, h/2, t),

σ
(+)
3s (x1, h/2, t) = σ

(0)
3s (x1, h/2, t)

(s = 1; 3),ãäå σ(ξ)
ij � îòíåñåííûå ê c∗ íîðìèðîâàííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äèíàìè÷åñêèõ íà-ïðÿæåíèé.Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðàäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé ââîäÿòñÿ èñõîäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

u
(+)
1 (x1, x3, t) = (A

(+)
11 exp(−α(+)

1 x3) + A
(+)
21 exp(−α(+)

2 x3))E(x1, t), (3)
u

(+)
3 (x1, x3, t) = (A

(+)
13 exp(−α(+)

1 x3) + A
(+)
23 exp(−α(+)

2 x3))E(x1, t);

u
(0)
1 (x1, x3, t) = (A

(0)
11c cosh(α

(0)
1 x3) + A

(0)
21c cosh(α

(0)
2 x3)+

+A
(0)
11s sinh(α

(0)
1 x3) + A

(0)
21s sinh(α

(0)
2 x3))E(x1, t),

u
(0)
3 (x1, x3, t) = (A

(0)
13c sinh(α

(0)
1 x3) + A

(0)
23c sinh(α

(0)
2 x3)+

+A
(0)
13s cosh(α

(0)
1 x3) + A

(0)
23s cosh(α

(0)
2 x3))E(x1, t);

u
(−)
1 (x1, x3, t) = (A

(−)
11 exp(α

(−)
1 x3) + A

(−)
21 exp(α

(−)
2 x3))E(x1, t),

u
(−)
3 (x1, x3, t) = (A

(−)
13 exp(α

(−)
1 x3) + A

(−)
23 exp(α

(−)
2 x3))E(x1, t);

E(x1, t) = exp[−i(ωt− kx1)],â êîòîðûõ
α

(ξ)
j = (−b(ξ) + (−1)j((b(ξ))

2 − 4a(ξ)c(ξ))
1/2

)/(2a(ξ)), (4)
a(ξ) = c

(ξ)
33 c

(ξ)
44 ,

b(ξ) = (c
(ξ)
33 + c

(ξ)
44 )(Ω(ξ))

2
+ ((c

(ξ)
13 )

2 − 2c
(ξ)
13 c

(ξ)
44 − c

(ξ)
11 c

(ξ)
33 )k2,

c(ξ) = ((Ω(ξ))
2 − c

(ξ)
11 k

2)((Ω(ξ))
2 − c

(ξ)
44 k

2),

(Ω(ξ))
2

= ρ(ξ)ω2R2
∗/c∗.
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A

(+)
13 = δ

(+)
13 A

(+)
11 , δ

(+)
13 = [((Ω(+))

2 − c
(+)
11 k

2 − c
(+)
44 (α

(+)
1 )

2
)/(ik(c

(+)
13 + c

(+)
44 )α

(+)
1 δ(+)],

A
(+)
23 = δ

(+)
23 A

(+)
21 , δ

(+)
23 = [(ik(c

(+)
13 + c

(+)
44 )α

(+)
1 δ(+)/((Ω(+))

2 − c
(+)
44 k

2 − c
(+)
33 (α

(+)
1 )

2
)],

A
(−)
13 = δ

(−)
13 A

(−)
11 , δ

(−)
13 = [((Ω(−))

2 − c
(−)
11 k

2 − c
(−)
44 (α

(−)
1 )

2
)/(ik(c

(−)
13 + c

(−)
44 )α

(−)
1 δ(−)],

A
(−)
23 = δ

(−)
23 A

(−)
21 , δ

(−)
23 = [(ik(c

(−)
13 + c

(−)
44 )α

(−)
1 δ(−)/((Ω(−))

2 − c
(−)
44 k

2 − c
(−)
33 (α

(−)
1 )

2
)],

A
(0)
13c = δ

(0)
13cA

(0)
11c, δ

(0)
13c = [((Ω(0))

2 − c
(0)
11 k

2 − c
(0)
44 (α

(0)
1 )

2
)/(ik(c

(0)
13 + c

(0)
44 )α

(0)
1 δ(0c)],

A
(0)
23c = δ

(0)
23cA

(0)
21c, δ

(0)
23c = [(ik(c

(0)
13 + c

(0)
44 )α

(0)
1 δ(0c)/((Ω(0))

2 − c
(0)
44 k

2 − c
(0)
33 (α

(0)
1 )

2
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A
(0)
13s = δ

(0)
13sA

(0)
11s, δ

(0)
13s = [((Ω(0))

2 − c
(0)
11 k

2 − c
(0)
44 (α

(0)
1 )

2
)/(ik(c

(0)
13 + c

(0)
44 )α

(0)
1 δ(0s)],

A
(0)
23s = δ

(0)
23sA

(0)
21s, δ

(0)
23s = [(ik(c

(0)
13 + c

(0)
44 )α

(0)
1 δ(0s)/((Ω(0))

2 − c
(0)
44 k

2 − c
(0)
33 (α

(0)
1 )

2
)].Ïîñëåäóþùåå èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé (3) ïðè çàïèñè êðàåâûõ óñëîâèé (2)ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé

‖dn,m(ω, k)‖ îòíîñèòåëüíî îñòàþùèõñÿ íåîïðåäåëåííûõ ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåí-òîâ â ïðåäñòàâëåíèÿõ (3), â êîòîðîé íåíóëåâûå ýëåìåíòû èìåþò âèä
d1,m = e(−)

m , d1,m+2 = −cm, d1,m+4 = sm,

d2,m = δ
(−)
m3 e

(−)
m , d2,m+2 = δ

(0)
m3csm, d2,m+4 = −δ(0)

m3scm,

d3,m = c
(−)
44 (ikδ

(−)
m3 + α(−)

m )e(−)
m , d3,m+2 = −c(0)44 (ikδ

(0)
m3c + α(0)

m )sm,

d3,m+4 = −c(0)44 (ikδ
(0)
m3s + α(0)

m )cm, d4,m = (c
(−)
13 ik + c

(−)
33 α

(−)
m δ

(−)
m3 )e(−)

m ,

d4,m+2 = −(c
(0)
13 ik + c

(0)
33 δ

(0)
m3cα

(0)
m )cm, d4,m+4 = −(c

(0)
13 ik + c

(0)
33 δ

(0)
m3sα

(0)
m )sm,

d5,m+2 = −cm, d5,m+4 = −sm, d5,m+6 = e(+)
m ,

d6,m+2 = −δ(0)
m3csm, d6,m+4 = −δ(0)

m3scm, d6,m+6 = δ
(+)
m3 e

(+)
m ,

d7,m+2 = c
(0)
44 (ikδ

(0)
m3c + α(0)

m )sm, d7,m+4 = −c(0)44 (ikδ
(0)
m3s + α(0)

m )cm,

d7,m+6 = c
(+)
44 (ikδ

(+)
m3 − α(+)

m )e(+)
m , d8,m+2 = −(c

(0)
13 ik + c

(0)
33 δ

(0)
m3cα

(0)
m )cm,

d8,m+4 = (c
(0)
13 ik + c

(0)
33 δ

(0)
m3sα

(0)
m )sm, d8,m+6 = (c

(+)
13 ik − c

(+)
33 α

(+)
m δ

(+)
m3 )e(+)

m

(m = 1, 2).�àâåíñòâî íóëþ åå �óíêöèîíàëüíîãî îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìîåäèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå.Äëÿ îïèñàíèÿ îáëàñòåé èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷àñòîòû è âîëíîâîãî ÷èñëà, âêîòîðûõ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííûõ áåãóùèõ âîëí ïðè ðàçëè÷íûõñî÷åòàíèÿõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëîÿ è îêðóæàþùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ,ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå



Ëîêàëèçîâàííûå âîëíû â àíèçîòðîïíîì óïðóãîì ñëîå 135ðàñïðåäåëåíèé êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ àìïëèòóäíûõ �óíêöèé âîëíîâûõïåðåìåùåíèé â ñëîå è ïîëóïðîñòðàíñòâàõ. Òðåáóåìîå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî çíà÷åíèÿ α(+)
j è α(−)

j äîëæíû áûòü äåéñòâèòåëüíûìè.Â îáùåì ñëó÷àå àíàëèçèðóåìûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû ìîãóò áûòü çà-ïèñàíû â âèäå
(α(ξ))

4
+ b(ξ)/a(ξ)(α(ξ))

2
+ c(ξ)/a(ξ) = 0,ãäå a(ξ), b(ξ), c(ξ) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (4). Ñîîòâåòñòâåííî ýòèì ïðåäñòàâëå-íèÿì îáëàñòü èçìåíåíèÿ (ω, k) ðàçáèâàåòñÿ çàâèñèìîñòÿìè, ñëåäóþùèìè èç óñëî-âèÿ c(ξ)(ω, k) = 0. Èç ïðåäñòàâëåíèé äëÿ c(ξ)(ω, k) ñëåäóåò, ÷òî ýòè çàâèñèìîñòèèìåþò âèä ω = (c

(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))
1/2
R∗k è ω = (c

(ξ)
44 c∗/ρ

(ξ))
1/2
R∗k, à îáëàñòè ïîñòîÿí-ñòâà òèïà êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåêòîðûòðåõ òèïîâ � ñåêòîðû òèïà 1, â êîòîðûõ ω > (c

(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))
1/2
R∗k; ñåêòîðû òèïà 2,â êîòîðûõ (c

(ξ)
44 c∗/ρ

(ξ))
1/2
R∗k < ω < (c

(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))
1/2
R∗k; ñåêòîðû òèïà 3, â êîòîðûõ

ω < (c
(ξ)
11 c∗/ρ

(ξ))
1/2
R∗k.Äëÿ îöåíêè òèïà êîðíåé â ñåêòîðàõ ïåðâîãî òèïà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíàñèìïòîòè÷åñêèé âàðèàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïðè ω >> k

(α(ξ))
4
+ ρ(ξ)R2

∗c
−1
∗ ω2((c

(ξ)
33 )

−1
+ (c

(ξ)
44 )

−1
)(α(ξ))

2
+ (ρ(ξ)R2

∗c
−1
∗ ω2)

2
(c

(ξ)
33 c

(ξ)
44 )

−1
= 0,èç àíàëèçà êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî â äàííûõ îáëàñòÿõ êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõïîëèíîìîâ èìåþò ìíèìûå çíà÷åíèÿ.Òèï êîðíåé â ñåêòîðàõ òðåòüåãî ðîäà ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí ïóòåì àíàëèçààñèìïòîòè÷åñêîãî âàðèàíòà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïðè ω << k

(α(ξ))
4
+ k2((c

(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )

2 − c
(ξ)
13 c

(ξ)
33 − (c

(ξ)
44 )

2
)(c

(ξ)
33 c

(ξ)
44 )

−1
(α(ξ))

2
+ k4c

(ξ)
11 c

(ξ)
44 = 0.Îí ñâÿçàí ñî çíàêîîïðåäåëåííîñòüþ êîìáèíàöèé óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ

R1(c
(ξ)
ij ) = ((c

(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )

2
− c

(ξ)
13 c

(ξ)
33 − (c

(ξ)
44 )

2
)/(c

(ξ)
33 c

(ξ)
44 ))2 − 4c

(ξ)
11 /c

(ξ)
33 ,

R
(±)
2 (c

(ξ)
ij ) = −((c

(ξ)
13 + c

(ξ)
44 )

2 − c
(ξ)
13 c

(ξ)
33 − (c

(ξ)
44 )

2
)/(c

(ξ)
33 c

(ξ)
44 )) ± (R1(c

(ξ)
ij ))

1/2
.Â ÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèÿõ

R1(c
(ξ)
ij ) > 0, R

(+)
2 (c

(ξ)
ij ) > 0, R

(−)
2 (c

(ξ)
ij ) > 0õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû â ñåêòîðàõ òðåòüåãî òèïà èìåþò äåéñòâèòåëüíûåêîðíè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèçèðóåìûõëîêàëèçîâàííûõ âîëí.Ïðåäñòàâëåííûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò àïðèîðè âûäåëèòü îáëàñòèèçìåíåíèÿ (ω, k), â êîòîðûõ ïîòåíöèàëüíî ñóùåñòâóþò âåòâè äèñïåðñèîííûõ ñïåê-òðîâ èññëåäóåìûõ ëîêàëèçîâàííûõ âîëí. Ýòè îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðå-ñå÷åíèÿ ñåêòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åòâåðîê äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè-÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äëÿ îáîèõ âìåùàþùèõ ñëîé àíèçîòðîïíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.



136 �ëóõîâ È.À., Ñòîðîæåâ Â.È.Â èòîãå èññëåäîâàíèé ïîñòðîåíà òàêæå ïðåäåëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìàäèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ ëîêàëèçî-âàííûõ âîëí â âûñîêî÷àñòîòíîì êîðîòêîâîëíîâîì äèàïàçîíå. Îñóùåñòâëåíû ðàñ-÷åòû ðÿäà íèçøèõ âåòâåé ñïåêòðà ëîêàëèçîâàííûõ âîëí â íåñêîëüêèõ òèïàõ ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóð ñ êîìïîíåíòàìè, îáëàäàþùèìè ñâîéñòâàìè ïîïåðå÷íî-àíèçîòðîïíûõ ãåîìàòåðèàëîâ. Ñäåëàí ðÿä îáîáùàþùèõ âûâîäîâ îòíîñèòåëüíî ìå-õàíèçìîâ òðàíñ�îðìàöèè ñïåêòðîâ áåãóùèõ ëîêàëèçîâàííûõ âîëí ïðè ðàçíûõ ñõå-ìàõ ìîíîòîííîãî âàðüèðîâàíèÿ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîÿ è âìåùà-þùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.�àññìîòðåíû âîïðîñû ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåõíîëîãèÿõãåîàêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ ïëàñòîâ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ.
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�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÝÍÅ��ÈÈ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÎ�ÎÈÑÒÎ×ÍÈÊÀ ÌÅÆÄÓ ÂÎËÍÀÌÈ ËÝÌÁÀ�ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Åâäîêèìîâ À.À.,Ôîìåíêî Ñ.È.Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè,Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÈññëåäóþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëí Ëýìáà, âîçáóæäàåìûõ â óïðóãîéèçîòðîïíîé ïîëîñå âåðòèêàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè ïîâåðõíîñòíûìè íàãðóçêàìè. Ïðèâî-äÿòñÿ ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè âîëíîâûõ ÷èñåë è îñðåäíåííîé çà ïåðèîä êîëåáàíèé ýíåð-ãèè êàæäîé èç âîçáóæäàåìûõ ìîä. Àíàëèçèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíîé ýíåðãèèèñòî÷íèêà ìåæäó ìîäàìè â çàâèñèìîñòè îò òèïà èñòî÷íèêà è ÷àñòîòû.1. Ââåäåíèå. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2℄, â êîòî-ðûõ èññëåäîâàëèñü ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óñòàíîâèâøèõñÿ óïðóãèõ êî-ëåáàíèé, âîçáóæäàåìûõ ïîâåðõíîñòíûìè íàãðóçêàìè â ìíîãîñëîéíûõ è �óíê-öèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ âîëíîâîäàõ. �àññìàòðèâàëèñü òàêèå õàðàêòåðèñòèêè êàêîñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü, âåêòîð ïëîò-íîñòè è ëèíèè òîêà ýíåðãèè. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà áûëè âûÿâëåíû è èçó÷åíûòàêèå ÿâëåíèÿ êàê âèõðåâûå ñòðóêòóðû ìåæäó ñëîÿìè è/èëè íåîäíîðîäíîñòÿìè,îáðàòíûå ïîòîêè ýíåðãèè, ýêðàíèðîâàíèå è ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè â óïðóãèõ âîë-íîâîäàõ ñ äå�åêòàìè è äð. [3�6℄. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ìîùíîñòèâîëí Ëýìáà è èõ âêëàä â îáùóþ ýíåðãèþ óïðóãèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ ýòàëîííû-ìè ïîâåðõíîñòíûìè èñòî÷íèêàìè. �àññìàòðèâàþòñÿ òðè âèäà èñòî÷íèêà: òî÷å÷-íûå íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ íàãðóçêè, à òàêæå ïàðà òî÷å÷íûõ êàñàòåëüíûõíàãðóçîê, ìîäåëèðóþùèõ äåéñòâèå ïîëîñîâîãî ïüåçîàêòóàòîðà.2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è.�àññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ óïðóãîé èçîòðîï-íîé ïîëîñû D = {(x, z)| − ∞ < x < +∞;−h < z < 0} ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè,âûçâàííûå ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé q, ïðèëîæåííîé â îáëàñòè Ω = [−a; a], z = 0.Ñìåùåíèå òî÷åê óïðóãîé ïîëîñû îïèñûâàþòñÿ âåêòîðîì ïåðåìåùåíèé u(x, z)e−iωt,
u = {u, w}, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, t � âðåìÿ. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåò-ñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ïîýòîìó ìíîæèòåëü e−iωt äàëåå îïóùåí. Êîìïëåêñíàÿàìïëèòóäà u óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:

Lu ≡ (λ+ µ) graddiv u + µ△u + ρω2u = 0, (x, z) ∈ D,

τ |z=0 =

{
q(x), x ∈ Ω,

0, x 6∈ Ω,
, τ |z=−h = 0,

(1)ãäå L � ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð óðàâíåíèé Ëàìå, λ, µ � êîý��è-öèåíòû Ëàìå, ρ � ïëîòíîñòü, τ = {τxz, σz} � âåêòîð íàïðÿæåíèé íà ãîðèçîíòàëü-íîé ïîâåðõíîñòè, q(x) � çàäàííûå ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ.



138 �ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Åâäîêèìîâ À.À., Ôîìåíêî Ñ.È.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) èìååò âèä:
u =

1

2π

∫

Γ

K(α, z)Q(α)e−iαxdα, Q(α) = Fx[q] =

a∫

−a

q(x)eiαxdx. (2)Ìàòðèöà K(α, z) = Fx[k] � Ôóðüå-ñèìâîë ìàòðèöû �ðèíà k(x, z). Ñòîëáöûìàòðèöû k = (k1,k2) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî äëÿòî÷å÷íûõ òàíãåíöèàëüíûõ è íîðìàëüíûõ íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ ê ïîâåðõíîñòèïîëîñû â òî÷êå (0, 0). Ïîäðîáíûé âûâîä è êîíêðåòíûé âèä ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
K(α, z) ñì., íàïðèìåð, â [7℄.Äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2)ñïðàâåäëèâà ëåììà Æîðäàíà, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðè |x| > a:

u =
∞∑

m=1

a±
m(z)e±iζmx.Çäåñü çíàê (+) âûáèðàåòñÿ, åñëè x > a, à ïðè x < −a èñïîëüçóåòñÿ (−). Ñîáñòâåí-íàÿ �îðìà a±

m(z) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä:
a±
m(z) = ∓i Res

α=∓ζm
[K(α, z)Q(α)].Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå (2) ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ìîä ñ àìïëèòóäàìè

a±
m(z) è âîëíîâûìè ÷èñëàìè ζm. Âåùåñòâåííûì ïîëþñàì ζm ñîîòâåòñòâóþò íåçà-òóõàþùèå áåãóùèå âîëíû Ëýìáà, à êîìïëåêñíûì âîëíîâûìè ÷èñëàìè ζm � ìîäû,ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèå ñ óäàëåíèåì îò èñòî÷íèêà âäîëü îñè Ox. Âñëåäñòâèåçàòóõàíèÿ ïîñëåäíèå íå ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ îò èñòî÷íèêà íà áåñêîíå÷íîñòü è ïî-ýòîìó äàëåå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.2. �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè.Îñðåäíåííûé çà ïåðèîä ïîòîê ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÷åðåç íåêîòî-ðóþ ïîâåðõíîñòü S îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòî-ðà ïëîòíîñòè ýíåðãèè e = {ex, ez} (âåêòîðà Óìîâà�Ïîéíòèíãà) ïî äàííîé ïîâåðõ-íîñòè:

E =

∫

S

ends,çäåñü en = e ·n = −ω
2
Im(u, τn), n � íîðìàëü ê S â òåêóùåé òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ;

τn = Tnu � âåêòîð íàïðÿæåíèé â ýòîé òî÷êå.Ïîòîê ýíåðãèè E0, ïîñòóïàþùåé îò ïîâåðõíîñòíîãî èñòî÷íèêà â ñðåäó ÷åðåçîáëàñòü ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì:
E0 =

ω

2
Im∫

Ω

(u,q)dx =
ω

4π
Im∫

Γ

K(α, 0)Q(α)Q∗(α∗)dα.Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî, õàðàêòåðèçóþùåå áàëàíñ ýíåðãèèâ ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì åå ñîõðàíåíèÿ â èäåàëüíî-óïðóãîé ñðåäå:
E0 =

N∑

m=1

E−
m +

N∑

m=1

E+
m. (3)
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m � ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ m-òîé ìîäîé íà áåñêîíå÷íîñòü âïðàâî (+) èëèâëåâî (−) îò èñòî÷íèêà, N � ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ (áåãóùèõ âîëí),

E±
m =

ω

2
Im 0∫

−h

(b±
m(z), a±

m(z))dz; a±
m(z) =

(
a±m,1(z)
a±m,2(z)

)
,

b±
m(z) =

(
±iζm(λ+ 2µ) 0 0 λ

0 µ ±iζmµ 0

)
·
(
a±m,1,

∂a±m,1
∂z

, a±m,2,
∂a±m,2
∂z

)T
.Êðîìå òîãî, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âåëè÷èíû

µm = (E+
m + E−

m)/E0, m = 1, 2, ...N,îïðåäåëÿþùèå äîëþ êàæäîé ìîäû â ñóììàðíîì ïîòîêå ýíåðãèè E0.Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîêñëåäóþùåãî âèäà:1. Òî÷å÷íàÿ âåðòèêàëüíàÿ íàãðóçêà q2(x) = {0, δ(x)}, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòî-ðîé Q2 = {0, 1}.2. Òî÷å÷íàÿ êàñàòåëüíàÿ íàãðóçêà q1(x) = {δ(x), 0}, Q1 = {1, 0}.3. Ïàðà òî÷å÷íûõ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ êàñàòåëüíûõ íàãðóçîê, ìîäåëè-ðóþùèõ äåéñòâèå ïîëîñîâîãî ïüåçîàêòóàòîðà øèðèíû 2a: q3(x) = {δ(x−a)−δ(x+
a), 0}, Q3 = {2i sinαa, 0} .
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�èñóíîê 1 � Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé óïðóãîé ïîëîñû�àññìîòðèì óïðóãóþ ïîëîñó ñî ñëåäóþùèìè áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè:
λ = 1.87, µ = 1, ρ = 1, h = 1. Â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå 0 < ω < 11 â íåé âîç-áóæäàþòñÿ òðè àíòèñèììåòðè÷íûå ìîäû (An) è òðè ñèììåòðè÷íûå ìîäû (Sn),ðèñóíîê 1.Íà ðèñóíêå 2a ïðåäñòàâëåíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îòäåëüíûõ ìîä(ñïëîøíûå ëèíèè) è îáùåé ýíåðãèè E0 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), ïîñòóïàþùåé â ñðåäóîò âåðòèêàëüíîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Èçìåíåíèå äîëè ýíåðãèè êàæäîé ìîäû µnâ çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2b. Èç äâóõ �óíäàìåíòàëüíûõ ìîä,âîçáóæäàåìûõ â íèçêî÷àñòîòíîì äèàïàçîíå, îñíîâíóþ ÷àñòü ýíåðãèè èñòî÷íèêàïåðåíîñèò àíòèñèììåòðè÷íàÿ ìîäà A0 (ïðè ω < 0.5 ïðàêòè÷åñêè âñþ ýíåðãèþ), â òîâðåìÿ êàê äîëÿ ìîäû S0 ñíà÷àëà ìàëà, íî ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ñðàâíèâàÿñü
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�èñóíîê 2 � Àáñîëþòíûå (a) è îòíîñèòåëüíûå (b) çíà÷åíèÿ ýíåðãèè áåãóùèõ âîëí, âîç-áóæäàåìûõ âåðòèêàëüíîé íàãðóçêîé
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�èñóíîê 3 � Àáñîëþòíûå (a) è îòíîñèòåëüíûå (b) çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿ êàñàòåëüíîéíàãðóçêèñ äîëåé A0 óæå çà ïðåäåëàìè äâóõìîäîâîãî äèàïàçîíà ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òðåòüåéìîäû A1. Ôóíäàìåíòàëüíûå ìîäû S0 è A0 íåñóò áîëåå ïîëîâèíû ýíåðãèè èñòî÷íèêàâî âñåì ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå, çà èñêëþ÷åíèåì äèàïàçîíà 5.6 <
ω < 6.2, â êîòîðîì âîçáóæäàåòñÿ îáðàòíàÿ âîëíà S∗

1 .Äëÿ êàñàòåëüíîé íàãðóçêè íàîáîðîò � â íèçêî÷àñòîòíîì äèàïàçîíå îñíîâíóþ÷àñòü ýíåðãèè èñòî÷íèêà ïåðåíîñèò ñäâèãîâàÿ ìîäà S0, à äîëÿ ìîäû A0 ïîñòå-ïåííî íàðàñòàåò ñ ÷àñòîòîé, ñòàíîâÿñü ðàâíîé ýíåðãèè S0 òîëüêî â ñàìîì êîíöåäâóõìîäîâîãî äèàïàçîíà ïåðåä ÷àñòîòîé îòñå÷êè ìîäû A1 (ðèñóíîê 3). Çà ÷àñòî-òîé îòñå÷êè äîìèíèðóþùèì ñòàíîâèòñÿ âêëàä â ýíåðãèþ ýòîé íîâîé ìîäû A1.Òàêàÿ çàêîíîìåðíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè ïîÿâëåíèè ñëåäóþùèõ ìîä: â îòëè÷èå îòïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â îáùóþ ýíåðãèþ êàæäîéèç íîâûõ ïîÿâëÿþùèõñÿ ìîä, â òî âðåìÿ êàê îñòàâøàÿñÿ ìåíüøàÿ ÷àñòü ýíåðãèèèñòî÷íèêà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó îñòàëüíûìè âîçáóæäàåìûìè ìîäàìè.Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå òî÷å÷íîé êàñàòåëüíîé íàãðóçêè íàáëþäàþòñÿ áåñêîíå÷-íûå ðåçîíàíñû íà ÷àñòîòàõ îòñå÷êè. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ íàëè-÷èåì äâóêðàòíûõ ïîëþñîâ ìàòðèöû �ðèíà â òî÷êàõ âûõîäà äèñïåðñèîííûõ êðè-âûõ ñ ÷àñòîòíîé îñè (ðèñóíîê 1). Â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè èëè àêòóàòîðà(òðåòèé òèï èñòî÷íèêà, ðèñóíîê 4), ýòè ïîëþñà óñòðàíÿþòñÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåíóëÿìè âåêòîð-�óíêöèè Q3, ñîâïàäàþùèìè ñ ÷àñòîòàìè îòñå÷êè âñåõ ìîä, êðîìå
S1 è ëåâîé ãðàíèöû äèàïàçîíà îáðàòíîé âîëíû S∗

1 .�àáîòà ïîääåðæàíà Ìèíîîáðíàóêè �îññèè (ãîñçàäàíèå �1.189.2014Ê) è �îñ-
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�èñóíîê 4 � Àáñîëþòíûå (a) è îòíîñèòåëüíûå (b) çíà÷åíèÿ ýíåðãèè âîëí, âîçáóæäàåìûõïîëîñîâûì ïüåçîàêòóàòîðîì; a/h = 0.5ñèéñêèì �îíäîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 13-01-96520).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �ëóøêîâ Å.Â. �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî èñòî÷íèêà â íåîäíîðîäíîìïîëóïðîñòðàíñòâå // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, 1983. Ò. 47. Âûï. 1. Ñ. 94�100.[2℄ �ëóøêîâà Í.Â., Ôîìåíêî Ñ.È. Ý��åêò ýñòà�åòíîé ïåðåäà÷è ýíåðãèè ìåæäó ìîäà-ìè áåãóùèõ âîëí // Òðóäû VII Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïî ìåõàíèêå äå�îðìè-ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà: Ò. I. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçäàòåëüñòâî ÞÔÓ, 2013. C. 159�163.[3℄ Babeshko V.A., Glushkov E.V., Glushkova N.V. Energy vorti
es and ba
kward �uxesin elasti
 waveguides // Wave Motion, 1992. T. 16. P. 183�192.[4℄ �ëóøêîâ Å. Â., �ëóøêîâà Í.Â., �îëóá Ì.Â. Áëîêèðîâàíèå áåãóùèõ âîëí è ëîêà-ëèçàöèÿ ýíåðãèè óïðóãèõ êîëåáàíèé ïðè äè�ðàêöèè íà òðåùèíå // Àêóñòè÷åñêèéæóðíàë. 2006. Ò. 52. �3. Ñ. 314�325.[5℄ �ðèí÷åíêî Â.Ò. Ìàëåøêî Â. Â. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ.Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1981. 283 ñ.[6℄ Åðî�ååâ Â.È., Øåøåíèíà Î.À. Âîëíû â ãðàäèåíòíî-óïðóãîé ñðåäå ñ ïîâåðõíîñòíîéýíåðãèåé // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì è ïðîöåññîâ. 2002. � 10 Ñ. 32�41.[7℄ �ëóøêîâà Í. Â. Îïðåäåëåíèå è ó÷åò ñèíãóëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ â çàäà÷àõ òåîðèèóïðóãîñòè. Äèñ. ... ä-ðà �èç.-ìàò.íàóê, 01.02.04, �îñòîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, 2000 ã.,220 ñ.Glushkov E.V., Glushkova N.V., Evdokimov A.A., Fomenko S. I. Distributionof surfa
e sour
e energy between Lamb waves. Energy 
hara
teristi
s of Lamb waves ex
ited inan isotropi
 elasti
 layer by normal and tangential surfa
e loads are 
onsidered. The frequen
ydependen
ies of wavenumbers and averaged over the period of os
illation energy of ea
h ofthe ex
ited modes are given. The distribution of the total sour
e energy among the modesdepending on the sour
e type and frequen
y are dis
ussed.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ È ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÑËÎÈÑÒÛÕ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ�ëóøêîâ Å.Â.1, �ëóøêîâà Í.Â.1, Åðåìèí À.À.1,Ëàììåðèíã �.2
1Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð

2Óíèâåðñèòåò èì. �åëüìóòà Øìèäòà, �àìáóðãÂ ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèêìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå íåðàçðóøàþùèå ñïîñîáûèõ îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîëíîâûõ ÷èñåë è �àçîâûõ è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé áåãó-ùèõ âîëí ïðèìåíÿþòñÿ ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà �èçè÷åñêè íàãëÿäíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõâûðàæåíèÿõ äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ óïðóãèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ îò ïîâåðõíîñò-íîãî èñòî÷íèêà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äèñïåðñèîííûå êðèâûåãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé è âîëíîâûõ ÷èñåë áåãóùèõ âîëí îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì èç-ìåðåíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé ñêàíèðóþùèì ëàçåðíûì âèáðîìåòðîì, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿâåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå è äâóêðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ãîðè-çîíòàëüíîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíå-íèÿ ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäèê äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê âîëîêîííî-àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòíûõ ïëàñòèí.1. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê áåãóùèõ óïðóãèõ âîëí,íàïðèìåð, ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé èëè âîëíîâûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿñèñòåì óëüòðàçâóêîâîãî íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ è âîëíîâîãî ìîíèòîðèíãà ýëå-ìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Òàê, äëÿ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîèñêà äå-�åêòîâ íà îñíîâå âðåìåíè ïðèõîäà âîëíîâîãî ñèãíàëà, îòðàæåííîãî íåîäíîðîä-íîñòüþ, íåîáõîäèìî çíàòü ãðóïïîâûå ñêîðîñòè áåãóùèõ âîëí. Äðóãèì ïðèìåðîìñëóæèò íåðàçðóøàþùàÿ ìåòîäèêà èäåíòè�èêàöèè ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ ïîñòî-ÿííûõ êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, îñíîâàííàÿ íà ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ìåæäó ðàñ-÷åòíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè �àçîâûõ è/èëè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé,à òàêæå äëèí âîëí.2. �àññìàòðèâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ u(x, ω)e−iωt, u = {ux, uy, uz},
x = {x, y, z}, ñâîáîäíîãî ñëîèñòîãî àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà òîëùèíû H , âîçíè-êàþùèå ïîä äåéñòâèåì ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q(x, ω)e−iωt, ëîêà-ëèçîâàííîé â îáëàñòè Ω íà ïîâåðõíîñòè z = 0 (äàëåå ãàðìîíè÷åñêèé ìíîæèòåëü
e−iωt îïóùåí).Â ðàìêàõ ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà ïîëå ïåðåìåùåíèé u(x, ω)ïðåäñòàâèìî â âèäå ñâåðòêè ìàòðèöû �ðèíà k(x, ω) è âåêòîð-�óíêöèè íàãðóçêè q:

u = k ∗ q =

∫∫

Ω

k(x− ξ, y − η, z)q(ξ, η)dξdη
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u(x) = F−1

xy [KQ] =
1

4π2

∫

Γ+

2π∫

0

K(α, γ, z)Q(α, γ)e−iαr cos(γ−ϕ)dγdα (1)ãäå K = Fxy[k] è Q = Fxy[q] � Ôóðüå-ñèìâîëû ìàòðèöû �ðèíà è âåêòîð-�óíêöèè q. Â ïðåäñòàâëåíèè (1) ïåðåìåííûå x è ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
α = (α1, α2) âçÿòû â öèëèíäðè÷åñêîé (r, ϕ, z) è ïîëÿðíîé (α, γ) ñèñòåìàõ êîîðäèíàòñîîòâåòñòâåííî. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ Γ+ ïðîõîäèò â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïå-ðåìåííîé α âäîëü âåùåñòâåííîé ïîëóîñè Reα > 0, Imα = 0, îáõîäÿ âåùåñòâåííûåïîëþñà ζn = ζn(γ) > 0 ìàòðèöû K â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïî-ãëîùåíèÿ.Â äàëüíåé îò èñòî÷íèêà çîíå ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ,ïîëó÷àåìûå èç ðàâåíñòâà (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âû÷åòîâ è ìåòîäà ñòàöèî-íàðíîé �àçû [1℄:

u(x) =

Nr∑

n=1

un(x) +O((ξr)−1), un(x) ∼
Mn∑

m=1

amn(ϕ, z)e
isnmr/

√
ζnr, ζr → ∞ (2)

anm = −ζn
√
iζn/(2πs′′n(γm)) resK(α, θm, z)|α=ζnQ(−snm, ϕ)

snm = sn(γm) = ζn(θm) sin γm, θm = γm + ϕ+ π/2Çäåñü Nr � êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ ìàòðèöû K, γm � ñòàöèîíàðíûåòî÷êè (êîðíè óðàâíåíèÿ s′n(γ) = 0), Mn � êîëè÷åñòâî êîðíåé γm íà ïðîìåæóòêå
0 < γ < π. Êàæäîå ñëàãàåìîå âî âòîðîé ñóììå ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéöèëèíäðè÷åñêóþ áåãóùóþ âîëíó ñ âîëíîâûì ÷èñëîì snm(ϕ), ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ

cg(ϕ) = [dsnm/dω]−1 (3)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñëîèñòîãî àíè-çîòðîïíîãî êîìïîçèòà íà îñíîâå óêàçàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé ÷èñëåííî íàõîäÿò-ñÿ ïîëþñà Ôóðüå-ñèìâîëà ìàòðèöû �ðèíà K, è ðåøàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíå-íèå s′n(γ) = 0 äëÿ êàæäîé èç áåãóùèõ âîëí, îïèñûâàåìûõ �îðìóëîé (3). Âûðàæå-íèÿ (2) �(3) ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè âîëíîâûõ ÷è-ñåë è ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé öèëèíäðè÷åñêèõ áåãóùèõ âîëí îò óãëà íàáëþäåíèÿ ϕ,íî è ý��åêòèâíî îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìûé óãîë îòêëîíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèéðàçíèöó ìåæäó óãëîì íàáëþäåíèÿ ϕ è óãëîì γm, ïîä êîòîðûì ðàñïðîñòðàíÿþò-ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèþ ϕ ïëîñêèå âîëíû (äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà
γm = ϕ).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà íà ðèñóíêå 1 ïðè-âîäÿòñÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé íåñêîëüêèõ ïåðâûõ íîðìàëü-íûõ ìîä â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì óïðóãîì ñëîå òîëùèíû H = 2.16 ìì, ïëîñ-êîñòü èçîòðîïèè êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ yOz [2℄. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìèíà ãðà�èêå (à) äëÿ íàïðàâëåíèÿ îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè ìàòåðèàëà ϕ = γ = 0ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2℄, â êîòîðîé äëÿ ðàñ÷åòà ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé èñ-ïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÏÀÊÝ), ñïëîøíûìè
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�èñóíîê 1 � Äèñïåðñèîííûå êðèâûå ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé áåãóùèõ âîëí â òðàíñâåðñàëü-íî-èçîòðîïíîì óïðóãîì ñëîå: à) � íàïðàâëåíèå ϕ = 0 âäîëü îñè ñèììåòðèè; á) � ϕ = π/4ëèíèÿìè, íàêëàäûâàþùèìèñÿ íà ïóíêòèðíûå, � ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-ùüþ �îðìóëû (3). Â òî æå âðåìÿ, ïðèìåíåíèå ÏÀÊÝ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòîòíûõçàâèñèìîñòåé ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé â íàïðàâëåíèÿõ, íå ñîâïàäàþùèõ ñ îñÿìè ñèì-ìåòðèè ìàòåðèàëà, ïðèâîäèò ê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì, ïðîòèâîðå÷àùèì ýêñïåðè-ìåíòàëüíûì äàííûì. Òàê, â ðàáîòå [2℄ äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìîäûâ îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò cg(π/4) ≈ 6.7 êì/ñ, òîãäà êàê èç ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâå-äåííûõ äëÿ àíàëîãè÷íîãî êîìïîçèòà [3℄, ñëåäóåò, ÷òî äàííîå çíà÷åíèå íå äîëæíîïðåâîñõîäèòü 4 êì/ñ. Ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3) äèñïåðñèîííûå êðè-âûå ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé äëÿ íàïðàâëåíèÿ ϕ = π/4 ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 1-á. Äëÿ
SH-âîëí ïðèñóòñòâóþò ñòðóêòóðû â âèäå ïåòåëü, à òàêæå íàáëþäàåòñÿ ðàçäåëå-íèå îäíîé êðèâîé íà íåñêîëüêî. Äàííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìèðàáîòû [4℄, ãäå äëÿ ðàñ÷åòà ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé â çàäàííîì íàïðàâëåíèè íàáëþ-äåíèÿ ϕ èñïîëüçîâàëèñü âîëíîâûå ÷èñëà ïëîñêèõ âîëí.3. Ïðèìåíÿâøàÿñÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâêà ñîñòîèò èç ñèñòåìû ñêàíèðó-þùåé ëàçåðíîé âèáðîìåòðèè Polyte
 PSV-400, ãåíåðàòîðîâ ñèãíàëîâ ïðîèçâîëüíîé�îðìû è öè�ðîâûõ îñöèëëîñêîïîâ �èðìû Tektronix In
., à òàêæå âûñîêî÷àñòîò-íîãî óñèëèòåëÿ NF HSA 4014. Äëÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé èñïîëüçóþòñÿ òîíêèåïüåçîêåðàìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè êðóãëîé è êâàäðàòíîé �îðìû ðàçëè÷íûõ ðàç-ìåðîâ, èçãîòîâëåííûå èç êåðàìèêè PIC 151 (PI Cerami
s GmbH). Èññëåäóåìàÿ âýêñïåðèìåíòàõ êîìïîçèòíàÿ ïëàñòèíà ñî ñõåìîé óêëàäêè ïðåïðåãîâ [0o]4 èìååòðàçìåðû 1000 × 1000 × 1.15 ìì3 è ïëîòíîñòü 1482 êã/ì3.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé áåãóùèõ âîëíâ çàäàííîì íàïðàâëåíèè íàáëþäåíèÿ ϕ ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîãî âèáðîìåòðà èçìå-ðÿëàñü âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòåé vz(x, t) = u̇z(x, t) íåñêîëüêèõ òî÷åêïîâåðõíîñòè, ðàñïîëîæåííûõ íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïüåçîàêòóàòîðà è äðóãîò äðóãà (òî÷êè A è B íà ðèñóíêå 2-à). Äàëåå ê ïîëó÷åííûì âîëíîâûì ñèãíà-ëàì ïðèìåíÿëîñü íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòåðèíñêèì âåéâëåòîì�àáîðà:

W (t, f) =
∞∫

−∞
vz(τ)ψ (f · (τ − t)) dτ

ψ(t) = 1
4
√
π

√
2π
γ

exp
[
− (2π/γ)2

2
t2 + 2πit

]
, γ = π

√
2/ ln 2Èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ ïðèõîäà âîëíîâîãî ïàêåòà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé öåíòðàëü-



Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê 145íîé ÷àñòîòû õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè àìïëèòóäû âåéâëåò-êîý��èöèåíòîâ |W (t, f)| [5℄. �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü êàæäîé èç ìîä âû÷èñëÿåòñÿ ïó-òåì äåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A è B, íà ðàçíîñòü ìåæäó âðåìåíàìèïðèõîäà ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ñèãíàëà â êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê.
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�èñóíîê 2 � à) � ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäèëèñü èçìåðåíèÿ.�åçóëüòàòû îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûõ âîëíîâûõ ñèãíàëîâ â êîìïîçèòå
[0o]4: á) � �óíêöèÿ |W (t, f)|, â) � ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè |H(k, f)|Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë áåãóùèõ âîëíáûëè èçìåðåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåííîé è ïðîñòðàí-ñòâåííîé ïåðåìåííûì [6℄, ïðèìåíåííîãî ê âîëíîâûì ñèãíàëàì, èçìåðåííûì â íà-áîðå òî÷åê, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå 2-à êðàñíûìè ìàðêåðàìè:

H(k, f) =

∞∫

0

∞∫

0

vz(r, t)e
i(kr+2πft)drdtãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî, f � ÷àñòîòà. Ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû �óíêöèè |H(k, f)|ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ âîëíîâûõ ÷èñåë â ïëîñ-êîñòè (k, f).Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ äàííûõ ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ äèñïåð-ñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê áåãóùèõ âîëí íà ðèñóíêàõ 2-á è 2-â ïðèâîäÿòñÿ ñêàëî-ãðàììà (çíà÷åíèÿ �óíêöèè |W (t, f)|) ñèãíàëà, èçìåðåííîãî â òî÷êå A(80, 0, 0) ìì,è ëèíèè óðîâíÿ �óíêöèè |H(k, f)|, âû÷èñëåííûå äëÿ òîãî æå ìàòåðèàëà ïðè ϕ = 0.Íà îáîèõ ãðà�èêàõ òåìíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòÿì, â êîòîðûõ äîñòèãàþò-ñÿ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äèñïåðñèîííûå êðèâûå ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé è äëèí âîëí λ = 2π/kìîä A0 è S0 äëÿ íàïðàâëåíèÿ ϕ = 0 ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñ. çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè�Ô (ïðîåêò � 11.9165.2014) è ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 14-08-00370).
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�èñóíîê 3 � Îïðåäåëåííûå èç ýêñïåðèìåíòîâ äèñïåðñèîííûå êðèâûå ãðóïïîâûõ ñêîðî-ñòåé (à) è äëèí âîëí (á) ìîä A0 è S0 äëÿ íàïðàâëåíèÿ ϕ = 0
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ÎÁ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈßÄÓ�ÎÂÎÉ ÌÅÆÔÀÇÍÎÉ Ò�ÅÙÈÍÛÑ Ó×ÅÒÎÌ ÊÎÍÒÀÊÒÀ ÅÅ ÁÅ�Å�ÎÂ�îäåñ À.Þ., Ëîáîäà Â.Â.Äíåïðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Îëåñÿ �îí÷àðà�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçî-òðîïíîé óïðóãîé ïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì óïðóãèì âêëþ÷åíèåì è äóãîâîé òðåùèíîé íà ãðà-íèöå ðàçäåëà ñðåä ïîä äåéñòâèåì óñèëèé, ïðèëîæåííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè, ñ ó÷åòîì ìàê-ðîçîíû êîíòàêòà, âîçíèêàþùåé ìåæäó áåðåãàìè òðåùèíû. Çàäà÷à ïðèâåäåíà ê ñèñòåìåäâóõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ñîîòâåòñòâóþùè-ìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøåíàïðèáëèæåííî ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. �àçðàáî-òàí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé çîíû êîíòàêòà áåðåãîâ òðåùèíû,íàéäåíî ðàñêðûòèå òðåùèíû.Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû êîí-ñòðóêöèé, ñîñòîÿùèå èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ êðóãëûìè óïðî÷íÿþùèìèâîëîêíàìè, ïðè èçãîòîâëåíèè èëè ýêñïëóàòàöèè êîòîðûõ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä÷àñòî âîçíèêàþò ìåæ�àçíûå òðåùèíû. �åøåíèå â ðàìêàõ ìîäåëè îòêðûòîé òðå-ùèíû [2℄ çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê �èçè÷åñêè íåðåàëüíîìó âçàèìîïðîíèêíîâåíèþ ååáåðåãîâ, â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ êîíòàêòíîé ìîäåëè ìåæ-�àçíîé äóãîâîé òðåùèíû ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé íà áåñêîíå÷íîñòè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ èçîòðîïíàÿ óïðóãàÿ ïëîñêîñòü
r > a, êîòîðàÿ ñîäåðæèò èçîòðîïíîå óïðóãîå êðóãîâîå âêëþ÷åíèå 06r6a, ñêðåï-ëåííîå ñ ïëîñêîñòüþ ïî âñåé ãðàíèöå, êðîìå äóãè r=a, |θ|<β, ãäå âîçíèêëà òðåùè-íà. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà âêëþ÷åíèÿ è ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿìîäóëÿìè ñäâèãà µ1, µ2 è ïîñòîÿííûìè Ìóñõåëèøâèëè κ1, κ2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî áåðåãà òðåùèíû ìîãóò êîíòàêòèðîâàòü áåç òðåíèÿ. Âíå çîíû êîíòàêòà θ /∈ Ωáåðåãà òðåùèíû ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, à â ïðåäåëàõ çîíû âçàèìîäåéñòâèÿ áå-ðåãîâ θ ∈ Ω íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåçòðåùèíó è ñæèìàþùèìè. �ëàâíûå íàïðÿæåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíû N1 è N2,ïðè÷åì óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì N1 è îñüþ Ox ñîñòàâëÿåò α (ñì. ðèñóíîê 1).�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èìåþò âèä:
σ(1)
rr + iσ

(1)
rθ = σ(2)

rr + iσ
(2)
rθ , u(1)

r + iu
(1)
θ = u(2)

r + iu
(2)
θ ïðè r = a, β < |θ| 6 π; (1)

σ(1)
rr + iσ

(1)
rθ = 0, σ(2)

rr + iσ
(2)
rθ = 0 ïðè r = a, |θ| < β, θ /∈ Ω; (2)

σ(1)
rr = σ(2)

rr , σ
(1)
rθ = 0, σ

(2)
rθ = 0 ïðè r = a, |θ| < β, θ ∈ Ω; (3)

σ(2)
rr + iσ

(2)
rθ =

N1 +N2

2
+
N1 −N2

2
e2i(α−θ) ïðè r → ∞. (4)2. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèé. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ
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�èñóíîê 1Êîëîñîâà�Ìóñõåëèøâèëè [3℄. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå ïî-òåíöèàëû ϕ1(z), ψ1(z) â îáëàñòè S+ è ϕ2(z), ψ2(z) â îáëàñòè S−, è ïîñòàâëåííàÿçàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîé çàäà÷å äëÿ ÷åòûðåõ �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-íîãî, àíàëèòè÷åñêèõ â çàäàííûõ îáëàñòÿõ, ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1)�(4). Äàëåå,â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé, èçëîæåííîé â [6℄, ñ ïîìîùüþ óñëîâèé íà ãðàíèöå ðàç-äåëà ñðåä (1) çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ ω′(z)è F ′(z), àíàëèòè÷åñêèõ â çàäàííûõ îáëàñòÿõ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé, ïðåäëîæåííîé â [4, 5℄, ââîäèòñÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿõàðàêòåðèçóåò ðàñêðûòèå òðåùèíû âî âñåõ òî÷êàõ t = aeiϕ äóãè r = a, |ϕ| < β:
D(t) = d(ϕ) = u(2)

x − u(1)
x + i(u(2)

y − u(1)
y ) = eiϕ(u(2)

r − u(1)
r + i(u

(2)
θ − u

(1)
θ )),ãäå

d′(ϕ) =
a

µ1
eiϕ(br(ϕ) + ibθ(ϕ)) ïðè |ϕ| < β.Èç óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (4), óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè ïåðåìåùåíèé â íà÷à-ëå êîîðäèíàò è óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ âðàùåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òîíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ �óíê-öèÿìè br(ϕ) è bθ(ϕ). Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òðåùèíå (2)�(3) ìîæíî ïîëó÷èòüñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãîðîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé:

− C1bθ(ζ) −
η2

π

1∫

−1

ξbr(ξ)

g(ξ)
dξ +

1

π

1∫

−1

br(ξ)

ξ − ζ
dξ + C2

η

π

1∫

−1

bθ(ξ)

g(ξ)
dξ+

+ C3N(ζ) = C4 + C5 cos 2(α− θ), (5)
C1br(ζ) −

η2

π

1∫

−1

ξbθ(ξ)

g(ξ)
dξ +

1

π

1∫

−1

bθ(ξ)

ξ − ζ
dξ − C1

η

π

1∫

−1

br(ξ)

g(ξ)
dξ = C5 sin 2(α− θ), (6)



Äóãîâàÿ ìåæ�àçíàÿ òðåùèíà ñ ó÷åòîì êîíòàêòà åå áåðåãîâ 149ãäå
η = tg

β

2
, ζ =

1

η
tg
θ

2
, ξ =

1

η
tg
ϕ

2
, g(ξ) = 1 + ξ2η2, λ =

µ1 + µ2κ1

µ2 + µ1κ2
,

1

k
= 2λ

µ1

µ2

1 + κ2

1 + κ1
+ λ− 1, C1 =

1 − λ

1 + λ
, C2 = −(1 + 2k), C3 = −µ1 + µ2κ1

µ2(1 + λ)
,

C4 = −(µ1 + µ2κ1)
kµ1

µ2
2

1 + κ2

1 + κ1

N1 +N2

2
, C5 = −µ1λ(1 + κ2)

µ2(1 + λ)

N1 −N2

2
.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5)�(6) äîïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íîñòè ñìåùåíèé

1∫

−1

(1 − η2ξ2)br(ξ) − 2ηξbθ(ξ)

g2(ξ)
dξ = 0,

1∫

−1

2ηξbr(ξ) + (1 − η2ξ2)bθ(ξ)

g2(ξ)
dξ = 0. (7)Â óðàâíåíèå (5) âõîäèò �óíêöèÿ N(ζ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò íîðìàëüíûå íà-ïðÿæåíèÿ íà áåðåãàõ òðåùèíû. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òðåùèíå (2)�(3) ñëåäó-åò, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ ζ ∈ Ω è íåèçâåñòíà â òî÷êàõ ζ 6∈ Ω. Â ñëó÷àå,êîãäà ïðèñóòñòâóåò ìàêðîçîíà êîíòàêòà áåðåãîâ òðåùèíû, N(ζ) ñòàíîâèòñÿ íåèç-âåñòíîé �óíêöèåé, è ñèñòåìà óðàâíåíèé (5)�(7) äîïîëíÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâàíóëþ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû â îáëàñòè êîíòàêòà

∆(ζ) = 0, ζ ∈ Ω, (8)ïðè÷åì ðàñêðûòèå òðåùèíû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∆(ζ) =

2ηa

µ1

ζ∫

−1

br(ξ) cos(ϕ− θ) − bθ(ξ) sin(ϕ− θ)

g(ξ
dξ, |ζ | < 1. (9)3. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (5)�(8) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäêîëëîêàöèè â ñî÷åòàíèè ñ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé �àóññà�×åáûøåâà, ïðè÷åì íà-ëè÷èå îñöèëëÿöèè â î÷åíü ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ ¾îòêðûòûõ¿ âåðøèí òðåùèíû íåó÷èòûâàåòñÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ξj = cos
2j − 1

2n
π, j = 1, n; ζi = cos

iπ

n
, i = 1, n− 1;

br(ζ) =
B1(ζ)√
1 − ζ2

, bθ(ζ) =
B2(ζ)√
1 − ζ2

, B1j = B1(ξj), B2j = B2(ξj), gj = g(ξj).Ïîñëå ââåäåíèÿ êâàäðàòóðíî-èíòåðïîëÿöèîííûõ ñóìì â ñîîòâåòñòâèè ñ [1℄ ñè-ñòåìà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5)�(7) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå 2n ëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
n∑

j=1
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n
(
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√
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j
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i
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1
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1

n
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1
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(
C2η
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− C1(−1) i+j

ξj − ζi

√
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j

1 − ζ2
i

)B2j+

+ C3N(ζi) = C4 + C5 cos 2(α− θi), i = 1, n− 1,
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n∑

j=1

1 − η2ξ2
j

g2
j

B1j −
n∑

j=1

2ηξj
g2
j

B2j = 0,

n∑

j=1

2ηξj
g2
j

B1j +

n∑

j=1

1 − η2ξ2
j

g2
j

B2j = 0. (10)Ïðè îòñóòñòâèè çîíû êîíòàêòà ñèñòåìà (10) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, â ïðîòèâî-ïîëîæíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ââåñòè ñëåäóþùèå èç (8)�(9) äîïîëíèòåëüíûå óðàâ-íåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ íàïðÿæåíèé â êîíòàêòíîé çîíå. Çîíîé êîí-òàêòà ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü Ω = {ζ : d1 6 ζ 6 d2}, â êîòîðîé âûáðàíû òî÷êè
yi = d1 + i−1

m−1
(d2 − d1), i = 1, m. Äàëåå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Ni = N(yi), ãäå

N (ζi) =





m∑
j=1

Nj

m∏
k=1
k 6=j

ζi−yk

yj−yk
, ζi ∈ Ω,

0, ζi /∈ Ω.

(11)�àñêðûòèå òðåùèíû âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∆(ζ) =

πηa(ζ + 1)

nµ1

n∑

j=1

√
1 − ξ2

j

1 − z2
j

n∑

k=1

B1k cos(ϕk − θ) −B2k sin(ϕk − θ)

gk
×

×
n∏

l=1
l 6=k

zj − ξl
ξk − ξl

, |ζ | < 1, (12)ãäå zj = yi−1
2

+ yi+1
2
ξj, θi = 2 arctg(ηyi), ϑj = 2 arctg(ηzj).Óðàâíåíèÿ ∆(yi) = 0, i = 1, m îáðàçóþò âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè (10) è âûðàæå-íèÿìè (11)�(12) çàìêíóòóþ ñèñòåìó 2n+m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.�ðàíèöû çîíû êîíòàêòà áåðåãîâ òðåùèíû çàðàíåå íåèçâåñòíû. Îíè ïîäáèðàþò-ñÿ èòåðàöèîííî èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöåêîíòàêòíîé çîíû, íå ñîâïàäàþùåé ñ âåðøèíîé òðåùèíû.4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñ-ëåííîãî àíàëèçà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîíòàêòíàÿ çîíà îòñóòñòâóåò, ñ òî÷íûìðåøåíèåì áåñêîíòàêòíîé çàäà÷è [2℄ ïîêàçàëî, ÷òî ïðèìåíåííûå êâàäðàòóðíî-èíòåðïîëÿöèîííûå �îðìóëû äàþò ðåøåíèå ñ ìàêñèìàëüíîé îòíîñèòåëüíîé ïî-ãðåøíîñòüþ íàõîæäåíèÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû îêîëî 0,1%. Íà ðèñóíêàõ 2, 3 ïðåä-ñòàâëåíû ãðà�èêè ðàñêðûòèÿ òðåùèíû äëÿ óãëîâ ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè íà áåñ-êîíå÷íîñòè α = 45◦ è α = 70◦ ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòûïîëó÷åíû äëÿ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà

ν1 = ν2 = 0, 3 è óãëà ïîëóðàñòâîðà òðåùèíû β = 60◦ ïðè N2 = 0, N1 > 0. Èç àíà-ëèçà ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà óãîë ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè α = 45◦,ïðèñóòñòâóåò ìàêðîçîíà êîíòàêòà áåðåãîâ òðåùèíû, ïðèìûêàþùàÿ ê íèæíåé âåð-øèíå òðåùèíû; êîãäà α = 70◦ � çîíà êîíòàêòà íå ïðèìûêàåò íè ê îäíîé èç âåðøèíòðåùèíû.Çàêëþ÷åíèå. Îïèñàííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòüíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé ïëîñêîñòè ñ êðóãîâûì âêëþ÷å-íèåì è äóãîâîé òðåùèíîé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä â ñëó÷àå íàãðóçîê, ïðèëîæåí-íûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ó÷åòîì çîíû êîíòàêòà áåðåãîâ òðåùèíû. Ñ�îðìóëèðîâàí-íàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
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�èñóíîê 2 �èñóíîê 3äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé àë-ãîðèòì. Äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ âíåøíåé íàãðóçêè íàéäåíû çîíû êîíòàêòà áåðåãîâòðåùèíû è åå ðàñêðûòèå. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì. , Ëè�àíîâ È.Ê. ×èñëåííûå ìåòîäû â ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèÿõ. Ì.: Íàóêà, 1985. 256 ñ.[2℄ �îäåñ À.Þ. , Ëîáîäà Â.Â. Íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé ïëîñ-êîñòè ñ äóãîâîé òðåùèíîé ìåæäó êðóãîâûì âêëþ÷åíèåì è ìàòðèöåé // Âiñíèê Äíi-ïðîïåòðîâñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Ñåðiÿ ¾Ìåõàíiêà¿. 2013. Âèï. 17, Ò. 1. Ñ. 3�10.[3℄ Ìóñõåëèøâèëè Í.È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-ñòè. Ì.: Íàóêà, 1949. 636 ñ.[4℄ Ñhao R., Laws N. The Fiber-Matrix Interfa
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ÁÈÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÕÈ�Ó��È×ÅÑÊÎ�ÎËÅ×ÅÍÈß ÎÑÒ�Î�Î ÊÎ�ÎÍÀ�ÍÎ�Î ÑÈÍÄ�ÎÌÀ�ðèøèíà Î.À., Êèðèëëîâà È.Â.Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. �. ×åðíûøåâñêîãîÑîçäàíà áèîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü êîðîíàðíûõ àðòåðèé ÷åëîâåêà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåòâûáðàòü ðàöèîíàëüíóþ ìåòîäèêó ïðîâåäåíèÿ àîðòîêîðîíàðíîãî øóíòèðîâàíèÿ. Ìîäåëüïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñòåïåíü ïîðàæåíèÿ êîðîíàðíîãî ðóñëà, ëîêàëèçàöèþ àòåðîñêëå-ðîòè÷åñêîé áëÿøêè, âàðüèðîâàòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà øóíòà è åãî äèà-ìåòð, óãîë è çîíû âøèâàíèÿ øóíòà. Èñïîëüçîâàëàñü ðåàëèñòè÷íàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü êîðîíàðíûõ àðòåðèé. Â êà÷åñòâå ìîäåëè êðîâè âûáðàíà íåñæè-ìàåìàÿ íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü, äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ. Íà âõîäå çàäàâàëàñü �óíêöèÿ ñêîðîñòè, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ �èçèîëîãè÷åñêîìó çàêîíó. Íà âûõîäàõ èç àðòåðèè çàäàâàëîñü �óíêöèÿ èí-òåðìèîêàðäèàëüíîãî äàâëåíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè. Â çîíå êîíòàêòà êîðîíàðíîãî ðóñ-ëà ñ ìèîêàðäîì çàäàâàëàñü �óíêöèÿ âíåøíåãî äàâëåíèÿ ñåðäå÷íîé ìûøöû. �åçóëü-òàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèëè ïðîâåñòè ïðîãíîçèðîâàíèå ãåìîäèíàìèêèè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîðîíàðíîãî ðóñëà ïîñëå ïðîâåäåíèÿ àîð-òîêîðîíàðíîãî øóíòèðîâàíèÿ.1. Ââåäåíèå. Îäíîé èç ïðèîðèòåòíûõ çàäà÷ òðàíñëÿöèîííîé ìåäèöèíû ÿâëÿ-åòñÿ äèàãíîñòèêà è óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ëå÷åíèÿ áîëåçíåé ñèñòåìû êðîâîîáðàùå-íèÿ ÷åëîâåêà. Ïî äàííûì ãîäîâîãî îò÷åòà î ñîñòîÿíèè çäîðîâüÿ íàñåëåíèÿ �îññèèâ 2011 ã., ïðåäñòàâëåííûì îòäåëîì ìåäèöèíñêîé ñòàòèñòèêè ÖÍÈÈ îðãàíèçàöèèè èí�îðìàòèçàöèè çäðàâîîõðàíåíèÿ Ìèíçäðàâà �îññèè îäíîé èç íàèáîëåå ðàñ-ïðîñòðàíåííûõ �îðì áîëåçíåé ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èøåìè÷åñêàÿáîëåçíü ñåðäöà (ÈÁÑ), â ÷àñòíîñòè � îñòðûé êîðîíàðíûé ñèíäðîì (ÎÊÑ). Îä-íèì èç èñõîäîâ ÎÊÑ ÿâëÿåòñÿ èí�àðêò ìèîêàðäà, ïðè ýòîì êîíòèíãåíò ïàöèåíòîâñ äàííûì çàáîëåâàíèåì ¾ìîëîäååò¿ ãîä îò ãîäà. Óðîâåíü ëåòàëüíîñòè, ìàñøòàáûèíâàëèäèçàöèè è âðåìåííîé íåòðóäîñïîñîáíîñòè ïðè ÈÁÑ â öåëîì è ÎÊÑ â ÷àñò-íîñòè, ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî âàæíóþ ìåäèöèíñêóþ, íî è ñåðüåçíóþ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêóþ ïðîáëåìó, òàê êàê â ïåðâóþ î÷åðåäü ðå÷ü èäåò î íàèáîëåå ìîëîäîé,âûñîêîêâàëè�èöèðîâàííîé è òâîð÷åñêè àêòèâíîé ÷àñòè íàñåëåíèÿ.Äåéñòâåííûì ñïîñîáîì ëå÷åíèÿ ÎÊÑ ÿâëÿåòñÿ êîðîíàðíîå øóíòèðîâàíèå. �àí-íÿÿ òðîìáîòè÷åñêàÿ îêêëþçèÿ ïðè êîðîíàðíîì øóíòèðîâàíèè â îñíîâíîì îáóñëîâ-ëåíà êðîâîòîêîì, íå ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìå, â îáëàñòè äèñòàëüíîãî àíàñòîìîçà,÷òî âûçâàíî ìàëûì äèàìåòðîì ïðèíèìàþùåé àðòåðèè, êîòîðàÿ ÷àñòî ñòåíîçèðî-âàíà àòåðîñêëåðîòè÷åñêèì ïîðàæåíèåì. Äðóãèå �àêòîðû, âûçûâàþùèå îñòðóþîêêëþçèþ øóíòà âêëþ÷àþò êîìïðåññèþ çîíû àíàñòîìîçà àòåðîñêëåðîòè÷åñêîéáëÿøêîé, íåîïòèìàëüíûé âûáîð ìåñòà íàëîæåíèÿ àíàñòîìîçà, ðàññëîåíèå ñòåíêèøóíòà èëè êîðîíàðíîé àðòåðèè (ÊÀ) â îáëàñòè àíàñòîìîçà, íàòÿæåíèå èëè èñ-êðèâëåíèå òðàíñïëàíòàòà íåðàöèîíàëüíîé äëèíû äëÿ âûáðàííîãî ìàðøðóòà øóí-òèðîâàíèÿ.



Áèîìåõàíè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå õèðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ ÎÊÑ 153Äîêàçàíî, ÷òî áèîìåõàíè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ãåìîäè-íàìèêó çäîðîâûõ è ïîðàæåííûõ êîðîíàðíûõ àðòåðèé ñ ó÷åòîì íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èõ ñòåíîê, à òàêæå ïðîâåñòè ïëàíèðîâàíèå õèðóð-ãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ îñòðîãî êîðîíàðíîãî ñèíäðîìà. Ïëàíèðîâàíèå õèðóðãè÷åñêîãîëå÷åíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü äîîïåðàöèîííóþ àíàòîìèþ, äèçàéí ðàçëè÷-íûõ ïîñëåîïåðàöèîííûõ êîí�èãóðàöèé, âûáðàòü ðàöèîíàëüíûé òèï òðàíñïëàíòà-òà è ìåòîä åãî âøèâàíèÿ, à â ñî÷åòàíèè ñ íàäåæíîñòüþ CFD ðåøàòåëåé, ïðåäî-ñòàâëÿåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü äëÿ õèðóðãîâ.Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëèðîâàíèþ è ðàç-ëè÷íûì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ êîðîíàðíûõ àðòåðèé, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåòäàííûõ, îïèñûâàþùèõ ãåìîäèíàìèêó è íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèåàíàòîìè÷åñêè ðåàëüíûõ êîðîíàðíûõ àðòåðèé ñ ó÷åòîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ìèî-êàðäîì, à òàê æå íåò ÷åòêèõ êðèòåðèåâ âûáîðà ðàöèîíàëüíîãî âèäà ðåêîíñòðóê-òèâíîãî âìåøàòåëüñòâà, îöåíêè ìèîêàðäèàëüíîãî êðîâîñíàáæåíèÿ ïîñëå ïðîâåäå-íèÿ õèðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ ÎÊÑ.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäè�èêàöèÿ áèîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè êîðîíàðíûõàðòåðèé ÷åëîâåêà äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà äèàãíîñòèêè è õèðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿîñòðîãî êîðîíàðíîãî ñèíäðîìà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè èñïîëüçîâàëñÿïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ANSYS Multiphysi
s.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ ñîçäàíèÿ òðåõìåðíîé ìàêñèìàëüíî òî÷íîé ãåî-ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè êîðîíàðíûõ àðòåðèé ÷åëîâåêà ñ ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâåííîéîðèåíòèðîâàííîñòè âåòâåé ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå àðõèòåêòîíèêè, ìîð�îìåòðè-÷åñêèõ è ìîð�îëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîðîíàðíûõ ñîñóäîâ è ïîâåðõíîñòè ñåðäöà÷åëîâåêà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû òâåðäîòåëüíûå îáúåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðîâèè ñòåíêå äëÿ ïðàâîé è ëåâîé êîðîíàðíûõ àðòåðèé. Ïî ðåçóëüòàòàì êîðîíàðîãðàììîïðåäåëåíû �îðìà, ñòåïåíü è ëîêàëèçàöèÿ ïàòîëîãè÷åñêîãî ñóæåíèÿ ðóñëà êîðî-íàðíîé àðòåðèè. Ïîñòðîåíû ìîäåëè ëåâîé è ïðàâîé êîðîíàðíûõ àðòåðèé ñ ñèì-ìåòðè÷íûì/àñèììåòðè÷íûì ñóæåíèÿìè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè.Íà îñíîâå èññëåäîâàíèé ìåõàíè÷åñêèõ è �èçèîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñîñó-äîâ ñîçäàíà áèîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü êîðîíàðíûõ àðòåðèé ñåðäöà ÷åëîâåêà â ïðî-ãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS Multiphysi
s.Êðîâü çàäàâàëàñü îäíîðîäíîé, íåñæèìàåìîé, íüþòîíîâñêîé æèäêîñòüþ. Çàäà-âàëàñü ïëîòíîñòü è äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü â ÿâíîì âèäå. Äâèæåíèå êðîâè îïèñû-âàëîñü íåñòàöèîíàðíûìè óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà.Ìàòåðèàë ñòåíîê ìîäåëèðîâàëñÿ îäíîðîäíûì, èçîòðîïíûì è èäåàëüíî-óïðóãèì.Çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè, êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ óïðóãîñòè áûëè ïîëó÷åíûýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ êàæäîãî òèïà ìàòåðèàëà. Ìîäåëü âûáðàíà íà îñíîâå äàí-íûõ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé îáðàçöîâ êîðîíàðíûõ àðòåðèé ñåðäöà÷åëîâåêà â �èçèîëîãè÷åñêîì ðàñòâîðå.Äëÿ ñâÿçàííîé óïðóãî-ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñòàâèëèñü ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ, îáúåäèíÿþùèå ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ è óïðóãóþ ÷àñòè. Íà ñòåíêó ñî ñòîðîíûïîòîêà êðîâè äåéñòâóþò ñèëû âÿçêîñòè è äàâëåíèå, à íà ãðàíèöå ïîòîêà è ñòåí-êè ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ. Òîðöû ñîñóäà æåñòêî çàêðåïëÿëèñü. Íà âõîäå âêîðîíàðíûå àðòåðèè çàäàëàñü �óíêöèÿ ñêîðîñòè ïîòîêà êðîâè, èçìåíÿþùàÿñÿ ïî�èçèîëîãè÷åñêîìó çàêîíó, à íà âûõîäàõ � �óíêöèÿ èíòåðìèîêàðäèàëüíîãî äàâ-



154 �ðèøèíà Î.À., Êèðèëëîâà È.Â.ëåíèÿ ñåðäöà ÷åëîâåêà. Â çîíå êîíòàêòà áàññåéíà êîðîíàðíîãî ðóñëà ñ ìèîêàðäîìçàäàâàëàñü �óíêöèÿ âíåøíåãî äàâëåíèÿ ñåðäöà. Òàêîé òèï ïîñòàíîâêè çàäà÷è èãðàíè÷íûõ óñëîâèé áîëåå êîððåêòíî îïèñûâàåò �èçèîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ â ñðàâ-íåíèè ñ áèîìåõàíè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äðóãèõ àâòîðîâ.Áûëà ïðîâåäåíà îöåíêà ñåòî÷íîé ñõîäèìîñòè è âûáðàí îïòèìàëüíûé ðàçìåðýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå íà ïîëó÷åííûå îáúåìû áûëà íàëîæåíà íåðåãóëÿðíàÿ òåò-ðàýäðè÷åñêàÿ ñåòêà ñ ðàçìåðîì ýëåìåíòîâ 0,7 ìì äëÿ ïðàâîé êîðîíàðíîé àðòåðèèè 0,9 ìì äëÿ ëåâîé êîðîíàðíîé àðòåðèè, 0,5 ìì äëÿ æèäêîñòè. Â ñðåäíåì ìî-äåëü ëåâîé êîðîíàðíîé àðòåðèè âêëþ÷àåò 1.4 ìëí. ýëåìåíòîâ, ïðàâîé êîðîíàðíîéàðòåðèè � 1.2 ìëí. ýëåìåíòîâ (ðèñóíîê 1).

�èñóíîê 1 � Áèîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü êîðîíàðíûõ àðòåðèé ÷åëîâåêà3. ×èñëåííûé àíàëèç. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîðîíàðíûõ àð-òåðèé ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ïîðàæåíèÿ àðòåðèàëüíîãî áàññåéíà è ëîêàëèçàöè-åé àòåðîñêëåðîòè÷åñêîé áëÿøêè, â òîì ÷èñëå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ìíîãîýòàæíî-ãî ïîðàæåíèÿ ðóñëà ÊÀ. Ïðè àòåðîñêëåðîòè÷åñêîì ïîðàæåíèè êîðîíàðíîé àðòå-ðèè íàáëþäàåòñÿ ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè êðîâîòîêà â çîíå ìàêñèìàëüíîãîñóæåíèÿ. Íàáëþäàåòñÿ ðåöèðêóëÿöèÿ ïîòîêà â ïîñòñòåíîòè÷åñêèõ çîíàõ. Äàííîåíàðóøåíèå ëàìèíàðíîãî ïîòîêà êðîâè ïî ñîñóäó âîçíèêàåò â îòâåò íà èçìåíåíèåäèàìåòðà ñîñóäà. Íàèáîëåå òèïè÷íûìè ìåñòàìè òóðáóëåíòíîãî êðîâîòîêà â êîðî-íàðíûõ àðòåðèÿõ ÿâëÿþòñÿ ðàçâåòâëåíèÿ, èçãèáû, ïåðåãèáû, è îáëàñòü, ðàñïîëî-æåííàÿ äèñòàëüíåå ìåñòà îáðàçîâàíèÿ àòåðîñêëåðîòè÷åñêîé áëÿøêè. Â ïîñòñòå-íîòè÷åñêîì ñåãìåíòå ñíèæàåòñÿ äàâëåíèå. Äàííûé ý��åêò ÿâëÿåòñÿ êëèíè÷åñêèâàæíûì, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ áëÿøêè ñíåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé è âûñîêîé ýìáîëîãåííîñòüþ.�àññìîòðåíà ìîäåëü àîðòîêîðîíàðíîãî øóíòèðîâàíèÿ ñòåíîçèðîâàííîãî ñåã-ìåíòà àðòåðèè. Äëÿ çàäàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ òðàíñïëàíòàòà ïðèìåíÿëàñüìîäåëü èçîòðîïíîãî, èäåàëüíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ ðàçëè÷íûì ìîäóëåì Þíãà(0.8 ÌÏà, 1.3 ÌÏà, 1.5 ÌÏà, 3 ÌÏà). Äèàìåòð øóíòà âàðüèðîâàëñÿ îò 1 ìì äî8 ìì. Ìîäåëèðîâàëîñü âøèâàíèå øóíòà ïîä óãëîì 45◦, 60◦ è 90◦.Â ðåçóëüòàòå ñîçäàíà áèîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü êîðîíàðíûõ àðòåðèé ÷åëîâåêà,êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà ïðåäîïåðàöèîííîé ñòàäèè êîðîíàðíûé êðîâîòîêäî øóíòèðîâàíèÿ è ïîñëå åãî ïðîâåäåíèÿ, à òàêæå âûáðàòü ðàöèîíàëüíóþ ìåòî-äèêó ïðîâåäåíèÿ êîðîíàðíîãî øóíòèðîâàíèÿ.



Áèîìåõàíè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå õèðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ ÎÊÑ 1554. Çàêëþ÷åíèå Ìîäåëü êîðîíàðíûõ àðòåðèé ïîçâîëèëà îïðåäåëèòü ãåìîäè-íàìèêó ñ ó÷åòîì íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåíêè ÊÀ è êîíäó-èòà â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïîðàæåíèÿ êîðîíàðíîãî ðóñëà, ëîêàëèçàöèè àòå-ðîñêëåðîòè÷åñêîé áëÿøêè, ìàòåðèàëà è äèàìåòðà øóíòà, óãëà è çîíû âøèâàíèÿøóíòà. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âûÿâëåíî: 1) óâåëè÷åíèå ìîäóëÿóïðóãîñòè øóíòà âûçûâàåò êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ â óñòüå êîðîíàðíîé àðòåðèè,à òàêæå îáðàçîâàíèå çàêðó÷åííîãî ïîòîêà â çîíå àíàñòîìîçà; 2) èñïîëüçîâàíèåøóíòà, ñ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè áëèçêèìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðàìÊÀ, îáåñïå÷èâàåò âîññòàíîâëåíèå êðîâîòîêà â ðóñëå è ñîõðàíåíèå ðàöèîíàëüíîãîíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåíîê øóíòà è êîðîíàðíûõ àðòåðèéäëÿ äàëüíåéøåãî èõ �óíêöèîíèðîâàíèÿ; 3) ïðèìåíåíèå øóíòà äèàìåòðîì ïðåâîñ-õîäÿùèì äèàìåòð ïðèíèìàþùåé àðòåðèè â íåñêîëüêî ðàç ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþâèõðåâîãî ïîòîêà è âîçíèêíîâåíèþ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â çîíå âøèâêè øóí-òà; 4) óäåðæèâàíèå øóíòà ïîä óãëîì áëèçêèì 45◦ ê ñîñóäó ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííîóìåíüøèòü ðèñê ïîñëåîïåðàöèîííûõ îñëîæíåíèé, ïîçâîëÿÿ èçáåæàòü îáðàçîâàíèÿâèõðåâîãî ïîòîêà â çîíå âøèâàíèÿ øóíòà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ãðàíòû � 09-01-00804-à, 14-01-31383-ìîë_à).Grishina O.A., Kirillova I.V. Biome
hani
al modeling of surgi
al treatment of a
ute
oronary syndrome. The biome
hani
al model of human 
oronary arteries was 
reated , whi
hallows you to 
hoose a rational methodology for 
oronary artery bypass grafting. The modelallows to 
onsider the degree of 
oronary lesions, lo
alization of atheros
leroti
 plaques, variedme
hani
al properties of the material and its shunt diameter, angle and pla
e of bypassinsertion. The realisti
 spa
e-oriented model of the 
oronary arteries was used. Newtonian�uid whi
h motion is des
ribed by the Navier-Stokes equations for the nonstationary 
asewas 
hosen as a model of blood. The fun
tion of the velo
ity 
orresponding to physiologi
allaws was set at the inlet, time-dependent fun
tion of intramyo
ardial pressure � at theoutlets. Fun
tion of external pressure of the heart mus
le was set in the area of 
oronary
hannel and myo
ardium 
onta
t. The results of numeri
al modeling allowed predi
ted ofhemodynami
s parameters and the stress-strain state of 
oronary 
hannel after 
oronary arterybypass grafting.



ÕÈÌÈ×ÅÑÊÎÅ Ñ�ÎÄÑÒÂÎÈ ÊÈÍÅÒÈÊÀ Ô�ÎÍÒÀ ÕÈÌÈ×ÅÑÊÎÉ �ÅÀÊÖÈÈÂ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎÌ ÌÀÒÅ�ÈÀËÅ: ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉÄåìèäîâ È.Â.1, Ôðåéäèí À.Á.1,2,3
1Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ �ÀÍ

2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
3Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÍà ïðèìåðå îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêè èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèéíà ñêîðîñòü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ïðîòåêàþùåé ìåæäó ãàçîâîé è òâåðäîé êîìïîíåíòàìè.Â ðåçóëüòàòå çàïèñè áàëàíñîâ ìàññû, èìïóëüñà, ýíåðãèè è ýíòðîïèéíîãî íåðàâåíñòâà ïî-ëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè â ñòåðæíå ñ ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ �ðîí-òîì õèìè÷åñêîé ðåàêöèè è, êàê ñëåäñòâèå, íàéäåíà çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ñðîäñòâàîò íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé. Ñ�îðìóëèðîâàíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå çàâè-ñèìîñòè ñêîðîñòè ðåàêöèè îò ñðîäñòâà è, ñëåäîâàòåëüíî, îò íàïðÿæåíèé. Èññëåäîâàíîðàñïðîñòðàíåíèå �ðîíòà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè â óïðóãîì è âÿçêî-óïðóãîì ñòåðæíÿõ ïðèñòàöèîíàðíîì è öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèÿõ. Èññëåäîâàí çàïèðàþùèé ý��åêò: áëîêèðî-âàíèå ðåàêöèè íàïðÿæåíèÿìè, à òàêæå âëèÿíèå çíàêà íàïðÿæåíèé (ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå)è âÿçêîñòè ìàòåðèàëîâ íà êèíåòèêó �ðîíòà ðåàêöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþòïîíÿòü, êàê âèä íàãðóæåíèÿ, ðåîëîãèÿ ìàòåðèàëà è äå�îðìàöèè, ïîðîæäàåìûå õèìè÷å-ñêîé ðåàêöèåé, âëèÿþò íà ïðîòåêàíèå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåòáûòü ó÷òåíî ïðè ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè òðåõìåðíûõ çàäà÷.�àññìîòðèì îäíîìåðíûé äå�îðìèðóåìûé ñòåðæåíü, ñ ïðîòåêàþùåé â íåì õè-ìè÷åñêîé ðåàêöèåé âèäà

ν−B− + ν∗B∗ → ν+B+,ãäå B− è B+ � õèìè÷åñêèå �îðìóëû äå�îðìèðóåìûõ òâåðäûõ êîìïîíåíò, B∗ �ãàçîîáðàçíîé êîìïîíåíòû, ν−, ν+ è ν∗ � ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû. �å-àêöèÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà �ðîíòå � ïîäâèæíîé ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó òâåðäûìèèñõîäíîé è ïîëó÷àåìîé êîìïîíåíòàìè è ïîääåðæèâàåòñÿ äè��óçèåé ãàçîâîé êîì-ïîíåíòû.Ââîäÿòñÿ äâå îòñ÷åòíûå êîí�èãóðàöèè: L0 äëÿ ñòåðæíÿ â ñîñòîÿíèè B− è Lg �â ñîñòîÿíèè B+. Âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöèé
L0 è Lg ïîìå÷àåì èíäåêñàìè 0 è g, ñîîòâåòñòâåííî.Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå [1, 2℄ (ñì. òàê-æå [3℄), â ðåçóëüòàòå çàïèñè áàëàíñîâ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè è âòîðîãî çàêîíàòåðìîäèíàìèêè, çàïèñàííûõ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû ¾äå�îðìèðóåìîåòåëî � äè��óíäèðóþùèé ãàç¿, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ õèìè÷åñêîãî ñðîäñòâà:

A = ν∗M∗µ∗ +
ν−M−
ρ0
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(
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∂X0
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ρg+

(
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∂Xg
σ
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−

−1
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ν+M+

〈ρg〉
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[[
∂x

∂Xg

]]
W 2
g +

1

2
ν∗M∗

(
(v2

∗ − 〈v2〉) − vtΓ(v∗ − 〈v〉)
) (1)ãäå M∗,± � ìîëÿðíûå ìàññû êîìïîíåíò ðåàêöèè, µ∗ è w± � ëèíåéíûå ïëîòíî-ñòè õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ãàçîâîé êîìïîíåíòû è ñâîáîäíîé ýíåðãèè òâåðäûõ



Êèíåòèêà �ðîíòà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè â äå�îðìèðóåìîì ìàòåðèàëå 157êîìïîíåíò, ρ0
− è ρg+ � ïëîòíîñòè òâåðäûõ êîìïîíåíò îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòíûõ êîí-�èãóðàöèé L0 è Lg, x±, X0, Xg � êîîðäèíàòû òî÷åê òâåðäûõ êîìïîíåíò â àêòó-àëüíîé êîí�èãóðàöèè è îòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöèÿõ, v∗,± � ñêîðîñòè ÷àñòèö ãàçàè òî÷åê êîìïîíåíò B± â àêòóàëüíîé êîí�èãóðàöèè, Wg � ñêîðîñòü �ðîíòà ðåàê-öèè îòíîñèòåëüíî Lg-êîí�èãóðàöèè, vtΓ � ñêîðîñòü �ðîíòà ðåàêöèè â àêòóàëüíîéêîí�èãóðàöèè, σ � íàïðÿæåíèå, óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò îñðåäíåíèå âåëè÷èíû:

〈a〉 =
1

2
(a+ + a−), à äâîéíûå êâàäðàòíûå � ñêà÷îê âåëè÷èíû: [[a]] = (a+ − a−).�àññìîòðèì êâàçèñòàòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûìèñëàãàåìûìè. Ââåäåì ðàâíîâåñíóþ êîíöåíòðàöèþ cgeq ãàçîâîé êîìïîíåíòû òàêóþ,÷òî A(cg = cgeq) = 0. Òîãäà âáëèçè ïîëîæåíèÿ õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü,ïðè A/(RT ) ≪ 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîðîñòü �ðîíòà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè

Wg =
ν+M+

ρg+
kg∗ν∗(c

g
Γ − cgeq) (2)ãäå kg∗ � êîíñòàíòà ðåàêöèè, cgΓ � êîíöåíòðàöèÿ ãàçîâîé êîìïîíåíòû íà �ðîíòåðåàêöèè � íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è äè��óçèè.Â ïðèáëèæåíèè ñòàöèîíàðíîé äè��óçèè D ∂2cg

(∂Xg)2
= 0, ãäå D � êîý��èöèåíòäè��óçèè, è c̃g = cg − cgeq. Äîïîëíèâ ýòî óðàâíåíèå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Xg = 0 : D
∂cg

∂Xg
= β(cg − c∗), Xg = Xg

Γ : D
∂cg

∂Xg
+ kg∗ν∗(c

g − c∗) = 0 (3)ãäå β � êîý��èöèåíò ìàññîîòäà÷è, c∗ � íàñûùàåìîñòü ïðåâðàùåííîãî ìàòåðèàëàãàçîâîé êîìïîíåíòîé, ïîëó÷èì, ÷òî
cg(Xg

Γ) =
c∗ − cgeq

Xg
Γ + ζ1 + ζ2

(ζ1 +Xg
Γ −Xg), ζ1 = D/kg∗ν∗, ζ2 = D/β (4)Åñëè â ñëó÷àå ìàëûõ äå�îðìàöèé òâåðäûå êîìïîíåòû � ëèíåéíî-óïðóãèå, òî
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2
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2
σ−ε−, σ− = C−ε− (5)

w+(ε+) = η+ +
1

2
C+ε

2
+ = η+ +

1

2
σ+(ε+ − εch), σ+ = C+(ε+ − εch) (6)ãäå εch � äå�îðìàöèÿ òâåðäîãî ìàòåðèàëà, âûçâàííàÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé, η±è ε± � ýíåðãèè íåíàïðÿæåííûõ è äå�îðìàöèè òâåðäûõ êîìïîíåíò.Ïîëàãàÿ, ÷òî M∗µ∗ = η∗(T ) +RT ln
c

c∗
, ïîëó÷àåì ÷òî

A = ν∗RT ln
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+
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σεch. (7)ãäå η̂(T ) =
ν−M−
ρ0
−

(η− − (εch + 1)η+ + ν∗η∗(T )) (ñì. àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó â [4℄).Çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè îò íàïðÿæåíèÿ (ðèñóíîê 1) ïðèíèìàåòâèä:
ceq = c∗ exp
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158 Äåìèäîâ È.Â., Ôðåéäèí À.Á.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàêñèìóì êðèâîé íå äîñòèæèì, òàê êàê ïðè âûáðàííûõïàðàìåòðàõ ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿæåíèÿì ïîðÿäêà ìîäóëÿ Þíãà. Äëÿ ðàñïðîñòðà-íåíèÿ �ðîíòà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ cΓ > ceq/c∗ < 1. Òàê êàê âî âñåìäèàïàçîíå äîïóñòèìûõ íàïðÿæåíèé ìû ïîëó÷àåì íèñïàäàþùóþ êðèâóþ, òî ðàñ-òÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ ñïîñîáñòâóþò ïðîòåêàíèþ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, à ñæè-ìàþùèå � çàìåäëÿþò è áëîêèðóþò.Åñëè σ = const, òî èç (2) ñëåäóåò äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùååïîëîæåíèå XΓ �ðîíòà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. �åøàÿ åãî, íàõîäèì
XΓ(t) = −(ζ1 + ζ2) +

√
(ζ1 + ζ2)2 +

2ν+M+ζ1
ρg+

kg∗ν∗(c∗ − ceq)t (9)Ïóñòü òåïåðü ìàòåðèàë B+ � âÿçêî-óïðóãèé, à B− � ëèíåéíî óïðóãèé. Âîñ-ïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ Ìàêñâåëëà. Òîãäà
w+(ε+) = η+ +

1

2
C+ε

2
+ = η+ +

1

2
σ+(ε+ − εch − εη), σ+ = C+(ε+ − εch − εη) (10)ãäå εη � âÿçêèå äå�îðìàöèè. Åñëè íàïðÿæåíèå ïîñòîÿííî, òî

A = ν∗RT ln
c

c∗
+ η̂(T ) +

ν−M−
2ρ0

−

σ2

C−

(
C−
C+

− 1

)
+
ν−M−
ρ0
−

(
σεch +

σ2

η
t

) (11)
ceq = c∗ exp

[
1

ν∗RT

(
−η̂(T ) − ν−M−

2ρ0
−

σ2

C−

(
2C−
η
t+

C−
C+

− 1

)
− ν−M−

ρ0
−

σεch
)]
. (12)�àâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ çàâèñèò òåïåðü íå òîëüêî îò íàïðÿæåíèé, íî è îò âðå-ìåíè è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïàäàåò.�àññìîòðèì ìàòåðèàë ñ íåëèíåéíîé âÿçêîñòüþ η(σ) = η0 exp

(
σκ

sinh(σκ)

), ãäå
η0 è κ � ïàðàìåòðû (ñì., íàïð., [5�7℄). Ïóñòü íàïðÿæåíèÿ ìåíÿþòñÿ öèêëè÷åñêè

�èñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè îò íàïðÿæåíèé (η̂1(T ) = −1000,
η̂2(T ) = 0, η̂3(T ) = 1000)
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))] (13)Ïðè ïîñòîÿííûõ âíåøíèõ íàïðÿæåíèÿõ çàêîí äâèæåíèÿ �ðîíòà ðåàêöèè ïðè-íèìàåò âèä:
Xg
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2 +
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[
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ν∗RTρ
0
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))]}1/2 (14)

�èñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè îò âðåìåíè ïðè öèêëè÷åñêîì íà-ãðóæåíèè (η̂(T ) = 500)

�èñóíîê 3 � Çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ �ðîíòà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè îò âðåìåíè: a) �ëèíåéíî-óïðóãàÿ ìîäåëü (ïîñòîÿííûå íàïðÿæåíèÿ), b) � âÿçêî-óïðóãàÿ ìîäåëü (ïîñòî-ÿííûå íàïðÿæåíèÿ), 
) � âÿçêî-óïðóãàÿ ìîäåëü (öèêëè÷åñêîå íàãðóæåíèå) 1) � σ = 10ÌÏà, 2) � σ = 40 ÌÏà
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÏÎÄËÎÆÅÊÈÇ ÑÀÏÔÈ�À Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÛÕÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍÄíåïðîâñêèé Â. �.1, Êàðàïåòüÿí �.ß.1, Çîðèí Ä.À.2
1ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-Äîíó

2Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÎáñóæäàåòñÿ íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè ñàï�èðîâûõ êðèñòàëëîâ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ â ñàï�èðîâîì êðèñòàëëåâ äèàïàçîíå ÷àñòîò îò 1,8 äî 2,3 Ì�ö ñ ïîìîùüþ êëèíîîáðàçíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ, è âäèàïàçîíå 119�123 Ì�ö ïîñðåäñòâîì âñòðå÷íî-øòûðåâîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ íà ïîäëîæêåíèîáàòà ëèòèÿ ÷åðåç òîíêèé ñëîé æèäêîñòè.Ñàï�èð ïðè êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ëó÷øèõ äèýëåêòðè-êîâ. Åãî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû èäîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 2,5 â óëüòðà�èîëåòîâîì äèàïàçîíå (λ = 0, 1425 ìêì). Íàëè÷èåäå�åêòîâ è ïîâðåæäåíèé îêàçûâàåò ðåøàþùåå âëèÿíèå íà êà÷åñòâî êðèñòàëëîâ,íàøåäøèõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå â âûñîêîòåìïåðàòóðíîé îïòèêå è ìèêðîýëåêòðî-íèêå. Â òî æå âðåìÿ íåðàçðóøàþùèå ìåòîäû êîíòðîëÿ è èññëåäîâàíèÿ äå�åêòíî-ñòè è âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé èçäåëèé èç ñàï�èðà ïîêà åùå ïðèìåíÿþòñÿ íåäî-ñòàòî÷íî.Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí (ÏÀÂ) äëÿðåøåíèÿ çàäà÷ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèìè �àêòîðàìè:çàðîæäåíèåì òðåùèíîïîäîáíûõ äå�åêòîâ, õèìè÷åñêèì, êîððîçèîííûì è àáðàçèâ-íûì ðàçðóøåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè ÷àùå âñåãî â ïîâåðõíîñòíûõ è ïðèïîâåðõ-íîñòíûõ ñëîÿõ îáúåêòîâ; ðàñïðîñòðàíåíèå ÏÀÂ â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå òîëùèíîéíåñêîëüêî ìèëëèìåòðîâ ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü ïðèïîâåðõíîñòíûå äå�åêòû ïîðÿäêàìèêðîìåòðîâ, êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî âûÿâèòü äðóãèìè ìåòîäàìè.Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá îïðîñà ïðåîáðàçîâàòåëåé èçëó÷àþùèõè ïðèíèìàþùèõ ÏÀÂ ñ ïîìîùüþ èçìåðåíèÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïàðàìåòðàS11 ñ äàëüíåéøèì Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèåì ýòîé çàâèñèìîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ âðå-ìåííûõ çàâèñèìîñòåé, à òàêæå ñïîñîá âîçáóæäåíèÿ ÏÀÂ â èññëåäóåìîì îáðàçöåñ ïîìîùüþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî çâóêîïðîâîäà ñî âñòðå÷íî-øòûðåâûì ïðåîáðàçî-âàòåëåì (ÂØÏ) ÷åðåç òîíêèé ñëîé æèäêîñòè ìåæäó ïüåçîïîäëîæêîé è ïîâåðõíî-ñòüþ èññëåäóåìîãî îáðàçöà.Áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ øëè�îâàííîãî êðèñòàëëà ñàï�èðà äèàìåòðîì
60 ìì è òîëùèíîé 5 ìì, à òàêæå ïîëèðîâàííîãî êðèñòàëëà ñàï�èðà ïðÿìîóãîëüíîé�îðìû ñ ðàçìåðàìè 0, 5 × 3 × 12 ñì. ÏÀÂ âîçáóæäàëèñü ñ ïîìîùüþ êëèíîîáðàç-íûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé, ïðè÷åì äëÿ êðèñòàëëà ñàï�èðà óãîë êëèíà ðàâíÿëñÿ 30o(ðèñóíîê 1).Â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêîé ïîäà-÷å íà ïðåîáðàçîâàòåëü ÏÀÂ çîíäèðóþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà, â êîòî-ðîì ÷àñòîòà äèñêðåòíî ìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå
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�èñóíîê 1 � Îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ äå�åêòîâ â ñàï�èðå ñ ïîìîùüþ êëèíîîáðàçíîãîïðåîáðàçîâàòåëÿ ÏÀÂ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè êîìïëåêñíîãî êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ S11 ýòîãî ïðåîá-ðàçîâàòåëÿ, ÏÀÂ è ïîñëåäóþùåå Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷åííîé ÷àñòîòíîé çà-âèñèìîñòè, ïî êîòîðîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ìåñòîïîëîæåíèå è âåëè÷èíó äå�åêòàïî àìïëèòóäå è çàäåðæêå îòðàæåííûõ îò íåãî ÏÀÂ. Ïðè÷åì äëèòåëüíîñòü çîíäè-ðóþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçìåðåíèåíà êàæäîé ÷àñòîòå âåäåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ, çà êîòîðîå ÏÀÂ ïðîõîäèò ðàññòîÿíèåáîëüøåå, ÷åì óäâîåííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåîáðàçîâàòåëåì è äå�åêòîì. ×àñòîòàçàïîëíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà �îðìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ öè�ðîâîãî ñèí-òåçàòîðà ÷àñòîòû ñ äèñêðåòíîñòüþ ïåðåñòðîéêè â 1 �ö äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòèèçìåðåíèÿ.Â êà÷åñòâå èçìåðèòåëÿ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçîâàëñÿ èçìåðèòåëüêîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ ïåðåäà÷è (ÈÊÊÏ) ¾Îáçîð-103¿. Çîíäèðóþùèé ýëåê-òðîìàãíèòíûé èìïóëüñ ñ ëèíåéíîé ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé è ñ äèñêðåòíîñòüþ ïå-ðåñòðîéêè ÷àñòîòû â 1 �ö îò ýòîãî ïðèáîðà ïîäàåòñÿ íà êëèíîâèäíûé ïðåîáðàçî-âàòåëü ÏÀÂ, êîòîðûé èõ âîçáóæäàåò â êðèñòàëëå ñàï�èðà, íà êîòîðîì ìîãóò áûòüäå�åêòû, îò êîòîðûõ îòðàæàþòñÿ ÏÀÂ. Èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â äèàïàçîíå ÷à-ñòîò 1, 8 − 2, 3 Ì�ö. Â ýòîì äèàïàçîíå ÷àñòîò äëèíà ÏÀÂ áóäåò ìåíüøå òîëùèíûêðèñòàëëà ñàï�èðà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ÏÀÂ âäîëü ïîâåðõ-íîñòè êðèñòàëëà.Â äèàïàçîíå ÷àñòîò 119 − 123 Ì�ö ïîèñê äå�åêòîâ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàë-ëà ïðîèçâîäèëñÿ ïðè âîçáóæäåíèè ÏÀÂ ñ ïîìîùüþ îäíîíàïðàâëåííîãî ÂØÏ ñâíóòðåííèìè îòðàæàòåëÿìè, ðàñïîëîæåííîãî íà ïüåçîïîäëîæêå èç íèîáàòà ëèòèÿYX/128o � ñðåçà ÷åðåç òîíêèé ñëîé æèäêîñòè (ñïèðò, âîäà). Ýòî ïîçâîëÿåò âîç-áóæäàòü ÏÀÂ ñ äëèíîé 10−12 ìêì äëÿ âûÿâëåíèÿ ìåëêèõ äå�åêòîâ â èññëåäóåìîìîáðàçöå.ÏÀÂ âîçáóæäàëèñü ñ ïîìîùüþ êëèíîîáðàçíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé íà íèçêèõ÷àñòîòàõ (1, 8 − 2, 3 Ì�ö). Çîíäèðóþùèé ýëåêòðîìàãíèòíûé èìïóëüñ ñ ëèíåéíîé÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé è ñ äèñêðåòíîñòüþ ïåðåñòðîéêè ÷àñòîòû â 1 �ö îò ýòîãîïðèáîðà ïîäàåòñÿ íà êëèíîâèäíûé ïðåîáðàçîâàòåëü ÏÀÂ, êîòîðûé âîçáóæäàåò èõâ ìîíîêðèñòàëëå ñàï�èðà. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ äå�åêòîâ â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëà-ñòè îáðàçöà, íàáëþäàåòñÿ îòðàæåíèå îò íèõ ÷àñòè ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîé âîëíû.



Èññëåäîâàíèå ñîñòîÿíèÿ ïîâåðõíîñòè ïîäëîæåê èç ñàï�èðà 163Èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü â äèàïàçîíå ÷àñòîò 1, 8−2, 3 Ì�ö è 1, 95−2 Ì�ö. Èçìå-ðåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ðàçíûõ äëèòåëüíîñòÿõ èìïóëüñà ñ ëèíåéíîé ÷àñòîòíîé ìî-äóëÿöèåé: 0, 55 ñ, 1, 25 ñ è 24, 8 ñ. Ïðè ýòîì óðîâåíü øóìîâ ïðè íàèìåíüøåì âðåìå-íè ñîñòàâèë 40 äÁ, à ïðè íàèáîëüøåì � áîëåå 120 äÁ. Íà Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿõ÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðà S11 õîðîøî âèäíû îòðàæåííûå ÏÀÂ îò êðàåâêðèñòàëëà (ðèñóíîê 2).

�èñóíîê 2 � ×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü êëèíîîáðàçíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ íà øëè�îâàííîìäèñêå ñàï�èðàÈç ðèñóíêà 2 âèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàòåëü ý��åêòèâíî èçëó÷àåò ÏÀÂ â ðàéîíå2 Ì�ö. Íà ðèñóíêå âèäíà èçðåçàííîñòü À×Õ èç-çà îòðàæåíèé ÏÀÂ îò êðàÿ äèñêà.Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ýòîé À×Õ ïîçâîëÿåò óâèäåòü îòðàæåííûé èìïóëüñ âî âðå-ìåííîé îáëàñòè (ðèñóíêè 3, 4). Èç ýòèõ ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî îòðàæåííûé èìïóëüñäîñòàòî÷íî áëèçêî ðàñïîëàãàåòñÿ îò ñòðîáèðóþùåãî èìïóëüñà. Ïîýòîìó íåëüçÿñêàçàòü, ÷òî íåò îòðàæåíèé îò äå�åêòîâ íà êðèñòàëëå, òàê êàê ýòèõ èìïóëüñîâìîæåò áûòü íå âèäíî èç-çà áëèçîñòè ñòðîáèðóþùåãî èìïóëüñà. Êðîìå òîãî, äëèíàÏÀÂ çäåñü ðàâíà ïðèìåðíî 2 ìì, ÷òî íå ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü ìåëêèå äå�åêòû(ìåíåå 1 ìì).

�èñóíîê 3 � Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êëèíî-îáðàçíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ íà øëè�îâàí-íîì êðèñòàëëå ñàï�èðà äèàìåòðîì 60 ìì.Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè âðåìÿ t = 0, 2ti ìêñ �èñóíîê 4 � Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü êëèíî-îáðàçíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ íà ïîëèðîâàí-íîì ïðÿìîóãîëüíîì êðèñòàëëå ñàï�èðàÈç ýòèõ ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî îòðàæåííûé îò êðàÿ èìïóëüñ íàõîäèòñÿ äàëüøå îòñòðîáèðóþùåãî èìïóëüñà â ïðÿìîóãîëüíîì êðèñòàëëå ñàï�èðà, òàê êàê åãî äëèíà



164 Äíåïðîâñêèé Â. �., Êàðàïåòüÿí �.ß., Çîðèí Ä.À.âäâîå ïðåâûøàåò äèàìåòð êðóãëîãî øëè�îâàííîãî êðèñòàëëà. Îñòàëüíûå èìïóëü-ñû íà ýòèõ ðèñóíêàõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåîòðàæåíèÿìè îò êðàåâ êðèñòàëëîâ. Êðîìå òîãî,íàèáîëåå âåðîÿòíûå ìåëêèå äå�åêòû, ðàçìåðû êîòîðûõ ìíîãî ìåíüøå 1 ìì, êàêóæå îòìå÷àëîñü, íå áóäóò îáíàðóæåíû ýòèì ìåòîäîì, òàê êàê äëèíà ÏÀÂ â 2 ðàçàïðåâûøàåò ýòó âåëè÷èíó. Ïîýòîìó íàäî çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ÷àñòîòó ÏÀÂ. Èìå-þòñÿ ïðåîáðàçîâàòåëè ÏÀÂ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïüåçîïîäëîæêó èç YX/128o �ñðåçà íèîáàòà ëèòèÿ, íà ïîëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí îäíîíà-ïðàâëåííûé ÂØÏ [1℄. Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ìîæíî áóäåò âîçáóæ-äàòü è ïðèíèìàòü ÏÀÂ â ñàï�èðîâîé ïîäëîæêå ñ ïîëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ,÷òîáû îíè íå çàòóõàëè íà øåðîõîâàòîñòÿõ, òàê êàê áóäóò âîçáóæäàòüñÿ ÏÀÂ ñ ÷à-ñòîòîé 120 Ì�ö è äëèíîé âîëíû 35 ìêì. Âîçáóæäåíèå ÏÀÂ áóäåò ïðîèçâîäèòñÿ÷åðåç òîíêèé ñëîé æèäêîñòè ìåæäó ïüåçîïîäëîæêîé è ïîâåðõíîñòüþ ñàï�èðîâîéïîäëîæêè (ðèñ. 5).

�èñóíîê 5 � Âîçáóæäåíèå ÏÀÂ â êðèñòàëëå ñàï�èðà ñ ïîìîùüþ îäíîíàïðàâëåííîãîÂØÏÂ êà÷åñòâå æèäêîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ñïèðò-ðåêòè�èêàò. Òîëùèíà ñëîÿ æèäêî-ñòè áûëà íå áîëåå 2 ìêì.Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíà ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàòåëÿ ÏÀÂ â âèäåÂØÏ íà ïîäëîæêå íèîáàòà ëèòèÿ, êîãäà òàêîé ïðåîáðàçîâàòåëü íå êàñàåòñÿ (ïóíê-òèðíàÿ ëèíèÿ) è êàñàåòñÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïîëèðîâàííîãî êðèñòàëëà ñàï�èðà÷åðåç ñëîé æèäêîñòè. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà, êðèâûå èìåþò èçðåçàííûé âèä,÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâåííîì îòðàæåíèè ÏÀÂ êàê îò êðàÿ ïîäëîæêè íèî-áàòà ëèòèÿ, òàê è îò êðàÿ êðèñòàëëà ñàï�èðà, ïîñêîëüêó ïåðèîä èçðåçàííîñòè ïðèýòîì ìåíüøå, ÷åì ïðè îòðàæåíèè îò êðàÿ ïîäëîæêè íèîáàòà ëèòèÿ. Íà ðèñóíêå 7ïîêàçàíû âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ êàê Ôóðüå- ïðåîáðàçî-âàíèå ÷àñòîòíûõ. Èç ýòèõ çàâèñèìîñòåé õîðîøî âèäíî, ÷òî ÏÀÂ õîðîøî îòðàæà-þòñÿ îò êðàÿ ïîäëîæêè íèîáàòà ëèòèÿ (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è îò êðàÿ êðèñòàëëà(ñïëîøíàÿ êðèâàÿ). Íî òàêæå âèäíî, ÷òî èìåþòñÿ îòðàæåíèÿ ÏÀÂ ñ çàäåðæêîéáîëüøåé, ÷åì ïðè îòðàæåíèÿõ îò êðàÿ ïîäëîæêè èç íèîáàòà ëèòèÿ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÏÀÂ ïðîíèêàþò ÷åðåç ñëîé æèäêîñòè è ïðîõîäÿò â êðèñòàëëñàï�èðà, ãäå îíè îòðàæàþòñÿ îò åãî êðàÿ è ñíîâà âîçâðàùàþòñÿ íà ÂØÏ, ïðîõî-
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�èñóíîê 6 � ×àñòîòíûå çàâèñèìîñòè ïðåîá-ðàçîâàòåëÿ ÏÀÂ â âèäå ÂØÏ íà ïîäëîæ-êå íèîáàòà ëèòèÿ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ: ïðåîá-ðàçîâàòåëü ïðèæàò ê ñàï�èðó ÷åðåç ñëîéæèäêîñòè. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ: ïðåîáðàçî-âàòåëü áåç êðèñòàëëà ñàï�èðà (òî æå � íàðèñ. 7 è 8).

�èñóíîê 7 � Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ïðå-îáðàçîâàòåëÿ ÏÀÂ ñ îäíîíàïðàâëåííûìÂØÏ íà ïîëèðîâàííîì ïðÿìîóãîëüíîìêðèñòàëëå ñàï�èðà (âðåìÿ t = 32ti/1000ìêñ)

�èñóíîê 8 � Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàòåëÿ ÏÀÂ ñ îäíîíàïðàâëåííûì ÂØÏíà ïîëèðîâàííîì ïðÿìîóãîëüíîì êðèñòàëëå ñàï�èðà â óìåíüøåííîì ìàñøòàáåäÿ ñëîé æèäêîñòè. Âèäíî (ðèñóíîê 8), ÷òî èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå îòðàæåíèÿ,êîòîðûå âîçìîæíî ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿìè îò äå�åêòîâ êðèñòàëëà, òàê êàê äëè-íà ÏÀÂ íà ýòèõ ÷àñòîòàõ íå ïðåâûøàåò 35 ìêì. Ïîýòîìó îíè ìîãóò ý��åêòèâíîîòðàæàòüñÿ îò äå�åêòîâ ñ ðàçìåðàìè â íåñêîëüêî ìèêðîí.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êàðàïåòüÿí �.ß., Áàãäàñàðÿí Ñ.À., Áàãäàñàðÿí Í.Ñ. ¾Îäíîíàïðàâëåííûé ïðå-îáðàçîâàòåëü ïîâåðõíîñòíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí¿, ïàòåíò �Ô íà èçîáðåòåíèå� 2195069, ïðèîðèòåò 08.04.2002, ÁÈ � 35, 2002.Dneprovsky V.G.,Karapetyan G.Ya., Zorin D.A. Investigation of Sapphire WafersSurfa
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÎÍÍÛÕ Ê�ÈÂÛÕÄËß ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ�ÝËÅß�ÁÅÍÀ�À�ÊÀ�ÌÀÍÀÄîëãèõ Ò.Ô.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà çàäà÷à î ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè â ñëó÷àå êîíâåêöèè�ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà â öèëèíäðå ñ íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè è âðàùàþùèìèñÿâ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû îñíîâàíèÿìè, íà êîòîðûõ çàäàíà ðàçíîñòü òåìïåðàòóð. ×èñ-ëåííî èññëåäîâàíî êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ æèäêîñòèïðè èçìåíåíèè ÷èñëà �ýëåÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìå-òîäîì Íüþòîíà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé âûñîòûöèëèíäðà ê åãî ðàäèóñó è îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå ÷èñëà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.Ââåäåíèå. Çàäà÷à î êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà â ñëó÷àå, êîãäà îò-íîøåíèÿ âûñîòû öèëèíäðà ê ðàäèóñó ðàâíî åäèíèöå, èññëåäîâàíà â ðàáîòå [1℄.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ âçàìåí òðàäè-öèîííîãî ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòèèñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è â ñî÷å-òàíèè ñ äâèæåíèåì ïî ïàðàìåòðó (÷èñëó �ýëåÿ). Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îñíîâíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷å îòñóòñòâóþò. Îáû÷íî îñíîâíîé ðåæèì íàõîäÿò ÷èñëåííî, è çàòåì ðåøàþòçàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè, ëèíåàðèçîâàííóþ íà ïîëó÷åííîì ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà-÷è. Â ðàáîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî ãîðàçäî ý��åêòèâíåå ñòðîèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèåèñõîäíîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîìÍüþòîíà. Äîïîëíèòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî ïðè äâèæåíèèïî ïàðàìåòðó ëåãêî ñëåäèòü çà êà÷åñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ.Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè èçìåíåíèÿ êà÷åñòâåííîãîïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, âêëþ÷àÿ ðàññìàòðèâàåìóþ, ÷àñòî âûáðàòüäîñòàòî÷íî ñëîæíî.Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäàìè [1℄ ÷èñëåííî èññëåäîâàíà çàäà÷à î êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà äëÿ öèëèíäðîâ, ó êîòîðûõ îòíîøåíèÿ âûñîòû öèëèíäðà ê ðàäè-óñó 2h/R = 0.25 è 2h/R = 4. Â ñëó÷àå 2L/R = 4, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ,íà ïåðâûé âçãëÿä ðàçóìíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, êàê ñèììåòðèÿ ðåøåíèÿ, òî÷íåå ñîîò-âåòñòâóþùèé êîý��èöèåíò ñèììåòðèè, íå îïèñûâàåò êà÷åñòâåííûå ïåðåñòðîéêèðåøåíèÿ � ðåæèìàì òå÷åíèÿ ñ äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ âèõðÿìè îòâå÷àåò îäèí è òîòæå êîý��èöèåíò ñèììåòðèè.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîíâåêöèþ �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â öèëèíäðå, âäîëü îñè êîòîðîãî äåé-ñòâóåò ñèëà òÿæåñòè, ñ ïðåäïîëîæåíèåì âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè è ñòàöèîíàðíî-ñòè, â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä
v · ∇v − v2

r
kr +

uv

r
kϕ = −∇p− 1

Re
rot rotv +

Ra

PrRe2
θkz, (1)



Âû÷èñëåíèå áè�óðêàöèîííûõ êðèâûõ êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà 167
−v · kz + v · ∇θ =

1

PrRe
∆θ, div v = 0,

∆ =
1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

∂2

∂z2
, ∇ = kr

∂

∂r
+ kz

∂

∂z
, div v =

1

r

∂

∂r
ru+

∂w

∂z
,

rot(Ar, Aϕ, Az) =

(
1

r

∂Az
∂ϕ

− ∂Aϕ
∂z

)
kr +

(
∂Ar
∂z

− ∂Az
∂r

)
kϕ +

1

r

(
∂(rAϕ)

∂r
− ∂Ar

∂ϕ

)
kz.Íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà, êîòîðûå âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ïî âåëè÷èíå Ω (Ω = 1),íî ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, çàäàíû óñëîâèÿ ïðè-ëèïàíèÿ è òåìïåðàòóðà, à íà áîêîâûõ ñòåíêàõ öèëèíäðà � óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿè îòñóòñòâèå ïîòîêà òåïëà

u = w = 0, v = Ωr, θ = 0, z = h; (2)
u = w = 0, v = −Ωr, θ = 0, z = −h;
u = wr = 0, v = 0, θr = 0, r = 0;

u = w = 0, v = 0, θr = 0, r = R.Çäåñü v = (u, v, w) � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, θ � îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñíîéòåìïåðàòóðû T (0)(z), kr, kϕ, kz � îðòû öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, R,
h � ðàäèóñ è ïîëóâûñîòà öèëèíäðà.Â êà÷åñòâå ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðû T (0)(z) âûáðàíî ðàñïðåäåëåíèå

T (0)(z) =
T0(h− z)

2h
, T0 = 1, (3)ãäå T0 � òåìïåðàòóðà íèæíåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà.Òàêîé âûáîð ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðû ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ çàäà÷è v = 0,ïðè Ω = 0, T (0)(−h) = T0, T (0)(h) = 0. Òåìïåðàòóðà â îáëàñòè èìååò âèä

T (x, z) = T (0)(z) + θ(x, z). (4)Ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíûìè è áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè èìååò âèä
{v, p, T , r, z} = {R∗Ω∗v, R

2
∗Ω

2
∗ρ∗p∗, T∗T, R∗r, R∗z}, h∗ = hR∗,ãäå R∗ � ðàäèóñ öèëèíäðà, h∗ � ïîëóâûñîòà öèëèíäðà, ρ∗ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.×èñëà �åéíîëüäñà Re, Ïðàíäòëÿ Pr è �ýëåÿ Ra çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Re =
Ω∗R

2
∗

µ∗
, Ra =

g∗β∗T∗R
3
∗

δ∗µ∗
, Pr =

µ∗
δ∗
,ãäå g∗ � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, Ω∗, R∗, T∗ � âåëè÷èíû óãëîâîé ñêîðîñòè, ðàäè-óñà è ðàçíîñòè òåìïåðàòóð, δ∗ � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ, β∗ �òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü, µ∗ � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü.2. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿçàäà÷ó (1)�(3) ïðèâîäèì ê îïåðàòîðíîìó âèäó F (u, v, w, p, θ) = 0 � âàðèàöèîííîé�îðìå, êîòîðàÿ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà ìåòîäîì êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ (ïîäðîáíåå ñì. [1℄).
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DF (vk, pk, θk)(δv, δp, δθ) = F (vk, pk, θk), (v, p, θ)k+1 = (v, p, θ)k − (δv, δp, δθ),ãäå DF � ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå.×èñëåííîå ðåøåíèå îñóùåñòâëÿåì ñ ïîìîùüþ ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ [2℄. Çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ (u, v, w, p, θ)(r, z) = (u, v,−w, p,−θ)(r,−z)ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3), êîíòðîëèðóåì ïðè ïîìîùè êîý��èöèåíòà ñèììåòðèè�óíêöèè òîêà ψ

S =

∫

D+

Ψ dr dz

/∫

D−

Ψ dr dz, D± = {0 6 r 6 R, 0 6 z 6 ±h}.Îáåñïå÷åíèå âîçìîæíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî z = 0 ïðè âû÷èñëåíèÿõ îáåñ-ïå÷èâàëîñü âûáîðîì ñèììåòðè÷íîé êâàäðàòíîé ñåòêè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷¼òîâ,êîòîðûå ïðîâîäèëèñü ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå ïðåâûøàþùåé 10−9, çà-äàâàëîñü 1800 êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ. �àñ÷¼òû îñóùåñòâëÿëèñü ñ íåêî-òîðûì øàãîì ïî Ra, à âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû çàäàâàëèñü �èêñèðîâàííûìèRe = 90, Pr = 1.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû èçîëèíèè �óíêöèè òîêà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà �ýëåÿ
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�èñóíîê 1 � Èçîëèíèè �óíêöèè òîêà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Ra, 2h/R = 4Íà ðèñ. 2, 3 äàíû èçîëèíèè ñêîðîñòåé u(x, z), v(x, z) , w(x, z), �óíêöèè òî-êà ψ(x, z), òåìïåðàòóðû θ(x, z), àçèìóòàëüíîé êîìïîíåíòû âèõðÿ ñêîðîñòè ω(x, z)è äàâëåíèÿ p(x, z) äëÿ çíà÷åíèé ÷èñëà �ýëåÿ Ra = 8530 è Ra = 8640 â ñëó÷àå
2h/R = 4. Èìåííî íà èíòåðâàëå 8540 . Ra . 8640 ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñòðóêòó-ðû òå÷åíèÿ � ðåæèì ñ äâóìÿ âèõðÿìè òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ïåðåõîäèò â ðåæèìñ ÷åòûðüìÿ âèõðÿìè.
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�èñóíîê 2 � Èçîëèíèè õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ Ra = 8530, 2h/R = 4
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�èñóíîê 3 � Èçîëèíèè õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ Ra = 8640, 2h/R = 4Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò áåç ïîòåðè çåð-êàëüíîé ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå áè�óðêàöè-îííîé êðèâîé âûáèðàòü çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ñèììåòðèè îò ÷èñëà �ýëåÿ:
S = S(Ra), òî òàêîé ïåðåõîä ìåæäó ðåæèìàìè íå áóäåò íàáëþäàòüñÿ.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû èçîëèíèè ñêîðîñòåé u(x, z), v(x, z) , w(x, z), �óíêöèè òî-êà ψ(x, z), òåìïåðàòóðû θ(x, z), àçèìóòàëüíîé êîìïîíåíòû âèõðÿ ñêîðîñòè ω(x, z)è äàâëåíèÿ p(x, z) äëÿ çíà÷åíèé ÷èñëà �ýëåÿ Ra = 17000 â ñëó÷àå 2h/R = 0.25.Âïëîòü äî çíà÷åíèé Ra ≈ 18000 îñíîâíîé ðåæèì íå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòè, ÷òîíàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [3℄.
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�èñóíîê 4 � Èçîëèíèè õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ Ra = 8640, 2h/R = 0.25�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå áàçîâîé ÷àñòè òåõ. çàäàíèÿ213.01-11/2014-1 Ìèí. Îáð. Íàóêè �Ô, Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. �àñ÷åò ñòàöîíàðíûõ ðåæèìîâ êîíâåêöèè �ýëåÿ�Áåíàðà�Êàðìàíà // Òðóäû XVI Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðî-áëåìû ÌÑÑ¿, Ò. 1. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ÞÔÓ, 2012. Ñ. 99�103.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ-íà-Äîíó:Èçä. ÞÔÓ, 2008. 256 ñ.[3℄ Ìîëîä÷àíàÿ À.Â., Øèðÿåâà Å.Â. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíâåêöèè Áåíàðà�Êàðìàíà äëÿ òîíêèõ öèëèíäðîâ // Òðóäû XV Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñî-âðåìåííûå ïðîáëåìû ÌÑÑ¿, Ò. 2. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ÞÔÓ, 2011. Ñ. 176�180.Dolgikh T. F. Cal
ulation of bifur
ation 
urves for stationary problem of the Rayleigh�Benard�Karman 
onve
tion. The problem on the Rayleigh�Benard�Karman 
onve
tion in
ylinder is studied. Qualitative 
hange of stationary modes of �uid �ow is investigated. Tosolve the problem we use the �nite element method and the Newton method. The results of
al
ulations for di�erent relations height of the 
ylinder to its radius is presented.



ÂÛÂÎÄ Ï�ÓÆÈÍÍÛÕ ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ ÄËßÍÅÈÄÅÀËÜÍÎ�Î ÊÎÍÒÀÊÒÀ �ÀÇÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕÓÏ�Ó�ÈÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂ (Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ)Äîðîøåíêî Î.Â., �îëóá Ì.Â.Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè,Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÏðè âûâîäå çíà÷åíèé ìàòðèöû æåñòêîñòè äëÿ ïðóæèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îïè-ñûâàþùèõ ïîâðåæä¼ííûé èíòåð�åéñ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå, èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷èî ðàññåÿíèè ïëîñêèõ óïðóãèõ âîëí íà êðóãëîé èíòåð�åéñíîé òðåùèíå. Ïðè îòíîñèòåëü-íî ìàëûõ ðàçìåðàõ òðåùèí èëè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèåäëÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû, äàþùåå ïðîñòîé âèä ìàòðèöû æåñòêîñòè. Ïðåíåáðåãàÿ âçàèìî-äåéñòâèåì òðåùèí, ïîëíîå ðàññåÿííîå âîëíîâîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ïóò¼ì óñðåäíåíèÿ ïîàíñàìáëþ. Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òðåùèí è äëÿïðóæèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêî-ñòè, âûðàæàåìûå ÷åðåç óïðóãèå ìîäóëè ìàòåðèàëîâ è îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîâðåæä¼ííîé÷àñòè ê îáùåé ðàññìàòðèâàåìîé ïëîùàäè.1. Ââåäåíèå. Êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû â íàñòîÿùèé ìîìåíò øèðîêî èñïîëü-çóþòñÿ âñëåäñòâèå ëó÷øèõ ïî ñðàâíåíèþ îäíîðîäíûìè ìàòåðèàëàìè ñâîéñòâ, ÷òîäîñòèãàåòñÿ êîìáèíàöèåé ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðè íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëåêîíñòðóêöèé íåðåäêî èñïîëüçóþò óïðóãèå âîëíû, ïî àìïëèòóäàì êîòîðûõ ïîëó÷à-þò èí�îðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ñòðóêòóðû. Íàëè÷èå èíòåð�åéñîâ íå òîëüêî óñëîæ-íÿåò âîëíîâóþ êàðòèíó, íî è óâåëè÷èâàåò ðèñê îáðàçîâàíèÿ âíóòðåííèõ äå�åêòîâ.Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ èäåíòè�èêàöèè äå�åêòîâ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ ìåòîäà-ìè íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ è ìîíèòîðèíãà ñòðóêòóð íåîáõîäèìû ý��åêòèâíûåìàòåìàòè÷åñêèå è êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ ïîâðåæä¼ííûõêîíñòðóêöèé ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí. Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû XX âåêàòåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî ñòàëè àêòèâíî èññëåäîâàòüñÿ çàäà÷è ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí ÷åðåç èíòåð�åéñû ñ ïîâðåæäåíèÿìè, áûëè ðàññìîòðåíûðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ è îðèåíòàöèè ìèêðîòðåùèí [1℄.Áûëè òàêæå ñîçäàíû ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ïîâðåæäåííûõ èëè íåèäåàëüíûõ èí-òåð�åéñîâ, êîòîðûå âî ìíîãîì îïèðàþòñÿ íà ïîäõîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ñëó÷àÿèäåàëüíîãî êîíòàêòà: ïðóæèííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (Ï�Ó) èëè çàìåíà ïîâðå-æäåííîé çîíû âÿçêîóïðóãèì òîíêèì ñëîåì ñî ñâîéñòâàìè, îïðåäåëÿåìûìè ìèêðî-ñòðóêòóðîé çîíû íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà [2℄. Òàêîãî ðîäà ïîâðåæäåíèÿ ìîäåëèðó-þòñÿ êàê íàáîð òðåùèí èëè êàê ðàñïðåäåëåíèå ïÿòåí êîíòàêòà ìåæäó ñâîáîäíûìèîò íàïðÿæåíèé ïîâåðõíîñòÿìè [3℄. Âûâåäåííûå ðàíåå Ï�Ó ñ ÿâíî âûðàæåííûìèêîíñòàíòàìè ïîçâîëÿþò ý��åêòèâíî è ïðîñòî îïèñûâàòü ïðîõîæäåíèå óïðóãèõâîëí ÷åðåç çîíû ïîâðåæä¼ííîñòè â ïëîñêîì ñëó÷àå [4℄ è â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå äëÿçàäà÷ ñòàòèêè [5℄. Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ äëÿ Ï�Ó áûëè ïîëó÷åíû òîëüêîäëÿ ñëó÷àÿ êîíòàêòà îäèíàêîâûõ ìàòåðèàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî, íàñòîÿùàÿ ðàáîòàðàñøèðÿåò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè íà ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâäëÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, èñïîëüçóÿ ïîäõîä Áîñòð¼ìà�Âèêõåìà [6℄.



172 Äîðîøåíêî Î.Â., �îëóá Ì.Â.2. Ïðóæèííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.Äëÿ îïèñàíèÿ ðàññåÿíèÿ íà íåêîòîðîì ðàñïðåäåëåíèè òðåùèí ìîæíî ââåñòèýêâèâàëåíòíûå èì ïî äè�ðàêöèîííûì ñâîéñòâàì ïðóæèííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
τ 1 = τ 2 = κ

(
u1 − u2

)
, (1)ãäå κ � ìàòðèöà 3 × 3, äèàãîíàëüíàÿ â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, ñ æåñòêîñòÿìè, îïðå-äåëÿåìûìè ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëå-íèÿ òðåùèí è Ï�Ó. Èç ðàññìîòðåíèÿ ïàäàþùåé ïîä ïðÿìûì óãëîì ê èíòåð�åéñó�-âîëíû ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í ýëåìåíò κ33, àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü íàéäåíû êîì-ïîíåíòû κ11 = κ22, åñëè ðàññìîòðåòü S-âîëíû ñ ïîëÿðèçàöèåé θ = (0◦, 90◦). Äëÿâîëíîâîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì Ï�Ó â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

us =

{
ps
(
eik1

sz + R̂se
−ik1

sz
)
, z < 0,

psT̂se
ik2

sz, z > 0,

R̂−
s =

ics1k
s
1c
s
2k

s
2 + κs(c

s
1k

s
1 − cs2k

s
2)

ics1k
s
1c
s
2k

s
2 + κ(cs1k

s
1 + cs2k

s
2)
, T̂−

s =
2κsc

s
1k

s
1

ics1k
s
1c
s
2k

s
2 + κs(c

s
1k

s
1 + cs2k

s
2)
. (2)Èíäåêñ s = 1, 2 îáîçíà÷àåò ïàäåíèå � è S âîëí, j óêàçûâàåò íà ïîëóïðîñòðàíñòâî,ïðè ýòîì ksj � âîëíîâîå ÷èñëî, à c1j = µj + 2λj è c2j = µj âûðàæåíû ÷åðåç óïðóãèåìîäóëè λj è µj. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ κs íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïîëíûé êîý��èöèåíòïðîõîæäåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òðåùèí, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò ñêà÷-êà ñìåùåíèé íà îäèíî÷íîé òðåùèíå.3. �åøåíèå äëÿ îäèíî÷íîé êðóãîâîé òðåùèíû.Äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ, ðàññåÿííîãî êðóãîâîé òðåùèíîé, âûïîëíÿåòñÿïåðåõîä â öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùå-íèé â êàæäîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ j = 1, 2, çàïèñàííûå â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ ψi,óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâûì óðàâíåíèÿì

∇2ψ3,j + h2
jψ3,j = 0, ∇2ψi,j + k2

jψi,j = 0, i = 1, 2. (3)Çäåñü hj � âîëíîâîå ÷èñëî äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí (k1
j = hj), à kj äëÿ ïîïåðå÷íûõâîëí (k2

j = kj). Äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäîâ [8℄
ψ1(r, θ, z) =

2∑

l=1

∞∑

m=0

ψm1 (r, z)χl,m2 (θ) ψi(r, θ, z) =

2∑

l=1

∞∑

m=0

ψmi (r, z)χl,m1 (θ) i = 2, 3

χ1,m
2 (θ) = χ2,m

1 (θ) = sinmθ, χ1,m
1 (θ) = −χ2,m

2 (θ) = cosmθ.Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé â âîëíîâûå óðàâíåíèÿ è ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
ψmi,j(r, z) =

∞∫

0

Ψm
i,j(α)e−σi,j |z|Jm(αr)α, dα i = 1, 2, 3, (4)

σ3,j =
√
α2 − h2

j , ; σ1,j = σ2,j =
√
α2 − k2

j , Im σn > 0,Reσn 6 0.



Âûâîä ïðóæèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (òð¼õìåðíûé ñëó÷àé) 173Â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ â ñèëó ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàíêåëÿ ãîðàçäî óäîá-íåå èñïîëüçîâàòü umr ± umθ è τmrz ± τmθz [8℄, à ðàññåÿííîå ïîëå
wsc,lm(r, z) =





w
sc,lm
1 (r, z) =

∞∫
0

Jlm(αr)K l
1(α, z)Q

lm(α)αdα, z < 0

w
sc,lm
2 (r, z) =

∞∫
0

Jlm(αr)K l
2(α, z)Q

lm(α)αdα, z > 0
, (5)

Jml(αr) =




Jm+(−1)l(αr) 0 0
0 Jm−(−1)l(αr) 0)
0 0 Jm(αr)


 ,ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êîìïàêòíîì âèäå ÷åðåç ìàòðèöû �ðèíà K l

j(α, z) [7℄
K l
j(α, z) =




1

2
[Mj(α, z) −Nj(α, z)] −1

2
[Mj(α, z) +Nj(α, z)] (−1)lαPj(α, z)

−1

2
[Mj(α, z) +Nj(α, z)]

1

2
[Mj(α, z) −Nj(α, z)] −(−1)lαPj(α, z)

−(−1)lαSj(α, z) (−1)lαSj(α, z) Rj(α, z)


 .Âåêòîðû {Pj(α, z), 0, Rj(α, z)} è {Mj(α, z), 0, Sj(α, z)} � àíòèñèììåòðè÷íûå ðåøå-íèÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâ â ïëîñêîì ñëó÷àå, à {0, Nj(α, z), 0} � â àíòèïëîñêîì:

Mj(α, z) = (−1)j+1µjσ1,j

∆j

[
ηje1,j − 2α2e3,j

]
,

Sj(α, z) =
µ

2∆j

[ηje3,j − 2σ1,jσ3,je1,j ] , Pj(α, z) =
µ

2∆j

[2σ1,jσ3,je3,j − ηje1,j ] ,

Rj(α, z) = (−1)j
µσ1,j

∆j

[
−ηje1,j + 2α2e3,j

]
, Nj(α, z) =

(−1)j

σ1,j

e1,j ,

ek,j = e−σk,j |z| ηj = 2α2 − kj
2 ∆j = µj[(2α

2 − kj
2)2 − 4α2σ1,jσ3,j ]�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ {τ lmrz , τθz, τ lmzz }

∣∣
z=0

= {q1, q2, q3} òàêæå ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû
qlm(r) =

{
τ lmrz (r, 0) + τ lmθz (r, 0), τ lmrz (r, 0) − τ lmθz (r, 0), τ lmzz (r, 0)

}
,

Qlm(α) =

∞∫

0

Jlm(αr)qlm(r)r dr,Ïîäñòàíîâêà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ íàïðÿæåíèé â ðàññåÿííîì ïî-ëå τ sc,lm ïðèâîäèò ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
∞∫

0

Jlm(αr)Ll(α)∆Wlm(α)α dα = −ics1k
s
1(1−R−

s )w̃lm
s , Ll(α) = [K l

1(α, 0)−K l
2(α, 0)]−1,ãäå êîìïîíåíòû ñêà÷êà ñìåùåíèé wlm(r) = w

sc,lm
1 (r, 0−) − w

sc,lm
2 (r, 0+) îòûñêèâà-þòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïðèñîåäèíåííûì ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà [8℄:

∆wlmk (r, θ) =

∞∑

t=0

βlmkt ψ
m
kt(r)χ

lm(θ), (6)
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ψm(3/2±1/2)t(r) =

Pm±1
m+2t+1±1

(√
1 − r2/a2

)

Pm
m+2t+1±1(0)

, ψm3t(r) =
Pm
m+2t+1

(√
1 − r2/a2

)

Pm+1
m+2t+1(0)

.Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñõåìû �àëåðêèíà ïîëó÷èëè ñèñòå-ìó óðàâíåíèé, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ:
3∑

k=0

∞∑

t=0

βlmkt

∞∫

0

LlikΨ
ml
kt (αa)Ψ

ml
jt′ (αa)α

2dα = −fw̃si

a∫

0

ψjt′(r)rdrãäå f = −ics1k
s
1(1 − R−

s ), i = 1, 2, 3, j = 2, 1, 3 (ïðè l = 1), j = 1, 2, 3 (ïðè l = 2).Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ îò áàçèñíûõ �óíêöèé äàåò �óíêöèè Áåññåëÿ,ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ ïàäàþùåé �-âîëíû 
 âåêòîðîì w̃1 = (0, 0, 1), (l = 1, m = 0).4. �àñïðåäåëåíèå òðåùèí.Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òðåùèí C = Sdam/Stotal òàêæåçàäàåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîâðåæäåííîé (îòñëîèâøåéñÿ) îáëàñòè Sdam èëèñóììàðíîé ïëîùàäè òðåùèí ê îáùåé ðàññìàòðèâàåìîé ïëîùàäè Stotal. Ïðè îòíîñè-òåëüíî ìàëûõ ðàçìåðàõ òðåùèí èëè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî àñèìï-òîòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîçâîëÿþùåå âûðàçèòü ïîëíûé êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ÷åðåç ñêà÷îê ïåðåìåùåíèÿ íà îäèíî÷íîé òðåùèíå, ïîëó÷åííûé âûøå. �àññìàòðè-âàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äå�åêòû îäèíàêîâû ïî ðàçìåðó è ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíûìîáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó íèìè ïðåíåáðåæ¼ì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññåÿí-íîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ çíà÷åíèå, êîòîðîå âäàëè îò ãðàíèöïîëóïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí. Çàòåì ê ïîëÿì uiny è uscy ïðè-ìåíÿåòñÿ òåîðåìà Áåòòè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêóíåíóëåâîé âêëàä â èíòåãðàëû äàþò ëèøü äâà ñëàãàåìûõ, òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèéïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä:
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s )Cps · v̄s, P+
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2

.Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ T̂s è T̃s, ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ äëÿæåñòêîñòè
κ =

2i

Cps · v̄s ·
c1sk

1
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1
s + c2sk
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s

= − 9g−1
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.
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ondition the diagonal elements of sti�ness matrix are derived.



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ�ÀÇÄÅËÅÍÈß ÑÌÅÑÈ ÂÅÙÅÑÒÂ ÌÅÒÎÄÎÌÊÀÏÈËËß�ÍÎ�Î ÇÎÍÀËÜÍÎ�Î ÝËÅÊÒ�ÎÔÎ�ÅÇÀÅëàåâà Ì.Ñ.Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò ïðè Ïðàâèòåëüñòâå �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè, Ìîñêâà�àññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êàïèëëÿðíîãî çîíàëüíîãî ýëåêòðî�îðåçà, êîòî-ðàÿ â áåçäè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó êâàçèëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òèï ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü êàê ãè-ïåðáîëè÷åñêèì, òàê è ýëëèïòè÷åñêèì, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ñ ïîìîùüþîáîáùåííîãî ìåòîäà ãîäîãðà�à ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è â �îðìå íåëèíåéíîéñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû â ãèïåðáîëè-÷åñêîì è ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çîíàëüíîãî ýëåêòðî�îðåçàêîíñòðóèðóåòñÿ íà îñíîâå îáùèõ óðàâíåíèé ìàññîïåðåíîñà âåùåñòâ ýëåêòðè÷åñêèìïîëåì â õèìè÷åñêè àêòèâíîé ñðåäå 
 ¾ïî÷òè ìãíîâåííûìè¿ õèìè÷åñêèìè ðåàêöè-ÿìè [1, 2℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ñìåñü ñîñòîèò èç äâóõ ãðóïïâåùåñòâ: áó�åðíîé ñìåñè è âåùåñòâ, ïîäëåæàùèõ �ðàêöèîíèðîâàíèþ. Êîíöåí-òðàöèè ðàçäåëÿåìûõ âåùåñòâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîíöåíòðàöèÿìèâåùåñòâ áó�åðíîé ñìåñè, íî îíè âëèÿþò íà ïðîâîäèìîñòü âñåé ñìåñè â öåëîì.Ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ãðóïïà ðàçäåëÿåìûõ âåùåñòâ ïå-ðåìåùàåòñÿ â áó�åðíîé ñìåñè è, â òå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè, îáðàçóåò çîíû,ñîäåðæàùèå òîëüêî ÷èñòûå âåùåñòâà. Óïðîùåííàÿ ìîäåëü çîíàëüíîãî ýëåêòðî�î-ðåçà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä
∂ak
∂t

+ div ik = 0, ik = −εγk∇ak + γkek(ψ)akE, k = 1, . . . , n (1)
j = σE, div j = 0, σ/σ0 = 1 +

n∑

k=1

αkak.Çäåñü ak, ik � ìîëÿðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ è ïëîòíîñòü ìîëÿðíîãî ïîòîêà; E � íà-ïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; ek(ψ) � ìîëÿðíûé çàðÿä êîìïîíåí-òû ïðè çàäàííîé êèñëîòíîñòè ñìåñè ψ; j � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà; ε �õàðàêòåðíûé êîý��èöèåíò äè��óçèè; γk � ïîäâèæíîñòü êîìïîíåíòû â ýëåêòðè-÷åñêîì ïîëå; σ � ïðîâîäèìîñòü ñìåñè; αk � êîý��èöèåíò âëèÿíèÿ êîíöåíòðàöèè
ak íà ïðîâîäèìîñòü ñìåñè.Íà îñíîâå ìîäåëè (1) ñòðîèòñÿ ìîäåëü êàïèëëÿðíîãî çîíàëüíîãî ýëåêòðî�îðå-çà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé, ïîñêîëüêó ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ ïðîòåêàåò â òîí-êîì äëèííîì êàïèëëÿðå. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷å-ñêîãî òîêà ïîñòîÿííàÿ è äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà. Ýòî ïîçâîëèò ïðåíåáðå÷ü



Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàçäåëåíèÿ ñìåñè âåùåñòâ 177ý��åêòàìè äè��óçèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó êâàçèëèíåé-íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
∂uk
∂t

+
∂

∂x

(
µkuk
1 + s

)
= 0, s =

n∑

i=1

ui, k = 1, . . . , n. (2)Çäåñü uk = αkak � ¾ý��åêòèâíûå¿ êîíöåíòðàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê ïîëî-æèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè, íî âåëè÷èíà 1 + s > 0, µk � ýëåêòðî�îðåòè-÷åñêèå ïîäâèæíîñòè.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â èíâàðèàíòàõ �èìàíà
∂Rk

∂t
+ λk(R)

∂Rk

∂x
= 0, λk(R) = Rk

n∏

i=1

Ri

µi
, k = 1, . . . , n. (3)Ñâÿçü uk = uk(R) äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

us =
n∏

k=1

µk

n∏

k=1

(µs − Rk)

(
µs

n∏

k=1

Rk

n∏

k=1,k 6=s
(µs − µk)

)−1

.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé çàâèñèìîñòè Rk = Rk(u) ñëåäóåò íàéòè êîðíè õàðàê-òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà L(R)

L(R) ≡
n∏

k=1

(µk −R) −R

n∑

j=1

uj

n∏

k=1,k 6=j
(µk −R).Òèï ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) (èëè (3)) ïðè uk > 0 ãèïåðáîëè÷åñêèé. Îäíàêî,êîíöåíòðàöèè uk ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè, ÷òîìîæåò ïîâëå÷ü èçìåíåíèå òèïà êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äâóõ-êîìïîíåíòíîé ñìåñè ïðè F (u1, u2) > 0, 1 + s > 0 òèï ñèñòåìû � ãèïåðáîëè÷åñêèé,à â îáëàñòè F (u1, u2) < 0 òèï ñèñòåìû � ýëëèïòè÷åñêèé, ãäå

F (u1, u2) ≡ (µ1 + µ2 + u1µ2 + u2µ1)
2 − 4(1 + s)µ1µ2.2. Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìåòîäà ãîäîãðà�à â ãèïåðáîëè÷åñêîìñëó÷àå. �àññìîòðèì äâóõêîìïîíåíòíóþ ñìåñü âåùåñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìàóðàâíåíèé (2), äîïîëíåííàÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè, èìååò âèä

∂u1

∂t
+

∂

∂x

(
µ1u1

1 + s

)
= 0,

∂u2

∂t
+

∂

∂x

(
µ2u2

1 + s

)
= 0, s = u1 + u2, (4)

u1|t=0 = u0
2H(x), u2|t=0 = u0

2H(x), H(x) =
1 + thβx

2
.Çäåñü u0

k � çàäàííûå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò, H � ¾íåïðåðûâíûé àíàëîã¿ �óíê-öèè Õåâèñàéäà, β � ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ.Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t → µ1µ2t è çàïèøåì ñèñòåìó (4) â òåðìèíàõèíâàðèàíòîâ �èìàíà
∂Ri

∂t
+RiR1R2

∂Ri

∂x
= 0, Ri

∣∣
t=0

= Ri(x), i = 1, 2, (5)



178 Åëàåâà Ì.Ñ.ãäå R1(x), R2(x) � ãëàäêèå �óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
(1 + s0H(x))R2 − (r0H(x) + (µ1 + µ2))R + µ1µ2 = 0, (6)

s0 = u0
1 + u0

2, r0 = u0
1µ2 + u0

2µ1.Îáîáùåííûé ìåòîä ãîäîãðà�à ïðèìåíèì êî ìíîãèì òàê íàçûâàåìûì îäíîìåð-íûì ñèñòåìàì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà [4�6℄. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó ðåøåíèåäèàãîíàëüíîé ïîëóãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû âèäà (5), îïðå-äåëÿåòñÿ ðåøåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
wi(R) = x− λi(R)t,ãäå wi(R) � îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��è-öèåíòàìè

∂kwi(R) =
wk(R) − wi(R)

λk(R) − λi(R)
∂kλi(R), i 6= k.Óêàçàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå çàäà÷è (5) â âèäå íåëèíåéíîéñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x− λit = λi
∂H

∂Ri
, λi = RiR1R2, H(R1, R2) =

A(R1) −A(R2)

R2 −R1
, (7)

A(R) =
s0R − r0
2βµ1µ2

{H(R) lnH(R) + (1 −H(R)) ln(1 −H(R))} .Ñèñòåìó (7) íåîáõîäèìî ðåøèòü ÷èñëåííî. Â [7℄ áûëî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷å-ñêîå ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíà â ñëó÷àå n = 2. Ñðàâíèì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåçàäà÷è î ðàñïàäå íà÷àëüíîãî ðàçðûâà è ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ñãëàæåííîãîíà÷àëüíîãî ðàçðûâà. Åñòåñòâåííî, ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî êà÷åñòâåííîå ñðàâíå-íèå ðåçóëüòàòîâ, òàê êàê ðåøàþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå çàäà÷è. Äëÿ çàäà÷èñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ðàçðûâîì ïîâåäåíèå ñèëüíîãî ðàçðûâà îïèñûâàåòñÿ ñîîò-íîøåíèåì �ýíêèíà��þãîíèî, à â èññëåäóåìîé çàäà÷å (4) (èëè (5)) òàêèå óñëîâèÿíå çàäàþòñÿ.�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1, ãäåâèäíî äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèé. Ñïëîøíûå ëèíèè îòâå÷àþò ðàñ-ïàäó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ðàçðûâà, à ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò ðåøåíèå çà-äà÷è (4) è (5). Ñèìâîëàìè ¾s¿, ¾r¿ íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíû óäàðíûå âîëíû è âîëíûðàçðåæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, à ñòðåëêàìè óêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïðî�è-ëåé �óíêöèé Rk(x, t), uk(x, t).3. Ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìåòîäà ãîäîãðà�à â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó-÷àå. Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷íîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) (èëè (5)) ðåçóëüòàòû, ïîëó-÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáîáùåííîãî ãîäîãðà�à, òàêæå ïðèìåíèìû.Íà÷àëüíûå äàííûå (u0
1, u

0
2) = ((µ1 − µ2)/µ2, (µ2 − µ1)/µ1) âûáåðåì òàê, ÷òîïðè x < x0 = − ln 3/(2β) îíè ëåæàò â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè, à ïðè x > x0 �â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè. Ïðè ýòîì â �îðìóëàõ (7) s0 = (µ2 − µ1)

2/(µ1µ2), r0 = 0.Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ R1,2 = c(x, t) ∓
√
θ(x, t), ïîçâîëÿþùóþ ñëåäèòüçà èçìåíåíèåì òèïà ñèñòåìû â ïðîöåññå ýâîëþöèè ðåøåíèÿ. Ïðè θ > 0 èìååì ñè-ñòåìó ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà è âåùåñòâåííûå èíâàðèàíòû �èìàíà, à ïðè θ < 0
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�èñóíîê 1 � Ïîâåäåíèå ñãëàæåííûõ ðàçðûâîâ Ri(x, t) è ui(x, t) ïðè t1 = 0.0037, t2 = 0.002,
µ1 = 1, µ2 = 15, u0

1 = −0.6633, u0
2 = 0.0204, x1 = 1, x2 = 4, |β| = 10ñèñòåìà èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå èíâàðèàíòû �èìà-íà. Àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà ãîäîãðà�à (7) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

Hc + 2cHθ = −2t, −x = (c2 − θ)2Hθ, H =
A(c−

√
θ) − A(c+

√
θ)

2
√
θ

. (8)�åàëèçîâàí äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (8)ïðè x = 
onst èëè t = 
onst. Ïóñòü x �èêñèðîâàíî. Äè��åðåíöèðóÿ ïî t âûðàæå-íèå (8), ïîëó÷èì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
a11c

′ + a12θ
′ = 0, a21c

′ + a22θ
′ = −2, c

∣∣
t=0

= c(x, 0), θ
∣∣
t=0

= θ(x, 0), (9)
a11 = (c2 − θ)a22 − 2ca12, a12 = (c2 − θ)Hθθ − 2Hθ,

a21 = Hcc + 2cHθc + 2Hθ, a22 = Hθc + 2cHθθ, ( )′ = d/dt.Íà÷àëüíûå äàííûå îïðåäåëÿþòñÿ èç (5), (6).Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè �èêñèðî-âàííîì t

a11(c, θ)
dc

dx
+ a12(c, θ)

dθ

dx
= − 1

c2 − θ
, a21(c, θ)

dc

dx
+ a22(c, θ)

dθ

dx
= 0,

c
∣∣
x=x∗

= c(x∗, t), θ
∣∣
x=x∗

= θ(x∗, t),ãäå �óíêöèè c(x∗, t), θ(x∗, t) ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ðåøåíèåì çàäà÷è (9) â òî÷êå
(x∗, t).Íà ðèñóíêå 2 (ñëåâà) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è (9) äëÿ òî-÷åê x = x1 = 0.024 è äëÿ x = x2 = 0.025. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t ≈ 0.0161 ïîâåäåíèå�óíêöèé c(x1, t), θ(x1, t) è c(x2, t), θ(x2, t) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ äðóã îò äðóãà, òîåñòü â òî÷êå x ≈ 0.024595 â ìîìåíò t ≈ 0.0161 ïðîèñõîäèò ¾îïðîêèäûâàíèå¿ ïðî-�èëÿ äâèæóùåéñÿ âîëíû. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âåòâè �óíêöèé c(x, t), θ(x, t)ïðè t < 0.0161 è t > 0.0161 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì. Íà ðèñóíêå 2(ñïðàâà) ïîêàçàíî äâèæåíèå âîëí ïðè t = 0, 0.008, 0.016, òî åñòü äî ìîìåíòà îïðî-êèäûâàíèÿ, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè óðàâíåíèé (ïðè θ < 0).
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ÂÛÏÓ×ÈÂÀÍÈÅ ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉ Ê�Ó�ËÎÉ ÏËÈÒÛÑ Ï�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÎ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÛÌ ÑËÎÅÌÅðåìååâ Â.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèðàâíîìåðíî ñæàòîé äâóõñëîéíîé êðóãëîé ïëàñòèíêè, íèæíèé ñëîé êîòîðîé ïðåäâàðè-òåëüíî ñæàò èëè ðàñòÿíóò. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçîâàíà ìîäåëü íåñæè-ìàåìîãî íåîãóêîâà ìàòåðèàëà (ìîäåëü Òðåëîàðà). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèæíèé ñëîé ïîä-âåðãíóò ðàäèàëüíîìó ðàñòÿæåíèþ èëè ñæàòèþ, òàê ÷òî â íåì ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûåäå�îðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ. Äàëåå äâóõñëîéíàÿ ïëàñòèíêà ïîäâåðãàåòñÿ ðàâíîìåðíîìóñæàòèþ. Óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèíêè èçó÷àåòñÿ íà îñíîâå íåëèíåéíîé òðåõìåðíîé òåîðèèóïðóãîñòè ñòàòè÷åñêèì ìåòîäîì Ýéëåðà, ñîñòîÿùèì â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ äå�îð-ìàöèè, ïðè êîòîðûõ ëèíåàðèçîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.Ñîñòàâëåíû òðåõìåðíûå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàæäîãî ñëîÿ. Ìå-òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèåäëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé. Ïðîâåäåí àíàëèç çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãîóñèëèÿ îò íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè è æåñòêîñòè ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãî ñëîÿ.1. Ââåäåíèå. Ïðè îïèñàíèè äå�îðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ òåë çà÷àñòóþ áû-âàþò ñèòóàöèè, êîãäà íåâîçìîæíî âûáðàòü åäèíóþ äëÿ âñåõ òî÷åê òåëà îòñ÷åòíóþêîí�èãóðàöèþ òàê, ÷òîáû îíà áûëà íåíàïðÿæåííîé äëÿ âñåãî òåëà. Ïðèìåðàìèòàêèõ ñèòóàöèé ÿâëÿþòñÿ òåëà ñ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûìè âêëþ÷åíèÿìè,êîòîðûå ñîçäàþò íåñîâìåñòíûå (ðàçðûâíûå) äå�îðìàöèè. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿ-æåííûå âêëþ÷åíèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ñîåäèíåíèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèéñ íàòÿãîì, â êîíñòðóêöèÿõ ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè, îáóñëîâëåííûìè ïëàñòè-÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè, íåðàâíîìåðíûì íàãðåâîì, �àçîâûìè ïåðåõîäàìè, íàïû-ëåíèåì ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ è äðóãèìè �àêòîðàìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ çà îòñ÷åòíóþêîí�èãóðàöèþ ñëåäóåò ïðèíèìàòü òàêóþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé (íåíà-ïðÿæåííîé) äëÿ îäíèõ ÷àñòåé òåëà è íàïðÿæåííîé äëÿ äðóãèõ ÷àñòåé.2. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðó-ãîñòè ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè çàïè-ñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [1℄
∇ · D = 0, D = D(C), (1)ãäå ∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà â îò÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, D � òåíçîð íàïðÿæåíèéÏèîëû, C � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè.Òåíçîðû D è C çàâèñÿò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè. Ïóñòü ìûèìååì äâå îòñ÷åòíûå êîí�èãóðàöèè κ è κ′, à C (κ → χ,) è C′ (κ′ → χ) � ñîîò-âåòñòâóþùèå èì ãðàäèåíòû äå�îðìàöèè, îòâå÷àþùèå îäíîé òåêóùåé êîí�èãóðà-öèè χ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàäèåíòà äå�îðìàöèèïðè èçìåíåíèè îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè: C = P·C′, ãäå P� ãðàäèåíò äå�îðìàöèèïðè ïåðåõîäå îò îäíîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ê äðóãîé: P : κ→ κ′.
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ûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ Ïèîëû â ðàçíûõ îòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöè-ÿõ
D = (detC)C−1 · T, D′ = (det C′)C′−1 · T,ãäå T � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè, ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó D è D′:

D′ = (detP)−1P ·D. (2)Äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëèòåëè ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè â ðàçíûõîòñ÷åòíûõ êîí�èãóðàöèÿõ è ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè ïåðåõîäà ðàâíû åäèíèöå:
detC = det C′ = detP = 1.Â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðèìåì ìîäåëü íåñæèìàåìîãî íåîãóêîâñêîãîìàòåðèàëà. Äëÿ íåãî óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèèW è òåíçîð íà-ïðÿæåíèé Ïèîëû îòíîñèòåëüíî íåíàïðÿæåíèé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè çàäàþòñÿñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè

W =
µ

2

[
tr(C ·CT ) − 3

]
, D = µC − pC−T ,ãäå µ� ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, èãðàþùèé ðîëü ìîäóëÿ ñäâèãà, p� äàâëåíèå â íåñæè-ìàåì òåëå, íå âûðàæàåìîå ÷åðåç äå�îðìàöèþ.Ñîãëàñíî (2) òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà îòíîñè-òåëüíî ïðåäíàïðÿæåííîé îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè èìååò âèä

D′ = µ1P
T · P · C′ − p′C′−T .Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèèíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [1℄. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà èçâåñòíîå íàïðÿæåí-íîå ñîñòîÿíèå òåëà, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåâîçìóùåííûì, íàêëàäûâàåòñÿ ìàëàÿäå�îðìàöèÿ, äàëåå ðàçûñêèâàþòñÿ òàêèå ïàðàìåòðû íàãðóæåíèÿ, ïðè êîòîðûõëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. �àññìîòðèì âîçìó-ùåíèÿ âèäà R = R0 + ηw, D = D0 + ηḊ + . . . ,

Ḋ =
d

dη
D(C + η∇w)

∣∣∣∣
η=0

,ãäå η � ìàëûé ïàðàìåòð, íèæíèé èíäåêñ ¾0¿ îòíîñèòñÿ ê íåâîçìóùåííîìó ñîñòîÿ-íèþ, R � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷åê òåëà â âîçìóùåííîì äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè,
w � âåêòîð ìàëûõ äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â íåëè-íåéíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, óäåðæèâàÿ ÷ëåíû òîëüêî ïåð-âîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà η, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ êðàåâóþçàäà÷ó äëÿ âåêòîð-�óíêöèè w.Äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìåþòâèä [2℄

Ḋ = µ∇w − ṗC−T + pC−T · ∇w · C−T . (3)Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ Ḋ′:
Ḋ′ = µ1A · ∇w − ṗC−T + p′C−T · ∇w · C−T , A = PT ·P. (4)
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tr(C−1 · ∇w) = 0. (5)Òàêèì îáðàçîì, ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãîòåëà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (1), â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ëèíåàðèçîâàí-íûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (3) èëè (4), ëèíåàðèçîâàííîå óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (5),äîïîëíåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå çäåñü íå ïðè-âîäÿòñÿ.3. Óñòîé÷èâîñòü êðóãëîé äâóõñëîéíîé ïëèòû. �àññìîòðèì ïîëó÷åííûåóðàâíåíèÿ â ñëó÷àå êðóãëîé äâóõñëîéíîé ïëèòû ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì, ÷òî íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ äåéñòâóþò â íèæíåìñëîå Ïóñòü ïëèòà ðàäèóñà a èìååò òîëùèíó H , âåðõíèé ñëîé èìååò òîëùèíó h1, àíèæíèé � h2, H = h1+h2. Íèæíèé ñëîé ðàâíîìåðíî ðàñòÿíóò â α ðàç. �àññìîòðèìîñåñèììåòðè÷íóþ äå�îðìàöèþ ïëèòû, òàê ÷òî èìååì ñîîòíîøåíèÿ:

C = C′ = λerer + λeφeφ + λ−2ezez, A = PT ·P = α2erer + α2eφeφ + α−4ezez,ãäå r, φ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, er, eφ, ez � ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäè-íàòíûå îðòû, λ � ïàðàìåòð äå�îðìàöèè.
H

a
h

1

h
2

z

�èñóíîê 1 � Êðóãëàÿ äâóõñëîéíàÿ ïëàñòèíêàÍà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ïëîñêîå ñîñòîÿíèå ïëèòû îïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìè
Dr = Dφ = µλ− pλ−1, Dz = µλ−2 − pλ2,

D′
r = D′

φ = µ1λα
2 − p′λ−1, D′

z = µ1λ
−2α−4 − p′λ2,ãäå

p =
µ

λ4
, p′ =

µ1

λ4α4
.Áóäåì ðàçûñêèâàòü îñåñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è â �îð-ìå

w = u(r, z)er + w(r, z)ez,

u(r, z) = Un(z)J1(knr), w(r, z) = Wn(z)J0(knr), ṗ(r, z) = Pn(z)J0(knr),ãäå J0 è J1 �óíêöèè Áåññåëÿ, kn = γn

a
, γn � n-é êîðåíü óðàâíåíèÿ J1(γ) = 0.�ðàíè÷íûå è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñëîåâ äàþòñÿ �îðìóëàìè

r = a : u(a, z) = 0, er · Ḋ · ez = 0;
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z = −h2 : Ḋ′

zs = 0;

z = 0 : Ḋ′
zs = Ḋzs, u′ = u, w′ = w;

z = h1 : Ḋzs = 0, s = r, z.Ïîëó÷åíû ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ, âûðàæåí-íûå â òåðìèíàõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé Un(z), Wn(z), Pn(z), êîòîðûå çäåñü íå ïðè-âîäÿòñÿ â ñèëó íåäîñòàòêà ìåñòà.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåíà îäíî-ñëîéíàÿ ïëàñòèíêà. Äëÿ ñîîòíîøåíèÿ γ1h/a = 1 ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîéäå�îðìàöèè λ = 0.944 ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì êðèòè÷åñêîé äå�îðìàöèè èç [2℄.Äàëåå, âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ γ1 = 3.8317, a = 3.8317. Ïîä êðèòè÷åñêèìóñèëèåì ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà
N =

∫ h1

−h2

Drdx3

H

�èñóíîê 2 � Êðèòè÷åñêîå óñèëèå â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ïëàñòèíêè HÍà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ îò îá-ùåé òîëùèíû ïëàñòèíêè H ïðè h2 = h1, µ = µ1 = 1 è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè α íèæíåãî ñëîÿ. Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíà çàâè-ñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ îò ìîäóëÿ ñäâèãà íèæíåãî ñëîÿ ïðè �èêñèðîâàííîéòîëùèíå ïëèòû h2 = h1 = 0.5, ïðè µ = 1 è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðàíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè α.Èç ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ íà ðèñóíêàõ 2 è 3 âèäíî, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíî ðàñòÿ-íóòûé íèæíèé ñëîé ïîâûøàåò óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèíêè. Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíî,÷òî ïðè ðîñòå ìîäóëÿ ñäâèãà íèæíåãî ñëîÿ µ1 óâåëè÷èâàåòñÿ âåëè÷èíà ñæèìàþ-ùåãî óñèëèÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
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�èñóíîê 3 � Êðèòè÷åñêîå óñèëèå â çàâèñèìîñòè îò ìîäóëÿ ñäâèãà íèæíåãî ñëîÿ µ1Àâòîð áëàãîäàðèò Ë.Ì.Çóáîâà çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ñòàòüè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1990. 512 ñ.[2℄ Çóáîâ Ë.Ì. Âûïó÷èâàíèå ïëàñòèíîê èç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ïðè à��èííîéíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè // ÏÌÌ. 1970. Ò. 34. Âûï. 4. Ñ. 632�642.Eremeev V.V. Bu
kling of a two-layered 
ir
ular plate with initially prestressed layer .Within the framework of nonlinear elasti
ity we analyze instability of a uniformly 
ompressed
ir
ular two-layered plate with initially 
ompressed or stret
hed layer. As a 
onstitutiverelation of material we use the in
ompressible neo-Hookean model. We assume that the bottomlayer is subje
ted by radial tension or 
ompression. As a result in this layer there are initialstrains and stresses. The two-layered plate is subje
ted by uniform 
ompression. The stabilityof the plate we study with the use the stati
 Euler's method. It 
onsists of in determination ofloading parameters for whi
h the linearized boundary-value problem has non-trivial solutions.We derive the three-dimensional linearized equilibrium equations for ea
h layer. The solutionsof the latter equations are obtained with the help Fourier method. The equation for 
riti
alstrains is derived. We present analysis of dependen
e of 
riti
al stress resultant on the initialstrains and sti�ness parameters.



ÌÅÒÎÄ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÇÀÄÀ×ÀÕ ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÎÍÊÈÕ ÁÀËÎÊÆàìàêî÷ÿí Ê.À., Ñàðêèñÿí Ñ.Î.�þìðèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò, Àðìåíèÿ�àçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷-íûõ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìèêðîïîëÿðíûõ óïðóãèõ òîíêèõ áàëîê, ïëàñòèíè îáîëî÷åê â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ çàäà÷è î ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ ìèêðîïîëÿðíîé óïðó-ãîé òîíêîé áàëêè, êîãäà íà åå êîíöàõ èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âûâåäåíûìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññ äëÿ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ êîíêðåòíûõ çà-äà÷ ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì äîâåäåí äî ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòà-òîâ. Íà îñíîâå àíàëèçà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûÿâëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ìèêðîïîëÿðíîñòèìàòåðèàëà áàëêè â ñìûñëå î âîçäåéñòâèè èõ íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñâîáîäíûõêîëåáàíèé.1. Ââåäåíèå. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿíàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì è ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ðàçëè÷-íûõ òðóäíûõ ïðèêëàäíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõ-íèêè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ óïðóãèõ òîíêèõ áàëîê,ïëàñòèí è îáîëî÷åê â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [1, 2℄.Â ðàáîòàõ [3, 4℄ ïîñòðîåíû ïðèêëàäíûå òåîðèè ñòàòèêè è äèíàìèêè ìèêðîïî-ëÿðíûõ èçîòðîïíûõ è îðòîòðîïíûõ óïðóãèõ òîíêèõ áàëîê ñ íåçàâèñèìûìè ïîëÿìèïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû.Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÌÊÝ äëÿ çàäà÷ î ñâîáîäíûõ êî-ëåáàíèÿõ ìèêðîïîëÿðíîé èçîòðîïíîé óïðóãîé òîíêîé áàëêè, êîãäà íà åå êîíöàõçàäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà ïðèêëàäíîé òåîðèè èçãèáà ìèêðî-ïîëÿðíîé áàëêè âûðàæàåòñÿ òàê [3, 4℄:Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:
∂N12

∂x1
= −2q + 2ρh

∂2w

∂t2
,
∂M11

∂x1
−N21 = −h · 2q1 +

2ρh3

3

∂2ψ

∂t2
,

∂L13

∂x1
+N12 −N21 = −2m2 + 2Ih

∂2Ω3

∂t2
. (1)Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè:

M11 =
2Eh3

3
K11, L13 = 2Bhk13,

N12 = 2h[(µ+ α)Γ12 + (µ− α)Γ21],

N21 = 2h[(µ− α)Γ12 + (µ+ α)Γ21]. (2)
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Γ12 =

∂w

∂x1

− Ω3, Γ21 = ψ + Ω3, K11 =
∂ψ

∂x1

, k13 =
∂Ω3

∂x1

. (3)Çäåñü N12, N21 � óñðåäíåííûå óñèëèÿ ïî òîëùèíå áàëêè; M11, L13 � óñðåäíåí-íûå ìîìåíòû îò ñèëîâîãî íàïðÿæåíèÿ σ11 è ìîìåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ µ13 ïî òîë-ùèíå áàëêè; Γ12,Γ21 � ñäâèãîâûå äå�îðìàöèè; K11 � èçãèáàíèå îñè áàëêè (ñâÿ-çàííîãî ñ èçãèáàþùèì ìîìåíòîì M11), à k13 � èçãèáàíèå îñè áàëêè (ñâÿçàííîãî ñèçãèáàþùèì ìîìåíòîì L13); 2q � èíòåíñèâíîñòü íîðìàëüíîé ê îñè áàëêè ðàñïðå-äåëåííîé íàãðóçêè; 2q1 � èíòåíñèâíîñòü ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íàïðàâëåííîéïàðàëëåëüíî ê îñè áàëêè; 2m2 � èíòåíñèâíîñòü ðàñïðåäåëåííîãî âíåøíåãî ìîìåí-òà; E è µ � êëàññè÷åñêèå ìîäóëè óïðóãîñòè è ñäâèãà ìàòåðèàëà áàëêè; α è B �íîâûå óïðóãèå êîíñòàíòû ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà áàëêè; ρ � ïëîòíîñòü ìàòå-ðèàëà áàëêè; I � ìåðà èíåðöèè ïðè âðàùåíèè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöå áàëêè (íà x1 = 0 èëè x1 = a) èìåþò âèä:
M11 = M∗

11, èëè ψ = ψ∗, N12 = N∗
12, èëè w = w∗, L13 = L∗

13, èëè Ω3 = Ω∗
3. (4)Îáùèé âèä �óíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè ìèêðîïîëÿðíî-óïðóãîé òîíêîé áàëêè âûðàæàåòñÿ òàê:

U =

a∫

0

(W + ρh
∂2w

∂t2
w +

ρh3

3

∂2ψ

∂t2
ψ + Ih

∂2Ω3

∂t2
Ω3)dx1, (5)ãäå

W = E
h3

3
K2

11 + h(µ+ α)(Γ2
12 + Γ2

21) + 2h(µ− α)Γ12Γ21 +Bhk2
13. (6)Çäåñü W � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè ìèêðîïîëÿð-íîé áàëêè ïðè èçãèáå.3. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è ìàòðèöà ìàññ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ìèêðî-ïîëÿðíîé áàëêè. �àññìîòðèì âûâîä ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòàìèêðîïîëÿðíîé áàëêè. Âûáåðåì äëÿ ïðîãèáà w, ïîëíîãî ïîâîðîòà ψ íîðìàëüíî-ãî ýëåìåíòà è äëÿ ñâîáîäíîãî ïîâîðîòà íîðìàëüíîãî ýëåìåíòà Ω3 ðàçëîæåíèÿ ïîêîîðäèíàòå x1 â âèäå êóáè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ:

w(x1)f(t) = (a0 + a1x1 + a2x
2
1 + a3x

3
1) sinωnt,

ψ(x1)f(t) = (b0 + b1x1 + b2x
2
1 + b3x

3
1) sinωnt,

Ω3(x1)f(t) = (c0 + c1x1 + c2x
2
1 + c3x

3
1) sinωnt. (7)Çäåñü ai, bi, ci � êîý��èöèåíòû, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óçëîâûå ïåðåìå-ùåíèÿ è ïîâîðîòû. Óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w(0) = δ1, w
′

(0) = δ2, ψ(0) = δ3, ψ
′

(0) = δ4, Ω3(0) = δ5, Ω
′

3(0) = δ6,

w(a) = δ7, w
′

(a) = δ8, ψ(a) = δ9, ψ
′

(a) = δ10, Ω3(a) = δ11, Ω
′

3(a) = δ12. (8)



188 Æàìàêî÷ÿí Ê.À., Ñàðêèñÿí Ñ.Î.Êàê âèäèì äàííûé êîíå÷íûé ýëåìåíò èìååò äâåíàäöàòü ñòåïåíåé ñâîáîäû.Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (7) â (8), âûðàçèì êîý��èöèåíòû ai, bi, ci ÷åðåç óçëî-âûå ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû δk. Ïîäñòàâèâ ai, bi, ci â (7), èìååì äëÿ ïåðåìåùåíèÿè ïîâîðîòîâ àïïðîêñèìàöèè:
w(x1) =

∑

i=1,2,7,8

δiNi(x1), ψ(x1) =
∑

i=3,4,9,10

δiNi(x1), Ω3(x1) =
∑

i=5,6,11,12

δiNi(x1), (9)ãäå Ni(x) � �óíêöèè �îðìû ýëåìåíòà, êîòîðûå èìåþò âèä:
N1 = N3 = N5 = 1 − 3

a2
x2

1 +
2

a3
x3

1, N2 = N4 = N6 = x1 −
2

a
x2

1 +
1

a2
x3

1,

N7 = N9 = N11 =
3

a2
x2

1 −
2

a3
x3

1, N8 = N10 = N12 = −1

a
x2

1 +
1

a2
x3

1. (10)Ïîäñòàâèâ (9) â �óíêöèîíàë (5), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì �óíêöèþ äâå-íàäöàòè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6, δ7, δ8, δ9, δ10, δ11, δ12. Ìèíèìè-çàöèÿ �óíêöèîíàëà (5) ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà �óíêöèè äâåíàäöàòèíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ:
∂U

∂δk
= 0 (k = 1, 2, 3, . . . , 12).Âû÷èñëèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì:

([K] − ω2
n[M ]) · {δ} = 0. (11)Çäåñü K � ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà ðàçìåðîì 12 × 12, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñî-áîé âàæíåéøåå ïîíÿòèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ; M � ìàòðèöà ìàññ ýëåìåíòàðàçìåðîì 12× 12, {δ}T = {δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6, δ7, δ8, δ9, δ10, δ11, δ12} � âåêòîð óçëîâûõïåðåìåùåíèé è ïîâîðîòîâ.Íèæå ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëå-ìåíòà:

K11 = −K17 = K77 =
12(α+ µ)

5a
h, K22 = K88 =

4(α+ µ)

15
ha,

K33 = K99 =
26(α+ µ)a2 + 28Eh2

35a
h, K44 = K10,10 =

6(α+ µ)a2 + 28Eh2

315
ha,

K55 = K11,11 =
84B + 104αa2

35a
h, K66 = K12,12 =

28B + 8αa2

105
ha,

K12 = K18 = −K27 = −K78 =
(α+ µ)

5
h, K13 = K19 = −K37 = −K79 = (α− µ)h,

K14 = −K1,10 = −K23 = K29 = K38 = −K47 = K7,10 = −K89 =
(α− µ)

5
ha,

K15 = K1,11 = −K57 = −K7,11 = 2αh, K24 = K26 = K8,10 = K8,12 = 0,

K16 = −K1,12 = −K25 = K2,11 = K58 = −K67 = K7,12 = −K8,11 =
2

5
αha,

K28 = −(α + µ)

15
ha, K2,10 = −K48 = −(α− µ)

30
ha2, K2,12 = −K68 = − 1

15
αha2,
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K34 = −K9,10 =

11(α+ µ)a2 + 7Eh2

105
h, K35 = K9,11 =

52

35
αha,

K36 = K45 = −K9,12 = −K10,11 =
22

105
αha2, K39 =

9(α + µ)a2 − 28Eh2

35a
h,

K3,10 = −K49 = −13(α + µ)a2 − 14Eh2

210
h, K3,11 = K59 =

18

35
αha,

K3,12 = −K4,11 = K5,10 = −K69 = − 13

105
αha2, K46 = K10,12 =

4

105
αha3,

K4,10 = −9(α + µ)a2 + 14Eh2

630
ha, K4,12 = K6,10 = − 1

35
αha3,

K56 = −K11,12 =
21B + 44αa2

105
h, K5,11 = −84B − 36αa2

35a
h, K5,12 =

21B − 26αa2

105
h,

K6,11 = −21B − 26αa2

105
h, K6,12 = −7B + 6αa2

105
ha.À íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ìàññ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

M11 = M77 =
26

35
ρha, M22 = M88 =

2

105
ρha3, M33 = M99 =

26

105
ρh3a,

M44 = M10,10 =
2

315
ρh3a3, M55 = M11,11 =

26

35
Iha, M66 = M12,12 =

2

105
Iha3,

M12 = −M78 =
11

105
ρha2, M17 =

9

35
ρha, M18 = −M27 = − 13

210
ρha2,

M28 = − 1

70
ρha3, M34 = −M9,10 =

11

315
ρh3a2, M39 =

3

35
ρh3a,

M3,10 = −M49 = − 13

630
ρh3a2, M4,10 = − 1

210
ρh3a3, M56 = −M11,12 =

11

105
Iha2,

M5,11 =
9

35
Iha, M5,12 = −M6,11 = − 13

210
Iha2, M6,12 = − 1

70
Iha3.4. Ïðèìåðû. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñâîáîäíûõ êî-ëåáàíèé ìèêðîïîëÿðíûõ òîíêèõ áàëîê, êîãäà êîíöû åå øàðíèðíî-îïåðòû.Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ èìååì

w = 0, M11 = 0, L13 = 0, ïðè x1 = 0; a, (12)êîòîðûå ñ ó÷åòîì (2),(3) è (8) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
δ1 = w(0) = 0, δ7 = w(a) = 0, δ4 = ψ′(0) = 0, δ10 = ψ′(a) = 0,

δ6 = Ω′
3(0) = 0, δ12 = Ω′

3(a) = 0.Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (11), ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ([K]−ω2
n[M ]) áûë ðàâåí íóëþ. Òîãäà äëÿîïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω2

n ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå øåñòîéñòåïåíè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèé ïîíÿòíî, ÷òî íåîáõîäèìî ðàçáèâàòüáàëêó íà íåñêîëüêî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. �àññìîòðèì, òàêæå ñëó÷àé, êîãäà áàëêà



190 Æàìàêî÷ÿí Ê.À., Ñàðêèñÿí Ñ.Î.ðàçáèòà íà äâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòà. �åçóëüòàò âû÷èñëåíèé (ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò)ïðèâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà �èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå èìåþò çíà÷åíèÿ: α = 1.6ÌÏà,
E = 5.2 ÌÏà, µ = 2 ÌÏà, B = 300 Í, ρ = 1114 êã/ì3, I = 5.31 · 10−6 êã/ì,à ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû áàëêè òàêèå: a = 8 ñì, h = 0.2 ñì.Íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé áóäåò ω1 = 127 �ö, â ñëó÷àå, êîãäà áàëêà â öå-ëîì ñ÷èòàåòñÿ êàê îäèí êîíå÷íûé ýëåìåíò; ω1 = 121 �ö, â ñëó÷àå, êîãäà áàëêà ðàç-áèòà íà äâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòà; ω1 = 121 �ö, ïðè òî÷íîì ðåøåíèè; ω1 = 19.3 �ö,â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî ìàòåðèàëà áàëêè.�àññìîòðèì òàêæå ñëó÷àé, êîãäà îäèí êîíåö áàëêè æåñòêî çàêðåïëåí, äðóãîéêîíåö � ñâîáîäíûé. Òîãäà íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé áóäåò ω1 = 44.6 �ö,â ñëó÷àå, êîãäà áàëêà â öåëîì ñ÷èòàåòñÿ êàê îäèí êîíå÷íûé ýëåìåíò; ω1 = 44.5 �ö,â ñëó÷àå, êîãäà áàëêà ðàçáèòà íà äâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòà; ω1 = 6.89 �ö, â ñëó÷àåêëàññè÷åñêîãî ìàòåðèàëà áàëêè.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÊÍ ÌÎÍ �À â ðàìêàõíàó÷íîãî ïðîåêòà � SCS 13-2C154.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �èêàðäñ �.Á.Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåîðèè îáîëî÷åê è ïëàñòèí. �èãà. Èçä-âî:Çèíàòíå. 1988. 284 ñ.[2℄ Áåëêèí À.Å., �àâðþøèí Ñ.Ñ. �àñ÷åò ïëàñòèí ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.:Èçä-âî: Ì�ÒÓ. 2008. 231 ñ.[3℄ Sargsyan S.H. E�e
tive Monifestations of Chara
teristi
s of Strength and Rigidity ofMi
ropolar Elasti
 Thin Bars // Journal of Materials S
ien
e and Engineering. 2012.V. 2. � 1. P. 98�108.[4℄ Ìàðãàðÿí Ë.Ì., Ñàðêèñÿí Ñ.Î.Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè ìèêðîïîëÿðíûõàíèçîòðîïíûõ (îðòîòðîïíûõ) óïðóãèõ òîíêèõ áàëîê // Èçâåñòèÿ ÍÀÍ Àðìåíèè.Ìåõàíèêà. 2012. Ò. 65. � 1. Ñ. 17�28.Zhamako
hyan K.A., Sargsyan S.H. Finite element method in dynami
 problemsof mi
ropolar elasti
 thin bars. Currently the development and appli
ation of �nite elementmethod (FEM) is an a
tual problem for solving di�erent stati
 and dynami
 problems ofmi
ropolar elasti
 thin bars, plates and shells. In the present paper sti�ness and massesmatri
es for the �nite element are obtained for the problem of free bending vibrations ofmi
ropolar elasti
 thin bar in 
ase of di�erent boundary 
onditions. The developed algorithmfor the 
onsidered 
on
rete problems is brought to �nal numeri
al results. On the basis ofthese results basi
 properties of mi
ropolar bar material are identi�ed from the point of viewof its impa
t on the dynami
 
hara
teristi
s of free vibrations.



ÌÅÒÎÄ �ÎÄÎ��ÀÔÀ ÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×ÈÎ ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÄÂÓÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÉ ÑÌÅÑÈÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËßÆóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåíî ñî÷åòàíèå àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõêâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîçâîëÿùåå ý��åêòèâíî ðåøàòü çàäà-÷ó Êîøè, êàê ñ ãëàäêèìè, òàê è ðàçðûâíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, ñòðîèòü îïðîêèäûâà-þùèåñÿ è àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäîâàíà çàäà÷à î äâèæåíèèêîìïîíåíò ñìåñè ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.1. Ââåäåíèå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà äâóõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé
uit +

∑
j

Aij(u)u
j
x = 0, i = 1, 2 (1)äëÿ �óíêöèè uk(x, t) âñåãäà ïðèâîäèòñÿ ê èíâàðèàíòàì �èìàíà

Rk
t + λk(R)Rk

x = 0, k = 1, 2, (2)ãäå λk(R) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäàííîé ìàòðèöû Aij(u), è ñâÿçü ìåæäó ïåðå-ìåííûìè ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííîé: uk = uk(R1, R2), Rk = Rk(u1, u2).Ìåòîä ãîäîãðà�à, çàêëþ÷àþùèéñÿ â çàìåíå ðîëè çàâèñèìûõ R1, R2 è íåçàâè-ñèìûõ ïåðåìåííûõ t, x, òî åñòü â ïîèñêå ðåøåíèé âèäà t = t(R1, R2), x = x(R1, R2),ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå (1) èëè (2) â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå
x− λi(R)t = wi(R), i = 1, 2, (3)ãäå wi(R) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé [1℄

(wi − wk)∂iλ
k = (λi − λk)∂kw

i, i 6= k, ∂i = ∂/∂Ri.Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ñëó÷àå ïîëèòðîïíîãî ãàçà, óðàâíå-íèé õðîìàòîãðà�èè è èçîòàõî�îðåçà, wi(R) èçâåñòíû [2, 3℄, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àåîïðåäåëèòü wi(R) äîñòàòî÷íî òðóäíî. Ñîîòíîøåíèÿ (3) äàþò ðåøåíèå ëèøü â íåÿâ-íîì âèäå � äëÿ îïðåäåëåíèÿ Rk = Rk(x, t) íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõóðàâíåíèé, ÷òî çà÷àñòóþ îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì èñõîäíàÿ.2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Â ðàáîòå [4℄ ðàññìîòðåí âàðèàíò ìåòîäà ãîäîãðà�à,îñíîâàííûé íà íàëè÷èè äëÿ óðàâíåíèé (1) èëè (2) çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
ϕt(R

1, R2) + ψx(R
1, R2) = 0, (4)òî åñòü ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ �óíêöèé � ïëîòíîñòè ϕ(R1, R2) è ïîòîêà ψ(R1, R2),äëÿ êîòîðûõ çàêîí (4) âûïîëíåí àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó, íàïðèìåð, óðàâíåíèé (2).



192 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû, çàïèñàííîé â èíâàðèàíòàõ �èìàíà
Rk
t + λk(R1, R2)Rk

x = 0, Rk(τ, 0) = Rk
0(τ), a 6 τ 6 b, (5)ãäå Rk

0(τ) � çàäàííûå �óíêöèè.Â [4℄ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ(R1, R2), ψ(R1, R2) ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó äëÿëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà
ϕR1R2 +

λ1
R2ϕR1

λ1 − λ2
− λ2

R1ϕR2

λ1 − λ2
= 0, ψR1R2 − λ2λ1

R2ψR1

λ1 − λ2
+
λ1λ2

R1ψR2

λ1 − λ2
= 0 (6)ñ óñëîâèÿìè (óñëîâèÿ â [4℄ îòëè÷àþòñÿ íåñóùåñòâåííî)

(ψ − λ1ϕ)
∣∣
R1=r1

= 1, (ψ − λ2ϕ)
∣∣
R2=r2

= −1, r1 = R1
0(b), r2 = R2

0(a). (7)Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè t = t0 çàâèñèìîñòü t(a, b) èìååò âèä
t(a, b) = t0 +

1

2

b∫

a

ϕt(R1
0(τ), R

2
0(τ)|r1(b), r2(a)) dτ. (8)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè x(a, b) óðàâíåíèÿ (6) ðåøàþòñÿ ñ óñëîâèÿìè

(
ψ − λ1ϕ

)∣∣
R1=r1

= λ1
∣∣
R1=r1

,
(
ψ − λ2ϕ

)∣∣
R2=r2

= −λ2
∣∣
R2=r2

. (9)Òîãäà
x(a, b) =

a + b

2
+

1

2

b∫

a

ϕx(R1
0(τ), R

2
0(τ)|r1(b), r2(a)) dτ. (10)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî �óíêöèè ϕ â �îðìóëå (8) è â �îðìóëå (10) îïðåäåëÿþòñÿ èçîäíèõ è òåõ æå óðàâíåíèé (6), íî ñ ðàçíûìè óñëîâèÿìè (7) è (9). Èìåííî ïîýòîìóäëÿ íèõ èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ ϕt, ϕx.Åñëè �óíêöèè t(a, b) è x(a, b) èçâåñòíû è, áîëåå òîãî, óäàåòñÿ íàéòè îáðàòíûå�óíêöèè a(x, t), b(x, t), òî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (5) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

R1(x, t) = R1
0(b(x, t)) = r1, R2(x, t) = R2

0(a(x, t)) = r2.Áîëåå äåòàëüíîå èçëîæåíèå äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ íà ïðîèçâîëüíîé êðèâîéïðèâåäåíî â [4℄, ãäå òàêæå äëÿ ðÿäà óðàâíåíèé ïîëó÷åíû ïëîòíîñòè ϕ, ψ.3. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåì ìîäè�èöèðîâàííûé è áîëååïðîñòîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ [4℄, ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), êîòîðûé, ïî êðàéíåé ìåðå,äåëàåò èçëèøíèì ðåøåíèå óðàâíåíèé (6) ñ óñëîâèåì (9), è ïîçâîëÿåò èçáåæàòüïîñòðîåíèÿ �óíêöèè ϕx äëÿ îïðåäåëåíèÿ x(a, b) ïî �îðìóëå (10).Ïóñòü èçâåñòíà �óíêöèÿ �èìàíà��ðèíà Φ(R1, R2|r1, r2), êîòîðàÿ ïî ïåðåìåí-íûì R1, R2 óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (6), à ïî ïåðåìåííûì r1, r2 ÿâ-ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé çàäà÷è
Φr1r2 − (A(r1, r2)Φ)r1 − (B(r1, r2)Φ)r2 = 0, A =

λ1
R2

λ1 − λ2
, B = − λ2

R1

λ1 − λ2
,
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(Φr2 − AΦ)

∣∣
r1=R1 = 0, (Φr1 − BΦ)

∣∣
r2=R2 = 0, Φ

∣∣
r1=R1,r2=R2 = 1.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ϕt(R1, R2) = ϕt(R1, R2|r1, r2) =
2Φ(R1, R2|r1, r2)

λ2(r1, r2) − λ1(r1, r2)áóäåò �óíêöèåé, íåîáõîäèìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ t(a, b) ïî �îðìóëå (8).Ïðè èçâåñòíîé �óíêöèè ϕt(R1, R2|r1, r2) ëåãêî âû÷èñëèòü
t(a, b) =

b∫

a

ϕ(τ |a, b) dτ, ϕ(τ |a, b) =
1

2
ϕt(R1

0(τ), R
2
0(τ)|r1(b), r2(a)),

ta(a, b) = −ϕ(a|a, b) +

b∫

a

ϕa(τ |a, b) dτ, tb(a, b) = ϕ(b|a, b) +

b∫

a

ϕb(τ |a, b) dτ,

ϕa(τ |a, b) =
1

2
ϕtr2(R

1
0(τ), R

2
0(τ)|r1(b), r2(a))r2

a(a), r1(b) = R1
0(b),

ϕb(τ |a, b) =
1

2
ϕtr1(R

1
0(τ), R

2
0(τ)|r1(b), r2(a))r1

b (b), r2(a) = R2
0(a).Âûáåðåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a∗, b∗, îïðåäåëÿþùèõ íåêîòîðóþ èçîõðîíó t = t∗

t∗ = t(a∗, b∗). (11)Íà ïðàêòèêå a∗, b∗ ìîæíî âûáèðàòü, ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèâ ëèíèè óðîâíÿ �óíê-öèè t(a, b) äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b.Êîîðäèíàòó X∗ = x(a∗, b∗), ñîîòâåòñòâóþùóþ íà èçîõðîíå (11) çíà÷åíèþ ïàðà-ìåòðà τ = 0, íàõîäèì ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì
X∗ = x(a∗, b∗) = a∗ +

b∗∫

a∗

λ2(r1(b), r2(a∗))tb(a∗, b) db.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà èçîõðîíå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a(τ), b(τ) è ïðîñòðàíñòâåí-íîé êîîðäèíàòû x = X(τ) ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè
da

dτ
= −tb(a, b),

db

dτ
= ta(a, b),

dX

dτ
= (Λ2(a, b) − Λ1(a, b))ta(a, b)tb(a, b),

a
∣∣
τ=0

= a∗, b
∣∣
τ=0

= b∗, X
∣∣
τ=0

= X∗, Λk(a, b) = λk(r1(b), r2(a)).Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà τ íà èçîõðîíå èìååì ðåøåíèå
R1(x, t∗) = R1

0(b(τ)), R2(x, t∗) = R2
0(a(τ)), x = X(τ).Äâèãàÿñü ïî èçîõðîíå, òî åñòü èçìåíÿÿ ïàðàìåòð τ , ïîëó÷èì ðåøåíèå äëÿ òðåáóå-ìûõ çíà÷åíèé x ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t = t∗.



194 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.4. Ïåðåíîñ ìàññû ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. Äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ E = E(u1, u2) âåùåñòâ ñ êîíöåíòðàöèÿìè ui è ïîäâèæíîñòÿìè µiâ äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé [5℄
u1
t + µ1µ2

(
µ1u1E

)
x

= 0, u2
t + µ1µ2

(
µ2u2E

)
x

= 0, E = (1 + u1 + u2)−1.Êâàçèëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå (5) â èíâàðèàí-òàõ �èìàíà Rk = Rk(u1, u2). Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
A = 1 + u1 + u2, B = µ1 + µ2 + u1µ2 + u2µ1, C = µ1µ2, D = B2 − 4AC,

Rk =
B ∓

√
D

2A
, u1 =

µ2(R1 − µ1)(R2 − µ1)

R1R2(µ1 − µ2)
, u2 =

µ1(R1 − µ2)(R2 − µ2)

R1R2(µ2 − µ1)
.Íà÷àëüíûå äàííûå ïðè t = 0 çàäàåì â âèäå

u1
∣∣
t=0

= u1
0(x), u2

∣∣
t=0

= u2
0(x),ãäå u1

0(x), u2
0(x) � èçâåñòíûå �óíêöèè.Îïóñêàÿ óòîìèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèè �èìàíà��ðèíà,çàïèøåì ëèøü îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå
ϕt(R1, R2|r1, r2) =

4R1R2 − 2(r1 + r2)(R1 +R2) + 4r1r2

(r1 − r2)3R1R2
.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî àëãîðèòìó ï. 3 äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ âîçìóùåíèé ïîñòîÿííûõ êîíöåíòðàöèé

u1
0(x) = 1 + 2e−0.3(x−5)2 , u2

0(x) = 4 + 3e−0.3x2

, µ1 = 1, µ2 = 3.Ñêîðîñòè ïåðåíîñà µk êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ðàçëè÷íû è âîçìóùåíèåâòîðîé êîìïîíåíòû äîãîíÿò âîçìóùåíèå ïåðâîé. Ñèëüíîå èñêàæåíèå ïðî�èëÿ îáú-ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè. Íà ðèñóíêå 1 ïî-êàçàíî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé â ìîìåíòû t = 1.122, 6.358, 10.192 è âèäíî,÷òî â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå óäàðíîé âîëíû ïðè t ≈ 6.358.Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ïðîèñõîäèò îïðîêèäûâàíèå ïðî�èëÿ, ðåøåíèå ñòàíî-âèòñÿ íåîäíîçíà÷íûì è åãî �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàòðóäíèòåëüíà. �èñóíîêïðè t = 10.192 ïðèâåäåí äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà,ïîçâîëÿþùåãî ñòðîèòü ìíîãîçíà÷íûå ðåøåíèÿ.
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�èñóíîê 1 � u1(x, t), u2(x, t) ïðè t = 1.122, 6.358, 10.192. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåòíà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ



Ìåòîä ãîäîãðà�à äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè 195Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå,êîãäà íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ðàçðûâû. Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëü-òàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé
u1

0 = 3 + 0.4(h(τ − 2) − h(τ − 6)), u2
0 = 4 + 0.4(h(τ) − h(τ + 4)),ãäå h(τ) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.
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�èñóíîê 2 � u1(x, t), u2(x, t) ïðè t = 1.708, 3.965, 14.894. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåòíà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå áàçîâîé ÷àñòè òåõ. çàäàíèÿ213.01-11/2014-1 Ìèí. Îáð. Íàóêè �Ô, Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Öàðåâ Ñ.Ï. �åîìåòðèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Îáîáùåí-íûé ìåòîä ãîäîãðà�à // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�, ñåð. Ìàò. 1990. Ò. 54, �5. Ñ. 1048�1067.[2℄ Ôåðàïîíòîâ Å.Â., Öàðåâ Ñ.Ï. Ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, âîçíèêàþùèåâ ãàçîâîé õðîìàòîãðà�èè. Èíâàðèàíòû �èìàíà è òî÷íûå ðåøåíèÿ // Ìàòåìàòè÷å-ñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 1991. Ò. 3, �2. Ñ. 82�91.[3℄ Ïàâëîâ Ì.Â. Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà: äèñ.êàíä. �èç.-ìàò. íàóê: 01.04.02 / �ÀÍ Èíñò. èì. Ï.Í. Ëåáåäåâà. Ì., 1992. 100 
.[4℄ Senashov S. I., Yakhno A. Conservation laws, hodograph transformation and boundaryvalue problems of plane plasti
ity // SIGMA. 2012. Vol. 8, 071. 16 p.[5℄ Æóêîâ Ì.Þ. Ìàññîïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ��Ó, 2005.215 
.Zhukov M.Yu., Shiryaeva E.V. Hodograph method for solving the problem on themotion of a binary mixture under a
tion of an ele
tri
 �eld . We propose 
ombination ofanalyti
al and numeri
al method for solution of two hyperboli
 quasilinear equations. Thismethod allow e�e
tively to solve the Cau
hy problem with smooth and dis
ontinuous initialdata. Also this method allow to 
onstru
t multivalued and self-similar solutions. As anexample, the problem of a binary mixture transport under a
tion of an ele
tri
 �eld is studiedin detail.



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ ÌÍÎ�ÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ ÑÌÅÑÅÉÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËßÆóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà çàäà÷à î �îðìèðîâàíèè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãîýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû â ìíîãîêîìïîíåíòíîéõèìè÷åñêè àêòèâíîé æèäêîé ñìåñè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïÿòèêîìïîíåíòíîé ñìåñè, ðàññìîòðåíû äâàðåæèìà ïðîöåññà � ðåæèì ñ ïîñòîÿííûì òîêîì è ðåæèì ñ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì.1. Ââåäåíèå. Ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà èçîýëåêòðî�îêóñèðîâàíèÿ (ÈÝÔ) � ìå-òîäà ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé íà èíäèâèäóàëüíûå êîìïîíåíòû ïðè ïîìîùè ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿ, â îñíîâíîì èñïîëüçóþò ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî ìîäåëü ñîñòîèò èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé ïåðåíîñà äëÿ êîìïîíåíò,ñîäåðæàùèõ ìàëûé ïàðàìåòð (êîý��èöèåíò äè��óçèè) ïåðåä ñòàðøèìè ïðîèç-âîäíûìè, è íàëè÷èåì, ïîìèìî ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ (óðàâíåíèå ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè). Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ý��åêòèâíûé ñïîñîáðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè ìåòî-äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ìåòîäà, ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð,ñ îáû÷íûìè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí áåç òðóäà ïåðåíî-ñèòñÿ íà ñëó÷àé äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷, è ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñëå-íèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñìåñü ñèëüíî ñòðàòè�èöèðóåòñÿ ïî êîíöåíòðàöèÿì è ðåøåíèåáëèçêî ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó.1. Íåñòàöèîíàðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíàÿ çàäà÷à ÈÝÔ. Â ïðî-ñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîì ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ÈÝÔ â áåçðàçìåðíûõ ïå-ðåìåííûõ çàïèñûâàþòñÿ â �îðìå (ñì. [1, 2℄):
∂tak + ∂xik = 0, ik = −εµk∂xak + µkθk(ψ)akE, k = 1, . . . , n, (1)

j =
n∑

k=1

(−εµk∂x(θk(ψ)ak) + µkσk(ψ)akE) , ∂xj = 0, E = −∂xϕ, (2)
n∑

k=1

θk(ψ)ak = 0, θk(ψ) =
sinh(ψ − ψk)

cosh(ψ − ψk) + δk
, σk(ψ) =

cosh(ψ − ψk)

cosh(ψ − ψk) + δk
. (3)Äëÿ ðåæèìà ñ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì è íåïðîíèöàåìûõ äëÿ êîìïîíåíò ñìåñèãðàíèö êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

ik |x=0 = ik |x=1 = 0, k = 1, . . . , n, ϕ |x=0 = ϕ0 ϕ |x=1 = 0, (4)
ak |t=0 = a0

k(x), k = 1, . . . , n. (5)



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î ïîâåäåíèè ñìåñåé 197Çäåñü ak, ik � êîíöåíòðàöèÿ è ïëîòíîñòü ïîòîêà êîìïîíåíòû, ϕ, E � ïîòåíöèàëè íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, j � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ψ ��óíêöèÿ êèñëîòíîñòè ñìåñè, µkθk(ψ), µkσk(ψ), µk > 0, εµk � ýëåêòðî�îðåòè÷åñêàÿïîäâèæíîñòü, óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü, õàðàêòåðíàÿ ïîäâèæíîñòü è êîý��èöèåíòäè��óçèè êîìïîíåíò, ϕ0 � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë (íàïðÿæåíèå) íà ãðàíèöå,
a0
k � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå [0, 1], δk > 0 � ïàðàìåòð, ñâÿçàííûéñ êîíñòàíòàìè äèññîöèàöèè âåùåñòâ, ψk � èçîýëåêòðè÷åñêàÿ òî÷êà (θk(ψk) = 0).2. Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ. Çàäà÷à (1)�(5) ðåøàåò-ñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåÿâíîé ñõåìû äëÿ âðåìåííîéàïïðîêñèìàöèè [3℄. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (1) â ìîìåíò t = mτ àïïðîêñèìèðóåòñÿâûðàæåíèåì

a
(m+1)
k − a

(m)
k

τ
+ ∂xi

(m+1)
k = 0,ãäå τ � øàã ïî âðåìåíè, à âåðõíèé èíäåêñ � íîìåð âðåìåííîãî ñëîÿ.Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ (2), (3) ðàññìàòðèâàþòñÿ íà (m+1)-âðåìåííîì ñëîå. Îñ-íîâíóþ òðóäíîñòü ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåò íàëè÷èåâ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèÿõ (1) �óíêöèè ψ, êîòîðóþ ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü íàêàæäîì âðåìåííîì øàãå, ðåøàÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè∑

θk(ψ)ak = 0. Â ñëó÷àå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3), óäàåòñÿ ïîñòðîèòü èòå-ðàöèîííûé àëãîðèòì, ïðåäñòàâèâ óðàâíåíèå ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè â âèäå
ψ =

1

2

(
ln

n∑

i=1

aie
ψi

ϕi(ψ)
− ln

n∑

i=1

aie
−ψi

ϕi(ψ)

)
≡ G(ψ; a1, . . . , an), ϕi(ψ) = cosh(ψ−ψi) + δi.Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ θi(ψ) < 1, ai > 0, ∑ a2

k > 0 ïîêàçàíî, ÷òî |G′
ψ| < 1 è äëÿîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ψ(m)(x) èñïîëüçîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä

ψ(m),s+1 = |G(ψ(m),s; a
(m)
1 , . . . , a(m)

n )| < 1, s = 0, 1, . . . , ψ(m),0 = ψ(m−1).3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Âñå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíûäëÿ ðåàëüíûõ àìèíîêèñëîò è ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ÈÝÔ, ïðîâîäèìîãî â êàïèëëÿðåðàäèóñà 0.0018 ì è äëèíîé 0.1ì. Ïàðàìåòðû àìèíîêèñëîò ψi, δi, µi, ðàñ÷èòàííûåïî ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì êîíñòàíò äèññîöèàöèè pKai, pKbi [4℄, ïðåäñòàâëåíû â òàá-ëèöå 1.Òàáëèöà 1 � Ïàðàìåòðû àìèíîêèñëîò [4℄pKbi pKai pIi ψi δi µi a0
i = 
onstHis-His (a1) 6.80 7.80 7.300 −0.691 1.58 1.49 0.5His-Gly (a2) 6.27 8.57 7.420 −0.967 7.06 2.40 0.05His (a3) 6.00 9.17 7.585 −1.347 19.23 2.85 0.5

β-Ala-His (a4) 6.83 9.51 8.170 −2.694 10.94 2.30 0.05Tyr-Arg (a5) 7.55 9.80 8.675 −3.857 6.67 1.58 0.5Áåçðàçìåðíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ϕ0 = 2.808. Áåçðàçìåðíûå è ðàçìåðíûåçíà÷åíèÿ ýëåêòðî�îðåòè÷åñêîé ïîäâèæíîñòè è êîëè÷åñòâà âåùåñòâà ñâÿçàíû ñî-



198 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.îòíîøåíèÿìè µ∗
i = µi · 10−8 ì2/(Â · ñ), a∗i = a0

i · 0.1 ìîëü/ëèòð. �åçóëüòàòû ïðè-âåäåíû äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ = 1500, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå èí-òåíñèâíîñòåé ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è çà ñ÷åòïðîöåññîâ äè��óçèè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êàïèëëÿðà ïàðàìåòåð λ ñâÿçàí ñ îò-ñòàëüíûìè ðàçìåðíûìè è áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè: ñ ðàçìåðíîé ðàçíîñòüþïîòåíöèàëîâ U∗ ≈ 0.025 λ (Â), ñ ïàðàìåòðîì äè��óçèè ε = λ−1, ñ ðàçìåðíîé ïëîò-íîñòüþ òîêà j∗ ≈ 0.025 λ (À · ì−2), ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì t∗ ≈ 3.96 · 107λ−1 (ñ),
ϕ∗

0 = ϕ0U∗ ≈ 105Â (ïîäðîáíåå ñì. â [2℄).Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàí ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ pH-ãðàäèåíòà, áëèçêîãî ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó, à íà ðèñóíêå 2 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàòè�èêàöèÿ ñìåñè íà èíòåðâà-ëå îò t = 0 äî t = 17000τ ïðè λ = 1500. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ïîìîùè ïàêåòàFreeFem++ [3℄, íà îòðåçêå [0, 1] âûáèðàëîñü 200 êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ è øàã âðåìííîé àïïðîêñèìàöèè τ = 0.005 (≈ 132 ñ).
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�èñóíîê 1 � Ôóíêöèÿ êèñëîòíîñòè ψ(x) (pH(x)) ïðè λ = 1500, t = mτ , τ = 0.005
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�èñóíîê 2 � �àñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé ak ïðè λ = 1500, t = mτ , τ = 0.005



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î ïîâåäåíèè ñìåñåé 199Âåëè÷èíû êîíöåíòðàöèé a2, a4 ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ a1, a3, a5 è íà íà÷àëüíûõñòàäèÿõ (t . 110τ) èõ âëèÿíèå íà �îðìèðîâàíèå pH-ãðàäèåíòà íåçíà÷èòåëüíî.Íàèáîëåå ãëàäêèé pH-ãðàäèåíò íàáëþäàåòñÿ ïðè t = 110τ . Íà÷èíàÿ ñ t ≈ 300τ ,êîíöåíòðàöèè a2, a4 èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü, �îðìèðóÿ äîïîëíèòåëüíûå ¾ñòó-ïåíêè¿ íà pH-ãðàäèåíòå. Ïðîöåññ ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè ñòàöèîíàðíûì ïðè t = 17000τ(632 ÷àñà!), ÷òî êîíå÷íî, òðóäíî äîñòèæèìî â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå.Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ pH-ãðàäèåíòà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòüêàê �ðàêöèîíèðîâàíèå ñìåñè íà èíäèâèäóàëüíûå êîìïîíåíòû � êàæäîé êîìïî-íåíòå ñìåñè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ïîëîãèé ó÷àñòîê pH-ãðàäèåíòà. Íà ãðàíèöåìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðàöèÿìè pH-ãðàäèåíò èçìåíÿåòñÿ ¾ñêà÷êîì¿. Ïðè �ðàêöèî-íèðîâàíèè ñìåñè îòäåëüíûå êîìïîíåíòû ìîæíî íàáëþäàòü êàê ¾ïèêè¿ êîíöåíòðà-öèé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà âîçìîæíóþ íåïðàâèëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ ýêñïåðèìåí-òà. Íàïðèìåð, âåùåñòâî ñ êîíöåíòðàöèåé a4 íà èíòåðâàëå îò t = 50τ äî t = 100τèìååò äâà çàìåòíûõ ïèêà, êîòîðûå ìîæíî îøèáî÷íî ïðèíÿòü çà äâà ðàçëè÷íûõâåùåñòâà. Íà ñàìîì äåëå, äàëüíåéøåå íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îäèí èç äâóõïèêîâ âåùåñòâà a4 èñ÷åçàåò óæå ïðè t = 400τ (ñì. ðèñóíîê 2).4. Ïðîöåññ ÈÝÔ ïðè ñòàáèëèçàöèè ïëîòíîñòè òîêà. Êðàåâûå óñëîâèÿ (4)äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìó ñ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíè-åì. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà çàâèñèò îò âðåìåíè: j = j(t).Òàêîé ðåæèì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè ÈÝÔ. Íàïðîòèâ, ïðèòåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1)�(3) ïðîùå èññëåäîâàòü ðåæèì ñ ïîñòîÿí-íûé ïëîòíîñòüþ òîêà. Äåëî â òîì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ýëåêòðè÷å-ñêîãî òîêà â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîì ñëó÷àå ∂xj = 0, ñëåäóåò j = j(t). Ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèÿ j = j0 = 
onst èç çàêîíà Îìà (2) îïðåäåëÿåòñÿ íàïðÿæåííîñòüýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E è êðàåâûõ óñëîâèé (4) äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ íå òðåáóåòñÿ. Âå-ëè÷èíà E èñêëþ÷àåòñÿ èç óðàâíåíèé (1) è, �îðìàëüíî, çàäà÷à óïðîùàåòñÿ.Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ îò âðåìåíè â ðåæèìå ñ ïîñòîÿííîé ïëîò-íîñòüþ òîêà è àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè òîêà îò âðåìåíè â ðåæèìåñ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 3.Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ðåæèì ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ òîêà ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ,ñ ñîõðàíåíèåì ïðåæíåãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïóòåì êîððåêöèè íà êàæäîì
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�èñóíîê 3 � Ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå (ϕ0 = 2.808, ñëåâà) è ïîñòîÿííàÿ ïëîòíîñòü òîêà(j = 1.0, ñïðàâà) ïðè λ = 1500



200 Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.âðåìåííîì øàãå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ϕ ïðè x = 0, òî åñòü âåëè÷èíû ϕ0 â óñëî-âèè (4), ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ ϕ0(t+ τ) = ϕ0(t)(j0/j(t)). Êà÷åñòâåííî êàðòèíûïðîöåññà �îðìèðîâàíèÿ pH-ãðàäèåíòà è �ðàêöèîíèðîâàíèÿ ñìåñè áóäóò ïðåæíè-ìè è ïðè t → ∞, åñòåñòâåííî, áóäóò ñîâïàäàòü. Îäíàêî, íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòà-äèÿõ ïðîöåññà ðàçíèöà ìåæäó ðåæèìàìè äîñòàòî÷íî çàìåòíà, ÷òî è ïîêàçûâàåòðèñóíîê 4.
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�èñóíîê 4 � �àçëè÷èå ìåæäó ðåæèìàìè ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ òîêà è ïîñòîÿííûìíàïðÿæåíèåì ïðè λ = 1500, t = 110τ , τ = 0.005Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðåæèìå ñ ïîñòîÿííûé ïëîòíîñòüþ òîêà�îðìèðîâàíèå pH-ãðàäèåíòà è �ðàêöèîíèðîâàíèå ñìåñè ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ÷åìà ðåæèìå ñ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå áàçîâîé ÷àñòè òåõ. çàäàíèÿ213.01-11/2014-1 Ìèí. Îáð. Íàóêè �Ô, Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Æóêîâ Ì.Þ. Ìàññîïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ��Ó, 2005.215 
.[2℄ Shiryaeva E.V., Zhukov M.Yu., Zhukova N.M. Mathemati
al Model of a pH-gradientCreation at Isoele
trofo
using. Part III: Numeri
al Solution of the Non-stationaryProblem // arXiv:1311.5363. 2013. 23 p.[3℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâFreeFem++ äëÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, ýëåêòðî�îðåçà è áèîëîãèè. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ÞÔÓ, 2008. 256 ñ.[4℄ Righetti P.G. Isoele
tri
 fo
using: Theory, Methodology and Appli
ation. NY�Oxford:Elsevier, 1983. 386 p.Zhukov M.Yu., Shiryaeva E.V. Numeri
al study of a nonstationary problem for themulti
omponent mixtures under the a
tion of an ele
tri
 �eld . The problem of the formationspatially inhomogeneous stru
ture of multi
omponent a
tive mixture under the a
tion ofan external ele
tri
 �eld is investigated. The problem is solved numeri
ally by the �niteelement method. The results of 
al
ulations for �ve-
omponents mixture are presented. Weare 
onsidered two pro
ess: with 
onstant 
urrent density and with 
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ÂËÈßÍÈÅ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÍÀ�ÓØÅÍÈÉ ÓÑËÎÂÈßÝËÅÊÒ�ÎÍÅÉÒ�ÀËÜÍÎÑÒÈ ÍÀ ÄÈÍÀÌÈÊÓÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß pH-��ÀÄÈÅÍÒÀ Â �ÀÑÒÂÎ�ÅÆóêîâà Í.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó×èñëåííî èññëåäîâàíû áîëåå îáùèå, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé, ìîäåëè èçîýëåê-òðî�îêóñèðîâàíèÿ (ÈÝÔ). Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, âûïîëíåííûå ïðè ïîìî-ùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáñóæäàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà�Áîëüöìàíà âçàìåí êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè.Ââåäåíèå. Â ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì ïî ñðàâ-íåíèþ ñ ïðîñòåéøèì âàðèàíòîì ìîäåëÿì ïðîöåññà èçîýëåêòðî�îêóñèðîâàíèÿ(ÈÝÔ), â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ý��åêòû: ðàçëè÷èå ìåæäó èçî-ýëåêòðè÷åñêèìè è èçîèîííûìè òî÷êàìè (â òàêèõ òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîäâèæ-íîñòü êîìïîíåíòû è çàðÿä êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ), âêëàä â ïðîâîäèìîñòü èîíîââîäû. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî íà çàêëþ÷èòåëü-íûõ ýòàïàõ ïðîöåññà, áëèçêèõ ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ, ïðè �îðìèðîâàíèèpH-ãðàäèåíòà ïðîèñõîäèò ñèëüíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðàòè�èêàöèÿ êîíöåíòðà-öèé êîìïîíåíò. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ â ñâîåé ïðîñòðàíñòâåííîéîáëàñòè (çîíå), â êîòîðîé èìååò êîíöåíòðàöèþ, áëèçêóþ ê ïîñòîÿííîé. Íà ãðàíè-öàõ çîí ïðîèñõîäèò ïî÷òè ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ E, ÷òî, â ñèëó óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà ε div E = q, ïðèâîäèòê âîçíèêíîâåíèþ äîñòàòî÷íî çíà÷èòåëüíîé ïëîòíîñòè îáúåìíîãî çàðÿäà ε div E,äàæå ïðè ìàëîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ε. Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòèãðàíèö çîí ïðîèñõîäèò ëîêàëüíîå íàðóøåíèå óñëîâèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè ðàñ-òâîðà q = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ
qt + div j = 0 âçàìåí q = 0, div j = 0.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ÈÝÔ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ÈÝÔ èñïîëüçî-âàíû äîñòàòî÷íî îáùèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ðàçëè÷èå ìåæäó èçîýëåê-òðè÷åñêèìè è èçîèîííûìè òî÷êàìè, è âêëàä â ïðîâîäèìîñòü èîíîâ âîäû [1�4℄

∂tak + div ik = 0, ik = −µk∇(ε(ψ)ak) + µkΘk(ψ)akE, k = 1, . . . , n, (1)
n∑

k=1

θk(ψ)ak + 2kw sinhψ = 0, div j = 0, E = −∇ϕ,

jk = (−εµk∇(Θk(ψ)ak) + µkσk(ψ)akE) ,

j =
n∑

k=1

jk + 2kwµ0 (−ε∇(sinh(ψ − ψ0)) + cosh(ψ − ψ0)E) ,

θk(ψ) =
sinh(ψ − ψk)

cosh(ψ − ψk) + δk
, Θk(ψ) =

sinh(ψ − Ψk)

cosh(ψ − ψk) + δk
,
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σk(ψ) =

cosh(ψ − Ψk)

cosh(ψ − ψk) + δk
, µkε(ψ) = εµkΘk(ψ) − εµ0

kθk(ψ) + εµ0
k.Çäåñü ak, ik � êîíöåíòðàöèè è ïëîòíîñòè ïîòîêà êîìïîíåíò; ϕ, E � ïîòåíöèàëè íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; ψ � �óíêöèÿ êèñëîòíîñòè; jk, j � ïëîò-íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà äëÿ êîìïîíåíòû è ñìåñè; ψk, Ψk � èçîýëåêòðè÷åñêàÿè èçîèîííàÿ òî÷êè; µkΘk(ψ), θk(ψ), σk(ψ), µkε(ψ), εµ0

k � ýëåêòðî�îðåòè÷åñêàÿïîäâèæíîñòü, çàðÿä, ïðîâîäèìîñòü, êîý��èöèåíò äè��óçèè, êîý��èöèåíò äè�-�óçèè öâèòòåðèîíîâ; δk � êîý��èöèåíò, ñâÿçàííûé ñ êîíñòàíòàìè äèññîöèàöèè;
kw, µ0, ψ0 � êîíñòàíòà äèññîöèàöèè, ý��åêòèâíàÿ ïîäâèæíîñòü è ïàðàìåòð, õà-ðàêòåðèçóþùèé ðàçëè÷èå ïîäâèæíîñòåé èîíîâ âîäû.Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ è ðåæèìîìñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ òîêà j = j0 = 
onst, êîòîðûé íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÈÝÔ. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ E îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé ÿâíûì îáðàçîì è íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòüêðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íàõîæäåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ [3, 4℄. Ñèñòåìà äî-ïîëíÿåòñÿ êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ik |x=0 = ik |x=1 = 0, ak |t=0 = a0
k, k = 1, . . . , n, (2)Â áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëÿõ ïðåíåáðåãàþò âêëàäîì èîíîâ âîäû (kw = 0) è ñ÷èòà-þò îòñóòñòâóþùåé ðàçíèöó ìåæäó èçîýëåêòðè÷åñêîé ψk è èçîèîííîé Ψk òî÷êàìè(Ψk = ψk). Îäíà èç öåëåé ðàáîòû � äåìîíñòðàöèÿ ðàçëè÷èÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðî-ñòåéøèõ ìîäåëåé è ìîäåëè (1).2. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) â ïðî-ñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è àë-ãîðèòì, ïîäðîáíî èçëîæåííûé â [3℄. Íà îòðåçêå [0, 1] âûáèðàëîñü 200 êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è øàã ïî âðåìåíè τ = 0.005. �àñ÷åòû ïðåä-ñòàâëåíû äëÿ íåêîòîðûõ ãèïîòåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïÿòèêîìïîíåíòíîé ñìåñè

µk = µ0
k = 1.0, δk = 15, ψk = 6 − k, k = 1, . . . , 5, µ0 = 27.28, ψ0 = −0.29,

a0
1 = a0

5 = 0.125, a0
2 = a0

3 = a0
4 = 0.25, ε = λ−1, λ = 500, kw = 10−6.2.1. �àçëè÷èå ìåæäó èçîýëåêòðè÷åñêèìè è èçîèîííûìè òî÷êàìè. Çà-äàäèì ðàçíîñòè ìåæäó ψk è Ψk

∆k = Ψk − ψk, ∆1 = −0.02, ∆2 = 0.01, ∆3 = 0.02, ∆4 = 0.01, ∆5 = −0.01.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçíîñòè ∆kìàëû, ðàçëè÷èå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè êîíöåíòðàöèé äëÿ ìîäåëè ïðè ∆k 6= 0è ∆k = 0 äîñòàòî÷íî çíà÷èòåëüíû. Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé pH-ãðàäèåíò (�óíêöèÿ ψ)ÿâëÿåòñÿ â ñòàöèîíàðíîé ñòàäèè ïðîöåññà ïî÷òè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì, íî ñäâèíó-òûì îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, è ðàçëè÷àåòñÿ ðàçìåðàìè ïîëîãèõ ó÷àñòêîâ.Íàáëþäàåìûé ý��åêò îáúÿñíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-øîãî ìîìåíòà âðåìåíè t êàæäàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïûòàåòñÿ ëîêàëèçîâàòüñÿ â îáëàñòè,â êîòîðîé ïîäâèæíîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî åñòü µkΘ(ψk) = 0. Îäíàêî, â ñëó÷àå
∆k 6= 0, ìîëÿðíûé çàðÿä θk(ψk) 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðà-öèé áóäåò â îñíîâíîì îïðåäåëÿòüñÿ óðàâíåíèåì ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè, íàïðèìåð,
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∑
θk(ψ)ak + 2kw sinhψ)ψ≈ψi

≈ θi(ψi)ai + 2kw sinhψi. Çàìåòèì,÷òî ïðè ∆k 6= 0 ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà íå ðåàëèçóåòñÿ.
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�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé ak(x) è �óíêöèè ψ(x) ïðè ∆k = 0 (ïóíêòèð)è ∆k 6= 0 (íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ), kw 6= 0, λ = 500, t = 500τ , τ = 0.0052.2. Âëèÿíèå âêëàäà èîíîâ âîäû. Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-÷åòîâ äëÿ ñëó÷àåâ kw 6= 0 è kw = 0 (ψk = Ψk) â ïî÷òè ñòàöèîíàðíîé ñòàäèèïðîöåññà. Âèäíî, ÷òî ó÷åò âëèÿíèÿ èîíîâ âîäû ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íàðàñïðåäåëåíèè êîíöåíòðàöèé, îäíàêî, ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ñðåäíþþ ïðîâîäè-ìîñòü ñìåñè.
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�èñóíîê 2 � �àñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé è ñðåäíåé ïðîâîäèìîñòè ñìåñè σ, kw = 0 (ïóíê-òèð), kw 6= 0 (íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ), ψk = Ψk, t = 500τ , τ = 0.0053. Ôóíêöèÿ Êîëüðàóøà. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëü-íîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà óäîáíî èñïîëüçîâàòü àíàëîã �óíêöèè Êîëüðàóøà R(x, t),êîòîðóþ íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåð-íîì ñëó÷àå ïðè kw = 0, ψk = Ψk âûâîäèì
Rt − εSxx = 0, R =

n∑

k=1

ak
µk
, S =

n∑

k=1

ak.



204 Æóêîâà Í.Ì.Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà µk = µ, k = 0, . . . , n, èìååì S = µR è, ñ ó÷åòîì íà-÷àëüíûõ óñëîâèé (2), �óíêöèÿ R(x, t) = µ−1
∑
Mk = 
onst ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîìñèñòåìû (1) (ïîäðîáíåå ñì. [3, 4℄). Íàëè÷èå èíòåãðàëà ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ý��åê-òèâíîñòü èòåðàöèîííîãî àëãîðòèìà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ψ(x)èç óðàâíåíèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè ∑ θk(ψ)ak = 0 ïðè �èêñèðîâàííûõ ak(x).Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíà �óíêöèÿ Êîëüðàóøà â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà èòå-ðàöèé àëãîðèòìà.
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�èñóíîê 3 � Ôóíêöèÿ R(x). Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé iter = 0, 1, 2, λ = 500, t = 300τ ,
τ = 0.005. Òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå R(x, t) = 14. Îá èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà. Ïðàêòè÷åñêèâî âñåõ ìîäåëÿõ ÈÝÔ èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè äëÿ çàðÿäà qè óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà j

q ≡
∑

θkak + 2kw sinhψ = 0, div j = 0. (3)Èíòåðåñíî îöåíèòü íàñêîëüêî ïðàâîìåðíî òàêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìîäåëåé ÈÝÔè îòâåòèòü íà âîïðîñ: íå ñëåäóåò ëè âçàìåí (3) èñïîëüçîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿçàðÿäà è óðàâíåíèå Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà
∂tq + div j = 0, ε0 div E = q, (4)ãäå ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîäû (ε∗0 ≈ 80 · 8.854 · 10−12Ô/ì).Åñëè ε0 div E äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ q, òî, î÷åâèäíî, èç (4) ñëåäóåò (3).Ïðè äîñòèæåíèè ïðîöåññîì ÈÝÔ ïî÷òè ñòàöèîíàðíûõ ñòàäèé, ðàñïðåäåëåíèå êîí-öåíòðàöèé ñèëüíî ñòðàòè�èöèðîâàíî è �óíêöèÿ ψ áëèçêà ê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé,íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöàõ ìåæäó âåùåñòâàìè èìåþòñÿñêà÷êè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïðîèçâîäíàÿ Ex = −ϕxx ìîæåò áûòüäîñòàòî÷íî áîëüøîé. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 4, ïîäòâåðæäàþòñêàçàííîå.Îöåíêà ïëîòíîñòè çàðÿäà âîäû ([H+] − [OH−]) è çàðÿäà ε0 div E â îäíîìåðíîìñëó÷àå äàåò ñîîòíîøåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè λ = 500 è ψ = 1, ϕxx ≈ 200 (ñì. ðèñ. 4)

(ε0ϕxx)∗ ≈ 0.0028 (Êóë/ì3), ([H+] − [OH−])∗ ≈ 0.023 (Êóë/ì3).
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�èñóíîê 4 � �àñïðåäåëåíèå ϕxx(x), kw 6= 0, ψk = Ψk, t = 2.5Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé (3) âìåñòî áîëåå îáùèõóðàâíåíèé (4), ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíûì ðàñõîæäåíèÿì ðåøåíèé ìîäåëèñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå áàçîâîé ÷àñòè òåõ. çàäàíèÿ213.01-11/2014-1 Ìèí. Îáð. Íàóêè �Ô, Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàáñêèé Â. �., Æóêîâ Ì.Þ., Þäîâè÷ Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýëåêòðî�îðåçà.Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1983. 202 ñ.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ.Ìàññîïåðåíîñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. �îñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ��Ó, 2005.216 ñ.[3℄ Shiryaeva E.V., Zhukov M.Yu., Zhukova N.M. Mathemati
al Model of a pH-gradientCreation at Isoele
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trofo
using isinvestigated numeri
ally. The results of 
al
ulations using the �nite element method arepresented. The need to use the Poisson�Boltzmann equation instead of the 
lassi
al equationof ele
troneutrality is dis
ussed.
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1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Äîíåöê

2Òàãàíðîãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè À.Ï.×åõîâàÈññëåäîâàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîé ñìåøàííîé çàäà÷è òåîðèèóïðóãîñòè î äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû íà èçîòðîïíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî â ñëó÷àå,êîãäà â òî÷êàõ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïðîïîð-öèîíàëüíû, êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò, íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèÿ îáðà-ùàþòñÿ â íóëü. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåñîá-ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è, âðåìÿ êîìïüþòåðíîãî ðàñ÷åòàêîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ.×èñëåííî ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî óïðóãîå çàêðåïëå-íèå ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè, íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â èçîòðîïíîì ïîëóïðîñòðàí-ñòâå.Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1,2℄ ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîéçàäà÷è î äåéñòâèè ðàñïðåäåëåííîé ïî êðóãó íîðìàëüíîé íàãðóçêè íà èçîòðîïíîåïîëóïðîñòðàíñòâî ñ óïðóãî çàêðåïëåííîé ãðàíèöåé âíå îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ âíåø-íèõ óñèëèé. Åñëè â ýòîì ðåøåíèè óñòðåìèòü ðàäèóñ êðóãîâîé îáëàñòè ê íóëþ,ñ÷èòàÿ èíòåíñèâíîñòü íàãðóçêè ïîñòîÿííîé, òî ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåçàäà÷è î ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëå, äåéñòâóþùåé íà ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ óïðóãî çà-êðåïëåííîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ. Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîñðåäî-òî÷åííîé ñèëå ïðè óïðóãîì çàêðåïëåíèè ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäëîæåíâ ðàáîòå [3℄. Â íåé ïîñòðîåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû ðå-øåíèÿ Áóññèíåñêà [4℄ è ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãîóïðóãîå çàêðåïëåíèå ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà è åãî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî âû÷èñëåíèå âòîðûõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ñîäåðæàò íåñîá-ñòâåííûå èíòåãðàëû îò çíàêîïåðåìåííûõ �óíêöèé, òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò êîì-ïüþòåðíîãî âðåìåíè. Íèæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì àíàëèòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿíåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âðåìÿ èõâû÷èñëåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è â îáúå-ìå, äîñòàòî÷íîì äëÿ îáîñíîâàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé î ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèéâ èçîòðîïíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå íå òîëüêî âáëèçè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî-÷åííîé ñèëû, íî è íà çíà÷èòåëüíîì óäàëåíèè îò íåå, ïðè ëþáûõ ðåàëüíûõ çíà÷å-íèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ðåøåíèè. Â äàííîé ñòàòüå íà îñíîâå ïðåîáðàçî-âàííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èçó÷åíî âëèÿíèå óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ ãðàíè÷íîé ïëîñ-êîñòè íà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðèäåéñòâèè íà íåãî ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ.



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 207Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàí-ñòâà ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, θ, z, íà÷àëî êîòîðîé ïîìåñòèìâ òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèèóïðóãîñòè âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòíîøåíèÿ Êîøè, çàêîí �óêà è óñëî-âèÿ ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé [5℄. Ñ�îðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çà-äà÷è. Â îáëàñòè {0 6 r <∞, 0 6 θ < 2π, 0 6 z <∞} íàéòè íåèçâåñòíûå êîìïîíåí-òû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σr (r, z), σθ (r, z), σz (r, z), τrz(r, z) è âåêòîðà ïåðåìåùåíèé
u(r, z), w(r, z), óäîâëåòâîðÿþùèå îñíîâíûì óðàâíåíèÿì òåîðèè óïðóãîñòè è ñëåäó-þùèì ñìåøàííûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà:

σz(r, 0) = −P, r = 0;

σz(r, 0) = kw(r, 0), r > 0; (1)
τrz(r, 0) = 0, 0 < r <∞.Â �îðìóëàõ (1) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: P � ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà, k � ïîñòîÿííûéêîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé.2. Àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé âóïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.Ñîãëàñíî [3℄ ðåøåíèå çàäà÷è î ñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè èçîòðîïíîãî ïîëó-ïðîñòðàíñòâà ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (1) èìååò âèä

σr = σβr + σχr , .., τrz = τβrz + τχrz, (2)ãäå σβr , .., τβrz îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè Áóññèíåñêà [6℄
σβz (r, z) = −3Pz3

2πρ5
,

σβr (r, z) = − P

2π
[
(1 − 2ν)

r2
(1 − z

ρ
) − 3zr2

ρ5
] (3)

σβθ (r, z) =
P

2π
(1 − 2ν)[

1

r2
− z

ρr2
− z

ρ3
],

τβrz(r, z) = −3Prz2

2πρ5
.Çäåñü E, ν � ìîäóëü óïðóãîñòè è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà,ρ =

√
r2 + z2. Êîìïîíåí-òû íàïðÿæåíèé σχr , .., τχrz, âõîäÿùèå â �îðìóëû (2), çàïèøåì â âèäå [3℄

σχz (r, z) = −Pχ
2π

∫ ∞

0

t(1 + zt)e−tzJ0(rt)
dt

t+ χ
,

σχr (r, z) =
Pχ

2π

∫ ∞

0

t(1−zt)e−tzJ0(rt)
dt

t+ χ
− Pχ

2πr

∫ ∞

0

(1−2ν−zt)e−tzJ1(rt)
dt

t+ χ
(4)

σχθ (r, z) =
νPχ

2π

∫ ∞

0

te−tzJ0(rt)
dt

t+ χ
− Pχ

2πr

∫ ∞

0

(1 − 2ν − zt)e−tzJ1(rt)
dt

t+ χ
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τχrz(r, z) = −Pχz

2π

∫ ∞

0

t2e−tzJ1(rt)
dt

t+ χ
,ãäå J0(rt), J1(rt) � �óíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà,ïàðàìåòð χ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

χ =
2k(1 − ν2)

E
. (5)Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Rm(r, z, χ) =

∫ ∞

0

e−tzJm(rt)
dt

t+ χ
,m = 0, 1. (6)Âû÷èñëèì èíòåãðàëû [7℄

∫ ∞

0

e−tzJ0(rt)dt =
1

ρ

∫ ∞

0

te−tzJ0(rt)dt =
z

ρ3
(7)

∫ ∞

0

t2e−tzJ0(rt)dt = − 1

ρ3
+

3z2

ρ5Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (6),(7), ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â ñîîòíîøåíèÿõ (4)ê âèäó
σχz (r, z) =

Pχ

2π
[
1

ρ3
(ρ2 + z2 − zχρ2) + χ(zχ− 1)R0(r, z)] (8)Ñëîæèì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) è ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (3), ïî-ëó÷èì �îðìóëó äëÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σz â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå óïðóãîãîïîëóïðîñòðàíñòâà

σz(r, z) = − P

2πρ3
[
3z3

ρ2
− χ(z2 + ρ2(1 − zχ)(1 − χρR0(r, z)))] (9)Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ �îðìóëû äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿ-æåíèé.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé.Íà ðèñóíêàõ 1, 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ íà-ïðÿæåíèé σz â ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàí-ñòâà. �àñ÷åòû âûïîëíåíû ïî �îðìóëå (9) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà χ, ðàâíûõ

0; 0.1; 1; 10(ì−1) â ïëîñêîñòÿõ z = 0.1; 1; 2 ïðè P = 1MH .�ðà�èêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ â èññëåäó-åìûõ ïëîñêîñòÿõ äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îñè z (ïðè r = 0). Ïðèóâåëè÷åíèè r ìîíîòîííî óáûâàþùèå êðèâûå σz = σz (r) ïåðåñåêàþò îñü r è íàïðÿ-æåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìè. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèèïëîñêîñòè z = const ê ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
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�èñóíîê 1 �èñóíîê 2

�èñóíîê 3 � �àñïðåäåëåíèå íîðìàëüíîãî íà-ïðÿæåíèÿ σz â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.óìåíüøàþòñÿ, à ìàêñèìóì ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ, ïåðåìåùà-ÿñü ê îñè z . ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âáëèçè îñè z äîìèíèðóþùååâëèÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ σz îêàçûâàåò ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà, à ñ ðî-ñòîì r óñèëèâàåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðà χ, õàðàêòåðèçóþùåãî óïðóãîå çàêðåïëåíèåãðàíèöû. Èç àíàëèçà ðèñóíêîâ ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì χ îáëàñòü ñæèìàþùèõ íà-ïðÿæåíèé σz , à òàêæå èõ âåëè÷èíû óìåíüøàþòñÿ, îáëàñòü ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿ-æåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå óâåëè÷èâàåòñÿ. Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðè óäàëåíèèîò ïëîñêîñòè z = 0 â ãëóáü ïîëóïðîñòðàíñòâà íàïðÿæåíèÿ σz äîñòàòî÷íî áûñòðîóìåíüøàþòñÿ. Òàê, â ïëîñêîñòè z = 1 íàïðÿæåíèÿ íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì â ïëîñ-êîñòè z = 0.1. Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ 2 , 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ïëîñêîñòè
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z = 1 ê ïëîñêîñòè z = 2 èíòåíñèâíîñòü çàòóõàíèÿ íàïðÿæåíèé óìåíüøàåòñÿ. Ïðè-âåäåííûå ðèñóíêè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó èçìåíåíèÿ íàïðÿ-æåíèÿ σz ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Õàïèëîâà Í.Ñ., Çàë¼òîâ Ñ.Â.Îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ èçîòðîïíîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà ïðè óïðóãîì çàêðåïëåíèè ãðàíèöû âíå îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ íîðìàëüíîéíàãðóçêè // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû: Òðóäû XV Ìåæäó-íàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó. 4�7 äåêàáðÿ 2011ã., 2011. Ò. 2, C. 246�250.[2℄ Õàïèëîâà Í.Ñ., Çàë¼òîâ Â. Â., Çàë¼òîâ Ñ.Â. Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î äåéñòâèèðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íà èçîòðîïíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ óïðóãî çàêðåïëåííîéãðàíèöåé //Òðóäû Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû.2012. Ò. 25. Ñ. 251�259.[3℄ Çàë¼òîâ Â. Â.Îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà, ëåæàùåãî íà óïðãîì îñíîâàíèè, ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû //Òðóäû Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. 2004. Ò. 9,Ñ. 61�67.[4℄ Boussinesq J. Appli
ation eles Potentiels a l`Etude l`Equilibre et du Mouvement desSolides Elastiques. Gauther �Villars, Paris. 1885.721 p.[5℄ Àìåíçàäå Þ.À. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.:Âûñøàÿ øêîëà, 1971. 287ñ.[6℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �óäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1975. 576 ñ.[7℄ �ðàäøòåéí È.Ñ., �ûæèê Í.Ñ. Òàáëèöû èíòåãðàëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé.Ì., 1974. 1108 ñ.Zaletov V.V., Zaletov S.V., Ilyukhin A.A. Numeri
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ÊÂÀÇÈÒÂÅ�ÄÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕ ÓÏ�Ó�ÈÕÒÅË Ñ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÌÈ ÄÈÑËÎÊÀÖÈßÌÈÇåëåíèíà À.À.1, Çóáîâ Ë.Ì.2
1�îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ

2Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈçó÷àþòñÿ òàêèå ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíî óïðóãîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà, â êîòîðûõ ñó-ùåñòâóþò òîëüêî ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ, à ñèëîâûå íàïðÿæåíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûíóëþ. Ýòè ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ êâàçèòâåðäûìè, ïîñêîëüêó â íèõ îòñóòñòâóþò ìåòðè-÷åñêèå äå�îðìàöèè, ò. å. óäëèíåíèÿ è ñäâèãè ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí. Êàæäûé ýëåìåí-òàðíûé îáúåì ñðåäû ïåðåìåùàåòñÿ êàê àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî, ïðè÷åì ïîëå ïîâîðîòîâíåîäíîðîäíî. Äîêàçàíî, ÷òî êâàçèòâåðäûå ñîñòîÿíèÿ òðåõìåðíîé ñðåäû âîçìîæíû òîëü-êî ïðè íàëè÷èè ðàñïðåäåëåííûõ äèñëîêàöèé. Ñ�îðìóëèðîâàíà êðàåâàÿ çàäà÷à îïðåäåëå-íèÿ ïîëÿ ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â êâàçèòâåðäûõ ñîñòîÿíèÿõ. Íàéäåíû òåíçîðíûå ïîëÿïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, îáåñïå÷èâàþùèå êâàçèòâåðäûå ñîñòîÿíèÿ ïðè èçãèáå è êðó÷åíèèïðèçìàòè÷åñêèõ ñòåðæíåé ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Èññëåäîâàíà ïëîñêàÿ çà-äà÷à äëÿ ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà â óñëîâèÿõ êâàçèòâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàòèêè ëèíåéíî óïðóãîãî èçîòðîïíîãî ìèêðîïîëÿðíîãîòåëà ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë è ìîìåíòîâ ñîñòîèò [1℄ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿäëÿ íàïðÿæåíèé
div T = 0, div M + T× = 0, (1)îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

T = λE tr ε + (µ+ β)ε + (µ− β)εT

M = νE tr κ + (γ + η)κ + (γ − η)κT
(2)è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

ε = gradu + E×θ, κ = gradθ (3)Çäåñü T � òåíçîð ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé, M � òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, ε �íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð ìåòðè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, κ � òåíçîð èçãèáíûõ äå�îð-ìàöèé, θ � âåêòîðíîå ïîëå ìèðîïîâîðîòîâ, u� ïîëå ñìåùåíèé óïðóãîé ñðåäû, E�åäèíè÷íûé òåíçîð; λ, µ, β, ν, γ, η � ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå, grad � îïåðàòîðãðàäèåíòà, T× � âåêòîðíûé èíâàðèàíò òåíçîðà T.Åñëè â òåëå ðàñïðåäåëåíû äèñëîêàöèè ñ òåíçîðíîé ïëîòíîñòüþ α, òî ïîëå ïåðå-ìåùåíèé íå ñóùåñòâóåò, à ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (3) çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåñîâ-ìåñòíîñòè [2℄, [3℄
rot (ε − E × θ) = α (4)ãäå rot � îïåðàöèÿ ðîòîðà.Áóäåì ðàçûñêèâàòü òàêèå ñîñòîÿíèÿ ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà, â êîòîðûõ òåíçîðìåòðè÷åñêèõ äå�îðìàöèé ε ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî, ò. å. â êàæäîé òî÷êå òå-ëà, íî òåíçîð κ íå ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè



212 Çåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì.íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ äèñëîêàöèé. Â ñàìîì äåëå, èç (4) ïðè ε = 0 è α = 0âûòåêàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ìèêðîïîâîðîòîâ
gradθ = (div θ)E (5)Óðàâíåíèå (5) èìååò òîëüêî ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ θ = const, äëÿ êîòîðûõ κ ≡ 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòñóòñòâèè ðàñïðåäåëåííûõ äèñëîêàöèé ñëó÷àé, êîãäà ε ≡ 0,

κ 6= 0, íåâîçìîæåí. Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð äå�îðìàöèé e = 1/2(ε + εT ), êîòîðûéèñïîëüçóåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè è êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé óäëèíåíèÿ è ñäâèãè ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí, ïðè ε = 0 òàêæå ðàâåííóëþ. Ñîñòîÿíèÿ òåë ñ íóëåâûìè ìåòðè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè áóäåì íàçûâàòüêâàçèòâåðäûìè, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ êàæäûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñðåäûïåðåìåùàåòñÿ êàê àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî, à ïîëå âðàùåíèé íåîäíîðîäíî. Ñîãëàñ-íî (2) òåíçîð ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé T â êâàçèòâåðäûõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâåí íóëþ èïåðâîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â (1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Òàêèì îáðà-çîì, êâàçèòâåðäîå ñîñòîÿíèå ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà ìîæíî íàçâàòü òàêæå ÷èñòîìîìåíòíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì.Îïðåäåëåíèå êâàçèòâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà ñîãëàñíî (1)�(3)ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ âðàùåíèé θ

div M = 0, M = νE div θ + (γ + η) gradθ + (γ − η)(gradθ)T

θ = θ∗, n · M = m∗

(6)Çäåñü n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òåëà, σ1 � ÷àñòü ïîâåðõíîñòèòåëà, íà êîòîðîé çàäàíî ïîëå âðàùåíèé. Íà îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû òåëà σ2 çà-äàíà ðàñïðåäåëåííàÿ ìîìåíòíàÿ íàãðóçêà. Ïîñëåäíèå óñëîâèÿ â (6) âûïîëíÿþòñÿíà σ1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî.Ïîñëå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (6) òåíçîðíîå ïîëå ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé α,ðåàëèçóþùåå êâàçèòâåðäîå ñîñòîÿíèå, â ñèëó (5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íàéäåííîå ïîëåâðàùåíèé ïî �îðìóëå
α = −(grad θ)T + E div θ (7)2. �àññìîòðèì çàäà÷è î êâàçèòâåðäûõ ñîñòîÿíèÿõ, âîçíèêàþùèõ ïðè êðó÷åíèèè èçãèáå ïðèçìàòè÷åñêèõ ñòåðæíåé ñ ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè. Ïóñòü x1,

x2 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, îòñ÷èòûâàåìûå â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ,êîòîðîå ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ �îðìó. Êîîðäèíàòà x3 îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî îñèñòåðæíÿ. Êîîðäèíàòíûå îðòû îáîçíà÷èì i1, i2, i3. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåðæíÿñ÷èòàåòñÿ ñâîáîäíîé îò íàãðóçêè.Ïîëå âðàùåíèé â çàäà÷å êðó÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïðè ÷èñòî ìîìåíòíîì ñîñòîÿíèèáóäåì èñêàòü â âèäå (ψ, ω � ïîñòîÿííûå)
θ(x1, x2, x3) = ψx3i3 + ω(x1i1 + x2i2) (8)ãäå ψ � óãîë çàêðó÷èâàíèÿ.Ïðè ïîìîùè (2), (3), (8) îïðåäåëèì òåíçîðû èçãèáíûõ äå�îðìàöèé è ìîìåíò-íûõ íàïðÿæåíèé

κ = ω(i1 ⊗ i1 + i2 ⊗ i2) + ψi3 ⊗ i3

M = [ν(ψ + 2ω) + 2γω] (i1 ⊗ i1 + i2 ⊗ i2) + [ν(ψ + 2ω) + 2γψ] i3 ⊗ i3

(9)
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ω âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óãîë çàêðó÷èâàíèÿ

ω = − νψ

2(ν + γ)
(10)Òåíçîð ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåííûõ äèñëîêàöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñâîéñòâî êâà-çèòâåðäîñòè ñêðó÷èâàåìîãî ñòåðæíÿ, íà îñíîâàíèè (7), (8), (10) èìååò âèä

α =
ψ

γ + ν

[(
γ +

ν

2

)
(i1 ⊗ i1 + i2 ⊗ i2) − νi3 ⊗ i3

] (11)Èç (11) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû, ó êîòîðîé ν = 0, ïëîòíîñòüäèñëîêàöèé íå çàâèñèò îò óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà:
α = ψ(i1 ⊗ i1 + i2 ⊗ i2) (12)Ìîìåíòíîå íàïðÿæåíèå, äåéñòâóþùåå íà òîðöàõ öèëèíäðà, â ñèëó (9), (10)ðàâíî
i3 · M · i3 =

γ(3ν + 2γ)

ν + γ
ψ (13)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî êðóòÿùåãî ìîìåíòà, îáóñëîâëèâàþùåãîêðó÷åíèå áðóñà, äîñòàòî÷íî óìíîæèòü âûðàæåíèå (13) íà ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó èçãèáà ïðèçìàòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ â óñëîâèÿõ êâàçèòâåð-äîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëå ïîâîðîòîâ çàäàäèì â ñëåäóþùåé �îðìå

θ = τ1x3i1 + τ2x3i2 + (χ1x1 + χ2x2)i3, τ1, τ2, χ1, χ2 = const (14)Çäåñü x3τα (α = 1, 2) � óãëû ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ x3 = const âîêðóã îðòà iα. Òåíçîðûèçãèáíûõ äå�îðìàöèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé íà îñíîâàíèè (14) áóäóò òàêèìè
κ = i3 ⊗ τ + χ ⊗ i3

M = (γ + η)(i3 ⊗ τ + χ ⊗ i3) + (γ − η)(τ ⊗ i3 + i3 ⊗ χ)

τ = ταiα; χ = χαiα

(15)Òðåáîâàíèå íåçàãðóæåííîñòè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà äàåòñîîòíîøåíèå
χ =

η − γ

η + γ
τ (16)Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7), (14), (16) íàõîäèì òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, îñó-ùåñòâëÿþùèé ÷èñòî ìîìåíòíîå ñîñòîÿíèå èçãèáà

α =
γ − η

γ + η
i3 ⊗ τ − τ ⊗ i3 (17)



214 Çåëåíèíà À.À., Çóáîâ Ë.Ì.Âåêòîð èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà êîíöàõ áðóñà, ñîãëàñíî (15)âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé
i3 · M =

4γη

γ + η
τ (18)3. Íàéäåííûå âûøå ÷èñòî ìîìåíòíûå ñîñòîÿíèÿ èçãèáà è êðó÷åíèÿ ïðèçìàòè-÷åñêèõ ñòåðæíåé õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì äèñëîêàöèé è îä-íîðîäíûìè ïîëÿìè ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé è èçãèáíûõ äå�îðìàöèé. �àññìîòðèìîáùèé ñëó÷àé îäíîðîäíûõ êâàçèòâåðäûõ ñîñòîÿíèé ìèêðîïîëÿðíîãî òåëà. Èìååì

κ = κ0 = const, α = α0 = constÂ êâàçèòâåðäîì ñîñòîÿíèè ñîãëàñíî (7) ïîñòîÿííûå òåíçîðû κ0 è α0 ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì
κ0 = −αT

0 +
1

2
E trα0 (19)Ïîëå âðàùåíèé â îäíîðîäíîì êâàçèòâåðäîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ èç (3) è (19):

θ(r) = r ·
(

1

2
E trα0 − αT

0

)
+ θ0 (20)Çäåñü θ0 � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, à r = xkik � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êèòåëà. Â ñèëó (2) òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ïîñòîÿíåí è óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-ñèÿ (6) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþòñÿ.Îòìåòèì îäèí èíòåðåñíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ÷èñòî ìîìåíòíîãî ñî-ñòîÿíèÿ, êîãäà òåíçîð ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé øàðîâîé: α0 = a0E. Òîãäà ïðè ïîìî-ùè (20) íàõîäèì

θ(r) =
1

2
a0r + θ0 (21)Ñîãëàñíî (21) ïðè θ0 = 0 êàæäûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñðåäû âðàùàåòñÿ âîêðóãðàäèóñ-âåêòîðà, ïðè÷åì óãîë ïîâîðîòà ïðè óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò âîçðàñ-òàåò ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ. Ïîñêîëüêó òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé äëÿñîñòîÿíèÿ (21) òàêæå øàðîâîé, ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ òåëà ïðîèçâîëü-íîé �îðìû òðåáóåò ïðèëîæåíèÿ ê ïîâåðõíîñòè òåëà σ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîéêðóòÿùåé (ñâåðëÿùåé) ìîìåíòíîé íàãðóçêè: n · M |σ = m0n, m0 = const.4. Ïëîñêèì êâàçèòâåðäûì ñîñòîÿíèåì áóäåì íàçûâàòü òàêîå, ïðè êîòîðîì âñå÷àñòèöû òåëà èñïûòûâàþò âðàùåíèå òîëüêî âîêðóã îðòà i3, à óãîë ïîâîðîòà íåçàâèñèò îò êîîðäèíàòû x3:

θ = ω(x1, x2)i3 (22)Íà îñíîâàíèè (2), (3), (7), (22) ïîëó÷àåì
κ = gradω ⊗ i3, α = −i3 ⊗ gradω

M = (γ + η) gradω ⊗ i3 + (γ − η)i3 ⊗ gradω
(23)Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé (6) ïðèâîäèò ê äâóìåðíîìóóðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ �óíêöèè ω: ∆ω = 0. Åñëè íà ãðàíèöå ïëîñêîé îáëàñòè
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v, çàíÿòîé òåëîì, çàäàíà ìîìåíòíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà m∗ = h i3, òî ãðà-íè÷íîå óñëîâèå íà ∂v èìååò âèä

(γ + η)
∂ω

∂n
= h (24)Íåòðèâèàëüíîå ÷èñòî ìîìåíòíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò âîçíèêíóòü äàæå ïðè îòñóò-ñòâèè âíåøíåé ìîìåíòíîé íàãðóçêè (h = 0 â (24)), åñëè â òåëå èìåþòñÿ èçîëè-ðîâàííûå èëè ðàñïðåäåëåííûå äèñêëèíàöèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïëîñêîãî êâà-çèòâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èçîëèðîâàííîé äèñêëèíàöèè â êðó-ãîâîì êîëüöå. Ââåäåì â ïëîñêîñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r, ϕ, à ãàðìîíè÷åñêóþ�óíêöèþ ω ïðèìåì â âèäå ω = Kϕ, K = const. Òàêîå ïîëå ïîâîðîòîâ îïèñûâàåòîáðàçîâàíèå êëèíîâîé äèñêëèíàöèè â êðóãîâîì êîëüöå ñ âåêòîðîì Ôðàíêà 2πKi3.Òåíçîðíîå ïîëå ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, îáåñïå÷èâàþùåå ñâîéñòâî êâàçèòâåðäîñòè,ñîãëàñíî (7) èìååò âèä

α = −K
r

i3 ⊗ eϕ, eϕ = −i1 sinϕ+ i2 cosϕ (25)à òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé áóäåò òàêèì
M = (γ + η)Kr−1eϕ ⊗ i3 + (γ − η)Kr−1i3 ⊗ eΦ (26)Èç (26) ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíòíàÿ íàãðóçêà îòñóòñòâóåò íà ãðàíèöàõ êðóãîâîãîêîëüöà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàäèóñîâ. Èòàê, èçîëèðî-âàííàÿ äèñêëèíàöèÿ è ðàñïðåäåëåííûå ñ ïëîòíîñòüþ (25) êðàåâûå äèñëîêàöèèñîçäàþò â êðóãîâîì êîëüöå, ñâîáîäíîì îò âíåøíèõ íàãðóçîê, ÷èñòî ìîìåíòíîåíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå (26).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00038).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1975. 872 ñ.[2℄ Âèò �. ∂å. Êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ äèñêëèíàöèé. Ì.: Ìèð, 1977. 208 ñ.[3℄ Çóáîâ Ë.Ì. Êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ äèñëîêàöèé è äèñêëèíàöèé â íåëèíåéíî óïðóãèõìèêðîïîëÿðíûõ ñðåäàõ // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2011. � 3. Ñ. 18�28.Zelenina A.A., Zubov L.M. Quasi-solid state of mi
ropolar elasti
 bodies withdistributed dislo
ations. The state of linear elasti
 mi
ropolar body, in whi
h there are only a
ouple stresses, and power tension identi
ally zero are studied.



�ÀÑ×ÅÒÛ ÑËÎÆÍÎ�Î ÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÌÅÒÀËËÎÂÏÎ ÌÎÄÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÒÅÎ�ÈÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂÇóá÷àíèíîâ Â. �., Àëåêñååâ À.À.Òâåðñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòÏðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ñëîæíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå-�îðìèðîâàíèÿ ìåòàëëîâ ïî ïëîñêèì ïðÿìîëèíåéíûì è êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì ââåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå À.À. Èëüþøèíà. �àñ÷åòíûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ äàííû-ìè �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ íà àâòîìàòèçèðîâàííîì ýêñïåðèìåíòàëüíîìêîìïëåêñå ÑÍ-ÝÂÌ.Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè ïðè ñëîæ-íîì íàãðóæåíèè â ìîäè�èöèðîâàííîé ìîäåëè òåîðèè ïðîöåññîâ óïðîãîïëàñòè÷å-ñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé çàäà÷è Êîøè, êîòîðàÿäëÿ ïëîñêèõ òðàåêòîðèé èìååò âèä [1℄
dσ̄

dτ
= M1

dÝ̄
dτ

+M
σ̄

σ

ds

dτ
,
dϑ1

dτ
= −ds

dτ

(M1

σ
sin ϑ1 + κ1

)
, (1)ãäå

σ̄ = Sk̂ik, Ý̄ = Ýk̂ik, (k = 1, 2, 3)� âåêòîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé �îðìîèçìåíåíèÿ â ëèíåéíîì äåâèàòîðíîìïðîñòðàíñòâå À.À. Èëüþøèíà 
 îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {̂ik};
S1 =

√
3

2
S11, S2 =

1√
2
(S22 − S33), S3 =

√
2S12,Ý1 =

√
3

2
Ý11, Ý2 =

1√
2
(Ý22 − Ý33), Ý3 =

√
2Ý12,� êîìïîíåíòû âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé;

Sij = σij − δijσ0, Ýij = εij − δijε0, (i, j = 1, 2, 3)� êîìïîíåíòû äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé; σij , εij � êîìïîíåíòû òåí-çîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé; δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà;
σ0 =

1

3
σijδij , ε0 =

1

3
εijδij, σ =

√
SijSij =

√
SkSk, Ý =

√ÝijÝij =
√ÝkÝk� ìîäóëè øàðîâûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé (ïåðâûå èíâàðèàíòû)è ìîäóëè äåâèàòîðîâ (âòîðûå èíâàðèàíòû), êîòîðûå ðàâíû ìîäóëÿì âåêòîðîâ íà-ïðÿæåíèé σ̄ è äå�îðìàöèé Ý̄ ñîîòâåòñòâåííî; κ1 � êðèâèçíà òðàåêòîðèè äå�îðìè-ðîâàíèÿ; ϑ1 � óãîë ñáëèæåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé σ̄ ñ êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè



�àñ÷åòû ñëîæíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ìåòàëëîâ... 217äå�îðìèðîâàíèÿ; τ � ïàðàìåòð îáîáùåííîãî âðåìåíè, çà êîòîðûé äëÿ ïðÿìîëè-íåéíûõ òðàåêòîðèé äå�îðìèðîâàíèÿ ïðèíèìàåòñÿ äëèíà äóãè òðàåêòîðèè s, à äëÿêðèâîëèíåéíûõ - ïîëÿðíûé óãîë ϕ åå òî÷åê. Äëÿ �óíêöèîíàëîâ ïëàñòè÷íîñòè èñ-ïîëüçîâàíû àïïðîêñèìàöèè, ïðåäëîæåííûå Â.�. Çóá÷àíèíîâûì [1, 2℄
M1 = 2Gp + (2G− 2G0

p)f
q, f =

1 − cosϑ1

2
, M =

dσ

ds
−M1 cosϑ1, (2)ãäå f � �óíêöèÿ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ; 2G, 2Gp � óäâîåííûå óïðóãèé è ïëàñòè-÷åñêèé ìîäóëè ñäâèãà, èíäåêñ ¾íîëèê¿ îòíîñèòñÿ ê âåëè÷èíàì â òî÷êàõ èçëîìàòðàåêòîðèè äå�îðìèðîâàíèÿ.Ïðè ïðîñòîì ïðîïîðöèîíàëüíîì íàãðóæåíèè â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî ÍÄÑ èñ-ïîëüçóåòñÿ çàêîí åäèíîé óíèâåðñàëüíîé êðèâîé óïðî÷íåíèÿ �îøà è Ýéõèíãåðà

σ = Ô(Ý), ïîëó÷àåìûé èç îïûòà íà ïðîñòîå ðàñòÿæåíèå. Ïðè ñëîæíûõ íàãðóæå-íèÿõ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé è ñðåäíåé êðèâèçíû, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ïðîñòîìóíàãðóæåíèþ, èñïîëüçóåòñÿ çàêîí óïðî÷íåíèÿ Îäêâèñòà�Èëüþøèíà σ = Ô(s), îïè-ñûâàþùèé ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, ïðè ýòîì âñåãäà s > Ý. Â êà÷åñòâå åãîàïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ âûðàæåíèÿ
σ = Ô(s) =






2G

α
(1 − e−αs), åñëè 0 < s < sò,

σò + 2G∗(s− sò) + σ∗(1 − e−β(s−sò)), åñëè s > sò, (3)
dÔ
ds

= 2G∗ + σ∗βe
−β(s−sò), ïðè s > sò,ãäå σò =

√
2/3σò; σò � ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè; α, β, 2G∗, σ∗ � ìàòåðè-àëüíûå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòîäèêå [1℄. Ýòîò çàêîí íåîòðàæàåò âëèÿíèå âåêòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîìñáëèæåíèÿ ϑ1(s, κ1) âåêòîðà íàïðÿæåíèé σ̄ ñ êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè äå�îðìè-ðîâàíèÿ â òåêóùåé åå òî÷êå. Îí íå äîñòîâåðåí äëÿ òðàåêòîðèé áîëüøîé êðèâèçíûè òðàåêòîðèé ñ áîëüøèìè èçëîìàìè [3℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíîé ðàç-ãðóçêè ìàòåðèàëà ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè â íåêîòîðîé òî÷êå K è ïîñëåäóþùåãîó÷àñòêà àêòèâíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ïðåäëàãàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè [1℄
σ(s, κ1) = Ô(s) + AΩ(s)f p0 + ω(s, κ1),

dσ

ds
=
dÔ
ds

+ A
dΩ

ds
f p0 +

dω

ds
, (4)ãäå

Ω(s) = −
(
γ∆se−γ∆s + b(1 − e−γ∆s)

)
,
dΩ

ds
= −γe−γ∆s(1 + b− γ∆s); (5)� �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âðåìåííîå ïîíèæåíèå òèïà ¾íûðêà¿ ìîäóëÿ âåêòîðàíàïðÿæåíèé è åå ïðîèçâîäíàÿ ïî äëèíå äóãè s; ∆s = s− sòê � ïðèðàùåíèå äëèíûäóãè òðàåêòîðèè ïîñëå åå èçëîìà â òî÷êå K íà óãîë ϑ0

1;
A =

1

γ(1 + b)

(dÔ0

ds
+ 2G

)
,
dÔ0

ds
= 2G∗ + σ∗βe

−β(sòê−sò), f0 =
1 − cosϑ0

1

2
;

ω(s, κ1) = −aκ1∆s,
dω

ds
= −aκ1 (6)



218 Çóá÷àíèíîâ Â. �., Àëåêñååâ À.À.� �óíêöèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ êðèâèçíó òðàåêòîðèè äå�îðìèðîâàíèÿ è åå ïðîèçâîä-íàÿ. Ïàðàìåòðû γ, b, p, q, a óíèâåðñàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé (2), (4)�(6) îïðåäåëÿ-þòñÿ ïî ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêå [1℄.Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è èñïîëüçóåìûõ àïïðîêñè-ìàöèé íà ïàðòèè èç 20 òîíêîñòåííûõ ñòàëüíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ áûëèïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå äå�îðìàöèé Ý1�Ý3(æåñòêîå íàãðóæåíèå) íà àâòîìàòèçèðîâàííîì èñïûòàòåëüíîì êîìïëåêñå íà ñëîæ-íîå íàãðóæåíèå ÑÍ-ÝÂÌ èìåíè À.À. Èëüþøèíà. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíà ïðî-ãðàììà èñïûòàíèÿ â âèäå äâóçâåííîé ëîìàíîé òðàåêòîðèè [4℄. Íà åå ïåðâîì ó÷àñò-êå ïðîâîäèëîñü êðó÷åíèå îáðàçöà äî çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòû Ý3 = 2,5 %, ïîñëå ÷åãîïðîèçâîäèëñÿ èçëîì òðàåêòîðèè íà óãîë 135◦ è íà âòîðîì ó÷àñòêå ðåàëèçîâûâàëîñüñîâìåñòíîå ðàñòÿæåíèå ñ êðó÷åíèåì äî çíà÷åíèé êîìïîíåíò Ý1 = 2,5 %, Ý3 = 0.Âî âòîðîì îïûòå, ïî òðàåêòîðèè íà ðèñóíêå 2, íà ïåðâîì ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêåîñóùåñòâëÿëîñü ðàñòÿæåíèå äî çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòû Ý1 = 1 %, íà âòîðîì ó÷àñòêåïîñëå èçëîìà òðàåêòîðèè íà óãîë 90◦ ðåàëèçîâûâàëàñü öåíòðàëüíàÿ îêðóæíîñòüðàäèóñà R = Ý = 1 % è êðèâèçíîé κ1 = 100. Äàííóþ òðàåêòîðèþ ìîæíî îòíåñòèê òðàåêòîðèè ñðåäíåé êðèâèçíû [3℄.
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�èñóíîê 2 � Òðàåêòîðèÿ � 2Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû îïûòíûå äèàãðàììû ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà äå-�îðìèðîâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè σ(s) äëÿ äâóçâåííîé ëîìàíîé è σ(s, κ1) äëÿ êðè-âîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ïî (4), êîòîðûå îïèñûâàþò ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëàâ ðåàëèçîâàííûõ ïðîöåññàõ. Ïîñëå èçëîìà òðàåêòîðèè äå�îðìèðîâàíèÿ îíè çíà-÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò äèàãðàììû σ = Ô(s), ïðèìåíÿåìîé îáû÷íî äëÿ îïèñàíèÿñêàëÿðíûõ ñâîéñòâ â ïðîöåññàõ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé è ñðåäíåé êðèâèçíû.Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è êîìïîíåíòàõ Ýk (k = 1, 3) âåêòîðà äå�îð-ìàöèé Ý̄ ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñâåäåíà ê çàäà÷å Êîøè ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîíåíò
Sk (k = 1, 3) âåêòîðà íàïðÿæåíèé σ̄ è óãëà åãî ñáëèæåíèÿ ϑ1 ñ êàñàòåëüíîé ê òðàåê-òîðèè äå�îðìèðîâàíèÿ ïðè èçâåñòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ �óíêöèîíàëîâ (2), (4)�(6).Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) èñïîëüçîâàí ìåòîä �óíãå�Êóòòû÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè â ïðèëîæåíèè MathWorks Matlab. Íà ðèñóíêàõ 4, 5



�àñ÷åòû ñëîæíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ìåòàëëîâ... 219ïðèâåäåíû îòêëèêè â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé S1�S3 äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøåòðàåêòîðèé, à íà ðèñóíêå 6 äèàãðàììû çàâèñèìîñòè óãëà ñáëèæåíèÿ ϑ1 îò ïðèðà-ùåíèÿ äëèíû äóãè òðàåêòîðèè äå�îðìèðîâàíèÿ ∆s ïîñëå èõ èçëîìà, õàðàêòåðè-çóþùèå âåêòîðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. Êàê âèäíî, ñòàáèëèçàöèÿ ϑ1 íà ó÷àñòêåïîñòîÿííîé êðèâèçíû ïðîèñõîäèëà ïðèìåðíî ïðè äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ óãëà â 30◦.
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�èñóíîê 5 � Îòêëèê íà òðàåêòîðèþ � 2Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì (1) êîì-ïîíåíòû âåêòîðà äå�îðìàöèé Ýk (k = 1, 3) çàäàâàëèñü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.Äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ òðàåêòîðèè äå�îðìèðîâàíèÿ 
 ïàðàìåòðîì ïðîñëå-æèâàíèÿ τ = s èñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèÿÝ1 = Ý∗
1 + ∆s sinϕ0, Ý3 = Ý∗

3 + ∆s cosϕ0,
dÝ1

ds
= sinϕ0,

dÝ3

ds
= cosϕ0,ãäå Ý∗

1, Ý∗
3 � êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè ó÷àñòêà; ϕ0 � �èêñèðîâàííûé óãîë,îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè Ý3. Ïëîñêèå êðèâîëèíåéíûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííîé êðè-
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№ 1�èñóíîê 6 � Äèàãðàììû ϑ1 − ∆sâèçíû 
 ïàðàìåòðîì ïðîñëåæèâàíèÿ τ = ϕ çàäàâàëèñü â âèäåÝ1 = Ý0
1 + ρ sinϕ, Ý3 = Ý0

3 + ρ cosϕ,
dÝ1

dϕ
= ρ cosϕ,

dÝ3

dϕ
= −ρ sinϕ,

ds

dϕ
= ρ,ãäå Ý0

1, Ý0
3 � êîîðäèíàòû ïîëþñà òðàåêòîðèè; ρ = R = 
onst � åå ðàäèóñ; ϕ �ïîëÿðíûé óãîë òî÷êè ñëåäà òðàåêòîðèè, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè Ý3.Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ êëàñ-ñîâ òðàåêòîðèé äå�îðìèðîâàíèÿ ìîäè�èöèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåî-ðèè ïðîöåññîâ ïðè îïèñàíèè ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ïðèñëîæíîì íàãðóæåíèè äàåò äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåí-òàëüíûì äàííûì. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Çóá÷àíèíîâ Â. �.Ìåõàíèêà ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêèõ ñðåä. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2010. 352 ñ.[2℄ Çóá÷àíèíîâ Â. �. Óñòîé÷èâîñòü è ïëàñòè÷íîñòü. Òîì 2. Ïëàñòè÷íîñòü. Ì.: Ôèçìàò-ëèò, 2007. 336 ñ.[3℄ Çóá÷àíèíîâ Â. �., Àëåêñååâà Å. �. Î âëèÿíèè êðèâèçíû òðàåêòîðèé äå�îðìèðîâàíèÿíà êëàññè�èêàöèþ è çàïàçäûâàíèå ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè //Âåñòíèê ×�ÏÓ èì. È. ß. ßêîâëåâà. Ñåðèÿ: Ìåõàíèêà ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. 2014.� 1(19). Ñ. 78�87.[4℄ Çóá÷àíèíîâ Â. �., Àëåêñååâ A.A., �óëüòÿåâ Â.È. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåñ-ñîâ ñëîæíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ñòàëè ïî äâóçâåííûì ëîìàíûìòðàåêòîðèÿì // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. 2014. Ò. 76. � 1. Ñ. 18�25.Zub
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1Óíèâåðñèòåò Éîðêà

2Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó
3Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍè Ïðàâèòåëüñòâà �ÑÎ�Àëàíèÿ�àññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ïðîíèöàå-ìûìè ïîðèñòûìè öèëèíäðàìè. Îñíîâíîå òå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàëîæåíèå òå÷åíèÿÊóýòòà íà ðàäèàëüíûé ïîòîê. Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü òàêèõ òå÷åíèé, â çàâèñèìîñòèîò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàñõîäîì è öèðêóëÿöèåé ïîòîêà.1.Îñíîâíîå òå÷åíèå. �àññìîòðèì òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé è îäíîðîä-íîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ ñîîñíûìè ïðîíèöàåìûìè ïîðèñòûìè öèëèí-äðàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî æèäêîñòü âäóâàåòñÿ ÷åðåç îäèí èç öèëèíäðîâ è îòñà-ñûâàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé, ïðè ýòîì öèëèíäðû âðàùàþòñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè
Ωi, i = 1, 2, è ðàñõîä æèäêîñòè íà åäèíèöó äëèíû êàæäîãî èç öèèëíäðîâ ðà-âåí 2πQ. Çà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ïðèìåì ñèñòåìó Íàâüå�Ñòîêñà. �ðà-íè÷íûå óñëîâèÿ (â áåçðàçìåðíîé �îðìå) çàïèøåì â âèäå

u
∣∣
r=1

= β, u
∣∣
r=a

= β/a, v
∣∣
r=1

= γ1, v
∣∣
r=a

= γ2/a, w
∣∣
r=1,a

= 0, (1)ãäå u, v è w � ðàäèàëüíàÿ, àçèìóòàëüíàÿ è îñåâàÿ ñêîðîñòè, a = r2/r1 > 1, r1, r2 �ðàäèóñû öèëèíäðîâ, γi = Ωir
2
i /|Q|, i = 1, 2, β = ±1 � îðèåíòàöèÿ ïîòîêà. Åñëèæèäêîñòü âäóâàåòñÿ ÷åðåç âíóòðåííèé öèëèíäð è îòñàñûâàåòñÿ ÷åðåç âíåøíèé, òî

β = +1 è ïîòîê íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå β = −1 è ïîòîêíàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Ââåäåì ðàäèàëüíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà R = Q/ν. �ðà-íè÷íûå óñëîâèÿ (1) îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî ïëîñêèõ âðàùàòåëüío-ñèììåòðè÷íûõñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé U = β/r, V = ArβR+1 + B/r, A = A(γ1, γ2, a, β, R),
B = B(γ1, γ2, a, β, R). Ïðè R ≫ 1, â óêàçàííîì òå÷åíèè âîçíèêàåò ïîãðàíñëîéó âûõîäà ïîòîêà èç çàçîðà, âíå ïîãðàíñëîÿ òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ áåçâèõðåâûì, íîîñòà¼òñÿ öèðêóëÿöèîííûì ââèäó âðàùåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî íà âõîäå, èìåííî, ïóñòü
β = 1, η = R(1 − r/a), òîãäà

V = γ1r
−1 + (γ2 − γ1)a

−1e−η
[
1 −

(
η + η2/2

)
R−1 +O

(
R−2

)]
, R → ∞, (2)×òîáû ïåðåéòè ê ñëó÷àþ β = −1, â (2) ñëåäóåò ïîëîæèòü η = R(r−1), è ïîìåíÿòüìåñòàìè γ2 è γ1.2. Ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè áîëüøèõ R. �àññìîòðèì ïëîñêèå ìàëûåíîðìàëüíûå âîçìóùåíèÿ (û(r), v̂(r), p̂(r))eσt+inθ. Ââåä¼ì �óíêöèþ òîêà, ïîëàãàÿ

û(r) = inr−1 ψ̂(r), v̂ = −ψ̂′(r), è èñêëþ÷èì äàâëåíèå p̂ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ïî-ëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó
(
σ + r−1inV

)
Lψ̂ + βr−1 (Lψ̂)′ − inr−1 Ω′ ψ̂ = R−1L2ψ̂, (3)

ψ̂(1) = 0, ψ̂′(1) = 0, ψ̂(a) = 0, ψ̂′(a) = 0, (4)



222 Èëüèí Ê.È., Ìîðãóëèñ À.Á.ãäå Lψ̂ = ψ̂′′ + r−1ψ̂′ − n2r−2ψ̂, V = V (r, β, γ1, γ2, R) è Ω = V ′ + r−1V � àçèìóòàëü-íàÿ ñêîðîñòü è çàâèõðåííîñòü îñíîâíîãî òå÷åíèÿ (ñì. (2)). Ââèäó âåùåñòâåííîñòèçàäà÷è è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (n, V ) 7→ (−n,−V ), ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî V > 0, è n > 09. Íåóñòîé÷èâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ σ îáíàðóæåíûâ ñòàòüå [1℄, ãäå èçó÷àëèñü òîëüêî ñõîäÿùèåñÿ òå÷åíèÿ ïðè ïîêîÿùåìñÿ âûõîä-íîì öèëèíäðå, è óçêîì çàçîðå, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü ïðåäåëû R → ∞,
a = 1 +O(

√
R), γ2 ∼ Rp, p = 1, 2. Çäåñü ìû îáîéä¼ìñÿ áåç ýòèõ îãðàíè÷åíèé.Àñèìïòîòèêà 
îáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (3�4) ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åé-íîëüäñà (R → ∞) ñòðîèòñÿ ìåòîäîì Âèøèêà-Ëþñòåðíèêà. �åøåíèÿ ψ̂, σ ðàçûñ-êèâàþòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì R−1. Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè

ψ̂ = ψ0(r) +R−1(φ0(η) + ψ1(r)) +O(R−2), σ = σ0 +O(R−1), R → ∞ (5)ãäå φ0(η) = o(η−s) ïðè η → ∞ äëÿ ëþáîãî s > 0, è η � ïîãðàíñëîéíàÿ ïåðåìåííàÿ,ðàâíàÿ íóëþ íà âûõîäå ïîòîêà.Â ñëó÷àå ðàñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà (β = +1), η = R(1− r/a), è ãëàâíîå ïðèáëèæå-íèå ψ0, φ0, σ0 îïðåäåëÿåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé
(
σ0 + inγ1r

−2 + r−1 ∂r
)
Lψ0 = 0, ψ0(1) = ψ′

0(1) = ψ0(a) = 0, (6)
∂3
η (φ0 + ∂ηφ0) = 0, ∂η|η=0φ0 = ψ′

0(a), φ0(η) = o(η−s), η → ∞, ∀ s > 0. (7)Çàäà÷à (6�7) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (2) è (5) â (3�4). Ïðè ýòîì çàäà÷à (6) îò-äåëÿåòñÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíà íåçàâèñèìî îò çàäà÷è (7). Ïîñëåäíÿÿ èìååò åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå φ0 ïðè ëþáîì ãðàíè÷íîì äàííîì.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëû ìîä íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé âÿçêèõ ñòàöèîíàðíûõòå÷åíèé (U, V ) ïðè R → ∞ îïðåäåëÿþòñÿ çàäà÷åé (6), à îíà íå çàâèñèò îò γ2. Îòñþ-äà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïëîñêîãî âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîãîòå÷åíèÿ ïðè áîëüøèõ R ñëàáî çàâèñèò îò âðàùåíèÿ âûõîäà, òî åñòü, òîãî öèëèí-äðà, ñêâîçü êîòîðûé æèäêîñòü âûâîäèòñÿ. Äàëüíåéøèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâðàùåíèÿ âûõîäà íå çàâèñèò íå òîëüêî σ0, íî è ñëåäóþùèé ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè÷ëåí àñèìïòîòèêè R → ∞.Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä âäîëü ñàìîãî ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé (U, V ) äà¼òðàäèàëüíóþ ñêîðîñòü U0 = U = r−1, è àçèìóòàëüíóþ ñêîðîñòü V0 = γ1r
−1. Â òî÷-íîñòè òàêîå òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñîçäàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîéíèòüþ âèõðåèñòî÷íèêîâ èíòåíñèâíîñòè 1 + iγ1, ñîâìåù¼ííîé ñ îáùåé îñüþ öèëèí-äðîâ. Îäíàêî, áîëåå åñòåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðåäåëüíîãî ïîòî-êà êàê ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîòåêàíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè ÷åðåçñèììåòðè÷íîå êîëüöî, ãäå íà âñåé ãðàíèöå çàäà¼òñÿ íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà,è íà åãî âõîäå â îáëàñòü äîïîëíèòåëüíî çàäàåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ñêîðîñòü10. �àñ-ñìîòðåíèå ïëîñêèõ íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà (U0, V0) ïðèòàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðèâîäèò â òî÷íîñòè ê çàäà÷å (6). Â ýòîì êîíòåêñòåçàäà÷à (6) èçó÷àëàñü â [2℄, ãäå óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé

γ1 = γ∗1(a, n), , a > 1, n = 1, 2, . . ., òàêèõ, ÷òî Re(σ0) < 0 ïðè γ1 < γ∗1(a, n) äëÿâñåõ íîðìàëüíûõ ìîä ñ àçèìóòàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n, è Re(σ0) > 0 ïðè9Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 0 âîçìîæíî ëèøü Reσ < 0.10Êîððåêòíîñòü ýòîé çàäà÷è óñòàíîâèë À.Â. Êàæèõîâ (1980), ñì. ññûëêè â [2℄.
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γ1 > γ∗1(a, n) äëÿ õîòÿ áû îäíîé òàêîé ìîäû. Ïðè ýòîì íåóñòîé÷èâàÿ ìîäà � âñå-ãäà êîëåáàòåëüíàÿ, òàê ÷òî Im σ0 6= 0.Âñ¼ ñêàçàííîå î ïîâåäåíèè ðàñõîäÿùåãîñÿ âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîãî òå÷å-íèÿ è åãî íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé ïðè R → ∞ ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ñõîäÿ-ùåãîñÿ òå÷åíèÿ áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé, íî öèðêóëÿöèÿ ïðåäåëüíîãî ïîòî-êà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì γ2. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
γ2 = γ∗2(a, n), a > 1, n = 1, 2, . . ..Ïîäðîáíîñòè î �óíêöèÿõ γ∗1,2 ñì. â [2, 3℄.3. Êðèòè÷åñêèå ÷èñëà �åéíîëüäñà. Ïóñòü γin = γ1 è γout = γ2 â ñëó÷àåðàñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà, è γin = γ2 è γout = γ1 â ñëó÷àå ñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà.Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè R = R±

c (γin, γout, a, n) (ãäå âåðõíèé èí-äåêñ ñîîòâåòñòâóåò çíàêó β) âû÷èñëÿëèñü â äèàïàçîíå àçèìóòàëüíûõ âîëíîâûõ÷èñåë n = 1..20. Ïðè R < Rc(·, n) íîðìàëüíàÿ ìîäà ñ âîëíîâûì ÷èñëîì n çàòóõàåò,ïðè R > Rc(·, n) � âîçðàñòàåò, ïðè÷¼ì íåóñòîé÷èâîñòü � êîëåáàòåëüíàÿ.�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 1 è 2. Âèäíî, ÷òî îáëàñòü
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�èñóíîê 1 � Êðèòè÷åñêèå êðèâûå íåóñòîé÷èâîñòè; a = 1.5 è n = 1..5. Cëåâà � êðèâàÿ
R = R+

c (γin, ·) (ðàñõîäÿùèéñÿ ïîòîê), ñïðàâà � R = R−
c (γin, ·) (ñõîäÿùèéñÿ ïîòîê)

0 50 100 150 200 250
0

50

100

150

200

250

a=8, γ
2
=0

γ
1

R

unstable

stable

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

0 50 100 150 200 250
0

50

100

150

200

250

a=8, γ
1
=0

γ
2

R

unstable

stable
n=1n=2n=3n=4n=5�èñóíîê 2 � Êðèòè÷åñêèå êðèâûå íåóñòîé÷èâîñòè; a = 8 è n = 1..5. Cëåâà � êðèâàÿ

R = R+
c (γin, ·) (ðàñõîäÿùèéñÿ ïîòîê, γ2 = 0), ñïðàâà � R = R−

c (γin, ·) (ñõîäÿùèéñÿïîòîê, γ1 = 0)



224 Èëüèí Ê.È., Ìîðãóëèñ À.Á.óñòîé÷èâîñòè ðàñõîäÿùåãîñÿ (ñõîäÿùåãîñÿ) òå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè (γin, R) âñåãäàâêëþ÷àåò âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó 0 < γin < γ∗in(a, n) , ïðè÷åì ãðàíè÷íûå ïðÿìûå
γin = γ∗in îêàçûâàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè àñèìïòîòàìè ñðàçó äëÿ âñåõ êðèòè÷åñêèõêðèâûõ R = R±

c (γin, ·). Â ÷àñòíîñòè, âñå ìîäû óñòîé÷èâû, åñëè íà âõîäå ïîòîêàçàäàíà íóëåâàÿ àçèìóòàëüíàÿ ñêîðîñòü, êàêîâû áû íè áûëè ïðè ýòîì çíà÷åíèÿïðî÷èõ ïàðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå óçêîãî çàçîðà ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííûõ àñèìïòîòáûëî îáíàðóæåíî â [1℄, íî íå ïîëó÷èëî, íà íàø âçãëÿä, äîëæíîãî îáúÿñíåíèÿ,ïîñêîëüêó ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè íå ðàññìàòðèâàëàñü.Âëèÿíèå âðàùåíèÿ âûõîäà íà óñòîé÷èâîñòü îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ñëàáûì íå òîëü-êî â ïðåäåëå R → ∞, íî è ïðè êîíå÷íûõ R, ñì. ïðàâóþ ïàíåëü íà ðèñóíêå 4. Òàêèìîáðàçîì, âëèÿíèå âõîäà äîìèíèðóåò âî âñ¼ì êîëüöå, â îòëè÷èè îò òå÷åíèé â òðóáàõ,ãäå ¾ïàìÿòü¿ î âõîäå ñëàáååò âíèç ïî ïîòîêó.Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàñõîäÿùåãîñÿ (ñõîäÿùåãîñÿ) ïîòîêà âêëþ÷àþò òàêæåãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñêè 0 < R < minγin
R±

∗ , ãäå R±
∗ (a, γin, γout) = minnR

±
c . Çàìå-òèì, ÷òî 
 ðîñòîì øèðèíû çàçîðà a çíà÷åíèÿ R±

∗ (a, ·) óáûâàþò.�îðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ëåæàùèå âûøå R±
∗ (·, n) ïåðåñåêàþò êðèòè÷åñêóþ êðè-âóþ R = Rc(·, n) íå ìåíåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì èõ àáñöèññû γ−in(R, n, a),

γ+
in(R, a, n). Òàêèì îáðàçîì, ìîäà ñ âîëíîâûì ÷èñëîì n óñòîé÷èâà ïðè γin <
γ−in(·, n), íåóñòîé÷èâà ïðè γ−in(·, n) < γin < γ+

in(·, n), è ñíîâà óñòîé÷èâà ïðè γin >
γ+
in(·, n). C ðîñòîì R èíòåðâàë (γ−in(R, ·), γ+

in(R, ·) ðàñòÿãèâàåòñÿ (âèäèìî, íåîãðàíè-÷åííî), ïðè÷åì åãî íèæíÿÿ ãðàíèöà ñòðåìèòñÿ ê γ∗in(·).Àçèìóòàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî n, ìèíèìèçèðóþùåå R±
c , îáîçíà÷àåòñÿ n±

∗ , à ñî-îòâåòñòâóþùàÿ ìîäà íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé. Çàâèñèìîñòè n±
∗ (γin, ·)ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 3 è 4. Øòðèõîâàííûå ïðÿìûå ïðîåêòèðóþòñÿ â òî÷êó γ∗in.Ñêà÷êàì n±

∗ (γin, ·) ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ R = R±
c .×èñëà n±

∗ óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì γin, è âîçðàñòàþò ïðè γin → γ∗in. Ñ ðîñòîì øè-ðèíû çàçîðà ðàñøèðÿþòñÿ èíòåðâàëû îñè γin, íà êîòîðûõ ïðèíèìàþòñÿ ìåíüøèåçíà÷åíèÿ n±
∗ ; ïðè ýòîì ðîñò n±

∗ ñîñðåäîòî÷èâàåòñÿ â ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè γ∗in.Òàêèì îáðàçîì, âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûé ðåæèì òå÷åíèÿ ïðè ìàëîé öèðêó-ëÿöèè (γin < γ∗in) óñòîé÷èâ ïðè ëþáîì ðàñõîäå. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé öèðêóëÿ-
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γout = 0, a = 1.5 ñëåâà, a = 2 ïîñåðåäèíå, a = 8 ñïðàâà.
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�èñóíîê 4 � Íà ëåâîé è ñðåäíåé ïàíåëè ïîêàçàíî à çèìóòàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî n−∗ =
n−∗ (γin, ·) íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ìîäû ñõîäÿùåãîñÿ òå÷åíèÿ ïðè γout = 0, a = 1.5 ñëå-âà, a = 2 ïîñåðåäèíå. Íà ïðàâîé ïàíåëè ïîêàçàíî ïîâåäåíèå êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ R =
R+(γin, ·) ïðè èçìåíåíèè γout (ðàñõîäÿùååñÿ òå÷åíèå, n = 1, a = 2, γout = ±500,±200, 0.)öèè (γin > γ∗in) óâåëè÷åíèå ðàñõîäà âñåãäà âëå÷¼ò íåóñòîé÷èâîñòü, ïðè÷¼ì âîëíîâîå÷èñëî íåóñòîé÷èâîé ìîäû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò γin. Âìåñòå ñ òåì, ìîæíî ñòàáè-ëèçèðîâàòü âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûé ïîòîê, çà�èêñèðîâàâ ðàñõîä è óâåëè÷èâöèðêóëÿöèþ.Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñì. â [4℄.�àáîòà À. Ìîðãóëèñà, ïðåäñòàâëåííàÿ â äàííîé ïóáëèêàöèè, âûïîëíÿëàñü âðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè(Çàäàíèå � 1.1398.2014/Ê).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Gallet, B., Doering, C.R., Spiegel, E.A. Destabilizing TaylorCouette �ow with su
tion //Phys. Fluids. 2010. V. 22(3), 034105.[2℄ Ilin K. I., Morgulis A.B. Instability of an invis
id �ow between porous 
ylinders withradial �ow // J. Fluid Me
h. 2013. V. 730. P. 364�378.[3℄ K. Ilin, A. Morgulis. Instability of diverging and 
onverging �ows in an annulus // arXivpreprint, 2012. arXiv:1211.5710[4℄ K. Ilin, A. Morgulis. Instability of a vis
ous �ow between rotating porous 
ylinders withradial �ow // arXiv preprint, 2013. arXiv:1312.2594Ilin K. I., Morgulis A. B., Instability of the rotating �ows 
on�ned between permeable
ylinders. We 
onsider the planar in
ompressible �ows in a gap between porous 
ylinders.The base �ow represents a superposition of the Couette �ow and the radial �ow. For su
h�ows, we study the stability properties depending on the ratio of total �ux to the 
ir
ulation.



ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÍÅÊ�Ó�ÎÂÛÕ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕÎÁÎËÎ×ÅÊ Ñ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ È ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÛÕ ÍÀ��ÓÇÎÊËåêîìöåâ Ñ.Â., Áî÷êàð¼â Ñ.À., Ìàòâååíêî Â.Ï.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, ÏåðìüÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû òð¼õìåðíàÿ ïîñòàíîâêà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àëãîðèòì å¼ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîá-ñòâåííûõ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ, ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ èëè òåêóùóþ èäåàëüíóþ ñæèìàåìîþ æèäêîñòü è íà-õîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ñòàòè÷åñêîé ìåõàíè÷åñêîé è òåìïåðàòóðíîé íàãðóçîê. Íà ÷èñ-ëåííûõ ïðèìåðàõ îöåíåíî âëèÿíèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû íàãðåâàáîêîâîé ïîâåðõíîñòè íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ ýë-ëèïòè÷åñêèì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ëèíåéíûõ ðàçìå-ðîâ, óðîâíÿ çàïîëíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, �îðìû êîëåáàíèéè ãðàíèöó ãèäðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè.1. Ââåäåíèå. Òåõíîëîãè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ïðîìûøëåííûìêîíñòðóêöèÿì, êîòîðûå äîëæíû âîñïðèíèìàòü øèðîêèé ñïåêòð ýêñïëóàòàöèîí-íûõ íàãðóçîê, ÷àñòî ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü êîí�èãóðàöèè îáî-ëî÷åê îòëè÷íûõ îò êðóãîâûõ. Îäíèì èç òàêèõ âàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷å-ñêàÿ îáîëî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì (ÖÎÝÏÑ). Èññëåäîâàíèþñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè ïóñòûõ ÖÎÝÏÑ ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîåêîëè÷åñòâî ðàáîò, òîãäà êàê àíàëèç íàãðóæåííûõ îáîëî÷åê, ñîäåðæàùèõ íåïîä-âèæíóþ èëè, òåì áîëåå, òåêóùóþ æèäêîñòü, â ëèòåðàòóðå íå ïðåäñòàâëåí. Ìåõà-íè÷åñêàÿ èëè òåìïåðàòóðíàÿ íàãðóçêè, êàê è òå÷åíèå æèäêîñòè, ïðèâîäÿò ê ïîòåðåóñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåííîãî òåëà. Â ñëó÷àå îáîëî÷åê ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ èõ ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îñòà¼òñÿíåèçó÷åííûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðàìêàõ òð¼õìåðíîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ðå-àëèçàöèè ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ãèäðîñòà-òè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû íàãðåâà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè íà ñîáñòâåííûå÷àñòîòû, �îðìû êîëåáàíèé è ãðàíèöó ãèäðîóïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ÖÎÝÏÑ ïðèðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðàõ, óðîâíÿõ çàïîëíåíèÿ îáîëî÷êè æèäêîñòüþ è ãðà-íè÷íûõ óñëîâèÿõ.2. �àçðåøàþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. �àññìàòðèâàåò-ñÿ òîíêîñòåííàÿ èçîòðîïíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà äëèíîé L ñ ýëëèïòè÷åñêèìïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, êîòîðàÿ âçàèìîäåéñòâóåò ñ óñòàíîâèâøèìñÿ âíóòðåííèì ïî-òîêîì èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè è íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñòàòè÷åñêîéìåõàíè÷åñêîé è òåìïåðàòóðíîé íàãðóçîê. Äå�îðìàöèè, âîçíèêàþùèå â îáîëî÷êåâ ðåçóëüòàòå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè. Âëèÿíèå ïîã-ðàíè÷íîãî ñëîÿ è äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå îáî-ëî÷åê, ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ, íå ó÷èòûâàþòñÿ, ò. å. ïîëàãàåòñÿ, ÷òîîáú¼ì æèäêîé ñðåäû îãðàíè÷åí ñâåðõó íåâåñîìîé æ¼ñòêîé ìåìáðàíîé. Â ñëó÷àå,



Óñòîé÷èâîñòü íåêðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ æèäêîñòüþ... 227êîãäà êîíñòðóêöèÿ íàõîäèòñÿ â âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñðåäå, ðàñïðåäåëåíèå òåì-ïåðàòóðû T ïî òîëùèíå îáîëî÷êè h ïðèíèìàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè,à ñâîéñòâà ìàòåðèàëà (ìîäóëü óïðóãîñòè E, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν, ïëîòíîñòü
ρs, êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ α) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðà-æåíèÿ [1℄

MP (T ) = P0(P−1T
−1 + 1 + P1T + P2T

2 + P3T
3), (1)ãäå P0, P−1, P1, P2, P3 íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû, çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû T (K).Ïîòåíöèàëüíîå äâèæåíèå ñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ âîë-íîâûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì íåïðîíèöàåìîñòè è ñîîòâåò-ñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Áóáíîâà��àë¼ðêèíà [2℄. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îáîëî÷åê ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèâîëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü äîñòàòî÷íî òî÷íî àïïðîêñèìè-ðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïëîñêèõ ýëåìåíòîâ. Äå�îðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþèçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãî�à�Ëÿâà. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äèíàìèêè îáîëî÷êè èñïîëüçóåò-ñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, ó÷èòûâàþùèé ðàáîòó ñèëèíåðöèè, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íà ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè,è ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæ¼ííîå íåäå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, âûçâàííîå âëèÿ-íèåì ðàçëè÷íûõ ñèëîâûõ �àêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà êîíñòðóêöèþ

∫

Ss

δεTDεdS +

∫

Vs

ρsδd
Td̈dV−

∫

Sσ

δdTP dS +

∫

Ss

δeTσ0edS = 0, (2)
P =

{
0 0 p 0 0 0

}T
, p = p0 − ρf

(
∂ϕ

∂t
+ U

∂ϕ

∂x

)
, Sσ = Sf ∩ Ss.Çäåñü: Sf � ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ì æèäêîñòè Vf ; Ss � ïîâåðõ-íîñòü îáîëî÷êè; p0 = pf + ps � ñòàòè÷åñêàÿ íàãðóçêà; ps � ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå;

pf = ρfgy � äàâëåíèå, âûçâàííîå ìàññîâûìè ñèëàìè æèäêîñòè; U � ñêîðîñòüòå÷åíèÿ æèäêîñòè; d, ε è P � âåêòîðà îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé, äå�îðìàöèéè íàãðóçêè íà ñìî÷åííîé ïîâåðõíîñòè Sσ; ρs è ρf � óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðè-àëà îáîëî÷êè è æèäêîñòè; D � ìàòðèöà óïðóãèõ êîíñòàíò; (x, y, z) � äåêàðòîâàñèñòåìà êîîðäèíàò; ϕ � ïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè. Ýëåìåíòû ìàòðèöû σ0íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ETDε0 = σ0e, ãäå e è E � âåêòîð è ìàòðèöà ëèíåéíûõìíîæèòåëåé, à âåêòîð ε0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è.Âûïîëíåíèå ñòàíäàðòíûõ ïðîöåäóð ÌÊÝ ñâîäèò çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ äèíà-ìèêè ïîâåäåíèÿ íàãðóæåííûõ îáîëî÷åê, ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ èëè òåêóùóþæèäêîñòü, ê ðåøåíèþ ñâÿçàííîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ ó÷¼òîì ïðåäâàðèòåëü-íîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, îáóñëîâëåííîãî âëèÿíèåì ñòàòè-÷åñêèõ ñèëîâûõ �àêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà îáîëî÷êó
K
{

d ϕ
}T

+ M
{

d̈ ϕ̈
}T

+ C
{

ḋ ϕ̇
}T

+ A
{

d ϕ
}T

= 0, (3)
K = diag

{
Ks + Kg Kf

}
,

M = diag
{

Ms Mf

}
,

C =

[
0 ρfCs

−Cf −Cc
f

]
, A =

[
0 ρfAs

−Af Ac
f

]
,



228 Ëåêîìöåâ Ñ.Â., Áî÷êàð¼â Ñ.À., Ìàòâååíêî Â.Ï.ãäå K, M, C è A � ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè, ìàññ, äåìï�èðîâàíèÿ è ãèäðîäèíàìè÷åñ-êîé æ¼ñòêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Óñèëèÿ è ìîìåíòû, âûçâàííûå ïðèëîæåííîé ìå-õàíè÷åñêîé èëè òåìïåðàòóðíîé íàãðóçêàìè P0, èñïîëüçóåìûå ïðè �îðìèðîâàíèèìàòðèöû ãåîìåòðè÷åñêîé æ¼ñòêîñòè Kg, îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêîéçàäà÷è Ksδ = P0. Áîëåå ïîäðîáíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö ïðèâåäåíû â [2℄.Ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà (3) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíàê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
[

0 I

−M−1 (K + A) M−1C

]
x = ωx, x =

{
q,f , q̇, ḟ

}T

. (4)Çäåñü: I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, q, f � íåêîòîðûå �óíêöèè êîîðäèíàò, ω = λR +
iλim � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü.3. ×èñëåííûå ïðèìåðû. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àë-ãîðèòìà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íàïðàâëåííûõ íà îöåíêó âëè-ÿíèÿ óðîâíÿ çàïîëíåíèÿ, îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ β = Rz/Ry,òîëùèíû îáîëî÷êè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è �îðìû êî-ëåáàíèé ÖÎÝÏÑ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ íåïîäâèæíîé è òåêóùåé æèäêîñòüþ èíàãðóæåííûõ ðàçëè÷íûìè ñèëîâûìè �àêòîðàìè. Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäî-âàíèé ðàññìîòðèì ñèñòåìó ¾îáîëî÷êà-æèäêîñòü¿ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
E = 2.05 × 1011 Í/ì2; ν = 0.3; ρs = 7800 êã/ì3; Ry = 0.07725 ì; h = 1.5 × 10−3 ì;
L/Ry = 2.99, ρf = 1000 êã/ì3, c = 1500 ì/ñ. Ïðè ýòîì àíàëèçå ðàçìåð âåðòè-êàëüíîé ïîëóîñè Ry îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ýë-ëèïòè÷íîñòè β ñâÿçàíî ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿîáîëî÷êè. Íà ðèñóíêå 1 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå óðîâíÿ æèäêîñòèè âåëè÷èíû âíåøíåãî äàâëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñíèæåíèþ ìèíèìàëüíîé ñîáñòâåííîé÷àñòîòû êîëåáàíèé íàãðóæåííûõ îáîëî÷åê (ps < 0 ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåìó äàâëå-íèþ, à ps > 0 � âíóòðåííåìó). Ïðè÷¼ì ïðè äîñòèæåíèè íàãðóçêè çíà÷åíèÿ Pcr, îíàîáðàùàåòñÿ â íîëü, ÷òî óêàçûâàåò íà íàñòóïëåíèå íåóñòîé÷èâîñòè äèâåðãåíòíîãîòèïà (âûïó÷èâàíèå). Èç ïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî óðîâåíü æèäêîñòèíå îêàçûâàåò íèêàêîãî âîçäåéñòâèÿ íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, à âëèÿåòòîëüêî íà êîëåáàòåëüíûå ñâîéñòâà ñèñòåì. Íåçàâèñèìî îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êðè-âûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì óðîâíÿ çàïîëíåíèÿ, ñõîäÿòñÿ â îäíîéòî÷êå. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ êîí�èãóðàöèé äîïîë-íèòåëüíûé âêëàä îò ìàññîâûõ ñèë, îáóñëîâëåííûõ äàâëåíèåì ñëîÿ æèäêîñòè, ìàëâ ñðàâíåíèè ñ âåëè÷èíîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Îòìåòèì, ÷òî êðèâûå, ñîîòâåò-ñòâóþùèå êîíñîëüíî çàêðåïë¼ííûì îáîëî÷êàì (ðèñóíîê 1,á ), èìåþò íåêîòîðûåèçëîìû. Îíè îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ ïðîèñõî-äèò ñìåíà �îðìû êîëåáàíèé, êîòîðîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ÷àñòîòà.Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîëî÷êè, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ âíóò-ðåííèì ïîòîêîì æèäêîñòè è íàãðóæåííûå ðàçëè÷íûìè ñèëîâûìè �àêòîðàìè. Íàðèñóíêå 2,à ïðèâåäåíû êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíòíîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèêîíñòðóêöèé ïîä äåéñòâèåì ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Áîëåå ¾ðàñòÿíóòûå¿ îò-íîñèòåëüíî êðóãîâîãî ïðî�èëÿ îáîëî÷êè, íàïðèìåð, β = 1.5, îáëàäàþò ìåíüøåéíåñóùåé ñïîñîáíîñòüþ, ïîýòîìó óâåëè÷åíèå âíåøíåãî äàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê çíà÷è-



Óñòîé÷èâîñòü íåêðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñ æèäêîñòüþ... 229òåëüíîìó ñíèæåíèþ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òàêèõ êîíñòðó-êöèé â ñðàâíåíèè ñ êðóãîâîé êîí�èãóðàöèåé.
 

 

 2.          ( )  

 , 

0 -1 -2 -3 -4
0 

250 

500 

750 

1000

k = 0.142

k = 1

k = 0.5

 
, 

( )

Pcr

 ,  

0 -0.5 -1.0 -1.5 -2
0

100

200

300

400

k = 1 k = 0.142

k = 0.5

 
, 

( )

Pcr 

�èñóíîê 1 � Ìèíèìàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé æ¼ñòêî çàêðåïë¼ííûõ íà îáî-èõ êðàÿõ (à) è êîíñîëüíûõ (á ) ãîðèçîíòàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî-÷åê ïðè ðàçíûõ óðîâíÿõ æèäêîñòè è âåëè÷èíå âíåøíåãî äàâëåíèÿ: ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ �
β = 0.65, ñïëîøíûå ëèíèè � β = 1.5
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�èñóíîê 2 � Áåçðàçìåðíûå êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè ΛD ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèí-äðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â çàâèñèìîñòè îò: (à) � äàâëåíèÿ ps; (á ) � òåìïåðàòóðû íàãðåâàâíåøíåé ÷àñòè áîêîâîé ïîâåðõíîñòèÂ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ îáîëî÷å÷íûå êîíñòðóêöèè íàõîäÿòñÿ ïîä âîç-äåéñòâèåì íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèõ, íî è òåìïåðàòóðíûõ íàãðóçîê. Ñîâìåñòíîåâëèÿíèå ýòèõ äâóõ �àêòîðîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòü äèíàìè÷åñêèå õàðàêòå-ðèñòèêè ñèñòåìû. Â îòëè÷èå îò ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
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