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Введение

Актуальность работы. Интенсивное развитие нанотехнологий в течение последних

десятилетий привело к созданию наноструктур с уникальными, по сравнению с традицион-

ными микрообъектами, свойствами. Наноcтруктуры, обладая специфическими оптическими,

электрическими, магнитными и механическими свойствами, находят широкое применение

в различных областях науки и техники. Особый интерес вызывают кластеросодержащие

наноструктуры, называемые островками, образованные из крупных многоатомных частиц

(кластеров) на подложке. Островки используются во многих областях: из упорядоченных

островков формируются системы квантовых точек; островки с большой дисперсией разме-

ров находят применение в фильтрующих системах; островки применяются в производстве

магнитных наноструктур и для определения свойств подложек, на которых происходит рост.

В разных задачах находят применение островки с различной поверхностной плотностью, раз-

мером и формой. Эти характеристики зависят от величины потока осаждаемых кластеров,

химических свойств кластеров и подложки, размеров кластеров, температуры. Развитие тех-

нологий, связанных с получением кластеросодержащих островков, ставит новые задачи по

исследованию поведения кластеров на плоской подложке и описанию формирования и роста

островков.

Кластер представляет собой группу атомов, содержащую от десятков до тысяч атомов.

Существуют разнообразные способы производства кластеров — газофазный синтез, механо-

химические методы, осаждение из коллоидных растворов и пр. Для задач, связанных с ро-

стом кластеросодержащих структур, актуальны методы, в которых кластеры формируются

до осаждения на подложку. После осаждения кластеры начинают диффундировать по под-

ложке, при этом их движение — хаотическое. Перемещаясь по подложке, кластер может

объединиться с близкорасположенным кластером или зафиксироваться в дефекте поверхно-

сти. Эти процессы приводят к формированию зародышей островков, которые впоследствии

растут за счет присоединения к ним новых кластеров.

Методы расчета размеров и поверхностной плотности островков делятся на две группы:

теоретические методы, основанные на решении уравнения диффузии, и численное модели-

рование движения кластера по подложке. Теоретические методы пригодны в основном для

описания островков круглой формы, в то время как большинство получаемых в экспери-
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ментах островков имеют дендритную структуру. В свою очередь, численное моделирование

ресурсозатратно, и, вдобавок, не позволяет вывести общую закономерность формирования

островков.

В данной работе представлена модель, в основе которой лежат свойства кластеров,

сформированных из атомов металлов и движущихся по подложке из высокоориентирован-

ного пиролитического графита (ВОПГ). Такое сочетание материала подложки и кластеров

приводит к быстрой диффузии кластеров, что вызывает формирование крупных островков

преимущественно дендритной структуры.

Кластеры движутся по подложке хаотически и прибывают к островку в случайные мо-

менты времени, поэтому основанный на диффузии захват островками кластеров — стохасти-

ческий процесс. В связи с этим в данной работе было решено разработать статистическую

модель описания роста островков. При описании роста островка его размер рассматрива-

ется как нестационарная случайная величина; анализируется количество кластеров, присо-

единяющихся к отдельному островку. Изменение числа кластеров в составе островка опи-

сывается стохастическим дифференциальным уравнением (СДУ). Слагаемое, представля-

ющее случайный процесс, должно содержать мультипликативный шум, так как кластеры

присоединяются к границе островка, таким образом, скорость роста островка зависит от

его размера. Вид уравнения позволяет учитывать разнообразие форм островков и режи-

мов их роста. Выбирая соответствующий вид мультипликативного шума, можно учитывать

технологию получения островков — к примеру, рассмотренный в работе импульсный про-

цесс с фиксированными точками (ИПФТ) соответствуют импульсному режиму напыления

кластеров, а пуассоновский процесс — задаче с непрерывным напылением. Также в работе

описан импульсный пуассоновский процесс с задержкой (ИППЗ), соответствующий случаю,

когда существует задержка между последовательными присоединениями кластеров к ост-

ровку. Также СДУ с мультипликативным шумом было применено для описания изменения

скорости кластера, диффундирующего по подложке.

Целью данной работы является построение модели, описывающей различные режимы

роста островков. Модель должна учитывать различия в форме островков и в дисперсии

размеров. Также в работе строится модель, учитывающая особенности изменения скорости

кластера, диффундирующего по подложке.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:
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1. Построить математическую модель, характеризующую движение кластеров по подлож-

ке, предложить и решить уравнение, описывающее изменение скорости кластера.

2. Определить вид уравнения, описывающего скорость роста островков в режиме квази-

стабильного роста и насыщения; определить статистические характеристики использу-

емых шумов.

3. Получить функции плотности распределения вероятностей для размеров кластеро-

содержащих островков, решив уравнения Фоккера-Планка, соответствующие СДУ

для представленных моделей, сравнить полученные результаты с результатами чис-

ленного моделирования СДУ.

4. Дать физическую интерпретацию зависимости решений от параметров уравнений и па-

раметров шумов.

Методы и методология исследования. Моделирование изменения скорости класте-

ра на подложке и динамики скорости роста кластеросодержащего островка проводилось с

помощью составления соответствующих рассматриваемому случаю СДУ с мультипликатив-

ным шумом. В работе решалось уравнение Фоккера-Планка, соответствующего СДУ. Также

проводилось численное моделирование СДУ с использованием схемы Мильштейна порядка

1.0 и сильной схемы Тейлора порядка 1.5.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Рост наноразмерного островка, состоящего из кластеров металлов, на подложке из вы-

сокоориентированного пиролитического графита может быть описан СДУ с мульти-

пликативным шумом, отвечающим за случайный характер присоединения кластеров

к границе островка. С ростом фрактальной размерности островка понижается скорость

его роста. Присоединение подвижных островков, состоящих из нескольких кластеров,

приводит к увеличению скорости роста крупных неподвижных островков.

2. Динамика скорости свободного металлического кластера, движущегося по плоской го-

ризонтально расположенной подложке из высокоориентированного пиролитического

графита, может быть описана с помощью уравнения баланса для плотности скорости

кластера. Распределение скоростей свободных кластеров, движущихся по подложке,

определяется ускорением и поглощением кластеров. С уменьшением параметра погло-

щения информация о начальном распределении скоростей кластеров пропадает.



7

3. Средний стационарный размер кластеросодержащего островка, представляющий собой

усредненное решение СДУ с мультипликативным шумом и диссипативным слагаемым,

демонстрирует зависимость от параметра периодичности шума в случае, если в каче-

стве шума рассматривается импульсный пуассоновский процесс с задержкой: средний

стационарный размер убывает с увеличением параметра периодичности импульсного

процесса с задержкой, в то время, как для импульсного процесса с фиксированными

точками подобная зависимость не наблюдается.

Научная новизна:

1. Выполнено оригинальное исследование зависимости решения СДУ от корреляционных

характеристик шума.

2. Проанализировано изменение стационарного размера островка в зависимости от слу-

чайного процесса в мультипликативном слагаемом.

3. Проведено рассмотрение распределения скоростей кластеров, движущихся по плоской

горизонтальной подложке.

4. Исследована зависимость скорости роста островка от распределения размеров присо-

единяющихся к нему небольших подвижных островков.

Теоретическая и практическая значимость диссертационной работы вытекает из

новизны полученных результатов. Теоретическая значимость диссертации заключается в

том, что в ней было проведено численное моделирование СДУ для различных шумов и по-

лучены теоретические решения соответствующих уравнений Фоккера-Планка. В результате

проведенной работы были сформулированы теоретически значимые выводы, касающиеся за-

висимости решений СДУ от характеристик шума.

Практическая значимость работы определяется тем, что ее результаты могут быть в

дальнейшем использованы для предсказания особенностей роста кластеросодержащих струк-

тур.

Достоверность изложенных в работе результатов подтверждается совпадением резуль-

татов теоретических расчетов с численными экспериментами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на конференциях:

– ΣΦ2014 International Conference on Statisitcal Physics, Rhodes, Greece, 2014 [1];
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– 7th International Conference on Unsolved Problems on Noise (UPoN 2015), Barcelona,

Spain, 2015 [2];

Личный вклад. Представленные результаты диссертационной работы получены ав-

тором лично или при его определяющем участии. Задачи исследований были поставлены

совместно с научным руководителем. Автор принимал активное участие в получении резуль-

татов и их интерпретации. Подготовка публикаций проводилась совместно с соавторами.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в семи печатных

работах, пять из которых опубликованы в следующих рецензируемых журналах: Physical

Review E [3, 4], Journal of Statistical Mechanics: Theory and Experiment [5, 6], International

Journal of Modern Physics B [7], и две — в тезисах докладов конференций [1, 2].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех глав и заключе-

ния. Полный объем диссертации составляет 127 страниц с 49 рисунками. Список литературы

содержит 140 наименований.
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Глава 1

Формирование наноразмерных структур

(литературный обзор)

Интенсивное развитие нанотехнологий в течение последних десятилетий привело к со-

зданию наноструктур с уникальными, по сравнению с традиционными микрообъектами,

свойствами. [8]. Наноструктуры обладают специфическими оптическими, электрическими,

магнитными и механическими свойствами, благодаря чему они находят широкое примене-

ние в различных областях науки и техники, в частности, в машиностроении, электронике,

информатике, энергетике, здравоохранении и экологии [9–11]. Для применения наноразмер-

ных структур в любой из этих отраслей требуется обеспечить определенные свойства созда-

ваемых наноструктур, в связи с чем за прошедшие годы были разработаны разнообразные

методы их производства.

Технологии, направленные на получение наноструктурированных материалов, можно

разделить на две группы [13] (рисунок 1.1):

Рис. 1.1. Сверху — подход «сверху-вниз»(пример подхода — литография в
полупроводниковой технике); снизу — подход «снизу-вверх»(пример подхода — обработка
элементов поверхности при помощи зонда сканирующего туннельного микроскопа) [12].
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– методы, реализуемые по принципу «сверху-вниз». Данный технологический подход ос-

нован на уменьшении размеров исходных заготовок путем их фрагментации [9]. К тех-

нологиям этого типа относятся методы, применяемые для получения компактных на-

номатериалов и нанопорошков из объемных заготовок: интенсивная пластическая де-

формация, электрохимическое травление и др. [13].

– методы, реализуемые по принципу «снизу-вверх». Данный подход к производству

микро- и наноразмерных структур заключается в том, что создание структур проис-

ходит путем их сборки непосредственно из отдельных атомов или молекул, а также

элементарных атомно-молекулярных блоков, структурных фрагментов биологических

клеток и т.п. [9]. Типичным примером реализации таких технологий является поштуч-

ная укладка атомов на кристаллической поверхности при помощи сканирующих зон-

дов [12], газофазный синтез, осаждение из коллоидных растворов, плазмы или жидких

растворов.

Особый интерес вызывает изучение и анализ структур, образующихся в режимах, в ко-

торых количество напыляемого вещества меньше, чем требуется для напыления одного рав-

номерного слоя (субмонослойное покрытие). Такие структуры, как будет показано в дальней-

шем, широко применяются в различных областях науки, поэтому важно иметь возможность

предсказывать особенности их формированиях. Также структуры, формирующиеся при суб-

монослойном нанесении вещества, представляют из себя начальную стадию формирования

тонких и многослойных пленок, поэтому их изучение поможет лучше понимать процессы,

происходящие при формировании многослойных структур пленок.

В данной работе основное внимание уделяется структурам, формирующимся из кла-

стеров. В разделе 1.1 подробно рассказано о производстве кластеров и структур из них,

приведены примеры наноразмерных структур, растущих на подложке и состоящих из кла-

стеров (в дальнейшем в работе такие структуры называются «островками»). В разделе 1.2

приведены основные аналитические и численные методы, позволяющие вычислять плотность

образующихся островков и распределение их размеров. В разделе 1.3 описываются понятия,

относящиеся к численному решению стохастических дифференциальных уравнений, с по-

мощью которых в данной работе определяются статистические характеристики кластеров и

формирующихся из них островков.
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1.1 Экспериментальное исследование роста островков из

кластеров

1.1.1 Формирование кластеров

Кластеры представляют собой систему связанных атомов, насчитывающую от десят-

ков до тысяч атомов [14,15]. Кластеры могут быть металлическими или неметаллическими,

гомогенными или гетерогенными, нейтральными или заряженными [8]. Кластеры занимают

промежуточное положение между отдельными молекулами и конденсированным состоянием

вещества, поэтому их исследование представляет особый интерес.

Получить кластеры, которые в дальнейшем будут сформированы в кластерный пучок,

можно несколькими различными способами. Для этого необходимо либо разрушать боль-

шие скопления атомов, либо соединять малые объекты (атомы, молекулы, кластеры) [8,16].

Можно выделить несколько наиболее известных методов производства наночастиц:

1. Газофазный синтез. Один из наиболее простых способов получения наночастиц заклю-

чается в конденсации пара вещества в разреженной инертной атмосфере. Этим методом

можно получать наночастицы как простых, так и сложных веществ. Если необходимы

наночастицы соединений металлов, например оксидов, нитридов, карбидов и т.д., то

в атмосферу необходимо добавить соответствующий реакционный газ. Для получения

пара вещества проще всего использовать процесс испарения. Атомы вещества, перешед-

шие в пар, из-за столкновений с атомами инертного газа быстро теряют кинетическую

энергию и образуют наночастицы. В случае соединений металла происходит также вза-

имодействие металла с реакционным газом. Чтобы сформировались частицы нужного

размера, необходимо подбирать давление инертного газа [13]. Метод охлаждения в бу-

ферном газе можно применить практически к любым атомам [17], молекулам и их

кластерам независимо от состава или совмещать со сверхзвуковым расширением, по-

лучая высокоэффективное охлаждение [18–20]. При этом охлаждаемые частицы будут

испытывать множественные столкновения с низкоэнергетическими атомами буферного

газа. Возможности этого метода позволяют получать охлажденные частицы в больших

количествах.

2. Плазмохимический синтез. Данная технология представляет собой наиболее распро-

страненный метод получения высокодисперсных порошков боридов, карбидов, нитри-

дов и оксидов [13]. В этом методе используют низкотемпературную (4000 – 10000 K)
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азотную, аммиачную, водородную, углеводородную либо аргоновую плазму, которую

создают с помощью дугового, тлеющего, высоко- или сверхвысокочастотного разрядов.

Характеристики получаемых порошков зависят от используемого сырья, технологии

синтеза и типа реактора. Частицы таких порошков чаще всего представляют собой

монокристаллы размерами от 10 до 100 – 200 нм и более. Главные недостатки плазмо-

химического синтеза — широкое распределение частиц по размерам (т.е. низкая селек-

тивность процесса), а также большое содержание примесей в порошке. Разновидностью

плазмохимического синтеза является газофазный синтез с использованием лазерного

нагрева реагирующей смеси. Конкурентоспособность этого метода обусловлена его на-

дежностью и экономичностью. При лазерном нагреве исключено загрязнение смеси и

обеспечена возможность контроля гомогенного зародышеобразования.

3. Осаждение из коллоидных растворов [21,22]. Для получения наночастиц из коллоидных

растворов химическую реакцию между компонентами раствора прерывают в нужный

момент времени, после чего систему переводят из жидкого (коллоидного) в твердое

(дисперсное) состояние. Наночастицы можно получать также с помощью ультразву-

ковой обработки коллоидных растворов, содержащих крупные частицы. Осаждение

из водных коллоидных растворов применяют для получения различных халькогени-

дов (сульфидов, селенидов, теллуридов) металлов, обладающих полупроводниковыми

свойствами [13]. Основная проблема данного метода связана с необходимостью предот-

вращения коалесценции полученных наночастиц.

4. Пиролиз [13]. При получении нанокристаллических порошков металлов и их соедине-

ний с помощью пиролиза (термического разложения) исходными веществами обычно

служат сложные элементо- и металлоорганические соединения, полимеры, гидрокси-

ды, карбонилы, формиаты, нитраты, оксалаты, амиды, имиды, азиды металлов. Эти

вещества содержат все или почти все химические элементы, которые должны присут-

ствовать в получаемом продукте. При нагреве до определенной температуры исходные

вещества разлагаются с образованием синтезируемого продукта и выделением газо-

образных соединений. Высокодисперсные металлические порошки синтезируют путем

термического разложения различных солей. Основным недостатком термического раз-

ложения является сравнительно невысокая селективность процесса.

5. Механосинтез. Суть метода заключается в том, что кластеры производятся из твер-

дого тела или жидкости при эрозии поверхности, когда некое воздействие приводит к
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распылению, в результате чего образуются различные осколки, включая и заряженные

кластеры. Основой механосинтеза является механическая обработка твёрдых смесей, в

результате которой происходит измельчение веществ [22]. Недостатком механосинтеза

является большая дисперсия размеров получаемых частиц. Также используется метод

детонационного синтеза — это еще один вид механического воздействия, при котором

одновременно создаются условия как для размельчения исходных веществ, так и для

синтеза конечного продукта, — воздействие ударной волны [13,22]. Детонация взрывча-

тых веществ достаточно широко используется для осуществления фазовых переходов

в веществах и детонационного синтеза. Детонационный синтез как быстро протекаю-

щий процесс позволяет получать тонкодисперсные порошки в динамических условиях,

когда важную роль играют кинетические процессы.

В настоящее время наиболее широко используются кластерные источники первого типа,

поскольку их основным достоинством является возможность получения частиц, чьи размеры

распределены в узком диапазоне, а состав и заряд заранее предсказуем. Для работы таких

источников необходимо получить пары вещества, из которого впоследствии будут изготов-

лены кластеры. Выбор конкретного метода зависит от вида кластеров, которые необходимо

получить [8]. Перечислим наиболее известные методы получения паров веществ для произ-

водства кластеров:

– Лазерная абляция. Интенсивный лазерный пучок фокусируется на поверхности, вслед-

ствие чего происходит нагрев некоторой области поверхности до высокой температуры.

В процессе лазерной абляции образцов со сложным составом происходит образование

побочных продуктов, которые состоят из молекул испаряемого вещества, их осколков,

а так же молекулярных и атомарных ионов, которые участвуют в дальнейшем процессе

охлаждения.

– Нагревание в печи или тигле. Интенсивность потока испаряемого вещества можно ре-

гулировать температурой тигля. К этой же группе методов можно отнести простые

термические источники, представляющие собой открытые нагреватели без изолирую-

щих экранов [23].

– Электродуговой разряд. При электродуговом испарении в вакууме помимо паров ме-

талла в состав продуктов эрозии катода входят капельная фракция и ионизированные

частицы. Капельная фракция определяется свойствами материала катода и плотностью

тока дуги разряда, что является серьезным недостатком метода.
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– Магнетронный разряд. Действие магнетронной системы основано на распылении ка-

тода при его бомбардировке ионами рабочего газа, которые образуются в плазме ано-

мального тлеющего разряда в скрещенных магнитных и электрических полях. При этом

возникает вторичная электронная эмиссия, поддерживающая горение разряда. Магне-

тронное распыление на постоянном токе дает возможность получать пары из любых

металлов, сплавов и полупроводниковых материалов, а использование высокочастот-

ного разряда реализует возможность распыления диэлектрических материалов. Метод

является сложным и дорогостоящим в применении.

– Электронно-лучевое испарение. Испарительные устройства, основанные на электронно-

лучевом способе нагрева, направляют поток электронов на поверхность металла, сплава

или какого-либо соединения, помещенного в тигель. Вещество быстро нагревается до

температуры плавления и испаряется. При этом могут быть реализованы достаточно

высокие скорости испарения различных материалов, в том числе и тугоплавких. Недо-

статками метода являются низкая производительность и возможность возникновения

рентгеновского излучения, что может приводить к появлению радиационных дефек-

тов [24].

После получения атомного пара или плазмы необходимо быстро уменьшить темпера-

туру в камере, чтобы инициировать формирование и рост кластеров. Стадию уменьшения

температуры необходимо резко прервать в определенный момент, чтобы кластеры не превра-

тились в макроскопические частицы. Для охлаждения пара используются два физических

механизма: охлаждение, достигаемое путем его расширения, и охлаждение за счет столкно-

вения атомов пара с холодным инертным газом.

Производить кластеры предпочтительно в виде кластерных пучков, так как кластерные

пучки легко транспортировать, разделять и наносить на подложку. Формирование кластер-

ных пучков осуществляется различными методами, выбор которых определяется конечными

целями и зависит от требуемой интенсивности кластерного пучка, его энергии, распределения

кластеров в пучке по типу и размеру, наличия ионизации и так далее. Источники кластер-

ного пучка могут совмещать в себе различные методы получения кластеров. Их свойства

могут меняться коренным образом при изменении параметров, влияющих на механизмы

кластерообразования, в том числе и при изменении способов получения рабочего вещества,

участвующего в процессе конденсации. Учитывая перечисленные выше методы получения
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атомного пара и его охлаждения, все кластерные источники можно условно разделить на

три вида по способам получения кластеров:

– Источники поверхностного типа, основанные на воздействии на поверхность мишени,

приводящем к ее разрушению. В качестве примера можно привести распылительный

источник, в котором пучки кластерных ионов получают, бомбардируя поверхность ми-

шени тяжелыми ионами с высокой энергией. Взаимодействие высокоэнергичных ионов

с мишенью приводит к отрыву от поверхности атомов, ионов, молекул, нейтральных

и заряженных кластеров. Этот метод позволяет создавать кластеры небольших разме-

ров, так как интенсивность кластерных потоков экспоненциально уменьшается с уве-

личением размера кластера. Полученные таким образом кластеры имеют достаточно

высокую температуру, сравнимую с температурой распыления мишени, и остывают в

полете при распаде. Выбитые с поверхности мишени частицы характеризуются боль-

шим разбросом по энергиям, что препятствует мягкому осаждению кластерных ионов

на подложку.

– Источники, работающие по принципу конденсации пара в охлажденном буферном газе.

Работа таких источников основана на испарении рабочего вещества в объем с холод-

ным инертным газом. Пар охлаждается за счет столкновений с атомами газа, стано-

вится пересыщенным и конденсируется в кластеры. Поток инертного газа захватыва-

ет кластеры, и через сопло они попадают в высоковакуумную область. В отличие от

сверхзвуковых источников, формирование кластеров происходит перед расширением в

высокий вакуум. Многократные столкновения кластеров с атомами инертного газа в

объеме источника приводят к тому, что энергетическое распределение частиц в пучке

зависит от размера кластера. Размер кластеров может меняться в широких пределах

и достигать 105 атомов.

– Сверхзвуковые источники. Вещество (как правило, металл) испаряется в камеру, через

которую проходит поток с газом-носителем. В результате сверхзвукового расширения

из сопла происходит быстрое охлаждение смеси. Уменьшение температуры пучка при-

водит к возникновению возможности его конденсации и кластерообразованию. Если бы

в вакуум расширялся только металлический пар, полученные кластеры имели размер

в несколько атомов, поэтому с металлическим паром смешивают инертный газ, подаю-

щийся в камеру печи под давлением в несколько атмосфер. При расширении инертный

газ будет быстро охлаждаться сам и охлаждать металлический пар. Полученные кла-

стеры обычно содержат несколько сотен атомов и имеют небольшой разброс скоростей.
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Разделяя методы осаждения кластеров по принципу величины энергии образованных

кластеров, можно выделить две основные группы технологий [20]:

1. Осаждение пучка высокоэнергетичных кластеров (ОПВК). Пучок ускоренных (энергия

∼ 103 эВ) кластеров направляется на подложку. В зависимости от конкретного метода

кластеры могут быть как нейтральными, так и ионизованными. Кластеры разрушают-

ся при соприкосновении с подложкой, и их кинетическая энергия передается адатомам.

Это позволяет достичь эпитаксии при низкой температуре подложки, что предпочти-

тельно для случаев, когда, к примеру, диффузия нежелательна. Также было показа-

но [25], что при осаждении кластеров с энергией 0,1 эВ/атом полученную на подложке

пленку легко стереть, но этого можно избежать, ускоряя кластеры перед осаждением

до энергий порядка 10 эВ/атом. При использовании данного метода при столкновении

с подложкой кластеры могут повредить ее или разрушиться сами, что нежелательно

для многих приложений.

2. Осаждение пучка низкоэнергетичных кластеров (ОПНК) [18, 20, 26]. Здесь, напротив,

кластеры нейтральны, и их энергия в момент соприкосновения с подложкой невелика.

Данная технология подразумевает, что энергия, с которой кластеры выходят из сопла

камеры, мала (5 мэВ/атом [27]). Нейтральные кластеры осаждаются на подложку, рас-

положенную в камере, где поддерживается сверхвысокий вакуум (∼ 10−10 торр). Ско-

рость осаждения относительно высока и лежит в диапазоне от 0,1 нм/мин до 0,1 нм/с.

Из-за того, что энергия кластера в момент соприкосновения с подложкой невелика,

кластер не разрушается при осаждении и не повреждает подложку.

Выбор оптимального механизма из перечисленных в разделе способов получения кла-

стерного потока производился таким образом, чтобы полученный пучок можно было исполь-

зовать в технологии ОПНК. Выбор производился на основании следующих условий [20]:

1. для роста тонких пленок необходим поток кластеров большой интенсивности (иначе

говоря, в единицу времени на подложку должно попадать большое количество класте-

ров);

2. метод должен позволять использовать различные химические элементы в составе ми-

шени;
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3. необходимо иметь возможность в различных приложениях получать кластеры разной

массы, поскольку структура и свойства пленок сильно зависят от исходного размера

кластера; при этом дисперсия размеров кластеров должна быть как можно меньше;

4. важна стабильность источника кластеров, поскольку время осаждения кластеров мо-

жет достигать нескольких часов;

5. желательно, чтобы кластеры не содержали примесей.

В дальнейшем речь будет идти о технологии ОПНК. Выбор конкретного источника кла-

стеров зависит от исходного вещества: к примеру, в работе [28] показано, что для получения

потока кластеров Au используется лазерное испарение, в то время как для производства

кластеров In был применен тепловой источник.

Преимущества метода ОПНК заключаются в следующем:

– он позволяет оптимизировать контроль размера структур и их положения на подложке;

– с помощью данного метода можно эффективно управлять размером и структурой про-

изводимых кластеров; к примеру, увеличение давления инертного газа, подаваемого

в камеру с испаренными атомами мишени, приводит к уменьшению размера класте-

ров [20,29];

– метод обладает высокой эффективностью, проявляющейся в большой скорости ро-

ста [30];

– получаемые кластеры являются очень чистыми; также за счет того, что осаждение

проводится в изолированной камере с высоким вакуумом, получаемые островки не за-

грязняются примесями.

Технология получения кластерного пучка, для осуществления которой комбинируется

лазерное испарение атомов с образца и конденсация с помощью инертного газа, позволяет

изготавливать не только чистые кластеры, состоящие из атомов одного металла, но и биме-

таллические кластеры. Также можно управлять размерами получаемых наночастиц.

На рисунке 1.2 представлен пример экспериментальной установки, позволяющая реа-

лизовывать метод ОПНК [18]. Кластеры формируются предварительно, перед осаждением

на подложку. В камеру помещается металлическая мишень, испаряемая Nd:YAG лазером

(𝜆 = 532 нм, длительность импульса — около 10 нс, частота 10 Гц) или Ti:Sapphire лазером
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Рис. 1.2. Схема установки по производству и напылению кластеров [18].

с накачкой импульсной лампой (к примеру, в работе [31] характеристики лазера были следу-

ющие: 𝜆 = 790 нм, энергия до 400 мДж, длительность импульса 3 мкс, частоту можно было

перестраивать в диапазоне от 0 до 20 Гц). Следует заметить, что использование Ti:Sapphire

лазера позволило получить потоки кластеров большой интенсивности (поток кластеров ока-

зался в 30 раз сильнее, чем в эксперименте с Nd:YAG лазером), также в этих пучках средний

размер кластеров был больше (образовывались кластеры, состоящие из 1000 и более атомов).

Одновременно с лазерными импульсами в камеру подается охлажденный газ под высоким

давлением (для получения небольших кластеров используется He, от 3 до 6 бар, длительность
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от 200 до 500 мкс; для производства кластеров размером от 100 до 500 атомов используется

Ar [29]). Газ быстро охлаждает плазму, образовавшуюся на поверхности мишени, и способ-

ствует образованию кластеров, которые впоследствии стабилизируются при ультразвуковом

расширении в выходной диафрагме. Скорость охлаждения превышает 108 К/с [32]. Техноло-

гия позволяет при необходимость вводить в экспериментальную установку время-пролётный

масс-анализатор, который устанавливается вблизи сопла и применяется для анализа рас-

пределения размеров кластеров. Данное распределение зависит от параметров установки:

частоты и длительности лазерных импульсов, периодичности введения газа в камеру и его

давления, синхронизации между импульсами лазера и газа, геометрии сопла. Для анализа

в масс-анализаторе нейтральные кластеры ионизируются, после чего отклоняются от потока

нейтральных кластеров и ускоряются на входе в масс-анализатор.

Говоря о процессе формирования кластеров, следует отметить, что он может быть гете-

рогенным или гомогенным [8,33]. Гетерогенное формирование происходит на частицах приме-

сей, а гомогенное — в однородном веществе. Теория, описывающая формирование кластеров,

основывается на предположении, что зарождающиеся кластеры могут быть описаны моде-

лью жидкой капли. Во время возникновения кластеров происходит два процесса. Один из

них энергетически выгодный и связан с энергией, выделяемой при переходе в новую фазу во

время образования жидкости из пара. Второй является энергетически невыгодным и связан

с формированием поверхности раздела между двумя фазами. Для кластера, содержащего

𝑛𝑐𝑙 атомов, энергия межфазного взаимодействия равна

𝜎𝐴(𝑛𝑐𝑙) = 4𝜋𝜎(3𝜈/4𝜋)2/3𝑛
2/3
𝑐𝑙 , (1.1)

где 𝜎 — поверхностное натяжение на границе раздела, приходящееся на единицу площа-

ди, 𝐴(𝑛𝑐𝑙) — площадь поверхности кластера, 𝜈 — объем, приходящийся на одну молекулу

жидкости, которой моделируется кластер [33].

Поскольку при формировании кластера 𝑛𝑐𝑙 атомов уходят из газа, объемный вклад в сво-

бодную энергию формирования кластера составляет 𝑛𝑐𝑙(𝜇𝑙 − 𝜇𝜈), где 𝜇𝑙 и 𝜇𝜈 — химические

потенциалы, приходящиеся на одну молекулу жидкости и пара соответственно. Сумма этого

вклада и вклада из уравнения (1.1) представляет собой обратную работу 𝑊 (𝑛𝑐𝑙), осуществ-

ленную при формировании кластера, содержащего 𝑛𝑐𝑙 атомов. Выражение для этой работы

имеет вид

𝑊 (𝑛𝑐𝑙) = −𝑛𝑐𝑙𝑘𝐵𝑇 ln𝑆 + 4𝜋𝜎(3𝜈/4𝜋)2/3𝑛
2/3
𝑐𝑙 , (1.2)
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где 𝑇 — температура, 𝑆 — пересыщение. Мерой пересыщения служит отношение давления

пара к давлению насыщенного пара, находящегося в равновесии с жидкой фазой.

Конкуренция между слагаемыми для объемной и поверхностной энергии определяет

стабильность кластера и концентрацию кластеров в перенасыщенном паре. Наименьший раз-

мер кластера определяется из условия 𝜕𝑊/𝜕𝑛𝑐𝑙 = 0.

1.1.2 Этапы формирования островка из кластеров

Осаждая заранее сформированные кластеры на подложку, можно получать нанострук-

туры двух типов:

– в режиме, когда количества осажденных кластеров недостаточно для формирования

одного монослоя (субмонослойный режим), получаются островки, не объединенные

между собой. При определенных условиях можно управлять их положением на под-

ложке;

– в режиме, когда на подложку осаждается существенно бóльшее число кластеров, про-

исходит формирование пленок с кластерной структурой.

В данной работе рассматривается режим, в котором количество осаждаемых класте-

ров недостаточно для формирования монослоя, и, таким образом, создаются условия для

формирования отдельных островков.

В процессе формирования наноостровков на подложке можно выделить следующие ста-

дии [32]:

– Осаждение кластеров на подложку. Данный этап характеризуется потоком осаждае-

мых кластеров 𝐽 , т.е. числом кластеров, осаждаемых на единицу площади подложки

в единицу времени. Обычно поток постоянный, но в ряде случаев использование им-

пульсного напыления оказывается более эффективным [34].

– Диффузия осажденных кластеров по поверхности подложки. При этом движение кла-

стеров — броуновское. Данный этап характеризуется коэффициентом диффузии кла-

стеров по подложке 𝐷.

– Объединение двух оказавшихся рядом кластеров в островок. Помимо соединения кла-

стеров в наноостровки с сохранением структуры первоначальных кластеров, в экспе-

риментах также наблюдалось слияние кластеров в единую структуру, в которой невоз-

можно различить отдельные кластеры. Энергетический барьер, препятствующий слия-
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нию кластеров, увеличивается с размеров кластера [33]. Форма получаемых островков

может варьироваться от компактной до дендритной структуры [35,36].

Иногда в этот список включают испарение кластеров с подложки, однако оно оказывает

влияние на процесс роста островков только при высоких температурах [37].

Диффундируя по подложке, кластеры могут захватываться естественными или создан-

ными искусственно дефектами подложки, после чего захваченный кластер становится заро-

дышем нового островка. Такой механизм формирования островков называется гетерогенным.

Также существует гомогенный механизм, реализующийся в случае, если кластеры осаждают-

ся на подложку без дефектов. В этом случае кластеры будут диффундировать по подложке

до тех пор, пока не встретят другие кластеры и не сформируют зародыш островка. Свойства

полученной пленки из кластеров, а именно, поверхностная плотность кластеров и островков

определяются конкуренцией между гетерогенным и гомогенным механизмом роста.

Механизм чисто гетерогенного роста реализуется, если характерное расстояние между

дефектами существенно меньше, чем характерное расстояние между островками при го-

могенном росте на чистой подложке. В этом случае формирование островков происходит

преимущественно на дефектах подложки. Таким образом, можно получить организован-

ный необходимым образом массив островков на подложке, предварительно нанеся дефекты

на подложку.

Как было сказано выше, кластеры диффундируют по подложке. При определенных

условиях подвижностью обладают и небольшие островки, состоящие из нескольких кла-

стеров. Рассмотрим подробнее различные механизмы диффузии. Рассмотрение начинается

с атомных механизмов диффузии, поскольку на них основываются механизмы диффузии

кластеров и островков.

Атомные механизмы диффузии

Поверхностная диффузия может протекать за счет различных атомных механизмов [23].

В литературе выделяются следующие механизмы: прыжковый, атомного обмена (механизм

обмена местами), туннелирования, вакансионный.

Прыжковый механизм — это диффузионный механизм, элементарным актом которого

является термически активированный перескок из одного равновесного положения в другое.

Эффект можно наблюдать визуально, например, в работе [38] был показан факт наличия

таких перескоков для адатомов азота на поверхности Fe(100).
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Механизм атомного обмена включает в себя обмен местами адатома и атома поверх-

ности. Адатом замещает атом подложки, а высвободившийся атом подложки переходит в

соседнее положение адатома. С помощью такого механизма, к примеру, реализуется само-

диффузия на поверхностях (110) и (100) металлов Pt и Ir [39]. Если адатомом является чу-

жеродный атом, то атомный обмен приведет к тому, что в результате адатомом станет атом

подложки. В работе [40] подобный эффект был исследован экспериментально для адатома

вольфрама на поверхности Ir(110).

Миграция частицы может происходить за счет туннелирования через диффузионный

барьер. При достаточно низких температурах механизм туннелирования может доминиро-

вать над классическим прыжковым механизмом. В работе [41] в эксперименте была проде-

монстрирована диффузия одиночных атомов водорода на Cu(100). При температурах выше

60 К преобладала классическая прыжковая диффузия, а при более низких температурах

миграция осуществлялась по механизму квантового туннелирования [23].

Вакансионный механизм проявляется, если миграция атомов происходит внутри запол-

ненного атомного поверхностного слоя — в таком случае движение атома управляется обра-

зованием и миграцией вакансий. Движение вакансий наблюдалось в работе [42], где вакансия

была создана искусственно с помощью иглы СТМ на поверхности Ge(111). Гетеродиффузия,

основанная на таком же принципе, наблюдалась для атомов In и Pd, встроенных в верхний

атомный слой поверхности Cu(100) [43,44].

Поверхностная диффузия кластеров

Движение кластера может происходить различными способами, которые можно разде-

лить на два основных типа: индивидуальные механизмы, основанные на движении одиноч-

ных атомов, и коллективные механизмы, включающие в себя одновременное перемещение

группы атомов [23].

Индивидуальные механизмы движения кластера представлены на рисунке 1.3. Здесь

показаны следующие механизмы:

– механизм последовательных перемещений, т.е. движение отдельных атомов один за

другим;

– механизм краевой или периферийной диффузии, в котором перемещение краевых ада-

томов, вакансий или изломов вдоль края кластера вызывает перемещение центра масс

кластера;
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Рис. 1.3. Индивидуальные механизмы движения кластеров: а — последовательных
перемещений, б — краевой диффузии, в — испарения-конденсации, г — «чехарды».

Каждый рисунок иллюстрирует начальную и конечную стадии элементарного процесса. На
рисунках а, б, в показан вид сверху, на рисунке г — вид сбоку [23].

– механизм испарения-конденсации, который описывает диффузию кластера за счет об-

мена атомов между кластером и двумерным газом адатомов; данный механизм мо-

жет реализовываться как для одного атома (механизм скоррелированного испарения-

конденсации или механизм «отделения-присоединения», так и для двух разных атомов,

когда один атом покидает кластер, а другой присоединяется к этому же кластеру [45].

– механизм «чехарды», в котором один из краевых атомов проходит поверх кластера и

встраивается с противоположной стороны.

Согласованные коллективные механизмы движения кластеров описывают ситуацию, ко-

гда перемещение кластера происходит за счет одновременного скоррелированного переме-

щения, по крайней мере, нескольких атомов кластера. В качестве примера можно привести

следующие механизмы (рисунок 1.4):

– механизм скольжения, который относится к случаю, когда кластер скользит как целое;

– механизм сдвига, в котором группа атомов (например, один ряд) в кластере совершает

согласованное движение [46];

– механизм переползания, когда происходит последовательный сдвиг соседних участков

кластера, что приводит к змееподобному скользящему движению;

– дислокационный механизм, относящийся к случаю, когда два соседних участка класте-

ра образуют дефект упаковки и разделены дислокацией несоответствия. Движение од-

ного атомного ряда за другим этой дислокации устраняет дефект упаковки и приводит
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Рис. 1.4. Согласованные коллективные механизмы движения кластеров: а — скольжения, б
— сдвига, в — переползания, г — дислокационный [23].

к смещению центра масс кластера. Диффузия такого кластера на большие расстояния

происходит за счет зарождения и движения дислокаций несоответствия.

О конкретном механизме диффузии в той или иной задаче можно судить по косвенным

данным, таким, как величина активационного барьера, зависимость подвижности от размера

кластера, изменение формы кластера в процессе диффузии.

Следует отметить, что то, какие механизмы диффузии отвечают за движение кластеров

по подложке в конкретном эксперименте, зависит от химического состава кластеров и под-

ложки. К примеру, в работе [47] рассматривается движение кластеров золота по графитовой

подложке, и диффузия в этом случае характеризуется механизмом скольжения [48].

Поверхностная диффузия небольших островков

В работе [49] было показано, что движение дислокаций может вызывать быструю диф-

фузию небольших (от 5 до 15 атомов) гомоэпитаксиальных островков на ГЦК(111) поверхно-

стях. В этой же работе были описаны два механизма диффузии. Первый заключается в том,

что атомный ряд движется благодаря последовательным скоррелированным атомным дви-

жениям. Второй механизм предполагал, что все атомы островка двигаются одновременно.

Моделирование методом молекулярной динамики (МД), а также простейшие теоретические

расчеты показали, что для самых маленьких островков (число кластеров в островке 𝑁 < 20)

более вероятным является второй механизм, а для самых крупных (𝑁 > 100) — первый.
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1.1.3 Специфические свойства графитовой подложки

Графит является термодинамически стабильной аллотропной модификацией углеро-

да [50]. Атом углерода имеет три равноценные 𝜎𝑥,𝑦-связи, расположенные в одной плоскости

под углом 120∘ друг к другу. Не участвующая в гибридизации 𝑝𝑧-орбиталь, расположен-

ная перпендикулярно плоскости 𝜎-связей, используется для образования 𝜋-связи с другими

атомами.

В графите каждый атом углерода ковалентно связан с тремя другими окружающими его

атомами углерода. Различают гексагональную и ромбоэдрическую модификации графита,

которые различаются упаковкой слоев. У гексагонального графита половина атомов каждого

слоя располагается над и под центрами шестиугольника (мотив АВАВАВА. . . , рисунок 1.5),

в то время как у ромбоэдрического каждый четвёртый слой повторяет первый.

Рис. 1.5. Кристаллографическая решётка гексагонального графита [51].

Отдельные слои графита параллельны друг другу и связаны между собой Ван-дер-

Ваальсовыми силами, образуя кристаллиты (кристаллические зерна). Кристаллиты — это

параллельные, ориентированные относительно нормали к ним пачки из гексагональных плос-

костей [52]. Кристаллиты связаны между собой нескомпенсированными валентностями уг-

ловых атомов. Как правило, в графите отдельные кристаллиты не упорядочены. Также в

графите (особенно натуральном) наблюдается большое количество дефектов и включений.

Существует ряд технологий, позволяющих создавать более приближенные к идеальным гра-

фитовые образцы; среди них самым распространенным и эффективным является пиролиз.

При температуре выше 1600 – 1700∘C структура углеродного материала начинает перестра-

иваться: базисные плоскости упорядочиваются, а межплоскостное расстояние уменьшается.
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Выше примерно 2000∘C происходит образование трехмерно-упорядоченной структуры кри-

сталлитов, сопровождаемое резким ростом их высоты и диаметра (рисунок 1.6).

Пиролитический графит — это материал, отличающийся высокой степенью предпочти-

тельной кристаллической ориентации, наблюдаемой в агрегатах кристаллитов. Он может

быть получен двумя путями: карбонизацией (пиролитическим разложением углеродсодер-

жащих материалов в конденсированной фазе) или осаждением углерода (гомогенным или

гетерогенным разложением углеводородных газов) [52].

Высокоориентированный пиролитический графит (ВОПГ) — это высокоориентирован-

ная форма пиролитического графита. ВОПГ производится путем отжига пиролитического

графита при температуре около 3300∘С при приложении напряжения сжатия. ВОПГ в на-

правлении, перпендикулярном слоям, похож на монокристалл, поскольку все слои регулярно

уложены и практически параллельны друг другу. Сами слои не являются сплошными, а со-

стоят из кристаллитов диаметрами от 2 до 10 мкм, повернутых относительно друг друга на

различные углы. Межзеренные границы в этих структурах, как правило, неразличимы при

использовании атомно-силового микроскопа, так как связанный с ними рельеф очень мал.

Однако электронная плотность вблизи границ возрастает, поэтому они легко обнаружива-

ются методами сканирующей туннельной микроскопии и сканирующей резистивной микро-

скопии.

Образцы ВОПГ классифицируются по параметру мозаичности. Чем меньше угол моза-

ичности, тем более упорядочены слои в графите [53] и тем меньше высота ступеней скола.

Исследования с помощью сканирующего зондового микроскопа на образцах с мозаичностью

0,4∘ и 0,8∘ показали, что для них длина ступеней скола на площади в 1 мкм2 находится в

пределах 1–3 мкм−1 (определяется протяженностью, отнесенной к единице площади). Одна-

ко для образцов с мозаичностью 0,8∘ возрастает доля многослойных ступеней скола. Таким

образом, чем меньше мозаичность, тем более гладкие сколы образуются.

ВОПГ занимает особое место среди углеродных материалов. По своим свойствам он

близок к монокристаллическому графиту. Наряду с известными его применениями в ка-

честве высококачественных монохроматоров рентгеновского излучения и эталонов атомно-

гладкой поверхности для зондовой микроскопии, ВОПГ часто используют в качестве наи-

более анизотропного и слоистого углеродного материала при синтезе и исследовании ионно-

индуцированных наноструктур и модифицировании физико-химических свойств поверхно-

сти.

ВОПГ ведёт себя как очень чистый металл; он хорошо отражает свет и является хо-

рошим проводником электричества, но очень ломкий. ВОПГ часто используется в качестве
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подложки в микроскопических исследованиях. ВОПГ также используется в качестве эта-

лона длины нанометрового диапазона для калибровки сканеров сканирующего туннельного

микроскопа и атомно-силового микроскопа. ВОПГ является материалом для изготовления

графена методом механического отслоения.

Рис. 1.6. Схема изменений мезоструктуры графита в процессе термической обработки
(Properties and Characteristics of Graphite for Industrial Applications // POCO Graphite,

Inc.1987 (www.poco.com)).

Важным свойством ВОПГ является аномально высокая диффузия кластеров металлов

на подложках из ВОПГ [27, 54, 55]. Например, было обнаружено, что для кластеров Sb2300

на ВОПГ коэффициент диффузии аномально велик (𝐷 = 10−8 см2с−1 при комнатной темпе-

ратуре), аналогичные результаты были получены для кластеров Ag500 [56]. Подробнее такие

примеры будут рассмотрены в следующем подразделе.

1.1.4 Примеры полученных в экспериментах островков

В данном разделе приведены результаты нескольких экспериментов, в которых осу-

ществлялся рост островков из кластеров на подложке из ВОПГ. В зависимости от хими-

ческих свойств кластеров, подложки и окружающей ее среды [57] получающиеся островки

могут быть компактными (1.7 а) или иметь дендритную структуру (1.7 б).

Для островков, сформированных из нейтральных кластеров платины методом ОПНК, в

эксперименте было показано, что между двумя соседними кластерами сохраняется некоторое

расстояние. В случае кластеров диаметром 2.2 нм и дисперсией размеров ∼ 10% это рассто-

яние составляло 3.4 нм [58] (см. рисунок 1.8). Также в этом случае наблюдалась диффузия

вдоль границы островка, не замеченная в экспериментах с нейтральными отобранными по

массе кластерами из других металлов (Au, Sb, Ag). Наличие диффузии вдоль границы и
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слабый контакт между соседними кластерами приводит к формированию компактных ост-

ровков.

В эксперименте [59] обнаружена высокая мобильность кластеров Sb2300 на ВОПГ. Най-

денный коэффициент диффузии имеет порядок, сравнимый с величинами, получаемыми

для движения атомов, а именно, 10−8 см2с−1 при комнатной температуре. Вдобавок, множи-

тель 𝐷0 уравнения Аррениуса 𝐷 = 𝐷0 exp(−𝐸𝑎/𝑘𝑇 ) также велик: 𝐷0 = 104 см2с−1.

При анализе изображения, приведенного на рисунке 1.9, было сделано два важных вы-

вода. Во-первых, кластеры действительно не разрушаются при осаждении на подложку, как

и предполагалось в описании метода ОПНК. Во-вторых, кластеры сурьмы примыкают друг к

другу, образуя островок, но не сливаются в более крупные структуры. Было также показано,

что в данном эксперименте испарением кластеров можно пренебречь и рассматривать рост

островков как комбинацию осаждения, диффузии и примыкания друг к другу кластеров.

Еще один пример роста наноструктур из кластеров Sb2300 на ВОПГ был продемонстри-

рован в работе [27] . В данной работе рассматривалось изменение строения островка в зави-

симости от толщины получаемой пленки (рисунок 1.10), а также был проведен эксперимент

по выращиванию островков при разной температуре подложки (рисунок 1.11). Было показа-

но, что при уменьшении потока уменьшается поверхностная плотность островков, в то время

как их ветвистость возрастает. Из этого факта были сделаны следующие выводы:

– осаждение, диффузия и присоединение кластеров сурьмы происходит одновременно;

– влияние наличия центров зарождения островков на графитовой подложке пренебре-

жимо мало (в отличие от случая, когда кластеры сурьмы осаждаются, например, на

б)a)

Рис. 1.7. Наноостровки, полученные при одинаковых условиях из кластеров платины (а) и
кластеров золота (б) [57].
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Рис. 1.8. Наноостровок из кластеров платины [58].

Рис. 1.9. Типичная структура островка, полученного в эксперименте (а) и компьютерным
моделированием при тех же параметрах (b) [59].

аморфные поверхности, где центры зарождения играют роль ловушек для осаждаемых

частиц, препятствуя их диффузии).

В работе [27] приводится также результат эксперимента по осаждению на графит кла-

стеров Au250 (рисунок 1.12). Видно, что островки, сформированные из кластеров золота,

имеют дендритную структуру; кластеры золота, как и кластеры сурьмы, не сливаются при

контакте. Множитель 𝐷0 уравнения Аррениуса 𝐷 = 𝐷0 exp(−𝐸𝑎/𝑘𝑇 ) для кластеров золота

составил 𝐷0 = 103 см2 с−1.

В работе [56] рассматривался рост островков из кластеров Ag500 (рисунок 1.13). Хорошо

видно, что наибольшее число островков расположено вдоль дефектов ВОПГ. На приведен-

ных в нижней части рисунка 1.13 увеличенных изображениях подложки с островками можно

видеть, как отличается поверхностная плотность, форма и размеры островков в разных об-
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ластях подложки из ВОПГ. Учитывая, что поверхность ВОПГ состоит из чешуек, которые

могут иметь различную кристаллографическую ориентацию, а также тот факт, что поток

осаждаемых кластеров был одинаковым во всех рассматриваемых областях подложки, ав-

торы объясняют приведенные выше отличия тем, что присутствует связь между подвижно-

стью кластера и кристаллографической ориентацией поверхности ВОПГ. При этом различия

между подвижностью кластеров для двух соседних чешуек могут быть настолько велики,

что характер формирования островков на одной чешуйке может быть гетерогенным, а на

соседней — гомогенным (рисунок 1.13, области a и b).

1.1.5 Применение островков

Отличие свойств малых частиц от свойств массивного материала известно уже доста-

точно давно и используется в разных областях техники. Примерами могут служить широко

применяемые аэрозоли, красящие пигменты, получение цветных стекол благодаря окраши-

ванию их коллоидными частицами металлов. Суспензии металлических наночастиц (обычно

железа или его сплавов) размером от 30 нм до 1–2 мкм используются как присадки к мотор-

ным маслам для восстановления изношенных деталей автомобильных и других двигателей

непосредственно в процессе работы [22].

Рис. 1.10. Различия в строении островков в зависимости от толщины получаемой пленки:
0,1 нм (a), 0,2 нм (b), 0,4 нм (c), 0,5 нм (d), 1,5 нм (e), 3 нм (f). Изображения получены

при комнатной температуре при одинаковом потоке [27].
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Рис. 1.11. Тонкие пленки толщиной 0,5 нм, полученные при постоянном потоке кластеров и
различной температуре подложки: 300 K (a), 320 K (b), 353 K (c), 413 K (d), 353 K, причем

островок расположен в небольшой области подложки, окруженной со всех сторон
графитовыми ступеньками (e), 353 K, причем графитовый образец был отклонен во время

осаждения кластеров на угол 30∘ от его обычного положения, т.е. перпендикулярно оси
пучка кластеров (f) [27].

При использовании технологии ОПНК возможно, ограничивая процесс слияние кла-

стеров, сохранять размеры и исходные свойства кластеров, что необходимо, в частности,

для производства пленок с заданными свойствами. Устройства, в которых используются

кластеры, находят применение во многих областях, к примеру, в нанооптике, наноэлектро-

нике, нанобиологии, при этом необходима технология, позволяющая формировать массивы
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Рис. 1.12. Островки, сформированные кластерами Au250 для тонкой пленки толщиной
0,5 нм. Поток кластеров поддерживался постоянным [27].

Рис. 1.13. Островки, сформированные кластерами Ag500 [56].
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из наночастиц с регулируемой геометрией и периодичностью, и технология ОПНК может

быть применена для осуществления такой задачи.

Также технология ОПНК позволяет производить островки с различной дисперсией раз-

меров — одинаковые по размеру островки могут быть использованы в производстве кванто-

вых точек [60], применяющихся, в частности, в наноэлектронике, производстве систем хра-

нения информации большой плотности. Островки с большой дисперсией размеров могут

образовывать фильтрующие системы при многослойном нанесении кластеров [33].

Упорядоченные островки нанометровых масштабов используются для производства ми-

ниатюрных электронных устройств [26]. Однако, следует отметить, что на нанометровых

масштабах уменьшение размеров элементов изменяет их свойства. К примеру, полупровод-

ники, чей размер составляет от единиц до десятков нанометров, демонстрируют интересные

особенности: по мере уменьшения их размеров растет ширина запрещенной зоны. Также

наличие связи между электронным свойствами материала и размерами образца из этого

материала полезно при изготовлении квантовых точек [61,62].

Малые частицы металлов, сплавов и полупроводников широко применяются в катализе

химических реакций [22]. Геометрический эффект катализа связан с соотношением числа

атомов, расположенных на поверхности (на гранях), на ребрах и вершинах малой частицы и

имеющих различную координацию. Например, каталитическая активность наночастиц пла-

тины по отношению к окислению СО растёт при увеличении размера частиц от 10 до 60

нм. Это обусловлено тем, что молекулы СО и О2, находящиеся на ребрах между гранями

(100) и (111) наночастицы, менее подвижны и более прочно связаны с ребрами и близле-

жащими переходными участками между гранями, чем те же молекулы на гранях [63, 64].

В результате на более крупных наночастицах Pt, где преобладают грани, катализ окисления

СО происходит лучше.

Большой интерес вызывает разработка и производство магнитных наноструктур и изу-

чение присущих им свойств [32]. Среди возможных областей применения подобных струк-

тур особо выделяется хранение данных с высокой плотностью и производство спинтронных

устройств. С помощью технологии ОПНК можно осуществлять производство различных маг-

нитных наночастиц для изучения присущих им свойств и особенностей их взаимодействия

друг с другом [18].

Нанокластеры могут играть роль идеальных наноконтактов [47] за счет того, что они

сохраняют форму и размер при вынужденном движении, к примеру, с помощью атомно-

силового микроскопа.
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Отдельного упоминания заслуживает метод определения величины диффузии осажден-

ных кластеров с помощью анализа поверхностной концентрации стабильных островков [23].

Как показано выше, состоящие из кластеров островки широко используются в различ-

ных областях. Для каждой области применения представляется важным получение остров-

ков с заранее предсказуемыми конкретными свойствами (определенная поверхностная плот-

ность, форма, размер, расположение на подложке и пр.), в связи с чем необходимо получить

теоретическое описание роста островков. В следующем разделе представлены некоторые тео-

ретические методы описания роста.

1.2 Методы расчета роста островков

1.2.1 Теоретические методы

Наиболее известным и давно используемым способом теоретического описания роста на-

ноструктур является метод, основанный на анализе кинетических уравнений. С их помощью

описывается влияние элементарных процессов, выделяемых в процессе роста наноструктур,

на число мономеров (отдельных частиц, движущихся по подложке) и рост островков опреде-

ленного размера. Впервые такой подход для описания роста структур был применен в рабо-

тах [65–68], где развивалась теория Френкеля [69]. В данных работах рассматривалось фор-

мирование тонких пленок из осаждаемых в условиях высокого вакуума атомов. Отдельные

атомы способны перемещаться по подложке, более крупные объединения атомов считаются

неподвижными. Была предложена следующая система стохастических уравнений для опи-

сания изменения концентрации атомов и островков на подложке:

𝑑𝑚1

𝑑𝑡
= 𝐽 − 𝑚1

𝜏𝑎
− 𝜆𝑚2

1 −𝑚1𝜆

∞∑︁
𝑖=2

𝑚𝑖

𝑑𝑚2

𝑑𝑡
=
𝜆

2
𝑚2

1 −𝑚1𝜆𝑚2

𝑑𝑚3

𝑑𝑡
= 𝑚1𝜆𝑚2 −𝑚1𝜆𝑚3

...

𝑑𝑚𝑁

𝑑𝑡
= 𝑚1𝜆𝑚𝑁−1 −𝑚1𝜆𝑚𝑁

(1.3)
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Здесь 𝑚1 — концентрация отдельных атомов, 𝑚𝑁 — концентрация островков из 𝑁 атомов, 𝜆

— параметр столкновений, 𝐽 — число осаждаемых атомов, 𝑚1

𝜏𝑎
характеризует число испаря-

ющихся с подложки атомов, где 𝜏𝑎 — среднее время испарения атома с подложки. Слагаемое

𝜆𝑚2
1 отвечает за формирование стабильных пар атомов, становящихся зародышами остров-

ков, слагаемое 𝑚1𝜆
∑︀∞

𝑖=2𝑚𝑖 описывает количество атомов, присоединяющихся к островкам

в единицу времени. Для второго и последующих уравнений системы изменение концентрации

островков определенного размера вычисляется как разность между скоростью формирова-

ния островков этого размера и скоростью, с которой они увеличиваются.

Основным недостатком описанной выше модели было отсутствие зависимости вероят-

ности присоединения атомов к островку от размера островка, в то время как в экспери-

ментальных работах отмечалось наличие подобной зависимости. В связи с этим в работе [68]

модель усложнилась за счет того, что параметр столкновений 𝜆, бывший постоянным в урав-

нении (1.3), теперь начал считаться зависящим от диаметра островка или, что аналогично, от

числа составляющих его атомов 𝑁 , при этом зависимость имела вид 𝜆 ∼ 𝑁1/3. В результате

поверхностная плотность островков стала возрастать медленнее, чем в случае постоянного

параметра слияния, а распределение их размеров стало шире, однако по-прежнему не на-

блюдалось удовлетворительного совпадения с экспериментом, поскольку необходимо было

также учитывать форму островка.

В 1970-х годах появились публикации, в которых уточнялись и совершенствовались

выражения, описывающие поверхностную плотность островков. В качестве основных ра-

бот по этой теме стоит упомянуть статьи [70, 71], где предлагается более точное выражение

для параметра, характеризующего присоединение атомов к островку (в работе [68] данный

параметр назывался «параметром столкновений», в работе [70] он называется «параметром

захвата» (ПЗ). Физический смысл этого параметра состоит в том, что вблизи и в отдалении

от островка поверхностная плотность одиночных атомов различается, и данный параметр

описывает, насколько эффективно островок конкурирует с другими островками за возмож-

ность захвата свободных атомов; он определяется для островка радиусом 𝑅, содержащего 𝑁

атомов, как

𝜎𝑁 =
2𝜋𝑅

𝑚1

(︂
𝜕𝑚1(�⃗�,𝑡)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑅

)︂
. (1.4)

Здесь считалось, что параметр захвата зависит только от размера островка и не зависит

от окружения этого островка. В этом случае выражение для ПЗ можно записать следующим
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образом

𝜎𝑁 =
2𝜋𝑅√
𝐷𝑎𝜏𝑎

𝐾1

(︁√︁
𝑅2

𝐷𝑎𝜏𝑎

)︁
𝐾0

(︁√︁
𝑅2

𝐷𝑎𝜏𝑎

)︁ , (1.5)

где 𝐷𝑎 — коэффициент диффузии атомов, 𝐾𝑗(𝑧) — функция Макдональда порядка 𝑗.

Следующим шагом к созданию более точного описания стала работа [72], в которой

была приведена система кинетических уравнений следующего вида

𝑑𝑚𝑁

𝑑Θ
=
𝐷𝑎

𝐽
𝜎𝑁−1𝑚1𝑚𝑁−1 −

𝐷𝑎

𝐽
𝜎𝑁−1𝑚1𝑚𝑁 + 𝑘𝑁−1𝑚𝑁−1 − 𝑘𝑁𝑚𝑁 , 𝑁 = 2,...,∞, (1.6)

где Θ — степень покрытия подложки, 𝐽 — поток осаждаемых частиц (в данном случае ато-

мов), коэффициент 𝑘𝑁 определяет вероятность того, что на островок размера 𝑁 будет оса-

жден один атом из потока. Первое слагаемое в правой части уравнения — это скорость,

с который диффундирующие атомы присоединяются к островку размером 𝑁 − 1, умножен-

ная на поверхностную плотность островков этого размера. Второе слагаемое соответствует

скорости присоединения диффундирующих атомов к островку размером 𝑁 . Третье и четвер-

тое слагаемое описывают захват осажденного (еще не успевшего начать диффундировать)

атома островком размера 𝑁 −1 и 𝑁 соответственно. В рассмотренном в описываемой работе

квазистатическом приближении 𝑘𝑁 ≃ 𝑁2/𝑑𝑓 , где 𝑑𝑓 — фрактальная размерность островка.

Систему необходимо дополнить уравнением для поверхностной плотности мономеров

𝑑𝑚1

𝑑Θ
= 1 − 2

𝐷𝑎

𝐽
𝜎1𝑚

2
1 −

𝐷𝑎

𝐽
𝑚1

∞∑︁
𝑁=2

𝜎𝑁𝑚𝑁 − 𝑘1𝑚1 −
∞∑︁

𝑁=1

𝑘𝑁𝑚𝑁 (1.7)

Здесь первое слагаемое соответствует потоку осаждаемых атомов, второе и третье слагаемое

отвечают за формирование островков из двух атомов и за присоединение атомов к остров-

кам соответственно. Четвертое слагаемое учитывает возможность немедленного закрепления

осажденных атомов на подложке, и пятое слагаемое отвечает за атомы, осажденные непо-

средственно на поверхность уже существующих островков.

Система уравнений (1.6) – (1.7) дополнена выражением для ПЗ

𝜎𝑁 = 2𝜋
𝑅

𝜉

𝐾1(𝑅/𝜉)

𝐾0(𝑅/𝜉)
, (1.8)

где 𝜉 = (2𝜎1𝑚1 +
∑︀∞

𝑁=2 𝜎𝑁𝑚𝑁 + (𝐷𝑎/𝐽)𝑘1)
−1/2. Данные выражения получены для круглых

островков радиуса 𝑅. Важно отметить, что это выражение получено при условии, что окру-
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жение каждого островка (иными словами, размеры и форма соседних островков) не зависит

от его размера и формы.

Для островков, чья форма отлична от круглой, радиус можно заменить эффектив-

ным радиусом, соответствующим геометрии островка [72]. В случае, когда диффузия атомов

вдоль границы островка отсутствует, эффективный радиус можно представить через фрак-

тальную размерность островка 𝑑𝑓 :

𝑅 ∼ 𝑁1/𝑑𝑓 . (1.9)

Здесь 𝛼 — подгоночный параметр, слабо зависящий от времени.

Однако, несмотря на описанные выше уточнения, теория по-прежнему оставалась несо-

вершенной [73–76]: особенно заметны были различия между полученным теоретически и экс-

периментально распределением размеров островков. Расхождение было связано с тем, что

в теории не учитывалась связь между размером островка и его окружением. Учет таких

корреляций особенно важен для описания двухмерной задачи, такой, как рост островков

на подложке. Для решения данной проблемы было введено понятие зоны захвата (ЗЗ), ко-

торая изначально определялась, как область подложки, расположенная ближе к рассматри-

ваемому островку, чем к другим островкам.

В работе [77] была предложена следующая модель для задания ЗЗ; она известна как мо-

дель точечных островков. В рамках данной модели считается, что все островки — точечные,

а пространство подложки поделено на ячейки, в каждой из которых находится один остро-

вок, в соответствии с разбиением Вороного. Разбиение Вороного для конечного множества

точек 𝐴 на плоскости представляет такое разбиение плоскости, при котором каждая область

этого разбиения образует множество точек, более близких к одному из элементов множе-

ства 𝐴, чем к любому другому элементу множества. Предполагается, что большая часть

атомов, попавших в ячейку, присоединятся к находящемуся в этой ячейке островку. Искомое

распределение размеров островков, а также поверхностной плотности островков различного

размера находились с помощью моделирования Монте-Карло.

Очередной шаг в развитии теории был сделан в работе [76], где было предложено от-

казаться от модели точечных островков и осуществлять разбиение Вороного не для центров

островков, а для их границ. Это будет оказывать существенное влияние на решение для слу-

чаев, когда соседние островки сильно различаются по размеру. Также было предложено еще

более точное описание, связанное с разбиением подложки на диффузионные ячейки. Каждая

точка поверхности может быть сопоставлена с определенным островком с помощью линий



38

диффузионного потока от этой точки к островку. Диффузионный поток через границу диф-

фузионной ячейки отсутствует.

На рисунке 1.14 из работы [76] показаны все три вышеперечисленных метода разбиения

подложки, на которой находятся островки, на ячейки: ячейки Вороного, краевые ячейки и

диффузионные ячейки.

Рис. 1.14. Зоны захвата для островков на подложке: (сверху вниз) ячейки Вороного,
краевые ячейки и диффузионные ячейки. [76].

Недавно был опубликован обзор основных теоретических направлений описания кинети-

ки монослойного роста при неравновесных условиях [78]. Также следует отметить несколь-

ко попыток получения теоретического выражения для распределения размеров островков

из адатомов [28,72,77,79].
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1.2.2 Численные методы

Другой группой методов, позволяющих описывать рост наноостровков, являются мето-

ды компьютерного моделирования описываемой системы. Среди них основными являются

методы Монте-Карло и методы молекулярной динамики (МД).

Наиболее прямолинейным методом описания является метод МД, когда для конкрет-

ной системы заранее задаются все потенциалы, после чего моделируется движение каждой

частицы системы по отдельности. Метод широко применялся для моделирования поведения

кластеров на подложке, к примеру, для изучения диффузии кластеров [80–82] или для изу-

чения слияния кластеров друг с другом [59]. Однако, хотя методы МД оказались очень

полезны для определения и анализа микроскопических процессов, их основным недостатком

при анализе роста наноостровков является ресурсозатратность, особенно при моделировании

островков из кластеров, поскольку число кластеров на подложке велико, и при этом каждый

из них может содержать тысячи атомов.

Другим распространенным численным методом является кинетический метод Монте-

Карло (КМК). Кинетический метод Монте-Карло является усложненной версией обычного

алгоритма Монте-Карло [83, 84] и позволяет описывать эволюцию сложной системы, в ко-

торой большое, но конечное число случайных процессов происходит с заданной скоростью.

Метод КМК реализуется следующим образом: создается список всех возможных элементар-

ных процессов и вероятностей в единицу времени, с которыми происходят эти процессы,

после чего учитывается случайный характер этих процессов и создается описание эволюции

Рис. 1.15. Сравнение результатов эксперимента по выращиванию островков из кластеров
Au750 (а) и КМК-моделирования процесса роста островков из этих кластеров (b) [60].
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системы во времени. Наиболее простым способом применения метода КМК будет следую-

щий [59]:

1. выбрать временной интервал, который будет меньше, чем характерные для данной

задачи временные интервалы;

2. выбрать случайным образом частицу;

3. выбрать случайным образом один из возможных процессов для этой частицы (осажде-

ние, движение по подложке, слипание с соседней частицей, присоединение к островку,

испарение частицы);

4. вычислить вероятность того, что этот процесс произойдет в выбранный временной ин-

тервал;

5. выбрать случайным образом число и сравнить его с вычисленной вероятностью: если

оно меньше, то осуществить процесс, если больше, то перейти к следующему шагу;

6. увеличить время на выбранный временной интервал и перейти к следующему шагу.

Описанный выше метод оказывается крайне времязатратным, особенно в случае большого

разброса вероятностей на шаге 4. Для уменьшения времени вычисления в работе [85] был

предложен другой подход, основанный на выборе не частицы, а процесса:

1. обновить список возможных способов осуществления всех процессов в системе;

2. случайным образом выбрать процесс;

3. случайным образом выбрать частицу, с которой будет происходить выбранный процесс;

4. передвинуть частицу;

5. увеличить время на временной интервал;

6. вернуться к пункту 1.

Метод КМК часто применяется для упрощенного описания роста пленок [72,77,86]. Ме-

тоды КМК нашли широкое применение, в частности, для описания роста островков из кла-

стеров. Для применения описанного выше метода необходимо выделить основные элементар-

ные процессы, составляющих процесс роста островка. Говоря об определении элементарных

процессов, следует выделить как наиболее популярную ОДП модель («осаждение-диффузия-

присоединение») [27], в которой элементарными процессами являются осаждение кластеров,
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их диффузия и присоединение к островкам. Иногда в данную модель также включается

испарение [59]. В модели ОДП используются следующие допущения:

– осажденный кластер не может немедленно отскочить от подложки;

– считается, что отсутствует диффузия кластеров вдоль границы островка и отделение

кластеров от островка;

– отсутствует слияние между кластерами;

– диффузия кластера является броуновской.

Все вышеперечисленные требования выполняются, в частности, для тонких пленок из

кластеров сурьмы, полученных методом ОПНК [27].

В качестве примера использования метода КМК можно привести моделирование, про-

веденное в работе [60]. На рисунке 1.15, полученном в этой работе, показано, что форма и

поверхностная плотность островков, полученных в моделировании, очень близки к экспери-

ментальным данным.

Следует отметить, что метод КМК оказывается крайне ресурсозатратным с точки зре-

ния компьютерных вычислений [87]. При высоких температурах некоторые процессы в рас-

сматриваемой системе могут проходить крайне быстро, что приводит к уменьшению шага

по времени [88] и, в итоге, к еще большей времязатратности. Также отмечается, что вре-

мязатратность методов КМК существенно возрастает, если ведется рассмотрение частиц,

успевающих пройти большое расстояние по подложке до момента присоединения [89].

Таким образом, основной недостаток существующих аналитических методов заключа-

ется в том, что для достижения точности в оценках распределения размеров растущих ост-

ровков или их поверхностной плотности необходимо вводить в рассмотрение большое число

параметров, тем самым сводя аналитические методы к численным. Недостаток же численных

методов заключается в их большой ресурсо- и времязатратности. Необходим аналитический

подход, который совмещал бы в себе точность и простоту, позволяющую легко оценить, как

будет происходить рост структур при данных параметрах. В данной работе предложен ме-

тод, основанный на решении стохастического дифференциального уравнения для размера

островка.
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Рис. 1.16. Разбиение временного интервала, использованное в определении стохастического
интегрирования [90].

1.3 Численное решение стохастических

дифференциальных уравнений

1.3.1 Интеграл Ито и Стратоновича

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение

�̇� = 𝑓(𝑥(𝑡),𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡),𝑡)𝜁𝑤(𝑡), (1.10)

где 𝑓(𝑥(𝑡),𝑡) и 𝑔(𝑥(𝑡),𝑡) — некоторые известные функции, 𝜁𝑤(𝑡) — флуктуирующий случайный

член, такой, что ⟨𝜁𝑤(𝑡)⟩ = 0 и ⟨𝜁𝑤(𝑡)𝜁𝑤(𝑡′)⟩ = 𝛿(𝑡 − 𝑡′) [90]. Предполагается интегрируемость

уравнения (1.10), в связи с чем интеграл

𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′𝜁𝑤(𝑡′) (1.11)

существует. Можно показать, что 𝑢(𝑡) = 𝑊 (𝑡), т.е. является винеровским процессом [90].

Определим стохастический интеграл
𝑡∫︀

𝑡0

𝐺(𝑡′)𝑑𝑊 (𝑡′) как интеграл Римана-Стилтьеса.

Разобьем интервал [𝑡0,𝑡] на 𝑛 подынтервалов с помощью точек разбиения (рисунок 1.16)

𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ . . . ≤ 𝑡𝑛−1 ≤ 𝑡 и выберем промежуточные точки 𝜏𝑖 на каждом подынтервале:

𝑡𝑖−1 ≤ 𝜏𝑖 ≤ 𝑡𝑖.

Искомый стохастический интеграл
𝑡∫︀

𝑡0

𝐺(𝑡′)𝑑𝑊 (𝑡′) определяется как предел частичных

сумм

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐺(𝜏𝑖)[𝑊 (𝑡𝑖) −𝑊 (𝑡𝑖−1)]. (1.12)
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Интеграл, определенный как предел 𝑆𝑛, будет зависеть от конкретного выбора проме-

жуточных точек 𝜏𝑖. Будем выбирать эти точки так, чтобы 𝜏𝑖 = 𝑡𝑖−1, таким образом, стоха-

стический интеграл Ито от функции 𝐺(𝑡) будет определен как

𝑡∫︁
𝑡0

𝐺(𝑡′)𝑑𝑊 (𝑡′) = ms-lim
𝑛→∞

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐺(𝑡𝑖−1)[𝑊 (𝑡𝑖) −𝑊 (𝑡𝑖−1)]

}︃
, (1.13)

где под ms-lim понимается среднеквадратичный предел. (2.9.2)

Для получения стохастического интеграла Стратоновича подынтегральная функция

𝐺(𝑡) представляется как полусумма 1/2[𝐺(𝑡𝑖) +𝐺(𝑡𝑖+1)], отсюда

𝑡∫︁
𝑡0

𝐺(𝑡′)𝑑𝑊 (𝑡′) = ms-lim
𝑛→∞

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐺(𝑡𝑖) +𝐺(𝑡𝑖+1))

2
[𝑊 (𝑡𝑖) −𝑊 (𝑡𝑖−1)]

}︃
. (1.14)

Путем преобразования слагаемого 𝑓(𝑥(𝑡),𝑡) можно легко перейти от формы Ито к форме

Стратоновича [91].

В данной работе вычисление стохастических интегралов будет проводиться в форме

Стратоновича.

1.3.2 Методы математического моделирования стохастических

дифференциальных уравнений

Рассмотрим систему, на которую действует внешний шум. Для описания динамики си-

стемы используется стохастическое дифференциальное уравнение

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡),𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑥(𝑡),𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡), (1.15)

где 𝑊 (𝑡) — независимый винеровский процесс.

Рассмотрим три наиболее часто используемых метода математического моделирования,

основанных на стохастическом аналоге разложения Тейлора [92]: схема Эйлера-Маруямы

порядка 0.5, схема Мильштейна порядка 1.0 и сильная схема Тейлора порядка 1.5.

Самым простым методом является схема Эйлера-Маруямы порядка 0.5. Она имеет сле-

дующий вид

𝑥(𝑡𝑛+1) − 𝑥(𝑡𝑛) =

{︂
𝑓∆𝑛 + 𝑔∆𝑊𝑛

}︂
𝑡=𝑡𝑛

, (1.16)
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где

∆𝑛 =

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑑𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛

и величина

∆𝑊𝑛 =

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑑𝑊 (𝑡)

распределена как 𝒩 (0; ∆𝑛).

Схема Мильштейна, являющаяся явным одношаговым сильным методом порядка

1.0 [93], также основана на использовании стохастического аналога ряда Тейлора. В ней

используется на одно слагаемое больше, чем в предыдущем методе, и она формулируется

следующим образом [91]

𝑥(𝑡𝑛+1) − 𝑥(𝑡𝑛) =

{︂
𝑓∆𝑛 + 𝑔∆𝑊𝑛 +

1

2!
𝑔
𝜕𝑔

𝜕𝑥
∆𝑊𝑛

2

}︂
𝑡=𝑡𝑛

. (1.17)

Сильная схема Тейлора порядка 1.5, также являющаяся одношаговым явным сильным

методом, широко используется при решении стохастических дифференциальных уравнений.

Данная схема получается из упомянутых выше путем добавления следующих членов разло-

жения Тейлора. Вычисления с ее использованием проводятся следующим образом

𝑥(𝑡𝑛+1) − 𝑥(𝑡𝑛) =

{︂
𝑓∆𝑛 + 𝑔∆𝑊𝑛 +

1

2!
𝑔
𝜕𝑔

𝜕𝑥
∆𝑊𝑛

2 + 𝑔
𝜕𝑓

𝜕𝑥
∆𝑍𝑛 +

1

2

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑥

)︂
∆2

𝑛

+

(︂
𝜕𝑔

𝜕𝑡
+ 𝑓

𝜕𝑔

𝜕𝑥

)︂[︁
∆𝑊𝑛∆𝑛 − ∆𝑍𝑛

]︁
+

1

3!
𝑔
𝜕

𝜕𝑥
𝑔
𝜕𝑔

𝜕𝑥
∆𝑊𝑛

3

}︂
𝑡=𝑡𝑛

, (1.18)

где величина

∆𝑍𝑛 =

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑠2∫︁
𝑡𝑛

𝑑𝑊 (𝑠1)𝑑𝑠2.

имеет нормальное распределение с нулевым средним, дисперсией 𝜎2 = 1
3
∆3

𝑛 и ковариацией

⟨∆𝑍𝑛∆𝑊𝑛⟩ = 1
2
∆2

𝑛.



45

1.4 Постановка задачи

Существует задача описания роста двухмерного островка, формирующегося на подлож-

ке из высокоориентированного пиролитического графита (ВОПГ) из заранее сформирован-

ных кластеров металлов, а также динамики скоростей движущихся кластеров. Кластеры

имеют размер от десятков до тысяч атомов и осаждаются на поверхность ВОПГ с низкими

энергиями, что позволяет обеспечивать отсутствие повреждения поверхности и разрушения

кластеров. Осажденные кластеры диффундируют по подложке и либо объединяются в за-

родыши островков, либо присоединяются к уже имеющимся островкам.

В данной работе рассматривается субмонослойный режим роста, и не рассматривается

начальный этап процесса формирования островков, когда кластеры формируют зародыши.

Таким образом, в работе предполагается, что на поверхности уже имеются крупные остров-

ки, к которым присоединяются движущиеся кластеры или небольшие подвижные островки,

обеспечивая тем самым их рост. Также не рассматривается ситуация, когда островки зани-

мают настолько большую часть подложки, что нельзя пренебречь процессом объединения

двух крупных островков. Формирующиеся островки являются двухмерными, таким образом,

считается, что если при осаждении кластер попадает на поверхность островка, он движется

по ней, пока не достигнет границы островка и присоединится к ней.

В описываемой модели отсутствует отделение уже присоединившихся кластеров от ост-

ровка и распад островка, а испарение подвижных кластеров не рассматривается отдельно,

так как может быть учтено за счет изменения потока осаждаемых кластеров.
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Глава 2

Распределение скоростей кластеров в

приближении медленного роста островка

Данная глава посвящена анализу распределения скоростей кластеров, движущихся

по подложке из высокоориентированного пиролитического графита (ВОПГ) [6]. Рассмот-

рен ансамбль движущихся по подложке кластеров, являющийся открытой системой: но-

вые кластеры появляются в ней в результате осаждения на подложку, а старые кластеры

покидают систему, присоединяясь к островкам. Таким образом, динамику системы можно

описать уравнением баланса. Состояние ансамбля свободных кластеров описывается зави-

сящей от времени функцией распределения для скоростей кластеров и их времен жизни.

Под временем жизни здесь понимается временной отрезок от момента осаждения кластера

на подложку до момента его присоединения к островку. Также в дальнейшем будет исполь-

зоваться термин «свободный кластер» — это кластер, движущийся по подложке, т.е. еще не

успевший присоединиться к островку. Свободный кластер обладает возрастом — это время,

прошедшее от момента осаждения кластера до настоящего момента времени или до момента

присоединения к островку.

2.1 Уравнение баланса для скоростей кластеров

Жизненный цикл кластера можно разделить на несколько основных этапов, называе-

мых также элементарными процессами [59]: осаждение кластера, его диффузия по подложке

(в работе считается, что подложка плоская и расположена горизонтально) и присоединение

кластера к островку (см. рисунок 2.1).

Начальным этапом жизни кластера является осаждение на подложку. Этот процесс

характеризуется постоянным потоком осаждаемых кластеров 𝐽 и распределением скоростей

осаждаемых кластеров 𝑓(𝑣).
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Рис. 2.1. Стадии жизненного цикла кластера: осаждение, диффузия, присоединение к
островку.

После осаждения кластеры начинают диффундировать по подложке. В работе [94] бы-

ло высказано предположение, что кластеры движутся по подложке с ускорением, поэтому

в рассмотрение было включено постоянное ускорение 𝑎. Поскольку достоверная информация

о зависимости ускорения от времени отсутствует, в данном рассмотрении ускорение в первом

приближении считается постоянным. Можно легко перейти к описанию системы, в которой

отсутствует ускорение, путем соответствующей замены параметров. Важно отметить, что

для данной задачи факт наличия диффузии интересен только с точки зрения величины

скоростей кластеров: неважно, какой конкретно механизм диффузии реализуется в данной

задаче.

Для упрощения рассмотрения процесс движения кластера рассматривался как квази-

стабильный процесса [3]. Для этого было необходимо обеспечить постоянный баланс между

случайной и детерминированной частями уравнения, что позволит определить стационарное

распределение скоростей в ансамбле. Таким образом, составим стохастическое дифференци-

альное уравнение для скорости кластера 𝑣(𝑡), движущегося по подложке; рассмотрим его

в интерпретации Стратоновича [3, 95]:

�̇�(𝑡) = 𝑎+
√︀
𝑣(𝑡)𝜁𝑤(𝑡), (2.1)

где 𝜁𝑤(𝑡) — стационарный гауссовский белый шум с ⟨𝜁𝑤(𝑡)⟩ = 0 и ⟨𝜁𝑤(𝑡)𝜁𝑤(𝑡 + 𝜏)⟩ = 2𝐷𝑣𝛿(𝜏).

Средняя скорость растет линейно со временем ⟨𝑣⟩ = (𝑎+𝐷𝑣/2)𝑡.
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Последним этапом жизни кластера на подложке является его присоединение к островку.

Так как во многих экспериментах было показано [32, 59], что кластеры на ВОПГ обладают

аномально большим коэффициентом диффузии, задача рассматривается в приближении,

когда скорость роста островка много меньше скорости, с которой движется кластер. Вероят-

ность присоединения в единицу времени пропорциональна скорости кластера [96], коэффи-

циент пропорциональности 𝛼, он же параметр захвата, зависит от концентрации островков,

их размера и формы.

Таким образом, уравнение баланса для плотности скорости кластера выглядит следую-

щим образом:

𝜕𝑛(𝑣,𝑡)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑣

[︂(︂
𝑎+

𝐷𝑣

2

)︂
𝑛(𝑣,𝑡)

]︂
+𝐷𝑣

𝜕2

𝜕𝑣2
[𝑣𝑛(𝑣,𝑡)] + 𝐽𝑓(𝑣) − 𝛼𝑣𝑛(𝑣,𝑡). (2.2)

Первое и второе слагаемое уравнения (2.2) описывают динамику скорости кластера в со-

ответствии с уравнением (2.1); эти слагаемые определяются кинетическими коэффициентам

уравнения Фоккера-Планка, соответствующего уравнению (2.1). Третье слагаемое описывает

процесс осаждения, четвертое — учитывает процесс захвата кластера островком.

Плотность скорости удовлетворяет начальным и граничным условиям

𝑛(𝑣,0) = 𝑛0(𝑣),[︀
𝐷𝑣

𝜕
𝜕𝑣

[𝑣𝑛(𝑣,𝑡)] −
(︀
𝑎+ 𝐷𝑣

2

)︀
𝑛(𝑣,𝑡)

]︀
𝑣=0

= 0,

𝑛(∞,𝑡) = 0.

(2.3)

Перейдем к безразмерным переменным 𝜉 =
√︀

𝛼
𝐷𝑣
𝑣, 𝜏 =

√
𝛼𝐷𝑣𝑡, 𝜂(𝜉,𝜏) =

√︁
𝐷𝑣

𝛼

×𝑛
(︁√︁

𝐷𝑣

𝛼
𝜉, 𝜏√

𝛼𝐷𝑣

)︁
, после чего уравнение (2.2) примет вид

𝜕𝜂(𝜉,𝜏)

𝜕𝜏
=

𝜕2

𝜕𝜉2
[𝜉𝜂(𝜉,𝜏)] −

(︂
𝑎

𝐷𝑣

+
1

2

)︂
𝜕𝜂(𝜉,𝜏)

𝜕𝜉
+
𝐽

𝛼
𝑓

(︃√︂
𝐷𝑣

𝛼
𝜉

)︃
− 𝜉𝜂(𝜉,𝜏), (2.4)

с начальными и граничными условиями

𝜂(𝜉,0) = 𝜂0(𝜉) ≡
√︁

𝐷𝑣

𝛼
𝑛0

(︁√︁
𝐷𝑣

𝛼
𝜉
)︁
,[︁

𝜕
𝜕𝜉

[𝜉𝜂(𝜉,𝜏)] −
(︁

𝑎
𝐷𝑣

+ 1
2

)︁
𝜂(𝜉,𝜏)

]︁
𝜉=0

= 0,

𝜂(∞,𝜏) = 0.

(2.5)
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Решение задачи (2.4)–(2.5) может быть представлено в виде

𝜂(𝜉,𝜏) =
𝐽

𝛼

∫︁ 𝜏

0

𝑑𝜏 ′
∫︁ ∞

0

𝐺(𝜉,𝜏,𝜉′,𝜏 ′)𝑓

(︃√︂
𝐷𝑣

𝛼
𝜉′

)︃
𝑑𝜉′ +

∫︁ ∞

0

𝐺(𝜉,𝜏,𝜉′,0)𝜂0(𝜉
′)𝑑𝜉′. (2.6)

Здесь 𝐺(𝜉,𝜏,𝜉′,𝜏 ′) ≡ 𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏 − 𝜏 ′) — функция Грина для данной задачи. Функция 𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏)

является решением уравнения

𝜕𝐺

𝜕𝜏
=

𝜕2

𝜕𝜉2
[𝜉𝐺] −

(︂
𝑎

𝐷𝑣

+
1

2

)︂
𝜕𝐺

𝜕𝜉
− 𝜉𝐺, (2.7)

с начальными и граничными условиями

𝐺(𝜉,𝜉′,0) = 𝛿(𝜉 − 𝜉′),[︁
𝜉 𝜕𝐺

𝜕𝜉
−
(︁

𝑎
𝐷𝑣

− 1
2

)︁
𝐺
]︁
𝜉=0

= 0,

|𝐺| <∞, 𝜏 > 0.

(2.8)

Решим задачу (2.7)–(2.8), используя преобразование Лапласа

𝑝�̄�− 𝛿(𝜉 − 𝜉′) =
𝜕2

𝜕𝜉2
[︀
𝜉�̄�
]︀
−
(︂
𝑎

𝐷𝑣

+
1

2

)︂
𝜕�̄�

𝜕𝜉
− 𝜉�̄�, (2.9)

[︁
𝜉 𝜕�̄�

𝜕𝜉
−
(︁

𝑎
𝐷𝑣

− 1
2

)︁
�̄�
]︁
𝜉=0

= 0,

|�̄�| <∞.
(2.10)

Здесь черта над символом обозначает преобразование

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑝𝜏𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏)𝑑𝜏. (2.11)

Для каждой из областей 𝜉 < 𝜉′ и 𝜉′ > 𝜉 подстановка �̄� = 𝑢(𝜉)𝜉𝜈−1/2, где 𝜈 = 𝑎
2𝐷𝑣

− 1
4
,

сводит уравнение (2.9) к уравнению Уиттекера, таким образом, решение уравнения (2.9)

представляет собой суперпозицию линейно независимых выражений 𝜉𝜈−1/2𝑀−𝑝/2,𝜈(2𝜉) и

𝜉𝜈−1/2𝑊−𝑝/2,𝜈(2𝜉), где 𝑝 > 0. Здесь 𝑀𝑘,𝑚(𝑧) и 𝑊𝑘,𝑚(𝑧) — функции Уиттекера [97]. Исполь-

зуя граничные условия (2.10), получаем

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) = 𝜉𝜈−1/2

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴(𝑝)𝑀− 𝑝
2
,𝜈(2𝜉), 𝜉 < 𝜉′,

𝐵(𝑝)𝑊− 𝑝
2
,𝜈(2𝜉), 𝜉 > 𝜉′.

(2.12)
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Одна из неизвестных функций 𝐴(𝑝) и 𝐵(𝑝) находится из условия непрерывности функ-

ции Грина в 𝜉 = 𝜉′. Чтобы найти вторую функцию, проинтегрируем уравнение (2.9) в окрест-

ности точки 𝜉 = 𝜉′ для получения условия сшивания

𝜕�̄�

𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉′+0

−𝜕�̄�
𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉′−0

= − 1

𝜉′
.

Используя [97], получим выражение для преобразования функции Грина

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) =
1

2𝜉′

(︂
𝜉

𝜉′

)︂𝜈−1/2 Γ
(︀
1
2

+ 𝜈 + 𝑝
2

)︀
Γ(1 + 2𝜈)

⎧⎪⎨⎪⎩𝑀− 𝑝
2
,𝜈(2𝜉)𝑊− 𝑝

2
,𝜈(2𝜉′), 𝜉 < 𝜉′,

𝑊− 𝑝
2
,𝜈(2𝜉)𝑀− 𝑝

2
,𝜈(2𝜉′), 𝜉 > 𝜉′,

(2.13)

или, в более компактной форме,

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) =
1

2𝜉′

(︂
𝜉

𝜉′

)︂𝜈−1/2 Γ
(︀
1
2

+ 𝜈 + 𝑝
2

)︀
Γ(1 + 2𝜈)

𝑀− 𝑝
2
,𝜈(2𝜉<)𝑊− 𝑝

2
,𝜈(2𝜉>), (2.14)

где 𝜉< = min(𝜉,𝜉′) и 𝜉> = max(𝜉,𝜉′).

В итоге, применяя обратное преобразование Лапласа, получим функцию Грина

𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑒𝑝𝜏 �̄�(𝜉,𝜉′,𝑝)𝑑𝑝, (2.15)

где 𝑐 > 0. Интеграл в уравнении (2.15) — это интеграл Бромвича, его можно оценить с помо-

щью теоремы о вычетах. Поскольку функции Уиттекера являются аналитическими функци-

ями по первому индексу в C, у преобразования функции Грина (2.14) есть только простые

полюсы, возникающие из множителя Γ
(︀
1
2

+ 𝜈 + 𝑝
2

)︀
: 𝑝 = −(2𝑚+ 2𝜈 + 1),𝑚 ∈ Z+. Тогда

𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏) =
𝑒−(2𝜈+1)𝜏

𝜉′Γ(1 + 2𝜈)

(︂
𝜉

𝜉′

)︂𝜈−1/2 ∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚

𝑚!
𝑒−2𝑚𝜏𝑀𝜈+ 1

2
+𝑚,𝜈(2𝜉<)𝑊𝜈+ 1

2
+𝑚,𝜈(2𝜉>). (2.16)

Подставляя это выражение в уравнение (2.6) и возвращаясь к переменным 𝑣 и 𝑡, получим

𝑛(𝑣,𝑡) =
𝐽

𝐷𝑣

𝑣𝜈
∫︁ ∞

0

𝑓(𝑣)𝑣−𝜈𝐼𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣<

)︂
𝐾𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣>

)︂
𝑑𝑣

+
𝑒−(2𝜈+1)

√
𝛼𝐷𝑣𝑡

Γ(1 + 2𝜈)
𝑣𝜈−1/2

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚

𝑚!
𝑒−2𝑚

√
𝛼𝐷𝑣𝑡

∫︁ ∞

0

[︂
𝑛0(𝑣) − 𝐽𝑓(𝑣)

(2𝑚+ 2𝜈 + 1)
√
𝛼𝐷𝑣

]︂
× 𝑣−𝜈−1/2𝑀𝜈+ 1

2
+𝑚,𝜈

(︂
2

√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣<

)︂
𝑊𝜈+ 1

2
+𝑚,𝜈

(︂
2

√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣>

)︂
𝑑𝑣, (2.17)



51

где 𝑣< = min(𝑣,𝑣) и 𝑣> = max(𝑣,𝑣). Функции 𝐼𝜈(𝑧) — функция Инфельда, 𝐾𝜈(𝑧) — функция

Макдональда. Здесь было использовано соотношение между функциями Уиттекера и функ-

циями Инфельда и Макдональда [97].

Отметим, что выражения (2.16) и (2.17) неудобны для анализа на малых временах.

Для получения более практичного выражения используем соотношение между функциями

Уиттекера и обобщенными полиномами Лагерра [97]. Получим

𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏) = 2𝑒−𝜉−𝜉′(2𝜉)2𝜈
𝑒−(2𝜈+1)𝜏

Γ(1 + 2𝜈)

∞∑︁
𝑚=0

𝑚!

(2𝜈 + 1)𝑚
𝑒−2𝑚𝜏𝐿(2𝜈)

𝑚 (2𝜉)𝐿(2𝜈)
𝑚 (2𝜉′). (2.18)

Ряд можно просуммировать [98], в итоге получим

𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏) =

(︂
𝜉

𝜉′

)︂𝜈
𝑒−(𝜉+𝜉′) coth(𝜏)

sh(𝜏)
𝐼2𝜈

(︂
2
√
𝜉𝜉′

sh(𝜏)

)︂
. (2.19)

Для достаточно больших времен (𝑡≫ 1/[(2𝜈 + 1)
√
𝛼𝐷𝑣]) плотность скорости кластеров,

выраженная уравнением (2.17), стремится к постоянному значению

𝑛(𝑣) =
𝐽

𝐷𝑣

𝑣𝜈

{︃
𝐾𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣

)︂∫︁ 𝑣

0

𝑣−𝜈𝐼𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣

)︂
𝑓(𝑣)𝑑𝑣

+ 𝐼𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣

)︂∫︁ ∞

𝑣

𝑣−𝜈𝐾𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣

)︂
𝑓(𝑣)𝑑𝑣

}︃
. (2.20)

Используя [99], получим стационарную концентрацию кластеров

𝑛 =
𝐽

4𝐷𝑣

√
𝜋

(︂
4𝐷𝑣

𝛼

)︂ 𝜈+1
2

Γ

(︂
𝜈 +

1

2

)︂∫︁ ∞

0

𝑣−𝜈

{︃
𝐼𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣

)︂
− L𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣

)︂}︃
𝑓(𝑣)𝑑𝑣, (2.21)

где L𝜈(𝑧) — модифицированная функция Струве [97].

Отметим, что функция плотности распределения вероятностей для скоростей кластеров

пропорциональна плотности скорости кластеров

𝑤(𝑣, 𝑡) =
𝑛(𝑣, 𝑡)∫︀∞

0
𝑛(𝑣,𝑡)𝑑𝑣

. (2.22)

Моменты распределения скоростей кластеров находятся из выражений (2.17) и (2.22)

и позволяют характеризовать физические свойства рассматриваемой системы. В случае

𝑓(𝑣) = 𝛿(𝑣) выражения (2.20) и (2.21) значительно упрощаются, что позволяет записать
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функцию плотности распределения вероятностей для стационарного случая как

𝑤(𝑣) =
4
(︁

𝛼
4𝐷𝑣

)︁ 𝜈+1
2

√
𝜋Γ
(︀
𝜈 + 1

2

)︀𝑣𝜈𝐾𝜈

(︂√︂
𝛼

𝐷𝑣

𝑣

)︂
, (2.23)

а ее моменты — как

𝜇𝑚 = 2

(︂
𝐷𝑣

𝛼

)︂𝑚
2 Γ(𝑚)

B
(︀
𝜈 + 1

2
,𝑚
2

)︀ . (2.24)

Следует отметить, что рассмотрение стационарного случая особенно актуально для дан-

ной задачи, поскольку он представляет собой описание ситуации, в которой число осажден-

ных на подложку кластеров равно числу кластеров, присоединившихся к островку.

2.2 Численное моделирование

В данном разделе приведены результаты численного моделирования динамики класте-

ров на подложке. Каждый кластер осаждается на подложку в случайный момент времени;

скорость, с которой он начинает движение по подложке, подчиняется заданному распреде-

лению скоростей. Ускорение кластера описывается уравнением (2.1) в приближении Стра-

тоновича. Вероятность того, что кластер присоединится к островку за время ∆𝑡, составляет

(1− exp(−𝛼𝑣∆𝑡)). В моделировании была использована схема Мильштейна с временным ша-

гом 10−4. Для получения псевдослучайных чисел был использован зиккурат-алгоритм Мар-

сальи [100]. Общее число кластеров на единицу площади подложки составляло 105 в каждой

реализации.

0 20 40 60 80
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w
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t = 0.3

t = 0.5
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Рис. 2.2. Изменение функции плотности распределения вероятностей для скоростей
кластеров с течением времени (𝑎 = 2, 𝐷𝑣 = 2, 𝛼 = 0,2, 𝐽 = 104, распределение скоростей

осаждаемых кластеров имеет вид 𝒩[0;∞)(5,1)): результаты теоретического (линии) и
численного (символы) расчета. Начальная плотность скорости 𝑛0𝒩[0;∞)(40, 1) с 𝑛0 = 5 · 104.
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Рис. 2.3. Стационарная функция плотности распределения вероятностей для скоростей
кластеров при различных значениях параметра 𝑎 при большом параметра захвата (𝐷𝑣 = 2,

𝛼 = 20, распределение скоростей осаждаемых кластеров 𝒩[0;∞)(5,1)): результаты
теоретического (линии) и численного (символы) расчета для следующих значений

параметра 𝑎: 𝑎 = 2 (сплошные линии и квадраты), 𝑎 = 20 (прерывистые линии и круги),
𝑎 = 60 (пунктирные линии и треугольники).

Сначала было рассмотрено изменение во времени функции плотности распределения

вероятностей для скоростей кластеров. Был рассмотрен случай, когда в начале рассмотре-

ния на подложке уже находится некоторое количество движущихся кластеров. Начальное

число этих кластеров, приходящихся на единицу площади подложки, составляло 𝑛0 = 5 ·104,

а их распределение скоростей кластеров представляло собой обрезанное нормальное распре-

деление 𝒩[0;∞)(40, 1). Распределение скоростей осаждаемых кластеров имело вид 𝒩[0;∞)(5,1).

Значения остальных параметров были следующими: 𝑎 = 2, 𝐷𝑣 = 2, 𝛼 = 0,2, 𝐽 = 104. На ри-

сунке 2.2 показано, что на достаточно больших временах (𝑡 ∼ 1 при данных параметрах)

информация о начальном распределении скоростей исчезает, и функция плотности распреде-

ления вероятностей стремится к стационарному распределению, зависящему от соотношения

между осажденными и захваченными кластерами. Учитывая этот факт, в следующих вычис-

лениях можно пренебречь начальным распределением скоростей и считать, что рассмотрение

распределения скоростей свободных кластеров проводится по истечении достаточно продол-

жительного времени 𝑡≫ 1/[(2𝜈 + 1)
√
𝛼𝐷𝑣]. В нижеприведенных вычислениях рассмотрение

велось во временном интервале [0, 5], а значение потока осаждаемых кластеров составляло

𝐽 = 2 · 104, чтобы сохранить значение общего числа кластеров в моделировании на уровне

105.
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Рис. 2.4. Стационарная функция плотности распределения вероятностей для скоростей
кластеров при различных значениях параметра 𝑎 при среднем значении параметра захвата

(𝐷𝑣 = 2, 𝛼 = 2, распределение скоростей осаждаемых кластеров 𝒩[0;∞)(5,1)): результаты
теоретического (линии) и численного (символы) расчета для следующих значений

параметра 𝑎: 𝑎 = 2 (сплошные линии и квадраты), 𝑎 = 20 (прерывистые линии и круги),
𝑎 = 60 (пунктирные линии и треугольники).
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Рис. 2.5. Стационарная функция плотности распределения вероятностей для скоростей
кластеров при различных значениях параметра 𝑎 при низком значении параметра захвата
(𝐷𝑣 = 2, 𝛼 = 0,2, распределение скоростей осаждаемых кластеров 𝒩[0;∞)(5,1)): результаты

теоретического (линии) и численного (символы) расчета для следующих значений
параметра 𝑎: 𝑎 = 2 (сплошные линии и квадраты), 𝑎 = 20 (прерывистые линии и круги),

𝑎 = 60 (пунктирные линии и треугольники).
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Рис. 2.6. Стационарная функция плотности распределения вероятностей для скоростей
кластеров для различных распределений скоростей осаждаемых кластеров при низком

значении параметра захвата (𝐷𝑣 = 2, 𝛼 = 0,2, 𝑎 = 20): результаты теоретического (линии) и
численного (символы) расчета. Были использованы следующие распределения скоростей

осаждаемых кластеров: бимодальная смесь положительных обрезанных нормальных
распределений 1/2𝒩[0;∞)(3,1) + 1/2𝒩[0;∞)(7,1) (сплошные линии и квадраты),

дельта-функция 𝛿(𝑣 − 5) (прерывистые линии и круги), положительное обрезанное
нормальное распределение 𝒩[0;∞)(5,1) (пунктирные линии и треугольники).

На рисунках 2.3 – 2.5 показаны стационарные функции плотности распределения ве-

роятностей для скоростей кластеров при большом, среднем и низком значении параметра

захвата (𝛼/𝐷𝑣 = 10; 1; 0,1, соответственно). Здесь 𝐷𝑣 = 2, распределение скоростей осажда-

емых кластеров является обрезанным нормальным распределением 𝒩[0;∞)(5,1). Результаты

численного счета хорошо согласуются с функциями плотности распределения вероятностей,

рассчитанными теоретически из уравнений (2.20) и (2.22). Отметим, что если значение пара-

метра 𝛼/𝐷𝑣 достаточно велико (см. рисунок 2.3), влияние распределения скоростей осажда-

емых кластеров значительно, в то время, как для низких значений параметра захвата ко-

нечный вид функции плотности распределения вероятностей для скоростей кластеров мало

схож с распределением скоростей осаждаемых кластеров (см. рисунок 2.5), так как среднее

значение скорости возрастает. Данный эффект выражен более ярко для больших значений

параметра 𝑎/𝐷𝑣.

На рисунках 2.6 и 2.7 показаны стационарные функции плотности распределения ве-

роятностей, полученные для различных распределений скоростей осаждаемых кластеров

с одинаковым средним. Были использованы следующие распределения скоростей осаждае-

мых кластеров: дельта-функция 𝛿(𝑣−5), положительное обрезанное нормальное распределе-
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Рис. 2.7. Стационарная функция плотности распределения вероятностей для скоростей
кластеров для различных распределений скоростей осаждаемых кластеров при большом

параметра захвата (𝐷𝑣 = 2, 𝛼 = 2, 𝑎 = 20): результаты теоретического (линии) и
численного (символы) расчета. Были использованы следующие распределения скоростей

осаждаемых кластеров: бимодальная смесь положительных обрезанных нормальных
распределений 1/2𝒩[0;∞)(3,1) + 1/2𝒩[0;∞)(7,1) (сплошные линии и квадраты),

дельта-функция 𝛿(𝑣 − 5) (прерывистые линии и круги), положительное обрезанное
нормальное распределение 𝒩[0;∞)(5,1) (пунктирные линии и треугольники).

0 10 155 20
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

v

w
(v
)

α = 2
α = 20

α = 0.2

Рис. 2.8. Стационарная функция плотности распределения вероятностей для скоростей
кластеров при различных значениях параметра 𝛼 (𝐷𝑣 = 2, 𝑎 = 2, распределение скоростей

осаждаемых кластеров 𝒩[0;∞)(5,1)): результаты теоретического (линии) и численного
(символы) расчета для следующих значений параметра 𝛼: 𝛼 = 20 (сплошные линии и

квадраты), 𝛼 = 2 , 𝛼 = 0,2 (пунктирные линии и треугольники).
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ние 𝒩[0;∞)(5,1), бимодальная смесь положительных обрезанных нормальных распределений

1/2𝒩[0;∞)(3,1) + 1/2𝒩[0;∞)(7,1). Остальные параметры имели следующие значения: 𝐷𝑣 = 2,

𝑎 = 2, 𝛼 = 0,2 и 2 на рисунках 2.6 и 2.7, соответственно. Видно, что функции плотности

распределения вероятностей совпадают на достаточно больших временах при небольших

значениях параметра поглощения (𝛼/𝐷𝑣 ≪ 𝑎/𝐷𝑣) (см. рисунок 2.6), в то время, как при

большом значении этого параметра (𝛼/𝐷𝑣 ∼ 𝑎/𝐷𝑣) стационарное распределение сохраняет

основные черты распределения скоростей осаждаемых кластеров (см. рисунок 2.7). Наблю-

даемый эффект связан с тем, что при низком значении эффективного поглощения класте-

ры движутся по подложке в течение продолжительного времени, и, поскольку изменение

их скоростей в каждый момент времени происходит случайным образом, различия между

разными распределениями скоростей осаждаемых кластеров сглаживаются. Таким образом,

стационарное распределение скоростей кластеров в ансамбле долгоживущих кластеров слабо

зависит от распределения скоростей осаждаемых кластеров.

Конкуренция между захватом кластеров и их диффузией в пространстве скоростей

показана на рисунке 2.8. Были использованы следующие параметры: 𝐷𝑣 = 2, 𝑎 = 2, распре-

деление скоростей осаждаемых кластеров 𝒩[0;∞)(5,1). Видно, что функция плотности рас-

пределения вероятностей для скоростей кластеров становится тем шире, чем больше время

жизни кластеров в ансамбле, также при этом увеличивается среднее значение скорости. Этот

факт также связан с тем, что небольшая величина эффективного поглощения обеспечивает

возможность более продолжительного движения кластера по подложке.
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Заключение к главе 2.

В данной главе был рассмотрен ансамбль свободных кластеров, движущихся по плос-

кой горизонтальной подложке и присоединяющихся к островкам. Было предложено урав-

нение для описания динамики скоростей кластеров из данного ансамбля; была получена

функция плотности распределения вероятностей для скоростей кластеров. Было проведено

численное моделирование изменения скорости кластера при движении по подложке; резуль-

таты численного и теоретического расчета хорошо совпадают. Результаты были получены

для различных значений параметров захвата и ускорения кластеров. Также расчеты бы-

ли проведены для различных распределений скоростей осаждаемых кластеров, а именно,

для распределения в виде дельта-функции, для положительного обрезанного нормального

распределения и для бимодальной смеси положительных обрезанных нормальных распреде-

лений. Было показано, что при небольших значениях параметра поглощения стационарные

функции плотности распределения вероятностей для скоростей кластеров совпадают для

различных распределений скоростей осаждаемых кластеров, в то время, как при большом

значения этого параметра стационарное распределение сохраняет черты распределения для

осаждаемых кластеров. Также было проанализировано влияние наличия на подложке в на-

чале эксперимента движущихся кластеров: было показано, что на достаточно больших вре-

менах информация о начальном распределении скоростей пропадает, поэтому при рассмотре-

нии стационарного распределения можно пренебречь начальным распределением скоростей

кластеров.
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Глава 3

Статистическая модель роста островков

В данной главе представлено описание роста островков из кластеров металлов на под-

ложке из ВОПГ с помощью стохастического дифференциального уравнения �̇� = 𝑁𝛾𝜂(𝑡) [4],

где 𝑁 — размер островка (число кластеров в островке), 𝜂(𝑡) — случайный процесс с нену-

левым средним, описывающий случайное присоединение кластеров к островку. Случайный

процесс, как правило, является импульсным, и каждый импульс соответствует акту присо-

единения кластера к островку.

3.1 Теоретическое описание присоединения кластеров

Раздел посвящено описанию случайного присоединения кластера к островку. В подраз-

деле 3.1.1 рассматриваются импульсные процессы, с помощью которых возможно описать

присоединение одиночных кластеров для различных режимов их осаждения. В подразде-

ле 3.1.2 была предложена модель импульсного процесса для описания задачи, в которой

к островку могут присоединяться не только отдельные кластеры, но и островки из неболь-

шого числа кластеров.

3.1.1 Присоединение одиночных кластеров

Данный подраздел посвящен описанию различных видов импульсных случайных про-

цессов, которые были использованы в работе в качестве случайного процесса при описании

роста островка. Сначала рассмотрены общие характеристики импульсного процесса, состоя-

щего из дельта-импульсов, после чего проведен анализ обновляемых шумов (пуассоновского

процесса без задержки и более общего случая с задержкой); в завершение раздела рассмотрен

импульсный процесс с фиксированными точками.
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Рассмотрим стохастический импульсный процесс 𝜂(𝑡), состоящий из дельта-импульсов

с постоянной амплитудой 𝑓0

𝜂(𝑡) = 𝑓0
∑︁
𝑗

𝛿(𝑡− 𝑡𝑗). (3.1)

Данный случайный процесс характеризуется временным интервалом между двумя по-

следовательными импульсами 𝜗𝑗 = 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1, где 𝜗 — случайная величина, среднее значение

которой стационарное и равно 𝑇 .

Найдем спектральную плотность процесса, описываемого уравнением (3.1), для чего

воспользуемся алгоритмом, предложенным в работе [101]. Рассмотрим импульсный стоха-

стический процесс 𝜂(𝑡), состоящий из 2𝑁 + 1 дельта-функций, который может быть описан

уравнением (3.1), где 𝑗 = [−𝑁 ;𝑁 ]. Обозначим через ℋ𝑁(𝜔) преобразование Фурье от 𝜂(𝑡):

ℋ𝑁(𝜔) = 𝑓0

𝑁∑︁
𝑗=−𝑁

𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑗 . (3.2)

В соответствии с общим определением спектральной плотности мощности случайного

процесса выражение для спектральной плотности мощности процесса 𝜂(𝑡) имеет вид

𝑆𝜂(𝜔) = lim
𝑁→∞

2

(2𝑁 + 1)𝑇

⟨︀
|ℋ𝑁(𝜔)|2

⟩︀
(3.3)

Для определения спектральной плотности мощности импульсного случайного процесса

необходимо найти величину
⟨︀
|ℋ𝑁(𝜔)|2

⟩︀
:

⟨|ℋ𝑁(𝜔)|2⟩ = 𝑓 2
0

⟨
𝑁∑︁

𝑛=−𝑁

𝑁∑︁
𝑗=−𝑁

𝑒−𝑖𝜔(𝑡𝑛−𝑡𝑗)

⟩
= 𝑓 2

0

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝑁∑︁
𝑗=−𝑁

Θ𝑛𝑗(𝜔) =

= 𝑓 2
0

{︃
(2𝑁 + 1) +

2𝑁∑︁
𝑚=1

(2𝑁 + 1 −𝑚) [Θ𝑚(𝜔) + Θ𝑚(−𝜔)]

}︃
, 𝑚 = 𝑛− 𝑗. (3.4)

Здесь Θ𝑛𝑗(𝜔) — характеристическая функция распределения временных интервалов между

𝑛-ым и 𝑗- ым импульсами. В данной работе рассматриваются такие случайные процессы, у

которых вероятностные характеристики импульсов не зависят от того, какой из импульсов

последовательности принят за нулевой. Для таких процессов характеристическая функция

зависит только от разности номеров двух импульсов, поэтому оказывается возможным пе-

рейти от Θ𝑛𝑗(𝜔) к Θ𝑚(𝜔).
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В итоге, спектральная плотность мощности импульсного процесса выражается следую-

щей формулой [101]:

𝑆𝜂(𝜔) =
2𝑓 2

0

𝑇

[︃
1 +

∞∑︁
𝑚=1

Θ𝑚(𝜔) + Θ𝑚(−𝜔)

]︃
, (3.5)

где ряд
∞∑︀

𝑚=1

Θ𝑚(𝜔) сходится (строго говоря, предел в уравнении (3.5) может существовать

в некоторых случаях, даже если ряд расходится).

Пуассоновский процесс

Начнем рассмотрение отдельных импульсных процессов с пуассоновского процесса [102].

Будем считать, что каждый импульс в сумме (3.1) возникает независимо от остальных.

При этом времена появления импульсов и их число являются статистически независимы-

ми случайными величинами. Будем считать, что появление каждого импульса в любой мо-

мент времени равновероятно. Распределение Пуассона характеризуется экспоненциальным

распределением интервалов между соседними импульсами

𝑤(𝜗) = 𝑝𝑒−𝑝𝜗, (3.6)

где 𝑝 — вероятность появления импульса в единицу времени.

Пуассоновский процесс с задержкой

Перейдем к более общему описанию импульсных процессов, для чего добавим в систе-

му некоторую задержку, возникающую после того, как появился новый импульс. В данной

задаче каждый кластер движется независимо друг от друга, поэтому различные интервалы

между импульсами в импульсном процессе, представляющем акты присоединения кластеров

к островку, независимы друг от друга. В связи с этим фактом рассмотрение было проведено

для обновляемых процессов.

Пуассоновский импульсный процесс с задержкой (ИППЗ) представляет собой обновляе-

мый процесс с временной задержкой 𝜗0 после каждого импульса. В течение задержки новый

импульс не может возникнуть. После окончания задержки вероятность появления следую-

щего импульса в единицу времени 𝑝 постоянна. Таким образом, задержка 𝜗0 представляет

собой минимальный временной интервал между двумя соседними импульсами: 𝜗𝑗 ≥ 𝜗0.

Введем параметр периодичности 𝜗0/𝑇 , характеризующий степень периодичности про-

цесса. На графиках (a), (b), (c) рисунка 3.1 показаны три реализации пуассоновского процес-

са с задержкой при разных значениях параметра периодичности. С помощью ИППЗ можно
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Рис. 3.1. ИППЗ (левый столбец) с 𝜗0/𝑇 = 0,9 (a), 0,4 (b), 0 (c) и ИПФТ (правый столбец)
с 𝜗𝑇/𝑇 = 0,05 (d), 0,3 (e), 4,9 (f), 𝑇 = 0,2, 𝑓0 = 1. Среднее ⟨𝜗⟩ одинаково для всех процессов.

Дисперсия распределения интервалов между соседними импульсами одинакова
для процессов, находящихся в одном и том же ряду (например, (a) и (d)).

описывать источники шума с различной степенью случайности, изменяющейся от соответ-

ствующей белому шуму (𝜗0/𝑇 = 0)до квазипериодического процесса (𝜗0/𝑇 ≃ 1) [103].

Функция плотности распределения вероятностей для интервалов 𝜗 между соседними

импульсами имеет следующий вид

𝑤(𝜗) = 𝑝𝑒𝑝(𝜗0−𝜗), (3.7)

где величина 𝜗 распределена в интервале [𝜗0,∞), а ее среднее и дисперсия выражаются как

⟨𝜗⟩ = 𝜗0 +
1

𝑝
, 𝜎2

𝜗 = (𝑇 − 𝜗0)
2. (3.8)

Так как процесс является обновляемым, характеристическая функция для распределе-

ния интервалов 𝜗 обладает следующим свойством: Θ𝑚(𝜔) = Θ𝑚(𝜔) — так как различные

временные интервалы независимы. Легко видеть, что Θ(𝜔) = 𝑝𝑒𝑖𝜔𝜗0/(𝑝 − 𝑖𝜔). Используя

уравнение (3.5), получим выражение для спектральной плотности ИППЗ (см. рисунок 3.2)

𝑆𝜂(𝜔) =
2𝑓 2

0

𝑇

1 − |Θ(𝜔)|2

|1 − Θ(𝜔)|2
+

4𝜋𝑓 2
0 𝛿(𝜔)

𝑇 2
. (3.9)
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Рис. 3.2. Спектральная плотность ИППЗ для разных значений параметра периодичности
(𝑇 = 2, 𝑓0 = 1): 𝜗0/𝑇 = 0,8 (сплошная зеленая линия и ромбы), 𝜗0/𝑇 = 0,5 (пунктирная

красная линия и круги), 𝜗0/𝑇 = 0 (пунктирная черная линия и квадраты). Вертикальными
линиями с символом соответствующей формы показаны дискретные части спектральной

плотности, значения которых соответствуют амплитудам дельта-функций.

Используя представление характеристической функции через моменты, получим выра-

жение для спектральной плотности процесса 𝜁(𝑡) = 𝜂(𝑡) − ⟨𝜂(𝑡)⟩ при 𝜔 = 0

𝑆𝜁(0) =
2𝜎2

𝜗𝑓
2
0

𝑇 3
, (3.10)

уменьшающееся с увеличением 𝜗0/𝑇 .

Корреляционная функция может быть записана в следующем виде [103]

𝐾𝜁(𝑡) =
𝑓 2
0

𝑇

[︃
𝛿(𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛(|𝑡| − 𝑛𝜗0)
𝑛−1

(𝑛− 1)!
𝑒−𝑝(|𝑡|−𝑛𝜗0)𝐻(|𝑡| − 𝑛𝜗0) −

1

𝑇

]︃
, (3.11)

где 𝐻(𝑥) — функция Хевисайда. На рисунке 3.3 видно, что время корреляции пуассоновского

процесса с задержкой уменьшается с уменьшением 𝜗0/𝑇 .

Импульсный процесс с фиксированными точками

Рассмотрим другой тип импульсного процесса, известный как импульсный процесс

с фиксированными точками (ИПФТ). В качестве одной из возможных технических реа-

лизаций ситуации, в которой акты присоединения кластеров к островку можно описывать

с помощью ИПФТ, можно предложить режим импульсного напыления кластеров — тогда

распределение временных интервалов между соседними импульсами будет связано с интер-

валами между актами напыления кластеров на подложку.
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Рис. 3.3. Корреляционная функция пуассоновского процесса с задержкой для разных
значений параметра периодичности (𝑇 = 2, 𝑓0 = 1): 𝜗0/𝑇 = 0,8 (сплошная зеленая линия и

ромбы), 𝜗0/𝑇 = 0,5 (пунктирная красная линия и круги), 𝜗0/𝑇 = 0 (пунктирная черная
линия и квадраты). Вертикальными линиями с символом соответствующей формы

показаны дискретные части спектральной плотности, значения которых соответствуют
амплитудам дельта-функций. Заметим, что дискретные части совпадают для 𝜗0/𝑇 = 0,8 и

𝜗0/𝑇 = 0,5.

ИПФТ задается следующим образом. Расположим точки на временной оси так, что меж-

ду двумя соседними точками будет одинаковый интервал 𝑇 . Каждый импульс моделируемой

последовательности соответствует единственной точке и появляется в ее окрестности на рас-

стоянии 𝜈𝑛 от нее. Здесь 𝜈𝑛 — случайная величина с характеристической функцией Θ𝜈(𝜔).

Таким образом, 𝑛-ый импульс возникает в момент времени 𝑡𝑛 = 𝑛𝑇+𝜈𝑛. ИПФТ характеризу-

ется плотностью распределения вероятностей 𝜈; характеристическая функция для временно-

го интервала между 𝑛-ым и 𝑗-ым импульсом имеет вид Θ𝑚(𝜔) = 𝑒−𝑖𝜔𝑚𝑇 |Θ𝜈(𝜔)|2 , 𝑚 = 𝑛− 𝑗.

Плотность распределения вероятностей для положений импульса внутри некоторого

временного интервала длиной 𝜗𝑇 ≤ 𝑇 записывается как

𝑤(𝜈) =
1

𝜗𝑇

, |𝜈| ≤ 𝜗𝑇

2
(3.12)

и Θ𝜈(𝜔) = sinc(𝜔𝜗𝑇/2). Отношение 𝜗𝑇/𝑇 характеризует степень периодичности процесса.

Плотность распределения вероятностей для временных интервалов 𝜗 между двумя со-

седними импульсами описывается следующим выражением

𝑤(𝜗) =
𝜗𝑇 − |𝜗− 𝑇 |

𝜗2
𝑇

, |𝜗− 𝑇 | ≤ 𝜗𝑇 . (3.13)
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Рис. 3.4. Спектральная плотность ИПФТ для различных значений интервала 𝜗𝑇 (𝑇 = 2,
𝑓0 = 1): 𝜗𝑇/𝑇 = 0,2 (сплошная зеленая линия и ромбы), 𝜗𝑇/𝑇 = 0,5 (пунктирная красная

линия и круги), 𝜗𝑇/𝑇 = 1 (пунктирная черная линия и квадраты). Вертикальными
линиями с символом соответствующей формы показаны дискретные части спектральной

плотности, значения которых соответствуют амплитудам дельта-функций.

Среднее и дисперсия интервалов между соседними импульсами имеют вид, соответственно,

⟨𝜗⟩ = 𝑇, 𝜎2
𝜗 =

𝜗2
𝑇

6
. (3.14)

ИПФТ, как и описанный в предыдущем подразделе ИППЗ, может быть применен

для моделирования стохастических процессов с разной степенью случайности. На рисун-

ках 3.1(d), 3.1(e), 3.1(f) данный процесс показан при разных значениях 𝜗𝑇/𝑇 . Несмотря

на внешнее сходство с пуассоновским импульсным процессом с задержкой, можно отме-

тить существенное отличие его корреляционных свойств от свойств импульсного процесса

с фиксированными точками; также различным будет влияние этих импульсных процессов

на решение СДУ, в которое они включены в качестве мультипликативного шума.

Используя уравнения (3.3) и (3.4), получим выражение для спектральной плотности

импульсного процесса с фиксированными точками

𝑆𝜂(𝜔) =
2𝑓 2

0

𝑇

[︃
1 − |Θ𝜈(𝜔)|2 +

2𝜋

𝑇
|Θ𝜈(𝜔)|2

∞∑︁
𝑛=−∞

𝛿

(︂
𝜔 − 2𝜋𝑛

𝑇

)︂]︃
. (3.15)

Спектральная плотность состоит из гребня Дирака или Ш-функции X
(︀
𝜔𝑇
2𝜋

)︀
(дискрет-

ная часть) и непрерывной части (см. рисунок 3.4). Стоит отметить, что 𝑆𝜁(0) = 0 всегда для

этого типа шума.
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Рис. 3.5. Корреляционная функция процесса с фиксированными точками для различных
значений интервала 𝜗𝑇 (𝑇 = 2, 𝑓0 = 1): 𝜗𝑇/𝑇 = 0,2 (сплошная зеленая линия и ромбы),
𝜗𝑇/𝑇 = 0,5 (пунктирная красная линия и круги), 𝜗𝑇/𝑇 = 1 (пунктирная черная линия и

квадраты). Вертикальными линиями с символом соответствующей формы показаны
дискретные части спектральной плотности, значения которых соответствуют амплитудам
дельта-функций. В данном случае дискретные части совпадают для всех трех случаев.

Корреляционная функция импульсного процесса с фиксированными точками выглядит

следующим образом

𝐾𝜁(𝑡) =
𝑓 2
0

𝑇

⎡⎢⎣𝛿(𝑡) +
1

𝜗𝑇

∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

Λ

(︂
𝑡− 𝑛𝑇

𝜗𝑇

)︂
− 1

𝑇

⎤⎥⎦ , (3.16)

где Λ(𝑥) — треугольная функция. На рисунке 3.5 видно, что время корреляции бесконечно

для всех случаев, кроме 𝜗𝑇/𝑇 = 1.

3.1.2 Присоединение небольших островков

Влияние подвижности небольших островков на динамику роста наноструктур редко

подвергается анализу в связи с тем, что подвижность островков сложно учесть в рамках

распространенного теоретического метода описания роста островка с помощью кинетиче-

ских уравнений. Таким образом, во многих работах считалось, что островки, особенно рас-

тущие за счет присоединения атомов, а не кластеров, являются практически неподвижными,

по крайней мере, в большинстве гомоэпитаксиальных систем [59]. Однако, следует выделить

несколько работ, где было показано влияние мобильности островков для случая, когда между

присоединяющимися островками отсутствует слияние и не учитывается испарение с подлож-

ки. Влияние оказывается следующим: во-первых, изменяется критическая плотность остров-
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ков на подложке, при которой отмечается насыщение (иначе говоря, максимальное значение

плотности островков) [86, 104–106]; было показано, что она может быть найдена с помощью

формулы 𝑁𝑠𝑎𝑡 = 0,3(𝐹/𝐷)0,42, если все островки подвижны, причем подвижность обратно

пропорциональна их размеру [86]. Во-вторых, насыщение плотности островков достигает-

ся при очень низких значениях степени покрытия подложки [86]. Это явление может быть

объяснено динамическим равновесием между двумя процессами: формированием островков

и слиянием, происходящим при низких значениях степени покрытия благодаря диффузии

островков. В случае, когда движение присуще только мономерам, а более крупные образо-

вания неподвижны, островки могут сливаться только при достаточно высоких значениях

степени покрытия подложки (примерно 10–15% [28,34]); такая коалесценция называется ста-

тической. Соответственно, при этих же значениях степени покрытия плотность островков

на подложке достигает насыщения. В случае, когда островки тоже способны перемещаться,

так называемая динамическая коалесценция начинается в начале процесса роста, и баланс,

и, соответственно, насыщение, достигается при очень низких значениях степени покрытия

(в [86] приводится оценка покрытия 0,25%). Также стоит отметить, что подвижность остров-

ков сужает распределение размеров островков [106,107].

Перейдем к теоретическому описанию возможности присоединения небольших подвиж-

ных островков к большим. Пусть кластер или небольшой островок, состоящий из нескольких

кластеров, присоединяется к большому островку в момент времени 𝑡𝑖. Этот процесс может

быть представлен в виде импульсного процесса

𝜌(𝑡) =
∑︁
𝑖

𝑓𝑖𝛿(𝑡𝑖 − 𝑡). (3.17)

Каждый импульс соответствуют захвату частицы (кластера или небольшого островка),

амплитуда 𝑖-го импульса 𝑓𝑖 пропорциональна числу кластеров в частице, присоединяющей-

ся в момент времени 𝑡𝑖; таким образом, размер большого островка, иными словами, число

кластеров в нем 𝑁 изменяется: �̇� = 𝜌(𝑡). Этот импульсный процесс является пуассонов-

ским процессом; расстояние между импульсами определяется вероятностью присоединения

частицы в единицу времени. Данный процесс — нестационарный, так как вероятность присо-

единения зависит от периметра большого островка, к которому присоединяется частица, и,

соответственно, от размера островка и возрастает как 𝜈𝑁𝛾, где 𝜈 постоянна (см. подробнее

в разделе 3.2.1). Рассмотрен дельта-коррелированный импульсный процесс, определяющийся

двумя параметрами: средним значением ⟨𝜌⟩ = ⟨𝑓⟩𝜈𝑁𝛾 и постоянной спектральной плотно-
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стью 𝑆𝜌 = ⟨𝑓 2⟩𝜈𝑁𝛾. Оба указанных выше параметра пропорциональны 𝑁𝛾 — таким образом,

можно заменить аддитивный нестационарный процесс на мультипликативный стационарный

процесс 𝜌(𝑡) = 𝑁𝛾𝜂(𝑡) с параметрами ⟨𝜂⟩ = ⟨𝑓⟩𝜈 и 𝑆𝜂 = ⟨𝑓 2⟩𝜈. Средний временной интервал

между импульсами обозначается переменной 𝑇 .

Пусть небольшой движущийся островок содержит n кластеров. Критический размер

островка, при котором он еще способен перемещаться по подложке, ограничен величиной

𝒩 . Чтобы проанализировать влияние подвижности небольших островков на скорость роста

больших островков, будем считать, что островки диффундируют так же, как и кластеры.

Влияние диффузии кластеров на распределение размеров островков было проанализировано

для случае необратимого роста компактных островков на двумерной подложке; было предло-

жено несколько механизмов диффузии больших частиц на твердых поверхностях [108–113].

В работах показано, что коэффициент диффузии частицы зависит от размера частицы как

𝐷 ∼ n−𝜇, где 𝐷 — коэффициент диффузии. В частности, были рассмотрены следующие

случаи:

1. диффузия, вызванная нескоррелированным испарением и конденсацией (𝜇 = 1/2); этот

случай соответствует броуновской двумерной диффузии;

2. диффузия, вызванная скоррелированным испарением и конденсацией (𝜇 = 1);

3. диффузия, вызванная граничной диффузией (𝜇 = 3/2).

В работе [114], где задача изучалась методом молекулярной динамики, было получено

значение 𝜇 = 2/3. Модель броуновской диффузии также подходит для описания движения

островков, состоящих из кластеров.

В данной работе, как будет подробнее показано в разделе 3.2.2, рассмотрены два ме-

ханизма роста островков. Первый механизм — это движение границы большого островка в

результате роста. В этом случае вероятность захвата частицы пропорциональна 𝑐. Второй

механизм связан с диффузией и последующим присоединением маленьких островков к гра-

нице большого. В соответствии с уравнениями, приведенными в разделе 3.2.1, вероятность

того, что рост островка произойдет из-за присоединения к нему небольшого островка в ре-

зультате диффузии последнего, пропорциональна n−𝜇/2. Таким образом, итоговое выражение

для стационарного импульсного процесса, описывающего присоединение частиц к растущему

островку, выглядит следующим образом

𝜂(𝑡) = 𝑓0
∑︁
𝑖

n𝑖𝛿(𝑡𝑖 − 𝑡), (3.18)
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Рис. 3.6. Реализация импульсного случайного процесса 𝜉(𝑡) с распределением вероятности
для амплитуд (3.19) (𝑇 = 1, 𝑓0 = 1, 𝒩 = 5, 𝜇 = 2/3, 𝑐 = 3− 1

3 ).

где распределение вероятности для амплитуд импульсов n𝑖

𝑃 (n) =
1

𝒩 𝑐+𝐻
(𝜇/2)
𝒩

(︀
𝑐+ n−𝜇/2

)︀
. (3.19)

Здесь
(︁
𝒩 𝑐+𝐻

(𝜇/2)
𝒩

)︁−1

— нормировочный коэффициент, 𝐻(𝜈)
𝒩 =

∑︀𝒩
𝑘=1 𝑘

−𝜈 — обобщенное гар-

моническое число [98] и n ≤ 𝒩 .

В то же время вероятность встретить небольшой островок вблизи границы большого

островка с дендритной структурой уменьшается с увеличением размера небольшого ост-

ровка не только из-за того, что подвижность островка снижается, но также из-за фактора

соревновательности.

В качестве дополнительного механизма уменьшения этой вероятности в работе [115]

было высказано предположение, что корреляция между расположением островков влияет

на скорость коалесценции. Островки «избегают» друг друга в процессе нуклеации, тем са-

мым уменьшая скорость коалесценции при низких значениях степени покрытия подложки.

Таким образом, коалесценция начинается при более высоких значениях степени покрытия,

и когда этот процесс наконец начинается, он происходит быстрее, чем в случае отсутствия

корреляций.
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В данной работе для моделирования этих корреляций было использовано геометриче-

ское распределение вероятности для размера захваченной большим островком частицы

𝑃 (n) = 𝑝(1 − 𝑝)n−1. (3.20)

По сравнению с выражением для плотности распределения вероятностей (3.19) распре-

деление (3.20) соответствует более быстрому убыванию вероятности присоединения с увели-

чением размера присоединяющейся частицы.

3.2 Динамика роста островков

В процессе формирования наноструктур на подложке можно выделить несколько ста-

дий. На ранних стадиях островки растут за счет присоединения кластеров, также в это вре-

мя увеличивается число островков на поверхности. На более поздних этапах роста плотность

числа островков достигает максимума и остается практически постоянной в некотором диа-

пазоне значений степени покрытия подложки (в работе [28] для модели, описывающий рост

островков из атомов, указывается значение около 15%, в работе [54], касающейся кластеров

сурьмы, указывается, что максимум плотности числа островков достигается при покрытии

10% площади подложки, однако в диапазоне от 5% до 15% плотность числа островков можно

считать практически постоянной). В рассматриваемом в работе режиме число островков до-

стигло постоянного значения, и производится анализ роста уже сформированных островков.

Процесс роста островка в результате захвата диффундирующих кластеров и остров-

ков имеет стохастическую природу. В связи с этим размер островка рассматривается как

нестационарная случайная величина. Изменение числа кластеров в островке описывается

стохастическим дифференциальным уравнением.

Для получения теоретического описания роста островка были учтены следующие пред-

положения:

– рассматриваемая задача двумерная (не рассматривается рост островков вверх, предпо-

лагаем, что падающие на них сверху кластеры в процессе диффузии покидают поверх-

ность островка, присоединяясь к его границе);

– кластеры присоединяются только к границе островка;

– после присоединения кластер не отделяется от островка;

– нет диффузии кластера вдоль границы островка;
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– не описываются поздние стадии роста, когда рассматриваемый островок дорастает

до соседнего большого островка и присоединяется к нему;

– не происходит распад островка.

При описании роста островков допустимо пренебречь внутренней структурой кластера

и рассматривать его как не имеющую внутренней структуры классическую частицу.

В разделе 3.2.1 рассматривается более ранняя стадия роста островка, когда к остров-

кам присоединяются только кластеры. В разделе 3.2.2 будет показано, что происходит на

следующем этапе, когда островки достаточно велики для того, чтобы в описании их роста

необходимо было учитывать присоединение к ним небольших диффундирующих островков.

Диффузия больших островков не рассматривается [54]. Также необходимо отметить, что

в данной работе не рассматривается процесс образования зародышей островков и изучается

рост уже сформированных островков.

3.2.1 Влияние присоединения одиночных кластеров на динамику

роста островка

Базовая модель

В работах [28,70,72,116] авторы рассматривали отдельный неподвижный островок круг-

лой формы, растущий на двумерном субстрате за счет захвата диффундирующих кластеров.

Для анализа концентрации кластера используется квазистатическое приближение, так как

изменение границы островка за среднее время диффузии кластера пренебрежимо мало.

Пусть 𝑁(𝑡) — количество кластеров в островке (иначе говоря, размер островка, по-

скольку рассматриваемая модель является двумерной). Скорость роста островка зависит от

потока кластеров через его границу �̇� = 𝒫(𝑁,𝑡). Средний поток Π(𝑡) = ⟨𝒫(𝑁,𝑡)⟩. Получим

выражение для этого потока, для чего рассмотрим отдельный неподвижный круглый ост-

ровок, растущий за счет присоединения к нему диффундирующих по подложке кластеров.

Используем квазистатическое приближение [117] для рассмотрения концентрации класте-

ров. Уравнение диффузии может быть решено точно в соответствии с граничным условием

для неподвижной границы. Используя закон сохранения массы для общего периметра рас-

тущего островка, получим выражение для скорости роста движущейся границы. Задача рас-

сматривается в предположении, что если кластер был осажден на поверхность островка, он
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будет диффундировать по ней, пока не достигнет границы островка, после чего, упав с по-

верхности островка на подложку, присоединится к границе островка, увеличивая его размер.

Также кластеры могут испаряться с подложки с постоянной скоростью.

Уравнение диффузии для концентрации кластеров при условии наличия поглощающей

границы может быть записано в виде

𝜕𝑐𝑖(𝑟,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷𝑖∆2𝑐𝑖(𝑟,𝑡) + 𝐽 − 𝑐𝑖(𝑟,𝑡)

𝜏𝑖
(3.21)

с начальными и граничными условиями

𝑐𝑖(𝑟,0) = 0,

𝑐𝑖(𝑅,𝑡) = 0,

𝜕𝑐1
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0,

𝑐2(∞,𝑡) <∞.

(3.22)

Здесь 𝑐𝑖(𝑟,𝑡) — концентрация кластеров, 𝐷𝑖 — коэффициенты диффузии, индексы 𝑖 = 1 и

𝑖 = 2 соответствуют диффузии по поверхности островка и подложки, 𝐽 — поток осажденных

кластеров, 𝑅 — радиус островка, 𝜏𝑖 — время жизни, которое может быть представлено как

𝜏𝑖 =
(︀
𝜏−1
𝑒𝑖

+ 𝜏−1
𝑑𝑖

)︀−1, где 𝜏𝑒𝑖 — среднее время испарения, и 𝜏𝑑𝑖 — среднее время диффузии, т.е.

время, проходящее с момента осаждения кластера до его присоединения к другому кластеру

или островку. Величина 𝜏𝑑 зависит от времени, но в данной задаче предполагается, что она

медленно изменяется со временем, в связи с чем она считается постоянной.

Изменение размера островка задается уравнением

𝑑𝑅

𝑑𝑡
=

Π(𝑡)𝑠0
2𝜋𝑅

, (3.23)

Π(𝑡) =

∮︁
𝐶

(︂
𝐷2

𝜕𝑐2
𝜕𝑟

−𝐷1
𝜕𝑐1
𝜕𝑟

)︂
𝑑𝑙 = 2𝜋𝑅

(︂
𝐷2

𝜕𝑐2
𝜕𝑟

−𝐷1
𝜕𝑐1
𝜕𝑟

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅(𝑡)

, (3.24)

где 𝐶 — граница островка, и 𝑠0 — эффективное увеличение площади островка, вызванное

присоединением одного кластера.

Для решения задачи (3.21)–(3.22) введем преобразование Лапласа для концентраций

𝑐𝑖(𝑟,𝑝) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑝𝑡𝑐𝑖(𝑟,𝑡)𝑑𝑡, (3.25)
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удовлетворяющее уравнениям

𝐷𝑖
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑐𝑖
𝜕𝑟

)︂
−
(︂
𝑝+

1

𝜏𝑖

)︂
𝑐𝑖 = −𝐽

𝑝
, (3.26)

с граничными условиями

𝑐𝑖(𝑅,𝑝) = 0,

𝜕𝑐1
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0,

𝑐2(∞,𝑝) <∞.

(3.27)

Общее решение уравнения (3.26) имеет вид

𝑐𝑖(𝑟,𝑝) =
𝐽

𝑝(𝑝+ 𝜏−1
𝑖 )

+ 𝐴𝑖(𝑝)𝐼0(𝑞𝑖𝑟) +𝐵𝑖(𝑝)𝐾0(𝑞𝑖𝑟), (3.28)

где 𝑞𝑖 =

√︁
𝑝+𝜏−1

𝑖

𝐷𝑖
; 𝐼0(𝑧) и 𝐾0(𝑧) — функции Инфельда и Макдональда нулевого порядка.

Используя уравнение (3.27), получим

𝑐1(𝑟,𝑝) =
𝐽

𝑝(𝑝+ 𝜏−1
1 )

[︂
1 − 𝐼0(𝑞1𝑟)

𝐼0(𝑞1𝑅)

]︂
, (3.29)

𝑐2(𝑟,𝑝) =
𝐽

𝑝(𝑝+ 𝜏−1
2 )

[︂
1 − 𝐾0(𝑞2𝑟)

𝐾0(𝑞2𝑅)

]︂
. (3.30)

Подставляя уравнения (3.29) и (3.30) в уравнение (3.24), получим

Π̄(𝑝) =
2𝜋𝑅𝐽

𝑝

[︂
1

𝑞1

𝐼1(𝑞1𝑅)

𝐼0(𝑞1𝑅)
+

1

𝑞2

𝐾1(𝑞2𝑅)

𝐾0(𝑞2𝑅)

]︂
. (3.31)

Используя [118,119], получим

Π̄(𝑡) = 2𝜋𝑅𝐽

[︃√︀
𝐷1𝜏1

𝐼1

(︁
𝑅√
𝐷1𝜏1

)︁
𝐼0

(︁
𝑅√
𝐷1𝜏1

)︁ +
√︀
𝐷2𝜏2

𝐾1

(︁
𝑅√
𝐷2𝜏2

)︁
𝐾0

(︁
𝑅√
𝐷2𝜏2

)︁
− 2𝑅

∞∑︁
𝑛=1

𝑒
−𝐷1𝑡

𝑅2

(︁
𝛾2
𝑛+

𝑅2

𝐷1𝜏1

)︁
𝛾2𝑛 + 𝑅2

𝐷1𝜏1

− 4𝑅

𝜋2

∫︁ ∞

0

𝑒
−𝐷2𝑡

𝑅2

(︁
𝑢2+ 𝑅2

𝐷2𝜏2

)︁
𝑑𝑢

𝑢
[︁
𝑢2 + 𝑅2

𝐷2𝜏2

]︁
[𝐽2

0 (𝑢) + 𝑌 2
0 (𝑢)]

]︃
, (3.32)

где 𝛾𝑛 — корни уравнения 𝐽0(𝛾𝑛) = 0. Для вычисления интеграла в последнем слагаемом,

относящегося к интегралам типа Ягера, можно обратиться, к примеру, к работе [120].
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Квазистатическое приближение (3.32) приводит к правильному решению

при 𝑅(𝑡) ≪ √
𝐷𝑖𝑡 [117]. Тогда полный поток кластеров через границу островка можно

записать в следующем виде

Π̄(𝑡) = 2𝜋𝑅𝐽

[︃√︀
𝐷1𝜏1

𝐼1

(︁
𝑅√
𝐷1𝜏1

)︁
𝐼0

(︁
𝑅√
𝐷1𝜏1

)︁ +
√︀
𝐷2𝜏2

𝐾1

(︁
𝑅√
𝐷2𝜏2

)︁
𝐾0

(︁
𝑅√
𝐷2𝜏2

)︁]︃. (3.33)

В режиме, когда островок настолько велик, что 𝑅 ≫ √
𝐷𝑖𝜏𝑖, можно упростить уравне-

ние (3.33)

Π̄(𝑡) = 2𝜋𝑅𝐽
[︁√︀

𝐷1𝜏1 +
√︀
𝐷2𝜏2

]︁
. (3.34)

В уравнении (3.34) учитываются кластеры, осаждающиеся на другие островки. Эти

островки не могут участвовать в процессе роста рассматриваемого островка, в связи с чем

уравнение должно быть изменено следующим образом

Π̄(𝑡) = 2𝜋𝑅𝐽
[︁√︀

𝐷1𝜏1 + (1 − Θ)
√︀
𝐷2𝜏2

]︁
, (3.35)

где Θ — степень покрытия подложки.

Параметр захвата может быть представлен как

𝜎𝑠 =
Π̄(𝑡)

𝐷⟨𝑐⟩ , (3.36)

где ⟨𝑐⟩ — концентрация кластеров вдали от островка. Видно, что выражения (3.33) и (3.36)

согласуются с уравнениями, представленными в работах [35,36] (⟨𝑐⟩ = 𝑐(∞,𝑡) = 𝐽𝜏𝑑 в отсут-

ствии процесса, приводящего к отделению кластеров от островка).

В работе [72] для некруглых островков было предложено заменить радиус 𝑅 в уравне-

нии (3.35) на эффективный радиус, соответствующий структуре островка. При низких тем-

пературах или в отсутствие краевой диффузии, когда на подложке растут островки с денд-

ритной структурой, эффективный радиус имеет степенную зависимость от площади островка

𝑠(𝑁)

𝑅𝑒𝑓𝑓 ∼ 𝑠(𝑁)𝛾,

где 𝑁 — число кластеров в островке. Важно отметить, что эффективный радиус пропорци-

онален периметру островка.

Параметр 𝛾 ∈ [1/2, 1) характеризует степень ветвистости островка (рисунок 3.7). Если

𝛾 = 1/2, островок имеет компактную форму. Если 𝛾 → 1, островок представляет собой
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 γ ≈ 0.55  γ ≈ 0.95 γ ≈ 0.7

Рис. 3.7. Примеры островков, различающиеся параметром ветвистости 𝛾.

дендритную структуру с тонкими ветвями, толщина каждой ветви стремится к размеру

одиночного кластера. Необходимо отметить, что 𝛾−1 соответствует фрактальной размерности

островка [121]. Параметр 𝛾 определяется как

𝛾 = lim
𝑁→∞

ln𝑃 (𝑁)

ln 𝑠(𝑁)
, (3.37)

где 𝑃 (𝑁) — периметр островка.

В итоге получаем

Π(𝑡) ∼ 𝑠𝛾𝐽
[︁√︀

𝐷1𝜏1 + (1 − Θ)
√︀
𝐷2𝜏2

]︁
. (3.38)

Таким образом, поскольку кластеры присоединяются только к границе островка, ско-

рость роста островка зависит от длины его границы, и, в итоге, можно записать следующее

выражение для изменения периметра островка

Π(𝑡) ∼ 𝑁𝛾
[︁√︀

𝐷1𝜏1 + (1 − Θ)
√︀
𝐷2𝜏2

]︁
. (3.39)

Предполагается, что на рассматриваемом этапе роста 𝛾 не изменяется с течением време-

ни [111,122]. Для дендритной структуры это означает, что средняя толщина ветвей увеличи-

вается по мере роста островка. Таким образом, стохастическое дифференциальное уравнение,

описывающее размер островка, может быть записано следующим образом

�̇� = 𝑁𝛾𝜂(𝑡), (3.40)

где 𝜂(𝑡) — случайный процесс, зависящий от потока кластеров и коэффициента диффузии

кластеров на подложке. Поскольку рассматривается необратимый рост, изменение размера

островка может быть только неотрицательным, в связи с чем 𝜂(𝑡) может принимать только

неотрицательные значения. Уравнение (3.40) рассматривается в приближении Стратонови-

ча [123,124].



76

Рассмотрим следующее СДУ

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥𝛾𝜂𝑤(𝑡), 𝑥 ∈ R+, (3.41)

где 𝜂𝑤(𝑡) — стационарный гауссовский белый шум со средним ⟨𝜂𝑤(𝑡)⟩ = 𝑎 > 0 и автокорре-

ляционной функцией ⟨𝜂𝑤(𝑡)_𝑤(𝑡+ 𝜏)⟩ = 2𝐾𝛿(𝜏) + 𝑎2.

Соответствующее уравнение Фоккера-Планка для функции плотности распределения

вероятностей 𝑤(𝑥,𝑡) записывается как [123]

𝜕𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀(︀
𝑎𝑥𝛾 +𝐾𝛾𝑥2𝛾−1

)︀
𝑤(𝑥,𝑡)

]︀
+

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝐾𝑥2𝛾𝑤(𝑥,𝑡)

]︀
. (3.42)

Функция 𝑤(𝑥,𝑡) удовлетворяет начальному и граничным условиям

𝑤(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥),[︂(︀
𝑎𝑥𝛾 −𝐾𝛾𝑥2𝛾−1

)︀
𝑤 −𝐾𝑥2𝛾

𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︂
𝑥=0

= 0,

lim
𝑥→∞

[︂(︀
𝑎𝑥𝛾 −𝐾𝛾𝑥2𝛾−1

)︀
𝑤 −𝐾𝑥2𝛾

𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︂
= 0.

(3.43)

Здесь 𝜓(𝑥) — неотрицательная функция, удовлетворяющая условию нормировки и обес-

печивающая согласование начальных и граничных условий. В соответствии с граничными

условиями поток вероятности исчезает на границах 𝑥 = 0 и 𝑥 = ∞.

Переходя к новой переменной 𝜉 = 𝑥1−𝛾/(1 − 𝛾), преобразуем уравнение (3.42) к виду

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= −𝑎𝜕𝑤

𝜕𝜉
+𝐾

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
. (3.44)

Соответствующие начальные и граничные условия задаются следующими выражениями

𝑤(𝜉, 0) = 𝜒(𝜉) ≡ 𝜓(𝑥(𝜉)) [(1 − 𝛾)𝜉]
𝛾

1−𝛾 ,[︂
𝜕𝑤

𝜕𝜉
− 𝑎𝑤

𝐾

]︂
𝜉=0

= 0,

lim
𝜉→∞

[︂
𝜕𝑤

𝜕𝜉
− 𝑎𝑤

𝐾

]︂
= 0.

(3.45)

Решение третьей краевой задачи для параболического уравнения (3.44) с условия-

ми (3.45) может быть получено с помощью преобразования Лапласа [125]. Переходя обратно
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к переменной 𝑥, получим решение уравнения (3.42)

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑥−𝛾

∞∫︁
0

[︃
1√

4𝜋𝐾𝑡
𝑒
−𝑎2𝑡
4𝐾

+
𝑎(𝑥1−𝛾−𝜁1−𝛾)

2𝐾(1−𝛾)

⎛⎝𝑒−(𝑥1−𝛾−𝜁1−𝛾)
2

4𝐾(1−𝛾)2𝑡 + 𝑒
−

(𝑥1−𝛾+𝜁1−𝛾)
2

4𝐾(1−𝛾)2𝑡

⎞⎠
− 𝑎

2𝐾
𝑒

𝑎𝑥1−𝛾

𝐾(1−𝛾) erfc

(︃
𝑎(1 − 𝛾)𝑡+ 𝑥1−𝛾 + 𝜁1−𝛾√︀

4𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

)︃]︃
𝜓(𝜁)𝑑𝜁. (3.46)

Получим аналитическое выражение для моментов 𝑥. Проинтегрируем по 𝑥 произведение

степенной функции и первых двух слагаемых подынтегрального выражения для плотности

распределения вероятностей (3.46) [99]. Третье слагаемое подынтегрального выражения ин-

тегрируем по частям, используя разложение неполной гамма-функции [97]. В итоге,

𝜇𝑛(𝑡) =
1√
2𝜋

[︀
2𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

]︀ 𝑛
2−2𝛾 Γ

(︂
𝑛

1 − 𝛾
+ 1

)︂

×
∞∫︁
0

[︃
𝑒
−

(𝑎(1−𝛾)𝑡+𝜁1−𝛾)
2

8𝐾(1−𝛾)2𝑡 𝐷− 𝑛
1−𝛾

−1

(︃
−𝑎(1 − 𝛾)𝑡+ 𝜁1−𝛾√︀

2𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

)︃

+ 𝑒
−

(𝑎(1−𝛾)𝑡−𝜁1−𝛾)
2

8𝐾(1−𝛾)2𝑡
− 𝑎𝜁1−𝛾

𝐾(1−𝛾)

∞∑︁
𝑘=0

(︂
− 2𝑎𝑡√

2𝐾𝑡

)︂𝑘

𝐷− 𝑛
1−𝛾

−1−𝑘

(︃
−𝑎(1 − 𝛾)𝑡− 𝜁1−𝛾√︀

2𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

)︃]︃
𝜓(𝜁)𝑑𝜁, (3.47)

где 𝐷𝜈(𝑧) — функция параболического цилиндра. Предполагается, что начальное распреде-

ление таково, что интегралы (3.46) и (3.47) сходятся (например, 𝜓(𝑥) ∈ L2(R+)).

Если начальные условия представлены в виде дельта-функции 𝑤(𝑥,0) = 𝛿(𝑥 − 𝑥0), вы-

ражение для плотности распределения вероятностей (3.46) приобретает вид

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑥−𝛾

√
𝜋𝐾𝑡

𝑒
−

(𝑎(1−𝛾)𝑡−𝑥1−𝛾+𝑥1−𝛾
0 )

2
+2(𝑥𝑥0)1−𝛾

4𝐾(1−𝛾)2𝑡 ch

(︂
(𝑥𝑥0)

1−𝛾

2𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

)︂
− 𝑎𝑥−𝛾

2𝐾
𝑒

𝑎𝑥1−𝛾

𝐾(1−𝛾) erfc

(︃
𝑎(1 − 𝛾)𝑡+ 𝑥1−𝛾 + 𝑥1−𝛾

0√︀
4𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

)︃
, (3.48)



78

и совпадает с распределением, полученным в работе [3] для 𝑎 = 0. Тогда выражение для

среднего значения 𝑥(𝑡)

⟨𝑥(𝑡)⟩ =
1√
2𝜋

[︀
2𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

]︀ 1
2−2𝛾 Γ

(︂
2 − 𝛾

1 − 𝛾

)︂

×
[︃
𝑒
−

(𝑎(1−𝛾)𝑡+𝑥1−𝛾
0 )

2

8𝐾(1−𝛾)2𝑡 𝐷 𝛾−2
1−𝛾

(︃
−𝑎(1 − 𝛾)𝑡+ 𝑥1−𝛾

0√︀
2𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

)︃

+ 𝑒
−

(𝑎(1−𝛾)𝑡−𝑥1−𝛾
0 )

2

8𝐾(1−𝛾)2𝑡
−

𝑎𝑥1−𝛾
0

𝐾(1−𝛾)

∞∑︁
𝑘=0

(︂
− 2𝑎𝑡√

2𝐾𝑡

)︂𝑘

𝐷 𝛾−2
1−𝛾

−𝑘

(︃
−𝑎(1 − 𝛾)𝑡− 𝑥1−𝛾

0√︀
2𝐾(1 − 𝛾)2𝑡

)︃]︃
. (3.49)

На больших временах 𝑡 ≫ 𝑥1−𝛾
0

𝑎(1−𝛾)
информация о начальном распределении исчезает, и

плотность распределения вероятностей стремится к виду

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑥−𝛾

√
4𝜋𝐾𝑡

𝑒
−

(𝑥1−𝛾−𝑎(1−𝛾)𝑡)
2

4𝐾(1−𝛾)2𝑡

[︂
1 − 1

2
erfc

(︂
𝑎𝑡√
4𝐾𝑡

)︂]︂−1

. (3.50)

Тогда асимптотические выражения для среднего и дисперсии соответственно приобретают

вид

⟨𝑥(𝑡)⟩ = [𝑎(1 − 𝛾)𝑡]
1

1−𝛾 (3.51)

и

𝜎2(𝑡) =
2𝐾

𝑎(1 − 𝛾)
[𝑎(1 − 𝛾)𝑡]

1+𝛾
1−𝛾 . (3.52)

Если начальное распределение локализовано в области относительно небольших значе-

ний 𝑥, выражение (3.46) можно преобразовать в формулу (3.50) для достаточно больших

времен.

Если размер островка 𝑁 достаточно велик, относительное изменение 𝑁𝛾 за единицу вре-

мени мало, вследствие чего дискретный процесс, динамика которого описывается СДУ (3.40),

может быть аппроксимирован непрерывным процессом и, соответственно, уравнением (3.41).

Обобщенная модель

В данном подразделе будут учтены некоторые влияющие на рост островков факторы,

которые зависят от времени и которые считались постоянными в предыдущем разделе, та-

кие, как поток температуры, число островков, окружающих рассматриваемый островок, или

деформация подложки в результате роста островка.



79

Для учета зависящих от времени факторов была введена детерминированная фунция

𝛼(𝑡), и СДУ приобрело вид
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝒫(𝑥)

𝛼(𝑡)
𝜂𝑤(𝑡), 𝑥 ∈ R+, (3.53)

где 𝜂𝑤(𝑡) — стационарный гауссовский белый шум с ⟨𝜂𝑤(𝑡)⟩ = 𝑎 > 0 и

⟨𝜂𝑤(𝑡)𝜂𝑤(𝑡 + 𝜏)⟩ = 2𝐾𝛿(𝜏), 𝒫(𝑥) — общая функция геометрических параметров исследуемой

системы.

Переходя к переменной 𝜉 =
∫︀
𝒫−1(𝑥)𝑑𝑥, приведем уравнение Фоккера-Планка к виду

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= − 𝑎

𝛼(𝑡)

𝜕𝑤

𝜕𝜉
+

𝐾

𝛼2(𝑡)

𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
. (3.54)

Соответствующие начальное и граничные условия будут иметь следующий вид

𝑤(𝜉, 0) = 𝜒(𝜉) ≡ 𝜓(𝑥(𝜉)) [(1 − 𝛾)𝜉]
𝛾

1−𝛾 ,[︂
𝜕𝑤

𝜕𝜉
− 𝑎𝛼(𝑡)𝑤

𝐾

]︂
𝜉=0

= 0,

lim
𝜉→∞

[︂
𝜕𝑤

𝜕𝜉
− 𝑎𝛼(𝑡)𝑤

𝐾

]︂
= 0.

(3.55)

Решение третьей краевой задачи с зависящими от времени коэффициентами для парабо-

лического уравнения (3.54) с условиями (3.55) может быть получено с помощью потенциала

простого слоя [126]. Фундаментальное решение уравнения 3.54 может быть записано в виде

ℰ(𝜉,𝜆,𝑡,𝜏) =
1√︀

4𝜋𝐾𝜃2(𝑡,𝜏)
𝑒
−
(𝜉−𝑎𝜃1(𝑡,𝜏)−𝜆)2

4𝐾𝜃2(𝑡,𝜏) , 𝑡 > 𝜏,

𝜃𝑛(𝑡,𝜏) =

∫︁ 𝑡

𝜏

𝑑𝑡

𝛼𝑛(𝑡)
.

(3.56)

Тогда получим

𝑤(𝜉,𝑡) =

∫︁ ∞

0

ℰ(𝜉,𝜆,𝑡,0)𝜒(𝜆)𝑑𝜆+

∫︁ 𝑡

0

ℰ(𝜉,0,𝑡,𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏 , (3.57)

где второе слагаемое — потенциал простого слоя с плотностью 𝜑(𝑡). Неизвестная функция

𝜑(𝑡) является решением интегрального уравнения Вольтерры второго рода

𝜑(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

K(𝑡,𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡), (3.58)
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где ядро K(𝑡,𝜏) и неоднородность 𝑓(𝑡) задаются выражениями

K(𝑡,𝜏) =
1√︀

𝜋𝐾𝜃2(𝑡,𝜏)
𝑒
−

𝑎2𝜃21(𝑡,𝜏)

4𝐾𝜃2(𝑡,𝜏)

(︂
𝑎𝜃1(𝑡,𝜏)

2𝐾𝜃2(𝑡,𝜏)
− 𝑎𝛼(𝑡)

𝐾

)︂
, (3.59)

𝑓(𝑡) =

∫︁ ∞

0

1√︀
𝜋𝐾𝜃2(𝑡)

𝑒
−
(𝑎𝜃1(𝑡)+𝜆)2

4𝐾𝜃2(𝑡)

(︂
𝑎𝜃1(𝑡) + 𝜆

2𝐾𝜃2(𝑡)
− 𝑎𝛼(𝑡)

𝐾

)︂
𝜒(𝜆)𝑑𝜆. (3.60)

Здесь использовано обозначение 𝜃𝑛(𝑡) ≡ 𝜃𝑛(𝑡,0). Ядро (3.59) является слабосингулярным,

и, таким образом, решение уравнения (3.58) может быть получено методом последователь-

ных приближений (см., например, [125]). Единственность решения обсуждается в моногра-

фии [126].

Решение уравнения (3.54) слишком громоздко, однако можно найти приближенное ре-

шение для достаточно больших времен 𝑡. Допустим, что

lim
𝑡→∞

𝜃21(𝑡)

𝜃2(𝑡)
= ∞. (3.61)

Тогда составляющая потока вероятности, соответствующая первому слагаемому уравне-

ния (3.57), стремится к нулю в связи с наличием в ней экспоненциальной функции. Учитывая

условие нормировки, получим выражение для функции плотности распределения вероятно-

стей

𝑤(𝑥, 𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐾𝜃2(𝑡)𝒫(𝑥)

∫︁ ∞

0

exp

⎛⎜⎝−

[︁∫︀ 𝑥

𝜁
𝒫−1(�̃�)𝑑�̃�− 𝑎𝜃1(𝑡)

]︁2
4𝐾𝜃2(𝑡)

⎞⎟⎠
×
[︃

1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎𝜃1(𝑡) +

∫︀ 𝜁

0
𝒫−1(�̃�)𝑑�̃�√︀

4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

𝜓(𝜁)𝑑𝜁. (3.62)

Для достаточно больших значений времени информация о начальном распределении

исчезает, и функция плотности распределения вероятностей стремится к

𝑤(𝑥, 𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐾𝜃2(𝑡)𝒫(𝑥)
exp

(︃
−
[︀∫︀ 𝑥

0
𝒫−1(�̃�)𝑑�̃�− 𝑎𝜃1(𝑡)

]︀2
4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃

×
[︃

1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎𝜃1(𝑡)√︀
4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

. (3.63)

Следует отметить, что от функции 𝛼(𝑡) зависит, насколько быстро исчезает информация

о начальном распределении.
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Ниже рассмотрим несколько вариантов функции 𝒫(𝑥), которые могут быть применены

для анализа роста островков.

1. 𝒫(𝑥) = 𝑥𝛾

Данный случай соответствует модели, в которой скорость роста пропорциональна пе-

риметру островка. Такая модель описывает случай, рассмотренный в подразделе 3.2.1. Так

же, как и в этом подразделе, проведем замену переменной 𝜉 = 𝑥1−𝛾/(1 − 𝛾). Тогда функция

плотности распределения вероятностей имеет следующий вид

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑥−𝛾√︀

4𝜋𝐾𝜃2(𝑡)

∫︁ ∞

0

𝑒
−

(𝑥1−𝛾−𝑎(1−𝛾)𝜃1(𝑡)−𝜁1−𝛾)
2

4𝐾(1−𝛾)2𝜃2(𝑡)

×
[︃

1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎(1 − 𝛾)𝜃1(𝑡) + 𝜁1−𝛾√︀

4𝐾(1 − 𝛾)2𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

𝜓(𝜁)𝑑𝜁, (3.64)

и ее моменты

𝜇𝑛(𝑡) =
1√
2𝜋

[︀
2𝐾(1 − 𝛾)2𝜃2(𝑡)

]︀ 𝑛
2−2𝛾 Γ

(︂
𝑛

1 − 𝛾
+ 1

)︂ ∞∫︁
0

𝑒
−

(𝑎(1−𝛾)𝜃1(𝑡)+𝜁1−𝛾)
2

8𝐾(1−𝛾)2𝜃2(𝑡)

×𝐷− 𝑛
1−𝛾

−1

(︃
−𝑎(1 − 𝛾)𝜃1(𝑡) + 𝜁1−𝛾√︀

2𝐾(1 − 𝛾)2𝜃2(𝑡)

)︃[︃
1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎(1 − 𝛾)𝜃1(𝑡) + 𝜁1−𝛾√︀

4𝐾(1 − 𝛾)2𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

𝜓(𝜁)𝑑𝜁. (3.65)

Для достаточно больших времен функция плотности распределения вероятностей стре-

мится к

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑥−𝛾√︀

4𝜋𝐾𝜃2(𝑡)
𝑒
−

(𝑥1−𝛾−𝑎(1−𝛾)𝜃1(𝑡))
2

4𝐾(1−𝛾)2𝜃2(𝑡)

[︃
1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎𝜃1(𝑡)√︀
4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

. (3.66)

Аналогично уравнениям (3.51) и (3.52) можно получить асимптотические выражения

для среднего и дисперсии

𝑥(𝑡) = [𝑎(1 − 𝛾)𝜃1(𝑡)]
1

1−𝛾 , (3.67)

𝜎2(𝑡) = 2𝐾𝜃2(𝑡) [𝑎(1 − 𝛾)𝜃1(𝑡)]
2𝛾
1−𝛾 . (3.68)

2. 𝒫(𝑥) =
√
𝑥
𝐾1(κ

√
𝑥)

𝐾0(κ
√
𝑥)
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Такой вид функции 𝒫(𝑥) возникает из приближения среднего поля для квазистатиче-

ского роста круглого островка, когда поток кластеров через границу островка имеет вид

Π(𝑅) = 2𝜋𝑅𝐽
√
𝐷𝜏

𝐾1

(︁
𝑅√
𝐷𝜏

)︁
𝐾0

(︁
𝑅√
𝐷𝜏

)︁ . (3.69)

Тогда функция плотности распределения вероятностей для стационарного случая

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝐾0(κ

√
𝑥)√︀

4𝜋𝑥𝐾𝜃2(𝑡)𝐾1(κ
√
𝑥)

exp

(︃
− [−2/κ ln [κ

√
𝑥𝐾1(κ

√
𝑥)] − 𝑎𝜃1(𝑡)]

2

4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃

×
[︃

1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎𝜃1(𝑡)√︀
4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

. (3.70)

На рисунке 3.8 представлены функции плотности распределения вероятностей, масшта-

бированные на среднее значение, для различных значений κ. Значения параметров 𝑎 = 10−3,

𝐾 = 10−4, 𝑡 = 105; при расчете были использованы функции следующего вида: 𝛼(𝑡) = 1 и

𝜃𝑛(𝑡) = 𝑡.

Рис. 3.8. Функция плотности распределения вероятностей для размеров островков при
различных значениях κ, полученные с помощью выражения (3.70) (𝑎 = 10−3, 𝐾 = 10−4,

𝑡 = 105).

3. 𝒫(𝑥) = 𝜆𝑥𝛽 + 𝑥𝛾, 𝛽 ̸= 𝛾
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Случай 𝛽 = 1 соответствует ситуации, находящейся вне приближения среднего поля,

когда скорость роста островков пропорциональна площади островка. Когда 𝛽 = 0, уравне-

ние (3.53) описывает формирование островков на дефекте подложки, при этом размерами

дефекта нельзя пренебречь.

Для 𝛽−1
𝛾−𝛽

/∈ Z+ функция плотности распределения вероятностей для стационарного слу-

чая

𝑤(𝑥, 𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐾𝜃2(𝑡)(𝜆𝑥𝛽 + 𝑥𝛾)
exp

⎛⎜⎝−

[︁
𝑥1−𝛽

𝜆(1−𝛽) 2
𝐹1

(︁
1, 1−𝛽

𝛾−𝛽
,1 + 1−𝛽

𝛾−𝛽
;−𝑥𝛾−𝛽

𝜆

)︁
− 𝑎𝜃1(𝑡)

]︁2
4𝐾𝜃2(𝑡)

⎞⎟⎠
×
[︃

1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎𝜃1(𝑡)√︀
4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

. (3.71)

Если 𝛽 = 1, выражение для функции плотности распределения вероятностей приобре-

тает вид

𝑤(𝑥, 𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐾𝜃2(𝑡)(𝜆𝑥+ 𝑥𝛾)
exp

⎛⎜⎝−

[︁
ln(𝜆𝑥1−𝛾+1)

𝜆(1−𝛾)
− 𝑎𝜃1(𝑡)

]︁2
4𝐾𝜃2(𝑡)

⎞⎟⎠
×
[︃

1 − 1

2
erfc

(︃
𝑎𝜃1(𝑡)√︀
4𝐾𝜃2(𝑡)

)︃]︃−1

. (3.72)

На рисунке 3.9 показаны функции плотности распределения вероятностей, масштаби-

рованные на среднее значение, для стационарного случая при различных значениях 𝛽. Зна-

чения других параметров 𝛾 = 0.8, 𝜆 = 1, 𝑎 = 10−3, 𝐾 = 10−4, 𝑡 = 105; при расчете снова были

использованы функции следующего вида: 𝛼(𝑡) = 1 и 𝜃𝑛(𝑡) = 𝑡.

3.2.2 Влияние присоединения небольших островков на динамику

роста островка

В данном подразделе рассматривается режим роста островка, в котором число остров-

ков на поверхности достигло постоянного значения, и начался процесс объединения остров-

ков, причем на начальных этапах происходит процесс присоединения небольших островков

к крупным. Данный процесс может проходить двумя путями. Первый способ заключается

в том, что в результате роста островка его граница движется и достигает соседних островков,

что приводит к их слиянию. Второй способ связан с тем, что небольшие островки способны
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Рис. 3.9. Функция плотности распределения вероятностей для размеров островков при
различных значениях 𝛽, полученные с помощью выражений (3.71) и (3.72) (𝛾 = 0,8, 𝜆 = 1,

𝑎 = 10−3, 𝐾 = 10−4, 𝑡 = 105).

диффундировать по поверхности подложки, достигая границы большого островка и при-

соединяясь к нему. Подобная мобильность небольших островков была отмечена на ВОПГ.

В то же время диффузионное движение крупных островков незначительно [54].

Таким образом, рост уже сформированных на подложке островков может происходить

как за счет присоединения кластеров, так и в результате присоединения небольших остров-

ков. Следует отметить, что процесс слияния островков и кластеров с другими островками

необратим.

Процесс роста островка в результате захвата диффундирующих кластеров и островков

имеет стохастическую природу. В связи с этим размер островка рассматривается как нестаци-

онарная случайная величина, изменение которой описывается с помощью СДУ. Для получе-

ния зависимости размера островка от времени акт присоединения кластера или небольшого

островка к крупному островку был представлен в виде импульсного процесса (см. подраз-

дел 3.1.2).

Было проведено численное интегрирование уравнения (3.40), в котором случайный па-

раметр имел вид импульсного процесса (3.18) с двумя разными распределениями амплитуд,

заданными уравнениями (3.19) и (3.20). В качестве генератора псевдослучайных чисел был

использован вихрь Мерсенна [127]. Усреднение было проведено по 106 случайных реализаций

для каждого рассмотренного случая. В качестве начального распределения было использо-
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Рис. 3.10. Зависимость среднего размера островка от времени для различных значений
начального критического размера островка 𝑖 (𝛾 = 0,6, 𝑁0 = 1000, 𝒩 = 5, 𝜇 = 2/3):

результат теоретического (уравнение (3.47), непрерывные линии) и численного
(уравнение (3.40), символы) расчета.

вано обобщенное гамма-распределение [128], где 𝑖 — критический размер островка. Во всех

последующих вычислениях средний временной интервал между двумя импульсами был ра-

вен 𝑇 = 1, масштабирующий фактор для высоты импульса 𝑓0 = 0,001. Импульсный процесс

с вероятностью (3.19) характеризуется предельным числом 𝒩 кластеров в захваченном ост-

ровке и экспонентой 𝜇. Значение 𝑐 было выбрано таким образом, чтобы уравнять вероятности

двух следующих событий:

1. захват небольшого островка, состоящего из трех кластеров, в результате движения

границы большого островка;

2. захват этого небольшого островка в результате его движения к границе большого ост-

ровка.

Среднее значение размера островка на рисунке 3.10 и его дисперсия на рисунке 3.11

были получены для начальных распределений (см. [128]) с начальным средним размером

островка 𝑁0 = 1000, 𝛾 = 0,6. Случайный процесс характеризовался следующими парамет-

рами: 𝒩 = 5 и 𝜇 = 2/3. Вычисление было проведено для различных критических размеров

𝑖 = 1, 2, 3. Следует отметить, что можно легко объяснить тот факт, что три кривые пере-

крываются на рисунке 3.10, в то время, как на рисунке 3.11 этого не происходит: это связано
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Рис. 3.11. Зависимость дисперсии размеров островка от времени для различных значений
начального критического размера островка 𝑖 (𝛾 = 0,6, 𝑁0 = 1000, 𝒩 = 5, 𝜇 = 2/3):

результат теоретического (уравнение (3.47), непрерывные линии) и численного
(уравнение (3.40),символы) расчета.

с тем, что при изменении 𝑖 среднее значение начального распределения остается постоянным,

в то же время соответствующее среднеквадратичное отклонение изменяется, другими слова-

ми, изменение 𝑖 не влияет на динамику среднего размера, но влияет на изменение дисперсии.

В работе проанализировано влияние изменения параметров случайного процесса на ско-

рость роста островка. В частности, на рисунке 3.12 показано влияние изменения значения

𝒩 на рост островка. Вычисления были проведены для 𝒩 = 5, 10, 15. Были использованы

следующие значения других параметров: 𝛾 = 0,6, 𝜇 = 2/3, начальное распределение [128]

с параметрами 𝑁0 = 1000, 𝑖 = 1. На рисунке 3.12 показано, что скорость увеличения средне-

го размера островка увеличивается с ростом 𝒩 . Этот факт может быть легко объяснен, так

как 𝒩 соответствует предельному размеру небольшого островка, присоединяющегося к боль-

шому островку, и увеличение 𝒩 позволяет большим островкам захватывать более крупные

островки.

На рисунке 3.13 показано изменение среднего размера островка с течением времени

для случайного процесса с распределением амплитуд импульсов, соответствующим уравне-

нию (3.19); результат был получен для значений параметра 𝜇 = 0,5, 𝜇 = 1, 𝜇 = 1,5. Значения

других параметров были 𝛾 = 0.6, 𝒩 = 5, и начальное распределение [128] с 𝑁0 = 1000 и 𝑖 = 1.

Здесь средний размер островка увеличивается быстрее с уменьшением 𝜇 и, следовательно,
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Рис. 3.12. Зависимость среднего размера островка от времени для различных значений 𝒩
(𝛾 = 0,6, 𝜇 = 2/3, и начального распределения [128] с параметрами 𝑁0 = 1000 и 𝑖 = 1):

результат теоретического (уравнение (3.47), непрерывные линии) и численного
(уравнение (3.40), символы) расчета.

с увеличением вероятности присоединения более крупных островков. Этот результат также

предсказуем: поскольку коэффициент диффузии увеличивается с уменьшением 𝜇, среднее

значение шума и, следовательно, скорость роста островка также растет. На том же рисун-

ке 3.13 показаны результаты вычислений для импульсного процесса с геометрическим рас-

пределением амплитуд, соответствующим уравнению (3.20), с параметрами 𝑝 = 0,2; 0,3; 0,5;

0,9. Следует отметить, что увеличение 𝑝 приводит к уменьшению скорости роста островка,

так как с увеличением 𝑝 среднее значение импульсного процесса, равное 1/𝑝, убывает, что

приводит к замедлению роста островка.

На рисунке 3.14 показана зависимость скорости роста островка от степени его ветвисто-

сти 𝛾. Видно, что скорость роста островка возрастает с увеличением 𝛾. Другие параметры,

использованные в вычислениях: 𝒩 = 5, 𝜇 = 2/3, начальное распределение [128] с 𝑁0 = 1000

и 𝑖 = 1.

На рисунке 3.15 демонстрируется изменение с течением времени распределения раз-

меров островков, полученного из уравнения (3.46). Параметры, при которых проводилось

вычисление, были следующими: 𝛾 = 0,6, 𝒩 = 5, 𝜇 = 2/3, начальное распределение [128] с

𝑁0 = 1000 и 𝑖 = 1. Можно видеть, что с течением времени распределение уширяется, а его

максимум смещается в сторону больших значений 𝑁 .
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Рис. 3.13. Зависимость среднего размера островка от времени для различных
распределений амплитуды случайного процесса (𝛾 = 0,6, начальное распределение [128] с
𝑁0 = 1000 и 𝑖 = 1): результат теоретического (уравнение (3.47), непрерывные линии) и

численного (уравнение (3.40), символы) расчета; распределение вероятности (3.19) с 𝒩 = 5
и 𝜇 = 1/2, 1, 3/2 (непрерывные линии и точки), геометрическое распределение

вероятности (3.20) со значениями параметра 𝑝 = 0,2; 0,3; 0,5; 0,9 (пунктирные линии и
ромбы).
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Рис. 3.14. Зависимость среднего размера островка от времени для различных значений 𝛾
(𝒩 = 5, 𝜇 = 2/3, начальное распределение [128] с 𝑁0 = 1000 и 𝑖 = 1): результат

теоретического (уравнение (3.47), непрерывные линии) и численного (уравнение (3.40),
символы) расчета.
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Заключение к главе 3.

В данной главе была предложена полуфеноменологическая модель роста островков

из кластеров, с помощью которой был описан процесс, в котором островки растут за счет

присоединения кластеров и небольших подвижных островков. Для описания процесса роста

островка, а именно, изменения количества кластеров в островке, было получено стохасти-

ческое дифференциальное уравнение с мультипликативным шумом. Было найдено решение

соответствующего СДУ уравнения Фоккера-Планка для случая, когда в мультипликатив-

ном слагаемом содержится гауссовский белый шум, в том числе и для обобщенной модели.

Было проведено численное моделирование СДУ с мультипликативным шумом для случая,

когда небольшие островки движутся по подложке, и показано влияние изменения характери-

стик шумов на динамику роста островков; результаты численного и теоретического расчета

хорошо совпадают.

Были рассмотрены различные типы случайных процессов (ИППЗ, ИПФТ, импульсный

процесс, характеризующий присоединение небольших островков), были проанализированы

их статистические характеристики, в частности, показано влияние изменения параметра пе-

риодичности на величину спектральной плотности в нуле.
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Рис. 3.15. Изменение распределения размеров островков со временем (𝛾 = 0,6, 𝒩 = 5,
𝜇 = 2/3, начальное распределение [128] с 𝑁0 = 1000 и 𝑖 = 1): результат теоретического

(уравнение (3.46), непрерывные линии) и численного (уравнение (3.40), символы) расчета.
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Глава 4

Режим насыщения

В данной главе предложена модель, характеризующая стационарный режим роста ост-

ровка, а именно, достижение величиной, описывающей размер островка, стационарного зна-

чения. Данная модель может быть применена для описания задач и приложений, в которых

необходимо в течение продолжительного времени обеспечивать постоянный размер островка.

4.1 Стохастическое дифференциальное уравнение в

режиме насыщения

Аналогично задаче из предыдущей главы, СДУ, описывающее случай достижения ост-

ровком постоянного размера [35], будет иметь вид

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑏𝑥+ 𝑥𝛾𝜂(𝑡), (4.1)

где 0 ≤ 𝛾 < 1, 𝑥 ∈ R+, 𝜂(𝑡) — случайный процесс с неотрицательным средним. Отличие

от рассмотренного ранее случая роста островка заключается в добавлении слагаемого (−𝑏𝑥),

где 𝑏 ≥ 0. Это слагаемое отвечает за отделение уже присоединившегося кластера от островка.

Данное уравнение описывает релаксацию системы к стационарному состоянию.

4.1.1 Белый гауссовский шум

Перепишем СДУ (4.1) в виде

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥𝛾 − 𝑏𝑥+ 𝑥𝛾𝜁𝑤(𝑡), (4.2)

где 𝜁𝑤(𝑡) = 𝜂(𝑡)−⟨𝜂(𝑡)⟩ и ⟨𝜂(𝑡)⟩ = 𝑎 ≥ 0. Здесь 𝜁𝑤(𝑡) — стационарный гауссовский белый шум

с ⟨𝜁𝑤(𝑡)⟩ = 0 и ⟨𝜁𝑤(𝑡)𝜁𝑤(𝑡+ 𝜏)⟩ = 2𝐷𝛿(𝜏).
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Соответствующее уравнение Фоккера-Планка имеет вид

𝜕𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀(︀
𝑎𝑥𝛾 − 𝑏𝑥+𝐷𝛾𝑥2𝛾−1

)︀
𝑤(𝑥,𝑡)

]︀
+

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝐷𝑥2𝛾𝑤(𝑥,𝑡)

]︀
. (4.3)

Функция плотности распределения вероятностей 𝑤(𝑥, 𝑡) и поток вероятности Π𝑤(𝑥,𝑡)

удовлетворяет следующим начальному и граничным условиям

𝑤(𝑥,0) = 𝜑(𝑥),

Π𝑤(0,𝑡) = 0,

𝑤(∞,𝑡) = 0.

(4.4)

Здесь 𝜑(𝑥) — неотрицательная функция, удовлетворяющая условию нормировки и обеспечи-

вающая согласование начальных и граничных условий.

Переходя к новым переменным 𝜉 = 𝛽
(︀
𝑥1−𝛾 − 𝑎

𝑏

)︀
, 𝛽 =

√︁
𝑏

𝐷(1−𝛾)
и 𝜏 = (1 − 𝛾)𝑏𝑡, приведем

уравнение (4.2) к виду
𝑑𝜉

𝑑𝜏
= −𝜉 +

𝛽

𝑏
𝜁𝑤(𝜏), (4.2′)

где 𝜉(𝜏) ≥ 𝜉− = −𝛽𝑎
𝑏

. Соответствующее уравнение Фоккера-Планка для новой функции

распределения вероятности 𝑤(𝜉,𝜏) имеет вид

𝜕𝑤(𝜉,𝜏)

𝜕𝜏
=
𝜕2𝑤(𝜉,𝜏)

𝜕𝜉2
+

𝜕

𝜕𝜉
[𝜉𝑤(𝜉,𝜏)] (4.3′)

с начальными и граничными условиями

𝑤(𝜉,0) = 𝜒(𝜉) ≡ 𝜑(𝑥(𝜉))

1 − 𝛾
𝛽

1
𝛾−1 (𝜉 − 𝜉−)

𝛾
1−𝛾 ,

Π(𝜉−,𝜏) = 0,

𝑤(∞,𝜏) = 0.

(4.4′)

Решение системы (4.3′)–(4.4′) может быть представлено в виде

𝑤(𝜉,𝜏) =

∫︁ ∞

𝜉−

𝐺(𝜉,𝜏,𝜉′,0)𝜒(𝜉′)𝑑𝜉′. (4.5)

Здесь 𝐺(𝜉,𝜏,𝜉′,𝜏 ′) — функция Грина для данной задачи. Функция 𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏) ≡ 𝐺(𝜉,𝜏,𝜉′,0)

является решением следующего уравнения

𝜕𝐺

𝜕𝜏
=
𝜕2𝐺

𝜕𝜉2
+

𝜕

𝜕𝜉
(𝜉𝐺), (4.6)

с начальными и граничными условиями
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𝐺(𝜉,𝜉′,0) = 𝛿(𝜉 − 𝜉′),

𝜕𝐺
𝜕𝜉

+ 𝜉𝐺
⃒⃒
𝜉=𝜉−

= 0,

|𝐺| <∞, 𝜏 > 0.

(4.7)

Решение системы (4.6)–(4.7) находится с помощью преобразования Лапласа

𝑝�̄�− 𝛿(𝜉 − 𝜉′) =
𝜕2�̄�

𝜕𝜉2
+

𝜕

𝜕𝜉
(𝜉�̄�), (4.8)

𝜕�̄�
𝜕𝜉

+ 𝜉�̄�
⃒⃒
𝜉=𝜉−

= 0,

|�̄�| <∞.
(4.9)

Здесь чертой обозначено преобразование

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑝𝜏𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏)𝑑𝜏. (4.10)

Для каждой области значений 𝜉 < 𝜉′ и 𝜉′ > 𝜉 подстановка �̄� = 𝑢(𝜉)𝑒−𝜉2/4 сводит уравне-

ние (4.8) к уравнению Вебера, таким образом, решение уравнения (4.8) представляет собой

суперпозицию линейно независимых решений 𝑒−𝜉2/4𝐷−𝑝(𝜉) и 𝑒−𝜉2/4𝐷−𝑝(−𝜉), причем 𝑝 > 0.

Здесь 𝐷−𝑝(𝜉) — функции параболического цилиндра. Используя граничные условия (4.9),

получим

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴(𝑝)𝑒−𝜉2/4
(︁
𝐷−𝑝(𝜉)𝐷−𝑝−1(−𝜉−) +𝐷−𝑝(−𝜉)𝐷−𝑝−1(𝜉−)

)︁
, 𝜉 < 𝜉′,

𝐵(𝑝)𝑒−𝜉2/4𝐷−𝑝(𝜉), 𝜉 > 𝜉′.

(4.11)

Одна из неизвестных функций 𝐴(𝑝) и 𝐵(𝑝) находится из условия непрерывности функ-

ции Грина в 𝜉 = 𝜉′. Чтобы найти вторую функцию, проинтегрируем уравнение (4.8) в окрест-

ности точки 𝜉 = 𝜉′ для получения условия сшивания

𝜕�̄�

𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉′+0

−𝜕�̄�
𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉′−0

= −1.

Используя [97], после алгебраических преобразований получим



93

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) = 𝑒−(𝜉2−𝜉′2)/4 Γ(𝑝)√
2𝜋

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂
𝐷−𝑝(𝜉)𝐷−𝑝(𝜉

′)
𝐷−𝑝−1(−𝜉−)

𝐷−𝑝−1(𝜉−)
+𝐷−𝑝(−𝜉)𝐷−𝑝(𝜉

′)

)︂
, 𝜉 < 𝜉′,(︂

𝐷−𝑝(𝜉)𝐷−𝑝(𝜉
′)
𝐷−𝑝−1(−𝜉−)

𝐷−𝑝−1(𝜉−)
+𝐷−𝑝(𝜉)𝐷−𝑝(−𝜉′)

)︂
, 𝜉 > 𝜉′,

(4.12)

или, в более компактной форме,

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) = 𝑒−(𝜉2−𝜉′2)/4 Γ(𝑝)√
2𝜋

(︂
𝐷−𝑝(𝜉)𝐷−𝑝(𝜉

′)
𝐷−𝑝−1(−𝜉−)

𝐷−𝑝−1(𝜉−)

+𝐻(𝜉′ − 𝜉)𝐷−𝑝(−𝜉)𝐷−𝑝(𝜉
′) +𝐻(𝜉 − 𝜉′)𝐷−𝑝(−𝜉′)𝐷−𝑝(𝜉)

)︂
, (4.13)

где 𝐻(𝑥) — функция Хевисайда. Используя обратное преобразование Лапласа, получим ис-

комое распределение

𝑤(𝜉,𝜏) =

∫︁ ∞

𝜉−

𝑑𝜉′𝜒(𝜉′)
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑒𝑝𝜏 �̄�(𝜉,𝜉′,𝑝)𝑑𝑝, (4.14)

где 𝑐 > 0. Это интеграл Бромвича, и его значение можно вычислить с помощью теоремы

о вычетах.

Случай 𝜉− < 0

Преобразование Лапласа функции Грина (4.13) имеет два набора простых полюсов

– полюсы Γ(𝑝): 𝑝 ∈ Z−;

– корни 𝑝𝑘 уравнения

𝐷−𝑝𝑘−1(𝜉−) = 0. (4.15)

Действительные корни уравнения (4.15) отрицательны. В работе [129] было показано,

что наибольший корень 𝑝1 < −1 и lim
𝜉−→−∞

𝑝𝑘 = −𝑘. Тогда получим

𝑤(𝜉,𝜏) =

√︂
2

𝜋

𝑒−𝜉2/2

erfc
(︁

𝜉−√
2

)︁+
𝑒−𝜉2/4

√
2𝜋

∞∑︁
𝑘=1

Γ(𝑝𝑘)𝐷−𝑝𝑘(𝜉)
𝐷−𝑝𝑘−1(−𝜉−)

𝜕
𝜕𝑝

[𝐷−𝑝−1(𝜉−)]𝑝=𝑝𝑘

𝑒𝑝𝑘𝜏
∫︁ ∞

𝜉−

𝑒𝜉
′2/4𝐷−𝑝𝑘(𝜉′)𝜒(𝜉′)𝑑𝜉′.

(4.16)

Получим выражение для производной функции параболического цилиндра

𝜕𝐷−𝑝−1(𝑧)/𝜕𝑝 методом, аналогичным представленному в работе [130]. Функции пара-
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болического цилиндра могут быть выражены через вырожденные гипергеометрические

функции [97]:

𝐷−𝑝−1(𝜉−) = 2−(𝑝+1)/2𝑒−𝜉2−/4

[︂
Γ
(︀
1
2

)︀
Γ
(︀
𝑝+2
2

)︀1𝐹1

(︂
𝑝+ 1

2
,
1

2
,
𝜉2−
2

)︂
+
𝜉−√

2

Γ
(︀
−1

2

)︀
Γ
(︀
𝑝+1
2

)︀1𝐹1

(︂
𝑝+ 2

2
,
3

2
,
𝜉2−
2

)︂]︂
.

(4.17)

Дифференцируя выражение (4.17) по 𝑝 и учитывая, что производная вырожденной ги-

пергеометрической функции по параметру может быть выражена через гипергеометрические

функции двух аргументов, подобные функциям Кампе де Ферье Θ(1) [131], найдем с учетом

выражения (4.15)

𝜕

𝜕𝑝
𝐷−𝑝−1(𝜉−)

⃒⃒⃒
𝑝=𝑝𝑘

= 2−(𝑝𝑘+3)/2𝑒−𝜉2−/4
√
𝜋

{︃
1

Γ
(︀
𝑝𝑘+2
2

)︀[︃𝜉2−Θ(1)

(︂
1,1|𝑝𝑘+1

2
,𝑝𝑘+3

2
𝑝𝑘+3
2

|2,3
2

⃒⃒⃒⃒
𝜉2−
2
,
𝜉2−
2

)︂

−𝐺 (𝑝𝑘 + 1) 1𝐹1

(︂
𝑝𝑘 + 1

2
,
1

2
,
𝜉2−
2

)︂]︃
−

√
2

Γ
(︀
𝑝𝑘+1
2

)︀ 𝜉3−
3

Θ(1)

(︂
1,1|𝑝𝑘+2

2
,𝑝𝑘+4

2
𝑝𝑘+4
2

|2,5
2

⃒⃒⃒⃒
𝜉2−
2
,
𝜉2−
2

)︂}︃
. (4.18)

Здесь 𝐺(𝑧) — 𝐺-функция Эрдейи [97].

Возвращаясь к переменной 𝑥, получаем

𝑤(𝑥,𝑡) =

√︂
2

𝜋
(1 − 𝛾)𝛽𝑥−𝛾

{︃
𝑒−(𝛽𝑥1−𝛾+𝜉−)

2
/2

erfc
(︁

𝜉−√
2

)︁
+
𝑒−(𝛽𝑥1−𝛾+𝜉−)

2
/4

2

∞∑︁
𝑘=1

Γ(𝑝𝑘)𝐷−𝑝𝑘

(︀
𝛽𝑥1−𝛾 + 𝜉−

)︀ 𝐷−𝑝𝑘−1(−𝜉−)
𝜕
𝜕𝑝

[𝐷−𝑝−1(𝜉−)]𝑝=𝑝𝑘

× 𝑒𝑝𝑘𝑏(1−𝛾)𝑡

∫︁ ∞

0

𝑒(𝛽𝑥
′1−𝛾+𝜉−)

2
/4𝐷−𝑝𝑘

(︀
𝛽𝑥′1−𝛾 + 𝜉−

)︀
𝜑(𝑥′)𝑑𝑥′

}︃
. (4.19)

Выведем аналитическое выражение для моментов 𝑥. Сначала вычислим интеграл

∫︁ ∞

0

𝑧𝜇−1𝑒−(𝑧+𝑧0)2/4𝐷𝜈(𝑧 + 𝑧0)𝑑𝑧, ℜ𝜇 > 0, (4.20)

содержащий функцию параболического цилиндра.

Используем следующее интегральное представление для функции параболического ци-

линдра [132]:

𝐷𝜈(𝑧) =
𝑒𝑧

2/4

√
2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑒−𝑧𝑡+ 1

2
𝑡2𝑡𝜈𝑑𝑡, | arg 𝑡| < 𝜋/2, 𝑐 > 0. (4.21)
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Меняя порядок интегрирования и используя [99], получим

∫︁ ∞

0

𝑧𝜇−1𝑒−(𝑧+𝑧0)2/4𝐷𝜈(𝑧 + 𝑧0)𝑑𝑧 =
1√
2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑒−𝑧0𝑡+

1
2
𝑡2
[︂∫︁ ∞

0

𝑧𝜇−1𝑒−𝑧𝑡𝑑𝑧

]︂
𝑡𝜈𝑑𝑡

=
Γ(𝜇)√

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑒−𝑧0𝑡+

1
2
𝑡2𝑡𝜈−𝜇𝑑𝑡 = Γ(𝜇)𝑒−𝑧20/4𝐷𝜈−𝜇(𝑧0). (4.22)

Используя [99] и полученный выше результат, будем иметь

𝜇𝑛(𝑡) =

√︂
2

𝜋
𝑒−𝜉2−/4𝛽− 𝑛

1−𝛾 Γ

(︂
𝑛

1 − 𝛾
+ 1

)︂{︃
𝐷− 𝑛

1−𝛾
−1 (𝜉−)

erfc
(︁

𝜉−√
2

)︁
+

1

2

∞∑︁
𝑘=1

Γ(𝑝𝑘)𝐷− 𝑛
1−𝛾

−1−𝑝𝑘 (𝜉−)
𝐷−𝑝𝑘−1(−𝜉−)

𝜕
𝜕𝑝

[𝐷−𝑝−1(𝜉−)]𝑝=𝑝𝑘

× 𝑒𝑝𝑘𝑏(1−𝛾)𝑡

∫︁ ∞

0

𝑒(𝛽𝑥
′1−𝛾+𝜉−)

2
/4𝐷−𝑝𝑘

(︀
𝛽𝑥′1−𝛾 + 𝜉−

)︀
𝜑(𝑥′)𝑑𝑥′

}︃
. (4.23)

Для достаточно больших времен (𝑡 ≫ 1/[𝑏(1 − 𝛾)]) функция распределения вероятностей,

приведенная в уравнении (4.19), стремится к стационарному распределению

𝑤st(𝑥) =

√︂
2

𝜋
(1 − 𝛾)𝛽𝑥−𝛾 𝑒

−(𝛽𝑥1−𝛾+𝜉−)
2
/2

erfc
(︁

𝜉−√
2

)︁ , (4.24)

которое не зависит от начального распределения. Тогда стационарные моменты 𝑥 имеют вид

𝜇𝑛 =

√︂
2

𝜋

𝑒−𝜉2−/4

erfc
(︁

𝜉−√
2

)︁ (︂𝐷
2𝑏

)︂𝑛

Γ (2𝑛+ 1)𝐷−2𝑛−1 (𝜉−) . (4.25)

Для 𝛾 = 1/2 получим

⟨𝑥⟩ =
𝑎2

𝑏2
+
𝐷

2𝑏
+
𝑎

𝑏

√︂
𝐷

𝜋𝑏

𝑒−
𝑎2

𝑏𝐷

erfc
(︁
− 𝑎√

𝑏𝐷

)︁ . (4.26)

Случай 𝜉− = 0

В данном случае можно упростить уравнение (4.13), приведя его к виду

�̄�(𝜉,𝜉′,𝑝) = 𝑒−(𝜉2−𝜉′2)/4 Γ(𝑝)√
2𝜋

(︂
𝐷−𝑝(𝜉)𝐷−𝑝(𝜉

′) +𝐻(𝜉′ − 𝜉)𝐷−𝑝(−𝜉)𝐷−𝑝(𝜉
′)

+𝐻(𝜉 − 𝜉′)𝐷−𝑝(−𝜉′)𝐷−𝑝(𝜉)

)︂
. (4.27)
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Преобразование Лапласа функции Грина (4.27) имеет простые полюсы 𝑝 ∈ Z−. Тогда полу-

чим

𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏) = 𝑒−(𝜉2−𝜉′2)/4

√︂
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝐷2𝑛(𝜉)𝐷2𝑛(𝜉′)

(2𝑛)!
𝑒−2𝑛𝜏 . (4.28)

Используя соотношение между функциями параболического цилиндра и полиномами Эрми-

та [97], ряд (4.28) можно просуммировать [133]

𝐺(𝜉,𝜉′,𝜏) =

√︂
2

𝜋
𝑒−𝜉2/2 𝑒𝜏/2√

2 sh 𝜏
exp

(︂
−𝑒−𝜏 𝜉

2 + 𝜉′2

4 sh 𝜏

)︂
ch

(︂
𝜉𝜉′

2 sh 𝜏

)︂
, 𝜏 > 0. (4.29)

Возвращаясь к переменной 𝑥, получим

𝑤(𝑥,𝑡) =

√︂
2

𝜋
(1 − 𝛾)𝛽𝑥−𝛾𝑒−𝛽2𝑥2−2𝛾/2 𝑒𝑏(1−𝛾)𝑡/2√︀

2 sh[𝑏(1 − 𝛾)𝑡]

×
∫︁ ∞

0

exp

(︂
−𝑒−𝑏(1−𝛾)𝑡𝛽2𝑥

2−2𝛾 + 𝑥′2−2𝛾

4 sh[𝑏(1 − 𝛾)𝑡]

)︂
ch

(︂
𝛽2(𝑥𝑥′)1−𝛾

2 sh[𝑏(1 − 𝛾)𝑡]

)︂
𝜑(𝑥′)𝑑𝑥′. (4.30)

Используя [99], получим выражение для моментов 𝑥

𝜇𝑛(𝑡) =
1√
2𝜋

(︂
𝑒𝑏(1−𝛾)𝑡

2 sh[𝑏(1 − 𝛾)𝑡]

)︂− 𝑛
2−2𝛾

𝛽− 𝑛
1−𝛾 Γ

(︂
𝑛

1 − 𝛾
+ 1

)︂∫︁ ∞

0

exp

(︂
−𝑒−𝑏(1−𝛾)𝑡 𝛽2𝑥′2−2𝛾

8 sh[𝑏(1 − 𝛾)𝑡]

)︂
×
[︃
𝐷− 𝑛

1−𝛾
−1

(︃
𝛽𝑥′1−𝛾𝑒−𝑏(1−𝛾)𝑡/2√︀

2 sh[𝑏(1 − 𝛾)𝑡]

)︃
+𝐷− 𝑛

1−𝛾
−1

(︃
−𝛽𝑥

′1−𝛾𝑒−𝑏(1−𝛾)𝑡/2√︀
2 sh[𝑏(1 − 𝛾)𝑡]

)︃]︃
𝜑(𝑥′)𝑑𝑥′. (4.31)

Для достаточно больших времен (𝑡 ≫ 1/[𝑏(1 − 𝛾)]) функция распределения вероятно-

сти (4.30) становится стационарным распределением

𝑤st(𝑥) =

√︂
2

𝜋
(1 − 𝛾)𝛽𝑥−𝛾𝑒−𝛽2𝑥2−2𝛾/2, (4.32)

и стационарные моменты 𝑥 принимают вид

𝜇𝑛 =
1√
𝜋

(︃√
2

𝛽

)︃ 𝑛
1−𝛾

Γ

(︂
𝑛

2 − 2𝛾
+

1

2

)︂
. (4.33)

Легко видеть, что формулы (4.32) и (4.33) совпадают с уравнениями (4.24) и (4.25)

в рассмотренном случае. К тому же, уравнение (4.32) при 𝛾 = 0 представляет собой полу-

нормальное распределение [134].
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4.1.2 Белый импульсный шум

Рассмотрим решение уравнения (4.1) с шумовым слагаемым, представленным случай-

ным импульсным процессом 𝜂(𝑡), состоящим из дельта-импульсов с постоянной амплитудой

𝑓0. Данный вид случайного процесса представлен в первой части раздела 3.1.1. Свойства

случайного процесса характеризуются его спектральной плотностью. Как показано в разде-

ле 3.1.1, спектральная плотность рассматриваемого процесса выражается формулой

𝑆𝜂(𝜔) =
2𝑓 2

0

𝑇

[︃
1 +

∞∑︁
𝑚=1

Θ𝑚(𝜔) + Θ𝑚(−𝜔)

]︃
. (4.34)

Необходимо определить, возможно ли применять полученные в предыдущем подразделе

результаты (4.19) и (4.23) в случае, когда случайный процесс имеет вид импульсного про-

цесса. Рассмотрим уравнение (4.1) с белым пуассоновским источником шума (т.е., величина

интервалов между соседними импульсами 𝜗 имеет экспоненциальное распределение)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑏𝑥+ 𝑥𝛾𝑓0

∑︁
𝑗

𝛿(𝑡− 𝑡𝑗). (4.35)

Переходя к переменным 𝜉 =
√︁

2
(1−𝛾)𝑏𝑇

(︁
𝑏𝑇
𝑓0
𝑥1−𝛾 − 1

)︁
и 𝜏 = (1 − 𝛾)𝑏𝑡, совпадающим с обо-

значениями в уравнении (4.2′) при 𝐷 = 𝑓 2
0 /2𝑇 и 𝑎 = 𝑓0/𝑇 , можно переписать уравнение (4.35)

в виде
𝑑𝜉

𝑑𝜏
= −𝜉 −

√︃
2

(1 − 𝛾)𝑏𝑇
+
√︀

2(1 − 𝛾)𝑏𝑇
∑︁
𝑗

𝛿(𝜏 − 𝜏𝑗). (4.35′)

Функция распределения вероятностей 𝑤(𝜉,𝜏) удовлетворяет следующему уравне-

нию [135]

𝜕𝑤(𝜉,𝜏)

𝜕𝜏
=

𝜕

𝜕𝜉

[︃(︃
𝜉 +

√︃
2

(1 − 𝛾)𝑏𝑇

)︃
𝑤(𝜉,𝜏)

]︃
+
𝑤(𝜉 −

√︀
2(1 − 𝛾)𝑏𝑇 ,𝜏) − 𝑤(𝜉,𝜏)

(1 − 𝛾)𝑏𝑇
. (4.36)

Разложение в ряд Тейлора функции 𝑤(𝜉−
√︀

2(1 − 𝛾)𝑏𝑇 ,𝜏) по первому аргументу вблизи

𝜉 приводит к следующему уравнению

𝜕𝑤(𝜉,𝜏)

𝜕𝜏
=

𝜕

𝜕𝜉
[𝜉𝑤(𝜉,𝜏)] +

𝜕2𝑤(𝜉,𝜏)

𝜕𝜉2
+ 2

∑︁
𝑛=3

(−1)𝑛

𝑛!
[2(1 − 𝛾)𝑏𝑇 ]

𝑛
2
−1 𝜕

𝑛𝑤(𝜉,𝜏)

𝜕𝜉𝑛
. (4.36′)

Видно, что уравнение (4.36′) сводится к уравнению Фоккера-Планка (4.3′), когда

(1 − 𝛾)𝑏𝑇 ≪ 1. Сохраняя в уравнении (4.36′) слагаемое с производной третьего порядка



98

и возвращаясь к переменной 𝑥, получим стационарное решение

𝑤𝑠𝑡(𝑥) = 𝒩𝑥−𝛾𝑒
3
2

𝑥1−𝛾

(1−𝛾)𝑓0 Ai

[︃
6𝑏𝑇𝑥1−𝛾

𝑓0
− 15

4

(6𝑏(1 − 𝛾)𝑇 )
2
3

]︃
, (4.37)

где Ai(𝑧) — функция Эйри.

Для преобразования Лапласа стационарного решения уравнения (4.36) по переменной

𝜉 получим

�̄�𝑠𝑡(𝑝) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑝𝜉𝑤𝑠𝑡(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑒−
2
𝑏𝑇

Ein(𝑓0𝑝), (4.38)

где Ein(𝑧) — модифицированная интегральная показательная функция [132]. Тогда стацио-

нарные моменты 𝜉 имеют следующий вид

𝜇𝑛 = (−1)𝑛
𝑑𝑛�̄�𝑠𝑡(𝑝)

𝑑𝑝𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑝=0

. (4.39)

Для 𝛾 = 1/2 получаем

⟨𝑥⟩ =
𝑓 2
0

𝑏2𝑇 2
+

𝑓 2
0

4𝑏𝑇
. (4.40)

Сравнивая уравнение (4.40) с уравнением (4.26), можно увидеть, что когда случайный

процесс имеет вид гауссовского белого шума, возникает дополнительное слагаемое, пропор-

циональное 𝑤𝑠𝑡(𝜉−). Появление этого слагаемого связано с наличием граничного условия для

отражающей границы при 𝜉 = 𝜉− (или 𝑥 = 0). Следовательно, уравнения (4.26) и (4.40) сов-

падают (при соответствующем выборе параметров 𝑎 и 𝐷), когда 𝜉− → −∞ или, что то же

самое, когда 𝑏𝑇 ≪ 1, т.е. когда характерное время случайного процесса 𝑇 много меньше, чем

характерное время релаксации системы 1/𝑏.

4.1.3 Коррелированный импульсный шум

Уравнение (4.2′) отличается от хорошо известного уравнения, описывающего процесс

Орнштейна-Уленбека, только тем, что 𝜉 ≥ 𝜉−. Можно рассмотреть вопрос о том, допустимо

ли пренебрегать этим условием напрямую для белого шума, используя неравенство 𝜎2
𝜉𝑊 ≪ 𝜉2−,

асимптотически. Здесь 𝜎2
𝜉𝑊 — дисперсия белого гауссовского шума.

Если к белому шуму можно применить приближение линейного фильтра, его можно

применить и к скоррелированному шуму, так как обычно его дисперсия 𝜎2
𝜉 меньше, чем 𝜎2

𝜉𝑊 .

Рассмотрим случай 𝛾 = 1/2. Выведем следующее выражение для первого момента 𝑥

⟨𝑥⟩ =
𝑎2

𝑏2
+

⟨𝜁2⟩
𝛽2

, (4.41)
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где 𝐷 =
∫︀∞
0
𝐾𝜁(𝑡)𝑑𝑡 в 𝛽, 𝜁(𝑡) = 𝜂(𝑡) − ⟨𝜂(𝑡)⟩, и 𝑎 = ⟨𝜂(𝑡)⟩.

Используя определение спектральной плотности, получим для безразмерного времени

𝜏 и частоты Ω

⟨𝜁2⟩ = 𝐾𝜁(0) =
𝛽2

4𝜋𝑏2

∫︁ ∞

−∞

𝑆 ′
𝜁(Ω)𝑑Ω

1 + Ω2
=
𝛽2

𝑏2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜏𝐾 ′
𝜁(𝜏)𝑑𝜏. (4.42)

Здесь были использованы следующие обозначения: 𝜏 = 𝑏
2
𝑡, 𝐾 ′

𝜁(𝜏) = 𝐾𝜁(𝑡), Ω = 2
𝑏
𝜔,

𝑆 ′
𝜁(Ω) = 𝑏

2
𝑆𝜁(𝜔). Возвращаясь к времени 𝑡 вместо 𝜏 , получим итоговое выражение для сред-

него значения 𝑥

⟨𝑥⟩ =
𝑎2

𝑏2
+

1

2𝑏

∫︁ ∞

0

𝑒−
𝑏
2
𝑡𝐾𝜁(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑎2

𝑏2
+
�̄�𝜁

(︀
𝑏
2

)︀
2𝑏

, (4.43)

где чертой обозначено преобразование Лапласа.

Для случая, когда время корреляции шума достаточно мало 𝜏𝑐𝑜𝑟 ≪ 2/𝑏, можно упро-

стить уравнение (4.43)

⟨𝑥⟩ =
𝑎2

𝑏2
+

1

2𝑏

∫︁ ∞

0

𝐾𝜁(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑎2

𝑏2
+
𝑆𝜁(0)

8𝑏
. (4.44)

Это выражение соответствует хорошо известному приближению для скореллированного

процесса, когда он описывается марковским процессом [123]. Для временных интервалов,

значительно превышающих время корреляции, процесс 𝜁(𝑡) можно считать марковским, что

означает, что процесс 𝜁(𝑡) с корреляционными функциями 𝑘𝑠(𝑡1, . . . ,𝑡𝑠) может быть заменен

дельта-коррелированным процессом с корреляционными функциями

𝐾𝑠𝛿(𝑡2 − 𝑡1) . . . 𝛿(𝑡𝑠 − 𝑡1),

с такими же коэффициентами интенсивности 𝐾𝑠, как и у исходного процесса 𝜁(𝑡).

Таким образом, полученное уравнение (4.44) демонстрирует сильную зависимость сред-

него решения уравнения (4.1) от корреляционных свойств рассматриваемого случайного про-

цесса.

Уравнение (4.44) полностью соответствует уравнению (4.40) в случае пуассоновского

белого импульсного процесса, но оно отличается от уравнения (4.26) для гауссовского белого

шума тем, что в уравнении (4.44) возникает дополнительное слагаемое, пропорциональное

𝑤𝑠𝑡(𝜉−). Это различие можно устранить, если учесть условие отражения на границе с помо-

щью дополнительного слагаемого −2
∑︀

0<𝑠≤𝑡

𝜉(𝑠 − 0)1|𝜉(𝑠)=𝜉− [136]. Для импульсного процесса
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Рис. 4.1. Эволюция различных начальных распределений со временем из уравнения (4.45):
усеченное двойное нормальное распределение (зеленый), равномерное распределение

(красный), распределение в виде дельта-функции (синий). Использованные параметры:
𝛾 = 1/2, 𝑏 = 2, 𝑎 = 1, 𝐷 = 10.

с положительными значениями высоты импульсов такая корректировка не требуется, так

как 𝜉(𝑡) неотрицательна при 𝜉 = 𝜉−.

В данной главе в уравнении (4.1) было рассмотрено два вида случайного процесса. Пер-

вый — пуассоновский процесс с задержкой [137], второй — импульсный процесс с фиксиро-

ванными точками [101]. Оба типа случайных процессов подробно описаны в соответствующих

подразделах раздела 3.1.1.

4.2 Численное моделирование

Как было отмечено выше, на достаточно большим временах (𝑡 ≫ 1/[𝑏(1 − 𝛾)]) функ-

ция плотности распределения вероятностей (4.19) переходит в стационарное распределе-

ние (4.24). На рисунке 4.1 показан переход к стационарному распределению (4.24) с тече-

нием временем для различных начальных распределений 𝑤(𝑥,0), а именно: распределения

в виде дельта-функции 𝑤𝑑(𝑥,0), равномерного 𝑤𝑢(𝑥,0) и усеченного двойного нормального
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Рис. 4.2. Графики зависимости среднего значения 𝑥 от времени для различных значений 𝛾
и постоянных значений других параметров: 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝐷 = 10. Сравниваются результаты
теоретического (сплошные линии) и численного (точки) расчета, полученные для случая

гауссовского белого шума.

распределений 𝑤𝑏(𝑥,0)

𝑤𝑑(𝑥,0) = 𝛿(𝑥− 𝑥0),

𝑤𝑢(𝑥,0) = 1
ℎ
, 𝑥 ∈ [0,ℎ],

𝑤𝑏(𝑥,0) =
𝜅1 exp

(︁
− (𝑥−𝜇1)2

2𝜎2
1

)︁
√

2𝜋𝜎1

[︁
1 − 1

2
erfc

(︁
𝜇1√
2𝜎1

)︁]︁ +
𝜅2 exp

(︁
− (𝑥−𝜇2)2

2𝜎2
2

)︁
√

2𝜋𝜎2

[︁
1 − 1

2
erfc

(︁
𝜇2√
2𝜎2

)︁]︁ , 𝑥 ≥ 0.

(4.45)

Здесь 𝑥0 = 20, ℎ = 10, 𝜅1 = 1/7, 𝜇1 = 10, 𝜎1 = 1, 𝜅2 = 6/7, 𝜇2 = 15, 𝜎2 = 3.

Было проведено численное интегрирование уравнения (4.1). В вычислениях были ис-

пользованы три типа случайного процесса: белый гауссовский шум с ненулевым средним;

пуассоновский импульсный процесс с задержкой 𝜗0 и средним временным интервалом между

соседними импульсами 𝑇 ; импульсный процесс с фиксированными точками, характеризуе-

мый постоянным временным интервалом 𝑇 и временным интервалом 𝜗𝑇 , внутри которого

может возникнуть импульс.

Для нахождения численного решения уравнения (4.1) с белым гауссовским шумом была

использована сильная схема Тейлора порядка 1.5 [138] с шагом по времени 10−6. В случае

пуассоновского процесса с задержкой и процесса с фиксированными точками было проведено

прямое моделирование уравнения (4.1). В качестве генератора псевдослучайных чисел был

использован вихрь Мерсенна [127]. Усреднение было проведено по 106 случайных реализаций.

На рисунках 4.2 и 4.3 показано среднее и дисперсия, полученные путем теоретического

решения (4.23) и численного интегрирования уравнения (4.1) для случая, когда случайный
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Рис. 4.3. Графики зависимости дисперсии 𝑥 от времени для различных значений 𝛾 и
постоянных значений других параметров: 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝐷 = 10. Сравниваются результаты
теоретического (сплошные линии) и численного (точки) расчета, полученные для случая

гауссовского белого шума.
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Рис. 4.4. Графики зависимости среднего значения 𝑥 от времени для различных значений 𝑎,
𝑏, 𝐷 и постоянного значения экспоненты 𝛾 = 1/2. Сравниваются результаты теоретического

(сплошные линии) и численного (точки) расчета, полученные для случая гауссовского
белого шума.

процесс представлен в виде гауссовского белого шума, для различных значений параметра 𝛾.

Значения для других параметров были зафиксированы: 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝐷 = 10, начальное

распределение имело вид дельта-функции с 𝑥0 = 1.

На рисунках 4.4 и 4.5 также показаны результаты теоретического и численного расчета

для уравнения (4.1) в случае, когда случайный процесс представлен в виде гауссовского

белого шума. При этом 𝛾 = 1/2, и начальное распределение имело вид распределения Рэлея
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Рис. 4.5. Графики зависимости дисперсии 𝑥 от времени для различных значений 𝑎, 𝑏, 𝐷 и
постоянного значения экспоненты 𝛾 = 1/2. Сравниваются результаты теоретического
(сплошные линии) и численного (точки) расчета, полученные для случая гауссовского

белого шума.
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Рис. 4.6. Графики зависимости среднего значения 𝑥 от времени для пуассоновского белого
шума (точки), выведенный из стационарных решений, полученных в следующих

уравнениях: уравнение (4.40) (сплошная линия), уравнение (4.37) (прерывистая линия),
уравнение (4.25) (пунктирная линия). Значения параметров следующие: 𝛾 = 1/2, 𝑏 = 1,

𝑇 = 0,7, 𝑓0 = 1.

с 𝜎 = 2. Значения для других параметров были зафиксированы: 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝐷 = 10; 𝑎 = 4,

𝑏 = 2, 𝐷 = 3; 𝑎 = 2, 𝑏 = 3, 𝐷 = 5.

Было проведено сравнение теоретических решений, приведенных в уравнениях (4.25),

(4.37) и (4.40), когда условие (1− 𝛾)𝑏𝑇 ≪ 1 не выполняется. Были использованы следующие

параметры: 𝑓0 = 1, 𝑇 = 0,7, 𝑏 = 1, 𝛾 = 1/2. На рисунке 4.6 хорошо видно, что теоретиче-

ское решение (4.40) хорошо согласуется с численным моделированием уравнения (4.35), в то
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Рис. 4.7. Графики зависимости среднего значения 𝑥 от времени для различных случайных
процессов: пуассоновский процесс с задержкой при 𝜗0/𝑇 = 0,59 (фиолетовые ромбы) и
𝜗0/𝑇 = 0,99 (красные круги); процесс с фиксированными точками при 𝜗𝑇/𝑇 = 1 (черные
квадраты) и 𝜗𝑇/𝑇 = 0,024 (зеленые треугольники). Значения остальных параметров были

зафиксированы: 𝛾 = 1/2, 𝑏 = 0,1, 𝑇 = 0,1, 𝑓0 = 1. Графики для стационарного
теоретического решения, полученного из уравнения (4.25) с 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4 для 𝜗0/𝑇 = 0,59

(фиолетовая линия), 𝜗0/𝑇 = 0,99 и обеих реализаций процесса с фиксированными точками
(красная линия).

время, как выражение (4.25) дает завышенную оценку величины ⟨𝑥⟩, а уравнение (4.37) —

заниженную.

На рисунке 4.7 показан результат численного моделирования для случаев, когда слу-

чайный процесс имел вид пуассоновского импульсного процесса с задержкой и импульсного

процесса с фиксированными точками; также на нем изображены теоретические решения, по-

лученные из уравнения (4.25). Были использованы следующие параметры: 𝛾 = 1/2, 𝑓0 = 1,

𝑏 = 0,1, 𝑇 = 0,1, начальное распределение имело вид распределения Рэлея с 𝜎 = 1. Па-

раметры 𝜗0 и 𝜗𝑇 были выбраны таким образом, чтобы дисперсия расстояния между сосед-

ними импульсами была одинакова для обоих случайных процессов. Случайные процессы, в

свою очередь, были рассмотрены в случае сильной периодичности 𝜎2
𝜗 = 10−6 (𝜗0/𝑇 = 0,99

и 𝜗𝑇/𝑇 = 0,024) и слабой периодичности 𝜎2
𝜗 = 0,00167 (𝜗0/𝑇 = 0,59 и 𝜗𝑇/𝑇 = 1). Среднее

расстояние между соседними импульсами для обоих типов процессов было одинаково и со-

ставляло ⟨𝜗⟩ = 𝑇 . При нахождении теоретического решения были использованы параметры

𝑎 = 𝑓0/𝑇 и 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4 для соответствующих случайных процессов.

Отметим, что масштаб оси 𝑦 на рисунках 4.6 и 4.7 выбран таким образом, чтобы было

видно различие средних значений, полученных из уравнений (4.25), (4.37) и (4.40) для рисун-

ка 4.6 и уравнения (4.25) для рисунка 4.7. Это позволяет подчеркнуть различия в средних
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Рис. 4.8. Графики зависимости среднего значения 𝑥 от времени для различных случайных
процессов: пуассоновский процесс с задержкой при 𝜗0/𝑇 = 0,59 (фиолетовые ромбы), и
𝜗0/𝑇 = 0,99 (красные круги); процесс с фиксированными точками при 𝜗𝑇/𝑇 = 1 (черные

квадраты), и 𝜗𝑇/𝑇 = 0,024 (зеленые треугольники). Значения остальных параметров были
зафиксированы: 𝛾 = 1/2, 𝑏 = 1, 𝑇 = 1, 𝑓0 = 1. Графики для стационарного теоретического

решения, полученного из уравнения (4.25) с 𝐷 = �̄�𝜁(𝑏/2) для 𝜗0/𝑇 = 0,59 (фиолетовая
сплошная линия), 𝜗𝑇/𝑇 = 1 (черная сплошная линия), 𝜗0/𝑇 = 0,99 и 𝜗𝑇/𝑇 = 0,024 (красная

сплошная линия); и 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4 для следующих значений параметров: 𝜗0/𝑇 = 0,59
(пунктирная фиолетовая линия), 𝜗0/𝑇 = 0,99 и обеих реализаций процесса с

фиксированными точками (пунктирная красная линия).

значениях, вызванные различными статистическими свойствами использованных случайных

процессов. Однако, отклонения от результатов, полученных теоретически, не так велики, как

они кажутся на первый взгляд. На рисунке 4.6 среднеквадратичное отклонение среднего,

определяемое как 𝜎⟨𝑥⟩ = 𝜎𝑥/
√
𝑁 , составляет примерно 0,002 (0,08%). На рисунке 4.7 средне-

квадратичное отклонение среднего составляет 0,4 (0,004%) для пуассоновского импульсного

процесса с задержкой 𝜗0/𝑇 = 0,59. Для пуассоновского импульсного процесса с задержкой

𝜗0/𝑇 = 0,99 и импульсных процессов с фиксированными точками эта величина намного

меньше: 0,01 и 0 (из уравнения (3.15)), соответственно. В итоге, эти отклонения сравнимы

с результатами на других графиках, таких, как рисунок 4.4, где среднеквадратничное от-

клонение составляет порядка 0,07% для значений параметров 𝑎 = 4, 𝑏 = 2, 𝐷 = 3. Результат,

приведенный на рисунке 4.7, указывает на то, что в случае пуассоновского процесса с за-

держкой увеличения параметра периодичности, что соответствует увеличению задержки,

уменьшает интенсивность флуктуаций среднего значения решения уравнения (4.1). Напро-

тив, менее периодичный процесс приводит к увеличению стационарного значения и к уси-
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Рис. 4.9. Графики зависимости среднего значения 𝑥 от времени для различных случайных
процессов: пуассоновский процесс с задержкой при 𝜗0/𝑇 = 0 (голубые треугольники,
направленные вниз), 𝜗0/𝑇 = 0,59 (фиолетовые ромбы), 𝜗0/𝑇 = 0,99 (красные круги);
процесс с фиксированными точками при 𝜗𝑇/𝑇 = 1 (черные квадраты) и 𝜗𝑇/𝑇 = 0,024
(зеленые треугольники, направленные вверх). Значения остальных параметров были

зафиксированы: 𝛾 = 0,4, 𝑏 = 0,5, 𝑇 = 0,5, 𝑓0 = 1. Графики для стационарного
теоретического решения, полученного из уравнения (4.25) с 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4 для 𝜗0/𝑇 = 0

(голубая линия), 𝜗0/𝑇 = 0,59 (фиолетовая линия), 𝜗0/𝑇 = 0,99 и обеих реализаций
процесса с фиксированными точками (красная линия).

лению флуктуаций в решениях. Важно отметить, что в случае процесса с фиксированными

точками изменение периодичности не влияет на стационарное значение решения.

Различия между результатами численного моделирования уравнения (4.1) для процесса

с фиксированными точками с различными 𝜎2
𝜗 не всегда пренебрежимо малы. На рисунке 4.8

этот факт показан для параметров 𝛾 = 1/2, 𝑓0 = 1, 𝑏 = 1, 𝑇 = 1 и начального распределения

в виде распределения Рэлея с 𝜎 = 1. Сравнение с результатами численного моделирования

и стационарными теоретическими решениями, полученными из уравнения (4.25) с различ-

ными аппроксимациями значения 𝐷 из уравнений (4.43) и (4.44) (𝐷 = �̄�𝜁(𝑏/2) и 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4,

соответственно), показывает, что равенство 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4 неверно для (1 − 𝛾)𝑏𝑇 ∼ 1. Видно,

что условие (1 − 𝛾)𝑏𝑇 ≪ 1 выполняется для параметров, использованных для вычислений,

результаты которых показаны на рисунке 4.7, но не выполняется для параметров рисунка 4.8.

Покажем, что изменится, если результат численного моделирования с пуассоновским

процессом с задержкой и процессом с фиксированными точками, а также теоретическое

стационарное решение, получаемое из уравнения (4.25), будет найдено для случая, когда

значение 𝛾 отличается 1/2 (см. рисунки. 4.9 и 4.10). Здесь были использованы параметры
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Рис. 4.10. Графики зависимости среднего значения 𝑥 от времени для различных случайных
процессов: пуассоновский процесс с задержкой при 𝜗0/𝑇 = 0 (голубые треугольники,
направленные вниз), 𝜗0/𝑇 = 0,59 (фиолетовые ромбы), 𝜗0/𝑇 = 0,99 (красные круги);
процесс с фиксированными точками при 𝜗𝑇/𝑇 = 1 (черные квадраты) и 𝜗𝑇/𝑇 = 0,024
(зеленые треугольники, направленные вверх). Значения остальных параметров были

зафиксированы: 𝛾 = 0,6, 𝑏 = 0,5, 𝑇 = 0,5, 𝑓0 = 1. Графики для стационарного
теоретического решения, полученного из уравнения (4.25) с 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4 для 𝜗0/𝑇 = 0
(голубая линия), 𝜗0/𝑇 = 0,59 (фиолетовая линия ), 𝜗0/𝑇 = 0,99 и обеих реализаций

процесса с фиксированными точками (красная линия).

𝑓0 = 1, 𝑏 = 0,5, 𝑇 = 0,5; начальное распределение имело вид дельта-функции с 𝑥0 = 5.

Для теоретического решения снова считалось, что 𝑎 = 𝑓0/𝑇 и 𝐷 = 𝑆𝜁(0)/4. Отметим, что

теоретическое решение и результат численного моделирования удовлетворительно согласу-

ются даже для случая (1 − 𝛾)𝑏𝑇 . 1. Сравнение рисунков 4.9 и 4.10 показывает, что время

релаксации к стационарному состоянию увеличивается с увеличением 𝛾.
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4.3 Случай нелинейной диссипации

Обобщим уравнение (4.1) на случай нелинейной диссипации

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑏𝑥𝛽 + 𝑥𝛾𝜂(𝑡), 𝑥 ∈ R+, (4.46)

где 𝜂(𝑡) — стационарный белый гауссовский шум с ненулевым средним, а показатели степени

подчиняются следующим неравенствам: 0 ≤ 𝛾 < 1 и 𝛽 > 𝛾.

Перепишем уравнение (4.46), выделяя ненулевое среднее из шумового слагаемого

𝑎 = ⟨𝜂(𝑡)⟩. Тогда получим

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥𝛾 − 𝑏𝑥𝛽 + 𝑥𝛾𝜁𝑤(𝑡), (4.47)

где 𝜁𝑤(𝑡) — белый гауссовский шум, ⟨𝜁𝑤(𝑡)⟩ = 0 и ⟨𝜁𝑤(𝑡)𝜁𝑤(𝑡+ 𝜏)⟩ = 2𝐷𝛿(𝜏).

Соответствующее уравнение Фоккера-Планка для функции плотности распределения

вероятностей 𝑤(𝑥,𝑡) имеет следующий вид

𝜕𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀(︀
𝑎𝑥𝛾 − 𝑏𝑥𝛽 + 𝛾𝐷𝑥2𝛾−1

)︀
𝑤(𝑥,𝑡)

]︀
+

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝐷𝑥2𝛾𝑤(𝑥,𝑡)

]︀
(4.48)

с отражающей границей в 𝑥 = 0 (поток вероятности через границу равен нулю).

В общем случае получить решение уравнения (4.48) затруднительно, но можно найти

стационарное решение:

𝑤𝑠𝑡(𝑥) = 𝜆(1 − 𝛾)

(︂
𝑏

𝐷𝜆(1 − 𝛾)

)︂ 1
𝜆 𝑥−𝛾𝑒

𝑎
𝐷(1−𝛾)

𝑥1−𝛾− 𝑏
𝐷𝜆(1−𝛾)

𝑥𝜆(1−𝛾)

1Ψ0

(︃(︀
1
𝜆
, 1
𝜆

)︀
—

⃒⃒⃒⃒
𝜅

)︃ , (4.49)

где 𝜆 = 𝛽−𝛾
1−𝛾

+ 1, 𝑝Ψ𝑞(. . . |𝑧) — обобщенная гипергеометрическая функция Райта [139] и

𝜅 =
𝑎

𝐷(1 − 𝛾)

(︂
𝑏

𝐷𝜆(1 − 𝛾)

)︂− 1
𝜆

. (4.50)

Используя уравнение (4.49), найдем стационарное среднее значение 𝑥:

⟨𝑥⟩ =

(︂
𝑏

𝐷𝜆(1 − 𝛾)

)︂− 1
𝜆(1−𝛾)

1Ψ0

(︃(︁
1
𝜆

+ 1
𝜆(1−𝛾)

, 1
𝜆

)︁
—

⃒⃒⃒⃒
𝜅

)︃

1Ψ0

(︃(︀
1
𝜆
, 1
𝜆

)︀
—

⃒⃒⃒⃒
𝜅

)︃ . (4.51)
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Получим выражение для стационарного среднего значения 𝑥 при 𝜅→ ∞

⟨𝑥⟩ =
(︁𝑎
𝑏

)︁ 1
𝛽−𝛾

⎧⎨⎩1 +
𝐷

2

𝛾 + 1 − 𝛽

𝛽 − 𝛾

[︃
𝑏

1
𝜆

𝑎

]︃ 1

1− 1
𝜆

⎫⎬⎭ , (4.52)

используя асимптотическое разложение функции Райта для больших значений аргумен-

та [140].

Заключение к главе 4.

В данной главе была рассмотрена задача о релаксации решения стохастического диффе-

ренциального уравнения к стационарному уровню, значение которого изменяется в зависимо-

сти от параметров мультипликативного шума. Было получено решение уравнения Фоккера-

Планка, соответствующего рассматриваемому СДУ, для случая белого гауссовского шума

и было показано, что теоретическое решение возможно получить и для случая коррелиро-

ванного импульсного шума. Было проведено численное моделирование СДУ; его результаты

хорошо совпадают с результатами теоретического вычисления. Анализ был проведен для

двух видов импульсного шума: для импульсного пуассоновского процесса с задержкой и для

импульсного процесса с фиксированными точками. Было показано, что в случае пуассонов-

ского процесса с задержкой увеличение параметра периодичности, что соответствует увели-

чению задержки, уменьшает интенсивность флуктуаций среднего значения решения СДУ и

понижает значение стационарного решения. В случае процесса с фиксированными точками

изменение периодичности не влияет на стационарное значение решения. Также было найде-

но стационарное решение уравнения Фоккера-Планка, соответствующего СДУ с обобщенным

диссипативным слагаемым.
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Заключение

В главе 2 был рассмотрен ансамбль свободных кластеров, движущихся по плоской го-

ризонтальной подложке и присоединяющихся к островкам. Было предложено уравнение для

описания динамики скоростей кластеров из данного ансамбля; была получена функция плот-

ности распределения вероятностей для скоростей кластеров. Было проведено численное мо-

делирование изменения скорости кластера при движении по подложке; результаты числен-

ного и теоретического расчета хорошо совпадают. Результаты были получены для различ-

ных значений параметров захвата и ускорения кластеров. Также расчеты были проведены

для различных распределений скоростей осаждаемых кластеров, а именно, для распределе-

ния в виде дельта-функции, для положительного обрезанного нормального распределения и

для бимодальной смеси положительных обрезанных нормальных распределений. Было пока-

зано, что при небольших значениях параметра поглощения стационарные функции плотно-

сти распределения вероятностей для скоростей кластеров совпадают для различных распре-

делений скоростей осаждаемых кластеров, в то время, как при большом значения этого па-

раметра стационарное распределение сохраняет черты распределения для осаждаемых кла-

стеров. Также было проанализировано влияние наличия на подложке в начале эксперимента

движущихся кластеров: было показано, что на достаточно больших временах информация

о начальном распределении скоростей пропадает, поэтому при рассмотрении стационарного

распределения можно пренебречь начальным распределением скоростей кластеров.

В главе 3 была предложена полуфеноменологическая модель роста островков из класте-

ров, с помощью которой был описан процесс, в котором островки растут за счет присоедине-

ния кластеров и небольших подвижных островков. Для описания процесса роста островка, а

именно, изменения количества кластеров в островке, было получено стохастическое диффе-

ренциальное уравнение с мультипликативным шумом. Было найдено решение соответству-

ющего СДУ уравнения Фоккера-Планка для случая, когда в мультипликативном слагаемом

содержится гауссовский белый шум, в том числе и для обобщенной модели. Было проведено

численное моделирование СДУ с мультипликативным шумом для случая, когда небольшие

островки движутся по подложке, и показано влияние изменения характеристик шумов на
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динамику роста островков; результаты численного и теоретического расчета хорошо совпа-

дают.

Были рассмотрены различные типы случайных процессов (пуассоновский процесс с за-

держкой, импульсный процесс с фиксированными точками, импульсный процесс, характери-

зующий присоединение небольших островков), были проанализированы их статистические

характеристики, в частности, показано влияние изменения параметра периодичности на ве-

личину спектральной плотности в нуле.

В главе 4 была рассмотрена задача о релаксации решения стохастического дифференци-

ального уравнения к стационарному уровню, значение которого изменяется в зависимости от

параметров мультипликативного шума. Было получено решение уравнения Фоккера-Планка,

соответствующего рассматриваемому СДУ, для случая белого гауссовского шума и было

показано, что теоретическое решение возможно получить и для случая коррелированного

импульсного шума. Было проведено численное моделирование СДУ; его результаты хоро-

шо совпадают с результатами теоретического вычисления. Анализ был проведен для двух

видов импульсного шума: для импульсного пуассоновского процесса с задержкой и для им-

пульсного процесса с фиксированными точками. Было показано, что в случае пуассоновского

процесса с задержкой увеличение параметра периодичности, что соответствует увеличению

задержки, уменьшает интенсивность флуктуаций среднего значения решения СДУ и пони-

жает значение стационарного решения. В случае процесса с фиксированными точками из-

менение периодичности не влияет на стационарное значение решения. Также было найдено

стационарное решение уравнения Фоккера-Планка, соответствующего СДУ с обобщенным

диссипативным слагаемым.
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задач и помощь в работе над ними; Юрию Михайловичу Романовскому, Николаю Нико-

лаевичу Брандту, Андрею Андреевичу Коновко, Андрею Юрьевичу Чикишеву, Анатолию

Степановичу Чиркину, Александру Александровичу Дубкову и Александре Красновой за

идеи и полезные дискуссии, а также своей семье за поддержку.
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Список сокращений

ВОПГ высокоориентированный пиролитический графит (HOPG)

ГЦК гранецентрированная кубическая решетка

ЗЗ зона захвата (capture zone)

ИППЗ импульсный пуассоновский процесс с задержкой

ИПФТ импульсный процесс с фиксированными точками

КМК кинетический метод Монте-Карло

(kinetic Monte Carlo method, KMC)

МД молекулярная динамика

МС монослой

ОДП «осаждение-диффузия-присоединение»

(deposition-diffusion-aggregation, DDA)

ОПВК осаждение пучка высокоэнергетичных кластеров

(high energy cluster beam bombardment, HECBB)

ОПНК осаждение пучка низкоэнергетичных кластеров

(low-energy cluster beam deposition, LECBD)

ПЗ параметр захвата (capture number)

СДУ стохастическое дифференциальное уравнение
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Список обозначений

𝐽 поток осаждаемых частиц (кластеров или атомов)

𝐷 коэффициент диффузии кластера по подложке

𝜏𝑑𝑖𝑓𝑓 время, необходимое для перемещения кластера

на расстояние одного диаметра кластера

𝐸𝑎 энергия активации для диффузии кластера

𝑛𝑐𝑙 число атомов в кластере

𝑁 число структурных единиц (атомов или кластеров, в зависимости от задачи)

в островке (размер островка)

𝑚𝑁 поверхностная плотность островков размера 𝑁

𝜏𝑎 среднее время нахождения атома на подложке в подвижном состоянии

𝐷𝑎 коэффициент диффузии атома по подложке

𝜎𝑁 параметр захвата (ПЗ)

𝑘𝑁 вероятность того, что на островок размера 𝑁 будет осажден один атом из потока

𝜆 параметр столкновений

𝑅 радиус островка

𝑑𝑓 фрактальная размерность островка

𝜃 степень покрытия подложки

𝑓(𝑣) распределение скоростей осаждаемых кластеров

𝑎 ускорение кластера

𝐷𝑣 диффузия скоростей кластеров

𝛼 параметр захвата

𝑣(𝑡) скорость свободного кластера

𝑛(𝑣,𝑡) плотность скорости кластера

𝑛0 начальное число кластеров, приходящихся на единицу площади подложки
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𝒩[0;∞) обрезанное нормальное распределение

𝜁(𝑡) случайный процесс с нулевым средним

𝜁𝑤(𝑡) белый гауссовский шум с нулевым средним

𝜂(𝑡) случайный процесс с ненулевым средним

𝜂𝑤(𝑡) белый гауссовский шум с ненулевым средним

𝑓𝑖 амплитуда 𝑖-го импульса случайного процесса.

При 𝑖 = 0 все импульсы имеют одинаковую высоту.

𝑝 вероятность появления импульса в единицу времени

𝜗0/𝑇 параметр периодичности для пуассоновского процесса с задержкой (ИППЗ)

𝜗𝑇/𝑇 параметр периодичности для импульсного процесса

с фиксированными точками (ИПФТ)

Π(𝑁,𝑡) поток кластеров через границу островка

𝑅𝑒𝑓𝑓 эффективный радиус островка

𝜏 среднее время движения (время жизни) кластера

𝑃 периметр островка

𝑠 площадь островка

𝛾 параметр ветвистости островка

𝑤(𝑁,𝑡) плотность распределения вероятности размеров островков

𝑁𝑠𝑎𝑡 поверхностная плотность островков на подложке при достижении насыщения

𝑇 средний временной интервал между двумя последовательными импульсами

𝒩 критический размер островка, при котором он еще способен перемещаться

по подложке

n размер движущегося по подложке островка
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J.J. Mortensen et al. // Physical Review Letters. — 2000. — Vol. 84. — P. 4898.

39. Kellogg G.L. Field ion microscope studies of single-atom surface diffusion and cluster nucle-

ation on metal surfaces / G.L. Kellogg // Surface Science Reports. — 1994. — Vol. 21. —

P. 1.

40. Wrigley J.D. et al. Surface diffusion by an atomic exchange mechanism / J.D. Wrigley,

G. Ehrlich // Physical Review Letters. — 1980. — Vol. 44. — P. 661.

41. Lauhon L.J. et al. Direct observation of the quantum tunneling of single hydrogen atoms

with a scanning tunneling microscope / L.J. Lauhon, W. Ho // Physical Review Letters. —

2000. — Vol. 85. — P. 4566.

42. Mayne A.J. et al. An scanning tunnelling microscopy study of the diffusion of a single or a

pair of atomic vacancies / A.J. Mayne, F. Rose, C. Bolis, G. Dujardin // Surface Science. —

2001. — Vol. 486. — P. 226.

43. Grant M.L. et al. Diffusion kinetics in the Pd/Cu (001) surface alloy / M.L. Grant,

B.S. Swartzentruber, N.C. Bartelt, J.B. Hannon // Physical Review Letters. — 2001. —

Vol. 86. — P. 4588.



119

44. Van Gastel R. et al. Nothing moves a surface: Vacancy mediated surface diffusion /

R. Van Gastel, E. Somfai, S.B. Van Albada et al. // Physical Review Letters. — 2001.

— Vol. 86. — P. 1562.

45. Antczak G. et al. Surface diffusion: metals, metal atoms, and clusters / G. Antczak,

G. Ehrlich. — Cambridge University Press, 2010.

46. Trushin O.S. et al. Energetics and many-particle mechanisms of two-dimensional cluster

diffusion on Cu (100) surfaces / O.S. Trushin, P. Salo, T. Ala-Nissila // Physical Review B.

— 2000. — Vol. 62. — P. 1611.

47. Tripathi M. et al. Controlled AFM detachments and movement of nanoparticles: gold clusters

on HOPG at different temperatures / M. Tripathi, G. Paolicelli, S. D’Addato, S. Valeri //

Nanotechnology. — 2012. — Vol. 23. — P. 245706.

48. Guerra R. et al. Ballistic nanofriction / R. Guerra, U. Tartaglino, A. Vanossi, E. Tosatti //

Nature Materials. — 2010. — Vol. 9. — P. 634.

49. Hamilton J.C. et al. Dislocation mechanism for island diffusion on fcc (111) surfaces /

J.C. Hamilton, M.S. Daw, S.M. Foiles // Physical Review letters. — 1995. — Vol. 74.

— P. 2760.

50. Жмуриков Е.И. и др. Графит в науке и ядерной технике / Е.И. Жмуриков, И.А. Буб-

ненков, В.В. Дрёмов и др. — Новосибирск, 2013.

51. Кнунянц И.Л. Химическая энциклопедия / И.Л. Кнунянц. — Москва: Советская энцик-

лопедия, 1990.

52. Фиалков А.С. и др. Пирографит. Получение, структура, свойства / А.С. Фиалков,

А.И. Бавер, Н.М. Сидоров и др. // Успехи химии. — 1965. — Т. 34. — С. 132.

53. Синицына О.В. и др. Высокоориентированный пиролитический графит / О.В. Синицы-

на, И.В. Яминский // Наноиндустрия. — 2011. — Т. 6. — С. 32–33.

54. Bardotti L. et al. Experimental observation of fast diffusion of large antimony clusters on

graphite surfaces / L. Bardotti, P. Jensen, A. Hoareau et al. // Physical Review Letters. —

1995. — Vol. 74. — P. 4694.

55. Bardotti L. et al. Organizing nanoclusters on functionalized surfaces / L. Bardotti, B. Prevel,

P. Jensen // Applied Surface Science. — 2002. — Vol. 191. — P. 205.



120
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