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Введение

0.1 Ускоренное расширение Вселенной: история от-
крытия и наблюдаемые проявления

В течение последних двух десятилетий было надежно установлено, что
космологическое расширение Вселенной происходит с ускорением, как
будто гравитация на космологически больших расстояниях меняет свой
знак, и сила гравитационного притяжения превращается в силу оттал-
кивания. Имеется большое количество независимых данных, основанных
на совершенно различных космологических и астрофизических явлени-
ях, подтверждающих, что скорость расширения Вселенной начала расти
со временем в относительно недавнюю космологическую эпоху, на крас-
ных смещениях порядка единицы (zacc ≈ 0.65).

Среди наблюдательных данных, доказывающих существование
ускоренного космологического расширения, наиболее впечатляющими
являются непосредственные измерения ускорения по уменьшению ярко-
сти удаленных сверхновых типа Ia, проводившиеся в 1998 году. Имеются
убедительные аргументы в пользу того, что эти сверхновые представ-
ляют собой так называемые «стандартные свечи», то есть источники с
известной светимостью. Зарегистрированный от этих сверхновых поток
излучения оказался меньше ожидаемого. То, что сверхновые оказались
более тусклыми, чем предполагалось, означает, что они находились на
расстояниях больших, чем могли бы быть при нормальном замедленном
расширении. Естественным выводом из этого наблюдения является то,
что Вселенная расширяется быстрее, чем ожидалось. За обнаружение
этого потрясающего эффекта Сол Перлмуттер, Брайан Шмидт и Адам
Рисс получили в 2011 году Нобелевскую премию по физике [29–33].

В пользу ускоренного космологического расширения Вселенной го-
ворят не только данные, полученные при измерении светимости сверхно-
вых, но и другие независимые астрономические наблюдения. Сюда отно-
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сится проблема возраста Вселенной, возникшая в 1980-х годах. Вычис-
ленный по известным в то время значениям космологических параметров
возраст Вселенной [34–36] оказывался значительно меньше, чем возраст
старых звезд и звездных скоплений [37–39].

Положение первого пика в спектре угловых флуктуаций микровол-
нового фона [40,41] указывало, что геометрия Вселенной очень близка к
плоской, евклидовой. Для реализации этого, как показывают приведен-
ные ниже космологические уравнения, плотность вещества во Вселенной
должна быть достаточно велика, то есть близка к критической плотно-
сти (см. ниже). Однако, непосредственные измерения плотности веще-
ства [42,43] приводят к втрое меньшему значению, что означает наличие
какой-то новой формы материи во Вселенной.

Анализ крупномасштабной структуры Вселенной, см., например, об-
зоры [44,45], также свидетельствует о том, что кроме вещества, создаю-
щего обычное гравитационное притяжение, должна существовать неко-
торая неизвестная субстанция, называемая темной энергией, проявляю-
щая антигравитирующие свойства. Она подавляет образование космиче-
ских структур на очень больших масштабах, а также влияет на форму
спектра угловых флуктуаций космического микроволнового фона.

Выводы о наличии во Вселенной необычной формы мате-
рии/энергии были сделаны в рамках теории гравитации Эйнштейна –
общей теории относительности (ОТО). Альтернативное объяснение этих
множественных астрономических наблюдений может быть получено на
основе модификации ОТО на космологически больших расстояниях. Оба
подхода объясняют ускоренное расширение Вселенной, так как приводят
к эффективной замене гравитационного притяжения на гравитационное
отталкивание на космологических масштабах. Различие между ними со-
стоит в том, что темная энергия является источником антигравитации,
тогда как модификация гравитации приводит к изменению знака грави-
тационной силы даже при отсутствии материи.

0.2 Стандартная космологическая модель

Стандартная космологическая модель в настоящее время является наи-
лучшей теорией для описания Вселенной. Она основана на двух фунда-
ментальных ингредиентах: Стандартной модели физики частиц, исполь-
зуемой для описания свойств материи, заполняющей наш мир, и общей
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теории относительности, описывающей гравитационное взаимодействие.
Она также требует предположения об инфляции, которая является эле-
гантным механизмом для решения ряда проблем исходного доинфляци-
онного сценария. Стандартная космологическая модель детально опи-
сана в книгах [46–50].

Из уравнений Фридмана (см. ниже) следует так называемая модель
Большого взрыва Вселенной [51, 52]. В этой картине Вселенная начала
расширяться из бесконечно плотной первичной плазмы. Время t = 0
есть момент Большого взрыва, который, однако, должен интерпретиро-
ваться с осторожностью, поскольку уравнения Фридмана предсказывают
пространственно-временную сингулярность с бесконечной плотностью
энергии материи. В силу этой патологии уравнения Фридмана и, вообще
классическая ОТО, не применимы вблизи сингулярности. Kак полагают,
неизвестные пока эффекты квантовой гравитации могут устранить это
патологическое поведение.

Перечислим основные события в истории Вселенной, от сингулярно-
сти Большого взрыва до настоящего времени [53–57]. Физика при энерги-
ях выше нескольких тераэлектронвольт не известна, так что наши пред-
ставления об очень ранних этапах истории мира при температурах, пре-
восходящих эти значения, основываются на более или менее правдопо-
добных рассуждениях и зависят от конкрeтных моделей. Более того,
в настоящее время у нас нет наблюдаемых указаний о состоянии Все-
ленной на очень ранних стадиях, предшествующих первичному нукле-
осинтезу (важным исключением является спектр возмущений первич-
ной плотности, сформированный задолго до первичного нуклеосинтеза,
предположительно, во время инфляции и сразу после нее) и, хотя, соглас-
но электрослабой теории и квантовой хромодинамике (КХД), в ранней
Вселенной должны происходить фазовые переходы с изменением состо-
яния системы, нет прямых доказательств, что Вселенная действительно
находилась при необходимых для этого плотностях и температурах.

Когда и как зародилась Вселенная, и что было в самом начале в
доинфляционный период, неизвестно. Фактически, вся информация об
этом периоде оказалась стертой после достаточно длительного периода
инфляции, т.е. экспоненциального расширения Вселенной. Предположе-
ние об инфляции было выдвинуто в 1979 году Казанасом [58] и Старобин-
ским [59–61], и, в более полной форме, Гутом [62] в 1980 году. Однако,
конкретный механизм инфляции, предложенный Гутом, был нереали-
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стичным. Этот недостаток была исправлен Линде [63, 64] в 1982 году
и, независимо, Альбрехтом и Стейнхардтом [65], которые предложили
так называемую новую инфляционную модель и ввели динамическое ин-
флатонное поле, вызывающее экспоненциальное расширение Вселенной.
Механизм генерации возмущений плотности на инфляционной стадии
был указан Мухановым и Чибисовым [66]. Подробное описание инфля-
ционной модели содержится в книгах [67–71]. Недавний обзор различных
сценариев инфяции и возможных альтернатив приведен в работе [72].

В настоящее время парадигма инфляции все еще находится на
уровне гипотезы. Однако, из известных моделей только модель инфля-
ционного расширения способна естественным образом одновременно раз-
решить проблему горизонта (однородность Вселенной), проблему кри-
визны (близость значения плотности материи к критическому), пробле-
му энтропии и проблему генерации первичных неоднородностей во Все-
ленной. Предсказываемые инфляционными сценариями Ωtot = 1, почти
плоский спектр первичных возмущений, гауссова статистика последних
замечательно согласуются с наблюдениями. Безусловным доказатель-
ством справедливости инфляционной космологии было бы наблюдение
реликтовых гравитационных волн [59,73].

Окончание инфляции сопровождалось разогревом Вселенной, т.е.
распадом инфлатона и рождением большого количества элементарных
частиц [74–82]. За этим последовал бариосинтез, т. е. возникновение ба-
рионной асимметрии (ненулевого барионного заряда) Вселенной.

Вследствие огромных концентраций частиц на ранних стадиях су-
ществования Вселенной, число взаимодействий в единицу времени было
настолько выше темпа расширения, что Вселенная с очень хорошей точ-
ностью находилась в состоянии термодинамического равновесия.

Адиабатическое охлаждение Вселенной сопровождалось фазовыми
переходами. Считается, что по мере понижения температуры была сле-
дующая последовательность фазовых переходов:
1) фазовый переход в рамках гипотезы Великого объединения при тем-
пературе T ∼ 1016 ГэВ, если столь высокие температуры достигались на
ранней космологической стадии;
2) фазовый переход электрослабого сектора при T ∼ 200 ГэВ, реализо-
вавший спонтанное нарушение электрослабой симметрии;
3) фазовый переход в квантовой хромодинамике (КХД) при рекомбина-
ции кварк-глюонной плазмы в адроны (T ∼ 200 МэВ).
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Последующие этапы космологической эволюции известны практи-
чески достоверно. Перечислим их в порядке следования.

1. Отщепление нейтрино от электромагнитной компоненты плазмы
при температуре T ∼ 1 МэВ.

2. Нуклеосинтез при T ∼ 1− 0.07 МэВ.

3. Начало образования структур при наступлении эпохи доминантно-
сти нерелятивистской материи над релятивистской. Зная их вклады
в общую плотность энергии, можно оценить, что переход от реляти-
вистского режима расширения к нерелятивистскому произошел при
красном смещении zeq ∼ 104, т.е. при температуре T ∼ 1 эВ.

4. Рекомбинация водорода: z ∼ 0.3 · 103, T ≈ 103 К.

5. Реионизация (z ∼ 10, T ∼ 50 − 15 K) и образование космических
структур (T ∼ 15− 3 K).

6. Переход от замедляющейся Вселенной к ускоряющейся: z = 0.6 −
0.7, T ≈ 4 K.

7. Современный этап, возраст Вселенной tU ≈ 13.8 млрд лет.

Стандартная космологическая модель успешно объясняет огромное
количество наблюдательных данных, включающих, в числе самых заме-
чательных, закон Хаббла, первичные обилия легких элементов, и свой-
ства космического микроволнового фона. Однако, будучи основанной
на Стандартной модели физики частиц и общей теории относительно-
сти, Стандартная космологическая модель встречается с рядом проблем.
Некоторые из них могут быть решены с помощью механизма инфляции,
физика которой не укладывается в рамки Стандартной модели физики
частиц и ОТО. Более того, несмотря на то, что инфляционный сценарий
обычно считают наилучшим кандидатом для решения проблем космо-
логической модели, он не является единственным и все еще находится
на уровне предположения, поскольку пока нет наблюдательных данных,
которые твердо исключали бы альтернативные сценарии.

И это еще не все. Стандартная модель физики частиц и ОТО не
могут объяснить множество фактов, что, в свою очередь, настоятельно
требует поисков новой физики. В окрестности нашей Галактики, очевид-
но, преобладает материя: антивещества вокруг нас очень немного. Когда
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и как была создана асимметрия между материей и антиматерией? Ми-
нимальная cтандартная модель физики частиц не дает ответа на этот
вопрос, но разумные расширения Стандартной модели могли бы успеш-
но решить проблему.

Другой фундаментальный открытый вопрос связан с происхожде-
нием и природой темной материи. Гипотеза о наличии космологической
темной материи была выдвинута Цвикки в тридцатые годы прошлого
столетия [83, 84] и вскоре были получены указания на существование
невидимого вещества в Туманности Андромеды [85]. На многие годы эта
проблема была забыта и к ней вернулись после работ 1974 года [86–88],
в которых были приведены новые астрономические данные в пользу су-
ществования темной материи. Современное состояние физики и поиска
темной материи содержится в недавних обзорах [89–93].

Из данных по первичному нуклеосинтезу и угловым флуктуациям
микроволнового фона известно, что только около 5% от общего коли-
чества энергии во Вселенной составляет обычная материя, в основном,
протоны и нейтроны (последние связаны в атомных ядрах). Кроме того,
ряд прямых астрономических наблюдений, например, ротационных кри-
вых близлежащих галактик также позволяет заключить, что полное ко-
личество гравитирующей материи значительно выше этих 5%, составляя
около 30% общей плотности энергии во Вселенной. Анализ космического
микроволнового фона приводит к такому же результату.

В настоящее время неизвестно, что представляют собой 25% грави-
тирующей материи, которую называют темной материей. В Минималь-
ной Стандартной модели физики частиц нет подходящих кандидатов на
эту роль. Таким образом, необходима новая физика, и, действительно, в
теориях вне рамок Минимальной Стандартной модели имеются потенци-
ально интересные варианты, например, некие слабо взаимодействующие
частицы или первичные черные дыры.

Наконец, из изучения темпа космологического расширения можно
заключить, что сейчас Вселенная находится на стадии ускоренного рас-
ширения. Если основываться на уравнениях Фридмана, это явление
можно объяснить тем, что около 70% энергии во Вселенной находит-
ся в довольно экзотическом состоянии. Эта компонента называется тем-
ной энергией, но в действительности мы не знаем, происходит ли она из
сектора материи, т.е. из физики вне Стандартной модели элементарных
частиц, или из гравитации, а именно, из нарушения общей теории отно-
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сительности Эйнштейна на больших масштабах. Ускоренное расширение
Вселенной, подтвержденное астрономическими наблюдениями, являет-
ся сегодня одной из главных мотиваций для поисков новой физики вне
стандартных теоретических рамок.

0.3 ОТО и уравнения Эйнштейна

Общая теория относительности используется для описания гравитацион-
ного взаимодействия. Она является одной из составляющих Стандарт-
ной космологической модели. ОТО успешно выдержала многочисленные
проверки, главным образом в гравитационном поле Земли, Солнечной
Системе и при изучении орбитального движения двойных пульсаров [94].
Наблюдаемое сегодня ускоренное расширение Вселенной ставит под со-
мнение справедливость ОТО на очень больших масштабах, впрочем, в
настоящее время это явление можно объяснить и в рамках ОТО с по-
мощью малой положительной космологической постоянной. Недавняя
регистрация гравитационных волн на детекторах LIGO и Virgo позво-
лила проверить общую теорию относительности впервые для сильных
полей [95,96].

Основная идея общей теории относительности состоит в том, что
гравитация может быть интерпретирована как деформация геометрии
пространства-времени, которое больше не является плоским. Кинемати-
ка, то есть то, как частицы движутся в пространстве-времени, определя-
ется уравнениями геодезической линии, решение которых является от-
носительно простой задачей. Динамика, то есть то, как энергия искрив-
ляет пространство-время, описывается уравнениями Эйнштейна, пред-
ставляющими собой нелинейные дифференциальные уравнения второго
порядка в частных производных для метрических коэффициентов. Ре-
шение таких уравнений, как правило, является весьма нетривиальной
проблемой. Аналитические решения можно найти только в специальных
случаях, когда пространство-время обладает некоторыми «хорошими»
симметриями.

Представление о том, что геометрия является физической величи-
ной, свойства которой должны определяться экспериментально, име-
ет долгую историю и, вероятно, впервые было четко сформулировано
Иоганном Карлом Фридрихом Гауссом. В своем письме к Ольберсу он
писал:«... но теперь геометрия должна стоять не рядом с арифметикой,
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которая чисто априорна, но с механикой»( «... but for now geometry must
stand, not with arithmetic which is pure a priori, but with mechanics», Gauss
to Olbers, v. VIII, pp. 177 [97]).

Релятивистское геометрическое описание гравитационного взаимо-
действия было предложено Альбертом Эйнштейном, который опублико-
вал свою статью «Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie» об
основах общей теории относительности в 1916 году [98], а ранее, в нояб-
ре 1915 года, представил несколько докладов на эту тему на заседаниях
Королевской академии наук Пруссии [99,100]. В том же 1915 году Давид
Гильберт нашел действие, из которого уравнения Эйнштейна могут быть
выведены с помощью принципа наименьшего действия [101]:

SEH = − 1

16πGN

∫
d4x
√
−g R + Sm = −M

2
Pl

16π

∫
d4x
√
−g R + Sm, (1)

где Sm - действие материи в гравитационном поле, g - определитель
метрического тензора gµν при выборе сигнатуры метрики (+,−,−,−).
В дальнейшем мы будем использовать естественную систему единиц, в
которой скорость света, приведенная постоянная Планка и постоянная
Больцмана равны единице: c = ~ = kB = 1. В этой системе единиц гра-
витационная постоянная GN = 1/M2

Pl, где постоянная MPl = 1.22 · 1019

ГэВ носит название массы Планка.
Пространственно-временной интервал записывается обычным обра-

зом:

ds2 = gµνdx
µdxν. (2)

В ОТО метрический тензор gµν(x, t) является основной динамической
величиной, описывающей гравитационное поле (см., например, [102]).

Действие для вещества в гравитационном поле, Sm, получается из
действия в плоском пространстве-времени путем замены обычных про-
изводных, применяемых к полям материи, на ковариантные: ∂µ → Dµ.
Причина возникновения ковариантных производных чисто геометриче-
ская. Вариация скалярной функции есть просто изменение значения
функции при переходе от точки к точке. Для векторных или тензор-
ных функций к этому добавляется еще изменение проекций компонент
функции на криволинейные координатные оси. Очевидно, что для ска-
лярного поля ковариантная производная равна обычной. Для векторного
поля ковариантная производная выражается через символы Кристоффе-
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ля Γαµν как

DµVν = ∂µVν − ΓαµνVα, (3)

где

Γαµν =
1

2
gαβ (gµβ,ν + gνβ,µ − gµν,β). (4)

Тензор кривизны Rµν, называемый также тензором Риччи, записывается
в виде:

Rµν = ∂αΓαµν − ∂µΓανα + ΓαµνΓ
β
βα − ΓαµβΓβνα, (5)

а скаляр кривизны R получается из выражения (5) в результате свертки
по индексам µ и ν:

R = gµνRµν, (6)

где gµν есть обратный метрический тензор, gµαgνα = δµν , где δµν есть сим-
вол Кронекера.

Как видно из уравнений (5) и (6), тензор Риччи и скаляр кривизны
являются функциями метрики, gµν, а также ее первой и второй производ-
ных. Поэтому естественно ожидать, что уравнения движения, получен-
ные из принципа наименьшего действия, будут иметь третий порядок,
что может привести к патологической теории. К счастью, это не так,
поскольку действие линейно по R, и члены с высшими производными,
проинтегрированные по частям, не будут влиять на уравнения движения.

Вычисляя функциональную производную действия (1) и используя
принцип наименьшего действия, мы приходим к уравнениям Эйнштейна:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR =

8π

M 2
Pl

Tµν . (7)

Здесь Tµν - тензор энергии-импульса материи, а тензор Gµν носит назва-
ние тензора Эйнштейна. Тензор Эйнштейна ковариантно сохраняется:

DµG
µ
ν ≡ 0. (8)

Этот закон сохранения является тождеством (называемым тождеством
Бьянки) и автоматически выполняется в метрической теории. Закон
сохранения (8) требует ковариантного сохранения тензора энергии-
импульса материи:

DµT
µ
ν = 0, (9)
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иначе теория не будет самосогласованной. Если действие материи инва-
риантно по отношению к преобразованиям координат, то сохранение Tµν
обеспечивается теоремой Нётер.

В модифицированной гравитации линейное по R действие ОТО за-
меняется на более сложное: R → R + F (R). В зависимости от формы
функции F (R), модификация может быть существенной при больших
или малых кривизнах. В первом случае это изменило бы космологию ран-
ней Вселенной, в то время как во втором случае функция F (R) вводится
для создания наблюдаемого ускоренного космологического расширения
в современную эпоху. Вместо уравнений Эйнштейна в модифицирован-
ных теориях гравитации возникают дифференциальные уравнения более
высоких порядков. Такие гравитационные уравнения могут приводить к
различным интересным явлениям, исследованию которых и посвящена
данная диссертация.

0.4 Основные уравнения космологии и космологиче-
ские параметры

Космологическая эволюция полностью определяется масштабным фак-
тором a(t), в терминах которого квадрат четырехмерного интервала в
однородном и изотропном пространстве записывается в виде:

ds2
FRW = dt2 − a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2θ dφ2)

)
, (10)

где радиальная координата нормируется так, что постоянная k прини-
мает значения ±1 или 0. k = 0 соответствует плоской Вселенной, k = +1
отвечает замкнутой Вселенной и, наконец, открытая Вселенная описыва-
ется отрицательным k = −1. Метрика, соответствующая интервалу (10),
называется метрикой Фридмана-Леметра-Робертсона-Уокера [103–108].

Темп расширения Вселенной характеризуется параметром Хаббла
H(t):

H(t) =
ȧ

a
. (11)

Космология однородной и изотропной Вселенной полностью опреде-
ляется уравнениями Фридмана [103] и уравнением состояния вещества.
Первое уравнение Фридмана имеет вид

H2 =
8π ρGN

3
− k

a2
, (12)
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где ρ = ρ(t) – плотность энергии материи, а GN – гравитационная по-
стоянная.

Космологическое ускорение определяется вторым уравнением
Фридмана:

ä

a
= −4π GN

3
(ρ+ 3P ) , (13)

где P – давление вещества.
Из уравнений (12) и (13) следует закон эволюции плотности энергии:

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0. (14)

Чтобы получить замкнутую систему уравнений для трех неизвест-
ных функций a(t), ρ(t) и P (t), уравнения Фридмана нужно дополнить
уравнением состояния вещества P = P (ρ). Во многих практически ин-
тересных случаях предполагается линейная зависимость

P = wρ. (15)

Параметр w принимает различные значения для разных форм материи.
Для релятивистского вещества w = 1/3, для нерелятвистского w = 0,
для вакуумо-подобного состояния материи w = −1. Однако, для других
форм вещества w может не являться постоянной и, более того, зависи-
мость между плотностью энергии и давлением может стать нелинейной.

Полагая, что уравнение состояния имеет вид (15), закон эволюции
плотности энергии (14) запишем как

ρ̇

ρ
= −3 (1 + w)

ȧ

a
, (16)

и, следовательно,

ρ ∼ a−3(1+w) . (17)

Плотность энергии, таким образом, падает как 1/a3 для нерелятивист-
ского вещества, как 1/a4 для релятивистского, и остается постоянной
в случае вакуумной энергии. Если пренебречь фактором k/a2 в первом
уравнении Фридмана, то получим (при w 6= −1):

a(t) ∼ tα где α =
2

3 (1 + w)
. (18)
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Отсюда следуют законы расширения Вселенной для разных форм мате-
рии. На нерелятивистской стадии, или на стадии доминантности веще-
ства:

anonrel(t) ∼ t2/3, (19)

на релятивистской, или на радиационно-доминированной стадии:

arel(t) ∼ t1/2. (20)

Третий тип режима расширения, который, как принято считать, был
реализован в ранней Вселенной, а также наблюдается сейчас, называ-
ется вакуумо-подобным режимом, при котором P ≈ −ρ. В этом случае
плотность энергии остается постоянной или медленно изменяется со вре-
менем, что соответствует почти постоянному параметру Хаббла, и эво-
люция масштабного фактора происходит экспоненциально:

avac ∼ exp(Hvact). (21)

Обычно при описании космологической истории используют не вре-
мя, а красное смещение, а именно, отношение современного значения
масштабного фактора к масштабному фактору, взятому в произвольный
момент времени, обычно в прошлом:

z =
a(t0)

a(t)
− 1. (22)

При этом z = 0 отвечает настоящему времени, а более ранние моменты
соответствуют все большим значениям z.

Плотности энергии нерелятивистского и релятивистского вещества,
выраженные через красное смещение, будут, соответственно, пропорци-
ональны

ρnonrel ∼ (z + 1)3, ρrel ∼ (z + 1)4. (23)

Плотность вакуумо-подобной (темной) энергии, остается приблизитель-
но постоянной:

ρDE ≈ const. (24)

В пространственно-плоской Вселенной, т.е. при k = 0 в уравнении
(12), плотность энергии равна так называемой критической плотности:

ρc =
3H2M 2

Pl

8π
. (25)
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Плотности энергии различных форм материи ρj обычно описывают-
ся безразмерным параметром

Ωj = ρj/ρc. (26)

Для плоской Вселенной Ωtot =
∑

j Ωj = 1.
Современное значение параметра Хаббла называется постоянной

Хаббла и обычно обозначается H0. Для постоянной Хаббла принято ис-
пользовать выражение

H0 = 100h0
км

c ·Mпс
, (27)

где h0 – безразмерный параметр. Согласно современным данным h0 ≈ 0.7
(см., например, [41, 109–111]). Однако, существует небольшое, но стати-
стически значимое различие между результатами измерения парамет-
ра Хаббла различными способами. Анализ флуктуаций микроволново-
го фона, проведенный на аппаратах WMAP [40] и Planck [41] дает h0 =
0.674±0.005. С другой стороны, определение h0 традиционными астроно-
мическими способами [110,112,113] приводит к h0 = 0.73−0.74. Возмож-
ным объяснением этого разногласия было бы существование неустойчи-
вых, но долгоживущих частиц темной материи [114].

Современное значение критической плотности энергии равно

ρ0
c =

3H2
0M

2
Pl

8π
= 1.878 · 10−29h2

0 г/см
3 = 1.054 · 10−5 h2

0 ГэВ/см
3. (28)

Относительная плотность энергии обычного барионного вещества
ΩB ≈ 0.05. Плотность энергии невидимой материи (темной материи),
проявляющейся лишь своим гравитационным притяжением, составляет
ΩDM ≈ 0.25. Темная материя состоит, по-видимому, из слабо взаимо-
действующих массивных элементарных частиц, либо из черных дыр или
слабо светящихся звезд. Оставшийся вклад приписывают антигравити-
рующей темной энергии, ΩDE ≈ 0.7, выглядящей как равномерно рас-
пределенная субстанция с необычным уравнением состояния P = wρ,
где w ≈ −1. Эта компонента может быть ответственна за современное
ускоренное расширение Вселенной, однако к эквивалентным эффектам
приводит и модификация гравитации.
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0.5 Механизмы возникновения космологического
ускорения

0.5.1 Темная энергия

Одним из наиболее популярных механизмов, объясняющих возникнове-
ние космологического ускорения, является гипотеза о существовании ан-
тигравитирующей субстанции, называемой темной энергией, и имеющей
отрицательное давление.

Отметим, что антигравитирующее расширение не противоречит об-
щей теории относительности. Из второго уравнения Фридмана (13)

ä

a
= −4π GN

3
(ρ+ 3P )

следует, что гравитирует не только плотность энергии, но и давление.
В случае отрицательного давления космологическое ускорение станет
положительным, если P < −ρ/3. Очевидно, что при отрицательной
плотности энергии антигравитация, вызывающая ускоренное расшире-
ние, также возникнет, но теории с ρ < 0 являются патологическими и
обычно не рассматриваются.

Следует подчеркнуть, что антигравитация в ОТО возможна только
для бесконечно больших объектов. Любой объект конечного размера с
положительной плотностью энергии может создавать только гравитаци-
онное притяжение, что, по существу, является хорошо известной в ОТО
теоремой Джебсена-Биркгофа [115–117]. Однако, как будет показано в
Главе 3, в инфракрасно модифицированной гравитации эта теорема не
справедлива, и конечные объекты могут вызывать гравитационное от-
талкивание.

Как было отмечено выше, одной из форм темной энергии может
являться вакуумная энергия (или, что то же самое, космологическая по-
стоянная или Λ-член) с P = −ρ. Гипотеза о вакуумной энергии не ис-
ключена, но выглядит крайне неестественной. Дело в том, что разумные
оценки вакуумной энергии приводят к ее величине на 50 - 100 поряд-
ков выше наблюдаемого значения ρvac ∼ 10−47 ГэВ4. Вакуумные энергии
квантовых полей имеют бесконечно большую величину, причем разного
знака для бозонов и фермионов. Это обстоятельство, впервые отмеченное
Паули [118] (см. также [119]) и независимо Зельдовичем [120], позволя-
ет компенсировать бесконечный вклад вакуумных флуктуаций в теории
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с равным числом бозонных и фермионных полей с одинаковыми мас-
сами. Кроме того, при расширении и охлаждении Веленной происходил
ряд фазовых переходов, при которых скачки вакуумной энергии состав-
ляли от 1060 ГэВ4 (теории Великого объединения) до 0.1 ГеВ4 (кванто-
вая хромодинамика). Обзор этих проблем содержится в [121]. Наиболее
впечатляющим является тот факт, что вакуумная энергия конденсатов
глюонных и кварковых полей отлична от нуля и почти на 50 порядков
превышает допустимое в космологии значение [122].

Другая форма темной энергии может быть представлена скаляр-
ным полем φ с каноническим кинетическим членом и очень маленькой
массой или, более точно, с очень медленно меняющимся потенциалом
U(φ) [123–126]. В простейшем случае квази-экспоненциальное космоло-
гическое расширение может вызываться вещественным скалярным по-
лем с действием

S[φ] =

∫
d4x
√
−g
[

1

2
gµν∂µφ∂µφ− U(φ)

]
. (29)

В однородном пределе, когда поле φ не зависит от пространственных
координат, φ = φ(t), его уравнение движения в фоновой FLRW-метрике
(10) сводится к виду

φ̈+ 3Hφ̇+ U ′(φ) = 0 . (30)

Это уравнение эквивалентно уравнению движения точечного тела в нью-
тоновской механике с потенциалом U(φ) и слагаемым 3Hφ̇, описываю-
щим жидкое трение. Если параметр Хаббла велик, тогда ньютоновским
«ускорением» φ̈ можно пренебречь, и уравнение (30) сводится к уравне-
нию первого порядка

φ̇ = −U
′(φ)

3H
. (31)

Это так называемый режим медленного скатывания. Если вклад медлен-
но меняющегося поля φ доминирует в космологической плотности энер-
гии, тогда ρφ ≈ U(φ)/2 и, в соответствии с уравнением (12), параметр
Хаббла H2 = 4πU/3M 2

Pl. Отметим, что для медленно меняющегося φ,
вакуумо-подобное условие P = −ρ приближенно выполняется, что ведет
к ускоренному квази-экспоненциальному расширению.
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0.5.2 Модифицированная гравитация

Альтернативным механизмом для создания и описания ускоренного рас-
ширения Вселенной служит модификация гравитации на больших мас-
штабах. В обычное действие общей теории относительности, линейное
по скаляру кривизны R, вводится дополнительный нелинейный член,
так что лагранжиан принимает вид L → R + F (R). В принципе, воз-
можно рассмотрение сложных скаляров, таких как квадраты тензоров
Риччи или Римана, RµνR

µν, RµναβR
µναβ, или даже более сложных ин-

вариантов [127–130]. Однако, возникающие в таких теориях уравнения
движения, вследствие нелинейности лагранжиана, имеют порядок выше
второго, что может приводить к решениям, содержащим тахионы или ду-
хи, или к неустойчивым и сингулярным решениям. Теории, действие ко-
торых зависит только от функции скаляра кривизны, F (R), могут быть
свободны от подобных патологий, поскольку они эквивалентны добавле-
нию скалярной степени свободы в обычную ОТО со скалярным полем,
удовлетворяющим уравнению второго порядка. По этой причине моди-
фикация гравитации на больших масштабах, в основном, ограничивается
F (R)-версиями, хотя условия стабильности и/или отсутствия сингуляр-
ностей накладывают определенные ограничения на вид функции F (R).

Радиационные поправки к ОТО приводят к появлению высоких сте-
пеней R в эффективном действии, Rn, а также инвариантных комбина-
ций тензоров кривизны, например, степеней RµνR

µν. Это справедливо в
пределе малой кривизны R � m, где m – масса виртуальных частиц
в петлевых диаграммах. В противоположном пределе эффективное дей-
ствие можно разложить по обратным степеням R, детали можно найти
в книге [131]. В работе [132] была рассмотрена модель со степенными
поправками к действию Эйнштейна вида F (R) = c1R

2 + R3/m2
3. Если

параметр m3 порядка массы нейтрино, m3 ∼ mν, такая модель описы-
вает темную энергию с плотностью энергии порядка m4

ν, что довольно
близко к наблюдаемой величине. Наблюдательные ограничения на Rn-
теории были представлены в работе [133].

Вскоре после открытия ускоренного расширения Вселенной F (R)-
теории приобрели заметную популярность. В таких моделях в обычное
действие Эйнштейна-Гильберта добавляют нелинейную функцию скаля-
ра кривизны, F (R):

S =
M 2

Pl

16π

∫
d4x
√
−g[R + F (R)] + Sm , (32)
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где Sm – действие материи. Функция F (R) выбирается таким образом,
что модифицированные гравитационные уравнения движения, заменяю-
щие обычные уравнения Эйнштейна, имеют ускоренное деситтеровское
решение с постоянной кривизной R даже в отсутствие вещества. Выбор
F (R) не единствен и в литературе рассматриваются различные возмож-
ности.

Уравнения движения в теории (32) имеют вид

(1 + F ′R)Rµν −
1

2
(R + F ) gµν + (gµνDαD

α −DµDν)F
′
R =

8πT
(m)
µν

M 2
Pl

, (33)

где F ′R = dF/dR, Dµ – ковариантная производная, и T
(m)
µν – тензор

энергии-импульса вещества. Взятие следа по индексам µ и ν в (33), при-
водит к уравнению, содержащему только скаляр кривизны R и след тен-
зора энергии-импульса вещества:

3D2F ′R −R +RF ′R − 2F =
8π

M 2
Pl

T µ(m)
µ , (34)

где D2 = DαD
α – ковариантный оператор Д’Аламбера. Нередко бывает

достаточным рассмотрения лишь уравнения (34).
Уравнения второго порядка для метрики возникают только в клас-

сической теории Эйнштейна, где действие линейно по R. Нелинейная
функция F (R) приводит к уравнениям движения более высокого по-
рядка. Такие уравнения могут вызывать последствия, нежелательные
для теории: появление духов, тахионов, сингулярное поведение реше-
ний, неустойчивость, и т.д., поэтому при формулировке теории нужно
учитывать опасность возникновения таких проблем.

В пионерских работах C. Капоззиелло и др. [134–136], Ш. Кэррола
и др. [137,138], где модификации гравитации были предложены для опи-
сания ускоренного расширения Вселенной, функция F (R) была выбрана
в сингулярном по R виде:

F (R) = −µ
4

R
. (35)

Постоянный параметр µ с размерностью массы был введен для описа-
ния наблюдаемого космологического ускорения: µ2 ∼ Rc ∼ 1/t2U , где Rc

– средняя кривизна Вселенной в настоящее время, tU = 4 · 1017 сек –
возраст Вселенной.
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Однако, как было показано А.Д. Долговым и М. Кавасаки [139], та-
кой выбор F (R) приводит к экспоненциальной неустойчивости в присут-
ствии вещества и обычное гравитационное взаимодействие оказывается
при этом сильно искаженным. Модифицированные уравнения движения
содержат малый коэффициент µ4 при члене с высшей производной, что
приводит к эспоненциальному росту малых флуктуаций с характерным
временем развития неустойчивости

τ =

√
6µ2

T 3/2
∼ 10−26 сек

(
ρm

г/см3

)−3/2

, (36)

где T = 8πT µµ /M
2
Pl ∼ (103 сек)−2

(
ρm/г/см

−3
)
, ρm – плотность массы

небесного тела.
Для решения проблемы подобной неустойчивости были предложе-

ны дальнейшие модификации гравитации, анализ которых можно найти
в обзоре [140], где приведены условия, которым должна удовлетворять
функция F (R), чтобы избежать патологий и обеспечить устойчивость
космологических решений в будущем, а так же классическую и кван-
товую устойчивость (гравитационное притяжение и отсутствие духов).
Определенный класс моделей, приводящих к ускоренному космологиче-
скому расширению и свободных от перечисленных выше проблем, рас-
смотрен в работах [141–143], некоторые другие формы модификации гра-
витации можно найти в обзоре [144]. Различные функции, представлен-
ные в работах [141–143], имеют вид:

FHS(R) = −Rvac

2

c
(

R
Rvac

)2n

1 + c
(

R
Rvac

)2n , (37)

FAB(R) =
ε

2
log

[
cosh

(
R
ε − b

)
cosh b

]
− R

2
, (38)

FS(R) = λR0

[(
1 +

R2

R2
0

)−n
− 1

]
. (39)

Эти функции, хотя и записаны в разных формах, имеют общие свой-
ства и приводят к схожим последствиям. Однако, несмотря на значитель-
ное улучшение, все еще остаются серьезные проблемы. Прежде всего, все
эти модели обладают, так называемой, сингулярностью в прошлом: на
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космологическом фоне с падающей плотностью энергии система эволю-
ционирует из сингулярного состояния с бесконечным скаляром кривиз-
ны R [145]. Иными словами, если мы движемся из нормального космо-
логического состояния вспять по времени, мы попадаем в сингулярное
состояние с бесконечной кривизной, в то время как плотность энергии
остается конечной. Более того, как показано в работах [1, 146–149], если
плотность массы/энергии растет, система приходит в сингулярное состо-
яние в будущем.

От этих сингулярностей можно избавиться, если добавить в дей-
ствие R2-член. Такой вклад естественным образом возникает как
результат квантовых поправок от петель материи в искривленном
пространстве-времени [59–61]. R2-член мог также доминировать в ран-
ней Вселенной, где приводил бы к сильному рождению частиц. Этот
процесс изучался много лет назад в работах [61, 150–152]. Внимание на
эту проблему было вновь обращено недавно [3, 20, 153], стимулирован-
ное интересом к возможным эффектам дополнительных ультрафиоле-
товых членов, ∼ R2, в инфракрасно модифицированных F (R)-теориях
гравитации. Недавние обзоры по F (R)-теориям представлены в рабо-
тах [154,155].

В диссертации исследуется модель, предложенная А.А. Старобин-
ским [143]:

F (R) = λR0

[(
1 +

R2

R2
0

)−n
− 1

]
− R2

6m2
, (40)

в которой последний член добавлен для предотвращения космологиче-
ской сингулярности в прошлом, а также будущей сингулярности в систе-
мах с растущей плотностью массы/энергии. В работах [1, 4–6, 19] было
показано, что в системах с растущей плотностью массы/энергии воз-
никают высокочастотные осцилляции кривизны с большой амплитудой.
Эти осцилляции приводят к рождению элементарных частиц, которые
могут наблюдаться в спектре космических лучей высоких энергий. На
фоне этих осциллирующих решений становится возможным гравитаци-
онное отталкивание между объектами конечного размера [7]. Такое от-
талкивание могло бы являться источником возникновения наблюдаемых
космических пустот.

В модифицированных теориях гравитации формирование крупно-
масштабной структуры Вселенной может заметно отличаться от того,

23



что происходит в рамках ОТО. Эти вопросы, в частности, рассматрива-
лись в наших работах [8–10,15].

0.6 Барионная асимметрия Вселенной

Очевидно, что вокруг нас во Вселенной преобладает материя. Неболь-
шое количество антиматерии возникает в результате рождения анти-
частиц космическими лучами высоких энергий. Наличие больших об-
ластей со значительным содержанием антиматерии в нашей окрестно-
сти Вселенной порождало бы электромагнитное излучение, возникаю-
щее при аннигиляции материи и антиматерии, которое не наблюдается.
Поиск электромагнитного излучения с энергией порядка 100 МэВ от pp̄-
аннигиляции и линии 0.511 МэВ от e+e−-аннигиляции позволяет заклю-
чить, что доля антиматерии в галактиках составляет не более, чем 10−6

от полного количества вещества в них. Отсутствие интенсивного гамма-
излучения приводит к выводу, что ближайшая антигалактика не может
быть ближе, чем на расстоянии в 10 Мпк [156]. Массовая доля анти-
вещества в двух сталкивающихся галактиках в скоплении Пуля (Bullet
cluster) не может быть больше, чем 10−6 [157]. Что касается нашей Га-
лактики, то доля антизвезд в радиусе 150 пк от Солнца не превышает
4 · 10−5 [158]. Однако, как показано в работах [159–161], эти ограниче-
ния справедливы, если антизвезды тождественны по своим свойствам
обычным звездам. Доля компактных антизвезд может быть существен-
но выше, на уровне нескольких процентов.

С другой стороны, материя и антиматерия имеют схожие свойства,
и, таким образом, было бы естественно ожидать Вселенную, симметрич-
ную относительно содержащихся в ней материи и антиматерии. Если мы
верим в предположение об инфляции, начальная асимметрия не может
помочь, поскольку при сохранении барионного числа плотность энер-
гии, ассоциированная с барионным числом, не позволила бы инфляции
продолжаться более, чем 5-6 хаббловских времен, tH = 1/HI , где HI -
параметр Хаббла во время инфляции [162], в то время как для успешной
инфляции необходимо не менее 60 - 70 хаббловских времен. Удовлетво-
рительная модель нашей Вселенной должна объяснять происхождение
асимметрии между материей и антиматерией.

Термин «бариосинтез» используется для обозначения генерации
асимметрии между барионами (в основном, протонами и нейтрона-
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ми) и антибарионами (антипротонами и антинейтронами). В 1967 году
А. Д. Сахаров указал на три условия, сегодня известных как принци-
пы Сахарова [163], нужных для создания асимметрии между материей
и антиматерией из начально симметричной Вселенной, а именно:

1) несохранение барионного числа;
2) нарушение C и CP инвариантности;
3) отклонение от теплового равновесия.
Фактически, ни одно из этих условий не является строго необхо-

димым, но модели бариосинтеза без них требуют некоторых громозд-
ких или экзотических механизмов. Минимальная cтандартная модель
физики частиц потенциально содержит все эти ингредиенты. Однако,
оказывается, что невозможно создать наблюдаемую асимметрию меж-
ду материей и антиматерией в рамках этой модели, так как значения
параметров Стандартной модели приводят к слишком низкой величине
барионной асимметрии Вселенной. Это является явным указанием на
физику вне Минимальной Стандартной модели. К сожалению, нет од-
нозначных указаний на энергетическую шкалу этой новой физики. На
сегодняшний день предложены различные сценарии, способные объяс-
нить асимметрию между материей и антиматерией вокруг нас. Однако,
обычно эти сценарии требуют слишком высоких энергий, недоступных
современным ускорителям.

Перечислим основные модели бариосинтеза.

1. Бариосинтез за счет распадов тяжелых частиц (Сахаров [163], 1967).

2. Бариосинтез при испарении черных дыр (Хокинг [164], 1974; Зель-
дович [165], 1976; Долгов [166,167], 1980).

3. Электрослабый бариосинтез (Кузьмин и др [168], 1985).

4. Бариосинтез при распаде суперсимметричного конденсата скаляр-
ных барионов (Аффлек и Дайн [169], 1985).

5. Бариогенезис, индуцированный лептогенезисом (Фукугита и Янаги-
да [170], 1986).

6. Спонтанный бариосинтез (Коэн и Каплан [171,172], 1987, 1988).

7. Гравитационный бариосинтез (Давудиасл и др. [173], 2004).

8. Бариосинтез вследствие нарушения CPT (Долгов [174], 2010).
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Во всех этих сценариях требуется введение физики вне рамок Стан-
дартной модели физики частиц. Детальное рассмотрение перечисленных
моделей можно найти в обзорах [162,175–177].

В диссертации исследуются некоторые характерные черты и кине-
тика спонтанного бариосинтеза [11], в частности, связь между производ-
ной по времени (псевдо)голдстоуновского поля и химическим потенциа-
лом. Нами показано, что это соотношение существенно зависит от пред-
ставления, выбранного для фермионных полей с ненулевым барионным
числом (кварков). Вычисление космологической барионной асимметрии
проведено на основе кинетического уравнения, обобщенного на случай
нестационарного фона, с учетом конечного интегрирования по времени.
Показано, что все эти эффекты ведут к заметному отклонению величины
барионной асимметрии от канонических результатов.

В моделях гравитационного бариогенезиса [173] сценарий спонтан-
ного бариосинтеза модифицируется путем добавления в действие связи
барионного тока с производной скаляра кривизны. Теории гравитацион-
ного бариосинтеза обладают такими же интересными и привлекатель-
ными свойствами, что и теория спонтанного бариосинтеза, в частности,
генерация барионной асимметрии в этих теориях может протекать в теп-
ловом равновесии без необходимости явного нарушения C и CP в физике
частиц. Однако, введение производной скаляра кривизны в лагранжиан
теории приводит к гравитационным уравнениям высокого порядка, явля-
ющимися сильно неустойчивыми. Эффекты этой неустойчивости могут
коренным образом изменить не только обычную космологическую исто-
рию, но также и стандартную ньютоновскую гравитационную динамику.
Нами обнаружена такая неустойчивость для скалярных барионов [13], а
также найден подобный эффект для более реалистичных барионов со
спином 1/2 (кварков) [14].

0.7 Общая характеристика диссертации

0.7.1 Актуальность темы исследования

Установление механизма, вызывающего космологическое ускорение, яв-
ляется в настоящее время одной из центральных проблем современной
космологии и фундаментальной физики. Исследования в этой области
ведутся по двум основным направлениям. Одним из них является по-
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строение модели так называемой темной энергии, вызывающей грави-
тационное отталкивание. Альтернативой гипотезе о существовании тем-
ной энергии является модификация гравитации на космологически боль-
ших масштабах, приводящая к ускоренному расширению Вселенной. В
диссертации изучаются возможные наблюдаемые следствия ряда теорий
модифицированной гравитации. Полученные в диссертации результаты
позволяют найти ограничения на параметры моделей и, соответственно,
подтвердить или опровергнуть справедливость подхода.

Другим актуальным направлением исследований в современной кос-
мологии является решение проблемы преобладания вещества над антиве-
ществом во Вселенной. В литературе описано большое количество меха-
низмов генерации барионной асимметрии, однако остается неизвестным,
какой из них действительно реализуется во Вселенной. В диссертации
исследована модификация гравитации при гравитационном бариогене-
зисе и показано, что возникающие поправки к гравитационному взаимо-
действию приводят к нереалистичной космологии, что исключает этот
сценарий.

Рассмотренные в диссертации проблемы принадлежат к централь-
ным проблемам мировых исследований по фундаментальной физике.
Особый интерес к ним связан с тем, что их решение наверняка требует
выхода за рамки известных физических представлений и потому может
привести к новым научным открытиям, важность которых на современ-
ном этапе развития трудно переоценить. Работа в этих направлениях,
активно ведущаяся во всех мировых научных центрах, позволяет наде-
яться на заметный прогресс в обозримое время.

0.7.2 Цели и задачи исследования

Основной целью диссертации является развитие и последующее при-
менение методов исследования устойчивости решений дифференциаль-
ных уравнений высших порядков, возникающих в различных моделях
модифицированной гравитации и бариосинтеза. Основное внимание уде-
ляется F (R)-модифицированным теориям, предложенным для описания
ускоренного расширения Вселенной, а также генерации барионной асим-
метрии в рамках спонтанного и гравитационного бариогенезиса.

В диссертации решаются следующие основные задачи.

1. Анализ возможных наблюдаемых проявлений и устойчивости F (R)-
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моделей модифицированной гравитации, предложенных для объяс-
нения ускоренного космологического расширения, в астрофизиче-
ских системах с зависящей от времени плотностью массы/энергии.

2. Получение решений в F (R)-модифицированных моделях гравита-
ции с R2-членом, добавленным для предотвращения космологиче-
ской сингулярности в прошлом, а также сингулярности в будущем
для систем с растущей плотностью массы/энергии.

3. Вычисление вероятности рождения элементарных частиц в совре-
менной Вселенной за счет высокочастотных осцилляций кривизны
с большой амплитудой, возникающих в сжимающихся системах в
инфракрасно модифицированных теориях гравитации.

4. Исследование отклонения космологической эволюции Вселенной в
(R+R2)-теории от стандартной космологии, начиная от инфляции
до настоящего времени, с учетом гравитационного рождения частиц
осциллирующей кривизной в приближении «жидкого трения».

5. Вывод интегро-дифференциального уравнения, описывающего эф-
фекты рождения частиц для случая произвольной функции R(t), и
вычисление поправок к классической космологии за счет R2-члена
на стадии доминирования излучения.

6. Получение и анализ сферически симметричных решений в F (R)-
теориях в астрономических системах с растущей плотностью энер-
гии, приводящих к возникновению гравитационного отталкивания
между объектами конечного размера.

7. Расчет гравитационной неустойчивости в классической теории
Джинса, общей теории относительности и модифицированной гра-
витации в астрономических системах с растущей плотностью энер-
гии. Изучение эволюции возмущений плотности на фоне высоко-
частотных осцилляций кривизны в F (R)-теориях.

8. Описание новых типов гравитационной неустойчивости на фоне
быстро осциллирующей кривизны, связанных с высоким порядком
дифференциальных уравнений, определяющих эволюцию возмуще-
ний метрики и плотности в F (R)-модифицированной гравитации.
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9. Анализ кинетики спонтанного бариосинтеза и вычисление космоло-
гической барионной асимметрии на основе кинетического уравне-
ния, обобщенного на случай нестационарного фона, с учетом конеч-
ных пределов интегрирования по времени.

10. Исследование устойчивости модифицированных уравнений движе-
ния в моделях гравитационного бариосинтеза, в которых генерация
барионной асимметрии происходит за счет взаимодействия барион-
ного тока с производной скаляра кривизны.

0.7.3 Научная новизна

В работах, на которых основана диссертация, обнаружен ряд новых фи-
зических явлений, важных для развития современной космологии и мо-
дификации теории гравитации.

Было установлено, что в F (R)-теории модифицированной гравита-
ции, примененной к системам с растущей плотностью массы/энергии,
кривизна пространства-времени обращается в бесконечность за конеч-
ное время, независимо от начальных условий. Были исследованы спосо-
бы решения этой проблемы.

Был найден новый, потенциально наблюдаемый, эффект рождения
космических лучей высоких энергий в F (R)-теориях.

Был исследован рост возмущений плотности в космологии на фоне
осциллирующей кривизны и найдены новые явления параметрического
резонанса и «антитрения», значительно усиливающие темп роста возму-
щений. Было открыто, что в F (R)-теориях возможно гравитационное
отталкивание (антигравитация) в системах конечного размера.

Было показано, что в популярном сценарии гравитационного барио-
генезиса в уравнениях движения возникают производные высокого по-
рядка от скаляра кривизны, приводящие к неустойчивости решений и
вызывающие сильное искажение стандартной космологии.

0.7.4 Теоретическая и практическая значимость работы

В диссертации получен ряд результатов, важных для развития совре-
менной теоретической физики, в частности, космологии и теории грави-
тации. В диссертационной работе открыто новое направление исследо-
ваний неустойчивости уравнений движения высшего порядка, возника-
ющих при модификации общей теории относительности.
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Результаты автора используются в дальнейших исследованиях дру-
гими учеными как в нашей стране, так и за рубежом, что подтверждается
публикациями в высокорейтинговых журналах, их цитированием и мно-
гочисленными приглашенными докладами на международных научных
конференциях и рабочих совещаниях.

0.7.5 Методология и методы исследования

Методологической основой исследования является системный подход к
изучению проблем устойчивости, возникающих при модификациях гра-
витации в теориях, предложенных для объяснения космологического
ускорения, а также генерации барионной асимметрии Вселенной.

Основными методами, применяемыми в диссертации, являются ме-
тоды исследования устойчивости решений дифференциальных уравне-
ний высших порядков с малыми коэффициентами при старших произ-
водных. Помимо этого, при проведении теоретических построений и по-
следующем их применении к анализу космологических процессов и фено-
менологии взаимодействий частиц, использовались стандартные хорошо
известные методы классической и квантовой теории поля. Для проведе-
ния численных расчетов применялся стандартный пакет «Mathematica».

0.7.6 Положения, выносимые на защиту

1. Решения уравнений движения для скаляра кривизны R в F (R) мо-
дифицированных теориях гравитации являются сильно неустойчи-
выми. В силу этого астрофизические системы с растущей со време-
нем плотностью массы/энергии приходят за конечное время в син-
гулярное состояние с бесконечным скаляром кривизны.

2. Решения уравнений движения в F (R)-модифицированных моделях
гравитации с R2-членом, добавленным для предотвращения космо-
логической сингулярности в прошлом, а также сингулярности в бу-
дущем в системах с растущей плотностью массы/энергии, осцилли-
руют с высокой частотой и амплитудой, значительно превышающей
величину R в общей теории относительности.

3. Потоки космических лучей высоких энергий, возникающие за счет
рождения элементарных частиц осциллирующей кривизной при гра-
витационном сжатии облаков материи в современной Вселенной, в

30



широком диапазоне значений параметров модели могут дать наблю-
даемый вклад в спектр космических лучей.

4. В инфляционной модели Старобинского, основанной на добавлении
R2- слагаемого в действие ОТО, космологическая эволюция после
завершения инфляции существенно отличается от стандартной, в
частности, плотность энергии материи ρ убывает со временем, как
1/t, тогда как в стандартной космологии ρ ∼ 1/t2. Это приводит
к изменению закона падения температуры со временем и, соответ-
ственно, к изменению кинетики замерзания массивных частиц на
горячей стадии эволюции Вселенной.

5. Поправки к классической космологии за счет R2-члена на ста-
дии доминирования излучения определяются решением интегро-
дифференциального уравнения, описывающего эффекты рождения
частиц для случая произвольной функции R(t).

6. Решения уравнений движения в F (R)-теориях в сферически сим-
метричном случае нарушают теорему Джебсена-Биркхофа, что де-
лает возможным гравитационное отталкивание, создаваемое астро-
номическими объектами конечного размера с растущей плотностью
энергии.

7. Быстрые осцилляции кривизны приводят к возникновению новых
типов гравитационной неустойчивости, развитие которой значитель-
но усиливается за счет параметрического резонанса и эффекта «ан-
титрения».

8. Величина космологической барионной асимметрии в модели спон-
танного бариогенезиса рассчитывается на основе кинетического
уравнения в случае нестационарного фона и с учетом конечных пре-
делов интегрирования по времени.

9. Cвязь барионного тока со скаляром кривизны в моделях гравитаци-
онного бариогенезиса приводит к появлению производных высокого
порядка в уравнениях движения для R, сильно неустойчивые реше-
ния которых разрушают стандартную космологию.
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0.7.7 Достоверность результатов

Вычисления, проведенные в диссертации, основываются на использова-
нии аппарата классической и квантовой теории поля в искривленном
пространстве-времени. При исследовании устойчивости дифференциаль-
ных уравнений применялись классические методы теории устойчивости
Ляпунова и Остроградского. Аналитические решения убедительно под-
тверждались численными расчетами.

Все основные результаты диссертации были опубликованы в веду-
щих рецензируемых международных и российских журналах с высоким
импакт-фактором, а также представлены автором на многочисленных
международных научных конференциях и рабочих совещаниях, где они
активно обсуждались и получили одобрение научной общественности.

0.7.8 Апробация работы

Результаты диссертационной работы неоднократно докладывались и об-
суждались на ряде международных конференций и рабочих совещаний,
среди которых:

1. «Explosive phenomena in modified gravity», V рабочее совещание «Hot
Topics in Modern Cosmology», 9 – 14 мая 2011, Карджез, Франция.

2. Приглашенный доклад: «Modified gravity. Problems and observational
manifestations», Les XXVI Rencontres de Physique de la Valley d’Aoste,
Results and Perspectives in Particle Physics; 26 февраля – 3 марта
2012, Ла Туиль, Италия.

3. «Particle production in R2 gravity», VI рабочее совещание «Hot Topics
in Modern Cosmology», 7 – 12 мая 2012, Карджез, Франция.

4. «Particle production in modified gravity», 17-й Международный Се-
минар по физике высоких энергий QUARKS – 2012, 4 – 10 июня
2012, Ярославль, Россия.
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0.7.9 Публикации и личный вклад автора

Основные результаты диссертации опубликованы в 20 статьях в ведущих
российских и зарубежных физических журналах, индексируемых в меж-
дународных базах данных Web of Science (WoS), Scopus, РИНЦ (RSCI),
ВАК, см. номера [1] - [20]. Помимо этого, по материалам диссертации
опубликованы 8 работ в трудах конференций и рабочих совещаний, см.
ссылки [21] - [28]. Основные работы по диссертации хорошо известны спе-
циалистам, что подтверждается цитируемостью. При этом более ранние
работы имеют существенно более высокую цитируемость.

Во всех опубликованных работах вклад автора является определя-
ющим. Автор принимал активное участие в формулировке задач, в раз-
работке путей и методов их решения, в численных расчетах. Автором
была проведена значительная работа над текстом статей, а также пред-
ставление их в архив и редакции журналов и переписка с редакторами
и рецензентами.

0.7.10 Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и списка
литературы.

Во Введении дана краткая история открытия и наблюдаемые прояв-
ления ускоренного расширения Вселенной, излагаются основные положе-
ния Стандартной космологической модели и общей теории относитель-
ности, рассматриваются возможные механизмы возникновения космоло-
гического ускорения и барионной асимметрии Вселенной. Представлены
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история вопросов и обзор литературы в данной области исследований.
Во Введении приведена общая характеристика диссертационной работы:
обоснована актуальность темы диссертации, сформулированы её цели
и задачи, указана научная новизна и значимость полученных результа-
тов. Определены методология и методы исследования, сформулированы
положения, выносимые на защиту. Приведен список конференций, где
проводилась апробация результатов, указана степень их достоверности,
кратко описана структура диссертации.

В первой Главе рассматриваются возможные наблюдаемые проявле-
ния некоторых моделей модифицированной гравитации, предложенных
для объяснения ускоренного расширения Вселенной, в системах с завися-
щей от времени плотностью массы/энергии. В F (R)-модифицированных
моделях с R2-членом, добавленным для предотвращения космологиче-
ской сингулярности, вычисляется вероятность рождения элементарных
частиц за счет высокочастотных осцилляций кривизны с большой ам-
плитудой, возникающих в сжимающихся системах. Основные результа-
ты первой Главы опубликованы в статьях [1,4–6,19] и трудах конферен-
ций [2, 21,22].

Во второй Главе исследуется отклонение космологической эволю-
ции Вселенной в (R + R2)-теории от стандартной космологии, начи-
ная от эпохи инфляции до настоящего времени, с учетом гравитацион-
ного рождения частиц осциллирующей кривизной. Выводится интегро-
дифференциальное уравнение, описывающее эффекты рождения частиц
для случая произвольной функции R(t). Результаты второй Главы опуб-
ликованы в работах [3,6, 20,22].

Третья Глава диссертации посвящена получению и анализу сфери-
чески симметричных решений в F (R)-теориях в астрономических си-
стемах с растущей плотностью энергии. Для таких систем проводится
расчет гравитационной неустойчивости в классической теории Джинса
и общей теории относительности, а также изучается эволюция возмуще-
ний метрики и плотности в F (R)-модифицированной гравитации. Опи-
сываются новые типы гравитационной неустойчивости на фоне быстро
осциллирующей кривизны, связанные с высоким порядком дифферен-
циальных уравнений, определяющих эволюцию возмущений. Методы,
подходы и новые явления параметрического резонанса и «антитрения»,
обсуждаемые в третьей Главе, описаны в работах [7–10,15,23–27].

В четвертой Главе диссертации проводится анализ кинетики спон-
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танного бариосинтеза и вычисление космологической барионной асим-
метрии на основе кинетического уравнения, обобщенного на случай
нестационарного фона, с учетом конечных пределов интегрирования по
времени. Исследуется устойчивость модифицированных уравнений дви-
жения в моделях гравитационного бариосинтеза, в которых генерация
барионной асимметрии происходит за счет взаимодействия барионно-
го тока с производной скаляра кривизны. Результаты четвертой Главы
опубликованы в работах [11–14,16–18,28].

В Заключении изложены основные итоги диссертационного исследо-
вания, приведены рекомендации и перспективы дальнейшей разработки
темы.

Список Литературы содержит 225 ссылок.

37



Глава 1

Неустойчивость и осцилляции
кривизны в F (R)-моделях

1.1 Неустойчивость кривизны в системах с растущей
плотностью энергии

В данном разделе рассматриваются возможные наблюдаемые проявле-
ния некоторых моделей модифицированной гравитации, предложенных
для объяснения ускоренного расширения Вселенной, в системах с зави-
сящей от времени плотностью массы/энергии. Нами показано [1], что
при возрастании плотности массы/энергии со временем, система эволю-
ционирует в сингулярное состояние с бесконечной кривизной. При этом
характерное время развития неустойчивости оказывается значительно
меньше космологического времени.

Рассмотрим модель с действием из раздела 0.5.2 Введения:

S =
M 2

Pl

16π

∫
d4x
√
−g[R + F (R)] + Sm , (1.1)

в котором нелинейная функция F (R) выбрана в виде, предложенном
А.А. Старобинским [143]:

F (R) = λRc

[(
1 +

R2

R2
c

)−n
− 1

]
. (1.2)

Здесь n – целое положительное число, Rc – постоянная с размерностью
скаляра кривизны. Для создания ускоренного расширения Вселенной по-
стоянная λ должна быть положительной. Предполагается, что |Rc| явля-
ется величиной порядка 8πρc/M

2
Pl, где ρc – значение полной космологиче-

ской плотности энергии в настоящее время, т.е. Rc ' 1/t2U , а tU ≈ 4·1017 с
– возраст Вселенной.
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Космология с гравитационным действием (1.2), а также некото-
рые другие космологические сценарии с модифицированной гравитаци-
ей, критически проанализированы в работе [140]. Там было показано,
что, взятые буквально, эти модели сталкиваются с некоторыми серьез-
ными проблемами. Хотя неустойчивость Долгова-Кавасаки [139] была
ликвидирована, все еще остались другие типы сингулярного поведения.
В частности, существует сингулярность в прошлом, при которой скаляр
кривизны R обращается в бесконечность в некоторый конечный момент
времени в прошлом. Эта проблема может быть устранена добавлением к
действию R2-члена с достаточно малым коэффициентом, разрешенным
современными наблюдательными данными.

Неустойчивость, аналогичная той, которая рассмотрена в нашей ра-
боте [1], была впервые отмечена в статье [145] в случае космологической
эволюции назад в прошлое. В некотором смысле, сингулярность в бу-
дущем может быть получена из сингулярности в прошлом обращением
времени. Математически обе эти особенности очень похожи, несмотря на
некоторую разницу, обусловленную эффектами сжатия Вселенной при
движении назад во времени. Хаббловское антитрение благоприятствует
развитию неустойчивости в сжимающейся Вселенной. Однако, несмотря
на математическую схожесть, между этими двумя системами имеется су-
щественное различие. Согласно работе [145], сингулярности можно избе-
жать, выбирая определенный диапазон начальных условий. В рассмот-
ренных нами системах с растущей плотностью энергии сингулярность
возникает в будущем при любых начальных условиях.

В работах [146–148] утверждалось, что неустойчивость с бесконеч-
ным скаляром кривизны,R, может возникать в будущем, если начальные
условия для R не будут подобраны специальным образом. Это похоже
на космологическую ситуацию, описанную в [145]. Системы, рассмотрен-
ные в цитируемых работах, отличаются от той, что обсуждается в дис-
сертации, и сингулярности в них можно избежать определенным выбо-
ром начальных условий, в то время, как в нашем случае сингулярность
возникает для любого начального состояния. Все отмеченные неустой-
чивости можно исключить, добавляя в действие слагаемое, пропорцио-
нальное R2, и в следующих разделах мы рассмотрим эффекты влияния
такого дополнительного члена.

В данном параграфе рассмотрена физическая ситуация, отличаю-
щаяся от тех, что исследовались в отмеченных выше работах. А именно,
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мы изучили поведение астрономических объектов с растущей со време-
нем плотностью массы и показали, что скаляр кривизны, R, достигает
бесконечно больших значений в течение времени, являющимся малым по
сравнению с космологическим масштабом времени. Эту неустойчивость
не удается исключить специальным подбором начальных условий.

Мы изучаем объекты с плотностью массы, значительно превосхо-
дящей космологическую, ρm � ρc. Современная космологическая плот-
ность энергии ρc ≈ 10−29 г/см3, в то время как плотность массы, скажем,
пылевого облака в галактике может быть порядка ρm ∼ 10−24 г/см3. Так
как для нерелятивистской системы величина скаляра кривизны пропор-
циональна плотности массы, получаем R� Rc. В этом пределе справед-
ливо приближение

F (R) ≈ −λRc

[
1−

(
Rc

R

)2n
]
. (1.3)

Уравнение движения для скаляра кривизны имеет вид (34):

3D2F ′R −R +RF ′R − 2F = T̃ , (1.4)

где T̃ = 8πT
µ(m)
µ /M2

Pl, а T
µ(m)
µ – след тензора энергии-импульса материи.

В качестве начального рассмотрим состояние, в котором модифици-
рованная гравитация вокруг или внутри некоторых массивных объектов
не сильно отличается от обычной эйнштейновской (ньютоновской) гра-
витации и, соответственно, R ≈ −T̃ , как следует из обычных уравнений
Эйнштейна.

Проанализируем временную эволюцию решений уравнения (1.4) для
гравитационного поля массивного объекта, плотность которого меняет-
ся со временем. Предположим, что гравитационное поле такого объекта
мало, как это обычно бывает. Соответственно, фоновую метрику можно
считать приближенно плоской и ковариантные производные можно заме-
нить на обычные производные в плоском пространстве. Следовательно:

D2F ′ = (∂2
t −∆)F ′ = F ′′(∂2

t −∆)R + F ′′′[(Ṙ)2 − (∇R)2] , (1.5)

где штрих подразумевает производную по R, ∆ – обычный лапласиан, а
∇ – градиент.

Подставляя выражение (1.3) для F (R) при больших R в уравне-
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ние (1.4), получим

(∂2
t −∆)R− (2n+ 2)

Ṙ2 − (∇R)2

R
+

R2

3n(2n+ 1)

(
R2n

R2n
c

− (n+ 1)

)
− R2n+2

6n(2n+ 1)λR2n+1
c

(R + T̃ ) = 0 . (1.6)

Из-за наличия нелинейных членов, содержащих производные, данное
уравнение трудно анализировать, поэтому вместо него рассмотрим урав-
нение для F ′(R) и выразим R через F ′, используя соотношение:

F ′ = −2nλ

(
Rc

R

)2n+1

. (1.7)

Отметим, что бесконечному R соответствует F ′ = 0, и если производная
F ′ обращается в ноль, это означает, что скаляр кривизны R становится
бесконечно большим.

Введем новую функцию w = −F ′. Уравнение (1.6) в терминах w

имеет простой вид и описывает негармонический осциллятор:

(∂2
t −∆)w + U ′(w) = 0 . (1.8)

Потенциал U(w) равен:

U(w) =
1

3

(
T̃ − 2λRc

)
w +

Rc

3

[
qν

2nν
w2nν +

(
qν +

2λ

q2nν

)
w1+2nν

1 + 2nν

]
, (1.9)

где ν = 1/(2n + 1), q = 2nλ, и в уравнении (1.8) U ′(w) = dU/dw. На-
помним, что T̃ � Rc. Их отношение порядка T̃ /Rc ∼ ρm/ρc � 1 и,
следовательно, w � 1. Таким образом, в квадратных скобках в уравне-
нии (1.9) доминирует первое слагаемое. Потенциал U будет зависеть от
времени, если плотность массы рассматриваемого объекта меняется со
временем, T̃ = T̃ (t).

Если в уравнениях (1.8), (1.9) оставить только доминирующие сла-
гаемые и пренебречь пространственными производными, уравнение (1.8)
сведется к простому виду

ẅ + T̃ /3− qν(−Rc)

3wν
= 0 . (1.10)

Удобно ввести безразмерные величины

t = γτ, w = βζ , (1.11)
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где β и γ выбраны таким образом (см. ниже), что уравнение для ζ ста-
новится особенно простым:

ζ ′′ − ζ−ν + (1 + κτ) = 0 . (1.12)

Здесь штрих обозначает дифференцирование по τ и след тензора
энергии-импульса параметризован следующим образом:

T̃ (t) = T̃0(1 + κτ) . (1.13)

Постоянные γ и β даются выражениями:

γ2 =
3q

(−Rc)

(
−Rc

T̃0

)2(n+1)

, (1.14)

β = γ2T̃0/3 = q

(
−Rc

T̃0

)2n+1

. (1.15)

Таким образом, β является малым безразмерным параметром, а γ имеет
размерность времени. Существенно, что γ, определяющее характерный
масштаб времени, может быть значительно меньше, чем возраст Вселен-
ной, tU , благодаря наличию малого фактора (Rc/T̃0)

n+1. Полагая, что
3q ∼ 1 и Rc ∼ 1/t2U , найдем для n = 2 и ρm = 10−24 г/см3: γ ≈ 400 сек.
Чем больше будет n или ρm, тем меньше значение γ. Например, если
n = 3, для той же плотности ρm находим γ = 0.004 сек.

В случае постоянного T̃ (κ = 0) или медленно меняющегося T̃ (κ�
1), решение уравнения (1.12) очевидно. Если начальные значения ζ(0) и
ζ ′(0) достаточно малы, ζ(τ) осциллирует вокруг минимума потенциала,
расположенного в точке

ζmin = (1 + κτ)−1/ν . (1.16)

Если по какой-то причине величина ζ(0) примет достаточно большое
значение, ζ > (1− ν)1/ν, такое, что потенциал

U(ζ) = ζ − ζ1−ν/(1− ν) (1.17)

станет положительным, то, очевидно, в какой-то момент ζ(τ) «перепрыг-
нет» потенциал, равный нулю при ζ = 0 («волны с перехлестом»). Други-
ми словами, ζ(τ) достигнет нуля, что соответствует бесконечному скаля-
ру кривизны R, и неустойчивость может развиться за конечное время.
Аналогичная ситуация может реализоваться, если начальная скорость
ζ ′(0) окажется достаточно большой.
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Сингулярность также можно достичь за конечное время, даже если
первоначально ζ находилась в минимуме потенциала и начальная ско-
рость была равна нулю. Это будет иметь место при положительных κ,
т.е. если плотность энергии растет со временем. Движение минимума
потенциала, ζmin, к нулю и одновременное уменьшение глубины потен-
циальной ямы облегчают приближение к нулю функции ζ(τ).

Мы решили уравнение (1.12) численно и обнаружили, что, действи-
тельно, для растущего T̃ (τ) сингулярность R→∞ достигается за конеч-
ное время при достаточно общих условиях. Решение для n = 3, κ = 0.01,
и ρm/ρc = 105 представлено на Рис. 1.1, где на графике слева приведено
отношение ζ/ζmin, а справа показаны функции ζ и ζmin по отдельности.

Рис. 1.1: Слева: отношение ζ/ζmin, справа: функции ζ (осциллирующая) и ζmin (глад-
кая) в зависимости от времени τ при n = 3, κ = 0.01, ρm/ρc = 105.

Рис. 1.2: Безразмерный скаляр кривизны R/Rin при n = 3, κ = 0.01, ρm/ρc = 105.

На рисунке 1.2 изображен график для безразмерного скаляра кри-
визны R/Rin, отвечающего функции ζ(τ), при тех же условиях, что и
на рисунке 1.1. Точка, в которой функция ζ(τ) обращается в нуль, со-
ответствует сингулярности с бесконечным R. Графики, приведенные на
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рисунках 1.1 и 1.2, получены при начальных условиях ζ0 = ζ(0) = 1 (т.е.
R = RGR, где RGR – значение скаляра кривизны в ОТО) и ζ ′0 = ζ ′(0) = 0.
Однако, развитие неустойчивости происходит независимо от начальных
условий. Строгий выбор начальных условий обсуждается в нашей рабо-
те [19].

В терминах физического времени, t, эволюцию плотности энергии
можно представить как T (t) = T0(1 + t/tch), где tch есть характерное
время сжатия. Коэффициент κ в уравнении (1.13) выражается через tch
как:

κ =
γ

tch
. (1.18)

Для κ = 0.01, n = 2, ρm/ρc = 105 находим tch = 4 · 104 сек, в то время
как представленному на рисунках 1.1 и 1.2 случаю с n = 3 соответствует
tch = 0.4 сек.

Характерное время вариации плотности можно оценить как tch ∼
d/v, где d – это размер системы, а v – скорость составляющих частиц
в процессе коллапса облака или при столкновении облаков. В первом
случае скорость будет довольно низкой и ожидаемое характерное время
оказывается близким к ньютоновскому времени свободного падения, но в
случае сталкивающихся облаков скорости обычно галактические, около
300 км/сек. Скорость может быть еще больше при столкновении выброса
сверхновой с галактическими или межгалактическими облаками.

Можно действовать и по-другому, а именно, оценить κ, зная размер
d объекта с изменяющейся массой или размеры сталкивающихся объек-
тов:

κ =
γv

d
. (1.19)

При n > 2 и астрономически больших облаках следует ожидать κ � 1.
Для очень малых κ наши численные расчеты с быстро осциллирующими
функциями ненадежны, но естественно ожидать, что система достигнет
сингулярности за конечное время согласно представленному выше ана-
лизу.

Как следует из численных расчетов, сингулярность достигается при
t ∼ tch. Это время намного меньше космологического времени для обла-
ков плотной материи в галактиках или коллапсирующих облаков, обра-
зующих звезду или иное космическое тело.
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При анализе уравнения (1.8) мы пренебрегли пространственными
производными. На первый взгляд, учет этих слагаемых может препят-
ствовать образованию неустойчивости, что, например, происходит в про-
цессе формирования структуры вследствие гравитационной (джинсов-
ской) неустойчивости. Однако рассматриваемая нами ситуация является
противоположной и неоднородности стимулируют возникновение сингу-
лярности. Действительно, влияние неоднородностей можно описать до-
бавлением слагаемого w/d2 в уравнение (1.8) с положительным коэф-
фициентом. Такое слагаемое эквивалентно появлению дополнительной
силы притяжения, толкающей w или ζ к нулю, т. е. к R→∞.

Существуют различные ситуации, при которых условия, приводя-
щие к сингулярности, могут быть реализованы: коллапс газового обла-
ка, приводящий к образованию звезды; столкновение двух газовых об-
лаков в галактике; звездные выбросы, сталкивающиеся с межзвездным
или межгалактическим веществом, и многие другие явления. С вычисли-
тельной точки зрения такие процессы могут быть либо адиабатическими,
когда плотность массы меняется медленно (это и есть случай, проанали-
зированный выше), либо быстрыми, когда плотность массы изменяется
мгновенно в виде взрыва. Последнее, по-видимому, приведет к еще более
быстрому приближению к сингулярности.

1.2 Осцилляции кривизны в F (R)-моделях модифи-
цированной гравитации

Сингулярностей в прошлом и будущем, рассмотренных во Введении и
секции 1.1, можно избежать, если модифицировать функцию F (R), до-
бавляя к ней квадратичное по кривизне слагаемое вида R2/(6m2) [59,60].
В последующих секциях мы будем рассматривать модель (1.2) с вклю-
ченным в нее R2-членом:

F (R) = −λRc

[
1−

(
1 +

R2

R2
c

)−n]
− R2

6m2
, (1.20)

который устраняет космологическую неустойчивость в прошлом [145], а
также предохраняет от неустойчивости кривизны в будущем в сжимаю-
щихся системах [1, 146–149]. R2-член, отсутствующий в первоначальной
формулировке [143], существен только при очень больших кривизнах,
поскольку параметр m должен быть больше или порядка 105 ГэВ [3]
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для сохранения успешных предсказаний стандартного первичного нук-
леосинтеза.

В наших работах [4–6, 19, 28] мы использовали модель, основанную
на уравнении (1.20). Большая величина m подразумевает, что стабили-
зация будет наступать при очень высоких R. Хотя скаляр кривизны R
не становится бесконечным, он может достигать огромных значений в
системах с растущей плотностью массы. Этот рост обычно возникает
после начала формирования структур при красном смещении z ∼ 104

или в более поздние моменты времени.
Особый интерес представляет режим |Rc| � |R| � m2, в котором

функцию F (R) можно аппроксимировать как

F (R) ' −Rc

[
1−

(
Rc

R

)2n
]
− R2

6m2
. (1.21)

Мы рассматриваем почти однородное распределение вещества без дав-
ления, с плотностью энергии/массы, растущей со временем, но все еще
относительно низкой (например, газовое облако в процессе формирова-
ния галактики или звезды). В этом случае пространственными производ-
ными можно пренебречь и, если объект далек от формирования черной
дыры, пространственно-временная метрика приближенно является мет-
рикой Минковского. Тогда уравнение (1.4) принимает вид:

3∂2
tF
′
R −R− T̃ = 0 . (1.22)

Введем безразмерные величины:1

z ≡ T (t)

T (tin)
≡ T (t)

T0
=
ρm(t)

ρm0
, y ≡ −R

T̃0

,

g ≡ T̃ 2n+2
0

6n(−Rc)2n+1m2
=

1

6n(mtU)2

(
ρm0

ρc

)2n+2

, τ ≡ m
√
g t ,

(1.23)

где ρc ≈ 10−29 г/см3 – космологическая плотность энергии в настоящее
время, ρm0 – начальное значение плотности массы/энергии рассматри-
ваемой системы, T̃0 = 8πρm0/M

2
Pl. Далее, введем новое скалярное поле:

ξ ≡ 1

2n

(
T̃0

Rc

)2n+1

F ′R =
1

y2n+1
− gy . (1.24)

1Параметр g здесь не следует путать с det gµν .
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В терминах этого поля уравнение (1.22) можно записать в простой ос-
цилляторной форме:

ξ′′ + z − y = 0 , (1.25)

где штрих означает производную по τ . Потенциал осциллятора опреде-
ляется как:

∂U

∂ξ
= z − y(ξ). (1.26)

Замена (1.24) аналогична той, что была сделана в [1], но теперь y не
может быть выражено аналитически через ξ и нужно использовать раз-
ные приближенные выражения для положительных и отрицательных ξ.
В пределе малых g имеем: y = ξ−1/(2n+1), если ξ > 0, и ξ = −gy, если
ξ < 0, поэтому в двух областях имеем следующие два уравнения:

ξ′′ + (ρm/ρ0)− ξ−1/(2n+1) = 0, ξ > 0, (1.27a)
ξ′′ + (ρm/ρ0) + ξ/g = 0, ξ < 0. (1.27b)

Очевидно, что Ур. (1.25) описывает осцилляции вокруг y = z («дна»
потенциала), что соответствует обычному решению R+T̃ = 0 в ОТО. Та-
ким образом, можно представить решение в виде суммы медленно меня-
ющейся (усредненной) и осциллирующей частей. Для малых отклонений
от минимума потенциала решение имеет вид:

ξ(τ) =

[
1

z(τ)2n+1
− gz(τ)

]
+ α(τ) sinF (τ) ≡ ξmin(τ) + ξ1(τ) , (1.28)

где слагаемое в квадратных скобках, обозначенное ξmin(τ), отвечает ми-
нимуму потенциала, а ξ1(τ) описывает осцилляции вокруг этого мини-
мума. Частота осцилляций равна:

F (τ) ≡
∫ τ

τ0

dτ ′Ω(τ ′) , (1.29)

а безразмерная частота Ω определяется как

Ω2 =
∂2U

∂ξ2
, (1.30)

взятая при y = z. Из (1.25) следует:

Ω2 = − ∂y

∂ξ

∣∣∣∣
y=z

= − 1

∂ξ/∂y

∣∣∣∣
y=z

=

(
2n+ 1

z2n+2
+ g

)−1

. (1.31)
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Переход к физической частоте ω дается выражением

ω = Ωm
√
g . (1.32)

Предполагается, что в начальный момент τ = τ0 функция ξ(τ) находится
в минимуме потенциала.

Уравнение (1.24) невозможно обратить аналитически для того, что-
бы найти точное выражение для потенциала U(ξ). Однако можно напи-
сать приближенные выражения для gy2n+2 � 1 (ξ > 0) и gy2n+2 � 1
(ξ < 0). Значение ξ = 0 разделяет два различных режима, в каждом
из которых Ω имеет очень простое выражение (см. Ур. (1.31)), а в пра-
вой части уравнения (1.24) для ξ доминирует либо первое, либо второе
слагаемое. Для каждой аппроксимации соотношение ξ = ξ(y) удается
обратить и найти явное выражения для y = y(ξ), и, соответственно,
представить потенциал в виде:

U(ξ) = U+(ξ)Θ(ξ) + U−(ξ)Θ(−ξ) , (1.33a)

где

U+(ξ) = zξ − 2n+ 1

2n

[(
ξ + g(2n+1)/(2n+2)

)2n/(2n+1)

− g2n/(2n+2)

]
,

U−(ξ) =
(
z − g−1/(2n+2)

)
ξ +

ξ2

2
.

(1.33b)

По построению U и ∂U/∂ξ непрерывны при ξ = 0. Форма такого
потенциала показана на Рис. 1.3.

Минимум потенциала y(ξ) = z (см. Ур. (1.26)), соответствует реше-
нию R = −T̃ в ОТО, а его глубина для gz2n+2 < 1 равна

U0(τ) ' − 1

2n z(τ)2n
. (1.34)

Мы будем использовать простую линейную форму зависимости
плотности энергии материи от времени, а именно

z(τ) = 1 + κ(τ − τ0)

ρ(t) = ρ0

(
1 +

t− t
tcontr

)
κ−1 ≡ m

√
g tcontr .

(1.35)

Здесь κ−1 и tcontr являются, соответственно, безразмерным и физическим
масштабами времени сжатия системы; аналогично, τ0 и t0 – безразмерное
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Рис. 1.3: Примеры изменения потенциала (1.33) как функции ξ для разных значений
параметров. Слева (n = 2, z = 1.5) сплошная линия: g = 0.02, штриховая линия: g =
0.01, пунктирная линия: g = 0.002; часть потенциала при ξ < ξmin (ξmin определено в
Ур. (1.28)) становится более крутой с уменьшением g; дно потенциала смещается к
нулю. Справа (n = 2, g = 0.01) сплошная линия: z = 1.3, штриховая линия: z = 1.4,
пунктирная линия: z = 1.5; при возрастании z дно потенциала движется к большим
значениям U и меньшим значениям ξ.

и физическое начальные времена, которые для простоты и без потери
общности будут приняты равными 0.

Также полезно записать физические параметры, такие как m, на-
чальная плотность энергии ρm0 и т.д., в терминах их соответствующих
«типичных» величин. Определим

ρ29 ≡
ρm0

ρc
, m5 ≡

m

105 GeV
, t10 ≡

tcontr
1010 years

, (1.36)

При этом параметры g и κ примут вид

g ' 1.2× 10−94 ρ
2n+2
29

nm2
5

,

κ ' 1.9

√
n

ρn+1
29 t10

.

(1.37)

Уравнение движения (1.25) для малых осцилляций ξ1, определенных
в Ур. (1.28), можно переписать как

ξ′′1 + Ω2ξ1 = −ξ′′min , (1.38)

Слагаемое ξ′′min пропорционально κ2, которое обычно считается малым,
так что в первом приближении им можно пренебречь, хотя аналитиче-
ское решение при постоянной Ω или в пределе большой Ω так же может
быть получено и с учетом этого члена. Используя разложение (1.28) и
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пренебрегая α′′, найдем:

α ' α0

√
Ω0

Ω
= α0

(
1

z2n+2
+

g

2n+ 1

)1/4(
1 +

g

2n+ 1

)−1/4

. (1.39)

Здесь и далее нижний индекс 0 означает, что соответствующие величи-
ны берутся в начальный момент τ = τ0. Мы накладываем следующие
начальные условия{

y(τ = τ0) = z(τ = τ0) = 1 ,

y′(τ = τ0) = y′0 ,
(1.40)

первое из которых соответствует решению ОТО в начальный момент.
Начальное значение амплитуды колебаний скаляра кривизны α0 можно
выразить через производную y′0, которую мы считаем свободным пара-
метром:

α0 = (κ− y′0)(g + 2n+ 1)3/2. (1.41)

В наших работах [4, 5] были выбраны начальные условия |y′0| . κ
и |κ − y′0| ∼ κ. Поскольку, как мы знаем, развившееся коллапсирую-
щее облако материи постепенно отклоняется от ОТО, близость производ-
ной y′0 к ОТО в момент, когда осциллирующая y(τ) пересекает значение
ОТО, совершенно неестественна. Поэтому мы не рассматривали случай
|κ − y′0| � κ. При таких предположениях ξ1 остается малым, ξ1 � 1,
но не является пренебрежимым. В этом случае результаты численных
расчетов, приведенные на Рис. 1.4, находятся в замечательном согласии
с уравнением (1.28).

На первый взгляд, из уравнения (1.41) следует, что при y′0 = κ коле-
бания не будут возбуждаться вообще. Однако, это верно только в первом
порядке по |y′0 − κ|, и поэтому амплитуда колебаний будет порядка κ2.

Нашей основной целью является нахождение амплитуды и формы
осцилляций y. Раскладывая y как

y(τ) = z(τ) + β(τ) sin

(∫ τ

τ0

dτ ′Ω(τ ′)

)
, (1.42)

легко найти (см. [5]), что во время начальной фазы колебаний, когда
|β| < z, будет справедливо

|β(τ)| ' |α(τ)|Ω2(τ) ' |y′0 − κ| (2n+ 1 + g)5/4

(
2n+ 1

z2n+2
+ g

)−3/4

.(1.43)
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Рис. 1.4: Осцилляции ξ1(τ) в случае n = 2, κ = 0.01, g = 0.01 при начальных условиях
y0 = 1, y′0 = κ/2. Амплитуда осцилляций находится в очень хорошем согласии с
аналитической оценкой (1.28).
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Рис. 1.5: «Пики» в решениях. Результаты представлены для n = 2, g = 0.001,
κ = 0.04, и y′0 = κ/2. Отметим асимметрию осцилляций y вокруг y = z и их негармо-
ничность.

Подчеркнем, что, в отличие от ξ, осцилляции y быстро становят-
ся сильно негармоническими и даже при малом отрицательном ξ ам-
плитуда y может быть очень большой, поскольку y ≈ −ξ/g, согласно
уравнению (1.24). Эта особенность хорошо иллюстрируется результата-
ми численных расчетов, приведенных на рисунке 1.5.

Можно оценить амплитуду пиков аналитически, используя закон
эволюции энергии

1

2
ξ′2 + U(ξ)−

∫ τ

τ1

dτ ′
∂z

∂τ ′
ξ(τ ′) = const, (1.44)

где τ1 – произвольный фиксированный момент времени. Последний член
возник из-за того, что потенциал U явно зависит от времени через z.
Если производная ∂z/∂τ положительна, что имеет место для сжимаю-
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щегося тела, то значение U(ξ) будет в целом расти со временем. Соглас-
но предположению сделанному выше, z линейно растет со временем как
z(τ) = 1 + κτ , где κ задается уравнением (1.35). Этот простой закон мо-
жет быть неточным при t/tcontr > 1, но полученные результаты не будут
слишком отличаться от реалистического случая.

Применим этот закон, когда минимальное значение ξ достигает ну-
ля. Очевидно, в минимуме ξ′ = 0. Так как U(0) = 0, постоянная в правой
части Ур. (1.44) обращается в нуль. Теперь проследуем дальше по време-
ни и пренебрежем осциллирующей частью ξ под интегралом. Минималь-
ное значение ξ (максимум абсолютной величины) ξmin отрицательного ξ
определяется уравнением

U−(ξmin) = κ

∫ τ

τ1

dτ ′
[
z−(2n+1) − gz

]
(1.45)

=
1

2n

[(
1

z(τ1)

)2n

−
(

1

z(τ)

)2n
]

+
1

2
g
[
z2(τ1)− z2(τ)

]
.

Значение z(τ1) ≡ z1 находится из условия α = ξmax, т.е.

z
−(2n+1)
1 − gz1 = |κ− y′0| (g + 2n+ 1)5/4

(
2n+ 1

z2n+2
1

+ g

)1/4

. (1.46)

В пределе малых g, g < 1/z2n+2
1 , асимптотически |ξmax| =

(g/n)1/2 z(τ1)
−n. В том же самом пределе Ур. (1.46) дает:

z1 =
[
(κ− y′0)

2
(2n+ 1)3

]−1/(3n+1)

. (1.47)

Это, наконец, определяет:

ymax = (ng)−1/2z−n1 . (1.48)

Таким образом, нами найдены простые аналитические решения для
ξ и y в двух различных пределах: gz2n+2 � 1 и gz2n+2 � 1. Однако, в
промежуточном случае численные расчеты демонстрируют интересные
особенности, которые стоит обсудить. Как показано на рисунке 1.5, если
ξ приближается к нулю (или даже пересекает его), а ξmin нет, т.е. когда
gy2n+2 ' 1, но gz2n+2 < 1, имеются наибольшие отклонения от гармони-
ческих, симметричных колебаний вокруг y = z. Это особенно заметно,
если g очень мало, а κ является не слишком малым. Причина такого пове-
дения качественно объясняется следующим. Из уравнения (1.33) и/или

52



рисунка 1.3 видно, что при ξ < ξmin потенциал становится все более
крутым, сокращая время, проводимое в этой области. Более того, малой
вариации δξ в такой области соответствует большое изменение y. Таким
образом, возникают высокие, узкие «пики» в осцилляциях y. С другой
стороны, при ξ > ξmin потенциал является более пологим и осцилляции
в этой области длятся дольше, что приводит к большим промежуткам
между пиками y.

1.3 Рождение частиц осциллирующей кривизной

В данном параграфе будет рассмотрено гравитационное рождение ча-
стиц осциллирующей кривизной в современной Вселенной. Как было
показано в предыдущей секции, в астрономических системах с расту-
щей плотностью массы/энергии, скаляр кривизны может осциллировать
с очень высокой частой и большой амплитудой. Такие осцилляции ведут
к заметному рождению частиц и могут быть источниками высоко энер-
гетических космических лучей в феноменологически интересном диапа-
зоне параметров модели.

Как было показано в работах [3,150,152], гармонические осцилляции
кривизны с (физической) частотой ω и амплитудой Rmax передают энер-
гию безмассовым частицам со скоростью (в единицу времени и объема):

ρ̇PP '
R2
max ω

1152π
. (1.49)

В нашем случае Rmax ≡ β T0, где β дается Ур. (1.43). Время жизни таких
осцилляций есть

τR =
48M 2

Pl

ω3
. (1.50)

Строго говоря, этот результат справедлив, если колебания R являются
чисто гармоническими или, по меньшей мере, могут быть разделены на
две части: медленно меняющуюся и осциллирующую с постоянной (или
почти постоянной) частотой. В предыдущей секции было получено, что
решения Ур. (1.25) содержат пики, которые далеки от гармонических.
Таким образом, нашей задачей является обобщение результата (1.49).

Рассмотрим гравитационное рождение пары безмассовых скаляр-
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ных частиц ϕ, квантованных обычным образом:

ϕ̂(x) =

∫
d3k

(2π)32Ek

[
âk e

−ik·x + â†k e
ik·x
]
, (x · k ≡ ωt− k · x)[

âk, â
†
k′

]
= (2π)3 2Ek δ

(3) (k− k′) .

(1.51)

В первом порядке теории возмущения, амплитуда рождения двух
частиц с 4-импульсами p1 и p2 равна [3]:

A(p1, p2) '
1

6

∫
dt d3xR(t)〈p1, p2|ϕ̂2|0〉

=
(2π)3

3
√

2
δ(3) (p1 + p2)

∫
dtR(t) ei(E1+E2)t . (1.52)

Проводя Фурье преобразование R, определенное как

R(t) ≡ 1

2π

∫
dω R̃(ω) e−iωt , (1.53)

представим амплитуду (1.52) в виде

A(p1, p2) '
(2π)3

3
√

2
δ(3)(p1 + p2) R̃(E1 + E2) . (1.54)

Для вычисления числа частиц, родившихся за единицу времени в еди-
нице объема, нужно проинтегрировать |A(p1, p2)|2 по всему фазовому
пространству и разделить на 3-мерный объем и на время длительности
процесса, ∆t. Это дает

ṅPP '
1

288π2∆t

∫
dω
∣∣∣R̃(ω)

∣∣∣2 , (1.55)

и, соответственно, поскольку каждая частица рождается с энергией E =
ω/2:

ρ̇ ' 1

576π2∆t

∫
dω ω

∣∣∣R̃(ω)
∣∣∣2 . (1.56)

Длительность процесса ∆t можно считать бесконечно большой, если ха-
рактеристическая частота удовлетворяет условию ωch∆t � 1. Соответ-
ственно, квадрат дельта-функции в R̃ будет пропорционален δ(0) ∼ ∆t.
Например, если R есть чистый синус или косинус с частотой ω, имеем

R̃(ε) ∼ δ(ε− ω) + δ(ε+ ω) , (1.57)
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и

|δ(ε± ω)|2 =
∆t

2π
δ(ε± ω) . (1.58)

Таким образом, ∆t не входит в вероятность рождения частиц в едини-
цу времени. Физическое обрезание ∆t в рассматриваемом случае при-
ближенно равно параметру τR в Ур. (1.50), поэтому для ω � 1/τR ис-
пользуемая здесь аппроксимация является достаточно точной. Более то-
го, поскольку частоты должны быть положительными, только первая
дельта-функция в Ур. (1.57) дает ненулевой вклад.

1.3.1 Регулярная область

Рассмотрим сначала рождение частиц осциллирующей кривизной в слу-
чае, когда колебания приближенно можно считать гармоническими. Под-
ставляя Rmax ≡ β T̃0 в (1.49), используя (1.32) и полагая для простоты
y′0 ' 0, получаем

ρ̇PP, reg =
π
√

6n

18

tUρ
n+1
c

M 4
Plt

2
contrρ

n−1
m0

(2n+ 1 + g)5/2(
2n+1
z2n+2 + g

)2

= C

(
tU
tcontr

)2
ρ2
c

M 4
PltU

, (1.59)

где коэффициент C имеет следующий вид в двух пределах:
1) gz2n+2 � 1:

C =
π
√

6n(2n+ 1)

18

(
ρc
ρm0

)n−1

z4n+4; (1.60)

2) gz2n+2 � 1:

C =
π [6n(2n+ 1 + g)]5/2

18

(
ρc
ρm0

)5n+3

(mtU)4. (1.61)

Последний множитель в уравнении (1.59) является очень малым. Так как
ρ2
c ∼ M 4

Pl/t
4
U , то этот множитель имеет порядок 1/t5U . Если C не очень

велико, рождение частиц в регулярной области будет пренебрежимо ма-
ло. Наиболее благоприятной возможностью является малое g и большое
z, но нужно иметь в виду, что g ∼ ρ2n+2

m0 .
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Оценка потока в условных единицах (1.36) имеет вид:

ρ̇PP, reg

ГэВ с−1м−3
' 3.6× 10−141 C1(n, g, z) z4n+4

ρn−1
29 t210

' 2.5× 1047 C2(n, g, z)m4
5

ρ5n+3
29 t210

. (1.62)

Коэффициенты C1 and C2 удобно использовать в предельных случаях
gz2n+2 � 1 и gz2n+2 � 1, соответственно. Они даются выражениями:

C1 =
√
n(2n+ 1 + g)

(
2n+ 1 + g

2n+ 1 + gz2n+2

)2

≈
√
n(2n+ 1), (1.63a)

C2 = n5/2
√

2n+ 1 + g g2

(
2n+ 1 + g

2n+ 1 + gz2n+2

)2

z4n+4 ≈ [n(2n+ 1)]5/2.

(1.63b)

1.3.2 Область пиков

В области пиков рождение частиц будет заметно усилено за счет боль-
шой амплитуды осцилляций кривизны R. Решение в этой области можно
представить как сумму гауссовых кривых с медленно меняющейся ам-
плитудой B(t), наложенную на гладкий фон A(t):

R(t) = A(t) +B(t)
N∑
j=1

exp

[
−(t− jt1)2

2σ2

]
. (1.64)

Здесь t1 есть расстояние между пиками, а σ – ширина пиков. Мы счита-
ем, что σ � t1, то есть расстояние между пиками значительно больше
их ширины. Фурье преобразование выражения (1.64) является простым,
но довольно громоздким (детали приведены в нашей работе [5]). Окон-
чательно имеем:∣∣∣R̃(ω)

∣∣∣2 ' 4π2B2 σ2e−ω
2σ2

∆t

t21

∑
j

δ

(
ω − 2πj

t1

)
. (1.65)

Каждая частица, рожденная компонентой, осциллирующей с частотой ω,
имеет энергию ω/2, таким образом, скорость гравитационного рождения
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частиц равна

ρ̇PP =
1

288π2∆t

∫
dω

ω

2

∣∣∣R̃(ω)
∣∣∣2

=
πB2 σ2

72 t31

∑
j

j exp

[
−
(

2πj σ

t1

)2
]

' B2

576π t1
. (1.66)

Отождествляя B с Rmax = ymaxT̃0, получаем:

ρ̇PP '
y2
maxT̃

2
0

576π t1
. (1.67)

Интервал времени t1 приближенно равен 2π/ω = 2π/(Ωm
√
g), где Ω да-

ется уравнением (1.30). Амплитуда ymax определяется уравнением (1.48);
параметр κ определен в Ур. (1.35), а «константа связи» g – в Ур. (1.23).
Собирая все факторы вместе, имеем:

ρ̇PP = Cn
ρ2

0(mtU)2 zn+1

M 4
Pltcontr

(
tU
tcontr

) n−1
3n+1

(
ρc
ρ0

) (n+1)(7n+1)
3n+1

, (1.68)

где

Cn = (2n+ 1)
9n−1

2(3n+1) (6λn)
7n+1

2(3n+1) /(18n). (1.69)

Приведем численные значения: ρc/M4
Pl ≈ 2 · 10−123 и (mtU)2 ≈

3.6 · 1093m2
5, где ρc ≈ 10−29г/см3 и m5 = m/105 ГэВ. Полагая, что рожде-

ние частиц длится в течение времени t ≈ tcontr и считая ρ0 = ρc, находим
поток энергии космических лучей, рожденных осциллирующей кривиз-
ной:

ρCR ≈ 10−24m2
5 z

n+1 ГэВ с−1 см−2. (1.70)

Данный результат представляет собой нижнюю оценку потока обра-
зующихся частиц. С ростом z, когда минимум потенциала далеко сдви-
гается в отрицательную область ξ, вероятность рождения значительно
возрастает. Аналитическая оценка в этом случае затруднена, но на это
указывают простые качественные аргументы, а численные расчеты под-
тверждают это утверждение.
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При m = 1010 ГэВ предсказанный поток космических лучей с энер-
гией около 1019 эВ может быть близок к наблюдаемому потоку или даже
превосходить его.

Отметим в заключение, что представленные выше результаты кри-
тиковались в работах [178,179]. Ответ на критику был дан в нашей ста-
тье [19], где было показано, что аргументы, приведенные в [178, 179],
неприменимы к рассматриваемому нами механизму.
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Глава 2

Космологическая эволюция в
R2-теории

В этой главе изучается космологическая история Вселенной в теории
R+R2 гравитации от «самого начала» до настоящего времени. В нашей
работе [20] рассматривалось первоначальное инфляционное расширение
Вселенной и было показано, что гравитационное рождение частиц ос-
циллирующей кривизной R(t) приводит к непротиворечивому переходу
к фридмановской космологии, но космологическая эволюция в ранней
Вселенной сильно отличается от стандартной. В более ранней работе [3]
нами был рассмотрен последующий этап космологической эволюции, в
предположении, что Вселенная уже находится на стадии, описываемой
общей теорией относительности и вычислены поправки к классической
космологии за счет R2-члена. Показано, что эффекты рождения частиц
осциллирующей кривизной [3, 20] оказывают существенное влияние на
эволюцию Вселенной.

2.1 Эволюция Вселенной от инфляционной космоло-
гии до космологии Фридмана

В данном разделе мы изучаем космологическую эволюцию Вселенной в
теории, в действие которой добавлен только R2-член, пренебрегая други-
ми модификациями гравитации, которые вводятся для генерации уско-
ренного расширения современной Вселенной. Действие такой теории за-
пишем в виде:

Stot = −M
2
Pl

16π

∫
d4x
√
−g
(
R− R2

6m2

)
+ Sm , (2.1)
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где m – постоянный параметр с размерностью массы, а Sm – действие
полей материи.

В 1979 году В.Ц. Гурович и А.А. Старобинский [60] предложили ис-
пользовать R2-член для устранения космологической сингулярности. В
последующей статье Старобинского [61] было найдено, что добавление
такого слагаемого приводит к инфляционной космологии. Как и в лю-
бом космологическом сценарии, проблема мягкого выхода из инфляции
и проблема разогрева Вселенной имеют первостепенное значение. Они
изучались в работах [3, 61,151,152,180–183] (для обзора см. [184]).

В данном параграфе, следуя нашей работе [20], мы обобщаем и рас-
ширяем анализ, проведенный в нашей более ранней работе [3], начиная с
инфляционной стадии и следуя до асимптотически больших времен, та-
ких, что mt� 1. Сначала мы изучаем случай большого, но не слишком
большого времени, такого что Γt < 1, где Γ – ширина распада скалярона,
см. ниже уравнение (2.14). В этом временном интервале можно найти
очень простые аналитические выражения для H(t) и R(t), дающиеся
уравнениями (2.40) и (2.41). Эти решения приведены в обзоре [184], но
они просто следуют из выражения для космологического масштабного
фактора, ранее полученного Старобинским в работе [61]. Согласно этой
работе, космологический масштабный фактор в R2-теории эволюциони-
рует как

a(t) ∼ t3/2
[
1 +

2

3mt
sin(mt+ θ)

]
, (2.2)

а параметр Хаббла, приведенный в статье [151], совпадает с полученным
позже другими методами в обзоре [184] и нашей статье [20].

Ниже мы воспроизводим первоначальный результат работы [61], ис-
пользуя другой аналитический подход. В статье [61] система космоло-
гических уравнений (в отсутствии обычной материи) сводится к одному
нелинейному уравнению первого порядка. В нашем случае мы решаем
систему, состоящую из уравнения второго порядка для R (2.12), ковари-
антного закона сохранения энергии материи (2.9) и «кинематической»
связи между скаляром кривизны и параметром Хаббла (2.8) в простран-
ственно плоской Вселенной. Эту систему легче обрабатывать численно,
и мы можем удерживать эффекты материи с самого начала, хотя изна-
чально они довольно слабы. Мы нашли численно, что простое асимпто-
тическое поведение (2.40) и (2.41) наступает почти сразу после окончания
инфляции. Мы также вычислили плотность энергии обычной материи,

60



которая падает как 1/t с некоторыми слабыми наложенными колебания-
ми. В интервале времени, в котором Γt < 1, обычное вещество оказыва-
ет очень слабое влияние на космологическое расширение, определяемое
осциллирующей кривизной. В течение этого временного интервала эво-
люция Вселенной сильно отличается от получаемой в ОТО.

Хотя скаляр кривизны во многих отношениях напоминает обычное
скалярное поле и режим расширения довольно похож на эпоху доминант-
ности материи, имеется значительное различие между космологической
эволюцией в R2-модифицированной гравитации и той, что индуцируется
однородным массивным скалярным полем φ с массой mφ. Изучение по-
следней было впервые проведено Старобинским в работе [185]. Там было
показано, что плотность энергии скаляра падает, в основном, как 1/t2 с
некоторыми осциллирующими слагаемыми, распадающимися как 1/t2 по
отношению к доминантному слагаемому, то есть осциллирующая часть
убывает как 1/t4. Масштабный фактор меняется как

a(t) ∼ t2/3
[
1 + C cos(2mφt+ θ)/t2

]
, (2.3)

что несколько отличается от того, что имеет место в R2-теории (2.2).
Плотность энергии поля материи (или скаляра φ) падает как 1/t2, по

сравнению с медленным убыванием, как 1/t, полей материи в R2-теории.
Скаляр кривизны в этой модели пропорционален следу тензора энергии-
импульса поля φ и монотонно убывает как 1/t2, в то время как в R2-
теории кривизна ведет себя как cos(mt+ θ)/t и не связана с плотностью
энергии нормального вещества.

Достаточно длинный режим, в течение которого космологическая
эволюция отличается от стандартной FLRW-космологии, может приве-
сти, в частности, к модификации сценариев высокотемпературного ба-
риогенезиса, к изменению асимптотической концентрации массивных ча-
стиц темной материи, и необходимости пересмотра формирования пер-
вичных черных дыр.

Далее мы рассматриваем значительно большие времена, когда Γt�
1, и изучаем приближение к обычной космологии общей теории отно-
сительности. Стандартная космология ОТО восстанавливается, когда
плотность энергии вещества становится больше, чем плотность экспо-
ненциально распадающегося скалярона. Однако мы утверждаем, что это
приближение несколько задержано. Оно происходит не при Γt ∼ 1, как
можно наивно ожидать, но при Γt ∼ ln(m/Γ).
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Модифицированные уравнения Эйнштейна для теории (2.1) имеют
следующий вид:

Rµν −
1

2
gµνR−

1

3m2

(
Rµν −

1

4
Rgµν + gµνD

2 −DµDν

)
R =

8π

M 2
Pl

Tµν , (2.4)

где D2 ≡ gµνDµDν – ковариантный оператор Д’Аламбера. Предпола-
гается, что тензор энергии-импульса материи Tµν имеет диагональную
форму:

T µν = diag(ρ,−P,−P,−P ), (2.5)

где ρ – плотность энергии, а P – давление материи.
Мы рассматриваем однородное и изотропное распределение материи

с уравнением состояния

P = wρ, (2.6)

где w обычно считается постоянным параметром. Для нерелятивистской
материи w = 0, для релятивистской w = 1/3, а для вакуумо-подобного
состояния w = −1.

Космологическая метрика берется в стандартной форме Фридмана-
Робертсона-Уокера (FRW) с интервалом

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dϑ2 + r2 sin2 ϑ dϕ2

]
. (2.7)

В дальнейшем мы считаем, что трехмерное пространство является плос-
ким и полагаем k = 0. В этом случае скаляр кривизны R связан с пара-
метром Хаббла H = ȧ/a соотношением:

R = −6Ḣ − 12H2 . (2.8)

Если нет дополнительных источников энергии, порождаемых самой
гравитацией, тензор энергии-импульса удовлетворяет условию ковари-
антного сохранения DµT

µ
ν = 0, которое в FRW-метрике (2.7) имеет вид:

ρ̇ = −3H(ρ+ P ) = −3H(1 + w)ρ . (2.9)

Вычисляя след уравнения (2.4), получаем:

D2R +m2R = −8πm2

M 2
Pl

T µµ . (2.10)
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Переход к ОТО должен происходить при m → ∞. В этом случае мы
ожидаем получить обычное алгебраическое соотношение между скаля-
ром кривизны и следом тензора энергии-импульса материи:

M 2
PlRGR = −8πT µµ . (2.11)

Для однородного поля R = R(t) при справедливости уравнения со-
стояния вещества (2.6), уравнение (2.10) дает:

R̈ + 3HṘ +m2R = −8πm2

M 2
Pl

(1− 3w)ρ . (2.12)

Это соотношение имеет вид уравнения Клейна-Гордона (КГ) для мас-
сивного скалярного поля R, называемого иногда «скаляроном». Оно от-
личается от обычного уравнения КГ слагаемым жидкого трения 3HṘ с
коэффициентом трения 3H, связанным с R выражением (2.8).

Уравнение (2.12) не учитывает влияние рождения частиц скаляром
кривизны. Это хорошее приближение в эпоху инфляции, когда рождение
частиц кривизной R(t) практически отсутствует, поскольку R велико и
трение велико, так что R медленно спадает до нуля. На некотором этапе,
когда H становится меньше, чем m, R начинает осциллировать, продук-
тивно рождая частицы. Это знаменует окончание инфляции, разогрев
Вселенной, которая исходно не содержала материи, и переход от ускорен-
ного расширения (инфляции) к расширению замедленному. Последнее
напоминает обычный режим расширения Фридмана, но, как мы увидим
ниже, отличается от него многими существенными чертами.

Для гармонического потенциала рождение частиц можно прибли-
женно описать дополнительным слагаемым, учитывающим трение, ΓṘ.
Рождение частиц произвольным потенциалом в уравнении Клейна-
Гордона вычислено в работах [186, 187] в однопетлевом приближении.
Результаты этой работы были модифицированы для случая рождения
частиц скаляром кривизны в нашей статье [3]. Обычно однопетлевые эф-
фекты в рождении частиц приводят к нелокальному по времени интегро-
дифференциальному уравнению, но в случае строго гармонических ко-
лебаний уравнение можно свести к простому дифференциальному урав-
нению с членом жидкого трения ΓṘ. В рассматриваемом нами случае
потенциал является гармоническим и можно использовать приближение
жидкого трения. Скорость рождения частиц, вычисленная в нашей ра-
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боте [3] (см. также предшествующие работы [150–152]), равна:

Γ =
m3

48M 2
Pl

. (2.13)

Соответственно, уравнение (2.12) приобретает дополнительное слагае-
мое, описывающее жидкое трение, и превращается в

R̈ + (3H + Γ)Ṙ +m2R = −8πm2

M 2
Pl

(1− 3w)ρ . (2.14)

Рождение части приводит также к появлению источника в уравне-
нии (2.9):

ρ̇ = −3H(1 + w)ρ+
mR2

ampl

1152π
, (2.15)

где Rampl – амплитуда R(t)-осцилляций, см. [3, 152]. Для простоты мы
считаем, что рожденные частицы являются безмассовыми скалярами, хо-
тя это не обязательно так. Если рожденные частицы строго безмассовые
или очень легкие, то Вселенная будет заполнена релятивистской мате-
рией. Однако, если масса частицы сравнима с m/2 (но немного меньше
ее), то для ширины распада скалярона применимо практически то же
выражение (2.13) с небольшим подавлением за счет фазового объема,
пропорционального

√
1− 4m2

0/m
2, где m0 – масса частицы, рожденной

в процессе распада. Например, для m0 = 0.4m, подавление составляет
0.6. Частицы более высокой массы могут рождаться непертурбативно,
как описано в статьях, процитированных перед уравнением (2.13).

Состояние космологической материи зависит не только от спектра
продуктов распада, но также от тепловой истории рожденных частиц. В
зависимости от этого, параметр w может не быть точно равным 0 или
1/3, а уравнение состояния может не быть таким простым. Может даже
оказаться, что оно не описывается постоянным w. Мы берем два пре-
дельных значения w = 0 и 1/3 как простые возможные примеры. Другие
значения w не изменят представленные результаты значительно. Так как
спектр элементарных частиц очень высоких масс неизвестен, нет смыс-
ла проводить детальный количественный анализ состояния космологи-
ческой материи, но, конечно, оно находилось бы где-то между w = 1/3
и w = 0.

Удобно ввести безразмерное «время» и безразмерные функции:

τ = tm, H = mh, R = m2r, ρ = m4y, Γ = mγ. (2.16)
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Уравнения (2.8), (2.14) и (2.15) теперь принимают вид:

h′ + 2h2 = −r/6, (2.17)
r′′ + (3h+ γ)r′ + r = −8πµ2(1− 3w)y, (2.18)
y′ + 3(1 + w)h y = S[r], (2.19)

где штрих означает производную по τ , µ = m/MPl, γ = µ2/48, и источ-
ник S[r] берется в виде:

S[r] =
〈r2〉

1152π
. (2.20)

Влияние этого члена на эволюцию скаляра кривизны не учитывалось
должным образом в предыдущих работах. Здесь 〈r2〉 означает квадрат
амплитуды гармонических осцилляций, r2

ampl, безразмерной кривизны
r(τ), см. уравнение (2.15). Однако r(τ) не всегда осциллирует гармо-
нически. В этом случае мы аппроксимируем 〈r2〉 как 2(r′)2 или (−2r′′r).
Для гармонических осцилляций эти выражения, усредненные по периоду
колебаний, совпадают с r2

ampl.
Функция 〈r2〉 медленно меняется со временем. Строго говоря, та-

кой способ описания рождения частиц применим только на стадии, когда
r(τ) является гармонически осциллирующей функцией с медленно меня-
ющейся амплитудой. Очевидно, это не справедливо во время инфляции.
В принципе, такой источник может быть включен после завершения ин-
фляции. Однако, окончательный результат для y (или ρ) не зависит от
истории рождения частиц. Причина для этого следующая: во время ин-
фляции плотность энергии обычной материи очень быстро падает из-за
быстрого расширения Вселенной и мы приходим к моменту начала разо-
грева Вселенной с примерно тем же, ничтожно малым, значением y (или
ρ). Ниже мы продемонстрируем численно, что это действительно так с
очень хорошей точностью.

Мы проверим совместность уравнений (2.13) и (2.20) в разделе 2.1.1,
где покажем, что рождение частиц за счет распада скалярона дает необ-
ходимый приток энергии, S[r], в космическую плазму.

В дальнейшем мы решаем систему уравнений (2.17) - (2.19) числен-
но и сравниваем численные решения с аналитическим асимптотическим
разложением при τ � 1. Согласие получается идеальное. Это позволяет
использовать аналитические асимптотические выражения в тех случаях,
когда численные расчеты становятся ненадежными.
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2.1.1 Решение ab ovo до γτ . 1

Решение в эпоху инфляции

В этом разделе мы представим численные и аналитические решения
уравнений (2.17) - (2.19), стартуя «с самого начала», т.е. с инфляционной
стадии вплоть до высоких τ (τ � 1), но малых γτ . 1. Начальные усло-
вия следует выбрать таким образом, чтобы показатель инфляционной
экспоненты был не меньше 70:

Ne =

∫ τinf

0

h dτ ≥ 70, (2.21)

где τinf – время окончания инфляции. Это может быть достигнуто, ес-
ли начальное значение r достаточно велико, практически независимо от
начальных значений h и y.

Следуя работам [61,184] (см. также последующую статью [188]), мы
можем грубо оценить продолжительность инфляции, пренебрегая выс-
шими производными в уравнениях (2.17) и (2.18) и считая, что плотность
энергии обычной материи равна нулю (y = 0), а γ пренебрежимо мало.
Последнее выполняется естественным образом, если m < MPl. Тогда мы
приходим к упрощенной системе уравнений:

h2 = −r/12, (2.22)
3hr′ = −r. (2.23)

Эти уравнения имеют решение:√
−r(τ) =

√
−r0 − τ/

√
3, (2.24)

где r0 – начальное значение r при τ = 0. Согласно Ур. (2.22), параметр
Хаббла меняется как h(τ) = (

√
−3r0 − τ)/6. Длительность инфляции

грубо определяется условием h = 0, т.е. τinf =
√
−3r0. Показатель ин-

фляционной экспоненты равен площади треугольника под прямой h(τ),
откудаNe ≈ r0/4. Превосходное согласие с численными решениями урав-
нений (2.17)-(2.19), проиллюстрированное на рисунке 2.1, демонстрирует
высокую точность приближения «медленного скатывания» и слабое вли-
яние рождения частиц на (квази)инфляционной стадии.

Численные результаты не чувствительны ни к начальным значени-
ям параметра Хаббла и плотности энергии обычной материи, ни к па-
раметру w, поскольку при инфляции плотность энергии любой формы

66



10 20 30 40 50
τ

1

2

3

4

5

h

10 20 30 40 50
τ

1

2

3

4

5

6

7

h

Рис. 2.1: Эволюция h(τ) на инфляционной стадии с начальными значениями безраз-
мерной кривизны r = 300 (слева) и 600 (справа). Исходно h берется равным нулю,
hin = 0, но быстро достигает значения, определяемого Ур. (2.22), h(0) =

√
−r0/12.

Показатели экспоненты, согласно Ур. (2.21), равны, соответственно, 75 и 150 .
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Рис. 2.2: Эволюция безразмерной плотности энергии материи во время инфляции для
w = 0 (синим) и w = 1/3 (фиолетовым). Слева: yin = 0, справа: yin = 0.1. Результаты
нечувствительны к виду S[r], поскольку при инфляции y(τ) быстро стремится к
нулю.

материи быстро стремится к нулю для любых начальных значений. Это
утверждение проиллюстрировано на рисунке 2.2.

Эволюция безразмерного скаляра кривизны r в течение инфляции
и после ее окончания представлена на рисунке 2.3.

Численные решения в пост-инфляционную эпоху

Поведение R, H и ρ, или безразмерных величин r , h и y, сильно раз-
личается на стадии доминирования вакуумо-подобной материи (инфля-
ции) и на стадии доминирования нерелятивистского вещества, наступа-
ющей позже. Найдем теперь законы эволюции r(τ), h(τ) и y(τ) после
инфляции до времен, удовлетворяющих условию γτ ∼ 1. Численные ре-
шения будут представлены с момента окончания инфляции до больших
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Рис. 2.3: Эволюция безразмерного скаляра кривизны для rin = −300 (фиолетовым)
и rin = −600 (синим). Слева: эволюция во время инфляции. Справа: эволюция после
окончания инфляции, скаляр кривизны осциллирует.

τ � 1, но не слишком больших, поскольку численная процедура для
огромных τ ∼ 1/γ становится неустойчивой. Однако, можно найти до-
статочно точные аналитические решения, асимптотически верные при
любых τ , вплоть до τ ∼ 1/γ. Очень хорошее согласие между численны-
ми и аналитическими решениями при больших, но не огромных τ , поз-
воляет доверять асимптотическому аналитическому решению при очень
больших τ .

Численные решения системы уравнений (2.17)-(2.19) приведены на
рисунках 2.4 - 2.6 для больших µ = m/MPl = 0.1. На Рис. 2.4 безразмер-
ная кривизна представлена для разных начальных значений rin = −300
и rin = −600 и различных уравнений состояния w = 1/3 (релятивист-
ская материя) и w = 0 (нерелятивистская материя). Безразмерное время
берется большим, τ � 1, но все еще γτ < 1. Вклад рождения частиц в ρ
(или в y) аппроксимирован как (r′)2/(576π), см. уравнения (2.19), (2.20).
Здесь мы учли фактор 2, возникший, поскольку среднее значение sin2 τ
равно 1/2. Интересно, что амплитуда rampτ → const. Видно, что для
больших τ результат не зависит от начального значения r и очень слабо
зависит от w.

На рисунке 2.5 эволюция безразмерного параметра Хаббла изобра-
жена для w = 1/3 (сплошная линия) и w = 0 (пунктирная линия).
Зависимость от w почти не видна, за исключением значений h, близких
к нулю.

На рисунке 2.6 представлена безразмерная плотность энергии ма-
терии y как функция времени для w = 1/3 (сплошная линия) и w = 0
(пунктирная линия). Поведение y (или ρ) для этих двух значений w силь-
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Рис. 2.4: Эволюция безразмерного скаляра кривизны τr(τ) в пост-инфляционную
эпоху. Слева (w=1/3): rin = −300 (красным), rin = −600 (синим). Не видно никакой
разницы между кривыми. Справа (rin = −300): w = 1/3 (красным) и w = 0 (синим).
Разница между кривыми ничтожно мала.
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Рис. 2.5: Эволюция безразмерного параметра Хаббла hτ в пост-инфляционную эпоху
для w = 1/3 (красным) и w = 0 (синим).
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но различается, в отличие от других рассмотренных величин, r и h, ко-
торые слабо зависят от w. Интересно, что произведение yτ стремится к
постоянной величине при увеличении τ , пока γτ остается малым. Спра-
ведливость этого утверждения нами проверена до τ = 5000 при µ = 0.01.
Такое поведение сильно отличается от эволюции плотности вещества в
стандартной космологии, когда ρ ∼ 1/t2.
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Рис. 2.6: Эволюция безразмерной плотности энергии материи yτ при малых τ (слева)
и при больших τ (справа) для w = 1/3 (красным) и w = 0 (синим).

Видно, что численные решения имеют очень простой вид для боль-
ших τ , а именно: r осциллирует вокруг нуля с амплитудой, падающей
как 1/τ , в то время как h осциллирует, почти касаясь нуля, вокруг по-
стоянного значения, близкого к 2/3, с амплитудой, также падающей как
1/τ . Такое простое поведение указывает на то, что должны существо-
вать простые аналитические выражения для решений при больших τ .
Эти решения будут получены в следующем разделе.

Аналитическое поведение решений при τ � 1 и w = 1/3

Начнем с более простого случая w = 1/3. При этом система уравнений
(2.17)-(2.19) принимает вид:

h′ + 2h2 = −r/6, (2.25)
r′′ + 3hr′ + r = 0, (2.26)

y′ + 4h y =
< r2 >

1152π
, (2.27)

так что система эффективно сводится к двум уравнениям для h и r, а
y можно найти, если h и r известны. Уравнение для y можно решить
либо численно, либо представить решение в квадратурах. В Ур. (2.26)
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мы пренебрегли γ по сравнению с h, так как, по предположению, мы
ограничиваемся пределом γτ . 1. Случай γτ & 1 будет рассмотрен в
разделе 2.1.1.

Основываясь на численном решении, мы ищем асимптотическое раз-
ложение h и r при τ � 1 в виде:

r =
r1 cos(τ + θr)

τ
+
r2

τ 2
, (2.28)

h =
h0 + h1 sin(τ + θh)

τ
. (2.29)

Здесь rj и hj – некоторые постоянные коэффициенты, которые вычисля-
ются из уравнений (2.25) и (2.26), а постоянные фазы θj определяются
начальными условиями и корректируются сравнением асимптотического
решения с численным.

Подставляя выражения (2.28) и (2.29) в правую часть уравнения
(2.25), получаем:

h′ = −2[h0 + h1 sin(τ + θh)]
2

τ 2
− 1

6

(
r1 cos(τ + θr)

τ
+
r2

τ 2

)
, (2.30)

где h′ находим дифференцированием Ур. (2.29):

h′ =
h1 cos(τ + θh)

τ
−
[
h0 + h1 sin(τ + θh)

τ 2

]
. (2.31)

Приравнивая коэффициенты при 1/τ и 1/τ 2, получим, соответствен-
но, уравнения:

h1 = −r1/6, θh = θr ≡ θ, (2.32)
h0 + h1 sin(τ + θh) = 2 [h0 + h1 sin(τ + θh)]

2 + r2/6. (2.33)

Пренебрегая осциллирующими слагаемыми с синусом, которые обраща-
ются в нуль при усреднении, и считая, что среднее от sin2(τ + θ) равно
1/2, находим:

h0 = 2h2
0 + h2

1 + r2/6. (2.34)

Аналогичным образом используем уравнение (2.26) для r. Для этой
цели вычислим производные от выражения (2.28), чтобы определить r′

и r′′:

r′ = −r1 sin(τ + θr)

τ
− r1 cos(τ + θr)

τ 2
− 2r2

τ 3
, (2.35)

r′′ = −r1 cos(τ + θr)

τ
+

2r1 sin(τ + θr)

τ 2
+

2r1 cos(τ + θr)

τ 3
+

6r2

τ 4
. (2.36)
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Подставляя теперь выражения для r, r′, r′′ и h в уравнение (2.26),
приходим к:

−r1 cos(τ + θ)

τ
+

2r1 sin(τ + θ)

τ 2
+

2r1 cos(τ + θ)

τ 3
+

6r2

τ 4

−3

[
r1 sin(τ + θ)

τ
+
r1 cos(τ + θ)

τ 2
+

2r2

τ 3

](
h0 + h1 sin(τ + θ)

τ

)
+
r1 cos(τ + θ)

τ
+
r2

τ 2
= 0. (2.37)

Ведущие члены, пропорциональные τ−1, сокращаются. Члены по-
рядка τ−2 дают

h0 = 2/3, и r2 = 3h1r1/2. (2.38)

Здесь, как и выше, мы берем sin2(τ + θ) = 1/2. Используя уравнения
(2.32) и (2.34), находим

h1 = 2/3 и r1 = r2 = −4, (2.39)

так что окончательно

h =
2

3τ
[1 + sin(τ + θ)] , (2.40)

r = −4 cos(τ + θ)

τ
− 4

τ 2
. (2.41)

Как уже отмечалось выше, эти решения следуют из выведенного в ста-
тье [61] выражения (2.2) для эволюции космологического масштабного
фактора при больших mt. Влияние рождения частиц, справедливо опу-
щенное в [61], на данном этапе оказывается незначительным.

На рисунке 2.7 численные решения для h и r сравниваются с анали-
тическими оценками (2.40) и (2.41), соответственно. Для совпадения чис-
ленных и аналитических кривых полагаем фазу θ равной θ = −2.9π/4,
одинаково для h и r. Значение фазы зависит от начальных условий для
h и r до инфляции и эквивалентно выбору начального момента времени.

Вернемся теперь к решению уравнения (2.27), полагая, что h и r
имеют асимптотическую форму (2.40) и (2.41). Заметим, что в правой
части уравнения (2.27) 〈r2〉 можно понимать как квадрат амплитуды
гармонических осцилляций r, т.е. 〈r2〉 = 16/τ 2. Уравнение (2.27) можно
проинтегрировать аналитически, получая

y(τ) =
1

72π

∫ τ

τ0

dτ2

τ 2
2

exp

[
−4

∫ τ

τ2

dτ1h(τ1)

]
, (2.42)
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Рис. 2.7: Слева: Сравнение численного решения hτ (красным) с аналитической оцен-
кой (2.40) (синим). Справа: То же для численно полученного rτ и аналитического
результата (2.41). Не видно никакой разницы между красными и синими кривыми.

где τ0 � τ есть некоторое начальное значение безразмерного времени.
Асимптотический результат слабо зависит от τ0.

Подставляя h(τ) из Ур. (2.40), можно частично провести интегри-
рование по dτ1:∫ τ

τ2

dτ1h(τ1) =
2

3
ln
τ

τ2
+

∫ τ

τ2

dτ1

τ1
sin(τ1 + θ). (2.43)

Удобно ввести новые переменные интегрирования:

η1 = τ1/τ, η2 = τ2/τ. (2.44)

В терминах этих переменных получаем:

y(τ) =
1

72πτ

∫ 1

η0

dη2 η
2/3
2 exp

[
−8

3

∫ 1

η2

dη1

η1
sin (τη1 + θ)

]
. (2.45)

Как будет видно ниже, интеграл в показателе экспоненты является
малым, поэтому экспоненциальный фактор в выражении (2.45) бли-
зок к единице и, таким образом, доминантной асимптотикой является
y(τ) ∼ 1/(120πτ). Осциллирующие поправки более высокого порядка
оценим следующим образом. Для вычисления асимптотики интеграла

I =

∫ 1

η2

dη1

η1
sin (τη1 + θ) (2.46)

при больших τ представим осциллирующий фактор в виде

sin (τη1 + θ) =
1

2i

[
ei(τη1+θ) − e−i(τη1+θ)

]
. (2.47)
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Интеграл по η1 вдоль действительной оси от η2 до 1 может быть сведен
к двум интегралам по ζ от 0 до∞ вдоль η1 = η2± iζ и η1 = 1± iζ. Знаки
перед iζ выбираются таким образом, чтобы соответствующие экспоненты
в уравнении (2.47) обращались в нуль на бесконечности. Окончательно
получаем:

I =

∫ ∞
0

dζe−τζ
[
η2 cos (τη2 + θ) + ζ sin (τη2 + θ)

η2
2 + ζ2

−cos (τ + θ) + ζ sin (τ + θ)

1 + ζ2

]
. (2.48)

Эффективное значение ζ в этом интеграле, очевидно, ∼ 1/τ , поэтому
интеграл I обратно пропорционален τ в ведущем порядке. При больших
τ он заметно меньше единицы, так что можно разложить экспоненци-
альный фактор e−8I/3 в уравнении (2.45) до первого порядка, получая:

y1/3 =
1

120πτ
+

1

45π

cos (τ + θ)

τ 2
− 1

27πτ 2

∫ 1

ε

dη2

η
1/3
2

cos (τη2 + θ) , (2.49)

где нижний индекс 1/3 показывает, что w = 1/3, а ε = τ0/τ � 1. Послед-
ний интеграл пропорционален 1/τ 2/3 и является малым по сравнению с
остальными слагаемыми. В дальнейшем мы им пренебрегаем.

На рисунке. 2.8 безразмерная плотность энергии 120πy(τ) представ-
лена как результат численного расчета интеграла (2.45), эквивалентно-
го интегралу (2.42) (сплошная линия), являющегося точным решени-
ем дифференциального уравнения (2.27). Это решение сравнивается с
аналитическим асимптотическим разложением (2.49) того же интеграла
(2.42) (пунктирная линия). Видно, что согласие очень хорошее.
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Рис. 2.8: Сравнение численного решения для безразмерной плотности энергии
120πτ y(τ) (синим) для w = 1/3 с асимптотическим выражением (2.49) (красным)
для умеренно больших τ (слева) и для очень больших τ (справа).
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Асимтотическое решение для τ � 1, γτ . 1 и w = 0

Если w = 0, уравнения (2.17)-(2.19) принимают следующий вид:

h′ + 2h2 = −r/6, (2.50)
r′′ + 3hr′ + r = −8πµ2y, (2.51)

y′ + 3h y = S[r], (2.52)

Так как µ � 1, влияние правой части в уравнении (2.51) не является
существенным, и можно использовать выражения (2.40) и (2.41) для h
и r из предыдущего подраздела. Более того, численные решения, пред-
ставленные на рисунках 2.4 и 2.5, подтверждают это предположение.
Единственное существенное отличие от случая w = 1/3 возникает в
уравнении (2.52), определяющем эволюцию плотности энергии. Поэто-
му для вычисления y(τ) можно использовать слегка измененные резуль-
таты предыдущего подраздела. При решении Ур. (2.52) воспользуемся
выражением (2.42), заменяя в экспоненте коэффициент (−4) на (−3):

y(τ) =
1

72π

∫ τ

τ0

dτ2

τ 2
2

exp

[
−3

∫ τ

τ2

dτ1h(τ1)

]
. (2.53)

Повторяя те же вычисления, что и в предыдущем подразделе, получим
вместо уравнения (2.49)

y0 =
1

72πτ
+

cos (τ + θ)

36πτ 2
. (2.54)

Полезно сравнить численные расчеты интеграла (2.53) с его асимпто-
тическим выражением (2.54). Как видно на рисунке 2.9, согласие очень
хорошее.

Приток энергии в космологическую плазму от распада скалярона

Закон сохранения энергии требует, чтобы приток энергии в космологиче-
скую плазму, согласно уравнению (2.20), был обеспечен распадом скаля-
рона с шириной Γ (2.13). Чтобы это проверить, рассмотрим упрощенную
модель с действием скалярного поля R вида:

AR =
M 2

Pl

48πm4

∫
d4x
√
−g
[

(DR)2

2
− m2R2

2
− 8πm2

M 2
Pl

T µµR

]
, (2.55)

приводящим к нужным уравнениям движения (2.10). Чтобы найти плот-
ность энергии поля скалярона, нужно переопределить это поле таким
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Рис. 2.9: Сравнение решений дифференциального уравнения (2.52) при w = 0: инте-
гральное решение (2.53) (синим) и асимптотическое решение (2.54) (красным). Без-
размерная плотность энергии 72πτ y(τ) представлена для умеренно больших τ (сле-
ва) и для очень больших τ (справа). Согласие очень хорошее.

образом, чтобы кинетический член нового поля входил в действие с ко-
эффициентом 1/2. Поэтому канонически нормированное скалярное поле
будет:

Φ =
MPl√
48πm2

R. (2.56)

Соответственно, плотность энергии поля скалярона равна:

ρR =
Φ̇2 +m2Φ2

2
=
M 2

Pl(Ṙ
2 +m2R2)

96πm4
. (2.57)

Скорость рождения частиц дается выражением:

ρ̇R = 2ΓρR =
Ṙ2 +m2R2

2304πm
=

m3

72πt2
. (2.58)

Коэффициент 2 перед Γ возникает из-за того, что при распаде скаляро-
на рождается пара частиц. Мы берем Γ из Ур. (2.13), для R использу-
ем выражение (2.41) и дифференцируем только быстро осциллирующий
фактор.

Сравним результат (2.58) с уравнением (2.20), полагая амплитуду
гармонических осцилляций R равной Rampl = 4m/t, согласно Ур. (2.41).
Соответственно, вклад рождения частиц в Ур. (2.15) будет точно таким
же, как выше, что и следовало ожидать:

ρ̇source =
mR2

ampl

1152π
=

m3

72πt2
. (2.59)

Здесь следует сделать одно замечание. Выше, при решении уравне-
ний для эволюции R и ρ, мы пренебрегли влиянием рождения частиц на

76



R, но учитывали это влияние в уравнении для ρ̇, несмотря не то, что оба
эти эффекта имеют сходные величины. Причиной такого приближения
является то, что плотность энергии скаляронных колебаний ρR (2.57)
велика, и уменьшение ρR за счет рождения частиц действительно не яв-
ляется важным, в то время как космологичекая плазма полностью со-
здается истоником (2.59).

Обсуждение космологической эволюции при τ . 1/γ

Полученные выше результаты показывают, что космологическая эволю-
ция в R2-гравитации сильно отличается от обычной космологии Фрид-
мана. Во-первых, плотность энергии материи в R2 модифицированной
гравитации на радиационно-доминированной стадии падает как (см.
Ур. (2.49)):

ρR2 =
m3

120πt
(2.60)

вместо классического поведения в общей теории относительности, где

ρGR =
3H2M 2

Pl

8π
=

3M 2
Pl

32πt2
. (2.61)

Во-вторых, параметр Хаббла быстро осциллирует со временем (2.40), по-
чти достигая нуля, практически одинаково на релятивистской стадии
(доминирования излучения) и на нерелятивисткой (стадии доминирова-
ния вещества). И последнее, но не менее важное: скаляр кривизны падает
как m/t и осциллирует с меняющимся знаком (2.41), не являясь про-
порциональным следу тензора энергии-импульса вещества, тождествен-
но равному нулю на релятивистской стадии и монотонно убывающему со
временем, как 1/t2, на стадии доминирования вещества. Стоит отметить,
что связь скаляра кривизны R с плотностью энергии вещества не такая,
как в ОТО.

Из-за перечисленных различий между космологической эволюцией
в R2-теории и ОТО, условия теплового равновесия в первичной плазме
также очень сильно различаются. Предполагая, что установлено равно-
весие при температуре T , скорость реакции частиц оценим как:

Γpart ∼ α2T, (2.62)

где α – константа связи взаимодействия частиц, обычно α ∼ 10−2. Равно-
весие поддерживается, если Γpart > H или α2Tt > 1. Плотность энергии
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релятивистского вещества в тепловом равновесии выражается через тем-
пературу следующим образом:

ρtherm =
π2g∗
30

T 4, (2.63)

где g∗ – число типов релятивистских частиц в плазме. Мы берем g∗ ∼ 100.
Используя уравнения (2.60) и (2.63), находим, что условие равнове-

сия для R2-космологии имеет вид(
α2tT

)
R2 =

30α2

120π3g∗

(m
T

)3

= 8 · 10−9
(m
T

)3

> 1. (2.64)

Аналогично из (2.61) и (2.63) следует, что для ОТО-космологии(
α2tT

)
GR

= α2

(
90

32π3g∗

)1/2
MPl

T
= 3 · 10−6 MPl

T
> 1. (2.65)

Соответственно, равновесие между легкими частицами в R2-космологии
устанавливается, когда TR2 < 2 · 10−3m, тогда как в ОТО соответствую-
щее условие есть TGR < 3 · 10−6MPl.

Подчеркнем, что выражения (2.64) и (2.65) определяют температу-
ру, ниже которой в первичной плазме устанавливается тепловое равнове-
сие. Эта температура не совпадает с так называемой температурой нагре-
ва Th. Последняя определяется условием, что вся энергия скаляронного
поля передается в энергию плазмы. Это происходит приблизительно при
tΓ = 1. Соответственно,

Th ≈
m

(192π3)1/4

√
m

MPl
. (2.66)

Для m = 3 × 1013 ГэВ температура нагрева Th ≈ 6 × 108 ГэВ, что
близко к другим оценкам, представленным в литературе. Если учесть
возможную задержку распада скалярона на ln(m/Γ)-фактор, см. самый
конец раздела 2.1.2, Th будет немного ниже.

Заметим, что при инфляции кривизна R(t) не осциллировала. Рож-
дение частиц началось после начала осцилляций при t � 1/m. Таким
образом, плотность энергии космологической плазмы никогда не пре-
вышала m4/(120π) и, соответственно, ее температура ограничена усло-
вием TR2 . 0.01m. Кроме того, энергия отдельных частиц, порождае-
мых осцилляциями скалярона, а также их массы, должны быть мень-
ше m/2. Этот факт, в частности, открывает возможность получить ча-
стицы темной материи из легчайших суперсимметричных частиц (LSP).
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Согласно данным Большого Адронного Коллайдера (см. раздел 110.
Supersymmetry, Part II (Experiment) в [111]), масса LSP должна быть
выше нескольких ТеВ. В таком случае космологическая энергия LSP бу-
дет намного выше, чем наблюдаемая плотность темной материи, если
LSP рождены тепловым образом. В R2-космологии рождение тяжелых
LSP может быть достаточно сильно подавлено для mLSP > m, поэтому
плотность энергии LSP может быть достаточно низкой.

R2-космология может также заметно изменить вероятность образо-
вания первичных черных дыр и предсказания для высокотемпературно-
го бариогенезиса, в частности для бариогенезиса, происходящего посред-
ством лептогенезиса.

2.1.2 Решение при γτ & 1

Рассмотрим систему уравнений (2.17)-(2.19). К сожалению, прямое чис-
ленное решение этой системы быстро становится неустойчивым и невер-
ным, поскольку стандартная программа «Mathematica» не может пра-
вильно учесть очень малый подавляющий экспоненциальный фактор
exp (−γτ/2) при γτ � 1. Поэтому нужно действовать иным образом.
Сначала, как и в разделе 2.1.1, рассмотрим случай релятивистской мате-
рии, т.е. w = 1/3. Исключим первую производную r′ из уравнения (2.18),
вводя новую функцию v:

r = exp

[
−γ(τ − τ0)/2− (3/2)

∫ τ

τ0

dτ1h(τ1)

]
v. (2.67)

Тогда приходим к уравнению:

v′′ +

[
1− (γ + 3h)2

4

]
v = 0. (2.68)

Так как в реалистичном случае γ � 1 и h . γ, поскольку h ∼ 1/τ ,
и, по предположению γτ & 1, вторым слагаемым в квадратных скобках
можно пренебречь. При этом уравнение (2.68) легко решается, давая:

v = v0 cos (τ − τ0 + θv) , (2.69)

где амплитуду v0 можно приближенно найти, требуя совпадения решения
(2.67) с выражением (2.41) при γτ0 ∼ 1. Тогда получаем

v = −4γ cos (τ + θ) . (2.70)
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Как видно из уравнения (2.67), кривизна r экспоненциально спадает до
нуля при больших γτ/2. При этом правая часть Ур. (2.17) стремится к
нулю с той же скоростью, а параметр Хаббла приближается к значению
1/(2τ), как это имеет место в стандартной космологии на радиацианно-
доминированной стадии. Плотность энергии в этом пределе удовлетво-
ряет уравнению (2.19) с равной нулю правой частью, поэтому y падает
как 1/a4, как и ожидалось. Однако, из этих уравнений неясно, будет ли
выполняться обычное соотношение между H и ρ:

H2 =
8π

3

ρ

M 2
Pl

. (2.71)

Чтобы это проверить, рассмотрим уравнение фридмановского типа для
00-компоненты R2-модифицированного гравитационного уравнения (2.4)
в пределе, когда рождением частиц можно пренебречь. Это уравнение
можно записать в виде:

H2 +
1

m2

[
2ḦH − Ḣ2 + 6ḢH2

]
=

8πρ

3M 2
Pl

. (2.72)

Согласно нашей оценке, кривизна экспоненциально спадает до нуля при
γτ > 1, и, соответственно, Ḣ + 2H2 = 0. В этом случае слагаемое в
квадратных скобках в уравнении (2.72) обращается в нуль, что приводит
к нормальной космологии.

Более интересным является случай доминантности нерелятивист-
ской материи, w = 0, а также некоторые отклонения от строгого равен-
ства w = 1/3 из-за наличия массивных частиц в космологической плаз-
ме или из-за конформной аномалии. Теперь нужно исследовать уравне-
ние (2.18) с ненулевой правой частью, которая может изменить асимпто-
тическое экспоненциальное убывание r. Проводя преобразование (2.67) и
пренебрегая малым слагаемым (γ+3h)2/4 в выражении (2.68), приходим
к уравнению:

v′′ + v = −8πµ2(1− 3w)y(τ) exp

[
γ(τ − τ0)/2 + (3/2)

∫ τ

τ0

dτ1h(τ1)

]
. (2.73)

Значение (1 − 3w) здесь не конкретизируется, мы только считаем, что
оно отлично от нуля.
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Решение этого уравнения имеет вид:

v(τ) = −8πµ2(1− 3w)

∫ τ

τ0

dτ1 sin(τ − τ1)y(τ1) (2.74)

× exp

[
γ(τ1 − τ0)

2
+

3

2

∫ τ1

τ0

dτ1h(τ1)

]
плюс решение (2.69) однородного уравнения (2.68), в чем легко убедиться
непосредственной подстановкой.

Используя теперь соотношение (2.67), найдем скаляр кривизны:

r = −8πµ2(1− 3w)

∫ τ

τ0

dτ1 sin(τ − τ1)y(τ1) (2.75)

× exp

[
−γ

2
(τ − τ1)−

3

2

∫ τ

τ1

dτ2h(τ2)

]
+ rh,

где rh – решение однородного уравнения:

rh = r0 cos(τ + θr) exp

[
−γ

2
(τ − τ0)−

3

2

∫ τ

τ0

dτ2h(τ2)

]
. (2.76)

Следует подчеркнуть, что решение однородного уравнения падает экс-
поненциально, как exp(−γτ/)2, а неоднородная часть нет, поскольку ин-
теграл (2.75) определяется τ1 близким к τ .

Предположим, что за достаточно большое космологическое время
система приходит в состояние, описываемое стандартной ОТО, и прове-
рим, как это предположение согласуется с уравнением (2.75). Будем счи-
тать, в соотвествии со стандартными космологическими законами при
w > −1, что справедливы соотношения:

a ∼ t
2

3(1+w) , H =
2

3(1 + w)t
, ρ =

3H2M 2
Pl

8π
=

M 2
Pl

6π(1 + w)2t2
. (2.77)

Вводя новые переменные интегрирования x = τ1/τ , x2 = τ2/τ и
вычисляя интеграл по dx2, получим:

rinh = − 4(1− 3w)

3(1 + w)2τ

∫ 1

ε

dx sin [τ(1− x)]

(
1

x

) 1+2w
1+w

exp
[
−γτ

2
(1− x)

]
, (2.78)

где rinh есть вклад в r от неоднородной части в уравнении движения, а
ε = τ0/τ � 1. Для больших τ и γτ интеграл в Ур. (2.78) можно оценить
таким же образом, как и интеграл (2.48). Сначала запишем

sin [τ(1− x)] =
i

2

[
e−iτ(1−x) − eiτ(1−x)

]
. (2.79)
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Интеграл (2.78) с первой экспонентой из (2.79) можно свести к разности
двух интегралов вдоль контуров x = ε + iζ и x = 1 + iζ, где ζ про-
бегает значения от 0 до +∞, в то время как интеграл (2.78) со второй
экспонентой из (2.79) выражается через аналогичные интегралы вдоль
отрицательной ζ-оси. Тогда получим:

rinh =
2(1− 3w)

3(1 + w)2τ

∫ ∞
0

dζ e−τζ

×

[(
1

ε+ iζ

) 1+2w
1+w

exp

(
−iτ(1− ε)− γτ(1− ε− iζ)

2

)

−
(

1

1 + iζ

) 1+2w
1+w

exp

(
i
γτζ

2

)
+ h.c.

]
. (2.80)

Здесь «h.c.» означает «эрмитово сопряженный».
Поскольку τ � 1, интегралы эффективно «сидят» на ζ ∼ 1/τ из-за

множителя exp(−ζτ). В главном порядке второе слагаемое в квадрат-
ных скобках равно (−1), и вместе с эрмитово сопряженным слагаемым
после интегрирования они дают −2/τ . Первое слагаемое экспоненциаль-
но подавлено при больших γτ/2, как ∼ exp(−γτ/2). Заметим, что перед
экспонентой стоит большой множитель, пропорциональный τ (1+2w)/(1+w),
который замедляет приближение к значению ОТО, предположительно
достигаемому асимптотически:

R = − 8π

M 2
Pl

(1− 3w)ρ =
4(1− 3w)

3(1 + w)2t2
. (2.81)

Однако наши исходные функции не совпадают с найденными при
больших τ , но малых γτ . 1, дающихся уравнением (2.40). Сделаем бо-
лее общий «анзац», полагая безразмерные параметр Хаббла и плотность
энергии равными

htest(τ) =
h1 + h2 sin(τ + θh)

τ
, y(τ) =

y1

τβ
, (2.82)

и проверим, можно ли подобрать постоянные h1, h2, y1 и β так, чтобы
восстановить ОТО. Соответственно, из уравнения (2.75) получаем:

rinh = −8πµ2y1(1− 3w)

τβ−1

∫ 1

ε

dx1 sin [τ(1− x1)]

(
1

x1

)β−3h1/2

×

exp

[(
−γτ

2
(1− x1)

)
− 3h2

2

∫ 1

x1

dx2

x2
sin(τx2 + θh)

]
. (2.83)
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Сначала оценим интеграл по dx2:

I2 ≡
∫ 1

x1

dx2

x2
sin(τx2 + θh). (2.84)

Результат зависит от нижнего предела интегрирования x2 = x1. Оценим
I2 так же, как это было сделано для уравнения (2.80), то есть интегрируя
по двум контурам x2 = 1±iζ2 и x2 = x1±iζ2. После простых вычислений
получаем:

I2 = −cos(τ + θh)

τ
+ (2.85)∫ ∞

0

dζ2 e
−τζ2

[
x1 cos(x1τ + θh)

x2
1 + ζ2

2

+
ζ2 sin(x1τ + θh)

x2
1 + ζ2

2

]
.

Первое слагаемое возникает при интегрировании по контуру x2 = 1±iζ2,
в то время как интеграл по dζ2 появляется при x2 = x1± iζ2. Эффектив-
ное значение ζ2 здесь мало, ζ2 ∼ 1/τ , из-за множителя exp(−ζ2τ).

Интегрирование по dx1 в уравнении (2.83) проводится в пределах
ε < x1 < 1. Поэтому в выражении (2.86) можно считать, что x1 � ζ2.
Действительно, эффективное значение ζ2 порядка 1/τ , в то время как
ε = τ0/τ , где τ0 � 1. Тогда находим:

I2 ≈ −
cos(τ + θh)

τ
+

cos(x1τ + θh)

x1τ
+
const

τ 2
, (2.86)

и можно заключить, что I2 � 1 и exp(−3h1I2/2) ≈ 1. Таким образом

rinh ≈ −
8πµ2y1(1− 3w)

τβ−1
× (2.87)

×
∫ 1

ε

dx1 sin [τ(1− x1)]

(
1

x1

)β−3h1/2

exp
[
−γτ

2
(1− x1)

]
.

Интегрирование по dx1 в уравнении (2.88) можно свести, как и выше,
к интегралам по двум контурам x1 = ε±iζ и x1 = 1±iζ. Результат похож
на уравнение (2.80), но параметры β и h1 не выражаются через w, а на
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этой стадии остаются свободными:

rinh ≈
8πµ2y1(1− 3w)

τβ−1

∫ ∞
0

dζ e−τζ × (2.88)[(
1

ε+ iζ

)β− 3h1
2

exp

(
−iτ(1− ε)− γτ(1− ε− iζ)

2

)
−

(
1

1 + iζ

)β− 3h1
2

exp

(
i
γτζ

2

)
+ h.c.

]
. (2.89)

Имея в виду, что ζ ∼ 1/τ и ε = τ0/τ � 1/τ , упростим результат до вида

rinh ≈
16πµ2y1(1− 3w)

τβ

[(
τ

τ0

)β−3h1/2

e−γ(τ−τ0)/2 cos(τ − τ0)− 1

]
.(2.90)

Это выражение является малой поправкой к однородному решению
(2.41), для которого β = 1, y1 = 1/(72π) из уравнения (2.54), и h1 = 2/3.
Первое слагаемое в квадратных скобках при больших τ , но малых γτ ,
имеет ту же зависимость от τ , что и в уравнении (2.41), но здесь ко-
эффициент зависит от w. В конечном счете, при γτ > 1 первое слагае-
мое исчезает и остается только последнее неосциллирующее слагаемое.
В этом пределе рождение частиц кривизной R прекращается или сильно
падает.

Согласно уравнению (2.19), в отсутствии рождения частиц безраз-
мерная плотность энергии падает как y ∼ 1/a3(1+w). Поскольку осцил-
ляции экспоненциально подавлены, производными H в уравнении (2.72)
можно пренебречь. При этом H удовлетворяет соотношению ОТО (2.71)
с ρ = m4y, уменьшающемуся как 1/τ 2, независимо от значения w.

Переход от модифицированного R2-режима к общей теории относи-
тельности обусловлен неоднородной частью решения для r, не убываю-
щей экспоненциально, т.е. последним слагаемым в квадратных скобках
в уравнении (2.90). Естественно ожидать, что режим ОТО наступает
приблизительно при τ & 1/γ. Можно сделать простую оценку, исполь-
зуя уравнение (2.90) с w = 0. В этом случае нужно сравнить величину
скаляра кривизны r = 2µ2/(9τ) с однородным решением для кривизны
(2.76): r ∼ 4 exp(−γτ/2)/τ . Эти два выражения становятся сравнимыми
при γτ ≈ 2 ln(1/µ2), где ln(1/µ2) может быть заметно больше единицы. К
сожалению, подобные аргументы не применимы при w = 1/3, поскольку
при этом кривизна в ОТО тождественно равна нулю. В реалистичном
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случае w отличается от 1/3 либо из-за наличия массивных частиц в пер-
вичной плазме, либо вследствие конформной аномалии. Такая оценка
момента перехода к ОТО выглядит очень неестественной. По-видимому,
анализ всех уравнений движения может привести к такому же результа-
ту для времени перехода к ОТО: γτ ∼ ln(1/γ).

2.1.3 Обсуждение и выводы

Космологическую историю в R2-модифицированной гравитации можно
разделить на четыре различных эпохи. Она начинается с экспоненци-
ального (инфляционного) расширения. На этой стадии Вселенная была
пустой и темной, с медленно падающим скаляром кривизны R(t). На-
чальное значение R должно быть довольно большим, R > 300m2, чтобы
обеспечить достаточно длинную инфляцию, для чего необходимо, чтобы
показатель инфляционной экспоненты был не меньше 70.

Следующая эпоха началась, когда кривизна R упала до нуля и на-
чала осциллировать вокруг него: R ∼ m cos(mt)/t. Осцилляции кри-
визны привели к началу рождения частиц и этот момент может быть
назван Большим взрывом. Расширение Вселенной на этой стадии опи-
сывается очень простым, но необычным законом с параметром Хаббла,
периодически почти достигающим нуля: H = (2/3t)[1 + sin(mt)] (2.40).
Такой режим мог быть асимптотически реализован при большом време-
ни mt� 1, но при Γt . 1.

Позже, когда время стало таким большим, что Γt превысило едини-
цу, осцилляции всех соответствующих величин экспоненциально затухли
и рождение частиц кривизной прекратилось, став пренебрежимо малым.
Это период перехода к общей теории относительности. Предположитель-
но, он имел место, когда Γt стало больше единицы, достигнув величины
ln(MPl/m).

После полного распада скалярона эволюция Вселенной стала опи-
сываться обычной фридмановской космологией. Требуя, чтобы режим
ОТО начался раньше нуклеосинтеза Большого Взрыва, находим ограни-
чение m > 105 ГэВ [3]. Согласно работе [189], сравнение теоретического
предсказания для возмущений плотности, сгенерированных во время R2-
инфляции [61], с данными флуктуаций космологического микроволново-
го фона и крупномасштабной структуры приводит к заключению, что
m ≈ 2×1012 ГэВ. Анализ, проведенный в последующих работах [182,183],
дает слегка отличающийся результат m ≈ 3× 1013 ГэВ. Более сложные
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модели инфляции, основанные на разных модификациях ОТО, могут
приводить к значительному различию значений нормирующей массы m.

Необычная космологическая эволюция в течение времени t < 1/Γ
привела бы к заметной модификации сценариев космологического барио-
генезиса, к вариации вероятности образования первичных черных дыр и
к изменению замерзания плотности частиц темной материи. В частности,
она позволяет рассматривать легчайшие суперсимметричные частицы в
качестве космологической темной материи.

2.2 Поправки к классической космологии на стадии
доминирования излучения

В этом разделе мы перейдем к более позднему этапу космологической
эволюции, когда Вселенная приблизилась к состоянию, описываемому
ОТО, и оценим отклонения от этого режима за счет R2-добавки к дей-
ствию. Используемое в предыдущем разделе 2.1 приближение «жидкого
трения» для описания рождения частиц применимо лишь для гармо-
нических осцилляций поля R(t). В работе [3] нами получено интегро-
дифференциальное уравнение, описывающее эффекты рождения частиц
для случая произвольной функции R(t).

2.2.1 Уравнения эволюции в безразмерной форме и их реше-
ние

Уравнения (2.12) и (2.9) для случая релятивистской материи, описывае-
мой уравнением состояния P = ρ/3, принимают вид:

R̈ + 3HṘ +m2

(
R +

8π

M 2
Pl

T µµ

)
= 0 , (2.91)

ρ̇+ 4Hρ = 0 . (2.92)

Выражая скаляр кривизны через параметр Хаббла с помощью (2.8)

R = −6Ḣ − 12H2

и рассматривая 00-компоненту модифицированных уравнений Эйнштей-
на (2.4), получим уравнение второго порядка для параметра Хаббла:

Ḧ + 3HḢ − Ḣ2

2H
+
m2H

2
=

4πm2

3M 2
PlH

ρ . (2.93)
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Ниже, в качестве основных уравнений, мы будем использовать ли-
бо уравнения (2.93) и (2.92), либо (2.91) и (2.8). Конечно, эти системы
являются эквивалентными, но их численные трактовки могут несколько
различаться.

Гравитационное рождение частиц может нетривиально влиять на
решение приведенных выше уравнений. Однако в первом приближении
мы пренебрежем этим вкладом и вернемся к нему позже, в заключитель-
ной части этой главы.

Перейдем к безразмерным обозначениям, отличающимся от исполь-
зуемых в разделе 2.1, но являющимся более удобными для описания кос-
мологии на стадии доминирования излучения:

τ = H0 t, h =
H

H0
, r =

R

H2
0

, y =
8πρ

3M 2
PlH

2
0

, ω =
m

H0
, (2.94)

где H0 – величина параметра Хаббла в некоторый начальный момент
времени t0. Таким образом, получаем следующие две эквивалентные си-
стемы уравнений:h′′ + 3hh′ −

h′2

2h
+
ω2

2

h2 − y
h

= 0 ,

y′ + 4hy = 0 ,
(2.95)

и {
r′′ + 3hr′ + ω2r = 0 ,

r + 6h′ + 12h2 = 0 .
(2.96)

Здесь штрих означает дифференцирование по безразмерному времени τ .
Если мы наложим «естественные» релятивистские начальные усло-

вия
τ0 = 1/2 ,

h0 = 1 , h′0 = −2 ,

y0 = 1 ,

(2.97)

то найдем, что существуют точные решения h = 1/(2τ), y = 1/(4τ 2) и
r = 0, соответствующие общей теории относительности. Но эти решения
могут отклоняться от ОТО из-за отклонений реального режима расши-
рения от чисто релятивистского.

Любое незначительное отклонение от решения ОТО может привести
к наблюдаемым эффектам и, следовательно, к наблюдательным огра-
ничениям на m, единственный свободный параметр модели. Мы будем
решать эти задачи ниже как аналитически, так и численно.
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Приближенные аналитические решения

Вначале предположим, что отклонения от ОТО малы и разложим h =
1/(2τ) + h1 и y = 1/(4τ 2) + y1, считая, что h1/h � 1, y1/y � 1, и ли-
неаризуем систему уравнений (2.95). Удобно ввести новую неизвестную
функцию z1 ≡ h′1, и таким образом получить три линейных дифферен-
циальных уравнения первого порядка с зависящими от времени коэффи-
циентами: 

z′1 = −
5

2τ
z1 +

(
1

τ 2
− ω2

)
h1 + τω2y1,

h′1 = z1,

y′1 = −
1

τ 2
h1 −

2

τ
y1 .

(2.98)

Можно найти приближенное аналитическое решение этой системы в пре-
деле больших времен или ωτ � 1. В этом пределе коэффициенты можно
считать приближенно постоянными и найти собственные значения и соб-
ственные функции системы дифференциальных уравнений. По существу,
этот метод состоит в разделении «быстрых» и «медленных» переменных.

Характеристический многочлен имеет вид:

P (λ) = λ3 +
9λ2

2τ
+ λ

(
4

τ 2
+ ω2

)
+

3ω2

τ
− 2

τ 3
, (2.99)

а собственные значения (для больших ωτ ) приближенно равны:

λ1 ≈ −
3

τ
, λ2,3 ≈ −

3

4τ
± iω . (2.100)

Общее решение системы (2.98) является линейной комбинацией собствен-
ных векторов Vj:

[h1, z1, y1] =
∑

CjVj exp

[∫ τ

dτ ′ λj(τ
′)

]
, (2.101)

где V1 = [1, −3/τ, 1/τ ], V2,3 = [1, −3/(4τ)± iω, −1/(5τ/4± iωτ 2)] и

exp

[∫ τ

dτ ′ λ1(τ
′)

]
∼ 1/τ 3,

exp

[∫ τ

dτ ′ λ2,3(τ
′)

]
∼ e±iωτ/τ 3/4 . (2.102)
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Так как решение должно быть действительным, нужно рассматривать
отдельно его реальную и мнимую части.

Отметим, что собственные векторы Vj нормированы на почти по-
стоянные величины, с точностью до членов порядка 1/τ 2. В принципе,
коэффициенты Cj зависят от времени, но эта зависимость довольно сла-
бая, Cj ∼ Cj0 + Cj1/τ

2, и асимптотически пренебрежимая.
Поправка к решению ОТО, соответствующая первому собственному

значению λ1, быстро уменьшается, поскольку h(1)
1 ∼ 1/τ 3 и y(1)

1 ∼ 1/τ 4,
и асимптотически ею можно пренебречь. Решения для h1, соответству-
ющие λ2,3, осциллируют и убывают медленнее, чем решение ОТО, фак-
тически

h
(2,3)
1 ∼ sin(ωτ + ϕ)

τ 3/4
, (2.103)

в то время как решение для плотности энергии также осциллирует, но
падает быстрее, чем в ОТО, y ∼ τ−11/4. Полное асимптотическое решение
для h имеет вид:

h(τ) ' 1

2τ
+
c1 sin(ωτ + ϕ)

τ 3/4
. (2.104)

При достаточно больших τ второе слагаемое начнет доминировать и ли-
нейная аппроксимация перестанет быть справедливой. Ниже мы полу-
чим приближенные аналитические решения даже в нелинейном режиме,
в пределе высоких частот.

Однако, до этого было бы полезно найти решение эквивалентной
системы уравнений (2.96) в том же приближении малых отклонений от
ОТО. Вводя новую функцию q1 ≡ r′, получим систему трех линейных
дифференциальных уравнений первого порядка:

q′1 = −
3

2τ
q1 − ω2r,

r′ = q1,

h′1 = −
1

6
r −

2

t
h1

(2.105)

с характеристическим многочленом

P (λ̃) =

(
λ̃+

2

τ

)(
λ̃2 +

3λ̃

2τ
+ ω2

)
и собственными значениями (при ωτ � 1):

λ̃1 = −2

τ
, λ̃2,3 ≈ −

3

4τ
± iω . (2.106)
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Как и выше, решения системы (2.105) являются линейной комбинацией
собственных векторов Ṽj:

[h1, r, q1] =
∑

C̃jṼj exp

[∫ τ

dτ ′ λ̃j(τ
′)

]
, (2.107)

где

Ṽ1 = [1, 0, 0] , Ṽ2,3 =

[
− 1

6(5/(4τ)± iω)
, 1, − 3

4τ
± iω

]
и

exp

[∫ τ

dτ ′ λ̃1(τ
′)

]
∼ 1/τ 2 ,

exp

[∫ τ

dτ ′ λ̃2,3(τ
′)

]
∼ e±iωτ/τ 3/4 . (2.108)

Таким образом, осциллирующее решение для h1 такое же, что и в выра-
жении (2.103), в то время как медленно меняющееся (неосциллирующее)
решение убывает медленнее, а именно, как 1/τ 2 вместо 1/τ 3.

Это различие связано, по-видимому, со свободой в решении ОТО
нулевого порядка по отношению к сдвигу времени:

h0 =
1

2(τ + δ)
=

1

2τ
− δ

2τ 2
. (2.109)

Такая свобода указывает на то, что слагаемые порядка 1/τ 2 в поправках
первого порядка являются в каком-то смысле произвольными. Поэтому
решение h1 ∼ 1/τ 2 не представляет физического интереса и может быть
опущено. В любом случае, неосциллирующие решения для h1 быстро
исчезают асимптотически и ими можно пренебречь.

Найденные выше решения описывают колебания параметра Хаббла
вокруг его значения в ОТО, равного 1/(2τ). Более того, амплитуда та-
ких осцилляций падает медленнее, чем 1/τ , поэтому на некотором этапе
осцилляции станут большими, а условие h1 � h больше не будет выпол-
няться. После достижения этой стадии линейная аппроксимация окажет-
ся недействительной, а используемый выше метод неприменимым.

Тем не менее, можно найти асимптотики точных нелинейных урав-
нений (2.8) and (2.91) на больших временах, если искать решения в виде:

h(τ) = A(τ) +Bs(τ) sin ντ +Bc(τ) cos ντ , (2.110a)
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r(τ) = C(τ) +Ds(τ) sin ντ +Dc(τ) cos ντ . (2.110b)

Здесь коэффициенты A,B,C и D являются медленно меняющимися
функциями времени, а ν, предполагаемое большим, может в принци-
пе отличаться от ω. Как мы увидим ниже, это действительно так из-за
радиационных поправок (перенормировки массы скалярона). В исполь-
зуемой здесь аппроксимации имеем ν = ω.

Получим приближенные уравнения для этих функций, приравни-
вая коэффициенты перед медленно меняющимися слагаемыми, а так-
же перед sinωτ и cosωτ . Эти уравнения являются приближенными, по-
скольку мы не рассматриваем высокочастотные слагаемые, возникающие
в результате нелинейности, но выбранная аппроксимация оказывается
довольно точной. Действуя указанным образом, находим из уравнений
(2.96):

A′ + 2A2 +B2
s +B2

c = −C/6 , (2.111a)
B′s −Bcν + 4ABs = −Ds/6 , (2.111b)
B′c +Bsν + 4ABc = −Dc/6 , (2.111c)

C ′′ + 3

(
AC ′ +

1

2
BsD

′
s +

1

2
BcD

′
c −

1

2
νBsDc +

1

2
νBcDs

)
+ ω2C = 0 ,

(2.111d)
D′′s − 2νD′c − ν2Ds + 3A(D′s − νDc) + 3C ′Bs + ω2Ds = 0 , (2.111e)
D′′c + 2νD′s − ν2Dc + 3A(D′c + νDs) + 3C ′Bc + ω2Dc = 0 . (2.111f)

Предполагая, что

A =
a

τ
, Bs =

bs
τ
, Bc =

bc
τ
, C =

c

τ 2
, Ds =

ds
τ
, Dc =

dc
τ
, (2.112)

и удерживая только главные члены (низший порядок по 1/τ ), получим
решения

ν2 = ω2 , (2.113a)
ds = 6ωbc , (2.113b)
dc = −6ωbs , (2.113c)
b2
s + b2

c = 2a(2a− 1) , (2.113d)
c = 18a(1− 2a) . (2.113e)

Интересно, что уравнение (2.113d) требует a > 1/2 при наличии колеба-
ний. Мы увидим из численного решения, что это действительно так.
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Резюмируя, ситуация такова: изначально мы предполагаем, что
h1/h � 1 и решаем линеаризованные системы (2.98) и/или (2.105), по-
лучая, что параметр Хаббла колеблется вокруг значения 1/(2τ) с ам-
плитудой, растущей со временем как h1/h ∼ τ 1/4. В итоге такие колеба-
ния (и, следовательно, нелинейные слагаемые) станут доминирующими
и линейная аппроксимация нарушится. Однако, мы можем продолжить,
используя своего рода усеченное разложение Фурье, которое позволяет
учесть нелинейность системы в пределе ωτ � 1. В результате находим,
что h1/h → const. Другими словами, амплитуда осциллирующей части
h асимптотически ведет себя как 1/τ , т.е. таким же образом, как и мед-
ленно меняющаяся часть h.

Чтобы быть полностью уверенными в этих аналитических результа-
тах, мы должны проверить, будет ли точное численное решение системы
(2.95) демонстрировать такое же поведение. Тем не менее, приведенные
выше аналитические оценки представляют большой интерес для расчета
эволюции R и H с учетом эффектов рождения частиц.

Численные решения

Мы интегрируем систему уравнений (2.95), начиная со времени τ0 = 1/2,
с начальными условиями

h0 = 1 + δh0

h′0 = −2 + δh′0
y0 = 1 + δy0 ,

(2.114)

где δh0, δh′0 и δy0 не обращаются в нуль одновременно. Как ожида-
лось, численное интегрирование с начальными условиями, приведен-
ными в (2.97), дает обычное решение общей теории относительности,
h = 1/(2τ), в пределах точности численных расчетов, поэтому нас инте-
ресует более общий случай, в котором начальные условия отклоняются
от значений в ОТО.

Как отмечалось выше, системы (2.95) и (2.96) являются эквивалент-
ными. Однако, для численного интегрирования этих систем нужно за-
дать начальные значения различных величин. Для интегрирования си-
стемы (2.95) нужно фиксировать h0, h′0 и y0, а для интегрирования (2.96)
нужно определить величины h0, r0 и r′0. Связь одного набора начальных
значений с эквивалентными значениями другого набора можно найти,
используя рассматриваемые уравнения. Действительно, если выбраны
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h0, h′0 и y0, то h′′0 однозначно определяется первым уравнением в (2.95),
и следовательно, определены также r0 and r′0 через (2.96). В конечном
счете, обе системы эквивалентны одному и тому же дифференциально-
му уравнению третьего порядка, решение которого определяется тремя
начальными условиями.

Нами найдено, что численные решения системы уравнений (2.95)
с начальными условиями (2.114) находятся в очень хорошем согла-
сии с предыдущими аналитическими оценками в линейном режиме, т.е.
для начальных условий, удовлетворяющих требованиям δh0/h0 � 1,
δy0/y0 � 1 и ωτ � 1. На рисунках 2.10, 2.11 и 2.12 представлены чис-
ленные результаты для безразмерного параметра Хаббла h, полученные
из системы уравнений (2.95) с ω = 10 и начальными условиями

δh0 = 10−4 , δh′0 = 0 , δy0 = 0 (Рис. 2.10), (2.115a)
δh0 = 10−3 , δh′0 = 0 , δy0 = 0 (Рис. 2.11), (2.115b)
δh0 = 10−2 , δh′0 = 0 , δy0 = 0 (Рис. 2.12). (2.115c)

Найденная функция hτ осциллирует вокруг центрального значения h =
1/2 с амплитудой h1 ∼ τ−3/4. По мере увеличения отклонения от идеаль-
ного поведения ОТО, среднее значение hτ также меняется, и в общем
случае оно больше не равно 1/2. Очень хорошей функциональной фор-
мой для подбора решений является

h(τ) ' α + β τ 1/4 sin(ωτ + ϕ)

2τ
≡ α

2τ
+ hosc , (2.116)

где безразмерные параметры α и β – очень медленно меняющиеся функ-
ции времени. Эта подгонка показана, например, на рисунках 2.13 и 2.14,
где приведены численные решения для δh0 = 0.5. Отклонения от ана-
литических оценок линеаризованных уравнений следует ожидать в этой
ситуации, так как условие δh0/h0 � 1 не выполняется, и важны нели-
нейные члены в уравнениях (2.95).

На рисунках 2.15 и 2.16 представлены численные результаты для
начальных условий

δh0 = 1.5 , δh′0 = 0 , δy0 = 0 , ω = 100 . (2.117)

Результаты, по крайней мере качественно, согласуются с аналитически-
ми оценками, выполненными в нелинейном режиме для ωτ � 1. Очевид-
но, что амплитуды осциллирующих слагаемых в h и r убывают быстрее,
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Рис. 2.10: Численное решение системы (2.95) при δh0 = 10−4, δh′0 = 0, y0 = 1 и ω = 10.
Для функциональной формы (2.116) лучше всего подходит α ' 1, β ' 6.29× 10−5.
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Рис. 2.11: Численное решение системы (2.95) при δh0 = 10−3, δh′0 = 0, y0 = 1, ω = 10.
Лучше всего подходит α ' 1, β ' 6.28× 10−4.
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Рис. 2.12: Численное решение системы (2.95) при δh0 = 10−2, δh′0 = 0, y0 = 1, ω = 10.
Лучше всего подходит α ' 1, β ' 6.26× 10−3.

чем τ−3/4 (линейный режим), и довольно близки к τ−1. Более того, па-
раметр Хаббла осциллирует не вокруг значения hτ = 1/2, соответству-
ющего ОТО, а вокруг большего значения, как и ожидалось из уравне-
ния (2.113d). Фактически, для этих начальных условий наилучшее соот-
ветствие при рассматриваемом конечном времени интегрирования дается
α ' 1.246.
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Рис. 2.13: Численное решение системы (2.95) при δh0 = 0.5, δh′0 = 0, y0 = 1, ω = 10.
На больших временах лучше всего подходит α ' 1.14 (показано пунктиров на левом
рисунке), β ' 0.20. Отметим, что на правом рисунке осциллирующая часть h не
убывает точно как τ−3/4. Очевидная асимметрия верхней и нижней частей в hosc
обусловлена тем, что α является функцией времени, и мы центрировали осцилляции
вокруг ее значения в поздние времена.
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Рис. 2.14: Эволюция α со временем. Начальные условия те же, что и на Рис. 2.13.

100 150 200 250 300 350
ΩΤ

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

h Τ

100 150 200 250 300 350
ΩΤ

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

hoscΤ
3�4

Рис. 2.15: Численное решение для безразмерного параметра Хаббла h с начальными
условиями (2.117). На левом рисунке колебания имеют почти постоянную амплитуду,
в то время как на правом рисунке амплитуда явно уменьшается.

2.2.2 Обратная реакция рождения частиц на эволюцию ска-
ляра кривизны

Скорость рождения частиц осциллирующим гравитационным полем в R2

гравитации рассматривалась в работах [61,150,152], где она была оценена
как Γ ∼ m3/M2

Pl. В этом разделе, следуя нашей работе [3], мы приводим
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Рис. 2.16: Численное решение для безразмерного скаляра кривизны r с начальными
условиями (2.117).

более строгие расчеты, которые по существу согласуются со статьей [152].
Ниже мы получим замкнутое уравнение движения для космологической
эволюции скаляра кривизны R с учетом обратной реакции рождения ча-
стиц. Для этого рассмотрим безмассовое скалярное поле φ, минимально
связанное с гравитацией. Его действие можно записать в виде:

Sφ =
1

2

∫
d4x
√
−g gµν∂µφ ∂νφ , (2.118)

откуда в пространственно-плоской фоновой FRW-метрике (2.7) следует
уравнение движения:

φ̈+ 3Hφ̇− 1

a2
∆φ = 0 . (2.119)

Поле φ входит в уравнение движения для R (2.91) через след тензора
энергии-импульса:

T µµ (φ) = −gµν∂µφ ∂νφ ≡ −(∂φ)2 .

Удобно ввести конформно перемасштабированное поле χ ≡ a(t)φ и кон-
формное время η, такое, что a dη = dt. В терминах этих величин можно
переписать уравнения движения как

R′′ + 2
a′

a
R′ +m2a2R = (2.120)

8π
m2

M 2
Pl

1

a2

[
χ′2 − (~∇χ)2 +

a′2

a2
χ2 −

a′

a
(χχ′ + χ′χ)

]
,

R = −6a′′/a3 , (2.121)
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χ′′ −∆χ+
1

6
a2Rχ = 0 , (2.122)

а действие (2.118) примет вид:

Sχ =
1

2

∫
dη d3x

(
χ′2 − (~∇χ)2 − a2R

6
χ2

)
. (2.123)

Здесь и выше штрих означает производную по конформному времени.
Нашей целью является вывод замкнутого уравнения для R, для че-

го требуется вычислить вакуумные средние зависящих от χ квантовых
операторов в правой части уравнения (2.120) в присутствии внешнего
классического гравитационного поля R. Наши аргументы по существу
повторяют те, что приведены в работе [186], где уравнение было получе-
но в однопетлевом приближении.

Свободное поле χ(0) квантуется, как обычно:

χ(0)(x) =

∫
d3k

(2π)3 2Ek

[
âk e

−ik·x + â†k e
ik·x
]
, (2.124)

где xµ = (η,x), kµ = (Ek,k) и kµk
µ = 0. Операторы рождения-

уничтожения удовлетворяют обычным коммутационным соотношениям
Бозе: [

âk, â
†
k

]
= (2π)3 2Ek δ

(3)(k− k′). (2.125)

Уравнение (2.122) имеет формальное решение

χ(x) = χ(0)(x)−1

6

∫
d4y G(x, y) a2(y)R(y)χ(y) ≡ χ(0)(x)+δχ(x) , (2.126)

где безмассовая функция Грина равна:

G(x, y) =
1

4π|x− y|
δ ((x0 − y0)− |x− y|) ≡ 1

4πr
δ(∆η − r) . (2.127)

Мы предполагаем, что эффекты рождения частиц незначительно возму-
щают свободное решение, так что δχ можно считать малым, а дайсоно-
подобный ряд можно оборвать на первом порядке, получая

χ(x) ' χ(0)(x)− 1

6

∫
d4y G(x, y) a2(y)R(y)χ(0)(y) ≡ χ(0)(x) + χ(1)(x) .

(2.128)
Теперь можно вычислить вакуумные средние различных слагаемых

в правой части уравнения (2.120), удерживая в χ(1) только члены перво-
го порядка. Все слагаемые, содержащие только χ(0) и его производные,
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не имеют отношения к рождению частиц и могут быть включены с по-
мощью процедуры перенормировки в параметры теории, поэтому они
малоинтересны. Оставшиеся слагаемые вычисляются с использованием
формул вида

∂x

∫
d4y G(x, y) a2(y)R(y)χ(y) =

∫
d4y G(x, y)

[
a2R∂yχ+ ∂y(a

2R)χ
]
,∫ ∞

0

dk eiαk = πδ(α) + iP
(∞
α

)
. (2.129)

Собирая все слагаемые, получим выражения:

〈χ2〉 ' − 1

48π2

∫ η

η0

dη′
a2(η′)R(η′)

η − η′
, (2.130a)

〈χ′2 − (~∇χ)2〉 ' − 1

96π2

∫ η

η0

dη′
(a2(η′)R(η′))′′

η − η′
, (2.130b)

〈χχ′ + χ′χ〉 ' − 1

48π2

∫ η

η0

dη′
(a2(η′)R(η′))′

η − η′
. (2.130c)

Подставляя найденные величины в уравнение (2.120), приходим к за-
мкнутому интегро-дифференциальному уравнению для R, для которого
будем искать приближенное аналитическое решение.

Прежде всего, следует отметить, что, несмотря на имеющиеся осцил-
ляции H и R, масштабный фактор a в целом подчиняется степенному
закону расширения, поэтому он очень мало меняется за время несколь-
ких осцилляций. Таким образом, мы ожидаем, что dη/η ∼ dt/t и что
доминанирующая часть интегралов в (2.128) дается производными R,
так как R′ ∼ ωR+ t−1R ' ωR, а ωt� 1. Следовательно, главный вклад
рождения частиц определяется уравнением (2.130b) и равен

R̈ + 3HṘ +m2R ' − 1

12π

m2

M 2
Pl

1

a4

∫ η

η0

dη′
(a2(η′)R(η′))′′

η − η′

' − 1

12π

m2

M 2
Pl

∫ t

t0

dt′
R̈(t′)

t− t′
. (2.131)

Это уравнение нелокально по времени, так как влияние рождения ча-
стиц зависит от всей истории эволюции системы. Уравнение линейно по
R, в отличие от работы [180], где правая часть уравнения квадратична
по R, что является физически сомнительным, поскольку, если знак R из-
менится, то рождение частиц будет не ослаблять колебания, а усиливать
их.
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Аналитические вычисления

Повторим вычисления раздела 2.2.1, используя разложение (2.110) и учи-
тывая эффекты обратной реакции в виде уравнения (2.131). Правую
часть этого уравнения можно записать в виде:

g

∫ t

t0

dt′
R̈(t′)

t− t′
= g

∫ t−t0

0

dτ
R̈(t− τ)

τ

= g

∫ t−t0

ε

dτ
R̈(t− τ)

τ
+ g

∫ ε

0

dτ
R̈(t− τ)

τ
= g

∫ t−t0

ε

dτ
C̈

τ
+

+ g cos(m1t)

∫ t−t0

ε

dτ
1

τ
[Fc cos(m1τ)− Fs sin(m1τ)] +

+ g sin(m1t)

∫ t−t0

ε

dτ
1

τ
[Fc sin(m1τ) + Fs cos(m1τ)] ,

(2.132)

где

g ≡ − 1

12π

m2
1

M 2
Pl

, (2.133a)

Fc ≡ D̈c + 2m1Ḋs −m2
1Dc , (2.133b)

Fs ≡ D̈s − 2m1Ḋc −m2
1Ds . (2.133c)

Чтобы избежать путаницы, заметим, что τ здесь является просто пере-
менной интегрирования и отличается от безразмерного времени τ преды-
дущих разделов.

Мы ввели новое обозначение m1, которое равно m плюс радиацион-
ные поправки, уточненные ниже, и которое соответствует ν в уравнени-
ях (2.110a, 2.110b). Разница между m и m1 не существенна под интегра-
лом, но ее нужно учитывать в левой части уравнения (2.120), где нужно
брать m1 вместо m.

Обратим внимание, что медленно меняющиеся функции C, Ds и Dc

под интегралами нужно оценивать при (t − τ), а точка означает произ-
водную по (физическому) времени t, а не τ . Из-за множителя 1/τ инте-
гралы расходятся логарифмически, но эту расходимость можно убрать
перенормировкой массы m и константы связи g. Мы разделили интеграл
на две части: одну, где τ меняется от 0 до некоторого малого параметра
ε, определяющего точку перенормировки, в которой физическая масса и
связь фиксированы, и другую, где интегрирование ведется от ε до (t−t0),
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дающую поправки к массе и константе связи вследствие взаимодействия.
Детали можно найти в работе [186].

Приравнивая коэффициенты при медленно меняющихся слагаемых,
sinm1t и cosm1t так же, как это было сделано в разделе 2.2.1, см. урав-
нения (2.111), получим такие же первые три уравнения (2.111a), (2.111b),
(2.111c), где эффекты рождения частиц непосредственно не проявля-
ются, и оставшиеся три уравнения с дополнительными слагаемыми из
Ур. (2.131) с учетом разложения (2.132). Последние уравнения стано-
вятся интегро-дифференциальными, но их можно свести к дифферен-
циальным уравнениям в случае быстрых осцилляций. Таким образом,
полная система уравнений с учетом рождения частиц имеет вид (для
удобства мы также включили неизмененные первые три уравнения из
набора (2.111)):

Ȧ+ 2A2 +B2
s +B2

c = −C/6 , (2.134a)
Ḃs −Bcm1 + 4ABs = −Ds/6 , (2.134b)
Ḃc +Bsm1 + 4ABc = −Dc/6 , (2.134c)

C̈ + 3AĊ +
3

2
BsḊs +

3

2
BcḊc −

3

2
m1BsDc +

3

2
m1BcDs +m2C

' g

∫ t−t0

ε

dτ
C̈

τ
, (2.134d)

D̈s + (m2 −m2
1)Ds − 2m1Ḋc + 3A(Ḋs −m1Dc)+

+ 3ĊBs ' g

∫ t−t0

ε

dτ
Fs cos(mτ) + Fc sin(mτ)

τ
,

(2.134e)
D̈c + (m2 −m2

1)Dc + 2m1Ḋs + 3A(Ḋc +m1Ds)+

+ 3ĊBc ' g

∫ t−t0

ε

dτ
Fc cos(mτ)− Fs sin(mτ)

τ
.

(2.134f)

В интегралах (2.134e) и (2.134f), содержащих быстро осциллирующие
функции, эффективное значение τ порядка 1/m. Тогда можно аппрок-
симировать F (t−τ) ≈ F (t) и вынести эти множители из-под интегралов.
Проанализируем для примера уравнение (2.134e) шаг за шагом. Анализ
Ур. (2.134f) аналогичен. Ниже мы пренебрегаем D̈ по сравнению с m2D.

Доминантное слагаемое в уравнении (2.134e), являющееся коэффи-
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циентом при Ds, определяет перенормировку m:

m2
1 = m2 + g m2

∫ t−t0

ε

dτ

τ
cosmτ . (2.135)

Следующее, субдоминантное слагаемое, служащее коэффициентом перед
Ḋc, определяет скорость распада Dc:

Ḋc =
gm

2
Dc

∫ t−t0

ε

dτ

τ
sinmτ ≈ πgm

4
Dc . (2.136)

Мы опустили здесь слагаемое gḊc, приводящее к поправкам более вы-
сокого порядка к скорости рождения. Таким образом, скорость распада
равна:

ΓR = −πgm
4

=
m3

48M 2
Pl

. (2.137)

Соответственно, осциллирующие части R и H ведут себя как

cosm1t→ e−ΓRt cosm1t . (2.138)

Мы используем этот результат в следующем разделе при вычислении
притока плотности энергии рожденных частиц в первичную плазму.

2.2.3 Гравитационное рождение частиц

Из уравнения (2.122) следует, что амплитуда гравитационного рождения
двух одинаковых χ-частиц с импульсами p1 и p2 в первом порядке теории
возмущений дается выражением:

A(p1, p2) '
∫
dη d3x

a2R

6
〈p1, p2 |χχ| 0〉 , (2.139)

где конечное двухчастичное состояние определяется как

|p, q〉 =
1√
2
â†p â

†
q|0〉 .

Множитель 1/
√

2 нужен для корректной нормировки двухчастичного
состояния из-за Бозе-статистики. Используя уравнение (2.124), находим:

〈p1, p2|χχ|0〉 =

√
2

8(2π)6

∫
d3k d3k′

Ek Ek′
ei(Ek+Ek′)η−i(k+k′)·x〈0| âp1 âp2 â

†
k â
†
k′ |0〉 ,

=
√

2 ei(Ep1+Ep2)η−i(p1+p2)·x . (2.140)

101



Здесь E2
k = k2, а функция a2R имеет вид:

a2(η)R(η) = D(η) sin(ω̃η) ,

где D(η) – медленно меняющаяся функция конформного времени, ω̃ –
частота, относящаяся к конформному времени. В этом приближении ам-
плитуда (2.139) становится равной:

A(p1, p2) =
i

6
√

2

∫
dη d3xD(η)

(
eiω̃η − e−iω̃η

)
ei(Ep1+Ep2)η e−i(p1+p2)·x .

(2.141)

Полагая Epi ≥ 0 и пренебрегая на этом этапе изменением D со временем,
получаем:

A(p1, p2) ' −
i

6
√

2
D(η)(2π)4 δ(3)(p1 + p2) δ(Ep1 + Ep2 − ω̃) . (2.142)

Чтобы найти скорость рождения частиц на единицу сопутствующего
объема в единицу конформного времени, нужно проинтегрировать квад-
рат модуля этой амплитуды по фазовому пространству, а именно:

n′ =

∫
d2p1 d

3p2

(2π)6 4Ep1Ep2

|A(p1, p2)|2

V ∆η

' 1

72
D2(η)

∫
d3p1 d

3p2

(2π)6 4Ep1Ep2

(2π)4 δ(3)(p1 + p2) δ(Ep1 + Ep2 − ω̃)

' D2(η)

576π
, (2.143)

где V и ∆η – полный объем и конформное время, которые, конечно,
стремятся к бесконечности. n является плотностью числа рожденных
частиц, а штрих обозначает производную по конформному времени. Так
как энергия рожденных частиц равна ω̃/2, находим скорость преобразо-
вания гравитационной энергии в элементарные частицы:

ρ′ =
n′ω̃

2
=
D2(η)ω̃

1152π
, (2.144)

а скорость изменения физической плотности энергии рожденных χ-
частиц равна:

ρ̇χ =
m〈R2〉
1152π

. (2.145)
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Здесь 〈R2〉 является квадратом амплитуды осцилляций R, и мы подста-
вили ω̃ = am. Чтобы получить полную скорость преобразования гра-
витационной энергии в элементарные частицы, нужно умножить выра-
жение выше на число типов рожденных частиц Neff , так что полная
скорость рождения материи есть ρ̇PP = Neff ρ̇χ. Отметим, что результат
(2.145) совпадает с результатом работы [152], хотя и получен в несколько
другом космологическом режиме.

Теперь можно вычислить эволюцию космологической плотности
энергии матери, определяемую уравнением

ρ̇ = −4Hρ+ ρ̇PP . (2.146)

Здесь мы предположили, что рожденная материя является релятивист-
ской, поэтому первое слагаемой в правой части описывает обычное кос-
мологическое красное смещение, в то время как второе служит источни-
ком частиц из осцилляций R. Поскольку ρ не осциллирующая, а плавно
меняющаяся функция времени, её красное смещение преимущественно
определяется не осциллирующей частью параметра Хаббла, Hc ' α/2t,
см. уравнение (2.116).

Параметризуя осциллирующую часть параметра Хаббла как Hosc '
β cosmt/t, находим для осциллирующей части кривизны:

R ' −6βm sinmt

t
e−ΓRt . (2.147)

Здесь мы учитываем экспоненциальное затухание R, опущенное для
краткости в выражении выше для H.

Соответственно, плотность энергии материи подчиняется уравне-
нию:

ρ̇ = −2α

t
ρ+

β2m3Neff

32πt2
e−2ΓRt . (2.148)

Это уравнение можно явно проинтегрировать в имеющемся виде, но для
простой аналитической оценки будем использовать приближение мгно-
венного распада. А именно, пренебрежем экспоненциально затухающим
слагаемым, когда 2ΓRt < 1, и возьмем α = α1 = 1.25, согласно численной
оценке из раздела 2.2.1. Для 2ΓRt > 1 полностью проигнорируем второе
слагаемое (источник) в уравнении (2.148) и положим α = α2 = 1. Этот
выбор соответствует решению ОТО и мы считаем, что оно реализуется,
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когда осцилляции исчезают, как следует из приведенных выше анали-
тических оценок. Таким образом, на малых временах, когда 2ΓRt < 1,
плотность энергии материи будет равна:

ρ = ρin

(
tin
t

)2α1

+
β2m3Neff

32π(2α1 − 1)t

(
1− t2α1−1

in

t2α1−1

)
. (2.149)

Для больших времен, т.е. при 2ΓRt > 1, уравнение (2.148) становит-
ся однородным и его решение есть просто релятивистски смещенная
плотность энергии с начальным значением, определенным из уравнения
(2.149) при t = 1/(2ΓR):

ρ =
m6

768πM2
Pl (2ΓRt)2α2

[
κ

8
(2tinΓR)2α1−2 +

β2Neff

2α1 − 1

(
1− (2ΓRtin)

2α1−1
)]
, (2.150)

где мы параметризовали плотность энергии материи в начальный мо-
мент времени tin как

ρin =
3M 2

Plκ

32πt2in
. (2.151)

Параметр κ произволен и зависит от тепловой истории Вселенной до
времени tin. В частности, значение κ = 0 возможно и не противоречит
нашей картине, поскольку уравнения движения имеют ненулевые осцил-
лирующие решения, даже если ρ = 0.

Первое слагаемое в уравнении (2.150) является вкладом обычной
тепловой релятивистской материи, в то время как второе слагаемое так-
же описывает релятивистскую материю, но эта материя может не быть
тепловой, по крайней мере в течение того же космологического периода.
В зависимости от параметров, относительная величина нетепловой ма-
терии может варьироваться от пренебрежимо малой до доминирующей.

2.2.4 Обсуждение и значимость

Характерное время распада осциллирующей кривизны равно

τR =
1

2ΓR
=

24M 2
Pl

m3
' 2

(
105 GeV

m

)3

сек . (2.152)

Вклад рожденных частиц в полную космологическую плотность энергии
достигает своего максимального значения приблизительно за это время.
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Отношение плотности энергии родившихся частиц высоких энергий к
плотности энергии частиц, уже существующих в плазме, согласно урав-
нению (2.150), равна

ρhigh
ρtherm

=
8β2Neff

κ(2α1 − 1)

1− (2ΓRtin)
2α1−1

(2ΓRtin)2α1−2
. (2.153)

Если взять tin ' 1/m, то tinΓR ' m2/M2
Pl � 1 и эффектами нетепловой

материи можно пренебречь. Однако, для достаточно больших β и воз-
можно малых κ нетепловые частицы могут играть значительную роль
в космологической истории. Приток протонов и антипротонов высоких
энергий мог бы оказать влияние на первичный нуклеосинтез. Тем самым
это либо позволило бы получить ограничения наm, либо даже улучшить
согласие между теоретическими предсказаниями для первичного нукле-
осинтеза и измерениями первичных обилий легких ядер.
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Глава 3

Джинсовская неустойчивость и
антигравитация в F (R)-теориях

В данной главе рассматриваются сферически симметричные решения в
F (R)-теориях в системах с растущей плотностью энергии. Для реше-
ний, в которых скаляр кривизны осциллирует с большой амплитудой
и высокой частотой, найденных в наших работах [1, 3–6], показано, что
развитие неустойчивости Джинса сильно модифицируется [7–10,15]. Об-
наружено, что для больших астрономических объектов модифицирован-
ная гравитация может становиться отталкивающей, поэтому такие объ-
екты сжимаются, образуя относительно тонкие оболочки вместо квази-
однородных тел. Это могло бы объяснить образование космических пу-
стот.

3.1 Сферически симметричные решения в F (R)-
гравитации и гравитационное отталкивание

Детальное исследование решений уравнений модифицированной грави-
тации в современной Вселенной для астрономических объектов конеч-
ного размера было проведено в работах [4, 5] (см. также Главу 1, раз-
дел 1.2). Там было показано, что в системах с растущей со временем
плотностью энергии возникают быстрые осцилляции скаляра кривизны с
амплитудой, возможно, намного большей, чем обычное значение R = −T̃
в общей теории относительности. Такое решение можно представить в
виде

R = RGR(r)y(t), (3.1)
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где RGR = −T̃ (r) является предполагаемым решением в пределе ОТО,
в то время как быстро осциллирующая функция y(t) может быть значи-
тельно больше единицы. Согласно нашей работе [7], максимальное зна-
чение y(t) в области пиков определяется формулой:

y(t) ∼ 6n(2n+ 1)mtU

(
tU
tcontr

)[
ρm(t)

ρm0

](n+1)/2(
ρc
ρm0

)2n+2

, (3.2)

где tU есть возраст Вселенной, tcontr является характерным време-
нем сжатия. Плотность энергии считается растущей, как ρm(t) =
ρm0(1 + t/tcontr), где ρm0 – начальная плотность энергии облака, а
ρc = 10−29 г/см3 – космологическая плотность энергии в настоящее вре-
мя. Так как массовый параметр m, входящий в функцию F (R) в модели
(1.20), должен быть больше, чем 105 ГэВ [3], чтобы избежать конфлик-
та с предсказаниями первичного нуклеосинтеза, фактор mtU является
огромным: mtU ≥ 1047. При этом y может достигать очень больших зна-
чений, если не будет подавляться малым отношением (ρc/ρm0)

2n+2 при
больших n.

Как показано в работах [5, 7], пики с такой большой амплитудой
будут формироваться, если

6n2(2n+ 1)2

(
tu
tcontr

)2 [
ρm(t)

ρm0

]3n+1(
ρc
ρm0

)2n+2

> 1. (3.3)

Значения плотностей ρm0 и ρm(t) зависят от рассматриваемого объек-
та. Если мы говорим об образовании галактик или их кластеров, можно
ожидать следующих соотношений: ρm0/ρc = 1÷ 103, а ρm(t)/ρm0 варьи-
руется в области 1÷ 105. Действительно, осцилляции кривизны возбуж-
даются в таких системах, если их плотность энергии растет со временем.
Для крупномасштабных структур этот процесс начался, когда они от-
делились от общего потока Хаббла, что, в основном, происходило при
красных смещениях в интервале z = 10÷ 0, и могло приводить к созда-
нию галактик с плотностью энергии на 5 порядков выше современной
космологической плотности. Если мы рассмотрим формирование звезд-
ных или планетарных объектов из межгалактического газа с начальной
плотностью 10−24 г/см3, тогда ρm0/ρc = 105 и ρm(t)/ρm0 может меняться
в области 1÷ 1024 или даже больше.

Даже если условие (3.3) не выполняется и решения с пиками боль-
шой амплитуды не возбуждаются, амплитуда y(t), как показывают ана-
литические и численные расчеты, приведенные в работах [4–6], будет
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больше единицы, что является существенным для представленного ни-
же результата о гравитационном отталкивании внутри систем с растущей
плотностью энергии.

Анализ, проведенный в статьях [4–6], был сделан в предположении,
что фоновое пространство-время близко к плоскому, а фоновую метри-
ку можно считать метрикой Минковского. Однако, большие отклоне-
ния кривизны от ее значения в ОТО, найденные в цитируемых работах,
могут нарушать предположение о приближенно плоском фоне и требу-
ют его проверки. В дальнейшем мы будем рассматривать сферически-
симметричный «пузырь» материи, например, газовое облако или какой-
либо другой астрономический объект, занимающий конечную область
пространства радиуса rm, и будем изучать сферически-симметричное ре-
шение уравнений движения (33) и (34) в теории с функцией F (R) в мо-
дели (1.20), предполагая, что метрика имеет форму Шварцшильда:

ds2 = A(r, t)dt2 −B(r, t)dr2 − r2(dθ2 + sin2 θ dφ2). (3.4)

Метрика такого типа в F (R)-теориях анализировалась в работах [190,
191], но осцилляции кривизны, существенные в нашей работе [7], в них не
учитывались. Без учета таких осцилляций наши результаты согласуются
с цитируемыми статьями.

Предположим, что метрические коэффициенты A и B мало отли-
чаются от единицы и проверим, при каких условиях это предположение
справедливо. Ненулевые компоненты тензора Риччи в метрике (3.4) име-
ют вид:

R00 =
A′′ − B̈

2B
+

(Ḃ)2 − A′B′

4B2
+
ȦḂ − (A′)2

4AB
+
A′

rB
, (3.5)

Rrr =
B̈ − A′′

2A
+

(A′)2 − ȦḂ
4A2

+
A′B′ − (Ḃ)2

4AB
+
B′

rB
, (3.6)

Rθθ = − 1

B
+
rB′

2B2
− rA′

2AB
+ 1 , (3.7)

Rϕϕ =

(
− 1

B
+
rB′

2B2
− rA′

2AB
+ 1

)
sin2 θ = Rθθ sin2 θ , (3.8)

R0r =
Ḃ

rB
. (3.9)

Здесь штрих и точка означают дифференцирование по r и t, соответ-
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ственно. Скаляр Риччи в данном случае определяется как

R =
1

A
R00 −

1

B
Rrr −

1

r2
Rθθ −

1

r2 sin2 θ
Rϕϕ (3.10)

=
A′′ − B̈
AB

+
(Ḃ)2 − A′B′

2AB2
+
ȦḂ − (A′)2

2A2B
+

2A′

rAB
− 2B′

rB2
+

2

r2B
− 2

r2

=
2

A
R00 −

2B′

rB2
+

2

r2B
− 2

r2
.

Будем считать, что метрика близка к плоской, т.е.

A1 = A− 1� 1 и B1 = B − 1� 1 (3.11)

и проверим, останется ли это предположение верным для решений с
очень большими значениями R, найденными в наших предыдущих рабо-
тах [4–6], см. Главу 1.

Гравитационные уравнения движения (33) и (34) удобно предста-
вить в следующем виде:

R00 −R/2 =
T̃00 + ∆F,R + F/2−RF,R/2

1 + F,R
, (3.12)

Rrr +R/2 =
T̃rr + (∂2

t + ∂2
r −∆)F,R − F/2 +RF,R/2

1 + F,R
, (3.13)

поскольку их левые части содержат только первые производные от мет-
рических коэффициентов. В пределе слабого поля, в котором производ-
ные функций A(r, t) и B(r, t) достаточно малы, так что их квадратами
можно пренебречь, получаем следующие выражения для R00 и Rrr ком-
понент тензора Риччи и скаляра кривизы R:

R00 ≈
A′′ − B̈

2
+
A′

r
, (3.14)

Rrr ≈
B̈ − A′′

2
+
B′

r
, (3.15)

R ≈ A′′ − B̈ +
2A′

r
− 2B′

r
+

2(1−B)

r2
. (3.16)

Если плотность энергии вещества внутри облака, т.е. при r < rm, значи-
тельно больше, чем космологическая плотность энергии, выполняются
следующие ограничения:

F,R � 1 и F � R. (3.17)
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Для стационарных решений эффекты модификаций гравитации в этом
пределе слабы и, как мы увидим в дальнейшем, решение оказывается до-
статочно близким к стандартному решению Шварцшильда, согласуясь
с другими работами на эту тему. Предположим, что пространственные
производные F ′R малы по сравнению с производными по времени. Это
предположение будет обосновано aposteriori, так как ниже мы исполь-
зуем решение с быстро осциллирующим R, найденным в работах [4, 5].
Характерное время изменения этого решения микроскопически мало, в
то время как масштаб пространственных изменений макроскопически
велик.

Таким образом, из уравнения (34) (или, что то же самое, (2.10))
следует, что

(∂2
t −∆)F,R = (T̃ +R)/3. (3.18)

Тогда получаем:

B′1 +
B1

r
= rT̃00, (3.19)

A′′1 −
A′1
r

= −3B1

r2
+ B̈1 + T̃00 − 2T̃rr +

T̃θθ
r2

+
T̃ϕϕ

r2 sin2 θ
≡ SA . (3.20)

Поскольку мы считаем, что отклонения от метрики Минковского ма-
лы, мы пренебрегаем соответствующими поправками в тензоре энергии-
импульса Tµν. Справедливость такого предположения – именно то, что
нужно проверить.

Уравнение (3.19) имеет решение

B1(r, t) =
CB(t)

r
+

1

r

∫ r

0

dr′r′2T̃00(r
′, t) . (3.21)

Чтобы избежать сингулярности при r = 0, нужно положить CB(t) ≡ 0.
При этом выражение для B1 формально совпадет с обычным решением
Шварцшильда, в то время как уравнение, определяющее метрический
коэффициент A1, допускает дополнительную свободу:

A1(r, t) = C1A(t)r2 + C2A(t) +

∫ rm

r

dr1 r1

∫ rm

r1

dr2

r2
SA(r2, t) . (3.22)

Пределы интегрирования выбраны таким образом, что сингулярность
при r2 = 0 исключена. Используя уравнение (3.21) с CB = 0 можно
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записать SA как:

SA = − 3

r3

∫ r

0

dr′r′2T̃00(r
′, t) +

1

r

∫ r

0

dr′r′2
¨̃
T 00(r

′, t) (3.23)

+T̃00 − 2T̃rr +
T̃θθ
r2

+
T̃ϕϕ

r2 sin2 θ
.

Соответственно, получаем следующее выражения для A1(r, t):

A1(r, t) = C1A(t)r2 + C2A(t) (3.24)

+

∫ rm

r

dr1 r1

∫ rm

r1

dr2

r2

(
T̃00(r2, t)− 2T̃rr(r2, t) +

T̃θθ(r2, t)

r2
+
T̃ϕϕ(r2, t)

r2 sin2 θ

)

−
∫ rm

r

dr1 r1

∫ rm

r1

dr2

r2

(
3

r3
2

∫ r2

0

dr′r′2T̃00(r
′, t)− 1

r2

∫ r2

0

dr′r′2
¨̃
T 00(r

′, t)

)
.

3.1.1 Шварцшильдовский случай

Полезно проверить, как решения (3.21) и (3.24) сводятся к вакуумному
решению Шварцшильда в ОТО. Масса вещества внутри шара радиуса r
определяется обычным образом:

M(r, t) =

∫ r

0

d3r T00(r, t) = 4π

∫ r

0

dr r2 T00(r, t) (3.25)

Если все вещество заключено внутри радиуса rm, полная масса M ≡
M(rm) и, вследствие закона сохранения массы, не зависит от времени.
Так как T̃00 = 8πT00/M

2
Pl, получаем для r > rm, как и ожидалось, B1 =

rg/r, где rg = 2M/M2
Pl – обычный шварцшильдовский радиус.

Перейдем к вычислению A1 (3.24). Очевидно, для r > rm первое сла-
гаемое с интегралом исчезает, так как r2 больше, чем rm, и, фактически,
в этой области Tµν = 0. Интеграл, содержащий ¨̃

T 00 также обращается в
нуль вследствие сохранения полной массы. Оставшийся интеграл легко
берется:∫ rm

r

dr1 r1

∫ rm

r1

dr2

r2

3

r3
2

∫ r2

0

dr′r′2T̃00(r
′, t) =

rg
r

+
rg r

2

2r3
m

− 3rg
2rm

. (3.26)

Таким образом, метрический коэффициент вне источника равен

A1 = −rg
r

+

[
C1A(t)− rg

2r3
m

]
r2 +

[
C2A(t) +

3rg
2rm

]
. (3.27)
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Выбирая C1A = rg/(2r
3
m), чтобы избавиться от r2-члена на бесконечно-

сти, и считая C2A = −3rg/(2rm), получаем обычное решение Шварц-
шильда.

3.1.2 Решения в модифицированной гравитации

В модифицированной теории внутреннее решение остается того же вида
(3.21) и (3.24), но коэффициент C1A может теперь нетривиально зависеть
от времени. Этот коэффициент можно найти из Ур. (3.16), если известен
скаляр кривизны. Как отмечалось выше, в наших работах [4–6] (см. Гла-
ву 1) было показано, что в системах с растущей плотностью энергии
величина скаляра кривизны может быть значительно больше, чем его
значение в ОТО. Используя уравнения (3.21) и (3.24) и сравнивая их с
уравнением (3.16), можно заключить, что главный вклад в такую фор-
му кривизны дают слагаемые A′′ + 2A′/r, т.е. C1A(t) = R(t)/6, где R(t)
определяется уравнениями (3.1), (3.2).

Существует заметное различие между модифицированным и стан-
дартным решениями в вакууме. В стандартном случае член, пропорцио-
нальный r2, появляется как при r < rm, так и при r > rm с одним и тем
же коэффициентом и, следовательно, должен исчезнуть. С другой сто-
роны, для модифицированной гравитации такое условие неприменимо, и
слагаемое C1Ar

2 может присутствовать при r < rm, но отсутствовать при
r � rm. Вакуумное решение для R, предположительно, имеет порядок
космологической кривизны, R ∼ Rc, плюс возможные осциллирующие
члены.

Таким образом, метрические функции внутри облака равны:

B(r, t) = 1 +
2M(r, t)

M 2
Plr

≡ 1 +B
(Sch)
1 , (3.28)

A(r, t) = 1 +
R(t) r2

6
+ A

(Sch)
1 (r, t) . (3.29)

Другими словами, мы строим внутреннее решение, полагая, что оно
состоит из двух частей: решения Шварцшильда и осциллирующей части,
индуцированной растущей плотностью. Выражение для A(Sch)

1 (r, t) мож-
но найти из Ур. (3.24) с константами CA1 = rg/2r

3
m и CA2 = −3rg/rm, как

следует из формулы (3.27). Что касается интегралов в выражении (3.24),
то они вычисляются в предположении, что материя является нереляти-
вистской, т.е. пространственные компоненты Tµν пренебрежимо малы по
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сравнению с временной компонентой T00, а плотность материи/энергии
T00 ≡ ρm(t) является пространственно постоянной, но может зависеть от
времени. Первые два интеграла в уравнении (3.24) исчезают, и сохраня-
ется только интеграл, содержащий вторую производную по времени от
плотности массы. Таким образом, для шварцшильдовской части реше-
ния находим

A
(Sch)
1 (r, t) =

rgr
2

2r3
m

− 3rg
2rm

+
πρ̈m
3M 2

Pl

(r2
m − r2)2 . (3.30)

Как отмечалось выше, R(t) обычно больше, чем значение скаляра
кривизны |RGR| = 8πρm/M

2
Pl в ОТО, поэтому второе слагаемое в урав-

нении (3.29), R(t)r2/6, дает доминирующий вклад в A1 = A − 1 при
достаточно больших r. Действительно, r2R(t) ∼ r2yRGR с y > 1, а ка-
нонические члены решения Шварцшильда имеют порядок of rg/rm ∼
ρmr

2
m/M

2
Pl ∼ r2

mRGR.
Уже упоминалось, что решение с большим осциллирующим R(t)

было получено в работах [4–6, 19] в предположении, что фоновая мет-
рика мало отличается от плоской метрики Минковского. Это определен-
но справедливо для шварцшильдовской части решения (3.30), но может
быть поставлено под сомнение для r2R(t)/6-члена. Очевидно, что плос-
кая фоновая метрика не будет заметно искажена, если r2 < 6/R(t). Если
же начальная плотность энергии облака имеет порядок космологической
плотности энергии, т. е. R ∼ RGR ∼ 1/t2U , то метрика будет отклонять-
ся от метрики Минковского для облаков с радиусом rm > tU/

√
y, где

максимальное значение y задается уравнением (3.2). Для систем, в ко-
торых достигаются очень большие значения y, приближение плоского
пространства может быть нарушено уже при неинтересно малых r. Од-
нако на стадии роста R(t), когда y > 1, но не огромно, это приближение
может быть справедливым для всего объема сжимающегося облака.

Для больших объектов или больших y, таких, что Rr2/6 ∼ 1, при-
ближение плоской фоновой метрики становится неприменимым и нужно
решать точные нелинейные уравнения (3.5)-(3.9). Если функция A1 ста-
новится сравнимой с единицей, эволюция R(t) может существенно от-
личаться от найденной в работах [5, 6, 19], но кажется очевидным, что
как только кривизна достигнет больших значений (y > 1), y будет оста-
ваться большим единицы, несмотря на возможную обратную реакцию не
плоской метрики.
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В низшем порядке гравитационного взаимодействия движение нере-
лятвистской пробной частицы определяется уравнением (уравнение гео-
дезической в метрике (3.4)):

r̈ = −A
′

2
= −1

2

[
R(t)r

3
+
rgr

r3
m

]
, (3.31)

где A дается уравнением (3.29). Так как R(t) всегда отрицательно и
велико, рассмотренные здесь модификации ОТО ведут к антигравита-
ции внутри облака с плотностью энергии, превосходящей космологиче-
скую плотность. Гравитационное отталкивание преобладает над обыч-
ным притяжением, если

|R|r3
m

3rg
=
|R|r3

mM
2
Pl

6M
=
|R|r3

mM
2
Pl

8πρ r3
m

=
|R|
T̃00

≡ y > 1 , (3.32)

то есть, по существу, это будет происходить всякий раз, когда колебания
R начинают расти, независимо от начального значения плотности ρ и, в
какой-то степени, от специфики рассматриваемой F (R) теории.

Следовательно, вывод о преобладании гравитационного отталки-
вания над обычным шварцшильдовским притяжением, является более
фундаментальным утверждением, применимым практически ко всем мо-
делям F (R), в которых возникают осцилляции кривизны с амплиту-
дой большей, чем значение кривизны в ОТО. Эти колебания затухают
вследствие гравитационного рождения частиц, но соответствующее вре-
мя жизни может быть сравнимым или даже большим, чем космологиче-
ское время. Таким образом, образование структуры в модифицированной
гравитации будет отличаться от аналогичного процесса в общей теории
относительности. Достаточно большие первичные облака не сжимались
бы до меньших и меньших тел с более или менее однородной плотностью,
но могли бы формировать тонкие оболочки, пустые (или почти пустые)
внутри, за исключением, возможно, некоторой центральной массы. Сле-
довательно, гравитационное отталкивание, найденное в нашей работе [7],
может быть ответственно за образование космических пустот.

Для некоторых типов объектов этот результат модифицирует ана-
лиз формирования и устойчивости астрономических структур в F (R)-
гравитации, приведенный в работах [192, 193]. Однако нужно подчерк-
нуть, что в цитируемых статьях не учитывались производные по време-
ни, поэтому различие с нашими результатами, главным образом, связано
с различными физическими явлениями.
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Здесь следует сделать еще одно замечание. В стандартной ОТО
справедлива теорема Джебсена-Биркхофа [115, 116] (см. также кни-
гу [117]), которая гласит, что любое конечное тело с положительно опре-
деленной плотностью энергии может создавать только гравитационное
притяжение. Наш результат находится в прямом противоречии с этим
утверждением. Теорема Джебсена-Биркгофа в случае модифицирован-
ной гравитации детально обсуждалась в обзоре [154], см. также [194].
Там было показано, что в пространстве-времени с постоянным скаля-
ром кривизны любой сферически симметричный фон неизбежно являет-
ся статическим, т.е. теорема Джебсена-Биркгофа справедлива для F (R)-
гравитации с постоянной кривизной. Эта теорема нарушается, если кри-
визна не постоянна, как это происходит в рассматриваемом нами случае.

3.2 Эволюция возмущений плотности в ньютонов-
ской гравитации и в ОТО

Развитие неустойчивостей в самогравитирующих системах было впер-
вые исследовано в случае нерелятивистской ньютоновской гравитации
Джинсом [195] в 1902 году. В 1946 году Лифшиц расширил эти исследо-
вания на общую теорию относительности [196]. В настоящее время такая
теория широко используется в космологии для изучения роста возмуще-
ний в нашей Вселенной [47–49, 197]. Сравнение теоретических расчетов
и астрономических данных является очень мощным инструментом для
проверки Стандартной космологической модели.

В данной главе, следуя нашей работе [8], джинсовская неустойчи-
вость в системах с растущей плотностью энергии исследуется в клас-
сической и модифицированной гравитации в предположении, что фоно-
вая метрика медленно меняется по сравнению с характерной частотой и
комптоновской длиной волны поля скалярона. В работах [9,10,15] грави-
тационная неустойчивость рассматривалась на фоне быстро осциллиру-
ющей кривизны. Нами было показано, что временная эволюция возмуще-
ний определяется дифференциальным уравнением четвертого порядка
вместо обычного уравнения второго порядка, что приводит к возникно-
вению новых типов неустойчивых решений.
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3.2.1 Джинсовская неустойчивость в ньютоновской теории с
неоднородным и нестационарным фоном

Оригинальный подход Джинса основан на хорошо известном уравнении
Пуассона, связывающем ньютоновский потенциал Φ с плотностью мате-
рии ρ

∆Φ =
4π

M 2
Pl

ρ . (3.33)

Эволюция плотности материи ρ, давления P и скорости v в собственном
гравитационном поле описывается двумя гидродинамическими уравне-
ниями, а именно, уравнением Эйлера и уравнением непрерывности:

∂t(ρv) + ρ(v∇)v +∇P + ρ∇Φ = 0 , (3.34)
∂tρ+∇(ρv) = 0 . (3.35)

На этой стадии имеются три уравнения и четыре неизвестных: ρ, P , v
и Φ. Чтобы получить еще одно необходимое уравнение, нужно добавить
информацию о физических свойствах материи, которая будет введена
ниже уравнением состояния.

Система уравнений (3.33) - (3.35) решается пертурбативно в пред-
положении, что флуктуации над известными фоновыми величинами яв-
ляются инфинитезимальными:

ρ = ρb + δρ , v = vb + δv , P = Pb + δP , Φ = Φb + δΦ . (3.36)

В результате возникает система трех линейных дифференциальных
уравнений для возмущений δρ, δv, δP , и δΦ. Для замыкания этой си-
стемы обычно добавляют «акустическое» уравнение состояния

δP = c2
sδρ , (3.37)

где cs – скорость звука.
В теории Джинса предполагается, что фоновая плотность массы од-

нородна и не зависит от времени, а фоновое давление и фоновая скорость
равны нулю, P = 0 и v = 0. Можно легко увидеть, что эти предполо-
жения не являются самосогласованными. Из уравнения Эйлера (3.34)
следует, что фоновый потенциал должен быть пространственно постоя-
нен, ∇Φb = 0, но это противоречит уравнению Пуассона (3.33) в нулевом
порядке, т.е. для фоновых величин.
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Данная проблема обсуждалась в книге Зельдовича и Новикова [197],
где утверждалось, что для зависящей от времени, но пространственно
постоянной фоновой плотности, ρb(t), теорию можно сформулировать в
самосогласованном виде. Физически такой случай реализуется в космо-
логии.

С другой стороны, для устранения этого недостатка в плоском
пространстве-времени, Муханов [47] предложил ввести искусственную
анти-гравитирующую субстанцию, как, например, вакуумно-подобную
энергию, которая будет уравновешивать гравитационное притяжение фо-
на. Таким образом, уравнение (3.33) будет выполняться в нулевом по-
рядке. Альтернативная возможность, используемая в статье [198], за-
ключается в предположении, что фоновая плотность исчезает, так что
уравнение (3.33) становится соотношением между величинами первого
порядка.

Подчеркнем, что эта проблема отсутствует в релятивистской космо-
логии, где фоновые уравнения удовлетворяются в нулевом порядке, см.
книги [49,197]. В отличие от случая возмущений в плоском пространстве-
времени, фоновые величины в космологии должны быть решениями
уравнений движения в приближении нулевого порядка.

В нашей работе [8] предложен более точный подход к решению про-
блемы, при котором уравнения для фона выполняются в нулевом по-
рядке. В качестве примера рассмотрим сферически-симметричное обла-
ко частиц с начально исчезающими давлением и скоростями, и изучим
классическую нерелятивистскую задачу Джинса в ньютоновской грави-
тации. Мы не будем ограничиваться случаем независимого от времени
фона. Вместо этого рассмотрим сценарий, зависящий от времени, выби-
рая в качестве начального условия однородное распределение плотности
материи ρb(t = 0) ≡ ρ0 = const внутри сферы радиуса rm, в то время
как вне этой сферы ρ = 0. Начальные значения скоростей частиц и дав-
ления принимаются равными нулю, а начальный потенциал Φ при t = 0
является решением уравнения Пуассона (3.33)

Φb(t = 0, r > rm) = − M

rM 2
Pl

,

Φ0 ≡ Φb(t = 0, r < rm) =
2π

3M 2
Pl

ρ0r
2 + C0 , (3.38)
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где полная масса гравитирующей сферы равна

M =
4π

3
ρ0r

3
m . (3.39)

Постоянная C0 = −2πρ0r
2
m/M

2
Pl выбрана так, что потенциал является

непрерывным при r = rm.
В дальнейшем нас интересует внутреннее решение при r < rm. Те-

перь мы можем определить, как фоновые величины ρ, v и P эволюцио-
нируют со временем при малых t. Из уравнения Эйлера (3.34) следует,
что

vb(t, r) = −∇Φ0 t = − 4π

3M 2
Pl

ρ0 t r . (3.40)

Из уравнения непрерывности (3.35) находим

ρb(t, r) = ρ0 + ρ1 = ρ0

(
1 +

2π

3M 2
Pl

ρ0t
2

)
. (3.41)

Интересно, что плотность ρ возрастает со временем таким образом, что
остается постоянной в пространстве. Из-за однородности ρ давление
остается равным нулю, P1 = 0. Изменение фонового потенциала со вре-
менем находится с помощью уравнения Пуассона (3.33)

Φb(r, t) = Φ0 + Φ1 =
2π

3M 2
Pl

r2ρ0

(
1 +

2π

3M 2
Pl

ρ0t
2

)
. (3.42)

Рассмотрим теперь эволюцию возмущений над этим зависящим от
времени фоном. Продолжим, как обычно, представляя ρ = ρb(r, t) + δρ,
Φ = Φb(r, t) + δΦ, v = v1(r, t) + δv и δP = c2

sδρ, где cs – скорость
звука. Здесь все δ-величины являются бесконечно малыми и за предела-
ми первого порядка ими можно пренебречь. Мы также пренебрегаем их
произведениями, являющимися членами второго порядка, и получаем

∆(δΦ) =
4π

M 2
Pl

δρ , (3.43)

∂tδv +∇δΦ +
δρ

ρ0
∇Φb +

∇δP
ρ0

= 0 , (3.44)

∂tδρ+ ρ0∇(δv) = 0 . (3.45)

В наших приближениях зависимость коэффициентов от времени исчез-
ла. Ниже мы добавим к фону поправки, зависящие от времени.
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Уравнение (3.44) содержит слагаемое (δρ/ρ0)∇Φb, явно зависящее
от координаты r через фоновый потенциал |∇Φb| = (4π/3)rρ0/M

2
Pl. Оце-

ним этот слагаемое, заменяя r на его максимальное значение rm. Чтобы
узнать, является этот член существенным или нет, сравним его с Фурье
образом последнего слагаемого в уравнении (3.44)∫

d3k

(2π)3

∇δP
ρ0

e−iλt+ikr ∼ kc2
s

δρ(λ,k)

ρ0
. (3.46)

Иными словами, нам нужно сравнить kc2
s с (4π/3)ρ0/M

2
Pl. Очевидно, что

4π

3M 2
Pl

rmρ0 =
rg

2r2
m

, (3.47)

где rg = 2M/M2
Pl – гравитационный (шварцшильдовский) радиус, а M

– полная масса рассматриваемого объекта (3.39). Если k имеет порядок
джинсовского волнового числа

k ∼ kJ =

√
4πρ0

MPlcs
, (3.48)

то можно пренебречь зависящим от r слагаемым (δρ/ρ0)∇Φb по срав-
нению c ∇δP/ρ0 для cs >

√
2rg/(3rm). Это условие выполняется для

широкого диапазона параметров.
Проводя Фурье преобразование уравнений (3.43) - (3.108) и прене-

брегая r-зависимым членом, получим уравнение на собственные значе-
ния в виде

k2(λ2 − c2
sk

2 +
4π

M 2
Pl

ρ0) = 0 . (3.49)

Для малых k находим обычную экспоненциальную джинсовскую
неустойчивость:

δρJ1

ρ0
∼ exp

[
t

(
4π

M 2
Pl

ρ0 − c2
sk

2

)1/2
]
. (3.50)

Эти малые возмущения имеют такое же характерное время развития
∼ MPl/(4πρ0)

1/2, что и классический рост ρ1. Можно оценить влияние
растущей фоновой плотности энергии на рост возмущений, используя
адиабатическое приближение, то есть заменяя экспоненту в уравнении
(3.50) интегралом:

δρJ2

ρ0
∼ exp

{∫ t

0

dt

[
4π

M 2
Pl

ρb(t, r)− k2c2
s

]1/2
}
. (3.51)
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где ρb(t, r) дается уравнением (3.41).
Оценив интеграл (3.51) при малых k, находим, что коэффициент

усиления δρJ2/δρJ1 равен 1.027 для времени t = tgrav, где tgrav =
1/
√

4πGρ0, в то время как для t = 2 tgrav он равен 1.23, для t = 3 tgrav –
1.89, а для t = 5 tgrav этот коэффициент равен 11.9. Заметим, что при вы-
воде уравнений (3.50) и (3.51) мы считали, что t < tgrav, так что эти фак-
торы не должны рассматриваться как численно точные. Тем не менее,
их можно интерпретировать как указание на то, что рост флуктуаций
действительно происходит быстрее, чем в обычном сценарии Джинса.

3.2.2 Эволюция возмущений плотности в общей теории отно-
сительности

Изучение джинсовской неустойчивости в общей теории относительности
начинается с уравнений Эйнштейна:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR =

8π

M 2
Pl

Tµν ≡ T̃µν . (3.52)

Эти уравнения автоматически включают в себя уравнения движения ма-
терии, а именно, уравнение Эйлера и уравнение непрерывности. С другой
стороны, уравнения движения материи можно эквивалентно получить из
условия ковариантного сохранения тензора энергии-импульса

DµT
µ
ν = 0 , (3.53)

где Dµ – ковариантная производная рассматриваемого гравитационно-
го поля. Обычно технически более сложно вывести уравнения Эйлера и
непрерывности из уравнений Эйнштейна (3.52), поскольку в этом случае
в выражении для тензора Риччи нужно учитывать члены, пропорцио-
нальные квадратам символов Кристоффеля.

В этом разделе мы исследуем эволюцию скалярных возмуще-
ний в ОТО в сферически симметричном и асимптотически плоском
пространстве-времени. В отличие от обычно рассматриваемого космо-
логического случая, фоновая метрика зависит не только от времени, но
также является функцией пространственных координат. Это приводит к
трудностям с наложением ньютоновского калибровочного условия. Про-
блема фиксации калибровки подробно изучена в нашей работе [8].

Как и в предыдущей секции, рассмотрим сферически симметрич-
ное облако материи с начально постоянной плотностью энергии внутри
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ограничивающей сферы радиуса r = rm. Выберем изотропные координа-
ты, аналогичные шварцшильдовским координатам, в которых метрика
принимает вид:

ds2 = Adt2 −B δij dx
idxj , (3.54)

где функции A и B могут зависеть от r и t. Соответствующие символы
Кристоффеля равны:

Γttt =
Ȧ

2A
, Γtjt =

∂jA

2A
, Γjtt =

δjk∂kA

2B
, Γtjk =

δjkḂ

2A
,

Γkjt =
δkj Ḃ

2B
, Γklj =

1

2B
(δkl ∂jB + δkj ∂lB − δljδkn∂nB) , (3.55)

где точка сверху означает производную по времени.
Выражения для тензора Риччи с учетом квадратичных по Γ членов

имеют вид:

Rtt =
∆A

2B
− 3B̈

2B
+

3Ḃ2

4B2
+

3ȦḂ

4AB
+
∂jA∂jB

4B2
− ∂jA∂jA

4AB
, (3.56)

Rtj = −∂jḂ
B

+
Ḃ∂jB

B2
+
Ḃ∂jA

2AB
, (3.57)

Rij = δij

(
B̈

2A
− ∆B

2B
+

Ḃ2

4AB
− ȦḂ

4A2
− ∂kA∂kB

4AB
+
∂kB∂kB

4B2

)
(3.58)

− ∂i∂jA

2A
− ∂i∂jB

2B
+
∂iA∂jA

4A2
+

3∂iB∂jB

4B2
+
∂iA∂jB + ∂jA∂iB

4AB
.

Здесь и далее нижние индексы поднимаются с помощью символа Кроне-
кера, ∂jA = δjk∂kA.

Соответсвенно, находим скаляр кривизны:

R =
∆A

AB
− 3B̈

AB
+

2∆B

B2
+

3ȦḂ

2A2B
− ∂jA∂jA

2A2B
− 3∂jB∂jB

2B3
+

+
∂jA∂jB

2AB2
. (3.59)
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Приведем выражения для тензора Эйнштейна Gµν = Rµν−1/2 gµνR:

Gtt = −A∆B

B2
+

3Ḃ2

4B2
+

3A∂jB∂jB

4B3
, (3.60)

Gtj = Rtj , (3.61)

Gij = δij

(
∆A

2A
+

∆B

2B
− B̈

A
+

Ḃ2

4AB
+
ȦḂ

2A2
− ∂kA∂kA

4A2
− ∂kB∂kB

2B2

)
− ∂i∂jA

2A
− ∂i∂jB

2B
+
∂iA∂jA

4A2
+

3∂iB∂jB

4B2
+
∂iA∂jB + ∂jA∂iB

4AB
(3.62)

Тензор энергии-импульса выбран в форме идеальной жидкости без
диссипативных поправок:

Tµν = (ρ+ P )UµUν − Pgµν , (3.63)

где ρ и P – плотность энергии и давление жидкости, соответственно, а
4-скорость равна:

Uµ =
dxµ

ds
и Uµ = gµαU

α . (3.64)

Инфинитезимальное физическое (собственное) расстояние есть dl2 =
Bdr2. При этом вектор физической скорости определяется, как v =√
B dr/dt. Мы считаем 3-скорость малой и пренебрегаем членами, квад-

ратичным по v. В результате получаем

Uj = − Bvj√
A
√

1− v2/A
≈ −Bvj√

A
, (3.65)

где vj = vj. Из условия

1 = gµνUµUν =
1

A
U 2
t −

1

B
δkjUkUj ≈

1

A
U 2
t (3.66)

находим Ut ≈ 1/
√
A. Теперь можно записать компоненты тензора

энергии-импульса:

Ttt = (ρ+ P )U 2
t − PA ≈ ρA , (3.67)

Tjt = (ρ+ P )UtUj ≈ −(ρ+ P )Bvj , (3.68)
Tij = (ρ+ P )UiUj − Pgij ≈ PBδij . (3.69)

Уравнения общей теории относительности обычно пишутся в пре-
деле слабого поля, поэтому в выражениях для тензора Риччи опущены
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члены, пропорциональные Γ2. Дифференцируя уравнение (3.60) для Gtt-
компоненты по времени, а уравнение (3.61) для компоненты Gtj по ко-
ординате xj, получим уравнение непрерывности. Взяв производную по
времени от уравнения для Gtj и производную по xi от уравнения для Gij,
получим уравнение Эйлера. Однако, если ограничиться членами первого
порядка по Γ в тензоре Риччи, уравнения не будут самосогласованными.
Поэтому, при выводе уравнения непрерывности и уравнения Эйлера из
уравнений Эйнштейна, нужно учитывать члены, пропорциональные Γ2,
в выражениях для Rµν.

С другой стороны, можно выбрать более простой путь и получить
уравнения Эйлера и непрерывности из условий DµT

µ
j = 0 и DµT

µ
t = 0.

Так как у нас четыре неизвестные функции, нам нужны еще два уравне-
ния. Мы можем использовать уравнение для Gtt и ∂i∂j-компоненту урав-
нения для Gij в линейном порядке по Γ. Соответственно, мы удерживаем
только члены, линейные по производным от A и B, полагая A = B = 1
в других случаях.

Уравнения для Gtt и ∂i∂j-компонента уравнения для Gij имеют вид:

−∆B = ρ̃ , (3.70a)
∂i∂j(A+B) = 0 , (3.70b)

где ρ̃ = 8πρ/M 2
Pl. Уравнения непрерывности и Эйлера даются, соответ-

ственно, выражениями:

ρ̇+ ∂j[(ρ+ P )vj] +
3

2
ρḂ = 0 , (3.70c)

ρ v̇j + ∂jP +
1

2
ρ ∂jA = 0 . (3.70d)

Мы считаем, что фоновая метрика медленно меняется как функция
пространства и времени, и изучаем малые флуктуации вокруг фоновых
величин: ρ = ρb + δρ, δP = c2

sδρ, v = δv, A = Ab + δA, B = Bb + δB.
Соответствующая система линейных уравнений для инфинитези-

мальных возмущений имеет вид:

−∆δB = δρ̃ , (3.71)
∂i∂j(δA+ δB) = 0 , (3.72)

δρ̇+ ρb ∂jδv
j +

3

2
ρb δḂ = 0 , (3.73)

ρb δv̇j + ∂jδP +
1

2
ρb ∂jδA = 0 . (3.74)
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Уравнения (3.71) - (3.74) совпадают с соответствующими уравнениями в
книгах [47–49] в случае статичной Вселенной, т.е. при a(t) = 1 и H = 0.

Мы ищем решение в виде ∼ exp[−iλt+ ik ·x] и получаем следующие
выражения для собственных значений частоты:

λ2 =
c2
sk

2 − ρ̃b/2
1 + 3ρ̃b/(2k2)

. (3.75)

Этот результат почти совпадает с значением λ в ньютоновском слу-
чае (3.50). Дополнительное слагаемое в знаменателе индуцируется ре-
лятивистским изменением объема и является малым для k ∼ kJ (3.48).

3.3 Возмущения плотности в модифицированной
гравитации

В модифицированной теории гравитации, описываемой действием

S =
M 2

Pl

16π

∫
d4x
√
−g[R + F (R)] + Sm ,

лагранжиан является нелинейной функцией кривизны R, поэтому урав-
нения движения являются дифференциальными уравнениями высоко-
го (четвертого) порядка, и эволюция возмущений плотности происходит
иначе, чем в общей теории относительности. В космологии эта проблема
рассматривалась для различных форм F (R) в работах [199–206]. Анализ
джинсовской неустойчивости для звездно-подобных объектов в модифи-
цированной гравитации был проведен в работах [192,193,198]. В этих ра-
ботах пертурбативное разложение F (R)-функции проводилось либо при
R = 0, либо при R = Rc, где Rc – современное космологическое значение
скаляра кривизны. Ниже, следуя нашим работам [8–10, 15], мы раскла-
дываем F (R) вокруг кривизны фоновой метрики Rb, которая обычно
значительно превышает Rc. Это приводит к некоторым количественным
различиям. Кроме того, мы изучаем развитие неустойчивости не толь-
ко на квазистационарном фоне, как это обычно делается, но и на фоне
быстро осциллирующей кривизны. Как обсуждалось в разделе 1.2, такие
высокочастотные колебания возбуждаются в сжимающихся системах с
растущей плотностью энергии. В этом случае возникает не только обыч-
ное решение Джинса со слегка измененным (уменьшенным) масштабом
длины, но и параметрическое резонансное усиление возмущений плотно-
сти, а также новый эффект усиления возмущений за счет «антитрения»,
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связанного с отрицательными значениями коэффициентов при нечетных
производных в уравнении движения.

3.3.1 Уравнение эволюции

Будем считать, что фоновая метрика мало отклоняется от метрики Мин-
ковского, в то время как производные метрики могут сильно отличаться
от их значений в ОТО. В частности, скаляр кривизны R может быть
далек от RGR = −T̃ . Мы рассматриваем астрономические системы, для
которых |R| � |Rc|, но R � m2, где m – масса скалярона. Оба огра-
ничения являются естественными для относительно плотных систем, в
которых плотность превышает средний космологический фон, но оста-
ется меньше, чем M 2

Plm
2. При этом естественно ожидать, что

|F (R)| � |R| , |F ′(R)| � 1 . (3.76)

Это безусловно выполняется для модели (1.20), для которой при R� Rc

имеем

F (R) ≈ −λRc

[
1−

(
Rc

R

)2n
]
− R2

6m2
. (3.77)

Уравнения движения (33) в это случае можно аппроксимировать как

Gµν +
1

3ω2

(
∇µ∇ν − gµν∇2

)
R =

8π

M 2
Pl

Tµν ≡ T̃µν , (3.78)

где Gµν = Rµν − gµνR/2 – обычный тензор Эйнштейна, а

ω−2 = −3F ′′RR . (3.79)

Как обычно, метрика и кривизна раскладываются вокруг их фоновых
значений в первом порядке по малым возмущениям:

A = Ab + δA ,

B = Bb + δB ,

R = Rb + δR .

(3.80)

Фоновая метрика для сферически симметричного распределения веще-
ства изучалась многими авторами. Здесь решения во внутренней области
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мы используем форму (3.28)-(3.29), найденную в нашей работе [7]:

Bb(r, t) = 1 +
2M(r, t)

M 2
Plr

≡ 1 +B1 , (3.81)

Ab(r, t) = 1 +
Rb(t) r

2

6
+ A1(r, t) , (3.82)

где M – полная масса рассматриваемого объекта (3.25), а функция
A1(r, t) дается уравнением (3.30). Метрические функции A1 и B1 здесь
такие же, как и в Общей Теории Относительности, а единственное отли-
чие от ОТО содержится во втором слагаемом уравнения (3.82).

Эволюция возмущений изучается в приближении постоянной ω. Это
хорошая аппроксимация, если Rb ≈ RGR = −T̃ является медленно ме-
няющейся функцией времени. В модели (3.77)

ω2 =

[
1

m2
+

6λn(2n+ 1)

|Rc|

(
Rc

R

)2n+2
]−1

. (3.83)

Космологические возмущения начинают расти в начале нерелятивист-
ской стадии, соответствующей красному смещению zeq = 104, когда
Rc/Req ∼ 10−12. Так, для m = 105 ГэВ, что является нижней границей
массы из первичного нуклеосинтеза [3], ω может считаться постоянной,
если n ≥ 3. Для систем с плотностью энергии порядка 1 г/см3 частота ω
будет оставаться постоянной для n ≥ 1. Если ω растет со временем, рост
возмущений будет происходить даже быстрее, чем в случае постоянной
ω. Если в уравнении (3.83) доминирует второе слагаемое, то

ω2 =
|Rc|

6λn(2n+ 1)

(
R

Rc

)2n+2

, (3.84)

и частота может сильно зависеть от времени, нарушая приближение
ω = const. Это будет так для высокочастотных осциллирующих реше-
ний, найденных в наших работах [4, 5], где скаляр кривизны R сильно
отклоняется от RGR, хотя условие R� RGR уменьшает второе слагаемое
в выражении (3.83). Тем не менее, в дальнейшем мы полагаем ω = const и
изучаем развитие неустойчивостей в дифференциальном уравнении чет-
вертого порядка, описывающем рост возмущений в такой модели. В этом
случае эволюция неустойчивостей сильно отличается от стандартной си-
туации, описываемой уравнением второго порядка в общей теории от-
носительности. Мы не будем ограничивать себя конкретным выбором
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F (R)-функции, но будем считать, что высокочастотные колебания кри-
визны являются общим явлением в таких моделях. Действительно, все
известные F (R) сценарии приводят к сингулярности с R → +∞, если
R2/m2-член не добавлен для предотвращения этого. Это слагаемое созда-
ет отталкивающий эффективный потенциал для эволюции R и вызывает
осцилляции.

Как и в разделе 3.2.2, мы описываем эволюцию возмущений, исполь-
зуя уравнение для Gtt компоненты тензора Эйнштейна, ∂i∂j-компоненту
уравнения для Gij, а также уравнения Эйлера и непрерывности, полу-
ченные из условий ковариантного сохранения DµT

µ
j = 0 и DµT

µ
t = 0.

Однако теперь мы не будем ограничиваться случаем медленно меняю-
щегося фоновой метрики, а, следуя работе [9], учтем изменение метрики
со временем, что приводит к нескольким новым эффектам.

Компонента «tt» уравнения (3.78) имеет вид:

−∆B

B2
+

1

3ω2B

(
∆R− 3ḂṘ

2A
+
∂iB ∂iR

2B

)
= ρ̃ , (3.85)

поскольку, в соответствии с (3.60) и (3.67), Gtt = −A∆B/B2, а T̃tt = ρ̃A.
Будем считать, что фоновая метрика слабо зависит от пространствен-
ных координат, но быстро осциллирует со временем, поэтому последним
слагаемым в круглых скобках в уравнении (3.85) можно пренебречь.

Так как фоновые величины Rb и, согласно уравнению (3.29), Ab яв-
ляются быстро осциллирующими функциями времени с возможно боль-
шой амплитудой («пиками», найденными в работах [4, 5]), их производ-
ные по времени велики и мы будем удерживать члены второго порядка
по ∂t, такие как ∂2

tA, ∂tA∂tR, и т.д. Соответственно, уравнение для флук-
туаций принимает вид:

−∆δB − 2ρ̃b δB +
1

3ω2

(
∆δR− 3

2
δḂṘb

)
= δρ̃ , (3.86)

где флуктуация кривизны δR, найденная из уравнения (3.59), равна

δR = ∆δA− 3δB̈ + 2∆δB +
3

2
ȦbδḂ . (3.87)

Мы считаем, что производная Ḃb мала по сравнению с Ȧb и Ṙb (см. урав-
нения (3.81) и (3.82)), и полагаем Ab = Bb = 1 в знаменателях дробей в
уравнении (3.86).
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Аналогично находим ∂i∂j-компоненту уравнения для Gij:

∂i∂j

(
δA+ δB − 2δR

3ω2

)
= 0 , (3.88)

Уравнение непрерывности, полученное из ∇µT
µ
t = 0, запишется как

δρ̇+ ρb ∂jU
j +

3

2
ρb δḂ = 0 , (3.89)

в то время как уравнение Эйлера, ∇µT
µ
j = 0, будет иметь вид:

ρb δU̇j + ∂jP +
1

2
ρb ∂jδA+

1

2
Ȧb ρb Uj = 0 . (3.90)

Вводя U j = −Uj = −∂jσ, P = c2
sδρ и представляя решение в виде

∼ exp[−ik · x], получим следующую систему уравнений для пяти неиз-
вестных функций времени, δA, δB, δR, δρ̃, и σ:

3ω2(k2 − 2ρ̃b)δB −
3

2
δḂṘb − k2δR− 3ω2δρ̃ = 0 , (3.91)

δR =
3

2
ω2(δA+ δB) , (3.92)

δR = −k2δA− 3δB̈ − 2k2δB +
3

2
ȦbδḂ , (3.93)

δ ˙̃ρ+ ρ̃b k
2σ +

3

2
ρ̃b δḂ = 0 , (3.94)

ρ̃bσ̇ − c2
sδρ̃+

1

2
ρ̃b(Ȧbσ − δA) = 0 . (3.95)

На данном этапе нужно обосновать использование преобразований
Фурье при выводе уравнений (3.91)–(3.95). Преобразование Фурье над
пространственными переменными может быть проведено, только если
коэффициенты в уравнениях не зависят от координат. Это может быть
так в некоторых физически интересных случаях, однако в нашем при-
мере метрическая функция Ab явно зависит от пространственных коор-
динат, фактически [см. (3.82)]:

Ab = 1 +
Rbr

2

6
. (3.96)

Очевидно, при достаточно малых r, таких, что Rbr
2/6� 1, можно пол-

ностью пренебречь этим членом и сделать преобразование Фурье. Од-
нако, отбросив слагаемое Rbr

2/6, мы исключим влияние зависящего от
времени фона, приводящего к новым формам неустойчивости.
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Тем не менее, мы можем учесть эффекты r-зависимых членов и
обосновать применимость преобразования Фурье в пределе как больших,
так и малых r.

При больших r Фурье-преобразование применимо в адиабатическом
случае, когда фоновые величины мало меняются на одной длине волны
возмущений, λ = 2π/k. Действительно, преобразование Фурье уравне-
ний существенным образом состоит в их умножении на exp(ik · r) и ин-
тегрировании по d3r. Если коэффициенты линейных уравнений для бес-
конечно малых возмущений не зависят от пространственных координат,
мы приходим, как обычно, к алгебраической системе линейных уравне-
ний для Фурье-мод флуктуаций. Если, как в нашем случае, некоторые
коэффициенты в исходных дифференциальных уравнениях зависят от
r, то мы все равно можем преобразовать наши уравнения, вычисляя ин-
теграл d3r exp(ik · r) не по всему пространству, а в некоторой окрест-
ности фиксированного значения r = r0 с радиусом ∆r, выбранным так,
что пространственно зависимые коэффициенты практически постоянны
в пределах данной окрестности. Для этого необходимо, чтобы область
интегрирования содержала много длин волн, т. е. k∆r � 1, и в то же
время, ∆r должно быть достаточно малым, чтобы r-зависимые коэффи-
циенты могли рассматриваться как приблизительно постоянные. Из-за
большой величины k∆r такой интеграл будет близок к реальному пре-
образованию Фурье с бесконечными пределами интегрирования.

Это, по существу, позволяет нам рассматривать r как постоянный
параметр. Конечные результаты, несомненно, будут зависеть от радиу-
са r, в действительности мы представим результаты, полученные в двух
разных пределах kr � 1 и kr � 1. Первое условие является более есте-
ственным, так как адиабатическое приближение подразумевает krm � 1,
а большинство значений r меньше, но примерно того же порядка вели-
чины, что и ограничивающий радиус rm. Второе условие выполняется
только вблизи центра облака, т. е. при относительно малых значениях r;
однако, это может быть не пренебрежимая часть всей системы.

Исследуем эти условия более количественно. Потребуем, чтобы воз-
мущения быстро менялись по сравнению с фоном, то есть∣∣∣∣∂rAb

Ab

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂2
rAb

∂rAb

∣∣∣∣� k , (3.97)
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что, с использованием уравнения (3.96), подразумевает

|Rb|r2 � 1 , kr � 1 . (3.98)

Рассматривая волновые числа k � r−1
m и считая, что |Rb|r2

m � 1, как это
имеет место для достаточно разреженных систем, получаем, что усло-
вия выше хорошо выполняются, а преобразование Фурье надежно. Мас-
са рассматриваемого объекта равна Mtot = 4πρbr

3
m/3. Представим плот-

ность ρ̃b как

ρ̃b ≡
8πρb
M 2

Pl

=
3rg
r3
m

, (3.99)

где rg = 2Mtot/M
2
Pl – гравитационный (шварцшильдовский) радиус си-

стемы. Соответственно, условие (3.98) принимает вид

|Rb|
ρ̃b
� rm

3rg
, (3.100)

устанавливая верхнее значение амплитуды колебаний кривизны, при
котором наши аппроксимации нарушаются. Это ограничение оставля-
ет подходящей для анализа большую область решений. Например, для
облака солнечной массы с плотностью массы 10−24 г/см3 отношение
rm/rg ∼ 1013.

На основании сделанных выше комментариях, получим из системы
(3.91)–(3.95), состоящей из пяти уравнений низких порядков для пяти
неизвестных функций, дифференциальное уравнение четвертого поряд-
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ка для одной функции δB:

δ
....

B − δ
...

B

(
1 +

2k2

3ω2

)
Ṙb

2k2
(3.101)

+δB̈

[
ω2 − ρ̃bω

2

2k2

(
1 +

8k2

3ω2

)
+ k2(1 + c2

s)− Äb

− 1

k2

(
1 +

2k2

3ω2

)(
R̈b +

ȦbṘb

4

)
− Ȧ2

b

4

]

+δḂ

[
−

...

Ab

2
− 1

4k2

(
1 +

2k2

3ω2

)(
2
...

Rb + ȦbR̈b + 2Ṙbc
2
sk

2
)
− Äb Ȧb

4

+
Ȧb

2

(
ω2 + k2(1− c2

s) +
2ρ̃b
3
− ρ̃bω

2

2k2

)]

+δB

[
c2
sk

2(k2 + ω2)− 2c2
sρ̃bω

2

(
1 +

2k2

3ω2

)
− ρ̃bω

2

2

(
1 +

4k2

3ω2

)]
= 0 .

В большом диапазоне параметров, при которых выполняется усло-
вие (3.98), справедливы неравенства Ȧ2

b � Äb, ȦbṘb � R̈b, ȦbÄb �
...

Ab и
ȦbR̈b �

...

Rb, так что соответствующими слагаемыми в уравнении (3.101)
можно пренебречь. В соответствии с Ур. (3.82), положимAb = 1+Rb r

2/6.
Тогда получаем

δ
....

B − δ
...

B

(
1 +

2k2

3ω2

)
Ṙb

2k2
(3.102)

+δB̈

[
ω2 − ρ̃bω

2

2k2

(
1 +

8k2

3ω2

)
+ k2(1 + c2

s)−
R̈b

k2

(
1 +

2k2

3ω2

)]

+δḂ

[
−

...

Rb

2k2

(
1 +

2k2

3ω2

)
+
Ṙbr

2

12

(
ω2 + k2(1− c2

s) +
2ρ̃b
3
− ρ̃bω

2

2k2

)

−Ṙbc
2
s

2

(
1 +

2k2

3ω2

)]

+δB

[
c2
sk

2(k2 + ω2)− 2c2
sρ̃bω

2

(
1 +

2k2

3ω2

)
− ρ̃bω

2

2

(
1 +

4k2

3ω2

)]
= 0 .

Оценим теперь фактор (kr)2 вблизи его джинсовского значения k =
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kJ =
√
ρ̃/(2c2

s). С учетом Ур. (3.99), имеем

(r kJ)2 =
3

2c2
s

rgr
2

r3
m

� 1 ⇒ c2
s � rg/rm . (3.103)

Даже для очень холодного газа при температуре T = 10 K скорость
звука составляет около c2

s ∼ T/mp ∼ 10−12, где mp – масса протона,
поэтому приведенное выше условие (3.103) будет выполняться для ра-
зумных плотностей. С другой стороны, для очень плотных систем, та-
ких, как, например, нейтронные звезды, скорость звука близка к единице
(в единицах скорости света), и отношение rg/rm также приближается к
единице. Однако, в таких системах фоновое давление отлично от нуля, а
здесь мы изучаем нерелятивистские системы с Pb ≈ 0, поэтому послед-
ний случай выходит за пределы допустимости наших предположений.

Введем теперь безразмерное время τ = ωt, безразмерные параметры

a ≡ ρ̃b
k2
, b ≡ k2

ω2
, c ≡ c2

s , χ = kr , (3.104)

и безразмерные функции δB ≡ z, Rb = −ρ̃by.
В терминах этих величин можно записать уравнение (3.102) в без-

размерном виде:

z′′′′ +
a

2

(
1 +

2b

3

)
y′z′′′ (3.105)

+z′′

[
1− a

2

(
1 +

8b

3

)
+ b(1 + c) + a

(
1 +

2b

3
+
χ2

6

)
y′′

]

+z′

[
a

2

(
1 +

2b

3
+
χ2

6

)
y′′′ − aχ2

12

(
1− a

2

(
1− 4b

3

)
+ b(1− c)

)
y′

+
a

2

(
1 +

2b

3

)
bc y′

]

+z

[
bc(1 + b)− ab

2

(
1 +

4b

3

)
− 2abc

(
1 +

2b

3

)]
z = 0 ,

где штрих означает дифференцирование по τ .
Можно записать уравнение (3.105) в более компактной форме, вводя
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следующие параметры:

α =
a

2

(
1 +

2b

3

)
, (3.106a)

Ω2 = 1− a

2

(
1 +

8b

3

)
+ b(1 + c) , (3.106b)

µ = b

[
c(1 + b)− a

2

(
1 +

4b

3

)
− 2ac

(
1 +

2b

3

)]
. (3.106c)

Тогда получим уравнение в виде, удобном для качественного и количе-
ственного анализа:

z′′′′ + αy′z′′′ +

[
Ω2 +

(
2α +

aχ2

6

)
y′′
]
z′′

+

[(
α +

aχ2

12

)
y′′′ − aχ2

12
(1 + b)y′

]
z′ + µz = 0 . (3.107)

Мы не будем делать никаких предположений о максимальном зна-
чении k, и, соответственно, о максимальном значении b, которое может
быть порядка единицы или даже больше, но мы будем считать k & ρ̃/c2

s и
c2
s � 1, что соответствует нерелятивистской скорости звука и волновым
числам, по крайней мере, порядка шкалы Джинса, для которых ОТО не
предсказывает экспоненциального роста. Это приводит к a � 1, c � 1,
поэтому в численных расчетах мы удерживаем только члены первого по-
рядка по этим параметрам. На данный момент мы не будем накладывать
ограничений на b и χ.

Поскольку физически интересной величиной является значение воз-
мущений плотности, представим отношение δρ/ρb, выраженное через
z ≡ δB, например, в пределе малых χ:

δρ

ρb
= z

[
1 + b

a(1 + 2b/3)
− 2

]
+

1

2
z′y′ +

z′′

a(1 + 2b/3)
. (3.108)

Когда k близко к своему джинсовскому значению, kJ =
√
ρ̃/(2c2

s), то, в
соответствии с Ур. (3.104), a = ρ̃b/k

2 ∼ c2
s, и первое слагаемое в квад-

ратных скобках доминирует, если c2
s < 1/2, что, безусловно, имеет место

для нерелятивистских систем.
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3.3.2 Модифицированная джинсовская неустойчивость

Прежде всего, сравним уравнение (3.107) с обычным уравнением Джинса
(напомним, что ρ̃ = 8πGρ)

δρ̈+

(
c2
sk

2 − ρ̃b
2

)
δρ = 0 . (3.109)

Как хорошо известно, знак выражения c2
sk

2 − ρ̃b/2 определяет устойчи-
вость решений, которые являются звуковыми волнами при c2

sk
2 > ρ̃b/2

и неустойчивыми модами в противоположном режиме. Такие неустойчи-
вые моды возникают на джинсовском масштабе

k2 ≤ (kGR
J )2 ≡ ρ̃b

2c2
s

. (3.110)

В модифицированной гравитации условие устойчивости определя-
ется знаком µ (4.113). В пределе малых амплитуд осцилляций кривизны
или очень низких частот, можно пренебречь y(τ) в уравнении (3.107),
так что оно сведется к линейному дифференциальному уравнению с
постоянными коэффициентами, которое можно решить подстановкой
z = exp(γτ). Собственные значения γ, таким образом, определяются из
алгебраического уравнения

γ4 + Ω2γ2 + µ = 0 , (3.111)

которое дает:

γ2 = −Ω2

2
±
√

Ω4

4
− µ, (3.112)

где Ω2 представлено выражением (3.106b).
Если µ < 0, то один из корней γ2 > 0, поэтому одно из собственных

значений положительно. Это соответствует обычной экспоненциальной
неустойчивости Джинса, хотя значения джинсовского волнового вектора
в модифицированной гравитации и в ОТО различны. Величина волново-
го числа Джинса определяется из условия µ = 0, которое в случае малой
скорости звука (c2

s � 1) дает:

a =
2c(1 + b)

1 + 4b/3
, (3.113)

где a и b зависят от k в соответствии с определениями (3.104). Это
квадратное уравнение относительно квадрата волнового числа Джинса
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в модифицированной гравитации, kMG
J . Приведем его явное решение при

больших ω2 � k2, ρ̃:

(kMG
J )2 = (kGR

J )2

[
1 +

(kGR
J )2

3ω2

]
, (3.114)

которое переходит в результат общей теории относительности в пределе
ω → +∞.

При больших ω физические собственные значения, соответствую-
щие (3.112), будут:

Γ2
MG = ω2γ2 '



ρ̃b

2
− c2

sk
2 +

ρ̃b

2

(
ρ̃b

2k2
− c2

s +
k2

6ω2

)
,

−ω2 − k2 +
ρ̃bω

2

2k2
.

(3.115)

Первое значение дает обычный джинсовский рост с точностью до неболь-
шой поправки (слагаемое в скобках), тогда как второе соответствует ос-
цилляциям скалярона с частотой, приблизительно равной ω, как и ожи-
далось, поскольку теория обладает дополнительной массивной скаляр-
ной модой.

Уравнение (3.114) показывает, что в модифицированной гравитации
волновое число Джинса больше, чем в ОТО. Это соответствует умень-
шенному минимальному масштабу длины, связанному с формированием
структуры. Поправка обычно довольно мала, но для моделей, в которых
kGR
J /ω не является пренебрежимым, это может привести к значительным

отклонениям от Общей Теории Относительности.
Если µ положительно, но µ < Ω4/4, оба возможных значения γ2

действительны и отрицательны, так что γ будет чисто мнимым, что со-
ответствует акустическим колебаниям с постоянной амплитудой. Таким
образом, эти два случая (отрицательных и положительных, но не слиш-
ком больших, µ) находятся в полном соответствии с обычным анализом
Джинса. Эти результаты обобщают те, что были получены в нашей ра-
боте [8], где гравитационная неустойчивость рассматривалась в модифи-
цированной гравитации на стационарном фоне.

Для очень больших µ, таких, что µ ≥ Ω4/4, может существовать
новый тип неустойчивого осциллирующего решения с экспоненциально
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растущей амплитудой. Действительно, γ2 становится комплексным чис-
лом и два из четырех решений уравнения (3.111) для γ имеют положи-
тельные вещественные части. Это новое явление, представленное только
в модифицированной гравитации. Однако в модели, основанной на F (R)-
функции, заданной уравнением (1.20), параметр µ не может превысить
Ω4/4 (детали приведены в нашей работе [9]). Неясно, является ли это
ограничение общим свойством всех разумных моделей модифицирован-
ной гравитации, и потому этот новый тип гравитационной неустойчиво-
сти всегда отсутствует, или же могут быть найдены модели, обладающие
таким интересным свойством.

Существует еще одна необычная возможность для развития
неустойчивости в модифицированной гравитации, которая появляется,
если Ω2 < 0. В рамках выбранной модели (1.20) допустимые значения
параметров не позволяют реализовать такую необычную ситуацию, но
остается открытым вопрос, будет ли это возможным при дальнейших
модификациях гравитации.

3.3.3 Параметрический резонанс

В этом разделе мы покажем, следуя нашей работе [9], что даже для
µ > 0, соответствующему классически стабильному режиму звуковых
волн, уравнение (3.107) допускает неустойчивые решения благодаря ме-
ханизму, аналогичному параметрическому резонансу.

Обычным учебным примером параметрического резонанса является
уравнение Матье (см., например, «Механику» Ландау–Лифшица [207])

f̈(τ) + Ω2
0 [1 + h cos(Ω1 + ε)τ ] f(τ) = 0 , (3.116)

где предполагается, что h � 1. Если Ω1/Ω0 = 2, решение растет экспо-
ненциально и его можно аппроксимировать как

f(τ) ∼ sin(Ω0τ + ϕ) exp(λτ) , (3.117)

где

λ =
hΩ0

4
. (3.118)

Параметрический резонанс возникает при

|ε| < hΩ0

2
. (3.119)
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Существуют и другие резонансные моды, которые генерируются на ча-
стотах Ω1/Ω0 = 2/n, где n - целое число, но они обычно заметно слабее.

В модифицированной гравитации мы получили уравнение 4-го по-
рядка (3.107), определяющее эволюцию скалярных возмущений на ос-
циллирующем фоне, который входит через функцию y(τ). Эффект, ана-
логичный параметрическому резонансу, проявляется и в этой ситуации.
Сходство параметрических резонансов в уравнении четвертого порядка и
в классическом уравнении Матье можно увидеть в пределе как высоких,
так и низких частот. В первом случае можно пренебречь производными
низших порядков в уравнении (3.107), удерживая только z′′′′, z′′′, и z′′, и
эффективно сводя это уравнение к уравнению второго порядка для пере-
менной z′′. В случае низких частот, с другой стороны, можно пренебречь
z′′′′ и z′′′, и мы снова приходим к уравнению Матье. В дальнейшем мы
исследуем полное уравнение четвертого порядка как аналитически, так
и численно, и рассмотрим резонансное усиление.

Предположим, что y(τ) является периодической функцией, описы-
вающей осцилляции кривизны, и рассмотрим следующие две возможные
формы таких осцилляций, полученные в разделе 1.2 Главы 1.

1. Чисто гармонические колебания:

yharm(t) = yeq(t) + y0 cos(ω1t+ θ) , (3.120)

где yeq является точкой равновесия потенциала, вокруг которой ос-
циллирует кривизна, т.е. внешняя плотность энергии в единицах
начальной плотности yeq = ρ(t)/ρ0. Гармоническое решение yharm
реализуется при малых амплитудах колебаний кривизны. В этом
случае ω1 = ω и y0 < yeq. Изменение yeq и y0 со временем происхо-
дит гораздо медленнее, чем осцилляции, то есть ẏeq/yeq � ω1, и то
же самое верно для y0.

2. Решения с «пиками», которые, с точностью до медленно меняющих-
ся членов, можно аппроксимировать как

ysp(t) =
y0 d

2

d2 + sin2(ω2t+ θ)
. (3.121)

Если d� 1, действительно получаем «пиковые» решения, т.е. узкие
пики с большими промежутками между ними.
В соотвествии с [4, 5], имеем ω2 = ω/2, где ω дается уравнения-
ми (3.79) и (3.83). Фурье образ ysp(t) содержит моды с частотами
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заметно большими, чем ω2. Доминантная мода, т.е. мода с самой
большой амплитудой, возбуждается на частоте 2ω2.

При рассмотрении решений с пиками, а также любого негармони-
ческого поведения фоновой кривизны, будет возникать несколько мод с
частотой, равной ω или, возможно, намного больше. Общий эффект мож-
но рассматривать как комбинацию отдельных вкладов от разных мод,
поэтому удобно удерживать ω1 или ω2 в качестве свободного парамет-
ра. Если резонанс возбуждается при некотором значении ω1,2, и какое-то
негармоническое решение для R содержит такую частоту, то можно ожи-
дать резонансное поведение и в полном негармоническом случае, хотя,
возможно, слегка подавленное.

Гармонические колебания

Начнем с гармонических колебаний, заданных уравнением (3.120). Бу-
дем считать, что кривизна осциллирует с фиксированной частотой. Это,
действительно, довольно общее свойство F (R)-теорий, по крайней мере,
при выполнении условий (3.76) и ω̇/ω2 � 1.1 В терминах безразмерного
времени, τ = ωt, функци yharm(τ) имеет вид:

yharm(τ) = yeq(τ) + y0 cos(Ω1τ + θ) , (3.122)

где Ω1 = ω1/ω, y0 – амплитуда колебаний и θ – постоянная фаза. Та-
кая форма y соответствует физическим осцилляциям скаляра кривиз-
ны [см. (3.104)]:

Rb(t) = −ρ̃b[yeq(t) + y0 cos(ω1t+ θ)]

= RGR[yeq + y0 cos(ω1t+ θ)] . (3.123)

Уравнение (3.107) при µ � 1 сводится к уравнению Матье (3.116),
если в Ур. (3.107) можно пренебречь слагаемыми, содержащими нечет-
ные производные. Это будет так, если α, a, b и c много меньше единицы,
что соответствует k � ω, c2

s � 1 и k2 � ρ̃b. В этом случае замена z′′ = x
дает

x′′ +
[
Ω2 + 2α cos(Ω1τ)

]
x = 0 . (3.124)

1Если частота меняется со временем, резонансный эффект также может сохраниться, но с изме-
няющейся частотой сигнала.
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Если Ω1/Ω = 2, то будет возбуждаться параметрический резонанс. Срав-
нивая уравнение (3.124) с уравнением (3.116), видим, что параметр h
выражается через α как

h = 2αΩ−2 . (3.125)

Рассмотрим Ω1 = 1, как это имеет место для гармонических коле-
баний с малой амплитудой, в которых кривизна осциллирует с частотой,
точно заданной уравнением (3.79). Тогда условие параметрического ре-
зонанса будет:

1

4
= Ω2 ≡ 1− a

2
+ b− 4ab

3

= 1− ρ̃b
2k2

+
k2

ω2
− 4ρ̃b

3ω2
, (3.126)

где мы выразили Ω через физические величины в соответствии с урав-
нениями (3.104), (3.106a) и (3.106b), полагая c� 1.

Используя сходство со стандартным уравнением Матье, можно по-
нять, как ведет себя полное уравнение (3.107) при выполнении усло-
вия (3.126). Решение для k дает:

k2 =
1

24

(
16ρ̃b − 9ω2 ±

√
81ω4 + 256ρ̃2

b

)
'


−

3ω2

4
,

2ρ̃b

3
.

(3.127)

Первое решение является нефизическим, поскольку оно приводит к
мнимому k.2 Второе решение

k2 ' k2
res ≡

2ρ̃b
3

(3.128)

физически разумно, но лежит вне джинсовского радиуса, где имеются
неустойчивые моды даже в ОТО. Однако, при условии kresrm ≥ 1, так
что мы все еще находимся внутри рассматриваемого облака, это может
приводить к усилению формирования структуры, начиная с определен-
ного масштаба (3.128).

2В неоднородных системах конечного размера k может быть мнимым, например, при распро-
странении в волноводах.
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Как отмечалось выше, если кривизна не ведет себя точно как (3.122)
из-за ангармонических особенностей, то будет существовать несколько
мод с более высокими частотами, дающих вклад в общий эффект. По-
этому будем теперь рассматривать Ω1 как свободный параметр и обсудим
параметрический резонанс в этом случае.

Как и в стандартном случае, будем считать, что y(τ) является гар-
монической функцией и описывается уравнением (3.122), а решение урав-
нения (3.107) будем искать в виде

z(τ) ∼ (A cos Ωτ +B sin Ωτ) exp(γτ) . (3.129)

Опуская детали вычислений, которые подробно описаны в нашей
работе [9], получим, в пределе больших ω, следующий результат для
физического роста в резонансном случае:

Γ2
res = ω2γ2 ' y2

0ρ̃
2
b(6 + χ2)

576k4

[
(6 + χ2)ω2 + (14 + χ2)k2

]

'


y2

0ρ̃
2
bω

2

16k4
(χ� 1) ,

y2
0ρ̃

2
bω

2χ4

576k4
(χ� 1) .

(3.130)

Напомним, что χ = kr (см. (3.104)).
Обычное собственное значение в ОТО (3.109), совпадающее с нере-

зонансным решением в модифицированной гравитации (3.115), взятым в
низшем порядке, есть

Γ2
GR ' Γ2

MG '
ρ̃b
2
− c2

sk
2 . (3.131)

Резонансное поведение, таким образом, доминирует при выполнении
условия

ΓGR

Γres
< 1 ⇒ y2

0 >



8k4(ρ̃b − 2c2
sk

2)

ρ̃2
bω

2
(χ� 1) ,

288(ρ̃b − 2c2
sk

2)

ρ̃2
bω

2χ4
(χ� 1) .

(3.132)

При рассмотрении диапазона масштабов, соответствующего росту струк-
туры в ОТО (k ≤ kJ), выражение (ρ̃b − 2c2

sk
2) положительно. В проти-
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воположном случае резонансное поведение, очевидно, является домини-
рующим, поскольку ОТО просто предсказывает звуковые волны.

Уравнение (3.132) показывает, что существует нижняя граница для
y0, при которой возникает параметрический резонанс, как это происходит
в обычном случае. Тем не менее, имеется большая область в пространстве
параметров, при которых это условие выполняется.

Условие χ = kr � 1 соответствует внутренней части облака, на
расстояниях от центра меньше, чем k−1. Хотя это, вероятно, небольшая
область, она не является пренебрежимой, особенно при изучении роста
структуры на относительно больших масштабах (то есть при относитель-
но малых k).

Уравнение (3.107) было решено численно для различных значений
y0 и Ω1. Возбуждение параметрического резонанса наблюдается на ожи-
даемой частоте Ω1/Ω = 2, см. Рис. 3.1. Мы приводим численные решения
для z(τ) и сравниваем их с аналитической оценкой амплитуды z, а имен-
но

z ∼ exp (Γrest) , (3.133)

где Γres дается Ур. (3.130) при χ� 1.
Параметры, характеризующие среду и волновой вектор, были вы-

браны равными

a = b = χ = 0.01 , c = 0.02 , (3.134)

при изменяющихся y0 и Ω1. Эти значения выбраны лишь для получе-
ния фигур, иллюстрирующих резонансное поведение, которое, однако,
проявляется для очень широкого диапазона параметров. С другой сто-
роны, параметрический резонанс довольно чувствителен к вариациям y0

и, конечно, Ω1. Фактически, экспоненциальный рост замедляется при пе-
реходе от Ω1/Ω = 2 к Ω1/Ω = 2.015, как видно из сравнения верхней и
нижней панелей на рис. 3.1. Такая резкая частотная зависимость явно
демонстрирует резонансное поведение с полушириной резонанса порядка
∼ 0.1 Ω. Зависимость от частоты помогает различать параметрическую
резонансную неустойчивость и неустойчивость за счет антитрения, рас-
смотренную ниже в разделе 3.3.4, для которой частотная зависимость
очень слабая.

В обоих случаях, представленных на Рис. 3.1, согласие численных
расчетов с аналитической оценкой (3.130) является замечательным, не
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Рис. 3.1: Решения для параметров (3.134). Слева: Осцилляции z как функция без-
размерного времени τ . Справа: |z(τ)| (в логаримическом масштабе) и, оранжевым,
амплитуда осцилляций (3.133) с темпом роста, определяемым (3.130). Сверху: Воз-
буждение параметрического резонанса z(τ) для гармонических осцилляций кривиз-
ны с y0 = 5 и Ω1/Ω = 2 и сравнение с предсказанным экспоненциальным ростом.
Относительная разность между точным и оценочным темпами роста около 5× 10−5.
Снизу: Результаты для Ω1/Ω = 2.015, другие параметры неизменны. Резонансное
поведение намного слабее, но согласие между численным значением Γ и аналити-
ческой оценкой (оранжевым) удовлетворительное: |Γres/Γnum − 1| ∼ 0.24. Заметим,
что хотя решения показаны при относительно больших временах, эволюция системы
начинается при τ = 0.

хуже, чем |ΓMG/Γnum − 1| ∼ 5 × 10−5 для Ω1/Ω = 2, и уменьшается
примерно до 24% for Ω1/Ω = 2.015, что близко к порогу резонанса.

Случай больших χ или r � k−1 соответствует большему объе-
му коллапсирующего облака. Согласно нашим предположениям, возму-
щения обычно меняются на масштабах, значительно меньших общего
размера объекта rm, поэтому krm � 1. Если мы возьмем, например,
0.5 rm ≤ r ≤ rm, эта область будет занимать около 0,9 объема облака,
а если 0.1 rm ≤ r ≤ rm, то соответствующий объем составит 0,999 от
общего объема облака.

Мы решили уравнение (3.107) численно и приводим результаты для
следующих значений параметров:

a = b = c = 0.01 , χ = 10 , y0 = 1 , (3.135)
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и изменяющейся Ω1.
На Рис. 3.2 показаны результаты для Ω1/Ω = 2 и Ω1/Ω = 2.075. При

удалении от резонансного значения частоты согласие с аналитической
оценкой (3.130) уменьшается, но остается удовлетворительным, причем
относительное расхождение много меньше, чем на порядок. Ширина ре-
зонансной области для Ω1 примерно равна δΩ1/Ω1 ' 0.05. Однако она
сильно зависит от значения y0: например, для y0 = 4 ширина огром-
на, около δΩ1/Ω1 ' 1.2. В случае больших радиусов резонанс вызывает
заметно более быстрый рост осцилляций, чем при малых χ.

Рис. 3.2: Решения для параметров (3.135). На левой и правой панелях показаны те
же величины, что и на Рис. 3.1. Сверху : Решение для y0 = 1 и Ω1/Ω = 2 и сравнение
с предсказанным поведением (оранжевым). Относительная разность между точным
и оценочным темпами роста ∼ 3×10−2. Снизу : Результаты для Ω1/Ω = 2.075, другие
параметры неизменны. Резонансное поведение слабее, но все еще достаточно сильное,
однако согласие между численным значением Γ и аналитической оценкой (оранже-
вым) уменьшается: |Γres/Γnum − 1| ∼ 0.32. Тем не менее, наши аналитические оценки
находятся в пределах одного порядка от численных результатов.

Отметим, что огромные значения амплитуды колебаний, которые
легко достижимы численно, не имеют большого смысла, поскольку при-
ближение первого порядка, используемое при выводе уравнений (3.91)–
(3.95), справедливо только в случае, когда возмущения много меньше
единицы. С начальной амплитудой флуктуаций порядка 10−4−10−5 (сле-
дующей из данных по микроволновому фону), результатам можно дове-
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рять до усилений, не превышающих примерно пяти порядков.

Осцилляции с пиками

Как было найдено в наших предыдущих работах [3, 4], гармонические
осцилляции не исчерпывают всех возможных решений для фона R(t).
Мы показали, что возможно образование узких «пиков» большой ам-
плитуды, |R| � |RGR|, см. Ур. (3.121). Эти пики отделены друг от друга
интервалом 2π[ω(R = RGR)]−1, значительно превосходящим их ширину.
Например, для рассматриваемой модели F (R)-функции (1.20), ширина
пиков может быть мала, как m−1 ≤ (105 ГэВ)−1.

Мы численно решаем уравнение (3.107), используя ysp как функцию
безразмерного времени в виде:

ysp(τ) =
y0d

2

d2 + sin2(Ω2τ + θ)
(3.136)

с Ω2 ' 1/2 в соответствии с решением из работы [3]. Эта функция и ее
Фурье-образ представлены на Рис. 3.3. Отметим, что амплитуды четных
гармоник значительно больше амплитуд нечетных. Более того, амплиту-
ды нечетных гармоник могут становиться отрицательными, несмотря на
то, что кривизна y(τ) остается, как это и должно быть, положительной.
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Рис. 3.3: Слева: y(τ) из уравнения (3.136) с y0 = 1, Ω2 = 0.5 и d = 0.1. Справа: Фурье
образ y(τ).

На Рис. 3.4 слева явно виден параметрический резонанс при
Ω2 = Ω/2 ' 0.5013, что соответствует второй резонансной моде, см.
Ур. (3.106b), при выборе параметров: a = b = 0.01 и c = 0.02. Для этих
величин µ из уравнения (4.113)) положительно и равно 1.47 ·10−4. Спра-
ва на рисунке 3.4 функция z(τ) представлена для более низкой частоты
Ω2/Ω = 0.496. Видно, что резонанс все еще возбуждается, но гораздо
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слабее. Форма резонансной кривой симметрична по отношению к поло-
жению резонансной частоты. Резкое убывание амплитуды осцилляций
показывает, что резонанс довольно узкий, с шириной δΩ/Ω� 1.

Рис. 3.4: Возбуждение параметрического резонанса z(τ) для осцилляций кривизны с
пиками при y0 = 30 и Ω2/Ω = 1/2 (слева) и Ω2/Ω = 0.496 (справа).

Главная мода параметрического резонанса должна проявляться при
частоте Ω2/Ω = 1; это показано на рисунке 3.5 слева. Однако, она ока-
зывается подавленной по сравнению с модой Ω2/Ω = 1/2, вследствие
подавления нечетных Фурье-амплитуд y(τ), см. Рис. 3.3.

Рис. 3.5: Возбуждение параметрического резонанса z(τ) для осцилляций кривизны с
пиками при y0 = 30 и Ω2/Ω = 1 (слева) и Ω2/Ω = 0.992 (справа).

На рисунке 3.6 эволюция z(τ) изображена для Ω2/Ω = 1/3 (слева) и
Ω2/Ω = 1/4 (справа). Как и ожидалось, эти более высокие моды являют-
ся более слабыми, и, как было отмечено выше, Фурье-амплитуды слабее
для нечетных мод. Видно, что уравнение 4-го порядка демонстрирует па-
раметрические резонансные эффекты, весьма похожие на классический
случай (3.116), хотя влияние нечетных производных в уравнении (3.107)
может быть существенным, что приводит к количественным изменениям
результатов.
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Рис. 3.6: Возбуждение параметрического резонанса z(τ) для осцилляций кривизны с
пиками при y0 = 30 и Ω2/Ω = 1/3 (слева) и Ω2/Ω = 1/4 (справа).

3.3.4 Усиление антитрением

Усиление возмущений за счет антитрения индуцируется изменением зна-
ков коэффициентов перед нечетными производными в уравнении 4-го по-
рядка. Когда эти коэффициенты становятся отрицательными, то вместо
подавления колебаний, они приводят к их усилению. Подобное явление
легко увидеть, решая простое осцилляторное уравнение 2-го порядка

z̈ + Γż + ω2z = 0 (3.137)

с Γ < 0. Ниже мы покажем, что для достаточно больших α (3.106a)
и/или χ (3.104) уравнение 4 порядка (3.107) (или (3.105)) действительно
имеет сильно растущие решения.

Гармонические осцилляции кривизны

В разделе 3.3.2 мы рассмотрели случай малой амплитуды колебаний фо-
на и показали, что уравнение (3.107) можно решить аналитически. Ин-
тересно, что это уравнение также может быть решено аналитически в
противоположном пределе большой амплитуды осцилляций, но малых c
и χ. В этом случае уравнение (3.107) принимает вид:

z′′′′ + αy′z′′′ + 2αz′′y′′ + αz′y′′′ = z′′′′ + α(z′y′)′′ = 0 . (3.138)

Это уравнение легко интегрируется:

z′′ + αz′y′ = C1 + C2τ , (3.139)

приводя к решению:

z′ = C0 e
−αy(τ) + C1 e

−αy(τ)

∫ τ

0

dτ1 e
αy(τ1) + C2 e

−αy(τ)

∫ τ

0

dτ1τ1e
αy(τ1) (3.140)
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или, эквивалентно,

z = z0 +

∫ τ

dτ1

[
C0 e

−αy(τ1) + eαy(τ1)

∫ τ1

dτ2 (C1 + C2τ2) e
αy(τ2)

]
. (3.141)

Возьмем для определенности y(τ) = y0 cos(Ω1τ). Из выраже-
ния (3.140) видно, что производная z′ мала при αy < 0, в то время
как z′ положительна и велика при αy > 0, при этом функция z остается
постоянной в первом случае и растет во втором.

Это поведение проиллюстрировано на рисунках 3.7, 3.8. Усиление
z(τ) имеет место независимо от частоты колебаний фоновой кривизны
ω1. Это можно объяснить изменением знака коэффициентов перед нечет-
ными производными функции z в уравнениях (3.107) и (3.138) для боль-
ших y0. Когда эти коэффициенты положительны, они действуют как
сила трения, но когда они отрицательны, то действуют как антитрение.
Ниже такой эффект продемонстрирован численно для полного уравне-
ния (3.107).
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Рис. 3.7: Функция z(τ) (справа) и ее производная z′(τ) (слева) из Ур. (3.140) при
C0 = 1, C1 = C2 = 0, y(τ) = y0 cos(τ) и αy0 = 2.
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Рис. 3.8: Функция z(τ) (справа) и ее производная z′(τ) (слева) из Ур. (3.140) при
C2 = 1, C0 = C1 = 0, y(τ) = y0 cos(τ), and αy0 = 2.
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Рассмотрим вначале случай малых радиусов, χ � 1. Мы реша-
ем уравнение (3.107) численно для выбранных ad-hoc параметров a =
0.01, b = 0.01, c = 0.02, χ = 0.01 при различных значениях y0 и Ω1.
Усиление антитрением наблюдается на частотах, далеких от резонанс-
ных значений, если y0 превышает пороговое значение yth. Чем дальше
частота от резонанса, тем выше порог. Например, для ω1 = 3.2 порого-
вое значение равно yth = 169, тогда как для ω1 = 4.4 порог yth = 267.
Эволюция z(τ) в этих двух случаях изображена на рисунке 3.9.
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Рис. 3.9: Эффект антитрения в эволюции z(τ) для гармонических осцилляций кри-
визны с y0 = 169, Ω1/Ω = 3.2 (слева) и y0 = 267, Ω2/Ω = 4.4 (справа). Малые радиусы:
χ = 0.01.

Большое χ приводит к неустойчивости за счет антитрения более эф-
фективно, так как член, пропорциональный χ2, входит только в коэф-
фициенты перед первой производной z′, и нет никакой разрушительной
интерференции между членами с первой и третьей производными, кото-
рые в общем случае могут иметь противоположные знаки и действовать
в противоположных направлениях.
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Рис. 3.10: Эффект антитрения в эволюции z(τ) для гармонических осцилляций кри-
визны с y0 = 10, Ω1/Ω = 3.2 (слева) и y0 = 11, Ω2/Ω = 4.4 (справа). Большие радиусы:
χ = 10.

На рисунке 3.10 представлен пример поведения с антитрением в си-
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стемах с гармоническими осцилляциями кривизны для тех же значений
параметров a = 0.01, b = 0.01, c = 0.02 и частотами, как и в случае
малых радиусов, за исключением значения χ. Мы берем χ = 10 и снова
наблюдаем пороговый эффект, но теперь для частоты Ω1 = 3.2 поро-
говая амплитуда yth = 10, в то время как для Ω1 = 4.4 порог равен
yth = 11.

Осцилляции кривизны с пиками: численные решения

Мы приводим здесь численное решение уравнения (3.107) для осцилля-
ций кривизны с пиками (3.121) при разных частотах Ω2 и амплитудах
y0. Видно, что решения неустойчивы не только для резонансных частот,
но и для любых других частот при условии, что y0 превосходит неко-
торое пороговое значение, зависящее от частоты. Мы приписываем это
явление изменению знака коэффициентов перед нечетными производны-
ми в уравнении (3.107). В некотором смысле этот результат аналогичен
приведенному в предыдущем подразделе для гармонического y(τ), хотя
и отличается количественно как по величине, так и по форме сигнала.
Последнее можно объяснить различной формой y(τ), различными на-
чальными условиями или другими эффектами, вызванными ненулевым
µ, пренебрегаемым в уравнении (3.138).

Как и ранее, начнем со случая малых радиусов, χ = 0.01. На
рисунке 3.11 представлена эволюция z(τ) для нерезонансных частот
Ω2/Ω = 0.6, 0.7. Чем дальше частота от резонансной, примерно равной
0.5, тем больше пороговое значение y0, необходимое для возникновения
неустойчивого решения. Величины y0, выбранные для этих рисунков,
довольно близки к пороговым значениям, y0 = 400 для Ω2/Ω = 0.6 и
y0 = 702 для Ω2/Ω = 0.7. Заметим, что пороговое значение y0 при резо-
нансе с Ω2/Ω ≈ 0.5 равно примерно 15. Этот пороговый эффект также
присутствует в явлении стандартного параметрического резонанса при
непренебрежимом трении [207].

На рисунке 3.12 эволюция z(τ) показана для более высоких частот
Ω2/Ω = 0.8 (слева) и Ω2/Ω = 0.9 (справа) при y0 = 1280 и y0 = 372, со-
ответственно. Частота Ω2/Ω = 0.9 ближе к резонансной Ω2 ≈ Ω, поэтому
пороговое значение y0 заметно ниже.

Результаты численных вычислений при больших радиусах, χ � 1,
приведены на Рис. 3.13. Неустойчивость проявляется очень ярко, но ха-
рактер двух видов неустойчивости при разных значениях параметров,
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Рис. 3.11: Эффект антитрения в эволюции z(τ) для осцилляций кривизны с пиками
при y0 = 400, Ω2/Ω = 0.6 (слева) и y0 = 702, Ω2/Ω = 0.7 (справа).
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Рис. 3.12: Эффект антитрения в эволюции z(τ) для осцилляций кривизны с пиками
при y0 = 1280, Ω2/Ω = 0.8 (слева) и y0 = 372, Ω2/Ω = 0.9 (справа).

изображенных на левой и правой панелях, очень сильно различается. В
первом случае мы наблюдаем колебания с быстро растущей амплитудой,
а во втором - взрывчатый, практически монотонный рост.
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Рис. 3.13: Эффект антитрения в эволюции z(τ) для осцилляций кривизны с пиками
при y0 = 14, Ω2/Ω = 0.4 (слева) и y0 = 9, Ω2/Ω = 0.6 (справа). Большие радиусы:
χ = 10.

В заключение этой главы следует отметить, что высокочастотные
осцилляции кривизны и метрики в сжимающихся системах, таких как га-
зовые облака межзвездного или межгалактического вещества в процессе
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образования звезды или галактики, являются общей характерной чертой
F (R) модифицированной гравитации. Подобный эффект может иметь
место в процессе звездного коллапса, например, перед взрывом сверхно-
вой и последующим образованием нейтронной звезды или черной дыры.
Как мы показали в этой главе, эволюция метрических и плотностных
возмущений на осциллирующем гравитационном фоне обладает новыми
и очень интересными особенностями в дополнение к обычной экспонен-
циальной неустойчивости Джинса, которая и сама возникает на другом
масштабе, чем в общей теории относительности.

Осциллирующие фоновая метрика и кривизна системы индуцируют
эффект, аналогичный стандартному параметрическому резонансу, что
приводит к усилению флуктуаций. Существует количественное различие
по сравнению со стандартным случаем, поскольку обычный параметри-
ческий резонанс описывается дифференциальным уравнением второго
порядка, а в модифицированной гравитации уравнение (3.101), управ-
ляющее эволюцией флуктуаций, является уравнением 4-го порядка. Мы
рассмотрели достаточно общее уравнение без ограничений, связанных
с конкретным видом F (R)-функции. Тем не менее, в качестве примера
мы использовали теорию, описываемую действием (1.20), но не ограни-
чивались конкретными значениями параметров, присущих именно этой
модели. Аналогичный подход использовался в отношении формы осцил-
лирующей метрики и фоновой кривизны, которые выбирались как в ви-
де гармонических колебаний, так и решений с пиками, найденными в
наших работах [4,5], см. также Главу 1. В обоих случаях эволюция воз-
мущений определяется уравнением четвертого порядка, в котором нечет-
ные производные могут играть решающую роль. Они описывают зату-
хание вследствие трения, если коэффициенты при них положительны
(это обычный случай в стандартной теории параметрического резонан-
са). Однако эти коэффициенты могут периодически менять знак, что
приводит к периодической силе «антитрения» и к последующему усиле-
нию возмущений. Последний эффект возникает при довольно высокой
амплитуде колебаний кривизны, выше фонового значения ОТО. Систе-
мы, в которых возбуждаются колебания кривизны с большой амплиту-
дой, рассмотрены в Главе 1.

Уравнения четвертого порядка (3.105) или (3.107), определяющие
эволюцию возмущений плотности, демонстрируют очень богатую карти-
ну различных типов неустойчивостей. Существует близкий аналог пара-

151



метрического резонанса, который легко описать теоретически почти так
же, как обычный параметрический резонанс. Однако, в дополнение к это-
му, нами обнаружен новый вид неустойчивости, названной нами неустой-
чивостью за счет антитрения, индуцированной отрицательными знаками
коэффициентов перед нечетными производными в уравнении 4-го поряд-
ка. Интересно, что эта неустойчивость вызывает совершенно различное
поведение растущих возмущений в зависимости от значений параметров
системы. Это могут быть колебания с быстро нарастающей амплитудой
или квази-взрывное поведение с амплитудой, монотонно стремящейся к
бесконечности. Конечно, эти результаты надежны только в том случае,
если возмущения достаточно малы, не более единицы в безразмерной
форме.

Уравнение (3.105) решалось аналитически и численно относи-
тельно возмущений z ≡ δB функции B(t, r) «пространственно-
пространственной» части метрики (4.101). На основе этих решений мож-
но рассчитать эволюцию относительного контраста плотности, δρ/ρb, ис-
пользуя выражение (3.108). При этом экспоненциально растущие реше-
ния для z будут приводить к подобному поведению возмущений плот-
ности δρ, как показано на рисунке 3.14 в случае параметрического резо-
нанса, индуцированного фоновой кривизной с пиками умеренно большой
амплитуды y0 = 30.
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Рис. 3.14: Эволюция δρ/ρ в области параметрического резонанса, индуцированного
решениями с пиками при y0 = 30, Ω2/Ω = 0.5. Начальное значение возмущений
метрики δB(0) ≡ z(0) = 10−3.

Видно, что за относительно короткое время, около 103ω−1, возму-
щения плотности достигнут единицы, если начальные возмущения мет-
рики были на уровне 10−3. Эффективное время может быть намного
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меньше гравитационного времени, характерного для роста возмущений
плотности джинсовского типа, так как ω обычно велико. Хотя контраст
плотности является осциллирующей функцией времени, его влияние на
формирование структуры может быть непренебрежимым, что будет при-
водить к ограничениям на параметры рассматриваемой F (R)-теории.
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Глава 4

Проблемы спонтанного и
гравитационного бариосинтеза

В первой части данной главе, следуя нашей работе [11], мы рассмотрим
общие особенности спонтанного бариосинтеза. Нами исследована связь
между производной по времени (псевдо)голдстоуновского поля и хими-
ческим потенциалом барионов и показано, что это соотношение зависит
от представления, выбранного для фермионных полей с ненулевым бари-
онным числом (кварков). Расчеты космологической барионной асиммет-
рии были проведены на основе кинетического уравнения, обобщенного
на случай нестационарного фона. В рассмотрение также были включены
эффекты, связанные с конечностью интервала интегрирования по време-
ни. В совокупности все эти эффекты приводят к заметному отклонению
величины барионной асимметрии от канонических результатов.

Далее будет рассмотрены сценарии гравитационного бариосинтеза,
которые обладают теми же интересными и привлекательными свойства-
ми, что и теория спонтанного бариосинтеза, а именно тем, что генерация
космологической асимметрии может протекать в тепловом равновесии
без необходимости нарушения C и СР в физике частиц. Однако, нами
показано [13,14], что введение производной скаляра кривизны в лагран-
жиан теории приводит к гравитационным уравнениям высокого поряд-
ка, являющимися сильно неустойчивыми. Эффекты этой неустойчивости
могут коренным образом изменить не только обычную космологическую
историю, но также и стандартную ньютоновскую гравитационную ди-
намику. Нами обнаружена такая неустойчивость для скалярных барио-
нов [13] и найден подобный эффект для более реалистичных барионов
со спином 1/2 (кварков) [14].
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4.1 Спонтанный бариосинтез

Обычный подход к космологическому бариогенезису основан на трех хо-
рошо известных условиях Сахарова [163], включающих в себя:

1. несохранение барионного числа;

2. нарушение С и СР-инвариантности;

3. отклонение от теплового равновесия.

Однако есть несколько интересных сценариев бариосинтеза, для кото-
рых одно или несколько из вышеуказанных условий не выполняются.
Очень популярным сценарием является так называемый спонтанный
бариогенезис (СБГ), предложенный в работах [171, 172, 208], см., на-
пример, обзоры [162, 175, 177]. Термин «спонтанный» относится к спон-
танному нарушению симметрии теории. Предполагается, что в ненару-
шенной фазе лагранжиан инвариантен относительно глобальной U(1)-
симметрии, обеспечивающей сохранение полного барионного числа, в
том числе хиггсо-подобного поля, Φ, и полей материи (кварков). Пред-
полагается, что эта симметрия спонтанно нарушается и в нарушенной
фазе плотность функции Лагранжа приобретает слагаемое

LSB = (∂µθ)J
µ
B , (4.1)

где θ есть голдстоуновское поле или, другими словами, фаза поля Φ, а
JµB – барионный ток полей материи (кварков). В зависимости от формы
взаимодействия Φ с полями материи, спонтанное нарушение симметрии
может приводить к несохранению барионного тока вещества. Если это
не так, и JµB сохраняется, то, интегрируя уравнение (4.1) по частям, мы
получим нулевое выражение, и, следовательно, взаимодействие (4.1) яв-
ляется ненаблюдаемым.

Следующим шагом в развитии сценария спонтанного бариосинтеза
является предположение, что плотность функции Гамильтона, соответ-
ствующая LSB, есть просто лагранжева плотность, взятая с противопо-
ложным знаком:

HSB = −LSB = −(∂µθ)J
µ
B . (4.2)

Однако, как будет показано ниже, такая идентификация является верной
только в случае, когда плотность Лагранжа зависит лишь от полевых
переменных, но не от их производных.
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На некоторое время пренебрежем усложнениями, связанными с вы-
зывающей вопросы идентификацией (4.2), и продолжим описание логики
спонтанного бариосинтеза.

Для пространственно однородного поля θ = θ(t) гамильтониан (4.2)
сводится к HSB = −θ̇ nB, где nB ≡ J tB есть плотность барионного числа
материи, так что хочется отождествить θ̇ с химическим потенциалом µ
соответствующей системы, см., напр. [209]. Если это так, то в тепловом
равновесии по отношению к взаимодействиям, не сохраняющим барион-
ное число, возникнет барионная асимметрия, равная

nB =
gSBQ

6

(
µT 2 +

µ3

π2

)
→ gSBQ

6

(
θ̇ T 2 +

θ̇3

π2

)
, (4.3)

где T – температура космологической плазмы, gS и BQ суть, соответ-
ственно, число спиновых состояний и барионное число кварков, которые,
как предполагается, являются носителями барионного заряда.

Интересно, что для успешного спонтанного бариогенезиса два из
трех условий Сахарова генерации космологической барионной асиммет-
рии, а именно, нарушение теплового равновесия и нарушение С и СР
симметрии, не являются необходимыми. Этот сценарий аналогичен ба-
риосинтезу в отсутствии CPT-инвариантности, если массы частиц и
античастиц различны. В последнем случае генерация космологической
барионной асимметрии может также протекать в тепловом равнове-
сии [54, 174]. В сценарии СБГ роль «нарушителя» CPT играет внешнее
поле θ(t).

Однако, несмотря на общепринятую точку зрения, идентификация
θ̇ = µB является некорректной. Действительно, если θ̇(t) является по-
стоянным или медленно меняющимся, то в соответствии с уравнени-
ем (4.2), оно сдвигает энергии барионов относительно антибарионов с
таким же пространственным импульсом на θ̇. Таким образом, в плаз-
ме будут иметься барионы и антибарионы с различными плотностями
барионных чисел, даже если соответствующий химический потенциал
обращается в нуль. В этом случае барионная асимметрия определяется
эффективным химическим потенциалом µeff = µ − θ̇, который нужно
подставить в уравнение (4.3) вместо µ. Детальные аргументы будут при-
ведены ниже, в разделе 4.1.3. Также будет показано, что барионный хи-
мический потенциал стремится к нулю, когда система приходит в состоя-
ние теплового равновесия. При этом в равновесии барионная асимметрия
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будет отлична от нуля, даже с нулевым химическим потенциалом.
Картина меняется, если использовать другое представление для

кварковых полей. Переопределяя поля кварков с помощью фазового
преобразования Q → exp(iθ/3)Q, можно исключить слагаемое (4.1) из
лагранжиана, но тогда оно возникнет в члене взаимодействия, нарушаю-
щем сохранение барионного числа, см. Ур. (4.9). Ясно, что в этом случае
θ̇ не просто связано с химическим потенциалом. Однако, как показано
в нашей работе [11], барионный химический потенциал в этой формули-
ровке теории будет стремиться в равновесии к c θ̇ с постоянным коэффи-
циентом c. В любом случае, как будет видно из решения кинетического
уравнения, представленного ниже, физически значимое выражение для
барионной асимметрии, nB, выраженной через θ, одинаково в двух упо-
мянутых выше формулировках теории, хотя значения химических потен-
циалов совершенно разные. Очевидно, это различие связано с неточным
переходом от лагранжиана LSB к гамильтониану HSB, выполненному
в соответствии с уравнением (4.2). Такая идентификация верна, если
лагранжиан не зависит от производной по времени от соответствующего
поля, θ(t) в рассматриваемом случае. Связанная с этим критика спон-
танного бариосинтеза может быть найдена в работах [187, 210], а также
в обзоре [211].

В данном разделе мы исследуем классическую версию спонтанного
бариогенезиса. Мы приводим точный вывод гамильтониана из лагран-
жиана, который зависит от производных поля. Для постоянного θ̇ и до-
статочно большого интервала интегрирования по времени результаты
существенно совпадают с теми, что были получены в предыдущих рас-
смотрениях. С учетом влияния конечности временного интервала, ко-
торое эффективно нарушает сохранение энергии, результат СБГ стано-
вится заметно иным. Мы также изучили влияние нелинейной временной
эволюции голдстоуновского поля

θ = θ̇0t+ θ̈0 t
2/2 (4.4)

и обнаружили, что могут быть значительные отклонения от стандартно-
го сценария с θ̇ ≈ const.

Сильное отклонение от стандартных результатов также найдено для
псевдоголдстоуновского поля, осциллирующего вблизи минимума потен-
циала U(θ).
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4.1.1 Спонтанное нарушение симметрии и голдстоуновская
мода

Начнем с теории с комплексным скалярным полем Φ, взаимодействую-
щим с фермионами Q и L, описываемой лагранжианом

L(Φ) = gµν∂µΦ∗∂νΦ − V (Φ∗Φ) + Q̄(iγµ∂µ −mQ)Q+

+ L̄(iγµ∂µ −mL)L+ Lint(Φ, Q, L) , (4.5)

где предполагается, что Q и Φ обладают ненулевыми барионными чис-
лами, а барионное число L равно нулю. Здесь V (Φ∗Φ) является потен-
циалом самодействия поля Φ, определенным ниже в уравнении (4.8).

Лагранжиан взаимодействия Lint описывает связь между Φ и фер-
мионными полями. В изучаемой нами «игрушечной» модели он имеет
вид:

Lint =

√
2

m2
X

Φ

f
(L̄γµQ)(Q̄cγµQ) + h.c. , (4.6)

где Qc – зарядово сопряженный кварковый спинор, а mX и f – парамет-
ры размерности массы. Мы приписываем Φ и Q барионные числа (−1) и
1/3, соответственно, так что взаимодействие (4.6) сохраняет барионное
число. Взаимодействие такого типа может возникать, например, в SU(5)
Теориях Великого объединения. Для простоты в нашей игрушечной мо-
дели мы не учитываем цвета кварков.

Q и L могут быть любыми фермионами, не обязательно кварками
и лептонами Стандартной модели. Это могут быть, например, новые тя-
желые фермионы, обладающие аналогичными или теми же квантовыми
числами, что и кварки и лептоны Стандартной Модели. Они должны
быть связаны с обычными кварками и лептонами таким образом, чтобы
барионная асимметрия в Q-секторе могла быть преобразована в асим-
метрию наблюдаемых барионов.

Другие формы Lint можно рассматривать как ведущие, например,
к переходам 3L ↔ Q или 2Q ↔ 2Q̄, которые запрещены для стандарт-
ных кварков. Однако для обычных кварков разрешен процесс 3q ↔ 3q̄.
Заметим, что кинетика всех этих процессов является схожей. Будем обо-
значать через q обычные кварки или фермионное поле с теми же кван-
товыми числами.

Лагранжиан (4.5) инвариантен относительно следующих U(1) пре-
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образований с постоянным α:

Φ→ eiαΦ, Q→ e−iα/3Q, L→ L . (4.7)

В фазе ненарушенной симметрии такая инвариантность ведет к сохране-
нию полного барионного числа поля Φ и кварков. В реалистичной модели
взаимодействие фермионов правой и левой киральности может разли-
чаться, но мы пренебрегаем этим возможным различием.

Предполагается, что глобальная U(1)-симметрия спонтанно нару-
шается на энергетическом масштабе f через потенциал вида:

V (Φ∗Φ) = λ
(
Φ∗Φ− f 2/2

)2
. (4.8)

Этот потенциал имеет минимум, когда значение вакуумного ожидания
Φ равно 〈Φ〉 = feiφ0/f/

√
2 с произвольной постоянной фазой φ0.

На масштабах, меньших f , можно пренебречь тяжелой радиальной
модой Φ с массой mradial = λ1/2f , так как, будучи очень массивной, она
вымораживается, но это упрощение не является необходимым и не су-
щественно для бариосинтеза. Оставшаяся легкая степень свободы – это
переменное поле φ, являющееся голдстоуновским бозоном спонтанно на-
рушенной U(1). С точностью до постоянного фактора, поле φ представ-
ляет собой угол вращения вокруг дна потенциала «мексиканской шля-
пы», заданного уравнением (4.8). Соответственно, введем безразмерное
угловое поле θ ≡ φ/f , тогда Φ = 〈Φ〉 exp(iθ).

Низкоэнергетический предел лагранжиана (4.5) в нарушенной фазе,
который эффективно описывает динамику θ-поля, имеет вид

L1(θ) =
f 2

2
∂µθ∂

µθ + Q̄1(iγ
µ∂µ −mQ)Q1 + L̄(iγµ∂µ −mL)L+

+

(
eiθ

m2
X

(L̄γµQ1)(Q̄
c
1γµQ1) + h.c.

)
− U(θ) . (4.9)

Здесь мы добавили потенциал U(θ), который может быть индуцирован
явным нарушением симметрии и может приводить, в частности, к нену-
левой массе θ. Мы используем обозначение Q1 для кваркового поля,
чтобы отличать его от поля Q2 с повернутой фазой, введенного ниже
в уравнении (4.11). В реалистичной модели поля кварков должны быть
(анти)симметризированы по отношению к цветовым индексам, опущен-
ным здесь для простоты.
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Если U(θ) = 0, теория остается инвариантной по отношению к гло-
бальным U(1)-преобразованиям (т.е. преобразованиям с постоянной фа-
зой α):

Q→ e−iα/3Q, L→ L, θ → θ + α . (4.10)

Фазовое преобразование кваркового поля с фазой α = θ(t,x), зависящей
от координат, вводит новое поле Q1 = e−iθ/3Q2. В терминах этого поля
лагранжиан (4.9) дается выражением

L2(θ) =
f 2

2
∂µθ∂

µθ + Q̄2(iγ
µ∂µ −mQ)Q2 + L̄(iγµ∂µ −mL)L+

+

(
1

m2
X

(Q̄2γµL)(Q̄2γµQ
c
2) + h.c.

)
+ (∂µθ)J

µ − U(θ) , (4.11)

где кварковый барионный ток Jµ = (1/3)Q̄γµQ. Отметим, что форма
этого тока одна и та же в терминах Q1 и Q2.

Уравнение движения для кваркового поля Q1, которое следует из
лагранжиана (4.9), имеет вид:

(iγµ∂µ −mQ)Q1 +
e−iθ

m2
X

[
γµL(Q̄1γµQ

c
1) + 2γµQ

c
1(Q̄1γµL)

]
= 0 . (4.12)

Аналогично, уравнение движения для поля с повернутой фазой, Q2, вы-
веденное из лагранжиана (4.11), есть:(
iγµ∂µ −mQ +

1

3
γµ∂µθ

)
Q2 +

1

m2
X

[
γµL(Q̄2γµQ

c
2) + 2γµQ

c
2(Q̄2γµL)

]
= 0. (4.13)

Уравнения для θ-поля, полученные из этих двух лагранжианов в плос-
ком пространстве-времени, записываются, соответственно, как:

f 2(∂2
t −∆)θ + U ′(θ) +

[
i e−iθ

m2
X

(Q̄1γµL)(Q̄1γµQ
c
1) + h.c.

]
= 0 (4.14)

и

f 2(∂2
t −∆)θ + U ′(θ) + ∂µJ

µ
B = 0 , (4.15)

где U ′(θ) = dU/dθ.
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Используя любое из уравнений движения (4.12) или (4.13), можно
проверить, что барионный ток не сохраняется. Действительно, его ди-
вергенция равна:

∂µJ
µ
B =

i e−iθ

m2
X

(Q̄1γµQ
c
1)(Q̄1γ

µL) + h.c. (4.16)

Дивергенция тока в терминах повернутого поля Q2 имеет ту же форму,
но без фактора exp(−iθ). Таким образом, уравнения движения для θ в
обоих случаях (4.14) и (4.15) совпадают, как и ожидалось.

Уравнение (4.15) выражает закон сохранения полного барионного
тока в фазе ненарушенной симметрии. Когда симметрия нарушается,
несохранение физических барионов (в нашем случае «кварков») стано-
вится существенным и может приводить к наблюдаемой космологической
барионной асимметрии. Такое взаимодействие с несохранением барион-
ного числа может иметь много разных форм. То, что представлено вы-
ше, описывает переход трех фермионов кваркового типа в (анти)лептон.
Возможно преобразование двух или трех кварков в равное количество
антикварков. Такое взаимодействие описывает нейтрон-антинейтронные
осцилляции, активные поиски которых сейчас ведутся [212]. Это даже
может быть переход «кварка» в три «лептона». В зависимости от типа
взаимодействия связь между θ̇ и эффективным химическим потенциа-
лом будет иметь разные формы, т. е. различные значения коэффициента
пропорциональности c, указанного во введении к этому разделу.

Если рассматривать реалистичные моды, относящиеся только к из-
вестным кваркам и лептонам, то представляют интерес процессы распа-
да нуклонов на лептоны или на лептоны и некоторые другие частицы
с нулевыми полными лептонным и барионным числами, или процессы
перехода трех кварков в три антикварка. В первую очередь, это распад
протона или нейтрона. Эти процессы активно искали и существующее
ограничение на время жизни протона составляет τp ≥ 1033 лет [213]. Это
означает, что масса mX должна быть выше 1014 ГэВ, что делает такие
процессы не очень перспективными для бариогенезиса. Распад нейтрона
с несохранением барионного числа, см. работу [214], особенно в неви-
димые моды, например, в 3ν значительно слабее ограничен (пример-
но на 6 порядков). Такие процессы являются более подходящими для
бариосинтеза. Кварк-антикварковые переходы, приводящие к нейтрон-
антинейтронным осцилляциям, могут также представлять интерес для
бариогенезиса [212].
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В пространственно однородном случае, когда ∂µJµB = ṅB и θ = θ(t),
если U(θ) = 0, уравнение (4.15) можно легко проинтегрировать, получая:

f 2
[
θ̇(t)− θ̇(tin)

]
= −nB(t) + nB(tin) . (4.17)

Обычно предполагается, что начальная барионная асимметрия равна ну-
лю, n(tin) = 0.

Эволюция nB(t) определяется кинетическим уравнением, обсуж-
даемым в разделе 4.1.3. Это уравнение позволяет выразить nB че-
рез θ(t) и получить замкнутую систему, в общем случае, интегро-
дифференциальных уравнений. В тепловом равновесии соотношение
между θ̇ и nB может стать алгебраическим, но это верно только в случае,
когда интервал интегрирования по времени является достаточно боль-
шим и если θ̇ есть постоянная или медленно меняющаяся функция вре-
мени.

На космологическом фоне с метрикой Фридмана-Робертсона-Уокера
(FRW) уравнение движения для θ (4.15) имеет вид

f 2(∂t + 3H)θ̇ − a−2(t) ∆θ + U ′(θ) = −(∂t + 3H)nB, (4.18)

где a(t) – космологический масштабный фактор и H = ȧ/a – параметр
Хаббла. Для однородного θ-поля, θ = θ(t), это уравнение сводится к виду

f 2(∂t + 3H)θ̇ + U ′(θ) = −(∂t + 3H)nB. (4.19)

Мы не включили эффекты кривизны в уравнения Дирака, посколь-
ку они не существенны для дальнейшего, но мы учитываем влияние кос-
мологического расширения на дивергенцию тока, используя ковариант-
ную производную в FRW-метрике: DµJ

µ = ṅB + 3HnB.

4.1.2 Гамильтонианы и лагранжианы

Несмотря на то, что, как будет показано в разделах 4.1.3 и 4.1.6, бари-
онная асимметрия, сгенерированная в рамках спонтанного бариосинте-
за, пропорциональна θ̇ во многих интересных случаях, как справедливо
предсказывалось в работах [171,172], идентификация θ̇ с барионным хи-
мическим потенциалом, θ̇ = µB, является спорной.

В каноническом подходе гамильтонова плотность H выводится из
лагранжевой плотности L следующим образом. Предполагается, что
плотность функции Лагранжа зависит от некоторых переменных поля
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φa и их производных ∂µφa. Сначала нужно определить канонический
импульс, сопряженный с «координатой» φa:

πa =
∂L
∂φ̇a

. (4.20)

Плотность функции Гамильтона выражается через канонические им-
пульсы и координаты как

H =
∑
a

πaφ̇a − L , (4.21)

где производные по времени φ̇a должны быть записаны в терминах ка-
нонических импульсов πa.

Гамильтоновы уравнения движения

φ̇ =
∂H
∂π

и π̇ = −∂H
∂φ

(4.22)

обычно эквивалентны уравнениям Лагранжа, полученным по принципу
наименьшего действия из лагранжиана.

Например, для действительного скалярного поля с лагранжианом

L(χ) = (∂χ)2/2−m2
χχ

2/2 (4.23)

канонический импульс есть πχ = χ̇ и плотность функции Гамильтона
равна

H(χ) = (1/2)
[
π2
χ + (∇χ)2 +m2

χχ
2
]
. (4.24)

В то время как для комплексного скалярного поля с

L(φ) = |∂φ|2 −m2
φ|φ|2 (4.25)

канонические импульсы суть πφ = φ̇∗ и πφ∗ = φ̇, а гамильтонова плот-
ность

H(φ) = πφπφ∗ + |∇φ|2 +m2
φ|φ|2 . (4.26)

Соответствующие уравнения Гамильтона приводят, как и ожидается, к
обычным уравнениям Клейна-Гордона для φ или χ.

Для дираковского поля с

L(ψ) = ψ̄ (i∂/−mψ)ψ (4.27)
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канонические импульсы равны πψ = iψ† и πψ† = 0, так что мы приходим
к хорошо известному выражению

H(ψ) = ψ† (iγ4γk∂k + γ4m)ψ. (4.28)

Проделаем то же самое с симметричным лагранжианом, который
отличается от канонического на полную дивергенцию:

Lsym(ψ) =
[
ψ̄ (i∂/− 2mψ)ψ − i(∂µψ̄)γµψ

]
/2. (4.29)

Соответствующие канонические импульсы будут: πψ = iψ†/2 и πψ† =
−iψ/2, а гамильтонова плотность

Hsym(ψ) = mψψ
†γ4ψ +

i

2

(
ψ†γ4γk∂kψ − ∂kψ†γ4γkψ

)
(4.30)

отличается от обычного выражения (4.28) на пространственную дивер-
генцию (i/2)∂k(ψ

†γ4γkψ). Полный гамильтониан, определенный как

H =

∫
d3xH, (4.31)

одинаков в обоих случаях, (4.28) и (4.30), если поля исчезают на про-
странственной бесконечности. Ниже рассматривается поле θ, зависящее
только от времени, но можно предположить, что оно слабо зависит от
пространственных координат и обращается в нуль на бесконечности. Ло-
кальная динамика в этом случае остается ненарушенной.

Рассмотрим теперь модель со связью

LSB(Θ) = (∂µΘ)JµB, (4.32)

где Θ есть некоторое скалярное поле, а JµB – вектор барионного тока. Он
имеет вид

JµB = B ψ̄γµψ, (4.33)

где ψ – некоторый фермионный барион (напр., кварк) с барионным
числом B. Такое взаимодействие постулируется в сценариях спонтан-
ного бариосинтеза [162, 171, 172, 175, 177, 208] или в гравитационном ба-
риогенезисе [173, 215, 216]. В первом случае Θ = θ является (псев-
до)голдстоуновским полем, в то время как во втором Θ = R/m2

R, где
R – скаляр кривизны, а mR – постоянный параметр размерности массы.

Далее мы ограничимся рассмотрением голдстоуновского поля θ и
будем различать следующие две возможности:
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1. θ является динамическим полем со свободным лагранжианом в фор-
ме (4.23), где χ = f θ. Это в точности та ситуация, которая реали-
зуется в случае спонтанного нарушения симметрии.

2. θ есть внешнее «фиксированное» поле. Термин «фиксированное» ис-
пользуется в том смысле, что зависимость θ от координат фиксиру-
ется некоторой динамикой, которая не входит в рассматриваемый
лагранжиан. Это случай, который изучается, как в спонтанном, так
и в гравитационном бариосинтезе. Он будет рассмотрен ниже.

В каноническом случае 1 плотность гамильтониана, вычисленная в
соответствии с указанными выше правилами, равна

H1(θ) =
f 2

2

(
θ̇2 + (∇θ)2

)
+Q†1γ4(iγk∂k +mQ)Q1 + L†γ4(iγk∂k +mL)L−

−
(
e−iθ

m2
X

(Q†1γ4γµL)(Q†1γ4γµQ
c
1) + h.c.

)
+ U(θ), (4.34)

где θ-сопряженный канонический импульс π1θ = f 2θ̇.
Аналогично для лагранжиана (4.11) плотность гамильтониана равна

H2(θ) =
f 2

2

(
θ̇2 + (∇θ)2

)
+Q†2γ4(iγk∂k +mQ)Q2 + L†γ4(iγk∂k +mL)L−(

1

m2
X

(Q†2γ4γµL)(Q†2γ4γµQ
c
2) + h.c.

)
+ U(θ)− (1/3)(∂kθ)(Q

†
2γ4γkQ2), (4.35)

где канонический импульс π2θ = f 2θ̇ + nB. Соответственно θ̇ должно
выражаться через канонический импульс π2θ как

θ̇ = (π2θ − nB)/f 2. (4.36)

Учитывая, что Q1 = e−iθ/3Q2, можно проверить, что гамильтонианы
(4.34) и (4.35) переходят один в другой при этом преобразовании. Та-
ким образом, мы видим, что вычисление гамильтонианов в соответствии
с указанными правилами является самосогласованным.

Отметим, что оба гамильтониана в том виде, в котором они пред-
ставлены уравнениями (4.34) и (4.35), не содержат «химического потен-
циала» θ̇ в форме θ̇nB и в этом смысле противоречат допущению (4.2).
Однако дело является несколько более сложным. Записанная в терминах
канонического импульса соответствующая часть гамильтониана (4.35)
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(первое слагаемое) имеет вид δH2(θ) = (π2θ − nB)2/(2f 2). В простран-
ственно независимом случае и в отсутствии U(θ) уравнения движения Га-
мильтона для H2 имеют форму π̇2θ = 0, так что их решение π2θ = const.
Очевидно, это уравнение эквивалентно уравнению движения Лагранжа
для θ-поля (4.15), если пренебречь в нем космологическим расширением.

Наличие слагаемого (−π2θnB/f
2) в гамильтониане (4.35) подразу-

мевает, что π2θ/f
2 может трактоваться как барионный химический по-

тенциал µB. Так как обычно считается, что начальное nB(tin) = 0, то
π2θ = f 2θ̇(tin) и, таким образом, µB = θ̇(tin), а не µB = θ̇(t), взятое при
более позднем времени t, когда имеет место тепловое равновесие.

Предписание (4.2) может быть в принципе справедливым, если θ
является внешним «фиксированным» полем с динамикой, определяемой
«вручную», как было отмечено выше. В этом случае выражение (4.2)
может быть формально верным, но, как мы покажем здесь, такая теория,
возможно, обладает некоторыми внутренними несоответствиями.

Исследуем ранее рассмотренные теории с лагранжианами (4.9) и
(4.11), в которых опущены кинетические и потенциальные члены для
θ. У нас есть два варианта построения гамильтонианов: либо следовать
обычной процедуре, описанной выше, либо предположить справедли-
вость рецептаHint = −Lint для частей лагранжианов с взаимодействием.
Для лагранжиана (4.9) не возникает неоднозначностей, так как его часть
взаимодействия не содержит производных. Это не так для лагранжиана
(4.11), поскольку он содержит слагаемое (∂µθ)J

µ
B, для которого предпо-

ложение Hint = −Lint не является верным. Как было показано выше,
стандартный подход приводит к гамильтониану (4.35), не содержащему
слагаемого θ̇(t)nB. Чтобы прийти к механизму спонтанного бариогенези-
са, описанному в литературе, нужно постулировать Hint = −Lint незави-
симо от наличия производных поля. Если этот постулат верен, лагран-
жиан (4.11) приведет к гамильтониану, содержащему нужный член θ̇nB.
С другой стороны, если мы применим стандартную процедуру вычис-
ления гамильтониана из лагранжиана без кинетического члена, найдем
πθ = nB и получим поразительный результат:

H(θ) = πθθ̇ − L = 0, (4.37)

который наглядно демонстрирует несогласованность теории без кинети-
ческого члена.

Дополнительные проблемы возникают, если рассмотреть теорию с
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лагранжианом

L(1)
SB = −θ∂µJµB , (4.38)

который отличается от первоначального LSB (4.1) на полную диверген-
цию и, таким образом, приводит к тем же самым лагранжевым урав-
нениям движения, так что эти лагранжианы физически эквивалентны.
Однако, это может быть не так для плотностей гамильтонианов. Лагран-
жиан (4.38) не содержит производную по времени от θ-поля, но содержит
временные производные динамических фермионных полей. При этом га-
мильтониан, полученный из L(1)

SB по указанным выше стандартным пра-
вилам, примененным к фермионам, имеет вид:

H(1)
SB = (∂kθ)Jk − ∂k(θJk)→ (∂kθ)Jk , (4.39)

где на последнем шаге мы опустили пространственную дивергенцию.
Очевидно, гамильтониан H(1)

SB отличается от HSB (4.2), хотя они полу-
чены из эквивалентных лагранжианов. Это означает, что гамильтоно-
вы уравнения движения, соответствующие HSB и H(1)

SB, будут различны.
Можно проверить, что уравнения, полученные из гамильтониана (4.39)
не согласуются с уравнениями, выведенными из лагранжиана. Однако,
эта проблема не является присущей спонтанному бариогенезису, а отно-
сится к определению плотности гамильтониана фермионных полей при
наличии вырождения между координатой ψ и каноническим импульсом
ψ†. Эти вопросы требуют отдельного рассмотрения, в то время как здесь
мы концентрируемся на кинетике стандартного сценария спонтанного
бариогенезиса, который во многих случаях приводит к обычным резуль-
татам, представленным в литературе. Однако это не всегда так.

4.1.3 Кинетическое уравнение с амплитудой, не зависящей от
времени

Изучение кинетики фермионов на космологическом фоне сильно упро-
щается, если частицы находятся в равновесии по отношению к упруго-
му рассеянию, к их возможной аннигиляции, например, в фотоны, и по
отношению к другим взаимодействиям с сохранением барионного числа.
Равновесие относительно упругого рассеяния подразумевает следующую
форму функций распределения по фазовому пространству:

feq = [1 + exp(E/T − ξ)]−1 , (4.40)
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где безразмерный химический потенциал ξ = µ/T имеет одинаковую ве-
личину, но разные знаки для частиц и античастиц. Плотность барионного
числа для малых ξ обычно дается выражением

nB = gSBQξBT
3/6 (4.41)

(сравн. с Ур. (4.3)). Это уравнение, связывающее плотность барионного
числа с химическим потенциалом, справедливо только при нормальном
соотношении между энергией и 3-импульсом, E =

√
p2 +m2, при равных

массах частиц и античастиц.
Нулевая барионная асимметрия подразумевает ξB = 0, как это обыч-

но бывает. Если барионное число кварков сохраняется, nB остается по-
стоянным в сопутствующем объеме, что означает, в свою очередь, что
ξ = const для безмассовых частиц. Если начально nB = 0, то ξB остает-
ся тождественно равным нулю. Если барионное число не сохраняется, то,
как будет видно ниже из кинетического уравнения, равновесие по отно-
шению к процессам с несохраняющимся барионным числом приводит к
ξB = c θ̇/T , как предусматривается спонтанным бариогенезисом. Посто-
янная c зависит от конкретного типа реакции. Полное тепловое равно-
весие в стандартной теории требует nB → 0, но отклонение от теплового
равновесия взаимодействия с несохранением барионного числа ведет к
генерации ненулевого ξB и, соответственно, к ненулевому nB.

Ситуация меняется, если кварки и антикварки подчиняются урав-
нению движения (4.13), для которого справедливо следующее дисперси-
онное соотношение:

E =
√
p2 +m2 ∓ θ̇/3, (4.42)

где знаки∓ относятся к частицам или античастицам, соответственно. Та-
ким образом, энергии кварков и антикварков с одинаковым 3-импульсом
различны. Это похоже на разницу масс, которая может быть вызвана
нарушением СРТ. Следует отметить, что приведенное выше дисперсион-
ное соотношение выведено в предположении постоянного или медленно
меняющегося θ̇. В противном случае, полученное с помощью преобра-
зования Фурье уравнение Дирака нельзя свести к алгебраическому, и
энергия частицы не является хорошо определенной.

Плотность барионного числа, соответствующая дисперсионному со-
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отношению (4.42), дается выражением

nB ≡ gSBQ

∫
d3p

(2π)3

[
f(p)− f̄(p)

]
=
gSBQ

6

(
ξB +

θ̇

3T

)
T 3. (4.43)

где f̄ – функция распределения античастиц. Если барионное число со-
храняется и равно равно нулю начально, условие ξB + θ̇/(3T ) = 0 всегда
выполняется. Если B не сохраняется, тогда равновесие по отношению к
процессам с несохранением барионного числа требует ξB = 0, как следует
из кинетического уравнения, приведенного ниже. Очевидно, ξB 6= θ̇, но,
несмотря на это, барионная асимметрия пропорциональна θ̇, как следует
из уравнения (4.43).

Уравнение движения для θ-поля на космологическом фоне (4.19) с
U(θ) = 0 легко интегрируется, приводя к связи барионной асимметрии
nB с θ̇. В случае, когда выполняется соотношение (4.41), получаем

f 2

[
θ̇(t)

T 3(t)
− θ̇(tin)

T 3
in

]
= −gSBQ

6
[ξB(t)− ξB(tin)] , (4.44)

в предположении, что температура падает по закону Ṫ = −HT .
Поскольку начальное значение барионной асимметри обычно бе-

рется равным нулю, то, согласно уравнению (4.41), нужно положить
ξB(tin) = 0. Напомним, что Ур. (4.41) справедливо в случае нормаль-
ного дисперсионного соотношения E = p (в безмассовом случае), как
для кварков, так и для антикварков.

В теории с лагранжианом (4.11) и уравнением Дирака (4.13) диспер-
сионное соотношение меняется на (4.42) и связь между nB и ξB дается
(4.43). Теперь уравнение (4.19) интегрируется как

f 2

[
θ̇(t)

T 3(t)
− θ̇(tin)

T 3
in

]
= −gSBQ

6

[
ξB(t)− ξB(tin) +

θ̇(t)

3T
− θ̇(tin)

3Tin

]
. (4.45)

Если начально nB = 0, то ξB(tin) = −θ̇in/(3Tin).
В псевдоголдстоуновском случае, когда U(θ) 6= 0, уравнения движе-

ния (4.15) или (4.19) не могут быть так легко проинтегрированы, но в
тепловом равновесии система уравнений, содержащая θ(t) и ξB(t), может
быть сведена к обыкновенным дифференциальным уравнениям, которые
легко решаются численно. Вне равновесия нужно решать значительно
более сложную систему обыкновенных дифференциальных уравнений
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движения для θ(t) и интегро-дифференциальное кинетическое уравне-
ние.

Вероятность любой реакции между частицами в квантовой теории
поля определяется амплитудой перехода из начального состояния |in〉
в конечное состояние |fin〉. В низшем порядке теории возмущений ам-
плитуда перехода дается интегралом от матричного элемента плотно-
сти лагранжиана между этими состояниями, проинтегрированному по
4-мерному пространству d4x. Обычно квантовые полевые операторы рас-
кладываются на операторы рождения-уничтожения с плоско-волновыми
коэффициентами как:

ψ(t,x) =

∫
d3q

2E (2π)3

[
a(q)e−iqx + b†(q)eiqx

]
. (4.46)

где a, b и сопряженные к ним являются операторами уничтожения (рож-
дения) спинорных частиц и античастиц, а qx = Et− qx.

Если амплитуда процесса является не зависящей от времени, то ин-
тегрирование по dt d3x произведения экспонент с iqx в бесконечных пре-
делах приводит к сохранению энергии импульса:∫
dtd3x e−i(Ein−Efin)t+i(Pin−Pfin)x = (2π)4δ(Ein − Efin) δ((Pin −Pfin), (4.47)

где Ein, Efin, Pin, и Pin – полные энергии и 3-импульсы начального
и конечного состояний, соответственно. Квадрат амплитуды содержит
дельта-функции от нуля, которые интерпретируются как полное время
длительности процесса tmax и как полный пространственный объем V .
Вероятность процесса дается интегралом столкновений, нормированным
на единицу времени и объема, поэтому ее нужно разделить на V и tmax.

Эволюция во времени функции распределения частицы i-го типа,
fi(t, p), в произвольном процессе i+ Y ↔ Z на космологическом FRW-
фоне дается уравнением:

dfi
dt

= (∂t −H pi∂pi)fi = Icolli , (4.48)

с интегралом столкновений

Icolli =
(2π)4

2Ei

∑
Z,Y

∫
dνZ dνY δ

4(pi + pY − pZ) (4.49)[
|A(Z → i+ Y )|2

∏
Z

f
∏
i+Y

(1± f)− |A(i+ Y → Z)|2fi
∏
Y

f
∏
Z

(1± f)

]
,
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где Y и Z – произвольные, обычно многочастичные, состояния. A(a→ b)
является амплитудой перехода из состояния a в состояние b, (

∏
Y f) есть

произведение функций распределения частиц в фазовом пространстве,
образующих состояние Y , и

dνY =
∏
Y

dp ≡
∏
Y

d3p

(2π)32E
. (4.50)

Знаки + или − в
∏

(1± f) выбираются для бозонов и фермионов,
соответственно. Мы пренебрегаем эффектами кривизны пространства-
времени в интеграле столкновений, что обычно является хорошим при-
ближением.

Нас интересует эволюция плотности барионного числа, т.е. вре-
менной компоненты барионного тока Jµ: nB ≡ J t. Вследствие кварк-
лептонных переходов ток не сохраняется и его дивергенция дается урав-
нением (4.16). Аналогичное выражение будет справедливо и в терми-
нах поля Q2, но без фактора exp(−iθ). Сначала рассмотрим последний
случай, когда взаимодействие описывается лагранжианом (4.11), содер-
жащим произведение операторов трех «кварков» и одного «лептона», и
рассмотрим в качестве примера процесс q1 + q2 ↔ q̄ + l.

Поскольку взаимодействие в этом представлении не зависит от вре-
мени, энергия сохраняется и интеграл столкновений имеет обычный вид
с сохраняющимся 4-импульсом. Предполагается, что кварки находятся
в кинетическом равновесии, но не в равновесии по отношению к вза-
имодействиям без сохранения барионного числа, так что их функции
распределения имеют вид:

fq = exp

(
−E
T

+ ξB

)
и fq̄ = exp

(
−E
T
− ξB

)
. (4.51)

Здесь и далее используется больцмановская статистика. Согласно ра-
боте [217], поправки Ферми обычно находятся на уровне 10%. Так как
дисперсионное соотношение для кварков и антикварков (4.42) зависит
от θ̇, барионная асимметрия в этом случае дается уравнением (4.43) и
кинетическое уравнение принимает вид

gSBQ

6

d

dt

(
ξB +

θ̇

3T

)
= −c1ΓξB, (4.52)

где c1 – численный фактор порядка единицы, а Γ – скорость реакций без
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сохранения барионов. Если амплитуда такой реакции имеет вид, опреде-
ляемый лагранжианом (4.11), то Γ ∼ T 5/m4

X .
Для постоянной или медленно меняющейся температуры равновес-

ное решение этого уравнения ξB = 0 и плотность барионного числа (4.43)
пропорциональна θ̇, nB = (gSBQ/18) θ̇T 2, с θ̇ эволюционирующим, со-
гласно уравнению (4.45), как

θ̇ =
f 2

f 2 + gSBQT 2/18

(
T

Tin

)3

θ̇(tin). (4.53)

Видно, что равновесное значение nB падает с понижением температуры
как T 5. Однако при малых температурах процессы с несохранением ба-
рионного числа выключаются и nB стремится к постоянной величине в
сопутствующем объеме.

Проверим теперь, что будет происходить, если зависимость от θ
переместится из дисперсионного соотношения кварков в член взаимо-
действия без сохранения B (4.14). Интеграл столкновений (4.133) со-
держит дельта-функции, означающие сохранение энергии и импульса,
только при отсутствии внешнего поля, зависящего от координат. В на-
шем случае, когда кварки «живут» в θ(t)-поле, интеграл столкновений
нужно модифицировать следующим образом. Под интегралом (4.47) те-
перь имеется дополнительный фактор, а именно, exp[±iθ(t)]. В общем
случае такой интеграл нельзя вычислить аналитически, но если можно
аппроксимировать θ(t) как θ(t) ≈ θ̇t с постоянным или медленно меняю-
щимся θ̇, то интеграл легко берется. Для процесса перехода двух кварков
в антикварк и лептон, q1 + q2 ↔ q̄ + l, условие баланса энергии, налага-
емое дельта-функцией, примет вид: δ(Eq1 +Eq2 −Eq̄ −El − θ̇). Другими
словами, энергия не сохраняется из-за действия внешнего поля θ(t). При-
ближение линейной эволюции θ со временем может быть справедливым,
если реакции являются быстрыми по сравнению со скоростью изменения
θ.

Попутно заметим, что при ненулевом θ(t) несохранение тока (4.16) в
принципе может вызывать бариогенезис, поскольку из-за сложности ко-
эффициентов нарушается не только сохранение барионного числа, но и
СР. Однако в этой частной модели барионная асимметрия не будет созда-
на. Эта модель весьма похожа на модель генерации барионной асиммет-
рии в распадах тяжелых частиц, таких как, например, бариосинтез тео-
рий Великого объединения. Однако, как утверждается, например, в ра-
ботах [54,56] для генерации асимметрии требуется не менее трех разных
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каналов барио-несохраняющих реакций. Таким образом, для активации
этого механизма в модель нужно добавить некоторые дополнительные
поля.

Вернувшись к нашему случаю, можно увидеть, что интеграл столк-
новений берется по 3-импульсу рассматриваемой частицы (т.е. частицы
i в уравнении (4.133)). Для реакции q1 + q2 → l + q̄ получим:

ṅB + 3HnB ∼
∫
dτlq̄dτq1q2|A|2δ(Eq1 + Eq2 − El − Eq̄ − θ̇)×

×δ(Pin −Pfin)e
−Ein/T

(
eξL−ξB+θ̇/T − e2ξB

)
, (4.54)

где dτl,q̄ = d3pld
3pq̄/[4ElEq̄(2π)6]. Мы считаем, что все участвующие ча-

стицы находятся в кинетическом равновесии, т.е. их функции распреде-
ления имеют форму (4.51). В выражении (4.54) ξB и ξL обозначают бари-
онный и лептонный химический потенциалы, соответственно. Предполо-
жение кинетического равновесия хорошо оправдано, поскольку оно обес-
печивается эффективным упругим рассеянием. Другое неявное предпо-
ложение – обычное равновесное соотношение между химическими по-
тенциалами частиц и античастиц, µ̄ = −µ, налагаемое, например, быст-
рой аннигиляцией кварк-антикварковых или лептон-антилептонных пар
в два и три фотона. В любом случае, предположение кинетического рав-
новесия является одним из краеугольных камней спонтанного бариоге-
незиса.

Сохранение (B + L) подразумевает следующее соотношение: ξL =
−ξB/3. Имея его в виду, находим:

ṅB + 3HnB ≈ −
(

1− eθ̇/T−3ξB+ξL
)
I ≈

(
θ̇

T
− 10

3
ξB

)
I, (4.55)

где предполагается, что ξB и θ̇/T малы. В релятивистской плазме с тем-
пературой T фактор I, возникающий из интеграла столкновений, оце-
нивается как I = T 8/m4, где m – числовая постоянная с размерностью
массы. Она отличается от mX , введенной в Ур. (4.9), на числовой коэф-
фициент.

Для большого фактора I равновесное решение будет

ξB =
3

10

θ̇

T
, (4.56)
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так что θ̇ с точностью до числового фактора является барионным хими-
ческим потенциалом, как это обычно предполагается в сценарии спонтан-
ного бариосинтеза. Значение коэффициента c = 3/10 в уравнении (4.56)
может отличаться для других типов реакций с несохранением барион-
ного числа, например для реакции 3q ↔ 3q̄ можно найти, что c = 1/6.
Напомним, что для дисперсионного соотношения (4.42) барионный хи-
мический потенциал не пропорционален θ̇(t), но равен нулю, см. выра-
жение (4.52) и комментарии ниже.

4.1.4 Неравновесная генерация барионной асимметрии в чи-
сто голдстоуновском случае

Как было показано в предыдущем разделе, равновесное значение бари-
онной асимметрии в сопутствующем объеме падает как T 2. Поэтому, для
эффективной генерации асимметрии, реакции с несохранением барион-
ного числа должны выходить из равновесия при достаточно высоких
температурах. Ниже мы оценим асимптотическое значение барионной
асимметрии.

Рассмотрим сначала случай, когда космологическое расширение яв-
ляется очень медленным, а температуру можно считать постоянной или,
лучше сказать, адиабатически уменьшающейся. Соответствующие урав-
нения в этом пределе могут быть решены аналитически и позволяют
лучше понять проблему. При постоянном T равновесие будет в конеч-
ном итоге достигнуто, если время достаточно велико и барионный хими-
ческий потенциал асимптотически действительно пропорционален θ̇(t).
Однако следует помнить, что это верно в случае, когда θ(t) входит в
член взаимодействия, а не в дисперсионное соотношение кварков. Ана-
логичная ситуация реализуется в космологии с уменьшением темпера-
туры космической плазмы, но интересно, что величина полученной ба-
рионной асимметрии является немонотонной функцией интенсивности
несохранения барионного числа. При очень сильном и очень слабом вза-
имодействии асимметрия стремится к нулю, и наилучшие условия для
бариогенезиса реализуются в промежуточном случае.

Используя выражения (4.41), (4.44), and (4.55), получаем уравнение

ξ̇B = γ

[
θ̇in
T
− ξB

(
10

3
+
CBT

2

f 2

)]
, (4.57)
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которое имеет решение

ξB(t) =
θ̇in
Tκ

[
1− e−κγ(t−tin)

]
, (4.58)

где CB = gSBQ/18, γ = T 5/(CBm
4), κ = 10/3 + CBT

2/f 2. Здесь tin –
начальное значение времени, при котором ξB(tin) = 0, и θ̇in = θ̇(tin).

Производная по времени от голдстоуновского поля эволюционирует
как

θ̇(t) = θ̇in

[
1− CBT

2

f 2κ

(
1− e−κγ(t−tin)

)]
. (4.59)

При асимптотически больших временах θ̇(t) падает по отношению к его
начальному значению, а барионный химический потенциал экспоненци-
ально стремится к ξB → θ̇in/(κT ), как и ожидается в сценарии СБГ.

Как следует из уравнения (4.59), θ̇ стремится к постоянному значе-
нию при больших t, однако на временах близких к начальному вторая
производная по времени θ̈ может быть непренебрежимой:

θ̈ = − θ̇inCBT
2γ

f 2
e−κγ(t−tin). (4.60)

Изменение θ̇ со временем будет рассмотрено ниже.
Вернемся теперь к более реалистичной космологии, когда темпера-

тура падает согласно закону

Ṫ = −HT (4.61)

с параметром Хаббла, равным

H =

(
8π3g∗

90

)1/2
T 2

MPl
≡ G∗

T 2

MPl
, (4.62)

где MPl = 1.2 × 1019 ГэВ – масса Планка, g∗ – число типов частиц в
первичной релятивистской плазме. В интересующем нас температурном
режиме g∗ ∼ 100.

Теперь θ̇(t) выражается через ξB(t) в соотвествии с уравнением
(4.44) и вместо выражения (4.57) получаем

ξ̇B = γ

(
θ̇inT

2

T 3
in

− κξB

)
. (4.63)
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Это уравнение удобнее решать, если сделать замену переменной dt =
−dT/(HT ) и ввести безразмерную обратную температуру η = Tin/T .
Тогда барионный химический потенциал, как функция η = Tin/T , меня-
ется как

ξB(η) = K

∫ η

1

dη′

(η′)6
exp

[
−N

∫ η

η′

dη′′

(η′′)4

(
10

3
+
CBT

2
in

f 2η′′2

)]
, (4.64)

где K = θ̇inMPlT
2
in/(CBm

4G∗), N = MPlT
3
in/(CBm

4G∗). Если K � 1,
что соответствует равновесному случаю, интеграл можно оценить с точ-
ностью до членов порядка 1/K. Тогда находим

ξeqB (η) =
(θ̇in/Tin)

(10η2/3) + (CBT 2
in)/f

2
. (4.65)

Этот результат совпадает, как и ожидалось, с равновесным решением
уравнения (4.63): ξB = θ̇in T

2/(T 3
inκ). Заметим, что в равновесии и ξB, и

θ̇/T падают как T 2 с уменьшением температуры.
Полезно рассмотреть другую модель c несохранением барионного

числа через кварк-антикварковый переход 2Q ↔ 2Q̄. Для реалистич-
ных кварков такой процесс запрещен, но процесс 3q ↔ 3q̄ разрешен, на-
пример, в SO(10) модели Великого Объединения. Однако, для простоты
ограничимся первым случаем. Кинетическое уравнение (4.55) принимает
вид

ṅB =

(
θ̇

T
− 4ξB

)
T 8

m4
, (4.66)

и в равновесии по отношению к процессу 2Q ↔ 2Q̄ барионный химиче-
ский потенциал стремится к ξB → θ̇/(4T ).

Рассмотрим теперь, что происходит вне равновесия. Для этого ин-
теграл в уравнении (4.64) был вычислен численно для разных значений
K и CBT

2
in/f

2. Результаты для ξB(η) и отношения ξB к равновесному
значению (3/10)θ̇/T как функции η = Tin/T представлены на Рис. 4.1,
слева и справа, соответственно. Как видно на левой панели, барионная
асимметрия является немонотонной функцией скорости процессов с несо-
хранением барионного числа. Для больших скоростей (большие K и N)
барионная асимметрия быстро генерируется и достигает высокой вели-
чины, но падает как равновесная, ∼ 1/η2, до более низких температур. В
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результате конечная барионная асимметрия меньше для больших скоро-
стей. С другой стороны, если скорость очень мала, генерация барионной
асимметрии не эффективна с самого начала и поэтому конечное значе-
ние также мало. Таким образом, существует промежуточная величина
скорости, для которой барионная асимметрия максимальна.

Рис. 4.1: Слева: Эволюция ξB(η) согласно уравнению (4.64), в котором CBT
2
in/(5f

2) =
0.1, для K = N = 20 (сплошная), 5 (штриховая), 1 (пунктирная) и 0.3 (штрих-
пунктирная линия). Справа: Отношение ξB(η) к его равновесному значению ξeqB (η),
определенному в Ур. (4.65), для тех же значений параметров.

Изменение θ̇(η), вычисленное по формуле (4.44) с ξB(η), определен-
ным из уравнения (4.64), представлено на Рис. 4.2. Ясно видно, что про-
изводная θ̇ не является постоянной, но довольно сильно меняется как
функция температуры или времени, особенно вблизи начального момен-
та. Это означает, что основное предположение сценария спонтанного ба-
риосинтеза оказывается нарушенным.

Рис. 4.2: Слева: Эволюция θ̇(η), нормированного на его начальное значение θ̇in, для
CBT

2
in/(5f

2) = 0.1 и K = N = 20 (сплошная), 5 (штриховая), 1 (пунктирная) и 0.3
(штрих-пунктирная линия). Справа: То же для CBT

2
in/(5f

2) = 1 и K = N = 50 (сплош-
ная), 30 (штриховая), 10 (пунктирная) и 3 (штрих-пунктирная линия).
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4.1.5 Псевдоголдстоуновский случай

Если потенциал U(θ) отличен от нуля, уравнение движения (4.19) не уда-
ется так легко проинтегрировать. Этот случай является более эффектив-
ным для генерации космологической барионной асимметрии, поскольку
поле θ(t) естественным образом осциллирует вокруг минимума потен-
циала, в то время как механизм, приводящий к ненулевому θ̇, особенно
после инфляции, не ясен. Потенциал обычно выбирается в виде

U(θ) = −f 2m2
θ cos θ → f 2m2

θθ
2/2, (4.67)

где последний переход соответствует разложению косинуса вблизи ми-
нимума потенциала.

Чтобы получить замкнутую систему уравнений, описывающую эво-
люцию θ(t) с учетом обратной реакции рожденных барионов, нужно
усреднить квантовый оператор (ṅB+3HnB) по среде. В работах [187,210]
было проведено усреднение по вакуумному состоянию, что соответству-
ет распаду θ(t) в случае, когда обратной реакцией частиц в космиче-
ской плазме, восстанавливающей θ(t)-поле, можно пренебречь. Чтобы
учесть эту обратную реакцию, нужно использовать кинетическое урав-
нение (4.132), выражающее ṅB через интеграл столкновений, зависящий
от θ(t) и ξB(t). В результате будет получена система обыкновенных диф-
ференциальных и интегральных уравнений, полностью определяющая
эволюцию θ(t) и nB(t). Задача заметно упрощается в тепловом равнове-
сии, когда интеграл столкновений сводится к алгебраическому соотно-
шению между θ(t) и ξB. Однако, это справедливо только в случае, когда
θ является медленно меняющейся функцией времени и θ̇ можно считать
постоянным. Если это так, мы возвращаемся к ситуации, рассмотренной
в предыдущем разделе. Необходимость учитывать изменение θ(t) тре-
бует модификации кинетического уравнения на случай нестационарных
внешних полей, как обсуждается ниже.

Отметим, что если реакции с несохранением барионов замороже-
ны, плотность барионного числа остается постоянной в сопутствующем
объеме, т.е. ṅB + 3HnB = 0, так что эволюция θ определяется уравнени-
ем Клейна-Гордона. Соответственно, θ(t) в течение равновесного пери-
ода просто осциллирует вблизи минимума потенциала с адиабатически
уменьшающейся амплитудой, что вызывается космологическим расши-
рением.

В работах [171, 172] использовался другой подход. Там предполага-
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лось, что обратная реакция рождения частиц на эволюцию θ могла бы
описываться слагаемым с «трением» Γθ̇, которое вводится в уравнение
движения:

f 2(∂t + 3H)θ̇ + f 2Γθ̇ + U ′(θ) = 0, (4.68)

где Γ – скорость процессов с несохранением барионного числа. Сравни-
вая это уравнение с уравнением (4.19), авторы приходят к заключению,
что θ(t) осциллирует с экспоненциально уменьшающейся амплитудой,
∼ exp(−Γt), тогда

ṅB + 3HnB = f 2Γθ̇. (4.69)

Однако это может быть верным только для распадов в пустое или пере-
охлажденное состояние, как было отмечено в [172]. В этом случае тепло-
вое равновесие нарушается и идентификация θ̇/T с ξB становится спор-
ной. Другой проблемой является возможность описания рождения ча-
стиц с помощью Γθ̇. Как показано в работе [186], такое описание может
быть справедливым (но не обязательно) для гармонического потенциала
поля, которое рождает частицы. В случае, когда взаимодействие дается
(ṅB + 3HnB), нужно усреднить квантовый оператор по среде с внешним
полем θ(t). В результате возникнет нелокальное по времени выражение,
содержащее θ(t), приводящее к интегро-дифференциальному уравнению
для θ, которое не сводится к уравнению (4.68). Подобным образом зада-
ча решалась в работе [187], результаты которой отличаются от тех, что
были получены в статьях [171,172].

4.1.6 Кинетическое уравнение с амплитудой, зависящей от
времени

Каноническое кинетическое уравнение (4.132) обычно используется для
процессов рассеяния или распада на стационарном или медленно ме-
няющемся фоне с интегралом столкновений, представленным уравне-
нием (4.133). Если взаимодействие протекает на зависящем от времени
фоне и/или время длительности процесса конечно, то дельта-функция,
отражающая закон сохранения энергии, не возникает и описанный в раз-
деле 4.1.3 метод становится неприменимым, поэтому необходимо прово-
дить интегрирование по времени с учетом нестационарности фона и ин-
тегрировать по фазовому пространству без сохранения энергии.
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Далее мы рассматриваем двухчастичный неупругий процесс с несо-
хранением барионного числа с амплитудой, полученной из последнего
слагаемого в лагранжиане (4.9). Пока не будем конкретизировать фор-
му реакции, ограничась словами, что это двухчастичная реакция вида

a+ b↔ c+ d, (4.70)

где a, b, c и d – некоторые кварки и лептоны или их античастицы. Выра-
жение для эволюции плотности барионного числа, nB, следует из урав-
нения (4.132) после интегрирования его обоих часте по d3pi/(2π)3. Таким
образом получаем

ṅB + 3HnB = −(2π)3

tmax

∫
dνindνfin δ(Pin −Pfin) |A|2 (fafb − fcfd) , (4.71)

где, напр., dνin = d3pad
3pb/[4EaEb(2π)6], а амплитуда процесса опреде-

ляется как

A =

(∫ tmax

0

dt ei[(Ec+Ed−Ea−Eb)t+θ(t)]
)
F (pa, pb, pc, pd). (4.72)

F есть функция 4-импульсов участвующих частиц, определяемая кон-
кретной формой лагранжиана взаимодействия. В дальнейшем мы рас-
сматриваем две возможности: F = const и F = ψ4m−2

X , при этом в по-
следнем случае ψ4 символически обозначает произведение дираковских
спиноров частиц a, b, c и d.

В равновесии по отношению к реакциям с сохранением барионов,
функции распределения имеют канонический вид fa = exp(−Ea/T +ξa),
где ξa ≡ µa/T – безразмерный химический потенциал. Поэтому для
постоянной функции F произведение |A|2(fafb − fcfd) зависит от 4-
импульсов частиц только через Ein и Efin, где

Ein = Ea + Eb, Efin = Ec + Ed. (4.73)

Теперь можно провести все, кроме одного, интегрирования по фазо-
вому пространству в уравнении (4.71). Для этого удобно сделать следу-
ющую замену переменных интегрирования:

d3pa
Ea

d3pb
Eb

= d4Pin d
4Rin δ(P

2
in +R2

in) δ(PinRin), (4.74)

где Pin = pa+pb, Rin = pa−pb, а массы частиц считаются равными нулю.
Для конечных состояний частиц справедливы аналогичные выражения.
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Очевидно, что временная компонента 4-вектора P является суммой энер-
гий входящей и выходящей частиц: P (4)

in = Ein и P (4)
fin = Efin.

Интегрирование по начальным импульсам d4Pind
4Rin проводится в

несколько этапов (чтобы не перегружать уравнения, мы опускаем ниж-
ний индекс «in» там, где он не является необходимым):
1. Интегрирование по d3Pin (или d3Pfin) с δ(Pin −Pfin) дает просто 1.
2. Вычисляя интеграл по d4R = 2πdR4R

2d|R| dζ, сначала интегрируем
по полярному углу, используя

δ(PR) = δ (P4R4 − |P||R|ζ) , (4.75)

так что ζ = Q4R4/ (|R||Q|), а с помощью дельта-функции δ(Q2
4 −Q2 +

R2
4 − R2) находим, что R4 ограничено условием R2

4 < Q2, поскольку
|ζ| < 1. Интеграл поR2/|Q| берется с записанной выше дельта-функцией
и остается интегрирование по dR4 в пределах от (−|Q|) до (+|Q|). Таким
образом, интегрирование по начальным импульсам сводится к 2πdQ4.
3. Проводя аналогичное интегрирование по фазовому объему конечных
частиц, но без δ(Pin −Pfin), получаем:

(2π)3

∫
dνindνfinδ(Pin −Pfin) =

1

29π6

∫
dEindEfin d|Qfin| |Q2

fin|. (4.76)

Наивно можно ожидать, что интегрирование по |Qfin| должно прово-
диться в пределах от 0 до Efin, так как

Q2
fin = E2

c + E2
d + 2EcEdζ < (Ec + Ed)

2 = E2
fin, (4.77)

но существует ограничение Qfin = Qin, поэтому верхним пределом для
|Qfin| будет меньшее из Efin и Ein. Введем новые обозначения: E+ =
Ein + Efin и E− = Ein − Efin. Легко проверить, что Efin > Ein для
E− < 0 и Efin < Ein для E− > 0. При этом для E− < 0 интегрирование
по d|Qfin| в уравнении (4.76) дает E3

in/3, в то время как для E− > 0
результатом будет E3

fin/3.
4. У нас остался интеграл по dEindEfin, который удобно переписать в
виде ∫

dEindEfin = dE+ dE−/2, (4.78)

Отметим, что амплитуда A (4.72) зависит только от E−, но не от E+, в
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то время как произведения плотностей частиц в фазовом объеме будут:

fafb = exp

(
−E+ + E−

2T
+ ξa + ξb

)
,

fcfd = exp

(
−E+ − E−

2T
+ ξc + ξd

)
. (4.79)

5. Интеграл по dE+ можно вычислить явно, но сначала нужно устано-
вить пределы интегрирования. Исходное интегрирование проводится от
0 до ∞, поэтому интеграл по dE+ берется от |E−| до ∞, а интеграл по
dE− – от (−∞) до (+∞). Удобно разделить интегрирование по dE+ на
две части: для положительных и отрицательных E−. Для положитель-
ных E− находим:∫ ∞

E−

dE+

(
E+ − E−

2

)3

exp

(
−E+ + E−

2T

)
= 12T 4e−y,∫ ∞

E−

dE+

(
E+ − E−

2

)3

exp

(
−E+ − E−

2T

)
= 12T 4, (4.80)

где y = E−/T . Для отрицательных E− получаем те же результаты с
перестановкой начального и конечного состояний, т.е. fafb ↔ fcfd, и с
y → |y|. Эффективно это соответствует изменению знака θ(t) в уравне-
нии (4.72).

Таким образом, собирая все факторы (4.79), окончательно получаем:

ṅB + 3HnB = − T 5

25π6 tmax

∫ ∞
0

dy
[
eξa+ξb

(
|A+|2 + |A−|2e−y

)
−eξc+ξd

(
|A−|2 + |A+|2e−y

)]
, (4.81)

где A+ есть амплитуда, взятая при положительных E−, в то время как
A− берется при отрицательных E−. При замене E− → |E−| разница меж-
ду A+ и A− состоит лишь в том, что A−(θ) = A+(−θ).

Равновесие достигается, когда интеграл в выражении (4.81) обра-
щается в нуль. Эта точка определяет равновесные значения химических
потенциалов во внешнем поле θ̇. Очевидно, это имеет место при

ξa + ξb − ξc − ξd =
〈|A+|2e−y + |A−|2〉
〈|A+|2 + |A−|2e−y〉

− 1, (4.82)

где угловые скобки означают интегрирование по dy, как показано в урав-
нении (4.81).
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Представленные выше результаты получены для амплитуды, не за-
висящей от импульсов участвующих частиц. Расчеты будут несколько
сложнее, если это ограничение неверно. Например, если несохранение ба-
рионов происходит в четырехфермионных взаимодействиях, то квадрат
амплитуды может содержать члены вида (papb)

2/m4
X или (papc)

2/m4
X , и

т.д. Учет таких слагаемых привел бы к изменению численного коэффи-
циента в уравнении (4.55) и, что более важно, температурный коэффи-
циент перед интегралом в этом уравнении изменился бы с T 5 на T 9/m4

X .

4.1.7 Примеры нестационарного θ

Постоянное θ̇

Этот случай обычно рассматривается в литературе и является самым
простым. Интеграл (4.72) берется аналитически, приводя к выражению:

|A|2 ∼ 2− 2 cos[(θ̇ − E−)tmax]

(θ̇ − E−)2
. (4.83)

Здесь E− пробегает положительную полуось, см. уравнение (4.80) и ком-
ментарии при нем.

Для больших tmax это выражение стремится к δ(E− − θ̇), так что
|A+|2 = 2πδ(E−− θ̇)tmax и |A−|2 = 2πδ(E−+ θ̇)tmax = 0, если θ̇ > 0, и на-
оборот в противоположном случае. Следовательно, равновесное решение
имеет вид

ξa + ξb − ξc − ξd − θ̇/T = 0, (4.84)

совпадающий со стандартным результатом.
Предел θ̇ = const соответствует несохранению энергии, а именно,

увеличению (или уменьшению) энергии конечного состояния в реакции
(4.70) ровно на θ̇. Однако, если tmax не является достаточно большим,
несохранение энергии не равно точно θ̇, а как-то размазано, и равновес-
ное решение будет другим. В этом случае нет простого аналитического
выражения, поэтому приходится брать интегралы по y в уравнении (4.82)
численно.

Результаты вычислений представлены на рисунке 4.3. На левой
панели значения правой части уравнения (4.82) приведены как функ-
ции θ̇/T для следующих обрезаний интеграла по времени в Ур. (4.83):
τ ≡ tmaxT = 30; 10; 3. Чем больше интервал интегрирования, тем ближе
линии к графику θ̇/T , который также изображен.
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На правой панели показана относительная разность между правой
частью уравнения (4.82) и θ̇/T , нормированная на θ̇/T , как функция θ̇/T
для различных значений максимального времени интегрирования. Вид-
но, что для τ = 30 отклонение меньше 10%, в то время как для τ = 3
отклонение составляет около 30%. Если выбрать τ близким к единице,
отклонения будут около 100%. Величина θ̇/T ограничена сверху значени-
ем∼ 0.3, так как при больших θ̇/T линейное разложение, использованное
в наших оценках, не справедливо.

Рис. 4.3: Слева: Правая часть уравнения (4.82), обозначенная Ξ, как функция θ̇/T ,
для следующих обрезаний интеграла по времени в Ур. (4.83): τ ≡ tmaxT = 30 (штри-
ховая линия); 10 (пунктирная); 3 (штрихпунктирная) и θ̇/T (сплошная линия). Спра-
ва: Относительная разность: ζ = Ξ/(θ̇/T )−1, как функция θ̇/T для τ = 30 (сплошная
линия), 10 (штриховая), 5 (пунктирная), 3 (штрихпунктирная).

Реалистические значения τ зависят от параметров модели. Суще-
ствует одно очевидное ограничение, относящееся к космологическому
расширению, которое подразумевает τ < tcosmT ∼ T/H ∼MPl/T . Здесь
MPl – масса Планка, H – параметр Хаббла, а tcosm ∼ 1/H, поэтому эф-
фекты расширения могут быть значительны только вблизи планковской
температуры. Другая верхняя граница τ дается кинетическим уравне-
нием, которое требует, чтобы характерное время изменения было близко
(по крайней мере начально) к обратной скорости реакции γ ∼ T 5/m4

X .
Рассмотренные эффекты могут оказывать существенное влияние на при-
ближение к равновесию при температуре T ∼ mX .

Учет членов второго порядка в разложении θ(t)

Как показано в предыдущем пункте, приближение θ̇ = const сильно
ограничено. Здесь мы предполагаем, что θ(t) можно аппроксимировать
выражением

θ(t) = θ̇ t+ θ̈ t2/2, (4.85)
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где θ̇ и θ̈ считаются постоянными или медленно меняющимися. В этом
случае интеграл по времени (4.72) также можно вычислить аналитиче-
ски, но результат будет заметно сложнее. Нужно взять интеграл∫ tmax

0

dt exp[iθ(t)]. (4.86)

Его вещественная и мнимая части выражаются через функции Френеля.
При этом квадрат амплитуды дается функциями, затабулированными в
пакете «Mathematica», и положение точки равновесия можно найти, как
и в предыдущем случае, взяв одномерный интеграл численно.

Рис. 4.4: Слева: Относительная разность ζ = Ξ/(θ̇/T ) − 1 как функция θ̇/T при
фиксированном θ̈/T 2 = 0.1 для следующих обрезаний интеграла по времени: τ = 30
(сплошная линия), 10 (штриховая), 5 (пунктирная), 3 (штрихпунктирная). Справа:
Та же разность как функция θ̈/T 2 для фиксированного интегрирования по времени
до τ = 10 и различных θ̇/T : 0.1 (сплошная линия), 0.2 (штриховая), 0.3 (пунктирная),
0.4 (штрихпунктирная).

Правая часть уравнения (4.82) как функция θ̇/T для различных
значений τ представлена на рисунке 4.4 слева. Интересно, что зависи-
мость от τ не монотонная. Это можно объяснить меньшим влиянием θ̈t2

на меньших временных интервалах.
Чтобы проследить зависимость от θ̈, мы снова вычислили правую

часть уравнения (4.82), но теперь как функцию θ̈/T 2 при фиксированном
интегрировании по времени и разных значениях θ̇/T , что представлено
справа на рисунке 4.4. Видно, что точка равновесия осциллирует как
функция θ̈.

Осциллирующее θ(t)

Если потенциал, зависящий от θ, не равен нулю, эволюция θ(t) будет
более сложной. Потенциал U(θ) должен быть периодической функци-
ей угла θ и поэтому часто выбирается в виде m2 cos θ. Предположим,
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что поле θ начально находится вблизи минимума потенциала, который
в этом случае можно аппроксимировать как U = m2θ2/2, где m - мас-
са θ-поля. При отсутствии обратной реакции рожденных барионов, θ(t)
должно эволюционировать как

θ(t) = θ0 cos(mt+ φ). (4.87)

К сожалению, интеграл (4.72) не берется аналитически, а численные рас-
четы с двумерными интегралами весьма трудоемки. Однако, подынте-
гральную функцию можно разложить следующим образом:

eiθ(t) = 1 + iθ0 cos(mt+ φ). (4.88)

В этом приближении интеграл (4.72) легко берется аналитически и мы
снова можем свести вычисление отклонения алгебраической суммы без-
размерных химических потенциалов от θ̇/T (4.84) к численному расчету
одномерного интеграла. Однако, чтобы быть уверенными в правильно-
сти процедуры, нужно сравнить проинтегрированную по времени точ-
ную амплитуду с той, что получена в результате приближенного разло-
жения. Действительно, численное сравнение показывает, что даже для
θ0 = 1 поправки являются пренебрежимыми, а для θ0 ≤ 0.5 эти ампли-
туды практически неразличимы (см. рисунок 4.5).

Рис. 4.5: Точное (сплошная линия) и приближенное (штриховая линия) выражения
для амплитуды A (4.72) с θ(t), заданным уравнением (4.88), как функции mt для
θ0 = 1 (слева) и θ0 = 0.3 (справа).

Отклонение правой части уравнения (4.82) от θ̇/T представлено
на рисунке 4.6. Отличие от стандартных предсказаний спонтанного ба-
риосинтеза может быть значительным, если масса θ не является прене-
брежимой, так что осцилляции θ проявляются за «время» τ . Вследствие
этого стандартный спонтанный бариосинтез, в котором барионный хи-
мический потенциал пропорционален θ̇, не является точным на больших
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временах или, точнее, при больших mtmax. С другой стороны, как видно
на Рис. 4.6, при малых τ отклонения также весьма заметны, но теперь
эффект связан с неопределенностью энергии из-за конечных пределов
интегрирования по времени. Как показано на рисунках, эффект меня-
ет знак - относительное расположение сплошной и пунктирной кривых
меняется.

Рис. 4.6: Слева: Сплошная линия: правая часть уравнения (4.82), Ξ, при m/T = 0.1
и максимальном пределе интегрирования по времени τ = 30; штриховая линия: θ̇/T
как функция θ0, см. Ур. (4.87). Справа: То же самое при максимальном пределе
интегрирования по времени τ = 3.

В заключение этого параграфа следует отметить, что, несмотря на
эти поправки, стандартный сценарий спонтанного бариогенезиса оста-
ется работающим механизмом для создания наблюдаемого космологи-
ческого избытка вещества над антивеществом. Однако этот механизм не
особенно эффективен в случае чисто спонтанного нарушения симметрии,
когда потенциал θ-поля отсутствует. Ненулевой потенциал U(θ), кото-
рый может появиться в результате явного нарушения барионной U(1)-
симметрии в дополнение к спонтанному нарушению, может существенно
повысить эффективность спонтанного бариогенезиса. Оценка эффектив-
ности требует численного решения обыкновенного дифференциального
уравнения движения для θ-поля вместе с интегральным кинетическим
уравнением. В случае теплового равновесия кинетическое уравнение сво-
дится к алгебраическому и возникающая система уравнений легко иссле-
дуется. Неравновесная ситуация намного сложнее технически и будет
изучаться в другом месте.
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4.2 Неустойчивость гравитационного бариосинтеза
со скалярами

Теории гравитационного бариосинтеза [173] приобрели заметную попу-
лярность в последние годы, для обзора см. [215]. С появлением F (R)
модифицированной гравитации, гравитационный бариосинтез изучался
также и в рамках этих теорий [216,218–223], в том числе рассматривался
бариогенезис как результат лептогенезиса [219,224].

В сценариях гравитационного бариогенезиса (ГБГ) исходная модель
спонтанного бариосинтеза была модифицирована заменой голдстоунов-
ского поля θ на скаляр кривизны R, т.е. лагранжиан теории ГБГ пред-
ставляет собой связь барионного тока JµB с производной скаляра кривиз-
ны R:

LGBG =
1

M 2
(∂µR)JµB , (4.89)

где M – постоянный параметр размерности массы.
В этом разделе, следуя нашей работе [13], мы покажем, что добав-

ление зависящего от кривизны слагаемого (4.89) в действие Гильберта-
Эйнштейна в ОТО приводит к гравитационным уравнениям движения
высокого порядка, являющимся сильно неустойчивыми по отношению к
малым возмущениям.

4.2.1 Уравнения движения

Начнем с модели, в которой барионное число переносится скалярным
полем φ с потенциалом U(φ, φ∗). Пример с барионным током фермионов,
рассмотренный в нашей работе [14], будет обсуждаться в разделе 4.3.

Действие скалярной модели имеет вид

A =

∫
d4x
√
−g
[
M 2

Pl

16π
R +

1

M 2
(∂µR)Jµ − gµν∂µφ ∂νφ∗ + U(φ, φ∗)

]
(4.90)

−Am,

где Am – действие материи, gµν есть метрический тензор фонового
пространства-времени, Jµ = gµνJν и для краткости в обозначении тока
опущен индекс B. Мы предполагаем, что начальная метрика является
обычной метрикой общей теории относительности и изучаем возникно-
вение поправок, вызванных описанной ниже неустойчивостью.
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В отличие от скалярной электродинамики, барионный ток скаля-
ров не определен однозначно. В электродинамике форма электрического
тока диктуется условиями калибровочной инвариантности и сохранения
тока, которые требуют добавления к току слагаемого, так называемого
«sea-gull» члена, пропорционального e2Aµ|φ|2, где Aµ – электромагнит-
ный потенциал.

С другой стороны, теория, определяемая действием (4.90), не обла-
дает локальной U(1)-симметрией. Эта теория инвариантна только отно-
сительно U(1)-преобразований с постоянной фазой, поэтому барионный
ток скаляров не является однозначно определенным. В частности, мы
можем добавить к току аналог «sea-gull»-члена, ∼ (∂µR) |φ|2, с произ-
вольным коэффициентом. Вследствие этого, мы рассматриваем две воз-
можности: 1) «sea-gull» член отсутствует и ток не сохраняется; 2) «sea-
gull» член входит с коэффициентом, обеспечивающим сохранение тока.
В обоих случаях барионная асимметрия не может возникнуть без до-
полнительного взаимодействия. Это очевидно в последнем случае, когда
ток сохраняется, но это также верно и в первом случае, несмотря на
несохранение тока, просто потому, что ненулевая дивергенция DµJ

µ не
меняет барионного числа поля φ, а только ведет к перераспределению
частиц в фазовом пространстве. Поэтому для создания любой ненуле-
вой барионной асимметрии нужно ввести взаимодействие φ с другими
частицами, которое, делая потенциал U неинвариантным относительно
вращения фазы поля φ, нарушает сохранение барионного числа.

Если потенциал U(φ) не инвариантен по отношению к U(1)-
вращению, φ→ exp (iβ)φ, барионный ток, определенный обычным обра-
зом

J1µ = iq(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗), (4.91)

не сохраняется. Здесь q – барионное число φ.
При таком выборе тока получаем из лагранжиана (4.89) уравнения
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для гравитационного поля в виде

M 2
Pl

16π

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
− 1

M 2

([
Rµν − (DµDν − gµνD2)

]
DαJ

α
1

+
1

2
gµνJ

α
1 DαR−

1

2
(J1νDµR + J1µDνR)

)
−1

2
(DµφDνφ

∗ +DνφDµφ
∗) +

1

2
gµν(DαφD

αφ∗ − U(φ))

=
1

2
Tµν , (4.92)

где Dµ – ковариантная производная в метрике gµν (очевидно, для ска-
ляров Dµ = ∂µ), Tµν – тензор энергии-импульса материи, полученный из
действия Am.

Вычисляя след уравнения (4.92) по индексам µ и ν, находим:

M 2
Pl

16π
R +

1

M 2

[
(R + 3D2)DαJ

α
1 + Jα1 DαR

]
−DαφD

αφ∗ + 2U(φ)

= −1

2
T µµ . (4.93)

Уравнение движения для поля φ имеет вид

D2φ+
∂U

∂φ∗
= − iq

M 2
(2DµRD

µφ+ φD2R) . (4.94)

Согласно определению (4.91), дивергенция тока равна

DµJ
µ
1 =

2q2

M 2

[
DµR (φ∗Dµφ+ φDµφ∗) + |φ|2D2R

]
+iq

(
φ
∂U

∂φ
− φ∗ ∂U

∂φ∗

)
. (4.95)

Если потенциал U инвариантен по отношению к вращению фазы
поля φ, т.е. U = U(|φ|), последнее слагаемое в этом выражении исчезает.
Ток, по-прежнему, остается несохраняющимся, но это несохранение не
ведет ни к какой барионной асимметрии. Действительно, дивергенция
тока пропорциональна билинейным комбинациям φ∗ и φ или их произ-
водных, поэтому возможны рождение или аннигиляция только равного
количества барионов и антибарионов.

Для создания космологической барионной асимметрии нужно вве-
сти новые виды взаимодействия, например, потенциал вида U4 = λ4φ

4 +
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λ∗4φ
∗4. Этот потенциал, безусловно, не инвариантен по отношению к вра-

щению фазы φ и может индуцировать процесс перехода двух скалярных
барионов в два антибариона, 2φ→ 2φ̄, протекающий без сохранения ба-
рионного числа. Дополнительное взаимодействие, в котором барионное
число не сохраняется, может содержать некоторые другие поля, напри-
мер, слагаемое φq̄q, где q есть некоторый фермион, не обязательно кварк.
Такие (или более сложные) слагаемые могут быть включены в потенциал
U , благодаря чему будет нарушена инвариантность теории относительно
вращения фазы поля φ.

Если U = U(|φ|) и теория инвариантна по отношению к вращению
фазы φ → exp(iβ)φ с постоянным β, то, по теореме Нетер, должен су-
ществовать сохраняющийся ток, который имеет вид

J2µ = iq (φ∗∂µφ− φ ∂µφ∗)−
2q2

M 2
|φ|2DµR . (4.96)

Напомним, что последнее слагаемое в этом выражении называется «sea-
gull»-членом, так же, как и в скалярной электродинамике.

Уравнение движения для поля φ модифицируется следующим обра-
зом:

D2φ+
∂U

∂φ∗
= − iq

M 2
(2DµRD

µφ+ φD2R) +
2q2

M 4
φDµRD

µR , (4.97)

а дивергенция тока теперь равна

DµJ
µ
2 = iq

(
φ
∂U

∂φ
− φ∗ ∂U

∂φ∗

)
. (4.98)

Повторим, что правая часть этого выражения будет равна нулю, если
U = U(|φ|).

Соответственно, в уравнения движения гравитационного поля доба-
вятся слагаемые, полученные вариацией «sea-gull»-члена в токе, и эти
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уравнения приобретают вид

M 2
Pl

16π

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
− 1

M 2

[ (
Rµν −DµDν + gµνD

2
)
DαJ

α
2 +

1

2
gµνJ

α
2 DαR

−1

2
(J2νDµR + J2µDνR)

]
−2q2

M 4

(
Rµν −DµDν + gµνD

2
)
Dα(|φ|2DαR)

−1

2
(DµφDνφ

∗ +DνφDµφ
∗) +

1

2
gµν [DαφD

αφ∗ − U(φ)]

=
1

2
Tµν . (4.99)

Нами было проверено, что ковариантная производная Dµ, действующая
на левую часть уравнения (4.92) или (4.99), равна нулю, как и должно
быть.

Вычисляя след уравнения (4.99) по индексам µ и ν, получим

M 2
Pl

16π
R +

1

M 2

[
(R + 3D2)DαJ

α
2 + Jα2 DαR

]
+

2q2

M 4
(R + 3D2)Dα(|φ|2DαR)

−DαφD
αφ∗ + 2U(φ) = −1

2
T µµ . (4.100)

4.2.2 Решения в космологической метрике

Найдем решения полученных выше уравнений движения в космоло-
гии, используя пространственно плоскую фоновую метрику Фридмана-
Робертсона-Уокера в виде

ds2 = dt2 − a2(t)dr2 . (4.101)

В однородном случае уравнение (4.93) для скаляра кривизны при-
нимает вид:

M 2
Pl

16π
R +

1

M 2

[
(R + 3∂2

t + 9H∂t)DαJ
α
1 + Ṙ J0

1

]
= −T

(tot)

2
, (4.102)

где J0 – плотность барионного числа φ-поля, H = ȧ/a – параметр Хабб-
ла, T (tot) – след тензора энергии импульса материи, включающий вклад
от поля φ. В однородной и изотропной космологической плазме

T (tot) = ρ− 3P , (4.103)
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где ρ и P являются, соответственно, плотностью энергии и давлением
плазмы. Для релятивистской плазмы ρ = π2g∗T

4/30, где T и g∗ – темпе-
ратура и число типов частиц в плазме, соответственно. Параметр Хаббла
выражается через ρ как H2 = 8πρ/(3M 2

Pl) ∼ T 4/M2
Pl.

Ковариантная дивергенция тока дается выражением (4.95). В рас-
сматриваемом нами однородном случае, она принимает вид:

DαJ
α
1 =

2q2

M 2

[
Ṙ (φ∗φ̇+ φφ̇∗) + (R̈ + 3HṘ)φ∗φ

]
+iq

(
φ
∂U

∂φ
− φ∗ ∂U

∂φ∗

)
. (4.104)

Чтобы получить уравнение движения для классического поля R
в космологической плазме, нужно провести усреднение произведений
квантовых операторов φ, φ∗ и их производных по равновесной плаз-
ме. Для этого разложим оператор поля φ(x) по квантовым операторам
рождения-уничтожения следующим образом:

φ(x) =

∫
d3q√

2Eq (2π)3

[
a(q)e−iEqt+iqx + b†(q)eiEqt−iqx

]
, (4.105)

где Eq =
√
q2 +m2

φ с q = |q|. В уравнении (4.105) a и a(†), b и b(†) обозна-
чают операторы уничтожения и рождения скалярных частиц и антича-
стиц, соответственно. Эти операторы удовлетворяют коммутационным
соотношениям [

a(q), a†(q′)
]

= 2Eq (2π)3δ(q− q′) , (4.106)

и то же самое для b(q).
Произведения операторов рождения-уничтожения, усредненные по

среде, имеют следующий вид, см., например, [225]:

〈a†(q)a(q′)〉 = fB(Eq)δ
(3)(q− q′), (4.107)

〈a(q)a†(q′)〉 = [1 + fB(Eq)]δ
(3)(q− q′),

〈b†(q)b(q′)〉 = fB̄(Eq)δ
(3)(q− q′),

〈b(q)b†(q′)〉 = [1 + fB̄(Eq)]δ
(3)(q− q′),

где fB,B̄(Eq) – зависящая от энергии функция распределения бозона, ко-
торая может быть произвольной, поскольку мы предполагаем только,
что среда является однородной и изотропной. Мы также предполага-
ем, как это обычно делается, что недиагональные матричные элементы
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операторов рождения-уничтожения равны нулю из-за отсутствия коге-
рентности. Для вакуумного состояния f(E) = 0 и мы получаем обычное
вакуумное среднее операторов aa† и a†a, которым можно пренебречь, так
как нас интересует только влияние материи.

Усредняя произведение φ∗(x)φ(x), получим

〈φ∗(x)φ(x)〉 =

∫
d3q d3q′

2 (2π)3
√
EqEq′

×

×〈[a†(q)eiEqt−iqx + b(q)e−iEqt+iqx][a(q′)e−iEq′t+iq
′x + b†(q′)eiEq′t−iq

′x]〉

=

∫
d3q

(2π)3Eq
f(Eq, T ) . (4.108)

В тепловом равновесии функции распределения бозонов и их ан-
тичастиц с нулевым химическим потенциалом имеют обычную форму
Бозе-Эйнштейна:

fB(E, T ) = fB̄(E, T ) =
1

exp(E/T )− 1
, (4.109)

где в пределе высоких температур можно пренебречь массой частицы,
т.е. можно считать Eq = |q| ≡ q.

Последний интеграл в уравнении (4.108) легко берется, давая

〈φ∗(x)φ(x)〉 =
1

2π2

∫
dq q

eq/T − 1
=

T 2

2π2

∫ ∞
0

dz z

ez − 1
=
T 2

12
. (4.110)

Среднее значение оператора 〈φ∗φ̇+ φ̇∗φ〉 равно нулю.
Подставляя найденные средние значения в уравнение для скаляра

кривизны (4.102) и пренебрегая последним слагаемым в выражении для
дивергенции тока (4.104), приходим к дифференциальному уравнению
четвертого порядка:

M 2
Pl

16π
R +

q2

6M 4

(
R + 3∂2

t + 9H∂t
) [(

R̈ + 3HṘ
)
T 2
]

+
1

M 2
Ṙ 〈J0

1 〉

= −T
(tot)

2
. (4.111)

Здесь 〈J0〉 является тепловым средним значением плотности барионного
числа поля φ. Предполагается, что, равное нулю начально, оно генериру-
ется в результате гравитационного бариосинтеза. Мы пренебрегаем этим
слагаемым, поскольку оно не влияет на экспоненциальный рост R при
развитии неустойчивости.
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Уравнение (4.111) еще больше упрощается, если R(t) меняется зна-
чительно быстрее, чем темп расширения Вселенной, другими словами,
если R̈/Ṙ� H. Соответственно, температуру можно считать адиабати-
чески постоянной. Справедливость этих предположений проверяется a
posteriori, после того, как решение для R(t) найдено.

Удерживая только линейные по R члены и пренебрегая более высо-
кими степенями R, такими, как R2 или HR, получаем линейное диффе-
ренциальное уравнение четвертого порядка:

d4R

dt4
+ µ4R = −1

2
T (tot) . (4.112)

где

µ4 =
M 2

PlM
4

8πq2T 2
. (4.113)

Однородная часть этого уравнения имеет экспоненциальное решение
R ∼ exp(λt) с

λ = |µ| exp (iπ/4 + iπn/2) , (4.114)

где n = 0, 1, 2, 3.
Существуют два решения с положительной действительной частью

λ. Это означает, что скаляр кривизны экспоненциально неустойчив по от-
ношению к малым возмущениям, то есть R будет экспоненциально расти
со временем и быстро осциллировать вокруг этой растущей функции.

Теперь следует проверить, действительно ли характерная скорость
роста возмущений значительно превышает темп расширения Вселенной,
то есть:

(Reλ)4 > H4 =

(
8πρ

3M 2
Pl

)2

=
16π6g2

∗
2025

T 8

M 4
Pl

, (4.115)

где ρ = π2g∗T
4/30 есть плотность энергии первичной плазмы при тем-

пературе T , с числом g∗ ∼ 10− 100 релятивистских степеней свободы в
плазме. Это условие выполняется, если

2025

29π7q2g2
∗

M 6
PlM

4

T 10
> 1 , (4.116)

или, грубо, если T ≤ M
3/5
Pl M

2/5. Подчеркнем, что при таких температу-
рах неустойчивость быстро развивается и стандартная космология будет
разрушена.
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Если мы захотим сохранить успешные результаты первичного нук-
леосинтеза (BBN), и наложим условие, что время развития неустойчиво-
сти больше времени Хаббла в эпоху BBN при температурах T ∼ 1 МэВ,
то получим, что константа M должна быть экстремально мала, M <
10−32 МэВ. Желание сохранить стандартную космологию при еще мень-
ших температурах, потребует еще меньшей M . Крошечная M приводит
к огромной силе связи (4.89). Это, очевидно, должно вести к заметным
эффектам в астрофизике.

4.2.3 Обсуждение полученных результатов

Мы показали, что добавление зависящего от кривизны слагаемого (4.89)
в лагранжиан Гильберта-Эйнштейна приводит к дифференциальным
уравнениям движения 4-го порядка (4.111) или (4.143) для скаляра
кривизны R. Эти уравнения являются неустойчивыми по отношению
к малым возмущениям космологического фона Фридмана-Робертсона-
Уокера. Неустойчивость, которую мы обнаружили, ведет к экспонен-
циальному росту кривизны. Для большого диапазона космологических
температур развитие неустойчивости происходит значительно быстрее,
чем темп расширения Вселенной. Рост R могло бы остановить влияние
нелинейных членов в уравнениях движения. Очевидно, что R переста-
нет расти, когда нелинейные слагаемые станут сравнимы по величине с
линейными. Это означает, что рост остановится, когда R заметно превы-
сит значение скаляра кривизны в общей теории относительности. Таким
образом, простая версия гравитационного бариосинтеза, основанная на
связи (4.89), несовместима с наблюдениями и необходимы некоторые но-
вые стабилизирующие типы взаимодействия.

Наши результаты получены для двух возможных форм скалярного
барионного тока, отличающихся наличием или отсутствием «sea-gull»-
члена |φ|2∂µR. Обе формы тока, J1µ и J2µ, могут использоваться для
построения модели гравитационного бариогенезиса. Важным различием
между этими двумя токами является то, что, в отсутствии взаимодей-
ствий поля φ с другими частицами, протекающих без сохранения бари-
онного числа, ток J2µ сохраняется, а ток J1µ нет.

В уравнении (4.111) мы пренебрегли влиянием материи и, в частно-
сти, поля φ. Однако, уравнения движения для φ (4.94) и (4.97) демон-
стрируют, что эволюция φ зависит от R. Однако, на начальной стадии
неустойчивости, когда кривизна R еще не достигла больших значений,

196



влиянием R на φ можно пренебречь. При больших R эффект может быть
существенным и может оказывать заметное влияние на бариогенезис.

Следует сделать еще одно замечание. Мы предполагаем, что началь-
но R близко к его значению в ОТО, т.е. R = RGR + R1(t), где R1 –
малая поправка к RGR, вызванная неустойчивостью уравнения (4.111).
При этом фоновая метрика остается обычной метрикой Фридмана-
Робертсона-Уокера с медленно или, лучше сказать, нормально меняю-
щимся космологическим масштабным фактором. Когда и если R1 стано-
вится сравнимым по величине с каноническим RGR, масштабный фактор
начинается меняться с той же скоростью, что и R1, поскольку для про-
странственно плоской Вселенной

R = −6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
. (4.117)

Если удастся найти стабилизирующий механизм, приводящий к постоян-
ному R, то это обеспечит ускоренное расширение Вселенной. При этом
взаимодействие (4.89) будет имитировать эффекты темной энергии.

Таким образом, несмотря на неустойчивость, которая кардинально
меняет исход гравитационного бариогенезиса, сценарий с взаимодействи-
ем (4.89) является многообещающим и может вести к интересным моди-
фикациям стандартной космологии.

4.3 Неустойчивость гравитационного бариосинтеза с
фермионами

Обобщим результаты, полученные в разделе 4.2, на случай более реали-
стичных барионов со спином 1/2 (кварков), который рассмотрен в нашей
работе [14]. Лагранжиан взаимодействия LGBG, индуцирующий бариоге-
незис, формально имеет ту же форму, что и лагранжиан (4.89):

LGBG =
f

M 2
(∂µR)JµB , (4.118)

в который вместо барионного тока скалярных частиц подставлен бари-
онный ток фермионов Jµ = Q̄γµQ с гамма-матрицами γµ, взятыми в
искривленном пространстве. Безразмерная константа связи f = ±1 вве-
дена для возможного изменения знака в выражении выше.
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4.3.1 Уравнения движения

Начнем с действия в виде:

A =

∫
d4x
√
−g
[
M 2

Pl

16π
R− Lm

]
(4.119)

с

Lm =
i

2
(Q̄γµ∇µQ−∇µQ̄ γ

µQ)−mQQ̄Q

+
i

2
(L̄γµ∇µL−∇µL̄γ

µL)−mLL̄ L (4.120)

+
g

m2
X

[
(Q̄Qc)(Q̄L) + (Q̄cQ)(L̄Q)

]
+

f

M 2
(∂µR)Jµ + Lother ,

где Q – кварковое (или кварко-подобное) поле с ненулевым барионным
числом, L – другое фермионное (лептонное) поле, ∇µ – ковариантная
производная дираковского фермиона в тетрадном формализме. Lother
описывает все другие формы вещества. Четырех-фермионное взаимодей-
ствие между кварками и лептонами введено, чтобы обеспечить необхо-
димое несохранение барионного числа, где mX – постоянный параметр
размерности массы, а g – безразмерная константа связи. В теориях Ве-
ликого объединения mX может быть порядка 1014 − 1015 ГэВ.

Лагранжиан (4.121) ведет к следующим уравнениям движения для
кварков:

iγµ∇µQ = mQQ−
f

M 2
(∂µR)γµQ− g

m2
X

[
2Qc(Q̄L) + (Q̄Qc)L

]
, (4.121)

i∇µQ̄ γ
µ = −mQQ̄+

f

M 2
(∂µR)Q̄γµ +

g

m2
X

[
2Q̄c(L̄Q) + L̄(Q̄cQ)

]
,

в то время как для лептонов он дает:

iγµ∇µL = mLL−
g

m2
X

(Q̄cQ)Q ,

i∇µL̄ γ
µ = −mLL̄+

g

m2
X

(Q̄Qc)Q̄ . (4.122)

Заметим, что фермионная часть лагранжиана (4.121), взятая на урав-
нениях движения кварков и лептонов (4.121) и (4.122), не обращается в
нуль вследствие взаимодействия между ними:

Lm[Eqs of motion] = − g

m2
X

[
(Q̄Qc)(Q̄L) + (Q̄cQ)(L̄Q)

]
, (4.123)
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в отличие от случая свободных фермионов.
Варьируя действие (4.126) по метрике gµν, запишем уравнения для

гравитационного поля в форме:

M 2
Pl

8π

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
= Tmµν , (4.124)

где тензор энергии-импульса Tmµν определен как

Tmµν =
2√
−g

δAm

δgµν
(4.125)

с

Am =

∫
d4x
√
−gLm . (4.126)

Полученные таким образом гравитационные уравнения движения
могут быть представлены как

M 2
Pl

8π

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
= −gµνLm + (4.127)

i

4

[
(Q̄(γµ∇ν + γν∇µ)Q− (∇νQ̄ γµ +∇µQ̄ γν)Q

]
+

i

4

[
(L̄(γµ∇ν + γν∇µ)L− (∇νL̄ γµ +∇µL̄ γν)L

]
−

2f

M 2

[
Rµν + gµνD

2 −DµDν

]
DαJ

α +
f

2M 2
(Jµ∂νR + Jν∂µR) ,

где Dµ – обычная ковариантная производная в фоновой метрике.
Сворачивая выражение (4.127) по индексам µ и ν, получим следую-

щее уравнение движения для скаляра кривизны:

−M
2
Pl

8π
R = mQQ̄Q+mLL̄L+

2g

m2
X

[
(Q̄Qc)(Q̄L) + (Q̄cQ)(L̄Q)

]
− 2f

M 2
(R + 3D2)DαJ

α + Tother . (4.128)

Здесь Tother есть след тензора энергии-импульса всех остальных полей.
На релятивистской стадии, когда все массы пренебрежимо малы, мож-
но положить Tother = 0. Членом взаимодействия, пропорциональным g,
усредненным по космологической плазме, также можно пренебречь.

Как будет показано ниже, кинетическое уравнение приводит к яв-
ной зависимости от R дивергенции тока, DαJ

α, если ток не сохраняется.
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В результате возникает уравнение четвертого порядка для скаляра кри-
визны R, являющееся сильно неустойчивым.

Можно использовать другое представление для кварковых полей:

Q2 = exp(ifR/M2)Q, (4.129)

аналогично тому, как было сделано при рассмотрении спонтанного ба-
риосинтеза в нашей работе [11] и обсуждалось в разделе 4.1 диссертации.
Записанный в терминах поля Q2 лагранжиан (4.121) не будет содержать
слагаемые, пропорциональные f/M 2, однако зависимость от таких сла-
гаемых возникнет в члене взаимодействия:

2g

m2
X

[
e−3ifR/M2

(Q̄2Q
c
2)(Q̄2L) + e3ifR/M2

(Q̄c
2Q2)(L̄Q2)

]
. (4.130)

Тем не менее, для эволюции скаляра кривизны получается такое же урав-
нения четвертого порядка, что и в случае «неповернутого» поля Q.

Как и ранее, мы изучаем решения уравнения (4.128) в космологии
на однородном и изотропном фоне с метрикой Фридмана-Робертсона-
Уокера (4.101): ds2 = dt2 − a2(t)dr2. Кривизна зависит только от време-
ни, а ковариантная производная, действующая на вектор V α, зависящий
только от времени и имеющий лишь временную компоненту, имеет вид:

DαV
α = (∂t + 3H)V t, (4.131)

где H = ȧ/a – параметр Хаббла.

4.3.2 Кинетическое уравнение

Рассмотрим в качестве примера реакцию q1 + q2 ↔ q̄3 + l4, в которой q1

и q2 суть кварки с импульсами q1 и q2, в то время как q̄3 и l4 обозна-
чают антикварк и лептон с импульсами q3 и l4. Мы используем один и
тот же символ для обозначения самой частицы и ее импульса. Кинети-
ческое уравнение для вариации плотности барионного числа nB ≡ J t,
записанное для такой реакции в FRW-метрике, имеет вид

(∂t + 3H)nB = IcollB . (4.132)

Интеграл столкновений для взаимодействия, не зависящего от времени
и пространства, равен

IcollB = −3Bq(2π)4

∫
dνq1,q2 dνq̄3,l4δ

4(q1 + q2 − q3 − l4)[
|A(q1 + q2 → q̄3 + l4)|2fq1fq2 − |A(q̄3 + l4 → q1 + q2)|2fq̄3fl4

]
, (4.133)
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где A(a → b) есть амплитуда перехода из состояния a в состояние b, Bq

– барионное число кварков, fa – распределение в фазовом пространстве
(число заполнения), и

dνq1,q2 =
d3q1

2Eq1(2π)3

d3q2

2Eq2(2π)3
. (4.134)

Eq =
√
q2 +m2 есть энергия частицы с 3-импульсом q и массой m. Эле-

мент фазового пространства конечных частиц, dνq̄3,l4, определяется ана-
логично.

В интеграле столкновений мы пренебрегаем факторами Ферми по-
давления и эффектами гравитации, что обычно является хорошим при-
ближением.

Вычисления сильно упрощаются, если кварки и лептоны находятся
в равновесии относительно упругого рассеяния и аннигиляции. В этим
случае их функции распределения имеют вид:

f =
1

e(E/T−ξ) + 1
≈ e−E/T+ξ, (4.135)

где ξ = µ/T – безразмерный химический потенциал, различающийся для
кварков, ξq, и лептонов, ξl.

Предположение о кинетическом равновесии вполне оправдано, по-
скольку оно обычно обеспечивается очень эффективным упругим рас-
сеянием. Равновесие относительно аннигиляции, скажем, в два канала:
2γ и 3γ, подразумевает обычную связь между химическими потенциала-
ми частиц и античастиц, µ̄ = −µ. Однако, если мы используем исходное
представление для кварковых полей, удовлетворяющих уравнениям дви-
жения (4.121), вывод о кинетическом равновесии не очевиден, поскольку
эволюция кварков зависит от кривизны R(t), которая может быстро ме-
няться, как мы увидим в дальнейшем. На первый взгляд, равновесное
распределение, возможно, не в состоянии следовать за быстрым измене-
нием R. Эта проблема отсутствует в представлении (4.129), так как R(t)
не входит ни в уравнение движения, ни в амплитуды упругого рассеяния
и аннигиляции.

В представлении (4.129) плотность барионного числа дается выра-
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жением

nB =

∫
d3q

2Eq (2π)3
(fq − fq̄)

=
gSBq

6

(
µT 2 +

µ3

π2

)
=
gSBqT

3

6

(
ξ +

ξ3

π2

)
, (4.136)

где T – космологическая температура плазмы, gS – число спиновых со-
стояний барионов.

Поскольку амплитуды перехода, входящие в интеграл столкно-
вений, являются результатом интегрирования по времени оператора
(4.130), взятого между начальным и конечным состояниями, дельта-
функция, отражающая закон сохранения энергии в Ур. (4.133) должна
быть модифицирована из-за наличия зависящих от времени факторов
exp[±3ifR(t)/M2]. В простейшем случае, который обычно рассматрива-
ется в гравитационном (и спонтанном) бариосинтезе, предполагается, что
Ṙ медленно меняется, так что можно аппроксимировать R(t) ≈ Ṙ(t) t.
В этом случае энергия не сохраняется, но условие сохранения энергии
очевидным образом модифицируется:

δ[E(q1) + E(q2)− E(q3)− E(l4)]→
→ δ[E(q1) + E(q2)− E(q3)− E(l4)− 3fṘ(t)/M2 ]. (4.137)

Таким образом, энергия не сохраняется из-за действия внешнего поля
R(t). Дельта-функция (4.137) не является точной, но результат близок
к ней, если Ṙ(t) очень мало меняется в течение эффективного времени
соответствующих реакций.

Если безразмерные химические потенциалы ξq и ξl, так же, как и
член fṘ(t)/M2/T , малы, а баланс энергии задается дельта-функцией
(4.137), то интеграл столкновений можно аппроксимировать как

IcollB ≈ CIg
2T 8

m4
X

[
3fṘ(t)

M 2 T
− 3ξq + ξl

]
, (4.138)

где CI – положительная безразмерная постоянная. Фактор T 8 возникает
для реакций с безмассовыми частицами, а степень 8 найдена из сооб-
ражений размерностей. Так как сумма барионного и лептонного чисел
сохраняется, то ξl = −ξq/3.

Случай существенного изменения Ṙ(t) аналогичен быстрому изме-
нению θ̇(t), исследованному в нашей работе [11] и рассмотренному в раз-
деле 4.1.7 диссертации. Ясно, что это значительно сложнее технически.

202



Здесь мы изучаем только простую ситуацию с квази-стационарным фо-
ном и откладываем более реалистичную зависимость R(t) от времени до
будущих работ.

Для малого химического потенциала плотность барионного числа
(4.136) равна:

nB ≈
gSBq

6
ξqT

3 , (4.139)

и если температура медленно понижается в ходе космологического рас-
ширения, в соответствии с Ṫ = −HT , то уравнение (4.132) перейдет в

ξ̇q = Γ

[
9fṘ(t)

10M 2 T
− ξq

]
, (4.140)

где Γ ∼ g2T 5/m4
X является скоростью реакций с несохранением барион-

ного числа.
Если Γ достаточно велико, то уравнение (4.140) можно решить в

приближении стационарной точки:

ξq = ξeqq − ξ̇eqq /Γ , (4.141)

где

ξeqq =
9

10

fṘ

M 2T
. (4.142)

Это является главным выводом данного раздела. Если подставить ξeqq
в уравнение (4.128), получим уравнение четвертого порядка для R, как
описано ниже.

4.3.3 Неустойчивость кривизны

Как отмечено в комментарии после уравнения (4.128), вкладом частиц
горячей космической плазмы можно пренебречь, и мы приходим к очень
простому дифференциальному уравнению четвертого порядка:

d4R

dt4
= λ4R, (4.143)

где λ4 = CλM
2
PlM

4/T 2 с Cλ = 5/(36πf 2gsBq). При выводе этого урав-
нения мы пренебрегли параметром Хаббла по сравнению с производной
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по времени от R. Справедливость этого устанавливается a posteriori, по-
скольку полученное λ оказывается значительно больше, чем H.

Несомненно, уравнение (4.143) имеет сильно неустойчивое решение,
причем время развития неустойчивости заметно меньше космологическо-
го времени. Эта неустойчивость может привести к взрывному росту R,
который, возможно, будет остановлен нелинейными членами, пропорци-
ональными произведению H и низших производных R. Соответственно,
можно ожидать стабилизацию, если HR ∼ Ṙ, т.е. H ∼ λ. Поскольку

Ḣ + 2H2 = −R/6, (4.144)

H будет расти экспоненциально вместе с R, H ∼ exp(λt) и λH ∼ R. Та-
ким образом, стабилизация может иметь место при R ∼ λ2 ∼MPlM

2/T .
Этот результат следует сравнить с обычным значением скаляра кри-
визны в ОТО, RGR ∼ Tmatter/M

2
Pl, где Tmatter – след тензора энергии-

импульса вещества.
Если Ṙ все еще мало, так что условие баланса энергии (4.137) вы-

полняется, но Ṙ/(M 2T ) велико, то асимметрия также будет большой, а
приближение больцмановской статистики становится несправедливым.
Несмотря на это, равновесное решение, которое обращает в нуль инте-
грал столкновений, остается тем же, (4.142). Однако при ξ & 1 кубиче-
ские члены в барионной плотности (4.136) становятся существенными и
вместо уравнения (4.143) находим:

d2

dt2

R̈
1 +

3

π2

(
9fṘ

10M 2T

)2
 = λ4R . (4.145)

Если производными низкого порядка от R можно пренебречь, мы
приходим к более простому уравнению

d4R

dt4
= λ4R

1 +
243

10π2

(
fṘ

M 2T

)2
−1

, (4.146)

из которого видно, что рост R должен прекратиться, когда Ṙ ∼M 2T/f .
Рассмотренный нами эффект сильной неустойчивости дифферен-

циальных уравнений высокого порядка с малым коэффициентом ε при
старшей производной хорошо известен математикам, но может быть
неожиданным для физиков. Еще более удивительным является отсут-
ствие непрерывности при переходе к пределу ε → 0. Если положить
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ε = 0 с самого начала, то неустойчивость не возникает и теория сводит-
ся к обычной теории низших порядков, в то время как с произвольным
малым, но ненулевым, ε уравнение движения имеет решения, отсутству-
ющие в пределе ε = 0. Более того, чем меньше ε, тем быстрее растет
неустойчивое решение.

Здесь мы описываем только основные черты нового эффекта
неустойчивости в гравитационном бариогенезисе с фермионами. Для
более аккуратного анализа необходимо численное решение. Проблема
усложняется, поскольку предположение о медленном изменении Ṙ быст-
ро нарушается, а интеграл столкновений на зависящем от времени фоне
вычисляется не так просто, как стационарный. Техника решения кине-
тического уравнения на нестационарном фоне представлена в нашей ра-
боте [11].

В заключение следует сказать, что нами показано, что гравитаци-
онный бариогенезис в простейших версиях, описанных в литературе, не
является реалистичным, поскольку неустойчивость возникающих грави-
тационных уравнений разрушает стандартную космологию. Очень жела-
телен какой-нибудь стабилизирующий механизм. Возможно, стабилиза-
цию удастся получить в F (R) модифицированной гравитации или путем
введения форм-фактора g(R) в связь (4.118) такого, что g(R) будет па-
дать с ростом R.
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Заключение

Основным итогом диссертационной работы является открытие нового
направления исследований устойчивости уравнений движения в теориях
модифицированной гравитации. В отличие от общей теории относитель-
ности, при модификациях гравитации уравнения движения имеют по-
рядок выше второго, что приводит к сильной неустойчивости решений
относительно малых флуктуаций и заметному искажению стандартной
космологии и астрофизики.

Было обнаружено новое явление возникновения сингулярного состо-
яния с бесконечной величиной скаляра кривизны пространства-времени
в сжимающихся системах с растущей плотностью массы/энергии веще-
ства. Далее было показано, что для предложенного в литературе меха-
низма устранения сингулярности в прошлом за счет добавления квад-
ратичного по кривизне слагаемого в лагранжиан, сингулярность также
исчезает и в будущем. При этом кривизна R хотя и не обращается в
бесконечность, но в процессе высокочастотных осцилляций принимает
значения, намного превышающие её величину в классической ОТО. Рас-
четы эффективности рождения элементарных частиц осциллирующей
кривизной показали, что это явление потенциально наблюдаемо в спек-
тре космических лучей высоких энергий.

Величина вклада частиц высоких энергий, порожденных осцилля-
циями R(t), в спектр космических лучей зависит от параметров F (R)-
модели, и сравнение предсказаний теории с наблюдениями можно реко-
мендовать как перспективный метод фиксации формы F (R)-функции.

Детальное изучение космологической эволюции в теории с R2-
слагаемым, добавленным в лагранжиан, с учетом гравитационного рож-
дения частиц позволило заключить, что космологическая эволюция
обычной материи существенно отличается от стандартной, что открыва-
ет возможность существования легчайших суперсимметричных частиц
(ЛСЧ) в качестве носителей темной материи.
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Полученные результаты позволяют оценить величину массы легчай-
ших суперсимметричных частиц и могут быть рекомендованы как пер-
спективное направление по поиску ЛСЧ в низкофоновых детекторах и
по продуктам их аннигиляции в космических лучах.

Была исследована гравитационная неустойчивость в классической
ОТО и модифицированной F (R)-гравитации. В классическом случае
был предложен новый способ решения известной проблемы несамосо-
гласованности уравнений теории Джинса. В рамках F (R)-теории было
обнаружено, что нарушается теорема Джебсена-Биркгофа, и в силу это-
го системы конечного размера могут создавать гравитационное оттал-
кивание. Было найдено, что рост возмущений плотности на фоне осцил-
лирующей кривизны существенно усиливается за счет параметрического
резонанса и нового эффекта антитрения.

Найденное явление антигравитации может объяснить существова-
ние космических пустот. Для более точных выводов в перспективе реко-
мендуется детальный количественный анализ образования крупномас-
штабной структуры Вселенной.

Подробный анализ генерации барионной асимметрии Вселенной в
рамках моделей спонтанного и гравитационного бариогенезиса позво-
лил сделать вывод, что поправки к космологическим уравнениям, воз-
никающие в модели гравитационного бариогенезиса, приводят к сильной
неустойчивости решений и, как результат, к неприемлемому искажению
космологической эволюции.

Полученный результат либо исключает сценарий гравитационного
бариогенезиса, либо стимулирует поиск механизма стабилизации полу-
ченных уравнений, открывая перспективную возможность одновремен-
ного объяснения ускоренного космологического расширения.
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