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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíûì

ñîñòîÿíèÿì ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö, äëÿ êîòîðûõ ðåàëèçîâàí ïåðåõîä ê òåðìîäè-

íàìè÷åñêîìó ïðåäåëó: ñëó÷àé áåñêîíå÷íî áîëüøîãî îáúåìà è áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

÷àñòèö ïðè èõ êîíå÷íîé ïëîòíîñòè. Â òî æå âðåìÿ, èìååòñÿ ïðîáëåìà òåðìîäè-

íàìè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ïåðåõîä ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðå-

äåëó íåâîçìîæåí èëè íå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà. Äëÿ ýòîé îáëàñòè

íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïðèìåíÿåòñÿ òåðìèí ¾òåðìîäèíàìèêà ìàëûõ ñèñòåì¿. Ïî-

äîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â ôèçè÷åñêîé õèìèè, áèîëîãèè è â ÿäåðíîé

ôèçèêå. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåå âðåìÿ, âñå áîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàåò ïðîáëåìà

îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ãàçîâ è æèäêîñòåé â ìàëûõ ïîëîñòÿõ èëè ïîðàõ, ÷òî ñâÿçàíî

ñ ðàçðàáîòêîé ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ íåòðàäèöèîííîãî òèïà.

Îòìåòèì îñíîâíûå îòëè÷èÿ òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì îò êëàññè÷åñêîé

òåðìîäèíàìèêè. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè áîëüøèõ ñèñòåì äî-

êàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ àíñàìáëåé (ìèêðîêàíîíè÷å-

ñêîãî, êàíîíè÷åñêîãî, áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî). Äëÿ ìàëûõ ñèñòåì òàêàÿ ýêâèâà-

ëåíòíîñòü íå èìååò ìåñòà. Âî-âòîðûõ, â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå èìååò ìåñòî

àääèòèâíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïî ýêñòåíñèâíûì ïåðåìåííûì, êî-

òîðàÿ íàðóøàåòñÿ äëÿ ìàëûõ ñèñòåì. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñòàþò äåéñòâîâàòü òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà ñâîéñòâå îäíîðîäíîñòè òåðìîäè-

íàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ áîëüøèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, êîíå÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-

äó ðàçíûìè ïîòåíöèàëàìè è ñîîòíîøåíèå Ãèááñà-Äþãåìà. Â-òðåòüèõ, êàê õîðîøî

èçâåñòíî, â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå èñ÷åçàþò ôëóêòóàöèè íàáëþäàåìûõ âå-

ëè÷èí. Íàîáîðîò, â ìàëûõ ñèñòåìàõ ðîëü ôëóêòóàöèé ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíîé.

Íàêîíåö, â-÷åòâåðòûõ, ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïðåäïîëàãàåò ïå-

ðåõîä ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå. Òåì íå ìåíåå, â ìàëûõ ñèñòåìàõ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ

ðÿä ÿâëåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïåðåõîäó îò îäíîôàçíûõ ñîñòîÿíèé ê ìíîãîôàçíûì,

÷òî òðåáóåò îïðåäåëåííîãî ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé.

Ïîíèìàíèå ýòèõ îñîáåííîñòåé ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ñèñòåìû, â êîòîðûõ îãðà-

íè÷åíèå íà ðàçìåð è îòñóòñòâèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà ïðîÿâëÿåòñÿ íàè-

áîëåå ñèëüíî. Òàê îïèñàíèå ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîëåêóë, ñ ó÷åòîì âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì îòêëîíåíèÿì îò êëàññè÷å-

ñêîãî ðåçóëüòàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, óòî÷íåíèå ìîäåëè àäñîðáöèè íà ñëó÷àé ìàëûõ
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ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â íåòðàäèöèîííûõ óã-

ëåâîäîðîäíûõ ìåñòîðîæäåíèÿõ. Â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷èòåëüíûå ôëóêòóàöèè ÿâëÿ-

þòñÿ õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ìàëûõ ñèñòåì. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøîé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè â êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ. Ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû, ñïîñîáíû óòî÷íèòü êðèâóþ ðàâíîâåñèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

ñîñòàâàì äëÿ ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè â ìàëûõ ñèñòåìàõ.

Ýêñïåðèìåíòû íà äàííûõ ìàñøòàáàõ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíû, ÷òî ïðèâîäèò ê

îñòðîé íåõâàòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íà äàííûé ìîìåíò áîëüøàÿ ÷àñòü

ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè è Ìîíòå-Êàðëî.

Îäíàêî, òàêèå ìåòîäû â îòðûâå îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íå ìîãóò îáåñïå-

÷èòü îäíîçíà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, à ëèøü äåìîíñòðèðó-

þò íåêîòîðûå ýôôåêòû. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå òåîðèè, â ðåçóëü-

òàòå êîòîðîé áóäåò ïîëó÷åíà ñâÿçü îñîáåííîñòåé ìàëûõ ñèñòåì ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî

íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå è ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëåé âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå

êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ çàäà÷ äàííîãî äèññåðòàöèîííîãî

èññëåäîâàíèÿ ìîæíî âûäåëèòü:

Îñíîâíûå çàäà÷è ðàáîòû

• Âûÿâèòü ýôôåêòû ìàëûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèå â ïðèðîäíûõ ðåçåðâóàðàõ

æèäêèõ è ãàçîîáðàçíûõ óãëåâîäîðîäîâ ñ íèçêîé ïðîíèöàåìîñòüþ.

• Ðàçðàáîòàòü äëÿ ìàëûõ ñèñòåì ìåòîäèêó ðàñ÷åòîâ è ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåí-

íûå îöåíêè äëÿ îòêëîíåíèé îò ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè.

• Îïèñàòü ýôôåêòû â ìàëûõ ñèñòåìàõ ïðè àäñîðáöèè, ïîâåäåíèå â ìåòàñòà-

áèëüíîé îáëàñòè ôàçîâîé äèàãðàììû äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî è ìíîãîêîì-

ïîíåíòíîãî ñëó÷àåâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

• Âïåðâûå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèé âèä è êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ýôôåêòîâ

ìàëûõ ñèñòåì äëÿ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà ñî ñòåíêàìè ãîðíîé ïîðîäû
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• Âïåðâûå ïðåäëîæåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ñìåñè ãàç-æèäêîñòü

â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ ìàëîé ñèñòåìû

• Âïåðâûå ìåòîä, èñïîëüçóåìûé â ÿäåðíîé ôèçèêå äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû íóê-

ëîíîâ, îáîáùåí íà ñëó÷àé òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì

• Âïåðâûå ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ äîáàâêè ê äàâëåíèþ ñèñòåìû ãàç-

æèäêîñòü, âîçíèêàþùåé â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè ìàëîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åí-

íûå âûðàæåíèÿ îáëàäàþò õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè, îáñóæäàâøèìèñÿ

ðàíåå â ëèòåðàòóðå.

• Âïåðâûå íàéäåíû àïïðîêñèìàöèè äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïîçâî-

ëÿþùèå çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì

• Âïåðâûå ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ êîíå÷íîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû, äëÿ

ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñìåøèâàíèÿ

Çàùèùàåìûå ïîëîæåíèÿ

1. Ñóùåñòâóåò îáëàñòü ôèçè÷åñêèõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ êîððåê-

òèðîâêà êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ ìîëåêóëÿðíûõ

ñèñòåì

2. Àäñîðáöèè ãàçà â ìàëûõ ïîðàõ îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè îñíîâàííîé íà

îáùèõ ïðèíöèïàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è ïîçâîëÿþùåé ó÷åñòü îòêëîíåíèÿ

îò óñëîâèé òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà

3. Ìåòîä êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ, ïðåäëîæåííûé ðàíåå äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì

íóêëîíîâ, îáîáùåí äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì â ìåòàñòà-

áèëüíîé îáëàñòè ¾ãàç-æèäêîñòü¿

4. Ïðèìåíÿåìûé ìåòîä êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ ðàñïðîñòðàíåí íà òåðìîäèíàìè-

êó ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè ¾ãàç-æèäêîñòü¿

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Âàæíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáóñëàâëèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåííîñòüþ ìà-

ëûõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Òàê ðàçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé
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ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ è øèðîêîìó èñïîëüçîâàíèþ èñêóññòâåííûõ ìàòåðèàëîâ, ñî-

äåðæàùèõ óçêèå êàïèëëÿðû è ìàëûå ïîðû. Ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé òåîðèè

ìîãóò áûòü óòî÷íåíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû âå-

ùåñòâ ïîìåùåííûõ â îãðàíè÷åííûé îáúåì. Ýòè èçìåíåíèÿ âëèÿþò íà ñâîéñòâà

íàíîìàòåðèàëîâ, òàêèå êàê òåïëîåìêîñòü, ïðîíèöàåìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ìîäè-

ôèöèðîâàííàÿ òåîðèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà èíòåðïðåòàöèè ëàáîðàòîðíûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íîâûõ ìàòåðèàëîâ.

Äðóãîå ïðèìåíåíèå ñâÿçàíî ñ ðîñòîì èíòåðåñà ê ðàçðàáîòêå òðóäíîèçâëåêà-

åìûõ çàïàñîâ óãëåâîäîðîäîâ. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ ìåñòîðîæäåíèé

ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïëàñòà, îáóñëîâëåííàÿ ïðåîáëàäàíèåì ïîð è ïî-

ðîâûõ êàíàëîâ ðàçìåðàìè îò íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ è äî íåñêîëüêèõ ìèêðîí.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ïðèìåíèìû äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ïðîèñõîäÿ-

ùèõ ïðè äîáû÷å óãëåâîäîðîäîâ èç ñ ìèêðî-, íàíîïîðèñòîñòüþ . Îñíîâíûìè ïðè-

ëîæåíèÿìè ðàçðàáàòûâàåìîé òåîðèè â äàííîì ñëó÷àå áóäóò ïîïðàâêè ê îöåíêå

çàïàñîâ, ñâÿçàííûõ ñ óòî÷íåíèåì ìåõàíèçìîâ àäñîðáöèè è êîððåêòèðîâêîé ðàñ÷å-

òà ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ â ìèêðî-, íàíîïîðàõ

Ëè÷íûé âêëàä

Â äàííîé äèññåðòàöèè îáîáùåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì ëè÷íî èëè

ïðè àêòèâíîì åãî ó÷àñòèè. Â ðàáîòàõ âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå, íàó÷íûé âêëàä

àâòîðà ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì.

Äîñòîâåðíîñòü

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðàâèëüíûì ïðîâåäå-

íèåì òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè-

êè, êà÷åñòâåííûì ñîãëàñèåì ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ è ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå

ñîïîñòàâëåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ, àíàëîãè÷íûõ èññëåäîâàíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 6 íàó÷íûõ ðàáîò, èç íèõ 3 â æóðíà-

ëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ, 3 ñòàòüè â íàó÷íûõ ñáîðíèêàõ è òðóäàõ êîíôåðåíöèé. Ðåçóëü-

òàòû èññëåäîâàíèé äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè

ÌÔÒÈ, ÈÄÃ ÐÀÍ è â Ìîñêîâñêîì íàó÷íîì öåíòðå Øëþìáåðæå. Íà ìåæäóíà-
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ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ Thermodynamic 2013 (Manchester, GB, 2013), EAGO (Ñî-

÷è, 2012), ðîññèéñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ â Ìîñêîâñêîì Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêîì

Èíñòèòóòå (2012, 2013). Âñåãî áûëî ïðèíÿòî ó÷àñòèå â 4 íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ

èç íèõ 2 ìåæäóíàðîäíûõ. À òàêæå íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ: ñåìèíàð êàôåäðû òåî-

ðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÌÔÒÈ, ñåìèíàð òåîðåòè÷åñêîãî îòäåëà èì. Ë.Ì. Áèáåðìàíà

(ÎÈÂÒ), ñåìèíàð ïî òåîðèè òâåðäîãî òåëà (òåîðåòè÷åñêèé îòäåë ÔÈÀÍ), ñåìèíàð

òåîðåòè÷åñêîãî îòäåëà ÈÎÔ ÐÀÍ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ è

ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû èç 141 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåð-

òàöèè ñîñòàâëÿåò 114 ñòðàíèö, íà êîòîðûõ ðàçìåùåíî 12 ðèñóíêîâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ê.ô.-ì.í. Äèíàðèåâó Î.Þ., êîëëåêòèâó ìîñêîâñêîãî íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî

öåíòðà Øëþìáåðæå (Ðóäåíêî Ä.Â., Äåìüÿíîâ À.Þ., Èâàíîâ Å.Í., Ñàôîíîâ Ñ.Ñ.

) çà ïîìîùü è ïîääåðæêó â õîäå ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè. Àâòîð òàêæå ïðèçíà-

òåëåí Òóðóíòàåâó Ñ.Á. è êîëëåêòèâó Èíñòèòóòà Äèíàìèêè Ãåîñôåð çà ýêñïåðòíóþ

îöåíêó ðàáîòû.
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1 Îáçîð ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ ìàëûõ ñèñòåì

1.1 Èññëåäîâàíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ ìàëûõ ñèñòåì

Ïåðâûå øàãè äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåíèÿ òåðìîäèíàìèêè, ïîäõîäÿùåãî äëÿ

îïèñàíèÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì, áûëè ñäåëàíû Õèëëîì â [1]. Èìåííî îí ââåë òåðìèí

¾òåðìîäèíàìèêà ìàëûõ ñèñòåì¿ (ÒÌÑ). Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â

ïðåäïîëîæåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà (ÒÏ) ñîäåðæàòñÿ â ÒÌÑ êàê ÷àñò-

íûé ñëó÷àé. Ñâîþ öåëü Õèëë âèäåë â ïîñòðîåíèè ìåòîäà, êîòîðûé, ãëàâíûì îá-

ðàçîì, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê äâóì çàäà÷àì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ àíàëèçà, êëàññè-

ôèöèðîâàíèÿ è ñîïîñòàâëåíèÿ íàêîïèâøèõñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â ìà-

ëûõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð, òàêèõ êàê (íåâçàèìîäåéñòâóþùèå) âçâåøåííûå ÷àñòè-

öû, æèäêèå êàïëè, ïîëèìåðû, ìàêðîìîëåêóëû (íåäîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷òîáû áûòü

ðàññìîòðåííûìè êàê ìàêðîñèñòåìû), áåëêè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî èçâåñòíî íåêëàñ-

ñè÷åñêîå ñâîéñòâî îäíîìåðíîé öåïî÷êè ïîëèìåðîâ � çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíûõ

òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ îò ñòåïåíè ïîëèìåðèçàöèè. Ýòîò ôàêò íå óêëàäûâà-

åòñÿ â êëàññè÷åñêóþ òåðìîäèíàìèêó, òàê êàê èíòåíñèâíûå ïåðåìåííûå íå äîëæíû

çàâèñåòü îò ðàçìåðîâ ñèñòåìû. Âî-âòîðûõ, äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ, ìîäåëèðîâàíèÿ è

ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè êîíå÷íûõ ñèñòåì.

Õèëë óêàçàë íåñêîëüêî ãðóïï ýêñïåðèìåíòîâ â êîòîðûõ ìîæíî îæèäàòü îòêëî-

íåíèÿ îò êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà. Äëÿ ýòîãî èçìåðåíèÿ äîëæíû ïðîâîäèòüñÿ íå

íàä îäíîé ìàëîé ñèñòåìîé, à íàä áîëüøèì íàáîðîì ìàëûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð,

ñèëüíî ðàçáàâëåííûé (÷òîáû íå áûëî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè) ðàñòâîð

ìàêðîìîëåêóë, òîãäà êàæäàÿ îòäåëüíàÿ ìîëåêóëà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàëàÿ ñè-

ñòåìà. Âòîðîé êëàññ ìîäåëåé ýòî ñèñòåìà ÷àñòèö ïîìåùåííàÿ â ðåçåðâóàð, ñ êîòî-

ðûì îíà ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ òåïëîì, ìîëåêóëàìè è ò.ä.. Äëÿ ÒÏ â òàêîé ñèñòåìå

íå ó÷èòûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû, âçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìà-ðåçåðâóàð, íî

îíè î÷åíü âàæíû â êîíå÷íîì îáúåìå. Òàêæå íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â ïðîöåññå èç-

ìåðåíèé íå âñå ïåðåìåííûå, êîòîðûå â ìàêðîñèñòåìå ìåíÿþòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé,

áóäóò òàêæå íåîãðàíè÷åííû â èçìåíåíèÿõ äëÿ ìàëîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, îáúåì

âñåãî ãàçà è ñîáñòâåííûé îáúåì ìîëåêóëû.

Îñíîâà ïîäõîäà Õèëëà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè âìåñòî îäíîé ìàëîé ñèñòå-

ìû íàáîðà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ äðóã äðóãîì ìàëûõ ñèñòåì. Åñòåñòâåííî, ÷òî

ìåòîäû ñòàíäàðòíîé òåðìîäèíàìèêè ìîæíî ïðèìåíèòü ê òàêèì áîëüøèì íàáîðàì

ìàëûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè ïðå-

êðàñíî îïðåäåëåíû. Òåðìîäèíàìèêà îäíîé ìàëîé ñèñòåìû íå èçâåñòíà è âêëþ÷àåò
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äîïîëíèòåëüíûå çàâèñèìîñòè îò îáúåìà è êîëè÷åñòâà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Ïîýòîìó

îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåðìîäèíàìè-

êà, ïðèìåíåííàÿ ê íàáîðó íåçàâèñèìûõ ìàëûõ ñèñòåì, ÷åðåç ââåäåíèå, íàïðèìåð,

îáúåìà ñèñòåìû, êîëè÷åñòâà ÷àñòèö êàê äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îá-

ðàçîì, èñïîëüçîâàíèå àíñàìáëÿ ìàëûõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò íà÷àòü èññëåäîâàíèå ñ

õîðîøî èçâåñòíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè Õèëë ïîñòðîèë äëÿ ðÿäà ìîäåëåé ñòàòè-

ñòè÷åñêîå îïèñàíèå, ó÷èòûâàþùåå îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì. À èìåííî, îí îáðà-

òèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè èíòåðåñíû òîëü-

êî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Îáû÷íî, ýòî äåéñòâèòåëüíî õîðîøåå

ïðèáëèæåíèå òàê êàê ôëóêòóàöèè â òàêèõ çàäà÷àõ íåçíà÷èòåëüíû. Îäíàêî, ñèòó-

àöèÿ ìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå ìàëûõ ñèñòåì, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà â òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ áîëåå âûñîêèõ ìîìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòà-

òîì äîëæíû ñòàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàëûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèå

ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ýêñòåíñèâíûõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð ýíåðãèè).

Óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó àíñàìáëþ, è ýòî ñðåäíåå ñîâïàäàåò ñ ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû. ×òîáû îïðåäåëèòü óñðåäíåíèå ïî

ìàëîé ñèñòåìå áûëî ïðåäëîæåíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ

ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè: ñðåäíåå ïî âðåìåíè äëÿ îäíîé ìàëîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíî êàê ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ ìàëûõ ñèñòåì.

1.1.1 Îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì

Îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì äîëæíû áûòü îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì ïðè âûáî-

ðå ìîäåëåé è ìåòîäîâ èõ îïèñàíèÿ. Ïîýòîìó â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî ðàñ-

ñìîòðåòü îñîáåííîñòè ïðèñóùèå ìàëûì ñèñòåìàì è èõ ñëåäñòâèÿ.

Ôëóêòóàöèè Îáû÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ìàêðîñè-

ñòåìû, ñâÿçûâàþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôëóêòóèðóþùèõ ýêñòåíñèâíûõ âåëè÷èí. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðàêòè÷åñêè âñåãäà â ñëó÷àå ÒÏ èíòåðåñíû òîëüêî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

íàáëþäàåìûõ òàê êàê èìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûìè è âåëè÷èíû

ôëóêòóàöèé íåçíà÷èòåëüíû ïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè. Äëÿ èëëþñòðàöèè ìàñøòàáîâ

îòíîñèòåëüíûõ ôëóêòóàöèé â ÒÏ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíîå âûðàæåíèå [2]:(⟨
N2
⟩
− ⟨N⟩2

)1/2
N

∼ 1

N1/2
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Òî åñòü äëÿ îòêðûòîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé â ñðåäíåì áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö

N , èõ îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Îäíàêî, èç ýòîé æå ôîðìóëû

âèäíî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ìàëîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö ôëóêòóàöèÿìè ïðåíåáðå-

ãàòü íåëüçÿ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [3] ìîæíî íàéòè ïðèìåðû ñèñòåì, â êîòîðûõ ïðè

îòñóòñòâèè ÒÏ ïðîÿâëÿþòñÿ íåîáû÷íî áîëüøèå ôëóêòóàöèè.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, òàê êàê áîëüøèå ôëóêòóàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ðàç-

ìûòîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ýòî íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü íåêîòîðîå íàèáîëåå

âåðîÿòíîå ñîñòîÿíèå. Ó ýòîãî ôàêòà åñòü äàëåêî èäóùèå ïîñëåäñòâèÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ñëó÷àå ÒÏ íàèáîëåå âåðîÿòíîå ñîñòîÿíèå è åñòü èñêîìîå ñðåäíåå íà-

áëþäàåìîå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìàëîé ñèñòåìå äàííîå ïðèáëèæåíèå íå ðàáîòàåò. Â

ñëó÷àå ìàëûõ ñèñòåì íàëè÷èå ôëóêòóàöèé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà âñåõ

âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Òàêæå âàæíî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ â ÒÏ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, íå ó÷èòûâàþùèì ÷ëåíû

ìåíüøåãî ïîðÿäêà ïî N . Â ñëó÷àå ìàëûõ ñèñòåì, îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå äîëæ-

íî ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå. Óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûé

òåðìîäèíàìè÷åñêèé êîððåêöèîííûé ôàêòîð (thermodynamic correction factor) Γ.

Äàííûé ïàðàìåòð áûë ââåäåí â ðàáîòå [4] è îïðåäåëÿëñÿ êàê Γ = ∂ ln z/∂ ln c, ãäå

z � ôóãèòèâíîñòü, c � êîíöåíòðàöèÿ ôëþèäà. Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå

ôëþèäà â ìåçî- è ìèêðîïîðàõ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ âçàèìî-

äåéñòâèÿ ñî ñòåíêàìè. Âåëè÷èíà Γ−1 èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, êàê ìåðà îòêëîíå-

íèé îò èäåàëüíîé àäñîðáöèè. Äëÿ îòêðûòîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå:
1

Γ
=

⟨
N 2
⟩
− ⟨N⟩2

N

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ÒÏ ôàêòîð Γ∞ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïðè ýòîì êàê áûëî,

íàïðèìåð, ïîêàçàíî â ðàáîòå [5, 6] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

1

Γ
=

1

Γ∞
+

C

L

ãäå L � ëèíåéíûé ðàçìåð ñèñòåìû, C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çíàê êîòîðîé

îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè. Òàê ñëó÷àé ïîòåíöèà-

ëà Ëåíàðäà-Äæîíñà ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòå C, à ìîäåëü òâåðäûõ

ñôåð ïîëîæèòåëüíîé.

Íåýêâèâàëåíòíîñòü àíñàìáëåé Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà ïðèìåíÿåòñÿ ê èçó-

÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, êîãäà ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé ìå-

õàíèêè íåýôôåêòèâíû. Íàïðèìåð, êîãäà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñðåäíèå çíà÷å-
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íèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðîáåãàþùèõ â ïðîöåññå ýâîëþöèè ìíîãî ðàçëè÷-

íûõ êîíôèãóðàöèé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ïåðåéòè ê âåðîÿòíîñòíîìó îïèñàíèþ

è èñïîëüçîâàòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëÿþùóþ ðàñïðåäåëåíèå êîíôèãó-

ðàöèé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî, ýòî âñå

ðàâíî îñòàâëÿåò ñëèøêîì áîëüøóþ ñâîáîäó â âûáîðå ïîäõîäÿùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ðåøåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàì íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî îïðåäåëåííûå,

íàèáîëåå èíòåðåñíûå ñèñòåìû. Òàê åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ìîæíî

âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äàííûå êëàññû ðåøåíèé

îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ àíñàìáëåé [7, 8].

Íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òðè êàíîíè÷åñêèõ àíñàìáëÿ. Ïåðâûé, ìèêðî-

êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü (ÌÊÀ) � ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíî èçîëèðîâàííîé

ñèñòåìå ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿìè îáúåìà V , ÷èñëà ÷àñòèö N è ýíåðãèè E. Ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äåëüòà ôóíêöèè Äèðàêà δ (ϵ− E). Åñ-

ëè ñèñòåìà èìååò ýíåðãèþ E ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ ∆E, òî îáîçíà÷èâ êîëè÷åñòâî

ìèêðîñîñòîÿíèé â äàííîì èíòåðâàëå êàê γ ïîëó÷èì, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

ïî ýíåðãèÿì: ρ = 1/γ

Çàìêíóòîé, íî íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñèè, ñ îêðóæàþùèì åå òåðìîñòàòîì, ñè-

ñòåìå ñîîòâåòñòâóåò êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü (KA). Òî åñòü ýòî ñèñòåìà, â êî-

òîðîé îáúåì è êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ïîñòîÿííû, à ýíåðãèè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèè ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèé E, ìîæíî íàéòè ñ

ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû:

QN =
1

N !

∫
exp

(
−E (p, q)

T

)
d3Npd3Nq

ãäå p, q � èìïóëüñ è êîîðäèíàòû ÷àñòèö, à T � òåìïåðàòóðà, îêðóæàþùåãî

ñèñòåìó ðåçåðâóàðà. Çäåñü è äàëåå ïîñòîÿííûå Ïëàíêà h = 1 è Áîëüöìàíà k = 1

ðàâíûå åäèíèöå. Åñëè ñèñòåìà îòêðûòàÿ, òî åñòü ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ÷àñòèöàìè ñ

îêðóæàþùåé ñðåäîé, îíà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøîìó êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ

(ÁÊÀ). Ñòàòè÷åñêàÿ ñóììà áóäåò âêëþ÷àòü õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ÷àñòèö µ:

Ξ (V, T, µ) =
∞∑

N=1

QNe
µN
T

Äëÿ êàæäîãî àíñàìáëÿ ìîæíî îïðåäåëèñü ñîîòâåòñòâóþùèé òåðìîäèíàìè÷åñêèé

ïîòåíöèàë. Ýíòðîïèÿ äëÿ ÌÊÀ S = ln 1
γ , ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â ÊÀ F = −T lnQN

è ïîòåíöèàë Ëàíäàó â ÁÊÀ Ω = PV
T = ln Ξ. Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿ-

åòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü àíñàìáëåé. Â ñëåäñòâèè ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò

12



ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè ïîñðåäñòâîì ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëåæàíäðà.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü àíñàìáëåé íà ñëåäóþùåì

ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì ìàêðîñèñòåìó èç N ìîëåêóë â îáúåìå V ïîìåùåííóþ â

ðåçåðâóàð ñ òåìïåðàòóðîé T . Òåïåðü, ðàññìîòðèì ñõîæóþ ñèñòåìó îáúåìîì V è

òåìïåðàòóðîé T , íî îáìåíèâàþùóþñÿ ÷àñòèöàìè ñ ðåçåðâóàðîì. Òîãäà, åñëè õè-

ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ìîëåêóë µ âûáðàí òàê, ÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â ýòîé

îòêðûòîé ñèñòåìå N̄ ñîâïàäåò ñ N çàìêíóòîé ñèñòåìû, òî âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå

ñâîéñòâà è ïîòåíöèàëû ýòèõ ñèñòåì ýêâèâàëåíòíû. Ýòî ïðèìåð ýêâèâàëåíòíîñòè

ÊÀ è ÁÊÀ äëÿ ìàêðîñèñòåì.

Ïðåäïîëîæåíèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè àíñàìáëåé áûëî ñäåëàíî åùå Ãèááñîì [9].

Ñ òåõ âðåìåí áûëî ìíîãî ïîïûòîê äîêàçàòü ýòó îáùóþ òåîðåìó. Â ïåðâóþ î÷å-

ðåäü óñïåõà äîñòèãëè â ñëó÷àå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, â 1943 ãîäó c ïîìî-

ùüþ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïîëó÷èë äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êëàññè÷åñêîãî

èäåàëüíîãî ãàçà [10]. Äëÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñóùåñòâóåò äîêàçà-

òåëüñòâî òîëüêî â ÒÏ [11]. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè

ñèñòåìû íà ïîäñèñòåìû, âêëàä îò ãðàíèö â ÒÏ óíè÷òîæàåòñÿ. Â ñëó÷àå äàëüíîäåé-

ñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñóùåñòâóþò ïðèìåðû íàðóøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè [12�14].

Îäíàêî, âñå ñóùåñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà íåëüçÿ îáîáùèòü íà ñëó÷àé êîíå÷-

íûõ ñèñòåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîíèìàÿ ìàëûå ñèñòåìû êàê ñèñòåìû ñ ëèíåéíûì ðàç-

ìåðîì ñîèçìåðèìûì ñ äèàïàçîíîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, âîçìîæíî

ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì äàëüíîäåéñòâèÿ. Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò ìíîãî

ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àíñàìáëÿìè â êîíå÷íûõ

ñèñòåìàõ [15�21].

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà Â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå ñóùåñòâóåò î÷åíü

óäîáíûé ñïîñîá ñâÿçàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ðàçíûõ àíñàìáëåé, ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà. Â ìàëûõ ñèñòåìàõ â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñïîëü-

çîâàòü íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå òîëüêî â ÒÏ ïåðåõîäèò â

ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà [22]. Ñòðîãîå ðàññìîòðåíèå âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [23].

Îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì, ïðèâîäÿùèå ê ýòîìó ýôôåêòó, ëåãêî óâèäåòü íà ïðè-

ìåðå âû÷èñëåíèÿ ýíòðîïèè ÌÊÀ â ÊÀ.

Åñëè ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíóþ ïåðåìåííóþ, òî ñòà-
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òèñòè÷åñêóþ ñóììó ÊÀ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì:

Zβ =

∫ ∞

0

dE exp (−βE)W (E)

ãäå ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ÌÊÀ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ýíòðîïèè SE =

lnW (E). Òîãäà, åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f (E) = exp (SE − βE) èìååò

ðåçêèé ïèê â íåêîòîðîé òî÷êå E⋆, ðåçóëüòàò äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí êàê èíòåãðàë Ãàóññà îêîëî òî÷êè E⋆ (àïïðîêñèìàöèÿ òî÷êîé ïåðåâàëà).

Ðåçóëüòàò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê:

lnZβ = −βF ≈ SE⋆ − βE⋆

ãäå èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè F . Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçî-

âàíèå Ëåæàíäðà ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðî íàëè÷èè îäíîãî åäèíñòâåííîãî âûäå-

ëåííîãî ñîñòîÿíèÿ è íåçíà÷èòåëüíûõ ôëóêòóàöèÿõ îêîëî íåãî. Ýòî ýêâèâàëåíòíî

ïåðåõîäó ê ÒÏ, òàê êàê òîãäà â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî îäíî åäèíñòâåííîå,

íàèáîëåå âåðîÿòíîå ñîñòîÿíèå è îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â

ìàëîé ñèñòåìå â îáùåì ñëó÷àå âûäåëåííîãî ñîñòîÿíèÿ íå ñóùåñòâóåò è íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü âñå âîçìîæíûå ðåàëèçàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðèðî-

âàíèþ (ñóììèðîâàíèþ) ïî âñåìó äèàïàçîíó ñîñòîÿíèé.

Àääèòèâíîñòü Îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ òåðìîäèíàìèêè ïðîòÿæåííûõ

ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, òî åñòü îäíîðîä-

íîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ýêñòåíñèâíûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî, óæå ïåð-

âîå ðàññìîòðåíèå ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî äàííîå ñâîéñòâà íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

íà ìàëûå ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü îáúåäè-

íåíèå äâóõ ñèñòåì íàïðèìåð â ÌÊÀ. Ïóñòü ïåðâàÿ èìååò ýíåðãèþ E1 è ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ýíòðîïèþ S (E1), òîãäà âòîðàÿ S (E2). Íî ýòî åùå íå ïîëíàÿ êàðòèíà,

òàê êàê ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñ ýíòðîïèåé S (E1, E2). Òà-

êèì îáðàçîì ñóììàðíàÿ îáúåäèíåííàÿ ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

S (E1 + E2) = S (E1) + S (E2) + S (E1, E2)

Èìåííî ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ â äàííîì ñëó÷àå ïðåïÿòñòâóåò âîçíèêíîâå-

íèþ àääèòèâíîñòè. Â ÒÏ îáúåìíûå ÷ëåíû áóäóò ðàñòè êàê L3,ãäå L � ëèíåéíûé

ðàçìåð, à ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåí êàê L2. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñèñòåì

óñëîâèå àääèòèâíîñòè ñòàíîâèòñÿ âåðíûì [24]. Íåàääèòèâíîå îïèñàíèå òåðìîäèíà-

ìèêè ðàçâèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [25]. Òàêæå êàê è â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì ñðàâíå-

íèþ ñâîéñòâ â ðàçëè÷íûõ êàíîíè÷åñêèõ àíñàìáëÿõ, çäåñü ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü
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íàðóøåíèÿ àääèòèâíîñòè â ìàëûõ ñèñòåìàõ è â çàäà÷àõ, îïèñûâàþùèõ äàëüíî-

äåéñòâèå.

1.1.2 Ïðèìåðû â íàíîìàòåðèàëàõ

Âñå îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì âçàèìîñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è êàæäîå èç íèõ

èñ÷åçàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ÒÏ [26]. Âëèÿíèå ýòèõ îñîáåííîñòåé ìîãóò áûòü îá-

íàðóæåíî â øèðîêîì êëàññå çàäà÷, íå òîëüêî ïðè èäåàëèçèðîâàííûõ óñëîâèÿõ

òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íî è â ïðÿìûõ íàáëþäåíèÿõ ïîâåäåíèÿ ôëþèäà â ðåàëü-

íûõ ïîðèñòûõ ìàòåðèàëàõ. Íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ ïó-

òåé ïðîòåêàíèÿ àäñîðáöèè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îòñóòñòâèþ åäèíñòâåííîãî, íàèáîëåå

âûäåëåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàíèå è ðàçðàáîòêà íàíîìàòåðèàëîâ (ìàòåðèàëîâ,

ñîäåðæàùèõ ïîðû, êàíàëû íàíîìàñøòàáîâ) ïðèâëåêàåò ê ñåáå âñå áîëüøåå âíè-

ìàíèå. Ýòî ñâÿçàíî ñ èõ ðàñïðîñòðàíåííîñòüþ âî ìíîãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðè-

ëîæåíèÿõ [27]. Ðîñò êîìïüþòåðíîé ìîùíîñòè è èñïîëüçîâàíèå áîëåå ýôôåêòèâ-

íûõ àëãîðèòìîâ ñîâìåñòíî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûõ íà

òåîðåòè÷åñêîé áàçå êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè, ïðèâåëè ê ðåçêîìó âîç-

ðàñòàíèþ âîçìîæíîñòåé ìîäåëèðîâàíèÿ íà ñóáàòîìíîì óðîâíå. Ìåòîäû êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ïðèìåíèìîñòü ìàêðîñêîïè÷åñêèõ

çàêîíîâ â ñëó÷àå ìàëûõ, îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì. Äàííûé ðàçäåë áóäåò ñîäåðæàòü

íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìîëåêóëÿðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ [28].

Ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò ðàññìîòðåíû ñ òî÷êè çðåíèÿ îñîáåííîñòåé ìàëûõ ñèñòåì,

îïèñàííûõ âûøå.

Âàæíûé ïðèìåð ýòî èññëåäîâàíèå îãðàíè÷åíèé è ìîäèôèêàöèé óðàâíåíèÿ

Êåëüâèíà íà ñëó÷àé ìàëûõ ìåçî- è ìèêðîïîð. Óðàâíåíèå Êåëüâèíà [29] ñâÿçû-

âàåò äàâëåíèå êîíäåíñàöèè Pc â ïîðå çàäàííîé øèðèíû H ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

äàâëåíèåì â îáúåìå P0
Pc

P0
= exp

(
− 2γ

RTρlH

)
ãäå γ � ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ãàç-æèäêîñòü, R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ,ρl �

ìîëüíàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Çàïèñàííîå âûøå óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïëîñ-

êîãî çàçîðà è òîëüêî â ñëó÷àå ÒÏ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ ïîð äàííûå ïðåäïî-

ëîæåíèÿ íå âåðíû. Ïîýòîìó, â ðàáîòàõ [30,31] îáñóæäàþòñÿ íàðóøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Êåëüâèíà äëÿ ìàëûõ ïîð. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïðè÷èí ðàññìàòðèâàþòñÿ: (i) âå-

ëè÷èíà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è ïëîòíîñòü æèäêîñòè îòëè÷àþòñÿ îò ñâîèõ
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îáúåìíûõ çíà÷åíèé; (ii) ñàìî ïîíÿòèå "ãðàíèöà ðàçäåëà ìåæäó ôàçàìè"òåðÿåò

ñìûñë, à ñ íèì è èñïîëüçîâàíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Òîæå ñàìîå âåðíî è

äëÿ îáðàçîâàíèÿ êàïåëü ìàëîãî ðàçìåðà òàê, íàïðèìåð, ó÷åò âûñîêîé êðèâèçíû

è ôëóêòóàöèé èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñò-

íîãî íàòÿæåíèÿ [32]. Â ðàáîòàõ [33, 34] ïðîèçâåäåíû ÷èñëåííûå îöåíêè äàâëåíèÿ

êîíäåíñàöèè â ïîðàõ. Â óãëåðîäíûõ ïîðàõ îòêëîíåíèÿ îò ôîðìóëû Êåëüâèíà íà-

÷èíàþòñÿ ïðè øèðèíå ïîð 50 íì, à äëÿ 8 íì êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå ñîâåðøåííî

íåïðèìåíèìî.

Åùå îäíî èíòåðåñíîå ÿâëåíèå â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ýòî � êàïèëëÿðíàÿ êîíäåí-

ñàöèÿ, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ êàê ãèñòåðåçèñ íà ãðàôèêå àäñîðáöèè, òî åñòü êðèâûå èçî-

òåðì àäñîðáöèè è äåñîðáöèè íå ñëèâàþòñÿ â îäíó ðàâíîâåñíóþ êðèâóþ [35]. Äàí-

íîå ÿâëåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè ñêà÷êîîáðàçíîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà

â ïîðèñòîé ñðåäå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà êðèâîé àäñîðáöèè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â

ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè, òî íàëè÷èå ãèñòåðåçèñà ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ïðè îòðû-

âå ìîëåêóë îò ñòåíêè âî âðåìÿ äåñîðáöèè çàòðà÷èâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ýíåðãèÿ

íà ïðåîäîëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî áàðüåðà ìåæäó óñòîé÷èâîé ôàçîé (æèäêîñòü)

è ìåòàñòàáèëüíîé (ãàç). Â ñëó÷àå íàíîïîð ó äàííîãî ýôôåêòà ñóùåñòâóåò èíòå-

ðåñíîå äîïîëíåíèå. Äëÿ îäíèõ è òåõ æå ïàðàìåòðîâ êðèâàÿ ãèñòåðåçèñà ÿâëÿåòñÿ

íå åäèíñòâåííîé. Ìîäåëèðîâàíèå â ðàáîòàõ [36�38] ïîêàçàëî íàëè÷èå áîëüøåãî

êîëè÷åñòâà ïóòåé, ñâÿçûâàþùèõ òî÷êè íà âåòâÿõ àäñîðáöèè è äåñîðáöèè, ïðî-

õîäÿùèõ ÷åðåç ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå. Íàëè÷èå äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ âåòâåé

áûëî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî [39] äëÿ èñêóññòâåííî ñîçäàííîãî ïîðèñòî-

ãî ìàòåðèàëà (Vycor glass).

Äàííûå ðåçóëüòàòû â î÷åðåäíîé ðàç ñâèäåòåëüñòâóþò î ðàñïðîñòðàíåííîñòè

ýôôåêòîâ ìàëûõ ñèñòåì â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñå ýòè

ÿâëåíèÿ ñîîòíîñÿòñÿ ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåìû, òà-

êèìè êàê âëèÿíèå ôëóêòóàöèé íà ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç è çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà

ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, à òàêæå ïðîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ìåòàñòàáèëüíûõ

ñîñòîÿíèé, íå íàáëþäàþùèõñÿ â ÒÏ.

1.1.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà

Ïîíèìàÿ îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì, ìîæíî ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ èõ âëèÿíèÿ

íà ðåçóëüòàòû òåðìîäèíàìè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Èìåííî òàêóþ çàäà÷ó âûïîëíÿåò

ôîðìàëèçì Õèëëà, â êîòîðîì àâòîðîì áûëè ó÷òåíû çíà÷èòåëüíûå ôëóêòóàöèè â

ìàëûõ ñèñòåìàõ. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå åãî ïîäõîä íà ïðèìåðå îïèñàíèÿ ñèñòåìû
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â ÁÊÀ, òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ (µ, V, T ) [40].

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîêîìïîíåíòíóþ ñèñòåìó â îáúåìå V , âçàèìîäåé-

ñòâóþùóþ ÷åðåç îáìåí ìîëåêóëàìè ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ ñ ðåçåðâóàðîì

òåìïåðàòóðîé T . Åñëè â îáúåìå íà äàííûé ìîìåíò äàâëåíèå p è íàõîäèòñÿ N

ìîëåêóë òî îáû÷íîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå âûðàæåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

dE = TdS − pdV + µdN (1.1.1)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ðàññìîòðåíèÿ ìàëûõ ñèñòåì

ñ íåèçâåñòíîé òåðìîäèíàìèêîé áûëî ïðåäëîæåíî ïåðåéòè ê àíñàìáëþ K ýêâè-

âàëåíòíûõ, ðàçëè÷èìûõ, íåçàâèñèìûõ ñèñòåì, êîòîðûå îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ

íàáîðà µ, V, T . Ïîëîæèâ K → ∞, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò àíñàìáëü åñòü ìàêðî-

ñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Òîãäà, äëÿ àíñàìáëÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

K, ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå àíàëîãè÷íîå (1.1.1):

dEt = TdSt − pKdV + µdNt (1.1.2)

ãäå èíäåêñ t = total îçíà÷àåò ñâîéñòâà âñåãî àíñàìáëÿ. Íî åñëè áûòü òî÷íûì âñå

òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè â âûðàæåíèè (1.1.2) èìåþò åùå îäíó äîïîëíèòåëü-

íóþ çàâèñèìîñòü, òàê, íàïðèìåð, St çàâèñèò îò ñòàíäàðòíîãî íàáîðà Et, V,Nt è

äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé K. Òàêèì îáðàçîì, áîëåå òî÷íîå âûðàæåíèå (1.1.2)

èìååò âèä:

dEt = TdSt − pKdV + µdNt + XdK

Èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Et = TSt + µNt + XK

Óäîáíî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå, ÿâëÿþùèåñÿ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ðàññìàòðè-

âàåìîãî àíñàìáëÿ:

Et = KĒ,Nt = KN̄, St = KS̄

Òàêèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ýòèõ íîâûõ, óñðåäíåííûõ ïî àíñàìáëþ âåëè÷èí ìû

ìîæåò ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ìàëûõ ñèñòåì. Ââåäåì íîâóþ âåëè÷èíó èìåþùóþ

ñìûñë äàâëåíèÿ −p̂V = X. Òåì ñàìûì Õèëë ââåë íîâîå "èíòåãðàëüíîå"äàâëåíèå,

îòëè÷àþùååñÿ îò "äèôôåðåíöèàëüíîãî"äàâëåíèÿ p, è, âîîáùå ãîâîðÿ ýòè çíà÷å-

íèÿ îòëè÷àþòñÿ. Îäíàêî, äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì â ÒÏ p̂ = p. Ýòè äâå

âåëè÷èíû ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

d (p̂V ) = SdT + pdV + N̄dµ (1.1.3)
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Àíàëèç óðàâíåíèÿ (1.1.3) ïîçâîëèë ñäåëàòü âûâîä î ñòðóêòóðå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ïîòåíöèàëîâ â ìàëîé ñèñòåìå:

S (V, T, µ) = V s(0) (µ, T ) + s(x) (µ, V, T ) , N̄ (V, T, µ) = V n(0) (µ, T ) + n(x) (µ, V, T )

Ē = V e(0) + e(x), p̂V = p(0)V + p̂(x), pV = p(0)V + p(x)

ãäå èíäåêñ ”0” ñîîòâåòñòâóåò èíòåíñèâíûì ïåðåìåííûì â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñè-

ñòåìå, à ”x = excess” äîáàâî÷íûå âûðàæåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì ïîñòðîåííûé ôîðìàëèçì, áûë ðàñøèðåí íà ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ

íàáîðîâ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ è ïðèìåíåí ê ðàçëè÷íûì ïîïóëÿðíûì ñòàòèñòè÷å-

ñêèì ìîäåëÿì. Â ëèòåðàòóðå [40] ìîæíî íàéòè ïðèìåðû: èäåàëüíûé ðåøåòî÷íûé

ãàç, ðåøåòî÷íûé ãàç Áðåããà-Óèëüåìñà, íåñæèìàåìûå êðèñòàëèòû Ýéíøòåéíà. Äëÿ

ðÿäà äðóãèõ ñëó÷àåâ óæå áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöè-

àëîâ ïðè êîíå÷íîì îáúåìå [41], êîòîðûå ñîãëàñîâûâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè ÒÌÑ

Õèëëà. Äàííûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ è â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ [42�45]

Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðîÿâëåíèÿ ìàëûõ ñèñòåì âçàèìîñâÿçàíû è ìîãóò áûòü

õàðàêòåðèçîâàíû íàëè÷èåì áîëüøèõ ôëóêòóàöèé. Òàêæå ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ

ñõîæåñòü îñîáåííîñòåé ìàëûõ ñèñòåì è ñëó÷àåâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàëüíîäåéñòâó-

þùèì ïîòåíöèàëàì âçàèìîäåéñòâèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ìàëîãî îáúåìà êîð-

ðåëÿöèîííàÿ äëèíà ìîæåò áûòü ñîèçìåðèìà ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì ñèñòåìû, ÷òî

ïðèáëèæàåò ýòîò ñëó÷àé ê äàëüíîäåéñòâóþùåìó ïîòåíöèàëó. Ïîýòîìó, åñòåñòâåí-

íûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïîèñê îñîáåííîñòåé ìàëûõ ñèñòåì èìåííî â ìåòàñòàáèëü-

íîé îáëàñòè, òàê êàê óâåëè÷åíèå êîððåëÿöèîííîé äëèíû â îáëàñòè ñîñóùåñòâîâà-

íèÿ äâóõ ôàç õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò.

1.2 Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ

Ñ ïîìîùüþ âûøåîïèñàííîãî ïîäõîäà, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëü-

òàòû òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ìîäåëåé. Òàêèå ìîäåëè íå ìîãóò äàòü êîð-

ðåêòíîå îïèñàíèå ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè, â êîòîðîé îæèäàþòñÿ íàèáîëåå èíòå-

ðåñíûå ýôôåêòû ìàëûõ ñèñòåì. Ñàìûé ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñïîñîá ïðåîäîëåòü

äàííóþ ïðîáëåìó ýòî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òà-

êèõ êàê ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà (ÌÄ) è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (ÌÌÊ). Îäíàêî, â

ñëó÷àå ìàëûõ ñèñòåì äàííûé ïîäõîä îñëîæíåí òåì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå íå

â ñîñòîÿíèè äàòü îòâåòà î ïðèðîäå ÿâëåíèÿ, âåñüìà âûñîêà âåðîÿòíîñòü íåâåðíîé
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èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ. Ïîýòîìó, â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåò îáñóæ-

äàòüñÿ ïðîÿâëåíèå ìàëûõ ñèñòåì, íà ïðèìåðå êîòîðîãî ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷å-

íèå î íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî òåîðåòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïåðâûå äâå

÷àñòè áóäóò ñîäåðæàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â îñíîâíîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ

ìîäåëèðîâàíèÿ. Îíè ïîçâîëèëè ñäåëàòü äàëåêî èäóùèå ñëåäñòâèÿ, íî ïðè ýòîì

íå ðàñêðûâàëè ïðèðîäó ÿâëåíèÿ ëèáî èñïîëüçîâàëè íå ïðîâåðÿåìûå, ñ ïîìîùüþ

ïðÿìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ôàêòû. Â çàâåðøàþùåé ÷àñòè áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû

îáñóæäåíèÿ è êðèòèêè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ è ìîäåëèðîâàíèÿ.

1.2.1 Àòîìíûå êëàñòåðû

Â 1970-ûå ãîäû ïðè èññëåäîâàíèè àòîìíûõ êëàñòåðîâ êîíå÷íîãî ðàçìåðà áûë

îáíàðóæåí êëàññ ÿâëåíèé ñòèìóëèðîâàâøèé ðàçâèòèå òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñè-

ñòåì. Ðå÷ü èäåò îá îñîáåííîñòÿõ ïðîòåêàíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà â ìàëûõ àòîìíûõ

êëàñòåðàõ. Èçó÷åíèå àòîìíûõ êëàñòåðîâ ïîçâîëÿåò óãëóáèòü ïîíèìàíèå ôàçîâûõ

ïåðåõîäîâ â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, è â òîæå âðåìÿ, ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü

îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì. Âàæíîé ïðè÷èíîé èíòåðåñà ê ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ

áîãàòûé îïûò èññëåäîâàíèé, ñîäåðæàùåé ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ ðàáîò è íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òåîðåòè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê.

Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïðàêòè÷åñêè âñå àòîìíûå êëàñòåðû âå-

äóò ñåáÿ, êàê òâåðäàÿ ìàòåðèÿ. Îíè ñîñòîÿò èç àòîìîâ, êîòîðûå êîëåáëþòñÿ ïî÷òè

ãàðìîíè÷åñêè ñ ìàëîé àìïëèòóäîé îêîëî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè. Ïðè âûñîêèõ òåì-

ïåðàòóðàõ ìíîãèå òèïû êëàñòåðîâ ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâà æèäêîé ìàòåðèè. Ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ÷àñòèö ðàñòåò ëèíåéíî ñî âðåìåíåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

õîðîøî îïðåäåëåííûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè. Ïðîöåññ ôàçîâîãî ïåðåõîäà â

êëàñòåðå ñâÿçàí ñ èçìåíåíèåì â êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû íà îäèí àòîì ïðè

ïåðåõîäå èç òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ â æèäêîå. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî íàíîêëàñòåðà êîëè-

÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû èçìåíÿåòñÿ îò 6N êèíåòè÷åñêèõ è ïîòåíöèàëüíûõ ñòåïå-

íåé ñâîáîäû â òâåðäîé ôàçå äî (6+∆)N ñòåïåíåé â æèäêîñòè, ãäå N - êîëè÷åñòâî

àòîìîâ â êëàñòåðå. Äîïîëíèòåëüíûå N∆ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñâÿçàíû, íàïðèìåð, ñ

íàëè÷èåì óãëîâîãî ìîìåíòà ó àòîìîâ â æèäêîé ôàçå, òîãäà ∆ = 2. Ïðè ìàêðîñêî-

ïè÷åñêîì îïèñàíèè, äàííîå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèâîäèò ê

ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ â îáúåìå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âíèìàíèå ïðèâëåêëè ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, óêàçûâàþùèå íà âîçíèêíî-

âåíèå ñâîéñòâ æèäêîé ôàçû ó êëàñòåðîâ êîíå÷íîãî è äàæå ìàëîãî ðàçìåðà. Íà÷à-

ëî ïîëîæèëè èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè è ìåòîäà Ìîíòå
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Êàðëî . Ïåðâîíà÷àëüíûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÄ â øèðîêîì äèàïàçîíå

ýíåðãèé äëÿ êëàñòåðîâ Àðãîíà áûëè ïîëó÷åíû â [46] è çàòåì â [47]. Ìîäåëèðî-

âàíèå áûëî âûïîëíåíî íà êëàñòåðàõ ðàçìåðàìè îò 15 äî 429 àòîìîâ, àâòîðû îá-

íàðóæèëè, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä èç òâåðäîé

ìàòåðèè â íåòâåðäóþ, æèäêîîáðàçíóþ ôàçó. Â ðàáîòå [46] íå áûë îáíàðóæåí ñêà÷-

êîáðàçíûé ïåðåõîä è óòâåðæäàëîñü, ÷òî èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäèëè ïëàâíî. Îñîáûé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàáîòà [48], â íåé áûëà îáíàðóæåíà ïåòëÿ âàí äåð Âààëüñà

íà ãðàôèêå òåìïåðàòóðû îò ýíåðãèè. Àâòîðû ýòîò ðåçóëüòàò îáúÿñíèëè ïðîÿâ-

ëåíèåì àíàëîãà ôàçîâîãî ïåðåõîäà 1-ãî ðîäà. Ïîäðîáíûé îáçîð ðàííèõ ðàáîò ïî

ìîäåëèðîâàíèþ ìîæíî íàéòè â [49].

Ïåðâîíà÷àëüíî âîçìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ áûëè ñèëüíî îãðàíè÷åíû è áûëè

ïîñâÿùåíû òîëüêî èäåíòèôèêàöèè ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé âíóòðè êëàñòåðà. Òàê

ýêñïåðèìåíòû [50�54] óêàçûâàëè íà òî, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü îáà òèïà êëàñòå-

ðîâ, êëàñòåðû ñ ÷åòêîé ñòðóêòóðîé è àìîðôíûå. Â ðàáîòå [55] óñòàíîâèëè êî-

íå÷íûé äèàïàçîí òåìïåðàòóð, â êîòîðîì îäíîâðåìåííî ñîñóùåñòâóþò æèäêîå è

òâåðäîå ñîñòîÿíèå êëàñòåðà. Ïîñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòû íå òîëüêî óêàçûâàëè íà

ñîñóùåñòâîâàíèå ôàç, íî è ïðîâîäèëè èññëåäîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ýòèõ ñîñòîÿíèé. Îòìåòèì ðàáîòó [56], ãäå âïåðâûå èñïîëüçîâàëèñü îïòè÷åñêîå âîç-

áóæäåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçîâûõ ñâîéñòâ è íàáëþäåíèå èçìåíåíèÿ îïòè÷åñêîãî

îòêëèêà äëÿ êëàñòåðîâ íàòðèÿ. Â ðàáîòå [57] áûëè îáíàðóæåíû ïðèçíàêè æèäêîé

ôàçû âíóòðè êëàñòåðà, çàòåì ñõîæèé ýêñïåðèìåíò áûë ïðîäåëàí ñ êëàñòåðàìè

ðàçíîãî ðàçìåðà [58]. Äðóãèì ìåòîäîì, ïîçâîëÿþùèì ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäî-

âàòü ôàçîâûå ïåðåõîäû, ÿâëÿåòñÿ ìèêðîêàëîðèìåòðèÿ. Â ðàáîòå [59] ñìîãëè îïðå-

äåëèòü òåïëîòó âûäåëèâøóþñÿ âî âðåìÿ ñèíòåçà àòîìíûõ êëàñòåðîâ ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòîâ.

Ïåðâûå ïîïûòêè ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàëêèâàëèñü òîëüêî ñ ÷èñòî òåõíè÷åñêèìè

ïðîáëåìàìè, íî â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ ïðîÿâèëèñü è êîíöåïòóàëüíûå ïðîáëåìû.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ðàçëè÷íûõ àíñàìáëåé, êîòîðûå,

âîîáùå ãîâîðÿ, â ìàëûõ ñèñòåìàõ íåýêâèâàëåíòíû. Ýòî ïðèâîäèëî ê ðàçíîãëàñèþ â

îïèñàíèè, íàïðèìåð, òàêèõ ñèòóàöèé: 1) Ñ ïîìîùüþ ëàçåðà, äåéñòâóþùåãî íà íèç-

êîýíåðãåòè÷íûé êëàñòåð, ïåðåäàåòñÿ êëàñòåðó óçêèé äèàïàçîí ýíåðãèé � ÌÊÀ;

2) Êëàñòåð, íàõîäÿùèéñÿ â ðàâíîâåñèè ñ îêðóæàþùåì åãî èíåðòíûì ãàçîì � ÊÀ,

3) Êëàñòåð, äîïîëíèòåëüíî, îáìåíèâàåòñÿ àòîìàìè ñ îêðóæàþùèì åãî ïàðîì �

ÁÊÀ. Àâòîðû ðàáîòû [60] îäíè èç ïåðâûõ ðàññìîòðåëè ìèêðîêàíîíè÷åñêóþ ÌÄ

è êàíîíè÷åñêèé ÌÌÊ è ïîñòðîèëè êðèâóþ ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïðîäå-
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ìîíñòðèðîâàëè íàëè÷èå äâóõôàçíîé îáëàñòè, à òàêæå îòìåòèëè ñèñòåìàòè÷åñêîå

ðàçëè÷èå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ÌÊÀ è ÊÀ. Â ðàáîòàõ [61, 62] ðàçðàáîòàí àëüòåð-

íàòèâíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ãèñòîãðàìì ÌÌÊ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íàïðÿìóþ ýíåðãèé ñîñòîÿíèé, à çíà÷èò è îñòàëüíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíê-

öèè. Âñå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû â öåëîì ïîäòâåðæäàëè êàðòèíó äâóõ-ñîñòîÿíèé,

â êîòîðîé ñóùåñòâóåò äèàïàçîí ýíåðãèé òàêîé, ÷òî âíóòðè ýòîãî äèàïàçîíà, ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé êëàñòåð ìîæåò íàõîäèòñÿ êàê òâåðäîì òàê è â æèäêîì ñîñòîÿíèè.

Ïàðàëëåëüíî ñ ÷èñëåííûìè èññëåäîâàíèÿìè âåëèñü ðàçðàáîòêè àíàëèòè÷åñêèõ

òåîðèé. Òàê ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðäèëè çàêëþ÷åíèå ðÿäà òåîðåòè÷å-

ñêèõ ðàáîò. Â ðàáîòàõ [63�65] áûëà ïîñòðîåíà êâàíòîâàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü,

âêëþ÷àþùàÿ âêëàä ñëàáûõ êîëåáàíèé àòîìîâ â îáëàñòè òâåðäîé ôàçû è ñèëüíûå

êîëåáàíèÿ â æèäêîîáðàçíîé ôàçå. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü èçìåíåíèå

ýíåðãèè Ãåëüìîãîëüöà ïðè ïåðåõîäå ìåæäó òâåðäûì è íåòâåðäûì ðåæèìîì. Â ðå-

çóëüòàòå áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñðàçó äëÿ

äâóõ ôàç, äàííûé ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè îáëàñòè ñîñóùåñòâîâà-

íèÿ äâóõ ôàç. Ïîçæå, èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîñòè íàëè÷èÿ òåîðèè äëÿ êëàññè÷åñêèõ

ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì, â ðàáîòå [66] áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ êëà-

ñòåðîâ, ñ èñïîëüçîâàíèåì "êàïèëëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ". Òàêîå ðàññìîòðåíèå ïðè-

âåëî ê ñõîæèì ðåçóëüòàòàì. Ìåæäó ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè ñâîáîäíîé ýíåðãèè,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþ ðàçíûì ôàçàì ñóùåñòâóåò áàðüåð. Ýòî ñîâïàäàåò ñ îïðåäå-

ëåíèåì [67], æèäêóþ è òâåðäóþ ôàçó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðóïïû ñ âíóòðåí-

íåé ñòðóêòóðîé ðàçäåëåííûå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì.

Ïîýòîìó îáëàñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ ôàç îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ôëóêòóàöèé, ïîç-

âîëÿþùèõ ïðåîäîëåòü ýòîò áàðüåð. Ôàêòè÷åñêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ñîñóùå-

ñòâîâàíèÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñòàòèñòè÷å-

ñêóþ ñóììó â îêðåñòíîñòÿõ óñëîâíûõ ýêñòðåìóìîâ [68]. Ðàññìîòðåíèå óñëîâíûõ

ýêñòðåìóìîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ íàïðÿìóþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåò-

ðàìè ñèñòåìû, à çíà÷èò çàâèñèò, â îòñóòñòâèå ÒÏ, îò âûáîðà àíñàìáëÿ. Â ðàáî-

òå [69] ïðîâåëè ïîèñê ïîäõîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè äâå

òî÷êè ìèíèìóìà â ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Íàëè÷èå òàêèõ äâóõ òî÷åê èäåíòèôèöèðó-

åòñÿ, êàê ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ ôàç. Âûñîòà áàðüåðà ìåæäó ìèíèìóìàìè ãðóáî

ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ÷àñòèö, òàêèì îáðàçîì â ÒÏ ïðîöåññ ïåðåõîäà èç

îäíîé ôàçû â äðóãóþ ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíî.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ èññëåäîâàíèé ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî âîçìîæåí êîíå÷íûé äèà-

ïàçîí ýíåðãèé (èëè òåìïåðàòóð) âíóòðè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî äâå
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ôàçû, íî ýòî ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â äâóõ, êàæóùèõñÿ ðàçíûìè ñèòóàöèÿõ. Ïåðâàÿ

ñèòóàöèÿ � ýòî ïðîÿâëåíèå ñâîéñòâ áèìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êðàòêîâðå-

ìåííûõ óñðåäíåíèÿõ. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ � ýòî íàëè÷èå îáëàñòè ñîñóùåñòâîâàíèÿ â

òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò S-îáðàçíûì èñêðèâëåíèÿì

èëè ïåòëå, êàê â ñëó÷àå âàí äåð Âààëüñà. Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ñèòóàöèÿìè

äîëãîå âðåìÿ áûëà íåïîíÿòíà. Ê îáùåìó çàêëþ÷åíèþ ïðèøëè â ðàáîòå [70], ñôîð-

ìóëèðîâàâ â òåðìèíàõ ïåòëè âàí äåð Âààëüñà (S - îáðàçíûé ó÷àñòîê íà äèàãðàììå

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ) íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè

íàëè÷èè äâóõôàçíîé îáëàñòè, êîòîðûå îñíîâàíû íà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ

ñèñòåìû.

Àâòîðû [70] óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ äâóõ ñîïðÿæåííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âå-

ëè÷èí, íàïðèìåð, I - èíòåíñèâíîé è X - ýêñòåíñèâíîé ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîå

óñëîâèå íàëè÷èÿ S-îáðàçíîé ïåòëè íà ãðàôèêå I (X) â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå ñ

ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì X = const. Óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó âòî-

ðîé ïðîèçâîäíîé ∂2 ln ρ (X) /∂X2 ãäå ρ (X) ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíûX â àíñàìáëå

ñ I = const. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ãðàôèê ln ρ (X) áóäåò èìåòü äâå

òî÷êè ïåðåãèáà, à çíà÷èò îáëàñòü ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîêîìïîíåíòíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, â ñëåä-

ñòâèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ [70], âïàäèíà ëåæèò ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåãè-

áà (ðèñóíîê 1). Âïàäèíà íà ãðàôèêå ýíòðîïèè ñîîòâåòñòâóåò ñîñóùåñòâîâàíèþ

ñðàçó äâóõ ôàç, ýòè ñîñòîÿíèÿ íå ñòàáèëüíû â ÊÀ è íå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû

ðàâíîâåñíûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî, äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì â ÌÊÀ òàêàÿ ñèòóàöèÿ

÷àñòî íàáëþäàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî êëàñòå-

ðîâ Ëåíàðä-Äæîíñà. Êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå âîçìîæíîñòè ðàçäåëåíèÿ íà ôàçû

ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå ÌÊÀ è ÊÀ. Â ÌÊÀ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòå-

ìû ôèêñèðîâàíà, îäíàêî, åñëè ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî êëàñòåðîâ, êîòîðûå ìîãóò

îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé, íè÷òî íå çàïðåùàåò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè âíóòðè

ñèñòåìû. Åñëè èçíà÷àëüíî êëàñòåðû, íàïðèìåð, íàõîäèëèñü íà äèàãðàììå ìåæ-

äó òî÷êàìè ïåðåãèáà, òîãäà â ñèëó âûñîêèõ ôëóêòóàöèé ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü

íåóñòîé÷èâà, ÷òî ïðèâåäåò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèè ìåæäó êëàñòåðàìè è

÷àñòü êëàñòåðîâ áóäåò èìåòü áîëåå âûñîêóþ ýíåðãèþ, ÷àñòü ìåíåå. Òî åñòü ÷àñòü

êëàñòåðîâ ñìåñòèòñÿ ê ëåâîé òî÷êå ïåðåãèáà, îñòàëüíûå ê ïðàâîé. Òàêèì æå îá-

ðàçîì ìîæíî îïèñàòü ñèòóàöèþ ÌÊÀ äëÿ îäíîãî êëàñòåðà, òåïåðü ôëóêòóàöèè

ïðèâîäÿò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ìåæäó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé.

Íî òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ ýðãîäè÷íûå ñèñòåìû, ðàçëè÷íûå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
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ïðîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â êðàòêîâðåìåííûõ óñðåäíåíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì

êîíòåêñòå "ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ ôàç"ýòî íå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ôàç, ðàçäåëåí-

íûõ ïîâåðõíîñòüþ, ýòî ñêîðåå äèíàìè÷åñêîå ñîñóùåñòâîâàíèå íåêèõ ãàçîáîäîá-

íûõ, æèäêîïîäîáíûõ è ò.ä. ôàç. Òî åñòü ñîñóùåñòâîâàíèå ôàç â íåêîòîðîì äèà-

ïàçîíå ýíåðãèé îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòåé îáíàðóæèòü â êîðîòêîì èç-

ìåðåíèè êëàñòåðû ñî ñâîéñòâàìè ðàçëè÷íûõ ôàç. Òàêæå ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî

ïðè ïåðåõîäå ê ÊÀ àíñàìáëþ òåðÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

è, çíà÷èò, èñ÷åçàþò ñâîéñòâà ìàëîé ñèñòåìû.

Íàëè÷èå ó÷àñòêà ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îáëàñòè,

â êîòîðîé òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû îòðèöàòåëüíà [71]. Îáùåïðèíÿòûì ôàêòîì ÿâ-

ëÿåòñÿ, òî ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè â ñèñòåìå îíà íàãðåâàåòñÿ. Îäíàêî, êàê

âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [72, 73] ïðèìåíèòåëüíî ê àñòðîôèçèêå, çâåçäà

èëè êëàñòåð çâåçä, ïîëó÷àÿ ýíåðãèþ, ìîãóò îõëàæäàòüñÿ. Òàêæå ïðèìåðû îòðè-

öàòåëüíîé òåïëîåìêîñòè ìîæíî íàéòè â äðóãèõ ñèñòåìàõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ

ïîìîùüþ äàëüíîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà [61]. Äàííûé ýôôåêò åùå ðàç óêàçûâà-

åò íà ñõîæåñòü ìàëûõ ñèñòåì è ñèñòåì ñ äàëüíîäåéñòâèåì. Â ìîäåëèðîâàíèè âîç-

íèêíîâåíèå îòðèöàòåëüíîé òåïëîåìêîñòè ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ìíîãèõ ìîäåëåé

òàêèõ êàê ðåøåòî÷íûé ãàç, ìîäåëü Èçèíãà è Ïîòòñà. Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ ýòîé

îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçàíà ñ âîçíèêíîâåíèåì äîïîëíèòåëü-

íîé ïîâåðõíîñòè, èìåþùåé ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííà â ìàëîé

ñèñòåìå è íåçíà÷èòåëüíà â ÒÏ [74,75].

Ïîäðîáíî ïðîöåññ ôàçîâîãî ïåðåõîäà â àòîìíûõ êëàñòåðàõ ðàçîáðàí â ðàáî-

òå [76]. Â îáùåì ñëó÷àå êëàñòåð ìîæåò èìåòü ìíîãî àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèé, îäíàêî,

èñïîëüçóåìàÿ àâòîðàìè ìîäåëü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàåò òîëüêî

äâà àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèÿ. Òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ñòàáèëüíîñòü è òåï-

ëîâîå ðàâíîâåñèå òîëüêî äëÿ äâóõ ñîñòîÿíèé: æèäêîãî è òâåðäîãî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â òåðìîäèíàìèêå îïèñàííûõ âûøå ýôôåêòîâ

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð ñîñóùåñòâîâàíèÿ ôàç. Õàðàêòåð-

íîå âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìåæäó ñâÿçàííûìè àòîìàìè τeq ∼ 1
ωD
, ãäå ωD

- ÷àñòîòà Äåáàÿ. Äëÿ ìàëûõ ñèñòåì õàðàêòåðíî íàëè÷èå âûñîêîãî ýíåðãåòè÷åñêî-

ãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî àãðåãàòíûå ñîñòîÿíèÿ. Â ñëåäñòâèè ÷åãî, õàðàêòåðíîå

âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ êëàñòåðà â êàæäîì àãðåãàòíîì ñîñòîÿíèè τag ìíîãî áîëüøå ÷åì

ðàâíîâåñíîå âðåìÿ: τag >> τeq. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå ÷àùå âñåãî ñðàâíèâàþò-

ñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà â êàíîíè÷åñêîì è ìèêðîêàíîíè÷åñêîì àíñàìáëÿõ.

ÌÊÀ ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíåé ñðåäîé, ÷òî ìîæíî
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îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ õàðàêòåðíîãî âðåìåíè îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó êëà-

ñòåðîì è ðåçåðâóàðîì τth, äëÿ êîòîðîãî â äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî: τag << τth.

Òîãäà õàðàêòåðíîå âðåìÿ íàáëþäåíèÿ çà ñèñòåìîé â ÌÊÀ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê:

τag << τ << τth (1.2.1)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íà õàðàêòåðíûå âðåìåíà è îïðåäåëÿåò îáñóæäàåìûå îñîáåí-

íîñòè êëàñòåðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, çà âðåìÿ ïîðÿäêà τeq óñòàíàâëèâàåòñÿ òåïëîâîå

ðàâíîâåñèå äëÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ, è òåïëîâîå äâèæåíèå àòîìîâ

õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðîé. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ íà âåëè÷èíû

õàðàêòåðíûõ âðåìåíà ýòà òåìïåðàòóðà ðàçíàÿ äëÿ äâóõ àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèé èçî-

ëèðîâàííîãî êëàñòåðà, êîòîðûå îáîçíà÷åíû êàê Tsol, Tliq

Ôàçîâûé ïåðåõîä, ïðîèñõîäÿùèé âíóòðè êëàñòåðà, îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé

îñîáåííîñòüþ, ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî êîíôèãóðàöèîííûå è îñöèëëÿöèîííûå ñòåïåíè

ñâîáîäû ðàçäåëÿþòñÿ. Ýòîò ôàêò îòðàæàåòñÿ íà âûðàæåíèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ïîòåíöèàëîâ, çàïèñàííûõ â îêðåñòíîñòÿõ ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Òàê, èçìåíåíèå ýí-

òðîïèè ñèñòåìû ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: dS = dSth + dSconf, òàê ÷òî ïåðâûé

÷ëåí ñâÿçàí ñ êîëåáàíèÿìè àòîìîâ (òåïëîâûå ïðîöåññû), âòîðîé îòâå÷àåò èçìåíå-

íèþ â êîíôèãóðàöèÿõ ïðè ïåðåõîäå îò òâåðäîãî âåùåñòâà ê æèäêîñòè. Òàêèì æå

îáðàçîì ìîæíî ðàçáèòü è âíóòðåííþþ ýíåðãèþ êëàñòåðà:

E = Eth + Econf = Eth + ∆Ewliq

ãäå wliq âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â æèäêîì ñîñòîÿíèè, à ýíåðãèÿ êîíôèãóðàöè-

îííîãî âîçáóæäåíèÿ íå çàâèñèò îò ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ êëàñòåðà. Òîãäà òåìïå-

ðàòóðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåïëîâîìó äâèæåíèþ àòîìîâ, îïðåäåëÿåòñÿ èç: dEth =

TdSth. Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðó äëÿ êàæäîãî àãðåãàòíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ:
1

Tsol

=
dSsol

dEth

,
1

Tliq

=
dSliq

dEth

,
1

T
=

wsol

Tsol

+
wliq

Tliq

Ïîíèìàÿ ñâÿçü ìåæäó ñîîòíîøåíèÿìè íà âðåìåíà è ïîÿâëåíèåì äâóõ-òåìïåðàòóðíîãî

îïèñàíèÿ, ìîæíî ïåðåéòè ê ñðàâíåíèþ ïîâåäåíèÿ óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè â ÊÀ è

ÌÊÀ. Òàê, ñëó÷àé ÊÀ ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíîìó ê (1.2.1) ñîîòíîøåíèþ τag >> τth.

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó ÷òî òåìïåðàòóðà êëàñòåðà îäèíàêîâà äëÿ îáîèõ àãðåãàòíûõ

ñîñòîÿíèé. Â äàííîì ñëó÷àå òåïëîåìêîñòü âñåãäà áîëüøå íóëÿ.

Â ñëó÷àå èçîëèðîâàííîãî êëàñòåðà, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, åãî êàëîðè÷åñêèå

êðèâûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ëèíèÿìè, è â äàííîì ñëó÷àå

ìîæíî ïîëó÷èòü äâå çàâèñèìîñòè äëÿ òåïëîåìêîñòè êëàñòåðà. Â ïåðâîì ñëó÷àå
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òåïëîåìêîñòü ïîëîæèòåëüíàÿ, à âî âòîðîì ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíà. Êàê ìû

óæå âèäåëè ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíû îáà ñëó÷àÿ.

Ïðè îïèñàííûõ óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè êàæäîé íîâîé ýíåð-

ãèè êëàñòåðà, à êàæäîå ìàëîå óâåëè÷åíèå ýíåðãèè âáëèçè òåìïåðàòóðû ïëàâëå-

íèÿ ðàñõîäóåòñÿ ÷àñòè÷íî íà âîçáóæäåíèå òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ è ÷àñòè÷íî

íà êîíôèãóðàöèîííîå âîçáóæäåíèå. Åñëè íîâàÿ ìàëàÿ ïîðöèÿ ïåðåäàâàåìîé êëà-

ñòåðó ýíåðãèè èíäóöèðóåò êîíôèãóðàöèîííîå âîçáóæäåíèå, òî êàê ââåäåííàÿ â

êëàñòåð ýíåðãèÿ, òàê è íåáîëüøàÿ ÷àñòü òåïëîâîé ýíåðãèè ïåðåõîäèò íà êîíôèãó-

ðàöèîííóþ ñòåïåíü ñâîáîäû.Ñëåäîâàòåëüíî, ýôôåêòèâíàÿ òåìïåðàòóðà êëàñòåðà,

îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç ñðåäíþþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íà îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû,

óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè êëàñòåðà.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîé èç îñîáåííîñòåé êëàñòåðîâ ÿâëÿåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå

ôàç â îáëàñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà, òàê ÷òî ïåðåõîä îò îäíîãî àãðåãàòíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ê äðóãîìó ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà âîçáóæäåíèÿ,

òîãäà êàê â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå ýòîò ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ñêà÷êîì. Äèíà-

ìè÷åñêîå ñîñóùåñòâîâàíèå ôàç â êëàñòåðå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðÿäà åãî õà-

ðàêòåðíûõ ñâîéñòâ âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà, â ÷àñòíîñòè , òåïëîåìêîñòü

èçîëèðîâàííîãî êëàñòåðà, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî ñðåäíþþ òåìïåðàòóðó,

ñâÿçàííóþ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé àòîìîâ, ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé â îáëàñòè

â ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óâåëè÷åíèå ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ èçîëèðî-

âàííîãî êëàñòåðà èíäóöèðóåò ÷àñòè÷íûé ïåðåõîä åãî òåïëîâîé ýíåðãèè â ýíåðãèþ

êîíôèãóðàöèîííîãî âîçáóæäåíèÿ.

1.2.2 Áèìîäàëüíîñòü

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, îïðåäåëÿþùàÿ îñîáåííîñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäà â ïðî-

òÿæåííîé ñèñòåìå ýòî íàëè÷èå ðåçêîãî, ðàçðûâíîãî èçìåíåíèÿ â òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèõ ïîòåíöèàëàõ, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòà îñîáåí-

íîñòü åñòü àñèìïòîòè÷åñêèé ýôôåêò, èìåþùèé ìåñòî òîëüêî ïðè N → ∞. Ýòîò

ôàêò, íàïðèìåð, ïîêàçàí â ðàáîòå [11], â êîòîðîé ïðîèçâåäåí òî÷íûé ìàòåìàòè-

÷åñêèé àíàëèç ñèñòåìû ÷àñòèö êîíå÷íîãî ðàäèóñà ñ äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþ-

ùèì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû îñîáåííîñòè èñ÷åçàþò ïðè

ïîñòîÿííîì îáúåìå è êîëè÷åñòâå ÷àñòèö. Ýòè ðàçëè÷èÿ áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû

Õèëëîì [40] â òåðìèíàõ ôàçîâûõ äèàãðàìì ìàëûõ ñèñòåì ïðè ðàçëè÷íûõ âíåø-

íèõ óñëîâèÿõ. Àíàëèç îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ-ôàçíîì ïðèáëèæåíèè, ñóòü êîòîðîãî

ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â îáëàñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðîÿâëÿþòñÿ äâà ðàç-
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ëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿ A èëè B, íî íèêàê íå ïðîìåæóòî÷íîå. Òåì ñàìûì â äàííîé

ðàáîòå âïåðâûå áûëà ââåäåíà êîíöåïöèÿ áèìîäàëüíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ (X) êàê ñóììû äâóõ (èëè áîëåå)

âêëàäîâ ðàñïðåäåëåíèé öåíòðèðîâàííûõ íà ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ X.

Îñíîâíóþ èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ áèìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî [77] ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé ýíåðãèè â ÊÀ [78]. Ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòè â ÊÀ ïðè òåìïåðàòóðå β èìååò âèä Pβ (E) = exp (S (E) − βE − lnZβ).

Åñëè Pβ (E) èìååò òîëüêî îäíó îñîáóþ òî÷êó (òî÷êó ìàêñèìóìà), òî êàê óæå îá-

ñóæäàëîñü âûøå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñåäëîâûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ, êîòîðîãî

ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè â ïðåäåëå ñîâïàäàåò ñ íàèáîëåå âåðîÿòíûì ñîñòîÿíèåì

⟨E⟩ = Ēβ. Óñëîâèå íà îñîáóþ òî÷êó èìååò ñëåäóþùèé âèä:

T−1 = ∂ES
(
Ēβ

)
(1.2.2)

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ñèòóàöèè, ìèêðîêàíîíè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà T
(
Ē
)
â òî÷-

íîñòè ñîâïàäàåò êàíîíè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé β−1 = T (⟨E⟩)
Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî èíòåðåñíåå åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé áèìîäàëü-

íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pβ. Áèìîäàëüíàÿ ôîðìà õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ òî÷-

êàìè ìàêñèìóìà Ē
(1)
β , Ē

(2)
β , êîòîðûå ìîæíî ñâÿçàòü ñ äâóìÿ ðàçíûìè ôàçàìè, è

îäíîé òî÷êîé ìèíèìóìà Ē
(0)
β . Ýòî òðè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2.2). Â ýòîì ñëó÷àå

íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèè îêîëî òî÷êè ìàêñèìóìà, íî âñåãäà ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: ρβ = m
(1)
β ρ

(1)
β + m

(2)
β ρ

(2)
β , ãäå ρ

(i)
β ìîíîìîäàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ ïèêîì ðàñïîëîæåííîì â òî÷êå Ē
(i)
β . Òîãäà ñðåäíþþ ýíåðãèþ â ÊÀ

àíñàìáëå ìîæíî çàïèñàòü êàê:

⟨E⟩β = m̄
(1)
β Ē

(1)
β + m̄

(2)
β Ē

(2)
β

ãäå m̄
(i)
β ≃ m

(i)
β íîâûå âåñà, ìîíîòîííî ìåíÿþùèåñÿ ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû.

Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî îäíî çíà÷åíèå âåëè÷èíû ñðåäíåé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò

çàäàííîé òåìïåðàòóðå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ

áóäåò èçìåíÿòüñÿ ìîíîòîííî. Òåïåðü, åñëè âçàìåí óñðåäíåííîãî çíà÷åíèÿ ðàññìîò-

ðåòü íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè Ēβ äëÿ çàäàííîé òåìïåðàòóðû, ìîæíî

óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè íåìîíîòîííîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà βt,

â êîòîðîì âåðîÿòíîñòíûå âåñà ðàâíû, êàëîðè÷åñêàÿ êðèâàÿ âåäåò ñåáÿ ìîíîòîí-

íî, íî ïîòîì ïðîèñõîäèò ñêà÷îê ñ áîëåå íèçêîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ê âûñîêîìó.

Òàêîå íåïðèâû÷íîå äëÿ ÊÀ àíñàìáëÿ ðàññìîòðåíèå áëèçêî ê ÌÊÀ, äëÿ êîòîðîãî

òàêæå âîçìîæíî ïðèìåíåíèå áèìîäàëüíîñòè. Òàê êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ôèêñèðî-

âàíà, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Åñëè
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ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áèìîäàëüíîé, òî åñòü îáëàäàåò äâóìÿ òî÷êàìè

ìàêñèìóìà, óðàâíåíèå íà ýòè îñîáûå òî÷êè T−1 = ∂ES
(
Ēβ

)
èìååò áîëüøå îä-

íîãî ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàëîðè÷åñêàÿ êðèâàÿ â ÌÊÀ íåìîíîòîííà. Òàêèì

îáðàçîì, àíñàìáëè íåýêâèâàëåíòíû, ìèêðîêàíîíè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà îòëè÷àåòñÿ

îò êàíîíè÷åñêîé. Â êîíå÷íîé ñèñòåìå â ÊÀ, ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñ èçìåíå-

íèåì òåìïåðàòóðû ìåíÿåòñÿ ãëàäêî, â òî âðåìÿ êàê íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå

èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî.

Èäåÿ èñïîëüçîâàòü áèìîäàëüíîñòü äëÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà

íà ìàëûå ñèñòåìû ïîëó÷èëà áîëüøîå ðàçâèòèå. Íàèáîëüøåãî óñïåõà äîáèëèñü â

ðàáîòå [79], â êîòîðîé àâòîðû èçó÷àëè ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè ôàçî-

âîãî ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà � ïåðâîå áàçèðóåòñÿ íà ÿâëåíèè âîãíóòîñòè ýíòðîïèè

â ÌÊÀ, à âòîðîå íà ðàñïðåäåëåíèè íóëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. Àíàëèç íóëåé

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ñëóæèò ìîùíûì ìåòîäîì äëÿ îïèñàíèÿ è êëàññèôèêàöèè

ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [80, 81]. Â ñëó÷àå ÊÀ òî÷-

êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç íóëè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó ßíãà-Ëè [82]. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïîëó÷èòü íåàíàëèòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ÊÀ F (β) = − lim
N→∞

T lnQN (β) èëè åå ïðîèçâîäíûõ

ýòî ðàññìîòðåòü ðàñïðåäåëåíèå íóëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ÊÀ QN (β) íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè β ∈ { â ïðåäåëå N → ∞. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ ôàçîâîãî

ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà èçâåñòíî, ÷òî ïðè N → ∞ íóëè QN (β) ñêàïëèâàþòñÿ â

îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ βc è â ýòîé îêðåñòíîñòè íóëè

ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî ìíèìîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî ôàçîâûé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà

íóëè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ðàñïðåäåëåíû ñîãëàñíî óñëîâèþ ßíãà-Ëè. Èìåííî

ýòèì ðåçóëüòàòîì âîñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòå [79] ïîêàçàâ, ÷òî åñëè ñòàòèñòè÷å-

ñêàÿ ñóììà îáëàäàåò áèìîäàëüíîñòüþ, òî åå íóëè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèþ

ßíãà-Ëè è íàîáîðîò. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî î òîì, ÷òî áèìîäàëüíîñòü ïðèâîäèò ê

ðàñïðåäåëåíèþ íóëåé ßíãà-Ëè áûëî èçâåñòíî åùå Ëè. À â ðàáîòå [79] áûëî îáú-

ÿâëåíî î íàëè÷èè ñîâåðøåííî íîâîãî ðåçóëüòàòà, îáðàòíîé ñâÿçè ðàñïðåäåëåíèÿ

íóëåé ßíãà-Ëè è áèìîäàëüíîñòè. Òåì ñàìûì áèìîäàëüíîñòü ìîæåò áûòü îáúÿâ-

ëåíà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ôàçîâîãî ïåðåõîäà è èñïîëüçîâàòüñÿ

â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ.

Îïèñàííûå âûøå ðàáîòû è ðåçóëüòàòû ìîæíî îáúåäèíèòü â îòäåëüíûé ìå-

òîä, êîòîðûé èññëåäóåò òåïëîâûå êðèâûå â ïîèñêàõ ïëàòî è ðàçðûâîâ, âîçìîæíî,

ñâÿçàííûõ ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè. Îáëàñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ìàëûõ ñèñòåì

27



îïðåäåëÿåòñÿ, êàê íàëè÷èå äèàïàçîíà ñ îòðèöàòåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ, ïðîÿâëÿ-

þùåãîñÿ â ñëåäñòâèè ôëóêòóàöèé. Êàê ìîæíî áûëî óâèäåòü ïðîÿâëåíèå îòðèöà-

òåëüíîé òåïëîåìêîñòè äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàëîñü â ýêñïåðèìåíòàõ è ìîäåëèðî-

âàíèè. Äàëåå, ïîèñêè ïðèðîäû âîçíèêíîâåíèÿ îáëàñòè ðàçäåëåíèÿ ôàç â ìàëîé

ñèñòåìå ïðèâåëè ê ôîðìóëèðîâêå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ â òåðìèíàõ áèìîäàëüíî-

ñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

1.2.3 Êðèòè÷åñêîå îáñóæäåíèå

Îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû ÷àñòî ïîäâåðãàþòñÿ êðèòèêå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü

êðèòèêóþò ãëàâíûé ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ áèìîäàëüíîñòè � åå ïðÿìóþ ñâÿçü ñ

ôàçîâûì ïåðåõîäîì êàê â ÒÏ, òàê è â ìàëîé ñèñòåìå [79,83].

Íàïðèìåð, â ðàáîòå [84] îáñóæäàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé ôàçîâî-

ãî ïåðåõîäà. Áûë ïðåäëîæåí ïðèìåð ñèñòåìû, â êîòîðîé çàâåäîìî îòñóòñòâóþò

ñâîéñòâà áèìîäàëüíîñòè, íî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ßíãà-Ëè äëÿ ôàçîâîãî ïåðåõî-

äà ïåðâîãî ðîäà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîäõîäÿùåå ðàñïðåäåëåíèå îñîáåííîñòåé íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ôàçîâîìó ïåðåõîäó, ìîæåò áûòü ðåàëè-

çîâàíî äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà îáðàòíàÿ

ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé áèìîäàëüíîñòü âîçíèêàåò íå ïî ïðè÷èíå ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Â

ðàáîòàõ [85] ïðåäñòàâëåíî äâà ïðèìåðà íàëè÷èÿ â ñèñòåìå ñâîéñòâ áèìîäàëüíîñòè

áåç ïðîÿâëåíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Â ïåðâîì ïðèìåðå áèìîäàëüíîñòü âîçíèêàåò â

áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ïðè òåìïåðàòóðå âûøå êðèòè÷åñêîé èç-çà íàëè÷èÿ îòðèöà-

òåëüíîãî êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Âòîðîé ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò

ðåøåíèþ çàäà÷è ìóëüòèôðàãìåíòàöèè ÿäðà â êîíå÷íîé ñèñòåìå. Âî âòîðîì ïðè-

ìåðå áèìîäàëüíîñòü ÿâíî ïîêàçàíà äëÿ àíàëîãà ãàçîâîé ôàçû â ìàëîé ñèñòåìå.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [86]. Òàêèì îáðàçîì, íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî

áèìîäàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ îáëàñòè ñîñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôàç. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî áèìîäàëüíîñòü íåâîçìîæíî íàáëþäàòü

ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ èçìåðåíèé, êðèòèêà áèìîäàëüíîñòè ïðèâîäèò ê âîïðîñó î ïðè-

ðîäå îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé ýíòðîïèè â ÌÊÀ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê

âñêîðå áûëî îòìå÷åíî [87,88], ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàëîðè-

÷åñêèõ êðèâûõ ñèëüíî çàâèñÿò îò íåèçâåñòíûõ óñëîâèé íà äàâëåíèå-îáúåì (ïîñòî-

ÿííîå äàâëåíèå, ïîñòîÿííûé îáúåì).

Òàêæå ïîêàçàòåëüíà ñëåäóþùàÿ äèñêóññèÿ ìåæäó òðåìÿ ãðóïïàìè ôèçèêîâ,

íà÷àâøàÿñÿ â 2007 ãîäó íà ñòðàíèöàõ æóðíàëà EPL. Êàòàëèçàòîðîì ñïîðîâ âûñòó-

ïèëà ðàáîòà [89], â êîòîðîé áûë ïîñòàâëåí ïîä âîïðîñ îñîáûé ñìûñë îòðèöàòåëü-
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íîé òåïëîåìêîñòè â íàíîêëàñòåðàõ. Â äàííîé ðàáîòå óòâåðæäàëîñü, ÷òî ïîÿâëåíèå

îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ åñòü àðòåôàêò ïðèìåíåíèÿ ôîðìàëèçìà

ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ê çàâåäîìî íåðàâíîâåñíûì ìåòàñòàáèëüíûì ñèñòå-

ìàì. Àâòîðû ïðèâåëè ïðîñòóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàçî-

âîìó ïåðåõîäó òâåðäîå âåùåñòâî-æèäêîñòü, äëÿ êîòîðîé îòðèöàòåëüíàÿ òåïëîåì-

êîñòü âîçíèêàåò òîëüêî ïðè íåâåðíîì âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. Òàêæå

èìè áûë ðàññìîòðåí ðÿä ðàáîò, óêàçûâàþùèõ íà ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíûõ ñè-

ñòåì ñ îòðèöàòåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ. Äàííîå ðàññìîòðåíèå ïðèâåëî èõ ê òîìó,

÷òî ó ðåçóëüòàòîâ ìîæåò áûòü îáúÿñíåíèå, íå òðåáóþùåå íàëè÷èÿ îòðèöàòåëü-

íîé òåïëîåìêîñòè. Íà êðèòèêó îòâåòèëè äâå ãðóïïû ó÷åíûõ [90], [91], óêàçàâ íà

íåâåðíîå îïèñàíèå ÌÊÀ. Òàêæå îíè ïðèâåëè ïðèìåðû ñèñòåì â, êîòîðûõ ìîäå-

ëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ó÷åòîì îïèñàííûõ â [89] ýôôåêòîâ, íî îòðèöàòåëüíàÿ

òåïëîåìêîñòü ïðîÿâëÿëàñü. Ïîëó÷åííûå îòâåòû íå ñìîãëè óáåäèòü ïåðâóþ ãðóïïó

ïîýòîìó îíè ïðèâåëè äîïîëíèòåëüíûå àðãóìåíòû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ [92], [93].

Òàêîå ðàçâèòèå ñîáûòèé âûçûâàåò âîïðîñû ê ìåòîäèêå, îñíîâàííîé íà èññëåäîâà-

íèè êàëîðè÷åñêèõ êðèâûõ, è ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ òåîðèé, îñíîâàííûõ íà àíà-

ëèçå ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû.

Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ êîíå÷íûõ àòîìíûõ êëàñòåðîâ â îêðåñòíîñòÿõ îñîáîé

òî÷êè ïîìîãëî îòâåòèòü íà ìíîãèå âîïðîñû, íî â òî æå íåêîòîðûå âûâîäû áûëè

ïîñïåøíûìè. Òàê ìû â î÷åðåäíîé ðàç óâèäåëè ïðîÿâëåíèå ìàëûõ ñèñòåì â îãðîì-

íûõ ôëóêòóàöèÿõ, íåýêâèâàëåíòíîñòè àíñàìáëåé è îòñóòñòâèè íàèáîëåå âåðîÿò-

íîãî ñîñòîÿíèÿ. Íî ìåòîäû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íå ñìîãëè ïîêàçàòü

ïîëíóþ êàðòèíó òîãî, êàê ýòè îñîáåííîñòè ñâÿçàíû ñ íàáëþäàåìûìè òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Àëüòåðíàòèâíîå æå íàïðàâëåíèå, èñïîëüçóþùåå ïîíÿ-

òèå áèìîäàëüíîñòè òàêæå íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíîå îïèñàíèå, òàê êàê

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íàïðÿìóþ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå

òåîðèè âêëþ÷àþùåé òî÷íîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôè-

çèêè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñëåäñòâèé ÒÏ. Êîëè÷åñòâî ìîäåëåé, õîòÿ áû êà÷åñòâåííî

îïèñûâàþùèõ ìåòàñòàáèëüíóþ îáëàñòü è äîïóñêàþùèõ òî÷íîå ðåøåíèå äàæå â

óñëîâèÿõ, ÒÏ íåâåëèêî [94], íå ãîâîðÿ î ðåøåíèè â êîíå÷íîé ñèñòåìå. Ïîäõîäÿ-

ùèé êàíäèäàò áûë íàéäåí â ÿäåðíîé ôèçèêå, èìåííî ýòîé ìîäåëè áóäåò ïîñâÿùåí

ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.
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1.3 Ìåòàñòàáèëüíàÿ îáëàñòü â ìàëûõ ñèñòåìàõ

Êàê ìîæíî áûëî óâèäåòü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, çà ïî÷òè 30 ëåò ìîäåëè-

ðîâàíèÿ êîíå÷íûõ êëàñòåðîâ âîçíèêëà èëëþçèÿ, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà ïðîñòà

è ïîíÿòíà. Áîëåå òîãî, êàçàëîñü, ÷òî íóæíû òîëüêî äàííûå è ÷èñëåííûå ìîäåëè,

êîòîðûå áóäóò îïèñûâàòü èõ. Òàêîé ïîäõîä óñïåøíî ïðàêòèêîâàëñÿ, êàê ýòî áûëî

îòìå÷åíî âûøå. Îäíàêî, ýòîò ïóòü ïðèâåë ê òîìó, ÷òî ïîíèìàíèå ïðèðîäû ÿâ-

ëåíèé íèñêîëüêî íå óëó÷øèëîñü. Ïðè÷èíîé òîìó òî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå íà ýòîì

óðîâíå íå îáåñïå÷èâàåò íàñ íèêàêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, â ëó÷øåì ñëó÷àå ëèøü

äåìîíñòðèðóåò ÷òî-òî. Ïîýòîìó, íåîáõîäèì àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ó÷èòûâàþ-

ùèé îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì, è ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü îáîáùåíèå íà îñíîâå

õîðîøî èçâåñòíûõ ìîäåëåé. Â êà÷åñòâå áàçèñà, íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü ìîäåëè

äîïóñêàþùèå òî÷íîå ðåøåíèå èëè ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ. Áëèçêàÿ ìåòîäè-

êà áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàáîòàõ [95, 96], ãäå ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ ïðèìå-

íÿåòñÿ ê êîíå÷íûì ñèñòåìàì. Ðåàëüíûå ìîëåêóëû ïðåäñòàâëÿþòñÿ êëàñòåðàìè

÷àñòèö, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ Èçèíãà. Åñëè ðàññìîòðåòü ýòè êëàñòåðû

â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé

ñóììû ðåàëüíîãî ãàçà â ÊÀ. Ïðè âû÷èñëåíèè ÿâíîãî âûðàæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé

ñóììû â ÁÊÀ ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ÒÏ è ñëó÷àÿ êëàñòåðîâ

êîíå÷íîãî ðàçìåðà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûé ïîäõîä ïðè-

âîäèò ê êîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðèðîäó îòêëîíåíèé â

òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ.

Äëÿ ïîèñêà ïîäõîäÿùåãî êàíäèäàòà íà ðîëü òàêîé ìîäåëè â î÷åðåäíîé ðàç

îáðàòèìñÿ ê èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè ÿäåðíîé ôèçèêè. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

îäíîâðåìåííîãî èñïóñêàíèÿ íåñêîëüêèõ ëåãêèõ ôðàãìåíòîâ áûëà âïåðâûå ïðåä-

ëîæåíà â 1981 [97]. Àâòîðû ðàññ÷èòàëè ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ÁÊÀ äëÿ ðàñïà-

äà áîëüøîãî, çàðÿæåííîãî ÿäðà íà íåñêîëüêî ëåãêèõ ôðàãìåíòîâ, ñ çàðÿäîì ãî-

ðàçäî ìåíüøèì ïåðâîíà÷àëüíîãî. Ïðåèìóùåñòâî ýòîé òåîðèè áûëî â ðåàëèçàöèè

ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ðàçîáüåòñÿ íà íåñêîëüêî êóñ-

êîâ, îïðåäåëÿëàñü êàê ÁÊÀ ïðèáëèæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîôðàãìåíòíûõ âåðî-

ÿòíîñòåé. Ïîçæå áûëà ðàçðàáîòàíà ìèêðîêàíîíè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ óæå áû-

ëà ïîõîæà íà ôèíàëüíóþ âåðñèþ Êîïåíãàãåíñêîé ìîäåëè ìóëüòèôðàãìåíòàöèè.

Êîíå÷íàÿ òåîðèÿ ïîÿâèëàñü â ñëåäñòâèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû ãðóïï èç Êîïåíãà-

ãåíà è Ìîñêâû [98]. Îíè ñ÷èòàëè, ÷òî ñèñòåìà äîñòèãàåò ïîëíîãî ðàâíîâåñèÿ è

ðàâíîìåðíî çàïîëíÿåò âñå äîïóñòèìîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

áîëüøîé è ïðîèçâîëüíûé íàáîð ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ôðàãìåíòîâ, êàæäàÿ
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êîíôèãóðàöèÿ èìååò ñâîé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ, îïðåäåëÿåìûé ÷èñëîì âîçìîæíûõ

âàðèàíòîâ ðàñïàäà ïåðâîíà÷àëüíîãî ÿäðà íà ôðàãìåíòû. Â äàííîé ìîäåëè ñî-

õðàíÿåòñÿ òîëüêî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè, òàê ÷òî îíà ñîîòâåòñòâóåò

ÊÀ. Ãðîññîì [18] áûë ïðîèçâåäåí îáùèé àíàëèç òåðìîäèíàìèêè êîíå÷íîãî êîëè-

÷åñòâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â ÌÊÀ. Öåëüþ áûëî èññëåäîâàíèå òîïîëîãèè

äîïóñòèìîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà N -÷àñòèö (òåë). Èìåííî òîïîëîãèåé ôàçîâî-

ãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ áóäåò ñèñòåìà åäèíûì öåëûì èëè ðàçîáüåòñÿ íà

ôðàãìåíòû. Â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ íà êóñêè, êîíå÷íàÿ ñèñòåìà òåðÿåò îäíîðîäíîñòü

è âîçíèêàþò ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè èëè ñòðóêòóðû. Â êîíå÷íîé ñèñòåìå âêëàä

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, ó÷èòûâàþùåé âñå âîçìîæíûå ôðàãìåíòàöèè äîñòàòî÷íî

çàìåòåí. Ìóëüòèôðàãìåíòàöèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè òàêîì ðàñ-

ñìîòðåíèè è ÿâëÿåòñÿ íîâûì ñïîñîáîì ñòðóêòóðíîãî òðàíñôîðìèðîâàíèÿ äëÿ ìà-

ëûõ ñèñòåì, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî, ìàëàÿ ñèñòåìà èìååò

íîâûå äîïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, îòñóòñòâóþùèå â áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ.

Ýòî, íàïðèìåð, ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè íåñòàáèëüíûõ ôðàãìåíòîâ, êîòîðûå

íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â ÒÏ.

Óñïåõè òåîðèè ìóëüòôðàãìåíòàöèè ÿâëÿþòñÿ ìîòèâèðóþùèì ôàêòîì äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ïåðåíåñòè åå îáùèå ðåçóëüòàòû íà ìîëåêóëÿðíûå ñèñòåìû. Â ìàëîé

ñèñòåìå àòîìíûå êëàñòåðà ìîãóò ïðèíèìàòü íåðàâíîâåñíûå â ÒÏ âîçáóæäåííûå

ôîðìû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â êîíå÷íîì îáúåìå. Àíàëîãè÷íî, ãàç âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ ìîëåêóë â ÒÏ îáëàäàåò îäíîé åäèíñòâåííîé êîíôèãóðàöèåé, íî

ïðè ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèå

äîïîëíèòåëüíûõ ìåíåå âåðîÿòíûõ êîíôèãóðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ôðàãìåíòàöèè ÿäåð ïðèíàäëåæèò øèðîêîìó êëàññó êàïåëüíûõ ìîäåëåé,

ñðåäè êîòîðûõ, íàïðèìåð,ìîæíî îòìåòèòü êàïåëüíóþ ìîäåëü Ôèøåðà [99], óñïåø-

íî ïðèìåíÿåìóþ äëÿ îïèñàíèÿ ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè ðåàëüíûõ ãàçîâ. Äàëåå â

äàííîé ãëàâå áóäåò äîñòàòî÷íî êðàòêî îáñóæäàòüñÿ ïîñòðîåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé

ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîëåêóë.

Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ñ÷èòàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì è îïèñûâàåò-

ñÿ, íàïðèìåð, ôîðìóëîé Ëåíàðäà Äæîíñà:
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ãäå r � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìîëåêóë, ϵ � ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû,

d � ðàññòîÿíèå íà êîòîðîì ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé.

Ìîëåêóëû, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ïîìîùüþ ïîäîáíîãî êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïî-
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òåíöèàëà, îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû, îáðàçóÿ êëàñòåðû íåêîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîé

ôîðìû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãèåé ôðàãìåíòàöèè â ÿäåðíîé ôèçèêå. Ïåðâîíà÷àëü-

íîé íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òîãî êàê âûãëÿäèò íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ

êîíôèãóðàöèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîëåêóë â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè, ãäå ïîâå-

äåíèå ðåàëüíîãî ãàçà ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà

íóêëåàöèè.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãîìîãåííîé íóêëåàöèè (ÊÒÍ) áûëà ðàçðàáîòà-

íà [100�103] äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà óñòîé÷èâîãî îáðàçîâàíèÿ çàðîäûøåé íîâîé

ôàçû â îäíîðîäíîé èñõîäíîé ôàçå. Ôëóêòóàöèè â ïåðâîíà÷àëüíîé, ìåòàñòàáèëü-

íîé ôàçå, ñîñòîÿùåé èç ìîíîìîëåêóë, ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ êëàñòåðîâ ðàçëè÷-

íûõ ôîðì è ðàçìåðîâ. Ýíåðãèÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ èõ îáðàçîâàíèÿ ∆Gk çàâèñèò îò

êîëè÷åñòâà ìîëåêóë è îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ çàäàííîãî ðàçìåðà:

nk ∼ exp

(
−∆Gk

T

)
ãäå nk � êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ðàçìåðîì k, T � òåìïåðàòóðà â ñèñòåìå . Ìîäåëü

íóêëåàöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ âîçìîæíîñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäà èç ìåòàñòàáèëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ â íîâîå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå. Êàæäûé êëàñòåð îêðóæåí ãàçîì îäèíî-

êèõ ìîëåêóë, è ñëåäîâàòåëüíî, èç ýòîãî ãàçà ìîëåêóëû ìîãóò âûñàæèâàòüñÿ íà

êëàñòåð, òàêæå, è â îáðàòíóþ ñòîðîíó, êëàñòåð ìîæåò èñïóñêàòü ìîëåêóëû. Ñ ðî-

ñòîì ôëóêòóàöèé îáðàçóþòñÿ êëàñòåðû äëÿ êîòîðûõ óâåëè÷åíèå ðàçìåðà áîëåå

âûãîäíî, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó íîâîé ôàçû. Ïåðåõîäíàÿ òî÷êà

k∗ ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìóìó ýíåðãèè îáðàçîâàíèÿ ∂k∆Gk = 0. Òàêèì îáðàçîì,

êëàñòåðû ðàçìåðîì ìåíüøå ÷åì k∗ èñ÷åçàþò, à áîëüøå ïðåâðàùàþòñÿ â íîâóþ

óñòîé÷èâóþ ôàçó. Ýòî êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà òîãî êàê ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ôà-

çîâîãî ïåðåõîäà ãàç-æèäêîñòü [104]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ

ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà, âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïîñòðîèòü êèíåòèêó ïðîöåññà è ïîëó-

÷èòü íàáëþäàåìóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî,

êîíå÷íî, íå ðåøàåìàÿ çàäà÷à, íî ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î ðåæèìå ïðîöåñ-

ñà, íàïðèìåð, ñòàöèîíàðíûé èëè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Âî-âòîðûõ, òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñòàòèñòè÷åñêîé êàðòèíû, íî äëÿ

ýòîãî íóæíî çíàòü ýíåðãèþ îäíîãî êëàñòåðà. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ôîðìå êàïëè, íèæå áóäåò îïðåäåëåíà ãåîìåòðèÿ êëà-

ñòåðà è îáñóæäåíû óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî [105�107].

Ðàññìîòðèì êëàñòåð íåêîòîðîãî ðàçìåðà, êîòîðûé îêðóæåí ãàçîì îäèíîêèõ
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ìîëåêóë, îí íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ äðóãèìè êëàñòåðàìè, íî ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ

÷àñòèöàìè ñ ãàçîì [108]. Òîãäà åñëè îáîçíà÷èòü çà An êëàñòåð ðàçìåðîì n, òî

ìîæíî çàïèñàòü ñèìâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèñõîäÿùåãî ïðîöåññà:

An+1 ↔ An + A1

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ck � âåðîÿòíîñòü äëÿ êëàñòåðà ðàçìåðîì k çà-

õâàòèòü ÷àñòèöó, Ek � âåðîÿòíîñòü èñïóñòèòü ÷àñòèöó, òîãäà ïîòîê êëàñòåðîâ

ðàçìåðîì k â åäèíèöó âðåìåíè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂nk

∂t
= Ck−1nk−1 + Ek+1nk+1 − Cknk − Eknk

Äàííàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ ïîòîêîâ, ïîýòîìó åñëè ââåñòè

îïðåäåëåíèå äëÿ ÷èñòîãî ïîòîêà êëàñòåðîâ ðàçìåðîì k

Ik = CkNk − Ek+1Nk+1

Ìû ìîæåì çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàþùèå äèíàìèêó íóê-

ëåàöèè
∂Nk

∂t
= Ik−1 − Ik

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îòäåëüíàÿ ñëîæíàÿ çàäà÷à. Îäíàêî,

íàñ èíòåðåñóþò íå âñå ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïðîöåññ íóêëåàöèè. Â

ïåðâóþ î÷åðåäü íàì èíòåðåñåí ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé, ÷òî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

I = const . Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà ðåæèìà íóêëåàöèè, ñáàëàíñèðîâàííûé

ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ I = 0 è áîëåå îáùèé íåñáàëàíñèðîâàííûé I = Ik = const.

Õîòü ïåðâûé ñëó÷àé èíòåðåñíûé è ïîëåçíûé äëÿ ïîíèìàíèÿ, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îí

íå ïðîÿâëÿåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå íåñáàëàíñèðî-

âàííîãî ðàâíîâåñíîãî ïðîöåññà. Íàëè÷èå íåíóëåâîãî I ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

òðåáîâàíèåì äëÿ ëþáîé ìîäåëè ðåàëüíîãî ïðîöåññà íóêëåàöèè.

Òàê êàê ïîòîê I = const ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

I = C1N1 − E2N2 = C2N2 − E3N3 = ... = CkNk − Ek+1Nk+1

×òîáû ïîëó÷èòü âåðíûå ôèçè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûáðàòü ïðàâèëüíûå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êëàñòåðû äîñòèãøèå íåêîãî ðàç-

ìåðà M > k∗ ïðåâûøàþùåãî êðèòè÷åñêèé ðàçìåð íóæíî óäàëÿòü èç ðàññìîòðå-

íèÿ. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà èñêîìóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ fM = 0, ãäå M ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó ðàçìåðó êëàñòåðà.
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Âåëè÷èíà M ñëàáî âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ïîýòîìó âûáåðåì åå çíà÷èòåëüíî áîëüøå

ïî ñðàâíåíèþ ñ k∗. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðåíèÿ â îáëàñòè ìà-

ëûõ ìîëåêóë ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü áëèçêèì ê ðàñïðåäåëåíèþ Áîëüöìàíà.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå â òî÷êå k = 1 ìîæíî çàïèñàòü êàê

lim
k→1

f1
n1

= 1

Ñóùåñòâóåò íåáîëüøîé òðþê, çàêëþ÷àþùèéñÿ â îòäåëüíîì ðàññìîòðåíèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ n0
k, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñáàëàíñèðîâàííîìó ïðîöåññó, òî åñòü ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

Ckn
0
k − Ek+1n

0
k+1 = 0

Èç êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü îòíîøåíèå Ck

Ek+1
. Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

ñóììèðîâàíèÿ ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

M∑
k=1

I

Ckn0
k

=
f1
n0
1

= 1

è ïåðåõîäÿ ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó ïîëó÷èì

I−1 =

∫ M

1

dk

Ckn0
k

Íàïèøåì ðàçëîæåíèå ýíåðãèè êëàñòåðà îêîëî êðèòè÷åñêîé òî÷êè k∗

∆Gk = ∆Gk∗ +
1

2

[
∂2G

∂k2

]
k∗

= δGk∗ −
Q

2

Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q > 0, âû÷èñëèì çíà÷åíèå èíòåãðàëà

I−1 = C−1
k∗ exp

δGk∗

T

∫ M

1

exp
−Q (k − k∗)2

T
dk

I =
Ck∗n

∗

(2πT/Q)
1
2

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èñïîëüçîâàíèÿ ÒÏ. Äåéñòâèòåëü-

íî, äàæå èñïîëüçóÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà, ìîæíî îòìåòèòü ðÿä ïðè-

áëèæåíèé íå ðàáîòàþùèõ â ìàëîé ñèñòåìå. Âî-ïåðâûõ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äîëæ-

íû ó÷èòûâàòü êîíå÷íî ÷èñëî ìîëåêóë. Âî-âòîðûõ, ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå òî-

æå äîëæíî áûòü ïîëó÷åíî äëÿ ìàëîé ñèñòåìû, à òàêæå, äîëæíû áûòü ó÷òåíû íå

òîëüêî íàèáîëåå âåðîÿòíûå ñîñòîÿíèÿ. Âñå ýòè ìîäèôèêàöèè íåëüçÿ ñîâåðøèòü,

èñïîëüçóÿ òîëüêî êèíåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü íóêëåàöèè.
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1.3.1 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ êàðòèíà

Ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî ïðîèçâåñòè ñòðîãîå ðàññìîòðåíèå

íåèäåàëüíîãî ãàçà, ïîñòðîèâ äëÿ íåãî âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî

ðàçìåðàì. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþò ÊÀ è ÁÊÀ, ìû íà÷íåì èçëîæåíèå ñ ÊÀ è

çàòåì ïðîäåìîíñòðèðóåì êàê ïåðåõîä ê ÁÊÀ ìîæåò ïîìî÷ü îáîéòè íåêîòîðûå

âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû. Ïîëíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ðåàëüíîãî ãàçà â ÊÀ,

âêëþ÷àþùàÿ âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

QN =
1

N !

∫
...

∫
e−

H(p1,...,pN,r1,...,rN )
T dp1...dpNdr1...drN

ãäå dpi = dpxi
dpyidpzi, dri = drxi

dryidrzi, èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðîñòðàí-

ñòâó èìïóëüñîâ (pxi
, pyi, pzi) è êîîðäèíàò (rxi

, ryi, rzi), i = 1, ..., N . Ãàìèëüòîíèàí

ñèñòåìû ñîñòîèò èç êèíåòè÷åñêîãî è ïîòåíöèàëüíîãî ÷ëåíà:

H =
N∑
i=1

1

2m

(
p2x1

+ p2y1 + p2z1
)

+ U (r1, ..., rN)

U =
∑

1≤i<j≤N u (rij) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ N (N − 1) /2

ïàð ìîëåêóë. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó îáúåìó, ó÷èòûâàÿ,

÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿì íîðìàëüíîå, ìîæíî ëåãêî ïðîèçâåñòè èíòåãðèðî-

âàíèå ïî êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè:

QN =
ZN

N !Λ3N

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå äëÿ äëèíû âîëíû äå Áðîéëÿ Λ =
(

1
2πmT

)1/2
. Âåñü

âêëàä ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì âûðàæåíèè:

ZN =

∫
...

∫
e−U/Tdr1...drN

Ôóíêöèÿ Z (N, V, T ) íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèîííûì èíòåãðàëîì, è åñëè ìû ñìî-

æåì âû÷èñëèòü ýòó ôóíêöèþ, òî ïîëó÷èì âñþ èíôîðìàöèþ î òåðìîäèíàìèêå ñè-

ñòåìû. Ê ñîæàëåíèþ, âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ îáúåìíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðÿìûå âû-

÷èñëåíèÿ äàæå äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìîëåêóë íåâîçìîæíû. Ïîýòîìó, íåîá-

õîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, êàê óñòðîåí êîíôèãóðàöèîííûé

èíòåãðàë. Íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî åñëè êëà-

ñòåðû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, òî ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ðÿäà ÷àñòíûõ âçàèìîäåéñòâèé êàæäîé ãðóïïû Uk, òîãäà êàæäîå

òàêîå ðàçáèåíèå ïî ãðóïïàì áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âêëàä â êîíôèãóðàöèîí-

íûé èíòåãðàë. ×èñëî òàêèõ âêëàäîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñïîñîáîâ âûáðàòü èç N
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ïðîíóìåðîâàííûõ ÷àñòèö ãðóïïû ñîäåðæàùèå k = 1, ..., N ìîëåêóë. ×èñëî òàêèõ

ñïîñîáîâ ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé N

ìîëåêóë ïî ãðóïïàì ðàâíî N !/
∏N

k=1 nk. Òàêæå íóæíî ó÷åñòü, ÷òî â êàæäîé ÿ÷åé-

êå k ÷àñòèö ìîæíî ïåðåñòàâèòü k! ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åùå
∏N

k=1 (k!)nk

ïîâòîðÿþùèõñÿ ñîñòîÿíèé. Òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê

äëÿ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

N !∏N
k=1 nk! (k!)nk

Òàêèì îáðàçîì, â çàìêíóòîé ñèñòåìå îáúåìîì V ñîäåðæèòñÿ N ìîëåêóë, êîòîðûå

ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ãðóïïàì â êëàñòåðû ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ, ñîäåðæàùèõ îò k =

1 äî k = N ìîëåêóë. Êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó

ðàâåíñòâó:

N =
N∑
k=1

knk (1.3.1)

Ó÷èòûâàÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ

êîíôèãóðàöèîííîãî èíòåãðàëà êàæåòñÿ íåïðèñòóïíîé. Îäíàêî, Ìàéåðó [109] óäà-

ëîñü ïîëó÷èòü òî÷íîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû.

Ìàéåð ââåë íîâóþ ôóíêöèþ fij, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fij = eu(rij/T ) − 1

Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e−U/T =
∏

1≤i<j≤N

(1 + fij) = 1 +
∑

fij +
∑

fijfkl + ...

C ïîìîùüþ ôóíêöèè fij îòäåëüíûå ìîëåêóëû ìîæíî îáúåäèíÿòü â êëàñòåðû. Òà-

êèõ îáúåäèíåíèé, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìîæåò áûòü î÷åíü ìíîãî, ïîýòîìó

íóæíî ââåñòè êëàñòåðíóþ ñóììó Si,j,k,... � ýòî ñóììà âêëàäîâ âñåõ âîçìîæíûõ

îáúåäèíåíèé ìîëåêóë i, j, k, .... Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îäíîé ìîëåêóëû Si = 1. Óäîáíî

ââåñòè êëàñòåðíûé èíòåãðàë bj:

bk (V, T ) =
1

k!V

∫
...

∫
S1,2,...,kdr1...drk

Òåïåðü, ïðîèçâîäÿ îïèñàííûå âûøå êîìáèíàòîðíûå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü

ïðåäñòàâëåíèå Ìàéåðà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû:
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QN =
∑
{nk}

N∏
k=1

(V bk)
nk

nk!
δ

(
N −

N∑
k=1

knk

)
(1.3.2)

Áëàãîäàðÿ ïðåäñòàâëåíèþ â âèäå êëàñòåðîâ Ìàéåðà ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå

âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â ÊÀ. Çàìåòèì, ÷òî íà äàííîì ýòàïå íå ñäå-

ëàíî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ðàçìåðå ñèñòåìû è êîëè÷åñòâå

÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (1.3.2) ðàáîòàåò íà âñåõ ìàñøòàáàõ, ãäå ïðè-

ìåíèìà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Îäíàêî, â ñèëó óñëîâèÿ (1.3.1) â îáùåì ñëó÷àå

ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå ïî äîïóñòèìûì ðàñïðåäåëåíèÿì nk ïðîèçâåñòè íåâîçìîæ-

íî. Â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ äàííîé

ïðîáëåìû. Ïåðâûé ñïîñîá áûë ïîëó÷åí åùå Ìàéåðîì äëÿ ÊÀ. Ìåòîä ðàññìàòðè-

âàåò òîëüêî ñèñòåìû â ÒÏ, ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îäíî íàèáîëåå âåðîÿòíîå

ðàñïðåäåëåíèå n∗
k. Ââåäåì ôóíêöèþ f = f (nk):

f (nk) =
N∏
k=1

V bnk

k

nk!

ln f =
N∑
k=1

(nk lnV bk − nk lnnk + nk) (1.3.3)

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ òî÷êè ìàêñèìóìà âûðàæåíèÿ (1.3.3) ïðè óñëîâèè

N−
∑N

k=1 knk = 0. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ëàãðàíæà, ââåäåì ïàðàìåòð

α � ïàðàìåòð Ëàãðàíæà:

∂
(

ln f − αN
∑N

k=1 knk − αN
)

∂nk
= 0

lnV bk − lnn∗
k − αk = 0

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷èì òî÷êó ìàêñèìóìà:

n∗
k = V bke

−αk

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòð α âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íà ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:

N =
N∑
k=1

V kbke
−αk
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Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü α êàê ôóíêöèþ îò N/V è T . Òàê êàê

ìû èìååì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå, à èìåííî òåðìîäèíàìè÷åñêèå

ñâîéñòâà ÊÀ â ÒÏ, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë α.

−F

T
= −N ln Λ3 + ln f (n∗

k) = (1.3.4)

= −N ln Λ3 +
N∑
k=1

(
n∗
k lnV bk − n∗

k lnV bke
−αk + n∗

k

)
=

= −−N ln Λ3 − αN + n∗
k

Ñëåäîâàòåëüíî,

−µ

T
=

(
∂ lnQ

∂N

)
V,T

= − ln Λ − α

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî α = Λ−3eµ/T = Λ−3z, ãäå z � ëåòó÷åñòü

(fugacity). Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî −F
T = −Nµ

T + PV
T ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ

äàâëåíèÿ â ñèñòåìå:

P

T
=

N∑
k=1

bkz
k

Äàííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ âèäîì âèðèàëüíûõ ðàçëîæåíèé, à çíà÷èò â ÒÏ

êëàñòåðû ìàéåðà ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ðåàëüíûìè êëàñòåðàìè â ãàçå.

Âìåñòî ïåðåõîäà ê ÒÏ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì ìåòîäîì. Îñíîâîé ìå-

òîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì è ìà-

òåðèàëüíîì êîíòàêòå ñ âíåøíåé ñðåäîé, äåéñòâóþùåé êàê òåðìîñòàò ñ êîòîðûì

ñèñòåìà ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ìîëåêóëàìè. Äëÿ äàííîé ñèòóàöèè ïîäõîäèò ÁÊÀ è

ñëåäîâàòåëüíî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà èìååò âèä:

Ξ =
∞∑

N=1

QN exp

(
µN

T

)
ãäå, ïàðàìåòðû µ, T íóæíî ñ÷èòàòü çàäàííûìè, íàâÿçàííûìè âíåøíèì òåðìîñòà-

òîì. Äàííûé ïåðåõîä íèêàê íå ñâÿçàí ñ ÒÏ, íî ïîçâîëÿåò ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà

êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â ñèñòåìå. Ïîäîáíûì ïåðåõîäîì ïîëüçîâàëñÿ åùå Ãèááñà äëÿ

èäåàëüíîãî ãàçà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïîñëå ñíÿòèÿ îãðàíè÷å-

íèÿ íà nk íóæíî ïåðåñòàâèòü äåéñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ.

Ξ =
∞∑

N=0

∑
{nk}

N∏
k=1

V bk exp µk
T

nk!
=

∞∏
k=1

∞∑
nk=1

V bk exp µk
T

nk!
= (1.3.5)

= exp

[
V

∞∑
k=1

bk exp

(
µk

T

)]
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Äëÿ ÒÏ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ

P

T
=

N∑
k=1

bkz
k

Äàííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì Ìàéåðà äëÿ ÊÀ â ÒÏ.

Èñïîëüçîâàíèå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ìàéåðà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü òî÷-

íîå ðåøåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòèêè ðåàëüíîãî ãàçà. Îäíàêî, äàííûé ôîðìàëèçì

íå ïîäõîäèò äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êëàñòåðû Ìàéåðà ÿâëÿþòñÿ ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåê-

òàìè è ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì êëàñòåðàì òîëüêî â ÒÏ. Ýòîò ôàêò íå ïîçâîëÿåò â

îòñóòñòâèè ÒÏ çàïèñàòü ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ îäíîé ãðóïïû ìîëåêóë. Ñëåäîâàòåëü-

íî, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ìîäåëü, ó÷èòûâàþùóþ íå âñå âîçìîæíûå îáðàçîâàíèÿ

ìîëåêóë, íî äîïóñêàþùóþ ôèçè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êëàñòåðîâ.

1.3.2 Êàïåëüíàÿ ìîäåëü

Âñêîðå ïîñëå Ìàéåðà, Ôðåíêåëü [110] è Áàíä [111] îáíàðóæèëè, ÷òî ðàññìîò-

ðåíèå ãðóïï âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîëåêóë, êàê åäèíîãî öåëîãî, ïðèâîäèò ê óïðî-

ùåíèþ ðåçóëüòàòîâ. Òîãäà íåèäåàëüíûé ãàç ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê èäåàëüíûé ãàç

ìîíîìîëåêóë è êëàñòåðîâ ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà, íàõîäÿùèõñÿ â äèññîöèàòèâíîì

ðàâíîâåñèè (áåç îáðàçîâàíèÿ öåïî÷åê è àññîöèàòèâíûõ ãðóïï). Èçó÷åíèå ñèñòåìû

ðàçáèâàåòñÿ íà äâå çàäà÷è: ïåðâàÿ � ýòî îïðåäåëèòü ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, âëèÿþ-

ùèå íà ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîíêðåòíîé ôîðìàöèè è ïîëó÷èòü èõ êîëè÷åñòâåííîå

ïðåäñòàâëåíèÿ, âòîðàÿ � ýòî îïèñàíèå ñòàòèñòèêè êëàñòåðîâ êàê öåëüíûõ îáú-

åêòîâ. Ïåðâóþ ïðîáëåìó ìîæíî ðàçðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòà [112], êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ è ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ìî-

íîìåðà è êëàñòåðà íåêîòîðîãî ðàçìåðà:

n
(0)
k

n
(0)
1

=
Qk

Qk
1

ãäå n
(0)
1 , n

(0)
k � ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, Q1, Qk � ñòàòèñòè÷åñêèå ñóììû

äëÿ ìîíîìåðà è êëàñòåðà ðàçìåðîì k ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ó÷åòà äâèæåíèÿ êëà-

ñòåðîâ êàê öåëîãî, äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îíè íå âçàèìîäåéñòâó-

þò äðóã ñ äðóãîì è ó÷àñòâóþò â òðàíñëÿöèîííîì äâèæåíèè, òîãäà ñòàòñòè÷åñêàÿ

ñóììà îäíîãî êëàñòåðà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Qk =
V

Λ3
k3/2 exp (−Wk/T )
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ãäå Wk ýíåðãèÿ, êîòîðîé îáëàäàåò êëàñòåð ðàçìåðîì k. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýíåð-

ãèÿ îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðà ìîæåò çàâèñåòü îò îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ,

â ïåðâóþ î÷åðåäü, îò åãî ôîðìû. Ïîýòîìó, äëÿ åùå áîëåå ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ

áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íàèáîëåå ãåîìåòðè-

÷åñêè ïðàâèëüíûå ôîðìû êëàñòåðîâ, îñòàëüíûå àíîìàëüíûå ôîðìû ïðîÿâëÿþòñÿ

â íåçíà÷èòåëüíûõ êîëè÷åñòâàõ. Åñëè ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà êàïèëëÿðíàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ, òî ìîæíî ñêàçàòü ÷òî êëàñòåðû ÿâëÿþòñÿ øàðîîáðàçíûìè êàïëÿìè. Äëÿ

òàêîé ôîðìóëèðîâêè â îòëè÷èå îò êëàñòåðîâ Ìàéåðà â åãî íåïðèâîäèìîì ïðåä-

ñòàâëåíèè, íîâûå êëàñòåðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåàëüíûå êàïëè, à íå k-÷àñòè÷íûå

ãðóïïû â ðÿäó òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ÒÏ ýòî î÷åíü åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå,

òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïðè î÷åíü ìàëîì êîëè÷åñòâå ìîëåêóë ýòî íåâåðíî. Âîïðîñ

î ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ÷àñòèö íåîáõîäèìîì äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé,

îñòàåòñÿ îòêðûòûì, íî êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ, óæå íà ìàñøòàáå 50-100

ìîëåêóë ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåíèå âåðíûì [113]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåðå-

ñóþùèõ íàñ ñèñòåì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êëàñòåðû ïðåäñòàâèìû â âèäå äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ êàïåëü øàðîîáðàçíîé ôîðìû.

Êàïåëüíàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ îïèñàíèå ãîìîãåííîãî

ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ êàïåëü, íî è áûëà óñïåøíî èñïîëüçîâàíà â ÿäåðíîé ôèçèêå

è ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ. Òàêîå øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîçâîëèëî ïðîâåðèòü åå íà

òî÷íî ðåøàåìûõ ìîäåëÿõ è óáåäèòüñÿ â àäåêâàòíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Òàêæå, äîïîë-

íèòåëüíàÿ ìîòèâàöèÿ ê âûáîðó äàííîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ìóëüòèôðàãìåíòàöèè, êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì

îïèñûâàåò êîíå÷íûå ñèñòåìû íóêëîíîâ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó â ïðèâåäåííûõ âûøå

ïðåäïîëîæåíèÿõ è âû÷èñëèì ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ îòäåëüíîé êàïëè. Â ðåçóëüòàòå

ìû äîëæíû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ñîäåðæàùèå ðÿä ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäå-

ëÿåìûõ äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ êëàñòåðà áóäåò çàâèñåòü

îò åãî ðàçìåðà, ôîðìû, òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè è òàê äàëåå. Êàê

óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íåîáõîäèìî ñäåëàòü ðÿä óòî÷íåíèé, êàñàþùèõñÿ ðàçâèâà-

åìîãî ïîäõîäà.

Âî-ïåðâûõ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòäåëüíûå êàïëè ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâè-

ñèìûìè, òî åñòü êàïëè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òî÷å÷íûå îáúåêòû [114]. Ýòî

î÷åíü âàæíîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ÒÏ. Â äàëüíåé-

øåì ìû íà÷íåì èìåííî ñ ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíîñòè ìîäèôèêàöèè òåîðèè äëÿ

ó÷åòà ñîáñòâåííîãî îáúåìà êëàñòåðîâ,À òàê êàê ýòî èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ìà-

ëûõ ñèñòåìàõ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ qk � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ îäíîãî êëàñòåðà ðàçìå-
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ðîì k, äâèãàþùåãîñÿ â îáúåìå V , ìîæíî çàïèñàòü ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò:

P

T
=

1

V
ln Ξ (z, T ) =

∞∑
k=0

qkz
k

V

ãäå Ξ � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà áîëüøåãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, z � ëåòó÷åñòü.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà îäíîãî êëàñòåðà ñâÿçàíà ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèåé è ýíòðîïè-

åé ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

−Fk = T ln
qk
V

=
qk (T )

V
= −Ek + TSk

Âî-âòîðûõ, áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Fk ñî-

äåðæèò ïîâåðõíîñòíûé è îáúåìíûé ÷ëåíû. Îáúåìíûé âêëàä ïðîïîðöèîíàëåí ðàç-

ìåðó êàïëè −kF0 è åãî òîæå ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ýíòðîïèþ è ýíåðãèþ:

−kF0 = k (E0 + TS0)

ãäå E0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè ÷àñòèö â êàïëå, òî åñòü ïî ñóòè â æèäêîñòè. Äëÿ ïîâåðõ-

íîñòíîãî ÷ëåíà áåç ó÷åòà íåãëàäêèõ îñîáåííîñòåé èëè äîïîëíèòåëüíûõ êîíôèãó-

ðàöèé (óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè) ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Wk = σks

ãäå σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Â ñëó÷àå êàïèëëÿðíîé àï-

ïðîêñèìàöèè, s îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, áóäåì ñ÷èòàòü

s = d−1
d , ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Ïîñëåäíèì ïðåäïîëîæåíèåì Ôèøåðà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêî-

ãî ñëàãàåìîãî −τ ln k + const. Ïðè ïîäñòàíîâêå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó âòîðûì

ñëàãàåìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à ïåðâûé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìíîæèòåëÿ kτ .

Ñàì Ôèøåð ñâÿçûâàë íåîáõîäèìîñòü äîáàâëåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ñ óìåíüøåíèåì

ïîâåðõíîñòíîé ýíòðîïèè [99].

Ñîáðàâ âñå ñëàãàåìûå âìåñòå, ìû ìîæåì çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêîãî âåñà îäíîé êàïëè

qkz
k = q0 exp

[
−τ ln k − σks +

µ− µσ

T
k

]
= q0k

−τxk
s

yk (1.3.6)

Âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî

óðàâíåíèÿ
P

T
= q0

∞∑
k=1

k−τxk
s

yk
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Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè:

ρ =
∂P

∂µ
= q0

∞∑
k=1

k1−τxk
s

yk

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ îá îñîáîé òî÷êå è ïðîöåññå ôà-

çîâîãî ïåðåõîäà [115,116]. Âåëè÷èíó x ìîæíî ïîíèìàòü êàê áåçðàçìåðíóþ òåìïå-

ðàòóðó, òîãäà x < 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ T < Tc. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà êîíäåí-

ñèðóåòñÿ êîãäà y → yl = 1. Â ñìûñëå òåîðèè ôóíêöèé, êîíäåíñàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ,

êàê ñèíãóëÿðíîñòè â èçîòåðìå p (µ). Òî÷êà µ → µσ ñóùåñòâåííî îñîáàÿ, â êîòîðîé

âñå ïðîèçâîäíûå ∂np
∂ρn ïðèíèìàþò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Â òî÷êå pc, ρc, T = Tc ñóùå-

ñòâóåò îáû÷íàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà â êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ ñæèìàåìîñòü. Êàïåëüíàÿ

ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ êàïëè

ðàçìåðîì áîëüøå êðèòè÷åñêîãî è äàëüíåéøèé åå ðîñò äî ðàçìåðîâ âñåõ ñèñòåìû.

Êàïåëüíàÿ ìîäåëü â ïðèìåíåíèè ê ìîëåêóëÿðíûì ñèñòåìàì îïèñûâàåò íå òîëü-

êî óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ, íî è ìåòàñòàáèëüíóþ îáëàñòü [117]. Êàïåëüíàÿ òåîðèÿ

èìååò øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [118] óñïåøíî ïðèìåíåíà

äëÿ îïèñàíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà â ôåððîìàãíåòèêàõ. Ïðè ýòîì èñ-

ñëåäîâàíèÿ óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü, âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèòü íåêîòîðóþ ìîäèôè-

êàöèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîäõîäÿùóþ äëÿ îïèñàíèÿ ìàëûõ ìîëåêóëÿðíûõ

ñèñòåì [119]. Âî-âòîðûõ, ïîëó÷èòü òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ïîòåíöèàëîâ. Ïîýòîìó, äàëåå áóäåò ïðèâåäåíî ïîëíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïèñà-

íèå ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîé êàïåëüíîé ìîäåëè ê ìîëåêóëÿðíûì ñèñòåìàì. Ìû

íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ òîãî, ÷òî çàïèøåì ñòàòèñòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ òðåõ

îñíîâíûõ àíñàìáëåé (ÌÊÀ, ÊÀ, ÁÊÀ), ïåðåõîä ìåæäó êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü. Ðàññìîòðèì àáñîëþòíî çàìêíóòóþ ñèñòåìó

îáúåì V ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö N è ïîñòîÿííîé ýíåðãèé E. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè, èñïîëüçóÿ êàïåëüíóþ ìîäåëü

îáñóæäàâøóþñÿ â ïðîøëîé ãëàâå. Ìû ìîæåì çàïèñàòü ñòàöèîíàðíîå ðàçáèåíèå

ìîëåêóë íà ãðóïïû ðàçìåðîì k ñ ïîìîùüþ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

nk. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êëàñòåð ðàçìåðîì k èìååò ýíåðãèþ ϵk ïîëó÷èì ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ nk:

N =
N∑
k=1

knk, E =
N∑
k=1

ϵknk (1.3.7)
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Íàì èçâåñòåí âèä ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû äëÿ òàêîé ñèñòåìû â ÊÀ. Ïî àíàëî-

ãèè, ðàññìàòðèâàÿ ïîêà ãàç êëàñòåðîâ êàê èäåàëüíûé, çàïèøåì ñòàòèñòè÷åñêóþ

ñóììó ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ êàïåëüíîé ìîäåëè:

Z (V,N,E, ) =
∑
{nk}

N∏
k=1

V nk

nk !
δ

(
N −

N∑
k=1

knk

)
δ

(
E −

N∑
k=1

ϵknk

)

Îäíàêî, ââèäó íàëè÷èÿ ðàçáèåíèÿ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö è ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòå-

ìû ïî íåèçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ nk ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ â ÌÊÀ íåâîçìîæíû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñíÿòü îãðàíè÷åíèÿ ïî ýíåðãèè íóæíî ïåðåéòè ê êàíîíè÷åñêîìó

àíñàìáëþ (ÊÀ). Íàñ èíòåðåñóåò ðåçóëüòàò áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî

ïðåäåëà ïîýòîìó ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Ïðàâèëü-

íûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

QN (V, T ) =

∫ ∞

0

Z (V,N,E, ) e−
E
T dE (1.3.8)

Êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòîé ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé N

ìîëåêóë â îáúåìå V è íàõîäÿùèõñÿ â ðàâíîâåñèè ñ îêðóæàþùèì èõ òåðìîñòàòîì.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ñíèìàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèå E, ÷òî ñóùå-

ñòâåííî óïðîñòèò âèä ñòàòèñòè÷åñêîé. Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (1.3.8)

ïîëó÷èì èñïîëüçóÿ êëàñòåðíîå îïèñàíèå îáñóæäàâøååñÿ âûøå, ââîäÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêèé âåñ êëàñòåðà ðàçìåðîì k:

V qk =
V

Λ3
exp

(
−σk2/3 + wk

T

)
òîãäà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà â ÊÀ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Qid
N (V, T ) =

∑
{nk}

N∏
k=1

(V qk)
nk

nk !
δ

(
N −

N∑
k=1

knk

)
(1.3.9)

Íåñìîòðÿ íà óïðîùåíèå, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèå íà êî-

ëè÷åñòâî ÷àñòèö, êîòîðîå íåâîçìîæíî îáîéòè ïðè ïðÿìîì ñóììèðîâàíèè. Òàêèì

îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü ïðèåì ïðîäåëàííûé âûøå è ïåðåéòè ê ÁÊÀ. Íî

ïðåæäå ÷åì ìû çàïèøåì èíòåãðàë ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îòìåòèì, ÷òî êëàñòå-

ðû â êëàññè÷åñêîé êàïåëüíîé ìîäåëè, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òî÷å÷íûå îáúåêòû.

Â ðåàëüíîñòè îíè èìåþò íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé îáúåì, êîòîðûé ìîæåò èãðàòü

âàæíóþ ðîëü [120], è îíè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äàííûé ýô-

ôåêò äîëæåí áûòü îòðàæåí â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå, äëÿ ýòîãî ìû ìîäèôèöèðóåì
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åå, èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèþ Âàí äåð Âàëüñà, çàïèñàâ ýôôåêòèâíûé îáúåì êàê

Veff = V − Nb, ãäå b ñîáñòâåííûé ðàçìåð îäíîé ìîëåêóëû. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóì-

ìà ãàçà ñ ó÷åòîì ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ, ìåæäó êëàñòåðàìè òâåðäûõ ñôåð

èìååò âèä:

QN (V, T ) =
∑
{nk}

N∏
k=1

(Ve�qk)
nk

nk !
δ

(
N −

N∑
k=1

knk

)
Θ

(
V − b

N∑
k=1

knk

)

Íàëè÷èå ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà Θ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äîïóñòèìûå îáú-

åìû ñèñòåìû. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ÁÊÀ:

Ξ (V, T, µ) =
∞∑

N=0

QN exp

(
µN

T

)

Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ÁÊÀ ñ ó÷åòîì

àïïðîêñèìàöèè òâåðäûõ ñôåð èìååò âèä:

Ξ (V, T, µ) =
∞∑

N=0

Qid
N (V, T ) exp

(
µN

T

)
Θ

(
V − b

N∑
k=1

knk

)
(1.3.10)

Ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå (1.3.10), íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé (1.3.1),

êîòîðîå, íàïðèìåð, â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà ìîæíî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè. Îä-

íàêî, èç-çà ó÷åòà ñîáñòâåííîãî îáúåìà êëàñòåðîâ ìû ïîëó÷èëè íîâóþ ïðîáëåìó, íå

ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñóììû (1.3.10). Ïðîáëåìà

çàêëþ÷àåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîé çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî îáúåìà Veff îò ÷èñëà

÷àñòèö N .

Îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ (1.3.10) ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî îáúåìà ñèñòåìû V :

Ξ̂ (λ, T, µ) =

∫ ∞

0

dV exp (−λV ) Ξ (V, T, µ) (1.3.11)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë (1.3.11) íóæíî ïåðåéòè ê çàìåíå V →
Veff = V−bN òîãäà àâòîìàòè÷åñêè ïðîïàäåò îãðàíè÷åíèå îò ôóíêöèè Θ (V − bN).

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè îò

ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ Veff . Òàê êàê ïåðåõîä ê ÁÊÀ ïîçâîëèë ñíÿòü îãðà-

íè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ÷àñòèö N , òî ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè ñóììèðîâàíèå ïî âñå

âîçìîæíûì çíà÷åíèåì nk, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè:

Ξ̂ (λ, T, µ) =

∫ ∞

0

dVeffe
−λVeff

∞∑
nk=1

N∏
k=1

1

nk !

(
Veffqk exp

[
(µ− λbT ) k

T

])nk

=
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=

∫ ∞

0

dVeff exp

{
−λVeff + Veff

∞∑
k=1

qk exp

[
(µ− λbT ) k

T

]}
Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ïðîâåäåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Ξ̂ (λ, T, µ) =
1

λ−
∑∞

k=1 qk exp
[
(µ−λbT )k

T

] =
1

λ− Φ (λ, T, µ)
(1.3.12)

ãäå

Φ (λ, T, µ) =
∞∑
k=1

qk exp

[
(µ− λbT ) k

T

]
Íå ñìîòðÿ íà ó÷åò ñîáñòâåííîãî ðàçìåðà ìîëåêóë, ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ âñå

ðàâíî åùå íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè ÒÏ. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ïðèáëèæåíèåì,

÷òîáû óñòàíîâèòü ñìûñë ïàðàìåòðà λ è ðåçóëüòàòà (1.3.12). Â ÒÏ äëÿ ñòàòèñòè-

÷åñêîé ñóììû ÁÊÀ âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü

Ξ (λ, T, µ) n e
PV
T

ãäå P � äàâëåíèå â ñèñòåìå. Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â òàêîì â âèäå ìîæ-

íî âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ñðàâíèòü åãî ñ âûðàæåíèåì (1.3.12). Â

ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Tλ0 (T, µ) = P (T, µ)

ãäå äëÿ λ0 ñïðàâåäëèâî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå:

λ0 =
∞∑
k=1

qk exp

[
(µ− λ0bT ) k

T

]
(1.3.13)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

P

T
=

∞∑
k=1

qk exp

[
(µ− Pb) k

T

]
Âûðàæåíèå (1.3.2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ãàçîâîé ôàçû â ñëó÷àå òåðìî-

äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà. Äåéñòâèòåëüíî åãî ìîæíî ðàçðåøèòü è ïîëó÷èòü ÿâíóþ

çàâèñèìîñòü P (T, µ), ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ðÿäà â

ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Äàííàÿ çàïèñü íå ðàñïðîñòðàíå-

íà â çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè, íî âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ

ïî ÿäåðíîé ôèçèêå [121]. Äàëåå äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòà-

òà ïîêàæåì ñâÿçü ìåæäó ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåðìîäèíàìèêè è óðàâíåíèåì

(1.3.14). Âî-ïåðâûõ, ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷åíî õîòü è äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì, íî â
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ïðåäïîëîæåíèè ÒÏ, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà âûäåëåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé óæå ïðèìå-

íÿëñÿ íàìè ðàíåå. Âî-âòîðûõ, åñëè ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ðåàëüíîãî

ãàçà â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè, òî òîãäà äëÿ âûðàæåíèÿ äàâëåíèÿ äîëæíî áûòü

ñïðàâåäëèâî âèðèàëüíîå ðàçëîæåíèå.

Ýêñòðåìóì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ÊÀ Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî â

ÒÏ ñóùåñòâóåò îäíî åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì è ñòàòè-

ñòè÷åñêóþ ñóììó ÊÀ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ:

QN ≃
∞∏
k=1

(Veffqk)
n∗
k

n∗
k !

ãäå n∗
k � íàèáîëåå âåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè óñëîâèè N−

∑N
k=1 knk = 0, åãî ïî-

äðîáíûé âûâîä ìîæíî ïîñìîòðåòü â Ïðèëîæåíèè. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ n∗
k ñïðà-

âåäëèâà ñëåäóþùèå âûðàæåíèå:

n∗
k

Veff
= qk exp

[(
lnα− b

∑∞
l=1 n

∗
l

Veff

)
k

]
ãäå lnα � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, âàæíî, ÷òî ýòî ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà è íå çàâèñèò

îò îáúåìà. Òîãäà åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå λ0 =
∑∞

l=1 n
∗
l

Veff
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî lnα =

µ
T è PV

T =
∑∞

k=1 n
∗
k, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùèå óðàâíåíèå:

P

T
=

∞∑
k=1

qk exp
(µ− bP ) k

T
(1.3.14)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ âûâîäàìè, ïîëó÷åííûìè âûøå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ëàïëàñà.

Âèðèàëüíîå ðàçëîæåíèå Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ïàðàìåòð � ëåòó÷åñòü, îáî-

çíà÷èâ åãî êàê z = e
µ
T , òîãäà óðàâíåíèå (1.3.14) ìîæíî çàïèñàòü êàê:

P

T
=

∞∑
k=1

qkz
k exp

(
−bPk

T

)
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àé è, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ó

äàííîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå P (z) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ

z. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå z = 0 ðåøåíèå áóäåò P (0) = 0. Çíà÷èò ìû ìîæåì

çàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ:

P

T
=

∞∑
k=1

αkz
k (1.3.15)
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Çíà÷åíèÿ αk ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ïðèðàâíèâàÿ ñëåâà

è ñïðàâà êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z:

1 : α1 = q12 : α2 = q2 − bq21

3 : α2 = q3 − 2bq1q2 −
1

2
b2q21

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âû÷èñëèòü ëþáîé êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (1.3.15).

Äàëåå ïðèâåäåì ðàçëîæåíèå (1.3.15) ê ïðèâû÷íîìó âèðèàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ,

òî åñòü ê ðàçëîæåíèþ ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòåé. Ïëîòíîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïî-

ìîùüþ èçâåñòíîé ôîðìóëû ρ = ∂P
∂µ , òîãäà èç âûðàæåíèÿ (1.3.15) ìû ïîëó÷èì:

ρ =
∞∑
k=1

kαkz
k

Ââåäåì íîâîå ðàçëîæåíèå ôóãèòèâíîñòè z = ρ+a2ρ
2+a3ρ

3. Ãäå êîýôôèöèåíò a1 =

1 â ñèëó èçâåñòíîãî ôàêòà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà: ρ → 0, ρ = z. Òîãäà ïîäñòàâèâ

ýòî âûðàæåíèå â ðàçëîæåíèå (1.3.15) ìû ñìîæåì íàéòè îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû:

a2 = −2α2

a3 = −3α3 + 8α2
2

Ïîñëå çàìåíû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè:

z = ρ− 2α2ρ
2 +

(
8α2

2 − 3α3

)
ρ3 + ...

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå â âûðàæåíèå (1.3.15), ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå

âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ:

P

T
= ρ− α2 +

(
4α2

2 − 2α3

)
ρ3 + ...

PV

T ⟨N⟩
= 1 + B2ρ + B3ρ

2 + ...

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ (1.3.14) ìîæíî ïîëó÷èòü âèðèàëüíîå ðàçëîæåíèå è

îïðåäåëèòü åãî êîýôôèöèåíòû. Âèä ðàçëîæåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå ñîîò-

âåòñòâóåò óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíîãî ãàçà.

Òåïåðü íàì èçâåñòåí ôèçè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (1.3.14) è åãî åäèíñòâåí-

íîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî, ýòî íåïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ, òàê êàê ôàçîâàÿ äèàãðàììà

êàïåëüíîé ìîäåëè ñîäåðæèò îáëàñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôàç. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ìû äîëæíû óâèäåòü ïðîÿâëåíèå ôàçîâîãî ïåðåõîäà è â ðàññìîòðåíèè

ñ ïîìîùüþ îáðàçà Ëàïëàñà.
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Îñîáåííîñòè è ôàçîâîå ðàâíîâåñèå Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè îáðàòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, çíà÷åíèå ïðîîáðàçà ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âäîëü êîíòóðà, îõâàòûâàþùåãî âñå îñîáûå

òî÷êè. Èç âèäà îáðàçà (1.3.12) ñëåäóåò, ÷òî âñå îñîáåííîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ óðàâíåíèÿ (1.3.13), êîòîðîå ñîäåðæèò äâà òèïà îñîáåííîñòåé. Ïåðâûé òèï �

ýòî óæå ðàññìîòðåííîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàçîâîé ôàçå:

λg = Φ (λg, T, µ) (1.3.16)

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà îñîáåííîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà, à çíà÷èò ïîñëå îáðàòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ïåðåõîäèò â e
PgV

T , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîé ôàçå â ÒÏ.

Âòîðàÿ îñîáåííîñòü ñâÿçàíà ñ âèäîì ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Äî ñèõ ïîð â ýòîé

ãëàâå ìû íå îáñóæäàëè ÿâíûé âèä êîýôôèöèåíòà qk. Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìû òðåáî-

âàëè ýòî ñóùåñòâîâàíèå ñóììû ðÿäà, òî åñòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå lim
k→∞

qke
(µ−Tbλ)k

T =

0. Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ íóæíî ñäåëàòü óòî÷íåíèå ìîäåëè, òî åñòü îïðå-

äåëèòü âèä qk, ãëàâíîå âûäåëèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùàÿ êîýôôèöèåíòà.

Êàê óæå îáñóæäàëîñü â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, íàèáîëüøèé âêëàä âíîñÿò îáúåì-

íûé è ïîâåðõíîñòíûé ÷ëåíû, ïîýòîìó qk ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

qk = fk exp

(
−σk2/3 + wk

)
T

ãäå fk ñîäåðæèò âñå íåýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà íîâûé

ïàðàìåòð µ + w = µeff � ýôôåêòèâíûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Òîãäà ôóíêöèÿ

Φ ïðèìåò âèä:

Φ =
∞∑
k=1

fk exp
−σk2/3 + (µe� − bTλ) k

T

Îñîáåííîñòü âîçíèêàåò â ñëó÷àå µe� > bTλl = 0 òîãäà ñóììà ðàñõîäèòñÿ. Ïî-

ãðàíè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðàâåíñòâå µe� > bTλl = 0 äëÿ ýòîé ñèòóà-

öèè ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ òîëüêî ïîâåðõíîñòíûì ÷ëåíîì. Ïîýòîìó ðåøåíèå

λl = Φ (λl) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê æèäêóþ ôàçó, äàâëåíèå â êîòîðîé óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

bPliq

T
= bλliq =

µl-g

T
=

M∑
k=1

qk (1.3.17)

Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü (T, µ) äåëèòñÿ íà íåñêîëüêî ó÷àñòêîâ Ðèñ.1.1: îáëàñòü,

â êîòîðîé µe� < µl-g , ñîîòâåòñòâóåò äîìèíèðîâàíèþ ãàçîâîé ôàçû Pgas; â ñâîþ

î÷åðåäü, µe� = µl-g îïðåäåëÿåò îáëàñòü æèäêîé ôàçû (îäèí êëàñòåð æèäêîé ôà-

çû áåñêîíå÷íîãî ðàçìåðà); ïåðåõîä-ãàç æèäêîñòü âîçíèêàåò êîãäà çíà÷åíèÿ äâóõ
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îñîáåííîñòåé ñîâïàäàþò λl = λg ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò îáëàñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ

äâóõ ðàçëè÷íûõ ôàç: Pg (µ, T ) = Pl (µ, T )

Ðèñ. 1.1: Íà ãðàôèêå ïðèâåäåíà òèïè÷íàÿ äèàãðàììà, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå

ðåàëüíîãî ãàçà ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.3.2). Òî÷êà µl−g ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê

æèäêîé ôàçå, äèàãðàììà êîòîðîé â äàííîì ñëó÷àå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Â âûðàæåíèè äëÿ ñòàòè÷åñêîãî âåñà îäíîé êàïëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ âêëàäà ïî-

âåðõíîñòíîé ýíåðãèè èñïîëüçîâàí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð σ/T . Ó÷èòûâàÿ ñôå-

ðè÷åñêóþ ôîðìó êëàñòåðîâ, ýòîò ïàðàìåòð ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíò

ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ γ:

σ

T
=

(
36πb2

) 1
3 γk

2
3

T
(1.3.18)

Èñõîäÿ èç òàáëè÷íûõ çíà÷åíèé äëÿ êîýôôèöèåíòà γ, â ñëó÷àå ðåàëüíûõ ãàçîâ è

ôëþèäîâ â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè âîçìîæíî îöåíèòü äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïà-

ðàìåòðà (1.3.18). Òàê, íàïðèìåð, γ â ñëó÷àå âîäû èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå 59 −
72mN/m. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì äèàïàçîí γ = 30 ÷ 100mN/m. Òîãäà ïðè òåìïå-

ðàòóðå T = 300K ïàðàìåòð σ/T = 1 ÷ 3. Äëÿ ýòîãî äèàïàçîíà ïàðàìåòðîâ ìû

ìîæåì âû÷èñëèòü ïðåäåëüíîå äàâëåíèå (1.3.17) Pliq = 10Kbar ÷ 0.5Mbar. Òàêèì

îáðàçîì, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (3.2.9) ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ôëþèäîâ

â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå äàâëåíèé.

Â ðåçóëüòàòå, ìû èìååì ìîäèôèöèðîâàííóþ ìîäåëü äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì è

ìåòîäèêó, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷àòü ðåøåíèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÒÏ. Â äàëüíåéøèõ
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ãëàâàõ áóäåò ïðîâåäåíî äàëüíåéøåå ìîäèôèöèðîâàíèå êàïåëüíîé ìîäåëè äëÿ îïè-

ñàíèÿ ìàëûõ ñèñòåì.

1.4 Çàêëþ÷åíèå îáçîðà ïðîáëåìû

Ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà êàæåòñÿ î÷åíü åñòå-

ñòâåííûì, òàê êàê ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî ñèñòåì âîêðóã íàñ ñîäåðæèò îãðîìíîå êî-

ëè÷åñòâî ÷àñòèö. Òåì íå ìåíåå, óæå íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà áûëè èç-

âåñòíû ïðèìåðû, êîãäà ïåðåõîä ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó áûë íåêîððåêòåí.

Òàê, â îäíèõ ñèñòåìàõ áûëî ìàëîå êîëè÷åñòâî ìîëåêóë â îãðàíè÷åííîì îáúåìå,

äëÿ äðóãèõ ðåøàþùóþ ðîëü èãðàëè ýôôåêòû, èñ÷åçàþùèå ïðè ïðåäåëüíîì ïå-

ðåõîäå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü â ðàñøèðåíèè ïðèìåíèìîñòè

êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè íà ñëó÷àé ìàëûõ ñèñòåì [122].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî ó÷åñòü âñå îñîáåí-

íîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàçìåð è êîëè÷åñòâî ÷à-

ñòèö. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè áîëüøèõ ñèñòåì äîêàçàíà àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ àíñàìáëåé (ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî, êàíîíè-

÷åñêîãî, áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî). Äëÿ ìàëûõ ñèñòåì òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íå

èìååò ìåñòà. Âî-âòîðûõ, â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå èìååò ìåñòî àääèòèâíîñòü

òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïî ýêñòåíñèâíûì ïåðåìåííûì, êîòîðàÿ íàðóøà-

åòñÿ äëÿ ìàëûõ ñèñòåì. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñòàþò äåéñòâîâàòü òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèå ñîîòíîøåíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà ñâîéñòâå îäíîðîäíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ïîòåíöèàëîâ áîëüøèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, êîíå÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçíû-

ìè ïîòåíöèàëàìè è ñîîòíîøåíèå Ãèááñà-Äþãåìà. Â-òðåòüèõ, êàê õîðîøî èçâåñò-

íî, â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå èñ÷åçàþò ôëóêòóàöèè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí.

Íàîáîðîò, â ìàëûõ ñèñòåìàõ ðîëü ôëóêòóàöèé ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíîé. Íàêî-

íåö, â-÷åòâåðòûõ, ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä

ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå. Òåì íå ìåíåå, â ìàëûõ ñèñòåìàõ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ðÿä

ÿâëåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïåðåõîäó îò îäíîôàçíûõ ñîñòîÿíèé ê ìíîãîôàçíûì, ÷òî

òðåáóåò îïðåäåëåííîãî ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé.

Äàííûå îñîáåííîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ÷åì-òî ýêçîòè÷íûì èëè ïðîÿâëÿþùèìñÿ ïðè

íå âñòðå÷àþùèõñÿ óñëîâèÿõ. Íàïðîòèâ, â áîëüøîì êîëè÷åñòâå îáëàñòåé âñòðå÷à-

þòñÿ ïðîÿâëåíèå îïèñàííûõ îñîáåííîñòåé. Ñòîèò âûäåëèòü áûñòðî ðàçâèâàþùó-

þñÿ îáëàñòü íàíîòåõíîëîãèé, ãäå ìàòåðèàëû ÷àñòî ñîäåðæàò î÷åíü óçêèå ïîðû

è êàïèëëÿðû, èç-çà êîòîðûõ ðÿä òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îòëè÷àåòñÿ îò
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àíàëîãè÷íûõ óñëîâèé â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Òàêæå ïðîÿâëåíèÿ ìîæíî

âñòðåòèòü è, íàïðèìåð, â áèîëîãèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè áîëüøèõ áåëêîâûõ ìîëåêóë

â ìåìáðàíàõ. Àíàëèç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñâèäåòåëüñòâ â ëèòåðàòóðå ïðèâîäèò

ê âûâîäó, ÷òî äàííûå îòëè÷èÿ íåëüçÿ èãíîðèðîâàòü.

Ïåðâûå ðàáîòû ïîñâÿùåííûå òåðìîäèíàìèêå ìàëûõ ñèñòåì âûðàáîòàëè ïîíè-

ìàíèå ðÿäà îñîáåííîñòåé. Íàïðèìåð, áûëè äîñòèãíóòû áîëüøèå óñïåõà, ïðè ó÷å-

òå ïðîÿâëåíèÿ ôëóêòóàöèé äëÿ ïîïóëÿðíûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé. Ôëóêòóàöèè

èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè ìàëûõ ñèñòåì, ñëåäîâàòåëüíî, åñòåñòâåí-

íî îæèäàòü íàèáîëåå ñèëüíûå ýôôåêòû èìåííî â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè. Ïî-

ýòîìó, äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìû äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ìîäåëè, äîïóñêàþùèå

âîçìîæíîñòü ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè. Íå äëÿ âñåõ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî ïîëó÷èòü

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðè ýòîì ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû íà òàêèõ ìàëûõ ìàñ-

øòàáàõ ñèëüíî îñëîæíåíû. Ýòî âñå ïðèâèëî ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà ïîäõîäîâ,

îñíîâàííûõ íà êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè: ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ìîëåêóëÿðíàÿ

äèíàìèêà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ñèëüíûå è ñëàáûå ñòîðîíû ñóùåñòâóþùèõ ïîä-

õîäîâ, â äàííîé ãëàâå áûë ðàññìîòðåí ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ ôàçîâîãî ïîâåäåíèÿ

àòîìíûõ êëàñòåðîâ êîíå÷íîãî ðàçìåðà. Â îòñóòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé è äî-

ñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èññëåäîâàíèå âåëîñü ïîñðåä-

ñòâîì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàê, óäàëîñü ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé äèàïàçîí ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñîñóùåñòâîâàíèþ ñðàçó íåñêîëüêèõ ôàç. Äàííàÿ îñîáåííîñòü ñîïðî-

âîæäàëàñü íåêëàññè÷åñêèì ïîâåäåíèåì êàëîðè÷åñêèõ êðèâûõ è, íàïðèìåð, íàëè-

÷èåì ó÷àñòêà ñ îòðèöàòåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ â ìèêðîêàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ñèëüíûå ðåçóëüòàòû è äàæå íà ÷àñòè÷íîå ñîâïàäåíèå ñ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ýòè ìåòîäû íå ìîãóò äàòü îäíîçíà÷íóþ èíôîðìàöèþ

î ïðèðîäå ýòèõ îñîáåííîñòåé ìàëûõ ñèñòåì. Äëÿ îáúåêòèâíîñòè èçëîæåíèÿ áûë

äàí îáçîð êðèòè÷åñêîãî îáñóæäåíèÿ âûâîäîâ, ñäåëàííûõ èç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ýòîò âîïðîñ îòêðûò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü àêòóàëüíûì ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé

âêëþ÷àþùèõ îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìàëî ìîäåëåé êîððåêòíî îïèñûâàþùèõ ìåòà-

ñòàáèëüíóþ îáëàñòü è ïðè ýòîì äîïóñêàþùèõ òî÷íîå ðåøåíèå äàæå â ñëó÷àå òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà. Îäíàêî, íàøå âíèìàíèå ïðèâëåêëè óñïåõè èñïîëüçîâà-

íèÿ òåîðèè ìóëüòôðàãìåíòàöèè â ÿäåðíîé ôèçèêå. Òàêæå ìîòèâèðóþùèì ôàêòî-
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ðîì ÿâëÿåòñÿ åå ñõîæåñòü ñ äðóãèìè êàïåëüíûìè ìîäåëÿìè, à çíà÷èò, íàïðèìåð,

ñî ñòàòèñòè÷åñêèì îïèñàíèåì ïðîöåññà íóêëåàöèè â ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìàõ. Òà-

êèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè áûëà âûáðàíà êàïåëüíàÿ

òåîðèÿ Ôèøåðà. Â äàííîé ãëàâå ïîäðîáíî îáñóæäàëîñü ïðèëîæåíèå ýòîé ìîäåëè

äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåàëüíîãî ãàçà â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè. Ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìèêè

ìàëûõ ñèñòåì ïðè îïðåäåëåííûõ äàëüíåéøèõ óòî÷íåíèÿõ è ìîäèôèêàöèÿõ.
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2 Âçàèìîäåéñòâèè ìàëîãî ÷èñëà ÷àñòèö ñ ïîâåðõ-

íîñòüþ

2.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîðìàëèç-

ìà äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì, îñíîâàííîãî íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùåì àíàëèçå êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðè ïîñòðîåíèè

ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ îòëè÷èÿ òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì îò

êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè áîëüøèõ

ñèñòåì äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ àíñàìáëåé (ìèêðî-

êàíîíè÷åñêîãî, êàíîíè÷åñêîãî, áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî). Äëÿ ìàëûõ ñèñòåì òà-

êàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íå èìååò ìåñòà. Âî-âòîðûõ, â êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå

èìååò ìåñòî àääèòèâíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïî ýêñòåíñèâíûì ïå-

ðåìåííûì, êîòîðàÿ íàðóøàåòñÿ äëÿ ìàëûõ ñèñòåì. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñòàþò

äåéñòâîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà ñâîéñòâå îäíî-

ðîäíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ áîëüøèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, êîíå÷íûå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçíûìè ïîòåíöèàëàìè è ñîîòíîøåíèå Ãèááñà-Äþãåìà. Â-

òðåòüèõ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå èñ÷åçàþò ôëóêòóà-

öèè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Íàîáîðîò, â ìàëûõ ñèñòåìàõ ðîëü ôëóêòóàöèé ìîæåò

áûòü çíà÷èòåëüíîé. Íàêîíåö, â-÷åòâåðòûõ, ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ôàçîâûõ ïåðåõî-

äîâ ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå. Òåì íå ìåíåå, â ìàëûõ ñèñòåìàõ

ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ðÿä ÿâëåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïåðåõîäó îò îäíîôàçíûõ ñîñòîÿíèé

ê ìíîãîôàçíûì, ÷òî òðåáóåò îïðåäåëåííîãî ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàñ-

ñè÷åñêèõ ïîíÿòèé.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðèìåðû ïðîÿâëåíèé îñîáåííîñòåé

ìàëûõ ñèñòåì âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ôèçè÷åñêîé õèìèè, áèîëîãèè è, íà-

ïðèìåð, â ÿäåðíîé ôèçèêå. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøèé èíòåðåñ

âûçûâàåò ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ãàçîâ è æèäêîñòåé â ìàëûõ ïîëîñòÿõ èëè

ïîðàõ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ íåòðàäèöèîííîãî

òèïà [123�126]. Ïîýòîìó â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííûå

îöåíêè äëÿ ýôôåêòîâ ìàëûõ ñèñòåì â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íèç-

êîïðîâîäÿùèì ðåçåðâóàðàì. Äàííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûì îáîñ-

íîâàíèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâà-

íèÿ ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ. Äàëåå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äàæå â
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ïðîñòûõ ìîäåëÿõ ìîæíî íàáëþäàòü îòêëîíåíèÿ îò êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ áûëà âûáðàíà ìîäåëü àäñîðáöèè ãàçà íà

ñòåíêè, ñîäåðæàùåé åãî ïîðû. Àäñîðáöèÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü âî ìíîãèõ âîïðî-

ñàõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ïîðèñòîé ñðåäå [127]. Òàê ó÷åò âçà-

èìîäåéñòâèÿ ñìåñè ñî ñòåíêàìè âëèÿåò íà òðàíñïîðòíûå ñâîéñòâà ôëþèäà [128],

íà ðàñïðåäåëåíèå ñîñòàâà è ïðîòåêàíèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ [35]. Î÷åâèäíî, ÷òî

ýôôåêò àäñîðáöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ïëîùàäüþ è îáúåìîì ïî-

ðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëîãè÷íî îæèäàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû àäñîðáöèè â ìàëîé ñèñòåìå

áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ÒÏ. Íåñìîòðÿ íà ñëîæíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, èññëåäîâàíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòûå ìîäåëè òàêèå êàê àäñîðáöèÿ Ëåíãìþðà [129] õîðîøî

ðàáîòàþò â ÒÏ, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîð. Ìîäåëü Ëåíãìþðà � ýòî ìîíîñëîé-

íàÿ àäñîðáöèÿ, ïðè ýòîì ñëîé àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ñ

÷àñòèöàìè â îáúåìå. Â ÒÏ ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäíî íàèáîëåå âåðîÿòíîå ñîñòî-

ÿíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Ôëóêòóàöèè ñ÷èòàþòñÿ

íåçíà÷èòåëüíûìè, è èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êàíîíè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Äëÿ

óïðîùåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî òîëüêî ñòåíêà, êàê îòêðûòàÿ ñèñòåìà, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ÁÊÀ. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ íåäîïóñòèìû â

êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ, ïîýòîìó, ìû âîçüìåì çà îñíîâó ëèøü ðåøåòî÷íîå ïðåäñòàâëå-

íèå ìîíîñëîÿ è ïîñòðîèì òî÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷å-

ñòâå ðåçóëüòàòà ìû ïîëó÷èì ðàñøèðåíèå ìîäåëåé àäñîðáöèè íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ

ñèñòåì è ñìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò ÒÏ ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè øèðîêîì

ñïåêòðå ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì óñëîâèÿì.

2.2 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà êîíå÷íûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðèì Ì-êîìïîíåíòíóþ ñìåñü (ãàç èëè æèäêîñòü), ñîñòîÿùóþ èç áåñ-

ñòðóêòóðíûõ ìàññèâíûõ ÷àñòèö (ìîëåêóë èëè àòîìîâ). Ïðèìåì, ÷òî ëàòèíñêèå

èíäåêñûi,j,k ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1, ...,M , ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðàì êîìïîíåíòîâ.

Ïðè êëàññè÷åñêîì îïèñàíèè ïîëîæåíèå ÷àñòèöû ñìåñè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòî-

ðûì íàáîðîì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò xa . Çäåñü ëàòèíñêèå èíäåêñû a,b,c,d ïðîáåãà-

þò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, ñîîòâåòñòâóÿ äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì. Áóäåì îáîçíà÷àòü pa

èìïóëüñ ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ñìåñè õàðàêòåðèçóåòñÿ íà-

áîðîì èç êîîðäèíàò, èìïóëüñà è íîìåðà êîìïîíåíòà ξ = (xa, pa, i) . Ïîëîæèì, ÷òî

ïðè ôèêñèðîâàííîì êîëè÷åñòâå ÷àñòèö êàæäîãî òèïà Ni äëÿ âñåé ñìåñè äîñòóïíû

ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Σ = Σ (Ni, V, ζα) , ãäå V � îáúåì
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ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, çàïîëíåííîé ñìåñüþ, ζα � íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ ïà-

ðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, ïàðàìåòðû ζα ìîãóò îïèñûâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ïðî-

ñòðàíñòâåííîé îáëàñòè èëè ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè.

ÏóñòüN =
∑M

i=1Ni � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö. Ïî îïðåäåëåíèþ Σ = Σ (Ni, V, ζα) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (ξA)A=1,...,N ∈ Σ. Â

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îäíîé ÷àñòèöû èìååòñÿ ìåðà dν (ξ) = (2π)−3 dxadpb , â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Σ èìååòñÿ ìåðà dνΣ =
∏

ξA∈Σ dν (ξA). Íà ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå Σ ìîãóò áûòü çàäàíû: ãàìèëüòîíèàí HΣ = HΣ (ξA) , ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ fΣ = fΣ (ξA) (êîòîðàÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå îïèñûâàåò ñîñòî-

ÿíèå ñìåñè â öåëîì) è äðóãèå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ âèäà WΣ = WΣ (ξA) . Ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íîðìèðîâî÷íîìó óñëîâèþ:

(N1!...NM !)−1

∫
fΣdνΣ = 1

Çäåñü ìíîæèòåëèN1!...NM ! ó÷èòûâàþò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâ-

êîé îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, ñ÷èòàþòñÿ òîæäåñòâåííûìè. Ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

fΣ = fΣ (ξA) è ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ WΣ ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå

⟨WΣ⟩fΣ = (N1!...NM !)−1

∫
WΣfΣdνΣ

Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö íå ôèêñèðîâàíî, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåìåííûì êîëè-

÷åñòâîì ÷àñòèö N1, ..., NM = 0, 1, ... èìåþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôàçîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ Σ , ãàìèëüòîíèàíîâ HΣ , ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ fΣ è ôóíêöèé ñîñòî-

ÿíèÿ WΣ . Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó íîðìèðîâî÷íîìó óñëîâèþ:∑
N1,...,NM=0,1,...

(N1!...NM !)−1

∫
fΣdνΣ = 1

à ñðåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

⟨WΣ⟩fΣ =
∑

N1,...,NM=0,1,...

(N1!...NM !)−1

∫
WΣfΣdνΣ

Ïî ãàìèëüòîíèàíó è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ýíåðãèþ ñìåñè U

è ýíòðîïèþ S

U = ⟨HΣ⟩fΣ (2.2.1)

S = −⟨ln fΣ⟩fΣ
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Ïðè êâàíòîâîì îïèñàíèè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ÷èñåë ÷àñòèö êàæäîãî òè-

ïà Ni âìåñòî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿ-

íèé ΣΣΣ = ΣΣΣ (Ni, V, ζα) , âìåñòî ãàìèëüòîíèàíà HΣΣΣ � îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà , âìå-

ñòî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ � ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρΣρΣρΣ , âìåñòî ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ

� ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû WΣ , õàðàêòåðèçóþùèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò íîðìèðîâî÷íîìó óñëîâèÿ Tr (HΣΣΣ) = 1 , à ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå ⟨WΣΣΣ⟩ρΣρΣρΣ =

Tr (WΣΣΣρΣρΣρΣ) . Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö íå ôèêñèðîâàíî, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåìåí-

íûì êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö N1, ..., NM = 0, 1, ... èìåþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé ΣΣΣ , îïåðàòîðîâ Ãàìèëüòîíèàíà H , ìàòðèö ïëîòíîñòè ρΣρΣρΣ è íà-

áëþäàåìûõ WΣWΣWΣ . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò íîðìèðî-

âî÷íîìó óñëîâèþ
∑

N1,...,NM=0,1,... Tr (ρΣρΣρΣ) = 1 , à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàáëþ-

äàåìîé âåëè÷èíû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ⟨WΣΣΣ⟩ρΣρΣρΣ =
∑

N1,...,NM=0,1,... Tr (WΣΣΣρΣρΣρΣ) .

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (2.2.1) ìîæíî âû÷èñëèòü ýíåðãèþ ñìåñè U è ýíòðîïèþ S

U = ⟨HΣHΣHΣ⟩ρΣρΣρΣ (2.2.2)

S = −⟨lnρΣρΣρΣ⟩ρΣρΣρΣ

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ó÷èòûâàòü êîíå÷íûå ðàçìåðû ÷àñòèö, òî ïðè çàäàííîì

îáúåìå V è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ ÷àñòèö êîìïîíåíòîâ Ni ìíîæåñòâà

ñîñòîÿíèé ñèñòåìû Σ = Σ (Ni, V, ζα) , ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè, ïîñêîëüêó

âìåñòèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ãåîìåòðè÷åñêîé îáëàñòè îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì êîìïîíåíòîâ êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèé Ni îãðàíè÷åíî. Ïðè ýòîì ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíèå âåëè÷èíû ⟨Ni⟩ ïî

ôîðìóëàì: ⟨Ni⟩ = ⟨Ni⟩fΣ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èëè ⟨Ni⟩ = ⟨Ni⟩ρΣρΣρΣ â êâàíòîâîé

òåîðèè. Äëÿ ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö ⟨Ni⟩ ≡ Ni .

Íàïîìíèì òåïåðü ðÿä îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè

îïèñàíèè ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì

Ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü (ÌÊÀ) îïèñûâàåò èçîëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ

ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèåé E . Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñû-

âàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ fΣ = Z−1δ (HΣ − E) , â êâàíòîâîì ñëó÷àå � ìàò-

ðèöåé ïëîòíîñòè ρΣρΣρΣ = Z−1δ (HΣHΣHΣ − E) . Çäåñü è íèæå êîýôôèöèåíò Z � ñòàòè-

ñòè÷åñêàÿ ñóììà � îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

èëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Äëÿ ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ âåëè÷èíà Z â êëàñ-

ñè÷åñêîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ôàçîâûì îáúåìîì èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

HΣ = E , â êâàíòîâîì ñëó÷àå � ñ ðàçìåðíîñòüþ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
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îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà HΣHΣHΣ , ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E . Ïðè

ýòîì ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ U = E , S = lnZ .

Êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü (ÊÀ) îïèñûâàåò ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â òåïëîâîì

ðàâíîâåñèè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé (òåðìîñòàòîì), õàðàêòåðèçóåìîé íåêîòîðîé àá-

ñîëþòíîé òåìïåðàòóðîé T . Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà è îêðóæàþ-

ùàÿ ñðåäà ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé, íî êîëè÷åñòâî ìîëåêóë ðàçëè÷íûé êîì-

ïîíåíòîâ ôèêñèðîâàíî. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ fΣ = Z−1 exp (−βHΣ) , â êâàíòîâîì ñëó÷àå � ìàòðèöåé

ïëîòíîñòè ρΣρΣρΣ = Z−1 exp (−βHΣHΣHΣ) . Çäåñü β = T−1 � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà. Ïîëà-

ãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ F = U −TS - ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, à òàêæå èñïîëüçóÿ

ôîðìóëû (2.2.1),(2.2.2), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â âèäå

ln = −βF . Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà Z , êàê íîðìèðî-

âî÷íîãî ìíîæèòåëÿ, ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ∂β lnZ = −U , ãäå ïðîèçâîäíàÿ

ïî îáðàòíîé òåìïåðàòóðå âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ Ni, V, ζα.

Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, âûâîäèì òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîíå÷íîé ñèñòåìû(
∂U

∂T

)
Ni,V,ζα

= T

(
∂S

∂T

)
Ni,V,ζα

Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü (ÁÊÀ) îïèñûâàåò ôèçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, êî-

ãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà, íàõîäÿñü â ðàâíîâåñèè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, ìî-

æåò îáìåíèâàòüñÿ ñ íåé ýíåðãèåé è êîìïîíåíòàìè ñìåñè. Ïðè ýòîì ñ÷èòàþòñÿ

çàäàííûìè àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà T è õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû êîìïîíåíòîâ µi

. Â äàííîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ è ÷èñëî ÷àñòèö êîìïîíåíòîâ íå ôèêñèðîâàíû. Â êëàñ-

ñè÷åñêîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ:

fΣ = Z−1 exp

(
−βHΣ + β

M∑
i=1

µiNi

)
â êâàíòîâîì ñëó÷àå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàòðèö ïëîòíîñòè

ρΣρΣρΣ = Z−1 exp

(
−βHΣHΣHΣ + β

M∑
i=1

µiNi

)
Èñïîëüçóÿ ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé è ôîðìóëû (2.2.1),(2.2.2), ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû:

lnZ = −βF
M∑
i=1

µi ⟨Ni⟩
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Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà, êàê íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ, ëåãêî ïî-

ëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ(
∂ lnZ

∂β

)
µi,V,ζα

= −U +
M∑
i=1

µi ⟨Ni⟩

(
∂ lnZ

∂µi

)
T,µj ̸=i,V,ζα

= ⟨Ni⟩

2.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ñèñòåì.

Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, âûâîäèì òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøå-

íèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîíå÷íîé ñèñòåìû(
∂U

∂T

)
µi,V,ζα

= T

(
∂S

∂T

)
µi,V,ζα

+
M∑
i=1

µi

(
∂ ⟨Ni⟩
∂T

)
µi,V,ζα

(2.3.1)

(
∂U

∂µi

)
T,µj ̸=i,V,ζα

= T

(
∂S

∂µi

)
T,µj ̸=i,V,ζα

+
M∑
j=1

µj

(
∂ ⟨Nj⟩
∂µi

)
T,µj ̸=i,V,ζα

(2.3.2)

Äëÿ âñåõ òðåõ îáñóæäàåìûõ àíñàìáëåé âíóòðåííþþ ýíåðãèþ U ìîæíî ñ÷èòàòü

ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ S, V, ⟨Ni⟩ ζα . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå � àíàëîã ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè

dU = θdS − πdV +
M∑
i=1

κid ⟨Ni⟩ +
∑
α

Zαdζα (2.3.3)

Äëÿ ÊÀ è ÁÊÀ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (2.2),(2.3.1) âåëè÷èíà θ îòîæ-

äåñòâëÿåòñÿ ñ àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðîé T . Äëÿ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàì-

áëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (2.3.2) âåëè÷èíû κi îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ õèìè-

÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè êîìïîíåíòîâ µi . Îòëè÷èå (2.3.3) îò êëàññè÷åñêîé òåðìîäè-

íàìèêè ñîñòîèò â ïðèñóòñòâèè äèôôåðåíöèàëîâ dζα. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå

äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåíñèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñè-

ñòåìû ñõîäÿòñÿ ê êîíå÷íûì âåëè÷èíàì â ïðåäåëå v → ∞ , N → ∞,Ni/V = const.

Â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíû Zα/V ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à âåëè÷èíà π ñõîäèòñÿ ê îáû÷íî-

ìó ãèäðîñòàòè÷åñêîìó äàâëåíèþ p . Ïðè ïåðåõîäå ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó

ñòàòèñòè÷åñêèé ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îäíó ÷àñòèöó â ðàññìàòðèâàåìûõ

àíñàìáëÿõ óìåíüøàåòñÿ, à ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îäíó ÷àñòè-

öó ñòàíîâÿòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ àíñàìáëåé. Íàîáîðîò, äëÿ ñèñòåì, äàëåêèõ
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îò òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà, ñòàòèñòè÷åñêèé ðàçáðîñ è ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðàñ-

ñìàòðèâàåìûìè àíñàìáëÿìè ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíûìè. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî

ñóùåñòâîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò óñëîâèé íà

ãåîìåòðèþ îáëàñòè ïðè V → ∞ (äîïóñòèìûé ñëó÷àé, íàïðèìåð, - ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü êóáîâ).

2.4 Âçàèìîäåéñòâèå ìàëîãî ÷èñëà ìîëåêóë ñ ïîâåðõíîñòüþ

2.4.1 Ìîíîñëîéíàÿ àäñîðáöèÿ, îäíîêîìïîíåíòíûé ñëó÷àé

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè îáñóæäàåìûõ ÿâëåíèé ðàññìîòðèì ãàç â êîíå÷-

íîì îáúåìå V , ñîäåðæàùåì N ìîëåêóë. Ìîëåêóëû ãàçà ìîãóò àäñîðáèðîâàòü-

ñÿ íà ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ðàññìàòðèâàåìûé ïðîñòðàíñòâåííûé îáúåì.

Äëÿ ñâîáîäíûõ ìîëåêóë áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå èäåàëüíîãî ãàçà, ÷òî

äîïóñòèìî äëÿ ìàëûõ ñèñòåì, åñëè îáúåì V ìíîãî áîëüøå îáúåìà ìîëåêóëû. Äëÿ

ìîëåêóë íà ãðàíèöå áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ìîíîñëîéíîé àäñîðáöèè. À èìåí-

íî, íà ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ K ÿ÷ååê, ÷àñòèöû èç îáúåìà ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ â

ýòè ÿ÷åéêè è îáðàòíî, ïðè÷åì â îäíîé ÿ÷åéêå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîé

÷àñòèöû. ×àñòèöû íà ïîâåðõíîñòè íåïîäâèæíû, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìî-

äåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé ðàâíà ϵ . Îòìåòèì, ÷òî ðàçìåð àêòèâíîé ïîâåðõíî-

ñòè, âûðàæåííûé ÷åðåç âåëè÷èíó K, òàêæå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû,

ïîýòîìó âàæíî óìåòü âû÷èñëÿòü ñëó÷àè ïðîèçâîëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó çíà-

÷åíèÿìè N èK . Íàïðèìåð, â ñëó÷àå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà è N ∼ K >> 1

ìû ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíóþ ìîäåëü àäñîðáöèè Ëåíãìþðà. Ñèñòåìà ÷àñòèö âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì è ñ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ äîëæíà îïèñûâàòüñÿ

ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Â òî æå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâ-

íåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî ðàçíûì àíñàìáëÿì, ïîýòîìó ðàññìîòðèì îïèñàíèå ñèñòåìû

â ÊÀ è áîëüøîì ÁÊÀ.

Ðàññìîòðèì â ïåðâóþ î÷åðåäü ÊÀ, òî åñòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó: ïîâåðõíîñòü,

íà êîòîðóþ àäñîðáèðóþòñÿ ÷àñòèöû è ãàç â îáúåìå. Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â ñèñòåìå

ïîñòîÿííî, íî âàæíî ó÷åñòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ìåæäó îáúåìîì è ñòåíêîé

ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû óâèäåòü îñîáåííîñòè ìàëîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî

ó÷åñòü âñå âîçìîæíûå ðàçäåëåíèÿ ìåæäó ñòåíêîé è îáúåìîì. Óäîáíî îáîçíà÷èòü

çà n � êîëè÷åñòâî àäñîðáèðîâàííûõ ìîëåêóë â íåêîòîðûé ìîìåíò, òåïåðü ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî N è îïðåäåëÿåò êîíêðåòíóþ

êîíôèãóðàöèþ â ñèñòåìå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ÊÀ
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ZCE íóæíî âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîíôèãóðàöèè n � QCE (n) è ïðîñóì-

ìèðîâàòü ïî âñåì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì â ÊÀ.

ZCE (N, V, T ) =
∑
n

QCE (n)

Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñîñòîÿíèÿ ÊÀ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâåäåíèÿ êèíå-

òè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé è êîíôèãóðàöèîííîé QCE (n) = Qkin (n)Qconf (n). Ñ êè-

íåòè÷åñêîé ÷àñòüþ âñå î÷åâèäíî: n ìîëåêóë ïîêîÿòñÿ íà ñòåíêå, îñòàâøèåñÿ N−n

îïèñûâàþòñÿ ñòàòèñòèêîé èäåàëüíîãî ãàçà â îáúåìå V . Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì

âû÷èñëèòü ïåðâûé ìíîæèòåëü: Qkin = (2πTm)3/2(N−n). Ðàñ÷åò êîíôèãóðàöèîííî-

ãî ìíîæèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó. Óäîáíî ðàññìîòðåòü

îòäåëüíî âêëàä îáúåìà è ñòåíêè. Â îáúåìå ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè

è íåðàçëè÷èìûìè, ïîýòîìó ìíîæèòåëü áóäåò èìåòü âèä V N−n

(N−n)! . Íà ñòåíêå êàæäàÿ

÷àñòèöà èìååò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ϵ, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæèòåëü áóäåò ïðî-

ïîðöèîíàëåí e−βϵn, ãäå β−1 = T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî

çíà÷åíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ÷àñòèöû äîëæíû áûòü ðàçìåùåíû ïî ðàçíûì

ÿ÷åéêà. ×èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ K!
(K−n)!n! . Âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ n ÷àñòèöàìè íà ïîâåðõíîñòè â ÊÀ

ðàâíà:

pCE (n,N, V, T ) = Z−1
CE

K!V (N−n) (2πTm)3/2(N−n)

(N − n)! (K − n)!n!
exp (−βϵn) (2.4.1)

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ZCE ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

N∑
n=1

pCE (n) = 1

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê âû÷èñëåíèÿì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû,

ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå ÒÏ. Äëÿ áîëüøèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå, íàè-

áîëåå âåðîÿòíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê n∗. Äëÿ óñòàíîâëåíèå

ðàâíîâåñèÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â ÒÏ ïðè V ∼ L3 → ∞ ñïðàâåäëèâî: N ∼ L3 >> n∗ ∼
L2. Òàê êàê îòêëîíåíèÿ îò n∗ íåçíà÷èòåëüíû, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå óïðîùå-

íèå â (1): (N − n)! ≃ Nn

N ! . Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå q = N

V (2πTm)
3/2 exp (−βϵ), òî âñÿ

çàâèñèìîñòü îò n â (1) áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ñëåäóþùåì ìíîæèòåëå:

qn

(K − n)!n!

Êàê î÷åíü õîðîøî èçâåñòíî, ôóíêöèè òàêîãî ðîäà èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì â òî÷êå
Kq
1+q , ÷òî è åñòü ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå â ÒÏ n∗. Àïïðîêñèìàöèÿ â ÒÏ ñîâïàäàåò ñ

ðåçóëüòàòîì Ëåíãìþðà.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ÊÀ è îïðåäåëèì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F = −T lnZCE.

Òîãäà íà ýòîì îñíîâàíèè íåñëîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ

π = −
(
∂F

∂V

)
N,T

= pgas + T
n∗ − ⟨n⟩

V
(2.4.2)

ãäå pgas = T N−n∗

V � äàâëåíèå ãàçà â îáúåìå, ⟨n⟩ =
∑N

n=0 npCE (n, V, T ) � ñðåäíåå

çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö áåç èñïîëüçîâàíèå ÒÏ. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî n∗ � êîëè÷åñòâî àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö â àñèìïòîòèêå ÒÏ, ïðè óñòðåìëå-

íèè îáúåìà V → ∞ ñðåäíåå çíà÷åíèå ⟨n⟩ → n∗. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà π �

äàâëåíèå â îáúåìå, ñîäåðæàùåì êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, ïðè ïåðåõîäå ê ÒÏ

îíî ñîâïàäàåò ñ äàâëåíèåì èäåàëüíîãî ãàçà. Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïðîâåñòè

âû÷èñëåíèÿ äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà:

κ =

(
∂F

∂N

)
= µgas + T [⟨ln (N − n) − ln (N − n∗)⟩] (2.4.3)

ãäå µgas = T ln N−n∗

V (2πTm)
3/2 � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ÷àñòèö â îáúåìå. Ðàçìûøëÿÿ

òàêæå êàê â ñëó÷àå ñ äàâëåíèåì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî κ � õèìè÷åñêèé ïîòåí-

öèàë â ìàëîé ñèñòåìå, ñîâïàäàþùèé â ÒÏ ñ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ ãàçà.

Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû îçíà÷àþò, ÷òî â êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ

òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãîâ â ÒÏ. Ïðèðîäîé ýòîãî

îòëè÷èÿ ÿâëÿåòñÿ ó÷åò âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, óñðåäíåíèå ïî âñåìó àíñàìáëþ

ñîñòîÿíèé. Äåéñòâèòåëüíî, âñå îñîáåííîñòè ïðîïàäàþò ïðè ïåðåõîäå ê âûäåëåííî-

ìó ñîñòîÿíèþ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò õîðîøî ñîîòíîñèòñÿ ñ ïîëîæåíèÿìè Õèëëà

î òîì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàëûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî

ââåñòè ýôôåêòèâíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, îòëè÷àþùèåñÿ îò êëàññè-

÷åñêèõ âûðàæåíèé ïðè îòñóòñòâèè ÒÏ.

Äëÿ ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè â

ÁÊÀ. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÁÊÀ íóæíî ðàññìîòðåòü ïîâåðõíîñòü îòäåëüíî îò çà-

ìêíóòîãî îáúåìà, òàêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ñ ïåðåìåííûì êîëè÷åñòâî

÷àñòèö â ñèñòåìå. Êàê è ðàíüøå çà n îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî àäñîðáèðîâàííûõ ÷à-

ñòèö, â äàííîì ñëó÷àå îíî áóäåò èãðàòü ðîëü ïîëíîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö â ñèñòåìå.

Òåïåðü âñå ÷àñòèöû â êîíêðåòíîé êîíôèãóðàöèè íåïîäâèæíû, à êîíôèãóðàöèîí-

íûé ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

K!

n! (K − n)!
e−βϵn
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Âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ n ÷àñòèöàìè íà ïîâåðõíîñòè:

pGCE (n, µ, V, T ) = Z−1
GCE

K!

(K − n)!n!
e−β(ϵ−µ)n (2.4.4)

Åñëè ðàññìîòðåòü ýòî âûðàæåíèå êàê ôóíêöèþ îò n, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ýòà çàâèñèìîñòü ýêâèâàëåíòíà àïïðîêñèìàöèè â ÒÏ âûðàæåíèÿ (2.4.1). Áîëåå òîãî

åñëè ìû ïåðåïèøåì ïàðàìåòð q â ñëåäóþùåì âèäå q = e−β(ϵ−µ)n.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåçêèé ìàêñèìóì â òî÷êå n∗ = Kq
1+q è òî,

÷òî âûðàæåíèå (2.4.4) ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñèìàöèåé âûðàæåíèÿ (2.4.1). Òàêèì îá-

ðàçîì, òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïðåäåëû ÊÀ è ÁÊÀ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ïðè

µ = T lnN − T ln
[
V (2πmT )3/2

]
. Â òî æå âðåìÿ, âûðàæåíèÿ (2.4.1) è (2.4.4)

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, ÷òî ãîâîðèò î ðàçëè÷èè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

ñèñòåìû â ÊÀ è ÁÊÀ.

Íåýêâèâàëåíòíîñòü àíñàìáëåé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìàëîé ñè-

ñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè îïèñàíèè ñ ïîìîùüþ ÁÊÀ èñ÷åçàþò îñîáåííîñòè

ìàëûõ ñèñòåì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ÁÊÀ èñïîëüçóåòñÿ

çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðîå ïðèðàâíèâàåòñÿ õèìè÷åñêîìó ïîòåí-

öèàëó ãàçà â îáúåìå, à ýòî ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå ðàâíîâåñèÿ òî åñòü ñóùåñòâîâà-

íèå âûäåëåííîãî, íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé êàðòèíû

ôèçèêè àäñîðáöèè ìàëûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÊÀ.

2.4.2 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âàæíîñòü, ðàññìîòðåííûõ ýôôåêòîâ, äëÿ ðåàëüíûõ ïîðè-

ñòûõ ñèñòåì. Äëÿ ÷èñëåííîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãàç ìåòàí CH4 ïðè óñëîâèÿõ

T = 285K è äàâëåíèè 21 × 106Pa , ÷òî, íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì â íà-

íîïîðàõ ñëàíöåâîé ïîðîäû. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â ðàáîòå [130] ðàññìàòðèâàåòñÿ

ìîíîñëîéíàÿ àäñîðáöèÿ, âñëåäñòâèå êîòîðîé íà ñòåíêå îáðàçóåòñÿ ñëîé ìîëåêóë

ïëîòíîñòüþ 330 kg
m3 , à ïëîòíîñòü â îáúåìå 124 kg

m3 . Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðà q ïðîäåìîíñòðèðóåì îòêëîíåíèå âåëè÷èí (2.4.2),(2.4.3) îò èõ çíà÷åíèé

â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Äëÿ ýòîãî ïðè ôèêñèðîâàííîé êîíöåíòðàöèè ìû

áóäåì âàðüèðîâàòü îáúåì ñèñòåìû V
V0
, ãäå â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ îáú-

åìà ïðèìåì V0 = 4.3 × 10−27m3 . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðîâ (2.4.2),(2.4.3)

ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ.2.1,Ðèñ.2.2.
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Ðèñ. 2.1: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ âåëè÷èíû π îò

äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó pgas. Êðèâûå 1, 2, 3,

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì q = 0.3; 0.5; 1 ñîîòâåòñòâåííî

Ðèñ. 2.2: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ âåëè÷èíû κ îò

äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó µgas. Êðèâûå 1, 2, 3,

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì q = 0.3; 0.5; 1 ñîîòâåòñòâåííî

Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ èäåÿì ðàáîòû [43] áûëè ïðîäåëàíû ðàñ÷åòû âåëè÷èíû

γ =

⟨
n2
⟩
− ⟨n⟩2

⟨n⟩

Âåëè÷èíà γ õàðàêòåðèçóåò ôëóêòóàöèè ñèñòåìû è î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå òåðìî-

äèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà γ∞. Èç Ðèñ.3 âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ìàëûõ ñèñòåì âåëè÷èíà
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îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ γ−γ∞
γ∞

ëèíåéíî ïðîïîðöèîíàëüíà îáðàòíîìó ëèíåéíî-

ìó ðàçìåðó ñèñòåìû L−1 = V −3 . õàðàêòåðèçóþùåé ôëóêòóàöèè â ñèñòåìå, ÷òî

ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [43]

Ðèñ. 2.3: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè γ îò îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ðàçìåðàL−1 = V −1/3 .

Êðèâûå 1, 2, ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì q = 0.3; 0.5 ñîîòâåòñòâåííî

2.4.3 Ìíîãîêîìïîíåíòíûé ñëó÷àé

Îäíà èç ïðè÷èí ïî êîòîðîé â êà÷åñòâå ïðèìåðà âëèÿíèÿ ýôôåêòîâ ìàëûõ

ñèñòåì áûëà âûáðàíà ìîäåëü ìîíîñëîéíîé àäñîðáöèè ýòî âîçìîæíîñòü ìîäèôè-

öèðîâàòü ýòó ìîäåëü è ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì

õàðàêòåð âëèÿíèå è ñïîñîá îöåíêè îñîáåííîñòåé ìàëûõ ñèñòåì îñòàåòñÿ òàêîé æå.

Ðàññìîòðèì ìíîãîêîìïîíåíòíóþ ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ M ðàçëè÷íûõ ñîðòîâ

÷àñòèö. ÏóñòüNi � ïîëíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ñîðòà i ,mi,ϵi � ìàññà è ïîòåíöèàëü-

íàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ñîðòà i. Òåïåðü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

íàáîðà ÷èñåë n = {n1, n2, ..., nM}, ãäå ni � êîëè÷åñòâî àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö

ñîðòà i. Ïðîäåëàâ êîìáèíàòîðíûå âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íûå îäíîêîìïîíåíòíîìó

ñëó÷àþ, ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè áóäåò îïðåäåëåííûé

íàáîð ÷àñòèö n:

PCE (n, V, T ) =
Z−1
CEK!V (N−

∑M
i=1 ni)∏M

i=1 (2πTmi)
3/2(Ni−ni) e−β

∑M
i=1 ϵini(

N −
∑M

i=1 ni

)
!
(
K −

∑M
i=1 ni

)
!n1!...nM !

(2.4.5)
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Ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ZCE ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

N1∑
n1=1

...

NM∑
nM=1

PCE (n1, ..., nM , V, T ) = 1

Â ÒÏ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íûì ñ îäíîêîìïîíåíòíûì ñëó÷àåì ïðè-

áëèæåíèåì: 1

(N−
∑M

i=1 ni)!
≃ N

∑M
i=1 ni

N ! . Òîãäà åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

qi =
Ni

V (2πTmi)
3/2

exp (−βϵi)

çàâèñèìîñòü (2.4.5) îò íàáîðà n áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ñëåäóþùåì êîýôôèöèåíòå:

qn1

1 × ...× qnM

M(
K −

∑M
i=1 ni

)
!n1!...nM !

Òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì â åäèíñòâåííîé òî÷êå n∗ = {n∗
1, n

∗
2, ..., n

∗
M}, êî-

îðäèíàòû ýòîé òî÷êè ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü, ðåøèâ ñèñòåìó èç M ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé.

n∗
i =

Kqi
1 + q1 + ... + qM

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ÊÀ, âû÷èñëèì äàâëåíèå â ìàëîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñè-

ñòåìå:

π = −
(
∂F

∂V

)
N,T

= pgas + T

∑M
i=1 (n∗

i − ⟨ni⟩)
V

(2.4.6)

ãäå pgas =
∑M

i=1 T
N−n∗

i

V � äàâëåíèå ãàçà â îáúåìå Òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå (2.4.6)

ñîäåðæèò ïîïðàâêó ê äàâëåíèþ, óáûâàþùóþ ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà. Âàæíî îòìå-

òèòü, ÷òî â ÒÏ äàâëåíèå ìíîãî ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ãàçà àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà,

ñîñòîÿùàÿ èç ñóììû ïàðöèàëüíûõ äàâëåíèé pgas =
∑M

i=1 pi. Â îòñóòñòâèå ÒÏ äëÿ

ìàëûõ ñèñòåì íàðóøàþòñÿ ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè.

2.5 Çàêëþ÷åíèå ïî çàäà÷å àäñîðáöèè ìàëîãî ÷èñëà ìîëåêóë

Àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè

ñâîáîäû, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì. Òàê, ñèñòåìà ìîæåò áûòü îïè-

ñàíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ óñëîâèé,

èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå êàíîíè÷åñêèå àíñàìáëè. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ èõ îïðåäåëåíèÿ, è ñðàâíèòü èõ

ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè.
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Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ýôôåêòû òåðìîäèíàìèêè ìà-

ëûõ ñèñòåì íåëüçÿ èãíîðèðîâàòü äàæå â ïðîñòûõ ìîäåëÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ôëþ-

èäà è îêðóæàþùèõ åãî ñòåíîê. Ó÷èòûâàÿ ðàñïðîñòðàíåííîñòü ÿâëåíèÿ àäñîðá-

öèè, äàííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ìîòèâèðóþùèìè äëÿ óòî÷íåíèÿ ïðîöåññîâ,

ïðîèñõîäÿùèõ ïðè äîáû÷å óãëåâîäîðîäîâ èç ñëàáîïðîíèöàåìûõ ïëàñòîâ. Òàêèì

îáðàçîì, íà ïðèìåðå ïðîñòîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, äîïóñêàþùåé àíàëè-

òè÷åñêîå îïèñàíèå, ïðîäåìîíñòðèðîâàíû è ÷èñëåííî îöåíåíû îñíîâíûå ýôôåêòû

òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì: ôëóêòóàöèè, ðàçëè÷èÿ ôàêòè÷åñêèõ è ïðåäåëü-

íûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ðàçëè÷èÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè

ðàçíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Îæèäàåòñÿ, ÷òî âûÿâëåííûå ýôôåêòû ìîãóò

èìåòü ìåñòî è äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé ñ ó÷åòîì õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà, ìåæ-

ìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ìíîãîñëîéíîé àäñîðáöèè. Â òî æå âðåìÿ, äà-

æå óïðîùåííûå ìîäåëè òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ

óòî÷íåíèÿ ïîâåäåíèÿ ãàçà â ïðèðîäíûõ êîëëåêòîðàõ ñ íèçêîé ïðîíèöàåìîñòüþ.

Âàæíûì çàêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà

÷àñòèö è îáúåìà, ðàçìåð îòíîñèòåëüíûõ ôëóêòóàöèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì

ôàêòîðîì äëÿ ïðîÿâëåíèÿ îòêëîíåíèé îò ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíà-

ìèêè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûÿâëåíèå íàèáîëåå çàìåòíûõ ñëåäñòâèé ìàëûõ ñèñòåì

íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ìîäåëè äîïóñêàþùèå îáëàñòè ñ âûñîêèìè ôëóêòóàöèÿ-

ìè. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì êàíäèäàòîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ìåòàñòàáèëüíîé çîíû

ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [131]

66



3 Ìåòàñòàáèëüíàÿ îáëàñòü â ìàëûõ ñèñòåìàõ ñ ó÷å-

òîì ãðàíèö

3.1 Ââåäåíèå

Êàê ìîæíî áûëî óâèäåòü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå ýô-

ôåêòû ìàëûõ ñèñòåì ñâÿçàíû ñ âîçíèêíîâåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáî-

äû. Îäíèì èç òàêèõ ïðèçíàêîâ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñèñòåìû ïåðåéòè â

ìåòàñòàáèëüíóþ çîíó. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîëåêóëû ðåàëüíîãî ãà-

çà â îãðàíè÷åííîì îáúåìå, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì òàê, ÷òî â

ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè îáðàçóþòñÿ ãðóïïû-êëàñòåðû ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà. Äëÿ

òàêèõ ñèñòåì áóäåò ïîñòðîåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñàòü òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà åå ðàçìåðû. Çà îñíîâó âçÿòà

êàïåëüíàÿ ìîäåëü Ôèøåðà, ïîäðîáíî îïèñàííàÿ â ãëàâå 1. Â çàâåðøåíèè ãëà-

âû 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàïåëüíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà íà ñëó÷àé

÷àñòèö ñ íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì îáúåìîì. Ýòî îáîáùåíèå ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ

ïðîáëåì ïðè âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ÊÀ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíî-

ñòåé áûë îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê ÁÊÀ è ðàññìîòðåí îáðàç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà. Ìû óñòàíîâèëè ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷èâøåãîñÿ ðåøåíèÿ è ñîîòíåñëè

åãî ñî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Â äàííîé ãëàâå ìû ïðî-

äîëæèì ïðîöåññ ìîäèôèêàöèè ìîäåëè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îïèñàíèå äëÿ

ìàëûõ ñèñòåì. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû òîæå

áóäåò ìîäèôèöèðîâàí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåîðèþ, ó÷èòûâàþùóþ êîíå÷íûå ðàçìåðû ñèñòåìû,

íåîáõîäèìî èçó÷èòü âëèÿíèå ãðàíèö. Äåéñòâèòåëüíî, â çàäà÷àõ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ÒÏ ãðàíèöû îòíåñåíû òàê äàëåêî, ÷òî èõ âëèÿíèå íåçíà÷èòåëüíî, íî â ðåàëü-

íûõ îãðàíè÷åííûõ ñèñòåìàõ íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü èõ âëèÿíèåì. Ãðàíèöû ñèñòåìû

ìîãóò îêàçûâàòü âëèÿíèÿ íà ìîëåêóëû ðàçëè÷íûì îáðàçîì, íàïðèìåð, êàê áûëî

ïîêàçàíî â ãëàâå 2, àäñîðáöèÿ ãàçà/æèäêîñòè íà ñòåíêè ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî

âàæíûì ôàêòîðîì â ìàëûõ ñèñòåì. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ àíñàìáëåì êëàñòåðîâ ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà, íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäåò èí-

òåðåñîâàòü âëèÿíèå ñòåíîê ñèñòåìû íà ðàçìåð êëàñòåðîâ è èõ ðàñïðåäåëåíèå ïî

ðàçìåðàì. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, âîçìîæíî äâà âàðèàíòà: ïåðâûé âàðèàíò

ñîîòâåòñòâóåò êàïëÿì, ñìà÷èâàþùèì ïîâåðõíîñòü, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå, ýíåð-

ãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè âíóòðè êëàñòåðà ìåíüøå èëè ñðàâíèìà
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ñ ýíåðãèåé ìåæäó ÷àñòèöàìè è ñòåíêàìè. Äàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ãåòåðî-

ãåííîé òåîðèè íóêëåàöèè. Ìû íå áóäåì åãî ðàññìàòðèâàòü òàê êàê, âî-ïåðâûõ,

áîëüøèíñòâî èíòåðåñóþùèõ íàñ íà ïðàêòèêå âåùåñòâ íå ïîäõîäÿò ê ýòîìó ñëó-

÷àþ. Âî-âòîðûõ, ýôôåêòû, ïðîÿâëÿþùèåñÿ â äàííîé ñèòóàöèè, ñêîðåå ñâÿçàíû ñ

óòî÷íåíèåì ìîäåëè ãåòåðîãåííîé íóêëåàöèè ÷åì ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìè-

êîé ìàëûõ ñèñòåì. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âòîðîé âàðèàíò � îáðàçóþùèåñÿ êàïëè

íå ñìà÷èâàþò ïîâåðõíîñòü. Íàïðèìåð, êàïëè âîäû â îáúåìå è ñòåíêè èç óãëåðîäà

(ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âîäà-âîäà áîëüøå ÷åì âîäà-óãëåðîä).

Êàê óæå îáñóæäàëîñü âûøå, ñòàòèñòè÷åñêàÿ êàðòèíà â ìàëîé ñèñòåìå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé � ðàñïðåäåëåíèé êëàñòåðîâ ïî ðàç-

ìåðàì. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðíîãî ðåçóëüòàòà íåäîñòàòî÷íî îïèñàòü âëèÿíèå

ñòåíîê íà îòäåëüíûé êëàñòåð. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìîäè-

ôèêàöèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ñèñòåìû, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå òâåðäûõ ñòåíîê

íà øàðîîáðàçíûå íåñìà÷èâàþùèå êàïëè-êëàñòåðû.

3.2 Îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð ñèñòåìû

Â ïåðâóþ î÷åðåäü îïèøåì êà÷åñòâåííî êàðòèíó âëèÿíèå ñòåíîê íà ðîñò êëà-

ñòåðîâ è ââåäåì ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþùèå ýòîò ýôôåêò. Åñëè ìû áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü îòäåëüíûå ðåàëèçàöèè, òî ìû óâèäèì, ÷òî ìîëåêóëû îáúåäåíû â ãðóïïû,

îáðàçóÿ êëàñòåðû øàðîîáðàçíîé ôîðìû, è äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçìåð êàïåëü íå

äîñòèãàåò íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, èõ ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ îáû÷íîé

ìîäåëüþ. Äàëåå ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ðàçìåðM , êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü ìàêñè-

ìàëüíûì ðàçìåðîì êëàñòåðà. Ãåîìåòðèÿ ãðàíèö íå ïîçâîëÿåò êàïëå óâåëè÷èâàòüñÿ

äî áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ ïðîñòîé ãåîìåòðèåé: ãàç ñîäåðæèòñÿ

ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíêàìè ðàçíåñåííûìè íà ðàññòîÿíèå H, î÷å-

âèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå äèàìåòð êàïëè íå ìîæåò áûòü áîëüøå øèðèíû ìåæäó

ïëàñòèíêàìè. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ äàæå â òàêîé ïðîñòîé

ãåîìåòðèè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìàëûõ ñèñòåì.

Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå, åñëè ìû õîòèì îïèñàòü âëèÿíèå ãðàíèö íà ñòà-

òèñòèêó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêè ïðà-

âèëüíûé ðåçóëüòàò â ìàëîé ñèñòåìå, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âñå ðåàëèçàöèè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè ÷àñòèö äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáðàçîâàòü êëàñòåð ðàçìåðîì M , òî

áóäåò ñóùåñòâîâàòü ðåàëèçàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ êëàñòåð ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà. Òà-

êèì îáðàçîì, ó÷åò ðàçìåðîâ ñèñòåìû íå òîëüêî îãðàíè÷èâàåò ðàçìåð êëàñòåðîâ,
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íî è âëèÿåò íà èõ ðàñïðåäåëåíèå.

Ôîðìàëèçóåì âñå âûøå ñêàçàííîå è çàïèøåì íîâóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó.

Ðàññìîòðèì êàê è ðàíåå N ÷àñòèö â çàìêíóòîì îáúåìå V . Ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ÊÀ è âñå äîïóñòèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îãðàíè÷åíèÿ:

N −
M(V )∑
k=1

knk = 0 (3.2.1)

ãäå â îòëè÷èå îò ïðîøëîãî ñëó÷àÿ (1.3.7) ñóììèðîâàíèå îãðàíè÷åííî äî ìàêñè-

ìàëüíîãî ðàçìåðà M (V ), êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò îáúåìà.

Ó÷èòûâàÿ ýòè èçìåíåíèÿ, çàïèøåì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ÊÀ:

QN (V, T ) =
∑
{nk}

M(V )∏
k=1

(Ve�qk)
nk

nk !
δ

N −
M(V )∑
k=1

knk

Θ

V − b

M(V )∑
k=1

knk

 (3.2.2)

Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû íåïðèìåíèìû íàïðÿìóþ ê âûðàæåíèþ

(3.2.2). Â Ïðèëîæåíèè ïîäðîáíî ðàçîáðàíî ñóììèðîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-

ìû ñ ïîìîùü âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ÊÀ (1.3.9). Â

äàííîì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü, òàê êàê äëÿ êîíå÷íûõ ñè-

ñòåì íå ñóùåñòâóåò êàêîãî-òî âûäåëåííîãî âåðîÿòíîãî ñîñòîÿíèÿ, à çíà÷èò ïðàâóþ

÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.2.2) íåëüçÿ çàìåíèòü îäíîé êîíôèãóðàöèåé. Äðóãîé êëàññè-

÷åñêèé ìåòîä � ýòî ïåðåõîä ê ÁÊÀ è èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Äàííàÿ ìåòîäèêà ðàáîòàåò äëÿ ñèñòåì ÷àñòèö ñ îòòàëêèâàíèåì è ïðèòÿæåíèåì,

êîòîðûå ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ â ãðóïïó. Â íàøåì ñëó÷àå ÷àñòèöû èìåþò ñîáñòâåí-

íûé îáúåì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò îòòàëêèâàíèå, à òàêæå çà ñ÷åò ïðèòÿæåíèÿ ÷àñòèöû

îáðàçóþò êëàñòåðû. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ñòðóêòóðà âûðàæåíèÿ (3.2.2) ñîâïàäà-

åò ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì. Ïîýòîìó â ýòîé ãëàâå, âû÷èñëåíèå (3.2.2) ìû íà÷íåì ñ

èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåõîäà ê ÁÊÀ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî îáúåìà.

Ïî-ïðåæíåìó, ðàññìîòðåíèå ÁÊÀ ïîçâîëÿåò ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà ðàñïðåäåëåíèÿ

ïî ðàçìåðó (3.2.1) òàê, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ÁÊÀ èìååò âèä:

Ξ (V, T, µ) =
∞∑

N=1

QNe
µN =

∑
{nk}

M(V )∏
k=1

(
Ve�qke

µk
)nk

nk !
Θ

V − b

M(V )∑
k=1

knk

 (3.2.3)

Îäíàêî, ïðÿìîìó âû÷èñëåíèþ âûðàæåíèÿ (3.2.3) ïðåïÿòñòâóåò íàëè÷èå îãðà-

íè÷åíèÿ íà îáúåì, èìåííî äëÿ ýòîãî ìû ðàíüøå èñïîëüçîâàëè ïðåîáðàçîâàíèå
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Ëàïëàñà, ÷òîáû èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îò îáúåìà. Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèñòåìû

ñèòóàöèÿ ãîðàçäî ñëîæíåå èç-çà òîãî, ÷òî ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ M (V ) çàâèñèò îò

îáúåìà è íå ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ âûðàæåíèÿ (3.2.3). Àíàëîãè÷íàÿ

çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (3.2.2) âñòðå÷àåòñÿ â ÿäåðíîé ôèçè-

êå ïðè îïèñàíèè ìîäåëè ìóëüòèôðàãìåíòàöèè ÿäðà [86, 132]. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû äëÿ íóêëîíîâ â îãðàíè÷åííîì îáúåìå áûë ïðåäëîæåí â

ðàáîòå [133�135]. Îñíîâíàÿ èäåÿ � ýòî èñïîëüçîâàíèå äåëüòà ôóíêöèè Äèðàêà

äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ çàâèñèìîñòü îò îáúåìà. Ïðè ýòîì

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå â èíòåãðàëüíîì âèäå, ÷òîáû ìîæíî áû-

ëî ìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ýòîé öåëè áûëî âûáðàíî Ôóðüå

ïðåäñòàâëåíèå äåëüòà ôóíêöèè, c ïîìîùüþ êîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñè-

ìîñòü îò îáúåìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G (V ) =

+∞∫
−∞

δ (V − x)G (x) dx =

+∞∫
−∞

dx

+∞∫
−∞

dy

2π
eiy(V−x)G (x) (3.2.4)

Ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (3.2.4) ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâè-

ñèìîñòü â âåðõíåì ïðåäåëå ñóììèðîâàíèÿ îò îáúåìà, çàïèñàâ âìåñòî ýòîãî M (x).

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3.2.4), âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ (3.2.3):

Ξ̂ (λ, T, µ) =

∞∫
0

dV e−λV Ξ (V, T, µ) =

=

∞∫
0

dVe�e
−λVe�

∞∑
nk=1

M(V )∏
k=1

1

nk !

(
Ve�qk exp

[
(µ− λbT ) k

T

])nk

=

=

∞∫
0

dVe�

+∞∫
−∞

dx

+∞∫
−∞

dy

2π
eiy(Ve�−x)−λVe�

∞∑
nk=1

M(x)∏
k=1

1

nk !

(
Ve�qk exp

[
(µ− λbT ) k

T

])nk

=

=

∞∫
0

dVe�

+∞∫
−∞

dx

+∞∫
−∞

dy

2π
eiy(Ve�−x)−λVe� exp

Ve�

M(x)∑
k=1

qk exp

[
(µ− (λ− iy) bT ) k

T

]
Èñïîëüçîâàííûé ìàòåìàòè÷åñêèé ïðèåì ïîçâîëÿåò ÿâíî çàïèñàòü çàâèñèìîñòü îò

îáúåìà ñèñòåìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè çàìåíó àíàëîãè÷íóþ ñëó÷àþ íåîãðà-

íè÷åííîé ñèñòåìû:

Φ (x, λ) =

M(x)∑
k=1

qk exp

[
(µ− λbT ) k

T

]
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ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ìîæíî áóäåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåìó îáúåìó è òåì

ñàìûì èñêëþ÷èòü îáúåì èç ïåðåìåííûõ.

Ξ̂ (λ, T, µ) =

+∞∫
−∞

dx

+∞∫
−∞

dy

2π

∞∫
0

dVe�e
iy(Ve�−x)−λVe�+Ve�Φ(x,λ−iy) =

=

+∞∫
−∞

dx

+∞∫
−∞

dy

2π

e−iyx

λ− iy − Φ (x, λ− iy)

Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèñòåìû ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ÿâíûé âèä ñòàòèñòè-

÷åñêîé ñóììû ÁÊÀ, êàê ýòî äåëàëîñü â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå, äëÿ òîãî, ÷òîáû

íàéòè ñâÿçü ìåæäó òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè è ïàðàìåòðîì λ. Ïîýòîìó,

âîñïîëüçóåìñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà:

Ξ (V, T, µ) =

χ+i∞∫
χ−i∞

dλ

2πi
Ξ̂ (λ, T, µ) eλV = (3.2.5)

=

+∞∫
−∞

dx

+∞∫
−∞

dy

2π

χ+i∞∫
χ−i∞

dλ

2πi

eλV−iyx

λ− iy − Φ (x, λ− iy)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òî χ ëåæèò ïðà-

âåå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ [136]. Îáîçíà÷èì çà λn =

λ− iy îñîáóþ òî÷êó, îáðàùàþùóþ â íîëü çíàìåíàòåëü:

λ− iy − Φ (x, λ− iy) = 0 (3.2.6)

Â îáùåì ñëó÷àå âñå îñîáåííîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè:

λn − Φ (x, λn) +

(
1 − ∂Φ (x, λn)

∂λ

)
(λ− λn) + ... =

(
1 − ∂Φ (x, λn)

∂λ

)
(λ− λn) + ...

Òîãäà èíòåãðàë ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â âûðàæåíèè (3.2.5), ìîæíî ñâåñòè ê

âû÷èñëåíèþ ñóììû âû÷åòîâ â ïðîñòûõ ïîëþñàõ λ = λn + iy, ãäå λn = Φ (λn)

χ+i∞∫
χ−i∞

dλ

2πi

eλV

λ− iy − Φ (x, λ− iy)
=
∑
λn

eλnV+iyV(
1 − ∂Φ(x,λn)

∂λ

)
Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ÁÊÀ (3.2.5) èìååò âèä:

Ξ (V, T, µ) =

+∞∫
−∞

dx

+∞∫
−∞

dy

2π
eiy(V−x)

∑
λn

eλnV(
1 − ∂Φ(x,λn)

∂λ

) =
∑
λn

eλnV(
1 − ∂Φ(V,λn)

∂λ

) (3.2.7)
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Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå âíîâü èñïîëüçîâàíî Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå äåëüòà ôóíêöèè,

èíòåãðèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå x → V . Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èëè òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ÁÊÀ (3.2.3). Äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ çíà÷åíèÿ (3.2.7) ïðè îïðåäåëåííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ íóæíî

ðàçðåøèòü óðàâíåíèå (3.2.6), êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

λn =
M∑
k=1

qk exp
(µ− λnbT ) k

T
(3.2.8)

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ÒÏ îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êëàñòåðà

îòñóòñòâóåò è M → ∞, ïîýòîìó, óðàâíåíèå (3.2.8) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

λn =
∞∑
k=1

qk exp
(µ− λnbT ) k

T
(3.2.9)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå â ãëàâå 1, äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå äåé-

ñòâèòåëüíîå ðåøåíèå. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (1.3.10) èìååò âèä:

Ξ =
eλ0V

1 − ∂λΦ
∼ e

PV
T

Â ÒÏ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (3.2.9) èìååò ïðÿìóþ ñâÿçü ñ äàâëåíèåì â ñèñòåìå

λ = P
T . Ðåçóëüòàò (3.2.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÒÏ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî

ðåçóëüòàòà (3.2.8).

Â îáùåì ñëó÷àå, êîíå÷íîé ñèñòåìû, êàðòèíà ãîðàçäî ñëîæíåå, òàê êàê óðàâ-

íåíèå (3.2.8) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé, ðàñïðåäåëåííûõ ïî êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå λn = Rn + iIn, òîãäà

óðàâíåíèå (3.2.8) ìîæíî áóäåò ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

Rn =
M∑
k=1

qk exp
(µ−RnbT ) k

T
cos Inbk (3.2.10)

In = −
M∑
k=1

qk exp
(µ−RnbT ) k

T
sin Inbk (3.2.11)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.2.10) â ñèñòåìå ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïàðà-

ìåòðîâ âñåãäà ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå (R0, 0). Òàêæå ëåãêî óáåäèòüñÿ

â òîì, ÷òî ýòî åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå, à âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ

èìåþò íåíóëåâóþ êîìïëåêñíóþ ñîñòàâëÿþùóþ In>0 ̸= 0. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ-

íûå êîðíè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðå-

ìåííîé In, òî åñòü íå ìåíÿåò ñâîé âèä ïðè çàìåíå In → −In. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
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êîìïëåêñíûå êîðíè ïîïàðíî ñîïðÿæåíû, åñëè (Rn, In) � êîðåíü, òî è (Rn,−In) �

êîðåíü.

Ïðîñóììèðóåì ïîïàðíî âêëàäû â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (3.2.7) ñîïðÿæåííûõ

êîðíåé λn = Rn + iIn, λ
∗
n = Rn − iIn:

eλnV

1 − ∂λΦ (λn)
=

eRnV+iInV

1 + b
∑M

k=1 kqk exp (µ−RnbT )k
T (cos Inbk − i sin Inbk)

=
1

2
eRnVCn × ei(InV+ϕn)

ãäå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Cn>0 = 2

(1 +
M∑
k=1

kqke
(µ−RnbT )

T cos Inbk

)2

+

(
M∑
k=1

kqke
(µ−RnbT )

T sin Inbk

)2
−1/2

ϕn = arctan

∑M
k=1 kqk (k) e

(µ−RnbT )
T sin Inbk(

1 +
∑M

k=1 kqk (k) e
(µ−RnbT )

T cos Inbk
)

C0 =
1

1 +
∑M

k=1 qk exp (µ−bR0T )k
T

Òîãäà ñëîæèâ âêëàäû îò ñîïðÿæåííîé ïàðû, ìû ïîëó÷èì:

eλnV

1 − ∂λΦ (λn)
+

eλ
∗
nV

1 − ∂λΦ (λ∗
n)

= eRnVCn cos (InV + ϕn)

Â ðåçóëüòàòå, âñå êîìïëåêñíûå âêëàäû â (3.2.7) óíè÷òîæàòñÿ è ñóììàðíîå çíà÷å-

íèå áóäåò äåéñòâèòåëüíûì:

Ξ (V, T, µ) =
∞∑
n=0

eRnVCn cos (InV + ϕn) (3.2.12)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå êîýôôèöèåíò Cn, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùèõ ñóìì:

M∑
k=1

kqke
(µ−RnbT )k

T cos Inbk,
M∑
k=1

kqke
(µ−RnbT )k

T sin Inbk

Ýòè êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì âû÷èñëåíèÿ ∂λΦ (λn) â îñîáûõ òî÷êàõ.

Îäíàêî, èõ ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (3.2.8) ïî ïàðàìåòðó µ, â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

M∑
k=1

kqke
(µ−RnbT )k

T cos Inbk = − −∂µRn + (∂µRn)2 + (∂µIn)2

1 − 2∂µRn + (∂µRn)2 + (∂µIn)2
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M∑
k=1

kqke
(µ−RnbT )k

T sin Inbk = − ∂µIn

1 − 2∂µRn + (∂µRn)2 + (∂µIn)2

Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå äëÿ Cn ìû ïîëó÷èì:

Cn = 2
[
(1 − ∂µRn)2 + (∂µIn)2

]1/2
Èç óðàâíåíèé (3.2.11), (3.2.10) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ∂µRn,

∂µIn, ÷òî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åííîñòè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Cn.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ÁÊÀ

(3.2.12) â ñëó÷àå ìàëûõ ñèñòåì, äîñòàòî÷íî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (3.2.8). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîëó÷èòü âñþ èíôîðìàöèþ î òåðìîäèíàìèêå

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â ìåòàñòàáèëüíîé çîíå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ðàç-

ìåð ñèñòåìû. Â ÁÊÀ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ: µ, T è V . Ïåðâûå

äâà ïàðàìåòðà µ, T âõîäÿò ÿâíî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.2.8), à îáúåì ó÷èòû-

âàåòñÿ ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ M (V ).

Îäíàêî, ñóùåñòâóåò ñëîæíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ íåâîçìîæíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2.8) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü, êàê

ýòî áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ÷èñëåííîå ðåøåíèå ðåàëèçóåòñÿ ñ î÷åíü õîðîøåé òî÷-

íîñòüþ. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ÷èñëåííûì âû÷èñëåíèÿì, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü

îáùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ êîðíåé è èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè

äëÿ íåêîòîðûõ äèàïàçîíîâ ïàðàìåòðîâ.

3.3 Ðàñïðåäåëåíèå ïîëþñîâ

Äàííûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá îáùèõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (3.2.8). Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò êàê ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå

âûâîäû òàê è àïïðîêñèìàöèè, îñíîâàííûå íà ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (3.2.8).

Ïîëó÷åííàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü èñ÷åðïûâàþùèé êà÷åñòâåííûé

àíàëèç óñòðîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëþñîâ. Â çàêëþ÷åíèè âñå ïîëó÷åííûå âûâîäû

áóäóò êîíêðåòèçèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2.8).

Ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.2.8), âûäåëèâ ýêñïîíåíöèàëüíûå ìíî-

æèòåëè â êîýôôèöèåíòàõ qk = fke
−σk2/3+wk:

λn =
M∑
k=1

fk exp
−σk2/3 + (µe� − bTλn) k

T

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå µe� = µ−w, êîýôôèöèåíò fk � èçâåñòíàÿ íåýêñïî-

íåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ M < ∞, äàííîå óðàâíåíèå
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ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíàÿ

Rn è êîìïëåêñíàÿ In ñîñòàâëÿþùèå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòå-

ìû:

Rn =
M∑
k=1

fk exp
−σk2/3 + (µe� − bTRn) k

T
cos Inbk (3.3.1)

In = −
M∑
k=1

fk exp
−σk2/3 + (µe� − bTRn) k

T
sin Inbk (3.3.2)

Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé íåâîçìîæíî çàïèñàòü òî÷íîå ðåøåíèå, îäíàêî, ìîæíî äîêà-

çàòü íåñêîëüêî âàæíûõ ôàêòîâ, ñïðàâåäëèâûõ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ (ðåàëèñòè÷-

íûõ) çíà÷åíèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Âî-ïåðâûõ, âñåãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå R0 ñ íó-

ëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ I0 = 0, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå èìååò âèä:

R0 =
M∑
k=1

fk exp
−σk2/3 + (µe� − bTR0) k

T
> 0 (3.3.3)

Âî-âòîðûõ, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ Rn>0, In>0

ëåæàò ëåâåå äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ, òî åñòü Rn < R0. Äîêàæåì ýòîò ôàêò:

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ñòðîèòü îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

íåêîòîðûé êîìïëåêñíûé êîðåíü ñ íîìåðîì n äëÿ êîòîðîãî Rn > R0 è In ̸= 0.

Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

−Rn < −R0 ⇒ e−Rn < e−R0

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (3.3.1) :

Rn =
M∑
k=1

qk exp
(µe� − bTRn) k

T
cos Inbk ≤

M∑
k=1

qk exp
(µe� − bTRn) k

T
<

<

M∑
k=1

qk exp
(µe� − bTR0) k

T
= R0

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, à çíà÷èò ïåðâîíà÷àëüíîå óòâåðæäå-

íèå íåâåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, Rn < R0 äëÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé, ÷òî è òðå-

áîâàëîñü äîêàçàòü. Ïîëó÷åííûå òî÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå è

áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå äëÿ àïïðîêñèìàöèè âûðàæåíèÿ (3.2.12).
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Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.2.8) � ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå

îãðàíè÷åíèé ââåäåííûõ íà ðàçìåðû ñèñòåìû, òî åñòü âëèÿíèå ãðàíèöû. Ïîýòî-

ìó, ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàê ìîëåêóëû, îáúåäèíÿþùèåñÿ â

êëàñòåðû (êàïëè), âçàèìîäåéñòâóþò ñ ãðàíèöàìè (óñëîâèå íåñìà÷èâàåìîñòè ñòå-

íîê). Öåëåñîîáðàçíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè íàèáîëåå

ñëàáîãî è ñèëüíîãî âëèÿíèÿ ãðàíèö. Êîíå÷íûé îáúåì ìîëåêóë îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-

íûì, à ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè ìîæíî èçìåíÿòü ñ ïîìîùüþ

ïàðàìåòðà µe�, êîòîðûé ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè w ìîæíî ñ÷èòàòü õèìè÷åñêèì

ïîòåíöèàëîì ìîëåêóë.

Â ñëó÷àå µe� < 0 ñèñòåìà ìîëåêóë ñîîòâåòñòâóåò ñëàáî íåèäåàëüíîìó ãàçó.

Â îáúåìå îáðàçóþòñÿ ëèøü íåáîëüøèå ãðóïïû ìîëåêóë ñ ðàçìåðîì íå ïðåâûøà-

þùèì ìàêñèìàëüíûé M , à çíà÷èò âëèÿíèÿ ãðàíèö íåçíà÷èòåëüíû. Ïðåäåëüíûé

ñëó÷àé µe� → −∞ ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó ãàçó, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå îòëè-

÷èé îò ñëó÷àÿ ÒÏ. Ðàññìîòðåâ ñèñòåìó â ãàçîâîé ôàçå, ìîæíî óâåëè÷èòü çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà µe�. Òîãäà, åñëè áû ìû íàõîäèëèñü â ÒÏ, ïîñëå ïåðåõîäà ÷åðåç íåêî-

òîðóþ òî÷êó µc ñâîéñòâà ñèñòåìû èçìåíèëèñü áû ñêà÷êîîáðàçíî, òàêîé ïåðåõîä

ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîìó ïåðåõîäó. Â êîíå÷íîé ñèñòåìå îòñóòñòâóåò ñêà÷êîîáðàç-

íûé ïåðåõîä, â ýòîé îáëàñòè âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ êëàñòåðîâ ïðèáëèæàþ-

ùèõñÿ ê ìàêñèìàëüíîìó ðàçìåðó M ðåçêî âîçðàñòàåò. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå

µe� → ∞ ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ âñå ìîëåêóëû îáðàçóþò áîëüøèå ãðóïïû, à

çíà÷èò âëèÿíèå îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð íàèáîëåå ñèëüíîå.

Èññëåäóåì ýòè äâà ÷àñòíûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðåøå-

íèè óðàâíåíèé (3.2.8) çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà â ïðà-

âîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ. Îäíàêî, â èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü óïðîùåíèÿ çàìåíèâ ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îñíîâíûì ÷ëå-

íîì. Ëèäèðóþùèé ÷ëåí ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì êîýôôèöèåíòà ïðè êîñè-

íóñå/ñèíóñå íà ìàñøòàáå áîëüøèõ çíà÷åíèé k, òàê êàê ïðè k >> 1 ñïðàâåäëèâî:

qk exp
(µe� − bTRn) k

T
= fk exp

−σk2/3 + (µe� − bTRn) k

T
∼ exp

(µe� − bTRn) k

T

Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî çíà÷åíèå ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæè-

òåëåì. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ïîä ýêñïîíåíòîé νn = µe� − bTRn,

òîãäà â ñëó÷àå νn > 0 � ëèäèðóåò ïîñëåäíèé ÷ëåí â ñóììå, à ïðè νn < 0 � ïåð-

âûé. Ïåðâûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè µe� < 0, à çíà÷èò ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîé

ñèñòåìå, òî åñòü óñòîé÷èâîìó ãàçîâîìó ñîñòîÿíèþ. Âòîðîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò

µe� >> µc > 0, óñòîé÷èâîå æèäêîå ñîñòîÿíèå.
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Â òî÷êå ïåðåõîäà νn = 0 äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

R0 (ν0 = 0) =
M∑
k=1

fk exp
−σk2/3

T
(3.3.4)

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ

ïðè êîíå÷íûõ ðàçìåðàõM çíà÷åíèå (3.3.4) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì â ñëó÷àå ÒÏ, ñî-

îòâåòñòâóþùèì êðèâîé ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòü-ãàç. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ â

êîíå÷íîé ñèñòåìå íå ñóùåñòâóåò ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ, êîòîðûå ìîæíî ñâÿçàòü ñ ôàçîâûì ïåðåõîäîì, íàáëþäàþòñÿ èçìåíåíèå

â õàðàêòåðíîì ïîâåäåíèè ïðè óñëîâèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæåíèþ ìåæôàçíî-

ãî ðàâíîâåñèÿ â ÒÏ. Â äàííîì ñëó÷àå òàêèì èçìåíåíèåì â õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè.

Ñëó÷àé 1: èäåàëüíûé ãàç. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé νn < 0, ëèäèðóåò ÷ëåí ïîä

íîìåðîì k = 1, òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèé (3.3.1),(3.3.2) èìååò ñëåäó-

þùèé âèä:

Rn = g1ze
−bRn cos Inb, In = −g1ze

−bRn sin Inb (3.3.5)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ g1 = f1e
−σ/T , z = eµe�/T . Òàê êàê äàííàÿ ñèòóàöèÿ ñîîò-

âåòñòâóåò èäåàëüíîìó ãàçó, ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3.5) áóäåì èñêàòü â àñèìïòîòèêå

z → 0. Äëÿ âñåõ êîðíåé ñ In ̸= 0, ñïðàâåäëèâî íåîáõîäèìîå óñëîâèå Rn → −∞.

Òàêèå êîðíè íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà ïðè âû÷èñëåíèå (3.2.5). Â äàííîì ñëó÷àå

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîíå÷íîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî

R0 → 0, I0 = 0

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà: R0 =
∑∞

k=1 rkz
k → 0:

b
∞∑
k=1

rkz
k = g1z exp

(
−b

∞∑
k=1

rkz
k

)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ìåæäó ÷ëåíàìè z ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè, ïîëó-

÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà rk.

br1 = g1, br2 = −g21, br3 =
3

2
f 3
1 ,

br4 = −8

3
g41, . . . , brn = (−1)n+1 nn−2

(n− 1)!
gn1
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Ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ âûðàæåíèå äëÿ R0 èìååò âèä:

R0 = z −
∞∑
n=2

(−1)n
nn

n!n
gn1 z

n ≃ z −
∞∑
n=2

(−1)n
gn1 z

n

n
= ln(1 + f1z) ∼ z

Êàê ìû âèäèì, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà êîìïëåêñíûå ïîëþñà

îòñóòñòâóþò è ðåçóëüòàò ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì ÒÏ. Ýòîãî è ñëåäîâàëî

îæèäàòü, òàê êàê â èäåàëüíîì ãàçå íå ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ êëàñòåðû ìîëåêóë,

à çíà÷èò íåò âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñòåíêàìè îáúåìà, ÷òî ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ

ýôôåêòîâ ìàëîñòè ñèñòåìû.

Ñëó÷àé 2: æèäêàÿ ôàçà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé νn > 0, òî÷íåå νnM
T >> 1 ëèäè-

ðóåò ÷ëåí ïîä íîìåðîì M , òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.3.1),(3.3.2) èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

Rn = gMzMe−bRnM cos InbM, In = −gMzMe−bRnM sin InbM (3.3.6)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå gM = fMe−σM2/3/T . Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ïðåäåëüíîãî ñëó-

÷àÿ, óäîáíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ tn =
(
gMzMe−bRnM

)−1 → 0. Ðàññìîòðèì

òîëüêî óðàâíåíèå íà êîìïëåêñíóþ ÷àñòü, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

bIn =
2πn

M
+

∞∑
k=1

αkt
k
n (3.3.7)

Òîãäà ïîäñòàâèâ îáùèé âèä ðåøåíèÿ (3.3.7) â óðàâíåíèå íà êîìïëåêñíóþ ÷àñòü,

ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ αk. Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïåð-

âàÿ ïîïðàâêà, ïîýòîìó:

bIn =
2πn

M
+

2πn

M 2
tn + O

(
t2
)
→ 2πn

M
(3.3.8)

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ ñ øàãîì 2π
M , îäíàêî, íèêîãäà íå äîñòèãàåò ýòîãî çíà÷åíèÿ, òàê êàê ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (3.3.2). Ïîäñòàâëÿÿ ïðèáëèæåíèå êîìïëåêñíîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé â óðàâíåíèå äëÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Rn → R0. Â

ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2.8) â ñëó÷àå νn > 0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîìó

÷èñëó òî÷åê íà ïðÿìîé R = R0, êîòîðûå â ïðåäåëå ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ñ

øàãîì 2π
M . Â ÒÏ îêðåñòíîñòè òî÷êè ν0 = 0 ñîîòâåòñòâóþò ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè,

à â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèñòåìû ñèãíàëèçèðóåò î ïðîÿâëåíèè îñîáåííîñòåé. Ýòî î÷å-

ðåäíîå ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî íàèáîëåå èíòåðåñíûå îñîáåííîñòè ìàëûõ ñèñòåì

ïðîÿâëÿþòñÿ â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè.
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Ïðèáëèæåííîå ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ èññëåäî-

âàíèÿ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ, âëèÿíèå ýôôåêòîâ ìàëûõ ñèñòåì ïðîÿâëÿåòñÿ â îáëà-

ñòè íåèäåàëüíîé ñèñòåìû. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíèìîñòü êà-

ïåëüíîé ìîäåëè, ïðåäåëüíûé ñëó÷àé æèäêîé ôàçû íå ïîäõîäèò. Ïîýòîìó, íåîá-

õîäèìî ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ íàëè÷èÿ íåèäåàëüíîñòåé â ñèñòåìå, íî â ïðåäåëàõ

äîïóñòèìîñòè ìîäåëè. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïèñàíèå ñèñòåìû â îêðåñòíîñòÿõ

νn ∼ 0. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Rn>0 < R0 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ äàííîãî

äèàïàçîíà:

νn = µe� − TbRn > µe� − TbR0 = ν0 (3.3.9)

Òàê êàê â îáëàñòè µe� > µc âåðíî íåðàâåíñòâî ν0 > 0, òî â ñèëó (3.3.9) ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî t−1
n > t−1

0 > 0 Ðèñ.3.1. Ïðè÷åì äëÿ n > 0 îíî âåðíî íå òîëüêî â

ñòðîãîì èíòåðâàëå µe� > µc, íî è ââèäó îòäàëåííîñòè Rn îò R0, íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëåâåå µc.

Ðèñ. 3.1: Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè

êîðíåé Rn îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàë. Êðàñíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò

äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ R0. Â çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè ëåæàò çíà÷åíèÿ Rn, à

îáëàñòü ñ äâîéíîé øòðèõîâêîé ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó t−1
n > 1

Íàéäåííàÿ íàìè àñèìïòîòèêà äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ ν0M
T >> 1 èìååò âàæ-

íûé ñìûñë äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè. B ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå ðàññìîòðåííîì âûøå t−1
n → ∞, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå λn →

{
R0,

2πn
M

}
, ÷òî

ýêâèâàëåíòíî óñòîé÷èâîé æèäêîé ôàçå. Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ ñëó÷àÿ ìåòàñòàáèëü-

íîé îáëàñòè ðåàëèçóþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè. Â íåêîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò
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êëàñòåðû ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà,à â äðóãèõ èõ ìîæåò íå áûòü. Ïðè ýòîì ïàðà-

ìåòð t−1
n ìîæåò ïðèíèìàòü, õîòü è áîëüøîå, íî âñå æå êîíå÷íî çíà÷åíèå. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñîäåðæèò ïðåäåëüíîå ðåøåíèå, êàê

àñèìïòîòèêó. Ïîýòîìó, îáùèé âèä ðåøåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé ñîñòàâëÿþùåé èìååò

âèä:

In =
2πn

M
−

∞∑
m=1

αmt
m
n (3.3.10)

ãäå êàê è ðàíåå, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî âû÷èñëèòü èç óðàâíåíèÿ (3.3.2).Äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ϵn =
∑∞

m=1 αmt
m
n << 1. Òàêèì îáðà-

çîì, êàê è ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïî ìíèìîé îñè êîðíè ðàñïðåäåëåíû îïðåäåëåííûì

ìîíîòîííûì îáðàçîì.

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî èõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îãðàíè÷åíî ñâåðõó, îïðåäåëèì ïîâåäå-

íèå êîðíåé íàèáîëåå áëèçêèõ ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè ê R0. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî

óðàâíåíèå íà äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (3.3.1), íî áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå äèñêðåòíîå

ìíîæåñòâî òî÷åê Rn (In), à íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ R (I), çàäàííóþ êàê:

R (I) =
M∑
k=1

qk exp
(µ− TbR (I)) k

T
cos bIk

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êè ìàêñèìóìà, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ R (I) è

ðåøèì óðàâíåíèå dR(I)
dI =0:

M∑
k=1

kqk exp
(µ− bTR) k

T
sin bIk = 0

Âûðàæåíèå kqk exp (µ−bTR)k
T ìîíîòîííî â îáëàñòè µeff > µc. Ïðè ýòîì óñëîâèè,

íóëè ïðîèçâîäíîé ëåæàò òîëüêî â òî÷êàõ πn, n = 1, 2, .... Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ,

ðàññìàòðèâàÿ ñóììó íà ìîíîòîííûõ ó÷àñòêàõ π(n−1)
M < I < π(n)

M . Ïðè ýòîì òî÷êàìè

ìàêñèìóìà ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî ÷åòíûå ðåøåíèÿ I = 2πn. Â òî÷íîì ðåøåíèè,

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òå çíà÷åíèÿ R (I), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíå-

íèé (3.3.1),(3.3.2). Ïîýòîìó, â îáùåì ñëó÷àå äèñêðåòíûå ðåøåíèÿ íå ñîâïàäàþò ñ

òî÷êàìè ìàêñèìóìà, íî ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü íàèáîëåå áëèçêèå ê íèì ðåøå-

íèÿ, îòêëîíÿþùèåñÿ íå äàëüøå ÷åì 2π/M . Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàçáèòü ìíèìóþ

îñü íà îòðåçêè äëèíîé 2π, òî â êàæäîì òàêîì îòðåçêå ñîäåðæèòñÿ M ðåøåíèé,

êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû íåðàâíîìåðíî, íî âñåãäà ñóùåñòâóåò íàèáîëåå áëèçêèé ê

òî÷êå ìàêñèìóìà êîðåíü (RM×k, IM×k)
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåííûì âèäîì ðåøåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé ÷àñòè (3.3.8),

÷òîáû îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè ìåæäó êîðíÿìè, ëåæàùèìè

íàèáîëåå áëèçêî ê òî÷êàì ìàêñèìóìà ôóíêöèè R (I), è âåëè÷èíîé R0. Äëÿ ýòîãî

ïåðâîíà÷àëüíî ðàññìîòðèì ãðóáîå ïðèáëèæåíèå In = 2πn
M , à çàòåì ó÷òåì ìàëîå

îòêëîíåíèå ϵn.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3.3.1), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìíè-

ìàÿ ÷àñòü ïîëþñîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê In = 2πn
M :

Rn =
M∑
k=1

fke
(µ−bTRn)

T cos
2πnk

M

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Rn < R0 = Rk×M , n ̸= k

2
×M, k ∈ Z

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëþñà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàñïðåäåëåíû âèòêàìè. Â

êàæäîì òàêîì âåòêå M òî÷åê è ñ ðîñòîì n îíè âíà÷àëå óäàëÿþòñÿ ïî äåéñòâè-

òåëüíîé îñè îò çíà÷åíèÿ R0, íî çàòåì ñíîâà ïðèíèìàþò ñîâïàäàþò ñ R0. Îáùèé

ðåçóëüòàò ïîâåäåíèÿ òî÷åê λn ñîâïàäàåò ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, íî ðàâåíñòâî

(3.3.1) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðèáëèæåííî. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ïîëþñîâ ñ

íîìåðîì êðàòíûì M ðàññìîòðèì áîëåå ñòðîãîå âûðàæåíèå.

Ó÷åò îòêëîíåíèé Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ In äîñòàòî÷íî

ó÷åñòü ìàëîå îòêëîíåíèå ϵ îò ñëó÷àÿ îïèñàííîãî âûøå In = 2πn
M +ϵn, ãäå ϵ << 2πn

M .

Ñðàâíèì çíà÷åíèå Rn cî çíà÷åíèåì R0, ââîäÿ îòêëîíåíèå δRn (ϵ) = R0 −Rn. Êàê

âèäíî èç ñòðóêòóðû îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé ÷àñòè ïîëþñà (3.3.8), íà

îòðåçêå îò n = 0 äî n = M âñåãäà ñóùåñòâóåò M ðåøåíèé, ïîýòîìó, äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü îòêëîíåíèå ïîëþñîâ ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè δRn (ϵn) â ïåðâóþ î÷åðåäü

íà êîíöàõ âèòêîâ, òî åñòü äëÿ n = M, 2M, 3M, .... Êàê ìû âèäåëè â ñëó÷àå íó-

ëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ δRM (0) = δR2M (0) = δR3M (0) = ... = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

îòêëîíåíèå ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà:

δRn =
∞∑
l=1

βl (n) ϵln, n = k ×M, k ∈ Z

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (3.3.8) â óðàâíåíèå (3.3.1):

R0 −
∞∑
l=1

βl (n) ϵln =
∞∑
j=0

∞∑
m=0

M∑
k=1

kj+2mfke
(µ−bTR0)k

T ×
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×

(
b
∑∞

j=0 βl (n) ϵln

)j
j!

(−1)m ϵ2mn
(2m)!

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ϵn ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

âñå íå÷åòíûå êîýôôèöèåíòû β2l+1 = 0 è, ÷òî

Rn×M = R0 −
∑M

k=1 k
2fke

(µ−bTR0)k
T

1 +
∑M

k=1 kfke
(µ−bTR0)k

T

ϵ2n + O
(
ϵ4
)

(3.3.11)

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò ϵn ∼ n, ñ ðîñòîì n ðàññòîÿíèå ìåæäó R0

è Rn×M óâåëè÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: R0 −Rn×M ∼ n2

×èñëåííûå ðàñ÷åòû , äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.2.8), ïîäòâåð-

æäàþò ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Íà ðèñóíêå Ðèñ.3.3, Ðèñ.3.2 ìîæíî

óâèäåòü ïîäòâåðæäåíèå âñåõ îïèñàííûõ âûøå ñâîéñòâ êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.2.8).

Ðèñ. 3.2: Íà ãðàôèêå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïåðâîé âåòâè ðåøåíèé äëÿ

ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ ñèñòåìû. Äàííûå ïîëó÷åíû äëÿ ïàðàìåòðîâ:
σ
T = 10−2,µe�µc

= 1.1
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• Â âèòêå ñîäåðæèòñÿ ðîâíîM êîðíåé, ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ñèñòåìû, êîðíè

îòäàëÿþòñÿ îò òî÷êè R0

Ðèñ. 3.3: Íà âåðõíåé ïàíåëè ðèñóíêà èçîáðàæåíû òèïè÷íûå êàðòèíû

ðàñïðåäåëåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.2.8) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Íèæíÿÿ

ïàíåëü áîëåå ïîäðîáíî èçîáðàæàåò ïîâåäåíèå êîðíåé íàèáîëåå áëèçêè ïî

äåéñòâèòåëüíîé îñè ê ðåøåíèþ R0. Äàííûå ïîëó÷åíû äëÿ ïàðàìåòðîâ:
σ
T = 10−2,M = 100

• Â îêðåñòíîñòÿõ µe� ∼ µc ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé èìååò áëèçêóþ ê ïåðèîäè÷-

íîé ñòðóêòóðó, â êîòîðîé ìíèìàÿ ÷àñòü ðàñòåò ìîíîòîííî, à R0 > Rn

• Âûäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî íàèáîëåå áëèçêèõ êîðíåé ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè ê

òî÷êå R0, èõ íîìåðà êðàòíû çíà÷åíèþ M

• Ãðàôèêè íà íèæíåé ïàíåëè ïîäòâåðæäàþò âèä àïïðîêñèìàöèé äëÿ äåéñòâè-

òåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé (3.3.11) è êîìïëåêñíîé bIk×M ≃ 2πk

Òàêèì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà n ìíèìàÿ ÷àñòü ïîëþñà In ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò, ðàññòîÿíèå ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè R0 − Rn âåäåò ñåáÿ íåìîíîòîííî,
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èçíà÷àëüíî îíî óâåëè÷èâàåòñÿ, à çàòåì óìåíüøàåòñÿ, äîñòèãàÿ â êàæäîì âåòêå ìè-

íèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ â òî÷êå Rn×M . Êàê ìîæíî óâèäåòü èç âûðàæåíèÿ (3.3.11)

îòðåçîê R0 − Rn×M âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n. Äàííàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-

ëþñîâ õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâî ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(3.2.8). Â ðåçóëüòàòå íåìîíîòîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëþñîâ, äëÿ âûáîðà ïîëþñà

ñ íàèìåíüøèì ðàññòîÿíèåì ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè îò R0 íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü

ñðàâíåíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè ñ íîìåðàìè n = 1 è n = M .

3.4 Âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì â ìå-

òàñòàáèëüíîé îáëàñòè ïîçâîëÿåò çàïèñàòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé

ñóììû â ÁÊÀ. Ðåøåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çàâè-

ñèìîñòü ïåðåìåííûõ Rn, In îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ÁÊÀ. Òàê, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëþñàì. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå (3.2.8) îòñóòñòâóåò, ñóììèðîâàíèå â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Îäíàêî, ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé âîçìîæíî ïîëó-

÷èòü çíà÷åíèÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïîëþñîâ, à çíà÷èò îïðåäåëèòü òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèå âåëè÷èíû ñêîëü óãîäíî òî÷íî. Ýòîò ïðÿìîé ìåòîä íå óäîáåí, òàê êàê òðåáóåò

áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëè óñòàíîâëåíû îñíîâ-

íûå îáùèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ïîëþñîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òàê êàê

ðàñïîëîæåíèå ïîëþñà îïðåäåëÿåò åãî âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó, â äàííîé

ãëàâå, îñíîâûâàÿñü íà îáùèõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé, áóäåò ïîñòðîåíî ïðèáëèæåíèå,

äëÿ êîòîðîãî äîñòàòî÷íî ó÷åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáåííîñòåé.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, â ñóììå (3.2.12) íåîáõîäèìî âûäåëèòü íàèáîëüøèé ÷ëåí.

Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, âêëàä îò ïîëþñà îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì

ìíîæèòåëåì eRnV . Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Rn>0 < R0, ìîæíî çà-

êëþ÷èòü, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä âíîñèò ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèòåëü-

íîìó ïîëþñó R0. Ïîýòîìó ïåðåïèøåì ðåçóëüòàò (3.2.12) â ñëåäóþùåì âèäå:

Ξ (V, T, µ) = eR0V

[
C0 +

∞∑
n=1

e(Rn−R0)VCn cos (InV + ϕn)

]

Âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ñâîéñòâîì ÁÊÀ, ñîãëàñíî êîòîðîìó Ξ (V, T, µ) = e
PV
T ,
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òîãäà ó÷èòûâàÿ Rn>0 < R0 ìû ïîëó÷èì:

P

T
= R0 +

1

V
ln

[
C0 +

∞∑
n=1

e(Rn−R0)VCn cos (InV + ϕn)

]
(3.4.1)

B ÒÏ V → ∞ âûðàæåíèå (3.4.1) ïåðåõîäèò â P
T → R0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãà-

åìîå R0, ñîîòâåòñòâóþùåå âåäóùåìó ÷ëåíó îïðåäåëÿåò äàâëåíèå ðåàëüíîãî ãàçà

â ñèñòåìå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñòî äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå R0 îòâå÷àåò çà ìåæ-

ìîëåêóëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè. Îïðåäåëèì äàâëåíèå ðåàëüíîãî

ãàçà êàê:

Pgas = R0V (3.4.2)

Òîãäà èìåííî îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûì êîðíÿì, áó-

äóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ âçàèìîäåéñòâèå ìîëåêóë, ïîñðåäñòâîì êëàñòåðîâ, ñ ãðàíè-

öàìè ñèñòåìû. Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (3.4.1) äëÿ îáùåãî äàâëåíèÿ, ó÷åò êîì-

ïëåêñíûõ êîðíåé ïðèâîä ê âîçíèêíîâåíèþ äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ:

∆P

T
=

1

V
ln

[
C0 +

∞∑
n=1

e(Rn−R0)VCn cos (InV + ϕn)

]
(3.4.3)

Äàëüíåéøåé öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîïðàâêè(3.4.3). Äî-

áàâî÷íîå äàâëåíèå îñöèëëèðóåò ñ èçìåíåíèåì îáúåìà, åãî òèïè÷íûé âèä ïðåäñòàâ-

ëåí íà ãðàôèêå Ðèñ.3.4. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷è-

íîé êàæäîãî ñëàãàåìîãî, â ðåçóëüòàòå, âåëè÷èíà âêëàäà îò ïîëþñà ñ íîìåðîì ”n”

îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì Rn − R0, òî åñòü ðàññòîÿíèåì ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè îò

ïîëþñà R0.

e(Rn−R0)V → 0 ïðè V → ∞

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå äëÿ âûðàæåíèå (3.2.12) ìîæíî ïîëó÷èòü

ðàññìîòðåâ òîëüêî íàèáîëåå áëèçêèå ïîëþñà. Â ïðåäûäóùåé ïàðàãðàôå ìû óæå

ðàññìîòðåëè êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëþñîâ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òåïåðü

íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü ïîëþñà, êîòîðûå ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ íàèáîëåå áëèçêèìè ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè ê R0.

85



Ðèñ. 3.4: Íà äàííîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî çàòóõàíèå îñöèëëÿöèé äîáàâî÷íîãî

äàâëåíèÿ ïðè èçìåíåíèè áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà V/∆V , ãäå ∆V �

ýëåìåíòàðíûé îáúåì (∆V = 100b = 4 × 10−28m3). Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ïðè

ïàðàìåòðàõ b = 4 × 10−30m3, σ
T = 0.01, M = 100, µe�

T = 2

Ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ïîëþñà (Rn, In) ,èçâåñòíî, ÷òî êîìïëåêñíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ In óâåëè÷èâàåòñÿ ìîíîòîííî, ïðè ýòîì â êàæäîì îòðåçêå äëèíîé 2π

ñîäåðæèòñÿ M ïîëþñîâ. Ïîâåäåíèå äåéñòâèòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íåìîíîòîííî,

ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèòêè â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ M òî-

÷åê è íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé òî÷êè (R1, I1) ïîëþñà óäàëÿþòñÿ îò çíà÷åíèÿ R0, äîñòèãàÿ

íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ â òî÷êå n = M/2, çàòåì ðàññòîÿíèå íà÷èíàåò ñîêðàùàòü-

ñÿ äî ïîëþñà ñ íîìåðîì n = M . Â ñëåäóþùåì âèòêå êàðòèíà ïîâòîðÿåòñÿ ñ òàêèì

óñëîâèåì, ÷òî: Rn+M < Rn. Òàêèì îáðàçîì, áëèæàéøèì ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè

ê ïîëþñó R0 ìîæåò áûòü ëèáî ïåðâàÿ òî÷êà â âèòêå � ïîëþñ (R1, I1), ëèáî ïî-

ñëåäíèé (RM , IM) Ðèñ.3.5. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñóììû â (3.4.3)

ìîæíî çàìåíèòü ñóïåðïîçèöèåé âêëàäîâ îò ïîëþñîâ "1"è "M":

e(R1−R0)V
C1

C0
cos (I1V + ϕ1) + e(RM−R0)V

CM

C0
cos (IMV + ϕM) (3.4.4)
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Ðèñ. 3.5: Äâà ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ñëó÷àÿ ðàñïðåäåëåíèé ðåøåíèé (3.2.8).Ëåâûé

ðèñóíîê ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êîãäà ðåøåíèå ñ íîìåðîì n = 1, (R1, I1) ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå áëèçêèì ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè n = 0, (R0, I0) . Ïðàâûé ðèñóíîê

îïèñûâàåò ñèòóàöèþ êîãäà êîðåíü n = 100, (R100, I100) çàìåíÿåò ðåøåíèå n = 1 â

òåðìèíàõ áëèçîñòè ê äåéñòâèòåëüíîìó ðåøåíèþ. Ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè

ñèòóàöèÿìè âîçíèêàåò ïðè óâåëè÷åíèè õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Äàííûå

ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ïàðàìåòðîâ: b = 4 × 10−29m3 , σT = 0.01 ,M = 100 .

Ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè ïîëþñàìè ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíî ñ óâåëè÷åíèåì çíà-

÷åíèÿ µ. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â ñëó÷àå µ → −∞ ñïðàâåäëèâî

R1 > RM , à â ïðåäåëå µ → ∞ âåðíî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî R1 < RM . Êàê ïîêàçû-

âàþò ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ òî÷êà ïåðåõîäà ìåæäó ðåæèìàìè ëåæèò ïðàâåå óæå

èçâåñòíîãî íàì çíà÷åíèÿ µc =
∑∞

k=1 qk, íî ïðè ýòîì â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè

ê íåìó. Òàê êàê äëÿ íàñ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îáëàñòü â îêðåñòíîñòÿõ

ïåðåõîäíîé òî÷êè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðíûé âèä àïïðîêñèìàöèè íà âñåì

äèàïàçîíå ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü âëèÿíèå îäíîâðåìåííî äâóõ

ïîëþñîâ.

Íà ãðàôèêå Ðèñ.3.6 âèäíî, ÷òî â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè èñêîìàÿ äîáàâêà

ê äàâëåíèþ õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (3.4.4). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîïðàâêà

(3.4.3) ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà V óáûâàåò ïî ìîäóëþ, à òàêæå èç-çà íàëè÷èÿ ïåðè-

îäè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé ìåíÿåò çíàê ñ íåêîòîðûì ïåðèîäîì. Ýòîò ðåçóëüòàò õîðî-

øî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôèçè÷åñêîé êàðòèíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ìîäåëè òåîðèè

íóêëåàöèè íàëè÷èå ôëóêòóàöèé â ñèñòåìå ñïîñîáñòâóþò îáúåäèíåíèþ ìîëåêóë â

ãðóïïû. Åñëè ãðóïïû äîñòàòî÷íî ìàëûå, òî îíè íå çàìå÷àþò ãðàíèö ñèñòåìû,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó çíàêó äîáàâêè. Ïðèáëèæàÿñü ê ìàêñèìàëüíî-

ìó ðàçìåðó, ñòåíêè íà÷èíàþò âëèÿòü íà êëàñòåðû, îñòàíàâëèâàÿ åãî ðîñò, îòðè-

öàòåëüíûé çíàê äîáàâêè. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà è çíàê äîáàâêè îïðåäåëÿòñÿ

âçàèìîäåéñòâèåì ìîëåêóë ñî ñòåíêàìè ñèñòåìû.

87



Ðèñ. 3.6: Çàâèñèìîñòü äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ (3.4.3) îò îáúåìà ñèñòåìû äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Îðàíæåâûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò

òî÷íîìó âû÷èñëåíèþ ñóììû ïî ïîëþñàìè, à ÷åðíûå òî÷êè àïïðîêñèìàöèè

(3.4.4).

3.5 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ñðàâíåíèå ñ îïóáëèêîâàííûìè

äàííûìè

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ãëàâû áûëè ïðîâåäåíû ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, äëÿ

çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà ñ ãðàíèöàìè, îêðóæàþùåãî åãî îáúåìà, ðàññìîò-

ðåâ äâå óãëåðîäíûå ïàðàëëåëüíûå ïëàñòèíêè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà Lx × Ly =

4.26 íì×4.18 íì. Â íåäàâíåé ðàáîòå [137] áûëî âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå ìåòî-

äîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè è ýêñïåðèìåíò ñ ïîìîùüþ òîìîãðàôèè äëÿ ñèñòåìû

ñ H < Lx, Ly, â êîòîðîé ïðèñóòñòâîâàëè ìîëåêóëû âîäû H2O è òåòðîõëîðèäóã-

ëåðîäà CCl4. Â ìîäåëèðîâàíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî H2O íå ñìà÷èâàåò ïîâåðõ-

íîñòü â âèäó ñëàáîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ âîäà-ñòåíêà ïî ñðàâíåíèþ ñ âîäà-

âîäà. Äëÿ îïèñàíèÿ ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ïîòåíöèàë

Ëåíàðàäà-Äæîíñà. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà äëÿ H = 1.4 íì ïîäòâåðäèëè ðàííèå

ñîîáðàæåíèÿ î íàëè÷èå äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì íàëè÷èÿ

îãðàíè÷èâàþùåé ñèñòåìó ïîâåðõíîñòè. Ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü çàâè-
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ñèìîñòü äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ îò øèðèíû òðåùèíû â ñëó÷àå âîäû â äèàïàçîíå

H < 1.6 íì.

Îïèñàííûé âûøå ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò íàøåé ìîäåëüþ äëÿ ïàðàìåòðîâ íàñû-

ùåííîãî âîäÿíîãî ïàðà [137]. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âîäÿíîãî ïàðà, ïîìåùåííîãî â

ìàëûé îáúåì V = 4.26íì×4.18íì×H, â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè ïðè îòñóòñòâèè

ñìà÷èâàíèÿ èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåð çàðîäûøåé íîâîé ôàçû. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äîïóñòèìî èñïîëüçîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (3.2.3), ÷òî ïðèâîäèò ê

âûðàæåíèþ (3.4.3) äëÿ äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ ìàëûé ðàçìåð çàçîðà

ìåæäó ïëàñòèíêàìè, êàïåëüíàÿ ìîäåëü ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì σ ìîæåò

äàòü òîëüêî ïðèáëèæåííûé ðåçóëüòàò. Íà Ðèñ.3.7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ, â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [137],

ïðèâåäåííûå ê óäîáíûì áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì. Èñïîëüçîâàíû áåçðàçìåðíûå

ïàðàìåòðû: ïî îñè àáñöèññ � îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå H/d, ãäå d ðàçìåð ìîëå-

êóëû, ïî îñè îðäèíàò � îòíîñèòåëüíîå äîáàâî÷íîå äàâëåíèå P/ < P >, ãäå < P >

äàâëåíèå, óñðåäíåííîå ïî H. Â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëîñü d = 0.2 íì,

T = 370Ê, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðè îïèñàíèè íàñûùåííîãî ïàðà. Êàê âèä-

íî èç Ðèñ.3.7, íàáëþäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ [137] è òåîðåòè÷åñêèõ ðå-

çóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ, â ÷àñòíîñòè, àíàëîãè÷íîå

îñöèëëèðóþùèå ïîâåäåíèå äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ.

Ðèñ. 3.7: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ äëÿ äîáàâî÷íîãî

äàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè. Ìåòîä êîìïëåêñíûõ

ïîëþñîâ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà [137] (êâàäðàòíûå òî÷êè),

ýêñïåðèìåíò (êðóãëàÿ òî÷êà) è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

Èòàê, êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ äàííîé ðàáîòû ñ ðå-
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çóëüòàòàìè ðàáîòû [137] äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà.

Êàïåëüíàÿ ìîäåëü äàåò äîñòîâåðíûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû óæå íà ìàñøòà-

áàõ ∼ 10íì. Ïðè óòî÷íåíèè ìîäåëè äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëü-

êî êà÷åñòâåííûé âèä ïîïðàâêè äàâëåíèÿ, íî è âåðíûé êîëè÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò.

Ìîæíî îæèäàòü äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà ïðè

áîëåå äåòàëüíîì ó÷åòå ãåîìåòðèè ãðàíèöû è ðàññìîòðåíèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ

ãàçîæèäêîñòíûõ ñìåñåé.

3.6 Çàêëþ÷åíèå ïî ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè â ìàëîé ñèñòå-

ìå

Â äàííîé ãëàâå îáñóæäàëàñü òåðìîäèíàìèêà íå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âçàèìî-

äåéñòâóþùèõ ìîëåêóë ïîìåùåííûõ â îãðàíè÷åííûé îáúåì, íàïðèìåð, ýòî ìîæåò

ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîìó ãàçó â ìàëûõ ïîðàõ, êàïèëëÿðàõ íàíîìàòåðèàëîâ èëè

ñëàáîïðîíèöàåìûõ ðåçåðâóàðîâ. Êàê áûëî çàêëþ÷åíî ðàíåå â ãëàâå 2 è â ðåçóëüòà-

òå ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåðà àäñîðáöèè â ìàëûõ ñèñòåìàõ (ãëàâà 3), äëÿ íàáëþäåíèÿ

ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé îò êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ìå-

òàñòàáèëüíóþ îáëàñòü. Ìîëåêóëû â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè, ñîãëàñíî ìîäåëè ãî-

ìîãåííîé íóêëåàöèè, îáðàçóþò êëàñòåðû ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà. Îäíàêî, â îòëè÷èå

îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êëàñòåðà, îáóñëîâëåí-

íûé ãðàíèöàìè ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ìîäèôèêàöèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé êàïåëüíîé

ìîäåëè äîëæíà ñîäåðæàòü, íå òîëüêî ó÷åò ñîáñòâåííîãî îáúåìà ìîëåêóë, íî è

îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êëàñòåðà.

Â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ èñêîìîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè áûëà âûáðàíà êàïåëü-

íàÿ òåîðèÿ Ôèøåðà. Â ãëàâå 2 ìîæíî áûëî óâèäåòü åå ìîäèôèêàöèþ, ó÷èòû-

âàþùóþ ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî îáúåìà ìîëåêóë. Ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ

ýòî ó÷åò ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà êëàñòåðà, êîòîðàÿ áûëà ïðîäåëàíà ñ ïîìîùüþ

îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììèðîâàíèå ïî ðàçìåðàì. Îäíàêî, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â ÊÀ íåëüçÿ âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Ïîýòîìó, äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë èñïîëüçîâàí íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-

ðàò, ðàíåå óñïåøíî ïðèìåíÿåìûé â ÿäåðíîé ôèçèêå. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó÷åíî

òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè îïèñûâàþùåé ïîâåäåíèå ìàëîé ñèñòåìû â ìåòàñòà-

áèëüíîé îáëàñòè.

Èñêîìîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè, êîòîðîå ïåðåøëî â ñóììèðîâàíèå âû÷åòîâ îò ïðîñòûõ ïîëþñîâ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ êî-

îðäèíàò îñîáûõ òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ.

Äàííàÿ ïðîöåäóðà îñëîæíåíà òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå íåâîçìîæíî

ðàçðåøèòü àíàëèòè÷åñêè. Îäíàêî, â äàííîé ãëàâå áûëî ïðîèçâåäåíî èññëåäîâà-

íèå ðàñïðåäåëåíèÿ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ è áûë âûÿâëåí ðÿä îáùèõ ñâîéñòâ.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, óäàëîñü

âûäåëèòü âåäóùèé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóþùèé ÒÏ è äîáàâî÷íûå ÷ëåíû, ïðîÿâëÿþùè-

åñÿ òîëüêî â êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, äàâëåíèå â îòêðûòîé

ñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìåæìîëåêóëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå � âêëàä ðåàëüíîãî

ãàçà, è äîáàâî÷íîå ñëàãàåìîå, âçàèìîäåéñòâèå êëàñòåðîâ ñ ãðàíèöåé � âêëàä îñî-

áåííîñòåé ìàëîé ñèñòåìû. Âåëè÷èíà äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì

îáúåìà è ñîäåðæèò îñöèëëèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Ìåòîä êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå, ó÷èòûâà-

þùåå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè. Îä-

íàêî, âû÷èñëåíèÿ ñèëüíî îñëîæíÿþòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ñóììèðîâàíèÿ âêëàäà îò

îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ ïîëþñîâ. Ïîýòîìó, â äàííîé ãëàâå áûëî ïîëó÷åíî

ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü

êîíå÷íîå, ìàëîå êîëè÷åñòâî ïîëþñîâ. Â çàâåðøåíèè äàííîé ãëàâû ïðîèçâåäåíû

ñðàâíåíèÿ ñ îïóáëèêîâàííûìè äàííûìè ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòîâ. Èòàê,

êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ äàííîé ðàáîòû ñ îïóáëèêîâàííû-

ìè ðàáîòàìè äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà. Êàïåëüíàÿ

ìîäåëü äàåò äîñòîâåðíûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû óæå íà ìàñøòàáàõ ∼ 10íì.

Ïðè óòî÷íåíèè ìîäåëè äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëüêî êà÷åñòâåííûé

âèä ïîïðàâêè äàâëåíèÿ, íî è âåðíûé êîëè÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò. Ìîæíî îæèäàòü

äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå äàííîãî ìåòîäà ïðè áîëåå äåòàëüíîì ó÷åòå ãåîìåòðèè

ãðàíèöû è ðàññìîòðåíèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ãàçîæèäêîñòíûõ ñìåñåé. Ðåçóëüòà-

òû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [138]
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4 Ñëó÷àé íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòîâ

4.1 Ââåäåíèå

Â ãëàâå 2 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, êàê ýôôåêòû ìàëûõ ñèñòåì ìîãóò ïðîÿâëÿòü-

ñÿ äàæå â ïðîñòûõ ìîäåëÿõ, èñïîëüçóåìûõ ïðè èññëåäîâàíèè ñëàáîïðîíèöàåìûõ

óãëåâîäîðîäíûõ ðåçåðâóàðîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîòèâèðóþò èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå,

ïîëó÷åííîå â ãëàâå 3, äëÿ îïèñàíèÿ ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè â íåòðàäèöèîííûõ

ðåçåðâóàðàõ. Ïðèìåíåíèå òåðìîäèíàìèêè ìàëûõ ñèñòåì âìåñòî êëàññè÷åñêèõ ñïî-

ñîáîâ ðàñ÷åòà ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòü-ãàç, ïðèâåäåò ê óòî÷íåíèþ îöåíîê ñîñòàâîâ â

ïîðàõ. Îäíàêî, âñå ðåàëüíûå ãàçîæèäêîñòíûå ìåñòîðîæäåíèÿ íå ñîñòîÿò òîëüêî

èç ÷èñòîãî âåùåñòâà, íàïðîòèâ, ýòî âñåãäà ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ñìåñü. Ïîýòîìó,

âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäèôèêàöèé êàïåëüíîé ìîäåëè äîëæíû áûòü

îáîáùåíû íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòîâ. Â äàííîé ãëàâå áóäåò ïîñòðîåí ìå-

òîä êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ, ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü ìåòàñòàáèëüíóþ îáëàñòü äëÿ

ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû, çàêëþ÷åííîé â ìàëûé îáúåì.

4.2 Ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ñìåñü ãàç-æèäêîñòü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò K õèìè÷åñêèõ êîìïîíåí-

òîâ. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè è îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäå-

ëè Ôèøåðà. Òàêæå êàê è â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñìåñü

íàõîäèòñÿ â ìàëîì îáúåì ñ íåñìà÷èâàþùèìèñÿ ñòåíêàìè. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ: m = (mi) � âåêòîð, ñîäåðæàùèé ìîëåêóëÿðíûå ìàññû êîìïîíåíòîâ ñ

íîìåðîì i, i = 1, ...,M ; N = (Ni) � âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé êîëè÷åñòâî ìîëå-

êóë êàæäîé êîìïîíåíòû; b = (bi) � íàáîð ìîëåêóëÿðíûõ îáúåìîâ êàæäîãî êîì-

ïîíåíòà, ñîîòâåòñòâåííî; µ = (µi) � íàáîð õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ; w = (wi) �

íàáîð ýíåðãèé îäíîé ìîëåêóëû îïðåäåëåííîé êîìïîíåíòû. Ìàëûå êàïëè (êëàñòå-

ðû) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ íàáîðà öåëûõ çíà÷åíèé k = (ki) , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

êîëè÷åñòâîì ìîëåêóë îïðåäåëåííîãî êîìïîíåíòà, ñîäåðæàùåéñÿ â êëàñòåðå. Êî-

ëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì âåêòîðà k îïðåäåëèì êàê ÷èñëî

nk. Òàêæå, íåîáõîäèìî ââåñòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(k,m) =
M∑
i=1

kimi, (k, b) =
M∑
i=1

kibi, (k,µ) =
M∑
i=1

kiµi, (k,w) =
M∑
i=1

kiwi.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àé K = 1 ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â

ãëàâå 3.
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Ó÷èòûâàÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîñòü ñèñòåìû, ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèåì (1.3.6),

ñòàòè÷åñêèé âåñ îäíîãî êëàñòåðà ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê:

qk = V fk = V

(
mkT

2π

)3/2

e−
ϕk
T ,

ãäå mk = (k,m) � ìàññà êàïëè, ϕk = (36π)1/3 σ × (k, b)2/3 − (k,w) � ïîòåíöè-

àëüíàÿ ýíåðãèÿ êàïëè, σ � ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ. Åñëè ñìåñü ïðåäñòàâèòü, êàê

èäåàëüíûé ãàç êëàñòåðîâ, òî èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ÊÀ, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà âñåé

ñèñòåìû èìååò âèä:

Q (V, T,N) =
∏
k

∑
nk

qnk

k

nk!
δ

(
N −

∑
k

knk

)
(4.2.1)

ãäå óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà êîëè÷åñòâà ÷àñòèö âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé

ôóíêöèè Äèðàêà â óðàâíåíèè (4.2.1)

Àíàëîãè÷íî îäíîêîìïîíåíòíîìó ñëó÷àþ, íåîáõîäèìà ââåñòè ðÿä ìîäèôèêàöèé

äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ìàëûõ ñèñòåì. Âî-ïåðâûõ, íóæíî ó÷åñòü ñîîòâåòñòâåííûé

îáúåì ìîëåêóë, ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé çàìåíû:

V → Ve� = V −
∑
k

(k, b)nk.

Âî-âòîðûõ, íóæíî ó÷åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð

êëàñòåðà, ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (k, b) ≤ M (V ) â ñòàòèñòè÷åñêîé

ñóììå (4.2.1). Ôóíêöèÿ îò îáúåìà M (V ) åñòü íåÿâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãåîìåòðèè

ïîðû. Â ñëó÷àå, íàïðèìåð, ïîðû ñ ôîðìîé ïàðàëëåëåïèïåäà ñ îäíîé ôèêñèðîâàí-

íîé ñòîðîíîé ïàðàìåòð M ïîñòîÿíåí. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàííûõ ìîäèôèêàöèé â

(4.2.1) ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Q (V, T,N) =

(k,b)≤M(V )∏
k

∑
nk

(fkVe�)nk

nk!
δ

(
N −

∑
k

knk

)
Θ (Ve�)

Òàêæå êàê è â ñëó÷àå îäíîé êîìïîíåíòû, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñ ó÷åòîì îñîáåí-

íîñòåé ìàëûõ ñèñòåì íå âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îäíàêî,

ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûé ìåòîä êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ. Òîãäà ïîñëå ïå-

ðåõîäà ê ÁÊÀ ìû ïîëó÷èì:

Ξ (V, T,µ) =
∑
N

Q (V, T,N ) exp
(µ,N)

T
= (4.2.2)

=

(k,b)≤M(V )∏
k

∞∑
nk=0

[
fkVe� exp (k,µ)

T

]nk

nk!
Θ (Ve�)
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Ñëåäóþùèé øàã � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî îòíîøåíèþ ê îáúåìó ñèñòåìû:

Ξ̂ (λ, T,µ) =

∞∫
0

dV e−λV Ξ (V, T,µ)

Ïîëó÷èâ çíà÷åíèå îáðàçà Ëàïëàñà, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîèòü ïåðâîíà-

÷àëüíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (4.2.2) ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà:

Ξ (V, T,µ) =
1

2πi

χ+i∞∫
χ−i∞

dλeλV Ξ̂ (V, T,µ)

Äàëåå, êàê ìû âèäèì, ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ â öåëîì ñîîòâåòñòâóåò ãëàâå 3.

Òî åñòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ïðîñòûõ

ïîëþñîâ λn, n = 0, 1, 2, . . . , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ

λ = Φ (λ, V, T,µ) =

(k,b)∑
k

fk exp
(k,µ) − (k, b)Tλ

T
(4.2.3)

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñóììû âû÷åòîâ ïîëó÷èì êîíå÷íûé ðåçóëüòàò:

Ξ (V, T,µ) =
∑
λn

eλnV

(
1 − ∂Φ (λn)

∂λ

)−1

(4.2.4)

Êàê ìû óæå äåëàëè ðàíåå, îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå Rn è ìíèìûå In ÷àñòè ïî-

ëþñîâ λn = Rn + iIn (4.2.3). Ââåäåì íóìåðàöèþ òàê, ÷òî n = 0 ñîîòâåòñòâóåò

åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå λ0 = R0, êîòîðîå èìååò íàèáîëüøåå äåé-

ñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå R0 > Rn>0. Âñå îñòàëüíûå ïîëþñà èìåþò íåíóëåâóþ äåé-

ñòâèòåëüíóþ ÷àñòü è ïîïàðíî ñîïðÿæåíû.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà òîëüêî äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷ëåíîâ:

Ξ = C0e
R0V +

∑
n≥1

Cne
RnV cos (ϕn + InV )

ãäå êîýôôèöèåíòû Cn, ϕn ìîãóò áûòü ÷èñëåííî ïîëó÷åíû èç (4.2.3). Òàêæå êàê è

ñëó÷àå îäíîé êîìïîíåíòû ïðè ÒÏ â ñóììå (4.2.4) äîìèíèðóåò ÷ëåí ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ïîëþñó λ0 = R0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïîëþñ îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèå

ðåàëüíîãî ãàçà, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå:

Pgas =
T

V
ln
(
C0e

R0V
) V→∞−−−→ R0T (4.2.5)
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Òîãäà ïîïðàâêà ìàëûõ ðàçìåðîâ, ñâÿçàííàÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìîëåêóë ãàçà íå

òîëüêî ìåæäó ñîáîé. íî è ñ ãðàíèöàìè èìååò âèä:

∆PV

T
= ln

[
1 +

∞∑
n=1

Cn cos (φ+InV )

C0
e(Rn−R0)V

]
(4.2.6)

Èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèþ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîëþñîâ, ó÷èòûâàÿ ñóïåðïîçèöèþ

"1-ãî"è "M -ãî ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî îñöèëëèðóþùàÿ ñòðóêòóðà ïîïðàâêè ê

äàâëåíèþ ñîõðàíÿåòñÿ (4.2.6).

4.3 Ðàñ÷åò äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ êîìïîíåíòîâ

Ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ áûëà ïðèìåíåíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â

ñëó÷àå áèíàðíîé ñìåñè. Â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áûëè ó÷òåíû ïîâåðõíîñòíûé

âêëàä è ýíåðãèÿ ñìåøèâàíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü ïîçèòèâíîå è íåãàòèâíîå çíà-

÷åíèå [139,140]:

ϕk1k2 = (36π)1/3 σ × (k1b1 + k2b2)
2/3 − (k1w1 + k2w2) + A

k1k2
(k1 + k2)

Ðåçóëüòàò êà÷åñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû è çíàêà êîýôôèöèåíòà ñìåøèâàíèÿ

A. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðåïÿòñòâóåò ñìåøè-

âàíèþ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îòñóòñòâèþ ýòîãî ÷ëåíà. Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå äî-

áàâëÿåò êàïëè ñîñòîÿùèå èç ìîëåêóë ðàçëè÷íîãî òèïà. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà

îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ, íà ðèñóíêå Ðèñ.4.1 ïðåäñòàâëåíî äî-

ïîëíèòåëüíîå äàâëåíèå, êàê ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïàðà-

ìåòðà −A
T .

Â ñëó÷àå A
T > 0 ïðè µ1 ≃ µ2 âîçíèêíîâåíèå áîëüøèõ êàïåëü ñîñòîÿùèõ èç ìîëå-

êóë îáîèõ òèïîì ìåíåå âûãîäíî ÷åì ïîÿâëåíèå ÷èñòûõ êàïåëü (îäíîñîñòàâíûõ). Â

ñëó÷àå f A
T < 0 ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàòü äîïîëíèòåëüíûå êëàñòåðû, ñîñòî-

ÿùèå èç ìîëåêóë ðàçíîãî òèïà. Òîãäà âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ êëàñòåðîâ ñî ñòåíêàìè

îáåñïå÷èâàåò ïèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå. Ïåðåõîä îò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ê

ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì A
T , êîòîðîå

çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.
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Ðèñ. 4.1: Íà ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíî äîáàâî÷íîå äàâëåíèå áèíàðíîé ñìåñè â

îãðàíè÷åííîì îáúåìå êàê ôóíêöèÿ îò îòíîøåíèÿ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïðè

b1 = b2 = 4 × 10−29m3 ,σb
2/3
1

T = 0.01 ,M = 100 è ïàðàìåòðà −A
T , ãäå P1 ýòî

äàâëåíèå îäíîé êîìïîíåíòû

4.4 Çàêëþ÷åíèå ïî çàäà÷å î ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñìåñè

Â äàííîé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ è ÷èñëåííàÿ

ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà ñâîåâðåìåííîì ìåòîäå âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêîé ñóììû ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ïîëþñîâ, îáåñïå÷èâàåò ðåçîííûå àíàëè-

òè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìàëûõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ìîëåêóëÿðíûõ

ñèñòåì. Îíè ñîãëàñóþòñÿ ñ îïóáëèêîâàííûìè òåîðåòè÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíû-

ìè äàííûìè. Â ÷àñòíîñòè áûëà ïîñ÷èòàíà çàâèñÿùàÿ îò ðàçìåðà ñèñòåìû äîáàâêà

ê äàâëåíèþ.

Ñ îäíîé ñòîðîíû ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïîõîæ íà ñëó÷àé îäíîêîìïîíåíò-

íîé ñìåñè, îäíàêî, ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ôèçè÷åñêèé ýôôåêò ñâÿçàííûé

ñ ýíåðãèåé ñìåøèâàíèå. Äàííîå ðàññìîòðåíèå ïðèâîäèòü ê íîâûì ÿâëåíèÿì â

ñëó÷àå ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñÿõ. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû áûëè îïóáëèêîâàíû

â [141]
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíèå òåðìîäèíàìèêè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÒÏ ïðèâîäèò ê ðÿäó îñîáåí-

íîñòåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè è â êîëè÷åñòâåí-

íûõ ðàñ÷åòàõ. Êàê ìîæíî áûëî óâèäåòü â Ãëàâå 1 íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ìà-

ëûõ ñèñòåì ïðîÿâëÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Íàïðèìåð, ïîäðîáíî áû-

ëè îïèñàíû: îãðîìíûå ôëóêòóàöèè, íåýêâèâàëåíòíîñòü êàíîíè÷åñêèõ àíñàìáëåé,

îãðàíè÷åííîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, íåàääèòèâíîñòü è íåîä-

íîðîäíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Âñå ýòè ñâîéñòâà âçàèìîñâÿçàíû è

ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè îãðàíè÷åíèé íàêëàäûâàåìûõ íà ðàçìåðû ñèñòåìû.

Âàæíîñòü ïîëó÷åííûõ â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ îáóñëàâëèâàåòñÿ ðàñïðî-

ñòðàíåííîñòüþ ìàëûõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Òàê ðàç-

âèòèå íàíîòåõíîëîãèé ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ è øèðîêîìó èñïîëüçîâàíèþ èñêóñ-

ñòâåííûõ ìàòåðèàëîâ, ñîäåðæàùèõ óçêèå êàïèëëÿðû è ìàëûå ïîðû. Ñ ïîìîùüþ

ðàçðàáîòàííîé òåîðèè ìîãóò áûòü óòî÷íåíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, òåðìîäèíàìè-

÷åñêèå ïîòåíöèàëû âåùåñòâ ïîìåùåííûõ â îãðàíè÷åííûé îáúåì. Ýòè èçìåíåíèÿ

âëèÿþò íà ñâîéñòâà íàíîìàòåðèàëîâ, òàêèå êàê òåïëîåìêîñòü, ïðîíèöàåìîñòü.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäèôèöèðîâàííàÿ òåîðèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà èíòåðïðåòàöèè

ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íîâûõ ìàòåðèàëîâ. Äðóãîå

ïðèìåíåíèå ñâÿçàíî ñ ðîñòîì èíòåðåñà ê ðàçðàáîòêå òðóäíîèçâëåêàåìûõ çàïàñîâ

óãëåâîäîðîäîâ. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ ìåñòîðîæäåíèé ÿâëÿåòñÿ íèç-

êàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïëàñòà, îáóñëîâëåííàÿ ïðåîáëàäàíèåì ïîð è ïîðîâûõ êàíàëîâ

ðàçìåðàìè îò äåñÿòêîâ ìèêðîí è äî íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

ìîãóò áûòü ïðèìåíèìû äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ïðîèñõîäÿùèõ ïðè äîáû÷å óãëå-

âîäîðîäîâ èç ðåçåðâóàðîâ ñ ìèêðî-, íàíîïîðèñòîñòüþ . Îñíîâíûìè ïðèëîæåíèÿìè

ðàçðàáàòûâàåìîé òåîðèè â äàííîì ñëó÷àå áóäóò ïîïðàâêè ê îöåíêå çàïàñîâ, ñâÿ-

çàííûõ ñ óòî÷íåíèåì ìåõàíèçìîâ àäñîðáöèè è êîððåêòèðîâêîé ðàñ÷åòà ôàçîâîãî

ðàâíîâåñèÿ â ìèêðî-, íàíîïîðàõ. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò âëèÿíèÿ ãðàíèö îáúåìà, â

êîòîðûé ïîìåùåíû ìîëåêóëû, èãðàåò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü.

Â Ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà ÷àñòèö â îãðàíè÷åííîì îáúåìå, êîòîðûå

ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ åãî ñòåíêàìè ïîñðåäñòâîì ïðîöåññà àäñîðáöèè. Äëÿ

äåìîíñòðàöèè ýôôåêòîâ ìàëûõ ñèñòåì áûëî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èäåàëüíûé

ãàç â îáúåìå è ìîíîñëîéíóþ àäñîðáöèþ Ëåíãìþðà íà ïîâåðõíîñòè. Îòëè÷èòåëü-

íàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäà ðåøåíèå ýòî ó÷åò îñîáåííîñòåé îïèñàííûõ â Ãëàâå 1. Â

ðåøåíèå áûëî ó÷òåíî îòñóòñòâèå íåêîòîðîãî íàèáîëåå âûäåëåííîãî ñîñòîÿíèÿ è
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íåýêâèâàëåíòíîñòü êàíîíè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû àíà-

ëèòè÷åñêèé âèä è êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ýôôåêòîâ ìàëûõ ñèñòåì äëÿ ìîäåëåé

âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà ñî ñòåíêàìè ãîðíîé ïîðîäû. Ïðè êîëè÷åñòâåííûõ ðàñ÷åòàõ

äëÿ ïàðàìåòðîâ ðåàëüíûõ ìåñòîðîæäåíèé â ñëó÷àå ïîð ìàëîãî îáúåìà áûëè îá-

íàðóæåíû çàìåòíûå îòêëîíåíèÿ îò èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ Ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåð íåñòàíäàðòíîãî ïîâåäåíèÿ

ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ôëóêòóàöèé â çàâèñèìîñòè îò ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ñèñòåìû.

Äàííûé ðåçóëüòàò õîðîøî ñîâïàäàåò ñ îïóáëèêîâàííûìè äàííûìè àíàëîãè÷íûõ

èññëåäîâàíèé, ïîäðîáíî îïèñàííûõ â Ãëàâå 1. Ýòî âñå óêàçûâàåò íà ñâÿçü ýô-

ôåêòîâ ìàëûõ ñèñòåì è ôëóêòóàöèè. Ïîýòîìó, â Ãëàâå 3 áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü

îïèñûâàþùàÿ ìåòàñòàáèëüíóþ îáëàñòü ìàëûõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì âëè-

ÿíèÿ ãðàíèö. Çà îñíîâó ìîäåëè áûëè âçÿòû ïðîöåññ íóêëåàöèè è ñòàòèñòè÷åñêîå

îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ êàïåëüíîé ìîäåëè Ôèøåðà. Òàê â ðåçóëüòàòå ôëóêòóàöèé îá-

ðàçóþòñÿ êëàñòåðû ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà, êîòîðûå íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðó-

ãîì. Ïîýòîìó, â ðàìêàõ êàïèëëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ðåàëüíûé ãàç ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü èäåàëüíûì ãàçîì êëàñòåðîâ ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà. Äëÿ äàííîé êëàññè÷åñêîé

ìîäåëè áûëè ñäåëàíû íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìû â ñëó÷àå ìà-

ëûõ ñèñòåì. Âî-ïåðâûõ, áûë ó÷òåí ñîáñòâåííûé îáúåì ìîëåêóë, ÷òî ýêâèâàëåíò-

íî äîáàâëåíèþ îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè. Âî-âòîðûõ, áûë ââåäåí äîïîë-

íèòåëüíûé ïàðàìåòð îãðàíè÷èâàþùèé ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð êëàñòåðà. Äàííûé

ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò îáúåìà è ìîæåò îïèñûâàòü âëèÿíèå îãðàíè÷èâà-

þùèõ ãàç ñòåíîê.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ñòàíäàðò-

íûìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó, áûë èñïîëüçîâàí íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé

ìåòîä ðàíåå ïðèìåíÿåìûé äëÿ ñõîæèõ âû÷èñëåíèé â ÿäåðíîé ôèçèêå. Ñ ïîìî-

ùüþ íåãî ïîëó÷åííàÿ ñòàòè÷åñêàÿ ñóììà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ÁÊÀ â âèäå

èíòåãðàëà ïî êîìïëåêñíîìó êîíòîðó. Äàííîå ðàññìîòðåíèå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ñóììû âû÷åòîâ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ åñòü ðåøåíèÿ òðàíñ-

öåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ. Áûëî ïðîäåëàíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ

ðåøåíèé ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ è èõ âëèÿíèÿ íà îòâåò. Ðåøåíèÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ

ðàñïðåäåëåíû ñõîæèì îáðàçîì, è âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàèáîëåå ñèëüíî âëèÿþùèõ íà ðåçóëüòàò êîðíåé. Äëÿ âûäåëåííûõ êîðíåé áû-

ëî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûé àíà-

ëèòè÷åñêèé âèä ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. ÒÏ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîãî

óðàâíåíèÿ, à â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷èñëåíî, ÷òî îáåñ-
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ïå÷èò ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, âûäå-

ëÿåòñÿ èçâåñòíîå ðàíåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ÒÏ è îáåñïå÷èâàþùåå â ñòàòè-

ñòè÷åñêîé ñóììå âêëàä ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë (óðàâíåíèå

ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíîãî ãàçà). Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàþò äîáàâî÷íûé ÷ëåí,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ãðàíèö. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äîáàâî÷íîå

äàâëåíèå âîçíèêàåò â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè è èìååò îñöèëëèðóþùóþ ñ îáúåìîì

ôîðìó, ÷òî òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ âëèÿíèÿ ãðàíèö è áûëî ðàíåå

îáíàðóæåíî ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ â ñõîæèõ ñèñòåìàõ.

Â Ãëàâå 4 áûëî ïîñòðîåíî îáîáùåíèÿ ìîäåëè îïèñàíèÿ ìåòàñòàáèëüíîé îáëà-

ñòè ìàëûõ ñèñòåì íà ñëó÷àé ìíîãèõ êîìïîíåíò. Ýòî îáîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæ-

íûì ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ñèñòåìû ñ

áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷òî óâåëè÷èâàåò ýôôåêòû ìàëûõ ñèñòåì. Âî-

âòîðûõ, ýòî îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ïðèêëàäíîå ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ

è îáëàñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñðàâíåíèé, òàê êàê áîëüøîå êîëè÷åñòâî îïóáëèêî-

âàííûõ äàííûõ ïîñâÿùåíî ìíîãîêîìïîíåíòíûì ðàñòâîðàì.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí è ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ðÿäå ïðèìåðîâ ìåòîä

âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòîâ ìàëûõ ñèñòåì, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ áîëåå

øèðîêîãî êëàññà çàäà÷. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

• Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ó÷åò îñîáåííîñòåé ìàëûõ ñèñòåì ïðè îïèñàíèè

àäñîðáöèè ãàçà â ðåàëüíûõ ïîðèñòûõ ìàòåðèàëàõ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì

îòêëîíåíèÿì â âåëè÷èíàõ äàâëåíèÿ, õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ôëóêòóàöèé

êîëè÷åñòâà àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö.

• Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñàòü ìåòàñòàáèëüíóþ îáëàñòü â ìàëîé

ñèñòåìå. Áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå è àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè

äëÿ äîáàâî÷íîãî äàâëåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ó÷åòå ãðàíèö ñèñòåìû.

• Ó÷òåíû ýôôåêòû ìàëûõ ñèñòåì â ñëó÷àå ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé äëÿ

ðàçëè÷íûõ ýíåðãèé ñìåøèâàíèÿ. Ïîëó÷åíî äîáàâî÷íîå äàâëåíèå, ó÷èòûâà-

þùåå âëèÿíèå ãðàíèö íà ðàçëè÷íûå òèïû ìîëåêóë.

99



Ïðèëîæåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç Ãëàâû 2 â ÊÀ, òîãäà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñ ó÷åòîì

ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííîãî îáúåìà ìîëåêóë èìååò âèä (3.2.2) :

QN (V, T ) =
∑
{nk}

t (Veff , nk) δ

(
N −

N∑
k=1

knk

)

ãäå äëÿ óäîáñòâà ââåäåíà ôóíêöèÿ t (V, nk), âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ÿâíóþ çàâèñè-

ìîñòü îò ðàñïðåäåëåíèÿ.

t (V, nk) =
N∏
k=1

([
V − b

∑N
k=1 knk

]
qk

)nk

nk !

Âû÷èñëèì ðàñïðåäåëåíèå nk ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñòðåìóìó ôóíêöèè ln t ïðè ïî-

ñòîÿííîì îáúåìå V è îãðàíè÷åíèè N −
∑N

k=1 knk = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷è

âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà:

∂

∂nl

[ ∞∑
k=1

(nk lnVeffqk − nk lnnk + nk) −

(
N −

N∑
k=1

knk

)
lnα

]
=

= lnVeffql − l
b

Veff

∞∑
k=1

nk − lnnl + l lnα = 0

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå ýêñòðåìóìà n∗
l íóëþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâ-

íåíèå:
n∗
k

Veff
= qk exp

[(
lnα− b

∑∞
l=1 n

∗
l

Veff

)
k

]
Òåïåðü íóæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà lnα äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îñ-

íîâíûì ñâîéñòâîì ÊÀ

−F

T
= lnQN =

N∑
k=1

ln
(Veffqk)

n∗
k

n∗
k !

=
N∑
k=1

[n∗
k ln (Veffqk) − n∗

k lnn∗
k + n∗

k]

Èñïîëüçóåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ n∗
k, âûðàçèâ èç íåãî lnn∗

k ïîëó÷èì ñëåäó-

þùåå âûðàæåíèå:

−F

T
=

N∑
k=1

(
n∗
k ln (Veffqk) −

[
n∗
k ln (Veffqk) + kn∗

k

(
lnα− b

∑∞
k=1 n

∗
k

Veff

)]
+ n∗

k

)
=

= −N

[
lnα− b

∑∞
k=1 n

∗
k

Veff

]
+

∞∑
k=1

n∗
k
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Ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå λ =
∑∞

k=1 n
∗
k/Veff , â ñèëó òîãî, ÷òî

λ =
∞∑
k

qk exp
lnα− bTλ

T
k

âåëè÷èíà λ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå íå çàâèñèò îò îáúåìà è êîëè÷åñòâà

÷àñòèö, òîãäà:

−F

T
= −N [lnα− bλ] + λVeff = −N lnα + λV

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷èì:

−µ

T
=

(
∂ lnQN

∂N

)
V,T

= − lnα

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ó÷èòûâàÿ, ÷òî

−F

T
= −Nµ

T
+

PV

T

Ãðóïïèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü:

PV

T
=

∞∑
k=1

n∗
k

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

P

T
=

∞∑
k=1

qk exp
(µ− bP ) k

T

Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ñóììèðîâàíèå ïî {nk} â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå

ìîæíî ñðàçó çàìåíèòü íà ñóììèðîâàíèå òîëüêî ïðî îñîáûì òî÷êàì, òàêæå èç-

âåñòíî, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ðåàëèçóåòñÿ åäèíñòâåííîå, íàèáîëåå âå-

ðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå n∗
k.
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