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Введение

Исследование низкоразмерных, особенно двумерных и квазидвумерных элек-
тронных систем вызывает устойчивый интерес исследователей. Примером мо-
гут служить открытие целочисленного и дробного квантового эффекта Холла и
графеновых структур. Особенностью рассматриваемых систем является чрез-
вычайное богатство электронного спектра и, как следствие, наличие разных
типов носителей заряда (их многокомпонентность). Примерами многокомпо-
нентных электронных систем являются двойные квантовые ямы, обладающие
спиновой и изоспиновой (слоевой или подзонной) степенями свободы, квантовые
ямы в сильном магнитном поле с несколькими заполненными уровнями Ландау,
двумерные углеродные системы - графены, характеризующиеся двумя долина-
ми, двумя подрешетками и числом слоев, а также давно известные электронно-
дырочные системы. В таких системах особенно важна роль межэлектронного
кулоновского взаимодействия, определяющего как основное состояние, так и
энергетический спектр возбуждений.

Цели работы
Информацию об исследуемых системах, их основном состоянии, роли куло-

новского взаимодействия можно получить, изучая коллективные возбуждения.
Изучение спектров коллективных возбуждений многокомпонентных электрон-
ных систем в двумерных полупроводниковых и углеродных структурах явля-
ется основной целью проделанной работы.

Актуальность работы

Низкоразмерные системы являются основой современной микроэлектрони-
ки, прогресс которой за последние пятьдесят лет впечатляет. Теоретическое
исследование низкоразмерных систем в 70-80 годы прошлого века казалось ака-
демическим и далеким от применения, но дальнейший прогресс технологии вы-
звал новую волну интереса к теории низкоразмерных электронных и дырочных
систем. Появление все новых и новых объектов требует нового теоретическо-
го описания. Исследование спектров коллективных возбуждений, содержащих
информацию о структуре и взаимодействии элементарных возбуждений и поз-
воляющих установить связи с макроскопическими характеристиками исследу-
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емых объектов, делает эту тему несомненно актуальной.

Научная новизна работы и ее достоверность.
Результаты работы получены впервые. Были даны новые предсказания для

проведения экспериментов или даны новые объяснения полученных экспери-
ментальных данных, развиты теоретические методы применительно к новым
объектам исследования.

Достоверность полученных результатов основывается на надежности и обос-
нованности применяемых методов. Результаты согласуются с эксперименталь-
ными данными, как полученными ранее, так и выполненными в подтверждение
теоретических предсказаний. Также имеется согласие с другими теоретически-
ми работами в той части, где результаты перекрываются.

Полученные результаты позволили обнаружить или правильно понять на-
блюдаемые результаты, которые могут быть применены или уже применены в
приборах.

Личный вклад автора
Значительная часть работ выполнена без соавторов. Вторая значительная

часть работ выполнена в соавторстве с экспериментаторами, где автору принад-
лежит вся теоретическая часть работы, включая предложенную интерпретацию
результатов, теоретическую постановку задачи и выполнение расчетов. В тео-
ретических работах, выполненных в соавторстве, автору также принадлежит
решающий вклад в постановку задачи, выбор методов и проведение расчетов.

Апробация работы

Представленные в диссертации результаты были доложены на международ-
ных конференциях:

Electronic Properties of Two-dimensional Systems EP2DS-20 (Wroclaw, Poland,
2013),

20th International Conference on High Magnetic Fields in Semiconductor Physics
HMF-20 (Chamonix Mont-Blanc, France, 2012),

International School and Workshop on Electronic Crystals ECRYS-2011 (Cargese,
Corse, France, 2011),

19th International Conference on Application of High Magnetic Fields in
Semiconductor Physics and Nanotechnology HMF-19 (Fukuoka, Japan, 2010),
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International Workshop "NanoPeter-2010"(Sankt-Peterburg, Russia, 2010),
International workshop on Interactions, Disorder and Topolody in Quantum Hall

Systems (Dresden, Germany, 2010),
High Magnetic Fields in Semiconductor Physics and Nanotechnology HMF-18

(Sao Pedro, Brazil, 2008)
ICTP Conference Graphene Week 2008 (Trieste, Italy, 2008),
Quantum Phases and Excitations in Quantum Hall Systems (Dresden, Germany,

2008),
Electronic Properties of Two-dimensional Systems EP2DS-17 (Genova, Italy,

2007),
High Magnetic Fields in Semiconductor Physics HMF-17 (Wuerzburg, Germany,

2006), High Magnetic Fields in Semiconductor Physics HMF-12 (Wuerzburg, Germany,
1996);

на III, V, VI, VII, VIII , IX, X, XI Российских конференциях по физике по-
лупроводников (Москва 1997, Нижний Новгород 2001, Санкт-Петербург 2003,
Ершово 2005, Екатеринбург 2007, Новосибирск 2009, Нижний Новгород 2011,
Санкт-Петербург 2013);

на семинарах в ИФТТ РАН (Черноголовка), в университете Париж-Юг (Ор-
сэ, Франция), в Международном центре теоретической физики (Триест, Ита-
лия).

Основные результаты, выносимые на защиту

1. Для системы электронов в квантовой яме на основе GaAs с нескольки-
ми уровням размерного квантования рассмотрены спектры межподзонных кол-
лективных возбуждений спиновой и зарядовой плотности в пределе сильного
магнитного поля. Показано, что как для переходов без изменения уровня Лан-
дау, так и для бернштейновских мод все возбуждения имеют многомодовую
структуру, число мод определяется фактором заполнения. Впервые получен-
ный результат появления новых мод вблизи целочисленных факторов запол-
нения позволил дать правильное объяснение экспериментально наблюдаемой
линии, ранее интерпретируемой как линия одночастичных возбуждений.

2. Для системы электронов в квантовой яме на основе GaAs с несколькими
уровням размерного квантования без магнитного поля показана возможность
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существования межподзонных коллективных возбуждений спиновой и зарядо-
вой плотности с различными значениями проекции момента на нормаль к плос-
кости движения.

3. Для системы двумерных электронов показано влияние электрон-электронных
корреляций на энергию комбинированного спин-флип возбуждения в ультра-
квантовом пределе при факторах заполнения от 0 до 1.

4. В квантовой яме на основе GaAs в пределе сильного магнитного поля
проведен расчет энергии спиновых возбуждений примесных комплексов, состо-
ящих из двух электронов в квантовой яме и неподвижной заряженной примеси,
и доказана интерфейсная природа заряженных примесей.

5. Для системы электронов в двойных квантовых ямах со слабой туннельной
связью исследовано влияние пространственной асимметрии системы на спектр,
дисперсионные и физические свойства плазменных возбуждений. Показано, что
в области энергий, превышающих параметр туннелирования, свойства плазмен-
ных возбуждений в системах с различной пространственной симметрией ана-
логичны, а в длинноволновом пределе влияние асимметрии определяющее.

6. Для системы электронов в двойных квантовых ямах в параллельном маг-
нитном поле показано, что энергия коллективных возбуждений зарядовой плот-
ности (акустических и оптических фононов) зависит от взаимной ориентации
магнитного поля и импульса возбуждения, эта зависимость определяется вли-
янием конечной ширины квантовых ям.

7. Рассмотрены коллективные возбуждения зарядовой и спиновой плотно-
сти (магнитоплазмоны и магнитоэкситоны) в двуслойной электронной системе
с управляемой симметрией в сильном перпендикулярном магнитном поле. По-
казано, что существует изспиновое синглетное возбуждение (для возбуждений
зарядовой плотности это оптический плазмон), не зависящее от симметрии си-
стемы, и изоспиновый триплет, энергия которого определяется параметрами
асимметрии и туннелирования и разницей в энергиях внутрислоевого и межс-
лоевого магнитоэкситонов.

8. Изучалось взаимодействие межподзонных экситонов и оптических плаз-
монов с близкими энергиями в зависимости от параметров асимметрии и тун-
нелирования. Получено аналитическое выражение для величины расщепления
энергий возбуждений и соответствующего импульса в асимметричных слоях со
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слабым туннелированием в зависимости от параметров двойной квантовой ямы.
9.Для электронов в чистом двуслойном графене рассмотрены циклотронные

переходы в сильном магнитном поле. Показано, что происходит расщепление
линии циклотронного резонанса, для разных долин энергии циклотронных пе-
реходов различны. При учете кулоновского взаимодействия, слабой асимметрии
слоев графена и электронно-дырочной асимметрии разница в энергиях обуслов-
лена в малых полях электронно-дырочной асимметрией, а в сильных магнитных
полях определяется электрон-электронным взаимодействием.

10. Исследовались особенности электронного спектра в двумерных дырочных
каналах в Si и GaAs в перпендикулярном магнитном поле. В узкой квантовой
яме при учете спин-орбитального взаимодействия и непараболичности полу-
чены спектры уровней Ландау дырок, в квазиклассическом случае получены
выражения для циклотронных энергий и циклотронных масс.

11. Для двумерных дырочных каналов в GaAs в сильном наклонном магнит-
ном поле вычислены значения эффективных масс дырок на различных уровнях
Ландау для квантования движения электронов вдоль направления магнитного
поля.

12. Изучалось влияние одноосной деформации вдоль слоя двумерных дырок
в Si на положение уровней Ландау; показано, что линейная по деформации
поправка к энергии уровней Ландау возникает только для двумерного канала
на поверхности (110).
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Структура и объeм диссертации

Диссертационная работа состоит из введения, включающего список основ-
ных публикаций автора по теме диссертации из 17 наименований, четырех глав,
заключения и списка литературы.

Краткое содержание диссертации.
Во введении сформулированы цели работы, обоснованы актуальность темы,

научная новизна, достоверность полученных результатов и их апробация, пред-
ставлены основные положения, выносимые на защиту, структура диссертации
и список основных публикаций по теме диссертационной работы.

В первой главе рассматривается система электронов в квантовой яме на ос-
нове GaAs. Это квазидвумерная система, ее особенности - наличие нескольких
уровней размерного квантования и, следовательно, нескольких типов электро-
нов, и существенная зависимость кулоновского взаимодействия от вида волно-
вых функций электронов в направлении квантования. Исследованию коллек-
тивных возбуждений в этой системе посвящены работы [1-5] из списка основ-
ных публикаций по теме диссертации, приведенного выше. Рассчитаны спектры
межподзонных коллективных возбуждений спиновой и зарядовой плотности в
пределе сильного магнитного поля [1,2]. Рассматривались как переходы без из-
менения уровня Ландау, так и переходы с изменением уровня Ландау (берн-
штейновские моды). Спектры рассчитывались при факторах заполнения от 2 до
10, использовалось приближение Хартри-Фока. Показано, что все возбуждения
имеют многомодовую структуру, число мод определяется фактором заполне-
ния. Исследована зависимость от квазиимпульса возбуждения. Впервые обна-
руженный результат появления новых мод коллективных возбуждений вблизи
четных целочисленных факторов заполнения, что обусловлено началом запол-
нения следующего уровня Ландау, был подтвержден экспериментально. Рас-
смотрена возможность существования межподзонных коллективных возбужде-
ний спиновой и зарядовой плотности с различными значениями проекции мо-
мента на нормаль к плоскости движения в системе без магнитного поля [3].
Исследована зависимость энергии комбинированного спин-флип возбуждения
(возбуждения с переворотом спина и изменением уровня Ландау электрона)
при изменении фактора заполнения от 0 до 1 при учете электрон-электронных
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корреляций [4]. Экспериментальное исследование спектра возбуждений потре-
бовало включить в рассмотрение и возбуждение примесных комплексов. Вы-
полненный для случая сильного магнитного поля расчет спиновых возбужде-
ний D-центров, состоящих из двух электронов в квантовой яме и неподвижной
заряженной примеси, показал интерфейсную природу заряженных примесей [5].

Во второй главе рассмотрены плазменные и магнитоплазменные возбужде-
ния в двойных квантовых ямах. Двойные квантовые ямы (частный случай си-
стемы с двумя уровнями размерного квантования) также могут служить при-
мером многокомпонентной системы. Наличие дополнительной степени свобо-
ды приводит к существованию дополнительных ветвей в спектре возбуждений.
Спектры плазменных и магнитоплазменных возбуждений в двойных квантовых
ямах рассматривались в работах [6-10]. Исследованы коллективные возбужде-
ния зарядовой плотности (акустические и оптические плазмоны) в двойных
квантовых ямах в параллельном магнитном поле. Показано, что энергия кол-
лективных возбуждений зависит от взаимной ориентации магнитного поля и
импульса возбуждения, что определяется влиянием конечной ширины кван-
товых ям [6]. Исследовано влияние пространственной симметрии системы на
спектр, дисперсионные и физические свойства плазменных возбуждений без
магнитного поля [7]. Изучалось взаимодействие межподзонных экситонов и
плазмонов с близкими энергиями в зависимости от параметров асимметрии и
туннелирования [8]. Эффект влияния пространственной симметрии на коллек-
тивные возбуждения зарядовой и спиновой плотности (магнитоплазмоны и маг-
нитоэкситоны) в двуслойной электронной системе со слабой туннельной связью
в сильном перпендикулярном магнитном поле рассмотрен в работах [9-10].

Третья глава посвящена магнитоэкситонам в чистом двуслойном графене.
Широко исследуемые в последнее время истинно двумерные системы - одно-
слойный и двуслойный графены, обладающие таким интересным свойством,
как хиральность, могут рассматриваться как многокомпонентные сильно свя-
занные системы. Коллективные возбуждения в хиральных системах обладают
уникальными свойствами. В работах [11-12] были рассмотрены циклотронные
переходы между уровнями Ландау в сильном перпендикулярном магнитном
поле в чистом двухслойном графене, что соответствует нулевому фактору за-
полнения. Учитывались влияние Кулоновского взаимодействия, слабой асим-
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метрии слоев графена и электронно-дырочной асимметрии. Показано, что при
учете электронно-дырочной асимметрии происходит расщепление линии цикло-
тронного резонанса; для разных долин энергии циклотронных переходов раз-
личны. Величина расщепления зависит от магнитного поля; в области меньших
магнитных полей разница в энергиях обусловлена электронно-дырочной одно-
частичной асимметрией, при больших магнитных полях расщепление в спектре
определяется электрон-электронным взаимодействием. Учитывались эффекты
электрон-электронного взаимодействия, слоевой и электронно-дырочной асим-
метрии. Особенности магнитоэкситонов в двумерных хиральных структурах -
однослойном и двуслойном графене представлены в обзоре [13].

В четвертой главе рассмотрены возбуждения в двумерных структурах с
сильным спин-орбитальным взаимодействием. Особенности электронного спек-
тра в квазидвумерных системах с сильным спин-орбитальным взаимодействи-
ем изучались в работах [14-17]. В качестве объекта рассматривались дырочные
двумерные каналы в Si и GaAs в перпендикулярном и наклонном [16] магнит-
ном поле. В перпендикулярном поле получены спектры уровней Ландау дырок
в узкой квантовой яме, учитывались спин-орбитальное взаимодействие и непа-
раболичность [14-15]; в квазиклассическом случае получены выражения для
циклотронных энергий и циклотронных масс [15]. Для случая сильного на-
клонного поля вычислены значения эффективных масс дырок на различных
уровнях Ландау вдоль направления поля [16]. Изучалось влияние одноосной
деформации вдоль слоя на положение уровней Ландау; показано, что линей-
ная по деформации поправка к энергии уровней Ландау возникает только для
двумерного канала на поверхности (110) [17].

В заключении представлены основные результаты работы и следующие из
них выводы.
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Глава 1. Коллективные возбуждения в квазидвумерных электрон-
ных системах в магнитном поле.

1.1. Обзор литературы.

Kвазидвумерныe электронные системы являются постоянным объектом ис-
следований в течение уже нескольких последних десятилетий. Основная особен-
ность таких систем состоит в том, что носители заряда (в данном случае элек-
троны) локализованы в слое с малыми поперечными размерами (порядка нм).
Квазидвумерные электронные системы возникают, когда вдоль одной из осей
имеется ограничивающий потенциал. Вследствие наличия ограничивающего по-
тенциала движение электронов поперек слоя является существенно квантовым
и описывается уровнями размерного квантования и соответствующими им вол-
новыми функциями (см., например, обзор [18]). С учетом движения в плоско-
сти квазидвумерная система характеризуется набором размерно-квантованных
подзон.

Квазидвумерные системы обладают многими свойствами двумерных систем,
отличающими их от трехмерных. Однако наличие нескольких подзон размер-
ного квантования приводит к появлению ряда особенностей в квазидвумерных
системах по сравнению чисто двумерными. Одна из таких особенностей - суще-
ствование межподзонных коллективных возбуждений, связанных с переходом
электронов из одной подзоны в другую. Другая особенность связана с учетом
конечной ширины квантовой ямы даже в том случае, когда можно ограничиться
рассмотрением только одной подзоны, поскольку взаимодействие между части-
цами зависит от ширины ямы. Изучение спектров коллективных возбуждений
дает возможность наблюдать эти особенности.

Вначале представляется необходимым дать краткий обзор теоретических ис-
следований возбуждений в чисто двумерных системах в магнитном поле. Основ-
ными возбуждениями во внешнем перпендикулярном магнитном поле являются
нейтральные коллективные возбуждения - магнитоэкситоны. Согласно теоре-
ме Кона [19], энергия циклотронного резонанса трансляционно инвариантной
электронной системы не зависит от величины кулоновского взаимодействия.
Поэтому магнитоплазмоны (возбуждения с изменением орбитального кванто-
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вого числа электронной системы на единицу) при нулевом импульсе возбужде-
ния q = 0 имеют энергию, равную энергии циклотронного резонанса невзаимо-
действующей электронной системы. Аналогичное утверждение имеет место для
спиновых экситонов (возбуждений с изменением спинового квантового числа на
единицу без изменения орбитального квантового числа) в электронной системе,
инвариантной относительно группы вращений в спиновом пространстве (теоре-
ма Лармора). Как следствие, энергия спиновых экситонов с нулевым импульсом
q = 0 равна Зеемановской энергии. Оба вышеупомянутых утверждения явля-
ются точными, то есть справедливы при любом соотношении между Кулонов-
ской и циклотронной энергиями и при любом факторе заполнения. Подобных
ограничений не существует на энергию комбинированных возбуждений при од-
новременном изменении спина и орбитальной компоненты волновой функции
электрона.

Как в самых первых кратких работах [20, 21], так и в последующих вскоре
более подробных работах [22, 23] энергии магнитоэкситонов (магнитоплазмонов
и спиновых экситонов) при ненулевых q для целочисленных факторов запол-
нения уровней Ландау в пределе сильного магнитного поля были вычислены
в рамках теории возмущений. Малым параметром в этом случае является от-
ношение Кулоновской энергии на межчастичном расстоянии к циклотронной
энергии: Ec/~ωc ≪ 1 (Ec = e2/ϵaH , aH - магнитная длина, ωc = eH/m∗c, m∗

-эффективная масса электрона). Теоретическое рассмотрение задачи о коллек-
тивных возбуждениях в двумерной электронной системе в магнитном поле бы-
ло проведено впервые в работе [20] . Использовалась модель магнитоэкситона -
пары заряженных частиц, состоящей из электрона, перешедшего в незаполнен-
ное энергетическое состояние, и дырки, оставшейся в начальном состоянии, при
этом электрон взаимодействует с дыркой и с остальными электронами посред-
ством кулоновского взаимодействия; были получены дисперсионные зависимо-
сти для двух типов магнитоэкситонов, магнитоплазмона и спинового экситона
при целочисленном заполнении ν = 1. При малых импульсах qaH ≪ 1 магни-
топлазмон обладает линейной дисперсией, а спиновый экситон - квадратичной.
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EMP (q) = ~ωc +
e2

2ϵaH
qaH

Es(q) = gµBB +
e2

4ϵaH
(qaH)

2 (1.1)

Аналогичные выражения были получены в работе [21], где рассматривались
возбуждения в двумерной системе электронов в зоне проводимости и дырок в
валентной зоне,

Более подробное рассмотрение спектров магнитоэкситонов было проведено с
использованием диаграммного формализма [22] и приближения Хартри-Фока
для возбуждений TDHF (time-dependent Hartree-Fock) [23]. Эти подходы эк-
вавалентны и приводят к одинаковым результатам. Важно подчеркнуть, что
корректное решение задачи о магнитоэкситонах возможно лишь в состояни-
ях с целочисленными факторами заполнения, при которых основное состояние
системы невырождено. В общем случае энергия магнитоэкситона может быть
представлена в виде

En,n′(q) = ~ωc∆n+ gµBH∆Sz +∆En,n′(q) (1.2)

где учтены энергетические вклады от изменения орбитального квантового чис-
ла (индекса уровня Ландау электрона n), от изменения Зеемановской энергии
при перевороте спина электрона и от многочастичного кулоновского взаимо-
действия ∆En,n′ ∼ Ec.

Строго говоря, коллективные возбуждения в двумерном электронном газе
можно рассматривать как двухчастичные только при переходах с заполненно-
го на следующий уровень Ландау (изменение орбитального квантового числа
∆n = 1,∆S = 0) или при переходах с переворотом спина при δn = 0, ∆S = 1,
что отмечалось авторами [22, 23]). При отсутствии примесей и при T = 0 маг-
нитоплазмоны и спиновые экситоны - незатухающие возбуждения, поскольку
других возбуждений двумерной электронной системы с такими же энергией,
импульсом и спином не существует.

В случае циклотронных спин-флип возбуждений (∆n = 1, ∆S = 1), так же,
как и переходов с ∆n > 1 одноэкситонное приближение неприменимо. Необ-
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ходимо учитывать распад магнитоэкситона на два других возбуждения с со-
хранением энергии, волнового вектора, проекции спина и орбитального момен-
та. Учет таких процессов влияет не только на время жизни магнитоэкситона,
но и на его энергию. Тем не менее при вычислении энергий магнитоэкситонов
двухэкситонными поправками обычно пренебрегают [22, 23, 25], что можно
объяснить неплохим согласием с экспериментом.

При четном факторе заполнения оба спиновых состояния состояния запол-
нены одинаково. Основное состояние системы имеет полный спин S = 0, а воз-
буждения с ∆n = 1 могут быть синглетными или триплетными, причем син-
глетный магнитоэкситон - это магнитоплазмон, являющийся синфазной ком-
бинацией двух переходов с ∆Sz = 0. Компоненты триплетного возбуждения
расщеплены по спину и являются комбинированными спин-флип возбуждения-
ми. При нечетных факторах заполнения, когда имеет место разное заполнение
двух спиновых состояний, классификация возбуждений на синглетные и три-
плетные неприменима. В этом случае при ∆n = 1 существуют два типа маг-
нитоплазменных возбуждений - синфазные и антифазные, а также возможны
комбинированные циклотронные возбуждения с переворотом спина.

Гамильтониан двумерной электронной системы в магнитном поле имеет вид:

Ĥ =
∑

~ωc(n+ 1/2)â+σnkâσnk + Ĥint, (1.3)

где â+σnk, âσnk операторы рождения и уничтожения электронов на n-м уровне
Ландау. k - параметр, обозначающий вырожденные состояния в пределах од-
ного уровня Ландау, σ - спин. Волновые функции электронов в одночастичном
приближении в калибровке Ландау

ϕn,k = N−1/2eiky exp

[
−(x+ ka2H)

2

2a2H

]
Hn((x+ ka2H)/aH) (1.4)

(N-нормировочный коэффициент, Hn - полиномы Эрмита). Гамильнониан взаи-
модействия в магнитном полеHH

int определяется матричными элементами Куло-
новского взаимодействия V (r1−r2) по этим функциям. В приближении Хартри-
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Фока вводятся соответствующие операторы рождения для возбуждений с им-
пульсом q вдоль оси y

Q̂+
Y (q) = Q̂+

nmσσ′(q) =
∑
k

â+σ′,m,k+qâσ,n,k (1.5)

и соответствующее уравнение для энергии

< Q̂+
Y (q)[ĤQ̂Y ′(q)] > −~ω(q)Î = 0 (1.6)

Функции отклика зарядовой и спиновой плотности χσσ′(q, ω) могут быть вы-
ражены через одночастичную функцию Грина для электрона в магнитном по-
ле Gα(ω), включающую обменные поправки по взаимодействию ( α = nα, σα -
номер уровня Ландау и спиновый индекс) и вершинную часть Γαβ(k, k

′, q, ω),
представляющую сумму лестничных и петлевых диаграмм (рис.1.1).

Рис.1.1. Функция отклика зарядовой плотности χσσ(q, ω) в приближе-
нии сильного магнитного поля. Γαβ(k, k

′,q, ω)- вершинная часть, Gα(ω)

-одночастичная Гриновская функция. Одночастичные функции Гри-
на для невзаимодействующих частиц обозначены тонкими линиями со
стрелками, неэкранированное кулоновское взаимодействие – волнисты-
ми линиями.

Вклад кулоновского взаимодействия в энергию возбуждений в первом поряд-
ке теории возмущений состоит из трех частей:

1) не зависящая от импульса и энергии разность обменных собственных энер-
гий возбужденного электрона и дырки на уровне Ландау, с которого электрон
был удален: Σn′ − Σn.
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2) прямое кулоновское взаимодействие электрона и дырки, зависящее от им-
пульса возбуждения. В графическом уравнении для вершинной части Γ это
второй член, соответствующий учету лестничных диаграмм.

3) "аннигиляционный"член, присутствующий только для возбуждений за-
рядовой плотности (приближение RPA). Это последний член в графическом
уравнении для Γ).

Рассматриваемый формализм обобщается на случай, когда имеется несколь-
ко экситонных ветвей (уравнение становится матричным).

На рис. 1.2 приведены дисперсионные кривые для cпиновой волны при фак-
торе заполнения 1 и магнитоплазмонов при факторах заполнения 1 и 2, взятые
из работы [22]. Особенностью дисперсии магнитоплазмонов является наличие
минимума на дисперсионной кривой, обычно называемого ротонным миниму-
мом. При нецелочисленном заполнении основное состояние системы без учета
взаимодействия вырождено. При расчетах спектров возбуждений используются
модифицированное приближение TDHF [24], при котором считается, что элек-
троны распределены однородно (все конфигурации равновероятны, корреляций
нет) и обобщенное одномодовое приближение GSMA [25-27], в котором корреля-
ции между электронами учитываются через структурный фактор. Для произ-
вольных факторов заполнения структурный фактор не известен, но он может
быть получен из численных расчетов для некоторых Лафлиновских несжима-
емых состояний ν = 1/3, 1/5...[28, 29].

Межподзонные коллективные возбуждения в квазидвумерной системе в от-
сутствие магнитного поля (переходы электронов из одной подзоны размерного
квантования в другую) делятся на возбуждения зарядовой плотности (CDE) и
возбуждения спиновой плотности (SDE), иначе CDE и SDE можно интерпрети-
ровать как синглетные и триплетные межподзонные экситоны. Эти возбужде-
ния исследованы достаточно широко как теоретически, так и экспериментально.
Экспериментально эти возбуждения наблюдаются методами комбинационного
рассеяния [30, 31] и инфракрасного поглощения [32] различие проявляется в по-
ляризационной зависимости наблюдаемых линий. Объясняется существование
этих возбуждений и теоретически. Самое простое теоретическое рассмотрение
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Рис.1.2. Спектры коллективных возбуждений для точно решаемых моде-
лей. На верхнем рисунке для ν = 1 приведен спектр спиновой волны без
учета энергии Зеемана. На среднем рисунке для ν = 2 приведены спек-
тры магнитоплазмона в приближени TDHF (сплошная) и RPA(точки), а
также магнитоэкситона с Sz = 0 (штрих-пунктир); на нижнем рисунке
для ν = 1 приведены спектры магнитоплазмона в приближени TDHF
(сплошная) и RPA(точки), а также магнитоэкситона с Sz = 1 (пунктир);
на обоих рисунках отсчет ведется от циклотронной энергии. Энергия из-
меряется в единицах e2/εl0.

- приближение хаотических фаз (RPA) - дает только один тип возбуждений -
CDE [33, 34]. Учет обменного взаимодействия приводит к существованию двух
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типов возбуждений. Методы расчета межподзонных возбуждений с учетом об-
менной энергии можно разделить на две основные группы. Первая группа вклю-
чает в себя расчеты с применением приближения локальной плотности (LDA)
и его модификаций [30,35-37], базирующихся на более общих методах функци-
онала плотности [38-40]. Вторая группа использует прямые методы для нахож-
дения функции отклика системы (поляризационного оператора) (диаграммный
или использование матрицы плотности с последующим решением уравнения
Бете-Солпитера) [31,41-43].

Межподзонные переходы в квазидвумерных системах в магнитном поле воз-
можны как без изменения уровня Ландау (модифицированные CDE и SDE), так
и с изменением уровня Ландау (комбинированные межподзонно-циклотронные
бернштейновские моды - ISBM)

Теоретическое рассмотрение этой проблемы проводилось в рамках RPA и
LDA [36, 44, 45].

1.2 Межподзонные коллективные возбуждения спиновой и зарядо-
вой плотности в квантовых ямах с несколькими уровнями размерного
квантования.

1.2.1.Межподзонные возбуждения в сильном магнитном поле.

Экспериментальные результаты по изучению спектров возбуждений квази-
двумерных систем с несколькими подзонами размерного квантования в силь-
ных магнитных полях , в частности полученные методом резонансного комби-
национного рассеяния в работах [47, 48], не удавалось объяснить теоретически,
используя методы RPA и LDA. Так, в работе [48], посвященной изучению CDE
и SDE в сильных магнитных полях, была обнаружена существующая при ν ≥ 2

новая неполяризованная линия, появляющаяся при ν = 2 вблизи линии SDE.
Интерпретация этой линии как линии одночастичных возбуждений (SPE), как
подчеркивалось авторами, была неудовлетворительной.

Поэтому возникла задача расчета спектра межподзонных коллективных воз-
буждений, в которой учитывалось бы, что электроны разных уровней Ландау
в разных подзонах имеют разные волновые функции. Этот расчет в прибли-
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жении Хартри-Фока проведен впервые в работaх автора [1, 2]. Рассчитаны
спектры межподзонных возбуждений при малых импульсах k для ν ≤ 10,
∆n = 0,±1,±2 (∆n - изменение номера уровня Ландау). Показано, что как
бернштейновские моды (возбуждения с ∆n ̸= 0), так и возбуждения с ∆n = 0

имеют многомодовую структуру; при заполнении нового уровня Ландау появля-
ются новые моды. Рассмотрена зависимость полученных мод от квазиимпульса.
Проведены оценки сравнительной интенсивности комбинационного рассеяния
на различных модах.

Спектр межподзонных коллективных возбуждений в зависимости от величи-
ны магнитного поля H ищется при следующих условиях:

1. В системе имеются 2 подзоны размерного квантования, влиянием осталь-
ных подзон можно пренебречь. Плотность двумерных электронов ns такова,
что нижняя подзона E0 заполнена, а следующая, E1 - пуста. Энергии E0 и E1

вычислены в приближении Хартри. E10 = E1 − E0.
2. Приложено магнитное поле H, направленное перпендикулярно двумерно-

му слою. Рассматривается область магнитных полей, для которых 0 < ν ≤ 10.
3. Учитываются только процессы без переворота спина; для простоты пола-

гаем g-фактор электронов g = 0 ( µ0Hg ≪ T , T - температура системы), но
спиновое вырождение в расчет включается.

4. Рассматривается длинноволновый предел ka ≪ 1, kaH ≪ 1 ( a - ширина
квантовой ямы, aH = (~c/eH)1/2 - магнитная длина).

5. Масштабы энергии таковы, что δE ≪ T ≪ ∆E (∆E - характерное рассто-
яние между уровнями в системе, δE - ширина уровней Ландау, существующая
вследствие взаимодействия с примесями).

Энергии коллективных возбуждений являются полюсами полного поляриза-
ционного оператора Π(k, ω). Так как в длинноволновом пределе межподзонные
и внутриподзонные возбуждения независимы, рассмотрим межподзонный по-
ляризационный оператор

Π01(k, ω) =
∑
n,n′,σ,

Π0n,1n′,σ(k, ω) =
∑
n,n′,σ

∑
m,m′,σ′

Π0m,1m′,σ′

0n,1n′,σ (k, ω) (1.7)
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m,m′, n, n′ - номера уровней Ландау.
При целочисленном факторе заполнения все вырожденные по энергии уровни

Ландау заполнены с вероятностью 1. Предполагается, что и при произвольном
факторе заполнения уровни Ландау заполнены равновероятно, вследствие того,
что их ширина мала по сравнению с температурой; в остальном используется
техника функций Грина для T = 0 (выполнено условие 5). Сравнение ECD в
приближении RPA, вычисленной предложенным методом, с результатом, полу-
ченным в работе [45] с использованием температурной техники, показывает их
эквивалентность при указанных предположениях.

Система уравнений для Π0n,1n′,σ включает суммирование лестничных и петле-
вых диаграмм, описывающих соответственно экситонный и деполяризационный
эффекты. В одночастичных функциях Грина учитываются обменные поправки
к собственно-энергетической части. Эта совокупность диаграмм, соответству-
ющая приближению Хартри-Фока, учитывалась в работах [41-43], посвящен-
ных расчету межподзонных коллективных возбуждений без магнитного поля,
а также при рассмотрении возбуждений магнитоплазмонного типа в чисто дву-
мерных системах [20, 22] и частично в работе [21] при рассмотрении экситона
Мотта в квазидвумерных полупроводниках в сильном магнитном поле.

В этом приближении одночастичные функции Грина в магнитном поле за-
висят только от частоты, а взаимодействие - только от импульсов. Поэтому
взаимодействие можно усреднить по импульсам, и система становится алгебра-
ической. Взаимодействие, определяющее деполяризационный сдвиг:

α0m,1m′,σ′

0n,1n′σ (k) = V 01
01 (k)Inn′(k, 0)I∗m′m(k, 0) = αmm′

nn′ (k) (1.8)

Взаимодействие, определяющее экситонные поправки:

β0m,1m′,σ′

0n,1n′,σ (k) = −δσσ′(2π)−1

∫
V 11
00 (q)Jnm(q)J

∗
n′m′(q)eia

2
Hqykdq = δσσ′βmm′

nn′ (k)

(1.9)

где

V jl
ik (q) =

2πe2

εq

∫
exp(−q|z1 − z2|)ψi(z1)ψk(z1)ψj(z2)ψl(z2)dz1dz2
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Inn′(qx, qy) =

∫
ϕn(y)ϕn′(y + qxa

2
H) exp(−iqyy)dy (1.10)

i, j, k, l - индексы подзон; ψi(z)-волновые функции электронов в направле-
нии оси квантования; ϕn(y) = π−1/4(aH2

nn!)−1/2 exp(−y2/2a2H)Hn(y/H). Ось x
направлена вдоль k.

При k = 0 переходы с различными ∆n = n′ − n можно рассматривать неза-
висимо. При малых k (условие 4) взаимодействие уровней будет проявляться
только вблизи точек пересечения. Поэтому, интересуясь определенным диапа-
зоном энергий, можно ограничить число рассматриваемых переходов; в данной
работе это переходы с |∆n| ≤ 2, наблюдаемые экспериментально [48, 49] Систе-
ма уравнений для для Π0n,1n′,σ при этом становится конечной.

Π0n,1n′,σ = Π0
0n,1n′,σ +Π0

0n,1n′,σV
0m,1m′,σ′

0n,1n′,σ Π0m,1m′,σ′

V 0m,1m′,σ′

0n,1n′,σ = αmm′

nn′ + βmm′

nn′ δσσ′ (1.11)

Нулевые поляризационные операторы, включающие в себя обменные поправки

Π0
0n,1n′,σ =

nnσ
ω − E10 − Σ1n′σ + Σ0nσ − ~ωc(n′ − n)

(1.12)

Обменные поправки к одночастичным энергиям

Σinσ =
∑
m

ε0inmnmσ; ε0inm = −(2π)−1

∫
V 0i
0i (q)|Inm(q)|2dq; (i = 0, 1) (1.13)

nnσ -плотность электронов на уровне (0, n, σ); ωc = eH/mc - циклотронная ча-
стота .

Для нахождения полюсов приравниваем к нулю детерминант системы (1.11).

det|Π0
0n,1n′,σV

0m,1m′,σ′

0n,1n′,σ − δnn′σ,mm′σ′| = 0 (1.14)

Вводя конечное затухание и решая неоднородную систему (1.11), можем оце-
нить сравнительную интенсивность линий комбинационного рассеяния на най-
денных возбуждениях. Число мод

Ni(∆n ≥ 0) = [ν/2] + 1; Ni(∆n < 0) = [ν/2] + 1 + ∆n (1.15)
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i = cd, sd; при отрицательных значениях N мод не существует. Заметим, что
только в рассматриваемом случае, когда система неполяризована по спину
(nn,1/2 = nn,−1/2), происходит разделение моды на CD и SD типы, спектры
которых определяются независимо, однако всегда число мод увеличивается с
ростом фактора заполнения.
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Рис.1.3. Зависимость энергий межподзонных коллективных возбуждений
системы двумерных электронов в одиночной квантовой яме шириной 250
A (ns = 6.8∗1011cm−2) от величины перпендикулярного магнитного поля
при k = 0. На горизонтальной оси также отмечены положения четных
целочисленных факторов заполнения.

На рисунке 1.3 показаны спектры коллективных возбуждений для прямо-
угольной квантовой ямы GaAs/AlGaAs ( a = 250A; ns = 6.8 ∗ 1011cm−2) при
k = 0 в диапазоне магнитных полей, соответствующих ν ≤ 10.

Бернштейновские моды при k = 0 вырождены (энергии ISBM cd и ISBM sd

совпадают). Энергии основных мод CDE и SDE слабо осциллируют как функ-
ции магнитного поля, совпадая при целочисленных факторах заполнения.
Впервые полученные в работе автора [1] новые моды (CDE1, SDE1, CDE2, SDE2
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и т.д.) невырождены. Их энергии имеют вполне заметный наклон к оси H. Этот
мультиплет соответствует линии L0, экспериментально наблюдаемой в работах
[46-49], интерпретируемой ранее как линия одночастичных возбуждений [46].
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Рис.1.4. Зависимость энергий межподзонных коллективных возбуждений
от величины магнитного поля вблизи точки пересечения линий CD и
ISBM+1 для различных значений квазиимпульса. k = 0 (жирная ли-
ния), k = 0.4 ∗ 105cm−1 (тонкая линия), k = 0.8 ∗ 105cm−1 (точки).

Зависимость коллективных возбуждений от квазиимпульса, исследованная
для тех же условий при k ≤ 1.5 ∗ 105cm−2, существенна только для CDE и
области пересечения CDE и нижайшей из ISBM cd

+1 (вырождение ISBM cd и
ISBM sd при этом снимается). Остальные бернштейновские моды, моды L0 и
SDE практически бездисперсионны. Рис.1.4 иллюстрирует влияние квазиим-
пульса на вид спектра. Видно, что расщепление основной CD моды и ISBM cd

+1

моды пропорционально k. Также линейную зависимость от k демонстрирует
энергия CDE при ν < νc (νc соответствует пересечению уровней). Полученная
зависимость согласуется с данными экспериментов и соответствующими расче-
тами в LDA [48].
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Оценка интенсивности комбинационного рассеяния на коллективных возбуж-
дениях показывает, что наибольший вклад в рассеяние вносят CDE, SDE и
L0. Бернштейновские моды значительно слабее и зависят от k. В мультипле-
те L0 значительно более интенсивна нижняя пара CD и SD линий, однако при
появлении новых пар линий вблизи целочисленных четных ν интенсивности
сравнимы, и вероятность наблюдать дублетную структуру наибольшая. Для
бернштейновских мод в каждой группе ISBM∆n интенсивность нижней линии
также наибольшая, а дублетная структура может проявляться, как и для L0,
при появлении новых мод.

Получена структура межподзонных коллективных возбуждений в магнитном
поле, исследована зависимось от импульса и и даны оценки вклада различных
возбуждений в интенсивность линий комбинационного рассеяния . Результа-
ты, полученные в предположении, что вырожденные по энергии уровни при
низкой, но конечной температуре заполнены равновероятно, позволяют объяс-
нить в рамках единой схемы весь спектр коллективных возбуждений, наблюда-
емый экспериментально, и предсказать возможность наблюдения многомодовой
структуры.

Было показано появление при ν = 2 двух близко расположенных линий, что
объясняет результаты работы [48] и подтверждается результатами работы [49].

1.2.2.Возбужденные состояния межподзонного экситона.

Как было упомянуто в разделе 1.1, основными методами нахождения энер-
гии возбуждений зарядовой и спиновой плотности в системе без магнитного
поля являются приближение локальной плотности (LDA) и уравнение Бете-
Солпитера. Эти методы были использованы для нахождения нижайшей энергии
для триплетного или синглетного возбуждения. В приближении LDA взаимо-
действие, зависящее от импульсов, заменяется эффективной константой (кон-
тактное взаимодействие в координатном пространстве), при этом существует
только одно связанное состояние. Решение уравнения Бете-Солпитера также
рассматривалось только для основного состояния межподзонного экситона.
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В экспериментах по комбинационному рассеянию света в квантовых ямах
наблюдалась широкая неполяризованная линия, расположенная между SDE и
CDE возбуждениями [30, 47]. Интерпретировалась эта линия как результат рас-
сеяния на одночастичных возбуждениях (SPE). Однако эта интерпретация вы-
зывала сомнения даже у авторов экспериментов, поэтому была необходимось
рассмотреть эту проблему подробнее.

В работе [3] автором проведен расчет энергии основных и возбужденных со-
стояний межподзонного экситона в приближении Хартри-Фока в системе без
магнитного поля. Предложено интерпретировать линии SDE и CDE как резуль-
тат рассеяния на основных состояниях, в то время как линию, расположенную
между ними - как результат рассеяния на возбужденных состояниях.

Рассмотрим обычно используемую в экспериментах квантовую яму GaAs-
AlGaAs. Это слой GaAs, окруженный с двух сторон широкими слоями AlGaAs,
в одном из которых расположен слой доноров. Энергии подзон EH

n и волно-
вые функции электронов ϕn(z) определялись в приближении Хартри из само-
согласованного решения одночастичного уравнения Шредингера и уравнения
Пуассона (ось z направлена по нормали к слою).

Гамильтониан такой квазидвумерной системы имеет вид

H =
∑
nks

(EH
n +

~2k2

2m∗ )c
+
nkscnks+

+
1

2

∑
nn′mm′ss′kk′

V n′m′

nm c+nk+qsc
+
n′k′−qs′cm′k′s′cmks (1.16)

где m∗ - эффективная масса электрона, n, n′, m, m′ - индексы подзон, s, s′ - спи-
новые индексы, k, k′, q -волновые векторы в плоскости движения электронов
xy.

V n′m′

nm (q) =

=
e2

2εq

∫
ϕ∗n(z)ϕ

∗
n′(z′)ϕm′(z′)ϕm(z)e

−q|z−z′|dzdz′ (1.17)
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В дальнейшем ограничимся рассмотрением только двух нижних подзон раз-
мерного квантования с энергиями EH

1 и EH
2 . Концентрация электронов такова,

что заполнена только нижняя подзона.
Энергии коллективных возбуждений системы являются полюсами поляриза-

ционного оператора (поляризационной функции отклика системы) или, что то
же самое, полюсами двухчастичной функции Грина. В приближении Хартри-
Фока учитываются обменные поправки к собственным энергиям, деполяризаци-
онные (для S = 0) и экситонные поправки. На диаграммном языке это соответ-
ствует обменной поправке в одночастичных функциях Грина и суммированию
петлевых и лестничных диаграмм для двухчастичной функции Грина. Вывод
этого уравнения через матрицу плотности приведен в работе [42].

В полюсном приближении уравнение на собственные значения, являющиеся
энергиями межподзонного экситона имеет вид[

EHF
2 (k+K)− EHF

1 (k)− E
]
P (k,K) =

=
1

(2π)2

∫
V (k,k′,K)P (k′,K)dk′ (1.18)

Здесь E - собственное значение энергии, P (k,K) -волновая функция межпод-
зонного экситона в импульсном представлении.

EHF
i (k) = EH

i +
~2k2

2m
− 1

(2π)2

∫
V i1
1i (k

′ − k)dk′ (1.19)

Для SD возбуждений (S = 1)

V SD(k,k′,K) = V 22
11 (k

′ − k) (1.20)

Для CD возбуждений (S = 0)

V CD(k,k′,K) = V SD − 2V 21
12 (K) (1.21)

При K = 0 проекция момента на ось z)сохраняется, и решения уравнения
(16) можно искать в виде Pm(k) = Pm(k)e

imφ (m = 0,±1,±2...)
Pm(k) и Em определяются из уравнений[

EHF
2 (k)− EHF

1 (k)− Em

]
Pm(k) =

1

2π

∫
Vm(k, k

′)P (k′)k′dk′ (1.22)
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где

Vm(k, k
′) =

1

2π

∫
V (k,k′, 0) cosmφdφ (1.23)

Поскольку приближение Хартри-Фока само по себе имеет вариационную при-
роду, для каждого типа симметрии имеет смысл только нижнее состояние Em.

Численное решение уравнений проводилось для квантовых ям GaAs-AlGaAs
толщиной 250Ao и концентраций электронов 3 ∗ 1011cm−2 и 6 ∗ 1011cm−2.

Рис.1.5. Радиальные волновые функции межподзонных экситонов в им-
пульсном представлении.

Уравнения (1.18) и (1.22) решались численно. Следует отметить, что решения
(1.22) c различными m входят в решения (1.18) с K = 0. На рис.1.5 изображе-
ны Pm(k

2/k2F ), которые можно трактовать как радиальные волновые функции
межподзонного экситона в импульсном представлении. Получившийся резуль-
тат для P0 объясняет хорошее совпадение результатов различных методов - это
показывает, что для основного состояния можно действительно ввести эффек-
тивное контактное взаимодействие; область корреляции между электроном в
возбужденной подзоне и дыркой в основной подзоне порядка межчастичного
расстояния. Возбужденные состояния Pm с ненулевыми проекциями момента
представляют собой возбуждения вблизи уровня Ферми. Для m = 0 решение
уравнения (1.22) дает известные CD и SD возбуждения. Полученный результат

29



совпадает с результатами [41, 42]. При m ̸= 0 E+m = E−m - состояния с ±m
вырождены; кроме того, эти состояния вырождены по спину.
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Рис.1.6. Дисперсия межподзонных экситонов в квантовой яме GaAlGaAs
шириной 250 Ao при ns = 3 ∗ 1011cm2.

Из решение уравнения (1.18) можно получить закон дисперсии межподзон-
ных экситонов. Строго говоря, при K ̸= 0 возбужденные состояния уже не
являются, состояниями с определенной проекцией момента. Вырождение сни-
мается, и одно из состояний может проявляться неупругом рассеянии (при
K = 0 в рассеянии участвуют только основные состояния с m = 0). На рис.1.6-
1.7.представлен закон дисперсии для активных мод.

Дисперсия основных CD и SD возбуждений совпадает с полученной ранее
[31, 35]. Дисперсия CDE при малых K определяется в основном V 21

12 (K), SDE
обнаруживают очень слабую квадратичную зависимость. Для возбужденных
состояний зависимость от импульса значительно сильнее и существенно не квад-
ратична; вырождение CD и SD мод снимается. Не активные в неупругом рас-
сеянии состояния расположены посредине и вырождены по спину. На рис.1.8
изображен общий вид спектра неупругого рассеяния света на межподзонных
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Рис.1.7. Дисперсия межподзонных экситонов в квантовой яме GaAlGaAs
шириной 250 Ao при ns = 6 ∗ 1011cm2.

возбуждениях, как основных, так и возбужденных. Соотношение интенсивно-
стей рассеяния на основных и возбужденных состояниях межподзонного экси-
тона зависит от импульса экстона K, длины волны падающего света и размера
области когерентности, поэтому экспериментальный спектр может заметно от-
личаться.

Итак, в рамках приближения Хартри-Фока получена структура и рассчитаны
энергии межподзонных экситонов (основных и возбужденных состояний, разли-
чающиеся значениями проекции момента). Полученные результаты позволяют
сделать вывод, что линия, приписывемая ранее рассеянию на одночастичных
возбуждениях, на самом деле обусловлена в значительной степени рассеянием
на возбужденных состояниях межподзонного экситона. Это должно приводить
к появлению у этой линии с ростом K определенной структуры, которая может
быть обнаружена экспериментально.
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Рис.1.8. Спектры неупругого рассеяния света на основных (SDE и CDE)
и возбужденных межподзонных возбуждениях при ns = 3 ∗ 1011cm2,
k = 0.63∗105cm−1. Пунктирной и штриховой линиями изображены спек-
тры рассеяния SD и CD возбужденными состояниями соответственно,
а сплошной линией – их сумма. Вне области возбужденных состояний
сплошная – рассеяние основными состояниями.

1.3. Комбинированные спин-флип возбуждения при учете
электрон-электронных корреляций.

В предыдущих разделах 1.2.1 и 1.2.2 рассматривались межподзонные элек-
тронные переходы в квазидвумерной электронной системе с двумя уровнями
размерного квантования. При учете в квазидвумерной системе в магнитном
поле только одного уровня размерного квантования, но нескольких уровней
Ландау возможны переходы с изменением уровня Ландау (магнитоплазмоны),
с переворотом спина (спиновые волны) и комбинированные спин-циклотронные
возбуждения, связанные с изменением орбитального и спинового квантовых чи-
сел.

Переворот спина с одновременным изменением уровня Ландау приводит к
значительному уменьшению обменной энергии электронной системы даже при
нулевом импульсе возбуждения, что показано экспериментально [50, 51] мато-
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дом неупругого рассеяния света. Теоретическое исследование комбинированных
возбуждений, активных в неупругом рассеянии света, представляет несомнен-
ный интерес для интерпретации экспериментальных данных.

В данном разделе исследовано комбинированное возбуждение - циклотрон-
ная спин-флип мода при факторе заполнения ν ≤ 1. Получена зависимость
энергии циклотронной спин-флип моды (SF) от фактора заполнения электро-
нов в диапазоне от ν = 0 до ν = 1. Как уже было отмечено во введении, ком-
бинированные возбуждения затухающие - возможен распад на магнитоплазмон
и спиновый экситон. Однако если затухание мало, что и наблюдается экспери-
ментально, в расчетах допустимо предположить, что в каждый момент времени
существует только одно возбуждение. Это предположение было использовано
и в данной работе.

При нецелочисленном заполнении нижайшего спинового подуровня Ландау
для определения энергии SF используются два приближения: Хартри-Фока (все
состояния равновероятны, корреляций в основном состоянии нет) и одномо-
довое приближение SMA (single-mode approximation), в котором корреляции
учитываются через парную коррелляционную функцию электронов (или ста-
тический структурный фактор) [25-27]. Для произвольных факторов запол-
нения структурный фактор не известен, но он получен из численных расче-
тов методом Монте-Карло для ряда Лафлиновских несжимаемых состояний
ν = 1/3, 1/5, 1/7 [28, 29].

В состоянии холловского ферромагнетика ν = 1, энергия SF моды в двух
указанных приближениях совпадает и находится в полном согласии с экспери-
ментом.

ESF = ~ωc + EZ +∆(k) (1.24)

где ∆(k) - кулоновский вклад, связанный с обменной энергией в основном состо-
янии электронной системы, имеющий квадратичную зависимость от k. Поэтому
для малых k в условиях эксперимента можно положить ∆(k) = ∆(0).

При нецелочисленном заполнении ν < 1 энергия SF в приближении Хартри-
Фока зависит линейно от фактора заполнения.

ESF = ~ωc + EZ + ν∆(k) (1.25)
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В приближении SMA волновая функция основного состояния Ψ считается из-
вестной, основное состояние считается построенным из электронов на нижнем
уровне Ландау и, при учете кулоновского взаимодействия, не вырождено. Вол-
новая функция комбинированного возбужденного состояния выбирается в виде

ψk = N−1/2
∑
p

a+1↑,p+ka0↓,p|Ψ >; < ψk|ψk >= 1 (1.26)

Используется калибровка Ландау, a0↓,p -оператор уничтожения электрона на
нижнем частично заполненном уровне, a+1↑,p+k - оператор рождения электрона
на следующем уровне ( ↑, ↓ указывает направление спина), N = νN0 -число
частиц, N0 - кратность вырождения уровня Ландау. Энергия возбуждения

E(k) =< ψk|H − E0|ψk >= N1 < Ψ|(
∑
p

a+1↑,p+ka0↓,p)
+[H,

∑
p

a+1↑,p+ka0↓,p]|Ψ >

(1.27)

т.е.

ESF = ~ωc + EZ + ϵSMA(k, ν) = ~ωc + EZ + ν∆(k) + δϵSMA(k, ν) (1.28)

Здесь явно выделена часть, соответствующая приближению Хартри-Фока, а
поправка (отрицательная) к приближению Хартри-Фока δϵSMA(k, ν) определя-
ется зависящим только от основного состояния коррелятором вида

N−1
∑
p

(< npnp+q > − < np >< np+q >); np = a+0↓,pa0↓,p (1.29)

Этот коррелятор может быть выражен через статический форм-фактор элек-
тронов в основном состоянии. Переход от электронных операторов к дырочным
(b+0↑,−p = a0↓,p, b0↑,−p = a+0↓,p, np = 1− nhp , Nh = (1− ν)N0), позволяет перейти к
дырочному коррелятору

N−1
∑
p

(< npnp+q > − < np >< np+q >) =

=
1− ν

ν
N−1

h

∑
p

(< nhpn
h
p+q > − < nhp >< nhp+q >) (1.31)
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Рис.1.9. Зависимость от фактора заполнения обменного вклада в энер-
гию SF возбуждения, нормированного на величину обменного вклада
при ν = 1. Сплошная линия - приближении Хартри-Фока, черные точки
- приближение SMA (штриховая линия проведена для удобства), дру-
гие символы - данные эксперимента при различных магнитных полях.
На вставке показана теоретическая зависимость обменного вклада SF от
магнитного поля при ν = 1 для квантовой ямы 25 нм.

При заполнениях, близких к ν = 1 (ν = 6/7, 4/5, 2/3) энергию спин-флип
возбуждений можно выразить через форм-фактор дырок на почти заполнен-
ном уровне Ландау. Предположив, что форм-фактор дырок при электронном
факторе заполнения ν будет таким же, как и для электронов при электронном
факторе заполнения 1− ν, энергии возбуждений при ν > 1/2 можно выразить
через энергии возбуждений при ν < 1/2.

ESF = ~ωc + EZ + ν∆(k) +
1− ν

ν
δϵSMA(k, 1− ν)

Зависимость обменного вклада в энергию SF возбуждения от фактора запол-
нения показана на рис. 1.9. Заметим, что корреляционные поправки в энергию
SF возбуждения доминируют при ν → 0, а при ν в интервале 0.8 ÷ 1 оба при-
ближения, Хартри-Фок и SMA, дают почти одинаковые результаты. В этой
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области факторов заполнения изменение обменной энергии на одну частицу от-
ражает изменение средней плотности электронов в системе. Эксперименталь-
ные значения энергии дают удовлетворительное согласие с теорией в области
0.9÷ 1, однако при меньших факторах заполнения наблюдается более сильное,
чем ожидаемое смягчение. При малых факторах заполнения ν < 0.4 энергия SF
моды находится в хорошем согласии с расчетами в рамках SMA приближения.

1.4. Спиновые возбуждения электронно-примесных комплексов в
сильном магнитном поле.

В спектрах неупругого рассеяния света двумерными электронами в ультра-
квантовом пределе наблюдаются четыре линии, две из которых соответствуют
процессам неупругого рассеяния света с сохранением продольной компоненты
импульса света и рождением коллективных электронных возбуждений- магни-
топлазмона (MP) и циклотронной спин-флип моды (SF) Две другие спектраль-
ные компоненты связаны с неупругим рассеянием света на электронных воз-
буждениях вблизи примесных комплексов. Поскольку в экспериментах необхо-
димо различать линии, связанные с коллективными возбуждениями и возбуж-
дениями электронно-примесных комплексов, необходимо исследовать особенно-
сти в спектрах возбуждения многочастичных электронно-примесных комплек-
сов.

В настоящем разделе будут рассмотрены спиновые возбуждения многоча-
стичных электронно-примесных D− комплексов в сильном магнитном поле. D−

комплекс - это объект, в котором два электрона, локализованных в квантовой
яме определенной ширины, связываются с заряженной примесью, расположен-
ной внутри квантовой ямы, в барьере или на интерфейсе - на границе между
ямой и барьером. Вследствие того, что положительный заряд является трех-
мерным объектом, а электроны - квазидвумерными (характерные энергии ку-
лоновского взаимодействия между частицами комплекса много меньше энергии
размерного квантования), D− комплексы обладают рядом отличительных осо-
бенностей. Теоретическое описание двумерных D− комплексов пределе большо-
го поля было дано в работах [54-57]. Было показано, что основным состоянием
D− комплекса с примесью внутри квантовой ямы в магнитном поле является
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спиновый синглет. В эксперименте наблюдаются линии, соответствующие цик-
лотронным переходам электронов из спин-синглетного (S) состояния D− ком-
плексов с нулевого уровеня Ландау [58]. Методом инфракрасной спектроскопии
[59-61] была получена оценка для энергии связи D− комплекса в AlGaAs/GaAs
квантовой яме, которая находится в хорошем согласии с теоретическими рас-
четами [62].
D− комплексы, в которых электроны находятся в квантовой яме, а положи-

тельный заряд – в барьере [63], представляют интерес, связаный с особенностя-
ми роста квантовых ям. В квантовой яме концентрация заряженных примесей
может быть сделана достаточно малой (на уровне ∼ 108 см−1), поэтому их вли-
янием на свойства двумерного электронного газа обычно пренебрегают. Число
положительно заряженных примесей в AlGaAs барьере квантовой ямы, нахо-
дящихся вблизи двумерной плоскости, почти на два порядка больше (∼ 1010

см−1), и именно они определяют оптические и транспортные свойства двумер-
ного электронного газа малой плотности.

Один из главных вопросов при экспериментальном исследовании барьерных
D− комплексов – определение местоположения ионизованного донора. Положе-
ние ионизованного донора можно найти путем количественного сравнения ре-
зультатов теоретического расчета с экспериментом. Для ответа на этот вопрос
были рассчитаны энергии синглетных и триплетных D− комплексов в зависи-
мости от магнитного поля и положения заряженной примеси. Расчет энергии
связанных состояний для подобных комплексов проводился с учетом конечнй
ширины квантовой ямы.

При рассмотрении спектра возбуждений D− комплексов в сильном магнит-
ном поле локализующее действие заряженной примеси рассматривается как
слабое возмущение к гамильтониану свободных электронов [54, 63]. Волно-
вые функции электронов в z-направлении ψ(z) (ось z направлена перпендику-
лярно плоскости ямы, z = 0 соответствует середине ямы) можно определить,
решая совместно уравнения Шредингера и Пуассона при заданной концентра-
ции электронов (для строго двумерного случая ψ(z) = δ(z)). Ионизованный
донор (положительный заряд) расположен на некотором расстоянии Z от слоя
электронов, в барьере, а его расположение в плоскости соответствует началу
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координат. Кулоновское взаимодействие электронов между собой выражается
как

V (r) =
e2

ε

∫
1√

r2 + (z1 − z2)2
ψ2(z1)ψ

2(z2)dz1dz2, (1.32)

здесь r = r1 − r2, r1, r2 - двумерные радиус-вектора электронов. Кулоновское
взаимодействие электронов (i = 1, 2) с положительным зарядом

V (ri, Z) =
e2

ε

∫
1√

r2i + (z − Z)2
ψ2(z)dz (1.33)

В сильном магнитном поле, направленном вдоль оси z, энергию D− комплекса
можно найти, рассматривая кулоновское взаимодействие V (r) + V (r1) + V (r2)

как возмущение [55, 63].
Волновые функции электронов нулевого уровня Ландау вырождены по про-

екции момента M на ось z и при выборе аксиальной калибровки векторного
потенциала имеют вид

ψMi
(ri, φi) =

1√
2πaH

(
ri
aH

)Me−iMφe
− r2i

4a2
H (1.34)

aH-магнитная длина. Волновая функция пары электронов зависит от их спино-
вого состояния, поскольку полная волновая функция двух фермионов должна
быть антисимметричной. Для спинового синглета координатная часть симмет-
рична, и электроны могут находиться в одинаковых состояниях с нулевым мо-
ментом. Волновая функция пары имеет вид

ΨS = ψ0(r1, φ1)ψ0(r2, φ2) (1.35)

Для спинового триплета координатная часть антисимметрична, электроны на-
ходятся в разных орбитальных состояниях. Полный орбитальный момент пары
M = 1, а волновая функция имеет вид

ΨT =
1√
2
(ψ0(r1, φ1)ψ1(r2, φ2)− ψ1(r1, φ1)ψ0(r2, φ2)) (1.36)

Кулоновское взаимодействие не изменяет проекцию орбитального движения,
что позволяет для нахождения энергии взаимодействия электронов с положи-
тельным зарядом пользоваться теорией возмущений для невырожденных состо-
яний. Гамильтониан системы двух электронов в гармоническом потенциале и, в
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частности, в магнитном поле допускает разделение переменных в координатах
центра масс R = 1

2(r1 + r2) и относительного движения электронов r = r1 − r2,
что удобно использовать для определения энергии взаимодействия электронов.
Поскольку волновая функция центра масс Ψ0(R,Φ) всегда четна относитель-
но перестановки координат электронов, то различия в четности для синглета
и триплета определяются только функцией относительного движения Ψ0(r, φ),
имеющей тот же вид, что и волновые функции электронов ψMi

(ri, φi), с заменой
aH на

√
2aH .

Для синглета с M = 0

ΨS = Ψ0(R,Φ)Ψ0(r, φ), (1.37)

а для триплета с M = 1

ΨT = Ψ0(R,Φ)Ψ1(r, φ). (1.38)

Энергии взаимодействия электронов с положительным зарядом

EDi(Z) =< ψi(r, φ)|V (r, Z)|ψi(r, φ) >, (1.39)

а энергии взаимодействия электронов между собой

EIi =< Ψi(r, φ)|V (r)|Ψi(r, φ) > . (1.40)

Энергия синглета с моментом M = 0

ES0 = EI0 − 2ED0(Z). (1.41)

Энергия триплета с моментом M = 1

ET1 = EI1 − ED1(Z)− ED0(Z). (1.42)

Энергия связи двух электронов определяется как разница между полной энер-
гией и энергией взаимодействия электрона с положительным зарядом. Для син-
глета

∆ES0 = EI0 − ED0(Z), (1.43)

а для триплета
∆ET1 = EI1 − ED1(Z). (1.44)
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Разность энергий синглета и триплета с учетом одночастичной зеемановской
энергии EZ = 2µg∗eH (g∗e -эффективный g-фактор электронов в GaAs)

ES − ET = EI0 − EI1 + ED1(Z)− ED0(Z) + EZ , (1.45)

При изменении магнитного поля происходит изменение основного состоя-
ния барьерного D− комплекса с триплетного на синглетное. Характеристикой
этого изменения является зануление энергии возбуждения 1T → 0S. Анало-
гичное изменение основного состояния системы двух электронов, локализован-
ных в гармоническом потенциале, обсуждалось в работе [64]. Варьированием
Z-координаты положительного заряда можно достичь количественного совпа-
дения экспериментальных и теоретических результатов. Согласие с эксперимен-
том наблюдается, если поместить положительный заряд на гетероинтерфейс -
границу между квантовой ямой и барьером. Если отодвинуть донор всего на 1
нм от гетероинтерфейса, согласие с экспериментом уменьшается на 30 процен-
тов (рис.1.10). Для квантовой ямы с шириной 20 нм переход синглет-триплет
происходит при поле около 3T . Теоретическое и экспериментальное значения
для критического магнитного поля несколько отличаются, поскольку теория
возмущений не вполне применима при меньших магнитных полях. Сравнение
экспериментальных данных и расчетов позволяет сделать вывод, что ионизо-
ванный донор расположен на границе, разделяющей квантовую яму и барьер.
Известно, что диффузия объемных примесей в AlGaAs барьере в процессе эпи-
таксиального роста существенно замедляется на дефектах решетки гетероин-
терфейса GaAs/AlGaAs. Из анализа интенсивностей линий рамановского рассе-
яния можно заключить, что концентрация ионизованных доноров на гетероин-
терфейсе должна на порядок превышать среднюю концентрацию ионизованных
доноров в барьере квантовой ямы.

Экспериментальные исследования проводились на серии селективно-
легированных GaAs/AlGaAs квантовых ям шириной 17 –30 нм. Концентрации в
квантовых ямах составляли 3−15×1010 см−2. Измерения проводились при тем-
пературах 0.3− 1.5 K в в диапазоне магнитных полей 0− 15 T, было возможно
изменять угол между направлением магнитного поля и нормалью к плоскости
квантовой ямы. Свойства исследуемой Т-линии позволяют однозначно связать
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Рис.1.10. Внизу: теоретические (сплошная и штриховые линии ) и экс-
периментальная (кружки) энергии возбуждения 1T → 0S D− комплек-
са для ямы шириной 20 нм. Сплошная линия соответствует положению
донора на интерфейсе, штриховые – смещению на 1 нм в обе стороны.
Стрелками указаны теоретическое и экспериментальное магнитные по-
ля, в которых изменяется симметрия основного состояния D− комплекса.
Верху слева: теоретические зависимости энергий синглета и триплета D−

(яма – 20 нм, донор – на интерфейсе). Верху справа: зависимость энергии
возбуждения от ширины ямы.

ее с внутриуровневым возбуждением барьерного D− комплекса. Зависимость
энергии возбуждения от компоненты магнитного поля вдоль квантовой ямы
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(B||) при постоянной перпендикулярной компоненте (B⊥) соответствует зее-
мановскому расщеплению, следовательно, наблюдаемое возбуждение связано
с изменением проекции спина электрона вдоль магнитного поля. Оставшаяся
часть энергии возбуждения зависит только от перпендикулярной компоненты
магнитного поля, причем растет даже при факторах заполнения электро-
нов меньше 1/10, когда электронная система может рассматриваться как
совокупность невзаимодействующих D− комплексов [65].

В заключение можно резюмировать, что впервые рассчитаны и обнаружены
возбуждения барьерных D− комплексов, связанные с изменениями внутриуров-
невых степеней свободы электронов комплекса, проведено прямое сравнение
экспериментально полученных энергий электронных возбуждений с теоретиче-
скими расчетами.

1.5. Выводы к главе 1.

1. Для системы электронов в квантовой яме на основе GaAs с нескольки-
ми уровням размерного квантования рассмотрены спектры межподзонных кол-
лективных возбуждений спиновой и зарядовой плотности в пределе сильного
магнитного поля. Показано, что как для переходов без изменения уровня Лан-
дау, так и для бернштейновских мод все возбуждения имеют многомодовую
структуру, число мод определяется фактором заполнения. Впервые получен-
ный результат появления новых мод вблизи целочисленных факторов запол-
нения позволил дать правильное объяснение экспериментально наблюдаемой
линии, ранее интерпретируемой как линия одночастичных возбуждений.

2. Для системы электронов в квантовой яме на основе GaAs с несколькими
уровням размерного квантования без магнитного поля показана возможность
существования межподзонных коллективных возбуждений спиновой и зарядо-
вой плотности с различными значениями проекции момента на нормаль к плос-
кости движения.

3. Для системы двумерных электронов показано влияние электрон-
электронных корреляций на энергию комбинированного спин-флип возбужде-
ния в ультраквантовом пределе при факторах заполнения от 0 до 1.
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4. В квантовой яме на основе GaAs в пределе сильного магнитного поля про-
веден расчет энергии спиновых возбуждений примесных комплексов, состоя-
щих из двух электронов в квантовой яме и неподвижной заряженной примеси,
и доказана интерфейсная природа заряженных примесей.
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Глава 2. Плазменные и магнитоплазменные возбуждения в двой-
ных квантовых ямах.

2.1. Обзор литературы.

Двойные электронные слои как пример двухкомпонентных двумерных си-
стем со свойствами, варьируемыми в широких пределах, представляют зна-
чительный интерес для фундаментальных исследований. Спектр возбуждений
двухкомпонентных систем обладает рядом особенностей, отмеченных впервые в
работе Пайнса и Шрифера [66]. Одна из них - возникновение беcщелевой плаз-
менной моды с линейным законом дисперсии - акустического плазмона. Аку-
стическая плазменная ветвь была также предсказана теоретически и наблюда-
лось экспериментально в двойных слоях с кулоновской связью [67-69] Вопрос о
изменении спектра плазменных возбуждений при включении туннелирования
между слоями остается открытым. В общем виде задача о влиянии туннельного
взаимодействия на спектр возбуждений в двуслойных системах была рассмот-
рена еще в 1981 году [67], однако описание плазменных возбуждений в экс-
периментально реализуемых системах остается актуальным. Туннелирование
достаточно легко учесть в системах с сильной туннельной связью, в случае ко-
торых правильнее говорить на языке подзон, а не слоев [70-72]. В случае слабой
туннельной связи теоретические исследования [73-75] дают спектр плазменных
возбуждений, который не полностью согласуется с экспериментом [76]. Известно
[69], что в отсутствие внешнего магнитного поля в спектре коллективных воз-
буждений зарядовой плотности (CD возбуждений) в двойных квантовых ямах
присутствуют две плазменные моды. Для системы из двух электронных слоев
без туннелирования одна из мод - оптический плазмон (OP) с корневым за-
коном дисперсии, соответствующий синфазным колебаниям плотности заряда
в слоях, другая мода - акустический плазмон (AP) с линейным законом дис-
персии, соответствующий антифазным колебаниям. Кроме того, существуют
одночастичные возбуждения 2D электронного газа (SPE).
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2.2. Влияние пространственной асимметрии системы на спектр и
дисперсионные свойства плазменных возбуждений в туннельно свя-
занных двуслойных электронных системах.

В данном разделе рассмотрены плазменные возбуждения в двуслойной элек-
тронной системе со слабой туннельной связью. Исследовано влияние простран-
ственной симметрии системы двойных слоев на спектр плазменных возбужде-
ний. Теоретически показано, что плазменные возбуждения в системах с различ-
ной пространственной симметрией в области энергий, превышающих параметр
туннелирования, имеют аналогичные физические свойства [7].

Рассмотрим плазменные возбуждения в двуслойной квазидвумерной элек-
тронной системе. Заполнены только две подзоны, остальные расположены су-
щественно выше по энергии. Случай равновесный - энергия Ферми общая для
обеих подзон. Спин не учитывается. При рассмотрении задачи о плазменных
возбуждениях для двух туннельно связанных квантовых ям l и r удобно ис-
пользовать приближение туннельного гамильтониана [77, 78]:

H =
∑
k,i,i′

(Ei
ka

+
ikaik −

∆SAS

2
(a+ikai′k + a+

i′k
aik)) =

∑
k,j,

Ẽj
kA

+
jkAjk (2.1)

где El,r
k = E0 ± ∆E

2 + ~2
2mk

2 - энергии электронов в квантовых ямах (слоях)
без туннелирования, E0 ± ∆E

2 - энергия электрона в первой квантовой подзоне
каждой из ям, ∆SAS - параметр туннельной связи (в симметричном случае -
туннельная щель), ∆E - параметр асимметрии (разность энергий электронов
в квантовых ямах без туннелирования), a+ik, aik, - операторы рождения и уни-
чтожения электронов в двух ямах (i=l,r), k - импульс электрона в плоскости.
A+

jk, Ajk - операторы рождения и уничтожения электронов в подзонах (j=1,2).
Условие применимости этого приближения E0 ≫ ∆SAS, E0 ≫ ∆E - волновые
функции электронов в каждой из ям ψl, ψr практически не зависят от этих па-
раметров. Если сами ямы, а не только энергии E0 одинаковы, то можно считать
ψl(z) = ψr(−z) (0 соответствует центру барьера).
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Энергии электронов в подзонах имеют вид

Ẽ1,2
k = E0 +

~2

2m
k2 ∓ 1

2

√
∆E2 +∆2

SAS (2.2)

Волновые функции электронов в подзонах в z-направлении и операторы рож-
дения и уничтожения преобразуются по следующему закону

Ψj = Cjiψi(z), Ajk = Cjiaik, A+
jk = Cjia

+
ik (j = 1, 2, i = l, r)

Cjl =
∆SAS√

∆2
SAS + 4(El

k − Ẽj
k)

2

, Cjr =
2(El

k − Ej
k)√

∆2
SAS + 4(El

k − Ẽj
k)

2

. (2.3)

Cji не зависят от импульса k.

Рассмотрим плазменные возбуждения в области импульсов и частот

∆ ≪ ~qvF ≪ EF , ω ≫ qvF (vF =
~kF
m

) (2.4)

Поскольку ∆ ≪ EF , концентрации частиц в подзонах n1,2 близки (n1, n2 ≃ n).
Расчет спектров плазменных колебаний проводится в приближении RPA. Со-

гласно [67], спектр плазменных волн получается из требования обращения в
нуль детерминанта системы для компонент потенциала Uij(q).

Uij(q) +
2πe2

εq

∑
n,m

Jij,nm(q)Π
0
nm(q)Unm(q) = 0 (2.5)

где

Jij,nm(q) =

∫
Ψi(z)Ψj(z)e

−q|z−z0|Ψn(z0)Ψm(z0)dzdz0 (2.6)

Π0
nm(q, ω) = −

∑
q

fn(k)− fm(k+ q)

Ẽn
k − Ẽm

k+q + ω + iδ
(2.7)

При выполнении условий (2.4) все Π0
ij можно считать одинаковыми:

Π0
ij = Π0(q, ω) =

m

π
[1− (1− q2v2F

ω2
)−1/2] = −mq

2v2F
2πω2

(2.8)
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Заметим, что такая же система уравнений будет и для матрицы плотности
< ρ+ij(q) >, и для полного поляризационного оператора. Оператор матрицы
плотности выражается через операторы рождения и уничтожения электронов
в подзонах

ρ+ij(q) =
∑
k

A+
jk+qAi,k (2.9)

Рассмотрим два предельных случая симметричных и асимметричных двой-
ных слоев. В дальнейшем, будем называть симметричным или асимметричным
такое состояние двойных слоев, в котором волновые функции одночастичных
состояний в подзонах обладают или не обладают четностью.

1) Система асимметрична, туннелирование пренебрежимо мало, и при вы-
числении волновых функций его можно не учитывать

∆SAS ≪ ∆E, Ψ1 = ψl(z), Ψ2 = ψr(z) (2.10)

Понятия "слой"и "подзона"совпадают. Условие (2.4) можно заменить на более
мягкое ∆SAS ≪ ~qvF ≪ EF , ∆ ≪ EF . Вследствие малости туннелирования
при вычислении форм-факторов Jij,nm можно пренебречь перекрытием волно-
вых функций. Тогда

Jij,nm(k) = Jii,nnδijδnm (2.11)

δij - символ Кронекера. Нет не только зацепления внутриподзонных и межпод-
зонных переходов, но и самих межподзонных (в данном случае межслоевых)
переходов. В этом случае при qL ≪ 1, qD ≪ 1 (L, D - эффективные толщина
слоя и расстояние между слоями) существуют две ветви плазменных колеба-
ний [67]. Одна из них - "оптический"плазмон - характеризуется обычным для
двумерного плазмона корневым законом дисперсии и соответствует синфазным
колебаниям частиц в обоих слоях:

ω2
+ =

2πe2q

εm
(n1 + n2) ≃

2πe2q

εm
2n (2.12)

Синфазным колебаниям электронной плотности частиц в слоях соответствует
оператор

ρ+11(q) + ρ+22(q) = ρ+ll (q) + ρ+rr(q) (2.13)
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Колебание, синфазное по слоям, одновременно синфазное и по подзонам.
Второй тип плазменных колебаний - "акустический"плазмон с линейным за-

коном дисперсии

ω2
− =

2πe2Dq2

εm

2n1n2
n1 + n2

≃ 2πe2Dq2

εm
n (2.14)

соответствующий антифазным колебаниям электронной плотности в слоях и
антифазным в подзонах:

ρ+11(q)− ρ+22(q) = ρ+ll (q)− ρ+rr(q) (2.15)

Эффективные толщина слоя и расстояние между слоями:

L = Ll = Lr =

∫
ψ2
l (z)|z − z0|ψ2

l (z0)dzdz0; (2.16)

D =

∫
ψ2
l (z)|z − z0|(ψ2

r(z0)− ψ2
l (z0))dzdz0 (2.17)

2). Система симметрична:

∆SAS ≫ ∆E, Ψ1 =
1√
2
(ψl(z) + ψr(z)), Ψ2 =

1√
2
(ψl(z)− ψr(z)) (2.18)

A+
1k =

1√
2
(a+lk + a+rk); A+

2k =
1√
2
(a+lk − a+rk) (2.19)

В этом случае межподзонные и внутриподзонные возбуждения независимы. С
учетом (2.6,2.16-2.18) выражения для форм-факторов следующие:

Iii,ii = Iii,jj = 1− 1

2
q(D + 2L), Iij,ij = Iij,ji =

1

2
qD (i ̸= j) (2.20)

Уравнение для внутриподзонных возбуждений с учетом (2.20) имеет вид

1 + 2γI11,11Π
0 = 0, γ =

2πe2

εq
(2.21)

и имеет только одно решение. Это двумерный плазмон с корневым законом дис-
персии (2.12), который представляет синфазные по подзонам колебания элек-
тронной плотности (они же синфазные по слоям). В этом легко убедиться, вос-
пользовавшись соотношением (2.19)

ρ+11(q) + ρ+22(q) =
∑
k

A+
1k+qA1,k +

∑
k

A+
2k+qA2,k = ρ+ll (q) + ρ+rr(q) (2.22)
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Характерной особенностью симметричного состояния является отсутствие в
спектре бесщелевой плазменной моды с линейным законом дисперсии - аку-
стического плазмона, который является противофазным колебанием плотности
заряда в симметричной и антисимметричной подзонах. Энергия акустического
плазмона определяется разностью в кулоновском взаимодействии электронов
в разных подзонах, а поскольку электронная плотность в двух подзонах сим-
метричных двойных слоев распределена почти одинаково, мода акустического
плазмона в этом приближении отсутствует (при более точном рассмотрении
попадает в континуум одночастичных состояний).

Однако существует возбуждение, связанное с межподзонными переходами -
туннельный плазмон. Его энергия с учетом соотношения (2.20) определяется из
уравнения

1 + 2γI12,12Π
0 = 0 (2.23)

и совпадает с формулой (2.14) для энергии акустического плазмона для случая
двух туннельно несвязанных слоев. Это межподзонное возбуждение соответ-
ствует антифазным по слоям колебаниям электронной плотности:

ρ+12(q) + ρ+21(q) =
∑
k

A+
2k+qA1,k +

∑
k

A+
1k+qA2,k = ρ+ll (q)− ρ+rr(q) (2.24)

3). Общий случай - соотношение между ∆SAS и ∆E произвольно. В этом
случае внутриподзонные и межподзонные переходы не разделяются. Однако и
в этом случае можно показать, что существует двумерный плазмон с корне-
вым законом дисперсии, соответствующий синфазным колебаниям электрон-
ной плотности как по подзонам, так и по слоям. Можно также показать, что из
оставшихся возбуждений в интересующий интервал частот попадает решение,
энергия которого опять совпадает с энергией "акустического"плазмона. Это
возбуждение комбинированное внутриподзонно-межподзонное, но опять-таки
антифазное по слоям.

Это рассмотрение нашло свое экспериментальное подтверждение (изложе-
но в совместной работе [7]). Методом неупругого рассеяния света была ис-
следована система со слабым туннелированием, для которой применимо при-
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ближение туннельного гамильтониана. Использовались симметрично легиро-
ванные AlGaAs/GaAs двойные квантовые ямы с концентрацией электронов
3.6 ∗ 1011 см−2 в каждой яме. Ширина квантовых ям 200 Å, ямы разделены
барьером 25 Å. Изменение симметрии системы достигалось дополнительной
подсветкой HeNe лазером с энергией фотона больше ширины запрещенной зо-
ны в барьере, что вызывало изменение концентраций ионизованных доноров в
одной из квантовых ям. Электронные концентрации и межподзонные энергии
измерялись из спектров неупругого рассеяния света и фотолюминесценции [79].
Рассматриваемая область импульсов ∼ 8 × 104 см−1. Для характеристики сте-
пени асимметрии использовался параметр δ = (N1 − N2)/(N1 + N2), где N1,2 -
концентрации ионизованных доноров по обе стороны двухслойной структуры.

Рис. 2.1. Экспериментальная (треугольники) и расчетная (сплошная)
дисперсионные зависимости энергии акустического плазмона (AP) в
асимметричных двойных слоях с параметром асимметрии δ = 0.3. За-
штрихованными областями показаны континуумы одночастичных воз-
буждений. На вставке показаны вид самосогласованного потенциала и
волновые функции подзон.

Случай асимметричных двойных слоев проиллюстрирован на рис. 2.1. Вол-
новые функции электронов из двух нижайших подзон размерного квантова-
ния локализованы в разных слоях. В спектрах наблюдается бесщелевая аку-
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стическая плазменная мода с линейной дисперсией. Ее энергия согласуется с
теоретическим результатом (2.14). Для сравнения с экспериментом использова-
лись волновые функции для двух нижайших размерно-квантованных подзон,
полученные самосогласованным решением одномерных уравнений Шредингера
и Пуассона для параметров квантовой ямы, соответствующих условиям экспе-
римента.

Рис. 2.2. Экспериментальная (треугольники для световодной и кружки
для стандартной методик) и расчетная (сплошная линия) дисперсионные
зависимости туннельного плазмона (TP) в симметричных двойных слоях
δ = 0. Заштрихованными областями показаны континуумы одночастич-
ных возбуждений. Пунктирная линия показана для удобства. На вставке
приведены форма самосогласованного потенциала и волновые функции
подзон.

Случай симметричных двойных слоев показан на рис. 2.2. При ∆SAS ≪ ~qvF
существует область линейной дисперсии с наклоном, соответствующим наклону
дисперсионной зависимости акустического плазмона в асимметричых слоях.

В длинноволновом пределе ∆SAS ∼ ~qvF туннельный плазмон является ще-
левой модой, плазменная щель обусловлена деполяризационным сдвигом и зна-
чительно (почти в 3 раза) превышает одночастичную туннельную щель ∆SAS (
эта область выходит за рамки рассматриваемого приближения). Ранее предпо-
лагалось [74, 75], что туннельный плазмон - это не отдельная плазменная мода,
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а мода акустического плазмона, у которой открывается длинноволновая плаз-
менная щель при увеличении туннельной связи между слоями. Действительно,
туннельная мода (для симметричного случая) и акустическая (для асимметрич-
ного) обладают линейными дисперсионными зависимостями при ∆SAS ≪ ~qvF ,
причем наклоны этих зависимостей cравниваются с уменьшением туннельной
связи. Различить две плазменные моды можно, либо непрерывно увеличивая
туннельную связь между слоями (что достаточно сложно выполнить экспери-
ментально), либо изменяя симметрию двойных слоев.

Рис. 2.3. Экспериментальные энергии плазменных мод в зависимости от
параметра асимметрии в переходной области (размер точек показыва-
ет экспериментальное сечение неупругого рассеяния света). Заштрихо-
ванными областями показаны континуумы внутриподзонных (темная об-
ласть) и межподзонных (светлая область) одночастичных возбуждений.

На рис. 2.3 показана трансформация плазменных мод при изменении сте-
пени пространственной асимметрии системы. Приведены экспериментальные и
теоретические зависимости энергии возбуждений в двух рассматриваемых пре-
делах ~qvF ∼ ∆SAS и ∆SAS ≪ ~qvF . В коротковолновом пределе ∆SAS ≪ ~qvF
в спектрах присутствует линия с энергией, слабо зависящей от δ, которая при
δ < 0.02 соответствует туннельному плазмону, а при δ > 0.05 акустическому
плазмону. Поскольку поперечное сечение неупругого рассеяния света пропорци-
онально динамическому структурному фактору, то в соответствии с формулами
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(2.15) и (2.24) поперечное сечение неупругого рассеяния света от туннельного
плазмона в симметричном состоянии δ = 0 и акустического плазмона в асим-
метричном состоянии δ > 0.05 совпадают.

В длинноволновом пределе ~qvF ∼ ∆SAS в спектре присутствуют две плаз-
менные моды: акустический плазмон и туннельный плазмон. Переход от сим-
метричного к асимметричному состоянию сопровождается уменьшением попе-
речного сечения неупругого рассеяния света туннельного плазмона, причем сам
туннельный плазмон затухает на межподзонных одночастичных возбуждени-
ях. Напротив, энергия акустического плазмона увеличивается, а при некото-
ром параметре асимметрии двойной квантовой ямы она превышает граничную
энергию одночастичного континуума. Таким образом существует асимметрия,
при которой в спектре присутствуют две слабо затухающие плазменные моды
(рис. 2.3). Туннельный и акустический плазмоны являются разными возбужде-
ниями: акустический плазмон - это внутризонное возбуждение, а туннельный
плазмон - межподзонное возбуждение, связанное с электронными переходами
между нижайшими подзонами размерного квантования в двухслойной систе-
ме. Физические свойства туннельного и акустического плазмонов одинаковы
только в коротковолновом пределе ∆SAS ≪ ~qvF . В противоположном пределе
туннельный плазмон является возбуждением экситонного типа с квадратичной
дисперсионной зависимостью [70-72]. Дисперсионная же зависимость акусти-
ческого плазмона линейна и слабо зависит от величины туннельной щели.

2.3. Акустические и оптические плазмоны в двойных квантовых
ямах в параллельном магнитном поле.

Влияние внешнего магнитного поля на двумерные электронные системы,
примером которых могут служить как одиночные, так и и двойные квантовые
ямы, исследуется достаточно давно, однако вплоть до настоящего времени пред-
ставляет большой теоретический и экспериментальный интерес. Тем не менее,
если свойства коллективных возбуждений в двумерных электронных системах
в перпендикулярном поле изучаются достаточно широко (например,[80, 81], ра-
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бот, посвященных рассмотрению влияния параллельного магнитного поля на
спектр возбуждений, сравнительно немного [82-85].

В данном разделе рассмотрено влияние параллельного магнитного поля на
спектр плазменных возбуждений в двойных GaAs/AlGaAs квантовых ямах [6].
Методом неупругого рассеяния света исследованы коллективные внутризон-
ные возбуждения зарядовой плотности квазидвумерной электронной системы в
двойных GaAs/AlGaAs квантовых ямах во внешнем параллельном магнитном
поле B∥ . Обнаружено, что энергия исследуемых возбуждений (акустического
и оптического плазмонов) демонстрирует анизотропию в зависимости от вза-
имной ориентации H∥ и квазиимпульса возбуждения k. Теоретически показано,
что в сильном параллельном магнитном поле эффекты, обусловленные влияни-
ем конечной ширины квантовых ям, преобладают над эффектами, связанными
с туннелированием между слоями, и определяют анизотропию плазмонов. Про-
ведено сопоставление теоретических и экспериментальных результатов.

Для теоретического определения энергии плазмонов в большинстве случа-
ев достаточно приближения случайных фаз (RPA)[67, 68], без учета обменного
взаимодействия между электронами. Так, для случая бесконечно тонких элек-
тронных слоев с равными концентрациями N без учета туннелирования между
слоями, в отсутствие параллельного магнитного поля энергии плазменных ко-
лебаний следующие:

ωOP =

(
4πe2Nk

εm

)1/2

; ωAP = kvF
(1 + 2b/aB)

(1 + 4b/aB)1/2
(2.25)

где b - расстояние между слоями, k - импульс возбуждения, aB - боровский ради-
ус электрона, kF - импульс Ферми, vF = ~kF/m . Учет конечной толщины слоев
приводит к изменению взаимодействия между электронами и, как следствие, к
следующему изменению дисперсии плазмонов :

ωOP,AP → ωOP,AP (1− const ∗ ka) (2.26)

где a - характерная толщина слоя, однако при ka ≪ 1 это изменение незначи-
тельно.
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Влияние слабого туннелирования (E0 ≫ ∆SAS, где E0 - энергия нижнего
уровня, ∆SAS- величина расщепления энергетических уровней) в области ча-
стот ~ω ≫ ∆SAS также сводится лишь к малым поправкам [74, 86].

Спектр коллективных возбуждений в двойных квантовых ямах, находящих-
ся в сильном магнитном поле, параллельном плоскостям движения электронов,
определяется одновременным действием таких факторов, как магнитное по-
ле, конечная ширина квантовых ям, туннелирование. Влияние параллельного
магнитного поля для случая бесконечно тонких слоев, но конечного туннели-
рования рассмотрено в [77], однако этот случай недостаточно реалистичен, т.к.
туннелирование всегда связано с конечной шириной слоев; кроме того, приве-
денные формулы в квадратурах и слишком мелкомасштабные графики делают
невозможным сравнение с экспериментом. В работе [87] приведены данные кон-
кретного численного расчета для широкой квантовой ямы, которая в сильном
параллельном поле обнаруживает сходство с двойной квантовой ямой; необхо-
димые факторы учтены, но вклад каждого из них проследить сложно.

Поэтому далее рассмотрены отдельно вклады каждого из определяющих
факторов на спектр плазмонов и выявлены общие закономерности.

В общем случае волновые функции электронов находятся из уравнения Шре-
дингера для электрона во внешнем потенциале VDQW (z), параллельном магнит-
ном поле B и, в случае необходимости, самосогласованном потенциале Хартри
VH(z).

(
~2

2m
(kx − eBz)2 +

~2k2y
2m

+ VDQW (z) + VH(z))Ψlk(z) = El(k)Ψlk(z) (2.27)

Предполагается, что магнитное поле в этом уравнении можно рассматривать
как возмущение (~ωc ≪ El).

Для двух электронных слоев без учета их конечной толщины и туннелиро-
вания учет параллельного поля приводит к сдвигу дисперсионных кривых

E1 = E0 +
~2

2m
((kx + kH)

2 + k2y); E2 = E0 +
~2

2m
((kx − kH)

2 + k2y) (2.28)

где kH = b/2a2H , aH - магнитная длина. При этом энергии плазменных колеба-
ний не изменяются.
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Для двух слоев конечной толщины в первом порядке теории возмущений
результат аналогичен предыдущему, только вместо b войдет z1 − z2, где

zi =

∫ ∞

0

Ψ2
i (z)zdz

(i - номер слоя). Второй порядок теории возмущений (учет вышележащих под-
зон размерного квантования с номерами l > 0) приведет к анизотропии эффек-
тивной массы электронов:

E1 = E0 +
~2

2mH
(kx + kH)

2 +
~2

2m
k2y; E2 = E0 +

~2

2mH
(kx − kH)

2 +
~2

2m
k2y (2.29)

.
где

1

mH
=

1

m
(1− γ); γ =

∑
i

2~2| < z >0i |2

ma4H(Ei − E0)
(2.30)

Для случая параболической ямы (гармонический осциллятор с частотой ω0)
анизотропия массы электронов в магнитном поле находится точно [88]:
γ = ω2

c/(ω
2
0+ω

2
c ). Анизотропный закон дисперсии для электронов приводит, в

свою очередь, к зависимости дисперсии плазмонов от угла φ между импульсом
возбуждения и направлением параллельного магнитного поля:

ωOP,AP → ωOP,AP (1− γsin2φ)1/2 (2.31)

Для асимметричного случая (ямы с разной анизотропией электронной массы
γ1 и γ2 и разными электронными концентрациями n1 и n2) угловая зависимость
энергии OP и AP плазмонов также описывается формулой (2.31), но со следу-
ющими параметрами

γOP = (γ1n1 + γ2n2)/(n1 + n2)

γAP = (γ2n1 + γ1n2)/(n1 + n2) (2.32)

Величину анизотропии γ можно оценить для двух предельных случаев: a)
узкая прямоугольная яма с бесконечными стенками; поправка за счет самосо-
гласованного потенциала Хартри не учитывается; b) приближение треугольной
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ямы (может служить моделью для широкой прямоугольной ямы с односторон-
ним легированием): γa = 1−0.04(a/aH)

4; γb = 1−4(< z > /aH)
4. В магнитном

поле 7Т для образца А γa = 0.4; γb = 0.2; для образца В γa = 0.7; γb = 0.13.
Реальное значение γ с учетом легирования и самосогласованного потенциала
лежит в этом промежутке.

Рис. 2.4. Зависимость энергии AP двойной квантовой ямы 200/25/200
от величины угла между квазиимпульсом возбуждения в плоскости k =

13 × 104cm−1 и направлением параллельного магнитного поля H∥ = 7T
в декартовых координатах при равенстве концентраций в обеих ямах:
n1 = n2 = 3.26 × 1011 cm−1. Эксперимент - черные квадраты, теория
-сплошная линия, γ = 0.2.

Учет туннелирования для бесконечно тонких слоев в сильном поле (EF < U ,
U = ~2k2H/2m) [77], позволяет получить анизотропию дисперсии плазмонов та-
кого же вида (2.31), но параметром, определяющим анизотропию, в данном
случае является (∆SAS/4U)

2. Для исследуемых образцов (∆SAS < 1meV эта
величина ∼ 10−2, поэтому влияние туннелирования несущественно.

В эксперименте было возможно непрерывно менять угол между квазиим-
пульсом и вектором параллельного магнитного поля, что позволило исследо-
вать зависимость энергии возбуждений от угла.
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Рис.2.5. Зависимость энергии AP (a) и OP (b) двойной квантовой ямы
250/20/250 от величины угла между квазиимпульсом возбуждения в
плоскости k = 13 × 104cm−1 и направлением параллельного магнитно-
го поля H∥ = 7T при неравенстве концентраций в обеих ямах: n1 =

1.1× 1011 cm−1 и n2 = 5.5× 1010 cm−1). Эксперимент - черные квадраты,
теория -сплошная линия, γ = 0.17.

Экспериментально исследовались два образца, выращенных методом
молекулярно-пучковой эпитаксии. Образцы представляли собой две кван-
товые ямы GaAs, разделенные барьером AlGaAs, симметрично легированные
с двух сторон δ-слоем Si. Структура (A) - с ямами шириной 200 Å и рас-
стоянием между границами ям 25 Å(200/25/200), структура (B) - 250/20/250.
Спектры неупругого рассеяния света детектировались со спектральным раз-
решение 0.02 мэВ. Измерения проводились при температуре 4.2 K с помощью
двухсветоводной методики в криостате с горизонтальной ориентацией магнит-
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ного поля. Для образца А(200/25/200) суммарная концентрация электронов
7.2×1011 см−2, для образца В(250/20/250) при небольшой подсветке HeNe-
лазером - 1.65×1011 см−2. Поворотом вставки вокруг вертикальной оси можно
было менять угол между импульсом возбуждения и направлением параллель-
ного магнитного поля φ в диапазоне от 0◦ до 360◦. Небольшой подсветкой
HeNe-лазером можно было изменять концентрации электронов в ямах, что
позволило исследовать асиметричный случай.

Для сравнения теоретической зависимости (2.31)с экспериментальными ре-
зультатами на рис.2.4 приведена угловая зависимость для образца А для энер-
гии AP при γ = 0.2; на рис.2.5 приведены угловые зависимости для образца В
для AP и OP при γ = 0.17 (значения энергий вдоль поля для построения теоре-
тических кривых взяты из эксперимента). Экспериментальные и теоретические
результаты хорошо соответствуют друг другу.

Полученные результаты позволяют утверждать, что для системы электро-
нов в двойных квантовых ямах в сильном параллельном магнитном поле на-
блюдается заметная анизотропия спектров возбуждений. Анизотропия энергии
оптического и акустического плазмонов обусловлена конечной толщиной элек-
тронных слоев, проявляющейся в анизотропии эффективной массы.

2.4. Влияние пространственной симметрии на магнитоплазмоны и
магнитоэкситоны в двуслойной электронной системе со слабой тун-
нельной связью.

Экспериментальная возможность изменять пространственную симметрию
двуслойных систем со слабым туннелированием вызвала интерес к теоретиче-
ским аспектам. Экспериментально [89] симметрей можно управлять, изменяяя
концентрации ионизованных доноров по обе стороны от двуслойной структуры
с помощью облучения лазером с энергией фотона большей ширины запрещен-
ной зоны в барьере. Электрическое поле ионизованных доноров влияет на про-
филь ограничивающего потенциала двойной квантовой ямы. Без магнитного
поля влияние пространственной симметрии на плазмоны в двуслойной системе
со слабой туннельной связью рассматривалось автором в [7], влияние туннели-
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рования рассмотрено в [74, 75], роль асимметрии, обусловленной положением
дна или различной шириной квантовых ям, обсуждалась в [90].

В данном разделе рассматривается влияние асимметрии на коллективные
возбуждения зарядовой и спиновой плотности в двуслойной системе при ν = 4

(два спиновых подуровня каждой из двух нижайших подзон заполнены, все
электроны находятся на нулевом уровне Ландау). Зеемановское расщепление
пренебрежимо мало, но электронный спин учитывается. В случае слабого тун-
нелирования удобно пользоваться методом туннельного гамильтониана [77]. За-
полнены только две нижайшие подзоны, остальные подзоны находятся высоко
по энергии и не учитываются. Гамильтониан системы в слоевом представлении
без магнитного поля H = H0 +Hint. Без учета взамодействия

H0 =
∑

((Ei +
~2

2m
k2)a+iσkaiσk+

+∆SAS(a
+
iσkai′σk + a+

i′σk
aiσk)) (2.33)

a+iσk, aiσk операторы рождения и уничтожения электронов в слоях (i = l, r),
σ спин электрона, k импульс электрона в плоскости. El,r = E0 ± ∆E энергия
электрона в первой квантовой подзоне каждой ямы, ∆E параметр асимметрии,
зависящий от концентрации заряженных примесей , ∆SAS параметр туннели-
рования. Если ∆SAS ≪ ∆E, имеются два независимых слоя. Если ∆E ≪ ∆SAS,
имеются две подзоны, симметричная и асимметричная. Метод применим, если
E0 ≫ ∆SAS, E0 ≫ ∆E, и волновые функции электронов в каждой из ям слабо
зависят от вышеперечисленных параметров. Гамильтониан без взаимодействия
диагонален в подзонном представлении

H0 =
∑

(Ẽj +
~2

2m
k2)A+

jσkAjσk (2.34)

A+
jσk, Ajσk - операторы рождения и уничтожения в подзонах (j = 1, 2). Энергии

электронов в двух нижайших подзонах

Ẽ1,2 = E0 ±
√
∆2

E +∆2
SAS (2.35)
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Ajσk = Cjiaiσk, A+
jσk = Cija

+
iσk. После введения параметра φ, где ∆SAS =

∆sinφ, ∆E = ∆cosφ преобразование можно записать в виде

Cji =

∣∣∣∣∣ cos(φ/2) sin(φ/2)

−sin(φ/2) cos(φ/2)

∣∣∣∣∣ (2.36)

Это преобразование по форме совпадает с поворотом в спиновом пространстве
и может рассматриваться как поворот в изоспиновом пространстве. Отношение
∆E /∆SAS служит мерой пространственной асимметрии и характеризует ори-
ентацию в изоспиновом пространстве. Кулоновское взаимодействие электронов
в слоевом представлении Hint имеет вид:

Hint =
∑

Vii′(q)a
+
iσk+qa

+
i′σ′k′−qai′σ′k′aiσk (2.37)

Vii′(q) =
2πe2

εq

∫
Ψ2

i (z)Ψ
2
i′(z0)e

−q|z−z0|dzdz0 (2.38)

где Ψi - волновые функции электронов в слоях. В подзонном представленииHint

имеет более сложный вид. В предположении, что нет межслоевых переходов за
счет кулоновского взаимодействия, что справедливо, если поправки Хартри к
энергиям подзон также малы.

Гамильтониан системы в магнитном поле с использованием калибровки Лан-
дау в слоевом приближении

H =
∑

((Ei + nωc)a
+
iσnkaiσnk

+∆SAS(a
+
iσnkai′σnk + h.c.)) +Hint (2.39)

где a+iσnk, aiσnk операторы рождения и уничтожения электронов в слоях (i = l, r)
на n-м уровне Ландау, ωc - циклотронная энергия, k параметр, обозначающий
вырожденные состояния вниутри одного уровня Ландау в калибровке Ландау.
Магнитное поле сильное: Ec ≪ ωc, где Ec = e2/εaH , lH магнитная длина. В этом
случае задача аналогична рассмотренной в [22, 23] для однослойной системы.
Для вычисления энергии возбуждений для переходов с нулевого на первый уро-
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вень Ландау используется приближение Хартри-Фока. Соответствующие опе-
раторы для возбуждений с импульсом K a

Qii′σσ′(K) =
∑
k

a+i′σ′,1,k+Kaiσ,0,k (2.40)

Известно, что существует 4 типа возбуждений в спиновом пространстве: маг-
нитоплазмон с S = 0 (QMP

ii′ ), и три возбуждения, составляющих спиновый три-
плет: возбуждение спиновой плотности с S = 1 и Sz = 0 (QSD

ii′ ) и два воз-
буждения с переворотом спина с S = 1 и Sz = ±1 (Q±

ii′). Гамильтониан (2.39)
диагонален в спиновом пространстве, кулоновское взаимодействие и туннели-
рование также не меняют спин, и перечисленные 4 типа возбуждений могу
рассматриваться независимо.

Для каждого из них (S =MP,SD,+,−) имеется 4 типа возбуждений в изо-
спиновом пространстве. По аналогии со спином, мы имеем одно состояние, не
зависящее от симметрии, и триплет в изоспиновом пространстве. Соответству-
ющие этим возбуждениям операторы следующие:

QS
O(K) = (QS

ll(K) +QS
rr(K))/

√
2

для не зависящего от симметрии (оптического) возбуждения;

QS
A(K) = (QS

ll(K)−Qrr(K)S)/
√
2

для акустического возбуждения;

QS
lr(K), QS

rl(K)

для межслоевых возбуждений. Три последних образуют триплет в изоспиновом
пространстве.

В приближении Хартри-Фока для каждого из возбуждений определенного
спинового типа получается матричное 4×4 уравнение для энергий изоспино-
вых возбуждений (Y = O,A, lr, rl):

< Q+
Y (K)[HQY ′(K)] > −ωY (K)Î = 0 (2.41)

Далее будут использоваться обозначения ∆ωO = ω2
O(K)/2ωc, ∆ωA =

ω2
A(K)/2ωc, где ωO(K) и ωA(K) энергии оптического и акустического плазмонов

без магнитного поля в RPA приближении.

62



Энергия оптического магнитоплазмона отделяется

ωOc(K) = ωc +∆ωO + δKX (2.42)

δKX =
1

(2π)2

∫
Vii(q)(1− eiKqa2H)|J01(qaH)|2dq (2.43)

|J01(qaH)|2 =
(qaH)

2

2
e−

(qaH )2

2 (2.44)

Эта энергия не зависит от пространственной асимметрии и имеет основной
линейный по K член за счет ∆ωO. Изоспин-триплетные магнитоплазменные
состояния связаны, поскольку гамильтониан не диагонален в изоспиновом про-
странстве. Энергии коллективных возбуждений для магнитоплазмонов опреде-
ляются из следующего уравнения Lkz Ω = ω0 − ωc

det

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ω−∆ωA − δKX ∆SAS/

√
2 ∆SAS/

√
2

∆SAS/
√
2 Ω +∆E −∆K

I 0

∆SAS/
√
2 0 Ω−∆E −∆K

I

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.45)

∆K
I = ∆0

I + δKI (2.46)

∆0
I =

1

(2π)2

∫
(Vii(q)− Vij(q))|J01(qaH)|2dq (2.47)

δKI =
1

(2π)2

∫
Vij(q)(1− eiKqa2H)|J01(qaH)|2dq (2.48)

Для четырех возбуждений спиновой плотности (так же, как и для спин-флип
возбуждений) соответствующие уравнения могут быть получены, если в (2.42)
и (2.45) убрать члены ∆ωO и ∆ωA. Существует симметричный внутрислоевой
магнитоэкситон с энергией ωX(K) = ωc+ δKX (с нулевым изоспином) и три маг-
нитоэкситона из изоспинового триплета. Если учиывать Зеемановскую энер-
гию, то каждая этих из четырех энергий расщепится на спиновый триплет,
ω → ω+ µgHSz. При малых K, если KlH ≪ 1, члены ∆ωA(K), δKX и δKI имеют
слабую квадратичную зависимость K и могут быть опущены. При этих предпо-
ложениях изоспин-триплетные состояния для всех четырех спиновых состояний
совпадают по энергии.
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Рис.2.6. Зависимость энергий изоспинового триплета (ωt(k) − ωc)/∆
0
I

от степени пространственной асимметрии ∆E /∆SAS при ∆0
I/∆SAS =

1(пунктир), 2(сплошная линия), 3(точки).

Рис.2.6 иллюстрирует зависимость энергий изоспинового триплета от про-
странственной асимметрии. Все линии изоспинового триплета могут наблюдать-
ся со сравнимой интенсивностью только если ∆0

I , ∆E и ∆SAS одного порядка. В
случае ∆SAS ≪ ∆E присутствуют акустическая магнитоплазменная мода (или
внутрислоевая магнитоэкситонная мода) с энергией приблизительно равной ωc

и и межслоевые моды с энергиями ωc +∆0
I ±∆E. Случай ∆E ≪ ∆SAS соответ-

ствует соответственно модам с энергиями

ω±
t (K) = ωc +∆0

I/2±
√

(∆0
I)

2/4 + ∆2
SAS, ωc +∆I .

При рассмотрении влияния пространственной симметрии на возбуждения
спиновой и зарядовой плотности в двуслойных электронных системах в маг-
нитном поле при факторе заполнения ν = 4 установлено, что энергии маг-
нитоплазмонов и возбуждений спиновой плотности могут дать информацию о
пространственной симметрии двуслойной системы. Энергии оптических маг-
нитоплазмонов и внутрислоевых магнитоэкситонов (изоспиновый синглет) не
зависят от симметрии системы. Три магнитоплазменных моды, также как и
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три магнитоэкситонных моды (изоспиновый триплет) зависят от соотношения
между параметрами асимметрии, туннелирования и разницы между энергия-
ми внутрислоевого и межслоевого магнитоэкситонов. Зависимость от экспери-
ментально изменяемого параметра ∆E может быть обнаружена при малых K
методом неупругого рассеяния света.

2.5. Взаимодействие межподзонных и плазменных возбуждений в
двойных асимметричных полупроводниковых слоях.

В этом разделе рассмотрено взаимодействие межподзонных экситонов и оп-
тических плазмонов в двойных асимметричных квантовых ямах вблизи энер-
гии межподзонного перехода. Получено аналитическое выражение для величи-
ны расщепления энергий возбуждений и соответствующего импульса в асим-
метричных слоях с со слабым туннелированием в зависимости от параметров
двойной квантовой ямы и межподзонной энергии. Исследовались влияние асим-
метрии, туннелирования и слабого магнитного поля.

Известно, что спектр возбуждений зарядовой плотности (CDE) в двуслойной
системе без туннелирования состоит из двух мод. Это оптический плазмон (OP)
с корневым законом дисперсии, соответствующий синфазным колебаниям за-
рядовой плотности в слоях, и акустический плазмон (AP) с линейным законом
дисперсии, соответствующий анитфазным колебаниям зарядовой плотности в
слоях. [67, 68, 91]. Двуслойные системы с туннелированием рассматривались в
работах [67, 73-75, 86]. В [92] рассматриваются смешивание мод за счет асим-
метрии и антипересечение уровней; в случае сильного туннелирования, когда
только одна из двух подзон заполнена, расщепление между подзонами и энер-
гия оптического внутриподзонного плазмона получены аналитически, в общем
случае результаты получены численно и качественно объясняются симметрий-
ным анализом.

В отсутствие магнитного поля для энергий, значительно превышающих меж-
подзонное расщепление, возбуждения классифицируются как оптические и аку-
стические плазмоны. Этот случай рассмотрен в предыдущем разделе [7]. Для
малых импульсов в двуслойной системе с туннлированием имеется два следу-
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ющих типа возбуждений: оптический плазмон (OP) и межподзонный экситон,
иногда называемый туннельным плазмоном (TP). При слабом туннелировании
удобно пользоваться методом туннельного гамильтониана [7, 77]. Считаются
заполненными только две подзоны, остальные подзоны значительно выше по
энергии. Предполагается, что межслоевых переходов, обусловленных кулонов-
ским взаимодействием, нет, что справедливо в случае, когда в дополнение к
слабому туннелированию, квантовые ямы достаточно узкие, и поправки Харт-
ри к энергиям подзон малы.

Энергия оптического плазмона [67]

ωOP =

√
2πe2nq

mϵ
. (2.49)

Здесь n = nl+nr = n1+n2 суммарная плотность 2D электронов в обоих слоях,
nl, nr плотности электронов в слоях, n1, n2 плотности электронов в подзонах и
q - импульс возбуждения.

Межподзонная щель без кулоновских поправок ∆ определяется параметрами
асимметрии ∆E и туннелирования ∆SAS .

∆ =
√

∆2
E +∆2

SAS, n1 − n2 =
m

π~2
∆ (2.50)

Энергия межподзонного возбуждения : ~ωTP ≃ ∆. Кулоновские поправки
малы при малых волновых векторах k [75, 92]. В длинноволновом пределе
основной поправкой к ∆ является экситонная поправка. Рассмотрим область
импульсов (волновых векторов), в которой энергии межподзонного экситона и
и оптического плазмона почти совпадают. Исследуем взаимное влияние (вза-
имодействие) мод, проявляющееся как расщепление. В симметричном случае
уровни энергий пересекаются. В области малых импульсов и энергий, близ-
ких к ∆ можно рассматривать только OP и TP возбуждения, учитывая, что
(~ω −∆)/∆ ≪ 1. При этих предположениях в RPA приближении

1− VijΠj = 0, (i, j = OP, TP ) (2.51)

ΠOP (q, ω) =
(n1 + n2)q

2

(ω2 − ω2
OP )m

≃ (n1 + n2)q
2

2ωOP (ω − ωOP )m
(2.52)
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ΠTP (q, ω) =
(n1 − n2)

~(ω − ωTP )
(2.53)

VOP,TP (q) = VOP,TP (q) =
2πe2

ϵq
χOP,TP (2.54)

Минимальное расщепление имеет место при ~ωOP = ~ωTP = ∆.
Величина расщепления

~δω =
2πe2

ϵ
χTP,OP

[
(n1 + n2)(n1 − n2)

2m∆

]1/2
=

2
√
2πe2

ϵ
χTP,OP (n1 + n2)

1/2 (2.55)

Соответствующее значение q:

q =
∆2mϵ

2π~2e2(n1 + n2)
(2.56)

Величина расщепления определяется χTP,AP и зависит от симметрии

χTP,OP =
n1χ12,11 + n2χ12,22

(n1 + n2)

χ12,11 =
1

2
sinφ(cos2

φ

2
χll − sin2

φ

2
χrr)−

1

4
sin 2φχlr

χ12,22 =
1

2
sinφ(cos2

φ

2
χrr − sin2

φ

2
χll) +

1

4
sin 2φχlr (2.57)

χrr, χll, χlr форм-факторы для для внутрислоевых и межслоевых типов ку-
лоновского взаимодействия. Подробно это рассмотрено в [7]. Для малых q

χll(rr) = 1 − qal(r), χlr = 1 − qd, sinφ = ∆SAS/∆, al(r), d - эффективные
величины для ширины ям и расстояния между ними. Для узких ям (al(r) ≪ d)

χ12,11 = −χ12,22 =
1

4
sin 2φ ∗ qd

χOP,TP ==
n1 − n2
n1 + n2

1

4
sin 2φ ∗ qd =

n1 − n2
n1 + n2

∆E∆SAS

2∆2
qd (2.58)
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Возможно оценить параметр туннелирования ∆SAS, выразив его через ширину
ямы, ширину и высоту барьера. для узких ям поправка Хартри мала, и ямы
можно считать прямоугольными.

∆SAS =
E

π

√
E

U − E
e−

d
~

√
2m(U−E) (2.59)

U - высота барьера, E = (π2~2)/(2ma2) - энергия электрона для нижайшего
энергетического состояния в прамоугольной квантовой яме эффективной ши-
рины a ([93]). Ямы можно считать одинаковой ширины, al = ar = a, если
∆E ≪ E, что предполагалось выше. Как и следовало ожидать, расщепление
существует только в случае одновременного наличия туннелирования и асим-
метрии слоев.

~δω =

√
2

π

e2m

ϵ~2
(n1 + n2)

−1/2∆E∆SAS

∆
qd (2.60)

Этот результат можно сравнивать с экспериментом. ∆ и q определяются экс-
периментально как точка, где разность между энергиями возбуждений мини-
мальна. ∆E может быть вычислена. Суммарная плотность электронов n обычно
известна, это один из параметров системы.

Основными экспериментальными методами исследования спектров возбуж-
дений являются неупругое рассеяние света и микроволновое поглощение. Для
неупругого рассеяния света характерный волновой вектор q ∼ 105cm−1. Для
малых асимметрии и туннелирования энергии возбуждений значительно пре-
вышают межподзонную энергию и классифицируются как оптические и аку-
стические плазмоны ([7]). Для микроволнового поглощения значение волново-
го вектора q ∼ 2/D ∼ 102cm−1, где D - диаметр мезоскопического образца
(диска). В длинноволновой части спектра перпендикулярное магнитное поле
сдвигает энергию оптического магнитоплазмона [94, 95]: ω2

MP = ω2
OP + ω2

c , ωc -
циклотронная энергия.

Увеличение энергии магнитоплазмона приводит к сдвигу точки антипере-
сечения в область меньших волновых векторов, доступную для исследования
методом микроволнового поглощения.
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q =
(∆2 − (~ωc)

2)mϵ

2π~2e2(n1 + n2)
(2.61)

В двойной квантовой яме GaAs/AlGaAs, 170 Å шириной , 40–90 Å барьер
∆SAS ∼ 2 − 0.1 meV. Для n = 1011 и q = 2 ∗ 102cm−1 в микроволновых экс-
периментах с диском диаметра D = 0.01cm ожидаемая энергия расщепления
δ~ω ∼ ∆SAS ∗ 10−3 слишком мала.

С теоретической точки зрения ясно, что антипересечение уровней энергии
оптического плазмона и межподзонного экситона должно существовать. В при-
ближении туннельного гамильтониана величина расщепления найдена, однако
вряд ли возможно в настоящее время наблюдать ее в типичных исследуемых
структурах GaAs/AlGaAs.

2.5. Выводы к главе 2 .
1. Для системы электронов в двойных квантовых ямах со слабой туннельной

связью исследовано влияние пространственной асимметрии системы на спектр,
дисперсионные и физические свойства плазменных возбуждений. Показано, что
в области энергий, превышающих параметр туннелирования, свойства плазмен-
ных возбуждений в системах с различной пространственной симметрией ана-
логичны, а в длинноволновом пределе влияние асимметрии определяющее.

2. Для системы электронов в двойных квантовых ямах в параллельном маг-
нитном поле показано, что энергия коллективных возбуждений зарядовой плот-
ности (акустических и оптических фононов) демонстрирует анизотропию в за-
висимости от взаимной ориентации магнитного поля и импульса возбуждения,
что определяется влиянием конечной ширины квантовых ям.

3. Рассмотрены коллективные возбуждения зарядовой и спиновой плотно-
сти (магнитоплазмоны и магнитоэкситоны) в двуслойной электронной системе
с управляемой симметрией в сильном перпендикулярном магнитном поле. По-
казано, что существует изспиновое синглетное возбуждение (для возбуждений
зарядовой плотности это оптический плазмон), не зависящее от симметрии си-
стемы, и изоспиновый триплет, энергия которого определяется параметрами
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асимметрии и туннелирования и разницей в энергиях внутрислоевого и межс-
лоевого магнитоэкситонов.

4. Изучалось взаимодействие межподзонных экситонов и оптических плаз-
монов с близкими энергиями в зависимости от параметров асимметрии и тун-
нелирования. Получено аналитическое выражение для величины расщепления
энергий возбуждений и соответствующего импульса в асимметричных слоях со
слабым туннелированием в зависимости от параметров двойной квантовой ямы.
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Глава 3. Магнитоэкситоны в чистом двуслойном графене.

3.1. Обзор литературы.

Развитие технологии позволило получать такие по-настоящему двумерные
структуры, как однослойный и двуслойный графен, с высоким качеством и
достаточного размера. Открывшиеся возможности вызвали интерес к экспери-
ментальному и теоретическому изучению графеновых структур, а также воз-
рождению интереса к изучению графита, бесщелевых полупроводников и полу-
металлов. Особенность таких объектов в том, что структура электронных зон
бесщелевая и обладает хиральностью [96]. Однослойный графен имеет спектр
Дираковского типа с линейной дисперсией и хиральность, характеризующуюся
Берри-фазой π. Двуслойный графен сочетает параболический закон дисперсии
квазичастиц вблизи точки нулевой энергии с хиральностью, характеризующей-
ся Берри-фазой 2π. Эта картина получена для идеальных структур в прибли-
жении сильной связи для электронов, при учете только переходов между бли-
жайшими соседями, электронный спектр при этом симметричен относительно
нулевой энергии. Асимметрия системы (неэквивалентность слоев за счет влия-
ния подложки или внешних электрических полей) приводит к появлению щели
в двуслойном графене. Учет переходов между следующими соседями приводит
к асимметрии электронного спектра [97]. В чистом двуслойном графене асим-
метрию электронного спектра демонстрирует ряд экспериментальных данных
по циклотронному резонансу. [98-102].

Информацию об энергетическом спектре электронов в графеновых струк-
турах дает изучение переходов между уровнями Ландау в перпендикулярном
магнитном поле. Для этого используются магнитооптические (неупругое рассе-
яние и микроволновое поглощение) и магнитотранспортные методы (квантовый
эффект Холла). Уровни Ландау для Дираковского спектра были получены в
работах [103-105], для двуслойного графена - в работах [106-108] для Гамиль-
тониана, полученного в приближении ближайших соседей. В обоих случаях ха-
рактерным является наличие уровня Ландау нулевой энергии. Для двуслойного
графена уровень нулевой энергии двукратно вырожден, что обусловлено раз-
личными орбитальными состояниями. При учете спинового и долинного вырож-

71



дения уровень нулевой энергии в монослое вырожден четырехкратно, в бислое
- вырожден восьмикратно. Для бислоя с неэквивалентными слоями (например,
за счет перпендикулярного электрического поля или вляния подложки) име-
ются четыре близко расположенных двукратно вырожденных по спину уровня
вблизи нулевой энергии. Долинное и орбитальное вырождения снимаются, но
электронно-дырочная симметрия остается.

На уровни Ландау с энергией, близкой к нулю, оказывает сильное влияние
электрон-электронное взаимодействие, что является важной проблемой для экс-
периментального изучения циклотронного резонанса в однослойном [109, 110],
двуслойном [98, 111] и многослойном [102, 112-116] графене, демонстрирующем
свойства моно- и бислоев. В двуслойном графене сдвиг энергии циклотронного
резонанса в зависимости от фактора заполнения изучался в [111], нарушение
симметрии уровней Ландау демонстрировалось в [117].

При изучении циклотронного резонанса важным вопросом является влияние
кулоновского взаимодействия на энергию магнитоэкситонов. Магнитоэксито-
ны - коллективные возбуждения в двумерной электронной системе во внеш-
нем перпендикулярном магнитном поле, возникающие в системе при переходе
электрона с одного уровня Ландау на другой при учете взаимодействия меж-
ду электронами и характеризующиеся определенными значениями энергии и
импульса. Эти возбуждения исследовались для двумерных систем еще в рабо-
тах [21-23]. Однако особенности энергетического спектра графеновых структур
потребовали развития теории магнитоэкситонов с учетом хиральности.

Возбуждения зарядовой плотности (магнитоэкситоны с нулевым спином) при
малых импульсах рассматривались в приближении Хартри-Фока для однослой-
ного графена [118, 119]. В работах [120-122] электромагнитный отклик в графене
рассчитывался численно в RPA приближении для широкого интервала импуль-
сов. Возбуждения с переворотом спина и спиновые волны в графене изучались в
[123]. В работах [124, 125] были рассмотрены переходы внутри уровней Ландау.
Рассматривались многочастичные поправки, полученные методом перенорми-
ровки, с учетом электронно-дырочной асимметрии, и попытки объяснить рез-
кий переход от квадратичной к линейной дисперсии в спектре уровней Ландау
[126-128]. При анализе магнитоэкситонных мод в двуслойном графене для це-
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лочисленного заполнения ±3,±2, 0, 1 [129] показано, что смешивание уровней
Ландау в области, где Кулоновская энергия сравнима с циклотронной энергией,
делает классификацию магитоэкситонных мод при конечных волновых векто-
рах квантовым числом углового момента проблематичной, а закон дисперсии
становится очень сложным. В работах [118, 119] показано, что учет кулоновско-
го взаимодействия сохраняет электронно-дырочную симметрию для возбужде-
ний.

В работе [130] и мини-обзоре [131] рассмотрены магнитотранспортные свой-
ства - оптическая проводимость однослойного и двуслойного графена в кван-
тующих магнитных полях; аналитически оценены динамические продольная и
Холловская проводимости; пики проводимости объяснены терминах электрон-
ных переходов.

Однослойный графен.
Однослойный графен состоит из атомов углерода, образующих гексагональ-

ную решетку, позиции атомов в которой неэквивалентны. Элементарная ячейка
графена состоит из двух атомов (A,B). Эти атомы образуют две треугольные
подрешетки. Зонная структура графена представлена гамильтонианом Дира-
ковского типа вблизи двух неэквивалентных точек зоны Бриллюэна K ′ и K ′,
действующим в пространстве волновых функций Ψ = (ψA, ψB) в долине K и
Ψ = (ψB, ψA) в долине K ′.

H = ξv

(
0 π+

π 0

)
(3.1)

где π = ~kx + i~ky, π+ = ~kx − i~ky , k - волновой вектор, отсчитанный от
центра долины, ξ - долинный индекс, ξ = 1 в долине K, ξ = −1 в долине K ′,
v =

√
3

2~ aγ0, γ0 - константа связи A-B внутри слоя, a - постоянная решетки.
Этот гамильтониан получен в модели сильной связи и учитывает только ли-

нейные члены в приближении ближайших соседей.
В перпендикулярном магнитном поле H энергия уровней Ландау Enξ (n =

0,±N , N = 0, 1, 2...) и соответствующие двухкомпонентные волновые функ-
ции Ψnk находятся из гамильтониана H (3.1), выраженного через операторы
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рождения и уничтожения a+ = aHπ
+/

√
2 и a = aHπ/

√
2. Магнитная длина

aH =
√

~/eH, e - заряд электрона. В качестве базиса используются волновые
функции обычных двумерных электронов в магнитном поле ϕNk = eikyϕNk(x),
k - параметр, описывающий вырождение уровней Ландау в калибровке Ландау,
A = (0, Hx).

E0(ξ) = 0 (3.2)

E±N(ξ) = ±~v
aH

√
N

Ψ0k = (ϕ0k, 0)

Ψnkξ = (anξϕNk, bnξϕN−1,k) (3.3)

a±N,ξ = 1/
√
2, b±N,ξ = ±1/

√
2.

Для однослойного графена эффекты тригональной симметрии и учет влия-
ния следующих соседей приводят к квадратичным членам в гамильтониане и
оказывают слабое влияние; их можно учесть по теории возмущений обычным
способом.

Двуслойный графен.
Двуслойный графен представляет из себя два графеновых слоя 1 и 2, каж-

дый из которых состоит из двух гексагональных решеток с неэквивалентными
местами (A1, B1) и (A2, B2) соответственно, упорядоченных по Берналу (A2-
B1 друг над другом). В модели сильной связи энергетические состояния элек-
тронов (A1-B2) димера вблизи нуля энергии описываются двухкомпонентным
гамильтонианом [97, 106, 107] действующим в пространстве волновых функций
Ψ = (ψA1, ψB2) в долине K и Ψ = (ψB2, ψA1) в долине K ′. Асимметрия между
энергиями в слоях U возникает вследствие приложенного напряжения, прере-
ходы между следующими соседями и разница в энергиях пар димеров (A1-B2)
и (A2-B1) ∆̃ также могут учитываться.

H = H0 +H1 +H2 (3.4)

H0 = − 1

2m

(
0 (π+)2

π2 0

)
(3.5)
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H1 =
ξU

2

(
1 0

0 −1

)
− 1

2m

ξU

γ1

(
π+π 0

0 −ππ+

)
(3.6)

H2 =
1

2m

(
2γ4
γ0

− ∆̃

γ1

)(
π+π 0

0 ππ+

)
+

∆̃

2

(
1 0

0 1

)
(3.7)

E
ne

rg
y

 

momentum K

Рис.3.1. Закон дисперсии для двуслойного графена при учете слоевой
(сплошная) и слоевой +электронно-дырочной асимметрии (пунктир).

где π = ~kx + i~ky, π+ = ~kx − i~ky , k - волновой вектор, отсчитанный
от центра долины, ξ - долинный индекс, ξ = 1 в долине K, ξ = −1 в долине
K ′, γ0 - константа связи A-B внутри слоя, γ1 - константа связи между слоями
A2-B1, m = γ1/2v

2 эффективная масса для двуслойного графена, v =
√
3

2~ aγ0, a
- постоянная решетки.
γ4 описывает переходы между следующими соседями (A1-A2 и B1-B2), γ1 =

0.1γ0, γ4 = 0.05γ0 (см. [100, 101]).
H0 - основной гамильтониан, дающий параболическую дисперсию с эффек-

тивной массой m для хиральных квазичастиц с Берри-фазой 2π.
H1 описывает слоевую асимметрию, приводящую к шели в спектре ∼ U .
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H2 возникает вследствие переходов между следующими соседями и разни-
цы между энергиями положений пар. Первый член приводит к электронно-
дырочной асимметрии. Второй член за счет ∆̃ приводит к сдвигу спектра как
целого и может быть опущен.

Двухкомпонентный гамильтониан применим в области энергий электронов
ε| внутри диапазона |ε| < 1

4γ1. Слабая асимметрия соответствует U/γ1 ≪ 1,
∆/γ1 ≪ 1, γ4/γ0 ≪ 1 (Рис. 3.1).

На рис. 3.2 приведены законы дисперсии и уровни Ландау для обычного
двумерного электронного газа (слева),однослойного (в центре)и двуслойного
графена c параболической дисперсией (основной гамильтониан)- справа.
EN ∼ (N + 1/2) для обычных частиц,
EN ∼ ±

√
N для однослойного графена,

EN ∼ ±
√
N(N − 1) для двуслойного графена.

momentum K

En
er
gy

Рис.3.2. Закон дисперсии и уровни Ландау для обычного двумерного
электронного газа, однослойного и двуслойного графена.

Учет тригональной симметрии вследствие γ3 = γA1−B2 ≪ γ1 изменяет спектр
двуслойного графена вблизи нуля, в бесщелевом случае вместо двух сопри-
касающихся парабол появляются четыре конуса [97]. Подробно влияние этого
фактора проанализировано методом топологического анализа в [132], показано,
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при каких условиях остается дав конуса, там же представлен квазиклассиче-
ский численный расчет уровней Ландау. В работе [133] указано, что вследствие
кулоновского взаимодействия происходит спонтанное нарушение симметрии, и
вместо соприкасающихся парабол возникают два конуса. В работе [134] показа-
но, что в сильных магнитных полях влияние тригональной симметрии можно
учесть с помощью специально развитой теории возмущений, при этом число
уровней Ландау вблизи нулевой энергии не меняется, возникают только неболь-
шие поправки. Все это дает основания не учитывать тригональную симметрию
в дальнейшем при рассмотрении магнитоэкситонов.

3.2. Уровни Ландау в двуслойном графене при учете слоевой и
электронно-дырочной асимметрии.

В этом разделе получены энергии уровней Ландау при учете переходов не
только между ближайшими, но и с следующими соседями. В перпендикуляр-
ном магнитном полеH энергия уровней Ландау Enξ (n = 0, 1,±N ,N = 0, 1, 2...)
и соответствующие двухкомпонентные волновые функции Ψnk находятся из га-
мильтониана H (3.4), выраженного через операторы рождения и уничтожения
a+ = aHπ

+/
√
2 и a = aHπ/

√
2. Циклотронная энергия ωc = eH/m. В каче-

стве базиса используются волновые функции обычных двумерных электронов
в магнитном поле ϕNk = eikyϕNk(x), k - параметр, описывающий вырождение
уровней Ландау в калибровке Ландау.

E0(ξ) =
1

2
ξU, E1(ξ) =

1

2
ξU − ξδ + (

2γ4
γ0

− ∆̃

2γ1
)~ωc (3.8)

E±N(ξ) = ±~ωc

√
N(N − 1)−

−1

2
ξδ + (

γ4
γ0

− ∆̃

2γ1
)~ωc(2N − 1) (3.9)

где δ = U~ωc/γ1.
Ψ0k = (ϕ0k, 0), Ψ1k = (ϕ1k, 0),

Ψnkξ = (anξϕNk, bnξϕN−2,k) (3.10)

anξ = 1/
√
1 +Dnξ, bnξ = Dnξ/

√
1 +Dnξ
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Dnξ =
Enξ − ξU/2 + ξNδ − (γ4γ0 −

∆̃
2γ1

)~ωc(2N − 1)

~ωc

√
N(N − 1)

(3.11)

В нулевом приближении a±N,ξ = 1/
√
2, b±N,ξ = ±1/

√
2.

Асимметрия снимает долинное и орбитальное вырождение уровня нулевой
энергии для уровней с N ≥ 2.

Заметим, что область применимости приведенных выражений
~ωc

√
N(N − 1) < γ1/4. Для γ1 = 0.39eV это соответствует B < 50T для

N = 2. В более сильных полях необходимо использовать четырехкомпонент-
ный гамильтониан для нахождения уровней Ландау [108, 135].

В пренебрежении Зеемановским расщеплением все уровни двукратно вырож-
дены по спину. Несмотря на то, что в графите электронный g-фактор не мал
(g = 2), εZ/~ωc ∼ 0.05 вследствие малой эффективной массы двуслойного гра-
фена m ≈ 0.054 [107].

3.3. Циклотронные переходы между уровнями Ландау в сильном
перпендикулярном магнитном поле при учете электрон-электронного
взаимодействия, слоевой и электронно-дырочной асимметрии.

В разделе 3.3. подробно рассмотрен случай двуслойного графена при одно-
временном учете электронно-дырочной асимметрии и разницы в энергиях элек-
тронов из разных слоев за счет внешнего потенциала, исследованный автором
в [11, 12].

Рассмотрены возбуждения зарядовой плотности (магнитоэкситоны с нуле-
вым спином) при малых импульсах в приближении Хартри-Фока для чистого
двуслойного графена в сильном перпендикулярном магнитном поле при факто-
ре заполнения ν = 0, при этом электронно-дырочная асимметрия и кулоновское
взаимодействие учитывались одновременно; особое внимание уделялось разни-
це в энергиях циклотронных переходов для двух долин при различных услови-
ях.

3.3.1. Кулоновское взаимодействие и магнитоэкситоны.

Энергия магнитоэкситонов (возбуждений, возникающие при переходе с одо-
ного уровня Ландау на следующий) в двумерных системах впервые была по-
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лучена в [20, 21] в приближении сильного магнитного поля для полностью за-
полненного нулевого уровня Ландау (фактор заполнения 2, а также для спи-
новых волн (возбуждений с переворотом спина без изменения уровня Ландау)
для фактора заполнения 1. В последующих работах [22, 23] представлена более
развернутая теория и определены энергии возбуждений для других целочис-
ленных факторов заполнения (четных для магнитоэкситонов и нечетных для
спиновых волн). Согласно теореме Кона [19], энергия циклотронного резонан-
са трансляционно инвариантной электронной системы с квадратичным зако-
ном дисперсии не зависит от кулоновского взаимодействия. Поэтому возбужде-
ния с изменением орбитального числа электронной системы на единицу (маг-
нитоплазмоны) при нулевом импульсе q = 0 имеют энергию, равную энергии
циклотронного резонанса невзаимодействующей электронной системы, влияние
электрон-электронного взаимодействия проявляется только в законе дисперсии.
Аналогичное утверждение имеет место для спиновых экситонов (возбуждений
с изменением спина на единицу без изменения орбитального квантового числа)
в электронной системе, инвариантной относительно группы вращений в спино-
вом пространстве (теорема Лармора). Энергия спиновых экситонов с нулевым
импульсом q = 0 равна Зеемановской энергии. Оба этих утверждения справед-
ливы при любом соотношении между Кулоновской и циклотронной энергиями и
при любом факторе заполнения. Однако для хиральных систем - однослойного
графена с линейным законом дисперсии и двуслойного графена теорема Ко-
на не применима, и электрон-электронное взаимодействие должно оказывать
заметное влияние на энергию циклотронных возбуждений даже при нулевых
импульсах. Действительно, эксперименты по изучению магнито-оптических пе-
реходов показывают значительный разброс в дираковской скорости, от 1.03∗106
до 1.18 ∗ 106m/c, что можно объяснить перенормировкой вследствие электрон-
электронного взаимодействия.

Гамильтониан системы электронов в графеновых структурах с кулоновским
взаимодействием в перпендикулярном магнитном поле

Ĥ =
∑

Enξa
+
λξσaλξσ +Hint (3.12)
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a+λξσ и aλξσ операторы рождения и уничтожения ; λ = (n, k), n = 0, 1,±N -
номер уровня Ландау; k - параметр вырождения ; ξ и σ - долинный и спиновый
индексы.

Hint =
1

2

∑
V λ1;λ2
λ3,λ4 a

+
λ4ξσa

+
λ3ξ′σ′aλ2ξ′σ′aλ1ξσ (3.13)

Кулоновское взаимодействие не меняет спиновый и долинный индексы; k1 +

k2 = k3 + k4. Далее все импульсы будут безразмерными и выражаться в еди-
ницах 1/aH .

Матричные элементы кулоновского взаимодействия определяются с исполь-
зованием двухкомпонентных волновых функций (3.3, 3.10, 3.11) для однослой-
ного и двуслойного графена.

V λ1;λ2
λ3,λ4 = V (q)eiqx(k1−k2−qy)J̃n4,n1

(q)J̃n3,n2
(−q), V (q) =

2πe2

εaHq
(3.14)

Для однослойного графена

J̃m,n(q) = a∗namJ|m||n|(q) + b∗nbmJ|m|−1,|n|−1(q) (3.15)

Для двуслойного графена

J̃m,n(q) = a∗namJ|m||n|(q) + b∗nbmJ|m|−2,|n|−2(q) (3.16)

Jm,n(q) = (
n!

m!
)1/2e−

q2

4 (
qy + iqx√

2
)m−nLm−n

n (
q2

2
), (3.17)

q = (qx, qy),k4 = k1 + qy, k3 = k2 − qy. Jm,n(q) = J∗
n,m(−q)(m > n); Lm−n

n -
полиномы Лагерра.

Суммирование ведется по n1, n2, n3, n4, k1, k2, двум спинам, двум долинам
и волновому вектору q = (qx, qy).

Если рассматривать только возбуждения зарядовой плотности, долинный и
спиновый индексы (ξ, σ) не меняются.

Соответствующие операторы для возбуждений (n, n′) с уровня n на уровень
n′ с импульсом K

Q+
n,n′;ξσ(K) =

∑
k

a+λ′ξσaλξσ (3.18)
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λ = (n, k), λ′ = (n′, k +K). Характерная кулоновская энергия Ec = e2/εaH .
Импульс возбуждения предполагается малым: K ≪ 1.

Задача о магнитоэкситонных возбуждениях в графенах рассматривалась
в [118, 119, 123, 127] для однослойного графена и в [11-12, 126-128] для
двуслойного графена. Используется метод, аналогичный предложенному в
[22] для двумерного газа с квадратичным законом дисперсии - приближение
Хартри-Фока для возбуждений (time-dependent Hartree-Fock), применимое при
Ec/∆Enn′(ξ) ≪ 1, где ∆Enn′(ξ) энергия перехода в отсутствие взаимодействия.

∆Enn′(ξ) = En′(ξ)− En(ξ) (3.19)

Для однослойного графена ∆E10/Ec = 2.77 ([118]) и не зависит от вели-
чины магнитного поля вследствие линейной дисперсии. Для бислоя графена
Ec = 10

√
H, ~ωc = 2.2H (см. [106]) и ~ωc/Ec = 0.22H1/2 для ϵ = 5; для пе-

рехода E12 ≃
√
2~ωc, и для H = 40T отношение E12/Ec ≃ 2 (энергия в meV,

магнитное поле в T).
Энергия возбуждения Ẽn,n′;ξσ состоит из энергии перехода без взаимодей-

ствия и кулоновской поправки:

Ẽn,n′;ξσ = ∆Enn′(ξ) + Ec
nn′;ξσ (3.20)

Кулоновская часть Ec
nn′, состоит из экситонного члена Eex

nn′ вследствие пря-
мого взаимодействия электрона на уровне n′ и дырки на уровне n, обменных
поправок энергии Σnξσ и Σn′ξσ к одноэлектронным уровням Ландау и деполя-
ризационного сдвига, получающегося с приближении случайных фаз (RPA).
Деполяризационный сдвиг пропорционален K и существенен для дисперсии
([119]). Представляющее интерес в данной работе междолинное расщепление
не зависит от K, поэтому RPA член можно опустить,что позволяет рассматри-
вать возбуждения с различными (ξ, σ) независимо.

Ec
n,n′;ξσ = Eex

n,n′ + Σn′ξσ − Σnξσ (3.21)

Основная сложность при вычислении энергии магнитоэкситонов заключается
в определении обменных поправок. Спектры однослойного и двуслойного гра-
фена формально описываются модельным гамильтонианом, неограниченным
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сверху и снизу(3.1,3.4). Существует проблема расходимости обменной собствен-
ной энергии Σn при суммировании по всем заполненным уровням Ландау.

Для вычисления этого вклада для монослоя графена в работе [119] вводилось
обрезание по энергии. Было показано, что возникающая расходимость логариф-
мическая по числу уровней Ландау, и реально область обрезания по энергии
ограничивается областью применимости модельного гамильтониана Дираков-
ского типа, дающего линейную дисперсию. В [118] применялся полуэмпириче-
ский подход - электрон-электронная поправка бралась для одного типа пере-
ходов из данных эксперимента, после чего для других типов переходов можно
было вычислить разницу в энергии по сравнению с калибровочным переходом.
При этом с необходимостью предполагалось, что весь эффект перенормировки
скорости в графене обусловлен только электрон-электронным взаимодействи-
ем. Для двуслойного графена область параболической дисперсии меньше, чем
допустимое значение энергии обрезания , и необходимо рассматривать четырех-
зонный гамильтониан [126-128].

В работах автора [11, 12] представлены некоторые возможности увидеть ку-
лоновские поправки без вычисления полной величины обменной энергии в раз-
ности энергий переходов для чистого двуслойного графена. Рассмотрены меж-
уровневые электронные переходы с верхнего заполненного (полностью или ча-
стично) уровня Ландау на следующий свободный (полностью или частично)
уровень с энергией перехода порядка ωc (правила отбора для таких переходов
∆N = 1). Фактор заполнения ν = 0, уровень Ферми также равен нулю. Этот
случай означает отсутствие свободных носителей и равное количество электро-
нов и дырок. Переходы с малыми энергиями между уровнями 0 и 1 двуслойного
графена не рассматриваются; с помощью этого метода они не могут быть рас-
смотрены, так как Ec ∼ |∆E01(ξ)|.

Нулевому заполнению могут соответствовать разные основные состояния и
различные циклотронные переходы. Далее подробно рассмотрены возможные
случаи.
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3.3.2. Асимметричный бислой без e-h асимметрии.
Этот случай описывается гамильтонианом H0+H1 (3.5,3.6). При U > 0 ν = 0

означает фактор заполнения ν = 4 для электронов в одной долине и ν = 4 для
дырок в другой долине. Для долины с ξ = 1 полностью заполнены уровни с
n = −2 и возможны переходы (-2,1), для долины с ξ = −1 полностью заполнены
уровни 0 и 1 и возможны переходы (1,2) (рис.3.3 слева). Невзаимодействующая
часть одинакова для обоих переходов:

∆E−2,1(1) = ∆E1,2(−1) = ωc

√
2 +

1

2
|U − δ| (3.22)

Рис.3.3. Одноэлектронные уровни Ландау и циклотронные переходы для
симметричного (справа) и асимметричного(слева) случаев.

Электронно-дырочная симметрия одночастичного гамильтониана приводит
к симметрии переходов (-2,1) и (1,2); (-2,1) в электронном представлении есть
(1,2) в дырочном представлении. При учете спина имеются 4 перехода с равны-
ми энергиями. Поскольку все рассматриваемые виды асимметрии и электрон-
электронное взаимодействие рассматриваются как малые поправки, для вычис-
ления поправок, связанных с взаимодействием, можно использовать волновые
функции для симметричного случая.

Для ν = 0 (обозначение 0I)
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E
(1,2)
ex,0I = − 1

(2π)2

∫
dqV (q)J̃22(q)J̃1,1(−q) =

=
1

2(2π)2

∫
dqV (q)(J22(q) + J00(q))J11(q)) (3.23)

(Σ2 − Σ1)0I =

∫
dq

V (q)

2(2π)2
(|J11(q)|2 + |J10(q)|2−

−
∫
dq

V (q)

2(2π)2
(
1

2
|J21(q)|2 +

1

2
|J20(q)|2)+

+

∫
dq

V (q)

2(2π)2

∑
N=2

|J2,N(q)J∗
0,N−2q| (3.24)

Это значение не равно нулю, поскольку теорема Кона неприменима.
В результате можно утверждать, что для возбуждений из различных до-

лин расщепление вследствие слоевой асимметрии отсутствует, хотя для уровней
Ландау оно присутствует.

Такие же переходы будут для спинового ферромагнитного состояния, при
учете спинового расщепления: для спина σ1 of уровни 0 и 1 заполнены, для
спина σ2 полностью пусты в обеих долинах. Имеются два возбуждения Q+

1,2;ξσ1

и два возбуждения Q+
−2,1:ξ,σ2

с одинаковой энергией.

3.2.3. Асимметричный бислой при учете электронно-дырочной
асимметрии

Этот случай описывается гамильтонианом H0+H1+H2 (3.5, 3.6, 3.7). В этом
случае при суммарном факторе заполнения ν = 0 заполнение уровней Ландау
зависит от магнитного поля. Если магнитное поле не слишком велико и

(
γ4
γ0

− ∆̃

2γ1
)~ωc − δ <

U

2
(3.25)

то в долине с ξ = −1 уровни 0 и 1 заполнены, а в долине с ξ = 1 пусты. В этом
случае имеются электронные и дырочные переходы (1,2) с верхнего заполненно-
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Рис.3.4. Одноэлектронные уровни Ландау и циклотронныые переходы
при учете слоевой и электронно-дырочной асимметрии ( сплошная для
долины K и пунктир для долины K ′).

го на следующий пустой уровень (рис.3.4, слева). Невзаимодействующие части
представлены следующими выражениями:

∆E1,2(−1) = ~ωc(
√
2 +

γ4
γ0

− ∆̃

2γ1
) +

1

2
(U − δ) (3.26)

∆E−2,1(1) = ~ωc(
√
2− γ4

γ0
+

∆̃

2γ1
) +

1

2
(U − δ) (3.27)

Кулоновские части одинаковы, как обсуждалось выше. Разница в энергиях для
переходов из разных долин обусловлена электронно-дырочной асимметрией.

∆E1,2(−1)−∆E−2,1(1) = (
2γ4
γ0

− ∆̃

γ1
)~ωc (3.28)

Если магнитное поле достаточно велико, то

(
γ4
γ0

− ∆̃

2γ1
)~ωc − δ >

U

2
(3.29)
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В обеих долинах уровни 1 пусты, но уровень 0 заполнен для долины K и пуст
для долины K ′ ( рис.3.4, справа). Имеется только переходы дырочного типа
(-2,1). Невзаимодействующие части

∆E−2,1(1) = ~ωc(
√
2− γ4

γ0
+

∆̃

2γ1
) +

1

2
(U − δ) (3.30)

∆E−2,1(−1) = ~ωc(
√
2− γ4

γ0
+

∆̃

2γ1
)− 1

2
(U − δ) (3.31)

Вследствие различного заполнения уровней Ландау в долинах влияние куло-
новского взаимодействия различно в части собственно-энергетической части.

1

2
Σ20 − Σ10 =

∫
dq

V (q)

(2π)2
(|J10(q)|2 −

1

2
|J20(q)|2) (3.32)

Σ10 −
1

2
Σ20 =

7

16
Ec

√
π

2
(3.33)

Ẽ−2,1(1)− Ẽ−2,1(−1) = (U − δ) +
7

16
Ec

√
π

2
(3.34)

Расщепление между переходами из разных долин обусловлено кулоновским вза-
имодействием и слоевой асимметрией.

3.3.4. Полносимметричный случай
.
В этом случае, описываемом гамильтонианом H0 (3.5), мы имеем по два на-

половину заполненных уровня нулевой энергии в обеих долинах: 0 (ν0 = 1/2) и
1(ν1 = 1/2); это означает ν = 2 для электронов в каждой долине и ν = 2 для
дырок в каждой долине. Для каждой долины имеются два перехода: (1, 2) с на-
половину заполненного на пустой уровень и (−2, 1) с заполненного на наполови-
ну пустой. Эти переходы связаны кулоновским взаимодействием Ṽ . Используя
приближение Хартри-Фока для нецелочисленных факторов заполнения [1, 137],
можно найти две моды Q+

s,a с энергиями Es,a.

Q+
s,a =

1√
2
(Q+

1,2,ξ,σ ±Q+
−2,1,ξ,σ)
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Es,a = ωc

√
2 + Eh

c ± 1

2
Ṽ (3.35)

Эти моды могут быть названы симметричной и антисимметричной.

Eh
c =

1

2
E

(1,2)
ex,0I + (Σ2 − Σ1)h; (Σ2 − Σ1)h ̸= 1

2
(Σ2 − Σ1)0I (3.36)

Ṽ = V 1,2
−2,1 = V −2,1

1,2 =
1

(2π)2

∫
dqV (q)J̃12(q)J̃−2,1(−q) =

=
1

2(2π)2

∫
dqV (q)|J12|2(q) =

1

2

√
π

2
Ec ∗

7

16
(3.37)

Ṽ = 2.5
√
H и для H = 40T Ṽ ≃ 15meV .

Это расщепление для комбинированных электронно-дырочных переходов с
участием наполовину заполненных уровней не специфично для двуслойного
графена. В однослойном графене с долинной асимметрией [118] факторы за-
полнения равны ν = 2 для электронов в одной долине и ν = 2 для дырок а
другой долине. В случае с симметричными долинами имеется наполовину за-
полненный уровень нулевой энергии в обеих долинах (ν = 1 как для электронов,
так и для дырок). Для монослоя графена с наполовину заполненным уровнем
нулевой энергии имеются переходы (0, 1) для электронов и (−1, 0) для дырок,
и соответствующая величина расщепления для комбинированных мод

Ṽmg =
1

4

√
π

2
Ec

определяется с использованием волновых функций из [118]. Наблюдать расщеп-
ление (Ṽmg ≃ 2.5

√
H) для монослоя можно при меньших значениях магнитных

полей.

3.3.5. Симметричный бислой с электронно-дырочной асимметрией.
Для двуслойного графена, описываемого гамильтонианом H0 + H2 (форму-

лы), с симметричными слоями и, следовательно, симметричными долинами,
но с электронно-дырочной асимметрией имеются наполовину заполненные 0
(ν0 = 1/2) и пустые 1 уровни Ландау (ν1 = 0) в обеих долинах. Для каждой до-
лины имеются только переходы (−2, 1) дырочного типа. Кулоновские поправки
одинаковы в обеих долинах, расщепления нет.
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При рассмотрении циклотронных переходов в чистом двуслойном графене в
[11, 12] учитывались электронно-дырочная асимметрия, слабая слоевая асим-
метрия и влияние кулоновского взаимодействия. Было показано, что энергии
циклотронных переходов в двух долинах могут быть могут быть расщеплены
как вследствие электронно-дырочной асимметрии, так и вследствие кулонов-
ского взаимодействия. При меньших магнитных полях расщепление обусловле-
но электронно-дырочной асимметрией, с ростом магнитного поля расщепление
возникает из-за кулоновского взаимодействия. Для симметричного случая с по-
ловинным заполнением уровней нулевой энергии расщепление за счет кулонов-
ской энергии возможно как для двуслойного, так и однослойного графена. В
экспериментальной работе [102] исследовались графеновые бислои в многослой-
ном эпитаксиальном графене. Расщепление между переходами электронного и
дырочного типа было найдено в относительно узком диапазоне B. Возможное
объяснение (влияние электронно-дырочной асимметрии) дает правильные зна-
чения величины расщепления, однако узость исследуемого диапазона не позво-
ляет сделать однозначный вывод. В работе [128] учитывалась слабая e-h асим-
метрия, при определении энергии циклотронного резонанса в четырехзонной
модели. Результаты в части невзаимодействующей части совпадают в пределах
точности двухзонной модели, метод учета многочастичных поправок для чело-
численных факторов заполнения совпадает, однако прямое сравнение провести
невозможно,поскольку в [128] рассмотрены другие факторы заполнения.

3.4. Выводы к главе 3 .

1. Получены энергии уровней Ландау для двуслойного графена при учете
слоевой и электронно-дырочной асимметрии.

2. Рассмотрены циклотронные возбуждения (магнитоэкситоны) в чистом дву-
слойном графене при при одновременном учете слоевой и электронно-дырочной
асимметрии и кулоновского взаимодействия в приближении Хартри-Фока при
малых импульсах возбуждения.

3. Показано, что энергии циклотронных возбуждений в для двух долин мо-
гут совпадать или быть расщеплены, в зависимости от величины приложенного
магнитного поля.
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4. При меньших магнитных полях величина расщепления обусловлена
электронно-дырочной асимметрией, при больших магнитных полях величина
расщепления определяется кулоновским взаимодействием.
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Глава 4. Уровни Ландау в квазидвумерных структурах с сильным
спин-орбитальным взаимодействием.

4.1. Обзор литературы.

Двумерные электронные и дырочные каналы в МДП-структурах, гетеропе-
реходах и квантовых ямах образуются за счет квантования поперечного дви-
жения и свободного движения заряженных частиц параллельно интерфейсу. В
электронных слоях движение в плоскости слабо зависит от квантования, и в
перпендикулярном магнитном поле мы имеем обычные уровни Ландау с те-
ми же значениями циклотронной частоты и g-фактора, что и в трехмерном
случае. Для дырочных каналов, наоборот, наличие спин-орбитального взаимо-
действия и ограничивающего потенциала приводят к сильному взаимному вли-
янию параллельного и перпендикулярного движений. Закон дисперсии E(k)

(k = (kx, ky)) в дырочных подзонах сильно непараболичен. Как известно, от-
сутствие в системах без центра инверсии при учете спин-орбитального взаимо-
действия должно приводить к снятию спинового вырождения в электронном
спектре при k ̸= 0 [138-141]. Примерами таких квазидвумерных систем без цен-
тра инверсии являются дырочные каналы в кремниевых МДП-структурах и
асимметричных квантовых ямах на основе GaAs.

В полярных кристаллах без центра инверсии спин-орбитальное взаимодей-
ствие снимает спиновое вырождение при конечных импульсах носителей в зо-
нах. В квазидвумерных системах отсутствие центра инверсии может быть обу-
словлено как отсутствием инверсии в трехмерном материале, например, для
GaAs, обладающего структурой цинковой обманки (bulk inversion asymmetry -
BIA, или вклад Дрессельхауза), так и геометрией самой структуры - простран-
ственной асимметрией потенциала V (z) (structure inversion asymmetry – SIA,
или вклад Рашба).

Для электронов спиновое расщепление линейно по импульсу, при этом вкла-
ды Рашбы и Дрессельхауза могут быть одного порядка [142]. Для дырочных
каналов в квантовых ямах GaAs/AlGaAs размерное квантование снимает че-
тырехкратное вырождение валентной зоны в центре зоны Бриллюэна и рас-
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щепляет валентную зону на подзоны тяжелых и легких дырок. При конечных
импульсах k спин-орбитальное взаимодействие приводит к снятию спинового
вырождения в подзонах как для легких, так и для тяжелых дырок. Кроме то-
го, вследствие смешивания состояний легких и тяжелых дырок, энергетический
спектр дырок сильно непараболичен, закон дисперсии определяется геометрией
квантовой ямы.

В работе [143] был проведен анализ симметрии поверхностных электронных
(дырочных) состояний в кристаллах со структурой цинковой обманки для на-
правлений (111) и (001). Было показано, что для поверхностных состояний
(111), обладающих осью симметрии третьего порядка спиновое расщепление
тяжелых дырок с проекцией полного момента mj = ±3/2 может быть только
кубическим по k. Для двумерных состояний в плоскости (001) спиновое рас-
щепление тяжелых дырок может быть и линейным по k, однако для больших
импульсов Ферми, характерных для рассматриваемым нами концентраций дву-
мерных дырок, величина линейного вклада много меньше спинового расщеп-
ления, обусловленного кубическими по k членами [144, 145]. При малых же
концентрациях (и соответственно малых импульсах), когда величины линейно-
го и кубического по k членов оказываются сравнимы, сама величина спиново-
го расщепления оказывается ничтожно мала по сравнению с точностью экспе-
римента. В квантовой яме GaAs/AlGaAs (001) с односторонним легированием
макроскопическое электрическое поле, нормальное к плоскости ямы, приводит
к дополнительному кубическому по k спиновому расщеплению состояний тя-
желых дырок. В отличие от легких дырок, где спиновое расшепление, как и
в 3D-электронных системах, линейно по k, в подзоне тяжелых дырок основ-
ной вклад в спиновое расщепление при конечных волновых векторах должны
вносить члены, пропорциональные k3.

При низких концентрациях дырок и соответственно малых волновых векто-
рах kF в законе дисперсии можно ограничиться только параболическим прибли-
жением, однако его область применимости крайне мала. Теоретическая работа
[146], в которой рассматривался закон дисперсии дырок для пустой прямоуголь-
ной ямы с бесконечным барьером в сферическом приближении, предсказывает
для массы тяжелых дырок значение 0.12m0 в пределе kW ≪ 1; при увеличе-
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нии k (kW ∼ 1) циклотронная масса дырок должна увеличиваться, а в пределе
больших k (kW ≫ 1) стремиться к значению 0.49m0 (m0 - масса свободного
электрона, k -волновой вектор,W - ширина ямы). Рассчитанное в работе [147] в
приближении Хартри с учетом спин-орбитального взаимодействия и конечной
высоты барьера значение массы дырки находится в пределах 0.16−0.19m0. Од-
нако измерение циклотронной массы 2D дырок в GaAs(001) квантовой яме ме-
тодом резонансного поглощения в СВЧ диапазоне, впервые выполненное в [148]
на образцах с низкой концентрацией дырок дает значение 0.26m0, что значи-
тельно превышает расчетные значения. Другим методом для изучения систем
с сильным спин-орбитальным взаимодействием является наблюдение осцилля-
ций Шубникова-де Гааза. Пересечение уровней вследствие нелинейной зависи-
мости от магнитного поля приводит к сбою фазы (биениям) в осцилляциях
Шубникова-де Гааза, что было показано экспериментально [149] как для элек-
тронов в GaAs-гетеропереходах, так и для дырок в Si МДП-структурах. Пове-
дение осцилляций Шубникова-де Гааза при одноосном растяжении или сжатии
вдоль оси [001] в плоскости двумерных дырочных каналов (поверхность (110)) в
кремниевых полевых транзисторах изучалось экспериментально [150]; был об-
наружен зависящий от знака деформации сдвиг положения биения. В работе
[152] рассчитывались биения Шубникова-де Гааза для инверсионных слоев p-
типа на поверхности [110] Si в сильном магнитном поле. Зависимость картины
биений в случае приложения одноосной деформации наблюдалась, но ясного
объяснения дано не было.

4.2. Спектры уровней Ландау дырок в узкой квантовой яме при
учете спин-орбитального взаимодействия и непараболичности.

В работе автора [14] был рассмотрен эффективный двумерный гамильтони-
ан дырок в асимметричной квантовой яме. Получены выражение для спиново-
го расщепления, пропорциональное k3, аналитическое выражение для уровней
Ландау. Показан сбой фазы в осцилляциях Шубникова-де Гааза.
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Дырочный закон дисперсии E(k) находится из уравнения Шредингера (4.1)
и при k = 0 состоит из подзон, двукратно вырожденных при k = 0.(

H0(kx, ky,−i
d
dz

)− E = V (z))

)
Ψ = 0 (4.1)

Здесь H0(kx, ky, kz) - трехмерный гамильтониан Латтинжера 4×4 для легких
и тяжелых дырок.

Предыдущие вычисления уровней Ландау в дырочных каналах [138, 139, 147,
153] базировались на работе Латтинжера [154]. При направлении магнитного
поле вдоль оси z, kx и ky можно заменить операторными формами

k̂x =
1

i

d
dx

+
e

~c
Ax; k̂y =

1

i

d
dy

+
e

~c
Ay (4.2)

где Ax, Ay - компоненты вектор-потенциала. В цилиндрическом приближении,
если пренебречь анизотропией в плоскости, перпендикулярной магнитному по-
лю, решение выражается через функции гармонического осциллятора uN(x, y).

ΨN(x, y, z) = (ψ1N(z)uN−2, ψ2N(z)uN , ψ3N(z)uN−1, ψ4N(z)uN+1) (4.3)

Уровни Ландау могут быть найдены численно путем последующего решения
дифференциальных уравнений по z для функций ψiN(z). Величина магнитного
поля в этом случае может быть любой. Анизотропия может быть включена в
рассмотрение посредством теории возмущений [139, 153].

Построение эффективного 2D гамильтониана

В случае слабого магнитное поля, которое может рассматриваться как воз-
мущение, эффективный 2D дырочный гамильтониан получается в виде разло-
жения по степеням k и H. Если ось z направлена вдоль кристаллографической
оси (100) трехмерный гамильтониан для легких и тяжелых дырок имеет вид

H(K) =
~2

2m0

(
(γ1 +

5

2
γ2)K

2I − 2γ3(JK)2 + 2(γ3 − γ2)(J
2
xk

2
x + J2

yk
2
y + J2

zk
2
z)

)
(4.4)

где K = {kx, ky, kz}, Jx, Jy, Jz - матрицы спина 3/2, I - единичная матрица. В
магнитном поле, направленном вдоль z, kx и ky заменяются операторами (4.3) и
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добавляется спиновый член H(H) = µ0gh(JH). Используется калибровка Лан-
дау: Ax = −Hy,Ay = 0 (H ∥ z).

H(K̂, H) = H(K̂) + V (z) +H(H) = H0 + δH

H0 = [(γ1 +
5

2
γ2)k

2
z − 2J2

zk
2
zγ2 + V (z)] (4.5)

В нулевом приближении получаются двукратно вырожденные уровни энергии
Em и En для легких и тяжелых дырок. Член, рассматриваемый как возмуще-
ние,

δH =
~2

2m0
[(γ1 +

5

2
γ2)k̂

2 − 2γ3(J∥k̂)
2 + 2(γ3 − γ2)(J

2
x k̂

2
x + J2

y k̂
2
y)−

−2γ3(JzkzJ∥k̂+ J∥k̂Jzkz)] + µ0ghJzB (4.6)

Поправки второго порядка представляют матрицу 2х2, включающую члены k2,
k3 и B, и связывающую состояния тяжелых или легких дырок

Для уровней тяжелых дырок En

δH
(2)
3/2,n =< 3/2, n|δH|3/2, n > +

∑
m

< 3/2, n|δH|1/2,m >< 1/2,m|δH|3/2, n >
En − Em

=

=
~2

2m0
(γ1 + γ2 + αn)k

2 +
3

2
µ0(gh +

2

3
αn)Hσz+

+
~2

2m0
[(R̂k̂− + k̂−R̂)σ+ − (R̂∗k̂+ + k̂+R̂

∗)σ−]βn (4.7)

где

αn =
~2

2m0

∑
m

3γ23
| < n|kz|m > |2

En − Em
(4.8)

βn =
~2

2m0

∑
m

√
3
< n|m >< m|kz|n >

En − Em
(4.9)

R = −
√
3

4
[(γ2 + γ3)k

2
− + (γ2 − γ3)k

2
+] (4.10)

k± = kx ± iky, σ± = (σx ± iσy)/2, σx, σy, σz - матрицы Паули.
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Для уровней легких дырок Em

H
(2)
1/2,m =< 1/2,m|δH|1/2,m > +

∑
n

< 1/2,m|δH|3/2, n >< 3/2, n|δH|1/2,m >

Em − En
=

=
~2

2m0
(γ1−γ2+αm)k

2+
1

2
µ0(gh−2αm)Hσz+

~2

2m0
[(R̂k̂++k̂+R̂)σ+−(R̂∗k̂−+k̂−R̂

∗)σ−]βm

(4.11)

Для αm, βm можно использовать выражения (4.8, 4.9), поменяв местами m и n.
В нулевом магнитном поле эффективный 2D гамильтониан δH(2)(kx, ky) дает

закон дисперсии частиц в двумерных подзонах. Для тяжелых дырок

E1,2
n =

~2

2m0
[(γ1 + γ2 + αn)k

2 ± |βn||R|k] (4.12)

В асимметричном потенциале происходит снятие двукратного спинового вы-
рождения. Расщепление пропорционально k3, как и должно быть из соображе-
ний симметрии [143]. Гофрировка (анизотропия в плоскости) впервые появля-
ется в членах k3 и поэтому может рассматриваться как поправка.

Эффективный g-фактор определяется тем же параметром, что и изменение
эффективной массы.

m2,n = 1/(γ1 + γ2 + αn); g2,n = gh +
2

3
αn (4.13)

Параметры α, β могут быть определены из закона дисперсии, полученного чис-
ленно или экспериментально.

Уровни Ландау

Построенный с помощью теории возмущений гамильтониан 2D дырок в маг-
нитном поле (4.7, 4.11) позволяет найти уровни Ландау. Рассмотрим для при-
мера нижайшую подзону тяжелых дырок (индекс n опустим). Должна быть
решена следующая система дифференциальных уравнений по y (в калибровке
(5) k̂x = kx приводит к сдвигу начала отсчета по оси y):

[δH
(2)
3/2(k̂x, k̂y, H)− E]Φ = 0 (4.14)

Численное решение системы (4.14) позволяет учесть анизотропию в плоско-
сти (гофрировку). Если пренебречь гофрировкой, то можно получить анали-
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тические выражения для энергий уровней Ландау. Следуя Латтинжеру, вве-
дем операторы рождения и уничтожения a+ = aH k̂+/

√
2, a = aH k̂−/

√
2,

aH = (~c/eH)1/2 . Гамильтониан приобретает вид

δH(2)(a, a+, H) =
µ0H

m2
(a+a+ aa+) +

3

2
µ0g2Hσz +

µ0H

Rc
(iβ̄a3σ+ − iβ̄(a+)3σ−)

(4.15)

Здесь β̄ =| β |
√
3/2(γ2+γ3). Гамильтониан (4.15) имеет решение, выражающе-

еся через функции гармонического осциллятора uN , auN =
√
NuN−1; a+uN =√

N + 1uN=1. Подстановка

Φ = (AuN−3, CuN)

приводит к алгебраическому уравнению для уровней Ландау.
Для N = 3, 4.. мы имеем

E1,2 = 2
µ0H

m2
(N − 1)± µ0H

√
(
3

m2
− 3

2
g2) +

β̄2

a2H
N(N − 1)(N − 2) (4.16)

Для = 0, 1, 2 мы имеем

E1 = 2
µ0H

m2
(N +

1

2
)− 3

2
µ0g2H (4.17)

В линейном приближении

E1,2 = 2
µ0H

m2
(N +

1

2
)∓ 3

2
µ0g2H (4.18)

Предложенный метод может использоваться в случае, если уровень Ферми
попадает в диапазон энергий, в котором можно учитывать только члены k2 и
k3. Если же EF требует учета членов k4, но число уровней Ландау N ≫ 1,
гамильтониан может быть дополнен членом γk4, а члены k2H и H2 можно не
учитывать. Выражение(4.16) трансформируется в

E1,2 = 2
µ0H

m2
(N − 1)± µ0H

√
(
3

m2
− 3

2
g2) +

β̄2

a2H
N(N − 1)(N − 2) + 4µ0H

γN 2

a2H
(4.19)
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В экспериментах Дорожкина и Ольшанецкого [149-151] на p-каналах в Si
(110) наблюдался сдвиг фазы на π в осцилляциях Шубникова -де Гааза в узком
диапазоне магнитных полей. Авторы объясняли этот сдвиг линейным членом
Бычкова-Рашба [140] в дисперсии. Однако проведенные согласно описанной вы-
ше схеме вычисления уровней Ландау позволяют отнести наблюдаемый сдвиг
к влиянию членов k3 в эффективном гамильтониане. Рассчитывались уров-
ни Ландау для дырочных каналов в кремнии для двух значений электронной
плотности. Параметры m2, β̄, γ определялись из уравнения (4.1) в сферическом
приближении для треугольного потенциала V (z), достаточного для описания
нижней подзоны :

V (z) = 2πnsez/ε; γ1 = 4.0; γ2 = 1.2; gh = 1.2

Полученные значения m2, β̄, γ и EF следующие: для ns = 0.9 ∗ 1012cm−2

m2 = 0.23, β̄ = 0.26, γ = −0.04, EF = 7.2meV ; для ns = 2.7 ∗ 1012cm−2

m2 = 0.23, β̄ = 0.18, γ = −0.02, EF = 19.5meV . Фазовый сдвиг в осцилля-
циях Шубникова-де Гааза происходит при Bsh ∼ 4T и слабо зависит от ns.
Экспериментальные результаты [149-151] неплохо объясняются проведенными
вычислениями, однако полностью исключить влияние члена Бычкова-Рашбы
тоже нельзя. Для точного количественного согласия необходимо учитывать оба
спин-орбитальных члена - как линейный, так и кубический.

4.3. Циклотронные энергии и циклотронные массы дырок в квази-
классическом случае.

Квазиклассическая циклотронная масса, соответствующая эффективной
массе плотности состояний, имеет смысл, когда под уровнем Ферми находит-
ся много уровней Ландау. Изучение циклотронного резонанса в микроволновой
области является наиболее прямым способом измерения масс носителей в полу-
проводниковых структурах. Меняя концентрацию дырок, можно исследовать
энергетический спектр в зависимости от волнового вектора и получить основ-
ные параметры, определяющие спектр дырок с учетом непараболичности.

Расчет и сравнение с экспериментом частот циклотронных резонансов в слу-
чае спин-орбитально расщепленных 2D тяжелых дырок в зависимости от кон-
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центрации и магнитного поля в узких квантовых ямах в квазиклассическом
пределе позволили получить значения эффективных масс и параметров непа-
раболичности дырок.

Поскольку в эксперименте в качестве образцов были выбраны относительно
узкие квантовые ямы шириной 100 А, для которых верхние размерно кванто-
ванные подзоны тяжелых дырок расположены значительно выше, чем основ-
ные, их влияние можно было не учитывать. Вклад в непараболичность закона
дисперсии нижней подзоны тяжелых дырок определялся влиянием нижней под-
зоны легких дырок.

Рассматривался спектр тяжелых дырок в узкой квантовой яме шириной W

для kW ≪ 1, когда взаимное влияние уровней легких и тяжелых дырок мож-
но учитывать по теории возмущений, как это рассматривалось в предыдущем
разделе. Спектр квазидвумерных дырок в квантовых ямах GaAs/AlGaAs по-
лучается при квантовании гамильтониана трехмерных дырок в приближении
эффективной массы (гамильтониан Латтинжера [154]). При нулевых планар-
ных импульсах размерное квантование тяжелых (проекция спина на ось кван-
тования J = ±3/2) и легких (J = ±1/2) дырок происходит независимо, уров-
ни двукратно вырождены. При конечных импульсах происходит смешивание
состояний легких и тяжелых дырок, приводящее к непараболичности спек-
тра, однако в симметричной квантовой яме в законе дисперсии присутствуют
только четные степени k, и двукратное вырождение зон сохраняется. Если же
яма не симметрична, то спиновое вырождение снимается полностью, в законе
дисперсии появляются появляются кубические члены [14]. Для квантовой ямы
GaAs (001) анизотропия в энергетическом спектре 2D дырок (гофрировка) по-
является, начиная с членов порядка k3 и k4 [14], поэтому можно рассмотреть
аксиально-симметричный случай (гофрировку в плоскости не учитывать). Ос-
новной вклад в непараболичность и спин-орбитальное расщепление вносят чле-
ны второго порядка за счет влияния ближайшей зоны - нижней подзоны легких
дырок, а вклад в эффективную массу (коэффициент при k2) определяется вкла-
дами как основной, так и возбужденных подзон легких дырок. В симметричной
яме основная подзона легких дырок не дает вклада в эффективную массу. Для
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пустой прямоугольной ямы с бесконечным барьером значение mh определено
аналитически [146], для GaAs mh = 0.12m0. Численные расчеты для симмет-
ричных ям с конечными барьерами были выполнены в работе [155], где было
показано, что для основного состояния тяжелых дырок в квантовых ямах GaAs
влияние конечного барьера незначительно.

Гамильтониан для основной подзоны тяжелых дырок в базисе (3/2, -3/2)
имеет вид

H =
~2

m0

∣∣∣∣∣ k2

2m − γW 2k2−k
2
+ βWk3−

βWk3+
k2

2m − γW 2k2+k
2
−

∣∣∣∣∣ (4.20)

Здесь k+ = kx + iky, k− = kx − iky. Безразмерные параметры m, β, γ определя-
ются самосогласованным потенциалом ямы и связаны между собой следующим
образом:

1

m
=

1

ms
+ 3γ22 | < h|kz|l > |2/Ehl

βW = 3γ22 < h|l > | < h|kz|l > |/Ehl

γW 2 =
3

4
(γ2 < h|l >)2/Ehl

β2 = 4γ(
1

m
− 1

ms
) (4.21)

ms - безразмерная эффективная массa за счет влияния верхних возбужденных
состояний легких дырок; будем считать ms = 0.12, как было получено в [146]
для симметричной ямы.

Энергии двух спиновых ветвей тяжелых дырок при малых kW

E1,2(k) =
~2

m0W 2
(
(kW )2

2m
± β(kW )3 − γ(kW )4) (4.22)

Связь между энергией Ферми EF , суммарной концентрацией дырок nh и кон-
центрациями двух сортов дырок n1, n2 дается соотношениями

n1(EF ) + n2(EF ) = nh; 4πni(EF ) = k2i (EF ) (4.23)

Система характеризуется двумя импульсами Ферми k1(EF ) и k2(EF ). Зависи-
мости k1,2(E) определяются из выражений для энергии E1,2.
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Далее рассмотрим систему тяжелых дырок в магнитном поле,направленном
перпендикулярно плоскости ямы. Для трехмерных дырок в изотропном при-
ближении задача о квантовании в магнитном поле была аналитически решена
Латтинжером в работе [156]. Для квазидвумерных дырок без учета гофрировки
с учетом квадратичных и кубических членов в гамильтониане аналитическое
решение было получено в [14]. Одновременно с поправкой к эффективной массе
возникает поправка к g-фактору.

1

m
= γ1 + γ2 + α; κ2 = κ+ α/3 (4.24)

κ, γ1, γ2 - параметры Латтинжера для трехмерных дырок, gh = 2κ. Гамильто-
ниан (4.20), в котором учтены как спин-орбитальное расщепление, так и непа-
раболичность, однако не учтена гофрировка, также имеет решение в базисе
(uN−3, uN), где uN - функции гармонического осциллятора. Гамильтониан при-
обретает вид

H = ~ωc0

∣∣∣∣∣∣
N−3+ 1

2

m + 3
2κ2 − 4γW 2(N−1)(N−2)

a2H
23/2

βW
√

N(N−1)(N−2)

aH

23/2
βW

√
N(N−1)(N−2)

aH

N+ 1
2

m − 3
2κ2 − 4γW 2(N)(N−1)

a2H

∣∣∣∣∣∣ (4.25)

Энергии уровней Ландау тяжелых дырок

E1,2(N)

~ωc0
=

1

m
(N − 1)− 4

γ

a2H
(N − 1)2±

±

√
(
3

2m
− 3κ2

2
+

4γ

a2H
(N − 1))2 + 8

β2

a2H
N(N − 1)(N − 2) (4.26)

N = 0, 1, 2, 3... для E1, N = 3, 4... для E2; ωc0 = eH/m0c.
Для целочисленного заполнения существуют две циклотронные частоты ω1 и

ω2, проявляющиеся в СВЧ поглощении, и две соответствующие им циклотрон-
ные массы.

ω1 =
1

~
(E1(N1 + 1)− E1(N1)),

ω2 =
1

~
(E2(N2 + 1)− E2(N2)),
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mh1,2/m0 = ωc0/ω1,2 (4.27)

N1 и N2 - номера верхних заполненных уровней Ландау, их значения мож-
но определить из соотношений 2πa2Hns = N1 + N2 − 1, E1(N1) < E2(N2 + 1),
E2(N2) < E1(N1 + 1).

Квантовые выражения в слабых магнитных полях (при очень больших N)
переходят к квазиклассические. В квазиклассическом пределе выражения для
циклотронных частот на уровне Ферми имеют вид:

ω1 = ωc0(
1

m
+ 3βWk1(EF )− 4γW 2k21(EF ))

ω2 = ωc0(
1

m
− 3βWk2(EF )− 4γW 2k22(EF ))

Циклотронная масса в квазиклассическом случае определяется из условия
квантования орбит в импульсном пространстве. Имеются два значения квази-
классической циклотронной массы mc1 и mc2

mci = 2π~2
dni(EF )

dEF
(4.29)

Квазиклассические циклотронные массы не зависят от магнитного поля, цик-
лотронные частоты зависят от поля линейно, концентрации двух сортов частиц
не зависят от поля. С ростом магнитного поля квазиклассическое приближение
работает хуже. Появляется зависимость циклотронной массы от поля (4.27).

Проведенное теоретическое рассмотрение и возможность экспериментально-
го определения квазиклассических циклотронных масс дырок позволяют най-
ти параметры спектра m,β, γ и энергию Ферми для заданной концентрации
тяжелых дырок. В эксперименте использовалась методика оптического детек-
тирования резонансного магнитоплазменного микроволнового поглощения в 2D
газе. Плазменная частота в эксперименте мала из-за больших размеров образ-
ца, поэтому частоты наблюдаемых резонансов близки к соответствующим им
циклотронным частотам.

На рис.4.1 показана зависимость частоты F , на которой измерялось микро-
волновое поглощение, от резонансного магнитного поля для двух концентраций
2D дырок. Из рисунка видно, что более тяжелая циклотронная масса практи-
чески не изменяется с изменением магнитного поля, а более легкая растет с
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Рис.4.1. Магнитополевые зависимости резонансных плазменных частот,
измеренные в квантовой яме GaAs/AlGaAs(001) шириной 100 A для
двух концентраций дырок: а (слева) - nh = 4 ∗ 1010cm−2; б (справа) -
nh = 1.4 ∗ 1011cm−2. Штриховые линии - циклотронные резонансы, соот-
ветствующие различным массам.

увеличением поля. На рис.4.1(а) видно, что легкая масса в малых полях близка
к значению 0.12m0, рассчитанному в [146]. В случае большей концентрации
(рис.4.1(b)) в больших полях циклотронная масса перестает расти, достигнув
значения 0.24m0.

Параметры β и m подбирались таким образом, чтобы достигалось наиболь-
шее соответствие экспериментальных и теоретических (4.27) зависимостей цик-
лотронных масс от магнитного поля. Параметр γ вычислялся по формуле (4.21).
Для квантовой ямы GaAs/AlGaAs(001) шириной 100 A значения параметров
следующие:
m = 0.16, β = 1.6, γ = 0.3 для nh = 4 ∗ 1010cm−2;
m = 0.2 β = 0.6, γ = 0.03 для nh = 1.4 ∗ 1011cm−2.
Уменьшение параметра β с увеличением концентрации дырок можно объяснить
следующим образом. Во-первых, на форму ямы, помимо внешнего электриче-
ского поля, определяемого концентрацией дырок в квантовой яме, оказывают
влияние самосогласованные поправки Хартри. Во-вторых, при больших кон-
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центрациях уровень Ферми выше, и влияние легких дырок выходит за рам-
ки приближения, использованного для получения уровней Ландау. Также при
больших энергиях сильнее проявляется влияние гофрировки.

Рис. 4.3.Дисперсия спин-орбитально расщепленных подзон тяжелых ды-
рок в квантовой яме GaAs/AlGaAs(001) для параметров m = 0.16,
β = 1.6, γ = 0.3. Положение уровня Ферми для концентрации дырок
nh = 4 ∗ 1010cm−2 обозначено сплошной прямой линией (EF = 0.58 мэВ),
для nh = 6 ∗ 1010cm−2 — штриховой (EF = 0.84 мэВ). Стрелками показа-
ны разрешенные переходы с минимальной и максимальной энергиями.

Полученные параметры позволяют построить закон дисперсии (4.22) и найти
энергию Ферми (4.23) для данной концентрации 2D тяжелых дырок. На рис.4.3
изображен закон дисперсии для безразмерных параметров m = 0.16, β = 1.6,
γ = 0.3, определенных для nh = 4 ∗ 1010 см−2. С его помощью можно также
определить спин-орбитальное расщепление дырок для концентраций, незначи-
тельно отклоняющихся от 4 ∗ 1010 см−2.
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4.4. Квазидвумерные дырки в наклонном магнитном поле.

В данном разделе рассматриваются частицы с вырожденной энергетической
зоной (дырки), находящиеся в квантовой яме, описываемой потенциалом V (z)

и в магнитном поле H, направленном под углом α к оси z. Дырочная зона
считается изотропной (γ2 = γ3). Гамильтониан такой системы имеет вид

H(k̂,H, z) =
~2

2m0

[(
γ1 +

5

2
γ2

)
k̂2 − 2γ2{k̂ik̂j}{JiJj}

]
+ µ0gJH + V (z). (4.30)

Здесь m0- масса свободного электрона,γ1, γ2 - параметры Латтинжера, k̂ =

k+ e
~cA, A -вектор-потенциал, J -матрицы спина 3/2, i, j = x, y, z, g - g-фактор

трехмерных дырок.
ДляH ∥ z уравнение Шредигера с гамильтонианом (4.30) решалось численно

в работах [138, 139, 147, 153]. Случай H ⊥ z был рассмотрен в [157, 158].
Влияние наклонного магнитного поля рассматривается в двух предельных

случаях: ~ωc ≫ En (сильное поле) и ~ωc ≪ ∆En(слабое поле). ∆En = En+1−En,
En - уровни энергии в потенциале без магнитного поля.

Сильное магнитное поле. Если магнитное поле направлено вдоль оси z,
то k̂z = kz = −id/dz, а k̂x и k̂y можно выразить через операторы рождения и
уничтожения a и a+. Гамильтониан (4.30) приобретает вид [154, 156]

H = H0(a, a
+, kz) + V (z)

где

H0(a, a
+, kz) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P +Q+ 3

4gH R −S 0

R+ P −Q− 1
4gH 0 S

−S+ 0 P −Q+ 1
4gH R

0 S+ R+ P +Q− 3
4gH

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P =

γ1
2

(
k2z + ωc(a

+a+ aa+)
)

Q =
γ2
2

(
−2k2z + ωc(a

+a+ aa+)
)

R = −
√
3γ2ωca

2; S =
√
6γ2ω

1/2
c kza (4.31)
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(использовались атомные единицы). Решение уравнения Шредингера с гамиль-
тонианом (4.31) ищется в виде (4.3). В аксиальной калибровке волновые функ-
ции, являющиеся решениями гамильтониана (4.31) имеют вид

ΨN(z, ρ, φ) =


A1(z,N)UN−3,jz−3/2

A2(z,N)UN−1,jz+1/2

A3(z,N)UN−2,j+z−1/2

A4(z,N)UN,j+z+3/2

 (4.32)

Как следует из соображений симметрии, это решения с сохраняющейся проек-
цией полного момента частицы на ось z: jz = lz + sz, причем поскольку jz не
входит в гамильтониан HN , по jz имеется вырождение.

Подставляя (4.32)в уравнение (4.31), получаем для функций Ai(z,N) одно-
мерное по z четырехкомпонентное уравнение Шредингера с эффективным га-
мильтонианом HN .

HN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C+(N − 3, kz) B(N − 1) −D(N − 2)kz 0

B(N − 1) A−(N − 1, kz) 0 D(N)kz

−D(N − 2)k+z 0 A+(N − 2, kz) B(N)

0 D(N)kz B(N) C−(N, kz)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ V (z)

(4.33)

C±(N, kz) = (γ1 + γ2)ωc(N +
1

2
)± 3

4
gH + (

γ1
2
− γ2)k

2
z

A±(N, kz) = (γ1 − γ2)ωc(N +
1

2
)± 1

4
gH + (

γ1
2
+ γ2)k

2
z

D(N) =
√
6γ2ω

1/2
c

√
N, B(N) = −

√
3γ2ωc

√
N(N − 1) (4.34)

При N = 0, 1, 2 часть компонент функции ΨN равна нулю, и матрица гамиль-
тониана HN имеет меньший размер.

HN = HN0 + kzHN1 + k2zHN2 + V (z)
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H ′
N = UHNU

+ (4.35)

Здесь U – унитарное преобразование гамильтониана , диагонализующее не за-
висящую от z и kz числовую матрицу HN0. Элементами диагональной матрицы
H ′

N0 будут уровни Ландау дырок Ei
N при kz = 0, V (z) = 0.

Все уровни Ei
N не вырождены по индексу i, Ei

N −Ej
N ∼ ~ωc. Если магнитное

поле сильное (~ωc ≫ En по крайней мере для нескольких нижних уровней лег-
ких и тяжелых дырок), то при решении уравнения Шредингера с гамильтониа-
ном H ′

N (4.35) Ei
N можно считать нулевым приближением, а оставшуюся часть

учесть по теории возмущений. В низшем порядке разложения для состояний,
близких по энергии к Ei

N , получается уравнение Шредингера с гамильтонианом

H i
N = Ei

N +
1

2mNi
k2z + V (z) (4.36)

1

2mNi
= (H ′

N2)ii =
∑
j ̸=i

(H ′
N1)ij(H

′
N1)ji

Ei
N − Ej

N

(4.37)

Каждый уровень Ландау характеризуется своей массой для движения вдоль
направления магнитного поля, не зависящей от его величины. Так, при N = 0

имеется только один уровень E1
0 с массой m01

E1
0 =

γ1 + γ + 2

2
ωc −

3

4
gH,

1

2m01
=
γ1
2
− γ2

E 1.3 1.6 2.0 2.9

m 0.12 0.21 0.33 0.55

Таблица 1. Расчетные значения масс дырок для четырех нижних уровней
Ландау в GaAs (γ1 = 6.9, γ2 = γ3 = 2.5, g = 2.4). Энергия уровня Ландау
E в ~ωc, масса m вдоль поля в m0.

Пусть теперь сильное магнитное поле направлено под углом α к оси z:
H = (−h sinα, 0, h cosα). Удобно ввести новые пространственные переменные

106



(ξ, η) место переменных (x, z), направив ось η вдоль направления магнитного
поля.

V (z) = V (η cosα + ξ sinα) = V (η cosα) +
dV

dz
ξ sinα+ ... (4.38)

В пределе сильного поля для гладкого потенциала V (z) в области z ∼ λz (λz
-эффективная ширина ямы ) справедливо условие

1

V

dV

dz
aH ∼ aH

λz
∼ (

En

~ωc
)1/2 ≪ 1 (4.39)

Поскольку ξ ∼ aH , то в выражении (25) достаточно учесть только главный член
V (η cosα) - изменение потенциала вдоль магнитного поля. Задача становится
полностью аналогичной рассмотренной выше для H ∥ z. Движение вдоль η

определяется эффективным гамильтонианом для каждого из уровней Ландау:

Hj
N(α) = Ej

N +
1

2mNj
k2η + V (η cosα) (4.40)

Cлабое магнитном поле. Выполняется условие ωc ≪ ∆En. В наклонном
поле H = (Hx, 0, Hz) и калибровке A = (Hzy,−Hxz, 0) гамильтониан (4.30)
имеет вид

H(k,H, z) = H0(kz, z) + δH(H) (4.41)

Нулевым приближением являются две серии двукратно вырожденных уровней
размерного квантования, соответствующие тяжелым и легким дыркам. Поправ-
ки к ним по теории возмущений с точностью до линейных по Hx и Hz членов.
Поправки имеют вид матриц 2х2.

δH
(2)
3/2,n =

~2

2m0
(γ1 + γ2 + αn)(k̂

2
x + k2y) +

3

2
µ_0(g +

2

3
αn)Hzσz

αn =
~2

2m0

∑
m

3γ22
| < n|kz|m > |2

E3/2,n − E1/2,m

δH
(2)
1/2,m =

~2

2m0
(γ1 − γ2 + αm)(k̂

2
x + k2y) +

1

2
µ0(g − 2αn)Hzσz + µ0gHxσx

αm =
~2

2m0

∑
m

3γ22
| < m|kz|n > |2

E1/2,m − E3/2,n
(4.42)
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Известно [157-159], что Hx не дает линейного по вклада. Вклад линейных по
Hz членов подробно рассматривался в разделе 4.2 этой главы. Энергии уровней
Ландау

E1,2
nN = E3/2,n + 2µ0(γ1 + γ2 + αn)(N +

1

2
)Hz ±

3

2
µ0(g +

2

3
αn)Hz

E1,2
mN = E1/2,n+2µ0(γ1−γ2+αm)(N+

1

2
)Hz±

1

2
µ0
√

(g − 2αm)2H2
z + 4g2H2

x (4.43)

Для состояний E1,2
nN , принадлежащих в основном тяжелым дыркам, существен-

на только компонента поля Hz. Что же касается состояний E1,2
mN , принадле-

жащих в основном легким дыркам, то в этом случае в орбитальное движение
входит только Hz, а спиновое расщепление зависит от обеих компонент Hz и
Hx, причем имеет место анизотропия g-фактора.

4.5. Влияние одноосной деформации вдоль слоя на положение уров-
ней Ландау в двумерном дырочном канале.

В данном разделе рассмотрено влияние одноосной деформации в плоскости
на осцилляции Шубникова-де Гааза в дырочном канале. Для этой цели получен
вид эффективного гамильтониана дырок в асимметричной квантовой яме при
условии, что деформация вдоль плоскости считается возмущением.

Исследовались следующие случаи:
(а) деформация в плоскости двумерного канала в приближении сферически-
симметричной валентной зоны;
(b) плоскость двумерного канала (100), деформация вдоль оси [001];
(c) плоскость двумерного канала (110), деформация вдоль оси [001].

Показано, что в эффективном гамильтониане появляется линейный по k

член, пропорциональный деформации. Установлено, что поправка к уровням
Ландау, линейно зависящая от деформации, и возникающий вследствие этого
сдвиг положения биений в осцилляциях Шубникова-де Гааза возникают толь-
ко при понижении симметрии поверхности (необходима неэквивалентность оси
сжатия-растяжения и перпендикулярного ей направления в плоскости, напри-
мер, для поверхности (110)).
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Рассматриваются частицы (дырки) с вырожденной энергетической зоной,
для описания которых используется одночастичный гамильтониан Латтинже-
ра [154, 156]. Дырки находятся в асимметричной квантовой яме V (z) (ось z

направлена по нормали к плоскости ямы). Система помещена в магнитное поле
H, направленное по оси z, и подвергается одноосному сжатию или растяжению
по оси x.

Гамильтониан H(k̂,H, ε) в базисе | jz > имеет вид

H(k̂,H, ε) = H0(k̂) + µ0g0κHJ +H(ε) + V (z) (4.44)

где J - матрицы спина 3/2, k̂ = k+ eA/(~c) (A - вектор-потенциал), H0(k) –
гамильтониан Латтинжера.

H0(k̂) =
~2

2m0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P +Q −S R 0

−S∗ P −Q 0 R

R∗ 0 P −Q S

0 R∗ S∗ P +Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.45)

a) В сферическом приближении для валентной зоны (γ2 = γ3) элементы мат-
рицы гамильтониана H0(k̂) имеют вид

P = γ1(k
2
z + k2), Q = γ2(−2k2z + k2), S = 2

√
3γ2kzk−,

R = −
√
3γ2k

2
−, k± = kx ± iky, k2 = k2x + k2y (4.46)

b) Если ось z направлена по [100], а ось x - по оси [001], то P и Q те же, что и
в сферическом приближении (4.46),

S = 2
√
3γ3kzk−,

R = −
√
3

2
[(γ2 + γ3)k

2
− + (γ2 − γ3)k

2
+)] =

= −
√
3γ̃2(k

2
− + δk2+) (4.47)

где γ̃2 = (γ2 + γ3)/2, δ = (γ2 − γ3)/(γ2 + γ3). c) В случае, если ось z ∥ [110], ось
x ∥ [001], согласно [160], имеем

P = γ1(k
2
z + k2),
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Q = −3γ3 + γ2
2

k2z + γ2k
2
x +

3γ3 − γ2
2

k2y)

R = −
√
3

(
γ3 − γ2

2
k2z + γ2k

2
x −

γ3 + γ2
2

k2y + 2iγ3kxky

)
S = 2

√
3kz(γ3kx − iγ2ky) (4.48)

γ1, γ2, γ3, κ - параметры Латтинжера.
Слагаемое H(ε) описывает влияние деформации. Если оси x, y, z совпадают

с кристаллографическими осями, то

H(ε) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ q h j 0

h∗ p− q 0 j

j∗ 0 p− q −h
0 j∗ −h∗ p+ q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.49)

p = a(εxx + εyy + εzz), q =
b

2
(εxx + εyy − 2”εzz)

h = −(iεxz + εyz), j = −
√
3

2
b(εxx − εyy)− idεxy

a, b, d - константы деформационного потенциала [144]. В сферическом прибли-
жении d =

√
3b; при этом вид H(ε) не зависит от ориентации осей. Далее H(ε)

будет рассматриваться только в сферическом приближении. Зависимость де-
формации от приложенного напряжения учитываем точно. Растяжение и сжа-
тие происходит вдоль кристаллографической оси [001] (ось x). Как для оси
z ∥ [110], так и для оси z ∥ [100] тензор деформации имеет три неисчезающие
компоненты εxx, εyy, εzz,

εyy = εzz = −tεxx, t =
C ′

12

C ′
12

где C ′
ij - упругие константы (для Si C ′

11 = 11169 GPa, C ′
12 = 65 GPa [152]). Тогда

h = 0, j = −
√
3
2 bεxx(1 + t).

Эффективный гамильтониан квазидвумерных дырок для поверхности (001)
в магнитном поле, но без деформации был получен по теории возмущений в
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разделе 4.2 ([14]). В качестве нулевого приближения использовался гамильто-
ниан H0(kz) + V (z), дающий набор двукратно вырожденных уровней Em и En

для легких и тяжелых дырок соответственно. Движение в плоскости с энер-
гиями, близкими к каждому из этих уровней, описывается эффективным 2D-
гамильтонианом Hn(m)(k̂x, k̂y,H). Аналогичным образом получаем по теории
возмущений гамильтониан для основного состояния тяжелых дырок при де-
формации

H0h = E0h(ε) +
~2

2m0h
k̂2 +

3

2
g0hHzσz+

+β0h

[(
~2

2m0
R̂ + j

)
Ŝσ+ −

(
~2

2m0
R̂∗ + j

)
Ŝ∗σ−

]
(4.50)

σx, σy, σz - матрицы Паули, σ± = (σx ± iσy)/2.

E0h(ε) = E0h + p+ q,
1

m0h
=

1

m0
(γ1 + γ2 + α0h)

g0h = g0κ+
2

3
α0h, α0h =

~2

2m0

∑
m

3γ23
|< 0h | kz | m >|2

E0h − Em

β0h =
~2

2m0

∑
m

< 0h | m >< m | kz | 0h >
E0h − Em

(4.51)

Для треугольной ямы при V (z) = 2πnsez/ϵ0 (ns – двумерная плотность, ϵ0 –
диэлектрическая проницаемость) получено:
α0h = −0.575(γ1−2γ2), β′ = i

√
3γ3β0h = (γ1−2γ2)

4/3(n0/ns)
1/3∗0.644∗10−5(cm)

(n0 = 1012cm−2).
Рассмотрим вид уровней энергии в различных случаях.

(а) Без учета гофрировки, делая унитарное преобразование H0h = U+
0hU , где

U = 1
2(1 + iσz), приводим 2D-гамильтониан к виду

H0h = E0h(ε) +
~2

2m0h
k̂2 +

3

2
g0hHzσz+

+β′j[σ × k̂]n + β′′[σ × κ̂]n (4.52)

где κ̂ =
(
k̂x(k̂

2
x − 3k̂2y),−k̂y(k̂2y − 3k̂2x), 0

)
, β′′ = ~2

2m0h

√
3γ2β

′.
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Получается линейный член такого же вида, как и у Бычкова-Рашбы [140]. В
отсутствие магнитного поля гамильтониан (4.50) дает уровни энергии

E0h =
~2

2m0h
k2 ± kβ′

√
β′′2k4 + j2 + 2β′′jk2 cos 2φ (4.53)

(b) Для поверхности (100) уровни энергии имеют вид

E0h =
~2

2m0h
k2 ± kβ′

√
β′′2k4(1 + δ2 + 2δ cos 4φ) + j2 + 2β′′j(1 + δ)k2 cos 2φ

(4.54)

(c) Для поверхности (110) гамильтониан H0(k) (4.45,4.48) приводится вначале
к виду, диагональному при k = 0, при этом члены, зависящие только от kz,
включаются в нулевое приближение и учитываются точно.

Частично диагонализованный таким образом гамильтониан H ′
0(k) имеет вид,

аналогичный (4.45), с элементами P ′, Q′, S ′, R′.

P ′ = P ;S ′ = S

Q′ = −
√
3γ23 + γ22k

2
z +

(
γ2(3γ3 + γ2)

2
√

3γ23 + γ22
− 3γ2(γ3 − γ2)

2
√

3γ23 + γ22

)
k2x+

+

(
(3γ3 − γ2)(3γ3 + γ2)

4
√
3γ23 + γ22

+
3(γ3 + γ2)(γ3 − γ2)

4
√
3γ23 − γ22

)
k2y

R′ = −
√
3

(
γ2(3γ3 + γ2)

4
√
3γ23 + γ22

k2x −
(γ3 + γ2)(3γ3 + γ2)

4
√

3γ23 + γ22
k2y + 2iγ3kxky

)
(4.55)

Затем определяется эффективный гамильтониан вида (4.50), дающий следую-
щие уровни энергии для основного состояния тяжелых дырок:

E0h =
~2

2

(
k2x
m0x

+
k2y
m0y

)
± | β0h |2

√
| S |2 (R′ + j)(R′∗ + j) (4.56)

Анизотропию в квадратичном по k члене удобно перевести во второе слагаемое
с помощью масштабного преобразования

kx = k′x

(
m0x

m0y

)1/4

, ky = k′y

(
m0y

m0x

)1/4

(4.57)
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Для расчетов с использованием треугольного потенциала (n0 = 1012cm−2)
m0x/m0y ≈ 2. После этого анизотропия в членах R′ значительно уменьшится, и
ее можно в дальнейшем не учитывать. Анизотропия же в членах S, наоборот,
возрастет.

E0h =
~2k′2

2
√
m0xm0y

±kβ′
√
(cos2 φ+ δ̃ sin2 2φ)(β′′2k′4 + j2 + 2β′′jk′2 cos 2φ) (4.58)

В магнитном поле уровни Ландау находятся аналитически для изотропного
двумерного гамильтониана в случае или только линейного [140], или только ку-
бического [14] члена, дающего спиновое расщепление. Волновые функции име-
ют вид χN (для линейного расщепления) или ϕN (для кубического расщепле-
ния), где

χN = (AuN−1, BuN); ϕN = (CuN−3, DuN) (4.59)

(uN - функции гармонического осциллятора). Полагая в полученном гамиль-
тониане (4.50) член, зависящий от деформации, малым по сравнению с куби-
ческим, для трех рассматриваемых случаев проанализируем его влияние на
уровни Ландау.
(а) Гамильтониан (4.52) при j = 0 имеет аналитическое решение, и волновые
функции имеют вид ϕN . Добавление члена β′j[σ×k̂]n не дает поправки первого
порядка к уровням энергии в магнитном поле.
(b) Для поверхности (100) учет гофрировки приводит к смешиванию состояний
ϕN и ϕN±4, что опять не дает линейных по j поправок к уровням Ландау. Оче-
видно, для этих случаев не будет и сдвига положения биений, зависящего от
знака деформации.
(с) Анизотропия поверхности (110) "зацепляет"состояния ϕN , ϕN−2, что приво-
дит к членам вида χN в волновой функции при j = 0. Следовательно, возникает
линейная по j поправка ∆EN

j к уровням Ландау

∆EN
j ∼ (1− δ̃)β′ja−1

H (N)1/2 (4.60)

приводящая к пропорциональному деформации сдвигу положения узла биений
в осцилляциях Шубникова-де Гааза.
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Результаты, полученные для поверхности (110), качественно согласуются с
экспериментальными данными [150] и результатами численных расчетов [152].
Кроме того, проведенное выше рассмотрение позволяет сделать новый вывод
о том, что линейно зависящий от деформации сдвиг положения биений суще-
ствует только учете анизотропии и только при вследствие более низкой сим-
метрии поверхности (110). Аналитическое рассмотрение позволяет также объ-
яснить чувствительность результатов численного счета к выбору параметров
Латтинжера: эффект линейной зависимости положения биений от деформации
существует в меру анизотропии (19). При учете анизотропии возникает и линей-
ный по k член, однако величина его значительно меньше, чем у возникающего
за счет приложенных внешних напряжений, и поэтому он не играет существен-
ной роли при объяснении экспериментов[150].

4.6. Выводы к главе 4 .
1. Исследовались особенности электронного спектра в двумерных дырочных

каналах в Si и GaAs в перпендикулярном магнитном поле. В узкой квантовой
яме при учете спин-орбитального взаимодействия и непараболичности полу-
чены спектры уровней Ландау дырок, в квазиклассическом случае получены
выражения для циклотронных энергий и циклотронных масс.

2. Для двумерных дырочных каналов в GaAs в сильном наклонном магнит-
ном поле вычислены значения эффективных масс дырок на различных уровнях
Ландау для квантования движения электронов вдоль направления магнитного
поля.

3. Изучалось влияние одноосной деформации вдоль слоя двумерных дырок
в Si на положение уровней Ландау; показано, что линейная по деформации по-
правка к энергии уровней Ландау возникает только для двумерного канала на
поверхности (110).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ.

Основные результаты и выводы.

1. Межподзонные коллективные возбуждения зарядовой и спиновой плот-
ности в квазидвумерной электронной системе в сильном магнитном поле име-
ют многомодовую структуру, число мод определяется фактором заполнения.
Как для межподзонных возбуждений без изменения уровня Ландау, так и для
переходов с повышением или понижением номера уровня Ландау новы моды
появляются вблизи целочисленных факторов заполнения. Наиболее значитель-
ный эффект,доступный для экспериментального наблюдения, существует для
переходов без изменения уровня Ландау.

2. Для системы электронов в квантовой яме с несколькими уровням размер-
ного квантования возможно существование межподзонных коллективных воз-
буждений спиновой и зарядовой плотности с различными значениями проекции
момента на нормаль к плоскости движения.

3. Энергия комбинированного спин-флип возбуждения в ультраквантовом
пределе при факторах заполнения ν от 0 до 1 зависит от электрон-электронных
корреляций. Корреляционные поправки доминируют при факторе заполнения
вблизи 0, тогда как при ν → 1 их влияние не так существенно.

4. На основании расчета энергии спиновых возбуждений примесных комплек-
сов, состоящих из двух электронов в квантовой яме и неподвижной заряженной
примеси, выполненного в пределе сильного магнитного поля, доказана интер-
фейсная природа заряженных примесей.

5. Для системы электронов в асимметричных двойных квантовых ямах со
слабой туннельной связью показано, что в области энергий, превышающих па-
раметр туннелирования, свойства плазменных возбуждений в системах с раз-
личной пространственной симметрией аналогичны, а в длинноволновом пределе
влияние асимметрии определяющее.

6. Энергия коллективных возбуждений зарядовой плотности (акустических
и оптических фононов) для системы электронов в двойных квантовых ямах
в параллельном магнитном поле зависит от взаимной ориентации магнитного
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поля и импульса возбуждения. Анизотропия определяется влиянием конечной
ширины квантовых ям.

7. Получена энергия коллективных возбуждений зарядовой и спиновой плот-
ности (магнитоплазмонов и магнитоэкситонов) в асимметричной двуслойной
электронной системе в сильном перпендикулярном магнитном поле. Показано,
что существует изспиновое синглетное возбуждение (для возбуждений зарядо-
вой плотности это оптический плазмон, для возбуждений спиновой плотности
- внутрислоевой магнитоэкситон), не зависящее от симметрии системы, и изо-
спиновый триплет, энергия которого определяется параметрами асимметрии и
туннелирования и разницей в энергиях внутрислоевого и межслоевого магни-
тоэкситонов.

8. Получено аналитическое выражение для величины энергетического рас-
щепления и соответствующего импульса в области антипересечения межпод-
зонных экситонов и оптических плазмонов в асимметричных слоях со слабым
туннелированием в зависимости от параметров двойной квантовой ямы.

9. Для электронов в чистом двуслойном графене в сильном магнитном по-
ле при определенных условиях происходит расщепление линии циклотронно-
го резонанса. Для разных долин энергии циклотронных переходов различны.
При учете Кулоновского взаимодействия, слабой асимметрии слоев графена и
электронно-дырочной асимметрии разница в энергиях обусловлена в меньших
полях электронно-дырочной асимметрией, а в больших полях полях определя-
ется электрон-электронным взаимодействием.

10. Для узкой квантовой ямы (двумерные дырочные каналы в Si и GaAs)
в перпендикулярном магнитном поле при учете спин-орбитального взаимодей-
ствия и параболичности получены спектры уровней Ландау дырок, выражаю-
щиеся в аналитическом виде. В квазиклассическом случае получены выражения
для циклотронных энергий и циклотронных масс.

11. В сильном наклонном магнитном поле (циклотронная энергия много боль-
ше энергии размерного квантования) размерное квантование определяется из-
менением ограничивающего потенциала вдоль направления магнитного поля
и эффективной массой для соответствующего уровня Ландау. Для двумерных
дырочных каналов в GaAs вычислены значения эффективных масс дырок на
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различных уровнях Ландау для квантования движения электронов вдоль на-
правления магнитного поля.

12. При одноосной деформации вдоль слоя двумерных дырок в Si линейная
по деформации поправка к энергии уровней Ландау возникает только двумер-
ного канала на поверхности (110) (необходима неэквивалентность оси сжатия-
растяжения и перпендикулярного ей направления в плоскости).
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