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dT

.
) �S( M -

;%;H?@/:FI1w>2QRFGJw{�?@<5?|{4<P>:{'3�? 9��+Jw<5?@{S>�3�>:��QRFI1:FGJ*>*>�< K ?%{4FG12QR<5/2.41!8 �5<5�512.7�G<P35.4JL�
Jw<5� >*?@? E2F K295FIQ#8�Q Qb.y{4FI1w>2.7E2<PQ ?�{4FG12QR<�< K ? � x

> Qb.4{4FG1*>*.yE*<=Q ?�>:�I34FG?@{SJ:<P�
{4FI1*QR<0< K ? � l

(&;u{S<S{N34{S<51w<5�)Qb.4{4FG1*>*.yE /*1w>*JL�*{4<NJ2.7� 8�35.y{5z <|E*FI;:{S1w<IK2<=Q ?G1*.S37�
JwFGJ*>L��(7��<PQb>*QR<j1*.y�IJw<5?|{S>'/w<S{SFGJwx*>2.7E2<53!3 <@{4<PQ�QRF@{4<IKMF�JwF@<S�I6=<GK >2QR<j>:��QRFI1P�w{Sz
{4F�Q�/:FI1*.4{y9:1L9 ) # - ;=<PJ:{y.4;w{7.N>w?@?|E*F K295F�QR<5�|<NQb.4{4FG1*>*.yEM. > <|E2FG;:{51:<IK . ?@1*.S3SJwF �
J*>L��( ;%;H?@/wFG1w>2QRFGJw{y.7EMzSJ2.7� ? 6=FIQb. K*E*� >:��QRFI1:FGJ*>:� {4FI1*QR<0< K ?N>*J:{SFG�@12.7EMzSJ!8�Q
QRFG{4<IK2<=Q /w<5;L.y��.4J2. J2.��R>*?S(��S( F:(h��1*.S;:{S>*TwFG?@;*>)35. � J)8jQ J:F KM<5?@{7.4{S;=<PQ <@{S<5�|<
QRFG{4<IK .��*34Ew�*F@{S? � {4< �rT:{4< <5�512.7�Ix!8 KM<4E � J)8 /*1*>w�|<5{4<534Ew�*{SzS? � 3�35>HKMF�<GK Jw<y�
1w<IKMJ!8 6)/*1:<P34<4E2<5; (r�NJw<5�@>wF�Qb.y{4FI1w>2.7EO8 ��;=<5{4<51!8�F�/*1wF KM?@{7.S3yE*�!>�{N>*J:{4FI1:FG?�?
{4<PTw;*>��I1wFGJ*>L�W>w?G? E*F|K2<P35.4J*>:��{4FG12QR<0<|E*FI;:{S1*>*T:FG?G;w>L6 ?@3S<5�*?|{S3 � /*1w>*�|<S{S<53S>w{Sz83

� �



������� P � ���
	������� � #������" � � �#��������������� � � � $ ��! ���"��# �'$ ���"���� % � � �

{y.4;=<=Q 3S>LK2F <5TwFGJ*z�{S1:9IK Jw<�>LEM>+JwFG3S<4��QR< � Jw<*(4��<�<@{4<=Qr9 <@{4<S{�Q�F@{4<IK�>:��QRFG1wFGJ*>L�
{4FI1*QR<0< K ?	>w?G/:<SE2z4�@95F@{5? �N?|FG�*T2.4?�<5TwFGJwz�1wF K ;=<*(

� ����� ����� ��������� ����� �	� �����
 �
	�� � ��� ����� � � ��� �� 
 �

C <S{IEM>wT*>:F�<5{8>wJw{4FG�@12.7EMzSJw<5�@<�QRF@{4<IK . � K >wO�O�FI1:FGJ*x*>*.yE2z5J)8�� QRFG{4<IK /w1wF K J*.7�
�IJ2.�T:FIJ�K2E*�	>:��QRFG1wFGJ*>L�	{4FG12QR<0< K ?B?b>*?@/w<4EMzy�G<P35.SJw>wFIQN;=<P1:<5{S;*>H6'<S�P1*.y�Ix:<P3�/*1:<4�
>:�I34<SE2z5J:<P��O�<P1*Q#8 �53S;:E7>!T2.7��{4<PJw;*>:F�/:E*FGJ*;*>q(L��<�<@{S<PQr90/w<IK .S3yE*�!>��+F@F�T*>w? E2<
>:��QRFG1wFGJ*>w� {SFG1*Q�<�< KM?�3�8�/w<4EMJ:�wF@{S? �N?�>*?@/w<4EMzy�G<P35.4J*>wFIQ-<@{S<5�|<�QRF@{S<GK .:(M�B6=FIQb.
K >wO�O�FG1:FIJwx*>*.yE2z5J:<P�|<DQRF@{4<IK . >L�7QRFG1wFGJw>:� {4FI1*QR<0< K ?W/w<5;L.7�7.4J2. J*. �R>*?S(��5( A (
�!��QRFI1P�wFIQb.y��12.7�IJw<5?@{Sz�/:<5{4FGJ*xw>2.7E2<53-1*.S3SJ2. �

∆U = −
T2
∫

T1

(Sx − Sl) · dT .
) �5( = -

��1*> 9P? E2<535>w>��2Tw{4<
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= −1
2 [(Sx − Scnst)∆T+ + U0] −
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2 [(Sx − Scnst) ∆T− + U0] = − (Sx − Scnst)

∆T++∆T−
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Scrm(B, T ) = Scrm(0, T )+∆S(B, T ).
��<5/*1*.S3S;L.

∆S(B, T )
QR< � F@{��08�{Sz 3�8%�

12. � FIJ*. <�Q�/w>*1*>wTwFG?@;=<P�NO�<P1*QR9�E2<5��?�{S<5T*J:<P?|{Sz�>�/w<51P�:KM;L.�}w( �
µ 
 
 B �

∆S(B, T ) = aT exp(bT 2) + cT 2 exp(dT ) ,
) �S( � � -

� K2F

a =
2.1 10−2B

−51.4 + 49.1 exp(−2.91 10−2B)

b = −2.2 10−4 − 1.02 10−5 exp(0.187B)

c = −4.18 10−5B

d = −7.47 10−5B2 + 2.33 10−3B − 4.38 10−2 .
) �5( � 9 -
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∆Scrm = Scrm(T,B)− Scrm(T, 0)
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f(T,B)
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� (B��?@Jw<53SJw<5��J*.S�@1:FI35.y{SF|E2z�>N/*1*>:�5<51!8 ;=<5Jw{S1w<4E*��{4FIQ�/wFG12.y{y9:1!8�(
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�*(BC .S;L9H9wQ�J2.7��?G>w?|{SFIQb.:(
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;L.5QRFG1!8 �%;=<5{4<512.7� QR< � F@{ <5{S;L.�Tw>*35.4{SzS? � ?)/:<=QR< �0z�> {y9:1w�S<PQ�<4E2FG;L97E*�*1*J:<P�|<
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vacuum pump

flange

gradient heater

heat sink

press fit screwing

gate valve

connector

needle valve

Helium gas

sample holder

main heater

sample room
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ρm - >
{4FI1*QR<0< K ? )

Sm - ?@>w?@{4FIQ 8��
� ��� � ������� ���� ����� ���0QR< � J:<'3�8�Tw>*? EM>:{5z ) /*1*>�J:FI;=<y�
{4<P1)8%6�/w1wF K /:<SE*< � FGJ*>:�L6 - ?@34<P�w?|{535.�<S�P1*.y�Ix2. �

ρ =
ρmρc

ρc + Ac

A (ρc − ρm)

S = Sm + (Sm − Sc)
ρAc

ρcA
,

) � ( = -
�|KMFG?@z

ρc
�
Sc

>
Ac
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�@1wF ?0J:<P?|{Sz�> ±10%
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v(k) → v(ε)

��� K2F
l(ε)

>
v(ε)

D 9P?@1wF K J:FGJ*J!8�F-/w<
/w<53SFG156wJ:<P?|{S>`/:<P?|{4<��*J*J:<P� <IJ:FG1*�@>*> K2E2>*J*.)?@34<5�S<IK J:<P�|<W/w1w<S�5FG� . >`?@;=<51w<5?@{Sz �

P � �



/w<4E*9:Tw>2Q K2Ew�
ω
�

ω(ε, T ) =
e2

12π3~
l(ε, T )A(ε),

) 9 ( �5� -
�|KMFG?@z

A(ε)
FG?|{5zW/LE2< ��.�K z�/*1w<SFG;*xw>*> /w<53SFG156wJw<5?|{S> /w<5?@{4<��*J*J:<P�-<GJwFG1w�G>w> J2.

/:E*<P?@;=<5?@{Sz �e/:FI1w/wFGJLKM>*;L97E*�*1*JL9 > 34FG;w{4<P1L9�{4<5;L.w(���.S? >wJw{4FG1wFG? 9PF@{�� � E .�K ;=<5?@{Sz��
O�9:Jw;*x*>w>

ω(ε)
3�<5;*1wFG?|{SJw<5?|{5>C<GJwFG1w�G>w>-� FG12Q�>

ε = εF±kBT
(HC /w1w<5?|{08 6~QRF �

{y.7E*EM.76�<|E2FG;w{S1:<PJwJ2.7� ?|{S1:9:;:{49:1*.�3N/wFG1w3S<PQ /*1*>:�SE2> � FGJ*>w> <P/w>*? 8�3P.yF@{5? � Q�<y�
KMF|EMz�> /w<5Tw{S> ?@34<5�S<IKMJ!8 6H<|E2FG;w{S1w<5Jw<53 ) �	� ; - � >N{y.4;*>wF+/*.S1*.5QRF@{S1!8 ;L.4;

l(ε)
�

v(ε)
>
A(ε)

QR<PJ:<5{4<5J*Jw< ��.S3S>*? �*{�<5{ <GJ:FI1w�@>*>�/*1w>->L�7QRFGJwFGJw>*>�F@F�J2.'34F|EM>*Tw>*J)8
/w<51P�:KM;L.

εF ≈ 5 �
 (RC <@{4<=Q ? Ew9:T2.yF /*1w>w�4EM> � FGJw>wF8?@>:E2z5J:< 308�1w< � KMFGJ*J:<P�|<
<|E2FG;w{S1w<5J*J:<P�|<-� .7��.��*3yE*�wFG{S? �N<P/w12.43yK .SJwJ!8�Q ) Q 8 QR< � F�Q K . � F+/*1w>*JL�*{Sz <@{4<
;L.S;0<P/w1wF KMF|E2FGJw>wF�/w<5J:�w{S>:��/*1w<5?|{4<P�|<'QRF@{y.7E*EM. - (=��KMJ2.4;=<�/:<IK .43yE*�!>��+F@F�T*>w? E2<
;L.S; <|E2FIQRFIJ:{y.41*J)8%6 QRF@{y.7E*E*<P3 � {y.4; >��h38<P?|<S�5FGJwJw<5?@{S> �h>wJw{4FG12QRF@{y.7E*E2>*TwFG?@;*>H6
?|<5F K >wJwFGJ*>w� J:F /*1w>*J2.�K2E*F � >w{`; /w1w<5?|{08�Q���3 /w1*>*34F KMFGJ*J:<=Q 3�8 ?+FW?GQ 8�?|E*F �
QRFG{7.yEwE .SQ�( C T2.4?|{SJw<5?@{S> ��3)/wFG1wF 6P<IK J)8%6 QRF@{y.7E*EM.76`T*.S?|{S>*TwJw< ��.4/w<4EMJwFGJwJ!8�F

+ D <5�S<4E2<5T*;*> <|E2FIQRFGJw{4<P3�{51*.SJw?@O�<512Q�>*1L9 >�{5? � 3�9H�I;w>wF��G<5J!8 �r/wFG1wFG?|FG;L.�>��+>wF
9:1w<53SFGJwz	�'FI1*Q�>�> K .�>��+>wF�3S;:EM.7K�3�� FG12Q�>�/:<P34FG156wJw<5?@{Szw(�"�.S1*.S;:{SFG1wJ!8���Qb.S? �
?+{7.4�~J:FI1:FG�|9�E*�*1*Jw<5?|{4FI�N3�/LE2<S{5J:<P?|{S> <|E2FG;:{51:<PJwJ!8 6�?|<P?|{4<��*J*>*�N34�SE2>:�I>N<5{

εF?|<P?|{y.43yE*�wFG{	}w( � �
 >�QRFIJ:F@FP(P�R>*?S( 9 ( � 9 > 9 ( �|��K2FIQ�<5J*?|{S1*>w1:9 >�{ /w1*>2QRFG1!8`{y.4;=<4�
�|<j1:<IK . �G1:F|�G9�EMz�{7.4{�8 1*.S?@TwF@{7. <|E2FG;:{51:<PJwJw<5�'?|{51L9:;w{y9:1!8 >wJw{4FG12QRF@{y.7E*E2>*TwFG?@;*>H6
?|<5F K >wJwFGJ*>w� � ��� 2 >�� � ���

2
�2<�;=<S{4<P1)8%6�Q 8 �S9IKMFIQ �|<P34<P1w>w{Sz�/w<IKM1w<S�PJ:<~J*> � F5(

C {y.4;=<5�)?@>:{49=.4x*>*>W/w1*>:�SE2> � FGJ*>wF�?G>LEMzSJw<5�|< 3�8�1:< � KMFGJw>:���q{7( F5( >w?G/:<SE2z4�G<53P.��
J*>:F0O�<P1*Qr97E 9 ( M�> 9 (,��3PQRFG?|{S<~�S<SE*FGF'<S� �0>H6�308�12. � FGJ*>*� 9 ( F�> 9 ( A JwF0QR< � F@{
�"8�{Szj<5/*12.437K .4Jw<*(y
�<5JwFGT*J:<j/w1*>*Q�FGJ:FIJw>wF�<@{5>H6��5<4E2F@Fb<5� �+>L6�308�12. � FGJ*>*�'/w12.4;L�
{S>*TwFG?@;*> ? E2< � Jw<*( �	Ew� <@{4<P�|< J:F@<5�I6P<IKM>2QR<-9wQRF@{Sz 308�T*>w? E*�w{5z �q>LEM>W/w<4E*9:T*.4{Sz
;L.S;w>2Q#� {4<�>*J!8�Q <5�512.7�G<=Q O�9:J*;*xw>!>

ω(ε)
�h/:<�;w12.4�*J:FI� QRFI1:F~3N<5;*1:FG?@{SJ:<P?|{S>

<GJwFG1*�@>*>N� FG12Q�> ( C J2.4?|{4<�� � F@F�351:F�Qr��JwF�1wF ? FIJ*.'K . � F���.�K .�T*.01*.S?@TwF@{7. <@{4<P�
O�9:Jw;*x*>w> J2.-/:<P34FG156wJw<5?|{5> � FG12Q�>

ω(εF)
( �!<0<@{4<=Qr9�O	.4;w{S>wTwFG?@;*> F K >wJ*?|{S3SFGJL�

J!8�Q /*12.4;w{S>wTwFG?@;*>2Q /:9L{4FIQ <P/w1wF KMF|E*FIJw>:���56=<S{I�-�"8 J*.+;L.�T:FG?@{S34FGJ*Jw<PQ 9:1w<53SJwF �
35>HK .0��.435>w?G>*QR<P?|{S>

ω(ε)
�:�*3yE*�wFG{S? �N/*1w>*3yE2FGTwFGJ*>:F'O�>L�I>*TwFG?@;*>H6�.41*� 9wQRFGJw{4<P3w(

P � �



������� � � P ��� � ��#�# � $ � ��"
	�����	'"�� � ('�
����#�� � �� % �
�����"���#�#�� � � � � ��� $ # ���
N(E)

� �� � � #��# ��$
� ���

2
� � ��� �

������� � � P 
 � � ��#�# � $ � ��"
	�����	'"�� � ('�
����#�� � �� % �
�����"���#�#�� � � � � ��� $ # ���
N(E)

� �� � � #��# ��$
� 	 ���

2
� � � � �

�!FI1w308�Q ?0.S�|<PQ J2.N/:9L{S> 9:/w1w< �+FGJ*>L� /w1w<S�SE*FIQ#8 �*34Ew�*F@{S? �)34<S��QR< � J:<P?|{Sz
/*1:F|KM?|{y.435>:{5z

ω(ε, T )
3�35>HKMF�/*1w<5>:�I34F KMFGJ*>L� �

ω(ε, T ) = Λ(T ) · φ(ε)
) 9 ( � � -

C K .yE2z5J:FI�)?+FIQ&Q 8 �S9IKMFIQ&J*.y� 8�3P.y{Sz O�9:Jw;*xw>!>
φ(ε)

� 
�� � � ����� � ����� 
 � ������!

��� 	 ��� � ��� �r/:<P?@;=<4EMzS;:9 <PJ*.�<5/*1wF K2F@Ew�*F@{��7.43S>*?@>2QR<5?@{Sz�/w<IKM35> � Jw<5?|{5> <|E2FG;w{7�

P � �



1w<5Jw<53 /*1w<534<IK >*Q�<5?|{S> <S{ >L6 <GJ:FI1w�@>*> (-� 8 {7.S; � F /w1*>*Q�FIQ J:<P1*Q�>*1w<53S;:9 �

φ(εF) = 1
� � ;=<PJw?|{y.4Jw{y9 J:<P1*Qb>w1w<535;w> 35;LEO>!T*>*Q 3

Λ
( C�<4�7QR< � Jw<5?@{Sz {7.7�

;=<P��O�.S;:{S<51*>L��.Sxw>*> ) /w<+;*1*.S�wJwFG�~Q�FG1:F�/*1w>-3�8�?@<5;*>H6�{4FIQ�/wFG12.y{y9:12.�6 - ? E2F K295F@{
>:��?|{51L9:;w{y9:1!8 308�12. � FIJw>:� K2E*�

ω(ε, T ) = e2

12π3~
l(ε, T )A(ε)

(��q.5QRF@{S>2Q��BT:{4<

l(ε, T ) = τ(ε, T )v(ε)
� � K2F

τ
3S1wFIQr� 1wF|E .4;H?G.Sxw>*>q( � .yE*FGF �q3S1wFIQr�)1wF|EM.S;H?G.4x*>*>

QR< � Jw<~/w1wF K ?|{y.43S>w{Sz�3�35>HKMF �
1

τ(ε, T )
∝ P k′k ·N(ε),

) 9 ( � 9 -
�|KMFG?@z

P k′k
D 9=?@1wF KMJwFGJ*J*.y� /:<N>:�G<�<IJ:FG1*�|F@{5>wTwFG?@;=<P� /:<P34FG156wJw<5?@{S> 34FI1:<��w{5J:<P?|{Sz

12.4?@?@F|�*J*>L� �#.
N(ε)

D /:E*<5{SJw<5?|{Sz <|E2FG;:{51:<PJwJ!8 6`?|<P?|{4<��*J*>*�q(b��1w> 1*.S?@?|F|�2Jw>*>
J2.	O�<PJ:<PJ*.76�/*1*>�3�8�?|<5;*>H6�{4FIQ�/wFG12.y{y9:12.�6 ) 3�8 ? Fj{4FIQ�/wFG12.y{y9:1!8 �'F@�=.7� - 3SFG1w<y�
�*{SJ:<P?|{Sz�12.4?G?|F|�*J*>:�NQ�< � Jw<�/w1wF K ?|{y.43S>w{Sz-3�35>HKMF � ML� � �

P k′k =

(

∣

∣

∣

∣

∫

ψ∗
k′∇V ψkdr

∣

∣

∣

∣

2
)

X
2
,

) 9 ( �|� -
� K2F

ψ∗
k′

>
ψk

3S<4EMJ:<P3�8�F�O�9:J*;wx*>w>-J*.�T2.7EMzSJw<5�|< >~;=<5JwFGTwJw<5�@<	?@<5?|{4<��2Jw>*�C<|E2FG;w{7�
1w<5J2. /*1:<P34<IKM>2QR<P?|{S>��

V
��>w<5J*J)8�� /w<S{SFGJwx*>2.7E �

X
2 D ?@1wF K J:FI;w3P.�K 1*.4{S>wT*J2.7�

.5Q�/LEM>w{y9�K . 1wF ? FG{4<5T*J)8%6 ;=<SE*F@�=.4J*>w� (���1*>W12.4?@?|F@�*J*>w>�J*. Qb.S�@J*>:{SJ!8 6 O�Ew9:;L�
{y9H.4x*>L�:6�? E2F K295F@{+>*?@/w<4EMzy�G<P35.4{Sz <IO�O�FG;w{S>w35J)8��81*.S?@?|FG>*35.�>��+>*�-/w<S{SFGJwx*>2.7EN>
?@1wF K J:FI;w3P.�K 1*.4{S>wT*J:9 >�.5Q�/:E2>w{y9�K*9NO�Ew9:;w{y9H.4x*>w��E*<P;L.7EMzSJw<5�NJ2.SQB.4�@J*>wTwFGJ*J:<P? �
{S>��M?|<5<S{S3SF@{S?|{534FGJ*J:<2( �?@Jw< �*T:{S<

X
2 ��.S3S>*?@>:{�<5{�{4FIQ�/wFG12.y{y9:1!8 �e.�3�8�1*. � FGJ*>:F

3'?@;=<5�5;L.76 D <S{ <GJwFG1*�@>w>�12.4?G?|FG>*35. >��+FG�|<P? � <|E*FI;:{S1w<5J2.:(=�R.4;*>2Q <5�512.7�G<=Q)3'308 �
12. � FIJw>*> 9 ( � � �

Λ(T ) =
e2

12π3~

1

X
2 ,

) 9 ( � M -

φ(ε) ∝ A(ε) · v(ε)
N(ε)

(

∣

∣

∫

ψ∗
k′∇V ψkdr

∣

∣

2
) .

) 9 ( � = -
��?@/w<4EMzy�@95�N3�8�12. � FGJw>wF 9 ( � � K*E*�

ω (ε, T )
�*/:<SEw9:T2.yFIQ >:� 9 ( F�> 9 ( A �

σ(T ) = Λ (T )

∞
∫

0

φ(ε)

(

−∂f
0

∂ε

)

dε
) 9 ( ��� -

P P	�



S(T ) = − 1

|e|T

∞
∫

0

φ(ε)
(

−∂f0

∂ε

)

(ε− µ)dε

∞
∫

0

φ(ε)
(

−∂f0

∂ε

)

dε

.
) 9 ( � F -

�uE*F K29��+>*� ?0.S��/w<�/:9L{S> 9:/*1:<	� FGJ*>:�-��.7K .�T*>�<5?@Jw<53P.4J�J*.�>*?@/:<SE2z4�G<53P.4J*>w> >:�|�
3SFG?|{SJw<5�WQR<IKMF|E2> � � + 12.4?G?|F|�*J*>:���2/*1:F K2E2< � FGJwJw<5�W3 9 }7� F+�@<GK�8&/*1w<0?'E2<5�@<-?|{4<4�
E2F@{S>:�N�8<S{4{S<PQ � �S� = ���S��� � (H��K2F|�8�8<5{4{7.'��.4;:EO>!T*.4F@{S? �-3	{4<PQ �HT:{S<03 QRF@{y.7E*E .�6 �
<5�512.7�G<P35.4J*J!8 6->:��/:FG1wF 6=<GK J!8 6 <|E2FIQRFGJw{4<530?!J:F@��.4/w<4EMJ:FIJwJ!8�Q�> + D <S�5<4E2<5T*;L.��
Q�>��e;=<4E*E*FG;w{S>*3S>:�I>*1:<P35.4J*J!8�F <|E*FI;:{S1w<5J*J!8�F0?@<5?|{4<��2Jw>:�WQ�< � Jw<�12.7�@K2F|EM>w{Sz-J2.
K 34F'�@1:9:/w/!8 �

�S(B� <5J!8 <|E2FG;:{51:<PJwJ!8 6�?|<P?|{4<��*J*>w���|FGJwF@{S>*T:FG?G;w>8?@34�:��.SJwJ!8�F�?�.4{4<PQbJ)8jQ�> � �
� ?|<P?|{4<��*J*>:�2Q�> (���J*> <S�P1*.y�@9 >�{ ?+>*1w<5;*>:F��G<PJ)8 ��3 ;=<5{4<51!8 6 <|E2FG;w{S1:<4�
J!8 >2QRF >�{�3�8�?@<5;:9 > /:<IK 3S> � Jw<5?@{Sz�>)K . >�{��S<4EMz�?+<5� 3S;:EM.7K 3�/:FI1:FGJw<5?
��.S1P�LK .0>H<GJ:FI1w�@>*> (

� (B� <5J!8 ��/w1w<5>*? 6P<IK*� �+>wF)>:� + D ?|<P?|{4<��*J*>w� (���J*> 6H.412.4;w{4FG1*>:�@9 >�{S? � QB.��
E2<5� ?+>*1*>wJw<5� ) Tw{4<!?|<S<5{S34F@{5?|{S3y9PF@{!?@>:E2z5J:<P��E*<P;L.7EM>L��.Sxw>*> <|E2FG;w{S1:<PJ:<P3�J2.
>w<5J2.�6 - >'Qb.yE*<P��/w<IKM35> � Jw<5?|{5z�> <|E*FI;:{S1w<5Jw<53*(������5{�	�
@{�|{�	�
������ � <���
��w{������
�!8�	�<@{��� �������� �!��>#"$��"�����%��"�
��'&����)(*�+�78-,.	����'���/	$0�
���
�����21����43��!�
� <���
��65%�6�87

9 <%"��4, (:����
��'� <���
���"����4�)8 	 + D 1��4��
;��
<�=� >#">0��43'(:�5%�?	�@�!���=�?	(<%�6
��@�
"�����6�!8A, "������6�%0����" �B���!�6���C�D�����%�%
�36�6��
 <���
���"�������	E	 � D 1��4�6��� 06����6�F�C�+�
�!��" 0���
���(HG��2
��%"�	�
��6��� 	 + D �����"���3�����3��$0�����C���'&���G 0����'����3 	�
�����3�"���4��"�&
�����%�%
�36�6�@3 ) 1

τ

����(�7JIK�4�6(:G��6G 9 7ML 9 - 06���40��4��N6���4�6�+��&�6�O0@����"�����%"��P�C���
�Q��!8��
���4��"���36�6�6, �R�

Nd � Ns
7S9 �����"�	�
%"���"	��6�T��<%"��4,T(:���'
��'&�> ( 8 0�
���
�0��!?2
�(

IU���(HG���G 9 7VL = 	W	���'
 �

φ(ε) ∝ As(ε) · vs(ε)

Nd(ε)
(

∣

∣

∫

ψ∗
k′∇V ψkdr

∣

∣

2
) .

) 9 7VL A -
;�"��K	�8-�6� � 
��6��
X�=�+
%"�	���1�(:� � �����"�&���	+3�1��+"�&������4(S���'���2	#"�
�(R0�
��6��"+G��6�)8Y�Z1����
	���%��(:�4��"�3��["������6�%0��4��"�)8Y�W�%	��,6��"�	U���U��"�@G���"+G����, <���
���"����4�����5%�\�%0�
���"����K	

P P P



�4����
���"�����%"����2
���(R� 0��	�
�������4��"�� 7�� ���
�Q���� �6	W��
����'&�����%"�� � � + ����%"���36�6�@3
0�
���
�(:
 ? ��	4� >#"�� 3�� �������1�G�3 5%���4���@�!�@1��6���	��������
 1��4�	� � ���!�6���C� �40	�A" ���4�@���
1��+� �@Q�"��W(:���'
���&�
 ��"�"+�B3�	+�63�
%"� 3 	�� (R���5���� � �6G�Q���3@� ��
�0��6������( ��"+����"��	��-(
06���	���'��[
��6��
�( 06�6� �������'��1�
\��	��,6��"�	W���6�� �	�Y� (:
%"+���6�6�4	�7
9;0��6�6��N6��0�
Z	���1�(:��W��� �'	4�[0������C���=� � �6��"�
��60���
%"+��N6���������%0�
�����(:
���"+���'&��

����� �=���6�	�Y�.� "�
�(R0�
����+"+G��6����� 1���	��6�%��(:���"�3@� "�
���(:��� �!�W� ���40�����"��	��6
��6��3��
�4�%���4	��������
B��� �@1%����[
��6�	�Y� 	����[
Z�@�'
�3@�87
9X�+� 0�
���	������=(R�� ��� ����0�����&�1��	4�+"�& 1������6�@3 �$��"���G���"+G���
W0@����"���4��"����%�6
��@�

"�����6����� ���4��"���36�6��, (*�+"�
��������!����Q�"������ �%�C�4����"�@G��6���4	��"�&T���6�+����"��6Q�
����@G��
(:���'
��'& I G��6��N6�6�

φ(ε)
	 ��6��
���"������"�������
���5������2
���(R� 7��J"+� (:���'
��'& (:��[
%"

	�@����Q6��"�& ��
��C��"��4���
 Q6��� ��� 0����!5�����Q6�	�Y�;0�������(:
%"���4	�7 �8�+"�
�(��R����0�����&�1%G�3
�%"�G �������'��"��Q�
��%��G�� (:���'
��'&	� (:�� ��� 	��AQ6��� �'��"�& 1���	���%��(:�4��"��/��")"�
�(R0�
��6���
"+G���� 06���4	����!�6(:�4��"��"!�7$# � "�
���(:��� �!�%!�7$&/���J	����&����G�3 0����!5��4���4Q�����
 06���6���
(:
�"��	�

φ(ε)
�*�������"�&�� 3 ��������G�Q��2
�5%�<0��6�	���'�'[
�����3?�(�����%0�
�����(:
���"+���'&����-(

1���	��6�%��(:���"�3�(A7X9 1���������Q�
��6��
)�@G) ��� ���6��	��6��"�& (:���'
���& �6�63
φ(ε)

� 0����6GC�
Q6��	��[��(R�6� 3 0�������(:
�"��6�(R�?� IKG��6��N6��
�,

Nd(ε)
7 *R� �'� �����"�	�
%"���"�	��
 (R
+ �6G

φ(ε)
�

[Nd (ε)]−1 ����1�G�(R���,�X"��O(:����
��'& (:�� ��� �%Q6��"+�+"&O	�0����'��
 G4��0�
-� ���4,87
��"���"[0������C��� (.� ����0�����&�1��	4���'� �6�63 ����"�
��606��
%"+��N6�6� 	��A���4�C��"�
�(*0�
����+"�G��������
/
T & 300 021 "�
��6(R��� �'�Z� ���40�����"��	��6
��6��3�3 465 2 ���
 �'�6��
����6,�798�L��:!<;�= 7
9X"�����,T0����6�4���T1������,��Q��+
%"� 3T	 0���%"����
��6���;�6�+1%���� 
�����3 ����3;I G��6��N6�6�

φ(ε)
	 ��6��
���"������"��>����
��65%�����B
��6(R� �Z���%0����'&+1��	������
�(T"�
�(*0�
����+"�G�������� 1����

	���%��(:�4��"�
�,O06���	����!�6(R���"��<� "�
���(:��� �!��7?�J"��".0@G@"�&/(.� ����0�����&�1��	4���'� 0��6�
������<���"��C
K�!��������� �6�63A@

1−x B�C x 465 2 �%0��'��	��	D7$8�8�= 7	�J"��)��
�1�G��'&�"���"��P� ���$���@�
"�
���06��
�"���N���� (.�P���4� G��'��(;0���1��!��
%
47
9X
��6��
�(*� 3 �E3F465

2
�%��
 �!����
��6�@3'(�7H���5 �'���%��� ��(:
-�HG[��(R� 3/�����%Q�
%"+��(I�%�6
��@�

"�����6���, ��"�@G���"+G���� �6�63 B�C 465 2 �(@J465 2 7K#ML)�-#�#��L-!�N<= �@��������"�
��6���4, Q�
���"��4,
����
���"�����6���4,.0@����"���4��"��.���4��"���36�6�6,>��"���� ����
��'�6��
����6, 36	���36
%"�� 3)G�1��6��, 06�����
�����%0�������[
��6�	�-, �6� �@�'� 	 ��
�0��4�%��
 �'�%"�	�
��6���,>���'�@1��4��"�� ��"O����
���5����P�B
��6(R� 7
Q4�'��	����A,2	�@�!��� 	R�%"���" 06���2��	+3�1����B�J;�SUT\���4��"���36�6�@3'(R�WVX�Y� 7�9 �����"�	�
%"���"	��6�

Z[Z]\



� � � S)(:����
%��&��D(.�>��"���4�6( (:���'
��'& �6�63)I G��6�6N��6�
φ(ε) �

φ(ε) ∝ 1

N(ε)
,

��(:
-�HG2G��>G�1��6��, (*���6�6(:G�(<06��� ����
��65%�6�>�2
��6(*��� V:�6��7�!�7ML���7��BG����6N6�@3 �40���
 �

�����	��
�� Z��� ����������������� ��! � �
φ(ε) ∝ 1

N(ε)

� 
	" � �

�'
��63�
%"�� 3 � ��
 �6G��HG �6(T�������1��C( �
φ(ε) # A (ε− (∆ + ∆1))

1
2
� L

ε > (∆ + ∆1)

φ(ε) #
L

(∆1 − ∆) < ε < (∆ + ∆1)

φ(ε) # B ((∆1 − ∆) − ε)
1
2 + 1 ε 6 (∆1 − ∆).����
���5��@3W��"�%Q���"��-	�+
�"�� 3 ��"2����
���5���� �2
���(R���

∆
T 
���"�&Z0����6G��[�6���6�6�20��6�@�

� �%$ �4�
∆1

T2� �'	��5 N�
���"�6�\�"����4�%��"�
��'&���� ����
���5%�6�O�2
���(R�87
A
�
B
�
∆
�

∆1
�6� �

0����'&+1��4	�+���6�%& �@���)0����!5��4���4Q�����
20�������(:
�"��	��06��� 	��AQ6�6� �6
����6�)"�
�(R0�
��6��"+G��@�
�����[1���	��6�%��(:��%"�
�,[06���	����!�6(R���"�� � "�
���(:��� �!�J�6�632�'��%"��' 
�����3W�6���@�6G�Q	�[
�5��

Z[Z 




06���	���'��[
��6�@3O�������%0�
��6�6(:
���"+���'&����-(?1���	��6�%��(:��%"�3'(�7�V ���%Q�
%"�� 06���4�@1�	����'�@�
�'����&W0��6�$�'�0����'����"�
��'&����4(TGC� ���	��6� ������������
��6�@3$1����43@�=� �

n =

∞
∫

0

N(ε)f0(ε, T )dε = const,
/ !�7 8 N 1

1��'
��%&
N(ε) = (φ(ε))−1 �J� f0

TTIKG����6N6�@3 �����%06��
 ��
%�6
��6��3(�2
���(R�@���2�6�6���@��7
V 
�1%G��'&�"���"�� �6���%Q�
%"��	 	4(:
���"�
 �O�����%0�
��6�6(:
���"+���'&����-(R�/�=���6���-(R�T0��4�@��1����	�
���AV:�6��7�!�7ML�� ��!�7VL�L@7

� � �	� 
�� Z���� � ����� �����
	������	 ��� ���
	�� ��� ���� ��� � � � � ����� ��� � ��� ��� ��� �����
	 � � ��� ���	� ��� ����	�� � ��!
��� �"��	# ������� � � � ��� � � ���� � # ����� � $ � � $ �&%')(

2

�+* ',(
2 - 
	". �

�K���P	��@�'���;���4��"��65 ��
%"�� 3 	�0����'��
/G����4	+��
%"�	��4����"�
��'&�����
 ���45 �!������
 (:
+ �6G
�����%Q�
%"����-(*�>� �����%0�
�����(:
���"+���'&����-(R�?1���	��6�%��(:���"�3�(*�87+/ �6� �%"��C( �6�%0����'&��
1%G4
%"�� 3 	���
�5�� ;[0����!5��4���4Q������ 0�������(:
%"�6�Z�6�63 "�
�(*0�
����+"�G�������� 1���	��6�%��(:��%"�
�,
�!	+GC�T��
�1���	��6�%�6(?���<�%	��4,��%"�		�X� 	���
 0�������(R
%"���� ��(:
-�#" 3��%���A,;IU��1��6Q�
������6,
��(?�A� � 710K��"�
���
��%�����@Q�"�� ��"���4�%��"�
���&��� ��
 ����'&��[��
K	4���6�6��N��6�$06���6�(:
%"����	

∆

Z[Z "



�
∆1
0��6�6	����636" � ���4	�
����2
��6��� ����1%�'��Q6���-(>"�
�(R0�
��6��"+G��6�	� ( 1���	��6�%��(:��%"�3'(

"�
��6(:��� �!��7X�Y���%0�
�����(:
���"��+��&�	�A
 ��
�1�G��'&�"���"�� / V:�6��7.!�7VL�L � VR���7.!�7VL 8 1 0��4�@���
1��-	���#")1����C����4(:
�����G�� �@����"��6��G "������6�%IU���(*��N6�6� "�
�(R0�
����+"+G��6����� 1���	���%�@�
(:�4��"�
�, 	 ��
�(R
�,��%"�	�
�3F465

2
���
 �'�6��
����6, ��" B�C 465 2 �'� @J465 2 �@�'� B�� 465 2 7 �J"+�

�%�6��"�
�(*�+"��6�@�["����'[
��4������[� 	���%06���4�@1�	����'��"�� 3 � 	[�����%Q�
%"+��� 0��6�$�@1�(:
���
����6�
0�������(:
�"����4	 0��W�Q�
���&W06�����"��C(HG 1����C�4�@G �

∆ = C
(

∆(1) − ∆(2)
)

+ ∆(2)

∆1 = C
(

∆
(1)
1 − ∆

(2)
1

)

+ ∆
(2)
1 ,

/ !�7 8�L 1
1��'
��%&

C
(:
���3�
%"�� 3 �" LY�'� N	���U	�
�����6��
-�6���'
���� � / L 1 � / 8 1 �"����� 3�"�� 3 � BYC 465 2

� @J465
2
�������"�	�
%"���"�	�
��6����7��:���6�6( �������1��4(F� ��"��U�����%��(:��"���
��6��
�36�%���U0���@�+1��A	4���

� � �	� 
�� Z���� � ����� �����
	������	 ��� ���
	�� ��� ���� ��� � � � � ����� ��� � ��� ��� ��� �����
	 � � ��� ���	� ��� ����	�� � ��!
��� �"��	# ������� � � � � � ��� � � � � � � � $ �&%',(

2

� * ',(
2 - 
	"�. � � 	 ��� ��� ��� � ��	# � ����� � � � � � � � #	����� ���

� � $ ��	�� � ��� �����"� ��	 � � � ��� � 	���	 � �����	
C
# ����	�# � ��� ��$ � 
�� \�Z � ��� � �	� � �� � ���
	)�,��		� � � � � ��� !

���
	 � ��	 � � ��� � � 	 ! � 	 � � ��� ����	��	��� ����� � 	# � � ��� � � �	� � � ��� � � � � � # � $ � ��� ',(
2

� � � � � � � � ��� �


%" ��Q�"�� �����4(*�+���6� 	 "�
�(R0�
��6��"+G�������� 1���	��6�%��(:��%"�3�� "������6�%0����"��	�Y� �%	��4,��%"�		�
Z[Z �



���<���,�Y�!��
�(.��
B06��� 	��-����6��� "�
�(*0�
����+"�G��6��� / ���@�'&���� ��
%���6��
�,�����
\1���	��6�%�6(R�+�
��"� ���06���"��6	+��
�����3��6��
��'����
�,6�	�A
U� ��
�(:�����"���6�	�A
K1���	��6�%��(:���"� "�
��6(R��� �'� 1 �
��
�0���%��
 �!��"�	�
������ ��	+3�1������ � �4�����
��6���4��"�3'(R� ���6
���"�����6���5�� �%0�
���"�6� ���
 �'�@�
��
��6��,�������(:
��6�����+�Y�����'��Q6��
�( G�1��C�45��K06���@�K	 0@����"���4��"�� ����
���"����4������� �����"��+�
3����6, 	 ������1�� ����
��65%�6�O�B
��6(R� 7@9 �����%0�
�����(:
���"��+��&�	�Y� "�
�(R0�
��6��"+G��6�	�Y� 1���	��@�

� � �	� 
�� Z������ � ����� ��� � � � � � ��� � � 	 # � � ��� ����	�� ��� ����� � 	# � � ��� � � � $ � �	��� � � � � � � $ � �������
� � � � � � � � ��� � ',(

2
# � 	# � � ��� � � � � ��� � � � �	� $ � � � � � ��� ���	� � � � � � � �	��� � ����� ��� �

�%��(:�4��"�3�� "�
���(:��� �'�\"�3�[
%�,�Y�P3 465
2
����
��'�6��
����6,)(:�� ��� 1���(R
%"���"�& 
-G[
U���!�@G

�4�����
�������%"�& � �%�6��"�
�(*��"��6Q�
����C��
 �@1�(R
���
�����
 0�������[
��6�@3/(R�6�6�6(HG�(S� 	 "�
��6(:���
� �'�7�9 ����(R�@���U���4� G) �!��	��[
�,�� 3\(:���'
��'�\0�������[
��6��
J�%"��45�� (R�6�6�6(HG�(S�A�%	�3�1������
06��
  �'
Y	���
�5��-�J�[�6���6���4,206���@� 0��6�"����4��"�� �����"���3����6, 7+� �!�@G�5%�,B��"��4���4�	���%"+�
� ���6�����W�40���
 �'
��63�
%"�� 3 ��"�
�0�
���&�� 0�
���
��6�	�A"���3 �����"�	�
%"���"	+G��HG[�@� 	����'���4	����
IKG����6N6��,��J�C��"��4�6�+3 	 �%	���� �Q�
���
 �'&.1���	������"/��"/��������"���36�6�@3 (:
+ ��GT���4�6���
(R� 	 ���6���%"��+���'��Q�
��%�C�4, ��
-�[
%"��C
7 /����%"��C(HG���
������ (:����
%��& 	�
��6�6�	��"�� �����	 ���
���<���,�Y�!��"�&�� 3O�C��6��
��636N6��3 (:
  ��G/0�������[
��6��
�(D(R�6����(HG�(*� "�
���(:��� �!� � 0��+�

Z[Z �



��"���3������, ��
��2
%"��6�)�%��
 �!����
��6�@3 7 �H���@��3 1���	��6�%�6(R���"�&W0���@�+1������ ���OV:�6��7�!�7ML-#
� �'
�,6��"�	��"�
%��&��� ��
�(R��6��"��6����G
%"W�4Q�
���& �C������BG����C��6��
���3�N����27

����� �����
	����������	�������������������� ������������ � �
x ! 1−x "$# 2 �

%'&(%'&�) *,+.-0/21 35476�8�4:9�;<3>=?9A@AB C /:;D+<E�FGE�6�HIFG354:J 354:9A6�HDKML
FNE FOH<8A9�H5P
3>E�+.Q�4:@AER-SFTKUQV4:WR3X9AHD@R@�H<JYFO3>9A=?WR3X=?9AH<JZ&

� 
�(R0�
����+"+G��6�	�A
 1���	��6�%�6(R���"�� ����
���"����4�������?"��6������0��4��"������>�%	��4,��%"�	 1����C�+�
���4(:
������ �@1�(:
���3��#"�� 3 	 �43@��G ����
 �!�6��
��6�6,�3F465

2
7\[K������
��6��� 3��%��� �%"��)	��@�'���

���[06�6�6(:
���
U"�
���(:��� �'���@	 ��"��4(<� ��G�Q��+
K"�
�(R0�
����+"+G��6�	�A
\1���	���%��(:�4��"�����"��60��6Q@�
����
2�6�63 ����Q6�+�'� �43@�=� / B�C 465 2 1 �!�@��Q�
���"�	�
������ ��"����6Q6���#"�� 3 �" 1���	��6�%��(:���"�
�,��
�@��������"�
��6�	�Y� �6�63 �C�4��N�� ��"��,$��
��6�6� ���
 �'�6��
����6, / B � 465 2 ��� �Y�!� [
 ��"���4�%��"+�
� 3;�E@J465

2 1 7 �8���C�4���C(:
��6��� 	���1����6�@�+
�"/	��40�������*�@��� 06���4��� �4���!��" (:���!��I\���@���
N6�@3 "�
�(R0�
����+"+G��6�	�Y� 1���	�����6(:�4��"�
�, "��6������0��4��"������ �%	��4,���"	 	W�43@��G �%0@�!��	��	
�6�6��,��6�@� Q��6
����	��%"��45�� �%
�(:
�,6��"�	4��7X9 06��
 ���Y�6G�G[
�( ����1%��
���
 �����6� 0���@��1����
����� Q�"��$����1����6Q���3.	 "�
�(R0�
��6��"+G��6�	�Y� 1���	��6�%��(:���"�3@� "��6������0��4��"������ �%	��,6��"�	
B�C 465 2 � @J465 2 ����G4� ���	��6
��	� �%����	����"�
��'&����O��
-�����'&��[�, ����1��6��N�
�, 	 ��"�@G��@�
"+G���
 0@����"���4��"��"�%�6
���"�����6�	�Y� �%���"���3����6, 	 ��6��
��%"����4��"�� ����
��65%�6�(�B
��6(R� 7
V 
�1%G��'&�"���"�� �������'��1��U�=���6�	�Y�W"+����[
#G��@�+1��A	4� �#"2���Z"����@Q�"�� 	B�43@��G ���
 �!����
 �
�6��, �" BYC 465 2 ��� B�� 465 2 / @J465 2 1 06����6�F�C���!��" ��
�06��
����A	�6�+3 "�6�����%IU���(*��N���3
�'
%"+����
�,%���6
���"�����6���, ��"���G���"+G��	�\7 9P����(R�@��� 0��6�	���'�'[
�����3P[
���"�C�, 0����6���
� �D(:��W��� �� ���=�+"&	�!Q�"�� � 	W�43@��G �%0@�!��	��	 B�C x @ 1−x

465
2
��G���
�" 0�����6�F�C���'��"�&

0����4�� ��,.06���N�
��%��7?[ �!�����C��� �Z�!��G�5��, ��"�������� � (:
+ ��G �%0��'��	�(R� � Q��6��"��Y�
(R� ����
 �!�6��
��6��3�(R�W��(:
%
%"� 3 0��2������,6��
�, (:
���
 ���!���2� G�G2
��%"�	�
��6����
A�"��'�6Q���
 � 	
Q6���%"���� ����
��'�6��
�����3@� 3F465

2
0��6�W	��-����6�@� "�
�(R0�
����+"+G������ �!	�\(:
 ��������1�(*�K�6��� �

��
%36�6�@3W�=� �#" �6��������'&�� ��, 	����'��� 	 ����
���"���4�����A, "������6�%0����"����%"�� ��������
�36�6��

���)IU��������� � �6���%��
�3�����
 ���)����1%G�0���43����4Q�
�������� ;G] (*��5%����"������O(:�4(:
���"+���87
9;��0@�!��	4��� [
U��
�(*��5%�6��"������ B�C 465 2 � @J465 2 ������4	����-(R�$(:
 �@���6�@1�(S��(R� �6���%��
 �
3�����3 3�	+�63��#"�� 3/IU�����6���
 �6���%��
�3�����
W�/��������
�36�6��
 ��� �%"��@G���"+G��6���C(I�
��%0��+�

Z[Z �



�43��'�C
 / ���'��5����!���43 � �6G�Q6��,����4(:G 1���0����'��
������ G�1%���	P3JT@0����!��
��2
%"��6� ���4�6�(R�
B�C ���'� @ 1 7 /����%"��C(HG 0��������6�6
%��&���
\�6�%� ��
 �'�	������
Z�%	��4,���"	 	��
�5�� ��
�(R
�,��%"�	�
���
 �!����
��6��, 3 465

2
� �%	��,6��"�	 �%�6��"�
�(.� �%0��'��	��	 BYC x @ 1−x

465
2
0���1�	�������" �40���
 �

�'
��'��"�& �������
��6���4��"�� ��"����$�!	+GC�)(:
 �@���6�@1�(R�	 �6���%��
�3�����3 7
��0��'��	�� ������� 0��6��5%��"��4	+��
��	� 0�� "+���C�4, [
 "�
 ���������5%�6� �@��� � �40��6�����@�

����3T	����[
 "�
 �������6�45%��3T����0�����&�1��	4���6�6�+3<0��6�<06���65��"��	��6
��6�6�TQ6���%"���� 3F465
2

���
 �!����
��6��, 7
V 
%1%G���&�"+�+"�� ��1�(:
���
��6��, 06��
 �!��"+��	��6
���� �6��V:�6��7 !�7ML-&�T�!�7 8�8�7 9J�@�!���,� Q�"��

� � �	� 
�� Z������ � � � �� � # ��� � � � ��� � 	# �#��&%
1−x

*
x
',(

2
# � 	# � � ��� � � � � �� �	� ��� ����	�� � ��� � � � � 	
!

# ��� �	� 	��� � ��		���
		� � � � � � ���� ��	 $ � � � ��$�
 � ��� � �����
	�� ��	 ��� � �
	 � � � � ��� � # � ��� ��$ �&%')(
2
� �

��� � � � � 	 � 
�� �� 
�� � � 
�� � � � ��� � ������ # 		� � � � � ����� ! � �
φ(ε)

# � ��� �
		� � # ����� ��� � � ���	� ��� � !
��	�� � ����� � ��	# � ����� � � � $�� � � � ���� � # ����� � $%� � ��� � � � � � - \ \ . �
��� �@��Q�
���"�	�
������4( G����4	���
O"������6�%IK�4�6(S��N6�@3 "�
�(R0�
����+"+G��6�����D1���	��6�%��(:��%"�
�,

Z[Z �



� � �	� 
�� \������ � � � �� � # ��� � � � ��� � 	# �#��&%
1−x

*
x
',(

2
# � 	# � � ��� � � � � �� �	� ��� ����	�� � ��� � � � � 	
!

# � � �	� 	��� � � ��� � � � � � � � �� ��	 $ � � � � $ 
 � ��� �� � �
	
� ��	 ��� � �
	 � � � � ��� � # � ��� ��$ * ')(
2

� �
��� � � � � 	 � 
�� �� 
�� � � 
�� � � � ��� � ������ # 		� � � � � ����� ! � �

φ(ε)
# � ��� �
		� � # ����� ��� � � ���	� ��� � !

��	�� � ����� � ��	# � ����� � � � $�� � � � ���� � # ����� � $%� � ��� � � � � � - \ \ . �
"��������%0����"������	��
��,���"�
�
O�43@��G�%0��'��
���
 B�C 1−x

@
x
465

2
0�������F�����'��"O"+��� ����

�@��� ��
B�43��6G��������'���������6,���" BYC 465 2 � @J465 2 7��������������%"+���'&����A, ���6������16�����%0�� �
�6�6(�����"+���'&������<����1%G��'&�"+�+"���
 (.� 0�����
�� ����( 
 ����(��@��� 0����������=���!�40������������5��

����"�47 [#�#�6�����$
��!�������4(%�&�6G�Q6���J(.� ���%0�����&�1%G���('
����������"��(����"�����A,B0���1�
����63@�
�%"��06��� �����'��"&"
��@� IKG�����N6��� !�7ML��)
*�+��������"����+��"��O��������5%�6� �"����(R�,����0�������� �6�
��"�
��������U�@1 �����%0����6�6(�����"+���'&������\�=�����	�Y�87 /K��� �!0����-�� ��(F��Q�"��KIKG����6N����"!�7ML��

W����"�����
4���-� ��������5���,

εF ± kBT
(.������ 0���� �#��"+��
���"�&�
�
�����B�43@�=� �

φ (ε) =
n
∑

i=0

ai (ε− µ)i / !�7 8�8 1
/ G�G"����"�
���
4���6��� "+�����45��<����10�-������6�@3 �-��3 IKG�����N6���

φ
�0
+3�1������1� "���(F�YQ�"��

Z[Z��



� � �	� 
�� \�Z	��� ��� � � � � � ��� � 	#	� # �&%
1−x

*
x
',(

2
#+��	# ������� � � � � �� �	� ��� ����	��	����� � � � � 	�# � �	��!

� 	�� � � � 		���
		��� � � � � ���� ��	 $ � � � ��$ 
 ������� �����
	��+��	 ��� ���
	��	��� � � � � � �&%',(
2

� � ��� � � � � 	 �

�� � � 
�� � � ����� � � �� � # 		� � � � ����� ��! � �

φ(ε)
# � � � �
		� �# ������� � �+� � � � ��� ����	
�	��� ��� � ��	# � ��� !

� � � � $�� � � � � �� � # ��� � ��$�� �	��� � � � � � - \[\ . �
�������65��%"��6Q����0����,"��0�����"�� 
K(.�%"+����������"�7 �47%1���
�������(.���%"��

ε
(

~k
) 3-
��63��#"�� 3�����0����
	

��� 
��	� (��87 / �'� ��� � �-�5 ������IZ(��6Q���������� �����65 G���3�������%"�� (.�5�G@" ��(.�%"�&�� 3 

"���� �6(.�������4( (.�%"+�����-� "����'&���� �-��3 
 0�������1�
����#�	�Y� dN

dε

0���� �������65��@3����J0����
���"�������� 0��������F��������"���1�(.����������� "��0����-�5�������1����������65��%"���Q����0�����/0���
����������	
��"���,�	X�%"��������65 G���3�������%"�� 9������ �+
��D7 ;�; = 7 / �����%"���
��63�3 �%"������10�-����������K���63

Z \��



� � �	� 
�� \[\�� � ��� � � � � � ��� ��	# � # �&%
1−x

*
x
',(

2
#"� 	# � � ��� � � � � ��� �	� ��� ����	�� � ��� � � � ��	# � �	�	� 	
!

� � � � ��� � � � � � � ����� ��	 $ � � � ��$ 
 � � ��� �����
	�� ��	 ��� � �
	�� ��� � � � � �"* ',(
2

� � ��� � � � � 	 � 
�� �
� 
�� � � � ��� � ����� � # 	 � � � � � ��� � ! ���

φ(ε)
� #	� ��� �
		� � # � ��� � � � � � � � ��� ����	
�	��� ��� � � 	# � � ��� ��!

� � $�� � � � � �� � # ����� ��$%� � ��� � � � � � - \ \ . �

φ

 G ����
���������3>!�7ML�L ��!�7VL-# 0����6G�Q��6( �

1

kBT

∞
∫

0

φ (ε) (ε− µ)

(

−∂f
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ai (kBT )i

+∞
∫

−∞
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Ci+1 =

+∞
∫
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xi+1 ex

(1 + ex)2dx

x =
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kBT
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∑
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∑
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dε =
n
∑

j=0
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φ (ε)
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∞
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 ���� �� � �/(�� ��� � 
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����1� � � � -���� ��( � - � -!� � ���
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∂M
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ρ = ρlh + ρhl = By(1 − y),
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ρ = ρ0 + ρsf + ρm = Ax(1 − x) + ρsf + By(1 − y).
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� �  &����37���*�#� � 2 � ��� � � � � /

����2���3" !���  !��� 3�Q0 !�!�" � Q � 1)�%������ !�.38�+�&2!�  !��1 � � � 2 �"P 1!2&���*�!U!���01 ��P 1 �  �
!�� �/
�"2%3�
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&� �  ! �� P �!��2!� :6� �2�!��2!� :6� � � �,�!��2!� � Q � �'��� ��� � 2 � Q � 2 � �43 + �	� �"���� 2%3 � 3����"���?���S�������!��2%3�� V 2%3��
� 2&�,�!2&� ���	���� !�� !�&� � � ���.3"�*3  !�(�&2'�(2�� �" � �
 � �/�!� �����  !� ���� !�0� + � ������3��63 : # � x � 1−x & ' ) 2

� V �������"� V ��� :6� 2 � � � � �&2!���%�0�&�� �/
 %3	�
Q�2&3" !��
&3 + 2%3	�����)��� �	� 3��\�&3"2&3"� 3%Q� !�!�" �� � � � ��2&2&��� 3�Q0 &���" �� �-������3���� �
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� � ��� � �  �� : ��� : 3� &����� � � �������.3� �� 2&3"�0�)���% !�!���  &3 Q02%3� &��
%3 : 1'��3������(2 � � � ��� /
� � 1 �"P � � 1�3.�/�" �"P  %3�� 3%Q0 &�!U!�� & � ����� � � 1 � �&�&��1!�"�&�"���(�&2 � �*3� & �"P /��@�0�!���������"�

 2&� � �&2'�����)�%�� & �� :�V � � � �"��� : �.3"1�3	�&Q02%3� &��
%3$� � ����� ��� ��3	��3%��� � U!�� �� ��� � � /
1 ��P � � ���!2&�&����U&�&� � �������W�

� �  &3"��� � � ���(Q � �*2'���9�� !� + � � �&2 � �"�!���&�( !�!� � �#� � � � � 3.� V�P �����& &���"���( ! ��0�
�"2%3� &��� � 2!�" ��0� 1 � 1 � � ��
&�'�� !� � � + 1 � � � 2�� P ��� V U&37�%��� � � 1&2!�����" � ���*� � � �*�
"<� �2� V ����� + ��2 V Q0�!� 1 � 1 � � ��
&�'�( ���� + 1�3�1� &3��!2&���9��2��"��2�� � 1���� + � � Q V ��� � �%��2�/
��3%����� � � � �� !�!���)�/�" V � �& ��� 2�� 3�
&� � � ��� : 3" !�������*�!2 � � � ����� � ���"��� 1�� ��P ��� /
��3����*�5� " � ��� � � �� &�����,� � ��2 ���  � �;�!��� �&��� � �*3� &�!������2�� � 1����5�0�&������� ������3�� � �
# � 1−x
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x & ' ) 2

� � # '*) 1−x
� �

x & 2 � � 1!2!�����* � ���"�
� 3%Q0 &���* ��P � 3	� � � �"P Q�2&3" !��/

�� 1��"� : �0�&������� � �]� � �!�0�)�&��� � �63� &�'���"1'���-U%37�(���73�1���� ���	����2!�� !���,����2�� � 1����
�\� 3%Q0 &���* �� : � � �!� : � � � � �����)��3!� ��3 ���&���*,�� � , �&2!�������.3"�7�%�� �� 2'��� V �����73>/
��� �����9��2'�( !� P ����2�� � 1#��� �(����3�� � � # � 1−x
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�
x & ' ) 2

��� � 1!2!�����* � ���"� � 3%Q0 &���* ��P
Q02%3� &��
�� �	
 �(2!��� P � U!���"���� �� P 2'��� V �����73�� / 1�� � 1�3�2"���& &37���* � � �������� !�� &�'�
�"���%3 ������'��2%3�� V 2! �"P �>3��*�!����� � ���"� �"��2�� � 1������!2&�\�!��2!���)�(U!�� &�!� � 3%Q0 &���* ��P
� 3	� � � ��P Q02&3" !��
���� � �&3"2&3"� 3%Q� !�!�" �� : ������3��63 : ����2�� � 1������&2!�  &���(1!� : �"�����!� /
2%3�� V 2%3 : � � � � � ���"�)���* &3 + 38�^� 3�Q0 !�!�" �� : / � �*2!��
&3%���)�/�" %3�� � 2 V Q ��P �& ��"��2'�(� / �� P � 3�1!� � 1(� � � V �������"�"�� & � 2%3	�> � � �7�����% !�!���" !� �  '�(Q � � 3%Q0 &�!�" � Q � � � �!�
 %3$���(2�� � 1#��� �&3"2&3"� 3%Q� !�!�" �� : � � �(2!2 � � 3�Q0 &���" �� : �(����3�� � �!� �[�&3"2&3"� 3%Q0 &�!�./
 �� : ���'��3"�*3 : �!2&�  &���(1&� : ������'��2%3�� V 2&3 :  %3 � ��� ��3����"���,�( &3�U&���"�)���* �� P 2 � ���
���(2�� � 1#���@��� 3%Q0 &���* � � � � �&� + �&� � �"2!��� � 1�3"1 �"��2�� � 1���� � ��2&2 � � 3%Q0 &�!�" � Q ����'��3��*32�&2!�? !���(1&� : �������!��2%3�� V 2%3 : �&2&3"1��*�!U!���01&�? !� �.3��"�&�0�!� � ��� 3%Q0 &�!�" � Q �
� � ��� � ��3	�0���!U&�!�-� � �7�����% !�&�O� 3%Q� !�!�" � Q � � � �&� �"� �&�0�- &3�Q ������ � � � �" � �0��/
���0���* � � �������� !�� &�!� ����2�� � 1#��� � � 3%Q0 &���* � � � � �%� � ∆S
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� � �%3�2%3�� 3�Q0 !�!�" �� :
���'��3��*3 : ∆S

S

2%3�� :6� �����"��� �&2!� � �  !������ &�!� ������'��2%3�� V 2�� + 3� � ��2!2 � � 3%Q0 &���7/ � � ���'��3���� �  &3@���"2'���9���*�#�,�!2&�? &���>1!� : �������!��2%3�� V 2%3 : 1-1 �  !�(U& � � V �( &3�U!� /
 &���W����3�� :6� ����� � ����� ∆S

S

�%3�2%3�� 3%Q0 &���* �� : ���'��3"� � � � �( %3�U&3���� + U!� � � � 1!2%3 P  !� P
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�2&�$�.3���� ���� &�!� 1 ��� 37�����73  %3 3.��?�9�& !� P � ���'��3"�*3 : � # ' ) 1−x
� �

x & 2 �&2 � �&� /: � ���!� �������� !�� &�'� 1)�&�(1��"2 �  & �"P ���"2 V 1!� V 2�� � � 1&2!�����" � ���*� 1� '�(2!Q0�&� �;�(2��9� +�0�%���>3" ! � �#� �������� !�� &�'��� �*1���3��43 /���� � ��� � �& &� P 1 ��� 3.�/���73�� ��2&�!�"�!U!���01 � � � � �&�
���(�.3"� 3%Q0 &�!�" � Q � �'��2!� : � �43-� �  &��� 37���"���@� V ���)����U'�� &�!��� � � ����2���3� &��� 3.��?�9��/
 &��� � � � / � �,�!2&� x & 0.13

������3���� �����	���� ��3 �"� � ��2!2 � � 3%Q0 &���* � � � �� � �" � �
� � ��� � �& &�!� � � � ; + � � � � � � � �( &�&1! � �"�� !�!� � ��2&2 � � 3%Q� !�!�" � Q � � � ��� � �& &��� ����'��3>/�63 : �0���!�� �637���"���;� V �"�)���!U!�� &�'���S�'� � �" � ���"� /���� � ��� � �% !� P  %3 V 2 � �" !� �;�(2��9� +��� �*� � ��3%Q � �43�2�� �(��� ���� !� � V 2 � �* �� � ��2�� � � � � � + � � /�� + ��� �*� � ��3�Q � ��3"2�� V �"� /���!U!�� &��� � � ��� � �& & ��P 2!� � �(�"1!� � � � � � � ���� %3�1 � + 3� %3.�����@���!����2%3�� V 2& �� : �43� �/ �� : �  %3 � �8� ��� ���"���( ! �� � 2'��� V �����73���� �&2&�!�"�)�%�8 &3"� 1 ��� � � � V + U!� � � �� � �" �"P
�&2!��U&�! �"P � � �( &�!1& � ���( !��� � ��2&2 � � 3%Q0 !���"����� 3 � ���'��3��*3 : � # '*) 1−x
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� �
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���( !�&� 1 � 3%Q0 &�!�" ��P � 3�� � � �"P Q02%3� &��
!�8� � � ���"��Q 3����&�> &3�U!�� !� P + �02%3��* !��� � :�'� � �� ���� � � �!2 � �*�!���&�� &�!��� �&2!�=1 � �9 %3��* ��P �"�����!��2&3%� V 2!�"���?3�Q0 !�!� � � � �&2 � /
�"�&�7�%�� &�'� � � 1!2!�����* � ���"� 1�� ��P Q02%3� &��
�� + 1�3�1 �\�%3�2%3�� 3%Q0 &���* �� : + �73�1,� �
� ��2&2 � � 3%Q0 &�!�" �� : ���'��3��*3 : + � � � � �@�!���)�/�" � � ���)���&1 � ���<� : 3� &���	� 1�� � Q � �%�./
�%�� &���?3� %3.� � Q��!U!�� &��� : 3� &���	� V � � � � � �!���)�/�" � Q � ��R � ���'��3"�*3 : � 1−x
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!����� �� � 1�37���* ��P � � ���!2&�&����U&�&� � ���"� /�� 1)�&�(1��"2 �  & �"P �0�&������� � � 
 2!�^�!2&� � �%������ &�&�

1+� 3%Q0 &���* ��P�� 3�� � � �"P Q02%3� &��
'� + � � � �!2 � �"�&�7�%�� &�!�+�&3"2&3"� 3%Q0 &�!�" �� : ������3�� � �
�&2 � �%�7��� ���"��� � � ��� �� & � ���"� + � ��: � �@�!�  &3 � �"� �"�����*���"� V �	� �'� � � ��� �� & � ���"�+�
���'��3��*3 : � 1−x
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� � U!�� �� � � ���"2�� P 2 � ��� � ���73�� � U! � Q � � � �&2 � �"�!���&�( !��� �
� ��3 � � P �9�& !��� V � ��������'��2%3�� V 2! �"P �.3��"�&�0��� � ���"�-� � �&2 � �"�!���&�( !���,�&2&�  !���)/
1&� : �������'�(2&3%� V 2&3 : + �&2!� ��37���* '� P � ��� V �"�)�%��U!�� !�&� � � ����2���3" !��� 3.��?�9�& !���
�(�9�� ��&���"��� ���! !� P  ��P �"�����!��2&3%� V 2& ��P �>3��*�!�0��� � ������� + ���&��� ,�� � ��� ���� %3�1 � + �� �����!U&�!� � � ���'��3�� � � � 1−x
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x & 2  %3 � ��� ��3����"��� � V �&��� � �[� 3%Q0 &�!�" � � � � �&�"� �  !� �  !�0�1� 3%Q0 &�!�./ � �^� � �%� � � �0���.3" &3"�7���!�637��� � ��2��9����� ����1 � ���" � �'� � �������� &�'� � � �&2 � �"�&�7�%�� !���

1��*� : ���'��3"� � ��� ��3 ���&��� ,�� � � � � 1�3	�>3" � � � �!2 � �*�!���&�� &�!� �O�&2 � ���(� � �� &3�� � � /
�&2 � �"�&�7�%�� !��� � � �������!��2%3�� V 2!�� !���01 � �/�"1&� : ���'��3�� � �5�0�!������� � �
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R ����3��@�	� � ��� ��� � �&2'�������73����!�&�����!2&������2 � ��2��9����� �Y��1 � ���" � Q � � � �"���%�( !��� +� � �!2 � �*�!���&�� &�!��1�� � Q � ���'��3"�*31�&2 � � � 2�
&� �  &37���* � 1!�63���2&3%� V ������'��2%3�� V 2�� �5R
V �"�)�%��U!�� !�!��� � � �%��2�� 3� &��� 3.��?�9�& !���  &3��������'�(2&3%� V 2! �"P �>3��*�!�0��� � ���"� � � /
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� ��� �  
�	� �"� �&���!�&���"��� ���& '� P  �"P � V  !1�
&�'� P � � Q 3"2!� � � 3 �������!��2%3�� V 2�� �  &3"1�� �  � �
/ � � � 1 ���!��2!������ !�73.�/�" %3	� �>3"�"�&�0��� � ���"� ���9�0��������� ��� ��3"���"� �%�& !� P  � Q � ���	��� /
 !�� &��� � �&2!�S�������'�(2&3%� V 2&3 :  &�'$ �2�&2!� � �����(���"�)���* � � �.� � ���& '� P  %3	�S�>3��*�!�0��/
� � �����<�����0��� %3�1'� �  � � �%���(1&� P 1 / � � � � 3X�&2!� �*� �%�0� ��� � � 1&� : �������!��2%3�� V 2%3 : %3�1'� �  ,2&3"���� +/ �Y� � �"� �( %3�U'�( !���  %3�1'� �  &3\�>3"�"�&�0��� � ���*� ln 1

ρ−ρ0

dρ
dT

� � lnT� �*� �"�"���"���*� V ��� � 1 ��� �  !�� �
!�%3.�/�" �"P �>3"�"�&�0��� � ���*� � � �&2 � �"�!���&�( !��� � �+�"�����!� /
2%3�� V 2�� �

ρ− ρ0 = a exp

[

−
(

T ∗

T

)n]

,
� �Y� �  

Q#�%��� � � � ���'��� � � � �"� �*�����"���"���� & � � ��3�1 �"P �"�!�^�>3"�"�&�0��� � ���"�8� � �&2 � �"�&�7�%�� !���� � �������'�(2&3%� V 2�� 1�3�$����"��� � U!�� !�� '� ��� �0U! ��0� �%�!�������73.�&��3 � � ��� � � � V �'��2&��� P� � �&2 � � � �  %3����%$  � ���"� � �!2!�����)�%�� !��� �*�!�%3 � � ��P �>3��*�!�0��� � ���"� � � ��� V �/���73���� �
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ρ = ρ0 + ρ1T + ρ2 exp

(

−T0

T

)

,
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T0
� " � �.���� &37� � Q0�!U& � � V ��� 2&3�$��� &� � � �%��� V ���<� � �!2 � �*�!���&�� &�!� � �&�! !� /
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ρ = ρ0 + ρ1T
2 + ρ2 exp

[

−
(

T0

T

)0.5
]

,
� �Y� (  
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R � Q ��3��0 � 2%3��(U'���73�� � �%��1!�"2 �  ! �"P ���"2 V 1�� V 2�� � � �����& '�� &��� � �����

2
�

4
 � & � $

�������73.�&�%��U'�(�01 �"P � 3	��� � �0 � �" �"P �"1'��3�� �^�'� � �" � ����� � �%��1!�"2 �  & �� : � � ��� � ��/
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� V 2�� � 2%3 P!�  !� � �.� � �
n ≈ 0.5

�!2&� � � � �.� �= %3
n ≈ 1
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��1!�"�!�63�
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n = 0.5
�%�7���!���*�#� �! ����!1�3%� � 2 � � � ����� � ���*� 1O�'��2!� : � � V ���(�.37�!� �

��� � ���!� � 2 � ��� � � �����! !�� &�!��� ����� 2 � 4
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�&2 � �!� :6� ����� �&2!� �"� �&�0�
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 !�]�&���!�&���"����U!�&��� � 3�1!�"�!�63�
&� �  ! �"P � 1�3"1 � �)� V U%37� 1'��3"�0�0��U'�(�01 � Q � ��� � ���!� � 2%3��
� �.32�.3��"�&�0��� � ����� � �&�!��� �*3����"���'�>3�1 �  � �

σ = B exp
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−
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T ∗
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]
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%3+�.3"1'$����� � �"�
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� � 3�������� � ���!� � 2&3;� � ���(2 � �� ! � 2%3	�( �� ��� � �  &3���3�� � � �%�)�%� � 1�3"1^� � 1�3��� �637���
�&2&3"�*3��S�%3� !�)��� 2!�&� V  &1�3 ��� � � �  &� ��� � � �%��� V ��� � �� � � V �>3�1 �  V �  � � 2&3��( �"P
�  !��2�Q0�!� P 3�1!�"�!�63�
&�!� T ∗ � � 3"1 � � �%��� � �*37� � � $@���43���� � �  !��2!Q����+3�1!�"�&�*3�
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�&2�� $ 1�3 � �"� �&���1U&�&��� � � ��� 2%3	�
!� ��� � �"� 
 2!� � � � � �"�����!��2&3%� V 2%3'�'�(2'� : � ��3
���(�.37�!� � ��� � ���!� � 2 � � �!2&�& &3�Q0�&������2!���(�&��3&�&2&� �'��2!� : � ���8� 3��������� V �43 ���	��� / !�� &���?� � �!2 � �*�!���&�� &�����!2&�&�!��2!� :6� ���?�%�!� ��� 2%3	�
 � � � � � � � ���%3��434���	�
R#3�� �0� �& !����2!���0 ��0� � 3"1�� � � �&�7���!�(�"�#�,���%�� !�"��U! � �����O������'��2%3�� V 2! �� :

�>3"�"�&�0��� � ���"� P �&2 � � � ����� � ���"� � 3��� ��� � �!��� � 2%3 � � � �&2 � �"�&�7�%�� &��� �����73.�&�%��/
U!���01 ��P�� 3	�� �  &3"1�� �  ��>3"�"�&�0��� � ���*�<� � Q 3�2&� � �9��U'����1 �"P �&2 � ���(� � �� ��P?� � � � /
Q 3�2&� � � 3Z�"�����!��2&3%� V 2�� �%�!� �!2 � � � ����� � ���*� � 3	�� ��� � �!��� � 2%3 � � ���%3��437��� �
 %3�1'� �  � ��� � Q 3"2!� � �9�!U!���01 ��P �&2 � ���(� � �� �"P � � �&2 � �"�&�7�%�� !���_���(�.37�!���!U!���01 ��P
� 3	�� � �9�!�"� ��� �Y� � �73 �Y���� !�"��U! � ���"� ��3���� � �0 � �*3" !���&�%��� �&2!���/� � � � $��� &��� �
� � � � U!� � ��� : 3� &����� � ��� �����!�(U&�!�634��� � P �&2 � � � ����� � �����;� � 3���� ��� � �!��� � 2%3 � �%�./���!���*�#�S�.3"1'$��$��� : 3� &���	� � � 2%3����)���& &��� � �%��1��*2 �  � ���&2 � � � ����� � ���"� �������73.�!/
���!U!���01 ��P � 3����"� � �_� � ��3%Q 37��� � U�� � � ��� ��� : � 3��>3 : � V � �����"� V ��� � �%��1��*2 �  ! �� �� � � ��V $.���� &��� � � U!�� ��8 &���>1 �"P � � ���"� $@ � �����.� � �&2!�&2 � �43 � �"� : � � � �%V $2�%�( !� P
� � 1�3� '�-�%�0 %3 �  ���  !� � �&2!���%�0�&�� & � �0�%���>3" ���� � ����� � ������� �0�&������� ��1 Q�2&3" !��/

!� V ��� �"P U!�&� � ���"�X�����73.�&�%��U'�(�01 � Q � � � ��� � �% !��� � � � 3	������� � ���!� � 2%3 � �"� � � � �%V /
$2���� !��� ��� ���(�'�(U&�&�*34���&�&2 � � � ����� � ����� � 3<�+�9���.37�!����U'����1 �"P � 3	�(�1�&�7�������*�#�� �0 � �" ��0� 1�3" &37� � � 2&3"�0�)���% !���,�&��� � �%��1!�"2 �  � �+�&2 � � � ����� � ���"� � �� %3.� � Q��!U�/
 �� P ��� : 3� &����� � �&2!���%�0�!�&��� �&�������'�(2&3%� V 2! V � �>3"�"�&�0��� � ���"�@� � �&2 � �"�&�7�%�� !���
� �����

2
�&�

4
 &�'$�� � �.� �.� R �9�� &3��*�!�%3'�������'�(2&3%� V 2! �"P �>3"�"�&�0��� � ���"� � 2&3 P'�  '�

� �.� � � � /
�"������� � � V �������.3� %3<�8� � �(2%3����734����� P  '� V ��� ��P U&�&� � �����.� �����73.�&�%��/
U!���01 ��P�� 3��� �&2!�+� �  !� $��� &�!��������'��2%3�� V 2�� � � �73@�(�9�� &3 � �"���(U%37���*�#�&�73�1 $��
� %3 ��2 V Q0� : �0� �"P ���"�63 � � �����& !�� !��� � � 3 ���&��� ��� � ���������"� � � � Q 3"2!� � �9�!U!���01 ��P
�&2 � ���>� � �� �"P � � �!2 � �"�&�7�%�� &���,� � 1�3	�>3" �� �!2 � ���(� � �� &3��+����2�� � � ���;��� 3�Q0 &��� � /
� � �!2 � �*�!���&�� &�!� � � �����& '�( !��� � �����

2
���

4
� � �)� �0� ��P ���"�*3 ����� ��� � � ��� �� & � ����� �!2&�

� �� ��P �X� �"P $ � �"�����!��2&3%� V 2!� Tt ≈ 200
�.� �����!�&���"��� ��� � ����� � ���"� Tt

1X������/
�!��2%3�� V 2!� �!��2!� :6� �43+�����73.�&� � ��� � ���!� � 2 � � �����

2
�

4
� � V U%3 P  ���� � � ���%3����� !�!��� ��'�%� $�� � � � ��P � ����� � ���"� � �"2%3 $�3����"��� �?V  ���3"���� !�.37���* � �;�0� ��P ���*� � ���"2 V 1�� V /

2�� � � �����& '�( !� P � � � 1�3  '� �&�� � � �?�"���(�"��� � U!� � ��� � � � �9�&�0�0� �  & �� �<���'�(1��"2��� �����
2
�&�

4 � ��������2!�� & �� �*�&2&��� � � � � V 1�3��� �634���  &3 �*� �/� � �'� �( %3�U!�� &��� � * �� %3
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 2!� ��� � � 1&� : �"�����!� /
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�%�0 !�!��� � ��� ���'�!2!���=� � � � $ ���"� � U!� �  !�(� � �02!�������"���� & �  !� $�� �������!��2%3�� V 2�� �!� /2!� :6� �43 � � � �����& !�� !�&�5� � �%�(2�$@�!�"��� �( &3�U&���"�)���* � � 1 � �%��U'�(���"� � ���(�.37�!���!U!���01 ��P
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 �(2'� P ����� ���(�!��2!� 1 3" &37�%��� V �������'�(2&3%� V 2! �� : �>3��*�!����� � ����� P ����2�� ��� ����� �
�*�)��� �"�����!��2&3%� V 2& � � ���%3%�%3	� �  '��� � �!2&�& �
&�!�!� � ����2�� � � ��� ��� �"� Q � � 3��"��2!�%3.��3�*1����-U&3���� � �)� � � ����� 1 � �� �  '�� !��� � ��� � �?V �>� �  ! V � ���(2�� � � ��� Sd � � � �( !��/1�3.��� V � ��� �M�>3'�.3��"�&�0��� � ���"�Z� � ���"� $@ � ���"�  � �0�!���)�%� P �>3"2����43 � � �  !��2�Q0�&� ��,���(2�� � � ��� V �7�%�(U'�( !��� Sg � 1 � � � 2%3	� �0���!�>3� %3 ���!��2'����3�U!� P � �%��1��*2 �  &3"�T�&2 � /� � ����� � ���*�  !��2&3"�" � �"���0 � Q � ����� V �/�"�(3 � � � � � � 1�3 �0�&������� �  '���>3�2�� $��� & �� :
� � � ��V $.���� &� P �XQ02%3����!�� ��"�.�������'�(2&3%� V 2�� � � � � U& � � � ��2%3	� V �9���*3����"���S� � � � 1
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���  �  � � � � � �*� �"�"���"���*���� & � � �"��2�� ��� ��� � �  �  ! � Q �.V �7�%�(U!�� &���  � � � � � � � $ � : � /
��� � 1�3"1 � � �"���%�0�%� ��� � � � � � ��� � $  �SV �7�%�(U'�( !�!� � �  &3��!2&������2 � � 3%Q0 &���* ��#/
�9� � � � �%V $2���� !����� �5� 
 � �� %3	������2�� � � �����!2 � � � �� &�!1�352%3��* &3;� V ���� � �"� : ��� V :
�*1���3�� � � � S = Sd + Sg.

�;� � �?V �(� �  & %3	� ���(2�� � � ���1�!2&�,� � ���.3%� � U& �  !���(1&� :
�������'�(2&3%� V 2&3 : � 1 � Q#�43-� � � �! &�!2 V �(� � ���& ^��� : 3� &����� 2%3��0�)���& &��� � 3 ������'��2%3�� V /2%3^�( &3�U&���"�)���* �  &�'$ � � U!���[� 3�� � �.3 � � � ��� �� & � ����� P � �%��1!�"2 �  ! � Q � ���!��1!�"2%3 �
�&2 � � � 2�
&� �  %3.�/�" %3W�������'�(2&3%� V 2'� � Sd = aT

� � ��2�� � � ��� � �  �  ! � Q �WV �7�%�(U!�� &���
Sg ∝ T 3 �!2&� T � ΘD

�
Sg ∝ 1

T

�+�&2'�����)�%� ��� � � 1&� : �"�����!��2&3%� V 2  � � � � � $ �
Sg
� � ���"��Q 3����^� 3�1 ����� 37���* � Q � �( %3�U'�� &���+�!2&�&�������'�(2&3%� V 2&3 : �@2&3 P'�  '� � � ΘD

6� � ΘD

3

� � 3"1!��� ��� 2&3�� � � � �!2&�  &���(1&� : �������!��2%3�� V 2%3 : ����2�� ��� ���  � 2�� 3.�/�" � Q �
���(�.37�!��3�� � � $  %3 � � ����2�$�3%���^���638�*1���3��43 � ���! !� P  �� P � � ������'��2%3�� V 2'�.��� � /
� V �(� �  & �� P �"1'��3�� � �'����2�� ��� ��� V ���&��U'�� &��� � �!2 � � � 2�
&� �  &37���* V � T 3 �

S = aT + bT 3.
� �Y� �  

R]�.3" Y�43�2!�" �� P ����� � �-2%3	�����)�%�� &��� � �"� : ��� V : �*1���3�� � � � � � ���"2 � �( !�!� �>3��*�!�0��/
� � ���"� S/T � � T 2 � � 3"1�3	�2�>3��*�!����� � ����� � � 1�3	�>3" &3  %3 ���&��� ��� � � � U!���"���� � � U!� �
� 1 �(�'��2&������ !�.37���* &3��,�"��2�� ��� ���� '� � �%��� V ��� � $@���437��� � � V �%��� �����73.�&��3^�>3"1 � /
 V ��� ��� 
 2!�&�����%�� & �� P  &3 � � � � $���2&�&� V  !1 �2Q02%3 � �!1S�>3"�"�&�0��� � ���*�,����2�� ��� ���
� � �������!��2%3�� V 2�� �,��� �"P  � � � � Q 3�2&� � �9��U'����1 � � � 3"� � �73 � � V 1�3	�� �*37�(� � U!� �
���(2�� � � ��� �!2&� T > 10

� �>3��*�!����� � �$�"�����!��2&3%� V 2�� 1�3�1
S = aT 1.5 � � � � � � �&/

�"�"��2�$2��3����"��� ���& '� P  �"P �>3��*�!����� � ������� S/T � � √T � �!2&�!�"������ ! �"P  %3-� � � $��2&�!� V  !1 �"� � � � �$�"�����>3��*�!����� � ���"�X���(2�� � � ��� � �.�"�����!��2&3%� V 2��,� � �"��2 � �� & �  '�
��� � U!�� _�%��� �����73.�&��3!�������  !�&1�3�1&� : ��� � 2!���"��U'����1!� : � � �%�)�%� P � 1 � � � 2�� � � �
�&2!�&� � �������1 � � � ���  �"P �>3��*�!����� � ���"�^����2�� ��� ��� � �W������'��2%3�� V 2�� � 
 2&� � � � � � %3 � � � ��3���� V � �>3"�"�&�0��� � �����  '�)�/���(� ��� 
 �%�0 &����� 1 �  &1 V 2!�� �
!�!� P 2&3��( �� : ��� /
: 3� &����� � �52&3"�0�)���% !��� � � � �01 � �/�"1 V �&2!�82&3"�0�(� 3%�"2!�&�*3���� � : ������'��2%3�� V 2&3 : � 1�3"1� �%��� V ��� �����������!��2%3�� V 2& �"P �>3��*�!�0��� � ���"�?� � �&2 � �"�!���&�( !��� � ���&��� ��� &  � � � ��3"�./������� � P �"1'��3	� � � � �&2 � �"�!���&�( !�!� �437���8 !� �>3"�"�&�#� � �0� � ���������'�(2&3%� V 2�� �&2!��/
���(�0 � � 2&3"�0�)���% !�!�"�15 � �&��� � � Q � � 1�3"1 � � 1�3��� �637��� ���&��� ��� � � � �&2!� ��� � � 1&� :
�������'�(2&3%� V 2&3 : � ��� � � � ��� � � 1 � Q#��3^� � �9�& &�!2 V ������� �&���!�&���"���,�>3��*�!�������0�
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Q#�%�
Simp = −0.088T 1.5 � St = 0.0013T 1.5 � ρ0 = 8 µΩ � ��� ρt = ρ − ρ0 � 3 ρ �

� � �� � � � 1 ���!��2!������ !�73.�/�" � �@� � �&2 � �"�&�7�%�� &�'�"� � �.3 � � 2�� V ��3<� � � $��� &��� ��� 2�/
� 37���* �  !���"��2& &3 � � �� &3"1 ��  %3 � � Q ��3"� V ���*�#� � ��� 2�� V � ��P � � �%�73 �%�!� ���(2�� � /
� ��� ���&2'�����)��3 : � 1 � Q#�43 � �0 � �* ��P �"1'��3	��0�%���>3" .� � �/�"1 � � � �� &��� �9� : 3" !����� � �2%3��0�0���& &���)� ��3"1 �"���� � ���;2&�&� V  !1�3 � 2&3"��U!���" %3	�'�>3"�"�&�0��� � ����� � U'�� ��@ !�(��� �(:6�� � ���&2 � ���>� � ���!� ��� ��� P : 3"2&3"1��"��2X�>3"�"�&�0��� � ���"�&����2�� ��� ��� � �2�"�����!��2&3%� V 2�� �

� ��2�� � � ��� � �����
2
�

4
�&2!� ��� � � 1&� : ������'��2%3�� V 2&3 : � �+�����73.�&���!U!���01 ��P � 3���� �

�( %3�U!�!���)�/�" � �*� �/� � ���"��2�� ��� ����� �����
2
���

4
� �.3��"�&�0�!� � � �������'�(2&3%� V 2�� �����&/

�%�� & '�0� � U!��� � � �%�& !� P  � � V �>3"1 �  V � � �"� � �����!U&��� 1 � 2&2'�)���&2 V ��� � �"� �/� � � P
�"�)�%��U&�! �"P � � �!2 � �"�&�7�%�� &��� � � � Q � � � �����& '�� &��� � � 2&3��0���!U&�'��� � �"�����!��2&3./
� V 2& �� : �>3"�"�&�0��� � ����� : � � �&2 � �"�&�7�%�� &��� � � � �&2 � �"�&�7�%�� !�!� � �����

2
���

4
���� ��!�(�"�#�

�+�������!��2%3�� V 2 �"P � � Q ��3��� � ��� 2%3 $��( !��� ��� � �
n = 1 � � � � �"2!��� �=1�3"1\�&���

� � �!2 � �*�!���&�� &��� � �����
2
�

4
���9���.37�!����U'����1 �"P�� 3	��� n = 0.5

�
� � 3���� ��� � ���!� � 2&3 � ��� �

2
�

4
�43� & �� � � �&2 � � � ����� � ���"� � � Q ��3�� V ���"�#� �

�&2�� $ 1 � ����� �9� : 3" !����� � � � � 2 � ��3 � � 1'� � �"��1 � Q � �SR � Q ��3��� � ��� � 2&�&� �!2&�
�&2�� $ 1 � � � � �9� : 3" !�������^�&2 � � � ����� � ���"�  &���(1 � �������'�(2&3%� V 2! %3	� ���(2�� � � ���$�.3>/
�*�!�0�!� � �-�������!��2%3�� V 2�� 1�3"1

S = β
√
T
 � � � $ � ��3 � � � 1 ���!��2&���9�� ��73.�/�" �� � �43� �/

 �� � � � �*�#�%1 � � �)� V U%37�  '���!2 � �*�!� � 2!�(U&3%�W�73�1 �"P �>3��*�!�0��� � ���"� � ���� &3"1 � � ��� ���>3
�"2 V �� � ���"�?��������2!�� &���X����2�� � � ��� ��� 2%3	�
 � ��� � U!�� !� ��� � � 1!��� � � �&2 � �"�!���&�( !��/
��� � 1�3�U!�����"� � ��3" ! �� :  !�0� � ���.3%� � U& � ��� � � 1 � � U!� ��� �+�#�%�0��3%��� � �&2'���%�)�%�� & �� P
��� � � � ��: 3�2%3�1!����2!� �>3��*�!�0��� � ���"� S(T )

�

��1�� �/�('�) !�� ,��
1−x

���
x
���

2 
 4
 ,���� �	�

1−x
, �

x � 2 
 4
1

R � Q ��3"�0 � 2&3"��U!���.3"� � �%��1!�"2 �  ! �"P ���"2 V 1!� V 2�� � �0 � �* ��P �*1���3�� � ��� � �" � �����
� �%��1!�"2 �  & �� : � � ��� � �& &� P � � �%���(� �  '��2�Q0�&� � ��2��9� �T�����73.�&���!U!���01 ��P � 3	���
� �����

2
�

4
�0���!�>3� � � �@� � ��� � �& &���/�9� ��� � &�� � � ��� � �% !�����9� �)�(2��  � & � $ � � � ��� � $�/

 � � � � 2!����1!� P �!2&������2 �0�&������� � � � 1 � � � 2 ��P �!2 � � � ����� � ����� ��� ���(�'�(U&�&�*37�(�"�#�� � �� � �" � � � �&��1!�"2 �  %3��9� �  &3 :6� ���������9�&�#� � � � � ��� � �% !��� : � � � V �0�!� V 3�
&� �
� �%��� V ��� � �(���!U%3���� � � ����� V 3�
&�!�,�&��� �*� �/� � �! &���"�63 �!��2!� :6� �� �� : ���(�.37�!� � � �
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�9 � Q�� : � � �����& '�� &� P � �-1 � � � 2�� : � � 2 � �!�.37�%� �.3"1'$�� �434��� � �� � �" �"P �"1'��3	��2� � �% V � �'� � �" � ����� � �&��1!�"2 �  & �� : � � ��� � �& &���  %3 V 2 � �" !� � ��2��9� �  � �&2 � � � /
����� � ����� � � V �������"���!�&���"���X� � � � � � � ��� � �& &���/� �5��� � � 1 �"P � � ���"� $  � �������W�

��� V U'�� &�!�?���'��3"� � � �?��� � �*3.�%�� !�" ��0� �>3������ �� &�'��� �)��2��  %3 �)�)�%�� � � 1�3>/
�>37� � � U�� � �.3"1 � �X�>3"��� � �( !�!� � � ���"2 � � � ��3"�7���!��� �!��2'� :6� � �����73.�&� � ��� � ���!� � 2� �0�'���* � �7�����&���- %3'�*2&3" !��� � 2!� 1�3�1 �����(�.37�!���!U!���01 ��P � 3���� � �73�1 � � � 3	������ � ���!� � 2%3  � � � $ �


 3���� ���� &�'� �!2&�������� %3  &�!1 �)�/�-�73�1 $�� �&2!�&� � ����� 1 � � ���"2 � � V � � �43��7�%�� &� �
�!��2!� :6� �43������73.�&� ����� � �!��� � 2 � 2 � ��� � � � � �%��2�$ 3� &���  &�&1 �)�!� �^� � �%�7�%�� &� ��� � /
1�37�%��� � �63� & � Q � � 3%Q0 &���* � Q � � � ���� !�.3  � �%$ � 
 � �01 � �/�"1 V � � �� � ��� � �& &��� �&2!��/
�����2�434��� � �0 � �" �"P �*1���3�� � � � �� V � � * �  %3 V 2 � �* '� � ��2��9� �  !� V ���!�*���"�)���7/ � � U!� � �73�1 � �1�>3��9� � �� &�!� �0�'���* � �7�����&��� 1�3�1  &3����(2�� � ���! %3�� �!U!���01&�'� � �.3"1�  %32�"2%3� &��� � 2!�" �� ���0� �"P ���"�*3!�


 3���� ���� &�'�^�������  %3'��2 V Q �"P � �%�����( �� 1�3	�>37� � ��� � � � � � $  � �  %3������� ��./
� � P �����(�!�� !� ���%���!���  %3 � �%��1!�"2 �  ! �� ���0� ��P ���"�*38� � �����& '�� &��� � �>3"�"�&�#� ���!� � �
� �%��1!�"2 �  & ��P ���"2 V 1!� V 2�� � � 1&2'�(���" � ���"� �  !��2�Q0�&� � ��2��9� � � � �01 � �/�"1 V �"1'��3	�� � ��� � �& &� P ������� � � * ��� � � �"P8��� ��3����"� �  !��2�Q0� P@� U!�� ��W� 3.� � ���� %3�1 � � ��� V U!� / &�'� ���'��3"� � � � �
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