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Ââåäåíèå

Îáòåêàíèå ïðåïÿòñòâèé ðàçëè÷íûìè ñðåäàìè øèðîêî èçó÷àëîñü âî ìíî-
ãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè. Åñëè â ñðåäå ñóùåñòâóåò âíóòðåííÿÿ õàðàêòåðíàÿ
ñêîðîñòü, òî âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ â äàííîì ñëó÷àå, ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, âûøå èëè íèæå ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ
ê ýòîé õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè. Â ãàçå òàêèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñêî-
ðîñòü çâóêà. Åñëè ñêîðîñòü ïîòîêà ãàçà ïðåâûøàåò ñêîðîñòü çâóêà, òî ïðè
îáòåêàíèè òåëà âîçíèêàåò óäàðíàÿ âîëíà. Ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèì àíà-
ëîãîì ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ èçëó÷åíèå Âàâèëîâà-×åðåíêîâà.
Êîãäà çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñêâîçü äèýëåêòðè÷åñêóþ ñðåäó ñî
ñêîðîñòüþ, ïðåâûøàþùåé ñêîðîñòü ñâåòà â äàííîé ñðåäå, òî ïîä îïðåäå-
ëåííûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âîçíèêíåò èçëó÷åíèå.
Â òåîðèè êâàíòîâîé æèäêîñòè ïðîöåññ îáòåêàíèÿ ñâÿçàí ñî ñâîéñòâîì
ñâåðõòåêó÷åñòè. Ïðè ïðåâûøåíèè îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè òå-
÷åíèÿ ñâîéñòâî ñâåðõòåêó÷åñòè ïðîïàäàåò. Ýêñïåðèìåíòû ïîñëåäíåãî äå-
ñÿòèëåòèÿ ïî îáòåêàíèþ áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì (ÁÝÊ) ïðå-
ïÿòñòâèé èíèöèèðîâàëè ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïî äàííîìó âîïðîñó.
Îäíàêî, ïîñòðîåíèå ïîëíîé êàðòèíû ýòîãî ÿâëåíèÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
äàëåêî îò çàâåðøåíèÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ ñòðóê-
òóðû âîëí, âîçíèêàþùèõ â áîçå-ýéíøòåéíîâêîì êîíäåíñàòå ïðè îáòåêà-
íèè äâóìåðíûì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ, à òàêæå ðàññìîòðåíèþ àíàëî-
ãîâ ýòîãî ïðîöåññà â îïòèêå.

Ïîñëå äîñòèæåíèÿ áîçå-ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèè â ïàðàõ ùåëî÷-
íûõ ìåòàëëîâ â 1995ã. âîçíèêëà íîâàÿ îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ ôèçèêè íåëè-
íåéíûõ âîëí. Èñòîðèÿ ýòîé îáëàñòè ôèçèêè âîñõîäèò ê Ýéíøòåéíó, êî-
òîðûé â 1924-25ãã. îïóáëèêîâàë äâå ñòàòüè [1], ãäå îí îáîáùèë ðàáîòó
Áîçå î êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå ôîòîíîâ íà ñëó÷àé èäåàëüíîãî ãàçà àòîìîâ.
Â ÷àñòíîñòè, âî âòîðîé ñòàòüå îí ïðåäñêàçàë íîâîå ÿâëåíèå � êîíäåíñà-
öèþ àòîìîâ â íàèíèçøåì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Ðîëü äàííîãî ïðîöåññà â
ÿâëåíèÿõ ïðèðîäû äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü ïîä âîïðîñîì. Áûëè ïîïûò-
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êè îáúÿñíåíèÿ íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ He-II (âïåðâûå ïîëó÷åí Âîëüôêå è
Êååçîìîì â 1928 ãîäó), â ÷àñòíîñòè, ñâåðõòåêó÷åñòè, îòêðûòîé Êàïèöåé
â 1938ã. [2], êàê ñëåäñòâèÿ áîçå-êîíäåíñàöèè àòîìîâ He [3]. Íî áûëè è
ïðîòèâíèêè òàêîãî ïîäõîäà. Ëàíäàó â ñâîåé çíàìåíèòîé ñòàòüå [4] î òåî-
ðèè ñâåðõòåêó÷åñòè ãåëèÿ-II ïèøåò:�Íå ãîâîðÿ óæå î òîì, ÷òî æèäêèé
ãåëèé íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ èäåàëüíûì ãàçîì, àòîìû, íàõîäÿùèåñÿ â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îòíþäü íå âåëè áû ñåáÿ êàê �ñâåðõòåêó÷èå�. Íàïðî-
òèâ, íè÷åãî íå ìîãëî áû ïîìåøàòü àòîìàì, íàõîäÿùèìñÿ â íîðìàëüíîì
ñîñòîÿíèè, ñòàëêèâàòüñÿ ñ âîçáóæäåííûìè àòîìàìè, ò.å. ïðè äâèæåíèè
÷åðåç æèäêîñòü îíè èñïûòûâàëè áû òðåíèå�1. Îäíàêî, Ëàíäàó ïîêàçàë,
÷òî ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîëëåêòèâíûì ýôôåêòîì è íå
ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ èíäèâèäóàëüíûìè àòîìàìè. Ýòîò ïîäõîä
èñïîëüçîâàë Áîãîëþáîâ â ñâîåé ðàáîòå 1947ã. îá ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæ-
äåíèÿõ â ñëàáîíåèäåàëüíîì áîçå-ãàçå [5]. Â åãî ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà
ïîñòðîèòü òåîðèþ ñâåðõòåêó÷åñòè, èñõîäÿ èç �ìèêðîñêîïè÷åñêèõ� óðàâ-
íåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè äëÿ áîçå-÷àñòèö ñî ñëàáûì âçàèìîäåéñòâèåì
ìåæäó ÷àñòèöàìè. Áîãîëþáîâûì áûë íàéäåí ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ìà-
ëûõ âîçáóæäåíèé äëÿ îäíîðîäíîãî ñëàáîíåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà.

Â 1961ã. íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà Ãðîññîì [6] è Ïèòàåâñêèì [7] áûëî
ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ñëàáîíåèäåàëüíîãî íåîä-
íîðîäíîãî áîçå-ãàçà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Â ýòîì ñëó÷àå íàäêîí-
äåíñàòíîé ñîñòàâëÿþùåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîí-
äåíñàòà ïðèîáðåòàåò êîíêðåòíûé êëàññè÷åñêèé ñìûñë: êâàäðàò âîëíî-
âîé ôóíêöèè åñòü ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà, à ãðàäèåíò ôàçû �
ñêîðîñòü áîçå-ãàçà. Ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ.
Ñïåêòð ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, âû÷èñëåííûé èç ëèíåàðèçîâàííî-
ãî óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, ñîâïàäàåò ñ áîãîëþáîâñêèì ñïåêòðîì
îäíîðîäíîãî áîçå-ãàçà. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî îïè-
ñûâàåò íåëèíåéíûå âîçáóæäåíèÿ â ÁÝÊ � êâàíòîâûå âèõðè, òåìíûå ñî-

1Ëàíäàó ðàçðàáîòàë ôåìåíîëîãèåñêóþ òåîðèþ äàííîãî ïðîöåññà, êà÷åñòâåííî îáúÿñíèâøóþ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
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ëèòîíû, äèñïåðñèîííûå óäàðíûå âîëíû è äð. (ñì., íàïðèìåð, [8]).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò ñîìíåíèÿ, ÷òî áîçå-ýéíøòåéíîâñêàÿ êîíäåí-

ñàöèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèÿõ, òàêèõ êàê ñâåðõòå-
êó÷åñòü ãåëèÿ-II è ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Îäíàêî, ñèëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ÷àñòèöàìè è ñëîæíîñòü ñèñòåì íå ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü òåî-
ðèþ ñðåäíåãî ïîëÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó, êîãäà
óäàëîñü îñóùåñòâèòü áîçå-êîíäåíñàöèþ â ïàðàõ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ â
ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ, ýòî îçíàìåíîâàëî íîâûé ýòàï ðàçâèòèÿ òåîðèè
áîçå-ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèè. Â 1995ã. ñðàçó äâå ãðóïïû ñîîáùèëè
îá îõëàæäåíèè àòîìîâ ðóáèäèÿ [10] è íàòðèÿ [11] â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ
äî òåìïåðàòóð â äîëè ìèêðîêåëüâèíîâ è íàáëþäåíèè áîçå-êîíäåíñàöèè2.
Ïîçäíåå â òîì æå ãîäó òðåòüÿ ãðóïïà ñîîáùèëà î íàáëþäåíèè áîçå-
êîíäåíñàöèè â ïàðàõ ëèòèÿ [12]. Àòîìû ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ îáëàäàþò
ìàãíèòíûì ìîìåíòîì, áëàãîäàðÿ ýòîìó èõ ìîæíî óäåðæèâàòü â ìàãíèò-
íûõ ëîâóøêàõ. Çàïîëíåíèå ëîâóøåê ãàçîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ ëàçåðíîãî îõëàæäå-
íèÿ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ òåõíèêà øàãíóëà äàëåêî
âïåðåä. Ñóùåñòâåííî óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ñ êîòîðûìè
óäàëîñü äîñòè÷ü áîçå-êîíäåíñàöèè. Â 1998ã. ê ïåðâûì òðåì ýëåìåíòàì
ïðèáàâèëñÿ àòîìàðíûé âîäîðîä [13], â 2001ã. - êàëèé [14] è ìåòàñòàáèëü-
íûé ãåëèé [15], â 2003ã. - öåçèé [16] è èòòåðáèé [17] è, íàêîíåö, â 2007ã. -
õðîì [18]. Êàæäîå èç âåùåñòâ îáëàäàåò ñâîèìè îñîáåííîñòÿìè. Â ëèòèè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîå ïðèòÿæåíèå ìåæäó àòîìàìè, â îòëè÷èå îò
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, ó ëèòèÿ è êàëèÿ óäàëîñü ñêîíäåíñèðî-
âàòü êàê áîçå, òàê è ôåðìèîííûé èçîòîïû. Âîäîðîä ââèäó ñâîåé ïðîñòîòû
ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü òî÷íûé ðàñ÷åò âåëè÷èíû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
÷àñòèöàìè. Àòîìû õðîìà îáëàäàþò î÷åíü áîëüøèì ìàãíèòíûì ìîìåí-
òîì, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó äàëüíîäåéñòâóþùåìó äèïîëü-äèïîëüíîìó

2Â 2001ã. ðóêîâîäèòåëè ýòèõ ãðóïï Êîðíåë, Âèìàí è Êåòòåðëå ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ
ïî ôèçèêå.
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âçàèìîäåéñòâèþ è, êàê ñëåäñòâèå, ê àíèçîòðîïèè êîíäåíñàòà.
Øèðîêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå âîçìîæíîñòè äàåò íàëè÷èå ðåçîíàíñà

Ôåøáàõà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ÿâëåíèþ ñ ïîìîùüþ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ìîæíî óïðàâëÿòü äëèíîé ðàññåÿíèÿ àòîìîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, âå-
ëè÷èíîé èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìíîãî èíòåðåñíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îñíîâàíî
íà ýòîì ýôôåêòå. Íàïðèìåð, êîëëàïñ ÁÝÊ ïðè ñìåíå ýôôåêòèâíîãî îò-
òàëêèâàíèÿ íà ïðèòÿæåíèå, îáðàçîâàíèå ìîëåêóëÿðíûõ êîíäåíñàòîâ è
ìíîãîå äðóãîå (ñì., íàïð., îáçîð [19] è ññûëêè â íåì). Áûëè ïîëó÷åíû
ìíîãîêîìïîíåíòíûå êîíäåíñàòû � áîçå-êîíäåíñàòû èç ñìåñåé ðàçëè÷-
íûõ àòîìîâ è òàê íàçûâàåìûå �ñïèíîðíûå� áîçå-êîíäåíñàòû. Î íèõ ðå÷ü
ïîéäåò â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûõ, òàê è òåîðåòè÷åñêèõ ðà-
áîò ïîñâÿùåíî äèíàìè÷åñêèì ñâîéñòâàì ÁÝÊ. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâàÿ ðåãè-
ñòðàöèÿ áîçå-êîíäåíñàöèè àòîìîâ â ìàãíèòíîé ëîâóøêå îñóùåñòâëÿëàñü
ïî íàáëþäåíèþ ñêîðîñòè ðàçëåòà ãàçà ïðè îòêëþ÷åíèè ëîâóøêè [20]. Ïî-
ñëå óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðû íèæå íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé íàáëþäàëñÿ
îñòðûé ïèê â ðàñïðåäåëåíèè àòîìîâ ïî ñêîðîñòÿì, ÷òî è ÿâèëîñü äîêàçà-
òåëüñòâîì áîçå-êîíäåíñàöèè àòîìîâ. Òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ è óðàâíåíèå
Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî ïîêàçàëè õîðîøóþ ïðèìåíèìîñòü ïðè îïèñàíèè äè-
íàìèêè ÁÝÊ. Èíòåðåñ ê òàêèì ñèñòåìàì âûçâàí òåì, ÷òî ýëåìåíòàðíûå
âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîëëåêòèâíûìè è íå ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû
ñ îòäåëüíûìè àòîìàìè. Â áîçå-êîíäåíñàòå òàêèìè âîçáóæäåíèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ ôîíîíû è êâàíòîâûå âèõðè. Îñíîâíûìè �èãðîêàìè�, ôîðìèðóþùè-
ìè äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíäåíñàòà, ÿâëÿþòñÿ äèñïåðñèÿ è íåëèíåé-
íîñòü (ïî íåëèíåéíûì âîëíàì â áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå ñìîò-
ðèòå ïîäðîáíûé îáçîð [21]). Áëàãîäàðÿ èõ íàëè÷èþ, â ÁÝÊ íàáëþäàþò-
ñÿ ñâåòëûå ñîëèòîíû â êîíäåíñàòå ñ ïðèòÿæåíèåì è òåìíûå ñîëèòîíû
â êîíäåíñàòå àòîìîâ ñ îòòàëêèâàíèåì. Ïîñëåäíèå, áóäó÷è óñòîé÷èâûìè
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, â äâóìåðíîì êîíäåíñàòå â ëîâóøêå ðàñïàäàþòñÿ
íà âèõðè [8]. Âûçûâàåò èíòåðåñ ïîèñê óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ òåìíûé ñî-
ëèòîí ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì [29, 30]. Êðîìå òîãî, íàáëþäàëèñü âèõðè
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è âèõðåâûå ðåøåòêè âî âðàùàþùåìñÿ êîíäåíñàòå. Áûëè èññëåäîâàíû
äèñïåðñèîííûå óäàðíûå âîëíû, âîçíèêàþùèå ïðè �óäàðå� ïî êîíäåíñàòó
ëàçåðíûì ëó÷îì èëè ïðè ñîçäàíèè â îáëàêå êîíäåíñàòà îáëàñòåé ïîâû-
øåííîé ïëîòíîñòè.

Â ðÿäå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò èçó÷àëñÿ ïðîöåññ
îáòåêàíèÿ áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Ýòà òåìà èí-
òåðåñíà â ñâÿçè ñ âîïðîñîì î íàðóøåíèè ñâåðõòåêó÷åñòè ïðè áîëüøèõ
ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ (áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ïî ýòèì ðàáîòàì äàí â ðàçäå-
ëå 2 ãëàâû 1). Â îäíîì èç ýêñïåðèìåíòîâ [22] áîçå-êîíäåíñàò âûïóñêàëñÿ
èç ìàãíèòíîé ëîâóøêè, à ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî äâèæåíèþ íàïðàâëÿë-
ñÿ ëàçåðíûé ëó÷, âûòàëêèâàþùèé àòîìû êîíäåíñàòà. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
äîñòèãàëà ñâåðõçâóêîâûõ âåëè÷èí, ÷òî ïðèâîäèëî ê íàðóøåíèþ ñâåðõòå-
êó÷åñòè. Â ðåçóëüòàòå çà ïðåïÿòñòâèåì âîçíèêàëà îáëàñòü òåíè, ñíàðóæè
êîòîðîé íàáëþäàëèñü âîëíîâûå ñòðóêòóðû. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü
äëÿ ðàçíûõ ôîðì è ðàçìåðîâ ïðåïÿòñòâèÿ è ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé îáòå-
êàíèÿ, ÷òî ïðèâîäèëî ê èçìåíåíèþ âîëíîâîé êàðòèíû è âîçíèêíîâåíèþ
âèõðåé. ×èñëåííûé ñ÷åò è ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç [23,24] ïîêàçàëè, ÷òî
â äâóìåðíîì ñëó÷àå âîëíîâóþ êàðòèíó ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå îáëàñòè.
Â îäíîé äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ïðåïÿòñòâèÿ íàõîäÿòñÿ ìàëîàìïëèòóäíûå
âîëíû, îïèñûâàåìûå ëèíåéíîé òåîðèåé. Â äðóãîé � íåëèíåéíûå ñòðóê-
òóðû: òåìíûå ñîëèòîíû è âèõðè. Ïðîôèëè òåìíûõ ñîëèòîíîâ áûëè îïè-
ñàíû àíàëèòè÷åñêè â ðàáîòå [23] äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïëîòíîñòè â êîíäåíñàòå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ âîëíîâóþ
êàðòèíó, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðîôèëè ëèíåéíûõ âîëí è îïðåäåëèòü
îáëàñòü èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå òå÷åíèå áîçå-ãàçà,
âûïóùåííîãî èç ëîâóøêè, íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, à ðàñïðåäåëåíèå
ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà íå îäíîðîäíî. Îäíàêî, ÷èñëåííûé ñ÷åò ïîêàçàë,
÷òî íåîäíîðîäíîñòü íå ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ âîçíèêàþ-
ùåé âîëíîâîé êàðòèíû. Ïîýòîìó, äëÿ îáùåãî ïîíèìàíèÿ âîçíèêàþùèõ
âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàâíîìåðíîå òå÷åíèå îäíî-
ðîäíîãî áîçå-ãàçà.
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Èòàê, ñôîðìóëèðóåì ïåðâóþ çàäà÷ó äèññåðòàöèè: ïîñòðîåíèå
êàðòèíû ëèíåéíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè ñâåðõçâóêîâîì îá-
òåêàíèè îäíîðîäíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðå-
ïÿòñòâèÿ.

Êàê èçâåñòíî, äâóìåðíûå òåìíûå ñîëèòîíû íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëü-
íî ðàñïàäà íà âèõðè (ñì. êëàññè÷åñêèå ðàáîòû [27, 28] è áîëüøîé îá-
çîð [26]). Èññëåäîâàíèþ èõ óñòîé÷èâîñòè ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ðàáîò. Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ñòàáèëèçàöèè ñîëèòîíîâ, â òîì
÷èñëå ñòàáèëèçàöèÿ òåìíîãî ñîëèòîíà â ëîâóøêå, ââåäåíèå äàëüíîäåé-
ñòâóþùèõ äèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé â êîíäåíñàòå [29] è äðóãèå. Â ðà-
áîòå [30] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè òå÷åíèÿ âäîëü ñîëèòîíà ìàëî-
àìïëèòóäíûå íåóñòîé÷èâîñòè ìîãóò ñíîñèòñÿ òå÷åíèåì äî òîãî, êàê îíè
ïåðåéäóò â íåëèíåéíóþ ñòàäèþ è âûçîâóò ðàñïàä ñîëèòîíà. Â ðåçóëüòàòå
íåóñòîé÷èâîñòü ñòàíîâèòñÿ êîíâåêòèâíîé (î êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè ñìîòðèòå, íàïðèìåð, [31]) è ñîëèòîíû áóäóò äîñòóïíû äëÿ íàáëþäå-
íèÿ. Íî â îïèñàííîì âûøå ýêñïåðèìåíòå òåìíûå ñîëèòîíû íå íàáëþäà-
ëèñü - â îáëàñòè, ãäå äîëæíû íàõîäèòüñÿ òåìíûå ñîëèòîíû è âèõðåâûå
ñòðóêòóðû, âîçíèêàåò îáëàñòü òåíè. Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ áîëüøèì
ðàçìåðîì ïðåïÿòñòâèÿ è òåì, ÷òî êîíäåíñàò íå óñïåâàåò çàòå÷ü çà ïðå-
ïÿòñòâèå.

Òàê êàê íàáëþäåíèå òåìíûõ ñîëèòîíîâ îáòåêàíèÿ â áîçå-
ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå ñòîëêíóëîñü ñ òðóäíîñòÿìè, âîçìîæíî,
ýòèõ òðóäíîñòåé óäàñòñÿ èçáåæàòü â îïòèêå. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïó÷êîâ
ñâåòà â ñðåäàõ ñ çàâèñÿùèì îò èíòåíñèâíîñòè ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ
â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì
Øðåäèíãåðà [32], êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî.
Áëàãîäàðÿ ýòîìó â îïòèêå âîçìîæíî íàáëþäåíèå òåõ æå âîëíîâûõ
ñòðóêòóð, ÷òî è â áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå. Êîíäåíñàòó ñ
îòòàëêèâàþùèì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó àòîìàìè ñîîòâåòñòâóåò îò-
ðèöàòåëüíàÿ íåëèíåéíàÿ äîáàâêà ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ. Òàêàÿ
íåëèíåéíîñòü ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ñðåäàõ ñ òåïëîâîé íåëèíåéíîñòüþ,
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ôîòîâîëüòàè÷åñêèì ýôôåêòîì è ìíîãèìè äðóãèìè [33]. Ïðîñòðàíñòâåí-
íûå òåìíûå ñîëèòîíû â òàêèõ ñðåäàõ íàáëþäàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî
ïðè èñïîëüçîâàíèè àìïëèòóäíûõ è ôàçîâûõ òðàíñïàðàíòîâ [34�36].
Àìïëèòóäíûå òðàíñïàðàíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëîñû, ðåøåòêè èëè
êðåñòû, íàêëàäûâàåìûå íà ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïó÷êà. Â ýòîì ñëó÷àå íà
äèôðàêöèîííîé êàðòèíå â äàëüíåé çîíå âîçíèêàþò ïîëîñû ïîíèæåííîé
èíòåíñèâíîñòè � òåìíûå ñîëèòîíû. Ôàçîâûå òðàíñïàðàíòû ñäâèãàþò
ôàçó â ïó÷êå íà π, ÷òî òàêæå ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñîëèòîíà. Â
íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàëñÿ ðàñïàä ñîëèòîíà íà îïòè÷åñêèå
âèõðè âñëåäñòâèå èçãèáíîé íåóñòîé÷èâîñòè [37]. Êðîìå òîãî, â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïî íåëèíåéíîé äèôðàêöèè íà òîíêîé ùåëè è êðóãëîì îòâåðñòèè
íàáëþäàëèñü îïòè÷åñêèå äèñïåðñèîííûå óäàðíûå âîëíû [38,39].

Â ñëó÷àå, åñëè â ñðåäå îñóùåñòâëÿåòñÿ íåëèíåéíîñòü êåððîâñêîãî òè-
ïà, òî ðàñïðîñòðàíåíèå ïó÷êîâ ñâåòà â íåé îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì
óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåëèíåéíàÿ äîáàâ-
êà ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ èìååò íå êåððîâñêóþ çàâèñèìîñòü îò èí-
òåíñèâíîñòè. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ñðåäà ñ êîíêóðèðóþùèìè íåëè-
íåéíîñòÿìè èëè íåëèíåéíîñòü ñ íàñûùåíèåì, îñóùåñòâëÿþùàÿñÿ â ôî-
òîðåôðàêòèâíûõ ñðåäàõ ñ ôîòîâîëüòàè÷åñêèì ýôôåêòîì. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò îá îáîáùåííîì íåëèíåéíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ñ ïðîèçâîëü-
íîé íåëèíåéíîñòüþ.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ òåìíûõ
ñîëèòîíîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîâîëî÷êó, ðàñïîëîæåííóþ ïîïåðåê íà-
ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà. Òîãäà â äàëüíåé çîíå áóäóò íàáëþ-
äàòüñÿ äâå òåìíûõ ïîëîñû � òåìíûå ñîëèòîíû. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî, åñëè ïðîâîëî÷êó ðàñïîëîæèòü ïîä íåáîëüøèì óãëîì ê íàïðàâëå-
íèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà, òî íà âûõîäå èç ñðåäû áóäåò íàáëþäàòüñÿ
äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà, àíàëîãè÷íàÿ âîëíîâîé êàðòèíå, âîçíèêàþùåé
ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Òî åñòü,
áóäóò ñóùåñòâîâàòü äâå îáëàñòè, âíóòðè ïåðâîé áóäóò íàõîäèòñÿ òåì-
íûå ñîëèòîíû, îäíèì êîíöîì ïðèêðåïëåííûå ê ïðîâîëî÷êå. Â äðóãîé �
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ìàëîàìïëèòóäíûå âîëíû.
Èòàê, ñôîðìóëèðóåì âòîðóþ çàäà÷ó äèññåðòàöèè: èññëåäîâàíèå

äèôðàêöèîííîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè äèôðàêöèè ïó÷êà
ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå â ñðåäå ñ îòðèöàòåëüíîé ðåôðàê-
öèåé, íåëèíåéíàÿ äîáàâêà ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîé
çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïîñòðîå-
íèå ïðîôèëåé ëèíåéíûõ âîëí è òåìíûõ ñîëèòîíîâ, èññëåäîâà-
íèå óñòîé÷èâîñòè òåìíûõ ñîëèòîíîâ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáîáùåíèå çàäà÷è îá îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ íà
ñëó÷àé äâóõêîìïîíåíòíûõ ñðåä. Â áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå ýòî
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìîãóò áûòü ñêîíäåíñèðîâà-
íû àòîìû äâóõ ðàçíûõ ýëåìåíòîâ. Èëè áîçå-êîíäåíñàöèÿ ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíà ñ àòîìàìè îäíîãî ýëåìåíòà, íî íà íàõîäÿùèõñÿ íà ðàçíûõ
ïîäóðîâíÿõ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ [8].

Â îïòèêå òàêæå âîçìîæíî îñóùåñòâèòü ðåæèì ðàñïðîñòðàíåíèÿ äâóõ
ñâÿçàííûõ âîëí. Ýòî ìîãóò áûòü äâå âîëíû ïîëÿðèçàöèè èëè âîëíû ñ
ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè [33]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåëèíåéíàÿ äîáàâêà ê ïî-
êàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ áóäåò çàâèñåòü îò èíòåíñèâíîñòè îáåèõ âîëí. Â
îïòè÷åñêè àíèçîòðîïíîé ñðåäå ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü íåîäèíàêî-
âîé äëÿ êàæäîé èç âîëí.

Â îáùåì ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíûå ñðåäû îïèñûâàþòñÿ ïàðîé
ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. È â îïòèêå, è â ôèçèêå áîçå-
ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ýòè
óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê äâóõêîìïîíåíòíîìó íåëèíåéíîìó óðàâ-
íåíèþ Øðåäèíãåðà. Íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû, îïèñûâàåìûå ýòèì óðàâíå-
íèåì, øèðîêî èçó÷àëèñü êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíî (ñì.
ññûëêè â [43]). Äëÿ îòðèöàòåëüíîé êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè èçâåñòíû
âåêòîðíûå òåìíûå ñîëèòîíû, ïàðû òåìíûé-ñâåòëûé ñîëèòîí [40] è âåê-
òîðíûå âèõðè [41, 42]. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè îáòåêàíèè äâóõêîìïî-
íåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ â öåëîì âîë-
íîâàÿ êàðòèíà òàêæå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà ëèíåéíûå âîëíû è íà
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íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû � âåêòîðíûå òåìíûå ñîëèòîíû è âèõðè. Îäíà-
êî, â äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäå èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò îäíî-
êîìïîíåíòíîãî ñëó÷àÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ëèíåéíîì ïðåäåëå çàêîí äèñïåð-
ñèè Áîãîëþáîâà ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå âåòâè ñ äâóìÿ ñêîðîñòÿìè çâóêà.
Ýòî ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ êàðòèíû ëèíåéíûõ âîëí. Êðîìå òîãî, ìîãóò
èçìåíèòüñÿ ïàðàìåòðû óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíîãî òåìíîãî ñîëèòîíà. Ýòî
ïîçâîëÿåò îæèäàòü íîâûå ýôôåêòû â ñðàâíåíèè ñ îäíîêîìïîíåíòíûì
ñëó÷àåì.

Ñôîðìóëèðóåì òðåòüþ îñíîâíóþ çàäà÷ó äèññåðòàöèè: èññëåäî-
âàíèå âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè îáòåêàíèè äâóõ-
êîìïîíåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿò-
ñòâèÿ. Ïîñòðîåíèå êàðòèíû ëèíåéíûõ âîëí è âåêòîðíûõ
òåìíûõ ñîëèòîíîâ. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíîâ.
Îáñóæäåíèå ñõåìû ðåàëèçàöèè äàííîé âîëíîâîé êàðòèíû â îï-
òèêå.

Íîâèçíà ðàáîòû

1. Â ñâÿçè ñ ýêñïåðèìåíòîì ïî îáòåêàíèþ ïðåïÿòñòâèÿ áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïîñòðîåíû ïðîôèëè ëèíåéíûõ âîëí, ãå-
íåðèðóåìûõ òå÷åíèåì êîíäåíñàòà ñíàðóæè êîíóñà Ìàõà.

2. Äëÿ êàðòèíû âîëí âíóòðè êîíóñà Ìàõà ïîñòðîåíû ïðîôèëè ïåðèî-
äè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ âîëí.

3. Ïðåäëîæåíà ñõåìà ýêñïåðèìåíòà, ìîäåëèðóþùåãî ïðîöåññ îáòåêà-
íèÿ áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ â îïòèêå. Ðàññìîò-
ðåíà äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè äèôðàêöèè ïó÷êà íà
îòðàæàþùåé ïðîâîëî÷êå, ðàñïîëîæåííîé ïîä íåáîëüøèì óãëîì ê íà-
ïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà â ñðåäå ñ îòðèöàòåëüíîé íåëèíåéíîé
äîáàâêîé ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ.

4. Ïîñòðîåíà êàðòèíà âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè îáòåêàíèè äâóõêîì-
ïîíåíòíûì áîçå-ýéøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Óêàçàíà âîç-
ìîæíîñòü ðåàëèçàöèè äàííîé âîëíîâîé êàðòèíû â îïòèêå.
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Àâòîð âûíîñèò íà çàùèòó:

1. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ âîëí, âîçíèêà-
þùèõ ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèé áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì
êîíäåíñàòîì: âûðàæåíèÿ äëÿ ãðåáíåé è ïðîôèëåé ëèíåéíûõ âîëí, ðàñ-
ïîëîæåííûõ âíå êîíóñà Ìàõà, à òàêæå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä è
ëîêàëüíûõ äëèí âîëí â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè.

2. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà äèôðàêöèè ñâåòà íà òîíêîé
ïðîâîëî÷êå, ðàñïîëîæåííîé ïîä íåáîëüøèì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â ñðåäå ñ îòðèöàòåëüíîé íåëèíåéíîé äîáàâêîé ê ïî-
êàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ. Àíàëèç äèôðàêöèîííîé êàðòèíû, âêëþ÷àþùåé
â ñåáÿ ëèíåéíûå âîëíû, ðàñïîëîæåííûå âíå êîíóñà Ìàõà è íàêëîííûå
òåìíûå ñîëèòîíû, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè êîíóñà Ìàõà, îïðåäåëåíèå ïà-
ðàìåòðîâ óñòîé÷èâîñòè íàêëîííûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ.

3. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé êàð-
òèíû îáòåêàíèÿ ïðåïÿòñòâèé äâóõêîìïîíåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì
êîíäåíñàòîì: íàëè÷èå äâóõ êîíóñîâ Ìàõà è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ëèíåé-
íûõ âîëí, ñóùåñòâîâàíèå íàêëîííûõ âåêòîðíûõ ñîëèòîíîâ âíóòðè âíåø-
íåãî êîíóñà Ìàõà, âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè íàêëîííûõ âåêòîðíûõ ñî-
ëèòîíîâ îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà íà âèõðåâûå ïàðû.

Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Òåîðèÿ íåëèíåéíûõ âîëí è ôèçèêà áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñà-
òà íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿþòñÿ áóðíî ðàçâèâàþùèìèñÿ íàïðàâëåíè-
ÿìè ôèçèêè. Ýêñïåðèìåíòû ïî íàáëþäåíèþ íåëèíåéíûõ âîëí â áîçå-
ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå, ÷àñòî îáãîíÿÿ òåîðèþ â ïîñòàíîâêå íîâûõ
çàäà÷, äàëè íîâûé èìïóëüñ ðàçâèòèþ òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí. Îäíèì èç
òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûé òðåáóåò áîëåå äåòàëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî
èçó÷åíèÿ, áûëà ìîòèâèðîâàíà äàííàÿ ðàáîòà.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ñõåìà ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûé ïîçâîëèò ìîäå-
ëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âîëíîâóþ êàðòèíó îïòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.
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Â ðåçóëüòàòå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íîâûé äèôðàêöèîííûé ýôôåêò. Â
íåãî âõîäÿò îïòè÷åñêèå òåìíûå ñîëèòîíû, îáëàäàþùèå ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ âûñîêîé óñòîé÷èâîñòüþ. Ýòî äåëàåò âîçìîæíûì èõ èñïîëü-
çîâàíèå â êà÷åñòâå îïòè÷åñêè èíäóöèðîâàííûõ âîëíîâîäîâ.

Èçó÷åíèå îáòåêàíèÿ ñðåäîé ïðåïÿòñòâèÿ ìîæåò áûòü èíòåðåñíî äëÿ
çàäà÷è äåòåêòèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû. Îáîáùåíèå äàííîé ðàáî-
òû íà ñðåäû ñ ïîëÿðèòîíàìè èëè ïëàçìîíàìè ìîæåò èìåòü ïðèìåíåíèå
äëÿ ìèêðîñêîïèè, îñíîâàííîé íà èñïîëüçîâàíèè êâàçè÷àñòèö.

Àïðîáàöèÿ

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû â äîêëàäàõ:
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(Loughborough University, UK), A. Gammal (Universidade de Sao
Paulo, Brazil).

2. �14th Central European Workshop on Quantum Optics�, 1-5 èþíÿ 2007,
Ïàëåðìî, Èòàëèÿ.

�Wave pattern generated in a stationary �ow of Bose-Einstein
condensate past an obstacle�, Yu.G. Gladush (Institute of Spectroscopy,
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(Loughborough University, UK), A. Gammal (Universidade de Sao
Paulo, Brazil).

3. Ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Íåëèíåéíûå âîëíû - 2008�, 1-7
ìàðòà, Íèæíèé Íîâãîðîä.

�Íåëèíåéíàÿ äèôðàêöèÿ ïó÷êîâ ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ôî-
òîðåôðàêòèâíûõ ñðåäàõ, íà âñòðîåííûõ â íèõ òîíêèõ ïðîâîëî÷êàõ�.
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�Íåëèíåéíàÿ äèôðàêöèÿ ïó÷êîâ ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ôî-
òîðåôðàêòèâíûõ ñðåäàõ, íà âñòðîåííûõ â íèõ òîíêèõ ïðîâîëî÷êàõ�.
Ãëàäóø Þ.Ã., Êàì÷àòíîâ À.Ì., El G.A., Khamis E.G., A. Gammal.

5. Ñåìèíàð Â.Å. Çàõàðîâà è À.À. Ãóðåâè÷à â ÔÈÀÍ ïî ïðîáëåìàì
íåëèíåéíîé ôèçèêè.

6. Ñåìèíàð êàôåäðû ôîòîíèêè è ôèçèêè ìèêðîâîëí, Ôèçè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò, ÌÃÓ.

Ïðåìèè è ãðàíòû:

1. Ïðåìèÿ èì. Ôðàíöèñêî Ïîëóìáî çà ëó÷øèé äîêëàä ìîëîäîãî ó÷å-
íîãî íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè CEWQO-2007.

2. Êîíêóðñ íàó÷íûõ ðàáîò Èíñòèòóòà ñïåêòðîñêîïèè ÐÀÍ. Âòîðîå ìå-
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4. Ãðàíò ôîíäà �Äèíàñòèÿ� çà 2008ã. äëÿ àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-
íûõ áåç ñòåïåíè.

5. Ãðàíò ôîíäà ÐÔÔÈ ïî èíèöèàòèâíûì ïðîåêòàì 2004-2007ãã., ðóêî-
âîäèòåëü - Êàì÷àòíîâ À.Ì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè îïóáëèêîâàíû â ñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ â ðå-
öåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ:

1. G. A. El, Yu. G. Gladush and A. M. Kamchatnov, �Two-dimensional
periodic waves in supersonic �ow of a Bose�Einstein condensate�,J.
Phys. A: Math. Theor. 40 No 4 611-619, 2007.

13



2. Yu.G. Gladush, G.A. El, A. Gammal, A.M. Kamchatnov, �Radiation of
linear waves in the stationary �ow of a Bose-Einstein condensate past
an obstacle�, Phys. Rev. A 75, 033619, 2007.

3. Þ.Ã. Ãëàäóø, À.Ì. Êàì÷àòíîâ, �Ãåíåðàöèÿ ëèíåéíûõ âîëí ïðè îá-
òåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ Áîçå-Ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì� ÆÝÒÔ,
ò. 132, � 3, ññ. 589�595, 2007.

4. Yu. G. Gladush, L. A. Smirnov and A. M. Kamchatnov, �Generation
of Cherenkov waves in the �ow of a Bose�Einstein condensate past an
obstacle�, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 41, 165301, 2008.

5. E. G. Khamis, A. Gammal, G. A. El, Yu. G. Gladush and A. M.
Kamchatnov, �Nonlinear di�raction of light beams propagating in
photorefractive media with embedded re�ecting wire�, Phys. Rev. A,
78, 013829, 2008.

6. Yu. G. Gladush, A. M. Kamchatnov, Z. Shi, P. G. Kevrekidis, D. J.
Frantzeskakis, and B. A. Malomed, �Wave patterns generated by a
supersonic moving body in a binary Bose-Einstein Condensate�, Phys.
Rev. A, 79, 033623, 2009.

Â òîì ÷èñëå òåçèñû äîêëàäîâ íà êîíôåðåíöèÿõ:

7. Yu. G. Gladush, A. M. Kamchatnov, G. El, A. Gammal, �Wave pattern
generated in a stationary �ow of Bose-Einstein condensate past an
obstacle�, òåçèñû äîêëàäîâ XIV Öåíòðàëüíî-åâðîïåéñêîãî ñåìèíàðà
ïî êâàíòîâîé îïòèêå CEWQO-2007, Ïàëåðìî, Èòàëèÿ, 2007.

8. Ãëàäóø Þ. Ã., Êàì÷àòíîâ À. Ì., El G.A., Khamis E. G., A. Gammal,
�Íåëèíåéíàÿ äèôðàêöèÿ ïó÷êîâ ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ôî-
òîðåôðàêòèâíûõ ñðåäàõ, íà âñòðîåííûõ â íèõ òîíêèõ ïðîâîëî÷êàõ�,
òåçèñû äîêëàäîâ íà øêîëå-ñåìèíàðå �Íåëèíåéíûå âîëíû - 2008�, 1-7
ìàðòà, Íèæíèé Íîâãîðîä, Ðîññèÿ, 2008.
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9. Ãëàäóø Þ. Ã., Êàì÷àòíîâ À. Ì., El G. A., Khamis E. G., A. Gammal,
�Íåëèíåéíàÿ äèôðàêöèÿ ïó÷êîâ ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ôî-
òîðåôðàêòèâíûõ ñðåäàõ, íà âñòðîåííûõ â íèõ òîíêèõ ïðîâîëî÷êàõ�,
òåçèñû äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ëàçåðíàÿ ôèçèêà è
îïòè÷åñêèå òåõíîëîãèè - 2008�, Ìèíñê, Áåëàðóñü, 2008.

Ñòðóêòóðà è êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðà-
òóðû è ðàçäåëà áëàãîäàðíîñòåé. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû äàíî çàêëþ÷åíèå,
â êîòîðîì ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû.

Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, îáîñíîâàíèå àêòó-
àëüíîñòè âûáðàííîé òåìû è íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, îïðåäåëÿþòñÿ
öåëè ðàáîòû, êðàòêî èçëîæåíî åå ñîäåðæàíèå è ñôîðìóëèðîâàíû çàùè-
ùàåìûå ïîëîæåíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé
ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè îäíîêîìïîíåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì
êîíäåíñàòîì öèëèíäðè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ãðîññà-
Ïèòàåâñêîãî (ÃÏ) ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàíèþ âîçìóùåíèé îäíîðîäíîãî
ñîñòîÿíèÿ áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ äàííûå èç ýêñïåðèìåíòà ïî ñâåðõçâó-
êîâîìó îáòåêàíèþ áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Äàí
îáçîð ïî òåîðåòè÷åñêèì ðàáîòàì äðóãèõ àâòîðîâ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäî-
âàíèþ ýòîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëÿåòñÿ ìåñòî äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ñðåäè
äðóãèõ ðàáîò ïî äàííîé òåìå.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ ïðîôèëåé ñòàöèîíàðíûõ ëèíåé-
íûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñà-
òîì ïðåïÿòñòâèÿ. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ñïåêòðà Áîãîëþáîâà íàéäåíû ëèíèè
ïîñòîÿííîé ôàçû (ëèíèè ãðåáíåé) ëèíåéíûõ âîëí. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå
âîëíû ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ñíàðóæè êîíóñà Ìàõà. Â ðàìêàõ ôîð-
ìàëèçìà óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî ïîñòðîåíû ïðîôèëè ëèíåéíûõ
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âîëí â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ � âäàëè îò êîíóñà Ìàõà è â íåïîñðåä-
ñòâåííîé áëèçîñòè îò íåãî. Ïîêàçàíî, ÷òî íàéäåííûå ðåøåíèÿ ñøèâàþòñÿ
â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè. Â êîíöå ðàçäåëà ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå íàéäåí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîëíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, ñäåëàííîãî íàøèìè
ñîàâòîðàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíàÿ òåîðèÿ õîðîøî �ðàáîòàåò� íà ðàñ-
ñòîÿíèÿõ â íåñêîëüêî äëèí âîëí îò ïðåïÿòñòâèÿ è áîëåå. Äàíû îöåíêè
äëÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà âîçíèêàþùèõ ëèíåéíûõ ñòðóêòóð è âðåìåíè
èõ âûõîäà íà ñòàöèîíàð.

×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõ ñòðóêòóð, íàõîäÿ-
ùèõñÿ âíóòðè êîíóñà Ìàõà. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî íàéäåíû
ðåøåíèÿ â âèäå íàêëîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ âîëí. Èññëåäîâà-
íû èõ ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïðåäåëîâ ïåðè-
îäè÷åñêèå íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ ïåðåõîäÿò
â òåìíûå ñîëèòîíû.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôðàêöèÿ ñâåòà íà òîíêîé ïðîâî-
ëî÷êå, ðàñïîëîæåíîé ïîä íåáîëüøèì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ñâåòà â ñðåäå ñ îòðèöàòåëüíîé íåëèíåéíîé äîáàâêîé ê ïîêàçàòåëþ
ïðåëîìëåíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå ïó÷-
êîâ â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè; ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ çàâè-
ñèìîñòü íåëèíåéíîé äîáàâêè ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ îò èíòåíñèâíî-
ñòè.

Âî âòîðîì ðàçäåëå äàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ïðåäïîëàãàåìîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ïî íàáëþäåíèþ äèôðàêöèîííîé êàðòèíû âîçíèêàþùåé ïðè
äèôðàêöèè ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå. Ïîêàçàíà àíàëîãèÿ äèôðàêöè-
îííîé êàðòèíû ñ âîëíîâîé êàðòèíîé, âîçíèêàþùåé ïðè îáòåêàíèè áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ñòðóêòóð,
íàõîäÿùèõñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé äèôðàêöèîííîé êàðòèíå âíå êîíóñà Ìà-
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õà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âèäà íåëèíåéíîñòè. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ïðîôèëåé ëèíåéíûõ âîëí. Äëÿ èõ èëëþñòðàöèè ïîñòðîåíû
ãðàôèêè ïðîôèëåé äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû, âîçíèêàþùèå
âíóòðè êîíóñà Ìàõà. Èùåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå â âèäå íàêëîííûõ
òåìíûõ ñîëèòîíîâ äëÿ îáîáùåííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
ñ ïðîèçâîëüíûì âèäîì íåëèíåéíîñòè. Äëÿ èëëþñòðàöèè äàííîãî ïîäõî-
äà ïîñòðîåíû ïðîôèëè íàêëîííûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ
íàñûùåíèåì äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ. Ïðèâåäåíî
ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëíîãî íåëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè íàêëîííûõ òåìíûõ
ñîëèòîíîâ. Íàéäåíû ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ òåìíûå ñîëèòîíû ïåðåõî-
äÿò èç àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûõ â êîíâåêòèâíî íåóñòîé÷èâûå è ñòàíîâÿò-
ñÿ äîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèÿ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþ-
ùåé ïðè îáòåêàíèè äâóõêîìïîíåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñà-
òîì ïðåïÿòñòâèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó
ìíîãîêîìïîíåíòíûõ áîçå-ýéíøòåéíîâñêèõ êîíäåíñàòîâ, è îáñóæäàþòñÿ
èõ ñâîéñòâà. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è: ÷åðåç äâóõêîì-
ïîíåíòíûé ñïèíîðíûé áîçå-ýéíøòåéíîâñêèé êîíäåíñàò äâèæåòñÿ öèëèí-
äðè÷åñêîå ïðåïÿòñòâèå ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ïðîôèëåé ñòàöèîíàðíûõ
ëèíåéíûõ âîëí, ðàñïîëîæåííûõ âíå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíóñîâ Ìàõà.
Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ëèíèé ãðåáíåé ëèíåéíûõ âîëí, ïîñòðîåííûõ ïî
àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì, ñ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì âåêòîðíîãî ÃÏ.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ íàêëîííûõ âåêòîðíûõ òåìíûõ
ñîëèòîíîâ è èçó÷åíèþ èõ óñòîé÷èâîñòè. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ÃÏ ñâî-
äèòñÿ ê ïàðå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé, ñâÿçàííûõ ÷åðåç íåëèíåéíûå ÷ëåíû. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè óðàâíå-
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íèÿ äîëæíû ðåøàòüñÿ ÷èñëåííî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà õèìè÷å-
ñêèõ ïîòåíöèàëîâ ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé íàéäåíû òî÷íî. Ïðèâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ÃÏ. Àíàëèçèðóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íàêëîííûõ
âåêòîðíûõ ñîëèòîíîâ. Îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ íàêëîííûå
âåêòîðíûå ñîëèòîíû ñòàíîâÿòñÿ ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûìè.

Â çàêëþ÷åíèè êîðîòêî ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå âûâîäû.
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1 Âîëíû îáòåêàíèÿ â áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåí-
ñàòå

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îáòåêàíèè îä-
íîêîìïîíåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì öèëèíäðè÷åñêîãî ïðåïÿò-
ñòâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåíèåì êîíóñà Ìàõà âîëíîâàÿ êàðòèíà ìîæåò áûòü ðàç-
äåëåíà íà äâå îáëàñòè. Äëÿ âíóòðåííåé îáëàñòè íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî â âèäå íàêëîííûõ íåëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ñòðóêòóð. Äëÿ îáëàñòè âíå êîíóñà Ìàõà ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ â âèäå ëèíåéíûõ
�êîðàáåëüíûõ âîëí�. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ãðåáíåé âîëí, à
òàêæå äëÿ ïðîôèëåé âîëí âäàëè îò ïðåïÿòñòâèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíèìîñòü
ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

1.1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ äèíàìèêà áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåí-
ñàòà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî [8]:

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
∆ψ + V (r)ψ + g|ψ|2ψ, (1.1)

ãäå ψ(r) � �âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ� êîíäåíñàòà, à V (r) ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì
ïîòåíöèàëîì, âîçäåéñòâóþùèì íà àòîìû êîíäåíñàòà. Ýòî ìîæåò áûòü
ïîòåíöèàë óäåðæèâàþùåé ëîâóøêè èëè ïîòåíöèàë ïðåïÿòñòâèÿ â êîí-
äåíñàòå. Êîíñòàíòà ñâÿçè g âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äëèíó ðàññåÿíèÿ as:

g =
4π~2as

m
, (1.2)

ãäå m - ìàññà àòîìà êîíäåíñàòà. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìû ïðåíåáðåãàåì
âñåìè êîððåëÿöèÿìè ìåæäó àòîìàìè, à òàêæå íàëè÷èåì íåñêîíäåíñèðî-
âàííûõ àòîìîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîíäåíñàòà

ψ =
√

neiΦe−
iµ
~ t, (1.3)

ãäå µ - õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ÁÝÊ, ñâÿçàíà ñ íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíà-
ìè

n = |ψ|2, v =
~
m
∇Φ, (1.4)
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ãäå n - ýòî ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÁÝÊ, à v - åãî ñêîðîñòü.
Ïîäñòàâëÿÿ (1.3) â óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (1.1), ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèÿ äèíàìèêè ÁÝÊ äëÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí

nt +∇(nv) = 0,

~vt + m(v∇)v + g∇n− ~
2

m
∇

(4n

4n
− (∇n)2

8n2

)
= −∇V.

(1.5)

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé â ãèäðîäèíàìèêå èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè. Âòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà ñ óðàâíåíèåì
ñîñòîÿíèÿ P = gn2/2, ãäå P - äàâëåíèå ãàçà. Êðîìå òîãî, â íåì ïðèñóò-
ñòâóåò íîâûé ÷ëåí ~2

m∇
(
4n
4n − (∇n)2

8n2

)
, íàçûâàåìûé êâàíòîâûì äàâëåíèåì.

Óðàâíåíèÿ (1.5) ñîäåðæàò âíóòðåííèé ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè äëèíû �
êîððåëÿöèîííóþ äëèíó ξ = ~√

2mgn
. Åñëè õàðàêòåðíàé ðàçìåð, íà êîòî-

ðîì ìåíÿåòñÿ ïëîòíîñòü, íàìíîãî ïðåâûøàåò êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ,
òî ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè ÁÝÊ â ëîâóøêå êâàíòîâûì äàâëåíèåì ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî íàçûâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Íî
ïðè ðàññìîòðåíèè âîçìóùåíèé, âîçíèêàþùèõ â êîíäåíñàòå, èõ ðàçìåð
îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà êîððåëÿöèîííîé äëèíû, è, ñëåäîâàòåëüíî, êâàíòî-
âûì äàâëåíèåì ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàëîàìïëèòóäíûõ âîçìóùåíèé êîíäåíñàòà ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîé òåîðèåé. Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (1.1) èëè (1.5)
íàéäåì çàêîí äèñïåðñèè ëèíåéíûõ âîëí

ω(k) =

√
c2
sk

2 +

(
~k2

2m

)2

, (1.6)

ãäå
cs =

√
gn0

m
(1.7)

� ñêîðîñòü çâóêà â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå k → 0. Ýòîò çàêîí äèñïåð-
ñèè áûë âïåðâûå âûâåäåí Í.Í. Áîãîëþáîâûì èç ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé êâàíòîâîé ìèõàíèêè. Äëÿ äëèííûõ âîëí k → 0 çàêîí äèñïåðñèè
ñîîòâåòñòâóåò çâóêîâûì âîëíàì, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ cs:

ω ∼= csk. (1.8)
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Äëÿ ìàëûõ äëèí âîëí k →∞, îí ïåðåõîäèò â êâàíòîâûé çàêîí äèñïåðñèè
äëÿ ÷àñòèö

ω ∼= ~k2

2m
. (1.9)

Ïåðåõîä èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ ïðîèñõîäèò ïðè äëèíå âîëíû ïîðÿäêà
êîðåëÿöèîííîé äëèíû. Åñëè àìïëèòóäà âîçìóùåíèé íå ìàëà è êîíäåí-
ñàò íå îäíîðîäåí, òî âèä âîçìóùåíèé îïèñûâàåòñÿ ïîëíûì óðàâíåíèåì
Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (1.1). Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå íåëèíåéíî, òî íàõîæ-
äåíèå êîíêðåòíûõ ðåøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ âîçìóùåíèÿìè êîíäåíñàòà, ÿâ-
ëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé. Èçâåñòíî åãî ðåøåíèå äëÿ òåìíîãî
ñîëèòîíà â îäíîìåðíîì ïî ïðîñòðàíñòâó ñëó÷àå [47,48]

ψ = ν th ν(x− κt− x0) + iκ, κ2 + ν2 = 1, (1.10)

ãäå ν - àìïëèòóäà ñîëèòîíà, à κ - åãî ñêîðîñòü. Ñêîðîñòü ñîëèòîíà ìåíüøå
ñêîðîñòè çâóêà è óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû ñîëèòîíà. Øèðè-
íà ñîëèòîíà èìååò ðàçìåð ïîðÿäêà êîððåëÿöèîííîé äëèíû. Â äâóìåðíîì
ïî ïðîñòðàíñòâó ñëó÷àå ñîëèòîí ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è ðàñïàäàåòñÿ
íà âèõðè [28]. Ðàçìåð âèõðÿ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó òàêæå ïîðÿäêà êîððå-
ëÿöèîííîé äëèííû.

Êðîìå òîãî, â áîçå-êîíäåíñàòå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü óäàðíûå âîëíû [9].
Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáëàñòü ïîíèæåííîé ïëîòíîñòè, òî ýòî ïðèâåäåò ê ôîðìè-
ðîâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåìíûõ ñîëèòîíîâ [44]. À åñëè íà÷àëüíàÿ
ïëîòíîñòü êîíäåíñàòà ïîâûøåíà, òî ýâîëþöèÿ ïðèâîäèò ê îïðîêèäûâà-
íèþ äàííîãî âîçìóùåíèÿ è ôîðìèðîâàíèþ äèñïåðñèîííîé óäàðíîé âîë-
íû [45,46].

1.2 Îáçîð ëèòåðàòóðû è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âîïðîñ îá îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ âû-
çûâàåò áîëüøîé èíòåðåñ ïðåæäå âñåãî â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î ñâåðõòåêó÷å-
ñòè. Íàèáîëüøåå ÷èñëî, êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
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ðàáîò ïîñâÿùåíî îïðåäåëåíèþ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðîé ïðî-
èñõîäèò ïåðåõîä îò ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèÿ ê íîðìàëüíîìó. Â ýêñïåðè-
ìåíòàõ [49, 50] êîíäåíñàò â ìàãíèòíîé ëîâóøêå ñêàíèðîâàëñÿ ëàçåðíûì
ëó÷îì ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Ïî óìåíüøåíèþ êîíäåíñàòíîé êîìïî-
íåíòû àòîìíîãî îáëàêà, ïðîèñõîäÿùåìó âñëåäñòâèå íàãðåâàíèÿ êîíäåí-
ñàòà, îïðåäåëÿëàñü êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ýòà ñêîðîñòü ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî ÷åòâåðòè ñêîðîñòè çâóêà. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîòåðþ ñâåðõòåêó÷åñòè ñâÿçûâàþò ñ ãåíåðàöèåé âèõðåé íà ïðåïÿò-
ñòâèè, à ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé ýòî ïðîèñõîäèò, çàâèñèò îò ðàçëè÷íûõ
ôàêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, îò ðàçìåðà ïðåïÿòñòâèÿ [51, 52] è êîíôèãóðàöèè
ëîâóøêè.

Åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ñêîðîñòè çâóêà, òî, êðîìå
âèõðåé, â êîíäåíñàòå ãåíåðèðóþòñÿ ôîíîíû. Ýòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâî-
âàíèþ ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé êàðòèíû, ïðèêðåïëåííîé ê ïðåïÿòñòâèþ.
Âèä ýòèõ âîëí ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì äèñïåðñèè (1.6). Â ðå-
çóëüòàòå âîëíîâàÿ êàðòèíà äîëæíà ñîñòîÿòü èç ëèíåéíûõ âîëí è íåëè-
íåéíûõ âèõðåé, ðîæäàþùèõñÿ íà ïðåïÿòñòâèè. Â ðÿäå òåîðåòè÷åñêèõ ðà-
áîò âû÷èñëÿëàñü òîðìîçÿùàÿ ñèëà, âîçíèêàþùàÿ ïðè òàêîì îáòåêàíèè.

Â ðàáîòå [52] òîðìîçÿùàÿ ñèëà èçó÷àëàñü ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî â äâóìåðíîì ñëó÷àå è ñðàâíèâàëàñü
ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëîé, âîçíèêàþùåé â èäåàëüíîì áîçå-ãàçå. Áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî íàëè÷èå îòòàëêèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëû. Çàâèñèìîñòü òîðìîçÿ-
ùåé ñèëû îò âðåìåíè âûõîäèò íà íåêîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå, âîêðóã
êîòîðîãî ñèëà ñîâåðøàåò íåáîëüøèå îñöèëÿöèè. Ñðåäíåå çíà÷åíèå îáó-
ñëîâëèâàåòñÿ ãåíåðàöèåé ëèíåéíûõ âîëí, à íàëè÷èå îñöèëëÿöèé àâòîðû
îáúÿñíÿþò ãåíåðàöèåé âèõðåâûõ ïàð, îòðûâàþùèõñÿ îò ïðåïÿòñòâèÿ. Âå-
ëè÷èíà òîðìîçÿùåé ñèëû ðàñòåò ñî ñêîðîñòüþ êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì,
à òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ ëèíåéíûì îáðàçîì ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ïðå-
ïÿòñòâèÿ. Êðîìå òîãî, áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â ñëàáî-íåèäåàëüíîì áîçå-ãàçå
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Ðèñ. 1.1: Âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíòåéíîâñêèì êîí-
äåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ, ýêñïåðèìåíò. Âçÿòî èç [24]

ëèíåéíûå âîëíû íàõîäÿòñÿ âíå êîíóñà Ìàõà [53]

sin θ =
cs

v
, (1.11)

ãäå v - ýòî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ÁÝÊ. Â íåâçàèìîäåéñòâóþùåì êîíäåíñàòå
cs = 0 è ëèíåéíûå âîëíû çàïîëíÿþò âñþ îáëàñòü âíå ïðåïÿòñòâèÿ.

Â ðàáîòàõ [54,55] òîðìîçÿùàÿ ñèëà âû÷èñëÿëàñü àíàëèòè÷åñêè èç ëèà-
íåðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî. Ýòè òåîðèè íå ó÷èòûâàþò
íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, ãåíåðàöèè âèõðåé. Íî, êàê îòìå÷å-
íî â ðàáîòå [54], ðàçìåð âèõðÿ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå êîððåëÿöèîííîé
äëèíû, ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîì ðàçìåðå
ïðåïÿòñòâèÿ âèõðè íå áóäóò ãåíåðèðîâàòüñÿ è âñå ïîòåðè ýíåðãèè áóäóò
îáóñëîâëåíû ëèíåéíûìè âîëíàìè.

Â ëàáîðàòîðèè JILA [22] ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàëàñü âîë-
íîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Â ýòîé ðàáîòå àòîìû 87Rb

îõëàæäàëèñü â ìàãíèòíîé ëîâóøêå äî ñîñòîÿíèÿ áîçå-êîíäåíñàöèè, ïî-
ñëå ÷åãî ïîòåíöèàë ëîâóøêè �ïåðåâîðà÷èâàëñÿ�. Êîíäåíñàò ðàçëåòàëñÿ
ñî ñêîðîñòüþ, ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàþùåé ñêîðîñòü çâóêà. Ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî åãî äâèæåíèþ ñîçäàâàëñÿ ëàçåðíûé ëó÷, âûòàëêèâàþùèé àòîìû
êîíäåíñàòà. Â ðåçóëüòàòå çà ïðåïÿòñòâèåì âîçíèêàëà îáëàñòü òåíè, ñíà-
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Ðèñ. 1.2: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè îáòåêàíèè
ñâîáîäíî ðàñøèðÿþùèìñÿ èç ëîâóøêè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿò-
ñòâèÿ.

ðóæè êîòîðîé íàáëþäàëàñü íåêîòîðàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà (ñì. ðèñ.1.1).
Â ðàáîòå [24] áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýòîãî ýêñïå-

ðèìåíòà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî. Åñëè â ïðåäûäóùèõ
àíàëèòè÷åñêèõ ðàáîòàõ òå÷åíèå êîíäåíñàòà ñ÷èòàëîñü îäíîðîäíûì, òî â
äàííîé ðàáîòå êîíäåíñàò âûïóñêàëñÿ èç ëîâóøêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïå-
ðèìåíòîì. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíûå âîëíû íàõîäÿòñÿ
ñíàðóæè íåêîòîðîãî êîíóñà. Àâòîðû óêàçûâàþò, ÷òî ðàñòâîð ýòîãî êîíó-
ñà âñåãäà áîëüøå êîíóñà Ìàõà, ïðè÷åì òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ðàçìåð
ïðåïÿòñòâèÿ. Ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðà ïðåïÿòñòâèÿ ýòîò êîíóñ ñòðåìèò-
ñÿ ê êîíóñó Ìàõà. Àâòîðû àíàëèçðóþò ïîëó÷åíóþ âîëíîâóþ êàðòèíó ñ
ïîìîùüþ òåîðèè èçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà-×åðåíêîâà è ïîëó÷àþò íåêîòîðûå
ïðîñòûå õàðàêòåðèñòèêè: äëèíó âîëíû âîçìóùåíèé ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì
è îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ âîëí âíå êîíóñà Ìàõà.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [23], ïðè îáòåêàíèè ÁÝÊ ïðåïÿòñòâèÿ
êðîìå âèõðåé ìîãóò âîçíèêàòü òåìíûå ñîëèòîíû. Îíè âûãëÿäÿò êàê äâå
òåìíûå ëèíèè, ïðîòÿíóâøèåñÿ îò ïðåïÿòñòâèÿ è íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè êî-
íóñà Ìàõà (ñì. ðèñ. 1.2). Àâòîðàìè áûëî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî â âèäå äâóìåðíûõ íàêëîííûõ ñî-
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ëèòîíîâ ïðè îäíîðîäíîì òå÷åíèè ÁÝÊ ìèìî ïðåïÿòñòâèÿ. Ñðàâíåíèå ñ
÷èñëåííûì ñ÷åòîì ïîêàçàëî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ïîëó÷åííûìè ðåøå-
íèÿìè. Êðîìå òîãî, ÷èñëåííûé ñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî è ïðè íåîäíîðîäíîì
ðàñøèðåíèè êîíäåíñàòà èç ëîâóøêè (ðèñ. 1.2) òàêèå ñòðóêòóðû äîëæíû
íàáëþäàòüñÿ3.

Â ðàáîòå [30] èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü íàêëîííûõ òåìíûõ ñîëè-
òîíîâ. Êàê èçâåñòíî, ïðîñòðàíñòâåííûå òåìíûå ñîëèòîíû íåóñòîé÷èâû
îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà íà âèõðè. Íî åñëè âäîëü ñîëèòîíà ñóùåñòâóåò òå-
÷åííèå, òî ëèíåéíûå íåóñòîé÷èâîñòè áóäóò èì ñíîñèòñÿ. Ïîýòîìó ïðè
äîñòàòî÷íîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ àáñîëþòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïåðåéäåò â
êîíâåêòèâíóþ è ñîëèòîí ñòàíåò äîñòóïåí äëÿ íàáëþäåíèÿ. Â [30] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿò-
ñòâèÿ ñîëèòîí ñòàíîâèòñÿ êîíâåêòèâíî íåóñòîé÷èâûì (ò.å. ýôôåêòèâíî
óñòîé÷èâûì) ïðè ñêîðîñòè òå÷åíèÿ v ≈ 1.4cs.

Ðàáîòû [23,30] îïèñûâàþò ïðîôèëü íåëèíåéíûõ ñòðóêòóð, íàõîäÿùèõ-
ñÿ âíóòðè êîíóñà Ìàõà, íå çàòðàãèâàÿ ëèíåéíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ ñíàðóæè. Ðàáîòû, ó÷èòûâàþùèå ëèíåéíûå âîëíû, ïîñâÿùåíû
ðàñ÷åòó ïîòåðè ýíåðãèè ñðåäîé, óõîäÿùåé íà ãåíåðàöèþ âîëíû, è ñîäåð-
æàò ëèøü ôðàãìåíòàðíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ãåíåðèðóåìûõ âîëí.
Èíôîðìàöèÿ î ïîòåðå ýíåðãèè ïðè îáòåêàíèè î÷åíü âàæíà â ñâÿçè ñ ïðî-
áëåìîé ñâåðõòåêó÷åñòè. Êàê óêàçûâàåòñÿ â [50], ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü
èçìåðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî ïî íàãðåâó êîíäåíñàòà. Îäíàêî, äëÿ ïîëíî-
öåííîãî ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîëíóþ êàð-
òèíó ëèíåéíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì
êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ
îäíîðîäíîãî òå÷åíèÿ êîíäåíñàòà.

3Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [52] íà ÷èñëåííîì ñ÷åòå òàêæå âèäíà ñòðóêòóðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà-
êëîííîìó òåìíîìó ñîëèòîíó. Àâòîðàìè îíà áûëà èíòåðïðåòèðîâàíà êàê �vortex street�
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1.3 �Êîðàáåëüíûå âîëíû� â áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå

Ïåðåéäåì ê íåïîñðåäñòâåííîìó ïîñòðîåíèþ êàðòèíû ëèíåéíûõ âîëí,
âîçíèêàþùèõ ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿò-
ñòâèÿ. Íàøå èññëåäîâàíèå áóäåò îñíîâûâàòüñÿ íà òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ è
íà óðàâíåíèè Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, íàïèñàííîãî â ôîðìå (1.5). Äëÿ óäîá-
ñòâà ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì

r̃ =
r√
2ξ

, t̃ =
cs√
2ξ

t, ñ =
n

n0
, Ũ =

U

cs
, (1.12)

à òàêæå ââåä¼ì áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë ïðåïÿòñòâèÿ

Ṽ (r) =
1

mc2
s

V (
√

2 ξr̃). (1.13)

ãäå n0 � ïëîòíîñòü íåâîçìóùåííîãî êîíäåíñàòà (�áåñêîíå÷íî óäàëåííî-
ãî� îò ïðåïÿòñòâèÿ). Â ðåçóëüòàòå â äâóìåðíîì ïî ïðîñòðàíñòâó ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ (1.5) çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

nt + (nu)x + (nv)y = 0,

ut + uux + vuy + nx +

(
n2

x + n2
y

8n2 − nxx + nyy

4n

)

x

= −Vx,

vt + uvx + vvy + ny +

(
n2

x + n2
y

8n2 − nxx + nyy

4n

)

y

= −Vy,

(1.14)

ãäå òèëüäû äëÿ ïðîñòîòû îïóùåíû, à u è v - ñêîðîñòè âäîëü îñåé x è y

ñîîòâåòñòâåííî, v = (u, v).
Íàñ èíòåðåñóþò ëèíåéíûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ íà ôîíå îäíî-

ðîäíîãî òå÷åíèÿ ñ n = 1, u = M , v = 0 (òå÷åíèå íàïðàâëåíî âäîëü îñè
x). Ïîýòîìó ââîäèì

n = 1 + n1, u = M + u1, v = v1, (1.15)

è ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó (1.14) îòíîñèòåëüíî ìàëûõ îòêëîíåíèé n1, u1, v1

îò îäíîðîäíîãî òå÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó
n1,t + u1,x + Mn1,x + v1,y = 0,

u1,t + Mu1,x + n1,x − 1
4(n1,xxx + n1,xyy) = −Vx

v1,t + Mv1,x + n1,y − 1
4(n1,xxy + n1,yyy) = −Vy,

(1.16)
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êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëîàìïëèòóäíûõ âîëí â äâèæó-
ùåìñÿ êîíäåíñàòå. Îïðåäåëèì óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè äàííûõ óðàâíåíèé.
Çàìå÷àåì, ÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû Mu1 ∼ n1. Íåëèíåéíûå ÷ëåíû ïî-
ðÿäêà u1∇u1 ∼ ∇(Mn1)

2 ìîãóò áûòü îòáðîøåíû, åñëè îíè ìíîãî ìåíüøå
ëèíåéíûõ ∼ ∇n1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óñëîâèå

n1 ¿ 1/M 2. (1.17)

Ñíàðóæè êîíóñà Ìàõà íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïðåïÿòñòâèÿ ýòî óñëî-
âèå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí n1, u1, v1 ∝ exp[i(kxx + kyy) − iωt] â îòñóò-
ñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ (V (r) = 0) ñèñòåìà (1.16) äàåò çàêîí äèñïåðñèè

ω = Mkx ± k

√
1 +

k2

4
, (1.18)

ãäå k =
√

k2
x + k2

y. Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé çàêîí äèñïåðñèè Áîãîëþáîâà
(1.6) ïðè íàëè÷èè òå÷åíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ëèíåéíûõ âîëí ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðèåé, ðàçâèòîé Êåëüâèíîì äëÿ îïèñàíèÿ âîëí íà âîäå, âîçíèêàþùèõ îò
äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà [56,57]. Ýòà òåîðèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà
äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè äâèæå-
íèè êîðàáëÿ, ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü òàêèå âîëíû �êîðàáåëüíûìè âîë-
íàìè�. Òàê êàê ìû èíòåðåñóåìñÿ ñòàöèîíàðíîé êàðòèíîé âîëí, òî â óðàâ-
íåíèè (1.18) ω ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Çàêîí äèñïåðñèè (1.18) â
ýòîì ñëó÷àå ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå kx è ky

G(kx, ky) ≡ Mkx + k

√
1 +

k2

4
= 0, (1.19)

Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

kx = −k cos η, ky = k sin η, (1.20)

ãäå η - óãîë ìåæäó îñüþ x è âåêòîðîì k (ñì. ðèñ. 1.3), îòñ÷èòûâàåìûé
îò îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè x. Óðàâíåíèå (1.19) ïåðåõîäèò â

G(k, η) = −Mk cos η + k

√
1 +

k2

4
= 0. (1.21)
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r

Ðèñ. 1.3: Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, îïðåäåëÿþùèå ðàäèóñ-âåêòîð r è âîëíîâîé âåêòîð
k, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âîëíîâîìó ôðîíòó, ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåííîìó ñïëîøíîé
ëèíèåé

Ýòî óðàâíåíèå èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè èçëó÷åíèÿ Âàâèëîâà-×åðåíêîâà â
áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå (ñì. [24]). Ïîëó÷èì èç íåãî âûðàæåíèå
äëÿ âåëè÷èíû âîëíîâîãî âåêòîðà â çàâèñèìîñòè îò óãëà η:

k = 2
√

M 2 cos2 η − 1, (1.22)

ãäå η èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ

− arccos
1

M
≤ η ≤ arccos

1

M
. (1.23)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äëèíó âîëíû âîçìóùåíèÿ ïåðåä
ïðåïÿòñòâèåì. Èìååì η = 0, îòêóäà cos η = 1, è

λ =
2π

k
=

π√
M 2 − 1

. (1.24)

Äàëåå, ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èòü
ôîðìó ãðåáíåé (ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû) �êîðàáåëüíûõ âîëí� â áîçå-
ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå. Âîëíîâîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ôà-
çû âîëíû, k = ∇φ, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòü

φ =

∫ r

0
k · dr. (1.25)

Èç óñëîâèÿ φxy = φyx ïîëó÷èì, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà k = (kx, ky)

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ
∂kx

∂y
− ∂ky

∂x
= 0. (1.26)
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Ñ ó÷åòîì (1.19) ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∂kx

∂y
=

∂kx

∂ky

∂ky

∂y
= −∂G/∂ky

∂G/∂kx

∂ky

∂y
(1.27)

è óðàâíåíèå (1.26) ïåðåõîäèò â

∂ky

∂x
+

∂G/∂ky

∂G/∂kx

∂ky

∂y
= 0. (1.28)

Ïîâòîðèâ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ kx, ïîëó÷èì, ÷òî (kx, ky) áóäóò êîí-
ñòàíòàìè âäîëü õàðàêòåðèñòèê, îïðåäåëÿåìûõ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

dy

dx
= −∂G/∂ky

∂G/∂kx
. (1.29)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå çàâèñèò îò x è y, òî õàðàêòåðè-
ñòèêè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïðÿìûìè ëèíèÿìè. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
îò ïðåïÿòñòâèÿ ñàìî ïðåïÿòñòâèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òî÷å÷íûé
èñòî÷íèê âîëí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ âîëíà äîëæ-
íà áûòü öåíòðèðîâàíà è õàðàêòåðèñòèêè äîëæíû âûõîäèòü èç òî÷êè
(x, y) = (0, 0), â êîòîðîé ðàñïîëîæåíî ïðåïÿòñòâèå. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòèê

y

x
= tgχ = −∂G/∂ky

∂G/∂kx
, (1.30)

ãäå χ - óãîë ìåæäó îñüþ x è ðàäèóñ-âåêòîðîì r, ïðîâåäåííûì ê òî÷êå
A ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè (kx, ky) (ñì. ðèñ. 1.3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåê-
òîð k èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà ëó÷å χ = const. Òàê êàê G(kx, ky)

ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì äèñïåðñèè âîëí â ñðåäå, òî óñëîâèå (1.30) ìîæåò áûòü
ïðîèíòåðïðåòèðîâàííî ñëåäóþùèì îáðàçîì: îòíîøåíèå êîîðäèíàò x è y

âîçìóùåíèÿ ñ äàííûì âîëíîâûì âåêòîðîì, ðàâíî îòíîøåíèþ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé ∂ω/∂kx è ∂ω/∂ky, ñ êîòîðûìè äâèæåòñÿ
äàííîå âîçìóùåíèå.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.19) â (1.30), ïîëó÷àåì

tgχ =
(1 + k2/2)tgη

M 2 − (1 + k2/2)
, (1.31)
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ãäå k îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.22). Ôàçà φ ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà ïóòåì èí-
òåãðèðîâàíèÿ (1.25) âäîëü ëó÷åé χ = const, âäîëü êîòîðûõ çíà÷åíèå k

ïîñòîÿííî
φ = (k cos µ)r, (1.32)

ãäå µ = π − η − χ - óãîë ìåæäó r è k è ó÷òåíî, ÷òî k íà ýòîì ëó÷å
èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû ìîãóò áûòü çàäàíû
ïàðàìåòðè÷åñêè ÷åðåç óãîë η

r =
φ

k cos µ
, (1.33)

ãäå k îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1.22), à µ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà èç
óñëîâèÿ tgµ = −tg(χ + η) êîòîðîå ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ
ó÷åòîì (1.31) äàåò

tgµ =
2M 2

k2 sin 2η. (1.34)

Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèå (1.33) ïåðåõîäèò â

r =
4φ

k3

√
M 2(M 2 − 2) cos2 η + 1. (1.35)

È íàêîíåö, çàïèøåì êðèâûå ïîñòîÿííîé ôàçû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

x = r cos χ =
4φ

k3 cos η(1−M 2 cos 2η),

y = r sin χ =
4φ

k3 sin η(2M 2 cos2 η − 1),

(1.36)

ãäå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà η îïðåäåëÿþòñÿ èç (1.23). Ãðàíèöû
îáëàñòè çíà÷åíèé η îïðåäåëÿþò îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �êîðàáåëüíûõ
âîëí�. Ïðè η = ± arccos (1/M), âîëíîâîé âåêòîð k = 0, à ctgχ =

±√M 2 − 1, îòêóäà
sin χ =

1

M
. (1.37)

Óìåíüøåíèå ïî ìîäóëþ óãëà η ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ óãëà χ, ñëåäîâà-
òåëüíî �êîðàáåëüíûå âîëíû� äîëæíû íàõîäèòñÿ âíå êîíóñà, îïðåäåëÿå-
ìîãî óñëîâèåì (1.37). Ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò êîíóñ Ìàõà è ïðè âîçâðà-
ùåíèè ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïåðåõîäèò â óñëîâèå (1.11).
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Ðèñ. 1.4: Ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû (ãðåáíè âîëí) âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè
îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîò-
âåòñòâóåò êîíóñó Ìàõà, îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ âîëí.

Íà ðèñ. 1.4 èçîáðàæåíû ãðåáíè êîðàáåëüíûõ âîëí, ïîñòðîåííûå ïî
ïàðàìåòðè÷åñêèì ôîðìóëàì (1.36). Â äàííîé òåîðèè �êîðàáåëüíûå âîë-
íû� çàíèìàþò âñå ïðîñòðàíñòâî âíå êîíóñà Ìàõà. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî
àìïëèòóäà âîëí äîëæíà ñïàäàòü ñ óäàëåíèåì îò ïðåïÿòñòâèÿ. Â ðåàëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòàõ îíà ñòàíîâèòñÿ íåçàìåòíà íà êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ
îò âûòàëêèâàþùåãî ëàçåðíîãî ëó÷à. Ïîýòîìó ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ
ïîëíîé êàðòèíû �êîðàáåëüíûõ âîëí�, êîòîðàÿ äàñò íàì ðàñïðåäåëåíèå
àìïëèòóäû âîëíû.

Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì (1.16), ãäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî-
òåíöèàë ïðåïÿòñòâèÿ çàâèñèò îò âðåìåíè êàê V (r, t) = eεtV (r). Òàê êàê
ìû èíòåðåñóåìñÿ ñòàöèîíàðíîé êàðòèíîé âîëí, ýòî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïî-
òåíöèàë áûë âêëþ÷åí â áåñêîíå÷íî óäàëåííîì ïðîøëîì. Çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè êàê eεt ìîäåëèðóåò ìåäëåííîå âêëþ÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðè
t → −∞. Ñòàöèîíàðíûé ïðåäåë ñîîòâåòñòâóåò ε → 0, íàëè÷èå ýòîé
áåñêîíå÷íî ìàëîé äîáàâêè íå ïîâëèÿåò íà êàðòèíó âîëí, íî ïîçâîëèò
ïðàâèëüíî ó÷åñòü ïîëþñû ïðè êîíòóðíîì èíòåãðèðîâàíèè.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî îñòàëüíûå âåëè÷èíû òàêæå çàâèñÿò îò âðåìåíè êàê eεt,
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ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì

n1 = eεt

∫ ∞

−∞
ñ(k)eikr dk

(2π)2 , u1 = eεt

∫ ∞

−∞
ũ(k)eikr dk

(2π)2

v1 = eεt

∫ ∞

−∞
ṽ(k)eikr dk

(2π)2 , V = eεt

∫ ∞

−∞
Φ(k)eikr dk

(2π)2 .

(1.38)

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(iε + kxM)ñ + kxũ + kyṽ = 0,

(iε + kxM)ũ + (kx +
1

4
kxk

2)ñ = −kxΦ,

(iε + kxM)ṽ + (ky +
1

4
kyk

2)ñ = −kyΦ.

(1.39)

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñ, íàõîäèì

ñ = − k2Φ

(ε + ikxM)2 + k2(1 + k2

4 )
. (1.40)

Ïîäñòàâëÿÿ ôóðüå-îáðàç â âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà (1.38),
ïîëó÷àåì åå âûðàæåíèå ÷åðåç èíòåãðàë

n1 = −eεt

∫ ∫
k2Φ(kx, ky)e

i(kxx+kyy)

(ε + ikxM)2 + k2(1 + k2/4)

dkxdky

(2π)2 . (1.41)

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïðåïÿòñòâèÿ ñîçäàâàåìûé èì ïîòåíöèàë
ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûì V (r) = V0δ(r); òîãäà Φ(k) = V0. Ïåðåéäåì
ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ñì. ðèñ. 1.3), îïðåäåëÿþùèì êîìïîíåíòû âåê-
òîðîâ r è k:

x = r cos χ, y = r sin χ; kx = −k cos η, ky = k sin η. (1.42)

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå (1.41) ïåðåõîäèò â

n1 =
V0

π2e
εt

∫ π

−π

∫ ∞

0

ke−ikr cos(χ+η)dkdη

k2 − k2
0 − iδ cos η

, (1.43)

ãäå δ = 8Mε/k � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, à k0 ñîâïàäàåò ñ ôîð-
ìóëîé (1.22)

k0 = 2
√

M 2 cos2 η − 1. (1.44)
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Èíòåãðàë ïî η ìîæíî ðàçáèòü íà äâà:
∫

dη =
∫ π/2
−π/2 dη +

∫ 3π/2
π/2 dη. Ïîñëå

çàìåíû η′ = η − π âî âòîðîì èíòåãðàëå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäûíòåãðàëü-
íîå âûðàæåíèå ïåðåõîäèò â êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå. Â ðåçóëüòàòå èí-
òåãðàë (1.43) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n1 =
2V0

π2 eεtRe

∫ π/2

−π/2

∫ ∞

0

ke−ikr cos(χ+η)dkdη

k2 − k2
0 − iδ cos η

. (1.45)

Èíòåãðàë ïî k áåð¼òñÿ âäîëü ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè,
âáëèçè êîòîðîé ðàñïîëîæåí ïîëþñ

k =
√

k2
0 + iδ cos η ∼= k0 + i

δ cos η

2k0
, (1.46)

òàê ÷òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îí äà¼ò ãëàâíûé âêëàä â çíà÷åíèå èíòåãðà-
ëà (åùå îäèí ïîëþñ ðàñïîëîæåí âáëèçè îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé
ïîëóîñè, íî, êàê ìû óâèäèì äàëåå, îí ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â èíòåãðàë
äàòü íå ìîæåò). Óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåæäå
âñåãî çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ cos η > 0 (ñì. (1.23)). Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàëàÿ äîáàâêà ∼ δ ñäâèãàåò èíòåðåñóþùèé íàñ ïîëþñ
âñåãäà â ïåðâûé êâàäðàíò. Äàëåå, êîíòóð âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè k

ìîæíî äîïîëíèòü, ïðåâðàùàÿ åãî â çàìêíóòûé, êîíòóðîì âäîëü ïîëî-
æèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ïîëóîñè è ñîîòâåòñòâóþùåé áåñ-
êîíå÷íî óäàë¼ííîé ÷åòâåðòüþ îêðóæíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåãðàë
ïî ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè îáðàùàëñÿ â íóëü ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà |k|
îêðóæíîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè, ìû äîëæíû âûáðàòü êîíòóð ïî ãðàíèöå
ïåðâîãî êâàäðàíòà, åñëè cos(χ + η) < 0, è ïî ãðàíèöå ÷åòâåðòîãî êâàä-
ðàíòà äëÿ cos(χ + η) > 0. Ïîëþñ (1.46) ïîïàäàåò âíóòðü êîíòóðà èí-
òåãðèðîâàíèÿ ëèøü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ãðàíèöå ïåðâîãî êâàäðàíòà,
êîãäà cos(χ + η) < 0. Òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïî äåéñòâèòåëüíîé
ïîëóîñè k ðàâåí âêëàäó ïîëþñà è èíòåãðàëó ïî ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé
ïîëóîñè. Åñëè æå cos(χ + η) > 0, òî ýòîò èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ëèøü ê
èíòåãðàëó ïî îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ïîëóîñè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îöåíêà
èíòåãðàëîâ ïî ìíèìûì ïîëóîñÿì äà¼ò∫ ∞

0

ke−kr cos(χ+η)dk

k2 + k2
0

∝ 1

r2 , (1.47)
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òî åñòü ýòè âêëàäû óáûâàþò ñ ðàññòîÿíèåì r îò ïðåïÿòñòâèÿ êàê r−2. Êàê
ìû óáåäèìñÿ íèæå, âêëàä ïîëþñà óáûâàåò ñ ðàäèóñîì êàê r−1/2, òàê ÷òî
äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ïðåïÿòñòâèÿ âêëàäîì îò ìíèìûõ ïîëóîñåé â (1.45)
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ñòðóêòóðà âîçíèêàåò ëèøü
â îáëàñòè, ãäå cos(χ + η) < 0, òî åñòü êîãäà óãîë µ ìåæäó âåêòîðàìè r è
k îñòðûé. Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä îáóñëîâëåí ïîëþñîì (1.46) è ðàâåí

n1 = −2V0

π
Im

∫ π/2

−π/2
e−ikr cos(χ+η)dη, (1.48)

ãäå k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.44) (ñ îïóùåííûì èíäåêñîì �0�).
Ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî η. Âäàëè îò ïðåïÿòñòâèÿ ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ ôàçû kr = rs, ãäå

s(η) = k(η) cos(χ + η), (1.49)

èíòåãðàë (1.48) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû [58].
Ýòîò ìåòîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî åñëè â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè åñòü
áûñòðî îñöèëëèðóþùèé ìíîæèòåëü, òî ìåäëåííî ìåíÿþùèéñÿ ìíîæè-
òåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà, à íàèáîëüøèé âêëàä â èíòåãðàë
äàåòñÿ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè, â êîòîðîé ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôàçû s

îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè ýòîì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ðàñøèðèòü
íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü.

Ðàñêëàäûâàÿ ôàçó â ñòåïåííîé ðÿä ïî η, ïîëó÷àåì
∫ π/2

−π/2
exp(−irs)dη =

∫ ∞

−∞
exp(−ir(s(η0) +

s′′

2!
(η − η0)

2))dη, (1.50)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî s′ = 0. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√

π, ïîñëåäíèé
èíòåãðàë ðàâåí √

2π

r|s′′(η0)|e
i(rs(η0)+π

4 sgn(s′′(η0))). (1.51)

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê èíòåãðàëó (1.48), ïîëó÷àåì

n1 = 2V0

√
2

πrs′′(η0)
cos(kr cos µ− π

4
), (1.52)
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Ôàçà â âûðàæåíèè (1.52) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ñîâ-
ïàäàåò ñ (1.32). Óñëîâèå ∂s/∂η = 0 äà¼ò óðàâíåíèå äëÿ òî÷êè ñòàöèîíàð-
íîé ôàçû, èç êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ óãëîâ η è µ (1.33).
À ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ µ ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (1.31), ñâÿçû-
âàþùåå χ è η. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ òåîðèÿ ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäèò
ðåçóëüòàòû áîëåå ïðîñòîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî ðàíåå.

Íàéäåì, íàêîíåö, àìïëèòóäó �êîðàáåëüíîé âîëíû�. Äëÿ ýòîãî âû÷èñ-
ëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôàçû

∂2s

∂η2 = 8
cos µ

k3 [(M 2 − 2)k2 + 6(M 2 − 1)], (1.53)

à òàêæå ïðåäñòàâèì cos µ êàê

cos µ =
k2

2[(M 2 − 2)k2 + 4(M 2 − 1)]1/2 . (1.54)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.53) è (1.54) â (1.52), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå
äëÿ âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà

n1 = V0

√
2k

πr

[(M 2 − 2)k2 + 4(M 2 − 1)]1/4

[(M 2 − 2)k2 + 6(M 2 − 1)]1/2 cos
(
kr cos µ− π

4

)
. (1.55)

Ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò �êîðàáåëüíóþ âîëíó� ïàðàìåòðè÷åñêè ÷åðåç
ïàðàìåòð η, ãäå µ(η) è k(η) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (1.33) è (1.44) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà äàííîé âîëíû ñïàäàåò ñ ðàññòî-
ÿíèåì êàê r−1/2. Âèä äàííîé âîëíû èçîáðàæåí íà ðèñ.1.5.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ïå-
ðåä ïðåïÿòñòâèåì óãîë η ìàë. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ãðåáíåé âîëí
(1.36) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x ∼= − φ

2
√

M 2 − 1
+

(2M 2 − 1)φ

4(M 2 − 1)3/2η
2,

y ∼= (2M 2 − 1)φ

2(M 2 − 1)3/2η,

(1.56)

òî åñòü êðèâûå ïîñòîÿííîé ôàçû èìåþò ïàðàáîëè÷åñêóþ ôîðìó

x(y) ∼= − φ

2
√

M 2 − 1
+

(M 2 − 1)3/2

(2M 2 − 1)φ
y2. (1.57)
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Ðèñ. 1.5: Ðàññ÷èòàííàÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.55) ñ M = 4 âîëíîâàÿ ñòðóêòóðà, ãåíå-
ðèðóåìàÿ âíå êîíóñà Ìàõà. (Ïîêàçàíà âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñòðóêòóðû ïðè y > 0.)

Íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì η = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ
ôîðìóë. Çäåñü

k = 2
√

M 2 − 1, (1.58)

à âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà (1.55) ïåðåõîäèò â

n1 = 2V0

√
(M 2 − 1)1/2

π(2M 2 + 1)|x| cos
[
−2

√
M 2 − 1 x− π

4

]
, y = 0, x < 0.

(1.59)
Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1.7.

Åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ î÷åíü âåëèêà M À 1, òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü,
ãäå M cos η À 1, è ôîðìóëû ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè,
çäåñü

χ ∼= π − 2η, µ ∼= η ∼= (π − χ)/2,

òàê ÷òî
k ∼= 2M sin

χ

2
À 1 (1.60)

è ôîðìóëà äëÿ êîëåáàíèé ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà (1.55) çàäàåòñÿ ÿâíûì
îáðàçîì â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

n1
∼= V0

√
2

πMr
cos

(
2Mr sin2 χ

2
− π

4

)
. (1.61)
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Ðèñ. 1.6: Ïðîôèëü êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû y ïðè x = 80 â
îêðåñòíîñòè êîíóñà Ìàõà, íàõîäÿùåãîñÿ â y = 46 äëÿ ÷èñëà Ìàõà M = 2; íåïðå-
ðûâíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîôèëþ, ïîñòðîåííîìó ïî ôîðìóëå (1.55), øòðèõîâàÿ
ëèíèÿ áûëà ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (1.70).

Âûðàæåíèÿ (1.36) òàêæå óïðîùàþòñÿ è äàþò ïàðàáîëè÷åñêèå êðèâûå
ïîñòîÿííîé ôàçû

x = − φ

2M
+

M

2φ
y2. (1.62)

Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñîñòàâëÿþò âîëíû âáëèçè êîíóñà Ìàõà.
Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû îêàçûâàåòñÿ íå ïðèìåíèì â ýòîé îáëàñòè, ò.ê.
íåîáõîäèìîå äëÿ íåãî óñëîâèå φ ≡ r|k(η) cos(χ+η)| À 1 íå âûïîëíÿåòñÿ:
êàê óêàçûâàëîñü âûøå, âáëèçè êîíóñà Ìàõà k cos µ → 0. Ìîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî â óêàçàííîé îáëàñòè âîëíîâîé âåêòîð k ìåíÿåòñÿ âäîëü êîíó-
ñà Ìàõà ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì ïîïåðåê. Ïîýòîìó, äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðîôèëÿ âîëíû âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëà (1.41), â êîòîðîì
ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì, íàïðàâëåííûì âäîëü êîíóñà Ìàõà (ξ) è
ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó (τ )

x = ξ cos θ − τ sin θ, y = ξ sin θ + τ cos θ, (1.63)

ãäå sin θ = 1/M � óãîë Ìàõà (ñì. (1.37)). Èíòåãðàë (1.41) â ýòîì ñëó÷àåò
ïðèíèìàåò âèä

n1 =

∫ ∫
k2V (k)ei(kξξ+kττ)

(kξM cos θ − kτM sin θ)2 − k2(1 + k2/4) + i0

dkξdkτ

(2π)2 , (1.64)
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ãäå kξ, kτ � ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà. Îñíîâíîé
âêëàä ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî kξ äàåò ïîëþñ, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíè-
ÿìè

(kξM cos θ − kτM sin θ)2 − k2(1 + k2/4) = 0, k2
ξ + k2

τ = k2. (1.65)

Ñ ó÷åòîì kξ ¿ kτ ¿ 1 è kτ ∼ k, èõ ðåøåíèå äàåò

kξ = − k3
τ

8
√

M 2 − 1
. (1.66)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî kξ ïðèâîäèò ê èíòåãðàëó

n1 =
V0

2
√

M 2 − 1

∂

∂τ

[
1

π

∫ ∞

0
cos

(
k3

τξ

8
√

M 2 − 1
− kττ

)
dkτ

]
. (1.67)

Ýòîò èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ýéðè, ÿâíûé
âèä êîòîðîé çàäàåòñÿ ôîðìóëîé [59]

Ai(z) =
1

π

∫ ∞

0
cos

(
1

3
κ3 + zκ

)
dκ. (1.68)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè Ýéðè, ïðåäñòàâèì (1.67)
â âèäå

n1 = − 2V0

(M 2 − 1)1/6(3ξ)2/3Ai′
[
−2(M 2 − 1)1/6

(3ξ)1/3 τ

]
, (1.69)

ãäå Ai′ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóêíöèè Ýéðè ïî åå àðãóìåíòó. Íàêîíåö,
âåðíåìñÿ ê êîîðäèíàòàì x è y è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ
êîëåáàíèé ïëîòíîñòè âáëèçè êîíóñà Ìàõà

n1 = − 2V0

(M 2 − 1)1/6[3(x cos θ + y sin θ)]2/3×

×Ai′
[
− 2(M 2 − 1)1/6

[3(x cos θ + y sin θ)]1/3 (−x sin θ + y cos θ)

]
.

(1.70)

Íà ðèñóíêå 1.6 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ïðîôèëÿ âîëíû, ïîñòðîåííîãî ïî
ôîðìóëå (1.70) ñ ïðîôèëåì, ïîñòðîåííûì ïî (1.55) ïðè ïîñòîÿííîì çíà-
÷åíèè x. Âáëèçè êîíóñà Ìàõà âîëíîâàÿ êàðòèíà îïèñûâàåòñÿ ðåøåíè-
åì (1.70). Íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò êîíóñà Ìàõà îíî ïåðåõîäèò â ðåøå-
íèå (1.55), îïèñûâàþùåå âîëíó âäàëè îò êîíóñà Ìàõà.
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Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Îáà ïîñòðîåííûõ íàìè âûøå ðåøåíèÿ (1.55) è (1.70) íå ïðèìåíèìû íåïî-
ñðåäñòâåííî âáëèçè ïðåïÿòñòâèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðÿäîì ïðè÷èí.

Âî-ïåðâûõ, ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (1.55) è (1.70) â êà÷åñòâå ïîòåíöè-
àëà ïðåïÿòñòâèÿ èñïîëüçîâàëàñü δ-ôóíêöèÿ. Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå
ïðåïÿòñòâèå èìååò êîíå÷íûé ðàçìåð, ÷òî âëèÿåò íà êàðòèíó âîëí âáëè-
çè îò íåãî. Îäíàêî, íà ðàññòîÿíèÿõ, äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàçìåðîì ïðåïÿòñòâèÿ, åãî ñòðóêòóðà íå áóäåò èìåòü çíà÷åíèÿ äëÿ âîç-
íèêàþùåé âîëíîâîé êàðòèíû.

Âî-âòîðûõ, ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïðè
âûâîäå (1.55), òàêæå ðàáîòàåò òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò èñ-
òî÷íèêà âîëí.

È, íàêîíåö, ëèíåéíàÿ òåîðèÿ, èñïîëüçóåìàÿ íàìè ïðè ïîëó÷åíèè ðå-
øåíèé, îãðàíè÷åíà â ñâîåé ïðèìåíèìîñòè òîëüêî ìàëîàìïëèòóäíûìè
âîëíàìè (ñì. óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (1.17)).
Î÷åâèäíî, ïðè äîñòàòî÷íî æåñòêîìè âûñîêîì ïîòåíöèàëå ïðåïÿòñòâèÿ,
íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè îò íåãî äàííîå óñëîâèå áóäåò íàðóøàòüñÿ. Ðàñ-
ñòîÿíèå, íà êîòîðîì ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðèìåíèìà, çàâèñèò îò
ðàçìåðà è æåñòêîñòè ïðåïÿòñòâèÿ.

Äëÿ ïðîâåðêè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè è îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè åå ïðè-
ìåíèìîñòè íàøèìè ñîàâòîðàìè áûëî ïðîèçâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðî-
âàíèå èññëåäóåìîãî ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ âðåìåííîãî íåëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî. Ìîäåëèðîâàëèñü àáñîëþòíî íåïðîíèöàåìûå
ïðåïÿòñòâèÿ, à òàêæå ïðåïÿòñòâèÿ ñ ãàóññîâûì ïðîôèëåì. Äèàìåòð ïðå-
ïÿòñòâèÿ ìåíÿëñÿ, íî íå ïðåâûøàë íåñêîëüêèõ áåçðàçìåðíûõ åäèíèö,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêèì êîððåëÿöèîííûì äëèíàì íà ðåàëüíîì ýêñ-
ïåðèìåíòå. ×èñëåííûé ñ÷åò ïîäòâåðäèë, ÷òî�êîðàáåëüíûå âîëíû� ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ïðè M > 1. Ñðàâíåíèå ñ òåîðèåé ïðîäåìîíñòðèðîâàëî, ÷òî íà
ðàññòîÿíèÿõ â íåñêîëüêî äëèí âîëí îò ïðåïÿòñòâèÿ òåîðèÿ õîðîøî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ òåîðèè ñ ÷èñëåííûì
ñ÷åòîì ìû âñþäó áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áåçðàçìåðíûìè åäèíèöàìè (1.12).
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Ðèñ. 1.7: Ïðîôèëü �êîðàáåëüíîé âîëíû� ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì: x < 0, y = 0. Êîíäåí-
ñàò òå÷åò ñëåâà íàïðàâî ñ ÷èñëîì Ìàõà M = 2

√
2. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò

÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîëíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, à
ïóíêòèð ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé, ðàññ÷èòàííîé ïî ôîðìóëå (1.59).

Îäíà áåçðàçìåðíàÿ åäèíèöà ðàññòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó êîððåëÿ-
öèîííîìó ðàäèóñó íà ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå.

Íà ðèñ.1.7 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ïðîôèëÿ âîëíû ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì
(y = 0), ïîñòðîåííîé ïî ôîðìóëå (1.59) è ÷èñëåííî (äàííûå ñìîòðèòå
íà ïîäïèñè ê ðèñóíêó). Äëÿ ïàðàìåòðîâ äàííîãî ñ÷åòà óñëîâèÿ ïðèìå-
íèìîñòè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (1.17) äàþò ñîâïàäåíèå ïðè |x| À 16

(áåçðàçìåðíûõ åäèíèö). Âáëèçè ïðåïÿòñòâèÿ òåîðåòè÷åñêàÿ è ÷èñëåííàÿ
êðèâûå íå ñîâïàäàþò. Íî íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ äëèí âîëí îò ïðå-
ïÿòñòâèÿ ñîâïàäåíèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî õîðîøèì.

Íà ðèñ.1.8 ñðàâíèâàëàñü äëèíà âîëíû, ðàññ÷èòàííàÿ ïî òåîðåòè÷åñêîé
ôîðìóëå (1.24) è ÷èñëåííî. Èõ çíà÷åíèÿ ëåæàò î÷åíü áëèçêî è ëèøü
ñëåãêà ðàñõîäÿòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ìàõà. Ýòî ãîâîðèò î õîðîøåé
ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîé òåîðèè.

Ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû (ëèíèè ãðåáíåé), ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëàì
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Ðèñ. 1.8: Çàâèñèìîñòü äëèíû âîëíû ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì, ðàññ÷èòàííàÿ ÷èñëåííî ïî
âðåìåííîìó óðàâíåíèþ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (òî÷êè), è àíàëèòè÷åñêè (1.24) (ïóíêòèð-
íàÿ ëèíèÿ). Ïðåïÿòñòâèå ìîäåëèðîâàëîñü íåïðîíèöàåìûì öûëèíäðîì åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà.

(1.36), òàêæå äàþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì. Íà
ðèñ. 1.9 ëèíèÿ ãðåáíÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì, ïîêà-
çàíà ïóíêòèðîì. Îíà òî÷íî �ëîæèòñÿ� íà ëèíèþ ïîñòîÿííîé ôàçû, ïî-
ëó÷åííóþ â ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå.

Îöåíèì õàðàêòåðíûå ðàçìåðû âîëíîâîé ñòðóêòóðû â �êîðàáåëüíîé
âîëíå�. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïàðàìåòðû èç ýêñïåðèìåíòà ïî
îáòåêàíèþ áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ [22] (÷èñëà
âçÿòû èç [24]). Îáëàêî â ëîâóøêå îáëàäàëî ñèãàðîîáðàçíîé ôîðìîé ñ
ðàçìåðàìè Rx,y = 30 ìêì è Rz = 50 ìêì, ÷èñëî àòîìîâ ñîñòàâëÿëî
N = 3.4 × 106. Ñêîðîñòü çâóêà â öåíòðå îáëàêà ðàâíÿëàñü cs = 1.2

ìì/ñåê, à ñêîðîñòü ðàçëåòà ÷àñòèö äîñòèãàëà 9.1 ñì/ñåê íà êðàþ îáëà-
êà. Êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ðàâíÿëàñü ξ = 0.4 ìêì. Ðàçìåð ïðåïÿòñòâèÿ
âàðüèðîâàëñÿ îò 17 êîððåëÿöèîííûõ äëèí äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ. Ýô-
ôåêòèâíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ èçìåíÿëàñü îò äåñÿòêà ñêîðîñòåé çâóêà äî
íåñêîëüêèõ ñîòåí ñêîðîñòåé çâóêà.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëèíà âîëíû âäîëü ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç
ïðåïÿòñòâèÿ, ïîñòîÿííà. Èç (1.22) ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøàÿ äëèíà âîëíû
áóäåò âäîëü ëó÷à, íàïðàâëåííîãî îò ïðåïÿòñòâèÿ ñòðîãî ïðîòèâ òå÷åíèÿ
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Ðèñ. 1.9: ×èñëåííûé ñ÷åò âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè îáòåêàíèè áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. ×èñëî ìàõà ðàâíî M = 2, ðàäèóñ íåïðî-
íèöàåìîãî ïðåïÿòñòâèÿ ðàâåí r = 1. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ëèíèè ïîñòî-
ÿííîé ôàçû, ðàññ÷èòàííîé ïî ôîðìóëå (1.36) è ñäâèíóòîé íà îäíó åäèíèöó äëèíû
âëåâî äëÿ ó÷åòà êîíå÷íîñòè ðàçìåðà ïðåïÿòñòâèÿ.

(y = 0). Âåðíóâøèñü â (1.22) ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì âûðàæå-
íèå äëÿ äëèíû âîëíû ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì:

λ =

√
2πξ√

M 2 − 1
. (1.71)

Äëÿ ÷èñåë Ìàõà ïîðÿäêà åäèíèöû äëèíà âîëíû â ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé
êàðòèíå ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà êîððåëÿöèîííîé äëè-
íû. Äëÿ äàííûõ èç ýêñïåðèìåíòà [22] îíà áóäåò èìåòü ðàçìåð ïîðÿäêà
ìèêðîíà. Ïðè î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ, M À 1, äëèíà âîëíû
ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì ñòàíîâèòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó Ìàõà
λ ∼ ξ/M . Åñëè åå ðàçìåð óìåíüøèòñÿ äî ñðåäíåãî ðàññòîÿíèåì ìåæäó
÷àñòèöàìè, òî òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ ïåðåñòàíåò ðàáîòàòü è íàéäåííàÿ
íàìè âîëíîâàÿ ñòðóêòóðà ïåðåä ïðåïÿòñòâèåì íàáëþäàòüñÿ íå áóäåò.

Âðåìÿ âûõîäà íà ñòàöèîíàð ìîæíî îöåíèòü êàê îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ
îò ïðåïÿòñòâèÿ ê ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ñ íåñóùåé äëèíîé âîëíû, ðàâíîé
ñòàöèîíàðíîé äëèíå âîëíû â äàííîé òî÷êå. Äëÿ âîëí ïåðåä ïðåïÿòñòâè-
åì âðåìÿ âûõîäà íà ñòàöèîíàð íà ðàññòîÿíèè â îäíó äëèíó âîëíû îò
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ïðåïÿòñòâèÿ èìååò âèä

t ∼ λ

vgr
∼ ξ

cs

M

(M 2 − 1)3/2 . (1.72)

Ïðè M À 1 è çíà÷åíèÿõ èç [22], ïîëó÷àåì îöåíêó t ∼ 10−3 × 1/M 2 ñåê.

1.4 Íàêëîííûå ïåðèîäè÷åñêèå íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû

Êàê ãîâîðèëîñü âî ââåäåíèè, ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ, êðîìå ëèíåéíûõ âîëí è
âèõðåé, òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå òåìíûõ ñîëèòîíîâ (ñì.
ðèñ. 1.2). Â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåð ïðåïÿòñòâèÿ íå î÷åíü áîëüøîé (ïîðÿäêà
êîððåëÿöèîííîé äëèíû), òî ýòè ñîëèòîíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå ïîëî-
ñû ïîíèæåííîé ïëîòíîñòè, âûõîäÿùèå èç ïðåïÿòñòâèÿ. Ïðîôèëè íàêëîí-
íûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [23]. Îäíàêî, ÷èñëåí-
íûé ñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ïðåïÿòñòâèÿ êîëè÷åñòâî
ñîëèòîíîâ óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå èç ïðåïÿòñòâèÿ âûõîäèò ñâîå-
îáðàçíûé �âååð� òåìíûõ ñîëèòîíîâ. Òåîðèÿ òàêèõ ñòðóêòóð äëÿ íåêî-
òîðîãî äèàïàçîíà ïàðàìåòðîâ è äëÿ ïðåïÿòñòâèÿ â âèäå òîíêîãî òåëà,
áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ [25]. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ãðîññà-
Ïèòàåâñêîãî ñâîäèëîñü ê îäíîìåðíîìó íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþØðåäèí-
ãåðà. Âååð ñîëèòîíîâ ðàññìàòðèâàëñÿ êàê äèñïåðñèîííàÿ óäàðíàÿ âîëíà,
åå ïðîôèëü áûë ïîñòðîåí ìåòîäîì Óèçåìà. Îäíàêî, â ðåàëüíîì ýêñïåðè-
ìåíòå ïðåïÿòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ òîíêèì òåëîì è íåîáõîäèìûå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò
ðåøàòü ïîëíîå óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåèíòå-
ãðèðóåìûì ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Îäíàêî, ïîäõîä Óèçåìà
ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ñîëèòîííîãî
âååðà è â ýòîì ñëó÷àå. Â òåîðèè Óèçåìà äèñïåðñèîííàÿ óäàðíàÿ âîë-
íà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîìîäóëèðîâàííàÿ íåëèíåéíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
âîëíà íà ðàçìåðàõ â îäíó äëèíó âîëíû è äëèòåëüíîñòÿõ â îäèí ïåðè-
îä [57, 60]. Ïîýòîìó, äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè Óèçåìà â ïåðâóþ î÷åðåäü
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íåîáõîäèìî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûå íåëèíåéíûå ïåðèîäè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ, íàêëîíåííûå îòíîñèòåëüíî òå÷åíèÿ êîíäåíñàòà. Èìåííî
ýòèì ðåøåíèÿì ïîñâÿùåí äàííûé ðàçäåë äèññåðòàöèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ ðåøåíèé âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì
(1.14), ãäå âíåøíèé ïîòåíöèàë ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ. Êðîìå òîãî, ìû
èíòåðåñóåìñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì, ïîýòîìó óáåðåì ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè

(nu)x + (nv)y = 0,

uux + vuy + nx +

(
n2

x + n2
y

8n2 − nxx + nyy

4n

)

x

= 0,

uvx + vvy + ny +

(
n2

x + n2
y

8n2 − nxx + nyy

4n

)

y

= 0,

(1.73)

Ââåäåì íàêëîííóþ êîîðäèíàòó θ = x−ay, ãäå a � òàíãåíñ óãëà íàêëî-
íà ãðåáíåé âîëí ê îñè y (â äàííîì ðåøåíèè ãðåáíè âîëí ëåæàò íà ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íåèçâåñòíûå çàâèñÿò òîëüêî îò
êîîðäèíàòû θ: n = n(θ), u = u(θ), v = v(θ). Ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1.73)
äàåò

u− av =
A

n
, (1.74)

ãäå A � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ ó÷åòîì (1.74) âòîðûå äâà óðàâíå-
íèÿ ïåðåõîäÿò â

n2
ξ − 2nnξξ + 2n3 − 2B

1 + a2n
2 +

A2

1 + a2 = 0, (1.75)

ãäå B ýòî åùå îäíà êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå äëÿ óäîáñòâà
ââåäåíà ïåðåìåííàÿ ξ

ξ =
2θ√

1 + a2
=

2(x− ay)√
1 + a2

. (1.76)

Ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé, ÷òî óðàâíåíèå (1.75) èìååò èí-
òåãðàë

n2
ξ = n3 − 2B

1 + a2n
2 − 2C

1 + a2n−
A2

1 + a2 , (1.77)
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ãäå C � íîâàÿ êîíñòàíòà. Óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, âûðàæàþùååñÿ ÷å-
ðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè (ïî ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì ñì., íàïðè-
ìåð, [59]). ×òîáû âûïèñàòü åãî â ÿâíîì âèäå, îáîçíà÷èì íóëè ïîëèíîìà
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.77) êàê p1, p2, p3

n2
ξ = (n− p1)(p2 − n)(p3 − n), p1 ≤ p2 ≤ p3, (1.78)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = p1 ïðè ξ = 0. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå

n = p1 + (p2 − p1)sn
2 (√

p3 − p1 ξ/2; m
)
, (1.79)

ãäå sn(θ; m) � ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ ßêîáè, à

m =
p2 − p1

p3 − p1
(1.80)

� åãî ìîäóëü. Êîíñòàíòû A,B,C ñâÿçàíû ñ íóëÿìè p1, p2, p3 ñîîòíîøå-
íèÿìè

p1 + p2 + p3 =
2B

1 + a2 , p1p2 + p1p3 + p2p3 = − 2C

1 + a2 , p1p2p3 =
A2

1 + a2 .

(1.81)
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè (u, v) íå îïðåäåëÿþòñÿ

îäíîçíà÷íî êîíñòàíòàìè p1, p2, p3 è a. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n èçâåñòíî, ó
íàñ åñòü òîëüêî îäíî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ u è v. Åùå îäíî óðàâíå-
íèå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî òå÷åíèå ïîòåíöèàëüíî. Ïîëó÷àåì
óñëîâèå

uy = vx, (1.82)

êîòîðîå ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåìåííîé ξ äàåò

au + v = D. (1.83)

Çäåñü D ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Åãî ñóùåñòâîâàíèå
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îäèíàêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ ïàðàìåòðîì íà-
êëîíà a ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ ñêîðîñòåé.
Åñëè ìû îïðåäåëèì u è v â êàêîé-ëèáî òî÷êå, òî D ñòàíîâèòñÿ èçâåñò-
íîé è îïðåäåëÿåò êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà âñåé ïëîñêîñòè. Ïðèìåðîì
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èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ñîëèòîííîå ðåøå-
íèå èç [23]. Îïðåäåëèâ ðåøåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè |x| → ∞, êàê n = 1,
u = M = const, v = 0, ãäå M - ÷èñëî Ìàõà è ïîëîæèâ m = 1 â óðàâíåíèè
(1.79), ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ ââèäå òåìíîãî ñîëèòîíà

n = 1− 1− q

ch2[
√

1− q (x− ay)/(1 + a2)]
, (1.84)

ãäå q = M 2/(1 + a2), à êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

u =
M(1 + a2n)

(1 + a2)n
, v = −aM(1− n)

(1 + a2)n
. (1.85)

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, äîïóñêàþùèõ àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñèñòåìû (1.73).

Êàê áûëî îòìå÷åíî â [23], åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèå ÁÝÊ
êàê ìàëîå îòêëîíåíèå îò îäíîðîäíîãî ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ñ ïàðàìåò-
ðàìè n = 1, u = M, v = 0 (M > 1), òî ìîæíî ñäåëàòü àññèìïòîòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå

n = 1+εn1 +ε2n2 + . . . , u = M +εu2 +ε2n2 + . . . , v = εv1 +ε2v2 + . . . ,

(1.86)
ãäå ε ¿ 1 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Ïîäñòàíîâêà (1.86) â (1.73) è
ïåðåõîä ê íîâûì êîîðäèíàòàì

ζ = ε1/2(x− V y), τ = ε3/2y, (1.87)

ïðèâîäÿò ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ê ñîîòíîøåíèÿì

u1 = −n1

M
, v1 =

V

M
n1, V =

√
M 2 − 1, (1.88)

ãäå n1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà-äå-Âðèçà (ÊäÂ)

n1,τ − 3M 2

2
√

M 2 − 1
n1n1,ζ +

M 4

8
√

M 2 − 1
n1,ζζζ = 0. (1.89)

Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðè-
ìåð, [60]), òàê ÷òî, âîçâðàùàÿñü ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì (x, y), ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïðîôèëÿ ïëîòíîñòè

n = 1− 1

2
M 2ε(λ3−λ1−λ2)+M 2ε(λ3−λ2)sn

2
[√

λ3 − λ1 ε1/2(x− ay),m
]
,

(1.90)
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ãäå
a =

√
M 2 − 1− ε(λ1 + λ2 + λ3)M

2

4
√

M 2 − 1
, m =

λ3 − λ2

λ3 − λ1
, (1.91)

à λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 � ïàðàìåòðû, âîçíèêàþùèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
�êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ� óðàâíåíèÿ ÊäÂ (ñì. [60]).

Îïðåäåëèì ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî
(1.79) è åãî ìàëîàìïëèòóäíûì ðåøåíèåì (1.90). Äëÿ ýòîãî, ïðåäñòàâèì
êîíñòàíòû p1, p2, p3 êàê ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε

pi = 1 + εp
(1)
i + . . . , i = 1, 2, 3 , (1.92)

à çàòåì ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (1.86), (1.88), (1.92) â ïåðèîäè÷åñêîå ðå-
øåíèå (1.79) ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå (1.90), íî âûðàæåííîå ÷åðåç ïàðà-
ìåòðû p

(1)
i . Ñðàâíåíèå ñ (1.90) äàåò ñîîòíîøåíèÿ

p1 = 1− 1

2
M 2ε(λ3 − λ1 − λ2),

p2 = 1− 1

2
M 2ε(λ2 − λ1 − λ3),

p3 = 1− 1

2
M 2ε(λ1 − λ2 − λ3),

(1.93)

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ a,

a = a(0) + εa(1) + . . . , (1.94)

ñîîòíîøåíèå (1.74) è ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå èç (1.81), ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå (1.91) äëÿ ïàðàìåòðà íàêëîíà. Èç (1.93) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, çàäàþ-
ùèå λj ÷åðåç pj,

λ1 =
p1 + p2 − 2

M 2ε
, λ2 =

p1 + p3 − 2

M 2ε
, λ3 =

p2 + p3 − 2

M 2ε
. (1.95)

Ñîëèòîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊäÂ ñîîòâåòñòâóåò m = 1 â (1.90). Â
ïàðàìåòðàõ pj, èìååì p2 = p3 = 1 (ñì. 1.80), è ñ ó÷åòîì (1.95) ïîëó÷àåì
λ1 = λ2 ≡ λ è λ3 = 0. Îòñþäà

p1 = 1 + M 2ελ (1.96)
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è, òàê êàê p1 ≤ p2 ≤ p3, èìååì p1 ≤ 1 è λ ≤ 0. Èç óðàâíåíèÿ (1.90) ïðè
m = 1 ïîëó÷èì ïðîôèëü òåìíîãî ñîëèòîíà

n = 1− −M 2ελ

ch2[
√−ελ(x− ay)]

, (1.97)

à èç (1.91) åãî ïàðàìåòð íàêëîíà

a =
√

M 2 − 1− ελM 2

2
√

M 2 − 1
. (1.98)

Òàê êàê λ ≤ 0, èç (1.98) âèäíî, ÷òî a ≥ aM , ãäå aM =
√

M 2 − 1, òî åñòü
ìåëêèé (ÊäÂ) òåìíûé ñîëèòîí âñåãäà íàõîäèòñÿ âáëèçè êîíóñà Ìàõà

Ââåäÿ ïîëóøèðèíó ñîëèòîíà κ

κ = 2
√
−ελ, (1.99)

óðàâíåíèå (1.99) ìîæíî íàïèñàòü â áîëåå óäîáíîé ôîðìå

n = 1− M 2κ2

4ch2[κ(x− ay)/2]
, (1.100)

êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (1.84) â ìàëî-
àìïëèòóäíîì ïðåäåëå [23].

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè àññèìïòîòè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ñòà-
öèîíàðíûì ïåðèîäè÷åñêèì äâóìåðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãðîññà-
Ïèòàåâñêîãî, õàðàêòåðèçóåìîãî ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè è
èçâåñòíûì òðåõ-ïàðàìåòðè÷åñêèì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
ÊäÂ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè ÷èñëî Ìàõà ìíî-
ãî áîëüøå åäèíèöû (M À 1), òî ñèñòåìà (1.73) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê
íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà [25]. Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ íîâûå
ïåðåìåííûå

u = M + u1 + O(1/M), T = x/2M, Y = y, (1.101)

ãäå u1 → 0 ïðè |Y | → ∞, ïðèõîäèì, îñòàâëÿÿ âåëè÷èíû ïîðÿäêà M−1, ê
ñèñòåìå

1
2nT + (nv)Y = 0,

1
2vT + vvY + nY +

(
n2

Y

8n2 −
nY Y

4n

)

Y

= 0,
(1.102)

48



1
2u1T + vu1Y = 0. (1.103)

Ðàçëîæåíèå óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè òå÷åíèÿ (1.82) âìåñòå ñ óðàâíå-
íèåì (1.103) äàþò u1 ≡ 0. Óðàâíåíèÿ (1.102), (1.103) çàäàþò ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêóþ ôîðìó îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

iΨT + ΨY Y − 2|Ψ|2Ψ = 0 (1.104)

äëÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

Ψ =
√

n exp

(
i

∫ Y

v(Y ′, t)dY ′
)

. (1.105)

Óðàâíåíèå ÍÓØ, â îòëè÷èå îò (1+1)-ìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãðîññà-
Ïèòàåâñêîãî, ïðåäñòàâëÿåò (0+2)-ìåðíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ àïðîêñèìà-
öèþ, à åãî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ íîâûì íàáîðîì íåçàâèñèìûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.104) õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,
íàïð., [60]) è äëÿ ïëîòíîñòè n = |Ψ|2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåííî â ôîðìå

n = ν1 + (ν2 − ν1)sn
2
[√

ν3 − ν1

(
y − s1

2M
x
)

,m
]
, (1.106)

ãäå
s1 = λ1 + λ2 + λ3 + λ4, m =

(λ2 − λ1)(λ4 − λ3)

(λ3 − λ1)(λ4 − λ2)
(1.107)

à ν1 ≤ ν2 ≤ ν3 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ λ4 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

ν1 = 1
4(λ1 − λ2 − λ3 + λ4)

2,

ν2 = 1
4(λ1 − λ2 + λ3 − λ4)

2,

ν3 = 1
4(λ1 + λ2 − λ3 − λ4)

2,

(1.108)

è m = (ν2 − ν1)/(ν3 − ν1).
Äëÿ M À 1 ñòàöèîíàðíàÿ âîëíà èìååò áîëüøîé ïàðàìåòð íàêëîíà ê

îñè y, a À 1, òàê ÷òî îáùåå ðåøåíèå (1.79) ïðèíèìàåò ôîðìó

n = p1 + (p2 − p1)sn
2 (√

p3 − p1(y − x/a); m
)
. (1.109)

Òàê êàê àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå (1.79) óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî
õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè p1, p2, p3, a, òî èõ ñîîòâåòñòâèå
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÷åòûðåì ïàðàìåòðàì (ν1, ν2, ν3, s1) ðåøåíèÿ (1.106) ìîæåò áûòü óñòàíîâ-
ëåíî ïðÿìûì ñðàâíåíèåì ðåøåíèé

p1 = ν1, p2 = ν2, p3 = ν3, a =
2M

s1
. (1.110)

Ðåøåíèå â âèäå òåìíîãî ñîëèòîíà èç âûðàæåíèÿ (1.106) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ïðè λ2 = λ3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò m = 1. ×òîáû ôîíîâàÿ ïëîò-
íîñòü ðàâíÿëàñü åäèíèöå, ñëåäóåò âûáðàòü

λ1 = −1, λ4 = 1. (1.111)

Îáîçíà÷àÿ λ2 = λ3 ≡ λ, ïîëó÷èì èç (1.110), (1.107)

a =
M

λ
. (1.112)

Èòàê, â ñîëèòîííîì ïðåäåëå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè èìååò âèä

n = 1− 1− λ2

ch2[
√

1− λ2(y − x/a)]
, (1.113)

ñîâïàäàþùèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîëèòîííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì
â [23] â ïðåäåëå M À 1. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ðàññìîòðèì âîëíû òîëüêî
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (a > 0), òîãäà èç (1.111) ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ λ ≤ 1.
Çíà÷èò, a > aM è, ñëåäîâàòåëüíî, òåìíûé ñîëèòîí ïðè áîëüøèõ (ïî ñðàâ-
íåíèåþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà) ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ âñåãäà íàõîäèòñÿ âíóòðè
êîíóñà Ìàõà.

Åñëè ñîëèòîí ÍÓØ ÿâëÿåòñÿ ìåëêèì, òî îí äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ÊäÂ
ñîëèòîíîì â ïðåäåëå M À 1. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäÿ λ2 = 1−M 2κ2/4, ãäå
Mκ ¿ 1, ïîëó÷èì ÊäÂ ñîëèòîí (1.100), íî íà ýòîò ðàç ñ a, îïðåäåëÿåìûì
ïî ôîðìóëå

a = M/
√

1−M 2κ2/4 ∼= M + 1
8M

3κ2 (1.114)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé (1.91) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå λi

è M À 1.
Ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè λ äëÿ ñëó÷àÿ ÊäÂ è ìàëîàìïëèòóäíîãî

ïðåäåëà ÍÓØ äàåòñÿ âûðàæåíåì

λ2
NLS = 1 + M 2ελKdV . (1.115)
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Òàê êàê λKdV ≤ 0, èìååì λNLS ≤ 1 ïëþñ 1− λNLS ¿ 1.
Êðîìå òîãî, ðåøåíèå (1.79) èìååò ëèíåéíîå ðåøåíèå ïðè m ¿ 1

n = 1− 1
2(p2 − p1) cos

[
2

√
p3 − p1

1 + a2 (x− ay)

]
, (1.116)

ãäå íóæíî âûáðàòü (p1 + p2)/2 = 1, ÷òîáû ôîí ïëîòíîñòè ðàâíÿëñÿ åäè-
íèöå. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò âíå êîíóñà Ìàõà. Ýòî
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåííûì ðàíåå �êîðàáåëüíûì âîëíàì� áåç
ó÷åòà èõ àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè.

Ðåøåíèÿ â âèäå òåìíûõ ñîëèòîíîâ íàáëþäàëèñü íà ÷èñëåííîì ýêñïå-
ðèìåíòå ïðè âûáîðå ðàçìåðà ïðåïÿòñòâèÿ ïîðÿäêà êîððåëÿöèîííîé äëè-
íû. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþòñÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè x

ñîëèòîíà. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ïðåïÿòñòâèÿ êîëè÷åñòâî ñîëèòîíîâ
óâåëè÷èâàåòñÿ. Íî íà ýêñïåðèìåíòå [22] òåìíûå ñîëèòîíû íå íàáëþäà-
ëèñü, à çà ïðåïÿòñòâèåì âîçíèêàëà îáëàñòü òåíè. Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçà-
íî ñ òåì, ÷òî âîëíîâàÿ êàðòèíà áûëà äàëåêà îò ñòàöèîíàðíîé, òå÷åíèå
íå áûëî îäíîðîäíûì, à ðàçìåð ïðåïÿòñòâèÿ áûë ñëèøêîì âåëèê � îò ïî-
ëóòîðà äåñÿòêîâ êîððåëÿöèîííûõ äëèí. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî äëÿ íàáëþäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ, ãåíåðèðóåìûõ ïðè
îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ, ðàçìåð ïðå-
ïÿòñòâèÿ äîëæåí áûòü ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ êîððåëÿöèîííûõ äëèí. Äëÿ
äàííûõ ýêñïåðèìåíòà [22] ýòîò ðàçìåð äîëæåí ñîñòàâëÿòü îò ïîëîâèíû
ìèêðîíà äî íåñêîëüêèõ ìèêðîí.

1.5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ ïîñòðîåíà ñòàöèîíàðíàÿ âîëíîâàÿ êàð-
òèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îäíîðîäíîì ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ äâóõìåðíîé ãåîìåòðèè.
Ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâàÿ êàðòèíà ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè
ñâîéñòâàìè, ðàçäåëåííûõ êîíóñîì Ìàõà. Âíå êîíóñà Ìàõà ðàñïîëîæå-
íû �êîðàáåëüíûå âîëíû�. Íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïðåïÿòñòâèÿ îíè
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îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíîé òåîðèåé. Âíóòðè êîíóñà Ìàõà îáðàçóþòñÿ íåëè-
íåéíûå ñòðóêòóðû. Äëÿ ýòîé îáëàñòè ïîñòðîåíû íàêëîííûå íåëèíåéíûå
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, ðàññìîòðåíû èõ
÷àñòíûå ñëó÷àè è ïîäðîáíî èçó÷åíà ñâÿçü ìåæäó íèìè. Â êà÷åñòâå ïðå-
äåëüíîãî ñëó÷àÿ íåëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ â
âèäå íàêëîííûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ, âïåðâûå ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå [23].
Èçó÷åíû èõ ïðîñòûå ñâîéñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåëêèå ñîëèòîíû íàõîäÿò-
ñÿ âáëèçè êîíóñà Ìàõà, à ãëóáîêèå � ïîä ìàëûìè óãëàìè ê îñè x, âäîëü
êîòîðîé íàïðàâëåíî òå÷åíèå. Øèðèíà ýòèõ ñîëèòîíîâ èìååò ðàçìåð ïî-
ðÿäêà êîððåëÿöèîííîé äëèíû.

Òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ñòàöèîíàðíûõ �êîðàáåëüíûõ âîëí� ïëîòíîñòè,
ðàñïîëîæåííûõ âíå êîíóñà Ìàõà ïîêàçàëî, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ âîëíîâàÿ
ñòðóêòóðà ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ÷èñåë Ìàõà ïðåâûøàþùèõ åäèíèöó.
Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ëèíèè ãðåáíåé. Ïî-
ëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ ïðîôèëÿ âîëí â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ � âáëè-
çè êîíóñà Ìàõà è âäàëè îò íåãî. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïåðåõîäíîé îáëàñòè
ýòè ðåøåíèÿ ñøèâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûå ðåøåíèÿ îïèñûâà-
þò âîëíîâóþ êàðòèíó âî âñåé îáëàñòè âíå êîíóñà Ìàõà. Èñêëþ÷åíèå
ñîñòàâëÿåò îáëàñòü íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè ïðåïÿòñòâèÿ, ãäå ïåðåñòàåò
ðàáîòàòü ëèíåéíàÿ òåîðèÿ. Èç ñðàâíåíèÿ ñ ÷èñëåííûì ñ÷åòîì ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ïðåïÿòñòâèé ðàçìåðîì ïîðÿäêà êîððåëÿöèîííîé äëèíû ëèíåé-
íàÿ òåîðèÿ õîðîøî îïèñûâàåò �êîðàáåëüíóþ âîëíó� íà ðàññòîÿíèÿõ îò
ïðåïÿòñòâèÿ â íåñêîëüêî äëèí âîëí.
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2 Äèôðàêöèÿ ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôðàêöèÿ ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå â
ñðåäå ñ îòðèöàòåëüíîé íåëèíåéíîé äîáàâêîé ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ. Ñâåò
ïàäàåò íà ïðîâîëî÷êó ïîä íåáîëüøèì óãëîì. Â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè
ðàññ÷èòàíû ïàðàìåòðû âîçíèêàþùåé äèôðàêöèîííîé êàðòèíû. Ïîêàçàíî, ÷òî
â íåé ïðèñóòñòâóþò òåìíûå ñîëèòîíû, îïòè÷åñêèå âèõðè è ìàëîàìïëèòóäíûå
âîëíû. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ìàëîàìïëèòóäíûõ âîëí îò âèäà íåëèíåéíîñòè,
ïîñòðîåíû èõ ïðîôèëè. Ïîñòðîåíû ïðîôèëè òåìíûõ ñîëèòîíîâ è èññëåäîâàíà
èõ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà íà âèõðè. Íà ïðèìåðå íåëèíåéíîñòè ñ
íàñûùåíèåì ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ óñòîé÷èâîñòè òåìíûõ ñîëèòîíîâ
îò êîíêðåòíîãî âèäà íåëèíåéíîñòè.

2.1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà â ñðåäå îò èíòåíñèâíîñòè
ïàäàþùåãî ïó÷êà ïðèâîäèò ê èñêðèâëåíèþ âîëíîâîãî ôðîíòà, ÷òî êà÷å-
ñòâåííî ìåíÿåò äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó, âîçíèêàþùóþ â òàêèõ ñðåäàõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé äèôðàêöèåé. Â áîëüøèíñòâå èí-
òåðåñóþùèõ íàñ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ íåëèíåéíîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîì-
ëåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàâèñÿùàÿ îò èíòåíñèâíîñòè äîáàâêà ê
ëèíåéíîìó ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ â ñðåäå. Ðàñïðîñòðàíåíèå ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèõ ïó÷êîâ â íåëèíåéíîé ñðåäå â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè
îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

i
∂ψ

∂z
+

1

2k0
∆⊥ψ +

k0

n0
δn

(|ψ|2) ψ + V (r)ψ = 0, (2.1)

ãäå ψ � ýòî îãèáàþùàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k0 =

2πn0/λ, z � êîîðäèíàòà âäîëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà, x, y � ïîïåðå÷-
íûå êîîðäèíàòû, r = (x, y), ∆⊥ = ∂2/∂2x + ∂2/∂2y � ïîïåðå÷íûé ëàïëà-
ñèàí, n0 � ëèíåéíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, V (r, z) îïèñûâàåò �ïî-
òåíöèàë� ïðåïÿòñòâèÿ, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò äèôðàêöèÿ. Ýòî óðàâíå-
íèå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, îïèñûâàþùåìó äèíàìè-
êó áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà. ×òîáû óðàâíåíèå (2.1) îïèñûâàëî
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êîíäåíñàò ñ îòòàëêèâàþùèì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó àòîìàìè, íåëèíåé-
íàÿ äîáàâêà ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ δn(|ψ|2) äîëæíà áûòü îòðèöà-
òåëüíîé. Åå çàâèñèìîñòü îò èíòåíñèâíîñòè |ψ|2 ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ðàçíûõ
ñðåä è îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì åå âîçíèêíîâåíèÿ (î ðàçëè÷íûõ âèäàõ
îïòè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè è ñâîéñòâàõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâ-
íåíèé ñì., íàïðèìåð, [33, 61]). Íàèáîëåå èçó÷åííîé ÿâëÿåòñÿ êåððîâñêàÿ
íåëèíåéíîñòü

δn = −n2|ψ|2. (2.2)
Âíå çàâèñèìîñòè îò ôèçè÷åñêîãî ìåõàíèçìà âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíî-
ñòè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äî-
áàâêà ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ âûõîäèò íà íàñûùåíèå. Ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêè ýòî ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòüþ:

δn = −n2
ρ

ρ + ρd
, (2.3)

ãäå ρ = |ψ|2 � èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â ïó÷êå, ρd � èíòåíñèâíîñòü íàñû-
ùåíèÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôîòîðåôðàêòèâíûõ ñðåä ñ ôîòî-
ýëåêòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ñòðîãî îáîñ-
íîâàíà [62]

δn = −1

2
n3

0r33Ep
ρ

ρ + ρd
, (2.4)

ãäå Ep âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, r33 ýëåêòðîîïòè÷åñêèé èíäåêñ.
Â ñëó÷àå êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè (2.2) óðàâíåíèå (2.1) ñîâïàäàåò

ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòîâ ñ óðàâíåíèåì Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî. Åãî
ðåøåíèÿ îáñóæäàëèñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Óïîìÿíåì ñðåäè íèõ ëèøü
ïðîñòðàíñòâåííûå òåìíûå ñîëèòîíû, âèõðè è äèñïåðñèîííûå óäàðíûå
âîëíû. Äèôðàêöèîííûå ýôôåêòû, ïðèâîäÿùèå ê ôîðìèðîâàíèþ äàí-
íûõ ñòðóêòóð â äåôîêóñèðóþùèõ êåððîâñêèõ ñðåäàõ, øèðîêî èçó÷àëèñü
êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî, òàê è òåîðåòè÷åñêè [33]. Â ÷àñòíîñòè, â îäíîé èç
ðàííèõ ðàáîò [34], ïðîñòðàíñòâåííûå òåìíûå ñîëèòîíû íàáëþäàëèñü íà
äèôðàêöèîííîé êàðòèíå îò ïàðû ñêðåùåííûõ ïîëîñ è îò ñîñòàâëåííûõ
èç ñêðåùåííûõ ïîëîñ ðåøåòîê.
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Â ñëó÷àå íå êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèå (2.1) ìîæåò îêàçàòüñÿ
íå èíòåãðèðóåìûì ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ýòî îòíîñèòñÿ,
â ÷àñòíîñòè, ê íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì (2.4). Òåì íå ìåíåå, àíàëè-
òè÷åñêèå ìåòîäû è ÷èñëåííûé ñ÷åò ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè äèôðàêöèè â
òàêèõ ñðåäàõ áóäóò âîçíèêàòü íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû, ñõîäíûå ñî ñòðóê-
òóðàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè � ñîëèòîíû, îï-
òè÷åñêèå âèõðè è äèñïåðñèîííûå óäàðíûå âîëíû [63,66]. Ñòðîãî ãîâîðÿ,
âîçíèêàþùèå ïðè òàêèõ íåëèíåéíîñòÿõ ñòðóêòóðû íå áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñî-
ëèòîíàìè. Ó íèõ ìîãóò áûòü äðóãèå ïàðàìåòðû óñòîé÷èâîñòè, èõ ñîóäà-
ðåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóïðóãèì è ïð. [61]. Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî
âèäà íåëèíåéíîñòè ñâîéñòâà ñîëèòîíîâ è äðóãèõ ñòðóêòóð ñëåäóåò èçó-
÷àòü îòäåëüíî.

Íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû â ñðåäàõ, îòëè÷íûõ îò êåððîâñêèõ, íàáëþäà-
ëèñü â ðÿäå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåëèíåéíîñòè
âèäà (2.4) â ýêñïåðèìåíòàõ [37] íàáëþäàëèñü òåìíûå ñîëèòîíû è èõ ðàñ-
ïàä íà îïòè÷åñêèå âèõðè, à â ýêñïåðèìåíòàõ [38] íàáëþäàëàñü âîëíîâàÿ
ñòðóêòóðà, àíàëîãè÷íàÿ äèñïåðñèîííûì óäàðíûì âîëíàì, ïðè äèôðàê-
öèè îò ùåëè è îò êðóãëîãî îòâåðñòèÿ.

Â ñëó÷àå, åñëè äèôðàêöèÿ âûçûâàåò ìàëîå èçìåíåíèå â ôîíîâîé èí-
òåíñèâíîñòè ïó÷êà, òî äëÿ îïèñàíèÿ âîçíèêàþùåé âîëíîâîé êàðòèíû äî-
ñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1). Êàê
è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ (2.1) è ïîäñòàíîâ-
êè ðåøåíèÿ â âèäå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, ïîëó÷èì çàêîí äèñïåðñèè äëÿ
ìàëûõ ìîäóëÿöèé èíòåíñèâíîñòè

kz =

√
c2
sk

2 +

(
k2

2k0

)2

, (2.5)

ãäå �ñêîðîñòü çâóêà� îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

c2
s =

1

n0
ρ0f

′(ρ)

∣∣∣∣
ρ=ρ0

, (2.6)

ãäå f(ρ) = |δn(ρ)|, à ρ0 = |ψ0|2 � ôîíîâàÿ èíòåíñèâíîñòü.
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Êîððåëÿöèîííàÿ äëèííà ξ, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåò ðàçìåð
òåìíûõ ñîëèòîíîâ è âèõðåé, îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (ñì. ðàçäåë 1.1)

c2
sk

2
ξ ∼

(
k2

ξ

2k0

)2

,

îòêóäà èìååì
ξ ∼ 1

kξ
∼ 1

2csk0
. (2.7)

Äëÿ êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè (2.2) èìååì

c2
s =

n2ρ0

n0
, ξ =

1

2k0

√
n0

n2ρ0
. (2.8)

Íåëèíåéíîñòü ñ íàñûùåíèåì (2.4) äàåò

c2
s =

1

2
n2

0r33Ep
γ

(1 + γ)2 , ξ =
1 + γ

k0n0
√

2r33Epγ
, (2.9)

ãäå γ = ρ0/ρd � ïàðàìåòð íàñûùåíèÿ.
Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.1) â

áåçðàçìåðíîì âèäå

i
∂ψ

∂z
+

1

2
∆⊥ψ − f(|ψ|2)ψ + V (r)ψ = 0, (2.10)

Ïàðàìåòðû îáåçðàçìåðèâàíèÿ çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî âèäà íåëèíåéíî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì (2.4) ìîæíî ïðîèçâå-
ñòè ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

z̃ =
1

2
kn2

0r33Epz, x̃ = kn0

√
1

2
r33Epx, ỹ = kn0

√
1

2
r33Epy, ψ̃ = ψ/

√
ρ0,

(2.11)
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

i
∂ψ

∂z
+

1

2
∆⊥ψ − γ|ψ|2

1 + γ|ψ|2ψ + V (r)ψ = 0. (2.12)

Ïðè ýòîì âûáîðå ïåðåìåííûõ ρ0 = 1 è ñêîðîñòü çâóêà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé

cs =

√
γ

1 + γ
. (2.13)
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè ýôôåêò íàñûùåíèÿ ìàë, γ|ψ|2 ¿ 1, òî óðàâíå-
íèå (2.12) ïåðåõîäèò â ñòàíäàðòíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ
êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòüþ ñ n2 = −n3

0r33Ep/(2ρd).
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïðåäëîæåíà ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ýêñ-

ïåðèìåíòà, êîòîðûé ìîäåëèðîâàë áû âîëíîâóþ ñòðóêòóðó, âîçíèêàþùóþ
ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ, â îïòè-
êå. Ýòî ïîçâîëèëî áû íàáëþäàòü íîâûé äèôðàêöèîííûé ýôôåêò, â êîòî-
ðîì ïðèñóòñòâóþò êàê ëèíåéíûå, òàê è íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû � òåìíûå
ñîëèòîíû è âèõðè. Ïðè ðàñ÷åòå äèôðàêöèîííîé êàðòèíû ìû áóäåì èñ-
õîäèòü èç óðàâíåíèÿ (2.10) ñ ïðîèçâîëüíûì âèäîì íåëèíåéíîñòè. Äëÿ
èëëþñòðàöèè ïîëó÷åíûõ ðåøåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíîñòü ñ
íàñûùåíèåì (2.4), ò.ê. ôîòîðåôðàêòèâíûå ñðåäû, â êîòîðûõ îíà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå óäîáíûìè è ÷àñòî
èñïîëüçóþùèìèñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî èçó÷åíèþ íåëèíåéíîé äèôðàêöèè.

2.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàøåì ìûñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ïëîñêàÿ âîëíà
ïàäàåò ïîä íåáîëüøèì óãëîì íà òîíêóþ îòðàæàþùóþ ïðîâîëî÷êó, ââå-
äåííóþ â ôîòîðåôðàêòèâíóþ ñðåäó. Íà èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.2 ñõåìå
ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ïó÷îê ïîäàåòñÿ íà ôîòîðåôðàêòèâíóþ ñðåäó ñíèçó.
Íà âûõîäå èç ñðåäû (íà ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíè) íàáëþäàåòñÿ äèôðàê-
öèîííàÿ êàðòèíà. Îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ïðîâîëî÷êè, äèôðàêöèîííàÿ
êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îñè z.

Ïîêàæåì àíàëîãèþ äàííîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé îá îáòåêàíèè áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. �Âûñîòà� ñðåäû z ñîîòâåò-
ñòâóåò âðåìåíè. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ �êâàíòîâîé æèäêîñòè� U ðàâíà îòíî-
øåíèþ ïðîéäåííîãî ïó÷êîì ïóòè â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðîâî-
ëî÷êå, êî �âðåìåíè� z, ò.å. òàíãåíñó óãëà α ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïó÷êà è ïðîâîëî÷êîé. Ïî àíàëîãèè ñ òå÷åíèåì êâàíòîâîé æèä-
êîñòè ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åñëè óãîë íàêëîíà áóäåò ìåíüøå ñêîðîñòè çâó-
êà cs, îïðåäåëÿåìîé èç ñîîòíîøåíèÿ (2.6), òî íà äèôðàêöèîííîé êàðòèíå
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Ðèñ. 2.1: Ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé äèôðàêöèîííîé êàðòèíû îò òîíêîé ïðî-
âîëî÷êè â îïòè÷åñêè íåëèíåéíîé ñðåäå.

áóäóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî âèõðè, à ïðè åùå ìåíüøåì óãëå êàêàÿ-ëèáî
äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà ïðîïàäåò, ÷òî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñâåðõòåêó-
÷åìó ðåæèìó òå÷åíèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü �ñâåðõçâóêîâîå òå÷åíèå�,
òî åñòü tg α > cs. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå (2.10) íàïèñàíî â ïàðàêñèàëüíîì
ïðèáëèæåíèè. Ïîýòîìó äëÿ óãëà α äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

cs < α ¿ 1. (2.14)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ïàðàêñèàëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåîá-
õîäèìûì. Äàæå åñëè îíî áóäåò íàðóøàòüñÿ, ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê êî-
ëè÷åñòâåííîìó íåñîâïàäåíèþ íàáëþäàåìîé êàðòèíû ñ òåîðèåé, îäíàêî,
êà÷åñòâåííî âèä äèôðàêöèîííîé êàðòèíû îñòàíåòñÿ òåì æå.

Îãðàíè÷åííèåì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ïëîñêîé âîëíû, â òî
âðåìÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè â ðåàëüíîì ïó÷êå íåîäíîðîäíî
ïî ïðîñòðàíñòâó. Îäíàêî, åñëè äèàìåòð ïó÷êà áóäåò ñóùåñòâåííî ïðåâû-
øàòü äèàìåòð ïðîâîëî÷êè, òî âáëèçè ïðîâîëî÷êè åãî íåîäíîðîäíîñòüþ
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íàëè÷èå íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíî-
ñòè ïî êðàÿì ïó÷êà ïðèâåäåò ê èñêàæåíèþ äèôðàêöèîííîé êàðòèíû, íî
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íå ê åå êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáëþäàëàñü ïîëíàÿ äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà, âêëþ-

÷àþùàÿ â ñåáÿ êàê ëèíåéíûå âîëíû, òàê è íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû, äèà-
ìåòð ïðîâîëî÷êè äîëæåí áûòü ïîðÿäêà êîððåëÿöèîííîé äëèíû (2.7). Åñ-
ëè äèàìåòð áóäåò ìíîãî ìåíüøå, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äèôðàêöèîííàÿ
êàðòèíà áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ëèíåéíûõ âîëí, ò.ê. íåëèíåéíûå ñòðóê-
òóðû íå ñìîãóò ñôîðìèðîâàòüñÿ. Åñëè æå äèàìåòð ïðîâîëî÷êè îêàæåò-
ñÿ ìíîãî áîëüøå êîððåëÿöèîííîé äëèíû, òî çà íåé ìîæåò âîçíèêíóòü
îáëàñòü òåíè, êîòîðàÿ èñêàçèò äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó. Ïðàêòè÷åñêîå
ââåäåíèå îòðàæàþùåé ïðîâîëî÷êè â ôîòîðåôðàêòèâíóþ ñðåäó ÿâëÿåò-
ñÿ çàäà÷åé ýêñïåðèìåíòàòîðîâ. Îäíàêî, ìîæíî óêàçàòü íåñêîëüêî ñïî-
ñîáîâ äëÿ ðåàëèçàöèè íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû òàêîãî òèïà. Âî-ïåðâûõ,
ñóùåñòâóþò æèäêèå è ãàçîîáðàçíûå ñðåäû ñ îòðèöàòåëüíîé íåëèíåéíîé
äîáàâêîé ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ [34]. Ââåäåíèå ïðîâîëî÷êè â òàêèå
ñðåäû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêèì. ×òî êàñàåòñÿ òâåðäûõ ñðåä,
òî ðîëü ïðîâîëî÷êè ìîæåò âûïîëíÿòü öèëèíäðè÷åñêîå îòâåðñòèå. Çà ñ÷åò
ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ, ñâåò áóäåò îòðàæàòüñÿ îò íåãî, êàê îò
ïðîâîëî÷êè. Â ðàáîòàõ [64,65] ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåàëèçàöèè öèëèíäðè÷å-
ñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì. Çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ
ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû îïîðíûì ïó÷êîì, ñèãíàëüíûé ïó÷îê ðàññåèâàåòñÿ íà
íåì çà ñ÷åò ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ.

Ïðèâåäåì îöåíêè äëÿ íåêîòîðûõ ñðåä ñ îòðèöàòåëüíîé äîáàâêîé ê
ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ. Â îäíîì èç ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòîâ [34] ïî íà-
áëþäåíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîëèòîíîâ ëàçåðíûé ëó÷ ðàñïðîñòðàíÿëñÿ
â ïàðàõ íàòðèÿ. Èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà ñîñòàâëÿëà I ' 1.3 · 102 Âò/ñì2,
n2 = 3 · 10−2 ñì2/Âò. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â (2.8), ïîëó÷èì îöåíêó
äëÿ ñêîðîñòè çâóêà cs ' 6 · 10−3, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå äëÿ
óãëà α (2.14) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Äëÿ êîððåëÿöèîííîé äëèíû ïîëó-
÷àåì îöåíêó ξ ' 20 ìêì. Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò ðàçìåð ïðîâîëî÷êè,
à òàêæå õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïîëó÷àåìûõ íà äèôðàêöèîííîé êàðòèíå
ñòðóêòóð.
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Ïðîèçâåäåì àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ åùå îäíîãî âåùåñòâà � êðèñòàë-
ëà SBN:75 (Sr0.75Ba0.25Nb2O6), îáëàäàþùåãî ôîòîðåôðàêòèâíûìè ñâîé-
ñòâàìè [38]. Î âàæíîñòè òàêèõ ñðåä â ýêñïåðèìåíòàõ ïî íåëèíåéíîé îïòè-
êå óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà è êîððåëÿöè-
îííîé äëèíû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (2.9). Íåîáõîäèìûå ÷èñëà âçÿòû
èç [38]: Ep = −125 Â, r33 = 1.3 · 10−6 ì/Â, n0 = 2.3, k0 = 30 · 10−6 ì−1.
Âûáåðåì γ ≡ ρ0/ρd = 1 (çíà÷åíèå ρd ' 10 ìÂò/ñì2). Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé
ïîëó÷àåì cs ' 10−2 è ξ ' 2 ìêì. Çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííîé äëèíû îêà-
çûâàåòñÿ î÷åíü ìàëåíüêèì, îäíàêî îíî ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî, íàïðèìåð,
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ γ.

Ïðèâåäåííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü íà-
áëþäåíèÿ ïðåäëàãàåìîé äèôðàêöèîííîé êàðòèíû.

Â ñëó÷àå êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà êà÷å-
ñòâåííî äîëæíà ñîâïàäàòü ñ âîëíîâîé êàðòèíîé, âîçíèêàþùåé ïðè îáòå-
êàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Ò.å. ìîæíî îïðå-
äåëèòü êîíóñ Ìàõà

sin θ =
1

M
, M =

U

cs
, (2.15)

ãäå U � �ñêîðîñòü òå÷åíèÿ� (ñì. âûøå), à cs � ñêîðîñòü çâóêà (2.8). Âíóò-
ðè êîíóñà Ìàõà áóäóò íàõîäèòñÿ òåìíûå ñîëèòîíû è âèõðè, à ñíàðóæè
� ëèíåéíûå �êîðàáåëüíûå� âîëíû. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè, îòëè÷íîé îò
êåððîâñêîé, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îáùàÿ êàðòèíà ñîõðàíèòñÿ, íî ñêîðîñòü
çâóêà â (2.15) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî îáùåé ôîðìóëå (2.6). Çàêîí äèñïåð-
ñèè ëèíåéíûõ âîëí (2.5) îòëè÷àåòñÿ îò êåððîâñêîãî ñëó÷àÿ òîëüêî çíà÷å-
íèåì ñêîðîñòè çâóêà, ïîýòîìó ñòðóêòóðû ëèíåéíûõ âîëí áóäóò â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ñõîäíûìè. Êðîìå òîãî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âíóòðè êîíóñà Ìà-
õà îáðàçóþòñÿ ñîëèòîíîïîäîáíûå ñòðóêòóðû è âèõðè. Îäíàêî ïðîôèëè
ýòèõ ñòðóêòóð è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîãóò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ îò êåð-
ðîâñêîãî ñëó÷àÿ.

×èñëåííûé ñ÷åò, âûïîëíåííûé äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì (ñì.
ðèñ. 2.2) ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé. Íà ðè-
ñóíêàõ ðàññ÷èòàíà äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà äëÿ ðàçëè÷íûõ äëèí îïòè÷å-
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Ðèñ. 2.2: Ðàçâèòèå äèôðàêöèîííîé êàðòèíû ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ôîòîðåôðàêòèâíîé
ñðåäû z. Ðèñóíêè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.12) c V (r) ñîîòâåòñòâó-
þùåìó èäåàëüíî îòðàæàþùåé ïðîâîëî÷êå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, äëÿ γ = 0.2, U = 2,
è (a) z = 20, (b) z = 40, (c) z = 60.

ñêîãî ïóòè z. Ïîëó÷åííàÿ äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà àíàëîãè÷íà âîëíîâîé
êàðòèíå, âîçíèêàþùåé ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì
ïðåïÿòñòâèÿ (ñì. ðèñ. 1.2). Âíå êîíóñà Ìàõà íàõîäÿòñÿ ëèíåéíûå ñòðóê-
òóðû. Âíóòðè êîíóñà Ìàõà âîçíèêëà ïàðà òåìíûõ ñîëèòîíîâ, ðàñïîëî-
æåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ �òå÷åíèÿ�. Íà êîíöå ýòè
ñîëèòîíû ðàñïàäàþòñÿ íà âèõðèâûå ïàðû. Ñòðóêòóðà ôàçû òàêîâà (ñì.
ðèñ. 2.3), ÷òî îáõîä âîêðóã âèõðåé äàåò íåîáõîäèìûé íàáåã ôàçû â 2π,
à áëèæå ê ïðåïÿòñòâèþ íàáëþäàåòñÿ ñêà÷îê, ñîîòâåòñòâóþùèé òåìíîìó
ñîëèòîíó.
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Ðèñ. 2.3: ×èñëåííûé ñ÷åò, äåìîíñòðèðóþùèé ðàñïðåäåëåíèå ôàçû îäíîðîäíîãî ïó÷-
êà, äèôðàãèðîâàâøåãî íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå. Êàðòèíà ñîîòâåòñòâóåò γ = 0.2, U = 2

è z = 60.

2.3 Ëèíåéíàÿ äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ êàðòèíû ëèíåéíûõ âîëí. Êàê è â ðàçäåëå 1.3,
ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ôóðüå. Íî òåïåðü áóäåì èñõîäèòü íåïîñðåä-
ñòâåííî èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ôîðìå (2.10).

Êàê è ðàíüøå, áóäåì ñ÷èòàòü ïðåïÿòñòâèå òî÷å÷íûì

V (r) = V0δ(r). (2.16)

Â îòñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé U = 0, ψ-
ôóíêöèÿ îäíîðîäíîãî ïó÷êà ñâåòà èíòåíñèâíîñòè ρ0 çàâèñèò îò z êàê
ψ ∼ exp(−if(ρ0)z). Ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî èñêëþ÷èòü ïóòåì ñëåäóþ-
ùåé çàìåíû ψ = Ψ · exp(−if(ρ0)z). Â ðåçóëüòàòå Ψ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

iΨz + 1
2∆Ψ +

[
f(ρ0)− f(|Ψ|2)] Ψ = 0. (2.17)

Â ýòîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðåïÿòñòâèå äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ −U è ãå-
íåðèðóåò äèôðàêöèîííóþ âîëíîâóþ êàðòèíó, êîòîðàÿ â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ íåáîëüøîé äîáàâêîé δΨ ê íåâîçìóùåííîé âîë-
íîâîé ôóíêöèè: Ψ ≈ √

ρ0 + δΨ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2.17),
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ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ δΨ

iδΨz + 1
2∆δΨ− c2

s(δΨ + δΨ∗)− V0
√

ρ0δ(r + Uz) = 0, (2.18)

â êîòîðîå äîáàâëåí ïîòåíöèàë ïðåïÿòñòâèÿ. Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå âîë-
íû äâèæóòñÿ âìåñòå ñ ïðåïÿòñòâèåì, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ ïðåïÿòñòâèåì, èìååì Ψ = Ψ(r + Uz) è

∂

∂z
δΨ(r + Uz) = (U∇)δΨ(r + Uz).

Ââåäåì r′ = r + Uz è, îïóñêàÿ øòðèõè, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

i(U∇)δΨ + 1
2∆δΨ− c2

s(δΨ + δΨ∗)− V0
√

ρ0δ(r) = 0 , (2.19)

îïèñûâàþùåìó ñòàöèîíàðíóþ äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó âîëí îò ïðîâî-
ëî÷êè.

Óðàâíåíèå (2.19) áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì Ôóðüå. Ââåäåì ôóðüå-îáðàçû
âîëíîâîé ôóíêöèè

δΨ =

∫
δΨke

ikr d2k

(2π)2 , δΨ∗ =

∫
δΨ∗

ke
−ikr d2k

(2π)2 (2.20)

è ïîëó÷èì
−(kU + k2/2 + c2

s)δΨk − c2
sδΨ

∗
−k = V0

√
ρ0. (2.21)

Åùå îäíî óðàâíåíèå ïîëó÷èì ïîäñòàíîâêîé k → −k è êîìïëåêñíûì
ñîïðÿæåíèåì

−c2
sδΨk + (kU− k2/2− c2

s)δΨ
∗
−k = V0

√
ρ0. (2.22)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.21),(2.22) äàåò

δΨk = V0
√

ρ0
k2/2− kU

(kU)2 − k2(c2
s + k2/4)

. (2.23)

Òàê êàê

δρ =
√

ρ0(δΨ + δΨ∗) =
√

ρ0

∫
(δΨk + δΨ∗

−k)e
ikr d2k

(2π)2 ,
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òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ, îïèñûâàþùåìó êîëåáàíèÿ èí-
òåíñèâíîñòè â äèôðàêöèîííîé êàðòèíå, âîçíèêàþùåé ïðè äèôðàêöèè
ñâåòà íà ïðîâîëî÷êå:

δρ = V0ρ0

∫
k2eikr

(kU)2 − k2(c2
s + k2/4) + i0

d2k

(2π)2 , (2.24)

Â (2.24) ââåäåíà ìàëàÿ äîáàâêà +i0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñëîâèþ èçëó÷å-
íèÿ âîëí.

Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ñì. ðèñ. 2.4)

x = r cos χ, y = r sin χ;

kx = −k cos η, ky = k sin η.
(2.25)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.24) ïåðåõîäèò â

δρ =
V0ρ0

π2

∫ π

−π

∫ ∞

0

ke−ikr cos(χ+η)dkdη

k2 − k2
0 − i0

, (2.26)

ãäå
k0 = 2cs

√
M 2 cos2 η − 1 = csk̃(η). (2.27)

Èíòåãðàë (2.26) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó
∫ 3π/2

−π/2
dη =

∫ π/2

−π/2
dη +

∫ 3π/2

π/2
dη

è, çàìå÷àÿ, ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè âî âòîðîé èíòåãðàë η′ = η − π, îí
ïåðåõîäèò â êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ïåðâîìó, ïåðåïèøåì (2.26) êàê

δρ =
V0ρ0

π2 Re

∫ π/2

−π/2

∫ ∞

0

ke−ikr cos(χ+η)dkdη

k2 − k2
0 − i0

. (2.28)

Ýòîò èíòåãðàë ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòîâ àíàëîãè÷åí èíòåãðàëó
(1.45) èç ãëàâû 1. Íå áóäåì ïîâòîðÿòü ïîäðîáíî âñå ðàññóæäåíèÿ, íåîáõî-
äèìûå äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ. Íàïîìíèì ëèøü, ÷òî ñíà÷àëà ïðîèçâîäèòñÿ
èíòåãðèðîâàíèå ïî k ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå,
ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

δρ = −2V0ρ0

π
Im

∫ π/2

−π/2
e−ikr cos(χ+η)dη, (2.29)

64



χ η

µ
k

y

x
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Ðèñ. 2.4: Ñõåìà, ïîÿñíÿþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîëÿðíûõ óãëîâ.

ãäå k îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.27) (èíäåêñ �0� çäåñü íàìè îïóùåí).
Èíòåãðàë ïî η áåðåòñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû, ãäå ôàçà ðàâíà

kr = rϕ è
ϕ(η) = k(η) cos(χ + η). (2.30)

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé r íàèáîëüøèé âêëàä â èíòåãðàë äàåò îáëàñòü â
ðàéîíå òî÷êè ñòàöèîíàðíîé ôàçû, îïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ ∂ϕ/∂η = 0

(ñì. ðàçäåë 1.3). Ýòî óðàâíåíèå äàåò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ, àíàëîãè÷-
íûå ñîîòíîøåíèÿì èç ðàçäåëà 1.3:

tgµ =
2U 2

k2 sin 2η =
2M 2

k̃2
sin 2η,

tgχ =
(c2

s + k2/2)tgη

U2 − (c2
s + k2/2)

=
(1 + k̃2/2)tgη

M 2 − (1 + k̃2/2)
,

(2.31)

ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî çäåñü ñêîðîñòü çâóêà íå ðàâíà åäèíèöå, à îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç (2.6).

Âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì â ãëàâå 1, äàþò âûðàæåíèå
äëÿ ìîäóëÿöèè èíòåíñèâíîñòè ñâåòà â âîëíå

δρ = V0ρ0

√
2k̃

πr

[(M 2 − 2)k̃2 + 4(M 2 − 1)]1/4

[(M 2 − 2)k̃2 + 6(M 2 − 1)]1/2
cos

(
csk̃r cos µ− π

4

)
, (2.32)

ãäå
k̃ = 2

√
M 2 cos2 η − 1. (2.33)
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Ðèñ. 2.5: Âèä ñêîðîñòè çâóêà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ γ, óêàçàííîãî
â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå.

Èç (2.33) âèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ âîëíà ñóùåñòâóåò òîëüêî â îáëàñòè

− arccos(1/M) ≤ η ≤ arccos(1/M) (2.34)

âíå êîíóñà Ìàõà.
Äëÿ ëèíèé ãðåáíåé âîëí ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

x = r cos χ =
4Φ

csk̃3
cos η(1−M 2 cos 2η),

y = r sin χ =
4Φ

csk̃3
sin η(2M 2 cos2 η − 1).

(2.35)

Óêàæåì òàêæå âèä ìîäóëÿöèè èíòåíñèâíîñòè âáëèçè êîíóñà Ìàõà

δρ = − 2V0ρ0

(M 2 − 1)1/6[3(x cos θ + y sin θ)]2/3×

×Ai′
[
− 2(M 2 − 1)1/6

[3(x cos θ + y sin θ)]1/3 (−x sin θ + y cos θ)

]
,

(2.36)

ãäå Ai′ � ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè Ýéðè (ñì. 1.68), à sin θ = 1
M � êîíóñ

Ìàõà.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû ïîëüçóåìñÿ ëèíåé-

íîé òåîðèåé ïðè ïîñòðîåíèè äèôðàêöèîííîé êàðòèíû â äàííîé îáëàñòè,
íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè â ñðåäå îêàçûâàåò íà íåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå.
Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, îáðàòèâ âíèìàíèå, ÷òî â âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè çâó-
êà â çàêîíå äèñïåðñèè (2.5) âõîäèò íåëèíåéíîñòü ñðåäû. Åå îòñóòñòâèå
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ïîâëèÿëî áû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì íà âîçíèêàþùóþ äèôðàêöèîííóþ
êàðòèíó.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ëèíåéíûå äèôðàêöèîííûå
ñòðóêòóðû â íåëèíåéíîé ñðåäå, ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âîëíàìè,
âîçíèêàþùèìè ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðå-
ïÿòñòâèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà. Äëÿ íåëèíåéíî-
ñòè ñ íàñûùåíèåì (2.13) ñêîðîñòü çâóêà cs ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
çàìåíû γ → 1

γ . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëÿöèè èíòåíñèâíîñòè, íîðìèðîâàí-
íûå íà ôîíîâóþ èíòåíñèâíîñòü, ñîâïàäàþò, åñëè ôîíîâàÿ èíòåíñèâíîñòü
áóäåò áîëüøå èëè ìåíüøå èíòåíñèâíîñòè íàñûùåíèÿ â îäèíàêîâîå ÷èñëî
ðàç. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ëèíåéíîé âîëíîâîé êàðòèíû ïðè ðàçíûõ
γ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî γ > 1 èëè γ < 1. Âèä çàâèñèìîñòè
ñêîðîñòè çâóêà îò γ óêàçàí íà ðèñ. 2.5. Ïðè γ = 1 îí èìååò ìàêñèìóì
cs = 1/2. Ïðè ñòðåìëåíèè γ → 0 ñêîðîñòü çâóêà òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ êàê ∼ √

γ. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåíüøèé óãîë
íàêëîíà ïó÷êà ê ïðîâîëî÷êå, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîëî÷êè. Âî-âòîðûõ, óìåíüøåíèå ñêîðîñòè çâóêà
âåäåò ê óâåëè÷åíèþ êîððåëÿöèîííîé äëèíû, à ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè-
÷åíèþ ðàçìåðîâ íàáëþäàåìûõ ñòðóêòóð, ÷òî òàêæå ìîæåò áûòü ïîëåçíî
äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ ñòðóêòóð.

2.4 Íàêëîííûå òåìíûå ñîëèòîíû

Âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ôîð-
ìå (2.10), ãäå ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè Ìîäåëóíãà

ψ =
√

ρ(r, z)eiφ(r,z)e−iµz (2.37)

ïåðåéäåì ê äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåííûì. Çäåñü ρ � èíòåíñèâíîñòü, φ

� ýéêîíàë, à µ � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â
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ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
ρz + (ρu)x + (ρv)y = 0,

φz +
1

2
(u2 + v2) + f(ρ)− 4ρ

4ρ
+

(∇ρ)2

8ρ2 = µ,
(2.38)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ∇φ = (u, v) � êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ýéêîíàëà,
à ñëàãàåìîå ñ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì îïóùåíî. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, íå
çàâèñÿùèå îò z. Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.38) ïðèìóò âèä:

(ρu)x + (ρv)y = 0,

1

2
(u2 + v2) + f(ρ)− 4ρ

4ρ
+

(∇ρ)2

8ρ2 =
1

2
U 2 + f(ρ0),

(2.39)

ãäå êîíñòàíòà µ = 1
2U

2 + f(ρ0) îïðåäåëåíà èç ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé �
èíòåíñèâíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ρ0, è òàíãåíñà óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà è ïðîâîëî÷êîé U .

Èç óñëîâèÿ φxy = φyx ñëåäóåò

uy = vx. (2.40)

Âåðíåìñÿ ê ðèñóíêàì 2.2. Íà íèõ âèäíî, ÷òî òåìíûå ïîëîñû, âûõî-
äÿùèå èç ïðåïÿòñòâèÿ, ñòàíîâÿòñÿ äëèííåå ñ ðîñòîì z. Íà êîíöàõ îíè
ðàñïàäàþòñÿ íà âèõðè. Âäàëè îò îáîèõ êîíöîâ âäîëü ñàìîé ïîëîñû åå
ïðîôèëü íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ââåäåì íàêëîííóþ êîîðäèíàòó θ = x−ay,
íàïðàâëåííóþ ïîïåðåê ïîëîñû, ãäå a � òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïîëîñû ê
îñè y, è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

ρ = ρ(θ), u = u(θ), v = v(θ). (2.41)

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ñîîòíîøåíèå (2.40) âìåñòå ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì
èç (2.39) äàåò çàâèñèìîñòè u è v îò ρ

u =
U(1 + a2ρ)

(1 + a2)ρ
, v = −aU(1− ρ)

(1 + a2)ρ
. (2.42)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå (2.39), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ èíòåíñèâíîñòè
1

8
(1+a2)(ρ2

θ−2ρρθθ)+(f(ρ)−f(ρ0))ρ
2−1

2

U 2

1 + a2ρ
2+

1

2

U 2

1 + a2ρ
2
0 = 0. (2.43)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî θ è ðàçäåëèì íà ρ. Ïîëó÷èì

−1

4
(1 + a2)ρθθθ + f ′(ρ)ρρθ + 2f(ρ)ρθ − 2f(ρ0)ρθ − U 2

1 + a2ρθ = 0. (2.44)

Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî θ

−1

4
(1 + a2)ρθθ + f(ρ)ρ +

∫
f(ρ)dρ− (2f(ρ0) +

U 2

1 + a2 )ρ + B = 0. (2.45)

è, äîìíîæèâ íà ρ, âû÷òåì èç (2.43). Ïîëó÷èì

1

4
(1+a2)ρ2

θ = 2ρ

∫
f(ρ)dρ− (2f(ρ0)+

U2

1 + a2 )ρ
2 +2Bρ− U2

1 + a2ρ
2
0. (2.46)

Êîíñòàíòà B îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðè θ → ∞ èìååì ρ = ρ0,
u = U è v = 0:

B = −
∫

f(ρ)dρ|ρ=ρ0
+ f(ρ0)ρ0 +

U2

1 + a2ρ0. (2.47)

Çàïèøåì îêîí÷àòåëüíîå óðàâíåíèå
1

4
(1 + a2)ρ2

θ = 2ρ

∫ ρ

ρ0

f(ρ)dρ + 2f(ρ0)(ρ0 − ρ)ρ− U 2

1 + a2 (ρ0 − ρ)2. (2.48)

Äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì òîëüêî
äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ íåëèíåéíîñòè f(ρ). Íàïðèìåð, äëÿ êåððîâñêîé
íåëèíåéíîñòè f(ρ) = ρ åãî ðåøåíèåì áóäåò (1.84). Äëÿ áîëüøèíñòâà
âèäîâ íåëèíåéíîñòè ïðîôèëü ñîëèòîíà íåîáõîäèìî èñêàòü ÷èñëåííî. Â
óðàâíåíèå (2.48) âõîäÿò ïîñòîÿííûå ρ0, U è a. Ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü
ñâÿçàíà ñ àìïëèòóäîé ñîëèòîíà. Äëÿ ýòîãî ó÷òåì, ÷òî â òî÷êå ìèíèìóìà
ñîëèòîíà θ = 0 ïðîèçâîäíàÿ ρθ = 0. Òîãäà èç (2.48) ïîëó÷èì

a =

√√√√ U2(ρ0 − ρm)2

2ρm

(
− ∫ ρ0

ρm
f(ρ)dρ + f(ρ0)(ρ0 − ρm)

) − 1. (2.49)

ãäå ρm � èíòåíñèâíîñòü â òî÷êå ìèíèìóìà ñîëèòîíà. Äëÿ ìåëêèõ ñîëè-
òîíîâ, ó êîòîðûõ ρm → ρ0, âûðàæåíèå (2.49) ïðèíèìàåò âèä

amin =

√
U 2

ρ0f ′(ρ0)
− 1 ≡

√
U 2

c2
s

− 1, (2.50)
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ êîíóñà Ìàõà. Òàêèì îáðàçîì, ìåëêèå
ñîëèòîíû ðàñïîëîæåíû âáëèçè êîíóñà Ìàõà. Äëÿ ãëóáîêèõ ñîëèòîíîâ,
ρm → 0, èç óðàâíåíèÿ (2.49) ïîëó÷àåì a →∞, òî åñòü óãîë ìåæäó ñîëè-
òîíîì è îñüþ y ñòðåìèòñÿ ê π/2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëóáîêèå ñîëèòîíû
ïðèæèìàþòñÿ ê îñè x.

Â ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì (ñì. 2.12) f(ρ) èìååò âèä

f(ρ) =
γρ

1 + γρ
. (2.51)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîôèëÿ ñîëèòîíà (2.48) ïåðåõîäèò â

(1 + a2)2

8

(
dρ

dθ

)2

=
ρ

γ
ln

1 + γρ0

1 + γρ
+

(
1

1 + γρ0
− 1

2

U 2

1 + a2

)
ρ2−

−
(

ρ0

1 + γρ0
− U 2

1 + a2ρ0

)
ρ− 1

2

U 2

1 + a2ρ
2
0.

(2.52)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ çàäàäèì ìèíèìóì ïëîòíîñòè ñîëèòîíà
ρm â òî÷êå θ = 0. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.49) íàéäåì ñâÿçü ìåæäó a è
ρm

a =

√√√√ U2(1− ρm)2

2ρm

(
1
γ ln 1+γ

1+γρm
− 1−ρm

1+γ

) − 1. (2.53)

Ïî ýòèì ôîðìóëàì ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîôèëè òåìíûõ ñîëèòîíîâ çàäàâ
îäèí èç ïàðàìåòðîâ è âû÷èñëèâ ïî ôîðìóëå (2.53) äðóãîé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ
ýòèõ ðåøåíèé ñ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì ýòîò ïàðàìåòð ñëåäóåò âçÿòü
èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà. Ðåçóëüòàò òàêîãî ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëåí íà ðèñóíêå 2.6. Íà êàðòèíå ñ ÷èñëåííûì ñ÷åòîì áûë èçìåðåí óãîë
íàêëîíà ñîëèòîíà, ïî ôîðìóëàì (2.52), (2.53) è ïîñòðîåí åãî ïðîôèëü
äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ðàññòîÿíèÿ îò ïðåïÿòñòâèÿ. Íà âåðõíåì ðèñóíêå ýòè
ïðîôèëè íàëîæåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîôèëè èç ÷èñëåííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Âèäíî èõ õîðîøåå ñîâïàäåíèå. Íà íèæíåì ðèñóíêå ïîêàçàíà
ôàçà ÷èñëåííûõ íåëèíåéíûõ ñòðóêòóð. Â òî÷êå ìèíèìóìà ñîëèòîíà îíà
ïðåòåðïåâàåò ñêà÷îê, êàê è ïîëîæåíî ôàçå òåìíîãî ñîëèòîíà.

Êðîìå ïîñòðîåííûõ íàìè ðåøåíèé ñ �òå÷åíèåì�, äëÿ àíàëèçà óñòîé-
÷èâîñòè êîñûõ ñîëèòîíîâ íàì ïîíàäîáèòñÿ ðåøåíèå, â êîòîðîì òå÷åíèå
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Ðèñ. 2.6: Âåðõíÿÿ ÷àñòü ðèñóíêà: ïðîôèëè ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, ïîëó÷åííûå
ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî (2+1)-ìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
è óðàâíåíèÿ (2.52). Íèæíÿÿ ÷àñòü ðèñóíêà: ïðîôèëè ôàçû, ðàñ÷èòàííûå ÷èñëåííî
äëÿ ïðîôèëåé èíòåíñèâíîñòè, óêàçàííûõ âûøå. Ñêà÷îê ôàçû ñîîòâåòñòâóåò õîðîøî
èçâåñòíîìó ïîâåäåíèþ ôàçû òåìíîãî ñîëèòîíà.

îòñóòñòâóåò, à ôàçà âäîëü ñîëèòîíà ïîñòîÿííà, ò.å. v = 0 . Â ðàáî-
òå [30] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè òàêîå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç �íàêëîííîãî� ïóòåì ïîâîðîòà êîîðäèíàò. Òàê
êàê ïîëå �ñêîðîñòåé�, êàê ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ρ, íå çàâèñèò îò íåëè-
íåéíûõ ñâîéñòâ ñðåäû, à îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (ïåð-
âîå óðàâíåíèå èç (2.39)) è óñëîâèåì �ïîòåíöèàëüíîñòè� òå÷åíèÿ (2.40),
òî òàêîé ïîâîðîò êîîðäèíàò ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí äëÿ ëþáîãî âè-
äà íåëèíåéíîñòè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïîâåðíóòü ñèñòåìó îòñ÷åòà íà óãîë
φ = arctan a è ïåðåéòè â ñèñòåìó êîîðäèíàò, �äâèæóùóþñÿ� ñî �ñêîðî-
ñòüþ� (U cos φ, U sin φ) ñ ðîñòîì z

x̃ = x cos φ− y sin φ− U cos φ · z,
ỹ = x sin φ + y cos φ− U sin φ · z.

(2.54)
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Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëå �ñêîðîñòåé� ïåðåéäåò â

ũ = (u− U) cos φ− v sin φ,

ṽ = (u− U) sin φ + v cos φ.
(2.55)

Ïîäñòàâèâ (2.55) â (2.42), ïîëó÷èì

ũ = c

(
1

ρ
− 1

)
, ṽ = 0 , (2.56)

ãäå ââåäåí íîâûé ïàðàìåòð

c =
U√

1 + a2
. (2.57)

Ïåðåìåííàÿ θ ïðèíèìàåò âèä θ =
√

1 + a2(x̃ + cz). Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ
ïîëå ñêîðîñòåé è èíòåíñèâíîñòü íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû ỹ. Òî åñòü, â
íîâûõ êîîðäèíàòàõ ó íàñ èìååòñÿ îäíîìåðíûé òåìíûé ñîëèòîí, äâèãàþ-
ùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ c â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x̃.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñ ó÷åòîì íîâîãî ïàðàìåòðà c óðàâíåíèå (2.48)
ïåðåõîäèò â

1

4

(
dρ

dξ

)2

= 2ρ

∫ ρ

ρ0

f(ρ)dρ + 2f(ρ0)(ρ0 − ρ)ρ− c2(ρ0 − ρ)2, (2.58)

ãäå ξ = x̃ + cz. Êàê è ðàíüøå, çàäàâ çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ρm â ìèíèìóìå
ñîëèòîíà, îïðåäåëèì ñâÿçü ñêîðîñòè c è ρm

c2 =
2ρm

(ρ0 − ρm)2

(
−

∫ ρ0

ρm

f(ρ)dρ + f(ρ0)(ρ0 − ρm)

)
. (2.59)

Óñòðåìèâ â (2.59) ρm → ρ0, ïîëó÷èì

c2 = ρ0f
′(ρ0) = c2

s, (2.60)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìåëêèå ñîëèòîíû äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà, à ñ
óâåëè÷åíèåì èõ ãëóáèíû ñêîðîñòü áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (2.58), (2.59) äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì:

1

8

(
dρ

dξ

)2

=
ρ

γ
ln

1 + γρ0

1 + γρ
+

(
1

1 + γρ0
− 1

2
c2

)
ρ2−

(
ρ0

1 + γρ0
− c2ρ0

)
ρ−c2ρ2

0.

(2.61)
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Ðèñ. 2.7: Ïðîôèëè òåìíûõ ñîëèòîíîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ
γ (óêàçàí â ðàìêå). Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ïðîôèëè, ñîîòâåòòâóþùèå γ è 1/γ, î÷åíü
áëèçêè äðóã äðóãó.

c2 =
2ρm

(1− ρm)2

(
1

γ
ln

1 + γ

1 + γρm
− 1− ρm

1 + γ

)
. (2.62)

Ïðîôèëè òåìíûõ ñîëèòîíîâ îäèíàêîâûõ àìïëèòóä è ðàçíûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ γ ïîñòðîåíû íà ðèñ. 2.7. Òàêèå îäíîìåðíûå
ôîòîðåôðàêòèâíûå ñîëèòîíû âïåðâûå ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [63], ãäå áû-
ëî, â ÷àñòíîñòè, óêàçàíî, ÷òî øèðèíà ñîëèòîíà ñëàáî ìåíÿåòñÿ â øèðî-
êîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå
ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòîì [67].

Ïîñòðîåííûå íàìè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äëèííûìè òåìíû-
ìè ñîëèòîíàìè, èíòåíñèâíîñòü âäîëü êîòîðûõ íå ìåíÿåòñÿ. Â ðåàëüíîé
ñðåäå ñîëèòîí èìååò êîíå÷íóþ äëèíó. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè
(ðèñ. 2.2) âèäíî, ÷òî íà ïðîòèâîïîëîæíîì îò ïðåïÿòñòâèÿ êîíöå ñîëè-
òîíà îáðàçóþòñÿ âèõðèâûå ïàðû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîëèòîí íåóñòîé÷èâ
îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà íà âèõðè. Ïîýòîìó âàæíî èçó÷èòü óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè òåìíîãî ñîëèòîíà.

2.5 Óñòîé÷èâîñòü íàêëîíûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ

×èñëåííûé ñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî âäîëü ñîëèòîíà ñóùåñòâóþò îñöèëëÿöèè
èíòåíñèâíîñòè, êîòîðûå íàðàñòàþò îò ïðåïÿòñòâèÿ ê õâîñòó ñîëèòîíà è
íà íåëèíåéíîé ñòàäèè ïðîöåññà ïðèâîäÿò ê åãî ðàçâàëó íà âèõðåâûå ïà-
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ðû. Òî, ÷òî òåìíûé ñîëèòîí ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ðàñïà-
äà íà âèõðè, èçâåñòíî äîâîëüíî äàâíî. Ñíà÷àëà ýòî áûëî ïîêàçàíî äëÿ ñî-
ëèòîíîâ ÊäÂ [27], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàëîàìïëèòóäíûì ïðåäåëîì íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÍÓØ). Çàòåì â ðàáîòå [28] ýòî áûëî
îáîáùåíî íà ñëó÷àé ÍÓØ. Â ëèòåðàòóðå òàêóþ íåóñòîé÷èâîñòü íàçûâà-
þò ïîïåðå÷íîé ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ èëè èçãèáíîé íåóñòîé-
÷èâîñòüþ (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå �snake instabily�). Â íàøåì ñëó÷àå
êà÷åñòâåííî åå ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàê áûëî ïîêà-
çàíî âûøå, íàêëîí ñîëèòîíà çàâèñèò îò åãî ãëóáèíû. Ïîýòîìó, åñëè àì-
ïëèòóäà ñîëèòîíà ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå îêàçûâàåòñÿ ïðîìîäóëèðîâàíà, òî
ñîëèòîí íà÷íåò èçãèáàòüñÿ, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê åãî ðàçðûâó. Íî ýòè
êà÷åñòâåííûå ðàññóæäåíèÿ íå èñ÷åðïûâàþò âñåãî ÿâëåíèÿ. Â ñòàòüå [28]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ìàëûõ êîëåáàíèé âäîëü ñîëèòîíà îáëàäàåò
íåóñòîé÷èâîé ìîäîé. Ïîýòîìó ëþáîå ìàëîå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå áóäåò
íàðàñòàòü è ïðèâîäèòü ê ðàçâàëó ñîëèòîíà. Íî, êàê áûëî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíî â ðàáîòå [30], åñëè âäîëü ñîëèòîíà ñóùåñòâóåò òå÷åíèå, òî îíî
ìîæåò ñíîñèòü íàðàñòàþùèå âîëíîâûå ïàêåòû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñîëè-
òîí ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûì. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò
àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ê êîíâåêòèâíîé [68]. Â íàøåì ñëó÷àå ðîëü
òå÷åíèÿ âûïîëíÿåò íàêëîí ïó÷êà ñâåòà ê ïðîâîëî÷êå.

Âèä âîëíîâîé êàðòèíû êðèòè÷åñêèì îáðàçîì çàâèñèò îò ñêîðîñòè òå-
÷åíèÿ. Äëÿ äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ U < cs âèä âîëíîâîé êàðòèíû óêàçàí íà
ðèñóíêå 2.8. Íà ýòîì ðèñóíêå ñîëèòîíîâ íå íàáëþäàåòñÿ, à îò ïðåïÿò-
ñòâèÿ îòðûâàþòñÿ îäèíî÷íûå âèõðè. Ïðè íåáîëüøîì ïðåâûøåíèè ñêîðî-
ñòè çâóêà îäèíî÷íûå âèõðè ñìåíÿþòñÿ âèõðåâûìè ïàðàìè. Îäíàêî ýòî íå
ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñîëèòîíîâ. È òîëüêî ïðè ïðåâûøåíèè íåêî-
òîðîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè îò ïðåïÿòñòâèÿ íà÷èíàþò îòðàñòàòü òåìíûå
ñîëèòîíû, êîòîðûå íà ïðîòèâîïîëîæíîì êîíöå ðàçâàëèâàþòñÿ íà âèõðå-
âûå ïàðû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ àáñî-
ëþòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïåðåõîäèò â êîíâåêòèâíóþ è ñîëèòîí ñòàíîâèòñÿ
íàáëþäàåìûì, áóäåì ñëåäîâàòü ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó â ñòàòüå [30]. Â
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Ðèñ. 2.8: Äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà íà âûõîäå èç ôîòîðåôðàêòèâíîé ñðåäû ñ z = 60

è ÷èñëîì Ìàõà M = 0.9. Êàðòèíà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
óðàâíåíèÿ (2.10) ñ γ = 0.2 è ïîòåíöèàëîì V (r) îïèñûâàþùèì èäåàëüíî îòðàæàþùóþ
ïðîâîëî÷êó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëñÿ àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ äëÿ êîñûõ ñîëèòîíîâ â
áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå. Â ýòîì ñëó÷àå íåëèíåéíîñòü àíàëîãè÷-
íà êåððîâñêîé. Ìû îáîáùèì ýòó òåîðèþ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé íåëè-
íåéíîñòè è íàéäåì êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü �òå÷åíèÿ� äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ
íàñûùåíèåì äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ âîñïðîèçâåäåì âñå íåîáõîäèìûå âûêëàäêè.
Ñíà÷àëà ñëåäóåò îïðåäåëèòü ñïåêòð ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé âäîëü ñîëè-
òîíà Ω(p) â îòñóòñòâèè òå÷åíèÿ. Ýòîò ñïåêòð â ñëó÷àå êåððîâñêîé íåëè-
íåéíîñòè áûë âïåðâûå ïîëó÷åí â ðàáîòå [28]. Äàííàÿ çàäà÷à íå èìååò
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Âåðíåìñÿ ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà â ôîðìå (2.10)

i
∂ψ

∂z
+

1

2
∆⊥ψ − f(|ψ|2)ψ = 0, (2.63)

â êîòîðîì âíåøíèé ïîòåíöèàë îïóùåí. Áóäåì èñêàòü ñïåêòð ìàëûõ ïðî-
äîëüíûõ âîçìóùåíèé íà ôîíå ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ. Åãî íåâîçìóùåííîå
ðåøåíèå çàïèøåì â âèäå

ψs(ξ) =
√

ρs(ξ) exp (iφs(ξ)− izf(ρ0)) , (2.64)
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ãäå ρs è ∇φs = (u, 0) îïðåäåëÿþòñÿ èç (2.58) è (2.56) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëíàÿ ψ-ôóíêöèÿ ñîñòîèò èç íåâîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ è ìàëîé äîáàâêè

ψ = ψs(ξ) + (ψ′ + iψ′′) exp (iφs(ξ)− izf(ρ0)) , (2.65)

ïðè÷åì ψ′ è ψ′′ çàâèñÿò îò y è z êàê exp(ipy+Γz). Çäåñü Γ(p) � èíêðåìåíò
íàðàñòàíèÿ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé. Îí ñâÿçàí ñî ñïåêòðîì íåóñòîé÷è-
âîñòè ñîîòíîøåíèåì Γ = −iΩ. Íàëè÷èå äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ
çíà÷åíèé â ñïåêòðå Γ(p) ïðèâîäèò ê íàðàñòàíèþ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé
ñ âîëíîâûì ÷èñëîì p. ×èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ Γ(p) íå ïðèâîäÿò ê óâåëè-
÷åíèþ âîçìóùåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ (2.65) â óðàâíåíèå (2.63) è ëèíåàðèçóÿ
åãî ïî ψ′ è ψ′′, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(
−A L1

L2 A

)(
ψ′′

ψ′

)
= Γ

(
ψ′′

ψ′

)
, (2.66)

ãäå
A =

c

ρs

(
∂

∂ξ
− ρs,ξ

2ρs

)
, (2.67)

L1 =
1

2

∂2

∂ξ2 +
1

2
(c2 − p2) + f(ρ0)− 1

2

c2

ρ2
s

− [f(ρs) + 2f ′(ρs)ρs] , (2.68)

L2 =
1

2

∂2

∂ξ2 +
1

2
(c2 − p2) + f(ρ0)− 1

2

c2

ρ2
s

− f(ρs). (2.69)

Ôóíêöèÿ ρs ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå êàê èçâåñòíàÿ äëÿ çàäàí-
íîé ñêîðîñòè ñîëèòîíà c; ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.66) ìîæåò áûòü ðå-
øåíà ÷èñëåííî. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ ìàëûõ
ïðîäîëüíûõ âîçìóùåíèé Γ = Γ(p) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé c. Ýëåìåíò A ìàò-
ðèöû (2.66) íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà íåëèíåéíîñòè, à ýëåìåíòû
L1, L2 äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì ïðèíèìàþò âèä

L1 =
1

2

∂2

∂ξ2 +
1

2
(c2 − p2) +

γ

1 + γ
− 1

2

c2

ρ2
s

− γ
3ρs + γρ2

s

(1 + γρs)2 , (2.70)

L2 =
1

2

∂2

∂ξ2 +
1

2
(c2 − p2) +

γ

1 + γ
− 1

2

c2

ρ2
s

− γρs

1 + γρs
. (2.71)

Íà ðèñ 2.9 ïîêàçàí èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ ïðîäîëüíûõ âîçìóùåíèé
äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì. Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíà äåéñòâèòåëüíàÿ
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Ðèñ. 2.9: Èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé Γ êàê ôóíêöèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà p ïðî-
äîëüíûõ êîëåáàíèé ñ γ = 0.5 è ρm = 0.3. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâè-
òåëüíîìó çíà÷åíèþ Γ(p), òî åñòü íåóñòîé÷èâîé îáëàñòè. Ñïëîøíàÿ ëèíÿÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ìíèìîìó çíà÷åíèþ Γ(p). Ïóíêòèðîì ïîêàçàíà òî÷êà pcr, îòêóäà âèäíî, ÷òî
îíà ïîïàäàåò â ìíèìóþ ÷àñòü èíêðåìåíòà Γ(p).

÷àñòü ÷àñòü ñïåêòðà, à ñïëîøíîé � ìíèìàÿ. Âèäíî, ÷òî èíêðåìåíò ïðî-
äîëüíûõ âîçìóùåíèé îáëàäàåò íåóñòîé÷èâîé âåòüþ, ïðèâîäÿùåé ê íà-
ðàñòàíèþ ìàëûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé è ê ðàñïàäó ñîëèòîíà íà íåëè-
íåéíîé ñòàäèè. Îäíàêî, ïðè íàëè÷èè òå÷åíèÿ âäîëü ñîëèòîíà íåóñòîé÷è-
âûå âîëíîâûå ïàêåòû ìîãóò ñíîñèòüñÿ è ñîëèòîí ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíî
óñòîé÷èâûì.

Âåðíåìñÿ â ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò òå÷åíèå. Â íåé ê
ñïåêòðó ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé äîáàâèòñÿ åùå îäíî ñëàãàåìîå

ω(p) = µp + iΓ(p), (2.72)

ãäå
µ =

aU√
1 + a2

(2.73)

� ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âäîëü ñîëèòîíà. Óðàâíåíèå (2.72) íåÿâíûì îáðàçîì
çàäàåò p = p(ω). Òèï íåóñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì òî÷êè
âåòâëåíèÿ pbr ýòîé ôóíêöèè (ñì. íàïð. [31]), â êîòîðîé dω/dp = 0. Ýòî
óñëîâèå äàåò óðàâíåíèå

µ = −i
dΓ

dp
, (2.74)
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îïðåäåëÿþùåå òî÷êó âåòâëåíèÿ pbr êàê ôóíêöèþ òå÷åíèÿ âäîëü ñîëèòîíà
µ ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè c. Â ðàáîòå [30] ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå òå÷åíèÿ µcr, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåõîäó îò àáñîëþòíîé íåóñòîé÷è-
âîñòè ê êîíâåêòèâíîé, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî ôóíêöèÿ pbr(µ) òàêæå
èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ ïðè µ = µcr. Ýòî óñëîâèå äàåò óðàâíåíèå

d2Γ

dp2

∣∣∣∣
p=pcr

= 0 (2.75)

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì çíà÷åíèå pcr äëÿ çàäàííîãî c. Ñêîðîñòü c ñâÿçàíà
ñîîòíîøåíèåì (2.59) ñ àìïëèòóäîé ñîëèòîíà. Ïîýòîìó çíà÷åíèå pcr ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ρm â èíòåðâàëå 0 ≤ ρm ≤
ρ0.

Åñëè pcr êàê ôóíêöèÿ îò ρm èçâåñòíà, ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü åå â (2.74)
è ïîëó÷èòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå µcr êàê ôóíêöèþ îò ρm

µcr(ρm) = −i
dΓ(p, ρm)

dp

∣∣∣∣
p=pcr

. (2.76)

Èç óðàâíåíèé (2.73) è (2.57) ñëåäóåò, ÷òî µ = ca, îòêóäà ïàðàìåòð íà-
êëîíà a è ñêîðîñòü U òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ôóíêöèè îò ρm:

acr(ρm) =
µcr(ρm)

c(ρm)
, (2.77)

Ucr(ρm) = c(ρm)
√

1 + a2(ρm). (2.78)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïåðåïèøåì
÷åðåç ÷èñëî Ìàõà M = U0/cs

Mcr =
c(ρm)

cs

√
1 + a2(ρm). (2.79)

Óðàâíåíèÿ (2.77) è (2.79) îïðåäåëÿþò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ìà-
õà M êàê ôóíêöèþ îò íàêëîíà ñîëèòîíà a â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå,
ïðè÷åì ρm, 0 ≤ ρm ≤ 1, èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà. Ýòà ôóíêöèÿ, ïî-
ëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.66), ïðåäñòàâëåíà
êðèâûìè íà ðèñ. 2.10 äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ
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Ðèñ. 2.10: Êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòü êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ñâåðõó) è
àáñîëþòíîé (ñíèçó) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñîëèòîíà.

γ. Ýòè êðèâûå íà÷èíàþòñÿ â òî÷êå a = 0, M = 1 è ñ ðîñòîì a âû-
õîäÿò íà êîíñòàíòó. Ýòè ñâîéñòâà ìîæíî ïîÿñíèòü, èññëåäóÿ ïîâåäåíèå
èíêðåìåíòà Γ(p) âáëèçè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ρm. Ïðè ρm → 0 èìååì
c → 0, à èíêðåìåíò Γ(p) ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. µcr = const.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç óñëîâèÿ a = µcr/c → ∞ è ôîðìóëû (2.73) ïîëó÷àåì
Ucr = µcr èëè M = µcr(ρm)/cs = const. Âòîðîé ïðåäåë ρm → ρ0 ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàëîàìïëèòóäíûì ñîëèòîíàì è îïèñûâàåòñÿ òåîðèåé Êàäîìöåâà-
Ïåòâèàøâèëëè. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ïðåäåëå µcr ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ [30], à c → cs. Ñëåäîâàòåëüíî a = µcr/c → 0 è â (2.79) a ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, îòêóäà ïîëó÷àåì Mcr → 1.

Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ ñîëèòîíîâ, äîñòóïíûõ äëÿ íàáëþäåíèÿ, ëåæèò
âûøå êðèâûõ óñòîé÷èâîñòè. Òàêèå ñîëèòîíû ÿâëÿþòñÿ êîíâåêòèâíî
íåóñòîé÷èâûìè è èõ äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿ áûñòðåå, ÷åì îíè ðàñïàäà-
þòñÿ íà âèõðè. Êàêèå êîíêðåòíî ïàðàìåòðû ñîëèòîíà ðåàëèçóþòñÿ íà
êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå çàâèñèò îò âèäà ïðåïÿòñòâèÿ è �ñêîðîñòè òå÷å-
íèÿ� U . Åñëè çíà÷åíèå íàêëîíà ñîëèòîíà a è òå÷åíèÿ U òàêîâû, ÷òî îíè
îêàçûâàþòñÿ ïîä êðèâîé óñòîé÷èâîñòè, òî íà äèôðàêöèîííîé êàðòèíå
áóäóò íàáëþäàòüñÿ âèõðåâûå ïàðû, à ñîëèòîíû ðîæäàòüñÿ íå áóäóò. Òàê
êàê êðèâûå óñòîé÷èâîñòè ñ ðîñòîì a ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ
U , òî äëÿ âñåõ ñêîðîñòåé, ïðåâûøàþùèõ ýòî çíà÷åíèå, ñîëèòîíû áóäóò
ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâû íåçàâèñèìî îò èõ íàêëîíà. Åãî âåëè÷èíà çàâèñèò

79



îò êîíêðåòíîãî âèäà íåëèíåéíîñòè. Äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì îíà
ìîæåò áûòü îöåíåíà èç ðèñóíêà 2.10 äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ íàñû-
ùåíèÿ γ. Ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû γ êðèâàÿ óñòîé÷èâîñòè ñòðåìèòñÿ
ê ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé äëÿ êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè.

2.6 Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåí íîâûé äèôôðàêöèîííûé ýôôåêò, âîçíèêàþùèé ïðè äèôðàê-
öèè ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå, ðàñïîëîæåííîé ïîä íåáîëüøèì óãëîì
ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â ñðåäå ñ íåëèíåéíîé îòðèöàòåëü-
íîé äîáàâêîé ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ. Äëÿ óãëîâ, ïðåâûøàþùèõ õà-
ðàêòåðíóþ äëÿ äàííîé ñðåäû âåëè÷èíó, â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè
ðàññ÷èòàíà ñòðóêòóðà âîçíèêàþùåé äèôðàêöèîííîé êàðòèíû äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âèäà çàâèñèìîñòè íåëèíåéíîñòè îò èíòåíñèâíîñòè. Ïîñòðîåíû
ïðîôèëè äèôðàêöèîííûõ ñòðóêòóð äëÿ íåëèíåéíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîì-
ëåíèÿ ñ íàñûùåíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà ìîæåò áûòü
ðàçäåëåíà íà äâå îáëàñòè ââåäåíèåì êîíóñà Ìàõà. Ðàñòâîð êîíóñà Ìàõà
çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è âèäà íåëèíåéíîñòè.

Âíå êîíóñà Ìàõà íàõîäÿòñÿ ìàëîàìïëèòóäíûå âîëíîâûå ñòðóêòóðû,
îïèñûâàåìûå ëèíåéíîé òåîðèåé. Êîíêðåòíûé âèä íåëèíåéíîñòè âëèÿåò
íà äëèíó âîëíû è àìïëèòóäó, íî íå âëèÿåò íà èõ ñòðóêòóðó. Ïîñòðîåíû
ïðîôèëè òàêèõ âîëí äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî
ëèíåéíûå âîëíû íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà íàñûùåíèÿ γ → 1/γ.

Âíóòðè êîíóñà Ìàõà ðàñïîëîæåíû íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû � âèõðè
è îïòè÷åñêèå òåìíûå ñîëèòîíû. Ðàçâèò àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü
ïðîôèëè íàêëîííûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âèäà íåëè-
íåéíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè òåìíûõ ñîëèòîíîâ ñóùå-
ñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò âèäà íåëèíåéíîñòè. Äëÿ íåëèíåéíîñòè ñ
íàñûùåíèåì íàéäåíû ïàðàìåòðû çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ òåìíûå ñîëèòî-
íû ïåðåõîäÿò èç àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûõ â êîíâåêòèâíî íåóñòîé÷èâûå
è ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèÿ.
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3 Îáòåêàíèå ïðåïÿòñòâèÿ äâóõêîìïîíåíòíûì áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì

Â ãëàâå èçó÷àåòñÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îáòåêàíèè ïðåïÿò-
ñòâèÿ äâóõêîìïîíåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ïðåäïîëàãàëàñü áîëüøå îáåèõ ñêîðîñòåé çâóêà, âîçíèêàþùèõ â äàííîé çàäà÷å.
Ïîñòðîåíû ïðîôèëè ëèíåéíûõ âîëí, íàõîäÿùèõñÿ ñíàðóæè ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîíóñîâ Ìàõà. Ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ íàéäåíû ïðîôèëè âåêòîðíûõ òåìíûõ
ñîëèòîíîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà. Èññëåäîâàíà óñòîé-
÷èâîñòü òåìíûõ ñîëèòîíîâ, íàéäåíû äâå íåóñòîé÷èâûå ìîäû, ïðèâîäÿùèå ê ðàç-
âàëó ñîëèòîíà íà âèõðè. Îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ âåêòîðíûé òåì-
íûé ñîëèòîí ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûì. Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü
íàáëþäåíèÿ àíàëîãè÷íîé âîëíîâîé êàðòèíû â îïòèêå ïðè äèôðàêöèè ñâåòà íà
òîíêîé ïðîâîëî÷êå â îïòè÷åñêè íåëèíåéíîé ñðåäå ñ äâóëó÷åïðåëîìëåíèåì.

3.1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîêîìïîíåíòíûé áîçå-ýéíøòåéíîâñêèé êîíäåíñàò
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùåíèåì
óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî [21]

i~
∂ψn

∂t
= − ~2

2mn
∆ψn + V (r)ψn +

N∑

k=1

(
gn,k|ψk|2ψn + κn,kψk

)
, (3.1)

ãäå ψn � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò, à êîíñòàíòû ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì gn,k = gk,n è κn,k = κk,n (n 6= k). Ýêñïåðèìåíòàëüíî òàêîé
êîíäåíñàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå áîçå-
êîíäåíñàöèè â ëîâóøêå ïîäâåðãàþòñÿ àòîìû ðàçíûõ òèïîâ. Òîãäà mn

� ìàññà àòîìîâ ðàçíûõ òèïîâ, gnn - êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ
îäíîãî òèïà äðóã ñ äðóãîì, gnk � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ ìåæäó ñîáîé, κ = 0 � ÷ëåí ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îò-
ñóòñòâóåò. Â ýêñïåðèìåíòàõ [69] áûëè ïîëó÷åíû äâóõêîìïîíåíòíûå áîçå-
êîíäàíñàòû èç êàëèÿ-ðóáèäèÿ, ëèòèÿ-öåçèÿ.

Âòîðîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ òàêèõ êîíäåíñàòîâ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òàê
íàçûâàåìûé �ñïèíîðíûé êîíäåíñàò�. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëè÷íûå êîìïîíåí-
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òû áîçå-ãàçà ñîîòâåòñòâóþò àòîìàì, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàçíûõ ïîäóðîâ-
íÿõ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òîãäà mi = mj � ìàññà àòîìîâ îäèíàêîâà â
êàæäîé èç êîìïîíåíò, gnk � êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ êàæäîé
èç êîìïîíåíò, κn,k � êîíñòàíòà, îïèñûâàþùàÿ ïåðåõîä àòîìîâ èç îäíîé
êîìïîíåíòû â äðóãóþ. Íà ýêñïåðèìåíòå ñ ïîìîùüþ ðåçîíàíñîâ Ôåøáàõà
è äðóãèõ òåõíèê âîçìîæíî êîíòðîëèðîâàòü çíà÷åíèå êîíñòàíò gnk, êîëè-
÷åñòâî ñêîíäåíñèðîâàííûõ êîìïîíåíò, ñîäåðæàòü êîìïîíåíòû â êà÷åñòâå
ñìåñè èëè ïðîñòðàíñòâåííî ðàçäåëÿòü èõ, à òàêæå âêëþ÷àòü èëè âûêëþ-
÷àòü ïåðåõîä àòîìîâ èç îäíîé êîìïîíåíòû â äðóãóþ [70]. Â ñëó÷àå, åñëè
âîçìîæíû òîëüêî óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ, òî ÷èñëî àòîìîâ â êàæäîé èç
êîìïîíåíò ñîõðàíÿåòñÿ

∫ |ψn|2dr = const. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîõðàíÿ-
åòñÿ òîëüêî îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå. Òàêèå äâóõêîìïîíåíòíûå
áîçå-êîíäåíñàòû áûëè, íàïðèìåð, ïîëó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ àòîìà-
ìè íàòðèÿ [72] è ðóáèäèÿ [71].

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíäåíñàò âòîðîãî òèïà ñ äâóìÿ êîìïîíåí-
òàìè, â êîòîðûõ ÷èñëî ÷àñòèö â êàæäîé èç êîìïîíåíò ïîñòîÿííî. Ïîñëå
îáåçðàçìåðèâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ïðèìóò âèä

i
∂ψ1

∂t
= −1

2
∆ψ1 + (g11 |ψ1|2 + g12 |ψ2|2)ψ1 + V (r, t)ψ1,

i
∂ψ2

∂t
= −1

2
∆ψ2 + (g12 |ψ1|2 + g22 |ψ2|2)ψ2 + V (r, t)ψ2,

(3.2)

ãäå V (r, t) � ïîòåíöèàë äâèæóùåãîñÿ âäîëü êîíäåíñàòà ïðåïÿòñòâèÿ. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë äåéñòâóåò îäèíàêîâî íà êàæäóþ èç êîìïî-
íåíò. Ñóùåñòâóåò âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé (ìàíàêîâñêèé ïðåäåë, [73]),
êîãäà g11 = g22 = g12 = g, âíåøíèé ïîòåíöèàë îòñóòñòâóåò, V (r, t) = 0. Â
ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ
è åå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû àíàëèòè÷åñêè.

Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïîäñòàíîâêè ïåðåéäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
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â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ôîðìå

ψ1(r, t) =
√

n1(r, t) exp

(
i

∫ r

u1(r
′, t) · dr′ − iµ1t

)
,

ψ2(r, t) =
√

n2(r, t) exp

(
i

∫ r

u2(r
′, t) · dr′ − iµ2t

)
,

(3.3)

ãäå n1,2(r, t) � ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò êîíäåíñàòà,
u1,2(r, t) èõ ïîëÿ ñêîðîñòåé, à µ1,2 � ñîîòâåòñòâóþùèå õèìè÷åñêèå ïîòåí-
öèàëû. Â îòñóòñòâèå òå÷åíèÿ õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ñâÿçàíû ñ íåâîç-
ìóùåííîé ïëîòíîñòüþ êîìïîíåíò n10 è n20

µ1 = g11n10 + g12n20, µ2 = g12n10 + g22n20. (3.4)

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì áåçâèõðåâîå òå÷åíèå, èíòåãðàëû â (3.3) íå çà-
âèñÿò îò âûáîðà êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, à ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ëèøü
âåðõíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ r. Ïîäñòàâëÿÿ (3.3) â (3.2) ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé

(n1,2)t +∇ · (n1,2u1,2) = 0,

(u1)t + (u1 · ∇)u1 + g11∇n1 + g12∇n2 +∇
(

(∇n1)
2

8n2
1

− ∆n1

4n1

)
+∇V (r, t) = 0,

(u2)t + (u2 · ∇)u2 + g12∇n1 + g22∇n2 +∇
(

(∇n2)
2

8n2
2

− ∆n2

4n2

)
+∇V (r, t) = 0,

(3.5)

ãäå èíäåêñîì t îáîçíà÷åí îïåðàòîð ∂/∂t. Ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé îïè-
ñûâàåò ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â êàæäîé èç êîìïîíåíò, à âòîðàÿ ïàðà
ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà äëÿ ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ ïîä äàâëåíè-
åì, âûçâàííûì íàëè÷èåì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, ïîòåíöèàëîì
ïðåïÿòñòâèÿ è �êâàíòîâûì äàâëåíèåì�.

Êàê è ðàíüøå, ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ (3.5), íàéäåì çàêîí äèñïåðñèè
ëèíåéíûõ âîëí

ω2
± = 1

2
k2

[
g11n10 + g22n20 + 1

2
k2 ±

√
(g11n10 − g22n20)2 + 4g2

12n10n20

]
, (3.6)

Ýòîò çàêîí äèñïåðñèè îáëàäàåò äâóìÿ âåòâÿìè è äâóìÿ ñêîðîñòÿìè çâóêà
â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå

c± ≡ lim
k→0

ω(k)

k
=

√
g11n10 + g22n20 ±

√
(g11n10 − g22n20)2 + 4g2

12n10n20

2
. (3.7)
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Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå äâóõ ñêîðîñòåé çâóêà âåäåò ê ñóùåñòâîâàíèþ äâóõ
êîíóñîâ Ìàõà, óãëû ðàñòâîðà êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

sin θ± =
c±
U
≡ 1

M±
, (3.8)

ãäå M± = U/c± � ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà Ìàõà. Ñëåäîâàòåëüíî, âîë-
íîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè äâèæåíèè ïðåïÿòñòâèÿ ÷åðåç äâóõ-
êîìïîíåíòíûé áîçå-ãàç, ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà òðè îáëàñòè: (i) âíóòðè
âíóòðåííåãî êîíóñà Ìàõà, (ii) ñíàðóæè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà, (iii) îá-
ëàñòü ìåæäó äâóìÿ êîíóñàìè Ìàõà. Ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíåé îáëàñòè
ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ äâóõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì.

Óêàæåì ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàâåíñòâà õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ µ1 = µ2,
êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó óïðîùåíèþ âñåõ ôîðìóë. Â ÷àñòíîñòè,
ñêîðîñòè çâóêà â ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàþò âèä

c2
− = (g11 − g12)n10, c2

+ = g11n10 + g12n20 ≡ µ. (3.9)

Â ìàíàêîâñêîì ïðåäåëå, êîòîðûé òàêæå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ µ1 = µ2,
ïåðâàÿ ñêîðîñòü çâóêà îáðàùàåòñÿ â íóëü c− = 0, à âòîðàÿ ïðèîáðåòàåò
âèä c+ = g(n01 + n02). Ïðè ýòî îáëàñòü (i) ïðîïàäàåò è ëèíåéíûå âîëíû
äîëæíû çàíèìàòü âñå ïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå,
àìïëèòóäà ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû ëèíåéíûõ âîëí â ýòîì ñëó÷àå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó â ìàíàêîâñêîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ
êîìïîíåíò ëèíåéíûõ âîëí â çàäà÷å îá îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ ñåáÿ íå
ïðîÿâëÿåò.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ ëèíåéíûõ âîëí, âîçíèêà-
þùèõ ïðè îáòåêàíèè äâóõêîìïîíåíòíûì áîçå-ãàçîì ïðåïÿòñòâèÿ.

3.2 Ëèíåéíûå âîëíû

Áóäåì èññëåäîâàòü ëèíåéíûå âîëíû îò äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íè-
êà ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì â ãëàâå 1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ïðåïÿòñòâèåì, â êîòîðîé ñêîðîñòü îáåèõ êîìïîíåíò
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íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà u = (U, 0), à âîëíîâàÿ êàðòèíà ñòàöèîíàðíà.
Ââåäåì ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ

n1 = n10 + n′1, n2 = n20 + n′2, u1 = u + u′1, u2 = u + u′2, (3.10)
è ëèàíåðèçóåì óðàâíåíèÿ (3.5) îêîëî äàííûõ çíà÷åíèé

(n′1)t + n10(∇ · u′1) + (u · ∇)n′1 = 0, (n′2)t + n20(∇ · u′2) + (u · ∇)n′2 = 0, (3.11)

(u′1)t + (u · ∇)u′1 + g11∇n′1 + g12∇n′2 −
1

4n10
∇(∆n′1) = −∇V,

(u′2)t + (u · ∇)u′2 + g12∇n′1 + g22∇n′2 −
1

4n20
∇(∆n′2) = −∇V.

(3.12)

Ìû èíòåðåñóåìñÿ ñòàöèîíàðíîé êàðòèíîé âîëí, ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè ìîãóò áûòü îïóùåíû. Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

n′j(r, t) =

∫ ∫
ñ′j(k, t)eikr d2k

(2π)2 , (3.13)

ãäå òèëüäà îáîçíà÷àåò Ôóðüå-îáðàç. Èçáàâèâøèñü â óðàâíåíèÿõ (3.11),
(3.12) îò ñêîðîñòåé, ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîì-
ïîíåíò ïëîòíîñòè:

[−(k · u)2 + k2(g11n10 + k2/4)]ñ′1 + k2g12n10ñ
′
2 = −k2Ṽ n10,

k2g12n20ñ
′
1 + [−(k · u)2 + k2(g22n20 + k2/4)]ñ′2 = −k2Ṽ n20,

(3.14)

Äàííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà îòíîñèòåëüíî ñ′1,2, ïîñëå
÷åãî, ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

n′1 = −n10

∫ ∫
k2Ṽ {[−(k · u)2 + k2(g22n20 + k2/4)]− k2g12n20} eik·r

((k · u)2 − ω2
+)((k · u)2 − ω2−)

d2k

(2π)2
,

n′2 = −n20

∫ ∫
k2Ṽ {[−(k · u)2 + k2(g11n10 + k2/4)]− k2g12n10} eik·r

((k · u)2 − ω2
+)((k · u)2 − ω2−)

d2k

(2π)2
,

(3.15)

ãäå ω± îïðåäåëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì (3.6).
Êàê è ïðåæäå, ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ñì. ðèñ. 3.1)

r ≡ (−r cos χ, r sin χ), k ≡ (k cos η, k sin η), (3.16)
è ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë ïðåïÿòñòâèÿ êàê δ-ôóíêöèþ, V (r) = V0δ(r).
Âûðàæåíèÿ (3.15) ïðèìóò âèä

n′1 =
4V0n10

π2

∫ π

−π

∫ ∞

0

k[(g22 − g12)n20 + k2/4− U2 cos2 η]eikr

(k2 − k2
+ − i0)(k2 − k2− − i0)

dkdη,

n′2 =
4V0n20

π2

∫ π

−π

∫ ∞

0

k[(g11 − g12)n10 + k2/4− U2 cos2 η]eikr

(k2 − k2
+ − i0)(k2 − k2− − i0)

dkdη,

(3.17)
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Ðèñ. 3.1: Êîîðäèíàòû, îïðåäåëÿþùèå ðàäèóñ-âåêòîð r è âîëíîâîé âåêòîð k.

ãäå ìàëûå ìíèìûå âåëè÷èíû i0 äîáàâëåíû äëÿ ïðàâèëüíîãî ó÷åòà âêëà-
äà ïîëþñîâ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåäëåííîìó âêëþ÷åíèþ ïðåïÿòñòâèÿ (ñì.
ðàçäåë 1.3). Êðîìå òîãî, ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

k± ≡ 2
√

U2 cos2 η − c2±. (3.18)

Ðàçäåëèì èíòåãðàë ïî η íà äâå ÷àñòè:
∫ 3π/2
−π/2 dη ≡ ∫ π/2

−π/2 dη +
∫ 3π/2

π/2 dη.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè η′ ≡ η − π âî âòîðîå ñëàãàåìîå, èíòåãðàë ïåðåõîäèò
â êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èíòåãðàëû â (3.17) ìîæíî
ïåðåïèñàòü êàê

n′1 =
8V0n10

π2
Re

∫ π/2

−π/2

dη

∫ ∞

0

k[(g22 − g12)n20 + k2/4− U2 cos2 η]eikr

(k2 − k2
+ − i0)(k2 − k2− − i0)

dk,

n′2 =
8V0n20

π2
Re

∫ π/2

−π/2

dη

∫ ∞

0

k[(g11 − g12)n10 + k2/4− U2 cos2 η]eikr

(k2 − k2
+ − i0)(k2 − k2− − i0)

dk.

(3.19)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî k ïðîèçâîäèòñÿ òàê æå, êàê â ãëàâå 1. Êàæäûé èç
èíòåãðàëîâ èìååò ÷åòûðå ïîëþñà, äâà èç êîòîðûõ ïîïàäàþò â êîíòóð
èíòåãðèðîâàíèÿ. Êîíòóð, êàê è ðàíåå, ïðîõîäèò âäîëü äåéñòâèòåëüíîé
îñè, äàëåå îí îïèñûâàåò ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè è âîçâðàùàåòñÿ ïî ìíèìîé
îñè â íóëü. Ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà êîíòóðà ê áåñêîíå÷íîñòè ÷åòâåðòü
îêðóæíîñòè âêëàäà íå äàåò. Âêëàä îò èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü ìíèìîé îñè
ïðîïîðöèîíàëåí r−2, ÷òî íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïðåïÿòñòâèÿ ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøå, ÷åì âêëàä îò ïîëþñîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûé ∼ r−1/2. Â
ðåçóëüòàòå, èíòåãðèðîâàíèå ïî k äàåò äâà èíòåãðàëà äëÿ êàæäîé èç êîì-
ïîíåíò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì ìîäàì êîëåáàíèÿ êîíäåíñàòà, êàæäàÿ ñî
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ñâîèì çàêîíîì äèñïåðñèè

n′1 = − 2V0n10

π(c2
+ − c2−)

{
[c2

+ − (g22 − g12)n20]Im

∫ π/2

−π/2

dηeik+r cos ν−

−[c2
− − (g22 − g12)n20]Im

∫ π/2

−π/2

dηeik−r cos ν

}
,

n′2 = − 2V0n20

π(c2
+ − c2−)

{
[c2

+ − (g11 − g12)n10]Im

∫ π/2

−π/2

dηeik+r cos ν−

−[c2
− − (g11 − g12)n10]Im

∫ π/2

−π/2

dηeik−r cos ν

}
,

(3.20)

ãäå ν ≡ π − χ− η. Ïðè óäàëåíèè îò ïðåïÿòñòâèÿ, ãäå ôàçû k±r = rs±,

s±(η) = k±(η) cos(χ + η) (3.21)

äîñòàòî÷íî âåëèêè, èíòåãðàëû (3.20) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ìåòîäîì ñòà-
öèîíàðíîé ôàçû. Èíòåãðèðîâàíèå ïî k+ àíàëîãè÷íî èíòåãðèðîâàíèþ ïî
k− è äàåò ñõîæèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ. Óñëîâèå ∂s±/∂η = 0 îïðåäå-
ëÿåò òî÷êó ñòàöèîíàðíîé ôàçû, îòêóäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ

tg (ν±) =
(
2U 2/k2

±
)
sin (2η±) . (3.22)

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ν, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ χ,

tg (χ±) =
(1 + k2

±/(2c2
+))tg (η±)

U 2/c2± − (1 + k2±/(2c2±))
, (3.23)

ãäå η± èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå

− arccos

(
1

M±

)
≤ η± ≤ arccos

(
1

M±

)
, M± ≡ U

c±
. (3.24)

Êðèâûå ïîñòîÿííîé ôàçû (ãðåáíè âîëí) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

x(η±) =
4φc2

±
k3±

[
M 2
± cos (2η±)− 1

]
cos (η±) ,

y(η±) =
4φc2

±
k3±

[
2M 2

± cos2 (η±)− 1
]
sin (η±) ,

(3.25)

Ïîñëå âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû ïðèâîäèò âûðà-
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æåíèå äëÿ êîëåáàíèé ïëîòíîñòè îäíîé êîìïîíåíòû ê ñëåäóþùåìó âèäó:

n′1 =− 2V0n10

π(c2
+ − c2−)

{[
c2
+ − (g22 − g12)n20

]
√

2π

k+r
×

×
[
1 + (4U2/k2

+) sin2 (2η+)
]1/4

[
1 + (4U2/k2

+) cos (2η+) + (12U4/k4
+) sin2 (2η+)

]1/2
cos(k+r cos ν+ − π/4)−

− [
c2
− − (g22 − g12)n20

]
√

2π

k−r

[
1 +

(
4U2/k2

−
)
sin2 (2η−)

]1/4

[
1 + (4U2/k2−) cos (2η−) + (12U4/k4−) sin2 (2η−)

]1/2
×

× cos(k−r cos ν− − π/4)

}
,

(3.26)

ãäå ν± ≡ π − χ± − η±. Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
äëÿ êîëåáàíèé ïëîòíîñòè âòîðîé êîìïîíåíòû êîíäåíñàòà. Ýòî âûðàæå-
íèå èìååò äâà ñëàãàåìûõ, ñòðóêòóðà êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
îäíîêîìïîíåíòíîìó ñëó÷àþ (ñì. ôîðìóëó (1.55)). Ðåàëüíûé êîíäåíñàò
íåëüçÿ ðàçäåëèòü íà êîëåáëþùèåñÿ îòäåëüíî äðóã îò äðóãà êîìïîíåí-
òû. Êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â êîëåáàíèè êàæäîé èç
ìîä. Ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ êîëåáàíèé êîíäåíñàòà êàê öåëîãî,
N ′ = n′1 + n′2:

N ′ = −2V0(n10 + n20)

π(c2
+ − c2−)

{[
c2
+ − (g11 + g22 − 2g12)

n10n20

n10 + n20

] √
2π

k+r
×

×
[
1 + (4U2/k2

+) sin2 (2η+)
]1/4

[
1 + (4U2/k2

+) cos (2η+) + (12U4/k4
+) sin2 (2η+)

]1/2
cos(k+r cos ν+ − π/4)−

−
[
c2
− − (g11 + g22 − 2g12)

n10n20

n10 + n20

] √
2π

k−r
×

×
[
1 +

(
4U2/k2

−
)
sin2 (2η−)

]1/4

[
1 + (4U2/k2−) cos (2η−) + (12U4/k4−) sin2 (2η−)

]1/2
cos(k−r cos ν− − π/4)

}

(3.27)

Ïðè ðàâåíñòâå õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ µ1 = µ2 áëàãîäàðÿ ôîðìó-
ëàì (3.9) âîëíîâàÿ êàðòèíà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ

N ′ =− 2V0(n10 + n20)

√
2

πk+r
×

×
[
1 + (4U2/k2

+) sin2 (2η+)
]1/4

[
1 + (4U2/k2

+) cos (2η+) + (12U4/k4
+) sin2 (2η+)

]1/2
cos(k+r cos ν+ − π/4)

(3.28)
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Ðèñ. 3.2: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè òå÷åíèè
äâóõêîìïîíåíòíîãî áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà ñ íåðàâíûìè õèìè÷åñêèìè ïî-
òåíöèàëàìè ìèìî ïðåïÿòñòâèÿ ïðè ñêîðîñòè U = 3.5 è t = 75. Êàæäûé èç ðèñóíêîâ
ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç êîìïîíåíò êîíäåíñàòà. Âèä ïðåïÿòñòâèÿ çàäàåòñÿ ïîòåíöèà-
ëîì V (x, y, t) = 2sech2

(√
(x− Ut)2 + y2/2

)
. Íåïðåðûâíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè îòâå-

÷àþò ëèíèÿì ïîñòîÿííîé ôàçû, ïîñòðîåííûì ïî ôîðìóëàì (3.25).

à êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ k−, èñ÷åçàåò. Òî åñòü, ïðè ñòðåìëåíèè
õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ê ðàâåíñòâó àìïëèòóäà âîëí, ñîîòâåòñòâóþùèõ
âíóòðåííåìó êîíóñó Ìàõà, óìåíüøàåòñÿ è ïðè ðàâåíñòâå õèìè÷åñêèõ ïî-
òåíöèàëîâ ýòè âîëíû èñ÷åçàþò. Â ðåçóëüòàòå, ëèíåéíàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà
áóäåò èäåíòè÷íà âîëíîâîé êàðòèíå, âîçíèêàþùåé â îäíîêîìïîíåíòíîì
ñëó÷àå.

Íà ðèñ. 3.2 ïðèâåäåí ïðèìåð âîëíîâîé êàðòèíû, ïîñòðîåííîé ñ ïî-
ìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2) ñ ïàðàìåòðàìè g11 =

1.5, g22 = 1.03, g12 = 1.0, n10 = 0.49, n20 = 0.55 è ñêîðîñòüþ U = 3.5.
Çäåñü ìîãóò áûòü âûäåëåíû òðè ðàçëè÷íûõ òèïà âîëí. Âî-ïåðâûõ, ýòî êî-
ðàáåëüíûå âîëíû, íàõîäÿùèåñÿ ñíàðóæè êîíóñîâ Ìàõà. Âèäíî, ÷òî âîë-
íû, îòíîñÿùèåñÿ êî âíóòðåííåìó êîíóñó Ìàõà, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ìåëêèìè
îòíîñèòåëüíî �âíåøíèõ� êîðàáåëüíûõ âîëí. Âî-âòîðûõ, âíóòðè âíåøíå-
ãî êîíóñà Ìàõà íàõîäÿòñÿ òåìíûå ñîëèòîíû (èõ èññëåäîâàíèþ ïîñâÿùåí
ñëåäóþùèé ðàçäåë). Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî òåìíûå ñîëèòîíû ìîäóëè-
ðóþòñÿ âíóòðåííèìè êîðàáåëüíûìè âîëíàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ íåáîëü-
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Ðèñ. 3.3: ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, îïèñûâàþùåå âîëíîâóþ êàðòèíó, âîçíèêàþùóþ
ïðè òå÷åíèè äâóõêîìïîíåíòíîãî áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà ñ ðàâíûìè õèì.
ïîòåíöèàëàìè µ1 = µ2 = 3.5 ìèìî ïðåïÿòñòâèÿ ïðè ñêîðîñòè U = 3.5 è t = 75.
Íåïðåðûâíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè îòâå÷àþò ëèíèÿì ïîñòîÿííîé ôàçû, ïîñòðîåííûì
ïî ôîðìóëàì (3.25).

øîìó èçãèáó, íî íå íàðóøàåò óñòîé÷èâîñòè. È, íàêîíåö, â çàäíåé ÷àñòè
ðèñóíêîâ íàõîäÿòñÿ öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå âîëíû, êîòîðûå îá-
ðàçóþòñÿ îò �âêëþ÷åíèÿ� ïðåïÿòñòâèÿ. Ýòè âîëíû íå èìåþò îòíîøåíèÿ
ê ñòàöèîíàðíîé êàðòèíå, ðàññìàòðèâàåìîé íàìè â äàííîé ãëàâå.

Íà ðèñ.3.2 íåïðåðûâíîé ëèíèåé è êóðñèâîì îáîçíà÷åíû ëèíèè ïî-
ñòîÿííîé ôàçû, ïîñòðîåííûå ïî (3.25). Âèäíî, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ â õî-
ðîøåì ñîãëàñèè ñ ÷èñëåííûì ñ÷åòîì. Íà ðèñ.3.3 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò
äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà îáòåêàíèÿ äâóõêîìïîíåíòíûì
áîçå-ãàçîì ñ ðàâíûìè õèìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè. Ïàðàìåòðû çàäà÷è:
g11 = 1.5, g22 = 1.25, g12 = 1.0, è n10 = 1.0, n20 = 2.0 è ñêîðîñòüþ
U = 3.5, îòêóäà µ1 = µ2 = 3.5. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ
êîðàáåëüíàÿ âîëíà èñ÷åçàåò, êàê ýòî è ñëåäóåò èç (3.28).

3.3 Òåìíûå ñîëèòîíû

Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû (ðèñ. 3.2) ïîêàçàëè, ÷òî òåì-
íûå ñîëèòîíû ðàñïîëîæåíû âíóòðè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà, â ðåçóëüòàòå
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÷åãî îíè ñîñóùåñòâóþò ñ âíóòðåííèìè êîðàáåëüíûìè âîëíàìè. Êàê è â
îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå, äâóìåðíûå òåìíûå ñîëèòîíû ðàçâàëèâàþòñÿ
íà êîíöàõ íà âèõðè áëàãîäàðÿ èçãèáíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû óñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíà, íàì íåîáõîäèìî ïîñòðî-
èòü íåâîçìóùåííîå ñòàöèîíàðíîå ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî áóäåì
èññëåäîâàòü óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ôîð-
ìå (3.3) â ñòàöèîíàðíîì ïðåäåëå (ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îïóùåíû) è â
îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîòåíöèàëà

∇ · (n1,2u1,2) = 0,

(u1 · ∇)u1 + g11∇n1 + g12∇n2 +∇
[
(∇n1)

2

8n2
1

− ∆n1

4n1

]
= 0,

(u2 · ∇)u2 + g12∇n1 + g22∇n2 +∇
[
(∇n2)

2

8n2
2

− ∆n2

4n2

]
= 0.

(3.29)

Óðàâíåíèÿ (3.29) äîëæíû ðåøàòüñÿ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

n1 → n10, n2 → n20, u1 → (−U, 0), u2 → (−U, 0) ïðè |x| → ∞,

(3.30)
ãäå −U ñêîðîñòü îáåèõ êîìïîíåíò ïî îòíîøåíèþ ê ïðåïÿòñòâèþ. Ïðè
äàííûõ äîïóùåíèÿõ ðåøåíèå çàâèñèò îò êîîðäèíàò êàê

ξ =
x− ay√
1 + a2

, (3.31)

ãäå a îïðåäåëÿåò íàêëîí âåêòîðíîãî òåìíîãî ñîëèòîíà. Â ðåçóëüòàòå ñè-
ñòåìà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì (ãäå øòðèõ îáîçíà-
÷àåò ïðîèçâîäíóþ d/dξ)

(1/8)

[(
n
′
1

)2
− 2n1n

′′
1

]
+ g11n

3
1 + g12n

2
1n2 + 1

2qn
2
10 − (1

2q + µ1)n
2
1 = 0,

(1/8)

[(
n
′
2

)2
− 2n2n

′′
2

]
+ g12n1n

2
2 + g22n

3
2 + 1

2qn
2
20 − (1

2q + µ2)n
2
2 = 0,

(3.32)

ãäå µ1 è µ2 õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì (3.4), è

q ≡ U 2

1 + a2 . (3.33)
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Ñêîðîñòè òå÷åíèÿ êîìïîíåíò êîíäåíñàòà îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ
íåïðèðûâíîñòè (ïåðâîå èç (3.29)) è óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè òå÷åíèÿ
è ïîýòîìó ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñêîðîñòÿìè äëÿ îäíîêîìïî-
íåíòíîãî ñëó÷àÿ

ui =

{
(ni0 + a2ni)U

(1 + a2)ni
,−aU(ni0 − ni)

(1 + a2)ni

}
, i = 1, 2. (3.34)

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (3.32) äîëæíà ðåøàòüñÿ ÷èñëåííûìè ìåòî-
äàìè. Îäíàêî, åñëè õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû îáåèõ êîìïîíåíò âûáðàòü
îäèíàêîâûìè µ1 = µ2 = µ, òî ñèñòåìà (3.32) èìååò ïðîñòîå àíàëèòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå n1 = n10f(ξ),

n2 = n20f(ξ). Îáà óðàâíåíèÿ èç (3.32) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó

1

8

[
(f ′)2 − 2ff ′′

]
+ µf 3 +

1

2
q −

(
1

2
q + µ

)
f 2 = 0. (3.35)

Ðåøåíèå â âèäå òåìíîãî ñîëèòîíà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíî [23]:

n1 = n1s = n10f(ξ), n2 = n2s = n20f(ξ),

f(ξ) = 1− 1− q/c2
+

ch2
[√

c2
+ − q (x− ay)/

√
1 + a2

] ,
(3.36)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ðàâåíñòâî õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïðèâîäèò ê óïðîùå-
íèþ ôîðìóë äëÿ ñêîðîñòåé çâóêà (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî g11, g22 > g12, ò.å. âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè ðàçëè÷íûõ êîìïî-
íåíò ñëàáåå, ÷åì âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè êàæäîé èç êîìïîíåíò):

c2
− = (g11 − g12)n10, c2

+ = µ. (3.37)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå (3.36) ñóùåñòâóåò ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ q <

c2
+. Åñëè ìû ââåäåì óãîë θ ìåæäó íàïðàâëåíèåì òå÷åíèÿ è íàïðàâëåíèåì
âäîëü òåìíîãî ñîëèòîíà, òàê ÷òî a = ctgθ, òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñëåäóþùåìó:

sin2 θ <
c2
+

U 2 =
1

M 2
+
, M+ ≡ U

c+
. (3.38)
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Ðèñ. 3.4: Ãðàôèêè ïëîòíîñòè (ñâåðõó) è ôàçû (ñíèçó) äâóõ êîìïîíåíòíîãî áîçå-
ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà äëÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ U = 4.5. Êîíóñû Ìàõà ïîêàçà-
íû êóðñèâîì, îòêóäà âèäíî, ÷òî òåìíûé ñîëèòîí íàõîäèòñÿ âíóòðè âíåøíåãî êîíóñà
Ìàõà. Çíà÷åíèå õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ îäèíàêîâî, µ1 = µ2 = 3.5, çíà÷åíèå áåçðàç-
ìåðíîãî âðåìåíè ðàâíî t = 30.

Òî åñòü ñîëèòîí äîëæåí íàõîäèòüñÿ âíóòðè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà, îïðå-
äåëÿåìîãî óñëîâèåì (3.8). Ýòî çàêëþ÷åíèå áûëî äîêàçàíî íàìè äëÿ ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ ðàâåíñòâà õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
îíî ÿâëÿåòñÿ âåðíûì è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåí-
íûì ìîäåëèðîâàíèåì, â êîòîðîì òåìíûå ñîëèòîíû ïðè ðàçëè÷íûõ ïà-
ðàìåòðàõ çàäà÷è âñåãäà îêàçûâàëèñü âíóòðè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà. Íà
ðèñ. 3.4 ïîêàçàíû ïðîôèëè ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà, ïîñòðîåííûå ñ ïîìî-
ùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëíîãî íåëèíåéíîãî äâóõêîìïîíåíòíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî, êàê ôóíêöèè îò y ïðè ïîñòîÿííîì x.
Ñîîòâåòñòâóþùèå èì âàðèàöèè ôàçû ïîêàçàíû íà íèæíåì ðèñóíêå. Èç
ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íàêëîííûå ñîëèòîíû äåéñòâèòåëüíî íàõîäÿòñÿ âíóò-
ðè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà è ñíàðóæè âíóòðåííåãî êîíóñà Ìàõà, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ êàê sin (θ−) = 1/M−. Ïðîôèëè òåìíûõ ñîëèòîíîâ áëèçêè ê
ïðîôèëÿì, ïîñòðîåííûì àíàëèòè÷åñêè, è ñêà÷êè ôàçû òàêæå íàõîäÿòñÿ
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Ðèñ. 3.5: Ïëîòíîñòè äâóõ êîìïîíåíò áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñòàòà ïðè ñêîðîñòè
òå÷åíèÿ U = 1.2 ïðè t = 55. Â äàííîì ñëó÷àå òåìíûå ñîëèòîíû íå íàáëþäàþòñÿ.

â ñîîòâåòñòâèè ñ îæèäàåìûì ïîâåäåíèåì ñîëèòîíà.
Èç óñëîâèÿ (3.38) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíûé òåìíûé ñîëèòîí ñóùåñòâóåò,

åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðåâûøàåò âåðõíþþ ñêîðîñòü çâóêà U > c+. Ýòî
æå óñëîâèå íåîáõîäèìî ïðè ïîñòðîåíèè ñîëèòîííûõ ðåøåíèé ÷èñëåííî
èç óðàâíåíèé (3.32) â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíûõ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ,
µ1 6= µ2. Îäíàêî, êàê è â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå, ÷èñëåííûé ñ÷åò ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ïðè íåáîëüøîì ïðåâûøåíèè ñêîðîñòè çâóêà ñîëèòîíû íå
îáðàçóþòñÿ, à âìåñòî íèõ ãåíåðèðóþòñÿ âèõðåâûå ïàðû (ñì. ðèñ. 3.5). Òî
åñòü âåêòîðíûå òåìíûå ñîëèòîíû ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûìè.
Ïîýòîìó ïåðåéäåì ê ïîèñêó ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ äàííàÿ íåóñòîé-
÷èâîñòü ïåðåõîäèò â êîíâåêòèâíóþ è òåìíûå âåêòîðíûå ñîëèòîíû ñòàíî-
âÿòñÿ äîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèÿ.

Äëÿ ýòîãî, êàê è ðàíåå, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ
â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò òå÷åíèå. Äëÿ ýòîãî ïîâåðíåì
ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë ϕ = arctg a è ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà,
äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ (U cos ϕ,U sin ϕ):

x̃ = x cos ϕ− y sin ϕ− U cos ϕ · t,
ỹ = x sin ϕ + y cos ϕ− U sin ϕ · t.

(3.39)
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Â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîëå ñêîðîñòåé (3.34) ïåðåõîäèò â

ũ1 = (v(n10/n1s − 1), 0) , ũ2 = (v(n20/n2s − 1), 0) , (3.40)

à ïðîôèëè ïëîòíîñòè ïðèíèìàþò âèä

ñ1s = n10f(ζ), ñ2s = n20f(ζ),

f(ζ) = 1− 1− (
v2/c2

+
)

ch2
[√

c2
+ − v2ζ

] , ζ = x̃− vt,
(3.41)

ãäå ñêîðîñòü ñîëèòîíà â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàâíà

v =
U√

1 + a2
. (3.42)

Äàëåå, ìû îïóñòèì òèëüäû, îòíîñÿùèåñÿ ê íîâûì âåëè÷èíàì.
Ðàññìîòðèì ìàëûå âîçìóùåíèÿ ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ

ψ1 = ψ1s(ζ) + (ψ′1 + iψ′′1) exp (iφ1s(ζ)− iµ1t) ,

ψ2 = ψ2s(ζ) + (ψ′2 + iψ′′2) exp (iφ2s(ζ)− iµ2t) ,
(3.43)

ãäå íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ζ = x− vt,

ψjs =
√

njs exp (iφjs(ζ)− iµjt) , (3.44)

à ôàçà φjs ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ óðàâíåíèåì

∂φjs

∂ζ
= v

(
nj0

njs
− 1

)
. (3.45)

Âîçìóùåíèÿ ψ′ è iψ′′ çàâèñÿò îò y è t êàê exp(ipy +Γt). Ïîäñòàíîâêà âû-
ðàæåíèÿ (3.43) â (3.2) è èõ äàëüíåéøàÿ ëèíåàðèçàöèÿ ïî ìàëûì âîçìó-
ùåíèÿì ψ′ è iψ′′ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ




A1 −LI1 0 0

LR1 A1 B 0

0 0 A2 −LI2

B 0 LR2 A2







ψ′1
ψ′′1
ψ′2
ψ′′2




= Γ




ψ′1
ψ′′1
ψ′2
ψ′′2




, (3.46)
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Ðèñ. 3.6: Äâå íåóñòîé÷èâûå âåòâè çàêîíà äèñïåðñèè Γ(p) ìàëûõ âîçìóùåíèé âäîëü
ñîëèòîíà. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Γ ïîêàçàíà êðåñòèêàìè, à ìíèìàÿ � òî÷êàìè. Ïà-
ðàìåòðû çàäà÷è: g11 = 1, g22 = 1.6, g12 = 0.1, n10 = 1, n20 = 0.6.

Aj ≡ vnj0njs,ζ

2n2
js

− vnj0

njs

∂

∂ζ
,

B ≡ −2g12
√

n1sn2s,

LIj ≡ 1

2

∂2

∂ζ2 −
1

2

n2
j0v

2

n2
js

+
1

2
(v2 − p2)− gjjnjs − gljnls + µj,

LRj ≡ 1

2

∂2

∂ζ2 −
1

2

n2
j0v

2

n2
js

+
1

2
(v2 − p2)− 3gjjnjs − gljnls + µj,

j = 1, 2, l = 1, 2, l 6= j.

(3.47)

Ñèñòåìà (3.46) îïðåäåëÿåò çàêîí äèñïåðñèè Γ1,2(p) ìàëûõ âîçìóùåíèé,
äâèæóùèõñÿ âäîëü ñîëèòîíà. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò íàëè÷èå
äâóõ íåóñòîé÷èâûõ âåòâåé (ðèñ.3.6). Ïåðåõîä ê êîíâåêòèâíîé íåóñòîé-
÷èâîñòè äîëæåí áûòü èçó÷åí îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç âåòâåé.

Âîçâðàùàÿñü â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ äâèæóùèìñÿ ïðåïÿò-
ñòâèåì, ïîëó÷èì çàêîí äèñïåðñèè

ω1,2(p) = Usp + iΓ(p, v), (3.48)
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ãäå Us = v sin ϕ ≡ aU/
√

1 + a2 � êîìïîíåíòà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ âäîëü ñî-
ëèòîíà. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñîëèòîí ñòàíî-
âèòñÿ êîíâåêòèâíî íåóñòîé÷èâûì, îïðåäåëÿþòñÿ èç òåõ æå ñîîòíîøåíèé,
êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â ãëàâå 2 (ñì. ôîðìóëû (2.74)�(2.79)). Êðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè âäîëü ñîëèòîíà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî
p = p(ω) èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ, ò.å. dω/dp = 0. Îòêóäà ïîëó÷àåì

Us = −i
dΓ

dp

∣∣∣∣
p=pcr

, (3.49)

À pcr îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
d2Γ

dp2

∣∣∣∣
p=pcr

= 0 (3.50)

äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ñîëèòîíà v, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì pcr(v).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (3.49), ïîëó÷èì ôóíêöèþ Us(v). Êîãäà ýòà
ôóíêöèÿ èçâåñòíà, íàéäåì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

v =
U√

1 + a2
, Us = U sin ϕ =

Ua√
1 + a2

= av, (3.51)

êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû íàêëîíà è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ,

acr(v) =
Us(v)

v
, (3.52)

U(v) = v
√

1 + a2
cr(v), (3.53)

êàê ôóíêöèþ îò v äëÿ âñåõ çíà÷åíèé â èíòåðâàëå (0 < v < c+). Â ðå-
çóëüòàòå, ìû ïîëó÷èëè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàâèñèìîñòü U(a) äëÿ
êðèâîé, ðàçäåëÿþùåé îáëàñòè àáñîëþòíîé è êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâî-
ñòåé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ âåêòîðíîãî ñîëèòîíà. Äâå òàêèå êðèâûå
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.7, ãäå îáëàñòü êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè íàõî-
äèòñÿ íàä îáåèìè êðèâûìè. Èç ðèñóíêîâ ñëåäóåò, ÷òî òåìíûå ñîëèòîíû ñ
ëþáûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà íàêëîíà a ñòàíîâÿòñÿ êîíâåêòèâíî íåóñòîé-
÷èâûìè ïðè çíà÷åíèè ñêîðîñòè ïðåâûøàþùåé ïðèìåðíî ∼ 1.5.

Îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Â ìàíàêîâñêîì ïðåäåëå ÷èñëåííûé
ñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî âòîðàÿ íåóñòîé÷èâàÿ âåòâü â ñïåêòðå ìàëûõ âîçìó-
ùåíèé ïðîïàäàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ïðåäåëå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà
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Ðèñ. 3.7: Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè àáñîëþòíîé è êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòåé
âåêòîðíûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ â äâóõêîìïîíåíòíîì êîíäåíñàòå ñ ïàðàìåòðàìè g11 = 1,
g22 = 1.6, g12 = 0.1, n10 = 1, n20 = 0.6. Ñêîðîñòè çâóêà ðàâíû c+ = 1.03, c− =

0.95. Êâàäðàòû è êðóæêè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ðàçíûì íåóñòîé÷èâûì ìîäàì. Òåìíûé
ñîëèòîí ñòàíîâèòñÿ êîíâåêòèâíî íåóñòîé÷èâûì (ò.å. ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûì) íàä
îáåèìè êðèâûìè U > ucr

∼= 1.5.

êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè àáñîëþòíîé è êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâî-
ñòåé ñîëèòîíà.

Ðàññìîòðåííàÿ â ýòîé ãëàâå âîëíîâàÿ êàðòèíà ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â
îïòèêå ïðè äèôðàêöèè ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå. Â ïðåäûäóùåé ãëà-
âå ðàññìîòðåíà äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïàäåíèè íà
ïðîâîëî÷êó ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîãî ïó÷êà, ïîëÿðèçàöèÿ êîòîðîãî íå
ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Åñëè ïó÷îê íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàí-
íûì, òî â íåëèíåéíîé ñðåäå îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê äâà ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííûõ ïó÷êà, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé íåëèíåéíûì
îáðàçîì. Â îáùåì ñëó÷àå èõ ðàñïðîñòðàíåíèå îïèñûâàåòñÿ ñëîæíîé ñè-
ñòåìîé ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [33, 61]). Íî
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü.
Òàê, äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîãî äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ â ïðèíåáðåæåíèè ðàçíî-
ñòüþ ìåæäó ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè êîìïîíåíò è â îòñóòñòâèå îáìåíà
ýíåðãèåé ìåæäó êîìïîíåíòàìè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê âåêòîðíîìó óðàâíå-
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íèþ Øðåäèíãåðà, àíàëîãè÷íîìó (3.2). Ðàññìîòðåâ â òàêîé ñðåäå äèôðàê-
öèþ ïó÷êà ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå, ðàñïîëîæåííîé ïîä íåáîëüøèì
óãëîì ïî íàïðàâëåíèþ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ èçëó÷åíèÿ, ìû ïðèäåì ê âîë-
íîâîé êàðòèíå, îïèñàííîé â äàííîé ãëàâå.

3.4 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ãëàâå ïîñòðîåíà âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ â äâóìåð-
íîé ãåîìåòðèè ïðè îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ äâóõêîìïîíåíòíûì áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå äâóõ âåòâåé â çà-
êîíå äèñïåðñèè ëèíåéíûõ âîëí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîåé ñêîðî-
ñòüþ çâóêà, ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî êîíóñîâ
Ìàõà. Ñíàðóæè êàæäîãî èç êîíóñîâ Ìàõà íàõîäÿòñÿ �êîðàáåëüíûå âîë-
íû�, êîòîðûå, íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïðåïÿòñòâèÿ, îïèñûâàþòñÿ ëè-
íåéíûì ïðèáëèæåíèåì äâóõ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî.
Îòìå÷åíî, ÷òî ïðè îñîáîì âûáîðå êîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà óðàâ-
íåíèÿ ÃÏ ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå Ìàíàêîâà, àìïëèòóäà âíóò-
ðåííåé êîðàáåëüíîé âîëíû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïîêàçàíî, ÷òî âíóòðè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà íàõîäÿòñÿ íàêëîííûå
âåêòîðíûå òåìíûå ñîëèòîíû. Îíè ìîäóëèðóþòñÿ âíóòðåííåé êîðàáåëü-
íîé âîëíîé è ïðè ýòîì ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ÷àñòíî-
ãî ñëó÷àÿ ðàâåíñòâà õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîôèëåé íàêëîííûõ âåêòîðíûõ ñîëèòîíîâ. Èññëåäîâà-
íà óñòîé÷èâîñòü äàííûõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñïåêòðå íåóñòîé÷è-
âîñòåé ïîÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ íåóñòîé÷èâàÿ âåòâü. Ïåðåõîä îò àáñîëþòíîé
íåóñòîé÷èâîñòè ê êîíâåêòèâíîé èçó÷åí îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç âåòâåé.
Ïîñòðîåíû êðèâûå óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ: ñêîðîñòü
òå÷åíèÿ, íàêëîí ñîëèòîíà. Ñîëèòîíû, ïàðàìåòðû êîòîðûõ îêàçûâàþòñÿ
íàä ýòèìè êðèâûìè, ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûìè è äîñòóïíûìè
äëÿ íàáëþäåíèÿ. Ñîëèòîíû, îêàçàâøèåñÿ ïîä ýòèìè êðèâûìè, ÿâëÿþò-
ñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûìè è íå ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ. Âìåñòî íèõ
áóäóò íàáëþäàòüñÿ âèõðåâûå ïàðû. Ïîêàçàíî, ÷òî, êàê è â îäíîêîìïî-
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íåíòíîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðûé
ñîëèòîíû ñòàíîâÿòñÿ ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûìè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ.

Óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àíàëîãè÷íàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ ïðè äèôðàêöèè ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷êå â îïòè÷åñêè
íåëèíåéíîé ñðåäå ñ äâóëó÷åïðåëîìëåíèåì.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñòàöèîíàðíîé
âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè áîçå-
ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ. Ïðåäëîæåíà ïðèíöèïèàëü-
íàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûé ïîçâîëèë áû íàáëþäàòü àíàëîãè÷íóþ
âîëíîâóþ êàðòèíó â îïòèêå ïðè äèôðàêöèè ñâåòà íà òîíêîé ïðîâîëî÷-
êå. Ðàññ÷èòàíà ñòðóêòóðà òàêîé äèôðàêöèîííîé êàðòèíû. Ïîñòðîåííàÿ
òåîðèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé îáòåêàíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ äâóõêîìïîíåíòíîé
ñðåäîé. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå âûâîäû ïî ãëàâàì.

1. Îñíîâíûå âûâîäû ïî ïåðâîé ãëàâå:
Ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì öèëèíäðè÷åñêîãî

ïðåïÿòñòâèÿ âîçíèêàþùàÿ ñòàöèîíàðíàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà ðàçäåëåíà êî-
íóñîì Ìàõà íà äâå îáëàñòè, îáëàäàþùèå ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Âî
âíåøíåé îáëàñòè ðàñïîëîæåíû �êîðàáåëüíûå âîëíû�, êîòîðûå íà äîñòà-
òî÷íîì óäàëåíèè îò ïðåïÿòñòâèÿ îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíîé òåîðèåé. Ýòè
âîëíû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• èõ àìïëèòóäà ñïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò ïðåïÿòñòâèÿ êàê
∼ 1/

√
r;

• äëèíû âîëí â âîëíîâîé ñòðóêòóðå çàâèñÿò îò ÷èñëà Ìàõà êàê ∼
1/
√

M 2 − 1.

2. Îñíîâíûå âûâîäû ïî âòîðîé ãëàâå:
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Äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè äèôðàêöèè ñâåòà íà òîí-
êîé ïðîâîëî÷êå, ðàñïîëîæåííîé ïîä íåáîëüøèì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ
ñâåòà â ñðåäå ñ îòðèöàòåëüíîé íåëèíåéíîé äîáàâêîé ê ïîêàçàòåëþ ïðå-
ëîìëåíèÿ, èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ
ïðè îáòåêàíèè áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì ïðåïÿòñòâèÿ: âíóòðè
êîíóñà Ìàõà ðàñïîëîæåíû íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû, à ñíàðóæè �êîðàáåëü-
íûå âîëíû�. Âèä çàâèñèìîñòè íåëèíåéíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îò
èíòåíñèâíîñòè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ñòðóêòóðó �êîðàáåëüíûõ âîëí�,
íî âëèÿåò íà èõ ðàçìåðû è íà ðàñòâîð óãëà Ìàõà.

Ïðîôèëè îïòè÷åñêèõ íàêëîííûõ òåìíûõ ñîëèòîíîâ ìîãóò áûòü ïî-
ñòðîåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âèäà íåëèíåéíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ.
Îíè ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà íà âèõðè. Ïðè íàëè-
÷èè �òå÷åíèÿ� âäîëü ñîëèòîíîâ ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ îíè ìîãóò
ïåðåõîäèòü â ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûå. Ñóùåñòâóåò óãîë íàêëîíà ïðîâî-
ëî÷êè îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà, ïðè êîòîðîì
íàêëîííûå îïòè÷åñêèå ñîëèòîíû ñòàíîâÿòñÿ ýôôåêòèâíî óñòîé÷èâûìè
ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ ïàðàìåòðàõ ñîëèòîíà. Âåëè÷èíà ýòîãî óãëà çàâè-
ñèò îò âèäà íåëèíåéíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ.

3. Îñíîâíûå âûâîäû ïî òðåòüåé ãëàâå:
Âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îáòåêàíèè ïðåïÿòñòâèÿ äâóõ-

êîìïîíåíòíûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîíäåíñàòîì, ñîäåðæèò êîðàáåëü-
íûå âîëíû è âåêòîðíûå òåìíûå ñîëèòîíû. Íàëè÷èå â çàêîíå äèñïåðñèè
ëèíåéíûõ âîëí äâóõ âåòâåé ñ äâóìÿ ñêîðîñòÿìè çâóêà ïðèâîäèò ê ñóùå-
ñòâîâàíèþ äâóõ êîíóñîâ Ìàõà ñî ñâîèìè �êîðàáåëüíûìè âîëíàìè�. Òåì-
íûå ñîëèòîíû ðàñïîëîæåíû âíóòðè âíåøíåãî êîíóñà Ìàõà è ñîñóùåñòâó-
þò ñ âíóòðåííåé êîðàáåëüíîé âîëíîé. Ìîäóëÿöèÿ ñîëèòîíà êîðàáåëüíîé
âîëíîé íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå åãî óñòîé÷èâîñòè. Ñïåêòð ïðîäîëüíûõ ëè-
íåéíûõ âîçìóùåíèé âåêòîðíîãî ñîëèòîíà îáëàäàåò äâóìÿ íåóñòîé÷èâû-
ìè âåòâÿìè. Êàæäîé èç íèõ â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñîîò-
âåòñòâóåò êðèâàÿ óñòîé÷èâîñòè, îáîçíà÷àþùàÿ ïåðåõîä îò àáñîëþòíîé
íåóñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíà ê êîíâåêòèâíîé.
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Áëàãîäàðíîñòè

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ, ä.ô.-ì.í., Êàì÷àòíîâó Àíàòîëèþ Ìèõàéëîâè÷ó, ïîä ðóêîâîäñòâîì
êîòîðîãî ÿ âîøåë â íàñòîÿùóþ íàó÷íóþ æèçíü, ïîëíóþ çàãàäîê è íåîæè-
äàííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷èòü êîòîðûå ìîæíî òîëüêî ÷åðåç óïîðíûé è êðî-
ïîòëèâûé òðóä. Àíàòîëèé Ìèõàéëîâè÷, îáëàäàÿ áîëüøîé ýðóäèöèåé, íà
ïðîòÿæåíèè øåñòè ëåò íàñòîé÷èâî è òåðïåëèâî âêëàäûâàë â ìåíÿ ñâîè
çíàíèÿ. Ðåãóëÿðíûå îáñóæäåíèÿ øèðîêîãî êðóãà âîïðîñîâ ñïîñîáñòâîâà-
ëè ðàçâèòèþ ìîåãî èíòåðåñà ê èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Àâòîð áëàãîäàðèò çàâåäóþùåãî òåîðåòè÷åñêèì îòäåëîì ÈÑÀÍ, ïðî-
ôåññîðà Àãðàíîâè÷à Âëàäèìèðà Ìîèñååâè÷à çà äîáðîå îòíîøåíèå è ïîä-
äåðæêó.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ê.ô.-ì.í., ïðåäñåäàòåëþ ñîâåòà ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ ÈÑÀÍ, Àíäðåþ Íàóìîâó çà âñåñòîðîííþþ ïîìîùü è ïîä-
äåðæêó.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ôèçè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó ÌÃÓ èì.
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è êàôåäðå Îáùåé ôèçèêè è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, äàâ-
øèõ ìíå ïóòåâêó â íàó÷íóþ æèçíü.

Àâòîð áëàãîäàðèò ôîíäû ÐÔÔÈ è �Äèíàñòèÿ� çà ôèíàíñîâóþ ïîä-
äåðæêó, ïîçâîëèâøóþ ïëîäîòâîðíî ðàáîòàòü âî âðåìÿ ó÷åáû â àñïèðàí-
òóðå.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîèõ ðîäèòåëåé, Àíòîíîâó Ãàëèíó Ôåäîðîâíó è
Ãëàäóøà Ãåííàäèÿ Ãðèãîðüåâè÷à. Îíè íå òîëüêî äàëè ìíå æèçíü, íî
è ñîçäàëè âñå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ÿ ìîã ïîñâÿòèòü åå ëþáèìîìó
è èíòåðåñíîìó äåëó. Èõ îïûò è çíàíèÿ ïîìîãëè ìíå èçáåæàòü ìíîãèõ
òðóäíîñòåé è ñïîñîáñòâîâàëè ìîåìó äâèæåíèþ âïåðåä.

Òàêæå âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó ñòàðøåìó áðàòó, ê.ô.-ì.í., Ãëà-
äóøó Ìàêñèìó Ãåííàäüåâè÷ó, êîòîðûé, ïðîõîäÿ ðàçëè÷íûå ýòàïû æèç-
íåííîãî ïóòè ðàíüøå ìåíÿ, íà îñíîâàíèè ñâîåãî îïûòà âñåãäà ïîìîãàë
ìíå ñîâåòîì è äåëîì.
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