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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

ßâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè âûçûâàåò íåèçìåííûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé óæå áîëåå

ñòà ëåò, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ Õåéêå Êàìåðëèíã�

Îííåñîì [1] â 1911 ãîäó. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ýòîãî èíòåðåñà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ðàçíîîáðàçèå

ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñâåðõïðîâîäíèêàìè, íî è îòêðûâàþùèåñÿ âîçìîæíîñòè

èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îáùåïðèçíàí�

íûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè, êàê ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ, ðàç�

âèòûõ Ôðèöåì è Õàéíöåì Ëîíäîíàìè [2], à çàòåì â 1950 ãîäó Ë. Ä. Ëàíäàó è Â. Ë. Ãèíçáóðãîì

[3], òàê è ìèêðîñêîïè÷åñêèõ (íàïðèìåð, òåîðèÿ Áàðäèíà, Êóïåðà èØðèôôåðà [4]). Êàê ñëåäó�

åò èç ïîñëåäíåé, ÿâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ îòêðûòèåì ýíåðãåòè÷åñêîé

ùåëè ∆ â ñïåêòðå êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ïðè ïåðåõîäå

ìåòàëëà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå. Îäíîé èç îïðåäåëÿþùèõ îñîáåííîñòåé ñâåðõïðîâîä�

íèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèå èìè èäåàëüíî äèàìàãíèòíûõ ñâîéñòâ, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûõ îò

ïðåäïîëàãàâøèõñÿ èçíà÷àëüíî ñâîéñòâ èäåàëüíûõ ïðîâîäíèêîâ. Ïîýòîìó âàæíûì íàïðàâëå�

íèåì èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè ñòàëî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñîåäèíåíèé â

ìàãíèòíîì ïîëå H, íà÷àòîå ýêñïåðèìåíòàëüíî Êàìåðëèíã-Îííåñîì [5] âñêîðå ïîñëå îòêðû�

òèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñèëüíîå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ïðèâîäèò

ê ðàçðóøåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, êíèãó Â. Â. Øìèäòà [6]) êàê âñëåäñòâèå

îðáèòàëüíîãî ýôôåêòà ðàñïàäà êóïåðîâñêèõ ïàð çà ñ÷¼ò ñèëû Ëîðåíöà, òàê è èç-çà ïåðåâîðî�

òà ñïèíà ýëåêòðîíîâ, âõîäÿùèõ â êóïåðîâñêóþ ïàðó, ìàãíèòíûì ïîëåì. Îäíàêî ïðè ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ ïîëÿ H â ñâåðõïðîâîäíèêàõ íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà [7], çà�

êëþ÷àþùèéñÿ â ýêðàíèðîâêå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñðàâíèòåëüíî ìàëîì ðàññòîÿíèè,

íàçûâàåìîì ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ λS, âáëèçè ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî îáðàçöà è

âûòàëêèâàíèè ýòîãî ïîëÿ èç îäíîñâÿçíîãî îáðàçöà ïðè ïåðåõîäå â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿ�

íèå. Ïðè äîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ, ñâåðõïðîâîäíèê ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå,

ïðè êîòîðîì îäíîâðåìåííî ñîñóùåñòâóþò íîðìàëüíûå è ñâåðõïðîâîäÿùèå îáëàñòè. Ñâåðõ�

ïðîâîäíèêè ïåðâîãî ðîäà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûì ïåðåõîäîì â òàêîå ñîñòîÿíèå

ñ îáðàçîâàíèåì çàðîäûøåé íîðìàëüíîé ôàçû êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Êîíôèãóðàöèÿ íîðìàëü�

íûõ îáëàñòåé ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé îáðàçöà è ìîæåò èìåòü äîâîëüíî ñëîæíóþ

ñòðóêòóðó. Â ñâåðõïðîâîäíèêàõ âòîðîãî ðîäà ýíåðãèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæäó íîðìàëüíîé è

ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçàìè îòðèöàòåëüíà. È ïðè ïðèëîæåíèè ìàãíèòíûõ ïîëåé ñ àìïëèòóäîé

áîëüøå òàê íàçûâàåìîãî íèæíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc1 ýòè ñîåäèíåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ
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ïðîíèêíîâåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäå êâàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φ0 = π~c/e ≃ 2.07 ·10−7

Ãñ·ñì2 ñ îäíîâðåìåííûì âîçáóæäåíèåì ñâåðõïðîâîäÿùèõ âèõðåâûõ òîêîâ. Òàêàÿ êîíôèãó�

ðàöèÿ òîêîâ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ôàçû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà 2π ïðè

îáõîäå âîêðóã ýòîãî îáðàçîâàíèÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó è íàçûâàåòñÿ âèõðåì Àáðèêîñîâà

[8]. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê ïðîíèêíîâåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ

âèõðåâûõ íèòåé è ïîñòåïåííîìó ïîäàâëåíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåò�

ðà ïîðÿäêà â îáðàçöå. Ïðè ïîëÿõ âûøå âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc2 ïðîèñõîäèò ôàçîâûé

ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà îáðàçöà â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, è ñâåðõïðîâîäèìîñòü èñ÷åçàåò.1

Äðóãîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ ñâåðõïðîâîäíèêîâ (S) ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò

áëèçîñòè [9], êîòîðûé ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè íàíåñåíèè ïëåíêè íîðìàëüíîãî ìåòàëëà (N) íà ñâåðõ�

ïðîâîäíèê. Îñíîâíûì ïðîÿâëåíèåì ýòîãî ýôôåêòà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîå ïîäàâëåíèå ïàðàìåò�

ðîâ ñâåðõïðîâîäíèêà, òàêèõ êàê êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà è àìïëèòóäà ñâåðõïðîâî�

äÿùåé ùåëè, ñ îäíîâðåìåííûì ïðîíèêíîâåíèåì ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé â íîðìàëüíóþ

÷àñòü ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò ãðàíèöû, íà êîòîðîì ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïî�

ðÿäêà ∆ âîññòàíàâëèâàåò ñâî¼ îáú¼ìíîå çíà÷åíèå ∆∞, îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé êîãåðåíòíîñòè

â ñâåðõïðîâîäíèêå ξS, êîòîðàÿ â ñëó÷àå áîëüøèõ äëèí ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ℓ ≫ ξS âûðà�

æàåòñÿ ôîðìóëîé ξS = ~vS/∆∞ ÷åðåç ñêîðîñòü Ôåðìè vS ñâåðõïðîâîäíèêà è ïðèâåä¼ííóþ

ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ~. Ìàñøòàá ïðîíèêíîâåíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â íîðìàëüíóþ îáëàñòü

îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà äëèíû êîãåðåíòíîñòè â íåé ξN = ~vN/T , ãäå T , vN � òåìïåðàòóðà è

ñêîðîñòü Ôåðìè ìåòàëëà. Áëàãîäàðÿ ýôôåêòó áëèçîñòè â N/S - êîíòàêòå ìîæåò ïðîèñõîäèòü

êîíâåðñèÿ íîðìàëüíîãî êâàçè÷àñòè÷íîãî òîêà, âòåêàþùåãî â ñâåðõïðîâîäíèê, â ñâåðõòåêó÷èé

òîê (ñâåðõòîê) êóïåðîâñêèõ ïàð â S-îáëàñòè. Òàêàÿ êîíâåðñèÿ íîñèò íàçâàíèå àíäðååâñêîãî

îòðàæåíèÿ [10�12] è ïðîèñõîäèò ïðè ïàäåíèè ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèÿìè E ìåíüøå àìïëèòóäû

ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè E < ∆ íà ñâåðõïðîâîäíèê ñ îäíîâðåìåííûì îòðàæåíèåì êâàçè÷àñòèö

òèïà �äûðêà� ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ è çàðÿäîì â N-îáëàñòü.

Îäíî èç âàæíûõ ñëåäñòâèé ýôôåêòà áëèçîñòè áûëî ïðåäñêàçàíî â 1968 ãîäó Óèëüÿ�

ìîì Ìàêìèëëàíîì [13]. Ñîñòîèò îíî â òîì, ÷òî â òîíêîé ïë¼íêå íîðìàëüíîãî ìåòàëëà ñ

òîëùèíîé d ãîðàçäî ìåíüøå äëèíû êîãåðåíòíîñòè d≪ ξN çà ñ÷¼ò ýôôåêòà áëèçîñòè ñî ñâåðõ�

ïðîâîäíèêîì â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè íàâîäèòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü ∆ind

â ñïåêòðå êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé. Ýòà ùåëü íàðÿäó ñî ñîáñòâåííîé ùåëüþ ∆ > ∆ind â

ñâåðõïðîâîäíèêå ôîðìèðóåò äîïîëíèòåëüíóþ îñîáåííîñòü â çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿ�

1 Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ðàññìîòðåíèè ìû íå ó÷èòûâàåì íàëè÷èå ãðàíèö è ãîâîðèì ïðî îáú�

¼ìíóþ ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ âïëîòü äî òðåòüåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ â îòñóòñòâèå îáú¼ìíîé

ñâåðõïðîâîäèìîñòè, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñâåðõïðîâîäÿùèå êàíàëû, ïðèæàòûå ê êðàÿì îáðàçöà.
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íèé îò ýíåðãèè êàê â ñâåðõïðîâîäíèêå, òàê è â íîðìàëüíîé ïë¼íêå. Êðîìå òîãî, èìåííî ýòîé

íàâåä¼ííîé ùåëüþ îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèé òîê äæîçåôñîíîâñêîãî SNS-êîíòàêòà [14].

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëè ïîëó÷åíû ñîåäèíåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðå�

äåëüíûì ñëó÷àåì òîíêèõ ïë¼íîê, ðàññìîòðåííûõ Ìàêìèëëàíîì. Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ

òàêèõ ñîåäèíåíèé ìîæíî íàçâàòü îäíîàòîìíûé ñëîé êðèñòàëëà ãðàôèòà, íàçâàííûé àâòîðà�

ìè, âïåðâûå ïîëó÷èâøèìè åãî â 2004 ãîäó [15], ãðàôåíîì (graphene). Òåîðåòè÷åñêîå èçó÷å�

íèå ãðàôåíà êàê ñëîÿ ãðàôèòà íà÷àëîñü ñ ðàáîòû Ôèëèïïà Ðàññåëà Óîëëîñà [16] çàäîëãî

äî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîëó÷åíèÿ. Ãðàôåí � ýòî ìîíîñëîé àòîìîâ óãëåðîäà, óïàêîâàííûõ

ïîñðåäñòâîì sp2 - ãèáðèäèçàöèè îðáèòàëåé â äâóìåðíóþ ãåêñàãîíàëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ

ðåø¼òêó Áðàâå ñ áàçèñîì èç 2 ïîäðåø¼òîê. Ãðàôåí èìååò êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñòðóêòó�

ðû ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà â òî÷êàõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ âàëåíòíîé çîíû è çîíû ïðîâîäèìîñòè

â óãëàõ øåñòèóãîëüíîé çîíû Áðèëëþýíà è ëèíåéíóþ äèñïåðñèþ ýëåêòðîííûõ âîçáóæäåíèé

(ñì. Ðèñ. 1à). Áëàãîäàðÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíè÷åñêèõ òî÷åê, ñâÿçàííûõ âåêòîðîì îáðàòíîé

ðåø¼òêè ãðàôåíà (ñì. áåëûå è ÷¼ðíûå êðóãè íà Ðèñ. 1à), ÷àùå âñåãî íèçêîýíåðãåòè÷åñêóþ

äèñïåðñèþ ãðàôåíà ðàññìàòðèâàþò âáëèçè äâóõ íåýêâèâàëåíòíûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ K è

K′ = −K. Ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, ñîáðàííûå â îêðåñòíîñòè óêàçàííûõ âåêòîðîâ èç îòäåëüíûõ

Ôåðìè-ëèñòîâ âáëèçè ýêâèâàëåíòíûõ óãëîâ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà, íàçûâàþòñÿ äîëèíàìè.

Äèñïåðñèÿ òèïà óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö îïðåäåëÿåò âûñîêóþ ïîäâèæíîñòü íîñèòåëåé

çàðÿäà â ãðàôåíå [17] (äî 2 ·105 ñì2/Â·ñ) è íåòðèâèàëüíûå ìîäèôèêàöèè ìàãíèòíûõ ÿâëåíèé,

òàêèå êàê ïîëóöåëûé êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà è íåýêâèäèñòàíòíûå óðîâíè Ëàíäàó [18, 19].

Óæå ÷åðåç ãîä ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ãðàôåíà ãðóïïîé Àíäðåÿ Ãåéìà áûëè ïîëó÷åíû îäíîàòîìíûå

ñëîè äðóãèõ ñîåäèíåíèé [20], ïðîÿâëÿþùèõ êàê èçîëÿöèîííûå (BN ,MoS2), òàê è ñâåðõïðîâî�

äÿùèå ñâîéñòâà (NbSe2, Bi2Sr2CaCu2Ox). Ïëàíàðíàÿ ãåîìåòðèÿ òðàíñïîðòà âî âñåõ îïèñàí�

íûõ âûøå íèçêîðàçìåðíûõ ñòðóêòóðàõ ñïîñîáñòâóåò ïðèìåíåíèþ èõ â ýëåêòðîíèêå, òàê êàê

ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî âëèÿòü íà òðàíñïîðòíûå è òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñ

ïîìîùüþ ýôôåêòà ïîëÿ (ïðèëîæåíèÿ çàòâîðíîãî íàïðÿæåíèÿ), âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

è ëåãèðîâàíèÿ äðóãèìè ñîåäèíåíèÿìè. Êðîìå òîãî, ìîíîàòîìíûå ñëîè ðàçëè÷íûõ ñîåäèíå�

íèé ÷àùå âñåãî ïðîçðà÷íû â âèäèìîì äèàïàçîíå [21, 22], ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

ñîçäàíèÿ îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íûõ ýëåìåíòîâ ýëåêòðîíèêè.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ íèçêîðàçìåðíîãî òðàíñïîðòà èìååò ìåñòî â òîïîëîãè÷å�

ñêèõ èçîëÿòîðàõ (ÒÈ), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ áûëî ïðåäñêàçàíî â ðàáîòàõ [23, 24]. Îñíîâ�

íîé îñîáåííîñòüþ ÒÈ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîÿõ,

óñòîé÷èâûõ ê ñëàáîìó ëîêàëüíîìó áåñïîðÿäêó, âäîëü êîòîðûõ íîñèòåëè çàðÿäà ìîãóò ïåðåìå�

ùàòüñÿ áåç ïîòåðè ýíåðãèè. Ïðè ýòîì îáú¼ìíûé òðàíñïîðò â ýòèõ ñîåäèíåíèÿõ ïðàêòè÷åñêè
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îòñóòñòâóåò. Íåîáû÷íûå ñâîéñòâà ÒÈ ñâÿçàíû ñ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì åãî ãàìèëüòî�

íèàíà (ñì. îáçîð [25] è ñïèñîê öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû â í¼ì). Íåíóëåâîå çíà÷åíèå ýòîé

âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ áåçìàññîâûõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé íà ãðàíèöå îáðàç�

öà íàðÿäó ñ ÷àñòèöàìè ñ êâàäðàòè÷íûì ñïåêòðîì â îáú¼ìå, îòäåë¼ííûì îò óðîâíÿ Ôåðìè

ùåëüþ. Ïðè÷¼ì íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ìîä îïðåäåëÿåò ïðîåêöèþ

ñîáñòâåííîãî óãëîâîãî ìîìåíòà (ñïèíà) [26]. Ùåëü â îáú¼ìíîì ñïåêòðå ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæ�

äåíèé è ñâîéñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òîêîíåñóùèõ ìîä íà ãðàíèöå óñòîé÷èâî ê ñëàáûì ëîêàëüíûì

âîçìóùåíèÿì [27], íå íàðóøàþùèì ñèììåòðèþ îáðàùåíèÿ âðåìåíè: èñ÷åçíîâåíèå ïîâåðõíîñò�

íûõ ñîñòîÿíèé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîæåò ïðîèñõîäèòü ëèøü îäíîâðåìåííî ñ

çàêðûòèåì ùåëè â ñïåêòðå â îáú¼ìå [28]. Ýêñïåðèìåíòàëüíî êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ òàêîãî òèïà

áûëè îáíàðóæåíû â êâàíòîâûõ ÿìàõ íà îñíîâå CdHgTe [27]. Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå áåçìàññî�

âûå ïðèïîâåðõíîñòíûå âîçáóæäåíèÿ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì òèïà Äèðàêà [29], ðåàëèçóþòñÿ,

íàïðèìåð, â ñîåäèíåíèÿõ âèñìóòà Bi1−xSbx [30], Bi2Se3 [31] è Bi2Te3 [32], íàçâàííûõ òð¼õ�

ìåðíûìè (3D) òîïîëîãè÷åñêèìè èçîëÿòîðàìè. À ñâÿçü íàïðàâëåíèÿ òîêà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé

ñî ñïèíîì äà¼ò âîçìîæíîñòü íàéòè äëÿ íèõ ïðèìåíåíèå â ñïèíòðîíèêå.

Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå êàê ãðàôåíà, òàê è â ÒÈ, â ýëåêòðîííûõ óñòðîé�

ñòâàõ çàòðóäíåíî. Îòñóòñòâèå çàïðåù¼ííîé çîíû â ãðàôåíå è íàëè÷èå êîíè÷åñêèõ îñîáåííî�

ñòåé â åãî ñïåêòðå íå ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ïîäàâèòü êâàçè÷àñòè÷íûé òîê èç-çà êëåéíîâñêîãî

òóííåëèðîâàíèÿ, ïîýòîìó íàïðÿìóþ åãî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ïðè ñîçäàíèè ïîëåâûõ òðàíçè�

ñòîðîâ. Òîïîëîãè÷åñêèå èçîëÿòîðû, ê ñîæàëåíèþ, ìîãóò ïåðåíîñèòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå

òðàíñïîðòíûå òîêè èç-çà ìàëîé øèðèíû çàïðåù¼ííîé çîíû îáú¼ìíîãî ñïåêòðà.

Êðîìå òîãî, ìàëûå ðàçìåðû íàíîñòðóêòóð è æ¼ñòêèå òðåáîâàíèÿ ê îòâîäó òåïëà îò

íèõ çàñòàâëÿþò èñïîëüçîâàòü íèçêèå òåìïåðàòóðû è ñâåðõïðîâîäÿùèå êîíòàêòû â ðàññìàòðè�

âàåìûõ ñèñòåìàõ. Îæèäàåòñÿ, ÷òî äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîçâîëÿò

ñîçäàâàòü ýëåêòðîííûå ñõåìû, â êîòîðûõ òîêè áóäóò ïåðåíîñèòüñÿ íîñèòåëÿìè çàðÿäà áåç

ïîòåðè ýíåðãèè, ÷òî äîëæíî, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ êîëè÷åñòâà òåïëà, êîòîðîå

âûðàáàòûâàþò ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû. Ïîýòîìó íàó÷íûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ�

ëÿåò èññëåäîâàíèå ýôôåêòà áëèçîñòè â òàêèõ ñòðóêòóðàõ ñ íèçêîðàçìåðíûì òðàíñïîðòîì

áåç ñîáñòâåííîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñïàðèâàíèÿ.

Îñîáåííîñòè â ñïåêòðå íîðìàëüíûõ âîçáóæäåíèé ãðàôåíà è òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòî�

ðîâ ïðèâîäÿò ê íîâûì ýôôåêòàì ïðè êîíòàêòå èõ ñî ñâåðõïðîâîäíèêàìè. Òàê â ëèòåðàòóðå

ïî èçó÷åíèþ êîíòàêòîâ ÒÈ ñ ñèíãëåòíûìè ñâåðõïðîâîäíèêàìè áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåò�

ñÿ ïîÿâëåíèþ ýôôåêòèâíûõ òðèïëåòíûõ êîððåëÿöèé [33]. Òðèïëåòíûé õàðàêòåð íàâåä¼ííîé

ñâåðõïðîâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèëüíîãî ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ÒÈ.
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Îäíàêî ïðè ýòîì â áîëüøèíñòâå ðàáîò êàê ïî èçó÷åíèþ äâóìåðíûõ (2D) [34�36], òàê è òð¼õ�

ìåðíûõ [33, 37�41] òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðîâ íàâåä¼ííûé ñâåðõïðîâîäÿùèé ïîòåíöèàë êîí�

ñòðóèðóåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè â ïðåäïîëîæåíèè ïðîñòåéøåé åãî ñêàëÿðíîé ñòðóêòóðû áåç

ó÷¼òà çàìåøèâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîäçîí ñïåêòðà ÒÈ ñâåðõïðîâîäÿùèìè êîððåëÿöèÿìè. Îñíîâ�

íîé öåëüþ ýòèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè òàê íàçûâàåìûõ

ìàéîðàíîâñêèõ ôåðìèîíîâ [42], ÷àñòèö, ÿâëÿþùèõñÿ â òî æå âðåìÿ ñâîèìè àíòè÷àñòèöàìè.

Ïî ñëîâàì àâòîðîâ, ýòè ÷àñòèöû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé â êà÷å�

ñòâå ñòðóêòóðíîé åäèíèöû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà. Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå

ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ýòîãî âîïðîñà. Â ëèòåðàòóðå áûëî ïðåäñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàéî�

ðàíîâñêèõ ôåðìèîíîâ êàê âáëèçè öåíòðîâ âèõðåé â êèðàëüíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ [43], òàê è

íà ãðàíèöå íîðìàëüíîãî ìåòàëëà è òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðî�

âîäèìîñòüþ [33]: íà ïëîñêîé ãðàíèöå è â âèõðå Àáðèêîñîâà [44, 45].

Ïîëíîå ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â 2D ñèñòåìå

ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Å¼ ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ñøèâêè âîëíîâûõ ôóíêöèé

ïîäñèñòåì ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è ïîâåðõíîñòÿìè Ôåðìè.

Îäíî èç ïåðâûõ ðåøåíèé ýòîé ïðîáëåìû ïðèâåäåíî â ðàáîòå À. Ô. Âîëêîâà ñ ãîëëàíäñêè�

ìè ñîàâòîðàìè 1995 ãîäà [14]. Â ýòîé ñòàòüå áûë ðàññìîòðåí äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò ñ

äâóìåðíûì ýëåêòðîííûì ãàçîì (ÄÝÃ) â êà÷åñòâå íîðìàëüíîé ïðîñëîéêè è â ðàìêàõ ïðè�

áëèæåíèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû îáåèõ ïîäñèñòåì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñâåðõòåêó÷èé òîê â ýòîì

êîíòàêòå îïðåäåëÿåòñÿ ùåëüþ â ñïåêòðå ÄÝÃ, íàâåä¼ííîé ñ ïîìîùüþ ýôôåêòà áëèçîñòè. Ïðè

ýòîì ñøèâêà âîëíîâûõ ôóíêöèé ñâåðõïðîâîäíèêà è ÄÝÃ áûëà ïðîèçâåäåíà ïî íåïðåðûâíî�

ñòè ñ ó÷¼òîì äåëüòà-ôóíêöèîíàëüíîãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî ïîäñèñòåìû è îäíîðîäíîãî

â ïëîñêîñòè êîíòàêòà. Îáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé ìíîãîçîííûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ

ðàññìîòðåíî â ðÿäå ðàáîò [46, 47], ãäå äëÿ ñøèâêè âîëíîâûõ ôóíêöèé áûëè ïðèìåíåíû ôå�

íîìåíîëîãè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà àìïëèòóäû ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûå íà ãðàíèöå

íîðìàëüíîãî ìåòàëëà è ìíîãîçîííîãî ñâåðõïðîâîäíèêà. Îäíàêî âîïðîñ ïðèìåíèìîñòè ýòèõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îñòà¼òñÿ îòêðûòûì, ïîñêîëüêó îíè íå èìåþò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìèêðî�

ñêîïè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ.

Äðóãîé êëàññ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ñøèâêè âîëíîâûõ

ôóíêöèé ñâåðõïðîâîäíèêà è íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìû îñíîâàí íà ìåòîäå òóííåëüíîãî ãàìèëü�

òîíèàíà è ðàçâèò â ðàáîòàõ [48, 49] äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðà ñîñòîÿíèé â ñâåðõïðîâîäíèêå, ëîêà�

ëèçîâàííûõ íà ðåçîíàíñíîé ïðèìåñè. Ìåòîä òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà øèðîêî ïðèìåíÿåò�

ñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè íå òîëüêî âáëèçè óåäèí¼ííûõ ïðèìåñåé,

íî è â îáú¼ìíûõ íîðìàëüíûõ ñèñòåìàõ (ñì., íàïðèìåð, [50�52]). Îí ïîçâîëÿåò îïèñàòü âçàè�
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ìîäåéñòâèå ìåæäó ñèñòåìàìè ñ ðàçëè÷íûìè çîííûìè ñòðóêòóðàìè è ïîâåðõíîñòÿìè Ôåðìè ñ

ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó ïîäçîíàìè èõ ñïåêòðîâ. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿ�

þòñÿ êàê ðåø¼òî÷íûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, òàê è íåïðåðûâíîå

îïèñàíèå ïîäñèñòåì â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå. Â ðåø¼òî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè êðèñòàëëè÷å�

ñêèå ðåø¼òêè S è N ïîäñèñòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àùå âñåãî èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûìè, êîãäà

êâàçèèìïóëüñ âäîëü ãðàíèöû ðàçäåëà ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòîò ìåòîä ïðèìåí¼í â òîì ÷èñëå äëÿ

îïèñàíèÿ SN-êîíòàêòîâ ñ òàêèìè ìíîãîçîííûìè ìàòåðèàëàìè, êàê ÒÈ [53�55] è ñâåðõïðîâî�

äÿùèå ïíèêòèäû [56]. Îäíàêî â ðåàëüíûõ êîíòàêòàõ äâóõ ðàçíûõ ñîåäèíåíèé ðàñïîëîæåíèå

àòîìîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè îòëè÷àåòñÿ, è ðåø¼òêè ìîãóò áûòü íå ñîãëàñîâàíû, ïîýòîìó áû�

âàåò ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàññìàòðèâàòü ïîäñèñòåìû â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå [57, 58].

Â äâóìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðàõ ìèêðîñêîïè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ íàâåä¼ííîãî

ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, îñíîâàííûå íà ìåòîäå òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà,

áûëè ðàññìîòðåíû â ðÿäå ÷èñëåííûõ [53, 54] è àíàëèòè÷åñêèõ [44, 45, 57, 59] ðàáîò. Áîëüøèí�

ñòâî èç íèõ ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ýôôåêòîâ èíäóöèðîâàííîé òðèïëåòíîé êîìïîíåíòû ùåëè

[44, 45, 53, 59], ðàññìîòðåííûõ âûøå. Â äðóãèõ ðàáîòàõ ïðåíåáðåãàåòñÿ âîçìîæíûì çàìåøè�

âàíèåì ïîäçîí ñïåêòðà ÒÈ ñâåðõïðîâîäíèêîì [57]. Åäèíñòâåííàÿ ðàáîòà [54], ãäå ïðåäïîëà�

ãàåòñÿ âîçìîæíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ ñ èçìåíåíèåì óãëîâîé ñèììåòðèè ñîñòîÿíèÿ, ïîñâÿùåíà

ïðÿìûì ÷èñëåííûì ðàñ÷¼òàì èäåàëüíîãî àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ â òàêîé ñèñòåìå, àìïëèòó�

äà êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå è íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è ñòåïåíè áåñïîðÿäêà.

Îäíàêî, íàðÿäó ñ ðàññìîòðåííûìè â ëèòåðàòóðå âîïðîñàìè, âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåò�

ñÿ óñòîé÷èâîñòü �òîïîëîãè÷åñêè çàùèù¼ííûõ� êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â ÒÈ ê ñâåðõïðîâîäÿùèì

êîððåëÿöèÿì ïðè ó÷¼òå çàìåøèâàíèÿ ïîäçîí ñïåêòðà ÒÈ ñâåðõïðîâîäíèêîì. Ýòîìó âîïðîñó

ïîñâÿùåíà ðàáîòà [A1] ñîèñêàòåëÿ ñ ñîàâòîðàìè, ãäå àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâ�

íûé ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà èìååò ìàòðè÷íóþ ñòðóêòóðó â ïðîñòðàíñòâå ïîäçîí

ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ 2D ÒÈ. Â ðåçóëüòàòå ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü â ñïåê�

òðå êâàçè÷àñòè÷íûõ ìîä, ïðèæàòûõ ê êðàþ 2D òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà, ìîæåò çàâèñåòü

îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ ìîä. Òàêîå àíèçîòðîïíîå ïîâåäåíèå ñâåðõïðîâîäÿùåé

ùåëè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ôîðìèðîâàíèþ ëîêàëèçîâàííûõ êðàåâûõ àíäðååâñêèõ ñîñòîÿíèé è

áëîêèðîâàòü êâàçè÷àñòè÷íûé òðàíñïîðò ïî ýòèì êàíàëàì âäîëü îïðåäåë¼ííûõ íàïðàâëåíèé.

×òî êàñàåòñÿ ýôôåêòà áëèçîñòè â ãðàôåíîâûõ ìîíîñëîÿõ, òî èç-çà îñîáåííîñòåé çîí�

íîé ñòðóêòóðû è ñïåêòðà íîðìàëüíûõ âîçáóæäåíèé íà ãðàíèöå ãðàôåíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì

(ñì. ãåîìåòðèþ êîíòàêòà íà Ðèñ. 1á) âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíîé ìîäèôèêàöèÿ àíäðååâñêîãî

îòðàæåíèÿ [61], õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ, íàðÿäó ñ îáû÷íûì ðàññåÿíèåì äûðîê íàçàä, òàêæå çåð�

êàëüíûì îòðàæåíèåì âáëèçè êîíè÷åñêîé òî÷êè. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ îòðàæåíèÿ äûðî÷íûõ
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K
K’

Ek

(а)

Ðèñ. 1. (à) Äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E çîíû ïðîâîäèìîñòè è âàëåíòíîé çîíû ãðàôåíà

îò âîëíîâîãî âåêòîðà (kx, ky). Îäèíàêîâûì öâåòîì îáîçíà÷åíû ýêâèâàëåíòíûå êîíè÷åñêèå òî÷êè

(äîëèíû). Âîëíîâûå âåêòîðà K è K′ ñîîòâåòñòâóþò äâóì íåýêâèâàëåíòíûì äîëèíàì; (á) Ñõåìà�

òè÷íîå èçîáðàæåíèå äâóìåðíîé ñèñòåìû, ÷àñòè÷íî íàõîäÿùåéñÿ ïîä ñâåðõïðîâîäÿùèì ýëåêòðîäîì,

÷àñòè÷íî ñâîáîäíî ëåæàùåé. n � íîðìàëü ê ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà, íàïðàâëåííàÿ èç îáëàñòè ïîä

ñâåðõïðîâîäíèêîì â íîðìàëüíóþ îáëàñòü; (â) Ïðèìåð àíäðååâñêèõ ñîñòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ ñâåðõ�

ïðîâîäíèêàìè äëÿ îáû÷íîãî è çåðêàëüíîãî àíäðååâñêîãî îòðàæåíèé. ×¼ðíûìè (áåëûìè) êðóæêàìè

îáîçíà÷åíû ýëåêòðîííûå (äûðî÷íûå) âîçáóæäåíèÿ. Èçîáðàæåíèÿ (à) è (â) âçÿòû èç ðàáîòû. [60]

êâàçè÷àñòèö îò ãðàíèöû ãðàôåíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì (òî÷íåå, ñ ãðàôåíîì ïîä ñâåðõïðî�

âîäÿùèì ýëåêòðîäîì, ñì. Ðèñ. 1á) ðåàëèçóåòñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè Ôåðìè µ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé ïàäàþùåãî ýëåêòðîíà E. Ïðè÷èíîé ýòîé ìîäèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ïðè µ < E äûðî÷íûå âîçáóæäåíèÿ ïðèíàäëåæàò âàëåíòíîé çîíå, à íå çîíå ïðîâîäèìîñòè,

êàê â ñëó÷àå µ > E, ïîýòîìó èõ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ñîíàïðàâëåíà ñ èìïóëüñîì. Ñóùåñòâî�

âàíèå çåðêàëüíîãî àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ ïðèâîäèò, íàïðèìåð, ê îñîáåííîñòÿì òåïëîâîãî

òðàíñïîðòà âäîëü ãåòåðîãðàíèö â äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòàõ íà îñíîâå ãðàôåíà [62]: â ýòîì

ñëó÷àå ôîðìèðóþòñÿ àíäðååâñêèå êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ (ñì. Ðèñ. 1â), ïåðåíîñÿùèå òåïëî áåç

çàðÿäîâîãî òðàíñïîðòà, à òåðìè÷åñêèé êîíäàêòàíñ â ýòîì ñëó÷àå íà÷èíàåò çàâèñåòü îò ðàç�

íîñòè ôàç ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòà áëèçîñòè â ãðàôåíå

ïðîâîäèëîñü â öåëîì ðÿäå ðàáîò [63�67]. Â îñíîâíîì, ýòè ðàáîòû ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ

äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ íà îñíîâå ãðàôåíà (G), îäíàêî åñòü èññëåäîâàíèÿ òðàíñïîðòà è

â SG-êîíòàêòàõ [65]. Â ðàáîòàõ ïåðâîãî òèïà áûëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíû êàê íàëè÷èå íåíóëå�

âîãî êðèòè÷åñêîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà [63, 64] è åãî ïåðåñòðîéêà ñ ïîìîùüþ íàïðÿæåíèÿ
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íà çàòâîðå, òàê è çåðêàëüíîå àíäðååâñêîå îòðàæåíèå â äëèííûõ SGS-êîíòàêòàõ â äèôôóçèîí�

íîì ïðåäåëå âáëèçè êîíè÷åñêîé òî÷êè [67]. Â SG-êîíòàêòå áûëî íàáëþäåíî òóííåëèðîâàíèå

áåç îòðàæåíèÿ (re�ectionless tunneling) [65] è èçìåíåíèå êâàíòîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðî�

âîäèìîñòè SG è SGS ñòðóêòóð â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà [66, 67].

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìà âëèÿíèÿ ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé íà ýôôåêò

áëèçîñòè è àíäðååâñêîå îòðàæåíèå âûçûâàåò íåèçìåííûé èíòåðåñ êàê òåîðåòèêîâ [68�70],

òàê è ýêñïåðèìåíòàòîðîâ (ñì. ðàáîòó [71] è ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû â íåé), íå

òîëüêî â ãðàôåíå. Óâåëè÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ èçìåíÿåò õàðàêòåð àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ,

ïîñêîëüêó ïðîèñõîäèò ëîêàëèçàöèÿ òðàíñïîðòà âäîëü êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â ðåæèìå êâàí�

òîâîãî ýôôåêòà Õîëëà (ÊÝÕ) è ðàçäåëåíèå ïàäàþùèõ è îòðàæ¼ííûõ îò ñâåðõïðîâîäíèêà

êâàçè÷àñòèö. Ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìàãíèòíûõ ïîëåé ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïîäàâëÿåòñÿ ïîë�

íîñòüþ. Îäíàêî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ òðàíñïîðòà â òàêèõ ñèñòåìàõ ïðèìåíÿåòñÿ â

îñíîâíîì êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ìîä, ëîêàëèçîâàííûõ íà ãåòåðîãðàíèöàõ, â âèäå ñêà�

÷óùèõ öèêëîòðîííûõ îðáèò [68�70], ÷òî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ñëó÷àåì

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëüøîìó êîëè÷åñòâó N ≫ 1 ýëåê�

òðîííûõ êðàåâûõ ìîä íà êðàþ íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìû. Èçó÷åíèå êâàíòîâîãî ðåæèìà N = 1

áûëî ïðîâåäåíî ëèøü â ðàáîòå Àõìåðîâà è Áèíàêêåðà [72] äëÿ SG-êîíòàêòà â ïðåíåáðåæåíèè

ïåðåðàññåÿíèÿ ýëåêòðîííûõ è äûðî÷íûõ ìîä, ëîêàëèçîâàííûõ íà ãðàíèöàõ ãðàôåíà ñ èçîëÿ�

òîðîì, â ãèáðèäíûå ìîäû âäîëü ãðàíèöû ðàçäåëà SG. Â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ ñ ñîàâòîðàìè [A2]

ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ïðåäûäóùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è ðàññ÷èòàíà äèôôåðåíöèàëü�

íàÿ ïðîâîäèìîñòü (êîíäàêòàíñ) N/S êîíòàêòîâ íà îñíîâå äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà è

ãðàôåíà â ðåæèìå ÊÝÕ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ìàãíèòíûõ ïîëåé è óðîâíåé Ôåðìè µ (îò êâàí�

òîâîãî N = 1 äî êâàçèêëàññè÷åñêîãî N ≫ 1 ïðåäåëà) â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû êîíòàêòà W .

Äëÿ îïèñàíèÿ òðàíñïîðòà ñ ó÷¼òîì ïåðåðàññåÿíèÿ ìîä, ëîêàëèçîâàííûõ íà êðàþ îáðàçöà, â

ìîäû N/S-ãðàíèöû ïðèìåí¼í ïîäõîä Áóòòèêåðà - Ëàíäàóýðà (ñì. êíèãè [73, 74] è ëèòåðàòóð�

íûå èñòî÷íèêè â íèõ), îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìàòðèö ðàññåÿíèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî ïðåîäîëåòü

îãðàíè÷åíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ. Â ðàáîòå áûëî ðàññìîòðåíî îòëè÷èå ñèñòåì

íà îñíîâå äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà è ãðàôåíà. Â ïðåäåëå ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé

(êâàíòîâîì ïðåäåëå), êîãäà òðàíñïîðò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé N = 1 ïàðîé ìîä, ðàñïðîñòðàíÿ�

þùèõñÿ âäîëü êàæäîé ãðàíèöû, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå ïðîâîäèìîñòè ýòèõ

äâóõ ñèñòåì èìåþò íàèáîëüøåå îòëè÷èå. Òàê, êîíäàêòàíñ êîíòàêòà S-ÄÝÃ îñöèëëèðóåò â çà�

âèñèìîñòè îò øèðèíû êîíòàêòà W , â òî âðåìÿ êàê â ãðàôåíå òàêèõ îñöèëëÿöèé íå íàéäåíî.

Çàòî åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü êîíäàêòàíñà îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè ãðàíèö ãðàôåíà

ñ èçîëÿòîðîì, ñâÿçàííàÿ ñ îñîáåííîñòÿìè çîííîé ñòðóêòóðû ãðàôåíà â ïðîñòðàíñòâå äîëèí.
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Âíå êâàíòîâîãî ïðåäåëà N > 1 â ðàáîòå [A2] ðàññìîòðåíî âëèÿíèå áåñïîðÿäêà â îáëàñòÿõ

òðàíñôîðìàöèè êðàåâûõ ìîä ðàçëè÷íûõ ãðàíèö è íàéäåíû óíèâåðñàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà è åãî ôëóêòóàöèé â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ìîä 2N êàæäîé

ãðàíèöû è (â ñëó÷àå óìåðåííîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé) îò ñðåäíèõ êîýôôèöèåíòîâ òðàíñ�

ôîðìàöèè ìîä.2 Â îòëè÷èå îò ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â ðàáîòå

[75], ãäå áûë îïèñàí ïîëíîñòüþ äèôôóçíûé òðàíñïîðò â SG-êîíòàêòå, â ðàáîòå [A2] ðàññìàò�

ðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðèìåñè ñîñðåäîòî÷åíû â îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè êðàåâûõ ìîä îêîëî

N/S ãåòåðîãðàíèöû. Èìåííî â ýòèõ îáëàñòÿõ ÷àùå âñåãî ïîÿâëÿþòñÿ ðàññåèâàòåëè â ýêñïå�

ðèìåíòå èç-çà íàíåñåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîíòàêòîâ, êðîìå òîãî, îíè âíîñÿò íàèáîëüøèé

âêëàä â òðàíñïîðò. Îòäåëüíî áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïàðàìåòðîâ, êîãäà õèìè÷åñêèé ïîòåí�

öèàë ëåæèò íåìíîãî íèæå ýíåðãèè N + 1-îãî îáú¼ìíîãî óðîâíÿ Ëàíäàó â ãðàôåíå. Èç-çà

íåìîíîòîííîñòè ñïåêòðà Ëàíäàó îêîëî ãðàíèöû ñ èçîëÿòîðîì â ãðàôåíå â äîïîëíåíèå ê N

ýëåêòðîííûì ìîäàì, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ â îïðåäåë¼ííîì íàïðàâëåíèè, ïîÿâëÿåòñÿ äîïîë�

íèòåëüíàÿ ïàðà ìîä, äâèæóùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû [76, 77]. Ïîêàçàíî, ÷òî ñó�

ùåñòâîâàíèå òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ êðàåâûõ ìîä ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîíäàêòàíñà SG -

êîíòàêòà. Èíûìè ñëîâàìè, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü â çàâèñèìîñòè îò ôàêòîðà çà�

ïîëíåíèÿ óðîâíåé Ëàíäàó â îáëàñòè ìåæäó N -òûì è N + 1-âûì óðîâíÿìè äåìîíñòðèðóåò

íåìîíîòîííûé ïåðåõîä îò îäíîãî êâàíòîâàííîãî çíà÷åíèÿ G0N ê äðóãîìó G0(N + 1) ÷åðåç

ïëàòî íà óðîâíå (N + 2) êâàíòîâ ïðîâîäèìîñòè. Ïðåäëîæåííàÿ êàðòèíà ìîæåò áûòü îä�

íèì èç âîçìîæíûõ îáúÿñíåíèé ïîñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ [66, 67], ãäå

íàáëþäàëîñü, â ÷àñòíîñòè, íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå êîíäàêòàíñà â çàâèñèìîñòè îò ôàêòîðà

çàïîëíåíèÿ, êîãäà ýíåðãèÿ Ôåðìè íàõîäèòñÿ âáëèçè îäíîãî èç óðîâíåé Ëàíäàó â îáú¼ìå.

Âìåñòå ñ òåì, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìàãíèòíûå ïîëÿ âëèÿþò íå òîëüêî íà ýô�

ôåêò áëèçîñòè, íî è íà ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäíèêà. Òàê, â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, âûøå ïåðâîãî

êðèòè÷åñêîãî Hc1, â ñâåðõïðîâîäíèê âòîðîãî ðîäà ïðîíèêàþò âèõðè Àáðèêîñîâà. Ýòî ïðî�

íèêíîâåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäàâëåíèåì ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè âáëèçè öåí�

òðîâ âèõðåé3 èç-çà ïîÿâëåíèÿ òàì ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäÿùåãî

âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóþòñÿ óæå îêîëî ïîëóâåêà è îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â ýòîé îá�

ëàñòè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, ïîñêîëüêó ýòè

ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþò íèçêîòåìïåðàòóðíîå ïîâåäåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è òðàíñïîðòíûõ

õàðàêòåðèñòèê ñâåðõïðîâîäíèêîâ â ìàãíèòíîì ïîëå. Êàê èçâåñòíî èç êëàññè÷åñêîé ðàáîòû

2 Âî ââåäåíèè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ êà÷åñòâåííûì îïèñàíèåì. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå óêàçàííûõ âåëè÷èí

áóäåò äàíî â îñíîâíîì òåêñòå äèññåðòàöèè.
3 Äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó îáëàñòü ïîäàâëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà êîðîì âèõðÿ.
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Êàðîëè, äå Æåíà è Ìàòðèêîíà (CdGM) [78], ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçî�

âàííûõ âáëèçè öåíòðà êàæäîãî âèõðÿ, íåñóùåãî îäèí êâàíò ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïîòîêà Φ0,

îïðåäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé àíîìàëüíîé ïîäùåëåâîé âåòâüþ, ïåðåñåêàþùåé óðîâåíü Ôåðìè

êàê ôóíêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ν âîëíîâîé ôóíêöèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýíåðãèÿ ïîäùåëåâûõ

óðîâíåé ϵ(ν), ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé âåòâè, ìåíÿåòñÿ îò −∆∞ äî +∆∞ ïðè èçìåíåíèè óãëî�

âîãî ìîìåíòà ν îòíîñèòåëüíî âèõðåâîé îñè â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè

|ϵ(ν)| ≪ ∆∞ ñïåêòð êâàçè÷àñòèö â âèõðå ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ν: ϵ(ν) ≃ −νΩ, ãäå

Ω ≈ ∆∞/(k∥ξS), k∥ =
√
k2S − k2z , kS = pS/~ - âîëíîâîé âåêòîð Ôåðìè, kz - ïðîåêöèÿ âîëíîâîãî

âåêòîðà íà îñü âèõðÿ, ξS - äëèíà êîãåðåíòíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå, à ν ïðèíèìàåò ïîëóöåëûå

çíà÷åíèÿ (äëÿ îäíîêâàíòîâîãî âèõðÿ). ×àùå âñåãî ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèé (ìèíè�

ùåëü) â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè ñâåðõïðîâîäíèêà ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â ìåéññíåðîâñêîì

ñîñòîÿíèè: Ω ∼ ∆∞/(kSξS) ≪ ∆∞, ïîñêîëüêó äëèíà êîãåðåíòíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò

õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè kSξS ≫ 1. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèé, îòâå÷àþ�

ùèõ àíîìàëüíîé âåòâè âîçáóæäåíèé, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü äâóõ ïåðåìåííûõ: ïðîåêöèè

èìïóëüñà íà îñü âèõðÿ kz è óãëîâîãî ìîìåíòà ν. Ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî nR äëÿ ñïåêòðà

CdGM ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Ñïåêòð ïîäùåëåâûõ ìîä ñ nR ̸= 0, íàéäåííûé â ðàáîòå

Ìèíöà è Ðàõìàíîâà â ðàìêàõ ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà [79], íå ïåðåñåêàåò óðîâåíü Ôåðìè,

ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè âáëèçè êðàÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ±∆∞ è ïðàêòè÷åñêè ñëèâàåòñÿ ñ

íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì äåëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé [80]. Ïîäàâëåíèå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïà�

ðàìåòðà ïîðÿäêà è ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì

íàëè÷èÿ òîïîëîãè÷åñêîãî äåôåêòà â öåíòðå âèõðÿ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè M , îïðåäåëÿþ�

ùåãîñÿ íåíóëåâûì íàáîðîì ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè îáõîäå âîêðóã âèõðåâîé íèòè ïî

êîíòóðó â îêðåñòíîñòè êîðà:
∫2π

0
d arg(∆)

dϕ
dϕ = 2πM . Çäåñü ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïðåäñòàâëåí â

ñëåäóþùåì âèäå ∆ = ∆0(ρ)e
iMϕ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò R = (ρ, ϕ, z) ñ íà÷àëîì

â öåíòðå âèõðåâîé íèòè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò âèõðÿ, íåñóùåãî îäèí êâàíò

ïîòîêà Φ0, â ìíîãîêðàòíûõ âèõðÿõ (M ̸= 1) êâàíòîâàíèå óãëîâîãî ìîìåíòà ν, ñâÿçàííîå ñ

îäíîçíà÷íîñòüþ âîëíîâîé ôóíêöèè, çàâèñèò îò çàâèõðåííîñòè ν+M/2 ∈ Z: óãëîâîé ìîìåíò

ÿâëÿåòñÿ öåëûì èëè ïîëóöåëûì â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè (èëè íå÷¼òíîñòè) M .

Â äâóìåðíîé ñèñòåìå, òóííåëüíî ñâÿçàííîé ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì â ñìåøàííîì ñîñòî�

ÿíèè, òàêæå âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ âèõðåâàÿ ñòðóêòóðà áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ öèðêóëÿöèè ôàçû

ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â êîðå âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ýëåêòðîäå. Èç-çà îñîáåííîñòåé ñïåêòðà

íîðìàëüíûõ âîçáóæäåíèé ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ãðàôåíå, ëî�

êàëèçîâàííûõ âáëèçè âèõðåâîé íèòè, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ èñ�

ñëåäîâàòåëåé. Òàê, â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ îá èíäóöèðîâàíèè â ãðàôåíå ñâåðõïðîâîäÿùåãî
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ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñ àìïëèòóäîé∆ind â ðàáîòàõ [81�84] è ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ ñ ñîàâòîðàìè [A3]

áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â êîðå âèõðÿ. Îñî�

áåííîñòè îäíî÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà â ãðàôåíå ïðèâîäèò ê ìîäèôèêàöèè óñëîâèÿ êâàí�

òîâàíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà âîëíîâîé ôóíêöèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè M -êâàíòîâîãî

âèõðÿ: ν + (M − 1)/2 ∈ Z. ×òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé íóëåâîé

ìîäû â âèõðÿõ íå÷¼òíîé êðàòíîñòè íà àíîìàëüíîé âåòâè, ïåðåñåêàþùåé óðîâåíü Ôåðìè ïðè

ν = 0. Ñòðóêòóðà ýëåêòðîííûõ âèõðåâûõ ñîñòîÿíèé äèðàêîâñêèõ ôåðìèîíîâ áûëà èçó÷åíà

â ôèçèêå ÷àñòèö äëÿ ñèòóàöèè, ýêâèâàëåíòíîé â ãðàôåíå ñëó÷àþ íóëåâîãî óðîâíÿ Ôåðìè,

êîãäà êîíè÷åñêàÿ òî÷êà ñïåêòðà ëåæèò òî÷íî íà óðîâíå Ôåðìè. Áûëè íàéäåíû òî÷íûå íó�

ëåâûå ìîäû äëÿ îäíîêâàíòîâîãî âèõðÿ [84, 85], à òàêæå ïîäùåëåâîé ñïåêòð êâàçè÷àñòè÷íûõ

ìîä â ïðåäïîëîæåíèè î ïîñòîÿííîì ∆ind(ρ) = const èëè ëèíåéíîì ∆ind(ρ) ∼ ρ ïðîôèëå

ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè [81]. Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðû íóëåâûõ ìîä ïðîâîäèëîñü

äëÿ ìíîãîêâàíòîâûõ âèõðåé â ýêñèòîííîì êîíäåíñàòå â áèñëîå ãðàôåíà [82] è äëÿ âèõðåé,

íåñóùèõ îäèí êâàíò ïîòîêà, â ðàçëè÷íûõ ñâåðõòåêó÷èõ ôàçàõ, îïèñûâàåìûõ òåîðèåé Äèðà�

êà íà ðåø¼òêå ï÷åëèíûõ ñîò [83]. Â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ [A3] áûë àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî

íàéäåí ñïåêòð ëîêàëèçîâàííûõ ìîä ìíîãîêâàíòîâîãî âèõðÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðîâíÿ Ôåð�

ìè. Áûëî âû÷èñëåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ íóëåâûõ ìîä ñ ν = 0 â âèõðå äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ðàäèàëüíîé çàâèñèìîñòè ∆ind(ρ) èçîòðîïíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà; áûë çàïè�

ñàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, íî êîíå÷íûì

óãëîâûì ìîìåíòîì. È áûëà èññëåäîâàíà òðàíñôîðìàöèÿ ñïåêòðà ïîäùåëåâûõ âîçáóæäåíèé

â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè ãðàôåíà ïðè èçìåíåíèè ýíåðãèè Ôåðìè îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ µ = 0 äî

âåëè÷èí, ñèëüíî ïðåâûøàþùèõ àìïëèòóäó èíäóöèðîâàííîé ùåëè µ≫ ∆ind.

Íàëè÷èå êâàçè÷àñòè÷íîé ìîäû íà óðîâíå Ôåðìè â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè ãðàôåíà ïðèâî�

äèò ê ïèêó ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè íóëåâûõ ýíåðãèÿõ íàä öåíòðîì âèõðÿ 4 è ðàñ�

ùåïëåíèþ ýòîãî ïèêà â îáëàñòü êîíå÷íûõ ýíåðãèé ïðè óäàëåíèè îò âèõðåâîãî êîðà. Âäàëè îò

âèõðÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âîññòàíàâëèâàåò ýíåðãåòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îäíîðîäíîãî ñîñòî�

ÿíèÿ ñî ñòàíäàðòíîé ùåëåâîé îñîáåííîñòüþ. Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçìåðåíèÿ ëîêàëüíîé

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ âèõðåâûõ ñòðóêòóð â ñâåðõïðîâîäíèêàõ ÷à�

ñòî ïðèìåíÿþò ìåòîä ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè (ÑÒÌ/ÑÒÑ)

[86, 87]. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì òåõíèêè ÑÒÌ/ÑÒÑ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü �ïðÿìûõ� èç�

ìåðåíèé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îáðàçöà. Îäíàêî â ýòîì ïðåèìóùåñòâå ñîäåðæàòñÿ òðóäíîñòè:

íà èçìåðÿåìóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî êîíòàêòà �èãëà ìèêðîñêîïà -

4 Ñîîòâåòñòâóþùèé ïèê íàáëþäàåòñÿ â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè ñâåðõïðîâîäíèêîâ íà çàâèñèìîñòè äèô�

ôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè, èçìåðÿåìîé ÑÒÌ, îò íàïðÿæåíèÿ è íàçûâàåòñÿ zero-bias àíîìàëèåé.
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îáðàçåö� â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ è ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ âëèÿåò

íå òîëüêî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èãëû è îáðàçöà, íî è ôîðìà èãëû, ðåëüåô îáðàçöà è êà÷åñòâî

åãî ïîâåðõíîñòè. Âëèÿíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé èãëû è ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè ìîæíî êîíòðîëè�

ðîâàòü è ñâåñòè ê ìèíèìóìó.5 Â òî æå âðåìÿ ïîâåðõíîñòíûé ñëîé, íåñìîòðÿ íà ñïåöèàëüíûå

ìåðû ïî î÷èñòêå, îñòàåòñÿ âûäåëåííûì. Ïîýòîìó âîïðîñó åãî âëèÿíèÿ íà ÑÒÌ-èçìåðåíèÿ

íåîáõîäèìî óäåëèòü îñîáîå âíèìàíèå.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå Ìàêìèëëàíà [13], íàëè÷èå íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà

â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè íîðìàëüíîãî ñëîÿ ìîæåò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïëîò�

íîñòü ñîñòîÿíèé, èçìåðÿåìóþ ýêñïåðèìåíòàëüíî ÑÒÌ. Ïðèìåðîì òàêîãî âëèÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ

äâîéíàÿ ùåëåâàÿ îñîáåííîñòü â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé êàê â ñâåðõïðîâîäíèêå, òàê è â íîðìàëü�

íîì ìåòàëëå. Èíòåðïðåòàöèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé òàêîãî ðîäà ìîæåò áûòü íåîäíîçíà÷íîé â

ðàìêàõ êîíêðåòíîãî ÑÒÌ-ýêñïåðèìåíòà [88]. Ïðè èçìåðåíèè ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàþò íåòðèâèàëüíûå îñîáåí�

íîñòè, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ CdGM. Ïðèìåðàìè òàêèõ îñîáåííî�

ñòåé ìîæíî íàçâàòü ñäâèã ïèêà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé òî÷íî íàä öåíòðîì âèõðÿ â îáëàñòü

êîíå÷íûõ ýíåðãèé [89�91], å¼ àíèçîòðîïèþ âáëèçè âèõðåé â ðåø¼òêå [87, 92], àíîìàëüíî áîëü�

øîé ðàçìåð âèõðåâîãî êîðà [93�96] è åãî ðåçêîå óìåíüøåíèå â ðàñòóùèõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ

[97, 98]. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòèõ îñîáåííîñòåé çà÷àñòóþ ïðèâëåêàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïî�

ëîæåíèÿ îá àíèçîòðîïíîé [80] èëè ìíîãîêîìïîíåíòíîé [88] ñòðóêòóðå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â

ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò ïîÿâèëèñü ðàáîòû [99], ñâÿçûâàþùèå îñîáåííî�

ñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà, ñîñóùåñòâóþùèõ

ñî ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ. Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âáëèçè âèõðåé â ñâåðõïðîâîäíèêàõ

÷óâñòâèòåëüíà ê òèïó ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñïàðèâàíèÿ è îñîáåííîñòÿì çîííîé ñòðóêòóðû, ÷òî

ïîçâîëÿåò íà îñíîâå ÑÒÌ-èçìåðåíèé îïðåäåëèòü óêàçàííûå ïàðàìåòðû. Â ñâÿçè ñ âàæíîñòüþ

ïîäîáíûõ èçìåðåíèé â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ ñ ñîàâòîðàìè [A4] áûëî ïðåäëîæåíî àëüòåðíàòèâ�

íîå îáúÿñíåíèå áîëüøèíñòâà îñîáåííîñòåé ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, íàáëþäàåìûõ â

ýêñïåðèìåíòàõ. Ýòî îáúÿñíåíèå îñíîâàíî íà åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè íà ïî�

âåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà òîíêîãî äåôåêòíîãî (íåñâåðõïðîâîäÿùåãî) ñëîÿ, â êîòîðîì èç-çà

ýôôåêòà áëèçîñòè íàâîäÿòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùèå êîððåëÿöèè. Áëàãîäàðÿ ìàëîñòè àìïëèòóäû

íàâåä¼ííîé ùåëè ∆ind < ∆ ïî ñðàâíåíèþ ñî ùåëüþ â ñâåðõïðîâîäíèêå, â áîëüøèíñòâå ñëó÷à�

åâ èíäóöèðîâàííàÿ äëèíà êîãåðåíòíîñòè ξ2D = ~vN/∆ind â íîðìàëüíîì ñëîå êàê õàðàêòåðíûé

5 Èãëû äëÿ ÑÒÌ ÷àñòî äåëàþò èç ìàòåðèàëîâ ñ õîðîøî îïðåäåë¼ííîé Ôåðìè-ïîâåðõíîñòüþ è ïðàêòè÷å�

ñêè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé; âëèÿíèå ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè óáèðàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé

ñâÿçè è ñïåöèàëüíîé òåõíèêè èçìåðåíèé.
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ìàñøòàá ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíó â ñâåðõïðîâîäíèêå ξS, ÷òî ïðèâîäèò ê óâå�

ëè÷åíèþ èçìåðÿåìîãî ñ ïîìîùüþ ÑÒÌ ðàçìåðà êîðà âèõðÿ. Îäíàêî èç-çà òóííåëèðîâàíèÿ

ýôôåêòèâíûé ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì ñëîå îáëàäàåò è ìàñøòà�

áîì ξS, ÷òî ïðèâîäèò, êàê ïîêàçàíî â îñíîâíîé ÷àñòè äèññåðòàöèè, ê ðàñùåïëåíèþ ïèêà

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé òî÷íî íàä öåíòðîì âèõðÿ â îáëàñòü êîíå÷íûõ ýíåðãèé èëè, ÷òî áîëåå

èíòåðåñíî, ê ôîðìèðîâàíèþ äîïîëíèòåëüíîé àíîìàëüíîé âåòâè â ñïåêòðå ïîäùåëåâûõ âîç�

áóæäåíèé îäíîêâàíòîâîãî âèõðÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà òóííåëèðîâàíèÿ êâàçè÷àñòèö

ìåæäó ïîäñèñòåìàìè.

Öåëü è çàäà÷è. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâà�

íèå âëèÿíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé, íàâåä¼ííûõ â êâàçèäâóìåðíûõ Ôåðìè-ñèñòåìàõ,

òàêèõ êàê äâóìåðíûé ýëåêòðîííûé ãàç, ãðàôåí è òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð â êîíòàêòå ñ ìàñ�

ñèâíûì ñâåðõïðîâîäíèêîì, íà ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â âèõðÿõ

Àáðèêîñîâà è íà òðàíñïîðòíûå õàðàêòåðèñòèêè êðàåâûõ ìîä â ýòèõ ñèñòåìàõ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Èññëåäîâàíèå ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ëîêàëèçîâàííûõ ìîä â ìíîãîêâàíòîâîì âèõðå�

âîì ñîñòîÿíèè äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ ëèíåéíûì êâàçè÷àñòè÷íûì ñïåêòðîì (ãðàôåíà) ñ

èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ â íåé.

• Èçó÷åíèå êâàçè÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà è ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè âèõðÿ Àáðèêîñîâà

â ñëîèñòîé ãåòåðîñòðóêòóðå �ñâåðõïðîâîäíèê � ïë¼íêà íîðìàëüíîãî ìåòàëëà� âî âíåø�

íåì ìàãíèòíîì ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãðàíèöå ðàçäåëà, ñ ó÷¼òîì èíäóöèðîâàííûõ

ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé â íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìå.

• Òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ îñîáåííîñòåé ïëîòíîñòè ñî�

ñòîÿíèé â âèõðåâîé ôàçå ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î

ñóùåñòâîâàíèè äåôåêòíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî îáðàçöà.

• Ðàñ÷¼ò äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ìåçîñêîïè÷åñêèõ êîíòàêòîâ �ñâåðõïðîâîäíèê �

äâóìåðíûé ìåòàëë â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà� â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû

âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, øèðèíû êîíòàêòà, õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è êîýôôèöèåí�

òîâ ïðîõîæäåíèÿ.

• Ïîñòðîåíèå ìîäåëè òðàíñïîðòà â êîíòàêòàõ �ñâåðõïðîâîäíèê - äâóìåðíûé òîïîëîãè÷å�

ñêèé èçîëÿòîð� ïî êðàåâûì ñîñòîÿíèÿì. Èññëåäîâàíèå âîïðîñà óñòîé÷èâîñòè êðàåâûõ

ìîä ê ñâåðõïðîâîäÿùèì êîððåëÿöèÿì è âîçìîæíîñòè íàâåäåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ýíåð�
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ãåòè÷åñêîé ùåëè, íåîäíîðîäíîé â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîä, â

ìíîãîçîííîì íîðìàëüíîì ìàòåðèàëå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà îïðåäåëÿåòñÿ îðèãèíàëüíîñòüþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ïîëó÷åííû�

ìè íîâûìè ðåçóëüòàòàìè è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

• Àíàëèç ìîä ñ íóëåâîé ýíåðãèåé è ñïåêòðà ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé â ìíîãîêâàíòîâîì âèõ�

ðå â ãðàôåíå ñ íàâåä¼ííûì èçîòðîïíûì ñâåðõïðîâîäÿùèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà îáîáù¼í

äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé óðîâíÿ Ôåðìè. Íàéäåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ìîä

ñ íóëåâîé ýíåðãèåé è óãëîâûì ìîìåíòîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàäèàëüíîãî ïðîôèëÿ íàâå�

ä¼ííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè, à òàêæå íàéäåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìîä ñ íóëåâîé

ýíåðãèåé, íî êîíå÷íûì óãëîâûì ìîìåíòîì â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå.

• Ïðåäëîæåíî îáúÿñíåíèå îñîáåííîñòåé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñêàíèðóþùåé òóí�

íåëüíîé ìèêðîñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà, îòëè÷íîå

îò èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå è îñíîâàííîå íà ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè äåôåêòíîãî ñëîÿ

íà åãî ïîâåðõíîñòè.

• Íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ñîñòîÿíèé â âèõðå Àáðèêîñî�

âà ñ åäèíè÷íîé çàâèõðåííîñòüþ â äâóìåðíîé ïë¼íêå íîðìàëüíîãî ìåòàëëà â êîíòàêòå

ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì ñîäåðæèò äâå àíîìàëüíûå ïîäùåëåâûå âåòâè, â îòëè÷èå îò ðåçóëü�

òàòà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â äâóìåðíîé ïîäñèñòåìå.

• Ïîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà �ñâåðõïðîâîäíèê � äâóìåð�

íûé ìåòàëë�, îïðåäåëÿåìàÿ â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ òðàíñïîðòîì âäîëü äâóõ êðàå�

âûõ ñîñòîÿíèé âáëèçè êàæäîé ãðàíèöû, èìååò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íóþ çàâèñèìîñòü îò

ãåîìåòðèè êîíòàêòà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà è ãðàôåíà.

• Íàéäåíû óíèâåðñàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé äèôôåðåíöè�

àëüíîé ïðîâîäèìîñòè è å¼ äèñïåðñèè ïî ðåàëèçàöèÿì ðàñïîëîæåíèÿ ïðèìåñåé â îáëàñòè

òðàíñôîðìàöèè êðàåâûõ ìîä â êîíòàêòàõ �ñâåðõïðîâîäíèê � äâóìåðíûé ìåòàëë� â êâàí�

òóþùèõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, âåðíûå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êðàåâûõ êàíàëîâ, â îòëè÷èå

ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, èñïîëüçóåìîãî â ëèòåðàòóðå.

• Ïîêàçàíî, ÷òî òóííåëèðîâàíèå ñ ó÷¼òîì èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíê�

öèè â êîíòàêòå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ èçîòðîï�

íûì ñïàðèâàíèåì ôîðìèðóåò â èçîòðîïíîì ñïåêòðå êðàåâûõ ìîä òîïîëîãè÷åñêîãî èçî�



19

ëÿòîðà ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü, çàâèñÿùóþ îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ ìîä,

â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ áåç ó÷¼òà òàêîãî òóííåëèðîâàíèÿ, èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ êâàí�

òîâûì òðàíñïîðòîì è ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè íèçêîðàçìåðíûõ ñòðóêòóð â êîíòàêòå ñî

ñâåðõïðîâîäíèêîì êàê ñ ïîìîùüþ ýôôåêòà ïîëÿ (ïðèëîæåíèÿ çàòâîðíîãî íàïðÿæåíèÿ), òàê

è ïîñðåäñòâîì ïðèëîæåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ëåãèðîâàíèÿ äðóãèìè ñîåäèíåíèÿìè

â ñâÿçè ñ âîçìîæíûì ïðèìåíåíèåì ïîäîáíûõ ñèñòåì â ìèêðîýëåêòðîíèêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì

- Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ñòðóêòóðû ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â âèõðå Àáðèêîñîâà â ãðà�

ôåíå ñ íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ ïðèìåíèìû äëÿ àíàëèçà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è

òðàíñïîðòíûõ õàðàêòåðèñòèê âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ ãðàôåíà â ìàãíèòíîì ïîëå.

- Ðàñ÷¼òû ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà è ïëîòíîñòè ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â âèõðå Àáðèêî�

ñîâà â äâóìåðíîé Ôåðìè-ñèñòåìå ïîçâîëÿþò îáúÿñíèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìûå

îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ äëÿ ñèñòåì �ñâåðõïðî�

âîäíèê-ìåòàëëè÷åñêàÿ ïë¼íêà� è ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñ äåôåêòíûì ïîâåðõíîñòíûì ñëîåì.

- Ðàñ÷¼ò äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè êîíòàêòîâ �ñâåðõïðîâîäíèê � äâóìåðíûé ìå�

òàëë â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà� ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ýëåêòðîííóþ ñòðóêòó�

ðó ñïåêòðà äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû ïî èçìåðåíèÿì êîíäàêòàíñà â ïðåäåëå ñèëüíûõ ìàã�

íèòíûõ ïîëåé. Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàê�

òàíñà ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ äà¼ò âîçìîæíîñòü èçâëå÷ü çàâèñèìîñòè êîýôôèöè�

åíòîâ òðàíñôîðìàöèè ìîä ïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíèö îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óðîâíÿ Ôåðìè

è ãåîìåòðèè êîíòàêòà.

- Ðàñ÷¼òû òðàíñôîðìàöèè ñïåêòðà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçî�

ëÿòîðà ïðè êîíòàêòå ñ ñèíãëåòíûì ñâåðõïðîâîäíèêîì äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòü íà�

âåäåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â ñïåêòðå, àíèçîòðîïíîé ïî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðà�

íåíèÿ ìîä, è ïðèìåíèìû äëÿ èíòåðïðåòàöèè òóííåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è òðàíñïîðòíûõ èçìåðåíèé â ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûëè ïðèìåíåíû ñòàíäàðòíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîäõî�

äû, ïîçâîëÿþùèå àäåêâàòíî îïèñûâàòü òðàíñïîðòíûå è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ãèáðèäíûõ

ñèñòåì íîðìàëüíûé ìåòàëë/ñâåðõïðîâîäíèê:
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- Ïîäõîä Áîãîëþáîâà-äå Æåíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñïåêòðà è ëîêàëüíîé

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé êâàçè÷àñòèö â ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ.

- Ôîðìàëèçì êâàçèêëàññè÷åñêîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè (óðàâíåíèé Ýéëåíáåðãåðà,

Óçàäåëÿ) äëÿ îïèñàíèÿ èíäóöèðîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé è ñïåêòðà ëîêà�

ëèçîâàííûõ êâàçè÷àñòèö â ãèáðèäíûõ ñèñòåìàõ.

- Ìèêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä íà îñíîâå ìåòîäà òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà äëÿ èññëåäî�

âàíèÿ âëèÿíèÿ êîíòàêòà äâóìåðíîé ñèñòåìû ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì íà å¼ ýëåêòðîííóþ

ñòðóêòóðó è êâàíòîâûé òðàíñïîðò.

- Òåîðèÿ Áóòòèêåðà - Ëàíäàóýðà äëÿ îïèñàíèÿ ìåçîñêîïè÷åñêîãî òðàíñïîðòà ïî êàíàëàì

êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè ãðàíèö.

- Ìåòîä ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ðàññåÿíèÿ, ðàñïðåäåë¼ííûõ ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé íà ãðóïïå

èõ ñèììåòðèè, äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ òðàíñïîðòà â ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòå�

ìàõ, ñðåäíåãî ïî ðåàëèçàöèÿì ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñíûõ öåíòðîâ.

- ×èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëü�

òîíèàíà çàäà÷è ïîñðåäñòâîì äèàãîíàëèçàöèè åãî ìàòðèöû.

- Áûñòðî ñõîäÿùèåñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êâàçè�

êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Äàííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñâåðõ�

ïðîâîäèìîñòè. Ïîýòîìó êîððåêòíîå ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèåé ïîëó÷åíèÿ

íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáùåïðèçíàííûì ñòàíäàðòàì íàó÷íîé òåîðèè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ:

(1) Óãëîâîé ìîìåíò ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â êîðå âèõðÿ Àáðèêîñîâà ñ çàâèõðåííîñòüþ

M â ëèñòå ãðàôåíà ñ íàâåäåííîé èçîòðîïíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

óðîâíÿ Ôåðìè ïðèíèìàåò ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷¼òíûõ è öåëûå äëÿ íå÷¼òíûõ M ,

â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îäíîçîííîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ñ êâàäðàòè÷íûì ñïåêòðîì êâàçè÷à�

ñòèö. Â âèõðå íå÷¼òíîé çàâèõðåííîñòè M äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

ñóùåñòâóåò ëîêàëèçîâàííàÿ ìîäà ñ ýíåðãèåé, ëåæàùåé íà óðîâíå Ôåðìè, è ñ íóëåâûì

îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì íåçàâèñèìî îò ðàäèàëüíîãî ïðîôèëÿ íàâåä¼ííîé ùåëè.

(2) Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â äâóìåðíîì ìåòàëëè÷åñêîì ñëîå â êîíòàêòå ñî ñâåðõ�

ïðîâîäíèêîì âòîðîãî ðîäà â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè, êðîìå ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà
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îáú¼ìíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà, èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìàñøòàá, îïðåäåëÿåìûé íàâåä¼í�

íîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëüþ â ñïåêòðå íîðìàëüíîãî ñëîÿ. Â ïðåíåáðåæåíèè áåñïîðÿä�

êîì ñïåêòð êâàçè÷àñòèö â âèõðå ñ åäèíè÷íîé çàâèõðåííîñòüþ êàê ôóíêöèÿ óãëîâîãî

ìîìåíòà âîëíîâîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé, ïåðåñåêàþùèõ óðîâåíü Ôåðìè.

(3) Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà äâóìåðíîãî ìåòàëëà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì,

îïðåäåëÿåìàÿ â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ òðàíñïîðòîì âäîëü äâóõ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé

âáëèçè êàæäîé ãðàíèöû, çàâèñèò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì îáðàçîì îò øèðèíû êîíòàê�

òà è åãî ãåîìåòðèè äëÿ äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà è ãðàôåíà. Óñðåäíåíèå ïî ðå�

àëèçàöèÿì ïðèìåñåé ïðèâîäèò ê óíèâåðñàëüíûì âûðàæåíèÿì äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè è å¼ äèñïåðñèè, â êîòîðûõ çàâèñèìîñòü îò ñïåêòðà

äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷åðåç êîëè÷åñòâî êðàåâûõ êàíàëîâ.

(4) Êîíòàêò äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ èçîòðîïíûì

ñïàðèâàíèåì íàâîäèò â èçîòðîïíîì ñïåêòðå êðàåâûõ ìîä òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà

ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü, àíèçîòðîïíóþ ïî íàïðàâëåíèÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ ìîä.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷åíà îïòèìàëüíûì âûáîðîì ôèçè÷å�

ñêèõ ìîäåëåé, îòðàæàþùèõ îñíîâíûå ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ ñèñòåì, à òàêæå àäåêâàòíûì

âûáîðîì ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â Ôåäåðàëüíîì ãîñóäàðñòâåííîì áþäæåòíîì ó÷ðåæäåíèè íàó�

êè Èíñòèòóò ôèçèêè ìèêðîñòðóêòóð Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ÈÔÌ ÐÀÍ) â ïåðèîä ñ 2007

ïî 2012 ãîä. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ â ÈÔÌ ÐÀÍ,

â Ôèçè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà ÐÀÍ, Óíèâåðñèòåòå Áîðäî-1 (Universite Bor-

deaux-1, France), Óíèâåðñèòåòå Ààëòî (Aalto University, Finland) è Àðãîíñêîé íàöèîíàëüíîé

ëàáîðàòîðèè (Argonne National Laboratory, USA). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè

ïðåäñòàâëåíû íà XIII-XVI ìåæäóíàðîäíûõ ñèìïîçèóìàõ �Íàíîôèçèêà è íàíîýëåêòðîíèêà�

(Í. Íîâãîðîä � 2009-2012 ãã.); ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Íàíî-Ïèòåð� (Ñ. Ïåòåðáóðã �

2010 ã.); �Meso: Non-equilibrium and coherent phenomena at nanoscale� (×åðíîãîëîâêà � 2012 ã.),

êîíôåðåíöèè ïàìÿòè È. Ô. Ù¼ãîëåâà �Íèçêîðàçìåðíûå ìåòàëëè÷åñêèå è ñâåðõïðîâîäÿùèå

ñèñòåìû� (×åðíîãîëîâêà � 2009 ã.) è íà ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Ñèëüíî êîððåëèðîâàííûå

ýëåêòðîííûå ñèñòåìû è êâàíòîâûå êðèòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ� (Òðîèöê � 2012 ã.) àâòîðîì è íà

ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Ìåçîñêîïè÷åñêèå ñòðóêòóðû â ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàä�

íûõ èññëåäîâàíèÿõ� (Íîâîñèáèðñê � 2010 ã.), �Coma Ruga� (Barcelona, Spain � 2010, 2011 ãã.),



22

�Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè� (Çâåíèãîðîä � 2011)

è �Dubna-Nano� (Äóáíà � 2012 ã.) â ðàìêàõ äîêëàäîâ ñîàâòîðîâ.

Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 10 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 4 ñòàòüè â ðå-

öåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ [A1, A2, A3, A4], è 6 òåçèñîâ äîêëàäîâ [A5, A6, A7, A8, A9, A10].

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îòðàæàþò

ïåðñîíàëüíûé âêëàä àâòîðà â îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû. Àâòîð ïðèíèìàë ó÷àñòèå â ïîñòàíîâêå

è ðåøåíèè òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷, â îáñóæäåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è èõ èíòåðïðåòàöèè.

Â ÷àñòíîñòè, âêëàä àâòîðà â ðàáîòå [A1] ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â ÷àñòè âûâîäà

ýôôåêòèâíûõ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà � äå Æåíà â ñëîå

äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ïîä ñâåðõïðîâîäíèêîì è ðàâíîçíà÷íûì (ñ ñîàâòîðàìè

Â. Ì. Âèíîêóðîì è Í. Ì. Ùåëêà÷¼âûì) â ÷àñòè íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ

ñïåêòðà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû.

Â ðàáîòå [A2] àâòîð ïðîâîäèë àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷¼òû êîíäàêòàíñà êîíòàêòîâ �ñâåðõ�

ïðîâîäíèê � äâóìåðíûé ýëåêòðîííûé ãàç� è �ñâåðõïðîâîäíèê � ãðàôåí� â êâàíòîâîì ïðåäåëå,

à òàêæå âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîíäàêòàíñà è äèñïåðñèè ýòîé âåëè÷èíû ïî ðàñïðåäå�

ëåíèþ ïðèìåñåé â îáëàñòè ðàññåÿíèÿ ìîä. Âêëàä ñîèñêàòåëÿ â ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðåøåíèå

âîïðîñà î ñøèâêå êâàçè÷àñòè÷íûõ êðàåâûõ ìîä, à òàêæå â íàõîæäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå�

íèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ïî ïàðàìåòðàì ïîëÿðíîé äåêîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîçíà÷íûì ñ ñîàâòîðàìè (À. Ñ. Ìåëüíèêîâûì, È. À. Øåðåøåâñêèì è Í. Ì.Ùåëêà÷¼âûì).

Âêëàä àâòîðà â ðàáîòå [A3] ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â íàõîæäåíèè òî÷íûõ àíàëèòè�

÷åñêèõ ðåøåíèé ñ íóëåâîé ýíåðãèåé â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè ãðàôåíà ñ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõ�

ïðîâîäèìîñòüþ. Ðàçðàáîòêà êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, íàõîæäåíèå ñòðóêòóðû ëîêàëèçî�

âàííûõ ñîñòîÿíèé âáëèçè âèõðÿ â ãðàôåíå è êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ ìîä â çàâè�

ñèìîñòè îò óðîâíÿ Ôåðìè ïðîâîäèëèñü ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè (À.Ñ. Ìåëüíèêîâûì è Í.Á.

Êîïíèíûì). Ðàâíîçíà÷íûì (ñ È. À. Øåðåøåâñêèì) ÿâëÿåòñÿ âêëàä ñîèñêàòåëÿ â ðàçðàáîòêó

è ðåàëèçàöèþ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðàñ÷¼òà ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.

Â ðàáîòå [A4] âêëàä àâòîðà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â ÷àñòè íàõîæäåíèÿ àíàëèòè�

÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñïåêòðà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè ãåòåðî�

ñòðóêòóðû �ñâåðõïðîâîäíèê � íîðìàëüíàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïë¼íêà�. Â îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðà�

áîòû âêëàä ñîèñêàòåëÿ ðàâíîçíà÷íûé (ñ ñîàâòîðàìè À.Ñ. Ìåëüíèêîâûì è Í.Á. Êîïíèíûì).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè, áèáëèîãðàôèè (157 íàèìåíîâà�

íèé) è òð¼õ ïðèëîæåíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 150 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 21 ðèñóíîê.
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Ãëàâà 1

Èíäóöèðîâàííûå ñâåðõïðîâîäÿùèå êîððåëÿöèè â

äâóìåðíûõ è êâàçèäâóìåðíûõ ñèñòåìàõ â êîíòàêòå ñ

îáú¼ìíûì ñâåðõïðîâîäíèêîì

1.1. Ââåäåíèå

Êàê áûëî óïîìÿíóòî âî ââåäåíèè, ýôôåêò áëèçîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà ñ òîíêîé ïë¼íêîé

íîðìàëüíîãî ìåòàëëà (d < ξN) ñîïðîâîæäàåòñÿ îòêðûòèåì íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùå�

ëè â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé íîðìàëüíîãî ñëîÿ [13, 14]. Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì äâà ïîä�

õîäà ê îïèñàíèþ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â íîðìàëüíîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû (â äâóìåðíîé èëè êâàçèäâóìåðíîé ïë¼íêå). Â ñëåäóþùåé ÷àñòè áóäåò ðàññìîòðåí

ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, âïåðâûå èñïîëüçîâàííûé Áèíàêêåðîì (C. W. J. Beenakker) â

2006 ãîäó [61] äëÿ îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ìîíîñëîå ãðàôåíà. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü ãëàâû

ïîñâÿùåíà ìèêðîñêîïè÷åñêîìó ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà ìåòîäå òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèà�

íà, êîòîðûé âïåðâûå áûë èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèÿ äâóõ ùåëåâûõ îñîáåííîñòåé â

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ñâåðõïðîâîäíèêå â ðàáîòå Ìàêìèëëàíà (W. L. McMillan) [13].

1.2. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ôîðìèðîâàíèþ ñâåðõïðîâîäÿùåé

èíäóöèðîâàííîé ùåëè

Ðàññìàòðèâàåìûé â ýòîé ÷àñòè ïîäõîä àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ â ëèòåðàòóðå äëÿ îïè�

ñàíèÿ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â òàêèõ ýôôåêòèâíî äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ, êàê

ãðàôåí [60, 61, 100, 101], à òàêæå 2D [34�36, 38] è 3D [33, 37, 39, 40] òîïîëîãè÷åñêèå èçîëÿòî�

ðû. Ïîäõîä îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè â 2D íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìå, íàõîäÿùåéñÿ

ïîä ñâåðõïðîâîäíèêîì, íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ∆ind. Ýòà ùåëü â

ñïåêòðå íîðìàëüíûõ âîçáóæäåíèé ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿ Áîãî�

ëþáîâà � äå Æåíà ýôôåêòèâíîãî ñïàðèâàþùåãî ïîòåíöèàëà (ñì. îáñóæäåíèå íèæå). Èíûìè

ñëîâàìè íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìå ñâåðõïðîâîäÿùèå êîððåëÿöèè

ìîæíî îïèñûâàòü êàê ýôôåêòèâíîå ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ. Ñòðóêòóðà ýôôåêòèâíîãî ïàðà�

ìåòðà ïîðÿäêà ∆̂ind â ñëó÷àå ìíîãîçîííîé (ìíîãîäîëèííîé) ìîäåëè íîðìàëüíîãî ñëîÿ (êàê

äëÿ ãðàôåíà), êîãäà ýëåêòðîííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ǔ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé,
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ìîæåò áûòü äîâîëüíî ñëîæíîé. Îäíàêî, ÷àùå âñåãî, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî íàâåä¼ííûé ñâåðõïðî�

âîäÿùèé ïîòåíöèàë äèàãîíàëåí â ïðîñòðàíñòâå ïîäçîí (èëè äîëèí) ∆̂ind = ∆ind, à ñèììåòðèÿ

ñïàðèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèè ïðèòÿæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â îáú¼ìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñèíãëåòíûå ñâåðõïðîâîäÿùèå ýëåêòðîäû è ñ÷è�

òàòü ñïàðèâàíèå èçîòðîïíûì.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñòðóêòóðó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå

äëÿ îáú¼ìíîãî èçîòðîïíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà è ëèñòà ãðàôåíà. Äëÿ èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè

Ôåðìè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå âûãîäíîå ñïàðèâàíèå ýëåêòðîíîâ ñ èìïóëüñàìè k1,2

îòâå÷àåò íóëåâîìó èìïóëüñó êóïåðîâñêîé ïàðû Q = k1 + k2 (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [6]).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñïàðèâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå ìû ñ÷èòàåì èçîòðîïíûì, òî

ñóììàðíûé èìïóëüñ Q ýëåêòðîíîâ, ðàññåèâàþùèõñÿ â êàêèå-òî äðóãèå ñîñòîÿíèÿ ïðè âçàè�

ìîäåéñòâèè ìåæäó ñîáîé, ñîõðàíÿåòñÿ (ñì. Ðèñ. 1.1). Êðîìå òîãî, îáà ýëåêòðîíà íàõîäÿòñÿ

Ðèñ. 1.1. Ñïàðèâàíèå ýëåêòðîíîâ ñ ïîñòîÿííûì ñóììàðíûì èìïóëüñîì Q = k1 + k2 äëÿ (à) ñâåðõ�

ïðîâîäíèêà ñ èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè è (á) ãðàôåíà. Èìïóëüñû ýëåêòðîíîâ k1,2 ëåæàò

âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè (ñèíåé è îðàíæåâîé ñîîòâåòñòâåííî). k2 íàïðàâëåí ñ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè

â öåíòð çîíû Áðèëëþýíà, ÷òîáû èìïóëüñ êóïåðîâñêîé ïàðû Q èçîáðàæàëñÿ îòíîñèòåëüíûì ñäâèãîì

ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè. Ðàçíûå äîëèíû â ãðàôåíå îáîçíà÷åíû ñïëîøíîé è ïóíêòèðíîé ëèíèÿìè ñî�

îòâåòñòâåííî. Îáëàñòü ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ

ïîâåðõíîñòåé è çàêðàøåíà çåë¼íûì öâåòîì. Ñòðóêòóðà êóïåðîâñêîé ïàðû â èìïóëüñíîì ïðîñòðàí�

ñòâå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïåðåêðûòèÿ ñäâèíóòûõ ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè è îòâå÷àåò

íóëåâîìó ñóììàðíîìó èìïóëüñó (â) äëÿ èçîòðîïíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà è (ã) ýëåêòðîíîâ èç ðàçíûõ

äîëèí â ãðàôåíå èëè (ä) ñëó÷àþ êîíå÷íûõ Q äëÿ ýëåêòðîíîâ îäíîé äîëèíû â ãðàôåíå.

âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè (ñì. ñèíÿÿ è îðàíæåâàÿ ïîâåðõíîñòè íà ðèñ. 1.1à, á äëÿ ñâåðõïðî�

âîäíèêà è ãðàôåíà ñîîòâåòñòâåííî). Çäåñü èìïóëüñ âòîðîãî ýëåêòðîíà íàïðàâëåí â îáðàòíóþ

ñòîðîíó (ñ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â öåíòð çîíû Áðèëëþýíà), ÷òîáû îòíîñèòåëüíûé ñäâèã ïîâåðõ�
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íîñòåé Ôåðìè îòâå÷àë èìïóëüñó êóïåðîâñêîé ïàðû Q. Ïîýòîìó çîíà Áðèëëþýíà, èçîáðàæ¼í�

íàÿ íà ðèñóíêàõ îðàíæåâûì öâåòîì, èíâåðòèðîâàíà â ïðîñòðàíñòâå, ÷òî â ãðàôåíå ïðèâîäèò

ê èíîìó ðàñïîëîæåíèþ äîëèí (ñì. ïóíêòèðíûå è ñïëîøíûå ëèíèè). Ïðèòÿæåíèå ýëåêòðî�

íîâ íàèáîëåå âûãîäíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ ïðè ðàññåÿíèè

ïàðû ýëåêòðîíîâ ìàêñèìàëüíî [6]. Åñëè äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ýòî îçíà÷àåò ñïàðèâàíèå ñ íó�

ëåâûì ñóììàðíûì èìïóëüñîì Q = 0 (ñì. ðèñ. 1.1â), òî äëÿ ãðàôåíà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé. Ïðè íóëåâîì èìïóëüñå ïàðû Q = 0 â ãðàôåíå ïîïàðíî ñîâìåùàþò�

ñÿ ëèñòû ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì äîëèíàì (ðèñ. 1.1ã). Â òî âðåìÿ êàê

ñîâìåùåíèå ëèñòîâ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé è òîé æå äîëèíå, îòâå÷àåò

êîíå÷íûì èìïóëüñàì êóïåðîâñêîé ïàðû è ðåàëèçóåòñÿ ïðè ñîâïàäåíèè óãëà ñäâèíóòîé çîíû

Áðèëëþýíà ñ öåíòðîì èñõîäíîé (ðèñ. 1.1ä). Â äàëüíåéøåì, ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ôåíî�

ìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà â ãðàôåíå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàâåäåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè â

ãðàôåíå ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ èçîòðîïíîé ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè ïðè ñîõðàíåíèè èìïóëüñà â

ïëîñêîñòè ãðàôåíà. Èíûìè ñëîâàìè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýôôåêòèâíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà â

ãðàôåíå îòâå÷àåò ðèñóíêó 1.1ã ñ Q = 0 � ñïàðèâàíèþ ýëåêòðîíîâ èç ðàçíûõ äîëèí.

Â ðàìêàõ îïèñàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ìîãóò áûòü çàïèñàíû ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ

Áîãîëþáîâà � äå Æåíà (ÁäÆ) [102, 103] â 2D ñèñòåìå ïîä ñâåðõïðîâîäÿùèì ýëåêòðîäîì äëÿ

ýëåêòðîííîé (u) è äûðî÷íîé (v) ÷àñòåé âîëíîâîé ôóíêöèè êâàçè÷àñòèö Ψ̌ = (ǔ, v̌): Ȟ−µ ∆ind

∆∗
ind µ− T Ȟ T −1

 Ψ̌ = EΨ̌ . (1.1)

Çäåñü T � îïåðàòîð îáðàùåíèÿ âðåìåíè, ýíåðãèÿ E îòñ÷èòûâàåòñÿ îò óðîâíÿ Ôåðìè µ, à

Ȟ � îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí 2D ñèñòåìû â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè. Êàê óïîìèíàëîñü

âûøå, ìû ñ÷èòàåì íàâåä¼ííóþ ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü ñèíãëåòíîé â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå,

ïîýòîìó èç ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåâîðîòà ñïèíà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ÷àñòü

ýëåêòðîííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé ñ ïðîåêöèåé ñïèíà ââåðõ ǔ âäîëü îïðåäåë¼ííîé îñè. Ïðè

ýòîì v̌ � ÷àñòü äûðî÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè ñ ïðîåêöèåé ñïèíà âíèç. Óðàâíåíèÿ äëÿ îñòàâ�

øèõñÿ äâóõ êîìïîíåíò àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì.

Îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí ãðàôåíà â èçîòðîïíîì áàçèñå ôóíêöèé ǔ = (ûK,−iσyûK′),

v̌ = (v̂K′ ,−iσyv̂K) â äîëèííîì ïðîñòðàíñòâå [60, 72] ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ȟ = vNπ0 ⊗ σ
(
P̂− e

c
A
)
, (1.2)

ïðè ýòîì îïåðàòîð îáðàùåíèÿ âðåìåíè ïðèìåò âèä: T = −πy ⊗ σyC. Çäåñü C � îïåðàòîð

êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, π, σ � ìàòðèöû Ïàóëè â äîëèííîì (èçîñïèíîâîì) è ïîäðåø¼�

òî÷íîì (ïñåâäîñïèíîâîì) ïðîñòðàíñòâàõ â ãðàôåíå ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ
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ôóíêöèé ûK[K′] (v̂K[K′]) îòâå÷àþò ýëåêòðîííûì (äûðî÷íûì) âîçáóæäåíèÿì. Èíäåêñû K è K′

êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûì âåêòîðàì äâóõ íåýêâèâàëåíòíûõ êîíè÷åñêèõ òî÷åê ïåð�

âîé çîíû Áðèëëþýíà â ãðàôåíå (ñì. Ðèñ. 1.2à). Ïðè êîíå÷íîì óðîâíå Ôåðìè âáëèçè ýòèõ

Ðèñ. 1.2. (à) Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ëèíåéíîé íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé äèñïåðñèè â ãðàôåíå âáëèçè

äâóõ äîëèíK èK′. Ýíåðãèÿ E îòñ÷èòûâàåòñÿ îò óðîâíÿ Ôåðìè µ, à èìïóëüñ P̂ � îò ñîîòâåòñòâóþùåé

êîíè÷åñêîé òî÷êè; (á) Èçîáðàæåíèå ðåø¼òêè ãðàôåíà ñ äâóìÿ òèïàìè ãðàíèö �zigzag� è �arm-chair�,

îòâå÷àþùèìè ðàçíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ñèíèìè (æ¼ëòûìè) êðóæêàìè îáîçíà÷åíû àòîìû óãëå�

ðîäà, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîäðåø¼òêå A (B) ãðàôåíà.

êîíè÷åñêèõ òî÷åê ôîðìèðóþòñÿ ëèñòû ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, êîòîðûå ÷àñòî íàçûâàþò äîëè�

íàìè. Ìàãíèòíîå ïîëå â óðàâíåíèè (1.2) ó÷òåíî ñ ïîìîùüþ óäëèíåíèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà

P̂ = −i~∇R, äåéñòâóþùåãî â äâóìåðíîì ìîíîñëîå ãðàôåíà R, âåêòîð-ïîòåíöèàëîì A, óìíî�

æåííûì íà îòíîøåíèå çàðÿäà ýëåêòðîíà e < 0 ê ñêîðîñòè ñâåòà â âàêóóìå c. Äàëåå óêàçàííûé

áàçèñ âîëíîâûõ ôóíêöèé ǔ = (ûK,−iσyûK′), v̌ = (v̂K′ ,−iσyv̂K) ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè çàïè�

ñûâàòü â âèäå ǔ = (ûπ+, ûπ−), v̌ = (v̂π+, v̂π−), ãäå ûπ± = (uπ±,a, uπ±,b) è v̂π± = (vπ±,a, vπ±,b).

Ïðè íàâåäåíèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè â íèçêîðàçìåðíûõ íîðìàëüíûõ ñèñòåìàõ, êðîìå

èíäóöèðîâàííîé ùåëè â ñïåêòðå êâàçè÷àñòèö, äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü�

íûé ñäâèã õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èç-çà ðàçíîãî ñðîäñòâà íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé

ïîäñèñòåì ñ âàêóóìîì. Â äàëüíåéøåì, ïðè ðàññìîòðåíèè êîíòàêòîâ �ãðàôåí ïîä ñâåðõïðî�

âîäíèêîì - ãðàôåí� ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå ñóùåñòâåííîãî ñäâèãà ∆µ = µ − µ0

õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîä ñâåðõïðîâîäíèêîì µ îòíîñèòåëüíî åãî çíà÷åíèÿ µ0 â íîðìàëü�

íîé îáëàñòè ∆µ ≫ µ0. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò áëàãîäàðÿ ìàëîñòè äëèíû Ôåðìè ïîä

ñâåðõïðîâîäíèêîì λ′N = ~vN/µ ≪ λN = ~vN/µ0 íå ó÷èòûâàòü ïîäàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà ñïà�

ðèâàíèÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè ∆ind êîíòàêòîì ñ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé [61], à òàêæå

ïîëîæèòü åãî çíà÷åíèå ðàâíûì íóëþ â ñâîáîäíîé îò ñâåðõïðîâîäÿùåãî ýëåêòðîäà ÷àñòè 2D

ñèñòåìû (ñì. ãðàôèê äëÿ ïðîôèëÿ íàâåä¼ííîé ùåëè íà ðèñ. 1á âî ââåäåíèè).
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Â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÁäÆ (1.1) ñ îäíî÷àñòè÷íûì ãàìèëü�

òîíèàíîì (1.2) âáëèçè ïëîñêîé ãðàíèöû ñ íîðìàëüþ n, íàïðàâëåííîé èç îáëàñòè ïîä ñâåðõ�

ïðîâîäíèêîì â íîðìàëüíóþ îáëàñòü (ñì. ãåîìåòðèþ êîíòàêòà íà Ðèñ. 1á âî ââåäåíèè), óäî�

âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì [61, 100]:

v̌ = exp[iβ(n · σ)]ǔ . (1.3)

ãäå β = arccos(E/∆ind) äëÿ E < ∆ind è β = −iarccosh(E/∆ind) äëÿ E > ∆ind. Ýòè ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ âåðíû äëÿ áîëüøîãî ñäâèãà óðîâíÿ Ôåðìè ∆µ≫ ∆ind, E ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé

ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ∆ind è ýíåðãèåé êâàçè÷àñòèö E, íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìåæäó ñîáîé (ñì. âûâîä â [61]). Óðàâíåíèå (1.3) îïèñûâàåò ãðàíè÷íûå óñëî�

âèÿ, íå çàâèñÿùèå îò äîëèííîãî èíäåêñà π [êàê è ãàìèëüòîíèàí (1.2)].

Àíàëîãè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ñâåðõïðîâîäíèêà è äâóìåðíîé

ñèñòåìû ñ êâàäðàòè÷íûì ñïåêòðîì Ȟ =
(
P̂− e

c
A
)2
/2mN òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíó

β, íî ñâÿçûâàþò ôóíêöèè êâàçè÷àñòèö ñ èõ ïðîèçâîäíûìè:

∂

∂n

(u
v

)
=

k⊥
sin β

cos β −1

1 − cos β

(u
v

)
, (1.4)

ãäå k∥ è k
2
⊥ = k2S − k2∥ � ïðîåêöèè èìïóëüñà Ôåðìè íà ïëîñêîñòü SN - ãðàíèöû è ïîïåð¼ê íå¼.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðàþ ãðàôåíà, â îòëè÷èå îò ãðàíèöû ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì,

çàâèñÿò îò äîëèííîé ñòåïåíè ñâîáîäû π̂, ÷àùå âñåãî ðåàëèçóþòñÿ â äâóõ âèäàõ [104] �zigzag�

èëè �arm-chair� (ñì. ðèñ. 1.2á) è ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(π0 ⊗ σ0 ± πz ⊗ σz)Ψ̌ = 0 (1.5a)

(π0 ⊗ σ0 − πy ⊗ σy)Ψ̌ = 0 . (1.5b)

Çíàêè ± â óðàâíåíèè (1.5a) îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâåííî àòîìàì ïîäðåø¼òêè A è B íà ãðàíè�

öå (ñì. íà ðèñ. 1.2á âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû). Ïîñêîëüêó êðàé ãðàôåíà òèïà �arm-chair�

ñîäåðæèò àòîìû îáåèõ ïîäðåø¼òîê, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.5b) ïåðåìåøèâàþò äîëèííûå

ñòåïåíè ñâîáîäû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè ãðàíèöû îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷å�

ñêèõ îñåé ãðàôåíà â ðàáîòå [105] áûëî ïîëó÷åíî îáùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â íåïðåðûâíîì

ïðåäåëå:

Ψ̌ = (υ,π)⊗ (n⊥, σ)Ψ̌ , (1.6)

ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð n⊥ ïåðïåíäèêóëÿðåí âíóòðåííåé íîðìàëè n (ñì. ïî àíàëîãèè ñ ðèñ. 1á

âî ââåäåíèè), à υ � ïðîèçâîëüíûé òð¼õìåðíûé åäèíè÷íûé âåêòîð (â äàëüíåéøåì, ìû áó�

äåì íàçûâàòü åãî èçîñïèíîâûì âåêòîðîì). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.5) çàïèñàíû äëÿ n = x0 è

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì υ = z0, n⊥ = ±z0 äëÿ �zigzag� è υ = y0, n⊥ = y0 äëÿ �arm-chair�.
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Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó òàêîå ðàññìîòðåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì èíñòðóìåí�

òîì êàê äëÿ ðåøåíèÿ ãëîáàëüíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ â ãðàôåíå ïîä ñâåðõïðîâîäíèêîì [61], òàê

è äëÿ ðàñ÷¼òà òðàíñïîðòà â äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå íà îñíîâå ãðàôåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [100].

Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè ðàññìîòðåííûé â ýòîé ÷àñòè ìåòîä áóäåò ïðèìå�

íÿòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòèâíîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â ãðàôåíå: óðàâíåíèÿ ÁäÆ (1.1)

ñ îäíî÷àñòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì ãðàôåíà (1.2) ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðà êâàçè÷àñòè÷íûõ

ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ â êîðå âèõðÿ â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè ãðàôåíà ïîä ñâåðõïðîâîä�

íèêîì, à òàêæå ëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.3) ïðè èññëåäîâàíèè òðàíñïîðòíûõ õàðàê�

òåðèñòèê êîíòàêòà �ñâåðõïðîâîäíèê-ãðàôåí� â êâàíòóþùåì ìàãíèòíîì ïîëå.

1.3. Ìåòîä òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà

Íàðÿäó ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì ïîäõîäîì, ðàññìîòðåííûì âûøå, ñóùåñòâóåò àëüòåðíà�

òèâíîå ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå, â îñíîâó êîòîðîãî ïîëîæåí ìåòîä òóííåëüíîãî ãàìèëü�

òîíèàíà. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñâåðõïðîâîäíèêàì â 1968 ãîäó ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí â

ðàáîòå [13] Ìàêìèëëàíîì, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà èç íîðìàëüíîé è ñâåðõïðî�

âîäÿùåé ïë¼íîê, íàõîäÿùèõñÿ â òóííåëüíîì êîíòàêòå. Áåçóñëîâíî, â îòñóòñòâèå êîíòàêòà

ñâåðõïðîâîäíèêà ñ íîðìàëüíîé ïë¼íêîé, ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà áåç ïðèâëå÷åíèÿ

ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Îäíàêî íàëè÷èå òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó ïîäñèñòåìàìè ïðèâîäèò ê êî�

íå÷íîìó çíà÷åíèþ àíîìàëüíîãî ñðåäíåãî ⟨ĉςRĉς′R′⟩ îò äâóõ îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ ĉςR â

äâóìåðíîé ïë¼íêå [103]. Íî íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå èíäóöè�

ðîâàííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè, â íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìå íåò ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñïàðèâà�

íèÿ, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå ìåõàíèçìîâ ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ïðè

èññëåäîâàíèè ïëîòíîñòè êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêå â çàâèñèìî�

ñòè îò ýíåðãèè E Ìàêìèëëàíîì, êðîìå ñòàíäàðòíîé ùåëåâîé îñîáåííîñòè, áûë îáíàðóæåí

äîïîëíèòåëüíûé ïèê ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèé èíäóöèðîâàííîé

ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìå (ñì. ðèñ. 1.3à NS). Àíàëîãè÷íàÿ äâóõùåëå�

âàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé áûëà âû÷èñëåíà è â íîðìàëüíîé ïë¼íêå, íî ñ äðóãèì

ñîîòíîøåíèåì àìïëèòóä ùåëåâûõ îñîáåííîñòåé (ñì. NN íà ðèñ. 1.3à). Â äàëüíåéøåì ìåòîä

òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà â ïðèëîæåíèè ê ñâåðõïðîâîäèìîñòè áûë ðàçâèò â ðÿäå ðàáîò:

íà÷èíàÿ îò èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåçîíàíñíîé ïðèìåñè â ñâåðõïðîâîäíèêå [48, 49, 106] è çà�

êàí÷èâàÿ èçó÷åíèåì èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðîâ [55, 57]

è îáîáùåíèåì ýòîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ íåñòàöèîíàðíûõ
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çàäà÷ â äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòàõ [58].

Ïðèâåä¼ì äàëåå âûâîä îïèñàííîãî ìåòîäà, íà îñíîâå ðàáîòû À. Ñ. Ìåëüíèêîâà è

Í. Á. Êîïíèíà [58]. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïîëóïðîñòðàí�

ñòâà z > 0 è íîðìàëüíîãî ñëîÿ z = 0, òîëùèíîé êîòîðîãî ïðåíåáðåãàåòñÿ (ñì. ðèñ. 1.3á).

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ñîñòîèò èç ñâåðõïðîâîäÿ�

Ðèñ. 1.3. (à) Ãðàôèê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â íîðìàëüíîì NN è ñâåðõïðîâîäÿùåé NS ñëîå â îä�

íîðîäíîì ñîñòîÿíèè òóííåëüíîãî SN-êîíòàêòà íà ïðàâîé ïàíåëè. Ðèñóíîê âçÿò èç ñòàòüè [13]; (á)

Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé â äâóìåðíîì íîð�

ìàëüíîì ñëîå. Êðàñíûì êðóãîì îáîçíà÷åí èñòî÷íèê â íîðìàëüíîé ïë¼íêå. Êðàñíûìè (ñèíèìè) ñòðåë�

êàìè îáîçíà÷åíî íàïðàâëåíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïàäàþùèõ ýëåêòðîíîâ (àíäðååâñêè îòðàæ¼ííûõ

äûðîê). Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé æ¼ëòûì ïîëóêðóãîì, ñ ðàçìåðîì ïîðÿäêà ñâåðõïðîâîäÿùåé äëèíû

êîãåðåíòíîñòè ξS ïðîèñõîäèò òðàíñôîðìàöèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé â ñâåðõòåêó÷èé òîê.

ùåé ÷àñòè ĤS, à òàêæå ÷àñòåé, îòâå÷àþùèõ çà 2D ïîäñèñòåìó Ĥ2D è òóííåëèðîâàíèå ĤT :

Ĥ = ĤS + Ĥ2D + ĤT . (1.7)

Ãàìèëüòîíèàí ñâåðõïðîâîäíèêà

ĤS =
∑
ς=↑,↓

∫
d3rΨ̂+

ς (r) (ϵ̂S − EF ) Ψ̂ς(r) +

∫
d3r
(
∆Ψ̂+

↑ (r)Ψ̂
+
↓ (r) + ∆∗Ψ̂↓(r)Ψ̂↑(r)

)
, (1.8)

çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïîëåâûå îïåðàòîðû Ψ̂↑[↓]

(
Ψ̂+

↑[↓]

)
óíè÷òîæåíèÿ (ðîæäåíèÿ) äëÿ ñîñòîÿíèé

ñî ñïèíîì ââåðõ [âíèç], à òàêæå ÷åðåç ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü ∆ è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

ñâåðõïðîâîäíèêà EF . Îäíî÷àñòè÷íûé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ϵ̂S äëÿ ïðîñòîòû çàïè�

ñàí â ïðèáëèæåíèè ýôôåêòèâíîé ìàññû mS: ϵ̂S = (p̂− e
c
A)2/2mS. Èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäè�

íàòå r âåä¼òñÿ ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó z > 0, çàíèìàåìîìó ñâåðõïðîâîäíèêîì. Ïðåäñòàâëåíèå



30

âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà 2D ïë¼íêè òîëùèíû d:

Ĥ2D = d
∑
ς=↑,↓

∫
d2R · ĉ+ςR (ϵ̂2D(R)− µ) ĉςR , (1.9)

çàïèñàíî â áàçèñå ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ ĉςR (ĉ+ςR), íîðìèðîâàííûõ íà îáú¼ì ïë¼íêè [ĉςR, ĉ
+
ςR]+ =

d−1δ(R−R′), äëÿ ÷àñòèö ñ ïðîåêöèåé ñïèíà ς íà íåêîòîðóþ îñü. Çäåñü ϵ̂2D(R) � îïåðàòîð

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â 2D ïë¼íêå, µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, [Â, B̂]+
def
= ÂB̂ + B̂Â � àí�

òèêîììóòàòîð, à 2D âåêòîð R ëåæèò â ïëîñêîñòè ñëîÿ z = 0. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ

äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè, ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå

ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà EF ñâåðõïðîâîäíèêà.

Ïîñëåäíèé ÷ëåí ĤT â óðàâíåíèè (1.7) îòðàæàåò îäíî÷àñòè÷íîå òóííåëèðîâàíèå ýëåê�

òðîíîâ èç 2D-ñëîÿ â ñâåðõïðîâîäíèê ñ ñîõðàíåíèåì ïðîåêöèè ñïèíà:

ĤT = d
∑
ς=↑,↓

∫
d2Rd3r

[
Ψ̂+

ς (r)T (r,R)ĉςR + ĉ+ςRT
+(R, r)Ψ̂ς(r)

]
, (1.10)

ãäå êîýôôèöèåíò òóííåëèðîâàíèÿ T ∗(r,R)
def
= T+(R, r) íå çàâèñèò îò ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ.

Â îáùåì ñëó÷àå êîíå÷íûõ òåìïåðàòóð T ̸= 0 ìàöóáàðîâñêèå ôóíêöèé Ãðèíà Gp, Fp,

F+
p , Ḡp, p ∈ {2D,S, T}, çàâèñÿò îò äâóõ ìíèìûõ âðåìåííûõ ïåðåìåííûõ τ1, τ2 â èíòåðâàëå

− ~
T
< τ1 − τ2 <

~
T

(1.11)

è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

⟨
Tτ ĉςX1 ĉ

+
ς′X2

⟩
= δςς′G2D(X1,X2) , (1.12a)⟨

Tτ Ψ̂ς(x1)Ψ̂
+
ς′(x2)

⟩
= δςς′GS(x1,x2) , (1.12b)⟨

Tτ Ψ̂ς(x1)ĉ
+
ς′X2

⟩
= δςς′GT (x1,X2) , (1.12c)

⟨Tτ ĉςX1 ĉς′X2⟩ = iσ
(y)
ςς′ F2D(X1,X2) , (1.12d)⟨

Tτ Ψ̂ς(x1)Ψ̂ς′(x2)
⟩
= iσ

(y)
ςς′ FS(x1,x2) , (1.12e)⟨

Tτ Ψ̂ς(x1)ĉς′X2

⟩
= iσ

(y)
ςς′ FT (x1,X2) (1.12f)

è îñòàëüíûå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Çäåñü Xk = (Rk, τk), xk = (rk, τk) � ïðîñòðàíñòâåííî-âðå�

ìåííûå êîîðäèíàòû â 2D ïë¼íêå è îáú¼ìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå, à Tτ � îïåðàòîð óïîðÿäî÷åíèÿ

ïî ìíèìîìó âðåìåíè τ = it, îïðåäåë¼ííûé ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ [107]:

Tτ Â(τ1)B̂(τ2)
def
=

{
Â(τ1)B̂(τ2), τ1 > τ2

−B̂(τ2)Â(τ1), τ1 < τ2
.
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Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ââåä¼ì ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà è ãàìèëü�

òîíèàíà ñâåðõïðîâîäíèêà â ïðîñòðàíñòâå Ãîðüêîâà-Íàìáó [108, 109]:

Ǧp =

 Gp Fp

−F+
p Ḡp

 , ȞS(r) =

ϵ̂S(A)− EF −∆

∆∗ ϵ̂S(−A)− EF

 . (1.13)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è

Ǧp(τ1, τ2) = Ǧp(τ1 − τ2), ïîýòîìó ïåðåéä¼ì ê Ôóðüå-îáðàçó Ǧp(r1, r2) =
∫~/T
−~/T e

iωnτ Ǧp(x1,x2)dτ

ïî ðàçíîñòíîé ïåðåìåííîé τ = τ1 − τ2, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîäîëæèâ ïåðèîäè÷åñêè òåì�

ïåðàòóðíûå ôóíêöèè Ãðèíà ñ èíòåðâàëà (1.11). Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò

ωn = (2n + 1)πT ó ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà. Äëÿ îòëè÷èÿ èõ îò çàïàçäûâàþùåé è

îïåðåæàþùåé, ó ïîñëåäíèõ áóäåì ñòàâèòü âåðõíèå èíäåêñû R è A ñîîòâåòñòâåííî: Ǧ
R(A)
p .

Ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ

Ǧ−1
S (r) = −i~ωnτ̌3 + ȞS(r) , Ǧ−1

2D(R) = −i~ωnτ̌3 + ϵ̌2D(R, τ̌3A)− µ

è îïåðàòîðà òóííåëèðîâàíèÿ Ť (r,R) = diag
(
T (r,R), T ∗(r,R)

)
â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö Íàìáó

τ̌ , ãäå diag(a1, a2, . . . , an) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè a1, a2, . . . , an, çàïèøåì óðàâ�

íåíèÿ Ãîðüêîâà [108] äëÿ 2D Ǧ2D è ñìåøàííîé ǦT ôóíêöèé Ãðèíà ñ ó÷¼òîì òóííåëèðîâàíèÿ:

Ǧ−1
S (r1)ǦT (r1,R2) + d

∫
Ť (r1,R

′)Ǧ2D(R
′,R2)d

2R′ = 0 , (1.14)

Ǧ−1
2D(R1)Ǧ2D(R1,R2) +

∫
Ť+(R1, r

′)ǦT (r
′,R2)d

3r′ = 1̌d−1~δ(R1 −R2) . (1.15)

Ðàçðåøàÿ ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ǦT (r1,R2) â ïîëóïðîñòðàíñòâå z1 > 0

ǦT (r1,R2) = −d
~

∫
Ǧ

(+)
S (r1, r

′)Ť (r′,R′)Ǧ2D(R
′,R2)d

2R′d3r′ (1.16)

è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âî âòîðîå, ìû ïîëó÷èì çàìêíóòîå óðàâíåíèå Ãîðüêîâà

â 2D ïîäñèñòåìå:

Ǧ−1
2D(R1)Ǧ2D(R1,R2)−

∫
Σ̌T (R1,R

′)Ǧ2D(R
′,R2)d

2R′ = 1̌d−1~δ(R1 −R2) (1.17)

ñ ýôôåêòèâíîé ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò êâàäðàòà îïåðàòîðà òóííå�

ëèðîâàíèÿ:

Σ̌T (R1,R
′) =

d

~

∫
Ť+(R1, r

′)Ǧ
(+)
S (r′, r′′)Ť (r′′,R′)d3r′d3r′′ .

Çäåñü ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ãîðüêîâà â ñâåðõïðîâîäíèêå Ǧ
(+)
S (r′, r′′) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ�

íåíèþ áåç ó÷¼òà òóííåëèðîâàíèÿ:

Ǧ−1
S (r1)Ǧ

(+)
S (r1, r2) = 1̌~δ(r1 − r2) (1.18)
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â ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè z1,2 > 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z2 = 0 äëÿ ýòîé ôóíêöèè â

îáùåì ñëó÷àå äîëæíû çàâèñåòü îò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà òóííåëèðîâàíèÿ â ìåðó îáðàòíîãî

âëèÿíèÿ íîðìàëüíîé ïë¼íêè íà ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0. Ìû

â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåíåáðåãàòü ýòèì îáðàòíûì âëèÿíèåì1 è èñïîëüçîâàòü îäíîðîäíûå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ∂Ǧ
(+)
S /∂z2

∣∣∣
z2=0

= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå äëÿ Ǧ
(+)
S (r1, r2) ðàâíî ñóììå

ôóíêöèé Ãðèíà óðàâíåíèÿ (1.18) âî âñ¼ì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Ǧ
(+)
S (r1, r2) = Ǧ0

S(r1, r2∥, z2) + Ǧ0
S(r1, r2∥,−z2) . (1.19)

Ïîäðîáíûé âûâîä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ îïèñàí â Ïðèëîæåíèè À.1.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ëîêàëüíîå òóííåëèðîâàíèå, òî åñòü áóäåì ïðåä�

ïîëàãàòü ñîâïàäåíèå êîîðäèíàò îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â òóííåëüíîì ÷ëåíå

(1.10) ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.7) T (r,R) = T (R)δ(r∥ −R)δ(z), ãäå r = (r∥, z). Â ýòîì ñëó�

÷àå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

Σ̌T (R1,R
′) = dŤ+(R1)Ǧ

(+)
S (R1,R

′)Ť (R′)/~ , (1.20)

Äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.17) îñíîâàíû íà êîíêðåòíûõ ïðåäïîëîæåíè�

ÿõ î ñîõðàíåíèè ïðîåêöèè èìïóëüñà â ïëîñêîñòè 2D ïë¼íêè. Êðîìå òîãî, â áîëüøèíñòâå

ñâåðõïðîâîäíèêîâ äëèíà êîãåðåíòíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò àòîìíûå ìàñøòàáû, òî åñòü

pSξS/~ ∼ 102 − 103 ≫ 1, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ôîðìàëèçì êâàçèêëàññè÷åñêèõ óðàâíå�

íèé ñâåðõïðîâîäèìîñòè [110, 111]. Âî âñåõ ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ, êðîìå ïîñëåäíåãî, ìû

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì ïðåäåëå, òî åñòü äëèíû ñâîáîäíîãî

ïðîáåãà â ñâåðõïðîâîäíèêå ℓS è 2D ïîäñèñòåìå ℓN ãîðàçäî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèí

êîãåðåíòíîñòè: ℓS ≫ ξS = ~vS/∆∞, ℓN ≫ ξ2D = ~vN/∆ind. Â ðàìêàõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé

áóäóò âûâåäåíû óðàâíåíèÿ Ýéëåíáåðãåðà íà êâàçèêëàññè÷åñêèå ôóíêöèè Ãðèíà â 2D ñëîå:

ǧ(PN ,R) = (πi)−1\
∫
dξ2Ǧ2D(P,R) , (1.21)

ãäå ξ2 = ϵ2D(P)− µ � ýíåðãèÿ 2D ïë¼íêè, îòñ÷èòàííàÿ îò å¼ óðîâíÿ Ôåðìè, PN � å¼ èìïóëüñ

Ôåðìè. Çäåñü ôóíêöèÿ Ãðèíà â ñìåøàííîì ïðåäñòàâëåíèè

Ǧ2D(P,R) =

∫
Ǧ2D(R+Rd/2,R−Rd/2)e

−iPRdd2Rd (1.22)

âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ãðèíà (1.21) â âèäå èíòåãðàëà \
∫
, êîòî�

ðûé ó÷èòûâàåò ëèøü âêëàä îò ïîëþñíûõ ÷àñòåé ôóíêöèè Ãðèíà âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè

(ñì. [107] äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îáñóæäåíèÿ ýòîãî âîïðîñà).

1 Îáñóæäåíèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå ýòî ïðåíåáðåæåíèå îïðàâäàíî, áóäåò äàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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Ïîñëåäíèé ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ ãðÿçíîãî ïðåäåëà ñâåðõïðîâîäíèêà ℓS ≪

ξS è/èëè 2D ïë¼íêè ℓN ≪ ξ2D, â êîòîðîì õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû èçìåíåíèÿ íåîäíîðîäíîé

ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ξS =
√

~DS/∆∞ è ξ2D =
√
~D2/∆ind ïðîïîðöèîíàëüíû êîýôôèöèåí�

òàì äèôôóçèè DS = vSℓS/3 è D2 = vNℓN/2 â îáåèõ ïîäñèñòåìàõ ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèÿ

Óçàäåëÿ [111], îïèñûâàþùèå â ýòîì ïðåäåëå ïîâåäåíèå ñèñòåìû, çàïèñûâàþòñÿ äëÿ ôóíêöèé

Ãðèíà (1.21), óñðåäí¼ííûõ ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñà Ôåðìè PN :

ǧ2(R) = (2π)−2

∫
d2P Ǧ2D(P,R) . (1.23)

1.3.1. Êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå

Óðàâíåíèå Ãîðüêîâà äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà â 2D ñëîå (1.17) ñ ýôôåêòèâíûìè ñîáñòâåííî

ýíåðãåòè÷åñêèìè ÷àñòÿìè (1.20) ìîæåò áûòü ïîíÿòî íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ãäå-òî â äâóìåðíîé ïîäñèñòåìå åñòü ýëåêòðîííûé âîëíîâîé ïàêåò (èñòî÷íèê). Èç ýòîãî

èñòî÷íèêà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè (ñì. Ðèñ. 1.3á), êîòîðûå â òîì

÷èñëå òóííåëèðóþò è â ñâåðõïðîâîäíèê. Âîëíû, ïîïàâøèå òóäà, ÷åðåç êàêîå-òî âðåìÿ èñïûòû�

âàþò àíäðååâñêîå îòðàæåíèå è ïðîäîëæàþò ñâî¼ äâèæåíèå â âèäå äûðîê â ïðîòèâîïîëîæíîì

íàïðàâëåíèè. Â èòîãå ïîñëå âòîðîãî àêòà òóííåëèðîâàíèÿ êâàçè÷àñòèöû äåìîíñòðèðóþò ýô�

ôåêòèâíîå àíäðååâñêîå îòðàæåíèå â äâóìåðíîì ñëîå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñâåðõïðîâîäÿùèå

êîððåëÿöèè. Òàêèå ñâåðõïðîâîäÿùèé êîððåëÿöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå èíäóöè�

ðîâàííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ∆ind â óðàâíåíèÿõ 2D ïîäñèñòåìû. Àìïëèòóäà èíäóöèðî�

âàííîé ùåëè îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé Γ, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó êîýôôèöèåíòà

òóííåëèðîâàíèÿ T (R) (1.20) (èç-çà äâóêðàòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ êâàçè÷àñòèö) Γ ∼ T (R)2/µ.2

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà Γ ≪ ∆ ýôôåêòèâíàÿ ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü

îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ∆ind = Γ è íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû èñòèííîé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â

ñâåðõïðîâîäíèêå [13, 58].

Âåëè÷èíà Γ ∼ T 2/µ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç äèôôåðåíöèàëüíóþ ïðîâîäèìîñòü

G = 1/RS åäèíèöû ïëîùàäè SN-êîíòàêòà, îáðàçîâàííîãî ñâåðõïðîâîäíèêîì è 2D ñëîåì,

â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, (ñì. óðàâíåíèå (51) â [58]): Γ = G/4πG0νN ∼ µR0/R, ãäå G0 =

e2/π~ � êâàíò ïðîâîäèìîñòè, à νN = PN/2πvN~2 � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äâóìåðíîãî ãàçà.

Ïðè ýòîì óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà, îïèñàííîå, íàïðèìåð,

â ðàáîòå [51], ñîîòâåòñòâóåò ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè êàæäîãî èç N òðàíñïîðòíûõ êàíàëîâ ïî�

ëó÷àþùåãîñÿ òóííåëüíîãî SN-êîíòàêòà ïëîùàäè S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå ýòîãî

2 Çäåñü è äàëåå ìû ïðåíåáðåãàåì ðàçëè÷èåì ìåæäó òî÷êàìè îòñ÷¼òà õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ â ñâåðõ�

ïðîâîäíèêå è 2D ñëîå: EF ≈ µ.
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SN-êîíòàêòà R ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ñîïðîòèâëåíèå èäåàëüíîãî êîíòàêòà R0 = (NG0)
−1 ïëî�

ùàäè S ñ N = k2NS/π ïîïåðå÷íûìè ìîäàìè, âû÷èñëåííîå ïî ôîðìóëå Øàðâèíà [73, 74]. Ñ

ó÷¼òîì îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòà Γ, ïðèâåä¼ííîé âûøå, îïèñàííîå îãðàíè÷åíèå îçíà÷àåò åãî

ìàëîñòü Γ ≪ µ ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì Ôåðìè. Ïîýòîìó äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà

Γ ïîðÿäêà ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â ñâåðõïðîâîäíèêå Γ ∼ ∆, óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè áîëüøèõ ñîïðîòèâëåíèÿõ êîíòàêòà R ≫ R0.

Â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [50, 52]) åñòü çàìå÷àíèÿ î òîì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìî�

ñòè òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà âûõîäèò çà ðàìêè, îïèñàííûå â [51]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì òóííåëèðîâàíèÿ T è ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðà,

âõîäÿùåé â ôîðìóëó Ëàíäàóýðà äëÿ ïðîâîäèìîñòè. Îäíàêî, ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåíå�

áðåãàòü îáðàòíûì âëèÿíèåì íîðìàëüíîé ïë¼íêè íà ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïðîñòðàí�

ñòâà. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýòîãî ïðåíåáðåæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè

SN-êîíòàêòà Γ/µ≪ 1, ãäå çàâåäîìî ðàáîòàåò ìåòîä òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà [51].

Êðîìå òîãî, â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ äëÿ ïðîñòîòû, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî, ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü âåëè÷èíó èíäóöèðîâàííîé ùåëè ìàëîé ∆ind ∼ Γ ≪ ∆, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì íå

ó÷èòûâàòü å¼ çàâèñèìîñòü îò âåëè÷èíû àìïëèòóäû ùåëè â ñïåêòðå ñâåðõïðîâîäíèêà.

1.3.2. Êîãåðåíòíîå òóííåëèðîâàíèå â ÷èñòîì ïðåäåëå

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í âûâîäó óðàâíåíèé Ýéëåíáåðãåðà â 2D ïë¼íêå ñ ó÷¼òîì ýô�

ôåêòèâíûõ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ (1.20) â ìîäåëè òóííåëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì

ñîõðàíÿåòñÿ ïðîåêöèÿ èìïóëüñà íà ïëîñêîñòü SN - ãðàíèöû. Óñëîâèå ñîõðàíåíèå ïðîåêöèè

èìïóëüñà îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå äëÿ Ôóðüå-îáðàçà Ť (k,q) = ťδ(q− k∥) êîýôôèöèåíòà òóí�

íåëèðîâàíèÿ Ť (r,R). Çäåñü k (q) � 3D (2D) Ôóðüå-ñîïðÿæ¼ííàÿ ïåðåìåííàÿ ê ïðîñòðàí�

ñòâåííîé êîîðäèíàòå r (R). Òîãäà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ëîêàëüíûé êîýôôèöèåíò

òóííåëèðîâàíèÿ Ť (R) = ť = diag (t, t∗) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé

ïðîöåäóðå âûâîäà êâàçèêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé [112], â ðàâåíñòâå (1.17) ïåðåéä¼ì ê ðàçíîñò�

íîé êîîðäèíàòå Rd = R1−R2 è êîîðäèíàòå öåíòðà ìàññ R = (R1+R2)/2 â ôóíêöèÿõ Ãðèíà

Ǧ2D(R1,R2) = Ǧ2D(R,Rd). Îäíîâðåìåííî â èíòåãðàëå îò ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè

ñäâèíåì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ R′ = R1 −R′
d:

ǏL(R;Rd) =

∫
d2R′Σ̌T (R1;R

′) Ǧ (R′;R2) =
d

~

∫
d2R′

dŤ
+ (R1)×

ǦS

(
R+

Rd −R′
d

2
,R′

d

)
Ť (R′) Ǧ2D

(
R− R′

d

2
;Rd −R′

d

)
,

Ïîñêîëüêó â êâàçèêëàññè÷åñêîé òåîðèè âåëè÷èíà ~/(PNξ2D) ≪ 1 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïà�
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ðàìåòðîì, òî ìàñøòàáû ðàçíîñòíîé δRd è ñóììàðíîé δR êîîðäèíàò ôóíêöèé Ãðèíà Ǧ2D

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ: δR ∼ ξ2D ≫ δRd ∼ ~P−1
N . Òàêèå æå ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî ñäå�

ëàòü è äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà ǦS(r, rd) (r1,2 = r± rd/2), çàìåíèâ ξ2D íà ξS è PN

íà pS (èìïóëüñ Ôåðìè â ñâåðõïðîâîäíèêå). Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ðàçíîñòè ìàñøòàáîâ

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðåìåííûìè Rd, R
′
d â ïåðâûõ àðãóìåíòàõ ôóíêöèé Ãðèíà Ǧp ïî ñðàâíå�

íèþ ñ êîîðäèíàòîé öåíòðà ìàññ: Ǧp (R−Ra/2,Rb) ≈ Ǧp (R,Rb). Ýòî ïîçâîëèò â âûðàæåíèè

äëÿ ǏL(R;Rd) ïåðåéòè ê ôóíêöèÿì Ãðèíà â ñìåøàííîì ïðåäñòàâëåíèè (1.22):

ǏL(R;P) =

∫
d2RdǏL(R;Rd)e

−iPRd/~ =
dť∗

2π~2

∫
dpzǦS (R,p3) ťǦ2D (R,P) ,

ãäå p3 = (P, pz). Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà â ïðåäïîëîæåíèÿõ êâàçèêëàññèêè ëîêàëè�

çîâàíà âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ξ3 = ϵS(p) − µ = 0 íà ìàñøòàáå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè

∆ [107]: ǦS (R;p3) = ~πiǧS(pS,R)δ∆[ξ3(p3)]. Çäåñü ǧS(pS,R) � êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ãðèíà â ñâåðõïðîâîäíèêå, δ∆(ϵ) � ôèçè÷åñêàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà ñ ìàñøòàáîì δϵ ∼ ∆,

à èìïóëüñ Ôåðìè pS èìååò ïðîåêöèþ âäîëü SN-ãðàíèöû ðàçäåëà, ðàâíóþ P. Åñëè ïðåäïîëî�

æèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Ôåðìè ñâåðõïðîâîäíèêà íå ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé âäîëü îñè Oz,

ìû ìîæåì ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîåêöèè èìïóëüñà íà ýòó îñü pz ê èíòåãðèðîâàíèþ

ïî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ξ3, îòñ÷èòàííîé îò óðîâíÿ Ôåðìè: dpz = |dpz/dϵS|dξ3. Ïðåäïîëàãàÿ

äëÿ ïðîñòîòû êîýôôèöèåíò òóííåëèðîâàíèÿ T (R) äåéñòâèòåëüíûì (t = t∗) è ââîäÿ íîâîå

îáîçíà÷åíèå Γ = dt2
∫
dpzδ∆[ξ3(p3)]/2~, ìû óïðîñòèì âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ǏL(R;P):

ǏL(R;P) = iΓǧS(pS,R)Ǧ2D (R,P) . (1.24)

Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå èìïóëüñà â 2D ñëîå P ôóíê�

öèè Ãðèíà ñìåøàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1.22) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê êâàçèêëàññè÷åñêîé

ôîðìå (1.21). Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ óðàâ�

íåíèé ñ äåëüòà-ôóíêöèîíàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ê îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì [112], ìû ïîëó÷èì

îêîí÷àòåëüíûé âèä ýôôåêòèâíûõ óðàâíåíèé Ýéëåíáåðãåðà â äâóìåðíîì ñëîå:

− i~vN∇ǧ(PN ,R)−
[
iωnτ̌3 + Σ̌T , ǧ(PN ,R)

]
− = 0 , (1.25)

ãäå vN � âåêòîð ñêîðîñòè Ôåðìè â ïë¼íêå, [Â, B̂]−
def
= ÂB̂ − B̂Â � êîììóòàòîð. Ñîáñòâåííî

ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü, ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñóììó

Σ̌T (R;PN) = iΓ/2
∑
η=±

ǧS(pSη,R) , (1.26)

pS± = (PN ,±p3z), p23z = p2S − P 2
N . Àìïëèòóäà Γ èíäóöèðîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïîòåíöèà�

ëîâ ΣT ïðè ýòîì çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ èìïóëüñîâ Ôåðìè ïîäñèñòåì:

Γ =
dt2

2~

∫
dpzδ∆[ξ3(pS)] =

dt2

2~

{
mS/p3z, äëÿ p23z/2mS ≫ ∆

(mS/∆)1/2, äëÿ p23z/2mS ≪ ∆
(1.27)



36

è â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçíèöû èìïóëüñîâ Ôåðìè ïîäñèñòåì p23z/2mS ≫ ∆ ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå

èç ðàçäåëà 1.3.1 Γ ∼ t2/µ, áëàãîäàðÿ ìàëîé òîëùèíå 2D ïë¼íêè PNd ∼ ~.

Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ îäíîðîäíûìè çàäà÷àìè âäîëü îñè Oz â ñâåðõïðîâîäÿ�

ùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0. Ïîýòîìó â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèé, ñäåëàííûõ â ðàçäåëå 1.3.1,

çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãðèíà Ǧ
(+)
S (r1, r2) (1.19) íà ãðàíèöå ñ 2D ñèñòåìîé ñîâïàäàåò ñ å¼ îáú¼ìíûì

çíà÷åíèåì Ǧ
(0)
S (r1, r2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (1.28) ñîâïàäàþò:

Σ̌T (R;PN) = iΓǧS(pS+,R) . (1.28)

Îêîí÷àòåëüíî ýôôåêòèâíûé ñâåðõïðîâîäÿùèé ïîòåíöèàë â óðàâíåíèÿõ (1.25) äëÿ êâàçèêëàñ�

ñè÷åñêîé ôóíêöèè Ãðèíà ǧ(PN ,R) â ñëó÷àå ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè èìïóëüñà ïðè òóííåëè�

ðîâàíèè îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëåí êâàçèêëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà

ǧS(pS+,R) íà òðàåêòîðèè ñ òåì æå íàïðàâëåíèåì pS+ = (PN , p3z) â ïëîñêîñòè 2D ñèñòåìû.

1.3.3. Íåêîãåðåíòíîå òóííåëèðîâàíèå â ÷èñòîì ïðåäåëå

Ñëó÷àé íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î íåêîððåëè�

ðîâàííûõ ïðèìåñÿõ â áàðüåðíîì ñëîå ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ïîäñèñòåìàìè:

⟨T (R)T (R′)⟩ = t2δ(R−R′)k−2
S . (1.29)

Ìíîæèòåëü k−2
S íàïèñàí äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè ó êîýôôèöèåíòà t. Ïåðåìåííûå

t ðàçíûå â êîãåðåíòíîì è íåêîãåðåíòíîì ñëó÷àÿõ, íî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû îíè îêàçûâàþòñÿ

ðàâíû, ÷òî è ïîçâîëÿåò ðàññóæäàòü â ðàìêàõ îöåíîê, íàïèñàííûõ â ïîäðàçäåëå 1.3.1.

Óñëîâèå íåêîððåëèðîâàííîñòè ïðèìåñíûõ öåíòðîâ (1.29) ïîçâîëÿåò âûéòè çà ðàìêè

êâàçèêëàññè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé è çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ãîðüêîâà (1.17) ñ ëîêàëüíûì îïåðà�

òîðîì ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè:

Ǧ−1
2D(R1)Ǧ2D(R1,R2)− Σ̌T (R1)Ǧ2D(R1,R2) = 1̌d−1~δ(R1 −R2) , (1.30)

Σ̌T (R1,R
′) =

d

~

⟨
Ť+(R1)Ǧ

(+)
S (R1,R

′)Ť (R′)
⟩
= Σ̌T (R1)δ(R1 −R′) . (1.31)

Âåëè÷èíà Σ̌T (R1) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè ñîâïàäàþùèõ àðãó�

ìåíòàõ: Σ̌T (R1) = dt2Ǧ
(+)
S (R1,R1)/~k2S. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè

Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà ÷åðåç êâàçèêëàññè÷åñêóþ îãèáàþùóþ ǧS(np, r) (ñì. ðàáîòó [113]):

Ĝ0
S(r1, r2) =

mSe
−rd/ℓS

2π~rd
[
1̂ cos(kSrd) + iǧS(np, r) sin(kSrd)

]
(1.32)

ìû ïðèä¼ì ê îêîí÷àòåëüíîìó îòâåòó:

Σ̌T (R) = iΓ ⟨ǧS(pS,R)⟩ , (1.33)
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ãäå Γ = dt2mS/(2~pS). Â âûðàæåíèè (1.32) ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ rd = r1−r2 äëÿ ðàç�

íîñòíîé êîîðäèíàòû, îïðåäåëÿþùåé íàïðàâëåíèå òðàåêòîðèè np = rd/|rd|, è r = (r1+ r2)/2 �

äëÿ êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ. Òàêæå ïðè ìàëûõ rd → 0 ìû âû÷ëè âêëàä íîðìàëüíîãî ñîñòî�

ÿíèÿ (÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ∼ 1̂), êîòîðûé íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Ïåðåõîä ê óðàâíåíèÿì Ýéëåíáåðãåðà â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðà�

çîì. Èòîãîâûå êâàçèêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò êîãåðåíòíîãî ñëó÷àÿ óñðåäíåíè�

åì ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñà Ôåðìè pS. Èíûìè ñëîâàìè,

ïðè ïîìåùåíèè â áàðüåð ìåæäó ïîäñèñòåìàìè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàññåèâàòåëåé ñâåðõïðî�

âîäÿùèå ïîòåíöèàëû Σ̌T (R) ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèè â íîðìàëüíîì

ñëîå, òî åñòü òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ îá óãëîâîé çàâèñèìîñòè ñîñòîÿíèé ñâåðõïðîâîäíèêà. Îä�

íàêî, çàâèñèìîñòü îò ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ. È, êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùåé ãëàâå,

ýòî ïðèâåä¼ò ê ìîäèôèêàöèè èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí (òàêèõ êàê ñïåêòð êâàçè÷àñòèö èëè ïëîò�

íîñòü ñîñòîÿíèé).

1.3.4. Îñîáåííîñòè ìíîãîçîííîãî ñëó÷àÿ â ÷èñòîì ïðåäåëå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàíèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé ñèñòåìå

c ìíîãîçîííûì ñïåêòðîì íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà. Íåïðåðûâíîå

îïèñàíèå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà áûëî ðàçâèòî â ðàáîòàõ [23, 24] íà îñíîâå

ïðåäïîëîæåíèÿ î ñèëüíîì ñïèí-îðáèòàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè [23] â 2D ìàòåðèàëå ñ ðåø¼òêîé

�ï÷åëèíûõ ñîò� (íàïðèìåð, â ãðàôåíå) èëè â ìîäåëè Êåéíà äëÿ êâàíòîâûõ ÿì íà îñíîâå

ñîåäèíåíèé CdTe è HgTe [24]. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü 2D ÒÈ â ìèíèìàëüíîé äâóõçîííîé

ìîäåëè [24]:

Ȟ =

Ĥ 0

0 Ĥ∗

 , (1.34)

ãäå áëîêè ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = ϵk̂ + (d · σ̂) è Ĥ∗ = ϵk̂ +
(
d∗(−k̂) · σ̂

)
çàïèñàíû ÷åðåç ìàò�

ðèöû Ïàóëè σ̂ â ïðîñòðàíñòâå ïîäçîí ñïåêòðà ÒÈ, à òàêæå ÷åðåç äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð

ϵk̂ = −µ − Dk̂2 è âåêòîð d = (k̂xA,−k̂yA,M − Bk̂2). Çäåñü k̂ = −i∇. Âîëíîâûå ôóíêöèè

ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé, îòâå÷àþùèõ áëîêàì Ĥ è Ĥ∗, îðòîãîíàëüíû.3 Êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ

ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ A, B, D è M â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû êâàíòîâîé ÿìû ïðåäñòàâ�

ëåíû, íàïðèìåð, â îáçîðå [114]. Óðàâíåíèÿ ÁäÆ òèïà (1.1) ñ îäíî÷àñòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì

(1.34) çàïèñûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà ñèììåòðèè îáðàùåíèÿ âðåìåíè T = ς̂x⊗ σ̂0C
3 Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîé ÷àñòè ãëàâû, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ, íàì ïîòðåáóþòñÿ ïîëíûå

óðàâíåíèÿ Ãîðüêîâà ñ ó÷¼òîì ñïèíîâîé ñòåïåíè ñâîáîäû ς̂.
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ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè ς̂ â ïðîñòðàíñòâå ñïèíîâ. Îäíàêî, êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå, â ýòîì ðàçäåëå

âìåñòî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé íàâåä¼ííîé ùåëè∆ind, ó÷ò¼ííîé â óðàâíåíèÿõ (1.1), ìèêðîñêîïè�

÷åñêè áóäóò íàéäåíû ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè, êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè

ïàðàìåòðîâ èìåþò ñóùåñòâåííî ìàòðè÷íûé âèä â ïðîñòðàíñòâå ïîäçîí ñïåêòðà ÒÈ.

Äëÿ óäîáñòâà ìèêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü 2D ÒÈ â êîîðäèíàò�

íîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. [23, 115] â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðåø¼òî÷íûõ ðåãóëÿðèçàöèé ãàìèëüòîíè�

àíà (1.34)) ñ äâóìÿ îðáèòàëÿìè �a� è �b�, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäçîíàì ñïåêòðà (ñì. ðèñ. 1.4).

Â ìîäåëè òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.7) ñ ëîêàëüíûì òóííåëèðîâàíèåì ãàìèëüòîíèàí íîð�

Ðèñ. 1.4. Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà (2D ÒÈ) â âèäå äâó�

ìåðíîé ðåø¼òêè àòîìîâ ñ õàðàêòåðíûõ ðàññòîÿíèåì aTI ìåæäó óçëàìè â òóííåëüíîì êîíòàêòå ñ

îáú¼ìíûì ñâåðõïðîâîäíèêîì. Êîýôôèöèåíòû ta,b îïèñûâàþò òóííåëèðîâàíèå èç ñâåðõïðîâîäíèêà,

êîòîðûé äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåòñÿ îäíîçîííûì, â êàæäóþ èç äâóõ ïîäçîí Ea,b ñïåêòðà 2D ÒÈ. Êî�

îðäèíàòû â äâóìåðíîì ñëîå è îáú¼ìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå îïèñûâàþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðàìè R è r

ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð rab ñîåäèíÿåò àòîìû äâóõ ïîäðåø¼òîê �a� è �b� òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà.

ìàëüíîé ïîäñèñòåìû (1.9) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Ĥ2D = d
∑∑

ς=↑,↓,
m,m′=a,b

∫
d2R · ĉ+ςR,m (ϵ̂2D,ς(R,m,m

′)− µδm,m′) ĉςR,m′ . (1.35)

Â òîì æå ïðèáëèæåíèè ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñèñòåì (1.10) çàïèñûâàåòñÿ

ĤT = d
∑∑

ς=↑,↓,
m,m′=a,b

∫
d2R

[
Ψ̂+

ς (R, 0)Tς(R,m)ĉςR,m + ĉ+ςR,mT
+
ς (R,m)Ψ̂ς(R, 0)

]
. (1.36)

Çäåñü ϵ̂2D,↑(R,m,m
′) = Ĥ(−i∇)m,m′ è ϵ̂2D,↓(R,m,m

′) = Ĥ∗(−i∇)m,m′ � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâ�

ëåíèå ãàìèëüòîíèàíà (1.34) ÷åðåç ïîäçîííûå èíäåêñûm,m′ = a, b, à ĉςR,m (ĉ+ςR,m) � îïåðàòîðû

óíè÷òîæåíèÿ (ðîæäåíèÿ) ÷àñòèö ñî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèåì ς4 è âîëíîâîé ôóíêöèåé |Eς⟩ èëè
4 Èç-çà ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â 2D ÒÈ ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü ïðîåêöèÿ ïîëíîãî óãëîâîãî ìî�
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|Hς⟩ â ïîäçîíåm = a èëèm = b ñïåêòðà ÒÈ ñîîòâåòñòâåííî. Íîðìèðîâêà ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ

âûáðàíà íà îáú¼ì êâàíòîâîé ÿìû ÒÈ [ĉςR,m, ĉ
+
ςR,m′ ]+ = d−1δm,m′δ(R−R′) òîëùèíû d. Ñîñòî�

ÿíèÿ |E±⟩ = h±even(z)
∣∣Γ6,±1

2

⟩
+ h±odd(z)

∣∣Γ8,±1
2

⟩
è |H±⟩ =

∣∣Γ8,±3
2

⟩
çàïèñàíû ÷åðåç áàçèñíûå

ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé
∣∣Γn,±p

2

⟩
ñ îïðåäåë¼ííûì çíà÷åíèåì ïðîåêöèè ïîë�

íîãî óãëîâîãî ìîìåíòà Ĵz íà îñü Oz, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ãðàíèöå ðàçäåëà ñâåðõïðîâîäíèêà è

äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà. ×¼òíàÿ h±even(z) è íå÷¼òíàÿ h
±
odd(z) ôóíêöèè îïðåäå�

ëÿþòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè Êåéíà [24]. Áàçèñíûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèé
∣∣Γn,±p

2

⟩
âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ S ôóíêöèþ è ôóíêöèè X, Y , Z, îòâå÷àþùèå åäèíè÷íîìó

çíà÷åíèþ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∣∣Γ6,±1

2

⟩
= S↑(↓),

∣∣Γ8,±3
2

⟩
= (X±iY )↑(↓)

è
∣∣Γ8,±1

2

⟩
∼
[
(X ± iY )↓(↑) − 2Z↑(↓)

]
. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ âèäíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ áàçèñíàÿ ôóíê�

öèÿ íåñîáñòâåííàÿ ïî ïðîåêöèè ñïèíà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìî�

äåéñòâèÿ â ñèñòåìå.

Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå áóäåì ó÷èòûâàòü íåñîõðàíåíèå ïðîåêöèè ñïèíà â ÒÈ ñ ïî�

ìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ, çàâèñÿùèõ îò ñïèíîâîãî èíäåêñà ς. Ýòà ìîäåëü íå

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ïîñêîëüêó íå ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå òóííåëèðîâàíèå ñ ñîõðàíåíèåì ñïèíà

èç êîìïîíåíòû (X ± iY )↓(↑) ïîäçîíû
∣∣Γ8,±1

2

⟩
â ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì âíèç (ââåðõ) â ñâåðõ�

ïðîâîäíèêå. Äîïîëíèòåëüíûé ó÷¼ò ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâîäèò ê íàâåäåíèþ ýôôåêòèâíî

òðèïëåòíûõ êîððåëÿöèé â 2D ÒÈ. Êàê áûëî óêàçàíî âî ââåäåíèè, âû÷èñëåíèþ èíäóöèðî�

âàííûõ òðèïëåòíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé â 2D ÒÈ ïîñâÿùåíû êàê ÷èñëåííûå [53],

òàê è àíàëèòè÷åñêèå [57, 59] ðàáîòû. Îäíàêî âñå ýòè âû÷èñëåíèÿ ñäåëàíû â ïðåíåáðåæåíèè

âîçìîæíîñòüþ òóííåëèðîâàíèÿ ñî ñìåíîé ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà [57]. Â åäèíñòâåííîé

ðàáîòå [54], ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàìåøèâàíèå ïîäçîí ñïåêòðà ÒÈ ñâåðõïðîâîäíèêîì, ïðîâåäå�

íî ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òðàíñïîðòà ÷åðåç êîíòàêò òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñî

ñâåðõïðîâîäíèêîì. Ìû â ñâîåé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèíãëåòíîé ñâåðõïðîâîäÿ�

ùåé ùåëè è ñôîêóñèðóåì ñâî¼ âíèìàíèå íà òóííåëèðîâàíèå ñ èçìåíåíèåì óãëîâîé ñèììåòðèè

ñîñòîÿíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå âîïðîñà èíäóöèðîâàíèÿ òðèïëåòíîé ñâåðõïðîâî�

äèìîñòè â ÒÈ ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàáîòå [33] è ïîñëåäóþùèõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ,

êîòîðûå íà íå¼ ññûëàþòñÿ.

Îïèñàííàÿ ëèòåðàòóðíàÿ ñèòóàöèÿ äåìîíñòðèðóåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ àíàëè�

òè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ íàâåä¼ííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïîòåíöèàëîâ â 2D ÒÈ ñ ó÷¼òîì òóííåëè�

ðîâàíèÿ ñ èçìåíåíèåì óãëîâîé ñèììåòðèè ñîñòîÿíèÿ. Ïîä òóííåëèðîâàíèåì ñ èçìåíåíèåì

óãëîâîé ñèììåòðèè ñîñòîÿíèÿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ýëåêòðîí èç ñîñòîÿíèÿ ñ îïðå�

ìåíòà Ĵz. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñòàðàòüñÿ ãîâîðèòü íå î ïðîåêöèè ñïèíà, à î íåêîòîðîì ñïèíîâîì

ñîñòîÿíèè â ÒÈ.
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äåë¼ííîé ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà m â òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòîðå ïîñëå äâóêðàòíîãî

òóííåëèðîâàíèÿ â ñâåðõïðîâîäíèê è îáðàòíî ìîæåò îêàçàòüñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â ñîñòîÿíèè

m′ ñ äðóãîé ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå òóííåëèðîâàíèå âîçìîæíî.

Ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ñïåêòðà 2D òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñîäåðæèò äâå ïîä�

çîíû, òî êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðåàëüíîãî ñîåäèíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ýòîé ìîäåëè,

äîëæíà îáëàäàòü êàê ìèíèìóì äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Ïðè ýòîì îðáèòàëè,

îòâå÷àþùèå ðàçíûì ïîäçîíàì, ëîêàëèçîâàíû íà àòîìàõ ðàçíûõ ïîäðåø¼òîê ðåø¼òêè Áðà�

âå ÒÈ. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàòü îäíîçîííóþ ìîäåëü ñïåêòðà ñâåðõïðîâîäíèêà.

Ïîñêîëüêó îáëàñòü ëîêàëèçàöèè îðáèòàëè ñâåðõïðîâîäíèêà â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñ

ïîëîæåíèåì àòîìîâ äâóõ ïîäðåø¼òîê ÒÈ, òî òóííåëèðîâàíèå ñ ñîõðàíåíèåì óãëîâîãî ìî�

ìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç àòîì ñâåðõïðîâîäíèêà, âîçìîæíî èç ýòîé îäíîé

îðáèòàëè ñâåðõïðîâîäíèêà â îáå îðáèòàëè òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà.

Ïî àíàëîãèè ñ (1.12) ââåä¼ì ôóíêöèè Ãðèíà, ó÷èòûâàÿ íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî ïîä�

çîííîãî èíäåêñà m = a, b ó 2D ïåðåìåííîé R, íóìåðóþùåãî àòîìû â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå:

⟨
Tτ ĉςY1 ĉ

+
ς′Y2

⟩
= diag

(
G2D↑(Y1,Y2), G2D↓(Y1,Y2)

)
ςς′
, (1.37a)⟨

Tτ Ψ̂ς(x1)ĉ
+
ς′Y2

⟩
= diag

(
GT↑(x1,Y2), GT↓(x1,Y2)

)
ςς′
, (1.37b)

ãäå Yp = (Xp,mp). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî áëàãîäàðÿ ñîõðàíåíèþ èíäåêñà ς ïðè òóííå�

ëèðîâàíèè (1.36) óðàâíåíèÿ Ãîðüêîâà íà ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïðîåêöèÿìè

�ñïèíà� íå çàïóòûâàþòñÿ è ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû îòäåëüíî. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàñ�

ñìàòðèâàòü ëèøü óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåë¼ííîãî çíà÷åíèÿ ς (íàïðèìåð, ς =↑) è îïóñêàòü ýòîò

èíäåêñ ó ôóíêöèé Ãðèíà è êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ, ãäå â í¼ì íåò íåîáõîäèìîñòè.

Ñôîðìèðóåì èç ðàññìîòðåííûõ ôóíêöèé Ãðèíà (1.37) ìàòðèöû êàê â ïðîñòðàíñòâå

Ãîðüêîâà-Íàìáó (1.13), òàê è â ïîäçîííîì ïðîñòðàíñòâå:

Ǧ2D(X1,X2)
def
=

Ǧ2D(X1a,X2a) Ǧ2D(X1a,X2b)

Ǧ2D(X1b,X2a) Ǧ2D(X1b,X2b)

 ,

ǦT (x1,X2)
def
=

(
ǦT (x1,X2a) ǦT (x1,X2b)

)
.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû òóííåëèðîâàíèÿ òàêæå óäîáíî îáúåäèíèòü â ìàòðè÷íûé âèä: Ť (R)
def
=(

ŤRa, ŤRb

)
, ãäå ŤRm = diag(tRm,↑, t

∗
Rm,↑, tRm,↓, t

∗
Rm,↓). Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ òóííå�

ëèðîâàíèÿ tRm,ς çàâèñÿò îò ïåðåêðûòèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé îðáèòàëè ñâåðõïðîâîäíèêà è îðáè�

òàëåé äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà. Åñëè îðáèòàëüíûé ìîìåíò âîëíîâîé ôóíêöèè

â ñâåðõïðîâîäíèêå íå ðàâåí íóëþ, òî ïðè èçìåíåíèè âçàèìíîé îðèåíòàöèè òîïîëîãè÷åñêîãî
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èçîëÿòîðà è ñâåðõïðîâîäíèêà äîëæíî ìåíÿòüñÿ è ñîîòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâà�

íèÿ â ðàçíûå ïîäçîíû ñïåêòðà ÒÈ. Èíûìè ñëîâàìè, êîýôôèöèåíòû òóííåëèðîâàíèÿ çàâèñÿò

îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà rab, ñîåäèíÿþùåãî àòîìû äâóõ ïîäðåø¼òîê ÒÈ (ñì. ðèñ. 1.4).

Àíàëîãè÷íî ðàçäåëó 1.3.3 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâà�

íèÿ è ñ÷èòàòü ïðèìåñè â áàðüåðíîì ñëîå, ðàçäåëÿþùåì ïîäñèñòåìû, äåëüòà-êîððåëèðîâàííû�

ìè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû òóííåëèðîâàíèÿ â ðàçíûå ïîäçîíû

ñïåêòðà ÒÈ çàâèñÿò îò ðåàëèçàöèè ïðèìåñåé îäèíàêîâî. Â èòîãå àíàëîãè÷íî (1.29):

⟨tRmtR′m′⟩ = tmtm′δ(R−R′)k−2
S . (1.38)

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçâèòîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåòîäèêîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííî ýíåð�

ãåòè÷åñêîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ãîðüêîâà â 2D ïîäñèñòåìå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå

äëÿ ëîêàëüíîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïîòåíöèàëà Σ̌T (R) èç óðàâíåíèÿ (1.31) â âèäå:

Σ̌T (R) =

Σ̌aa(R) Σ̌ab(R)

Σ̌ba(R) Σ̌bb(R)

 , (1.39)

ãäå Σ̌mm′(R) = dť+mǦ
0
S(R,R)ťm′/(~k2S). Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè â 2D

ÒÈ èìåþò ñóùåñòâåííî ìàòðè÷íóþ ñòðóêòóðó â ïðîñòðàíñòâå ïîäçîí a, b, íå ñâîäÿùóþñÿ ê

òðèâèàëüíîé ñêàëÿðíîé ùåëè â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé.

1.3.5. Ãðÿçíûé ïðåäåë

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í âûâîäó óðàâíåíèé â 2D íîðìàëüíîì ñëîå äëÿ êâàçèêëàññè�

÷åñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà â ãðÿçíîì ïðåäåëå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ýëåêòðîäà ℓS ≪ ξS. Àíàëîãè÷�

íî âûðàæåíèþ (1.23) óðàâíåíèå Óçàäåëÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå ïèøåòñÿ íà êâàçèêëàññè÷åñêèå

ôóíêöèè Ãðèíà ǧS(r), óñðåäí¼ííûå ïî íàïðàâëåíèþ Ôåðìè-èìïóëüñà p:

ǧS(r) = ⟨ǧS(p, r)⟩
def
= (2π)−3

∫
d3pǦS(p, r) . (1.40)

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü (1.31) íå çàâèñèò îò íàïðàâëå�

íèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè vN ïåðåõîä îò óðàâíåíèé Ãîðüêîâà (1.17) ê óðàâíåíèÿì

Ýéëåíáåðãåðà è Óçàäåëÿ â 2D ïë¼íêå ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ

1.3.3 è ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [112]. Íî íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñðåäíåíèå ïî

íàïðàâëåíèþ òðàåêòîðèè vS â ñâåðõïðîâîäíèêå â (1.31) íå âëèÿåò íà âûðàæåíèå äëÿ èíäó�

öèðîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà (1.40) óæå íå çàâèñèò îò vS. Ïîýòîìó

äëÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè â äâóìåðíîé ïë¼íêå, íàõîäÿùåéñÿ â êîíòàêòå ñ ãðÿç�

íûì ñâåðõïðîâîäíèêîì, ðàâíîçíà÷íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ôîðìóëó (1.28), òàê è (1.33).
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Â èòîãå óðàâíåíèÿ Ýéëåíáåðãåðà â íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìå â ÷èñòîì ïðåäåëå ñîâïàäàþò ñ

(1.25) ñ ëþáûì èç âûðàæåíèé (1.28) èëè (1.33) äëÿ Σ̌T .

Â òî æå âðåìÿ, â ãðÿçíîì ïðåäåëå äâóìåðíîãî ñëîÿ óðàâíåíèå Óçàäåëÿ ïðèíèìàåò

ñëåäóþùèé âèä [107]:

iD2

[
g2∇2f2 − f2∇2g2

]
− 2(E + Σ1)f2 + 2Σ2g2 = 0 , (1.41)

÷åðåç êîìïîíåíòû ôóíêöèè Ãðèíà ǧ2 è ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè Σ̌T â ïðîñòðàíñòâå

Ãîðüêîâà-Íàìáó:

ǧ2 =

 g2 f2

−f+
2 −g2

 , Σ̌T =

 Σ1 Σ2

−Σ+
2 −Σ1

 . (1.42)

1.4. Âûâîäû ê ïåðâîé ãëàâå

Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíî òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â ñïåêòðå

íîðìàëüíûõ äâóìåðíûõ Ôåðìè-ñèñòåì, íàâåä¼ííîé ýôôåêòîì áëèçîñòè ñ ìàññèâíûì ñâåðõ�

ïðîâîäíèêîì, íà îñíîâå äâóõ ïîäõîäîâ, ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî è ìèêðîñêîïè÷åñêîãî.

Ïåðâûé ïîäõîä, îïèñàííûé äëÿ ãðàôåíà â ðàáîòå [61], ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì

è îïèñûâàåò ýôôåêò áëèçîñòè íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîõðàíåíèè ñèììåòðèè ñâåðõïðî�

âîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè ïðîíèêíîâåíèè åãî â íîðìàëüíóþ 2D ïë¼íêó. Ïðè ýòîì íå

ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîå ìåæçîííîå òóííåëèðîâàíèå, åñëè íîðìàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ðàññìàò�

ðèâàåòñÿ â ìíîãîçîííîì ñëó÷àå. Òåêñò, ïîñâÿùåííûé ðàññìîòðåíèþ ýòîãî ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ

îáçîðíûì ïî ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå è ââåä¼í â äèññåðòàöèþ äëÿ öåëüíîñòè å¼ âîñïðèÿ�

òèÿ, ïîñêîëüêó â ïîñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ áóäåò àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Ìèêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà è ðàç�

âèòûé âî âòîðîé ÷àñòè äàííîé ãëàâû, ÷àñòè÷íî ðàññìàòðèâàëñÿ â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð,

[55, 57, 58]). Îäíàêî â ñòàòüÿõ [A1, A4] áûëî ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà.

Â ðàáîòå [A1] íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà â ðåø¼òî÷íîì ïðåä�

ñòàâëåíèè áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé òóííåëèðîâàíèÿ ñ ó÷àñòèåì íîðìàëüíîãî ñëîÿ ñ ìíîãîçîí�

íîé ñòðóêòóðîé ñïåêòðà. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ 2D ÒÈ ñ÷èòàëèñü

ñîáñòâåííûìè ïî ñïèíó (â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ñì., íàïðèìåð, [33]).

Ýòî óïðîùåíèå ïîçâîëèëî íàì ñîñðåäîòî÷èòü ñâî¼ âíèìàíèå íà ýôôåêòå òóííåëèðîâàíèÿ ñ

èçìåíåíèåì óãëîâîé ñèììåòðèè ñîñòîÿíèÿ. Â ðàìêàõ ýòîãî ýôôåêòà îïåðàòîð íàâåä¼ííîé

ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â äâóìåðíîé ïîäñèñòåìå èìååò ñóùåñòâåííî ìàòðè÷íûé âèä â ïðî�

ñòðàíñòâå ïîäçîí. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â òðåòüåé ãëàâå, ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà ñâåðõïðîâîäÿ�

ùåé ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ïðèâîäèò ê àíèçîòðîïèè íàâåä¼ííîé ùåëè â ñïåêòðå
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êâàçè÷àñòèö â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êðàåâûõ ìîä òîïîëîãè÷åñêîãî

èçîëÿòîðà, à òàêæå ê ëîêàëèçàöèè àíäðååâñêèõ ñîñòîÿíèé, öèðêóëèðóþùèõ âäîëü ãðàíèöû

2D ÒÈ.

Â äðóãîé íàøåé ðàáîòå [A4] áûëè ðàçîáðàíû ñëó÷àè êîãåðåíòíîãî è íåêîãåðåíòíîãî

òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó ìàññèâíûì ñâåðõïðîâîäÿùèì ýëåêòðîäîì è îäíîçîííîé äâóìåðíîé

ñèñòåìîé è âûâåäåíû ýôôåêòèâíûå ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Ìåòîä

ïðèìåíèì äëÿ íåîäíîðîäíûõ, íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå â îáëàñòè ïà�

ðàìåòðîâ, ãäå àìïëèòóäà ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè Γ ãîðàçäî ìåíüøå ýíåðãèè Ôåðìè

ñèñòåìû Γ ≪ µ. Ïðè äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè ýòîò ìåòîä áóäåò îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ ýíåð�

ãåòè÷åñêèõ è òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ ñèñòåì â íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ, â òîì ÷èñëå

âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå (â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè).



44

Ãëàâà 2

Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà âèõðåâûõ ñîñòîÿíèé â äâóìåðíûõ

è êâàçèäâóìåðíûõ ñèñòåìàõ ñ èíäóöèðîâàííîé

ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ

2.1. Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà è ïëîòíîñòè ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿ�

íèé âáëèçè öåíòðà âèõðÿ, èíäóöèðîâàííîãî â äâóìåðíîé íîðìàëüíîé ñèñòåìå (ãðàôåíå èëè

äâóìåðíîé ìåòàëëè÷åñêîé ïë¼íêå) çà ñ÷¼ò ýôôåêòà áëèçîñòè ñ îáú¼ìíûì ñâåðõïðîâîäíèêîì.

Âèõðü ïðåäïîëàãàåòñÿ óåäèí¼ííûì, òî åñòü ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøèõ âèõðåé ãîðàçäî áîëü�

øå äëèíû êîãåðåíòíîñòè â 2D ïîäñèñòåìå ξ2D. Îñü Oz öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

âûáèðàåòñÿ âäîëü îñè âèõðÿ (ñì. ðèñ. 2.1à). Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàñ�

ñèâíûé ñâåðõïðîâîäíèê ÿâëÿåòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêîì ñèëüíî âòîðîãî ðîäà λS ≫ ξS, ξ2D, òî

åñòü ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà λS ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â í¼ì ãîðàçäî áîëüøå íå

òîëüêî äëèíû êîãåðåíòíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå ξS, íî è â 2D ñëîå ξ2D. Çíà÷åíèÿ âíåøíåãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëüøå ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ îáú¼ìíîãî ñâåðõïðî�

âîäíèêà H > Hc1 ∼ Φ0/(4πλ
2
S) ln(λS/ξS), ÷òîáû âèõðü Àáðèêîñîâà ïðîíèê â ñâåðõïðîâîäíèê,

íî ãîðàçäî ìåíüøå âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ îáåèõ ïîäñèñòåì H ≪ H
(S)
c2 , H

(2)
c2 . Çäåñü

H
(S),(2)
c2 = Φ0/2πξ

2
S,2D. Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îðáèòàëüíûì ýôôåê�

òîì ðàñïàðèâàíèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð ìàãíèòíûì ïîëåì è íå ó÷èòûâàòü âåêòîð-ïîòåíöèàë â

óðàâíåíèÿõ (1.2, 1.13).

Îêàçûâàåòñÿ, îñîáåííîñòè ëèíåéíîãî ñïåêòðà îäíî÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.2) ãðà�

ôåíà â ïðåíåáðåæåíèè ìåæäîëèííûì ðàññåÿíèåì ïðîÿâëÿþòñÿ â îñíîâíîì â îòëè÷íîì (îò

ñëó÷àÿ îáû÷íîãî ñâåðõïðîâîäíèêà) êâàíòîâàíèè óãëîâîãî ìîìåíòà ν. Òàê äëÿ âèõðåé íå÷¼ò�

íîé êðàòíîñòè M îí ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì ν ∈ Z, â òî âðåìÿ êàê äëÿ âèõðåé ÷¼òíîé M

óãëîâîé ìîìåíò ñòàíîâèòñÿ ïîëóöåëûì ν + 1/2 ∈ Z. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñóùåñòâî�

âàíèè â ãðàôåíå òî÷íîé íóëåâîé ìîäû1, ëîêàëèçîâàííîé âáëèçè âèõðåé ñ íå÷¼òíîé çàâèõ�

ðåííîñòüþ M , à ñëåäîâàòåëüíî, îá îòñóòñòâèè ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé.

Êðîìå òîãî, íàëè÷èå ïðîñòîãî ñïîñîáà èçìåíåíèÿ óðîâíÿ Ôåðìè â ãðàôåíå ïîñðåäñòâîì ýô�

1 Íóëåâûå ìîäû � ýòî íåêîòîðûé æàðãîí, îçíà÷àþùèé, ÷òî ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé,

îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ýíåðãèè Ôåðìè, ðàâíà íóëþ.
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f

ξS

ξ2D
ρ

∆

gSсверхпроводник

ξS

g2D слой ST

барьер

(б)

Ðèñ. 2.1. (à) Âèõðü, îðèåíòèðîâàííûé âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â 2D ñèñòåìå íà ïîâåðõíîñòè ìàñ�

ñèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà. Ñïëîøíîé ñèíåé ñòðåëêîé îáîçíà÷åíî íàïðàâëåíèå êâàçèêëàññè÷åñêîé

òðàåêòîðèè, îïðåäåëÿåìîå óãëîì α ìåæäó èìïóëüñîì Ôåðìè P è îñüþ Ox. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ îòâå�

÷àåò ðàäèóñ-âåêòîðó R, ÷åðåç êîòîðûé ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ ñ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì b = −ν/kN ,

êîòîðûé çàïèñàí ÷åðåç óãëîâîé ìîìåíò ν è âîëíîâîé âåêòîð Ôåðìè â ïë¼íêå kN . Áîëüøèì è ìàëûì

îðàíæåâûìè êðóãàìè îáîçíà÷åíû îáëàñòè ïîäàâëåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â äâóìåðíîì ñëîå è

â ñâåðõïðîâîäíèêå ñîîòâåòñòâåííî; (á) Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ðàäèàëüíûõ ïðîôèëåé ñâåðõïðî�

âîäÿùèõ ùåëåé ∆ è ΣT (ñèíèì) è ôóíêöèè Ãðèíà gS è g (êðàñíûì) â ñâåðõïðîâîäíèêå è 2D ñëîå.

Íàâåä¼ííàÿ ùåëü ΣT , êðîìå àäèàáàòè÷åñêîé êîìïîíåíòû, èìååò ëîêàëèçîâàííóþ ÷àñòü íà ìàñøòàáå

ξS , ÷òî ïðèâîäèò ê äâóõìàñøòàáíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè Ãðèíà â íîðìàëüíîé ïë¼íêå.

ôåêòà ïîëÿ äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü òðàíñôîðìàöèþ ñïåêòðà CdGM â ãðàôåíå [A3] îò

áîëüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèé Ôåðìè µ ≫ ∆ind, ãäå îòëè÷èå ãðàôåíà ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü â ïðà�

âèëå êâàíòîâàíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà, äî ñëó÷àÿ ïðàêòè÷åñêè íóëåâîãî äîïèðîâàíèÿ µ ≃ 0,

õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ M íóëåâûìè ìîäàìè ϵ
(n)
M (|ν| = n) = 0 â îáëàñòè óãëîâûõ ìîìåíòîâ

ν . kNξ2D [85]. Çäåñü kN = µ/~vN è vN � âîëíîâîé âåêòîð è ñêîðîñòü Ôåðìè â ãðàôåíå. Ýíåð�

ãèÿ îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé â ïîñëåäíåì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áëèçêà ê êðàþ ñâåðõïðîâîäÿùåé

ùåëè ϵ
(n)
M (|ν| ̸= n) ≃ ∆ind(ρ→ ∞).

Ïðè áîëåå ñòðîãîì ìèêðîñêîïè÷åñêîì îïèñàíèè íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â äâó�

ìåðíîé ïîäñèñòåìå ïëîòíîñòü êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè â çàâè�

ñèìîñòè îò ýíåðãèè äåìîíñòðèðóåò äâå ðàçëè÷íûå îñîáåííîñòè (ñì. ðèñ. 1.3à âî ââåäåíèè),

îòâåòñòâåííûå çà äâå ýíåðãåòè÷åñêèå ñâåðõïðîâîäÿùèå ùåëè â ñïåêòðå [13]. Â âèõðåâîì ñî�

ñòîÿíèè îáú¼ìíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà íåîäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà èíäóöèðó�

åò â 2D ïë¼íêå ñëîæíóþ âèõðåâóþ ñòðóêòóðó. Â ïðåäåëå áîëüøèõ èíäóöèðîâàííûõ äëèí

êîãåðåíòíîñòè ξ2D ≫ ξS ñòðóêòóðó íàâåä¼ííûõ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó
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ëîêàëèçîâàííûõ ôóíêöèé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè è ýôôåêòèâíîãî ñäâèãà êâàçè÷àñòè÷íîé

ýíåðãèè, ñïàäàþùèõ íà ìàñøòàáå ðàçìåðà âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå ρ ∼ ξS, à òàêæå àäèà�

áàòè÷åñêîé ÷àñòè íàâåä¼ííîé ùåëè ∆adiab, êîòîðàÿ íà ìàñøòàáå ξS ìîíîòîííî âûõîäèò íà

ñâî¼ îäíîðîäíîå çíà÷åíèå ∆ind. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè

èìïóëüñà íà ïëîñêîñòü SN - ãðàíèöû (êîãåðåíòíîå òóííåëèðîâàíèå) ëîêàëèçîâàííûå ÷àñòè

ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòåé èìåþò ïîëþñà ïðè ýíåðãèÿõ, ñîâïàäàþùèõ ñî ñïåêòðîì

CdGM ε0(ν) â îáú¼ìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàííûõ ïîòåíöèà�

ëîâ è íàëè÷èå óêàçàííûõ ïîëþñîâ â èõ ëîêàëèçîâàííûõ ÷àñòÿõ ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ

äâóõ àíîìàëüíûõ âåòâåé â ïîäùåëåâîì ñïåêòðå âèõðÿ [A4]. Îäíà èç ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé

ϵ2(ν) ïîâòîðÿåò ñïåêòð CdGM ñ ïåðåíîðìèðîâàííûìè àìïëèòóäîé ùåëè (ñ ∆∞ íà ∆ind) è

äëèíîé êîãåðåíòíîñòè (ñ ξS íà ξ2D). Äðóãàÿ âåòâü ϵ1(ν) êà÷åñòâåííî ñëåäóåò ñïåêòðó CdGM

îáú¼ìíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà. Îäíàêî â îáëàñòè íàä èíäóöèðîâàííîé ùåëüþ E > ∆ind ëîêà�

ëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé âåòâè, ñòàíîâÿòñÿ ðåçîíàíñíûìè: ïîÿâëÿåòñÿ

óòå÷êà â ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà äâóìåðíîé ïë¼íêè, è ýíåðãèè ëîêàëèçîâàííûõ ñî�

ñòîÿíèé ïðèîáðåòàþò êîíå÷íûå ìíèìûå ÷àñòè. Ïðè íàëè÷èè áåñïîðÿäêà êàê â áàðüåðå, òàê

è â ñâåðõïðîâîäíèêå èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðàëüíîé âåòâè ϵ1(ν) ñâåðõïðîâîäíèêà òåðÿåòñÿ ïðè

òóííåëèðîâàíèè áåç ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ïëîñêîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, â ñïåêòðå ïîäùåëå�

âûõ ñîñòîÿíèé äâóìåðíîãî ñëîÿ íàáëþäàåòñÿ ëèøü îäíà èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ñïåêòðàëü�

íûõ âåòâåé. Êîíêðåòíûå îñîáåííîñòè óêàçàííîé âåòâè îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíüþ áåñïîðÿäêà â

áàðüåðå è ïîäñèñòåìàõ è ïîäðîáíî áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå â ýòîé ãëàâå.

Äëÿ ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ ìå�

òîä ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè. Ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðå�

íèÿ èçìåðèìîé õàðàêòåðèñòèêîé â ýòîì ìåòîäå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü

dI/dV êîíòàêòà �èãëà-îáðàçåö� â çàâèñèìîñòè îò çàòâîðíîãî íàïðÿæåíèÿ è ëàòåðàëüíîãî ïî�

ëîæåíèÿ èãëû ìèêðîñêîïà îòíîñèòåëüíî öåíòðà âèõðÿ. Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ íåñâåðõïðîâî�

äÿùåé ìåòàëëè÷åñêîé èãëû âåëè÷èíà dI/dV â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòüþ

êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé N(ρ,E) â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå îáðàçöà. Â ðàáîòå ñîèñêàòåëÿ

ñ ñîàâòîðàìè [A4] ïîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â íîðìàëüíîì ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå

ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü íåîáû÷íûå ñâîéñòâà: îò íåñêîëüêèõ ïèêîâ òàê íàçûâàåìîé zero-bias

àíîìàëèè â êîãåðåíòíîì ñëó÷àå äî å¼ ðàñùåïëåíèÿ â ñëó÷àå ïðèìåñåé â áàðüåðíîì ñëîå

[89�91] è àíîìàëüíî áîëüøîãî ðàçìåðà êîðà âèõðÿ [93�98]. Áîëüøèíñòâî óêàçàííûõ îñîáåí�

íîñòåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â òåõ èëè èíûõ ñèñòåìàõ íàáëþäàþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ. Îäíàêî

èõ òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ÷àùå âñåãî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, ÷åì ïðåäëîæåííîå â ðà�

áîòå ñîèñêàòåëÿ.
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2.2. Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â êîðå

âèõðÿ â ãðàôåíå

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí ýëåêòðîííûé ñïåêòð êâàçè÷àñòèö, ëîêàëèçîâàí�

íûõ â êîðå âèõðÿ, êîòîðûé ïðåäïîëîæèòåëüíî âîçíèêàåò â ìîíîñëîå ãðàôåíà â êîíòàêòå

ñ îáú¼ìíûì ñâåðõïðîâîäíèêîì âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàçäåëà

áóäåò èñïîëüçîâàíî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ãðàôåíå, ðàçâèòîå â

ðàçäåëå 1.2.

Êàê áûëî óêàçàíî âî ââåäåíèè, â ëèòåðàòóðå ðàíåå èçó÷àëñÿ ñïåêòð ñâÿçàííûõ ñî�

ñòîÿíèé â ãðàôåíå ïðè íóëåâîé ýíåðãèè Ôåðìè [81, 84, 85] â ïðåäïîëîæåíèè î áåñêîíå÷íî

ìàëîì ∆ind(ρ) = const èëè áîëüøîì ∆ind(ρ) ∼ ρ ðàçìåðå êîðà âèõðÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé

êîãåðåíòíîñòè ξ2D. Òàêæå áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ íóëåâûõ ìîä äëÿ âèõðåé ïðîèçâîëüíîé

êðàòíîñòè M â ýêñèòîííîì êîíäåíñàòå â áèñëîå ãðàôåíà [82] è äëÿ îäíîêâàíòîâûõ âèõðåé

â ðàçëè÷íûõ ñâåðõòåêó÷èõ ôàçàõ, îïèñûâàåìûõ òåîðèåé Äèðàêà íà ðåø¼òêå ï÷åëèíûõ ñîò

[83]. Íàìè áûëî ðàçâèòî òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ìíîãîêâàíòîâîãî

âèõðÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ è ðàäèàëüíîé çàâèñèìîñòè ñâåðõïðî�

âîäÿùåé ùåëè ∆ind(ρ) è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè Ôåðìè ðàññòîÿíèå ìåæäó

óðîâíÿìè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà óìåíüøàåòñÿ, òåì ñàìûì âñ¼ áîëüøå ñîñòîÿíèé ýôôåê�

òèâíî âõîäÿò â ïîäùåëåâóþ îáëàñòü. Èíûìè ñëîâàìè, M íóëåâûõ ìîä ïðè íóëåâîì µ = 0

òðàíñôîðìèðóþòñÿ â àíîìàëüíûå âåòâè ñïåêòðà ϵ
(i)
M (ν) îò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà ν, ãäå

âåëè÷èíà i = −(M − 1)/2, . . . , (M − 1)/2 ïðîáåãàåò M öåëûõ (èëè ïîëóöåëûõ) çíà÷åíèé. Ïðè

ýòîì íàëè÷èå òî÷íûõ íóëåâûõ ìîä â ñïåêòðå ïðè êîíå÷íîì õèìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå çàâèñèò

îò ÷¼òíîñòè çàâèõðåííîñòè M . Çäåñü ìû íàçûâàëè âåòâÿìè ñïåêòðà çàâèñèìîñòè ϵ
(i)
M (ν) îò

âåëè÷èíû îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ν êàê îò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà, îäíàêî íàëè÷èå òî÷íûõ

íóëåâûõ ìîä îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êâàíòîâàíèåì ýòîé ïåðåìåííîé ν. Äëÿ âèõðåé íå÷¼òíîé

êðàòíîñòè ñóùåñòâóåò îäíà âåòâü ñïåêòðà (áóäåì íàçûâàòü å¼ ϵ
(0)
M (ν)), êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò

óðîâåíü Ôåðìè ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè óãëîâîãî ìîìåíòà. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî

ïðàâèëó êâàíòîâàíèÿ óãëîâîé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ âåòâü

ñîäåðæèò òî÷íóþ íóëåâóþ ìîäó ϵ
(0)
M (0) = 0. Ïåðåñå÷åíèÿ îñòàëüíûìè M − 1 ñïåêòðàëüíûìè

âåòâÿìè óðîâíÿ Ôåðìè (äëÿ íåïðåðûâíîãî ν) â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè ñïåêòðà (èç-çà êâàíòîâàíèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà). Ëèøü ïðè îïðåäåë¼ííûõ

çíà÷åíèÿõ µ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü ϵ
(i)
M (ν) èìååò ïåðåñå÷åíèå ñ óðîâíåì Ôåðìè ïðè

öåëîì çíà÷åíèè ν: ϵ
(i)
M (ν = n) = 0 â ñïåêòðå ïîÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíà íóëåâàÿ ìîäà. Áëàãîäàðÿ

ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ñèììåòðèè ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé ϵ
(i)
M (ν) = −ϵ(−i)

M (−ν), íóëåâûå ìîäû ïðè
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ν ̸= 0 ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ëèøü ïîïàðíî äëÿ ν è −ν îäíîâðåìåííî. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ ≫ ∆ind íóëåâûå ìîäû íà ïàðû àíîìàëüíûõ âåòâåé ñ ν ̸= 0 ïîÿâ�

ëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ïî èìïóëüñó Ôåðìè PN = |µ|/vN ñ ïåðèîäîì δPN ∼ ~/ξ2D. Äëÿ âèõðåé

ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì êâàíòîâ ïîòîêà ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé ñ òî÷íîñòüþ äî òîãî,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåò âåòâè ϵ
(0)
M (ν), ïåðåñåêàþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (ν, µ),

à íóëåâûå ìîäû ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîãî ìîìåíòà. Ôàêòû ïîÿâëåíèÿ

íóëåâûõ ìîä ϵ
(i)
M (ν) ïàðàìè ïðè ν è −ν, à òàêæå ïåðèîä èõ ïîÿâëåíèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

ýíåðãèè Ôåðìè µ≫ ∆ind îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îáñóäèì îñîáåííîñòè óðàâíåíèé ÁäÆ (1.1) ñ îäíî÷àñòè÷íûì

ãàìèëüòîíèàíîì (1.2), èñïîëüçóåìûõ â íàøèõ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ. Çàòåì â ðàçäåëå

2.2.2 áóäåò ïðîâåä¼í àíàëèç òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ íóëåâûõ ìîä è âûâåäåí êðèòåðèé èõ ñó�

ùåñòâîâàíèÿ. Ðàçäåëû 2.2.3 è 2.2.4 ïîñâÿùåíû ðàñ÷¼òó ñïåêòðà àíîìàëüíûõ âåòâåé â êâàçè�

êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå áîëüøèõ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ µ≫ ∆ind. Â çàêëþ÷åíèè ýòîé ÷àñòè

ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû è èõ ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè.

2.2.1. Óðàâíåíèÿ Áîãîëþáîâà-äå Æåíà äëÿ âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.1) ñ îäíî÷àñòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì (1.2) íå çà�

âèñÿò îò ñïèíà è èçîñïèíîâîé ñòåïåíè ñâîáîäû (Ĥ ∼ π0), ìû â íà ïðîòÿæåíèå âñåé ýòîé

÷àñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òó êîìïîíåíòó Ψ̂π+ = (ûπ+, v̂π+) âîëíîâîé ôóíêöèè ãðà�

ôåíà Ψ̌, êîòîðàÿ îòâå÷àåò îïðåäåë¼ííîé ïðîåêöèè ñïèíà ς =↑ è îïðåäåë¼ííîé äîëèíå K

ýëåêòðîííîé å¼ ÷àñòè ûπ+ = (uA, uB). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû �π+� ó ýòîé

ôóíêöèè Ψ̂π+
def
= Ψ̂.2 Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, äûðî÷íûå êîìïîíåíòû v̂π+ = (vA, vB) âîëíîâîé

ôóíêöèè Ψ̂ = (û, v̂) â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ãðà�

ôåíå îòâå÷àþò äðóãîé äîëèíå K′ çîíû Áðèëëþýíà ãðàôåíà. Ïîýòîìó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ̂

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì Äèðàêà - Áîãîëþáîâà - äå Æåíà â ïðåíåáðåæåíèè

âåêòîð-ïîòåíöèàëîì â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè ∆ind = ∆ind(ρ)e
iMϕ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ãðàôåíà:

vNσ·P̂û+∆ind(ρ)e
iMϕv̂ = (E + µ)û , (2.1a)

−vNσ·P̂v̂ +∆ind(ρ)e
−iMϕû = (E − µ)v̂ . (2.1b)

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì óðîâåíü Ôåðìè ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãåòè÷åñêîé

øèðèíîé çîíû Áðèëëþýíà â ãðàôåíå (ñì. íà ðèñ. 1à âî ââåäåíèè ðàçíèöó ýíåðãèé â êîíè÷å�

2 Îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ψ̂ = (ûπ+, v̂π+) îòëè÷àåòñÿ îò îáîçíà÷åíèÿ Ψ̌ = (ǔ, v̌) ïîëíîé âîëíîâîé ôóíê�

öèè íàëè÷èåì äðóãèõ ñèìâîëîâ íàä íåé.
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ñêîé òî÷êå è â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà), ÷òî ïîçâîëÿåò íàì íå ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå

äîëèí. Êðîìå òîãî, ìû ïðåíåáðåãàåì ýôôåêòîì çååìàíîâñêîãî ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé (1.2) â ãðàôåíå îáëà�

äàþò ñëåäóþùåé îñîáåííîñòüþ âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà: ðàç�

íîñòü ôàç êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì ïîäðåø¼òêàì A è B ãðàôåíà

(ñì. ðèñ. 1.2á), ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà âîëíîâîé ôóíêöèè

è ìåíÿåòñÿ íà 2π ïðè ïîëíîì îáîðîòå. Íàëè÷èå ýòîé äîïîëíèòåëüíîé ôàçû ìîæåò áûòü îáíà�

ðóæåíî ÿâíûì îáðàçîì ïðè çàïèñè ãàìèëüòîíèàíà (1.2) â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(ρ, ϕ), ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

P̂x ± iP̂y = e±iϕ~
[
−i∂/∂ρ± ρ−1∂/∂ϕ

]
(2.2)

ñîäåðæàò ôàçîâóþ çàâèñèìîñòü e±iϕ îò àçèìóòàëüíîãî óãëà ðàäèóñ-âåêòîðà, à íå òîëüêî îò

ïðîèçâîäíîé ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ. Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîé ðàçíîñòè ôàç, çàâèñÿùåé îò

êîîðäèíàò, ìåæäó ïîäðåø¼òî÷íûìè êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè ïðèâîäèò, êàê áóäåò

ïîêàçàíî, ê èçìåíåíèþ êâàíòîâàíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà âîëíîâîé ôóíêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, áëàãîäàðÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæ�

íî èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà ν è ñíÿòü ôàçó ñ îïåðàòîðà

ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â óðàâíåíèÿõ (2.1): û

v̂

 = eiνϕ−iσ̂z(ϕ/2−π/4)

 eiMϕ/2Ûν(ρ)

e−iMϕ/2V̂ν(ρ)

 . (2.3)

Ïðè ýòîì îäíîçíà÷íîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îñè âèõ�

ðÿ Oz íà óãîë, êðàòíûé 2π, ϕ→ ϕ+2πk òðåáóåò, ÷òîáû äîïîëíèòåëüíàÿ ôàçà 2πν+π(M−1),

íàáèðàåìàÿ ýòîé ôóíêöèåé, áûëà êðàòíà ïîëíîìó îáîðîòó 2π. Èç ýòîãî ïðîñòîãî óñëîâèÿ

ñëåäóåò êâàíòîâàíèå óãëîâîãî ìîìåíòà ν, îïèñàííîå âûøå: ν + (M − 1)/2 ∈ Z, êîòîðîå îòëè�

÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ îáû÷íîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ν+M/2 ∈ Z, áëàãîäàðÿ óêàçàííîé çàâèñèìîñòè

ïîäðåø¼òî÷íîé ñòðóêòóðû ãàìèëüòîíèàíà ãðàôåíà (1.2) îò íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà.

2.2.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà íóëåâûõ ìîä: òî÷íîå ðåøåíèå è êðèòåðèé

ñóùåñòâîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ (2.1) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: E → −E,

iσ̂yû
∗ → v̂, iσ̂yv̂

∗ → −û, àíàëîãè÷íîãî ñèììåòðèè óðàâíåíèé ÁäÆ â îáû÷íîì ñâåðõïðîâîäíè�

êå [102]. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé íóëåâîé ìîäû (ûi, v̂i) ïðè ïðîèçâîëüíûõ óðîâíå Ôåðìè

µ è çàâèõðåííîñòè M ñóùåñòâóåò (íåîáÿçàòåëüíî äðóãàÿ) íóëåâàÿ ìîäà (ûj, v̂j), ñâÿçàííàÿ
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ñ íåé ýòîé ñèììåòðèåé: v̂j = iσ̂yû
∗
i , ûj = −iσ̂yv̂∗i . Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2.3), ýòè

ìîäû îòâå÷àþò ðàâíûì ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíûì ïî çíàêó óãëîâûì ìîìåíòàì ν è −ν.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ:

(1) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîé ìîäû ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðîí-äûðî÷íîé

ñèììåòðèè ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ (i = j), ÷òî âîçìîæíî ëèøü äëÿ íå÷¼òíûõ M è íóëå�

âûõ çíà÷åíèé óãëîâîãî ìîìåíòà ν = 0;

(2) óãëîâîé ìîìåíò íå ðàâåí íóëþ ν ̸= 0, ïîýòîìó åñòü ïàðà íóëåâûõ ìîä, ñâÿçàííûõ ìåæäó

ñîáîé òåì æå ïðåîáðàçîâàíèåì.

Â ïåðâîì ñëó÷àå v̂ = iσ̂yû
∗, E = 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1) óìåíüøàåòñÿ âäâîå[

vNσ · P̂− µ
]
û+ i∆indσ̂yû

∗ = 0 , (2.4)

è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè û = ζv(ρ)Û
(0), ãäå âåêòîð-ñòîëáåö

Û (0) = C0

 e−iπ/4ei(M−1)ϕ/2J(M−1)/2(kNρ)

e+iπ/4ei(M+1)ϕ/2J(M+1)/2(kNρ)


ñ ôóíêöèåé Áåññåëÿ m-òîãî ïîðÿäêà Jm(x) è äåéñòâèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C0 óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (2.4) â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, à

ζv(ρ) = e−K(ρ) ; K(ρ) =
1

~vN

ρ∫
0

|∆ind(ρ
′)| dρ′ . (2.5)

Â ñëó÷àå M = 1 ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [83] äëÿ ñèíãëåòíîãî ïàðà�

ìåòðà ïîðÿäêà 3. Ó÷¼ò âåêòîð-ïîòåíöèàëà â êàëèáðîâêå A = Aϕ(ρ), êîòîðûì ïðåíåáðåãàëîñü

âûøå, ìîæåò áûòü ïðîâåä¼í ìîäèôèêàöèåé ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ Û (0).

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íóëåâûõ ìîä âòîðîãî òèïà ν ̸= 0 óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü íà

ÿçûêå ôóíêöèé Û±ν = (Û1,±ν , Û2,±ν) è V̂±ν = (V̂1,±ν , V̂2,±ν) óðàâíåíèÿ (2.3), âûðàçèâ äûðî÷íûå

êîìïîíåíòû ÷åðåç ýëåêòðîííûå ñîãëàñíî ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ñèììåòðèè V2,ν = U1,−ν è V1,ν =

−U2,−ν . Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîííûõ êîìïîíåíò U±ν ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:(
d

dρ
− N−

ρ
+
eAϕ

~c

)
U1,ν +

|∆ind|
~vN

U1,−ν =
µ

~vN
U2,ν , (2.6a)(

d

dρ
+
N+

ρ
− eAϕ

~c

)
U2,ν +

|∆ind|
~vN

U2,−ν = − µ

~vN
U1,ν . (2.6b)

3 Óòî÷íåíèå ïðî ñèíãëåòíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà ââåäåíî ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî â ðàáîòå [83] áûëî ïðî�

âåäåíî ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ ôàç ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïîðÿäêà â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåé ðàáîòû, ãäå ìû

îãðàíè÷èëèñü ëè ñëó÷àåì èçîòðîïíîãî ñïàðèâàíèÿ.
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Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ N± = ν + (M ± 1)/2 è ó÷òåí âåêòîð-ïîòåíöèàë â âèäå Aϕ(ρ).

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà U2,ν , à âòîðîå íà U1,ν , ìû ìîæåì ñëîæèòü èõ ìåæäó ñî�

áîé, âû÷åñòü èç ñóììû äðóãóþ ïàðó óðàâíåíèé äëÿ (−ν) è ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî âñåìó ñëîþ ãðàôåíà:

µ

∞∫
0

(
U2
2,ν − U2

2,−ν − U2
1,ν + U2

1,−ν

)
ρdρ = ~vN

∞∫
0

d
dρ
[ρ(U1,νU2,ν − U1,−νU2,−ν)] dρ . (2.7)

Äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, ðåãóëÿðíûõ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

(2.7) îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, è ëåâàÿ ÷àñòü äîëæíà èñ÷åçàòü. Ïðè íåíó�

ëåâûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîãî ìîìåíòà ν ̸= 0 è ýíåðãèè Ôåðìè µ ̸= 0 ýòîò êðèòåðèé â îáùåì

ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî îçíà÷àåò, â ñâîþ î÷åðåäü, îòñóòñòâèå íóëåâûõ ìîä. Â çàêëþ÷å�

íèå, îöåíèì çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.7) â îáëàñòè ìàëûõ óðîâíåé Ôåðìè µ≪ ∆ind

ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè µ = 0 ñîãëàñíî ðàáîòå [85] äëÿ ïîëîæèòåëü�

íûõ çàâèõðåííîñòåé M ≥ 1, ôóíêöèè U2,ν = 0 ðàâíû íóëþ â îáëàñòè óãëîâûõ ìîìåíòîâ

|ν| ≤ 1
2
(M − 1), â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèè U1,ν ðåãóëÿðíû è ëîêàëèçîâàíû. Èíûìè ñëîâàìè,

åñòü ðîâíî |M | íóëåâûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé. Äëÿ ìàëûõ óðîâíåé Ôåðìè èíòåãðàë (2.7)

â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.6) äëÿ

µ = 0. Ïîäñòàâëÿÿ èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé U1,±ν(ρ) = ρM/2K±ν−1/2(ρ/ξ2D) ïðè

M > 0 èç ðàáîòû [85] ÷åðåç ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà m-òîãî ïîðÿäêà Km(x), ìîæíî ëåãêî óáå�

äèòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë îò âåëè÷èíû U2
1,ν−U2

1,−ν íå ðàâåí íóëþ, êàê òîëüêî ν ̸= 0. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî â îáëàñòè ìàëûõ óðîâíåé äîïèðîâàíèÿ íåò íóëåâûõ óðîâíåé ýíåðãèè ïðè êîíå÷íûõ çíà�

÷åíèÿõ ν. Îäíàêî çà ðàìêàìè òåîðèè âîçìóùåíèé íóëåâûå ìîäû ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ïàðàìè

ïðè óãëîâûõ ìîìåíòàõ ν è −ν.

2.2.3. Òðàíñôîðìàöèÿ ìîä ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ óðîâíÿ Ôåðìè.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìàëûõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ ν ≪ kNξ2D

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû òðàíñôîðìàöèè ñïåêòðà â äâóõ ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ áóäåò

ðàññìîòðåíî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé (2.1) äëÿ áîëüøèõ ýíåðãèé Ôåðìè

µ ≫ ∆ind. Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå âûâîäà êâàçèêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ âîë�

íîâûõ ôóíêöèé óðàâíåíèé ÁäÆ [116, 117], ïåðåéä¼ì â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå: ψ(R) =∫
d2PeiPR/~ψ(P)/(2π~)2. Çäåñü èìïóëüñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñâîåãî ìîäóëÿ è óãëà ïîâîðîòà

îòíîñèòåëüíî îñè Ox: P = P (cosα, sinα). Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðåîáðàçóåì

ôóíêöèè û = Ŝĝu è v̂ = Ŝĝv òàê, ÷òîáû îñü êâàíòîâàíèÿ ïîäðåø¼òî÷íîé ñòåïåíè ñâîáîäû σ

ñîâïàäàëà ñ îñüþ èìïóëüñà P, ãäå Ŝ = e−iασ̂z/2(σ̂z + σ̂x)/
√
2, Ŝ+ = (σ̂z + σ̂x)e

iασ̂z/2/
√
2. Òîãäà
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óðàâíåíèÿ ÁäÆ (2.1) íà ôóíêöèè ĝu,v ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

[vN σ̂zP − µ] ĝu + ĥǍĝu + ĥ∆̌ĝv = Eĝu , (2.8a)

[µ− vN σ̂zP ] ĝv + ĥǍĝv + ĥ+
∆̌
ĝu = Eĝv , (2.8b)

ñ ïðåîáðàçîâàííûìè îïåðàòîðàìè ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè è âåêòîð-ïîòåíöèàëà: ĥ∆̌ = Ŝ+∆̌indŜ,

ĥ+
∆̌

= Ŝ+∆̌+
indŜ, ĥǍ = −(evN/c)Ŝ

+σ̂ǍŜ, êîòîðûå çàâèñÿò îò ôóíêöèé Ǎ = A(Ř), ∆̌ind =

∆ind(Ř) îïåðàòîðà êîîðäèíàòû Ř = i~∂/∂P. Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîðû ĥǍ è ĥ∆̌ çàìåøèâà�

þò êîìïîíåíòû ôóíêöèé, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ïîäðåø¼òêàì, îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðåäåëå, êîãäà õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ ≫ ∆ind ïîëîæèòåëåí è âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîá�

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýòèõ îïåðàòîðîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäðåø¼òî÷íûå êîìïîíåíòû âîëíî�

âîé ôóíêöèè íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà. Áóäåì â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïåðâóþ

ïîäðåø¼òêó, ïðåäïîëàãàÿ âîëíîâûå ôóíêöèè ñëåäóþùèìè: ĝu,v
def
= gu,v(1, 0) = σ̂zĝu,v. Òî÷íîñòü

òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî îöåíèòü âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé: ñîîòâåòñòâóþ�

ùèå ïîïðàâêè ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ ĥǍ è ĥ∆̌, âîçíèêàþùèå áëàãîäàðÿ èõ

íåäèàãîíàëüíûì êîìïîíåíòàì, îêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà:

δEA ∼ (ξ42D/L
4
H)(∆ind/kNξ2D) , δE∆ ∼ ∆ind/(kNξ2D)

3 ,

ãäå îòíîøåíèå êâàäðàòà äëèíû êîãåðåíòíîñòè ê êâàäðàòó ìàãíèòíîé äëèíû L2
H = ~c/|eH|4

ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ÷èñëîì ξ22D/L
2
H ∼ H/Hc2 ≪ 1, êàê è âåëè÷èíà (kNξ2D)

−1 ∼ ∆ind/µ≪ 1, ïîýòî�

ìó ýòè ïîïðàâêè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì çíà÷åíèåì ìèíèùåëè Ω2 = ∆ind/kNξ2D ∼

∆2
ind/µ â ãðàôåíå. Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè Ôåðìè äîñòàòî÷íî ðàñ�

ñìàòðèâàòü èìïóëüñû P , ìîäóëü êîòîðûõ áëèçîê ê èìïóëüñó Ôåðìè â ãðàôåíå PN = ~kN :

P = PN + δP (|δP | ≪ PN), � è ïåðåéòè ê Ôóðüå-ïåðåìåííîé s, ñîïðÿæ¼ííîé ïî îòíîøåíèþ

ê δP . Â êîíå÷íîì èòîãå êâàçèêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÁäÆ áóäóò çàïèñàíû íà ôóíêöèè â

ñìåøàííîì (s, α) ïðåäñòàâëåíèè (ñì. Ðèñ. 2.1à):

ĝ(P) =

 gu

gv

 = k−1
N

+∞∫
−∞

dse−iqs/~ĝ(s, α) .

Îïåðàòîð êîîðäèíàòû âî ââåä¼ííîì ïðåäñòàâëåíèè Ř = snP + (2kN)
−1
[
[nP × z0], ν̌

]
+
âûðà�

æàåòñÿ ÷åðåç íàïðàâëåíèå êâàçèêëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè nP = PN/PN è îïåðàòîð óãëîâîãî

ìîìåíòà ν̌ = −i∂/∂α.
4 Ìàãíèòíàÿ äëèíà � ýòî äëèíà, íà êîòîðîé ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ìàãíèòíîì

ïîëå â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, à òàêæå ýòî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè.
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Íà÷í¼ì ðàññìîòðåíèå ñïåêòðà ñî ñëó÷àÿ âåòâè òèïà (1) ϵ
(0)
M (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë),

ïåðåñåêàþùåé óðîâåíü Ôåðìè ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà. Òàêàÿ âåòâü

ñóùåñòâóåò ëèøü â âèõðÿõ ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êâàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà M = 2p+ 1.

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ν ≪ kNξ2D îïåðàòîðû ĥǍ è ĥ∆̌ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

ν̌ = −i∂/∂α â ðÿä Òåéëîðà:

ĥA = −eHvN
4ckN

e−iα/2
[
ν̂, eiα

]
+
e−iα/2 ,

ĥ∆ =
|∆ind(s)|

|s|

[
seiMα − i

4kN

M−1∑
n=0

ei(n−
1
2
)α
[
eiα,

[
ν̂, eiα

]
+

]
+
ei(M−n− 3

2
)α

]
.

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì ìàãíèòíîå ïîëå ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíûì (λS ≫ ξ2D)

Ñíèìàÿ ôàçó ñ îïåðàòîðà ùåëè àíàëîãè÷íî (2.3) ĝ(s, α) = exp(iνα + iτ̂zMα/2)F̂ (s) è

ïðåäïîëàãàÿ, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïîäðàçäåëàõ, ìàãíèòíîå ïîëå ìàëûì, ìû ïîëó÷èì ñëåäó�

þùåå óðàâíåíèå íà äâóõêîìïîíåíòíóþ ôóíêöèþ F̂ (s):

− i~vN τ̂z
∂F̂

∂s
+ |∆ind(s)|

[
s

|s|
τ̂x +

νM

|s|kN
τ̂y

]
F̂ = E ′F̂ . (2.9)

Çäåñü ýíåðãèÿ E ′ = E + ν~ωc/2 ñäâèíóòà îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ñòàíäàðòíîãî çíà÷åíèÿ íà öèê�

ëîòðîííóþ ÷àñòîòó ωc = eHvN/cPN . Ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

ïî òåîðèè âîçìóùåíèé [116], ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæåíèåì äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé âåòâè

ϵ
(0)
M = −ν

 M

kNQ

∞∫
0

|∆ind(s)|
s

e−2K(s)ds+
~ωc

2

 , (2.10)

ãäå Q =
∫∞
0
ζ2v (s) ds ∼ ξ2D, à K(s) è ζv(s) îïðåäåëåíû â óðàâíåíèè (2.5).

Ðåçóëüòàò äëÿ àíîìàëüíîé âåòâè ϵ
(0)
M (2.10) ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó CdGM [78] ó÷¼òîì

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â äóõå ñòàòüè [118]. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåM = 2p+1, òàê

÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà ν ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ

äðóãèõ àíîìàëüíûõ âåòâåé ϵ
(i)
M , i ̸= 0, ïåðåñåêàþùèõ óðîâåíü Ôåðìè, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

ïðîòèâîïîëîæíûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áîëüøèõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ.

2.2.4. Òðàíñôîðìàöèÿ ìîä ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ óðîâíÿ Ôåðìè.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ áîëüøèõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ ν ≫ 1

Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ν ≫ 1 ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê ìîäû òèïà (1), òàê è ìîäû

òèïà (2). Îí áîëåå áëèçîê ïî äóõó ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó ïîäõîäó, ïîñêîëüêó â óðàâíåíèÿõ

(2.8) ïðåíåáðåãàåòñÿ êâàíòîâàíèåì îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà, è îí ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé

ïåðåìåííîé ν = −kNb. Òîãäà âìåñòî óðàâíåíèÿ (2.9) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî çàïèñàòü
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ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ Àíäðååâà âäîëü êâàçèêëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè:[
−i~vN τ̂z

∂

∂s
+

~ωckNb

2
+ τ̂xRe∆ind(R)− τ̂yIm∆ind(R)

]
ĝ(s, α) = E ′ĝ(s, α), (2.11)

ãäå ðàäèóñ-âåêòîð R çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòó s è ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð b = −ν/kN
òðàåêòîðèè (ñì. Ðèñ. 2.1à) ñëåäóþùèì îáðàçîì R = (s cosα − b sinα, s sinα + b cosα). Óðàâ�

íåíèÿ Àíäðååâà (2.11) îïèñûâàþò êâàçè÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíôèãó�

ðàöèé è ïðîôèëåé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ñëó÷àÿ óåäèí¼ííîãî

M -êâàíòîâîãî âèõðÿ îïåðàòîð ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â (s, α)-ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò ñëå�

äóþùèé âèä:

∆ind(R) =
∣∣∣∆ind(

√
s2 + b2)

∣∣∣ [ s+ ib√
s2 + b2

]M
eiMα ,

ïîñêîëüêó ϕ = α + arctan(b/s). Ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü îäíîçíà÷íîé, ýòîìó

òðåáîâàíèþ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà - Çî�

ììåðôåëüäà: kN
∫2π

0
b(α)dα = 2πn+ π(M − 1) , ñ öåëûì ÷èñëîì n. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé

÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç âñåõ ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé îïåðàòîðà Ŝ è âîëíîâûõ

ôóíêöèé ĝu,v. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêîå óñëîâèå Áîðà-Çîììåðôåëüäà â

äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì êâàíòîâàíèåì óãëîâîãî ìîìåíòà.

Äëÿ ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Àíäðååâà, êàê èçâåñòíî èç [116, 119,

120], äàþò |M | àíîìàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ âåòâåé ϵ(i)M (b), ïåðåñåêàþùèõ íóëåâóþ ýíåðãèþ êàê

ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà b. Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ çàâèñèìîñòåé ìîæ�

íî ïîëó÷èòü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî Im∆ind(R) â ïðåäåëå ìàëûõ ýíåðãèé

E ≪ ∆ind [116]:

ϵ
(l)
M = Ql

−1

∞∫
0

[
G

(l)
I (s)− 2lG

(l)
R (s) arctan

s

b

]
e−2Kl(s) ds+

~ωckNb

2
, (2.12)

ãäå

Kl(s) =
1

~vN

s∫
0

G
(l)
R (t) dt , Ql =

∞∫
0

e−2Kl(s) ds ∼ ξ2D ,

G
(l)
R =

∣∣∣∆ind

(√
s2 + b2

)∣∣∣Re{[ s+ ib√
s2 + b2

]M−2l
}
,

G
(l)
I =

∣∣∣∆ind

(√
s2 + b2

)∣∣∣ Im{[ s+ ib√
s2 + b2

]M−2l
}
.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) çàâèõðåííîñòåé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà l ≥ 0 (l ≤ 0) âû�

áèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåëè÷èíà M − 2l áûëà íå÷¼òíûì öåëûì ÷èñëîì òîãî æå

çíàêà, ÷òî è M . ×ëåí ñ arctan(s/b) â óðàâíåíèè (2.12) ñîäåðæèò ðàçðûâ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
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òðàåêòîðèåé öåíòðà âèõðÿ b = 0. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ l ̸= 0 óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïàðó àíî�

ìàëüíûõ âåòâåé ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà. Èíûìè ñëîâàìè, êâàçèêëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå

äëÿ ñïåêòðà M -êðàòíîãî âèõðÿ ñîäåðæèò ðîâíî |M | ýíåðãåòè÷åñêèõ âåòâåé, ïåðåñåêàþùèõ

óðîâåíü Ôåðìè êàê ôóíêöèÿ ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà b.

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (2.12) ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ ëèíåéíî ïî ïðèöåëüíîìó ïàðà�

ìåòðó ϵ
(±l)
M (b) ∼ ∆ind(b ± bl)/ξ2D è ïåðåñåêàåò óðîâåíü Ôåðìè â îáëàñòè bl . ξ2D. Ïðè ýòîì

íàêëîí ýòèõ âåòâåé ∼ ∆ind/ξ2D è òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ bl ñ óðîâíåì Ôåðìè ñëàáî çàâèñÿò

îò èìïóëüñà PN . Ïîýòîìó ïðè èçìåíåíèè èìïóëüñà Ôåðìè ìåíÿåòñÿ ëèøü êâàíòîâàíèå ïðè�

öåëüíîãî ïàðàìåòðà b = −ν/kN ÷åðåç îðáèòàëüíûé ìîìåíò [ν = n + (M − 1)/2 äëÿ öåëûõ

n ∈ Z]. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåòâåé âòîðîãî òèïà (bl ̸= 0) ïðè ó÷¼òå êâàí�

òîâàíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ñ èçìåíåíèåì óðîâíÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (à ñëåäîâàòåëüíî,

è èìïóëüñà Ôåðìè) íà÷èíàþò ïðîõîäèòü ÷åðåç óðîâåíü Ôåðìè, ôîðìèðóÿ íóëåâûå ìîäû ïðè

äèñêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñà Ôåðìè PN = P
(l)
N

def
= |~ν/bl|. Çäåñü óãëîâîé ìîìåíò ν íó�

ëåâîé ìîäû ÿâëÿåòñÿ öåëûì (ïîëóöåëûì) ÷èñëîì äëÿ âèõðåé íå÷¼òíîé (÷¼òíîé) êðàòíîñòè

M . Êðîìå òîãî, äëÿ ìàëûõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ ν → 0 âûðàæåíèå (2.12) c l = 0 ïåðåõîäèò â

óðàâíåíèå (2.10). Èíûìè ñëîâàìè, âñå ïîäùåëåâûå âåòâè ñïåêòðà ìíîãîêâàíòîâîãî âèõðÿ â

ãðàôåíå õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (2.12), ÷òî ìîæíî áóäåò âèäåòü

èç ñðàâíåíèÿ åãî ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, îáñóæäàåìûìè â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

2.2.5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ìåòîä è ðåçóëüòàòû

Òî÷íûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïðîôèëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ãðàôåíå

|∆ind(ρ)| äîëæåí ñîäåðæàòü ïðîöåäóðó ñàìîñîãëàñîâàíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ îáú¼ìíîãî ñâåðõïðî�

âîäíèêà ýòè âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû â ëèòåðàòóðå, ÷òî ïðèâîäèëî ê òàêèì ýôôåêòàì,

êàê ñæàòèå âèõðåâîãî êîðà ïðè ìàëûõ òåìïåðàòóðàõ è ôðèäåëåâñêèå îñöèëëÿöèè ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [121]). Îäíàêî ìû â äàííîì ðàçäåëå ïðèäåðæèâàåìñÿ ôåíîìåíîëîãè�

÷åñêîé ìîäåëè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ãðàôåíå (ñì. ðàçäåë 1.2), ïîýòîìó ïðîöåäóðà ñàìîñîãëàñî�

âàíèÿ, çàòðàãèâàþùàÿ òóííåëèðîâàíèå êâàçè÷àñòèö â ñâåðõïðîâîäíèê è îáðàòíî è ñàìîñîãëà�

ñîâàííîå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà òàì, â ýòîì ïðèáëèæåíèè èñêëþ÷åíà. Íî ïîñêîëüêó

ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé â âèõðå ñëàáî çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ðàäèàëü�

íîãî ïðîôèëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, è âñå êëþ÷åâûå îñîáåííîñòè ïîÿâëÿþòñÿ áëàãîäàðÿ åãî ôà�

çîâîé çàâèñèìîñòè [119, 120], â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîôèëü âèõðåâîãî ïà�

ðàìåòðà ïîðÿäêà, îïèñûâàåìûé ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìóëîé∆ind(R) = ∆ind

[
ρeiϕ/

√
ρ2 + ξ22D

]M
.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) íà ôóíêöèè Ûν , V̂ν (2.3) ñî ñíÿòîé ôàçîé ñâåðõ�
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ïðîâîäÿùåé ùåëè ýòè óðàâíåíèÿ áûëè ðàçëîæåíû ïî áàçèñó íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â äèñêå

ðàäèóñà Rmax, â öåíòðå êîòîðîãî åñòü öèðêóëÿöèÿ ôàçû òèïà M -êðàòíîãî âèõðÿ. Êîíå÷íûé

ðàçìåð äèñêà áûë ââåäåí äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ôóíêöèé íîðìàëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ ãðàôåíà â áåçãðàíè÷íîì ëèñòå äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, ïðåäñòàâèìûì â êîìïüþòå�

ðå. Ïîñêîëüêó â ðàáîòå íå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ãðàíèö íà ñïåêòð, äëÿ ïðîñòîòû áûëè èñ�

ïîëüçîâàíû îäíè èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ íóëåâîé êâàçè÷àñòè÷íûé òîê ÷åðåç

ãðàíèöó äèñêà:

uA(Rmax) = 0 , vA(Rmax) = 0 . (2.13)

Íàëîæåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñäåëàëî íåïðåðûâíûé ñïåêòð íîðìàëüíûõ ñîñòîÿíèé äèñêðåò�

íûì â ìåðó ïàðàìåòðà kNRmax. Äëÿ òîãî ÷òîáû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå âëèÿëè íà ñïåêòð,

ðàäèóñ äèñêà áûë âûáðàí áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé êîãåðåíòíîñòè ξ2D, íà êîòîðîé,

êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ñïàäàåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì

ãðàôåíå. Ìàãíèòíîå ïîëå áûëî ó÷òåíî ëèøü â ôàêòå íàëè÷èÿ âèõðÿ: âåêòîð-ïîòåíöèàëîì â

óðàâíåíèÿõ áûëî ïðåíåáðåæåíî. Ýëåêòðîííûå è äûðî÷íûå ðåøåíèÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè

íåçàâèñèìû è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

−15 −10 −5 0 5 10 15
−1

0

1

ν

E
/∆

0

Ðèñ. 2.2. Ïîäùåëåâîé ñïåêòð îäíîêâàíòîâîãî âèõðÿ â ãðàôåíå êàê ôóíêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ν ïðè

íóëåâîì óðîâíå Ôåðìè. Ðàäèóñ äèñêà Rmax/ξ2D = 100.

Û e
ν,p ∝ Û (0)

me,p(ρ) , V̂
e
ν,p = 0 , (2.14a)

Ûh
ν,p = 0 , V̂ h

ν,p ∝ Û (0)
mh,p

(ρ) , (2.14b)

ãäå âåêòîð-ñòîëáåö Û
(0)
m,p(ρ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Áåññåëÿ m-òîãî ïîðÿäêà Jm(x)

Û (0)
m,p(ρ) =

 Jm(k
m
p ρ)

−Jm+1(k
m
p ρ)

 ,



57

−30 −20 −10 0 10 20 30
−1

0

1

ν

E
/∆

0
(a)

−30 −20 −10 0 10 20 30
−1

0

1

ν

E
/∆

0

 

 

(b)

Ðèñ. 2.3. Ïîäùåëåâîé ñïåêòð (a) îäíîêâàíòîâîãî (b)äâóõêâàíòîâîãî âèõðÿ â ãðàôåíå êàê ôóíêöèÿ

óãëîâîãî ìîìåíòà ν ñ ðàçëè÷íûìè óðîâíÿìè Ôåðìè: µ/∆ind = 1 (êðóãè) è µ/∆ind = 10 (êâàäðàòû).

Êâàçèêëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñïåêòðà ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.12) â ïðåíåáðåæåíèè ìàãíèòíûì ïîëåì

ωc → 0 ïîêàçàíû êðàñíûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè (ïóíêòèðíûå ÷àñòè ëèíèé ïðèâåäåíû ëèøü äëÿ

óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ). Ðàäèóñ äèñêà çäåñü Rmax/ξ2D = 100.

à ÷èñëà me,h = ν − (1 ∓ M)/2 îïðåäåëÿþòñÿ óãëîâûì ìîìåíòîì è çàâèõðåííîñòüþ âèõðÿ.

×èñëî kmp Rmax ÿâëÿåòñÿ p-òûì íóë¼ì ôóíêöèè Áåññåëÿ Jm(x).

Êðîìå óêàçàííûõ âûøå ýëåêòðîííûõ è äûðî÷íûõ ìîä, ê áàçèñó ôóíêöèé íîðìàëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ â îãðàíè÷åííîì äèñêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.13) íà êðàþ òàêæå îòíîñÿòñÿ

ôóíêöèè â ôîðìå (2.14) ñ ïðåäåëüíûì ïî ïàðàìåòðó p âåêòîð-ñòîëáöîì

Û
(0)
m,0(ρ) =

 0

ρ−m−1

 ,

êîòîðûé íå èìååò îñîáåííîñòè â íóëå ïðè me,h ≤ −1, è îòâå÷àåò ñëó÷àþ íóëåâîãî àðãóìåíòà

ôóíêöèè Áåññåëÿ k
me,h

0 → 0. Äëÿ ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ãàìèëüòî�

íèàíà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íå ìåíåå, ÷åì Neig = 10Rmax/ξ2D ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè5.

Â ðåçóëüòàòå äèàãîíàëèçàöèè ýòîé ìàòðèöû áûëè ïîëó÷åíû ñïåêòðû ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòî�

ÿíèé, ïðèâåä¼ííûå íà ãðàôèêàõ â çàâèñèìîñòè îò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ν ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ çàâèõðåííîñòè M è óðîâíÿ Ôåðìè µ.

Íà ðèñ. 2.2 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ïðè íóëåâîì óðîâíå äîïèðîâàíèÿ äëÿ îäíîêâàíòîâîãî

âèõðÿ. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êðîìå íóëåâîãî ϵ
(0)
1 (ν = 0), íàõîäÿòñÿ âáëèçè àìïëèòóäû

5 Ïðèâåä¼ííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü âûâåäåíà íà îñíîâå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ òî÷êè íóëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ

kmn Rmax = πn/2 áîëüøîãî ïîðÿäêà m ≫ 1, n ≤ Neig. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

äèñêðåòíûé øàã ∆ρ ïî êîîðäèíàòå ρ áûë â 10 ðàç ìåíüøå ìàñøòàáà âñåõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ∆ρ = 1/10kmNeig
.

Äëÿ îïèñàíèÿ ôóíêöèé ñ ìàñøòàáîì ξ2D íåîáõîäèìî ∆ρ < ξ2D, îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà íà Neig.
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Ðèñ. 2.4. Ïîäùåëåâîé ñïåêòð âèõðÿ â ãðàôåíå êàê ôóíêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ν äëÿ M = 3. Êâàçè�

êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñïåêòðà ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.12) â ïðåíåáðåæåíèè ìàãíèòíûì ïîëåì ωc → 0

ïîêàçàíû êðàñíûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Çäåñü óðîâåíü ýíåðãèè Ôåðìè âûáðàí ðàâíûì µ/∆ind = 5,

ðàäèóñ äèñêà çäåñü Rmax/ξ2D = 100.

ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ÷òî êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ìîäåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè ñòàòüè [81],

îñíîâàííûìè íà ïðåäïîëîæåíèè î ïîñòîÿííîì ïðîôèëå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà |∆ind(ρ)| = ∆ind.

Êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ñ ýòèì ðåçóëüòàòîì íàáëþäàåòñÿ â ïðåäåëå óçêîãî êîðà âèõðÿ.

Íà ðèñ. 2.3 ïðåäñòàâëåíû òèïè÷íûå ñïåêòðàëüíûå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè êâàçè÷àñòè÷�

íûõ ñîñòîÿíèé îò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà äëÿ îäíî- è äâóõêâàíòîâûõ âèõðåé ïðè ðàçëè÷íûõ

óðîâíÿõ Ôåðìè, â òî âðåìÿ êàê ðèñ. 2.4 ïîêàçûâàåò ïîäîáíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ âèõðÿ ñM = 3

êâàíòàìè ïîòîêà. Ñïåêòð êâàçè÷àñòèö ñîñòîèò èç àíîìàëüíûõ âåòâåé, ïåðåñåêàþùèõ íóëå�

âîå çíà÷åíèå ýíåðãèè, à òàêæå âåòâåé, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè. Ðèñ. 2.3 -

2.4 ÿñíî ïîêàçûâàþò ðàçíèöó ìåæäó ñëó÷àÿìè ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé êðàòíîñòè âèõðåé. Êðîìå

òîãî, ðèñ. 2.3 äåìîíñòðèðóåò òàêæå òðàíñôîðìàöèþ ñïåêòðà òèïà CdGM â çàâèñèìîñòè îò

óãëîâîãî ìîìåíòà ïðè óâåëè÷åíèè óðîâíÿ Ôåðìè. Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå â ýòîì ïðåäñòàâ�

ëåíèè ìåíÿåòñÿ íàêëîí ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé ϵ
(±l)
M (ν) ∼ ∆ind(−ν/kN ± bl)/ξ2D ïðè ïîñòîÿííîì

êâàíòîâàíèè óãëîâîãî ìîìåíòà. Êðîìå òîãî, èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ïðè ýíåðãèÿõ Ôåðìè,

ñîñòàâëÿþùèõ åäèíèöû è äåñÿòêè àìïëèòóäû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ÷èñëåííûå ñïåêòðû õîðî�

øî îïèñûâàþòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé (2.12), ïîëó÷åííîé âïåðâûå â ðàáîòå [116] äëÿ

îáû÷íîãî ñâåðõïðîâîäíèêà. Òàêîå ñîâïàäåíèå ñïåêòðîâ ïîäòâåðæäàåò ïðèìåíèìîñòü êâàçè�

êëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ãðàôåíà.
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2.3. Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â êîðå âèõðÿ

â äâóìåðíîé ñèñòåìå ñ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ

Ñîãëàñíî íàçâàíèþ, ýòà ÷àñòü ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðû ýëåêòðîííûõ êâàçè�

÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè âèõðÿ, íàâåä¼ííîãî çà ñ÷¼ò ýôôåêòà áëèçîñòè

â äâóìåðíîì ìåòàëëè÷åñêîì ñëîå, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â òóííåëüíîì êîíòàêòå ñ îáú¼ìíûì

ñâåðõïðîâîäíèêîì â ìàãíèòíîì ïîëå âûøå ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå ïîäùåëåâîãî ñïåêòðà êâàçè÷àñòèö â ñâåðõïðîâîäíèêå,

ïîìåù¼ííîì âî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èññëåäî�

âàíèÿ ìåõàíèçìà ñïàðèâàíèÿ è ñòðóêòóðû êóïåðîâñêèõ ïàð. Òàêîå èññëåäîâàíèå ñòàíîâèòñÿ

âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â êîðàõ âèõðåé â ñâåðõïðîâîä�

íèêå, ñèëüíî ìîäèôèöèðóþòñÿ â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ êàê àíèçîòðîïíîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî

ñïàðèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ [122, 123], òàê è ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà [88, 124, 125].

Èíôîðìàöèþ î ñïåêòðå è âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ òàêèõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ïîëó÷èòü �íàïðÿ�

ìóþ�, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÑÒÌ/ÑÒÑ. Èçìåðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìî�

ñòè êîíòàêòà èãëû ìèêðîñêîïà ñ îáðàçöîì, ïîëó÷àåìûå â ýòîì ìåòîäå, ïîçâîëÿþò èçâëå÷ü

ýíåðãåòè÷åñêóþ è ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòè ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îáðàçöà

[86, 87, 92, 126]. Îäíàêî äîâîëüíî ÷àñòî ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ äàþò ïðîòèâîðå÷è�

âóþ èíôîðìàöèþ î ïèêå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ýíåðãèè â òî÷íîñòè íàä

öåíòðîì âèõðÿ (î òàê íàçûâàåìîé zero-bias àíîìàëèè â äèôôåðåíöèàëüíîé ÂÀÕ) [89�91],

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àòðèáóòîì ëîêàëèçîâàííûõ â êîðå âèõðÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñî

ñïåêòðîì Êàðîëè-äå Æåíà-Ìàòðèêîíà [78]. Ýòè ïðîòèâîðå÷èÿ è îñîáåííîñòè ÷àñòî îáúÿñíÿ�

þòñÿ ñ ïîìîùüþ óïîìÿíóòûõ âûøå ìîäåëåé ñëîæíîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñïàðèâàíèÿ (ñì.,

íàïðèìåð, [122, 123] è ññûëêè â íèõ) è ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà [88, 124, 125].

Íà îñíîâå ïðîâåä¼ííûõ âû÷èñëåíèé â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäëîæåíî àëüòåðíàòèâ�

íîå îáúÿñíåíèå ñëîæíîé ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ, íàáëþäàåìîãî â ÑÒÌ

ýêñïåðèìåíòàõ. Ýòî îáúÿñíåíèå îñíîâàíî íà åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè íà ïî�

âåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà òîíêîãî äåôåêòíîãî (íåñâåðõïðîâîäÿùåãî) ñëîÿ, â êîòîðîì èç-çà

ýôôåêòà áëèçîñòè èíäóöèðóþòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùèå êîððåëÿöèè. Íàïðèìåð, â îäíîðîäíîì

ñîñòîÿíèè íàëè÷èå íîðìàëüíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåé ïë¼íêè ïðèâîäèò ê

äâóõùåëåâîé îñîáåííîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé [13]. Ýòó îñîáåííîñòü ÷àñòî íåîáîñíîâàííî

ñ÷èòàþò äîêàçàòåëüñòâîì ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ñâåðõïðîâîäíèêå. Íè�

æå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà âñþ ïðîñòîòó ìîäåëè, ó÷¼ò âëèÿíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî

ñëîÿ ìîæåò îáúÿñíèòü öåëûé ðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ îñîáåííîñòåé ëîêàëüíîé
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ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, òàêèõ êàê àíîìàëüíî áîëüøîé ðàçìåð êîðà âèõðÿ â îòíîñèòåëüíî ñëà�

áûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ [93�98], ñäâèã ïèêà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íàä öåíòðîì âèõðÿ â îáëàñòü

êîíå÷íûõ ýíåðãèé [89�91] è äðóãèå.

Ñîãëàñíî ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñàííîé â ðàçäåëå 1.3, â äâóìåðíîì íîðìàëü�

íîì ñëîå â êîíòàêòå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì èíäóöèðóþòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùèå êîððåëÿöèè (1.20)

ñ àìïëèòóäîé íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ∆ind, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà òóííåëèðîâà�

íèÿ Γ [55, 57, 58, 127]. Ôîðìóëû äëÿ âåëè÷èíû Γ â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ îïèñàíû â óðàâíåíèÿõ

(1.27, 1.33). Â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ, êàê è â ðàáîòå [13], îñîáåííîñòüþ íàâåä¼ííîé ñâåðõïðî�

âîäèìîñòè íîðìàëüíîé ïë¼íêå ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ôàçîâîãî ïå�

ðåõîäà ñ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé ïåðåõîäà îáú¼ìíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà (ñð. ñ [88]).

2.3.1. Èíäóöèðîâàííûå ñâåðõïðîâîäÿùèå ïîòåíöèàëû

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòåé (1.28, 1.33) óðàâíåíèé Ýéëåíáåðãå�

ðà (1.25) è Óçàäåëÿ (1.41), íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè

Ãðèíà â îáú¼ìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå.

Íà÷í¼ì ñ ÷èñòîãî ïðåäåëà ñâåðõïðîâîäíèêà ℓS ≫ ξS. Ôóíêöèè Ãðèíà â ýòîì ñëó÷àå

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ýéëåíáåðãåðà, àíàëîãè÷íûì (1.25):

−i~v∥∇f
R(A)
S − 2(E ± iδ)f

R(A)
S + 2∆g

R(A)
S = 0 (2.15a)

i~v∥∇f
+R(A)
S − 2(E ± iδ)f

+R(A)
S + 2∆∗g

R(A)
S = 0 (2.15b)

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè [g
R(A)
S ]2 − f

R(A)
S f

+R(A)
S = 1 è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áîëüøèõ ðàñ�

ñòîÿíèÿõ îò íåîäíîðîäíîñòåé ùåëè ∆:

f
R(A)
S = −i ∆∞e

iχ0√
∆2

∞ − E2
, g

R(A)
S = −i E√

∆2
∞ − E2

(2.16)

Çäåñü è äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ìû ïåðåøëè ê ñëó÷àþ íóëåâûõ òåìïåðàòóð, ïîýòîìó âñþäó âìå�

ñòî ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà áóäåì ïèñàòü çàïàçäûâàþùèå è îïåðåæàþùèå, à âìåñòî

ìàöóáàðîâñêèõ ÷àñòîò iωn � ýíåðãèþ êâàçè÷àñòèö E, óäëèí¼ííóþ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ìíè�

ìîé ÷àñòüþ ±iδ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà (δ > 0). Â óðàâíåíèÿõ (2.15) v∥ � ïðîåêöèÿ Ôåðìè�

ñêîðîñòè vS ñâåðõïðîâîäíèêà íà ïëîñêîñòü äâóìåðíîãî ñëîÿ (x, y), íàïðàâëåííàÿ ïîä óãëîì α

ê îñè Ox (ñì. ðèñ. 2.1à), à â (2.16) ∆∞ è χ0 � àìïëèòóäà è ôàçà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà â ñâåðõïðîâîäíèêå âäàëè îò íåîäíîðîäíîñòåé. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ

òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîð R, õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì

b îòíîñèòåëüíî îñè âèõðÿ è ñâîèì íàïðàâëåíèåì α. Âñþäó â óðàâíåíèÿõ â ÷èñòîì ïðåäå�

ëå íà ïðîòÿæåíèè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãëàâû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò (s, b)
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âäîëü òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ðàäèóñ-âåêòîðà

R = (ρ, ϕ) ñëåäóþùèì îáðàçîì b = ρ sin(ϕ−α); s = ρ cos(ϕ−α). Ïðè ôèêñèðîâàííîì íàïðàâ�

ëåíèè òðàåêòîðèè α óãîë ϕ êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé s ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò π + α ïðè

s→ −∞ ÷åðåç ϕ = π/2 + α ïðè s = 0 äî ϕ = α ïðè s→ ∞.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Óçàäåëÿ [111], ñîãëàñíî [112], ïèøåòñÿ äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ

ôóíêöèé Ãðèíà (1.40), óñðåäí¼ííûõ ïî íàïðàâëåíèþ òðàåêòîðèè, òî â îäíîðîäíîì ñîñòîÿ�

íèè àñèìïòîòèêà (2.16) âåðíà âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå êàê â ÷èñòîì, òàê è â ãðÿçíîì ïðåäåëå

ñâåðõïðîâîäíèêà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ôàêòó, ýôôåêòèâíûé ñâåðõïðîâîäÿùèé ïîòåíöèàë Σ2 â

äâóìåðíîé ïîäñèñòåìå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä Σ2(E) = iΓfS = Γ∆∞/
√

∆2
∞ − E2 âäàëè

îò íåîäíîðîäíîñòåé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ôàçîé χ0 ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

â ñâåðõïðîâîäíèêå). Èíûìè ñëîâàìè, âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè

∆ind â ñïåêòðå äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè ìîæíî íàéòè èç ñëåäóþùå�

ãî íåÿâíîãî âûðàæåíèÿ [13, 58]: ∆ind = Σ(∆ind) = Γ∆∞/
√
∆2

∞ −∆2
ind, êîòîðîå èìååò äâå

àñèìïòîòèêè: ∆ind ≈ Γ ïðè Γ ≪ ∆∞ è ∆ind ≈ ∆∞ ïðè Γ ≫ ∆∞. Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùå�

íèÿ âûêëàäîê ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ïåðâîãî âàðèàíòà Γ ≪ ∆∞, äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàÿ

òàêæå ýíåðãèè ìàëûìè E ≪ ∆∞. Â ýòîì ñëó÷àå, ÷àùå âñåãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà êîãå�

ðåíòíîñòè â äâóìåðíîé ïë¼íêå ξ2D ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíó ξS

â ñâåðõïðîâîäíèêå ξ2D ≫ ξS.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäíèêà, ïîìåñòèâ â íà÷àëî êîîð�

äèíàò äâóìåðíîãî ñëîÿ âèõðü, íåñóùèé îäèí êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φ0. Â ýòîì ñëó÷àå

óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìîæåò áûòü îòäåëåíà îò ðàäè�

àëüíîé ∆ = ∆0(ρ)e
iϕ. Ôóíêöèÿ ∆0(ρ) ∼ ρ ëèíåéíî ðàñò¼ò íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ρ ≪ ξS ñ

óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò îñè âèõðÿ è âûõîäèò íà ñâî¼ îáú¼ìíîå çíà÷åíèå ∆0(ρ) = ∆∞ ïðè

ρ ≫ ξS. Îäíîðîäíîñòü ìîäóëÿ ùåëè âíå ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîðà ïîçâîëÿåò íà îñíîâå óðàâ�

íåíèé (2.16) íàïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòåé,

âåðíîå äëÿ âñåõ ìîäåëåé òóííåëèðîâàíèÿ è êîíöåíòðàöèé ïðèìåñåé â ïîäñèñòåìàõ è áàðüåðå,

íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøå äëèíû êîãåðåíòíîñòè ρ≫ ξS â ñâåðõïðîâîäíèêå:

Σ0
1 =

ΓE√
∆2

∞ − E2
≪ E , Σ0

2 =
Γ∆∞e

iϕ√
∆2

∞ − E2
≈ Γeiϕ . (2.17)

Â ïðåäåëå ìàëûõ ýíåðãèé E ≪ ∆∞ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýôôåêòèâíûì ñäâèãîì ýíåðãèè Σ0
1 ≈ 0

è çàìåíèòü íàâåä¼ííóþ ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü å¼ àäèàáàòè÷åñêèì ïðåäåëîì Σ0
2 ≈ Γeiϕ.

Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ïîíÿòíî, ÷òî âáëèçè öåíòðà âèõðÿ ρ . ξS, êðîìå óêàçàí�

íîé àäèàáàòè÷åñêîé íàâåä¼ííîé ùåëè Σ0
2 ∼ ∆adiab(ρ)e

iϕ, áóäóò èãðàòü ðîëü ÷àñòè ôóíê�

öèé Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà, îòâå÷àþùèå ëîêàëèçîâàííûì ïîäùåëåâûì ñîñòîÿíèÿì â êî�
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ðå âèõðÿ ρ ∼ ξS. Ýòè ëîêàëèçîâàííûå ÷àñòè ñîäåðæàò ïîëþñ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåêòðó Êàðîëè - äå Æåíà - Ìàòðèêîíà ε0(b). Ïîýòîìó â êîãåðåíòíîì

ñëó÷àå èíäóöèðîâàííûå ïîòåíöèàëû ìîæíî êà÷åñòâåííî çàïèñàòü â âèäå (ñì. ðèñ. 2.1á)

Σ̌coher
T ≃ ∆adiabe

iϕ + Ǎe−ρ/ξS/[E − ε0(b)]. Â íåêîãåðåíòíîì ïðåäåëå ïîëþñíûé ÷ëåí áóäåò

óñðåäí¼í ïî íàïðàâëåíèþ òðàåêòîðèè è íå áóäåò çàâèñåòü îò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ Σ̌incoh
T ≃

∆adiabe
iϕ + e−ρ/ξS

⟨
Ǎ/[E − ε0(b)]

⟩
pS
.

Ïåðåéä¼ì îò êà÷åñòâåííîãî âèäà ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòåé ê êîíêðåòíûì âû�

÷èñëåíèÿì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé (2.15) â êîðå ñâåðõïðîâîäÿùåãî âèõðÿ ρ . ξS

óäîáíåå ïàðàìåòðèçîâàòü àíîìàëüíûå ÷àñòè êâàçèêëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ãðèíà

fS = − [ζS(s) + iθS(s)] e
iα; f+

S = [ζS(s)− iθS(s)] e
−iα, (2.18)

ñ ïîìîùüþ ÷¼òíîé ζS(s) = ζS(−s) è íå÷¼òíîé θS(s) = −θS(−s) ôóíêöèé ïåðåìåííîé s âäîëü

òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì óñëîâèå íîðìèðîâêè ïðèìåò âèä g2S + θ2S + ζ2S = 1, â òî âðåìÿ êàê

óðàâíåíèÿ Ýéëåíáåðãåðà (2.15) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~v∥
∂ζS
∂s

+ 2EθS − 2i∆0gS
s

ρ
= 0, (2.19a)

~v∥
∂θS
∂s

− 2EζS − 2i∆0gS
b

ρ
= 0 . (2.19b)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ρ≫ ξS, ñîãëàñíî (2.17), áóäóò ñëåäóþùèìè θ
R(A)
S = s/ρ, ζ

R(A)
S = −b/ρ.

Ïðåäïîëàãàÿ b≪ ξS ìîæíî äîïîëíèòåëüíî óïðîñòèòü ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ θ
R(A)
S → sgn(s)

and ζ
R(A)
S → 0 ïðè |s| → ∞. Äëÿ ýíåðãèé, áëèçêèõ ê ñïåêòðó ϵ0 CdGM (E−ϵ0(b) ∼ ϵ0(b) ≪ ∆∞)

ôóíêöèè Ãðèíà gS, fS è f+
S âåëèêè âáëèçè öåíòðà âèõðÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ζ2S ≫ θ2S−1, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè g
R(A)
S = iζ

R(A)
S . Çíàê êîðíÿ â ôóíêöèè gS âûáðàí

èç óñëîâèÿ å¼ ñïàäàíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ (ñì. óðàâíåíèå (2.19a)). Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèé ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.19) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [107, 121]

ζ
R(A)
S =

~v∥e−K(s)

2Q [E − ϵ0(b)± iδ]
, θ

R(A)
S =

2

~v∥

s∫
0

(
E − b∆0(s

′)

ρ′

)
ζ
R(A)
S ds′, (2.20a)

ϵ0(b) =
b

Q

∞∫
0

∆0

ρ
e−K(s) ds ; Q =

∞∫
0

e−K(s) ds ;K(s) =
2

~v∥

ρ∫
|b|

∆0(ρ
′) dρ′ . (2.20b)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïðèìåíèìû äî òåõ ïîð, ïîêà ôóíêöèÿ ζS ïðåâîñõîäèò ñâîþ äàëüíþþ àñèìï�

òîòèêó ζ
R(A)
S = −b/ρ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.17). Íà á�îëüøèõ ðàññòîÿíè�

ÿõ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ζS ðàâíîé ýòîé àñèìïòîòèêå. Êâàçèêëàññè÷åñêèå ôóíêöèè Ãðèíà

f
R(A)
S è g

R(A)
S , êàê è ïîëîæåíî, èìåþò ïîëþñà íà ýíåðãèÿõ E = ϵ0(b), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåê�

òðó ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Ôóíêöèÿ θ
R(A)
S îïèñûâàåò àäèàáàòè÷åñêóþ ñâåðõïðîâîäÿùóþ
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ùåëü â ýòîì ïðåäåëå, à ζ
R(A)
S è g

R(A)
S = iζ

R(A)
S îòâå÷àþò ëîêàëèçîâàííîé ùåëè è ñäâèãó ýíåðãèè

ñîîòâåòñòâåííî.

Â ÷èñòîì ïðåäåëå 2D ïîäñèñòåìû (âíå çàâèñèìîñòè îò ìîäåëè òóííåëèðîâàíèÿ) óäîáíî

ïî àíàëîãèè ñ (2.18) ïåðåéòè îò ôóíêöèé Ãðèíà f , f+ ê ôóíêöèÿì ζ, θ. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ

Ýéëåíáåðãåðà (1.25) ïðèìóò âèä, ïîäîáíûé (2.19):

~vN
dζ

ds
+ 2 (E + Σ1) θ − 2igΣR = 0, (2.21a)

~vN
dθ

ds
− 2 (E + Σ1) ζ − 2igΣI = 0, (2.21b)

~vN
dg

ds
+ 2iζΣR + 2iθΣI = 0, (2.21c)

ãäå 2ΣR =
(
Σ2e

−iα + Σ+
2 e

iα
)
, 2iΣI =

(
Σ2e

−iα − Σ+
2 e

iα
)
.

Âèõðåâûå ïîòåíöèàëû Σi â ÷èñòîì ïðåäåëå îáåèõ ïîäñèñòåì ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò

ìåõàíèçìà òóííåëèðîâàíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ êîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

(1.28), ãäå Σ1 = iΓgS, Σ2 = iΓfS, âåëè÷èíû ΣR,I ïðèîáðåòàþò âèä àäèàáàòè÷åñêîé íàâåä¼ííîé

ùåëè è ëîêàëèçîâàííîé ÷àñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâåííî:

ΣR = ΓθS , ΣI = −ΓζS . (2.22)

Âåëè÷èíà äèàãîíàëüíîé ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè Σ1 = iΓgS, îòâå÷àþùåé çà ñäâèã

ýíåðãèè, â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ (2.20) ñîâïàä¼ò ñ ëîêàëèçîâàííîé ÷àñòüþ íà�

âåä¼ííîé ùåëè Σ1 ≈ −ΓζS. Ïðè ýòîì íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ρ ≪ ξS (θS ≈ 0, ζS = const)

ôàçà èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè Σ2 ≈ −iΓζSeiα íå ðàâíà ôàçå ñâåðõïðîâîäÿùå�

ãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∆ = ∆0(ρ)e
iϕ, à ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñäâèãà ñ óãëîì

íàïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèè α. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, òàêîå íåñòàíäàðò�

íîå ïîâåäåíèå ôàçû íàâåä¼ííîé ùåëè ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì ôîðìèðîâàíèÿ íå îäíîé, à äâóõ

àíîìàëüíûõ âåòâåé â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé, ëîêàëèçîâàííûõ â êîðå èíäóöèðîâàííîãî âèõðÿ.

Ïðè ó÷¼òå áåñïîðÿäêà â áàðüåðå ìåæäó 2D ïë¼íêîé è ñâåðõïðîâîäíèêîì (íåêîãåðåíò�

íîå òóííåëèðîâàíèå) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòåé Σ1,2 íåîáõîäèìî ïðî�

èçâåñòè óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì ïðèìåñåé (1.33), êîòîðîå äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ôóíê�

öèé Ãðèíà ñîâïàäàåò ñ óñðåäíåíèåì ïî íàïðàâëåíèÿì òðàåêòîðèé pS. Ïîäðîáíîå âû÷èñëåíèÿ

ñðåäíèõ âåëè÷èí îïèñàíî â Ïðèëîæåíèè Á.1. Çäåñü ïðèâåä¼í ëèøü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

Σ2e
−iϕ = Σ†

2e
iϕ = ∆adiab + Σloc

2 (ρ) , (2.23a)

ΣR = Σ2e
−iϕs/ρ , ΣI = Σ2e

−iϕb/ρ , (2.23b)
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äåìîíñòðèðóþùèé, ÷òî ôàçà íåäèàãîíàëüíîé ÷àñòè èíäóöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà â ýòîì ñëó�

÷àå ñîâïàäàåò ñ ôàçîé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∆ â ñâåðõïðîâîäíèêå. Ïðè ýòîì, êðîìå àäèàáàòè÷å�

ñêîé èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ∆adiab = Γ ⟨θ(s)s/ρ⟩, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé

îò íóëÿ äî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ, êàê è â êîãåðåíòíîì ñëó÷àå

ïðèñóòñòâóþò äèàãîíàëüíàÿ Σ1 = Γ ⟨ζS⟩ è íåäèàãîíàëüíàÿ Σloc
2 = Γ ⟨ζ(s)b/ρ⟩ êîìïîíåíòû

ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè, ëîêàëèçîâàííûå â îáëàñòè êîðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî âèõðÿ

ρ . ξS. Îäíàêî, ïîëþñíûå îñîáåííîñòè â ýòèõ ëîêàëèçîâàííûõ êîìïîíåíòàõ â ýòîì ñëó÷àå

óñðåäíåíû. Êðîìå òîãî, ñîâïàäåíèå ôàç èíäóöèðîâàííîé ùåëè è ñâåðõïðîâîäíèêà äà¼ò íàì

ïðàâî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíàÿ âåòâü ëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé

èñ÷åçàåò, âèäèìî, ïðè óñðåäíåíèè ïî áåñïîðÿäêó â áàðüåðå ìåæäó ïîäñèñòåìàìè.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñòåïåíè áåñïîðÿäêà, êîãäà ñâåðõïðîâîäíèê îêàçûâàåòñÿ

â ãðÿçíîì ïðåäåëå ℓS ≪ ξS =
√
~DS/∆∞, äëÿ îïèñàíèÿ ôóíêöèé Ãðèíà gS, fS è f+

S (1.40)

èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Óçàäåëÿ, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì â 2D ñëîå (1.41) ñ çàìåíîé Σ1 → 0,

Σ2 → ∆. Äëÿ îïèñàíèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé â ãðÿçíîì ïðåäåëå ñâåðõïðîâîäíèêà

óäîáíî èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ [128, 129]:

ǧS =

 sinΘ ieiχ cosΘ

−ie−iχ cosΘ − sinΘ

 (2.24)

÷åðåç ôóíêöèè Θ(r) = ±Θ1+ iΘ2 è χ(r). Âåðõíèé (íèæíèé) çíàê ± âûáèðàåòñÿ äëÿ çàïàçäû�

âàþùåé (îïåðåæàþùåé) ôóíêöèé Ãðèíà. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå ρ

ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∂χ0(r)/∂ρ = 0 (â ñëó÷àå âèõðÿ χ0 = ϕ) óäîáíî âûáðàòü ôóíêöèþ

χ(r) = χ0, ðàâíîé ýòîé ôàçå. Â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè óðàâíåíèå Óçàäåëÿ ïðèíèìàåò âèä:

DS

[
∇2Θ+

sin(2Θ)

2ρ2

]
− 2∆0 sinΘ− 2iE cosΘ = 0 (2.25)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.16) Θ1 → π/2, Θ2 → 0 íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ρ → 0. Àñèìï�

òîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ Θ1,2 íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ çàâèñÿò îò ýíåðãèè: sinΘ1 → 0,

tanhΘ2 → −E/Γ äëÿ E < ∆∞ è cosΘ1 → 0, tanhΘ2 → −∆∞/E äëÿ E > ∆∞. Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (2.25) â ïðåäåëå E ≪ ∆∞, êîãäà Θ2 ≈ 0, ïðèâåäåíî â ðàáîòå [130]. Èç íå¼ ñëåäóåò,

÷òî Θ1 ìîíîòîííî ñïàäàåò îò çíà÷åíèÿ Θ1 = π/2 â öåíòðå âèõðÿ äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ âäàëè

îò åãî êîðà ρ≫ ξS. Ïîýòîìó íåäèàãîíàëüíóþ êîìïîíåíòó Σ2 = −Γeiϕ cosΘ1 ñîáñòâåííî ýíåð�

ãåòè÷åñêîé ÷àñòè (1.28) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àäèàáàòè÷åñêóþ ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü

∆adiab â 2D ïë¼íêå, òîãäà êàê ëîêàëèçîâàííàÿ íà ìàñøòàáå ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîðà ìíèìàÿ

ïîïðàâêà ê ýíåðãèè Σ1 = iΓ sinΘ1 íå èìååò â îòëè÷èå îò ÷èñòîãî ïðåäåëà ïîëþñíîãî âêëàäà

è âíîñèò âêëàä ëèøü â óøèðåíèå óðîâíåé àäèàáàòè÷åñêîãî ñïåêòðà òèïà CdGM â äâóìåðíîé

ïîäñèñòåìå.
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2.3.2. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ìàñøòàáîâ

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåíáåðãåðà (2.21) è Óçàäå�

ëÿ (1.41) â äâóìåðíîé ñèñòåìå ñ èíäóöèðîâàííûìè ïîòåíöèàëàìè (2.22, 2.23) è (1.28) ñî�

îòâåòñòâåííî íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î áîëüøîé äëèíå êîãåðåíòíîñòè â 2D ïîäñèñòåìå

ξ2D ≫ ξS. Ñóòü ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ìàñøòàáîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âíå ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîðà

âèõðÿ ρ ≫ ξS ðåøàþòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèìè ÷àñòÿ�

ìè (2.17) â îäíîðîäíîé äàëüíåé àñèìïòîòèêå. Âíóòðè èíäóöèðîâàííîãî êîðà ρ < ρ0 ≪ ξ2D

÷¼òíûå êîìïîíåíòû êâàçèêëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ãðèíà g è ζ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè

íåèçìåííûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ â ýòîé îáëàñòè è çàïèñàòü

ýôôåêòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ρ0, íàõîäÿùåéñÿ â îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ àñèìïòîòèê ξS ≪ ρ0 ≪ ξ2D.

Â ÷èñòîì ïðåäåëå 2D ïë¼íêè ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (2.21) äëÿ çàïàçäûâàþùèõ

è îïåðåæàþùèõ ôóíêöèé Ãðèíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áîëüøèõ

ðàññòîÿíèÿõ (ρ≫ ξ2D) â ïðèáëèæåíèè E ≪ ∆∞:

θ =
Γs/ρ√
Γ2 − E2

, ζ =
−Γb/ρ√
Γ2 − E2

, g =
−iE√
Γ2 − E2

. (2.26)

Âíå êîðà â ñâåðõïðîâîäíèêå ρ ≫ ξS óðàâíåíèÿ (2.21) äëÿ âñåõ ìîäåëåé òóííåëèðîâàíèÿ è

ñòåïåíè áåñïîðÿäêà â ñâåðõïðîâîäíèêå ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

~vN
dζ

ds
+ 2Eθ − 2igΓs/ρ = 0, (2.27a)

~vN
dθ

ds
− 2Eζ − 2igΓb/ρ = 0, (2.27b)

~vN
dg

ds
+ 2iζΓs/ρ+ 2iθΓb/ρ = 0. (2.27c)

Êàê áûëî îïèñàíî ðàíåå, ôóíêöèè g è ζ ÷¼òíûå ïî ïåðåìåííîé s, â òî âðåìÿ êàê θ � íå÷¼ò�

íàÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ s > 0. Ðåøåíèå ýòèõ

óðàâíåíèé â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïðèöåëüíîìó ïàðàìåòðó b âûãëÿäèò ñëå�

äóþùèì îáðàçîì: w̌(s) = w̌0(s)+w̌1(s), ãäå ìû îáúåäèíèëè ôóíêöèè â âåêòîð w̌(s) = (ζ, θ, g)T .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàáîòàåò â íàèáîëåå èíòåðåñíîé äëÿ íàñ îáëàñòè |b| ≪ ξ2D.

Íóëåâîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ

w̌0(s) =
1√

Γ2 − E2
ǔ0(s) +

C√
Γ2 − E2

ǔ−(s) , (2.28)

ñóììîé ïîñòîÿííîé êîìïîíåíòû u0, îòâå÷àþùåé çà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.26) â äàëüíåì ïðå�

äåëå s→ ∞ ïðè íóëåâîì ïðèöåëüíîì ïàðàìåòðå ζ = 0, θ = Γ/
√
Γ2 − E2, g = −iE/

√
Γ2 − E2,
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è ñïàäàþùåé (ïðè E2 < Γ2) ÷àñòè ǔ−(s):

ǔ±(s) =


√
Γ2 − E2

±E

∓iΓ

 e±λs , ǔ0(s) =


0

Γ

−iE

 , λ =
2
√
Γ2 − E2

~vN
.

Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà w̌1 çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç òå æå áàçèñíûå ôóíêöèè

w̌1(s) =
C0(s)ǔ0 + C+(s)ǔ+ + C−(s)ǔ−√

Γ2 − E2
(2.29)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷åííûìè âàðèàöèåé ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:

C0(s)

2C
= −C+(s) =

b

ξ2D

∞∫
s

e−λsds

ρ
; C−(s) = − b

ξ2D

s∫
sc

eλs
ds

ρ
. (2.30)

Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ sc êîýôôèöèåíòà C− äîëæåí áûòü âûáðàí sc ∼ ξS äëÿ òðà�

åêòîðèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñâåðõïðîâîäÿùèé âèõðåâîé êîð b . ξS. Èíûìè ñëîâàìè, ëîãàðèô�

ìè÷åñêàÿ ðàñõîäèìîñòü ýòîãî èíòåãðàëà îáðåçàåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ∼ ξS, ãäå àäèàáàòè÷åñêèé

èíäóöèðîâàííûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà ∆adiab èñ÷åçàåò. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïðèöåëüíîãî ïà�

ðàìåòðà b≫ ξS ìû ìîæåì ñ÷èòàòü sc = 0. Ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé ðàáîòàåò, êîãäà C0 ≪ C

è C+ ≪ 1, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè |b| ≪ ξ2D. Àñèìïòîòèêà áîëüøèõ ðàññòîÿíèé s ≫ ξ2D äëÿ

êîýôôèöèåíòîâ C0 → 0, C+(s)e
λs → C−(s)e

−λs → −Γb/2ρ
√
Γ2 − E2 âîññòàíàâëèâàåò ãðàíè÷�

íûå óñëîâèÿ äëÿ ζ ñ êîíå÷íûì b (2.26) è íå íàðóøàåò èõ äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ êîìïîíåíò. Íà

ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ρ = ρ0 â îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ àñèìïòîòèê s = s0 (ρ
2
0 = s20+b

2) êîìïîíåíòû

ôóíêöèè Ãðèíà ïðèíèìàþò âèä

ζ(s0) = C + C+(s0) + C−(s0), (2.31a)

θ(s0) =
1√

Γ2 − E2

[
Γ− EC + ΓC0(s0) + E[C+(s0)− C−(s0)]

]
, (2.31b)

g(s0) =
i√

Γ2 − E2

[
−E + ΓC − EC0(s0)− Γ[C+(s0)− C−(s0)]

]
. (2.31c)

Äëÿ òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç êîð â ñâåðõïðîâîäíèêå ξS ≪ b ≪ ξ2D,

ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.27) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé s. Â ýòîì

ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîëîæèòü s0 = sc = 0 è ïîëó÷èòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå θ(0) = 0. Ïîñêîëüêó

C−(0) = 0, èç óðàâíåíèÿ (2.31b) ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñòàíîâèòñÿ òàêèì Γ + EC+(0) =

EC − ΓC0(0). Âûðàæàÿ êîýôôèöèåíòû C0 è C+ (2.30) â òåðìèíàõ ýíåðãèè ëîêàëèçîâàííûõ

ñîñòîÿíèé ϵ2(b) â 2D ïîäñèñòåìå, C0 = −2C C+ = Cϵ2(b)/Γ, ãäå

ϵ2(b) =
2Γ2b

~vN
ln Λ , (2.32)
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è Λ = ξ2D/|b|, ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà C:

C[E − ϵ2(b)] = Γ− Eϵ2(b)/2Γ . (2.33)

Ïîñêîëüêó ñïåêòð ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîëþñîâ ôóíêöèé Ãðè�

íà, òî èç óðàâíåíèÿ (2.33) ϵ2(b) � åäèíñòâåííàÿ âåòâü ñïåêòðà â îáëàñòè ýíåðãèé |E| ≪ ∆∞

äëÿ áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ b≫ ξS. Ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíàÿ

÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

g(s) =
−i√

Γ2 − E2

[
E − ΓCe−λs + EC0(s) + Γ

[
C+(s)e

λs − C−(s)e
−λs
]]
. (2.34)

Äëÿ áîëüøèõ ðàññòîÿíèé s ≫ ξ2D âûðàæåíèÿ C0 → 0, C+e
λs − C−e

−λs → 0 ìàëû. Ïîýòîìó

ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñîñòîÿíèåì ïë¼íêè. Îñòàëüíûå ÷ëåíû

îïèñûâàþò âèõðåâîé âêëàä â ôóíêöèþ Ãðèíà. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîðíÿ
√
Γ2 − E2

â îáëàñòü E2 > Γ2 äëÿ çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèè Ãðèíà ïðîèçâîäèòñÿ ÷åðåç âåðõíþþ ïîëó�

ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé E, ñîõðàíÿÿ ñïàäàíèå ôóíêöèè Re
√
Γ2 − E2 > 0 6.

Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé N(R, E), íîðìèðîâàííàÿ íà ñâî¼ çíà÷åíèå â íîðìàëü�

íîì ñîñòîÿíèå 2D ñëîÿ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ðàçðåø¼ííîé

ïî óãëàì òðàåêòîðèé: NE(s, b)
def
=
(
gR(s, b)− gA(s, b)

)
/2, ïîñëå óñðåäíåíèÿ åãî ïî ýòèì óãëàì:

N(R, E)
def
=

1

2π

2π∫
0

NE(s, b)dη . (2.35)

Çäåñü êîîðäèíàòû íà òðàåêòîðèè ïàðàìåòðèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì s = ρ sin η, b =

ρ cos η. Äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèé |E| < Γ íèæå àìïëèòóäû íàâåä¼ííîé ùåëè âêëàä â ïëîò�

íîñòü ñîñòîÿíèé âíîñÿò ëèøü âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (2.34), áëàãîäàðÿ íà�

ëè÷èþ ïîëþñà ôóíêöèè Ãðèíà â êîýôôèöèåíòå C ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.33). Íîðìàëüíàÿ

÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà è ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äîñòèãàþò ñâîèõ äàëüíèõ àñèìïòî�

òèê g = −iE/
√
Γ2 − E2 è N = Re|E|/

√
E2 − Γ2 êàê òîëüêî ρ → ∞. Âíå ñâåðõïðîâîäÿùåãî

êîðà ρ ≫ ξS îñíîâíîé âêëàä â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äàþò òðàåêòîðèè ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿ�

ìè ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà b & ξS. Â ýòîé îáëàñòè ðàññòîÿíèé ξS ≪ ρ≪ ξ2D âûðàæåíèå äëÿ

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ðàçðåø¼ííîé ïî óãëàì òðàåêòîðèé, ïðèìåò âèä:

NE(s, b) =

{√
Γ2 − E2(Γ2 − E2/2)πδ[E − ϵ2(b)]/Γ

2 , |E| < Γ ,

sgn(E)
√
E2 − Γ2[Γ2 − ϵ22(b)/2]/Γ

2[E − ϵ2(b)] , |E| > Γ
.

6 Óòâåðæäåíèå ïðî ñïàäàíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà âèõðÿ âåðíî äî

òåõ ïîð, ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì èñòèííî ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ. Êàê òîëüêî ìû êîñí¼ìñÿ ðåçîíàíñíûõ

óðîâíåé ñ êîìïëåêñíûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè E â ïîäðàçäåëå (2.3.3), ôóíêöèè Ãðèíà ñòàíóò ðàñõîäÿùèìèñÿ,

áëàãîäàðÿ óòå÷êå êâàçè÷àñòèö â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòü (äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ ýòîãî

âîïðîñà ìîæíî îáðàòèòüñÿ, íàïðèìåð, ê êíèãå [131]).
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Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îáëàñòè |E| < Γ èìååò

ïèêè E = ϵ2(±ρ), îòâå÷àþùèå ëîêàëèçîâàííûì â êîðå ñîñòîÿíèÿì:

N(ρ,E) =
1

π

ρ∫
−ρ

NE(
√
ρ2 − b2, b)

db√
ρ2 − b2

=
√
Γ2 − E2Re

(1− E2/2Γ2)√
ϵ22(ρ)− E2

.

Äëÿ ýíåðãèé âûøå èíäóöèðîâàííîé ùåëè |E| > Γ ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ìîíîòîííî

ðàñò¼ò ñ ýíåðãèåé |E| äî çíà÷åíèÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè:

N(ρ,E) =
√
E2 − Γ2

[
|E|
2Γ2

+
(1− E2/2Γ2)√
E2 − ϵ22(ρ)

]
.

Áîëåå áîãàòîå ïîâåäåíèå ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äåìîíñòðèðóåò íà ìàëûõ ðàñ�

ñòîÿíèÿõ ρ . ξS, ãäå îíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òðàåêòîðèé ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ïðèöåëü�

íîãî ïàðàìåòðà b. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà C íåîáõîäè�

ìî ïðîèçâåñòè ñøèâêó çíà÷åíèé ôóíêöèé Ãðèíà (2.31) ñ ðåøåíèåì â îáëàñòè ñâåðõïðîâîäÿ�

ùåãî êîðà. Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, â îáëàñòè ìàëûõ ðàññòîÿíèé s < s0 ÷¼òíûå ÷àñòè ôóíêöèè

Ãðèíà g è ζ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûìè. Ïîýòîìó ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ�

íåíèÿ (2.21b) âäîëü òðàåêòîðèè îò s = 0 äî s0 ìû íàéä¼ì óñëîâèå ñøèâêè äëÿ êîìïîíåíò

ôóíêöèè Ãðèíà:

~vN
2
θ(s0) = ζ(s0)

s0∫
0

Σ1 ds+ ig(s0)

s0∫
0

ΣI ds . (2.36)

Íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà C ïðè ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà b. Ïðè ýòîì ïîëþñà êîýôôèöèåíòà C â çàâèñèìîñòè îò

ýíåðãèè è ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà îïðåäåëÿþò ñïåêòð ñîáñòâåííûõ âîçáóæäåíèé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè óñëîâèÿ ñøèâêè (2.36) äëÿ b . ξS â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî

ðàçäåëèòü âèõðåâûå ïîòåíöèàëû Σ1, è ΣI íà áûñòðî ñïàäàþùèå ôóíêöèè Σloc
1,I íà ìàñøòàáå

s ∼ ξS è ïëàâíûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå äàëüíèì àñèìïòîòèêàì s≫ ξS. Äëÿ ìàëûõ ýíåðãèé

E ≪ ∆∞ àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.17) ïðèíèìàþò âèä: Σ1 = 0,

ΣR = Γs/ρ, ΣI = Γb/ρ. Â èòîãå èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (2.36), ìîæíî ðàçáèòü òàê:

s0∫
0

Σ1 ds ≈
∞∫
0

Σloc
1 ds , (2.37a)

s0∫
0

ΣI ds =

ξS∫
0

Σloc
I ds+ Γ

s0∫
ξS

b/ρ ds ≈
∞∫
0

Σloc
I ds+ Γb ln(s0/ξS) . (2.37b)

Ëîêàëèçîâàííûå ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè Σloc
1,I îïðåäåëÿþò ñïåêòð âîçáóæäå�

íèé â êîðå âèõðÿ è ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ. Îäíàêî îíè ñóùå�
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ñòâåííî çàâèñÿò îò ìîäåëè òóííåëèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó â ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ ýòè ìîäåëè

áóäóò ðàññìîòðåíû ïî îòäåëüíîñòè.

2.3.3. Ðåçóëüòàòû â ÷èñòîé ñèñòåìå ïðè êîãåðåíòíîì òóííåëèðîâàíèè

Íà÷í¼ì íàøå ðàññìîòðåíèå ñ èäåàëèçèðîâàííîãî ñëó÷àÿ áåç êàêîãî-ëèáî áåñïîðÿäêà

âî âñåõ ÷àñòÿõ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Äëÿ ìàëûõ ýíåðãèé E ≪ ∆∞, èíäóöèðîâàííûå

ïîòåíöèàëû Σ1,R,I ïðîïîðöèîíàëüíû êâàçèêëàññè÷åñêèì ôóíêöèÿì Ãðèíà â ñâåðõïðîâîäíèêå

[ñì. (2.22)]. Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ìàëûõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ b ≪ ξS,

êàê íàèáîëåå èíòåðåñíûé.

Óðàâíåíèÿ (2.30) â ýòîì ñëó÷àå äàþò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

C0(s0) =
2Cb

ξ2D
ln

1

λs0
, C+(s0)± C−(s0) ≈ − b

ξ2D
ln

1

λξS
≈ −ϵ2(b)

2Γ
,

ïðè ýòîì äëÿ b . ξS ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ðàñõîäèìîñòè â óðàâíåíèè (2.32)

äëÿ ϵ2(b) äîëæåí áûòü çàìåí¼í íà ñëåäóþùåå âûðàæåíèå Λ = ξ2D/ξS. Ñøèâàÿ ðåøåíèÿ (2.31)

â îáëàñòè s ≥ s0 è èñïîëüçóÿ (2.36) è (2.37), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà C:

C

ξ2D[E − ϵ2(b)] + 2

[
Γ−

√
Γ2 − E2 − Eϵ2(b)

Γ

] ∞∫
0

ζ0 ds

 =

=

ξ2DΓ + 2E

∞∫
0

ζ0 ds− ξ2D
Eϵ2(b)

2Γ
− (Γ +

√
Γ2 − E2)

ϵ2(b)

Γ

∞∫
0

ζ0 ds

 ,

ãäå ζ0(s) � ëîêàëèçîâàííàÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì êîðå ÷àñòü ζS, îïèñûâàåìàÿ àñèìïòîòèêîé

(2.20a) è
∫∞
0
ζ0 ds = ~v∥/2[E − ϵ0(b)]. Çäåñü ìû òàêæå ïîëîæèëè g = iζ0 â ïðåäåëå ìàëûõ

çíà÷åíèé ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñëó÷àé áîëüøèõ âåëè÷èí b ≫ ξS ñõîäèòñÿ ñ óðàâíåíè�

åì (2.33), áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî âêëàäû, ïðîïîðöèîíàëüíûå èíòåãðàëó
∫∞
0
ζ0 ds èñ÷åçàþò, êàê

òîëüêî òðàåêòîðèÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç êîð âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå.

Âîçâðàùàÿñü ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ b ≪ ξS, ìû ìîæåì çàïèñàòü íåÿâíîå âûðà�

æåíèå äëÿ ïîëþñîâ ôóíêöèè Ãðèíà

P (E, b) = [E − ϵ2(b)][E − ϵ0(b)] + qv

[
Γ2 − Γ

√
Γ2 − E2 − Eϵ2(b)

]
= 0 , (2.38)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå qv = v∥/vN äëÿ îòíîøåíèÿ ñêîðîñòåé â ñâåðõïðîâîäíèêå è íîðìàëü�

íîé ïë¼íêå. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò C ïðèíèìàåò âèä:

C =
[Γ− Eϵ2(b)/2Γ][E − ϵ0(b)]

P (E, b)
+
qv[EΓ− ϵ2(b)(Γ +

√
Γ2 − E2)/2]

P (E, b)

Óðàâíåíèå (2.38) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿ ϵ1,2(b) äëÿ ýíåðãèé íèæå èíäóöè�

ðîâàííîé ùåëè |E| < Γ è îäíî êîìïëåêñíîå ϵ1(b) â îáëàñòè Γ < |E| < ∆∞. Â ïðåäåëå ìàëûõ
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ýíåðãèé E ≪ Γ, ðàçëîæåíèå óðàâíåíèÿ (2.38) ïî ïàðàìåòðó E/Γ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ

÷ëåíîâ ïî ϵ2(b) ïðèìåò âèä

[E − ϵ2(b)][E − ϵ0(b)] +
qv
2
[E − ϵ2(b)]

2 = 0 (2.39)

Âêëþ÷åíèå ÷ëåíà ñ ϵ2(b) ≪ Γ â äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå âàæíî, êàê ìîæíî âèäåòü èç

ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, èç-çà ñîêðàùåíèÿ â óðàâíåíèè (2.38) â ñêîáêàõ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî

(ñ ìíîæèòåëåì qv) äâóõ ÷ëåíîâ Γ è
√
Γ2 − E2 äëÿ E ≪ Γ. Óðàâíåíèå (2.39) èìååò äâà ðåøåíèÿ:

ϵ1(b) = (1 + qv/2)
−1ϵ0(b) (2.40)

è ϵ2(b). Ðàçðåø¼ííàÿ ïî óãëàì òðàåêòîðèé ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ýòîì ñëó÷àå (|E| ≪ Γ è

ρ . ξS) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ äåëüòà-ôóíêöèé Äèðàêà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

àìïëèòóäàìè

NE(s, b) =
πΓqv
2

δ[E − ϵ1(b)] +
πΓ(qv + 2)

2
δ[E − ϵ2(b)] . (2.41)

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ÷ëåíàìè Eϵ2(b)/Γ
2, ϵ2(b)/ϵ1(b) è ïîëîæèëè îòíîøåíèå ýíåðãèé ñïåê�

òðàëüíûõ âåòâåé ðàâíûì ϵ0(b)/ϵ1(b) = 1 + qv/2 ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2.40). Ëîêàëüíàÿ ïëîò�

íîñòü ñîñòîÿíèé â ýòîì ïðåäåëå

N(ρ,E) =
Γ

2
· Re

[
qv√

ϵ21(ρ)− E2
+

qv + 2√
ϵ22(ρ)− E2

]
(2.42)

äåìîíñòðèðóåò ñòðóêòóðó ñ äâóìÿ ïèêàìè íà ýíåðãèÿõ E = ϵ1,2(ρ).

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå |E| ∼ Γ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì ϵ2(b) â âûðàæåíèå

äëÿ êîýôôèöèåíòà C, òîãäà óðàâíåíèå äëÿ îñòàâøåéñÿ âåòâè ϵ1(b) ïðèìåò âèä äëÿ |E| < Γ:

[E − ϵ0(b)]
[
Γ +

√
Γ2 − E2

]
+ qvΓE = 0

è äëÿ |E| > Γ

E[E − ϵ0(b)] + qvΓ
[
Γ + i sgn(E)

√
E2 − Γ2

]
= 0

Ïðè ýòîì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî äëÿ çàïàçäûâàþùèõ ôóíêöèé Ãðèíà. Îáà ïî�

ñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ôîðìàëüíî èìåþò ïî 2 ðåøåíèÿ: îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò (2.40)

íà ìàëûõ ýíåðãèÿõ è ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ è äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ E = Γ − 0 ñ íóëåâîé

ïðîèçâîäíîé dE/db|E=Γ = 0 (ñì. ðèñ. 2.5) ïðè ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñîîòíîøåíèþ ϵ0(b) = Γ(1 + qv). Äðóãàÿ âåòâü âñþäó â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èìååò êîíå÷íóþ

ìíèìóþ ÷àñòü, òî åñòü îòâå÷àåò ðåçîíàíñíûì ñîñòîÿíèÿì ñ óòå÷êîé êâàçè÷àñòèö íà áåñêîíå÷�

íîñòü â 2D ñëîå. Å¼ ìíèìàÿ ÷àñòü ìîíîòîííî óáûâàåò îò çíà÷åíèÿ |ImE| = Γ
√
qv(qv + 2) â

íà÷àëå êîîðäèíàò b = 0 äî |ImE| = Γqv äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïðèöåëüíîãî ïàðà�

ìåòðà b≫ ξ2S/ξ2D. Ðåàëüíàÿ ÷àñòü ýòîé âåòâè îêàçûâàåòñÿ íåìíîãî íèæå, ÷åì ñïåêòð CdGM
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â îáú¼ìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå è äîñòèãàåò ýòîãî çíà÷åíèÿ, êàê òîëüêî ϵ0(b) ≫ Γ. Ïîñêîëüêó

ýòà ñïåêòðàëüíàÿ âåòâü îòâå÷àåò ëèøü ðåçîíàíñíîìó ñîñòîÿíèþ â äâóìåðíîì êîðå, òî èìååò

ôèçè÷åñêèé ñìûñë ëèøü ïðè ýíåðãèÿõ âûøå èíäóöèðîâàííîé ùåëè E > Γ.

 

 

 

 

ε

b

ε
2
(b)

Im ε
1
(b)

Re ε
1
(b)ε

0
(b)

b’ b* ξ
S

−Γ

0

Γ

∆

Ðèñ. 2.5. Äâóõìàñøòàáíîå ïîâåäåíèå ñïåêòðà ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé (2.38) äëÿ êîãåðåíòíîãî òóí�

íåëèðîâàíèÿ. Ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ àíîìàëüíûõ âåòâåé ϵ1(b) è ϵ2(b) äëÿ E < Γ. Îäíà èç âåòâåé

ϵ2(b) èìååò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá b ∼ ξ2D è äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ E = Γ äëÿ áîëüøèõ

çíà÷åíèé ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ b ≫ ξ2D. Â òî æå âðåìÿ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûì îòâå÷àåò äðóãàÿ

âåòâü ϵ1(b) ñ ìàñøòàáîì ξS , ïðè ReE > Γ ñòàíîâÿòñÿ ðåçîíàíñíûìè. Çíà÷åíèÿ b∗ è b′ îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ϵ1(b
∗) = Γ− 0 è Reϵ1(b

′) = Γ + 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè ϵ0(b), ϵ2(b),

and Reϵ1(b) íå÷¼òíûå, â òî âðåìÿ êàê Imϵ1(b) � ÷¼òíàÿ ïî ïàðàìåòðó b.

Â èòîãå ïîëíûé ñïåêòð êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2.5, èìå�

åò äâå âåòâè: (à) îäíà èç êîòîðûõ ϵ2(b) ïîëíîñòüþ äåéñòâèòåëüíàÿ è ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðó

CdGM äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ Γ â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè; (á) âòîðàÿ

âåòâü èä¼ò áëèçêî ê ñïåêòðó CdGM îáú¼ìíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà, îäíàêî èìååò ðàçðûâ íà

èíäóöèðîâàííîé ùåëè E = Γ, ãäå ó íå¼ ïîÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ìíèìàÿ ÷àñòü.7

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ýíåðãèé âûøå íàâåä¼ííîé ùåëè

|E| > Γ è ìàëûõ ðàññòîÿíèé ρ, b . ξS ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

N(ρ,E) =

√
E2 − Γ2

|E|
+Re

qvΓ
2(
√
E2 − Γ2 − iΓ)/2|E|√

(E2 + qvΓ2 + iqvΓ
√
E2 − Γ2)2 − E2ϵ20(ρ)

. (2.43)

Ïîëó÷åííàÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçðåø¼ííîé ïî óãëó òðàåêòîðèé âåëè÷èíå

NE(s, b) =

√
E2 − Γ2

|E|

[
1− qvΓ

2E(E − ϵ0(b))

[E(E − ϵ0(b)) + qvΓ2]2 + q2vΓ
2(E2 − Γ2)

]
7 Çíà÷åíèå ìíèìîé ÷àñòè ïðè â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âåòâüþ ϵ1(b) èíäóöèðîâàííîé ùåëè Γ îêàçûâàåòñÿ

êîíå÷íûì Imϵ1(b
′) ∼ −Γ â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ñëó÷àÿ êðàÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ýòîò ôàêò ìîæíî

îáúÿñíèòü íàëè÷èåì ïèêà â ïëîòíîñòè íàäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé â 2D ïë¼íêå, êîòîðûå è îòâå÷àþò çà óòå÷êó

ëîêàëèçîâàííûõ êâàçè÷àñòèö íà áåñêîíå÷íîñòü.
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ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé N(ρ,E) èìååò îäèí ïèê âûñîòû ∼ Γ2/ϵ20(ρ) ïðè ýíåðãèè E = Reϵ1(ρ)

äëÿ ρ & ξ2S/ξ2D. Ñóùåñòâåííî âûøå èíäóöèðîâàííîé ùåëè ïî ýíåðãèè |E| ≫ Γ, ïîäùåëåâîé

ñïåêòð 2D ñëîÿ óïðîùàåòñÿ äî ñòàíäàðòíîãî ñïåêòðà CdGM ñ êîíå÷íûì óøèðåíèåì ϵ1(b) =

ϵ0(b) − iΓqv. Â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ â

íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè N0 = 1:

N(ρ,E) = 1 +
qvΓ

2

2E2
Re

|E| − iΓ√
(E + iqvΓ)2 − ϵ20(ρ)

Â èòîãå ïëîòíîñòü ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé âî âñ¼ì äèàïàçîíå ýíåðãèé (2.42, 2.43)

èìååò äâà (èëè äàæå òðè) ïèêà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ñëó÷àé òð¼õ ïèêîâ â

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ðåàëèçóåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðàì

â äèàïàçîíå b′ < b < b∗, ãäå ñïåêòð êàê ôóíêöèÿ ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà èìååò òðè ðåøåíèÿ

(ñì. ðèñ. 2.5).

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå âîïðîñû:

(1) Ïî÷åìó â ñïåêòðå âèõðÿ ñ åäèíè÷íîé çàâèõðåííîñòüþ ïîÿâëÿåòñÿ äâå ñïåêòðàëüíûå

ïîäùåëåâûå âåòâè? Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòî òåîðåìå îá èíäåêñå (ñì., íàïðèìåð, [28])?

(2) Êàêèå âîëíîâûå ôóíêöèè îòâå÷àþò êàæäîé èç âåòâåé ñïåêòðà è ïî êàêîé ïðè÷èíå �ïðî�

ñòðàíñòâåííûé� ìàñøòàá âåðõíåé âåòâè ε1(b) îêàçûâàåòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà ñ ìàñøòàáîì

âîëíîâûõ ôóíêöèé â ñâåðõïðîâîäÿùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå?

(3) Ïî÷åìó â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé ñïåêòðà (b = 0) íåò èõ ðàñùåïëåíèÿ è ñîîòâåòñòâåí�

íî óòå÷êè â ìîäû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü îñè âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå?

Âñå ýòè âîïðîñû âïîëíå çàêîííûå è èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòûå îòâåòû.

Òåîðåìà îá èíäåêñå ñâÿçûâàåò ÷èñëî íóëåé è ñèíãóëÿðíîñòåé ãàìèëüòîíèàíà ñ ÷èñëîì

âåòâåé êâàçè÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà. Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àÿ ñâåðõïðîâîäÿùèå ïîòåí�

öèàëû â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå ñîäåðæàò, êðîìå àäèàáàòè÷åñêîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè

∆adiab, îòâå÷àþùåé çà ôîðìèðîâàíèå íèçêîëåæàùåé ìîäû ε2(b), òàêæå ïîëþñíûå âêëàäû,

ëîêàëèçîâàííûå íà ìàñøòàáå êîðà âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå ρ ∼ ξS. Â ðåçóëüòàòå îïèñàííûé

â ðàáîòå [28] òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò áóäåò ðàâåí 2 äëÿ ñëó÷àÿ îäíîêâàíòîâîãî âèõðÿ â

ðàññìàòðèâàåìîé SN-ñèñòåìå. Èíûìè ñëîâàìè, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü äâå ïîäùåëåâûå âåòâè

ñïåêòðà. Ïðè ýòîì ðàçðûâ âåòâè ε1(b) íà óðîâíå íàâåä¼ííîé ùåëè Γ ïðîèñõîäèò èç-çà ñèíãó�

ëÿðíîñòè ïëîòíîñòè íàäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé â äâóìåðíîé ïë¼íêå ñ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðî�

âîäèìîñòüþ. Âûøå íàâåä¼ííîé ùåëè â íîðìàëüíîì ñëîå åñòü íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñîñòîÿíèé,

êîòîðûé ïðèâîäèò ê ìîäèôèêàöèè âåòâè ϵ1(b) è ôîðìèðîâàíèþ âîëíîâîé ôóíêöèè ýòîãî ìå�

òàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ óòå÷êîé â óêàçàííûé íåïðåðûâíûé ñïåêòð.
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Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé 2D ñëîÿ ëîêàëè�

çîâàííûõ êîìïîíåíò Σloc
k , ñïàäàþùèõ íà ìàñøòàáå äëèíû êîãåðåíòíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà

ξS, âîëíîâûå ôóíêöèè íîðìàëüíîé ïë¼íêè ñîäåðæàò êàê ìàñøòàá íàâåä¼ííîé ñâåðõïðîâî�

äèìîñòè ξ2D, îòâå÷àþùèé çà äàëüíþþ àñèìïòîòèêó (2.28, 2.31), òàê è ìàñøòàá íàâåä¼ííûõ

ïîòåíöèàëîâ (ñì. ðèñ. 2.1á). Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíûé âêëàä ìîä ñ ìàëûì ïðîñòðàíñòâåííûì

ìàñøòàáîì ξS â ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îòëè÷èåì óñëîâèé ñøèâêè (2.36) íà ìàëûõ ðàññòîÿíè�

ÿõ s = s0 îò ñëó÷àÿ ñøèâêè ñ ó÷¼òîì ëèøü àäèàáàòè÷åñêîé íàâåä¼ííîé ùåëè ∆adiab (2.33).

Ïîñêîëüêó ìîäèôèêàöèè ñïåêòðàëüíîé âåòâè E = ε2(b) ïðè ïåðåõîäå îò äàëüíåé àñèìïòî�

òèêè (2.32) ê ìàëûì çíà÷åíèÿì ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà b . ξS íå ïðîèñõîäèò [ñì. ôîðìóëó

(2.39)], òî è âêëàä ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ñâåðõïðîâîäíèêà â ýòó ìîäó äâóìåðíîãî ñëîÿ

ìàë â ìåðó ìàëîñòè ε2(b)/Γ. Èíûìè ñëîâàìè â îòñóòñòâèå ïðèìåñåé âî âñåõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû

ñïåêòðàëüíàÿ âåòâü ε2(b), âûõîäÿùàÿ íà ñâîþ äàëüíþþ àñèìïòîòèêó ïðè ïðèöåëüíûõ ïàðà�

ìåòðàõ b ∼ ξ2D, ñîîòâåòñòâóåò ìîäå ñ òàêèì æå ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì. Â ñëó÷àå ñïåê�

òðàëüíîé âåòâè ϵ1(b), ýíåðãèÿ êîòîðîé áëèçêà ê ñïåêòðó CdGM ε0(b), âêëàä ëîêàëèçîâàííûõ

ïîëþñíûõ âêëàäîâ ñâåðõïðîâîäíèêà (2.36) â âîëíîâóþ ôóíêöèþ íîðìàëüíîãî ñëîÿ ñòàíîâèò�

ñÿ îïðåäåëÿþùèì. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äâóõìàñøòàáíîìó ïîâåäåíèþ ìîäû, îòâå÷àþùåé ýòîé

âåòâè: â îáëàñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîðà îíà èìååò ðåçêîå ñïàäàíèå ñ ìàñøòàáîì íàâåä¼í�

íîé ìîäû ñâåðõïðîâîäíèêà ξS, îäíàêî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ äàëüíÿÿ

àñèìïòîòèêà ñïàäàíèÿ íà ìàñøòàáå èíäóöèðîâàííîé äëèíû êîãåðåíòíîñòè. Òàêàÿ ãèáðèäèçà�

öèÿ ôîðìèðóåò ñîñòîÿíèå ñ ìàñøòàáîì ñïàäàíèÿ ξ2D, êîòîðîìó îòâå÷àåò ñïåêòðàëüíàÿ âåòâü,

èçìåíÿþùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ξS îò öåíòðà âèõðÿ.

×òî êàñàåòñÿ óòå÷êè ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ â 2D ñëîå, âäîëü îñè âèõðÿ â ñâåðõ�

ïðîâîäíèêå, òî ýòîãî íå ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì

òîëùèíó ñâåðõïðîâîäíèêà ñóùåñòâåííî áîëüøå âñåõ ìàñøòàáîâ ñèñòåìû, ïðåäïîëàãàÿ íàëè�

÷èå âèõðÿ Àáðèêîñîâà â ñâåðõïðîâîäÿùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0. Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

åäèíñòâåííàÿ êâàçè÷àñòè÷íàÿ ìîäà, êîòîðàÿ ìîæåò ïîêèíóòü ñèñòåìó ïðè ýíåðãèÿõ E < Γ

äîëæíà ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òî÷íî âäîëü îñè âèõðÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî ñîîòâåòñòâóåò òðàåê�

òîðèè ñ íóëåâûì ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì b = 0 è íóëåâîé ïðîåêöèåé ñêîðîñòè Ôåðìè v∥ = 0

íà ïëîñêîñòü Oxy. Îäíàêî, èç-çà ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè èìïóëüñà íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñâåðõ�

ïðîâîäíèêà è íîðìàëüíîé ïë¼íêè ïðè òóííåëèðîâàíèè óêàçàííàÿ ìîäà ñîîòâåòñòâóåò ìîäå ñ

íóëåâûì èìïóëüñîì â äâóìåðíîé ïîäñèñòåìå, òî åñòü íå ëåæèò âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Èíûìè ñëîâàìè, ýòî ïðèâîäèò ê îðòîãîíàëüíîñòè âîëíîâûõ ôóíêöèé ñâåðõïðîâîäíèêà è íîð�

ìàëüíîãî ñëîÿ è ïðåïÿòñòâóåò ðàñùåïëåíèþ ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ, à

òàêæå áëîêèðóåò óòå÷êó èç äâóìåðíîãî ñëîÿ â ìîäó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè âèõðÿ.
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2.3.4. Âëèÿíèå ïðèìåñåé â áàðüåðå. Íåêîãåðåíòíîå òóííåëèðîâàíèå

Ïðè ó÷¼òå áåñïîðÿäêà â áàðüåðå, ðàçäåëÿþùåì ïîäñèñòåìû, òóííåëèðîâàíèå ïðîèñõî�

äèò áåç ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ïîýòîìó ñâåðõïðîâîäÿùèå ïîòåíöèàëû â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòà�

þò çàâèñåòü îò ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà è íàïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèè â ñâåðõïðîâîäíèêå. Èíû�

ìè ñëîâàìè, íàëè÷èå ïðèìåñåé â áàðüåðå ïðèâîäèò ê ïîòåðå èíôîðìàöèè î ñïåêòðå CdGM

ñâåðõïðîâîäíèêà â äâóìåðíîé ïë¼íêå, à òàêæå ñíèìàåò çàïðåò íà òóííåëèðîâàíèå èç ëîêàëè�

çîâàííûõ ìîä â íîðìàëüíîì ñëîå â ìîäó ñâåðõïðîâîäíèêà, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè

âèõðÿ. Êàê ìû óâèäèì â ýòîì ðàçäåëå, âñå îïèñàííûå âûøå ýôôåêòû îçíà÷àþò, ÷òî ñïåêòð

ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â èíäóöèðîâàííîì âèõðå â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èìååò îä�

íó ïîäùåëåâóþ ñïåêòðàëüíóþ âåòâü, êîòîðàÿ ìîäèôèöèðîâàíà â îáëàñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî

êîðà ρ ∼ ξS íàëè÷èåì óòå÷êè â ñâåðõïðîâîäíèê.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû òðàåê�

òîðèè ìàëûìè b ≪ ξS. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîïðàâêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà (2.29)

ïî b/ξ2D ê ôóíêöèè Ãðèíà 2D ñëîÿ, ïîñêîëüêó ϵ2(b) ≪ Γ2/∆∞. Â ðàìêàõ òàêèõ ïðèáëèæåíèé

âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà C ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (2.28) è

óñëîâèÿ ñøèâêè (2.36):

C

E − ϵ2(b) +
2
√
Γ2 − E2

~vN

∞∫
0

Σloc
1 ds− 2Γ

~vN

∞∫
0

Σloc
I ds

 = Γ− 2E

~vN

∞∫
0

Σloc
I ds . (2.44)

Ïîñêîëüêó àìïëèòóäû ëîêàëèçîâàííûõ êîìïîíåíò |Σloc
1 |, |Σloc

I | ∼ Γ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷å�

ñêîé ÷àñòè ïîðÿäêà íàâåä¼ííîé ùåëè, ïîëþñ ôóíêöèè Ãðèíà ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì çíà÷å�

íèÿì ýíåðãèè E . Γ2/∆ ≪ Γ. Â ñâÿçè â ýòèì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà C ìîæåò

áûòü óïðîùåíî C = Γ
[
E − ϵ2(b) + (2/ξ2D)

∫∞
0

(
Σloc

1 − Σloc
I

)
ds
]−1

. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî

ëîêàëèçîâàííûå ÷àñòè Σloc
1 è Σloc

I ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïîòåíöèàëîâ èñ÷åçàþùå ìàëû êàê ïðè

ýíåðãèÿõ ïîðÿäêà èíäóöèðîâàííîé ùåëè E ∼ Γ, òàê è äëÿ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ |b| ≫ ξS,

ìíîãî áîëüøèõ äëèíû êîãåðåíòíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå (2.44)

ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî (2.33). Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè âûøå óäîáíî ðàçáèòü íà äåé�

ñòâèòåëüíóþ β(b) = βI(b)− β1(b) è ìíèìóþ γ(b) = γI(b)− γ1(b) ÷àñòè:

2

ξ2D

∞∫
0

(
Σloc

1 − Σloc
I

)
ds = −β(b)± iγ(b) , (2.45)

ãäå âåðõíèé (íèæíèé) çíàê ± îòâå÷àåò çàïàçäûâàþùèì (îïåðåæàþùèì) ôóíêöèÿì Ãðèíà.

Âû÷èñëèì ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â ñîñòàâ äåéñòâèòåëüíîé βp(b)
def
= (2/ξ2D)

∞∫
0

ReΣloc
p (s)ds è ìíè�

ìîé γp(b)
def
= (2/ξ2D)

∞∫
0

ImΣloc
p (s)ds ÷àñòåé èíòåãðàëà (2.45) ñ p ∈ {1, I}, êîòîðûå èãðàþò ðîëü

ñäâèãà ýíåðãèè è óøèðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé âåòâè ñîîòâåòñòâåííî.
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Èíòåãðàë äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ñëåäóþùåì âûðàæåíèè

βI(b) =
2Γ2b

vN

∞∫
0

⟨
v∥e

−K

2QΩρ2

[
1− Re

|E|√
E2 − Ω2ρ2

]⟩
z

ds

ñ ρ2 = b2 + s2 ñõîäèòñÿ íà ìàñøòàáå s ∼ b, òî åñòü

Γb

∞∫
0

⟨
v∥e

−K

QΩρ2

⟩
z

ds = Γb

∞∫
0

⟨
v∥

QΩ(s2 + b2)

⟩
z

ds = sgn(b)Γ

⟨
πv∥
2QΩ

⟩
z

.

Âòîðîå ñëàãàåìîå íå ðàâíî íóëþ ëèøü äëÿ î÷åíü ìàëûõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ b2 < E2/Ω2

(b20 = E2/Ω2 − b2 > 0):

b0∫
0

ds√
b20 − s2

=
π

2
,

b0∫
0

ds

(s2 + b20)
√
b20 − s2

=
πΩ

2|bE|
.

Â ðåçóëüòàòå

βI(b) = sgn(b)
Γ2

vN

⟨
πv∥
QΩ

χH(Ω
2b2 − E2)

⟩
z

,

β1(b) = − sgn(E)
Γ2

vN

⟨
πv∥
QΩ

χH(E
2 − Ω2b2)

⟩
z

,

ãäå χH(x) = [1 + sgn(x)] /2 � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè β(b) = βI(b) −

β1(b) óïðîùàåòñÿ β(b) = Γ2 ⟨(πqv/QΩ) sgn(ϵ+ Ωb)⟩z è äëÿ b & ξS ñïàäàåò êàê exp(−2b/ξS).

Âûðàæåíèÿ äëÿ ìíèìûõ ÷àñòåé âåðíû äëÿ âñåõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ è ðàññòîÿíèé,

òàê êàê ñîäåðæàò äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà (ñì. ïðèëîæåíèå Á.1):

γ1(b) =
Γ2

vN

∞∫
0

⟨
Re

v∥e
−K

Q
√
Ω2ρ2 − E2

⟩
z

ds =
Γ2

vN

⟨
v∥
QΩ

ln
∆∞√

|Ω2b2 − E2|

⟩
z

,

γ2(b) =

∞∫
0

⟨
Re

Eb

Ωρ2
Γ2v∥e

−K

QvN
√
Ω2ρ2 − E2

⟩
z

ds = sgn(Eb)

⟨
Γ2v∥
QvNΩ

ln
Ω|b|+ |E|√
|Ω2b2 − E2|

⟩
z

.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ îò ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé

smax∫
b0

ds√
s2 ± b20

= ln
∆√

|Ω2b2 − E2|
,

smax∫
b0

ds√
s2 ± b20(s

2 + b2)
=

Ω

|bE|
ln

Ω|b|+ |E|√
|Ω2b2 − E2|

,

ãäå smax ∼ ξS. Ìíèìûå ÷àñòè òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþò ïðè b & ξS. Âûðàæåíèå äëÿ

èõ ðàçíîñòè γ(b) = γ1(b)− γI(b) çàïèñûâàåòñÿ òàê γ(b) = Γ2
⟨
(qv/QΩ) ln

∆∞
|Ωb+ϵ|

⟩
z
.
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Â ðåçóëüòàòå êîýôôèöèåíò C ïðèíèìàåò âèä

C = Γ/ [E − ϵ2(b)− β(b) + iγ(b)] . (2.46)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ðàçðåø¼ííàÿ ïî óãëàì òðàåêòîðèé, äëÿ E < Γ ìîæåò áûòü çàïèñàíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

NE(s, b) =
Γγ(b)e−λ|s|

[E − ϵ2(b)− β(b)]2 + γ2(b)
.

Èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ïèê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé èìååò ñäâèã β(b) è óøèðå�

íèå γ(b). Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé òàêæå îáëàäàåò ñäâèíóòûì è óøèðåííûì ïèêîì

òî÷íî íàä öåíòðîì âèõðÿ, êîòîðûé îòâå÷àåò ðàñùåïëåíèþ zero-bias àíîìàëèè [89�91]. Ïðè

óäàëåíèè îò öåíòðà âèõðÿ ïèê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñäâèãàåòñÿ ê áëèæå ê íàâåä¼ííîé ùåëè, à

åãî øèðèíà óìåíüøàåòñÿ, ñîãëàñíî ïåðåõîäó óðàâíåíèÿ (2.44) â (2.33). Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû

β, γ ∼ Γ/∆ è ϵ2(b)/Γ ≪ 1 ìàëû äëÿ b ≪ ξ2D, òî ïðè íàäùåëåâûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè |E| > Γ

ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïðèíèìàåò ñâî¼ îáú¼ìíîå çíà÷åíèå: N(ρ,E) =
√
E2 − Γ2/|E|. Èç âûðà�

æåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû óøèðåíèÿ γ(b) ñïåêòðàëüíîé âåòâè ε2(b) âèäíî, ÷òî îíà èìååò ëîãàðèô�

ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (E, b). Ýòà îñîáåííîñòü, ñêîðåå

âñåãî, ñâÿçàíà ñ óòå÷êîé ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ìîäó ñâåðõïðîâîäíèêà ñ b = 0 (è ñî�

îòâåòñòâåííî E = 0), ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îñè âèõðÿ. Áåçóñëîâíî â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ âåëè÷èíà ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà íå ñîõðàíÿåòñÿ, îä�

íàêî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëèçîâàííûõ ìîä â ñâåðõïðîâîäíèêå è 2D ïë¼íêå

ïðè ðàâíûõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ îòâå÷àåò íàèáîëüøåìó ïåðåêðûòèþ âîëíîâûõ ôóíêöèé,

òî åñòü íàèáîëüøåé óòå÷êå. Ñäâèã β(b) ñïåêòðàëüíîé âåòâè ε2(b) ñîîòâåòñòâóåò ðàñùåïëåíèþ

ýíåðãåòè÷åñêèõ òåðìîâ â íîðìàëüíîì ñëîå è ñâåðõïðîâîäÿùåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ îäèíàêî�

âîé ýíåðãèåé, íî ðàçíîé (â îáùåì ñëó÷àå) óãëîâîé ñèììåòðèåé (ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè

b). Ýòîò ñäâèã èìååò ìåñòî èç-çà âîçìîæíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ ñ èçìåíåíèåì b, ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, íå ïðîÿâëÿëîñü â êîãåðåíòíîì ñëó÷àå.

2.3.5. Ðåçóëüòàòû â ãðÿçíîì ïðåäåëå

Ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè áåñïîðÿäêà, êîãäà âåñü ñâåðõïðîâîäíèê ïåðåõîäèò â ãðÿçíîå

ñîñòîÿíèå, îñîáåííîñòè ñïåêòðà CdGM â ñâåðõïðîâîäíèêå çàìûâàþòñÿ ïîëíîñòüþ, ïîýòîìó

òåðÿåòñÿ òàêæå èíôîðìàöèÿ î ñäâèãå ñïåêòðàëüíîé âåòâè äâóìåðíîãî ñëîÿ. Ïðè ìàëûõ ïðè�

öåëüíûõ ïàðàìåòðàõ b≪ ξS ÷¼òíàÿ êîìïîíåíòà Σ
loc
I ëîêàëèçîâàííîé ÷àñòè íàâåä¼ííîé ñâåðõ�

ïðîâîäÿùåé ùåëè ïðåíåáðåæèìî ìàëà Σloc
I = 0, è óñëîâèå ñøèâêè â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò



77

äîâîëüíî ïðîñòî:

ξ2Dθ(s0) = 2iζ(s0)

∞∫
0

sinΘ ds+ 2ig(s0)b ln[s0/ξS] .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ äàëüíåé àñèìïòîòèêè ôóíêöèè Ãðèíà, ïîëó÷àåòñÿ âûðà�

æåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà C = Γ/ [E − ϵ2(b) + iγ], êîòîðîå ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé óøèðåí�

íûé ïîëþñ íà ýíåðãèè E = ϵ2(b). Ïðè ýòîì çíà÷åíèå óøèðåíèÿ γ = 2Γ
√
Γ2 − E2

∫∞
0
sinΘ ds/~vN

èìååò ïîðÿäîê γ ∼ Γ2/∆∞. Â ðåçóëüòàòå îòëè÷èå ýòîãî ñëó÷àÿ îò ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà

ñîñòîèò â îòñóòñòâèè ðàñùåïëåíèÿ ïèêà ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé òî÷íî íàä öåíòðîì

âèõðÿ (β = 0), à òàêæå â êîíêðåòíîì çíà÷åíèè óøèðåíèÿ. Äëÿ á�îëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåò�

ðîâ b≫ ξS ìíèìàÿ ÷àñòü ýíåðãèè γ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò ñ b, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óðàâíåíèå

òèïà (2.46) ïåðåõîäèò â (2.33).

Â çàêëþ÷åíèå àíàëèòè÷åñêîé ÷àñòè ðàçäåëà ìû ñêîíöåíòðèðóåì ñâî¼ âíèìàíèå íà

ñëó÷àå ãðÿçíîãî ïðåäåëà â îáåèõ ïîäñèñòåìàõ. Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàíåå ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ

[132, 133] è ïðèâîäèòñÿ äàëåå äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû. Êàê áûëî âûâåäåíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå,

â ãðÿçíîì ïðåäåëå íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìû ôóíêöèè Ãðèíà â íåé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

Óçàäåëÿ (1.41) ñ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèìè ÷àñòÿìè, çàïèñàííûìè â ôîðìå (1.28). Èñïîëü�

çóÿ ñòàíäàðòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ [128, 129] ñ çàìåíîé ôóíêöèé Ãðèíà

ñâåðõïðîâîäíèêà (2.24) íà ôóíêöèè Ãðèíà â äâóìåðíîì ñëîå:

ǧ =

 sinΨ ieiϕ cosΨ

−ie−iϕ cosΨ − sinΨ

 ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå Óçàäåëÿ â âèäå:

D2

[
∇2Ψ+

sin(2Ψ)

2ρ2

]
− 2Γ sin(Ψ−Θ)− 2iE cosΨ = 0 . (2.47)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðèâåä¼ííûìè â ðàçäåëå 2.3.1 äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà

ñ çàìåíîé ∆∞ íà Γ. Ôóíêöèÿ Θ(ρ) ñóùåñòâåííî íå ðàâíà íóëþ ëèøü â îêðåñòíîñòè ñâåðõ�

ïðîâîäÿùåãî êîðà ρ < ξS. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî íèæå, óñëîâèå ξS ≪ ξ2D =
√
~D2/Γ

äà¼ò âîçìîæíîñòü óòâåðæäàòü, ÷òî íåîäíîðîäíîñòè â èíäóöèðîâàííûõ ïîòåíöèàëàõ Θ(ρ) ñ

ìàëûì õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì ñïàäàíèÿ áåç ïîëþñíûõ îñîáåííîñòåé ïðàêòè÷åñêè íå âîçìó�

ùàþò àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, îñíîâàííîãî íà àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ùåëè (2.17).

Èíûìè ñëîâàìè, â óðàâíåíèè (2.47) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì Θ è ïðèéòè ê óðàâíåíèþ â

ãðÿçíîì ñâåðõïðîâîäíèêå ñ àìïëèòóäîé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè Γ.

Îïèñàííîå âûøå ïîâåäåíèå ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé îöåíêîé. Èíòåãðè�

ðóÿ óðàâíåíèå (2.47) ñ ìíîæèòåëåì ρ â îêðåñòíîñòè íóëÿ (îò ρ = 0 äî çíà÷åíèÿ ξS ≪ ρ0 ≪
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ξ2D), ìû íàéä¼ì óñëîâèå ñøèâêè íà ôóíêöèþ Ãðèíà â äàëüíåé àñèìïòîòèêå :

D2

ρ ∂
∂ρ

Ψ

∣∣∣∣ρ0
0

+

ρ0∫
0

sin 2Ψ

2ρ
dρ

− 2

ρ0∫
0

ρdρ [Γ sin(Ψ−Θ) + iE cosΨ] = 0 .

Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèå Ψ(ρ0) = Ψ0 −Kρ0 ñ êîýôôèöèåíòîì K = ∂Ψ(ρ0)/∂ρ ∼ ξ−1
2D

è ïðåäïîëàãàÿ Ψ0 ̸= π/2, ïîëó÷èì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Ψ0 âñ¼ æå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ

π/2: cosΨ0 ≈ ρ20/(ξ
2
2D ln (ρ0/ξS)) ≪ 1. Ýòà îöåíêà ïîäòâåðæäàåò âûâîä î òîì, ÷òî ïëîòíîñòü

ñîñòîÿíèé â ãðÿçíîì ïðåäåëå ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îáú¼ìíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà

ñ ïåðåíîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì ξ2D è ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ Γ, ïðè÷¼ì

òî÷íîñòü ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ëåæèò âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ρ0/ξ2D.

2.3.6. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé. Ìåòîä è ðåçóëüòàòû

Â ïîñëåäíåì ïîäðàçäåëå áóäóò îïèñàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå äëÿ ðåøå�

íèÿ óðàâíåíèé Ýéëåíáåðãåðà (1.25, 2.15) è Óçàäåëÿ (2.25, 2.47) â ñâåðõïðîâîäíèêå, à òàêæå

â 2D ñëîå ñ èíäóöèðîâàííûìè ïîòåíöèàëàìè â ÷èñòîì (2.22, 2.23) è ãðÿçíîì (1.28) ïðåäåëå

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé â ñâåðõïðîâîäíèêå, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü ïðîöåäó�

ðó âû÷èñëåíèé, ðàñ÷¼òû ïðîâåäåíû áåç ó÷¼òà óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ñ êîíêðåòíûì

ïðîôèëåì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∆0(ρ), îïèñûâàþùèì îäíîêâàíòîâûé âèõðü:

∆0(ρ) = ∆∞
ρ√

ρ2 + ξ2S
. (2.48)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåíáåðãåðà áûëà ïðèìåíåíà ñòàíäàðòíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ Ðèêêà�

òè äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà ǧ è ǧS (ñì., íàïðèìåð, [129, 134]):

ǧ(s, α) =
1

1 + a a+

1− a a+ 2a

2a+ −1 + a a+

 , (2.49)

ãäå ôóíêöèè a è a+, âîçíèêøèå â ïàðàìåòðèçàöèè, ñâÿçàíû ñ ýëåêòðîííîé u è äûðî÷íîé v

êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè êâàçèêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÁäÆ (óðàâíåíèé Àíäðååâà)

[129]: a = u/v. Óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè a è a+ ÿâëÿþòñÿ óäîáíûìè äëÿ âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó

îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ðèêêàòè:

~vN
∂

∂s
a−
[
2i(E + Σ1 ± iδ)− Σ+

2 a
]
a− Σ2 = 0 , (2.50a)

~vN
∂

∂s
a++

[
2i(E + Σ1 ± iδ)− Σ2a

+
]
a+ + Σ+

2 = 0 (2.50b)
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ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîòîðûõ ïðè s→ ∓∞ äëÿ a è a+ ñîîòâåòñòâåííî:

lim
s→−∞

a(s, α) = lim
s→−∞

Σ2

−i(E + Σ1 ± iδ) +
√

|Σ2|2 − (E + Σ1 ± iδ)2
, (2.51a)

lim
s→∞

a+(s, α) = lim
s→∞

Σ+
2

−i(E + Σ1 ± iδ) +
√
|Σ2|2 − (E + Σ1 ± iδ)2

(2.51b)

âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ íå èìåëè ðàñõîäÿùèõñÿ ðåøåíèé.

Çäåñü ïàðàìåòðèçàöèÿ, óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâåäåíû äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà 2D

ñëîÿ. Â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäíèêà íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ñëåäóþùóþ çàìåíó:

ǧ → ǧS, a, a+ → aS, a
+
S , vN → v∥, Σ1 → 0, Σ2 → ∆ . (2.52)

Â ÷èñòîì ïðåäåëå îáåèõ ñèñòåì, îïèñàííîì â ïîäðàçäåëàõ 2.3.3 è 2.3.4, àëãîðèòì ðàñ�

÷¼òà áûë ñëåäóþùèé. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E ñíà÷àëà ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ Ýéëåí�

áåðãåðà (2.50) â ñâåðõïðîâîäíèêå â ïàðàìåòðèçàöèè Ðèêêàòè (2.49) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ�

ìè (2.51) ñ ó÷¼òîì çàìåíû (2.52). Ïðîôèëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âûáèðàëñÿ ñîãëàñíî (2.48).

Çàòåì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìóëàì äëÿ èíäóöèðîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ (2.22, 2.23) íàõîäè�

ëèñü ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè Σ1,2 óðàâíåíèé â 2D ïë¼íêå (2.50). Â ñâîþ î÷åðåäü,

ýòè óðàâíåíèÿ ðåøàëèñü ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.51). Òåîðåòè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëîå

óøèðåíèå ýíåðãèè δ â ðàñ÷¼òàõ âûáèðàëàñü èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû,

àìïëèòóäû äåëüòà-ôóíêöèîíàëüíûõ ïèêîâ òèïà (2.41) áûëè ÷èñëåííî íå î÷åíü âåëèêè, à ñ

äðóãîé � ÷òîáû ñãëàæèâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ñîõðàíÿëî âñå õàðàêòåðíûå îñî�

áåííîñòè. Áëàãîäàðÿ îñåâîé ñèììåòðèè çàäà÷è çàâèñèìîñòü îò àçèìóòàëüíîãî óãëà íàïðàâëå�

íèÿ òðàåêòîðèè α ìîãëà áûòü âûäåëåíà â ôóíêöèÿõ a(s, α) = a1(s)e
−iα, a+(s, α) = a+1 (s)e

iα,

ïðè ýòîì a+1 (−s) = −a1(s).

Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷¼òîâ âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà åäèíîé êîîðäèíàòíîé ðåø¼ò�

êå ñ íåîäíîðîäíûì øàãîì, â êîòîðîé äî ðàññòîÿíèé ïîðÿäêà ∼ 3ξS øàã èíòåãðèðîâàíèÿ

áûë ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé êîãåðåíòíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå (δρ1 = 0.01ξS), à ïðè

á�îëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ øàã ñîîòâåòñòâîâàë ìàñøòàáó äëèíû êîãåðåíòíîñòè â äâóìåðíîì ñëîå

ξ2D (δρ2 = 0.01ξ2D). Óñðåäíåíèå (1.33) ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó è ïàðàìåòðèçàöèÿ ôóíêöèè

⟨ǧS⟩ (ρ) ÷åðåç êîîðäèíàòû òðàåêòîðèè (s, b) ïðîèçâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû èí�

òåðïîëÿöèè ôóíêöèè ñ äåêàðòîâîé (s, b) íà ïîëÿðíóþ (ρ, ϕ) êîîðäèíàòíóþ ñåòêó è îáðàòíî.

Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè çàïàçäûâàþùèõ gR è îïåðåæàþùèõ gA êâàçèêëàññè÷åñêèõ ôóíê�

öèé Ãðèíà gR = −(gA)∗, âû÷èñëåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (2.35) ñâåëîñü ê óñðåä�

íåíèþ ïî íàïðàâëåíèÿì òðàåêòîðèé α:

N(ρ, E) =
1

4π

2π∫
0

(
gR(s, b)− gA(s, b)

)
dη =

1

2π

2π∫
0

Re
1− a1(s, b)a

+
1 (s, b)

1 + a1(s, b)a
+
1 (s, b)

dη ,
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ãäå s = ρ sin η, b = ρ cos η.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Óçàäåëÿ (2.25, 2.47) èñïîëüçîâàëñÿ ñòàíäàðòíûé ðåëàêñàöè�

îííûé ìåòîä íà äèñêðåòíîé ñåòêå. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ F [Θ(ρ)] = 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðîèçâîäèòñÿ åãî ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñ

îïðåäåë¼ííûì øàãîì δρ. Çàòåì çàäà¼òñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Θ0(ρ), ââîäèòñÿ

ôèêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ âðåìåíè è íà êàæäîì øàãå â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

Θ(t+δt) = Θ(t)+F [Θ]δt ñ ìàëûì øàãîì ïî ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé δt < (δρ)2/2. Óðàâíåíèå ðå�

øàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå maxρ |Θ(t+δt)−Θ(t)|/|Θ(t)|

íà î÷åðåäíîì øàãå íå ñòàíåò ìåíüøå îïðåäåë¼ííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå âñåõ âû÷èñëåíèé ïîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòè îò

ýíåðãèè â êîãåðåíòíîì ñëó÷àå (â îòñóòñòâèå áåñïîðÿäêà âî âñåõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû) èìååò

íåñêîëüêî ïèêîâ (ñì. ðèñ. 2.6à). Ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà âèõðÿ ïèê ïëîòíî�

ñòè ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûé íà óðîâíå Ôåðìè E = 0, ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà. Ïîëîæåíèå

êàæäîãî èç ýòèõ äâóõ ïèêîâ ïîñòåïåííî ñìåùàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ íàâåä¼ííîé ùåëè. Îäíàêî

ïèê ñ áîëüøåé àìïëèòóäîé äîñòèãàåò êðàÿ ùåëè ∆ind íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ρ ∼ ξ2D. Â

òî æå âðåìÿ âåðõíèé (ïî ýíåðãèè) ïèê ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì è âûõîäèò íà íàâåä¼ííóþ

ùåëü ïðè ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ρ ∼ ξ2S/ξ2D. Íà ðàññòîÿíèÿõ òîãî æå ïîðÿäêà
8

ρ ∼ 0.2ξS ÷ 0.5ξS ýòîò ïèê ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ ïèêà. Ïðè÷¼ì íà ðàññòîÿíèÿõ

ρ & 0.3ξS ýíåðãèÿ âåðõíåãî èç ïîëó÷åííîé ïàðû ïèêîâ ïðåâîñõîäèò èíäóöèðîâàííóþ ùåëü,

ïðè ýòîì ïèê ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî óøèðåííûì.

Ñëó÷àé íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 2.6á) õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïèêîì

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ñäâèíóòûì îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äàæå òî÷íî íàä

öåíòðîì âèõðÿ (ρ = 0). Êðîìå òîãî, ýòîò ïèê óøèðåí. Ïðè óäàëåíèè îò öåíòðà ïèê ñäâèãàåòñÿ

è îáóæàåòñÿ. Íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ρ ∼ ξ2D îí äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ Γ. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü

ñîñòîÿíèé âûõîäèò íà çàâèñèìîñòü â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå ñî ùåëåâîé îñîáåííîñòüþ [13].

Äëÿ ãðÿçíîãî ïðåäåëà ñâåðõïðîâîäíèêà, ðàññìîòðåííîãî â ðàçäåëå 2.3.5, â ÷àñòè îðè�

ãèíàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ (íå ïîâòîðÿþùèõ ðàáîòó [132]) ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé 2D ïë¼íêè

â ÷èñòîì ïðåäåëå (ñì. ðèñ. 2.6â). Ïîâåäåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòè

îò ýíåðãèè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà: â öåíòðå âèõðÿ íàáëþäàåòñÿ

óøèðåííûé ïèê íà íóëåâîé ýíåðãèè, êîòîðûé ïðè óâåëè÷åíèè ρ ñäâèãàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñî ñïåêòðîì CdGM â 2D ñëîå ϵ2(b), ïðè ýòîì åãî óøèðåíèå óìåíüøàåòñÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé, ïðîâåä¼ííûõ íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñó�

ùåñòâîâàíèè íîðìàëüíîãî ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà ñ âàêóóìîì, ñ

8 Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ξ2D = 5ξS â âû÷èñëåíèÿõ
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Ðèñ. 2.6. Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå äëÿ ñëó÷àåâ (à) êîãåðåíòíîãî

è (á) íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ â ÷èñòîì ïðåäåëå îáåèõ ïîäñèñòåì, à òàêæå (â) äëÿ ãðÿçíîãî

ïðåäåëà ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèé ρ îò öåíòðà âèõðÿ. Ïèêè N(E)

ñîõðàíÿþòñÿ âïëîòü äî ðàññòîÿíèé ∼ ξ2D. Çäåñü âûáðàíû ïàðàìåòðû ∆/Γ = 5, qv = v∥/vS = 1.

ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûìè îñîáåííîñòÿìè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íèæå ïðåäñòàâëåíî

åù¼ íåñêîëüêî ãðàôèêîâ (ñì. ðèñ. 2.7, 2.8). Íà ïåðâîì ãðàôèêå ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ëî�

Ðèñ. 2.7. Ñðàâíèòåëüíûé ãðàôèê ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â òî÷êå íàä öåíòðîì âèõðÿ (êðàñ�

íàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è âäàëè îò êîðà âèõðÿ (ñèíÿÿ ïóíêòèðíàÿ). (à) Êðèâûå, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå

âû÷èñëåíèé â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè äëÿ íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ â ÷èñòîì ïðåäåëå îáåèõ

ïîäñèñòåì ñ ïàðàìåòðàìè∆/Γ = 5, qv = v∥/vS = 1; (á) Ãðàôèê, âçÿòûé èç ñòàòüè [89] äëÿ ñîåäèíåíèÿ

Y Ba2Cu307¯δ.

êàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè, âû÷èñëåííîé â ÷èñòîì ïðåäåëå äëÿ íåêîãåðåíòíîãî

òóííåëèðîâàíèÿ, è èçìåðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ñ ïîìîùüþ ÑÒÌ/ÑÒÑ â ðà�

áîòå [89] êàê â òî÷íîñòè íàä öåíòðîì ñâåðõïðîâîäÿùåãî âèõðÿ â Y Ba2Cu307¯δ, òàê è âäàëè

îò íåãî. Ñðàâíèâàÿ ãðàôèêè íåîáõîäèìî îòìåòèòü èõ êà÷åñòâåííîå ñõîäñòâî êàê â ïðîôèëå

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè (äâîéíàÿ ùåëåâàÿ îñîáåííîñòü), òàê è â öåíòðå

âèõðÿ, ãäå íàáëþäàåòñÿ ðàñùåïëåíèå ïèêà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé.

Âòîðîé ãðàôèê ïîñâÿù¼í äðóãîìó îòêëîíåíèþ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âèõ�

ðåâîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà îò êëàññè÷åñêîé êàðòèíû, îïðåäåëÿåìîé ñïåêòðîì Êàðî�
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Ðèñ. 2.8. Ñðàâíèòåëüíûé ãðàôèê ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè íóëåâîé ýíåðãèè E = 0 â çàâè�

ñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà âèõðÿ. (à) Ãðàôèê, âçÿòûé èç ñòàòüè [88] äëÿ ñîåäèíåíèÿ MgB2,

ïîñâÿù¼ííîé íàáëþäåíèþ àíîìàëüíî áîëüøîãî ðàçìåðà êîðà ñâåðõïðîâîäíèêà, (á) êðèâûå, ïîëó�

÷åííûå íà îñíîâå âû÷èñëåíèé â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè äëÿ êîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ â ÷èñòîì

ïðåäåëå îáåèõ ïîäñèñòåì äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà (çåë¼íàÿ êðèâàÿ) è 2D ïë¼íêè (ñèíÿÿ) ñ ïàðàìåòðàìè

∆/Γ = 5, qv = v∥/vS = 1.

ëè - äå Æåíà - Ìàòðèêîíà [78]. Â ðàáîòå [88] ñ ïîìîùüþ ÑÒÌ ìåòîäèêè áûëî îáíàðóæåíî

(ñì. ðèñ. 2.8à), ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ñïàäàíèÿ ξexp ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

â ñâåðõïðîâîäíèêå MgB2 àíîìàëüíî âåëèê ξexp ≫ ξth ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåòè÷åñêîé ôîðìó�

ëîé ξ2th ≃ Φ0/2πHc2, îñíîâàííîé íà íåçàâèñèìîì èçìåðåíèè âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc2.

Íà ðèñóíêå 2.8á èçîáðàæåíû ãðàôèêè ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ëîãàðèôìè÷åñêîì

ìàñøòàáå, ïîëó÷åííîé â ðàìêàõ îïèñàííûõ âûøå âû÷èñëåíèé, â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ

äî öåíòðà âèõðÿ êàê â ñâåðõïðîâîäíèêå (çåë¼íàÿ êðèâàÿ), òàê è â äâóìåðíîé íîðìàëüíîé

ïë¼íêå (ñèíÿÿ). Îäíèì èç âîçìîæíûõ îáúÿñíåíèé íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî òåî�

ðåòè÷åñêàÿ îöåíêà äëèíû êîãåðåíòíîñòè ξth äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü äëèíå êîãåðåíòíîñòè â

ñâåðõïðîâîäíèêå ξth ∼ ξS, â òî âðåìÿ êàê ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

ξexp îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ñâåðõïðîâîäÿùèì ìàñøòàáîì 2D ïîäñèñòåìû ξexp ∼ ξ2D.

2.4. Âûâîäû êî âòîðîé ãëàâå

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, ïðîâåä¼ííûõ â ýòîé ãëàâå, èññëåäîâàíû ñïåêòð è ïëîòíîñòü

ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè öåíòðà óåäèí¼ííîãî âèõðÿ, èíäóöèðîâàííîãî â äâóìåð�

íîé íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìå (ãðàôåíå è äâóìåðíîé ìåòàëëè÷åñêîé ïë¼íêå) çà ñ÷¼ò ýôôåêòà

áëèçîñòè ñî ìàññèâíûì ñâåðõïðîâîäíèêîì.

Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû, ïîñâÿù¼ííîé èçó÷åíèþ âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ãðàôåíå, íàé�

äåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ íóëåâîé ìîäû ìíîãîêâàíòîâîãî âèõðÿ ñ íå÷¼òíîé

çàâèõðåííîñòüþM = 2p+1 ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïðîôèëå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è óðîâíå Ôåðìè,
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ïðåäëîæåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ ìîä è ïîÿñíåíà äèíàìèêà èõ ïîÿâëåíèÿ ïðè

óâåëè÷åíèè óðîâíÿ Ôåðìè îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Íóëåâàÿ ìîäà â âèõðå ñ íå÷¼òíîé çàâèõðåí�

íîñòüþ M ïîÿâëÿåòñÿ â ãðàôåíå, áëàãîäàðÿ îòëè÷èþ â êâàíòîâàíèè óãëîâîãî ìîìåíòà â í¼ì

(2.3). Êðîìå òîãî, áûëî ðàçâèòî êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ñïåêòðà êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿ�

íèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ óðîâíÿ Ôåðìè µ≫ ∆ind, è ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ïîäòâåðæäåíà ïðèìåíèìîñòü ðàçâèòîãî ïîäõîäà. Â ðàìêàõ êâàçèêëàññèêè áûëà ïðîñëåæåíà

äèíàìèêà ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé ϵ
(i)
M (ν) êàê ôóíêöèé íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé îðáèòàëüíîãî

ìîìåíòà ν ïðè èçìåíåíèè ýíåðãèè Ôåðìè µ. Ñ ïîìîùüþ êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà,

êîòîðîå ñîâïàëî ñ òî÷íûì êâàíòîâàíèåì îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà, íàéäåí ïåðèîä ïî µ, ïðè

ïðåîäîëåíèè êîòîðîãî ÷åðåç íóëåâîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïðîõîäèò îäíà ïàðà ìîä â êîíå÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ν. Âñå ðåçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [A3].

Íà îñíîâå âû÷èñëåíèé âòîðîé ÷àñòè ïðåäëîæåíî àëüòåðíàòèâíîå îáúÿñíåíèå îñîáåí�

íîñòåé ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå. Ïðåäïîëàãàÿ íàëè�

÷èå òîíêîé ìåòàëëè÷åñêîé ïë¼íêè íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà ñ âàêóóìîì âî âíåøíåì ìàã�

íèòíîì ïîëå, ìû ïîêàçàëè, ÷òî áëàãîäàðÿ èíäóöèðîâàííûì ñâåðõïðîâîäÿùèì êîððåëÿöèÿì

ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå, êîòîðàÿ ÷àùå âñåãî è èçìåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäèêè ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè, ìîæåò â çàâèñèìîñòè îò ìîäåëè òóííåëè�

ðîâàíèÿ äåìîíñòðèðîâàòü êàê íàáëþäàâøèåñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ àíîìàëüíî áîëüøîé ðàçìåð

êîðà âèõðÿ (ñì. ðèñ. 2.8) è ñäâèã ïèêà èç íóëåâûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ïðè íàõîæäåíèè èãëû

ìèêðîñêîïà íàä öåíòðîì âèõðÿ (ñì. ðèñ. 2.7), òàê è íîâûå ýôôåêòû: íàïðèìåð, íàëè÷èå äâóõ

ïîäùåëåâûõ ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé ñïåêòðà âèõðÿ ñ åäèíè÷íîé çàâèõðåííîñòüþ (ñì. ðèñ. 2.5)

è ñîîòâåòñòâåííî äâóõ (èëè äàæå òð¼õ) ïèêîâ ëîêàëèçîâàííûõ êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé

(ñì. ðèñ. 2.6à). Ðåçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [A4].
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Ãëàâà 3

Âëèÿíèå ýôôåêòà áëèçîñòè íà òðàíñïîðòíûå ñâîéñòâà

êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â ñòðóêòóðàõ â ðåæèìå êâàíòîâîãî

ýôôåêòà Õîëëà

3.1. Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ òåðìîäèíàìè÷åñêèå è òðàíñïîðò�

íûå ñâîéñòâà ìåòàëëîâ (ïðè T ≪ µ) è ñâåðõïðîâîäíèêîâ (T ≪ ∆) îïðåäåëÿþòñÿ êâàçè÷àñòè÷�

íûìè ìîäàìè, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ëåæèò âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè (E ≪ µ,∆). Òðàíñïîðòíûå

ñâîéñòâà ãèáðèäíûõ ñèñòåì íà îñíîâå êîíòàêòîâ íîðìàëüíîãî ìåòàëëà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì

(N/S) àêòèâíî èçó÷àþòñÿ îêîëî ïîëóâåêà êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíî. Çàðÿäî�

âûé, ñïèíîâûé è òåïëîâîé òðàíñïîðò â òàêèõ êîíòàêòàõ îïðåäåëÿþòñÿ ýôôåêòîì àíäðååâñêî�

ãî îòðàæåíèÿ [10�12], êîòîðûé, êàê áûëî ïîêàçàíî â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Blonder, Tinkham,

Klapwijk [135], îïðåäåëÿåò òðàíñôîðìàöèþ êâàçè÷àñòè÷íîãî òîêà â îêðåñòíîñòè N/S ãðàíè�

öû â ñâåðõòåêó÷èé ïðè ýíåðãèÿõ ïàäàþùèõ ýëåêòðîíîâ, ìåíüøå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ∆∞.

Èñïûòûâàÿ àíäðååâñêîå ðàññåÿíèå ýëåêòðîíû, êîòîðûå ïàäàþò èç îáëàñòè íîðìàëüíîãî ìå�

òàëëà, îòðàæàþòñÿ îò N/S ãðàíèöû â âèäå äûðîê ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çàðÿäîì è ãðóïïîâîé

ñêîðîñòüþ, íî ïðàêòè÷åñêè ñ òåì æå èìïóëüñîì1. Ïîñêîëüêó ïðè òàêîì ïðîöåññå âûïîëíÿ�

åòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è â ñâåðõïðîâîäÿùóþ îáëàñòü ïðîíèêàåò êóïåðîâñêàÿ ïàðà

ñ çàðÿäîì 2e, òî ïðîöåññ àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ � ñóùåñòâåííî äâóõ÷àñòè÷íûé. Èíûìè

ñëîâàìè, íîðìàëüíûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê â N-îáëàñòè ïðåîáðàçóåòñÿ â ñâåðõòåêó÷èé òîê, íî�

ñèòåëÿìè êîòîðîãî â S-îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ êóïåðîâñêèå ïàðû. Åñëè êîíòàêò N/S ãðàíèöû íå

ñîäåðæèò èçîëÿöèîííîãî áàðüåðà, òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü (êîíäàêòàíñ) òàêîé

ñèñòåìû áóäåò âäâîå áîëüøå, ÷åì êîíäàêòàíñ ýòîãî êîíòàêòà â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, áëàãî�

äàðÿ ýôôåêòó óäâîåíèÿ çàðÿäà, âòåêàþùåãî â ñâåðõïðîâîäÿùèé ýëåêòðîä ïðè àíäðååâñêîì

îòðàæåíèè. Îäíàêî íàëè÷èå íîðìàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò N/S èíòåðôåéñà (íàïðèìåð, èç-çà

íàëè÷èÿ ïîâåðõíîñòíîãî áàðüåðà ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè Ts ≪ 1 ìåæäó S è N ýëåêòðîäàìè)

ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó T 2
s ïîäàâëåíèþ àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ êàê äâóõ÷àñòè÷íîãî ïðîöåñ�

ñà ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàçè÷àñòè÷íûì íîðìàëüíûì òðàíñïîðòîì, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ïàäàåò

1 Òàê êàê äûðêà, îòíîñÿùàÿñÿ ê çîíå ïðîâîäèìîñòè, èìååò îòðèöàòåëüíóþ ýôôåêòèâíóþ ìàññó, à íå

òîëüêî ïðîòèâîïîëîæíûé çàðÿä
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ëèøü äî âåëè÷èíû Ts. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (íàïðèìåð, â ðåæèìå

êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà) [68�70, 72, 75, 136] èëè îñîáåííîñòè ãåîìåòðèè ïðîâîäÿùèõ êàíà�

ëîâ (êàê â ñëó÷àå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà) ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîé

ìîäèôèêàöèè àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ê îñîáåííîñòÿì òðàíñïîðòà âñåãî

êîíòàêòà.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàñ÷åòó àíäðååâñêîãî òðàíñïîðòà â N/S êîíòàêòàõ, ãäå â êà÷å�

ñòâå íîðìàëüíîãî ýëåêòðîäà âûñòóïàåò äâóìåðíûé ýëåêòðîííûé ãàç (ÄÝÃ), ãðàôåí èëè äâó�

ìåðíûé òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð (2D ÒÈ). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðàíñïîðò îñíîâàí

íà ïðîòåêàíèè çàðÿäîâîãî è/èëè ñïèíîâîãî òîêà ïî êàíàëàì, ïðèæàòûì ê êðàÿì îáðàçöà êàê

çà ñ÷¼ò êâàíòóþùåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî íàïðàâëåíèþ òðàíñïîðòà çàðÿäà,

òàê è çà ñ÷¼ò îñîáåííîñòåé çîííîé ñòðóêòóðû (2D ÒÈ). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü

ýòè êàíàëû êðàåâûìè.

Â ñëó÷àå êîíòàêòîâ íà îñíîâå ÄÝÃ è ãðàôåíà â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ H, ðàññìîòðåííûõ

â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíäàêòàíñ N/S êîíòàêòîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëÿ è

óðîâíÿ ýíåðãèè Ôåðìè µ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ äëÿ ðàçíûõ òèïîâ íîðìàëüíîé äâóìåðíîé

ïîäñèñòåìû â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ è/èëè ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ Ôåðìè (â òàê íàçûâà�

åìîì êâàíòîâîì ïðåäåëå) µ . ~ωc äëÿ ÄÝÃ è µ . ~vN/LH äëÿ ãðàôåíà.2 Â ýòîì ñëó÷àå

òðàíñïîðò â ñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü äâóìÿ êðàåâûìè êàíàëàìè (ýëåêòðîííûì è äûðî÷�

íûì). Â ñëó÷àå S-ÄÝÃ êîíòàêòà êîíäàêòàíñ îñöèëëèðóåò â çàâèñèìîñòè îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ

è óðîâíÿ Ôåðìè [70, 136], â òî âðåìÿ êàê â ñèñòåìå íà îñíîâå ãðàôåíà [72] îí çàâèñèò îò

îðèåíòàöèè ãðàíèö ãðàôåíà ñ èçîëÿòîðîì è íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ

â êâàíòîâîì ïðåäåëå. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òîêîíåñóùèõ ìîä, îñöèëëÿöèè ïîÿâëÿþòñÿ è

â ñèñòåìå ñ ãðàôåíîì â êà÷åñòâå N-ýëåêòðîäà, ïðè ýòîì ðàçëè÷èÿ ìåæäó òèïàìè êîíòàêòîâ

ñãëàæèâàþòñÿ. Ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èçìåðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäè�

ìîñòè ïðîèçâîäÿòñÿ ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå è êîíå÷íîì íàïðÿæåíèè ìåæäó ýëåêòðîäàìè,

îïèñàííûå âûøå îñöèëëÿöèè êîíäàêòàíñà äîëæíû �çàìûâàòüñÿ�. Ìîäåëèðóÿ ýòî �çàìûòèå�

ñ ïîìîùüþ óñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ïðèìåñåé, ïðèñóòñòâóþùèõ âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà

N/S, ïðè áîëüøîé êîíöåíòðàöèè ðàññåèâàòåëåé ìîæíî çàïèñàòü óíèâåðñàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè GSN è å¼ ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σG:

⟨GSN⟩ = G0N , σG = G0

√
N

4(2N + 1)
, (3.1)

çàâèñÿùèå ëèøü îò ÷èñëà ýëåêòðîííûõ êðàåâûõ êàíàëîâ N è ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñòîÿííûõ

2 Çäåñü ωc = eHvN/cPN , LH =
√

~c/|eH|, PN è vN � öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà, ìàãíèòíàÿ äëèíà, èìïóëüñ

è ñêîðîñòü Ôåðìè â äâóìåðíîé ïîäñèñòåìå, ââåä¼ííûå â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ.
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÷åðåç êâàíò ïðîâîäèìîñòè G0 = e2/π~. Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ñïåêòð êâàçè÷àñòèö íîðìàëüíîé

ïîäñèñòåìû ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü â âèäå çàâèñèìîñòè ÷èñëà ýëåêòðîííûõ êðàåâûõ êàíàëîâ N îò

ìàãíèòíîãî ïîëÿ è óðîâíÿ Ôåðìè. Ïðè óìåðåííîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñíûõ öåíòðîâ, êîãäà

óñðåäíÿþòñÿ â îñíîâíîì ôàçû ðàññåÿíèÿ, â óíèâåðñàëüíîì âûðàæåíèè (3.1), êðîìå ÷èñëà

êàíàëîâ, îñòà¼òñÿ òàêæå çàâèñèìîñòü îò íåêîòîðûõ ñðåäíèõ âåðîÿòíîñòåé τ1,2
3 ïðîõîæäåíèÿ

ýëåêòðîíîâ â ìîäû äâóõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ íà ãðàíèöå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì:

GSN = 2G0N [τ1(1− τ2) + τ2(1− τ1)] . (3.2)

Â ÷àñòè 3.2 ìû ðàññìîòðèì âûâîä óêàçàííûõ ôîðìóë è ïðèâåä¼ì òî÷íîå îïðåäåëåíèå äëÿ

âåëè÷èí τ1,2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü ñõîæåñòü ôîðìóëû (3.2) â ñèììåòðè÷íîì êîíòàêòå τ1 = τ2

ñ ôîðìóëîé [137] äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òîêà äðîáîâîãî øóìà [138] â êâàíòîâîì òî÷å÷�

íîì êîíòàêòå, ïîëó÷åííóþ â ïîäõîäå Ëàíäàóýðà [139, 140]. Îäíàêî îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû

τ1 â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òîêà äðîáîâîãî

øóìà, ãäå îíà îòâå÷àåò çà ïðîõîæäåíèå êâàçè÷àñòèöû èç îäíîãî êîíòàêòà â äðóãîé.

Âòîðàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäèìî�

ñòè íà êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ â 2D ÒÈ. Â íåé íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ïîäõîäà, ðàçâèòîãî

â ðàçäåëå 1.3, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êîíòàêòå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñî

ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ èçîòðîïíûì ñïàðèâàíèåì ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ýôôåêò àíèçîòðîïíîãî

ñìåøèâàíèÿ ïîäçîííûõ êîìïîíåíò â ÒÈ. Èíûìè ñëîâàìè, â ñïåêòðå êðàåâûõ ìîä, èçîòðîï�

íîì ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê ãðàíèöå, ôîðìèðóåòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü,

çàâèñÿùàÿ îò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè îòíîñèòåëüíî âåêòîðà rab, ñîåäèíÿþùåãî ïîäðåø¼ò�

êè ÒÈ. Ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ èç ñâåðõïðîâîäíèêà

â ïîäçîíû ñïåêòðà ÒÈ âáëèçè îïðåäåë¼ííîé îðèåíòàöèè ãðàíèöû ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü íå

îòêðûâàåòñÿ è íà ýòîé ãðàíèöå ôîðìèðóþòñÿ áåñùåëåâûå àíäðååâñêèå êðàåâûå ìîäû.

3.2. Îñîáåííîñòè òðàíñïîðòà â äâóìåðíûõ ñòðóêòóðàõ

�ñâåðõïðîâîäíèê - íîðìàëüíûé ìåòàëë� â êâàíòóþùèõ

ìàãíèòíûõ ïîëÿõ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè êîíòàêòîâ S-ÄÝÃ

è S-ãðàôåí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íîðìàëüíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû íàõîäèòñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì

3 Ìû ïîçâîëèëè ñåáå ïîâòîðåíèå îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ìíèìûìè âðåìåíàìè òåìïåðàòóð�

íîé ôóíêöèè Ãðèíà ðàçäåëà 1.3, ïîñêîëüêó â äàííîì ðàçäåëå íå áóäåò óïîìèíàíèÿ ïðî ôóíêöèè Ãðèíà

âîîáùå è ïðî òåìïåðàòóðíûå â ÷àñòíîñòè.
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ìàãíèòíîì ïîëå H â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà (ÊÝÕ). Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ðàäèóñ öèêëîòðîííîé îðáèòû rL
4 íîðìàëüíîé ÷àñòè ñèñòåìû ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèíû

ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ℓN è øèðèíû êîíòàêòà W , ïîýòîìó òðàíñïîðò â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ

êâàçè÷àñòè÷íûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè, ïðèæàòûìè ê ãðàíèöàì ðàçäåëà [141] �äâóìåðíàÿ

ïîäñèñòåìà-âàêóóì� è �äâóìåðíàÿ ïîäñèñòåìà-ñâåðõïðîâîäíèê� (ñì. ðèñ. 3.1), áåç ó÷¼òà ðàñ�

ñåÿíèÿ ìîä ïðîòèâîïîëîæíûõ êðà¼â îáðàçöà äðóã â äðóãà. Îêîëî êàæäîé ãðàíèöû ìû âûáè�

ðàåì êàëèáðîâêó ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîð-ïîòåíöèàë áûë íàïðàâëåí

âäîëü ãðàíèöû, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå ìîäû ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ âäîëü

òàêîé ãðàíèöû ñ ïðèæàòûìè ê íåé âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîåêöèÿ èì�

ïóëüñà âäîëü ãðàíèöû äëÿ ýòèõ ìîä ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Â ðåæèìå ÊÝÕ

Ðèñ. 3.1. Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ñèñòåìû: äâóìåðíàÿ ïîäñèñòåìà, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä íîðìàëüíûì

(ñíèçó) è ñâåðõïðîâîäÿùèì (ñâåðõó) ýëåêòðîäàìè, ïîìåùåíà â ïåðïåíäèêóëÿðíîå êâàíòóþùåå ìàã�

íèòíîå ïîëå H. Âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ (äûðîê), ëîêàëèçîâàííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàÿõ

îáðàçöà, îáîçíà÷åíû ñïëîøíûìè êðàñíûìè (ïóíêòèðíûìè ñèíèìè) ëèíèÿìè ñ óêàçàíèåì íàïðàâëå�

íèÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè. Ñìåøàííûå ýëåêòðîí-äûðî÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè, ïðèæàòûå ê ãðàíèöå

ðàçäåëà äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì, îáîçíà÷åíû âîëíèñòûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè.

Îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè ìîä âáëèçè óãëîâ çàøòðèõîâàíû. Âñòàâêà: ðàññåÿíèå ìîä, ëîêàëèçîâàííûõ

íà ãðàíèöå ñ èçîëÿòîðîì, â ìîäû íà ãðàíèöå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ âåðîÿòíîñòÿìè τ1 è (1− τ1).

ãðàíèöà ëîêàëèçàöèè ìîä çàâèñèò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òîëüêî îò íàïðàâëåíèÿ ãðóïïîâîé

4 Öèêëîòðîííûé ðàäèóñ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ñêîðîñòè Ôåðìè ê ýíåðãåòè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ

∆E ìåæäó óðîâíÿìè Ëàíäàó rL = ~vN/∆E. Äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà âûðàæåíèå äëÿ

ýòîé õàðàêòåðíîé ýíåðãèè ñòàíäàðòíîå ∆E = ~ωc, è âåëè÷èíà rL âûðàæàåòñÿ ÷åðåç öèêëîòðîííóþ ÷àñòîòó

rL = vN/ωc = PNc/|eH|, â òî âðåìÿ êàê â ãðàôåíå îïðåäåëÿþùåé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòíàÿ äëèíà

rL = ~vN/∆E ∼ LH , ïîñêîëüêó õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ÷åðåç íå¼:

∆E = ~vN
√
2/LH .
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ñêîðîñòè ýòèõ ìîä,5 à íå îò çàðÿäà êâàçè÷àñòèö, êàê â ñëó÷àå áåç ïîëÿ. Ïîýòîìó â ñëó÷àå

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïàäàþùèå íà ñâåðõïðîâîäÿùóþ ãðàíèöó ðàçäåëà êðàåâûå ìîäû

ïðèæàòû ê ëåâîé ãðàíèöå ñ èçîëÿòîðîì (ñì. íà ðèñ. 3.1 ãðàíèöà �a�), à îòðàæ¼ííûå ìîäû �

ê ïðàâîé (ãðàíèöà �c�). Â èòîãå â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ áåç ìàãíèòíîãî

ïîëÿ òðàíñïîðòíûå êàíàëû îêàçûâàþòñÿ ðàçäåëåííûìè â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñèëüíûå ìàãíèòíûå ïîëÿ íàðóøàþò ñâîéñòâî àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ ðàññåèâàòü ïàäàþùèå

êâàçè÷àñòèöû òî÷íî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.6

Êà÷åñòâåííî êàðòèíà òðàíñïîðòà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ýëåêòðîí, ïîïàäàþùèé èç íîðìàëüíîãî ýëåêòðîäà â äâóìåðíóþ ïîäñèñòåìó, ðàñïðî�

ñòðàíÿåòñÿ âäîëü ãðàíèöû �a� äî ñâåðõïðîâîäíèêà, ãäå îí ðàññåèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè τ1

è (1 − τ1) â äâå ãèáðèäíûå ýëåêòðîí-äûðî÷íûå (àíäðååâñêèå) ìîäû âäîëü ãðàíèöû �b� ñî

ñâåðõïðîâîäíèêîì. Àíàëîãè÷íî �ab�-óãëó ãèáðèäíûå ìîäû ïåðåðàññåèâàþòñÿ â ýëåêòðîííûå

è äûðî÷íûå ìîäû ãðàíèöû �c� ñ âåðîÿòíîñòÿìè τ2 è (1 − τ2). Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïåðåðàñ�

ñåÿíèÿ ìîä (τ1,2 = 0 èëè 1 îäíîâðåìåííî), êàæäûé ïàäàþùèé âäîëü ãðàíèöû �a� ýëåêòðîí â

èòîãå ðàññåèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ â ýëåêòðîííóþ ìîäó ãðàíèöû �c�, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ýëåê�

òðîí-äûðî÷íîé òðàíñôîðìàöèè â ýòîì ñëó÷àå ñòðîãî ðàâíà íóëþ, ÷òî ïðèâîäèò ê íóëåâîìó

çíà÷åíèþ ïîëíîãî êîíäàêòàíñà ñèñòåìû GSN (3.2). Èíûìè ñëîâàìè, èìåííî ïåðåìåøèâàíèå

ìîä ïðè ðàññåÿíèè îòâåòñòâåííî çà êâàçè÷àñòè÷íûé òðàíñïîðò ÷åðåç N/S-ãðàíèöó â ðàññìàò�

ðèâàåìîé ñèñòåìå. Â ýòîì êà÷åñòâåííîì ðàññìîòðåíèè ìû ïðåíåáðåãëè èíòåðôåðåíöèîííûìè

ýôôåêòàìè íà ãðàíèöå �b� ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì è ïðåäïîëàãàëè íàëè÷èå ëèøü ïî îäíîé ïàðå

òðàíñïîðòíûõ ìîä íà êàæäîé èç ãðàíèö (N = 1). Êðîìå òîãî, âñþäó çäåñü è äàëåå ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íîðìàëüíûé ýëåêòðîä èäåàëüíî ñîãëàñîâàí ñ äâóìåðíîé ïîäñèñòåìîé.

Ðåøåíèå âîïðîñà ñøèâêè êðàåâûõ ìîä âáëèçè óãëîâ, ãäå ìåíÿåòñÿ êàëèáðîâêà ïîëÿ,

â îáùåì âèäå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé è çàâèñèò îò äåòàëåé ãåîìåòðèè ñèñòåìû.

Ðàíåå ýòîò âîïðîñ áûë ðàññìîòðåí â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ:

(1) Íà îñíîâå êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà ýëåêòðîííûõ êðàåâûõ

5 Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ãðàôåí ïðè íåêîòîðûõ îðèåíòàöèÿõ ãðàíèö îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷å�

ñêèõ îñåé, êîãäà ñðåäè ëîêàëèçîâàííûõ ó îäíîé ãðàíèöû ìîä åñòü äâå (ýëåêòðîííàÿ è äûðî÷íàÿ), ãðóïïîâûå

ñêîðîñòè êîòîðûõ íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ñì. ïîäðàçäåë 3.2.5. Êðîìå òîãî, íàïðàâëåíèå

ãðóïïîâîé ñêîðîñòè äûðî÷íûõ êðàåâûõ ìîä ìîæåò áûòü ïðîòèâîïîëîæíûì îòíîñèòåëüíî ñëó÷àÿ ýëåêòðîí�

íûõ ìîä, åñëè äûðêà íàõîäèòñÿ â âàëåíòíîé çîíå, à íå çîíå ïðîâîäèìîñòè. Ñì. ðàáîòó [61], ïîñâÿù¼ííóþ

ýôôåêòó çåðêàëüíîãî àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ.
6 Çäåñü ìû èìååì â âèäó ïðèáëèæåíèå íóëåâûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñêîðîñòåé âäîëü ãðàíèöû ðàçäåëà è

ïðåíåáðåãàåì èìïóëüñîì êóïåðîâñêîé ïàðû, âîçíèêøåé ïðè àíäðååâñêîì îòðàæåíèè, ïî ñðàâíåíèþ ñ èìïóëü�

ñàìè êâàçè÷àñòèö (ïîðÿäêà èìïóëüñà Ôåðìè).
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ìîä N ≫ 1 íà êàæäîé ãðàíèöå ÄÝÃ ñ èçîëÿòîðîì, êîãäà êðàåâûå ìîäû ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû â âèäå öèêëîòðîííûõ îðáèò, �ñêà÷óùèõ� âäîëü ãðàíèö ðàçäåëà [69]. Ýòîò

ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì óðîâíÿì Ôåðìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì

∆E ìåæäó óðîâíÿìè Ëàíäàó µ ≫ ∆E è õàðàêòåðèçóåòñÿ îñöèëëèðóþùèì ïîâåäåíèåì

äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè GSN îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, øèðèíû êîíòàêòàW è/èëè

ýíåðãèè Ôåðìè. Äàííûé ìåòîä ïîäðîáíûì îáðàçîì ðàçîáðàí â ðàáîòàõ [68, 69, 71, 136].

(2) Â êâàíòîâîì ïðåäåëå äëÿ ãðàôåíà, êîãäà âäîëü êàæäîé ãðàíèöû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

ëèøü ïî îäíîé ïàðå ìîä [72, 75]. Â ýòîì ñëó÷àå êîíäàêòàíñ ñèñòåìû SG áûë ðàññìîò�

ðåí â îòñóòñòâèå ïåðåðàññåÿíèÿ ìîä ðàçíûõ ãðàíèö [72], òî åñòü â ñëó÷àå èäåàëüíîãî

ñîãëàñîâàíèÿ ýëåêòðîííîé è äûðî÷íîé ìîäû êðàÿ ãðàôåíà ñ äâóìÿ ãèáðèäíûìè ìî�

äàìè, ëîêàëèçîâàííûìè íà ãðàíèöå ãðàôåíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì. Ýòîò ïðåäåë áóäåò

ðàññìîòðåí äàëåå äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé íàøèõ âû÷èñëåíèé.

Ñóùåñòâóåò òàêæå äðóãîé ìåòîä ñøèâêè îäíîìîäîâûõ êðàåâûõ êàíàëîâ íà ïåðåñåêàþ�

ùèõñÿ ãðàíèöàõ. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ìåòîä áûë ðàçâèò äëÿ ïðåäåëüíî ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïî�

ëåé (H > Hc3) â ñâåðõïðîâîäíèêå ñ ãðàíèöåé â âèäå äâóãðàííîãî óãëà â ðàáîòå [142]. Ñøèâêà

âåêòîð-ïîòåíöèàëà, íàïðàâëåííîãî âäîëü ñòîðîí óãëà âáëèçè ãðàíèö îáðàçöà, â ýòîì ñëó÷àå

ïðîèçâåäåíà çà ñ÷¼ò ââåäåíèÿ ñêà÷êà òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè íà

áèññåêòðèñå äâóãðàííîãî óãëà. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñêà÷êà îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì öåïî÷�

êè ñâåðõïðîâîäÿùèõ âèõðåé âäîëü áèññåêòðèñû. Ê ñîæàëåíèþ, ê íàøåé çàäà÷å ýòîò ìåòîä

ïðèìåí¼í áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå òðàíñïîðò âäîëü êàæäîé

ãðàíèöû îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì ïîñðåäñòâîì äâóõ ìîä (ýëåêòðîííîé è äûðî÷íîé â

ñëó÷àå ãðàíèöû ñ èçîëÿòîðîì).

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íå ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîäÿùóþ

÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëèçóåìî â ãðà�

ôåíå äëÿ ýëåêòðîäîâ èç ðàçëè÷íûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ìàòåðèàëîâ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè

êðèòè÷åñêèìè ïîëÿìè (ñì. [65�67] è äðóãèå) â ñâÿçè ñ ðåàëèçàöèåé ðåæèìà ÊÝÕ â ãðàôåíå â

ìàãíèòíûõ ïîëÿõ íèæå êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà. Â äàííîì ðàçäåëå ìû âû÷èñëèì

äèôôåðåíöèàëüíîå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå GSN N/S-ãðàíèöû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà

êðàåâûõ ìîä íà êàæäîé ãðàíèöå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðåðàññåÿíèå êðàåâûõ ìîä âáëèçè

óãëîâ (ñì. ðèñ. 3.1).

Äëÿ ñøèâêè êðàåâûõ ìîä ðàçíûõ ãðàíèö, áàçèñ êîòîðûõ ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 3.2.1,

èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàòðèö ðàññåÿíèÿ (ñì. ðàçäåë 3.2.2), â êîòîðîì ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè

ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòåé ðàññåÿíèÿ ìîä ðàçíûõ ãðàíèö
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äðóã â äðóãà ñ ó÷¼òîì ñèììåòðèé ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò äàòü ïðîñòîå

îáúÿñíåíèå îñöèëëÿöèé êîíäàêòàíñà, óïîìÿíóòûõ âûøå, è óâèäåòü èõ çàâèñèìîñòü îò ïàðà�

ìåòðîâ ðàññåÿíèÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü â ðàçäåëå 3.2.3 íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà áóäåò ðàññìîòðåí

êâàíòîâûé ïðåäåë N = 1 êàê äëÿ ñèñòåìû íà îñíîâå ãðàôåíà, òàê è íà îñíîâå ÄÝÃ.

Äëÿ îïèñàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà òðàíñ�

ïîðòíûõ êðàåâûõ êàíàëîâ áóäóò ðàññìîòðåíû óñðåäí¼ííûå âåëè÷èíû êîíäàêòàíñà GSN è åãî

äèñïåðñèè σ2
G ïî ðåàëèçàöèÿì ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé â îáëàñòÿõ ðàññåÿ�

íèÿ êðàåâûõ ìîä âáëèçè óãëîâ (ñì. çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè íà ðèñ. 3.1). Íà ìàòåìàòè÷åñêîì

ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëó÷àéíûìè è ðàâíîìåðíî ðàñ�

ïðåäåë¼ííûìè íà ãðóïïå èõ ñèììåòðèè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë íàì â ðàçäåëå 3.2.4 íàéòè

óíèâåðñàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí êîíäàêòàíñà è åãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ

(3.1, 3.2). Â âûðàæåíèè äëÿ ñðåäíåãî êîíäàêòàíñà èç óðàâíåíèÿ (3.1) âêëàä îò êàæäîé èç N

ýëåêòðîííûõ òðàíñïîðòíûõ ìîä â êîíäàêòàíñ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì êâàíòó ïðîâîäèìîñòè G0

âìåñòî óäâîåííîé âåëè÷èíû 2G0 â áàëëèñòè÷åñêîì ïðåäåëå N/S-èíòåðôåéñà â îòñóòñòâèå ïî�

ëÿ. Ïîäàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ñâÿçàíî ñ ìíîãîêðàòíûì ïåðåðàññåÿíèåì

ìîä âáëèçè óãëîâ, ïðèâîäÿùèì ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íîñèòåëåé çàðÿäà ïî òðàíñ�

ïîðòíûì ìîäàì, ïîêèäàþùèì ñèñòåìó (âäîëü ãðàíèöû �c�). Â èòîãå èç ýëåêòðîí-äûðî÷íîé

ñèììåòðèè ñèñòåìû âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ çàïîëíåííîãî äûðî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ãðàíèöû

�c� ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1/2. Òàêîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íîñèòåëåé çàðÿäà ïî ìîäàì

ïðè ñëó÷àéíîì ðàññåÿíèè àíàëîãè÷íî íàéäåííîìó â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè [75] ðàññìàò�

ðèâàåìîé ñèñòåìû â äèôôóçèîííîì ïðåäåëå (ïðè ó÷¼òå ñëó÷àéíîé äîáàâêè ê ýíåðãèè íà âñåõ

àòîìàõ íîðìàëüíîé ïîäñèñòåìû â ìåòîäå ñèëüíîé ñâÿçè).

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìû ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå òðàíñïîðòíûõ êàíàëîâ ëèøü

êðàåâûå ìîäû. Ýòîò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì çíà÷åíèÿì öèêëîòðîííûõ ðà�

äèóñîâ íå òîëüêî ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ℓN , íî è ñ øèðèíîé êîíòàêòà W

(ñì. ðèñ. 3.1). Ïîäîáíîå óñëîâèå íàêëàäûâàåò ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó N .

Â ñàìîì äåëå, ÷èñëî êðàåâûõ ìîä îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì öèêëîòðîííîãî ðàäèóñà è äëè�

íû âîëíû Ôåðìè λN êàê äëÿ ÄÝÃ, òàê è äëÿ ãðàôåíà. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ýëåêòðîííûõ òðàíñïîðòíûõ ìîä, ïðè êîòîðîì åù¼ ðàáîòàåò íàøå ïðèáëèæåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì N . min(W, ℓN)/λN . Ïðè òèïè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ [71, 136]

ýòà âåëè÷èíà îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà N ∼ 10.
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3.2.1. Òðàíñïîðòíûå ìîäû, ëîêàëèçîâàííûå íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà â êâàíòóþùèõ

ìàãíèòíûõ ïîëÿõ

Â ðàññìîòðåííîì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìåòîäå ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ðàññåÿíèÿ ñâÿçûâà�

þòñÿ àìïëèòóäû âîëíîâûõ ôóíêöèé ìîä, ïàäàþùèõ íà îáëàñòü ðàññåÿíèÿ è ïîêèäàþùèõ å¼,

çàïèñàííûå â íåêîòîðîì áàçèñå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåä ïåðåõîäîì ê ïîäîáíîìó îïèñàíèþ íàì

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü áàçèñ âîëíîâûõ ôóíêöèé âáëèçè ãðàíèö ñ èçîëÿòîðîì è ñâåðõïðîâîä�

íèêîì êàê â ãðàôåíå, òàê è ÄÝÃ â ðåæèìå ÊÝÕ, ÷åìó è ïîñâÿù¼í äàííûé ðàçäåë. Â ÄÝÃ

êîíöåïöèÿ òðàíñïîðòà ïî êðàåâûì ñîñòîÿíèÿì â ðåæèìå ÊÝÕ ðàçâèâàëàñü â 1980-õ ãîäàõ

(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [143, 144]). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò, íåîáõîäèìûå íàì äëÿ

äàëüíåéøèõ âûêëàäîê, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êà÷åñòâåííûõ ãðàôèêîâ ñïåêòðà êðàåâûõ

ñîñòîÿíèé (ñì. ðèñ. 3.2a, á) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà kb

âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ̂ = Ψ̂(x)eikby âäîëü ãðàíèöû x = 0. Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëà�

Э
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уровень Ферми

Продольный волновой
вектор k

Энергия
E

b

D

-D

(б)

Ðèñ. 3.2. Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ñïåêòðà En(kb) ýëåêòðîííûõ (êðàñíûå ñïëîøíûå êðèâûå) è äû�

ðî÷íûõ (ñèíèå ïóíêòèðíûå êðèâûå) êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà â

çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî âåêòîðà kb âäîëü ãðàíèöû: (à) ÄÝÃ ñ èçîëÿòîðîì; (á) ÄÝÃ ñî ñâåðõïðî�

âîäíèêîì; (â) ãðàôåíà ñ èçîëÿòîðîì; (ã) ãðàôåíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì.

ãàòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå n íàïðàâëåíà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè

Ox, ïîýòîìó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ̂(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.4) äëÿ ãðàíèöû

ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì è Ψ̂ = 0 äëÿ ãðàíèöû ñ èçîëÿòîðîì ïðè x = 0. Êðîìå òîãî, Ψ̂(x) ñïàäàåò
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âãëóáü îáðàçöà ïðè x → ∞. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñùåïëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ âåòâåé,

îòâå÷àþùèõ ðàçíûì ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì, èç-çà ýôôåêòà Çååìàíà ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ�

ñòîÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìè Ëàíäàó, èíûìè ñëîâàìè, áóäåì ïðåíåáðåãàòü âñåìè ñïèíîâûìè

ýôôåêòàìè, ñ÷èòàÿ êâàçè÷àñòèöû áåññïèíîâûìè. Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [19],

ïðåíåáðåãàòü çååìàíîâñêèì ðàñùåïëåíèåì â ãðàôåíå ìîæíî âïëîòü äî äîâîëüíî áîëüøèõ

çíà÷åíèé ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ N ∼ 104 äàæå â ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ïî�

ðÿäêà |H| ∼ 10 Òë. Âïëîòü äî ýòèõ çíà÷åíèé ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ êîðíåâîé ñïåêòð óðîâíåé

Ëàíäàó EN = ~vN
√
2N/LH åù¼ ïðåâîñõîäèò ðàñùåïëåíèå Çååìàíà ∼ µBH. Äëÿ ïðîñòîòû

âûáåðåì íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàê, ÷òîáû çíàê ïðîèçâåäåíèÿ çàðÿäà ýëåêòðîíà e íà

ïðîåêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ H íà îñü Oz áûë ïîëîæèòåëåí eH > 0. Èç ãðàôèêîâ 3.2a, á âèä�

íî, ÷òî êîëè÷åñòâî êðàåâûõ ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè â ÄÝÃ ðàâíî êîëè÷åñòâó îáú¼ìíûõ

óðîâíåé Ëàíäàó ïîä óðîâíåì Ôåðìè, à íàïðàâëåíèÿ èõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ

íàêëîíîì ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé, êàê äëÿ ýëåêòðîíîâ, òàê è äëÿ äûðîê ñîâïàäàþò. Áåç ó÷¼òà

âûðîæäåíèÿ ïî ñïèíó êàæäàÿ ñïåêòðàëüíàÿ âåòâü â ÄÝÃ îòâå÷àåò îäíîìó êðàåâîìó ñîñòî�

ÿíèþ. Ñïåêòðû En(kb) òðàíñïîðòíûõ ìîä, ëîêàëèçîâàííûõ íà ãðàíèöå ÄÝÃ ñ èçîëÿòîðîì

è ñâåðõïðîâîäíèêîì, âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè îòëè÷àþòñÿ ìàëî, îäíàêî âîëíîâûå ôóíêöèè,

óäîâëåòâîðÿÿ ðàçíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (ñì. âûøå), îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷�

íûìè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áîãîëþáîâà - äå Æåíà (1.1) ñ êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì

Ȟ =
(
P̂− e

c
A
)2
/2mN , ñïàäàþùåå â ïîëóïëîñêîñòè x > 0, â ñîîòâåòñòâóþùåé êàëèáðîâêå

ìàãíèòíîãî ïîëÿ A = Hxy0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà Dp(x)

[145]:

u(x) = CuDε2D,+
(
√
2x/LH −X0) ; v(x) = CvDε2D,−(

√
2x/LH +X0) (3.3)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè Cu,v, áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè ýíåðãèè ε2D,± = (µ ±

E)/(~ωc) − 1/2 ñ ó÷¼òîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è êîîðäèíàòîé öåíòðà êâàçèêëàññè÷åñêîé

öèêëîòðîííîé îðáèòû X0 =
√
2kbLH , âûðàæåííîé ÷åðåç ïðîäîëüíûé âîëíîâîé âåêòîð. Ýëåê�

òðîííûé è äûðî÷íûé ñïåêòðû ñîñòîÿíèé âáëèçè êðàÿ ÄÝÃ îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè ôóíêöèé

Dε2D,±(∓X0). Â òî æå âðåìÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñâåðõïðîâîäÿùåì èíòåðôåéñå (1.4), ñâÿ�

çûâàþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ, äàþò ñïåêòð, ñõåìàòè÷íî èçîáðàæ¼ííûé íà

ðèñ. 3.2á:

[
XβDε2D,+

(−X0)− 2ε2D,+Dε2D,++1(−X0)
] [
XβDε2D,−(X0) + 2ε2D,−Dε2D,−+1(X0)

]
=

= Y 2
0 Dε2D,−(X0)Dε2D,+

(−X0) . (3.4)

Çäåñü Xβ = X0 sin β + Y0 cos β, Y0 =
√
2k⊥LH , k

2
⊥ = k2S − k2b .
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Â ãðàôåíå, ðèñ. 3.2â, ã, ïðè ñèììåòðè÷íîé çàïèñè ãàìèëüòîíèàíà (1.2) â äîëèííûõ

ïåðåìåííûõ, âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ îïðåäåë¼ííîé äîëèíå η = ± ýëåêòðîííîé

âîëíîâîé ôóíêöèè, Ψ̂πη = eikby
(
ûπη(x), v̂πη(x)

)
êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÁäÆ (1.1), ñïàäàþùèå

â ïîëóïëîñêîñòè x > 0, â êàëèáðîâêå ìàãíèòíîãî ïîëÿ A = Hxy0 ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé ñ

òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ:

ûπη(x) = Cη
uŵ

(√
2x

LH

−X0, ε+

)
; v̂πη(x) = Cη

v iσyŵ
∗

(√
2x

LH

+X0, ε−

)
. (3.5)

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ ŵ(X, ε) =
(
Dε2(X), −iεDε2−1(X)

)T
íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà η.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû áåçðàçìåðíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ïåðåìåííûå ε± = (µ±E)LH/(
√
2~vN). Èç�

çà ðàçëè÷èÿ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ôóíêöèé äâóõ äîëèíK èK′ êàæäûé óðîâåíü Ëàíäàó

âáëèçè ãðàíèöû ñ èçîëÿòîðîì ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå âåòâè7. Òî åñòü ñíèìàåòñÿ äîëèííîå âû�

ðîæäåíèå îáú¼ìíûõ óðîâíåé Ëàíäàó. Îäíàêî ðàñùåïëåíèå íóëåâîãî óðîâíÿ Ëàíäàó â ýòîì

ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ñ ôîðìèðîâàíèåì îäíîé êðàåâîé ìîäû ïðè îïðåäåë¼ííîì çíàêå óðîâíÿ

Ôåðìè (ïîëîæèòåëüíîì èëè îòðèöàòåëüíîì), â îòëè÷èå îò áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé Ëàíäàó

(ñì. Ðèñ. 3.4â è ã), ãäå äèñïåðñèÿ ðàñùåïë¼ííûõ âåòâåé îòëè÷àåòñÿ íå î÷åíü çíà÷èòåëüíî.

Áëàãîäàðÿ íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò èçîñïèíîâûõ èíäåêñîâ, îáùèå ãðàíè÷íûå óñëî�

âèÿ (1.6) íà êðàþ ãðàôåíà ìîæíî óäîâëåòâîðèòü (υ,π) |±υ⟩ = ± |±υ⟩ ñ ïîìîùüþ ñîá�

ñòâåííûõ âåêòîðîâ |±υ⟩ ìàòðèöû (υ,π), çàâèñÿùåé îò åäèíè÷íîãî âåêòîðà υ. Ïîñêîëü�

êó ñâåðõïðîâîäíèê ñ ñèíãëåòíûì ñïàðèâàíèåì ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ýëåêòðîíû è äûðêè

ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè, ââåä¼ì äëÿ óäîáñòâà âîëíîâûå ôóíêöèè â âèäå Ψ̂± =(
|±υ⟩⊗ ûπ+, |∓υ⟩⊗ v̂π+

)
, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îðòîãîíàëüíûì äîëèííûì ôóíê�

öèÿì äëÿ ýëåêòðîííîé è äûðî÷íîé êîìïîíåíò. Ïðè âûáîðå ðåøåíèé, äèàãîíàëèçóþùèõ ìàò�

ðèöó (υ,π), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâÿçûâàþò ëèøü êîìïîíåíòû ôóíêöèè ŵ(X, ε) ìåæäó ñîáîé:

Ψ̂± = ±τz ⊗ π0 ⊗ (n⊥, σ)Ψ̂± . (3.6)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ |υm⟩ = (cos θm/2, e
iχm sin θm/2)

T
è |−υm⟩ = (sin θm/2,−eiχm cos θm/2)

T
, m = 1, 2,

7 Äëÿ ïðîñòîòû íà ñõåìàòè÷íîì ðèñóíêå ìû îñòàâèëè âûñøèå óðîâíè Ëàíäàó íåðàñùåïë¼ííûìè ìåæäó

ñîáîé, òàê êàê äèñïåðñèÿ êðàåâûõ ìîä ýòèõ óðîâíåé áëèçêà. Òî÷íîå èçîáðàæåíèå ñïåêòðà âáëèçè ãðàíèöû ñ

èçîëÿòîðîì ïðåäñòàâëåíî, íàïðèìåð, íà Ðèñ. 3.4.
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îòâå÷àþùèõ äâóì êðàÿì ãðàôåíà:

⟨υ1|η1υ1⟩ = δη1,0 , (3.7a)

⟨−υ1| − υ2⟩ = ⟨υ1|υ2⟩∗ , (3.7b)

⟨−υ1|υ2⟩ = −⟨υ1| − υ2⟩∗ , (3.7c)

|⟨η1υ1|η2υ2⟩|2 =
1

2
(1 + η1η2υ1 · υ2) . (3.7d)

Çäåñü υ1,2 = (sin θ1,2 cosχ1,2; sin θ1,2 sinχ1,2; cos θ1,2) � èçîñïèíîâûå âåêòîðà äâóõ ðàçíûõ ãðà�

íèö (�a� è �c�), à η1,2 = ±1 � èíäåêñû, îòâå÷àþùèå îäíîìó èç äâóõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿ�

íèé êàæäîé ãðàíèöû. Ñëåäóÿ ðàáîòå [72], ìîæíî çàïèñàòü íåÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà

êðàåâûõ ñîñòîÿíèé âáëèçè ãðàíèöû ñ èçîëÿòîðîì (3.6) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà n⊥ =

y0 · sin θn + z0 · cos θn, ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèåì h± = Dε2±
(∓X0)/[ε±Dε2±−1(∓X0)] äëÿ îòíîøå�

íèÿ êîìïîíåíò ôóíêöèè ŵ(X, ε):

h+ =

{
cotan(θn/2), äëÿ û+
− tan(θn/2), äëÿ û−

. (3.8)

Ðåçóëüòàò äëÿ äûðî÷íûõ êîìïîíåíò v̂± âîëíîâîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé ε+ → ε−,

X0 → −X0 è |±υ⟩ → |∓υ⟩.

Íà ãðàíèöå ðàçäåëà �ñâåðõïðîâîäíèê - ãðàôåí�, ãäå äåéñòâóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

(1.3), íåÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà, ñõåìàòè÷íî èçîáðàæ¼ííîãî íà ãðàôèêå 3.2ã, ïîñëå

ïîäñòàíîâêè ðåøåíèé â ôîðìå (3.5) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå [72]:

E(h+h− + 1) =
√
∆2

ind − E2(h+ − h−) . (3.9)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ÄÝÃ 3.2á, â ãðàôåíå êîíòàêò ñî ñâåðõïðîâîä�

íèêîì ïðèâîäèò ê äâóêðàòíîìó âûðîæäåíèþ àíäðååâñêèõ ñîñòîÿíèé âáëèçè N/S ãðàíèöû

3.2ã. Ïîýòîìó íèæíèé óðîâåíü Ëàíäàó ôîðìèðóåò äâå êðàåâûå ìîäû ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì

èìïóëüñà âäîëü ñâåðõïðîâîäÿùåé ãðàíèöû �b�.

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìè Ëàíäàó òðàíñ�

ïîðò â íèçêîðàçìåðíûõ ñèñòåìàõ, ïîìåù¼ííûõ â êâàíòóþùèå ìàãíèòíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿåòñÿ

êðàåâûìè ìîäàìè íà óðîâíå Ôåðìè E = 0. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè òðàíñïîðò�

íûõ õàðàêòåðèñòèê â òàêèõ ñèñòåìàõ â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [66]) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäèêà

èçìåðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè â çàâèñèìîñòè îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïîñòî�

ÿííîì ôàêòîðå çàïîëíåíèÿ óðîâíåé Ëàíäàó Ñ8. Ýòîò ðåæèì äîñòèãàåòñÿ îäíîâðåìåííûì

èçìåíåíèåì óðîâíÿ Ôåðìè (â ãðàôåíå ýòî äåëàåòñÿ çà ñ÷¼ò ýôôåêòà ïîëÿ) è àìïëèòóäû

8 Ñ = µ/~ωc − 1/2 äëÿ äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà è Ñ = µLH/(
√
2~vN ) äëÿ ãðàôåíà.
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ïðèëîæåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê êàê âåëè÷èíû áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè äëÿ ìîä íà óðîâíå

Ôåðìè ðàâíû ôàêòîðó çàïîëíåíèÿ ε± = Ñ , òî óâåëè÷åíèå ïîëÿ ïðèâîäèò çà ñ÷¼ò óìåíüøåíèÿ

ìàãíèòíîé äëèíû LH ëèøü èçìåíåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà ëîêàëèçàöèè âîëíîâûõ

ôóíêöèé âáëèçè ãðàíèö. Â èòîãå, ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñåé èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî

ïîëÿ ýêâèâàëåíòíî äëÿ êðàåâûõ ìîä ýôôåêòèâíîìó èçìåíåíèþ øèðèíû êîíòàêòà W .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïîäðàçäåëå áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ êðàåâûõ ìîä â ÄÝÃ

(3.3) è ãðàôåíå (3.5), êîòîðûå ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.4) è (1.3, 1.6)

ñîîòâåòñòâåííî äàþò íåÿâíûå âûðàæåíèÿ (3.4) è (3.8, 3.9) äëÿ ñïåêòðîâ, ñõåìàòè÷íî èçîáðà�

æ¼ííûõ íà ãðàôèêàõ 3.2.

3.2.2. Ìåòîä ìàòðèö ðàññåÿíèÿ

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà ìàòðèö ðàññåÿíèÿ è ïðè�

ìåíåíèå åãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè N/S - êîíòàêòà â ìàãíèòíîì

ïîëå. Ñóòü ìåòîäà ìàòðèö ðàññåÿíèÿ [135] â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî òðàíñïîðòà ñâîäèòñÿ ê òîìó,

÷òî àìïëèòóäû ïàäàþùèõ â îáëàñòü ðàññåÿíèÿ ìîä |in⟩ = (|inL⟩ , |inR⟩)T êàê èç ëåâîãî êîí�

òàêòà |inL⟩, òàê è èç ïðàâîãî |inR⟩, ñâÿçûâàþòñÿ ñ àìïëèòóäàìè ìîä |out⟩ = (|outL⟩ , |outR⟩)T ,

ïîêèäàþùèõ ýòó îáëàñòü â òå æå êîíòàêòû |outL⟩ è |outR⟩, ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ðàññåÿ�

íèÿ Ŝ0: |out⟩ = Ŝ0 |in⟩ . Àëüòåðíàòèâíûì îïèñàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü àìïëèòóä ìîä |L⟩ =

(|inL⟩ , |outL⟩)T , ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ëåâîì êîíòàêòå îòíîñèòåëüíî îáëàñòè ðàññåÿíèÿ, ñ

ìîäàìè |R⟩ = (|inR⟩ , |outR⟩)T â ïðàâîì êîíòàêòå: |R⟩ = M̂0 |L⟩ . Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû

M̂0, ñâÿçûâàþùèå |R⟩ è |L⟩ êîìïîíåíòû, íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè ïðîõîæäåíèÿ (èëè òðàíñ�

ôåð-ìàòðèöàìè). Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ìàòðèö ðàññåÿíèÿ Ŝ0 ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ïîòîêà

âåðîÿòíîñòè ⟨in|in⟩ = ⟨out|out⟩, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ â ñâîéñòâå èõ óíèòàðíîñòè:

Ŝ+
0 Ŝ0 = 1̂ . (3.10)

Áëàãîäàðÿ åäèíîìó íàïðàâëåíèþ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé vn = ∂En/∂kb âñåõ ìîä (ñì. ðèñ. 3.2),

â íàøåì ñëó÷àå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ è òðàíñôåð-ìàòðèöû ñîâïàäàþò. Ââåä¼ì äëÿ ñëó÷àÿ

ãðàôåíà ñëåäóþùèå ìàòðèöû

• Ìàòðèöà T̂1, îïèñûâàþùàÿ ðàññåÿíèå â îáëàñòè �ab� óãëà, ñâÿçûâàåò àìïëèòóäû ýëåê�

òðîííûõ ua è äûðî÷íûõ va ìîä Ψ̂
(1)
± , ëîêàëèçîâàííûõ íà ãðàíèöå �a� ñ èçîëÿòîðîì è

óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.6) ñ èçîñïèíîâûì âåêòîðîì υ1, ñ àìïëèòóäà�

ìè ñìåøàííûõ ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ñîñòîÿíèé g± íà ñâåðõïðîâîäÿùåì èíòåðôåéñå �b�,

âîëíîâûå ôóíêöèè Ψ̂± êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.3) è îòâå÷àþò

èçîñïèíîâîìó âåêòîðó υ: (g+, g−)
T = T̂1 (ua, va)

T .
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• Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óíèòàðíàÿ ìàòðèöà T̂2 ñâÿçûâàåò ãèáðèäíûå ìîäû g± ãðàíèöû

ðàçäåëà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì â îáëàñòè ðàññåÿíèÿ �bc� ñ ýëåêòðîííûìè è äûðî÷íû�

ìè ñîñòîÿíèÿìè (uc è vc) �c�-êðàÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè Ψ̂
(2)
± è

èçîñïèíîâûì âåêòîðîì υ2: (uc, vc)
T = T̂2 (g+, g−)

T .

• Ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ìîä g± áóäåì ñ÷èòàòü êîãåðåíòíûì, ïîýòîìó èõ

ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ Λ̂W âäîëü ñâåðõïðîâîäÿùåãî èíòåðôåéñà øèðèíû W áóäåò

ëèøü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé íàáîðà ôàç.

Äëÿ ñèñòåìû íà îñíîâå äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèö àíàëîãè÷íûå ðàñ�

ñìîòðåííûì, çà èñêëþ÷åíèåì ñëîâ îá èçîñïèíîâûõ âåêòîðàõ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ÁäÆ (1.1) îáëàäàþò ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ñèììåò�

ðèåé Ψ̌ → iτyT Ψ̌, ðåàëèçóþùåéñÿ ïðè ñìåíå ýëåêòðîííûõ è äûðî÷íûõ êîìïîíåíò âîëíîâîé

ôóíêöèè ìåñòàìè ñ îäíîâðåìåííîé çàìåíîé çíàêà ýíåðãèè E, îòñ÷èòûâàåìîé îò óðîâíÿ Ôåð�

ìè µ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó óäîáíî âûáðàòü ãðóïïû g+ è g− ãèáðèäíûõ ìîä íà ñâåðõïðî�

âîäÿùåì èíòåðôåéñå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè ïåðåõîäèëè îäíà â äðóãóþ ïðè ïðèìåíåíèè

òàêîé ñèììåòðèè. Íà ãðàíèöàõ �a�, �c� ñ èçîëÿòîðîì òàêîå äåëåíèå ïðîèñõîäèò åñòåñòâåííûì

îáðàçîì íà ýëåêòðîííûå è äûðî÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè.

Ïðè ýòîì ïîëíóþ ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ Ŝ, ñâÿçûâàþùóþ àìïëèòóäû ýëåêòðîííûõ è

äûðî÷íûõ ìîä ëåâîé (ua è va) è ïðàâîé (uc è vc) ãðàíèö è âûðàæàþùóþñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå

ââåä¼ííûõ âûøå ìàòðèö, óäîáíî ðàçáèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðå áëîêà ðàçìåðîì N ×N

êàæäûé:

Ŝ =

ŝee ŝeh

ŝhe ŝhh

 def
= T̂2Λ̂LT̂1 . (3.11)

Çäåñü Λ̂W = diag
(
eik1W , . . . eikNW , e−ik1W , . . . e−ikNW

)
ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè kn ãèáðèäíûõ

ìîä g+ âäîëü ãðàíèöû 2D ïîäñèñòåìû ñî ñâåðõïðîâîäÿùèì ýëåêòðîäîì, íàéäåííûìè èç ïå�

ðåñå÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ âåòâåé ãðàíèöû ñ óðîâíåì Ôåðìè En(kn) = 0.

Íà ÿçûêå ìàòðèö ðàññåÿíèÿ T̂1, T̂2, Ŝ óêàçàííàÿ âûøå ýëåêòðîí-äûðî÷íàÿ ñèììåòðèÿ

(êàê äëÿ ãðàôåíà, òàê è äëÿ ÄÝÃ) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ŝ = τyŜ
∗τy , (3.12)

ãäå Ŝ∗ � êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà Ŝ. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, �4 Ãë. 8 â [146]), ÷òî

òàêîé íàáîð ìàòðèö îáðàçóåò êîìïàêòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Sp(2N) = {X̂ : X̂X̂+ =

1̂2N , X̂
T ĴX̂+ Ĵ = 0} 2N×2N - ìàòðèö X̂, ãäå Ĵ = iτy⊗ 1̂N , à 1̂m � åäèíè÷íàÿ m×m - ìàòðèöà.
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Â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (3.11) è

T̂1 =

t̂+e t̂+h

t̂−e t̂−h

 , T̂2 =

t̂e+ t̂e−

t̂h+ t̂h−

 (3.13)

ìàòðè÷íàÿ ñèììåòðèÿ (3.12) òð¼õ óêàçàííûõ ìàòðèö T̂1, T̂2, Ŝ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ŝhh = ŝ∗ee, ŝeh = −ŝ∗he, t∓h = ±t∗±e, th∓ = ±t∗e±.

Äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöû T̂1 (T̂2), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (3.10, 3.12),

ñóùåñòâóåò ïîëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ9 ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì τ
(n)
1 (τ

(n)
2 ) êâàäðàòà íåäèàãî�

íàëüíîãî áëîêà t̂+−et̂−e (t̂
+
e−t̂e−), îòâå÷àþùèì âåðîÿòíîñòÿì ïðîõîæäåíèÿ ìåæäó ìîäàìè [147]:

T̂m = α̂mΘ̂mβ̂m , (3.14)

ãäå

α̂m =

Âm 0

0 Â∗
m

 , β̂m =

B̂m 0

0 B̂∗
m

 , Θ̂m =

√
1− τ̂m

√
τ̂m

−
√
τ̂m

√
1− τ̂m

 ,

è óíèòàðíûå ìàòðèöû Âm, B̂m õàðàêòåðèçóþò ôàçû ðàññåÿíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ìàòðèöû τ̂m =

diag(τ
(1)
m , . . . , τ

(N)
m ) äèàãîíàëüíû.

Çäåñü è äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàáîòàòü ïðè ìàëûõ òåìïåðàòóðàõ, ïðåíå�

áðåãàÿ òåìïåðàòóðíûì ðàçìûòèåì ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà ïî ýíåðãèè. Â

ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü N/S-êîíòàêòà îïðåäåëÿåòñÿ òðàíñïîðòíûìè

ìîäàìè òî÷íî íà óðîâíå Ôåðìè E = 0 è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [135]:

GSN = G0 tr
(
Î − ŝ+eeŝee + ŝ+ehŝeh

)
= 2G0 tr

(
ŝ+ehŝeh

)
, (3.15)

ãäå tr Â =
∑

iAii � ñëåä ìàòðèöû Â. Ïîÿñíèì ôîðìóëó äëÿ êîíäàêòàíñà êà÷åñòâåííî: ïðè

ïàäåíèè â îáëàñòü ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîííûõ òðàíñïîðòíûõ ìîä, ðàâíîìåðíî íàñåëÿþùèõ N

êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, ÷àñòü èç íèõ, îòâå÷àþùàÿ àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ ŝee îòðàæàåòñÿ ñ âåðîÿò�

íîñòüþ tr(ŝ+eeŝee)/N , à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ ŝeh ðàññåèâàåòñÿ â äûðêè.

Ïîñëåäíèé âàðèàíò êàê ðàç è îòâå÷àåò òðàíñôîðìàöèè êâàçè÷àñòè÷íîãî ýëåêòðîííîãî òîêà

â ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê, ïðè÷¼ì êàæäîé èç tr(ŝ+ehŝeh) äûðîê, ïîêèäàþùåé îáëàñòü ðàññåÿíèÿ,

ñîîòâåòñòâóåò êóïåðîâñêàÿ ïàðà ñ óäâîåííûì çàðÿäîì 2e, ïðîíèêøàÿ â ñâåðõïðîâîäíèê.

Â çàêëþ÷åíèè, â ýòîì ïîäðàçäåëå ââåäåíû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ T̂m, Λ̂ êðàåâûõ ìîä íà

êàæäîì èç ó÷àñòêîâ èçìåíåíèÿ êàëèáðîâêè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèììåòðèÿì

(3.10, 3.12), êîòîðûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (3.11) âõîäÿò â ôîðìóëó (3.15) äëÿ âû÷èñëåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî N/S-êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 3.1). Â ñëåäóþ�

ùèõ äâóõ ïîäðàçäåëàõ áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ðàçâèòîãî ìåòîäà

âû÷èñëåíèÿ êîíäàêòàíñà.

9 Ïîäðîáíûé âûâîä ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèâåä¼í â Ïðèëîæåíèè Â.1.
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3.2.3. Ðåçóëüòàòû. Êâàíòîâûé ïðåäåë

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êâàíòîâûé ïðåäåë, îòâå÷àþùèé ñëó÷àþ ñèëü�

íûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé è ìàëûõ óðîâíåé Ôåðìè µ < 3~ωc/2 äëÿ ÄÝÃ è µ <
√
2~vN/LH

äëÿ ãðàôåíà. Â ýòîì ñëó÷àå N = 1 è êàæäàÿ ãåòåðîãðàíèöà ñîäåðæèò ïî îäíîé ïàðå êðà�

åâûõ ìîä (íà êàæäóþ ïðîåêöèþ ñïèíà). Èíûìè ñëîâàìè, áëîêè ìàòðèö ðàññåÿíèÿ (3.11) è

(3.13) îêàçûâàþòñÿ ñêàëÿðíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, òî åñòü ìîãóò áûòü ïàðàìåòðèçî�

âàíû ñ ó÷¼òîì âñåõ ñèììåòðèé òàêèì îáðàçîì: t+e =
√
1− τ1e

i(ϱ1+φ1/2), t−e =
√
τ1e

i(ϱ1−φ1/2),

te+ =
√
1− τ2e

i(ϱ2+φ2/2), te− =
√
τ2e

i(ϱ2−φ2/2), t∓h = ±t∗±e, th∓ = ±t∗e±. Çäåñü (ñì. ðèñ. 3.1)

τ1 � âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà ñ êðàÿ �a� â ãèáðèäíóþ ìîäó âòîðîãî òèïà g−, à τ2 � âå�

ðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ ïåðâîãî òèïà ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ìîä g+ â äûðî÷íîå ñîñòîÿíèå ãðàíèöû

�c�. Ôàçîâàÿ ìàòðèöà Λ̂ = diag
(
eik1W , e−ik1W

)
çàâèñèò ëèøü îò îäíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà k1,

ïðè êîòîðîì ñïåêòðàëüíàÿ âåòâü ñîñòîÿíèÿ g+ ïåðåñåêàåò óðîâåíü Ôåðìè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðà�

æåíèÿ äëÿ âñåõ áëîêîâ ìàòðèö â âûðàæåíèå (3.15), ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

êîíäàêòàíñà êîíòàêòà �ñâåðõïðîâîäíèê - ÄÝÃ�:

GSN = 2G0(p21 + p12 − 2
√
p12p21 cos γ) , (3.16)

ãäå ìû äëÿ êðàòêîñòè ââåëè îáîçíà÷åíèÿ pnm = τn(1− τm), γ = 2k1W + φ1 + φ2. Íåîáõîäèìî

îòìåòèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü çàâèñèò ëèøü îò âåðîÿòíîñòåé ïðîõîæäåíèÿ

τ1,2 ðàçíîñòè ôàç φ1,2 êîìïîíåíò t+e, t−e è te+, te−, íî íå îò èõ îáùèõ ôàç ϱ1,2. Åñëè ïðåäïîëî�

æèòü, ÷òî îáðàçåö, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 3.1 ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé

îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ñåðåäèíó, òî åñòü ñ÷èòàòü ðàññåÿíèå â îáëàñòè óãëîâ �ab� è �bc�

îäèíàêîâûì, ìû ïðèä¼ì ê äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèè T̂2 = T̂ T
1 (p12 = p21). Ýòà ñèììåòðèÿ

ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (T̂1 → T̂+
2 ), ïåðïåíäèêóëÿð�

íîé ðèñóíêó è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó îáðàçöà, ñ îäíîâðåìåííîé ñìåíîé çíàêà âíåøíåãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ (T̂1 → T̂ ∗
1 ). Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè

ïðèìåò ïðîñòîé âèä:

GSN = 4G0τ(1− τ) (1− cos γ) , (3.17)

ñ τ1 = τ2
def
= τ . Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî êîíäàêòàíñ îñöèëëèðóåò êàê ôóíêöèÿ

øèðèíû êîíòàêòà W . Ýòè îñöèëëÿöèè èìåþò ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòîòó k1, ðàâíóþ èìïóëü�

ñó àíäðååâñêèõ ñîñòîÿíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ñâåðõïðîâîäÿùåãî èíòåðôåéñà �b�, è

ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé èíòåðôåðåíöèè ýòèõ êðàåâûõ ìîä. Ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå (3.17) íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ êà÷åñòâåííûì ðàññìîòðåíèåì (3.2) èç ââå�

äåíèÿ: â îòñóòñòâèå ïåðåðàññåÿíèÿ ìîä (÷òî îòâå÷àåò ïðåäåëüíûì ñëó÷àÿì τ = 0 èëè τ = 1)

çàðÿäîâûé òðàíñïîðò ÷åðåç êîíòàêò ïîëíîñòüþ ïîäàâëÿåòñÿ.
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Â ñëó÷àå êîíòàêòà ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ãðàôåíîì â êâàíòîâîì ïðåäåëå íåîáõîäèìî îòìå�

òèòü íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé. Âî-ïåðâûõ, ñîãëàñíî ðèñ. 3.2ã, ñïåêòðàëüíûå âåòâè ñìåøàííûõ

ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ñîñòîÿíèé íèæíåãî óðîâíÿ Ëàíäàó âûðîæäåíû è ïåðåñåêàþò óðîâåíü

Ôåðìè (E1(k1) = 0) ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà k1 = 0. Ýòî ïðè�

âîäèò ê îòñóòñòâèþ îñöèëëÿöèé êîíäàêòàíñà ïðè èçìåíåíèè øèðèíû êîíòàêòà W èç-çà íó�

ëåâûõ ôàç, íàáèðàåìûõ àíäðååâñêèìè ìîäàìè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü ñâåðõïðîâîäíèêà.

Âî-âòîðûõ, êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàáîòå [72], ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ T̂m (m = 1, 2) äåéñòâóþò íà

ýëåêòðîííûå (äûðî÷íûå) êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ ñ äîëèííîé ñòðóêòóðîé
∣∣υm

⟩ (∣∣−υm

⟩)
âîëíîâîé

ôóíêöèè. Ïîýòîìó çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèö ÷åðåç èõ èçîñïèíîâûå

âåêòîðà υ1,2 (ñì. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìîä (1.6)). Òàêèì îáðàçîì â ãðàôåíå ðàññåÿíèå â

óãëàõ �ab� è �bc� îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

T̂1 =
∣∣υ1

⟩⟨
υ1

∣∣t+e +
∣∣−υ1

⟩⟨
υ1

∣∣t−e +
∣∣υ1

⟩⟨
−υ1

∣∣t+h +
∣∣−υ1

⟩⟨
−υ1

∣∣t−h ,

T̂2 =
∣∣υ2

⟩⟨
υ2

∣∣te+ +
∣∣−υ2

⟩⟨
υ2

∣∣th+ +
∣∣υ2

⟩⟨
−υ2

∣∣te− +
∣∣−υ2

⟩⟨
−υ2

∣∣th− .

Íà ãðàíèöàõ �a� (m = 1) è �c� (m = 2) ãðàôåíà ñ èçîëÿòîðîì ýëåêòðîííûå è äûðî÷íûå

ìîäû èìåþò îïðåäåë¼ííóþ ñòðóêòóðó âîëíîâûõ ôóíêöèé â äîëèííîì ïðîñòðàíñòâå |υm

⟩
è

|−υm

⟩
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ áëîêà ŝeh ïîëíîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ (3.11),

îòâå÷àþùåãî çà òðàíñôîðìàöèþ ýëåêòðîííîé ìîäû ëåâîé ãðàíèöû â äûðî÷íóþ ìîäó ïðàâîé

ãðàíèöû, ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê ïðîåêöèÿ íà äîëèííûå ñîñòîÿíèÿ
⟨
υ2

∣∣ è ∣∣−υ1

⟩
:

ŝeh =
⟨
υ2

∣∣T̂2Λ̂LT̂1
∣∣−υ1

⟩
. (3.18)

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðà υ1,2 =

(sin θ1,2 cosχ1,2; sin θ1,2 sinχ1,2; cos θ1,2) ëåæàò â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Èíûìè ñëîâà�

ìè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èõ àçèìóòàëüíûå óãëû χ1,2 ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ââîäÿ äîïîëíèòåëü�

íîå îáîçíà÷åíèå äëÿ óãëà ìåæäó èçîñïèíîâûìè âåêòîðàìè ãðàíèö ϑ = ̂(υ1,υ2), ïîäñòàâèì

âûðàæåíèå äëÿ áëîêà (3.18) â âûðàæåíèå (3.15) è âû÷èñëèì âûðàæåíèå äëÿ êîíäàêòàíñà ãðà�

íèöû �ñâåðõïðîâîäíèê - ãðàôåí� ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ÄÝÃ (3.16) ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé

íà ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èçîñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé |±υ1,2⟩ (3.7):

GSN = 2G0

[
cos2 ϑ

2
(p21 + p12 − 2

√
p12p21 cos γ)+

+ sin2 ϑ
2
(τ1τ2 + (1− τ1)(1− τ2) + 2

√
p12p21 cos(φ2 − φ1))−

− sinϑ ((1− 2τ1)
√
p22 cosφ2 − (1− 2τ2)

√
p11 cosφ1)] , (3.19)

ãäå γ = φ1 + φ2. Áåçóñëîâíî ýòî âûðàæåíèå ïåðåõîäèò â (3.16), êàê òîëüêî ãðàíèöû ãðàôåíà

ñ èçîëÿòîðîì ýêâèâàëåíòíû υ1 = υ2 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå ϑ = 0). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò
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ñèñòåìû íà îñíîâå ÄÝÃ îñöèëëÿöèé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè îò øèðèíû êîíòàêòà

â ýòîì ñëó÷àå íå íàáëþäàåòñÿ, ïîñêîëüêó èìïóëüñ k1 âäîëü ñâåðõïðîâîäÿùåé ãðàíèöû äëÿ

êðàåâûõ ìîä g± â ãðàôåíå ðàâåí íóëþ k1 = 0. Â òî æå âðåìÿ èíòåðôåðåíöèÿ ìîä ïðèñóòñòâóåò

â âèäå ÷ëåíà, çàâèñÿùåãî îò ôàçû ðàññåÿíèÿ γ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîé ñëîæíîé ôîðìóëå, ïðåä�

ïîëîæèì, êàê è â ñëó÷àå ñ ÄÝÃ, ñèììåòðè÷íîå ðàññåÿíèå â óãëàõ T̂2 = T̂ T
1 . Òîãäà âûðàæåíèå

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ïðèìåò ïðîñòîé âèä

G = G0 [2τ(1− τ)(1− cos γ) (1 + υ1 · υ2) + (1− υ1 · υ2)] (3.20)

÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èçîñïèíîâûõ âåêòîðîâ (1 + υ1 · υ2) = 2 cos2 ϑ
2
, (1− υ1 · υ2) =

2 sin2 ϑ
2
. Êðîìå îòñóòñòâèÿ çàâèñèìîñòè êîíäàêòàíñà îò øèðèíû êîíòàêòà ñóùåñòâóåò è äðó�

ãàÿ îñîáåííîñòü, ñïåöèôè÷íàÿ äëÿ ãðàôåíà. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå ìåæìîäîâîå ðàññåÿíèå, ïðî�

èñõîäÿùåå áëàãîäàðÿ îòëè÷èþ íàïðàâëåíèé èçîñïèíîâûõ âåêòîðîâ ðàçëè÷íûõ êðà¼â ãðàôå�

íà. Íàèáîëåå ÿðêî ýôôåêò çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè ãðàíèö ïðî�

ÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå èäåàëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ìîä áåç ïåðåðàññåÿíèÿ τ = 0 èëè τ = 1:

G = G0 (1− υ1 · υ2) .

Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó çíà÷åíèþ êîíäàêòàíñà â ñèñòåìå íà îñíîâå

ÄÝÃ. È âïåðâûå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [72]. Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ ýê�

âèâàëåíòíûõ (îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé) îðèåíòàöèé ãðàíèö ãðàôåíà ñ èçî�

ëÿòîðîì υ1 = υ2 â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðîâîäèìîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó

ýëåêòðîííàÿ ìîäà ãðàíèöû �a� ïîëíîñòüþ ïåðåõîäèò â ýëåêòðîííóþ ìîäó ãðàíèöû �c�. Â

òî æå âðåìÿ äëÿ ãðàíèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè íîðìàëåé (êàê íà ðèñ. 3.1)

υ1 = −υ2 ýëåêòðîííàÿ ìîäà ïîëíîñòüþ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â äûðî÷íóþ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðî�

íèêíîâåíèþ êóïåðîâñêîé ïàðû ñ çàðÿäîì 2e â ñâåðõïðîâîäíèê. Óêàçàííûé ðåçóëüòàò äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíäàêòàíñà, ðàâíîå äâóì êâàíòàì

ïðîâîäèìîñòè, ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ îðèåíòàöèé ãðàíèö è ïðè ó÷¼òå

êîíå÷íîãî ïåðåðàññåÿíèÿ ìîä â ñèììåòðè÷íîì êîíòàêòå T̂2 = T̂ T
1 , ñì. (3.20). Íåçàâèñèìîñòü

êîíäàêòàíñà îò êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îáúÿñ�

íåíà íà îñíîâå äâóõ çàìå÷àíèé. Âî-ïåðâûõ, áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó ôàç ðàññåÿíèÿ φ1 = φ2

àíäðååâñêèõ ìîä íà ñâåðõïðîâîäÿùåé ãðàíèöå ñêëàäûâàþòñÿ àìïëèòóäû, à íå âåðîÿòíîñòè

ïðîõîæäåíèÿ ýòèõ ìîä âî âòîðîé ñòðîêå óðàâíåíèÿ (3.19). Òî åñòü äâå àíäðååâñêèå ìîäû ìî�

ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíà ìîäà, íå çàâèñÿùàÿ îò äîëèííîé ñòåïåíè ñâîáîäû. Âî-âòîðûõ,
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èç-çà ñïåöèôè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ èçîñïèíîâûõ âåêòîðîâ υ1 = −υ2 äîëèííûå ñîñòîÿíèÿ

ýëåêòðîííîé ìîäû ëåâîé ãðàíèöû
∣∣υ1

⟩
è äûðî÷íîé ìîäû ïðàâîé ãðàíèöû

∣∣−υ2

⟩
ñîâïàäàþò.

Â èòîãå ïàäàþùèé ýëåêòðîí âîçáóæäàåò àíäðååâñêóþ ìîäó ñ äîëèííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé∣∣υ1

⟩
=
∣∣−υ2

⟩
, êîòîðàÿ äàëåå ïîëíîñòüþ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â äûðêó è ïîêèäàåò ñèñòåìó.

Îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè êîíòàêòà íà îñíîâå ãðàôå�

íà îò øèðèíû êîíòàêòà êîñâåííî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî òðàíñïîðòíûìè èçìåðå�

íèÿìè â ðàáîòå [66]. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ïîêàçûâàþò àâòîðû óêàçàííîé ñòàòüè, â êâàíòîâîì

ïðåäåëå ìàãíèòíûõ ïîëåé, êîãäà ïîä óðîâíåì Ôåðìè íàõîäèòñÿ òîëüêî íèæíèé óðîâåíü Ëàí�

äàó, êîíäàêòàíñ SG-êîíòàêòà â çàâèñèìîñòè îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïîñòîÿííîì ôàêòîðå

çàïîëíåíèÿ Ñ10 ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ñîâïàäàþùåå ñî ñëó÷àåì

íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

3.2.4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ

õàðàêòåðèñòèê

Â áîëåå ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ âäîëü êàæäîé ãåòåðîãðàíèöû ìîæåò ðàñïðîñòðà�

íÿòüñÿ áîëåå îäíîé ïàðû êðàåâûõ ìîä N > 1, è åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëü�

íàÿ ïðîâîäèìîñòü N/S - êîíòàêòà (ðèñ. 3.1) áóäåò èìåòü ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ îñöèëëÿöèé

GSN =
∑

ij aij exp[i(ki − kj)W ] êàê ôóíêöèÿ øèðèíû W , áëàãîäàðÿ èíòåðôåðåíöèîííûì ýô�

ôåêòàì íà ãðàíèöå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì. Çäåñü ýðìèòîâà ìàòðèöà c ýëåìåíòàìè aij îïðåäå�

ëÿåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû ïðîõîæäåíèÿ T̂1,2. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èå òðàíñïîðòíûõ õàðàêòåðèñòèê â

ñèñòåìàõ íà îñíîâå ÄÝÃ è ãðàôåíà ïðàêòè÷åñêè íèâåëèðóåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ìîä N . Âîç�

âðàùàÿñü ê ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [66], íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èçìåðÿåìûå çíà÷åíèÿ

êîíäàêòàíñà äëÿ ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ Ñ = 3 è Ñ = 5 â ãðàôåíå â çàâèñèìîñòè îò ìàãíèòíîãî

ïîëÿ äåìîíñòðèðóþò íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå. ×òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ãîâîðèò î çàâèñèìîñòè

äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè îò øèðèíû êîíòàêòà. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíäàêòàí�

ñà, íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòå, ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà êàæäûé èç âûñøèõ óðîâíåé

Ëàíäàó ïåðåíîñèò ïî 2 êâàíòà ïðîâîäèìîñòè.

Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ìîä N îñöèëëÿòîðíîå ïîâåäåíèå

êîíäàêòàíñà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíûì è â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì íåñîèç�

ìåðèìûõ ïåðèîäîâ 2π/|ki − kj|. Ðàíåå â ëèòåðàòóðå òàêîãî ðîäà êîëåáàíèÿ ìàãíèòîñîïðîòèâ�

ëåíèÿ áûëè ïðåäñêàçàíû íà áàçå êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òðàíñïîðòà âäîëü �ñêà÷óùèõ�

òðàåêòîðèé öèêëîòðîííûõ îðáèò âáëèçè ãðàíèö [69]. Â ðåàëèñòè÷íîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñè�

10 Ñì. îáñóæäåíèå ýòîãî ìåòîäà èçìåðåíèÿ â ïîäðàçäåëå 3.2.1.
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òóàöèè èíòåðôåðåíöèÿ ìîä è îòâå÷àþùèå èì êîëåáàíèÿ äîëæíû áûòü, êîíå÷íî, ñãëàæåíû â

ñèëó íåîäíîðîäíîñòåé îáðàçöà, ïðèìåñåé â í¼ì, êîíå÷íûõ íàïðÿæåíèé ìåæäó ýëåêòðîäàìè

è òåìïåðàòóð ïðè èçìåðåíèè êîíäàêòàíñà è ò. ä. Ïîýòîìó â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ìîäå�

ëèðîâàòü ñãëàæèâàíèå ýòèõ êîëåáàíèé, ïðåäïîëàãàÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû T̂1,2 ñëó÷àéíûìè è

ïðîâîäÿ óñðåäíåíèÿ ïî íèì ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ, îïèñàííûõ, íàïðèìåð, â îá�

çîðå [148]. Ðàçâèòûé íàìè ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ïðèìåíèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

ýëåêòðîííûõ êàíàëîâ N ñ ó÷¼òîì íàëè÷èÿ ïðèìåñíûõ öåíòðîâ.

Ðèñ. 3.3. Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ðàññåÿíèÿ íà îòäåëüíûõ ïðèìåñÿõ.

Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî n ïðèìåñíûõ

öåíòðîâ â îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè ìîä. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü ðàññåÿíèå íà êàæäîé èç

ïðèìåñåé íåçàâèñèìûì îò äðóãèõ è ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûì íåêîòîðûì îäèíàêîâûì îáðà�

çîì. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ T̂m â óãëàõ �ab� è �bc� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâå�

äåíèå T̂m = T̂
(1)
m · T̂ (2)

m · . . . · T̂ (n)
m ìàòðèö ðàññåÿíèÿ íà êàæäîé èç ïðèìåñåé íåçàâèñèìî T̂

(k)
m (ñì.

Ðèñ. 3.3). Äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïðèìåñíûõ öåíòðîâ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ïðîèçâåäåíèþ T̂m

ïðèìåíèì àíàëîã öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû â òåîðèè ãðóïï � òåîðåìà î òàñîâêå êàðò,

êîòîðàÿ ãëàñèò: ïðîèçâåäåíèå n îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö,

ïðèíàäëåæàùèõ ëîêàëüíî êîìïàêòíîé õàóñäîðôîâîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå, ñòðåìèòñÿ ê

ìàòðèöå, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî ìåðå Õààðà íà ýòîé ãðóïïå, ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà ìàòðèö n

â ïðîèçâåäåíèè ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñêîëüêó ãðóïïà Sp(2N) êàê ïîäãðóïïà óíèòàðíîé ãðóï�

ïû óäîâëåòâîðÿåò îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðåìà ïðèìåíèìà äëÿ

íàøåãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ëèøü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàññåÿíèå, îïèñûâàåìîå ìàò�

ðèöàìè T̂
(k)
m , ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî è íåçàâèñèìî íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàññåèâàòåëåé n â

çàøòðèõîâàííûõ îáëàñòÿõ òðàíñôîðìàöèè ìîä íà ðèñ. 3.1. Èíûìè ñëîâàìè ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n ≫ 1 ìàòðèöû T̂1,2 ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è ðàñïðåäåë¼ííûìè

ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé (ìåðîé Õààðà) íà êîìïàêòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå, ê êîòîðîé

îíè ïðèíàäëåæàò. Íåîáõîäèìî îòäåëüíî îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ìàòðèö T̂1,2 ñ èíâàðè�

àíòíîé ìåðîé íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà êðàåâûõ ìîä N , à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü êîëè÷åñòâîì

ïðèìåñåé n. Åñëè êîëè÷åñòâî ïðèìåñåé íå íàñòîëüêî âåëèêî, òî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ïåðâóþ î÷åðåäü óñðåäíÿþòñÿ ôàçû ðàññåÿíèÿ, êîòîðûì îòâå÷àþò
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ìàòðèöû Âm è B̂m, îñòàâëÿÿ âåðîÿòíîñòè τ̂m ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûìè [ñì. (3.14)].

�Ðàâíîìåðíîå� ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà Â íåêîòîðîé êîìïàêòíîé ãðóïïû

G íà íåé îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìåðó ýòîé ìàòðèöû dµ(Â), êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû Û , V̂ ∈ G ýòîé æå ãðóïïû: dµ(Â) = dµ(ÛÂV̂ ). Òàêàÿ

ìåðà íàçûâàåòñÿ �èíâàðèàíòíîé ìåðîé� èëè �ìåðîé Õààðà� [149]. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â

ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé âñå îñîáåííîñòè â ñèñòåìå íà îñíîâå ãðàôåíà, ñâÿçàííûå ñ

èçîñïèíîâîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû íå ïðîÿâëÿþòñÿ â ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ òèïà (3.1), ïîýòîìó äàëü�

íåéøèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷åíû â ýòîì ðàçäåëå, ïðèìåíèìû äëÿ îáîèõ òèïîâ

ðàññìàòðèâàåìûõ N/S-ãåòåðîñòðóêòóð. Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì, ïðèìåí¼ííîì â ðàáîòå [147],

ìîæíî âûâåñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèö T̂m ïî ïåðåìåííûì ïîëÿðíîé äåêîìïîçèöèè

(3.14), ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {τm} êâàäðàòà íåäèàãîíàëüíîãî áëîêà è óíèòàðíûì ìàòðèöàì

ôàç Âm è B̂m, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ìîä N :

dµ(T̂m) = P ({τm})
∏
a

dτ (a)m dµ(Am)dµ(Bm) . (3.21)

Çäåñü P ({τm}) = C
∏
i<j

|τ (i)m − τ
(j)
m | � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïî ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì {τ (i)m }, à dµ(Am) [dµ(Bm)] � èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ôàçîâûõ ìàòðèö Âm [B̂m] íà óíè�

òàðíîé ãðóïïå, C � íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ôîðìóëà (3.21) äëÿ êîìïàêòíîé ñèìïëåêòè�

÷åñêîé ìàòðèöû âûâåäåíà â ïðèëîæåíèè Â.2.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà ïðè íå î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå ðàññåèâàòå�

ëåé óñðåäíÿåòñÿ, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ïî ìàòðèöàì ôàç Âm, B̂m è ïðèíèìàåò âèä

⟨GSN⟩A,B = 2G0N [τ1(1− τ2) + τ2(1− τ1)] , (3.22)

îáîáùàþùèé âûðàæåíèÿ êà÷åñòâåííîãî ðàññìîòðåíèÿ (3.2) è ñëó÷àÿ ÄÝÃ (3.16) [ïîñëå óñðåä�

íåíèÿ ïî γ] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà òðàíñïîðòíûõ ìîä 2N . Çäåñü τp = tr(τ̂p)/N � ñðåä�

íåå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòåé ðàññåÿíèÿ ìîä.

Ïðè á�îëüøåì ÷èñëå ïðèìåñåé â îáëàñòè ðàññåÿíèÿ óñðåäíåíèå êîíäàêòàíñà ïðîèñõîäèò

è ïî ôàçîâûì ìàòðèöàì, è ïî âåðîÿòíîñòÿì τ
(n)
m , ïîñëå ÷åãî ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

⟨GSN⟩ = G0N , σG = G0

√
N

4(2N + 1)
, (3.23)

äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà è åãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ, ñîâïàäàþùèì ñ (3.1).

Óñðåäí¼ííîå ïî ðåàëèçàöèÿì çíà÷åíèå âåëè÷èíû GSN ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó êðàåâûõ

êàíàëîâ N è íå çàâèñèò îò øèðèíû êîíòàêòàW . Äèñïåðñèÿ ýòîé âåëè÷èíû σ2
G ðàñò¼ò ñ óâåëè�

÷åíèåì ÷èñëà òðàíñïîðòíûõ ìîä è íàñûùàåòñÿ, äîñòèãàÿ çíà÷åíèÿ G2
0/8. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ

ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò ñëó÷àéíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö, îïèñàí â ïðèëîæåíèè Â.3.
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Èçìåíÿÿ çíà÷åíèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H, ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü êîëè÷åñòâî

êðàåâûõ ìîä, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü êàæäîé ãðàíèöû. Ýòè âåëè÷èíû äëÿ ñëó÷àÿ ÄÝÃ

N2D = ⌊mNcµ/e~H − 1/2⌋ è ãðàôåíà NGr = ⌊cµ2/2v2Ne~H⌋ óìåíüøàþòñÿ ñòóïåí÷àòûì îáðà�

çîì ñ ðîñòîì ïîëÿ. Çäåñü ïðÿìûå ñêîáêè ⌊...⌋ îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Â çàêëþ÷åíèå, åù¼ ðàç îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé n ≫ 1

âñå îñîáåííîñòè êðàåâûõ ìîä ñãëàæèâàþòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî êàæäàÿ

ýëåêòðîííàÿ ìîäà, ïàäàþùàÿ â ñèñòåìó, ðàññåèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âî âñå àíäðååâñêèå ìîäû

ñâåðõïðîâîäÿùåé ãðàíèöû. Êðîìå òîãî, âêëàäû îò ðàçíûõ ýëåêòðîííûõ ìîä íå èíòåðôåðè�

ðóþò ìåæäó ñîáîé. Àíàëîãè÷íî êàæäàÿ àíäðååâñêàÿ ìîäà ðàññåèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî â ìîäû

ïðàâîé ãðàíèöû. Â èòîãå ýëåêòðîííûå è äûðî÷íûå ìîäû, ïîêèäàþùèå ñèñòåìó, îêàçûâàþòñÿ

íàñåë¼ííûìè îäèíàêîâî, ÷òî ïðèâîäèò ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ êîíäàêòàíñà, ðàâíîìó ïîëîâèíå

ìàêñèìàëüíîãî. Ïðè÷¼ì ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí âïëîòü äî êâàíòîâîãî ïðåäåëà N = 1.

3.2.5. Îñîáåííîñòè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå

íàðóøàåòñÿ îäíîíàïðàâëåííûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ êðàåâûõ ìîä

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, â ðàáîòàõ [76, 150], ïîñâÿù¼ííûõ èçó÷åíèþ êðàåâûõ ñîñòîÿ�

íèé â ãðàôåíå â ðåæèìå ÊÝÕ, áûëè íàéäåíû ñïåêòðû ïðèæàòûõ ê êðàþ ìîä â çàâèñèìîñòè îò

ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà kb. Â ýòîì ðàçäåëå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà ñïåêòðîâ

âáëèçè ãðàíèöû òèïà �arm-chair�, îòìå÷åííûå â ðàáîòàõ [76, 77]. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåä¼ì

íà ðèñ. 3.4 ÷èñëåííûå ñïåêòðû êðàåâûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ãðàôåíå âáëèçè �zigzag� è

�arm-chair� ãðàíèö, ïîëó÷åííûå àíàëîãè÷íî ðàáîòå [77]. Èç ãðàôèêîâ âèäíî äâà îòëè÷èÿ:

(1) Âáëèçè ãðàíèöû òèïà �zigzag� ñóùåñòâóåò (äâóêðàòíî âûðîæäåííàÿ ïî ñïèíó) áåçäèñ�

ïåðñèîííàÿ ìîäà, êîòîðàÿ íå âíîñèò âêëàäà â òðàíñïîðò.

(2) Äðóãîå áîëåå âàæíîå äëÿ íàñ â ýòîì ðàçäåëå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåìíîãî

íèæå ýíåðãèé îáú¼ìíûõ óðîâíåé Ëàíäàó íà �arm-chair� ãðàíèöå ñíà÷àëà ïîÿâëÿåòñÿ äî�

ïîëíèòåëüíàÿ ïàðà ýëåêòðîííûõ ìîä, äâèæóùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Çàòåì

ïðè çíà÷åíèÿõ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà áîëüøå ýíåðãèè îáú¼ìíîãî óðîâíÿ Ëàíäàó èç

ýòîé ïàðû ìîä îñòà¼òñÿ ëèøü îäíà, äâèæóùàÿñÿ â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è îñòàëüíûå.

Èìåííî âîïðîñó íàðóøåíèÿ îäíîíàïðàâëåííîãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿ êðàåâûõ ìîä â ãðàôåíå

è ïîñâÿù¼í äàííûé ðàçäåë. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðîâåíü Ôåðìè íåìíîãî íèæå N -òîãî óðîâ�

íÿ Ëàíäàó â ãðàôåíå. Â ýòîì ñëó÷àå íà �arm-chair�-ãðàíèöàõ ñ èçîëÿòîðîì N+1 ýëåêòðîííàÿ

ìîäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è îäíà � â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè (ñì.
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Ðèñ. 3.4. (à) Ñïåêòð ýëåêòðîííûõ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé âáëèçè êðàÿ ãðàôåíà â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýô�

ôåêòà Õîëëà â çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî âåêòîðà kb âäîëü ãðàíèöû: äëÿ ãðàíèöû �zigzag� (ñïëîøíûå

è ïóíêòèðíûå ëèíèè îòâå÷àþò ôóíêöèÿì íà ïîäðåø¼òêàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî); (á) äëÿ ãðàíèöû

�arm-chair�: ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé îáîçíà÷åí óðîâåíü Ôåðìè ÷óòü íèæå âòîðîãî óðîâíÿ Ëàíäàó,

îòâå÷àþùèé òð¼ì êðàåâûì ìîäàì ñ ðàçíûìè íàïðàâëåíèÿìè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Âû÷èñëåíèÿ

ïðîäåëàíû ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [77]; (â) ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû: âñå

îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðèñ. 3.1, íî â îòëè÷èå îò íåãî íà ãðàôèêå èçîáðàæåíû äîïîëíèòåëüíûå

ýëåêòðîííûå è äûðî÷íûå ìîäû, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âäîëü ãðàíèö ñ èçîëÿ�

òîðîì. ×èñëà ó ïàð ñòðåëîê óêàçûâàþò êîëè÷åñòâî ìîä, èçîáðàæàåìîå êàæäîé ñòðåëêîé â ïàðå.

ðèñ 3.4â). Òîãäà êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ T̂1,2 áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðÿìîóãîëüíûõ

ìàòðèö ïðîõîæäåíèÿ. Ìàòðèöà T̂1 ñâÿçûâàåò N + 1 ïàðó ïàäàþùèõ â îáëàñòü ðàññåÿíèÿ

ýëåêòðîííûõ (ua) è äûðî÷íûõ (va) êðàåâûõ ìîä ñ 2N ãèáðèäíûìè ìîäàìè N/S-ãðàíèöû

(g±) è îäíîé ïàðîé ýëåêòðîííûõ (u
0
a) è äûðî÷íûõ (v

0
a) ìîä, ïîêèäàþùèõ îáëàñòü ðàññåÿíèÿ.

Ìàòðèöà T̂2 ñâÿçûâàåò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîäû g±, u
0
c è v

0
c ñ ìîäàìè ua, va:

(g+, u
0
a, g−, v

0
a)

T = T̂1

(
ua
va

)
,

(
uc
vc

)
= T̂2(g+, u

0
c , g−, v

0
c )

T .

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî, áëàãîäàðÿ îïðåäåë¼ííîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ìîä g±, ïðè

òàêîì ðàññåÿíèè àìïëèòóäû ìîä u0a, v
0
a, ïîêèäàþùèõ ñèñòåìó âäîëü ëåâîé ãðàíèöû, çàâèñÿò

ëèøü îò àìïëèòóä ïàäàþùèõ ìîä âäîëü òîé æå ãðàíèöû, à ïàäàþùèå â ñèñòåìó ìîäû u0c , v
0
c

âäîëü êðàÿ �c� âëèÿþò ëèøü íà óõîäÿùèå âäîëü ýòîãî æå êðàÿ ìîäû.

Ñ÷èòàÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, ìàòðèöû T̂m ðàñïðåäåë¼ííûìè ïî ìåðå Õààðà

íà êîìïàêòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíäàêòàí�

ñà â ýòîì ñëó÷àå, óñðåäíèâ êâàäðàòû áëîêîâ ðàññåÿíèÿ ïàäàþùèõ ìîä â óõîäÿùèå. ×òîáû

èñïîëüçîâàòü òåõíèêó, îïèñàííóþ â ïðèëîæåíèè Â.3.1, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ

ïðîåêòîðîâ P̂m = P̂ T
m = P̂ 2

m:

P̂e (ua, va)
T = (ua, 0)

T , P̂g(g+, u
0
p, g−, v

0
p)

T = (g+, 0, g−, 0)
T , P̂h = 1̂− P̂e, P̂1e(1h) = (1̂− P̂g)P̂e(h).

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðîåêòîðîâ ïðåäñòàâèì ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ïàäàþùèõ ýëåêòðîííûõ ìîä ua,
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u0c â óõîäÿùèå äûðî÷íûå vc, v
0
a:(

0

vc

)
= P̂hT̂2(g+, u

0
c , g−, v

0
c )

T = P̂hT̂2

[
P̂1e(0, u

0
c , 0, 0)

T + P̂gT̂1P̂e

(ua
0

)]
,

(0, 0, 0, v0a)
T = P̂1hT̂1P̂e

(ua
0

)
.

Èíûìè ñëîâàìè, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîíòàêòà (3.15) â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: GSN = 2G0 (g
0
c + gN + g0a), ãäå

g0c = tr

[(
P̂hT̂2P̂1e

)+
P̂hT̂2P̂1e

]
= tr

[
T̂+
2 P̂hT̂2P̂1e

]
,

gN = tr

[(
P̂hT̂2P̂gT̂1P̂e

)+
P̂hT̂2P̂gT̂1P̂e

]
= tr

[
T̂+
1 P̂gT̂

+
2 P̂hT̂2P̂gT̂1P̂e

]
,

g0a = tr

[(
P̂1hT̂1P̂e

)+
P̂1hT̂1P̂e

]
= tr

[
T̂+
1 P̂1hT̂1P̂e

]
.

Ïðîâîäÿ óñðåäíåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé PT̂m
(â, b̂) =

⟨
ĈâĈ+b̂

⟩
C
= tr(â) tr(b̂)/N îò ìàòðèö

ðàçìåðîì N ×N èç ïðèëîæåíèÿ Â.3.1, ïîëó÷èì îòâåò:

⟨
g0c
⟩

= tr P̂h · tr P̂1e/(2N + 2) = 1/2 ,

⟨gN⟩ = tr P̂g · tr P̂h · tr P̂e/(2N + 2)2 = N/2 ,⟨
g0a
⟩

= tr P̂1h · tr P̂e/(2N + 2) = 1/2 ,

⟨GSN⟩ = G0 (N + 2) .

Ýòîò ðåçóëüòàò âûçûâàåò óäèâëåíèå, åñëè ó÷åñòü ãåîìåòðèþ òðàíñôîðìàöèè ìîä. Äåéñòâè�

òåëüíî, èç ðèñóíêà 3.4â âèäíî, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñîíàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ êâàçè÷à�

ñòèö (ðèñ. 3.1) ÷àñòü ìîä ïðåòåðïåâàþò àíäðååâñêîå (èëè íîðìàëüíîå â çàâèñèìîñòè îò âå�

ðîÿòíîñòè) îòðàæåíèå óæå íà ëåâîé ãðàíèöå �a�, âäîëü êîòîðîé ïåðâîíà÷àëüíî è ïîïàäàåò â

ñèñòåìó îñíîâíàÿ ÷àñòü ýëåêòðîíîâ èç íîðìàëüíîãî ýëåêòðîäà. Ýòî, êàçàëîñü áû, äîëæíî ïðè�

âîäèòü ê èçìåíåíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà îòíîñèòåëüíî ñëó÷àÿ ñîíàïðàâëåííûõ

ìîä ïðè N + 2 îáú¼ìíûõ óðîâíåé Ëàíäàó, íàõîäÿùèõñÿ ïîä óðîâíåì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèà�

ëà. Îäíàêî â ðåçóëüòàòå ñèëüíîãî ðàññåÿíèÿ â îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè è ýëåêòðîí-äûðî÷íîé

ñèììåòðèè ñèñòåìû ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíäàêòàíñà ïîëó÷àåòñÿ èìåííî òàêèì.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæ�

íûõ îáúÿñíåíèé íåìîíîòîííîãî ïîâåäåíèÿ êîíäàêòàíñà â çàâèñèìîñòè îò ôàêòîðà çàïîëíå�

íèÿ, êîòîðîå íàáëþäàëîñü â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ ïî èçìåðåíèþ òðàíñïîðòà â ãðàôåíå

â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà ñî ñâåðõïðîâîäÿùèìè ýëåêòðîäàìè [66, 67] óæå ïîñëå

îïóáëèêîâàíèÿ ñòàòüè [A2]. Îäíàêî àâòîðû óêàçàííûõ ñòàòåé íå àêöåíòèðóþò âíèìàíèå ÷è�

òàòåëÿ íà òàêèõ îñîáåííîñòÿõ êâàíòîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè.
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3.3. Òðàíñôîðìàöèÿ ñïåêòðà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â äâóìåðíîì

òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòîðå ïîä ñâåðõïðîâîäíèêîì

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ñïåêòðà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé äâóìåð�

íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà, ïîìåù¼ííîãî â òóííåëüíûé êîíòàêò ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì

ñ èçîòðîïíûì ïîòåíöèàëîì ñïàðèâàíèÿ. Êàê áûëî óïîìÿíóòî âî ââåäåíèè, òîïîëîãè÷åñêèå

èçîëÿòîðû � ýòî ñîåäèíåíèÿ, â êîòîðûõ ñïåêòð ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â îáú¼ìíîì ìàòåðèà�

ëå èìååò ýíåðãåòè÷åñêóþ ùåëü |M |. Ïðè ýòîì íà ïîâåðõíîñòè (èëè êðàþ) ïðè îòðèöàòåëüíûõ

çíà÷åíèÿõ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â ñïåêòðå M < 011 âîçíèêàåò íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ïàð ëî�

êàëèçîâàííûõ ó ãðàíèöû ñîñòîÿíèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êðàìåðñà (ñì., íàïðèìåð, [151]) â

ñèñòåìå ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ôåðìèîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèììåòðèè îáðàùåíèÿ âðå�

ìåíè, ñîñòîÿíèÿ èìåþò êàê ìèíèìóì äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå. Ïðè ýòîì äëÿ êðàìåðñîâñêèõ

ïàðòí¼ðîâ ψ1,2 ∼ e±ikbr, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü êàêîãî-òî íàïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, ãðà�

íèöû) ñ èìïóëüñîì kb, ñïåêòðàëüíûå âåòâè ϵ1,2(kb) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ϵ1(kb) = ϵ2(−kb)

(ñì. ñïëîøíûå êðèâûå íà ðèñ. 3.5à). Èç-çà óêàçàííîé ñèììåòðèè â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà

kb = 0 ýòè ñïåêòðàëüíûå âåòâè äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé. Â ñòàíäàðòíîì ñëó÷àå

ñïåêòðà îáú¼ìíûõ ñîñòîÿíèé êàæäàÿ âåòâü äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷íîé ñ ïåðèîäîì îáðàòíîé

ðåø¼òêè ϵi(kb + b) = ϵi(kb), ÷òî ïðèâîäèò îáÿçàòåëüíî ê ÷¼òíîìó êîëè÷åñòâó ïåðåñå÷åíèé

âåòâüþ óðîâíÿ Ôåðìè. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ñëó÷àÿ êðàåâîé ñïåêòð ìîæåò ïðè èçìåíåíèè

âîëíîâûõ âåêòîðîâ kb ïåðåñåêàòü âñþ çàïðåù¼ííóþ çîíó è ôîðìèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ íåïðå�

ðûâíîãî ñïåêòðà âàëåíòíîé çîíû ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ kb è çîíû ïðîâîäèìîñòè � ïðè

áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ åãî çíà÷åíèÿõ [114]. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñïåêòðà êàê ôóíêöèè

âîëíîâîãî âåêòîðà kb âäîëü ãðàíèöû ïðèâîäèò ê íå÷¼òíîìó êîëè÷åñòâó ïåðåñå÷åíèé êàæäîé

âåòâüþ óðîâíÿ Ôåðìè (ñì. ðèñ. 3.5à). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå âîëíî�

âîé ôóíêöèè, îòâå÷àþùåé êàæäîé èç âåòâåé, îòëè÷àåòñÿ îò ñîñòîÿíèÿ äðóãîé ïîâåðõíîñòíîé

ìîäû òîé æå ãðàíèöû [114, 152]. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòè ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ

âåðõíèì è íèæíèì, ïîñêîëüêó â ÒÈ ñèëüíîå ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî ñïèí íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Ïðè îòñóòñòâèè ïðèìåñåé, íàðó�

øàþùèõ ñèììåòðèþ îáðàùåíèÿ âðåìåíè, îòñóòñòâóåò ðàññåÿíèå ýòèõ ïàð ìîä äðóã â äðóãà.

Ïîýòîìó áëàãîäàðÿ íå÷¼òíîìó êîëè÷åñòâó ïåðåñå÷åíèé ñïåêòðîì óðîâíÿ Ôåðìè óïîìÿíóòûå

ïîâåðõíîñòíûå ìîäû ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè çàùèù¼ííûìè è ìîãóò áûòü óáðàíû ñ óðîâíÿ

Ôåðìè ëèøü îäíîâðåìåííî ñ çàêðûòèåì ùåëè â îáú¼ìíîì ñïåêòðå [28]. Ðàññìîòðåííûå âûøå

11 Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûì æàðãîíîì, íàçûâàÿ øèðèíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ðàçíèöó ìåæäó

ýíåðãèÿìè ýëåêòðîíîïîäîáíîé |E⟩ è äûðî÷íîïîäîáíîé |H⟩ ïîäçîí ñïåêòðà 2D ÒÈ.
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Ðèñ. 3.5. (à) Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ñïåêòðà òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà â çàâèñèìîñòè îò âîë�

íîâîãî âåêòîðà k âäîëü ãðàíèöû: îðàíæåâûì è áåëûì ïðÿìîóãîëüíèêàìè îáîçíà÷åíû çàïîëíåí�

íàÿ âàëåíòíàÿ çîíà è ïóñòàÿ çîíà ïðîâîäèìîñòè, ñïëîøíûìè (ïóíêòèðíûìè) ëèíèÿìè èçîáðàæåíû

ýëåêòðîííûå (äûðî÷íûå) ñïåêòðàëüíûå âåòâè êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, ïðè ýòîì èõ ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå

óêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðåëêàìè. Âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà íà îñè k îòâå÷àåò íóëåâîìó çíà÷åíèþ

âîëíîâîãî âåêòîðà,à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò íà óðîâíå Ôåðìè. Ýëåêòðîííûé ñïåêòð êðà�

åâûõ ñîñòîÿíèé ãðàíèöû ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì íîðìàëè êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿåò ñïåêòð

äûðî÷íûõ âåòâåé. (á) Òð¼õìåðíîå èçîáðàæåíèå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà íà îñíîâå

êâàíòîâîé ÿìû CdTe/HgTe/CdTe íà ïîâåðõíîñòè ìàññèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè

ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ: çåë¼íûå (ôèîëåòîâûå) ãîðèçîí�

òàëüíûå ñòðåëêè îáîçíà÷àþò íàïðàâëåíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè è îòâå÷àþò ìîäàì ñ âåðõíèì (íèæ�

íèì) ñïèíîâûì ñîñòîÿíèåì, äâèæóùèìñÿ ïî (ïðîòèâ) ÷àñîâîé ñòðåëêå.

íàðóøåíèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ñïåêòðà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ñ ïåðèîäîì îáðàòíîé ðåø¼òêè, ëåãêî

ïîíÿòü, åñëè ðàññìîòðåòü ñïåêòð êðàåâûõ ìîä ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöû (ñì. äëÿ íàãëÿä�

íîñòè ïóíêòèðíûå êðèâûå íà ðèñ. 3.5a). Èç ýòîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî êàæäîìó �ïåðåõîäó�

ñïåêòðàëüíîé âåòâè îäíîé ãðàíèöû ïðè èçìåíåíèè kb èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè

ñîîòâåòñòâóåò �ïåðåõîä� â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè äëÿ ìîäû, ëîêàëèçîâàííîé íà ïðîòèâîïî�

ëîæíîé ïîâåðõíîñòè îáðàçöà (ñì. ãåîìåòðèþ íà ðèñ. 3.5á). Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé

âîëíîâûõ âåêòîðîâ êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé çîíû ïðîâîäèìîñòè è âàëåíòíîé çîíû ñîõðàíÿåòñÿ

â îòäåëüíîñòè.

Âàæíûì îòëè÷èåì äâóìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðîâ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî èõ

ñâîéñòâà ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà øè�

ðèíû d êâàíòîâîé ÿìû [24]. ÒÈ ïîòåíöèàëüíî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èíòåãðàëüíûõ

ñõåìàõ, ïîñêîëüêó èõ ïîâåðõíîñòíûå ìîäû ïåðåíîñÿò òîê ïðàêòè÷åñêè áåçäèññèïàòèâíî, îä�

íàêî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òðàíñïîðòíûõ êàíàëîâ ê

êîíòàêòó òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñ ïîäâîäÿùèìè êîíòàêòàìè (â íàøåì ñëó÷àå ñâåðõïðî�

âîäÿùèìè). ×àñòî â ëèòåðàòóðå äëÿ îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòî�
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ðàõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, îïèñàííûé íàìè â ðàçäåëå 1.2, â êîòîðîì èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè

ôåíîìåíîëîãè÷åñêè êîíñòðóèðóåòñÿ ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà

(ñì., íàïðèìåð, [33�40]) ñî ñêàëÿðíîé ñòðóêòóðîé èíäóöèðîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïîòåí�

öèàëîâ. Ïîýòîìó äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í âîïðîñó ìèêðîñêîïè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ

ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé íà ñïåêòð äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà, îñîáåííî

íà ñïåêòð êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, ñì. ðèñ. 3.5à.

Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: â

îòñóòñòâèå êîíòàêòà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì ñïåêòð êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ëèíååí âáëèçè óðîâíÿ

Ôåðìè (ñì. ðèñ. 3.5à), íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ãðàíèöû è îòâå÷àåò äâóì ãåëèêîèäàëüíûì

ýëåêòðîííûì è äâóì äûðî÷íûì ìîäàì [114]. Îáú¼ìíûé ñïåêòð ïðè ýòîì õàðàêòåðèçóåòñÿ ùå�

ëüþ M â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé. Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî è ñïåêòð

êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, è îáú¼ìíûé ñïåêòð ÒÈ ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè, òî åñòü íå çàâèñÿò îò îðè�

åíòàöèè ãðàíèö îòíîñèòåëüíî âåêòîðà rab ìåæäó ïîäðåø¼òêàìè ÒÈ, â òî âðåìÿ êàê ðàçíîñòü

ôàç êîìïîíåíò âîëíîâûõ ôóíêöèé êðàåâûõ ìîä, äèàãîíàëèçóþùèõ îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëü�

òîíèàí (1.34), ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ýòîé îðèåíòàöèè. Ïðè ó÷¼òå òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó

ÒÈ è ñâåðõïðîâîäíèêîì â ñïåêòðå êðàåâûõ ñîñòîÿíèé îòêðûâàåòñÿ ùåëü Eg. Ñâåðõïðîâîäÿ�

ùèå êîððåëÿöèè çàïóòûâàþò ìåæäó ñîáîé ïîäçîíû ñïåêòðà òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà, ÷òî

èç-çà ðàçíîé óãëîâîé ñèììåòðèè ýòèõ ïîäçîí ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè âñåãî ñïåêòðà (îáú¼ìíî�

ãî è êðàåâîãî) îò îðèåíòàöèè ãðàíèöû. Çàâèñèìîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè îò íàïðàâëåíèÿ

φ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîæåò â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèòü ê ëîêàëèçàöèè íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ

E < max
φ

Eg(φ) êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â îáëàñòÿõ, ãäå èõ ýíåðãèÿ E áîëüøå èíäóöèðîâàííîé

ùåëè E > Eg(φ). Âáëèçè òî÷åê ïîâîðîòà E = Eg(φ0) ýëåêòðîíû è äûðêè ïåðåõîäÿò äðóã â

äðóãà áëàãîäàðÿ àíäðååâñêîìó îòðàæåíèþ.

Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå â ðàìêàõ ìîäåëè, ðàçâèòîé â ðàçäåëå 1.3.4 ãëàâû 1, ìû

ðàññìîòðèì äâóìåðíûé òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð, íàõîäÿùèéñÿ â òóííåëüíîì êîíòàêòå ñî

ñâåðõïðîâîäíèêîì (ñì. ðèñ. 3.5á), è àíàëèòè÷åñêè âûâåäåì ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè

â óðàâíåíèÿõ Áîãîëþáîâà - äå Æåíà, îòâå÷àþùèå çà ýôôåêòèâíóþ ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü è

ñäâèã ýíåðãèè è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, â ìàòðè÷íîé ôîðìå â ïðîñòðàíñòâå ïîäçîí ñïåêòðà

2D ÒÈ. Ïîñêîëüêó ùåëü â îáú¼ìíîì ñïåêòðå ÒÈM áåç ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïîòåíöèàëîâ ìîæåò

áûòü èçìåíåíà ïðàêòè÷åñêè îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ äî çíà÷åíèé ýíåðãèè, îòâå÷àþùèõ êîìíàò�

íîé òåìïåðàòóðå, ñ ïîìîùüþ âûáîðà øèðèíû êâàíòîâîé ÿìû, òî äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû

óðàâíåíèé ÁäÆ ñòàíîâÿòñÿ îñîáåííî âàæíûìè â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà ùåëè M ñðàâíèìà

ñ àìïëèòóäàìè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïîòåíöèàëîâ. Êàê ìû ïîêàæåì äàëåå â ïîäðàçäåëå 3.3.2,

âçàèìîäåéñòâèå èíäóöèðîâàííîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñ êðàåâûìè ñîñòî�
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ÿíèÿìè ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà è îòêðûòèþ ñâåðõïðîâîäÿùåé

ùåëè â ñïåêòðå ýòèõ ìîä. Ïðè ýòîì òàê íàçûâàåìûå �òîïîëîãè÷åñêè çàùèù¼ííûå� íîñèòå�

ëè çàðÿäà, êîòîðûå îòâå÷àëè çà çàðÿäîâûé è ñïèíîâûé òðàíñïîðò â ñèñòåìå, ëîêàëèçóþòñÿ

ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëüþ ñ ïîìîùüþ àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ, òåì ñàìûì êâàçè÷àñòè÷íûé

òîê â ñèñòåìå áëîêèðóåòñÿ. Ïîñëåäíèé ïîäðàçäåë 3.3.3 ýòîé ÷àñòè ïîñâÿù¼í ÷èñëåííîìó ìî�

äåëèðîâàíèþ ñïåêòðà äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ïîä ñâåðõïðîâîäíèêîì íà îñ�

íîâå ðåø¼òî÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè ðàçâèòîé ìîäåëè. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò

àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðåäøåñòâóþùèõ ðàçäåëîâ è äà¼ò íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû.

3.3.1. Ìîäåëü

Â äàííîì ïîäðàçäåëå íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 1.3.4 âûâåäåíû ýôôåêòèâíûå

ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè (1.39), íàâåä¼ííûå â äâóìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòî�

ðå ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ èçîòðîïíûì ñïàðèâàíèåì â ìîäåëè, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü

ñèíãëåòíûå èíäóöèðîâàííûå ñâåðõïðîâîäÿùèå ïîòåíöèàëû (1.36) è âîçìîæíîñòü òóííåëèðî�

âàíèÿ ñ êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòüþ (1.38) èç ñâåðõïðîâîäíèêà ñ îäíîé îðáèòàëüþ â îáå îðáèòàëè

ÒÈ (ñì. ðèñ. 1.4). Ãàìèëüòîíèàí óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà - äå Æåíà â 2D ÒÈ ñ îäíî÷àñòè÷íûì

ãàìèëüòîíèàíîì (1.34) è èíäóöèðîâàííûìè ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèìè ÷àñòÿìè ñ êîìïîíåí�

òàìè (1.42) â ïðîñòðàíñòâå Ãîðüêîâà - Íàìáó âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

HBdG =

Ȟ+Σ̌1 Σ̌2

Σ̌+
2 −Ȟ−Ť Σ̌1Ť −1

 . (3.24)

Çäåñü êàæäàÿ èç êîìïîíåíò Σ̌1 = diag(Û↑, Û↓)
[
Σ̌2 = diag(∆̂TI↑, ∆̂TI↓)

]
äèàãîíàëüíà â ïðîñòðàí�

ñòâå ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé (èç-çà ó÷¼òà ëèøü ñèíãëåòíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïîòåíöèàëîâ) è

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîäçîííîì ïðîñòðàíñòâå

Û ς =
dG0

S

~k2S

|taς |2 t∗aςtbς

taςt
∗
bς |tbς |2

 , ∆̂TI ς =
dF 0

S

~k2S

t∗a,ςt∗a,−ς t∗a,ςt
∗
b,−ς

t∗b,ςt
∗
a,−ς t∗b,ςt

∗
b,−ς

 , (3.25)

ãäå íîðìàëüíàÿ G0
S = G0

S(r, r) è àíîìàëüíàÿ F 0
S = F 0

S(r, r) ÷àñòè ôóíêöèè Ãðèíà ñâåðõïðî�

âîäíèêà âçÿòû ïðè ñîâïàäàþùèõ êîîðäèíàòàõ.

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñâåðõïðîâîäíèê íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè,

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàëûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö E ïî ñðàâíåíèþ ñî ýíåðãåòè�

÷åñêîé ùåëüþ ñâåðõïðîâîäíèêà E ≪ ∆. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (1.32) äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà

[113] îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ÷åðåç êâàçè�

êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ǧS(n, r) ≈ iτy â óðàâíåíèå (3.25), ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ
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êîýôôèöèåíòîâ â âèäå dG0
S/(~k2S) = d/(4πµaTI) è dF

0
S/(~k2S) = κad/(4πµaTI). Çäåñü áåçðàç�

ìåðíûé êîýôôèöèåíò κa = kSaTI õàðàêòåðèçóåòñÿ èìïóëüñîì Ôåðìè â ñâåðõïðîâîäíèêå è

ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì aTI ðàçíîñòíîé êîîðäèíàòû rd ïîðÿäêà ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ â

ðåø¼òêå ÒÈ (ñì. ðèñ. 1.4), íà êîòîðîì åù¼ ïðèìåíèìà ôîðìóëà (1.32).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè òóííåëèðîâàíèÿ tη↑

è tη↓ ñ η ∈ {a, b} çàâèñÿò íå òîëüêî îò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì, íî è îò

íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êðàåâûõ ìîä îòíîñèòåëüíî âåêòîðà rab ìåæäó àòîìàìè äâóõ

ïîäðåø¼òîê ÒÈ. Â ëþáîì ñëó÷àå âîçìîæíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ èç ñâåðõïðîâîäíèêà â îáå ïîä�

çîíû ñïåêòðà ÒÈ íå âíîñèò ÿâíîé àíèçîòðîïèè â ìîäåëü òóííåëèðîâàíèÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî

íèæå, âñå ôèçè÷åñêè èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû çàâèñÿò ëèøü îò ðàçíîñòè ôàç êîýôôèöèåíòîâ

òóííåëèðîâàíèÿ â ðàçíûå ïîäçîíû ñïåêòðà ÒÈ (òî åñòü îò àðãóìåíòîâ êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí

taςt
∗
bς , ς =↑, ↓), à íå îò èõ ôàç â îòäåëüíîñòè.

3.3.2. Ìîäèôèêàöèÿ ñïåêòðà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà

ñâåðõïðîâîäíèêîì

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà àìïëèòóäû íàâåä¼ííîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∆̂TI

è ñäâèãà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ýíåðãèè Û ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé çàïðåù¼ííîé

çîíûM â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè 2D ÒÈ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èíäóöèðîâàííûå ïîòåíöèàëû

(3.25) â óðàâíåíèè (3.24) ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.

Â îòñóòñòâèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé ∆̂TI = 0 è Û = 0, êàê óêàçàíî âûøå, óðàâ�

íåíèÿ ÁäÆ (1.1) ñ îäíî÷àñòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì (1.34) èìåþò äâà ýëåêòðîííûõ ðåøåíèÿ c

îðòîãîíàëüíûìè ñïèíîâûìè ñîñòîÿíèÿìè âáëèçè êàæäîé ãðàíèöû. Ãðóïïîâûå ñêîðîñòè ýòèõ

ìîä ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ñòîëüêî æå äûðî÷íûõ êðàåâûõ ìîä.

Ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òèïà Äèðèõëå ψ̂
∣∣∣
S
= 0 äëÿ îãèáàþùèõ

ψ̂ âîëíîâûõ ôóíêöèé â ÒÈ, çàïèøåì òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ êðàåâûõ ñîñòîÿ�

íèé, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàáîòàõ [A1] è [59, 153] è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà�

çîì: äëÿ ýëåêòðîííûõ ψ
(+)
e = (ψ̂edge, 0̂, 0̂, 0̂)

T
[
ψ

(−)
e = (0̂, ψ̂∗

edge, 0̂, 0̂)
T
]
è äûðî÷íûõ ñîñòîÿíèé

ψ
(−)
h = (0̂, 0̂, 0̂, ψ̂∗

edge)
T
[
ψ

(+)
h = (0̂, 0̂, ψedge, 0̂)

T
]
, îòâå÷àþùèõ âåðõíåìó [íèæíåìó] ñïèíîâîìó

ñîñòîÿíèþ12, ãäå çà 0̂ îáîçíà÷åí íóëåâîé ñïèíîð â ïîäçîííîì ïðîñòðàíñòâå, à ôóíêöèÿ

ψ̂edge =
eiσ̂zφ/2√
2|B|

( √
|B−|

−
√
|B+|

)
×
(
e−p1r·n − e−p2r·n

)
eikr·l (3.26)

12 Çäåñü ìû ñòàðàåìñÿ íå óïîòðåáëÿòü âûðàæåíèé òèïà �ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíîì ââåðõ (âíèç)�, ïîñêîëü�

êó â òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðàõ, îñíîâàííûõ íà ñïèí-îðáèòàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè, ñïèí ÿâëÿåòñÿ ïëîõèì

êâàíòîâûì ÷èñëîì
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çàïèñàíà ÷åðåç äâóìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð r = (x, y) ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k âäîëü ãðàíè�

öû l ñ âíóòðåííåé íîðìàëüþ n (èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [l × n] � åäèíè÷íûé âåêòîð â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè OZ) è óãëîì φ ìåæäó íàïðàâëåíèåì l è îñüþ OX. Õàðàê�

òåðíûå ìàñøòàáû ñïàäàíèÿ p−1
1,2 êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â 2D ÒÈ çàâèñÿò îò âîëíîâîãî âåêòîðà è

ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ:

p1,2 = p0 ±

√(
k − D

B
p0

)2

+
A2

4B2
− M

B
, (3.27)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ p0 = A/(2
√
B+B−), B± = B±D. Èíûìè ñëîâàìè, ýëåêòðîííûå ψ(±)

e

[äûðî÷íûå ψ
(±)
h ] ñîñòîÿíèÿ îòâå÷àþò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ε0±(k)[

−ε0±(k)
]
îò âîëíîâîãî âåêòîðà k âäîëü ãðàíèöû

ε0±(k) =
±A

√
B+B−k −DM

B
(3.28)

ñ íàêëîíîì s = A
√
B+B−/|B|. Ýíåðãåòè÷åñêèå âåòâè ïåðåñåêàþò óðîâåíü Ôåðìè â òî÷êàõ

k = k0 = DM/(A
√
B+B−) è k = −k0 (ñì. ðèñ. 3.6à). Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàëüíûå

ïàðàìåòðû B è D îòðèöàòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ôàçà êîìïîíåíò âîëíîâîé

ôóíêöèè ψ̂edge çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ãðàíèöû φ. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå îòñ÷¼òà óãëà φ

âûáðàíî êàêèì-òî ñòðîãî îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî âåêòîðà rab, ñîåäèíÿþùåãî

ïîäðåø¼òêè ÒÈ, ïðè âûâîäå ãàìèëüòîíèàíà (1.34) èç ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè. Â íàøåé

ìîäåëè ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ýòî íàïðàâëåíèå ëèøü èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè.

Ðèñ. 3.6. Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ñïåêòðà äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà â çàâèñèìîñòè

îò âîëíîâîãî âåêòîðà k âäîëü ãðàíèöû: (à) â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè (á) ñ ó÷¼òîì íàâåä¼ííîé ñâåðõ�

ïðîâîäèìîñòè, êîãäà ñïåêòð ñäâèãàåòñÿ íà âåëè÷èíû U− è U+/s > 0 âäîëü îñåé ýíåðãèè è èìïóëüñà

ñîîòâåòñòâåííî, è â í¼ì îòêðûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü Eg. Íà ðèñóíêå ïðåäïîëàãàåòñÿ U− < 0.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóä èíäóöèðîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ ∆̂TI è Û ïî ñðàâíå�

íèþ ñî çíà÷åíèåì øèðèíû çàïðåù¼ííîé çîíû M îñíîâíûå èçìåíåíèÿ â ñïåêòðå ïðîèçîéäóò

âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êâàçè÷àñòè÷íûé ñïåêòð âáëèçè
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êàæäîé èç òî÷åê k = ±k0 íåçàâèñèìî. Ðàññóæäàÿ â ðàìêàõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé, âîñïîëü�

çóåìñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé ïî èíäóöèðîâàííûì ïîòåíöèàëàì è èñïîëüçóåì âáëèçè òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ k = ηk0 ýëåêòðîííîé è äûðî÷íîé âåòâåé ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîëíîâûå

ôóíêöèè íóëåâîãî ïîðÿäêà ψ
(η)
e,h, îòâå÷àþùèå ðàçíûì ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì. Ñïðîåêòèðóåì

ãàìèëüòîíèàí (3.24) íà ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå, íàïðèìåð, òî÷êå k = k0:⟨
ψ(+)
e

∣∣HBdG

∣∣ψ(+)
e

⟩
= ⟨ψedge| Ĥ + Û↑ |ψedge⟩ = ε0+(k) + U2

↑ ,⟨
ψ(+)
e

∣∣HBdG

∣∣∣ψ(+)
h

⟩
= ⟨ψedge| ∆̂TI↑ |ψedge⟩ = Ege

−iϱ+ ,⟨
ψ

(+)
h

∣∣∣HBdG

∣∣ψ(+)
e

⟩
=

⟨
ψ(+)
e

∣∣HBdG

∣∣∣ψ(+)
h

⟩∗
,⟨

ψ
(+)
h

∣∣∣HBdG

∣∣∣ψ(+)
h

⟩
= ⟨ψedge| − Ĥ − Û

∗
↓ |ψedge⟩ = −ε0+(k)− U2

↓ ,

ãäå ìû ââåëè äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèÿ U± =
(
U2
↑ ± U2

↓
)
/2, Eg = κaU↑U↓ è ϱ+ = ϱ↑ + ϱ↓

÷åðåç ìîäóëè Uς è ôàçû ϱς ñëåäóþùèé âûðàæåíèé

√
d
(
ta↑e

iφ
√

|B−| − tb↑
√

|B+|
)/√

8πµaTI |B| def
= U↑e

iϱ↑ ,
√
d
(
ta↓e

−iφ
√

|B−| − tb↓
√

|B+|
)/√

8πµaTI |B| def
= U↓e

iϱ↓ .

Ïîÿâëåíèå Û↓ â äûðî÷íîì ñåêòîðå ãàìèëüòîíèàíà ñâÿçàíî ñ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷à�

ñòüþ Ť Σ̌1Ť −1, ê êîòîðîé ïðèìåí¼í îïåðàòîð îáðàùåíèÿ âðåìåíè â ÒÈ Ť = ς̂x ⊗ σ̂0C. Â ýòîì

ñëó÷àå ñïåêòð âáëèçè k = k0 â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñäâèãàåòñÿ íà âåëè÷èíû

U− ïî ýíåðãèè è U+/s âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà ñ îäíîâðåìåííûì îòêðûòèåì ùåëè Eg:

ϵ
(+)
1,2 (k) = U− ±

√
(ε0+(k) + U+)2 + E2

g . (3.29)

Ñïåêòð âáëèçè äðóãîé òî÷êè k = −k0 îòëè÷àåòñÿ îò (3.29) ëèøü çàìåíîé ε0+(k) íà −ε0−(k) è

U− íà −U− (ñì. ðèñ. 3.6á). Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé Eg ÿâíûì îáðàçîì

çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ ãðàíèöû φ = ̂(τ · x0):

Eg =
kSd

8πµ|B|

∣∣∣ta↑eiφ√|B−| − tb↑
√

|B+|
∣∣∣ · ∣∣∣ta↓e−iφ

√
|B−| − tb↓

√
|B+|

∣∣∣ .
Òàêîå ïîâåäåíèå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè íàïîìèíàåò ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ñèíãëåòíûõ

è òðèïëåòíûõ êîìïîíåíò â òð¼õìåðíûõ ÒÈ, èíäóöèðîâàííûõ ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ èçîòðîï�

íûì ñïàðèâàíèåì [55]. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ïðè íàëè÷èè â òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòîðå

ëèøü äâóõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ (â�åêòîðà rab, ñîåäèíÿþùåãî äâå ïîäðåø¼òêè, è íîðìàëè ê

ãðàíèöå n) ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ñâåðõïðîâîäÿùóþ ùåëü â ñïåêòðå

êðàåâûõ ñîñòîÿíèé òîëüêî êàê ôóíêöèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ïîñêîëü�

êó ùåëü ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì îáúåêòîì. Èíûìè ñëîâàìè Eg = Eg [cos(φ− ϑ0)], ãäå rab =
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rab(− sinϑ0, cosϑ0, 0) è n = (− sinφ, cosφ, 0). Â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèé êîýôôèöèåíòîâ

òóííåëèðîâàíèÿ tmς â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ùåëü â ñïåêòðå ìîæåò èìåòü äâà ìèíèìóìà,

ïîëîæåíèå êîòîðûõ çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíûõ ôàç ϑς = arg(t∗aςtbς) êîýôôèöèåíòîâ òóííåëè�

ðîâàíèÿ

E2
g ∼ [K↑ − cos(φ− ϑ↑)][K↓ − cos(φ+ ϑ↓)]

è îòíîøåíèÿ àìïëèòóä èõ ìîäóëåéKς = (Cς+C
−1
ς )/2 ≥ 1, Cς = |taς/tbς |

√
|B−/B+|. Îäíàêî äëÿ

âûïîëíåíèÿ îïèñàííîãî âûøå óñëîâèÿ ñèììåòðèè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ ëèáî

ìåæäó ðàçíîñòÿìè ôàç òóííåëèðîâàíèÿ ϑ↑ = −ϑ↓, ëèáî ìåæäó ñîîòíîøåíèÿìè èõ àìïëèòóä

K↑ = K↓. Â ëþáîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïîäðåø¼òîê îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

ϑ↑ − ϑ↓ = 2ϑ0.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ àìïëèòóä òóííåëèðîâàíèÿ Cς = 1 (Kς = 1) ìèíèìóìû

àìïëèòóäû ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè ðåàëèçóþòñÿ â òî÷êàõ φ = ±ϑ↑,↓ è ñîîòâåòñòâóþò îòñóò�

ñòâèþ ùåëè, ïîñêîëüêó Uς(ϑς) = 0. Èíûìè ñëîâàìè, âáëèçè äâóõ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíå�

íèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ðàçíîñòÿìè ôàç ϑς êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî

ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé, ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü â ñïåêòðå ìîä ìîæåò íå îòêðûòüñÿ, è îáå ïàðû

êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñïîñîáíû ïåðåíîñèòü çàðÿäîâûé è ñïèíîâûé êâàçè�

÷àñòè÷íûé òîê âäîëü ãðàíèö ñ òàêîé îðèåíòàöèåé îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé

ÒÈ (ñì. ðèñ. 3.7à). Îäíàêî ïðè äâèæåíèè ìîä âäîëü ïîâåðõíîñòè îáðàçöà íàïðàâëåíèå èõ

ðàñïðîñòðàíåíèÿ áóäåò ìåíÿòüñÿ âñëåä çà íàïðàâëåíèåì ãðàíèöû. Ýòî èçìåíåíèå, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïðèâåä¼ò ê îòêðûòèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â èõ ñïåêòðå è ýôôåêòèâíîé ëîêàëèçà�

öèè ýòèõ ìîä. Â òàêèõ �òî÷êàõ ïîâîðîòà� ïîäùåëåâûå (E < Eg) ýëåêòðîííûå è äûðî÷íûå

ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííûå ýôôåêòèâíûì ñâåðõïðîâîäÿùèì ñïàðèâàíèåì è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ

â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, áóäóò ïðåòåðïåâàòü àíäðååâñêîå îòðàæåíèå, ôîðìèðóÿ

ëîêàëèçîâàííûå àíäðååâñêèå ñîñòîÿíèÿ. Ñîõðàíåíèå çàðÿäîâîãî òîêà â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòè�

ðóåòñÿ íàëè÷èåì âòîðîé ýëåêòðîííîé è äûðî÷íîé ïàðû ìîä, ñïèíîâîå ñîñòîÿíèÿ è ãðóïïî�

âûå ñêîðîñòè êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû îòíîñèòåëüíî ìîä ïåðâîé ïàðû. Â îáùåì

ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí |taς/tbς | ùåëü â ñïåêòðå êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé íå áóäåò

èñ÷åçàòü íè ïðè êàêîì íàïðàâëåíèè, îäíàêî îïèñàííàÿ êàðòèíà áóäåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ äëÿ

ìîä ñ ýíåðãèåé E, ëåæàùåé â èíòåðâàëå çíà÷åíèé ýòîé ùåëè: min
φ
Eg < E < max

φ
Eg.

Âûäåëåííûå íàïðàâëåíèÿ ëîêàëèçàöèè àíäðååâñêèõ ñîñòîÿíèé îòñ÷èòûâàþòñÿ â íà�

øåé ìîäåëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà rab, ñîåäèíÿþùåãî ïîäðåø¼òêè òîïîëîãè÷å�

ñêîãî èçîëÿòîðà, è çàâèñÿò îò ñóììû ϑ↑ + ϑ↓ îòíîñèòåëüíûõ ôàç ϑς êîýôôèöèåíòîâ òóííå�

ëèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé óãîë ∆φ íå âëèÿåò íà ôèçè�
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Ðèñ. 3.7. (à) Çàâèñèìîñòü ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â ñïåêòðå Eg îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êðàå�

âûõ ìîä φ ïðè ϑς = π/3 è Cς = 1 (÷¼ðíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è Cς = 2 (êðàñíàÿ ïóíêòèðíàÿ); Âñòàâêà:

Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ãðàíèöû l òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà â êîíòàêòå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì,

âäîëü êîòîðîé íå îòêðûâàåòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü, è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ äâå ýëåêòðîííûå (êðàñ�

íàÿ è îðàíæåâàÿ ñòðåëêè íà ïåðåäíåì ïëàíå) è äâå äûðî÷íûå (ñèíÿÿ è çåë¼íàÿ íà âòîðîì ïëàíå)

ìîäû. Âåðõíåå (íèæíåå) ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå îáîçíà÷åíî íàïðàâëåíèåì ââåðõ (âíèç) âåðòèêàëüíîé

ñòðåëêè; (á) Êâàçè÷àñòè÷íûé ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèé âñòàâêå: öâåòà ñïëîøíûõ ïðÿìûõ ëèíèé

îòâå÷àþò ýëåêòðîííûì è äûðî÷íûì ìîäàì, êðàé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ãðàíèöû l îáîçíà÷åí æ¼ë�

òûìè ëèíèÿìè. Ñåðûìè êðóæêàìè îáîçíà÷åí ÷èñëåííûé ñïåêòð (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë: ïàðàìåòðû

kSdt
2
aς/(4πµM) = 1, Cς = 1 è ϑς = 0) äëÿ îáåèõ ãðàíèö ±l ∥ Ox, èçîáðàæ¼ííûõ íà âñòàâêå.

÷åñêè èçìåðèìûå âåëè÷èíû, ïîýòîìó îäíîâðåìåííî íà òó æå âåëè÷èíó äîëæåí èçìåíèòüñÿ

óãîë îðèåíòàöèè âåêòîðà rab, âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç ôàçû êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ

ϑ0 = (ϑ↑−ϑ↓)/2. Â òî æå âðåìÿ âåëè÷èíà ñóììû îòíîñèòåëüíûõ ôàç ϑ↑+ϑ↓ äîëæíà îñòàòüñÿ

íåèçìåííîé îòíîñèòåëüíî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíûõ ôàç êî�

ýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ â âåðõíåå ϑ↑ è íèæíåå ϑ↓ ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàíà ñ òåì,

÷òî ñàìè êîýôôèöèåíòû òóííåëèðîâàíèÿ tmς çàïèñàíû äëÿ îãèáàþùèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé,

â òî âðåìÿ êàê áàçèñíûå ôóíêöèè |H±⟩ = (X ± iY )↑(↓) ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíóþ ôàçó

ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ îñè îòñ÷¼òà. Ýòà ôàçà, íî ñ îáðàòíûì çíàêîì çàëîæåíà òàêæå

è â ãàìèëüòîíèàí (1.34), ÷òî ïðèâîäèò ê èçîòðîïíîìó ñïåêòðó (3.28) íîðìàëüíûõ ñîñòîÿíèé

è îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòè ôàç φ êîìïîíåíò âîëíîâûõ ôóíêöèé (3.26).

3.3.3. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñïåêòðà òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ïîä

ñâåðõïðîâîäíèêîì

Äëÿ îïèñàíèÿ îáùåé çàäà÷è çà ðàìêàìè òåîðèè âîçìóùåíèé, êîãäà àìïëèòóäû èíäóöè�

ðîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé ∆̂TI è Û ñðàâíèìû ñ øèðèíîé çàïðåù¼ííîé çîíû ÒÈ

M , áûëî ïðèìåíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ãàìèëüòîíèàí Áîãîëþáîâà - äå Æåíà (3.24)

áûë çàïèñàí â ðåø¼òî÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè, îïèñàííîé â ïðèëîæåíèè Â.4. Äëÿ ïðîñòîòû âû�

÷èñëåíèé áûëà âçÿòà ïðîñòàÿ êâàäðàòíàÿ ðåø¼òêà Áðàâå, êàæäûé àòîì êîòîðîé ñîäåðæèò



116

äâå îðáèòàëè [114, 115]. Ñïåêòð êâàçè÷àñòèö áûë ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçà�

öèè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû îäíî÷àñòè÷íîé çàäà÷è (1.35) ñ íàâåä¼ííûìè ïîòåíöèàëàìè â ôîðìå

(3.25). Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëàñü ïîëîñêà 2D ÒÈ êîíå÷íîé øèðèíûW âäîëü íàïðàâëåíèÿ n

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà Äèðèõëå äëÿ îãèáàþùèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ψ, â òî âðåìÿ êàê

âäîëü ïåðïåíäèêóëÿðíîãî íàïðàâëåíèÿ l òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð ñ÷èòàëñÿ áåñêîíå÷íûì, è

âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âûáèðàëàñü â âèäå ïëîñêîé âîëíû â ýòîì íàïðàâëåíèè (ñì. ðèñ. 3.5á).

Øèðèíà ïîëîñêè ÒÈ W âûáèðàëàñü áîëüøîé p1,2W ≫ 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè çíà�

÷åíèÿìè äëèí ñïàäàíèÿ p−1
1,2 (3.27) âîëíîâûõ ôóíêöèé ïîïåð¼ê ãðàíèöû âãëóáü îáðàçöà, ÷òî�

áû èçáåæàòü âçàèìîäåéñòâèÿ êðàåâûõ ìîä ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíèö (ñì. [153]) è, êàê ñëåä�

ñòâèå, ðàñùåïëåíèÿ êðàåâîãî ñïåêòðà íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ âñåõ âû÷èñëåíèé áûëè

âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ A = 3, 65 ýÂ·�A, B = −68, 6 ýÂ·�A2,

D = −51, 2 ýÂ·�A2, îòâå÷àþùèõ øèðèíå d = 71 �A êâàíòîâîé ÿìû CdTe/HgTe/CdTe [114, 115].

Áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé íóëåâîãî ñäâèãà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

â 2D ÒÈ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ùåëè M â îáú¼ìíîì ñïåêòðå íîðìàëü�

íîãî ñîñòîÿíèÿ ÒÈ íå áûëî ôèêñèðîâàíî (−10ìýÂ. M < 0), òàê êàê èìåííî ýòîò ïàðàìåòð

íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëåí ê èçìåíåíèþ øèðèíû d êâàíòîâîé ÿìû. Îí ìåíÿåòñÿ íà íåñêîëüêî

ïîðÿäêîâ âåëè÷èíû ïðè èçìåíåíèè d îò 6 äî 7 íì, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ïàðàìåòðû (A,

B, D) ïåðåíîðìèðóþòñÿ ëèøü íà ∼ 20% è ñëàáî ìîäèôèöèðóþò ñïåêòð [114].

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ãðàôèêàõ 3.7á è 3.8. Â ñâÿçè ñ îñîáåííîñòÿ�

ìè âûáðàííîé ãåîìåòðèè âñþäó íà ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåíû ñïåêòðû ãðàíèö ñ âíóòðåííèìè

íîðìàëÿìè ±n, à íå òîëüêî ãðàíèöû ñ íîðìàëüþ n, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì

ïîäðàçäåëå. Â ñëó÷àå ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ kSdt
2
m/(4πµ) ∼ |M |,

êàê è áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàêèå íàïðàâëåíèÿ ãðàíèöû

l (ñì. ðèñ. 3.7), âäîëü êîòîðûõ ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü íå îòêðûâàåòñÿ, ñîõðàíÿÿ ýëåêòðîí�

íûå è äûðî÷íûå êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ, â òî âðåìÿ êàê íà ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöå −l ùåëü

â êðàåâîì ñïåêòðå îòêðûòà. Ïðè ýòîì íåîáÿçàòåëüíî ïîëîæåíèå ùåëåé â ñïåêòðå êðàåâûõ

ñîñòîÿíèé, äâèãàþùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ âäîëü îäíîé è òîé æå ãðàíèöû,

áóäåò ñîâïàäàòü ïî çíà÷åíèÿì ýíåðãèè (ñì. ðèñ. 3.8á), êàê ýòî è áûëî ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêè

èç-çà ñäâèãà ýòèõ ñïåêòðîâ âäîëü îñè îðäèíàò íà âåëè÷èíû±U− â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

Êðîìå òîãî, â ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñâÿçü ñî ñâåðõïðîâîä�

íèêîì ïðèâîäèò ê àíèçîòðîïèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà (ñì. ðèñ. 3.8à), âåêòîð àíèçîòðîïèè

êîòîðîãî íàïðàâëåí âäîëü íàïðàâëåíèÿ θ0 = (ϑ↑ − ϑ↓)/2.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîçðà÷íîãî áàðüåðà ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêîì è òîïîëîãè÷åñêèì èçîëÿ�

òîðîì ksdt
2
m/µ≫ |M | âäîëü òåõ ãðàíèö, ãäå ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü íå îòêðûâàåòñÿ (Cς = 1,
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волновой вектор вдоль границы k/k
0

Ðèñ. 3.8. Ãðàôèêè îáú¼ìíîãî (à) è êðàåâîãî (á) ñïåêòðà äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôè�

öèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ kSdt
2
aς/(4πµM) = 1 â îòñóòñòâèå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè (Cς = 1) âäîëü

íàïðàâëåíèé ϑ↑,↓ = ±π/6. Âîëíîâîé âåêòîð ãðàíèöû kl íàïðàâëåí ïîä óãëîì φ = π/2 ê îñè àáñöèññ.

Öâåòà âåòâåé êðàåâîãî ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì àíàëèòè÷åñêîãî ãðàôèêà 3.6á; (â) Ïîëíûé

ñïåêòð âîçáóæäåíèé â çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî âåêòîðà âäîëü ãðàíèöû Ox äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé

êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ kSdt
2
aς/(4πµM) = 12. Â îòñóòñòâèå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè (Cς = 1)

âäîëü íàïðàâëåíèÿ ϑς = 0 ùåëü â îáú¼ìíîì ñïåêòðå â ýòîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè çàêðûâàåòñÿ, è

ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ôîðìèðóþò àíàëîã ãðàôåíà, äâóìåðíûé àíèçîòðîïíûé ïîëóïðî�

âîäíèê ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè âîçáóæäåíèÿìè. Ñïëîøíûå ëèíèè îòâå÷àþò àíàëèòè÷åñêîìó ñïåêòðó áåç

ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé.

φ = ϑς), ÷èñëåííàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà äà¼ò ðåçóëüòàò, ÷òî çàïðåù¼í�

íàÿ çîíà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ìîæåò ïðàêòè÷åñêè çàêðûòüñÿ (ñì. ðèñ. 3.8â), è äâóìåðíûé

òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð áóäåò äåìîíñòðèðîâàòü â ýòîì íàïðàâëåíèè ìåòàëëè÷åñêèé õàðàê�

òåð ïðîâîäèìîñòè ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè âîçáóæäåíèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèè íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðàñ÷¼òû äåìîí�

ñòðèðóþò ïðèáëèæ¼ííóþ ñèììåòðèþ êâàçè÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà HBdG ÁäÆ:

χ2ε(k/χ2,M/χ2, ta/χ, tb/χ) ≈ ε(k,M, ta, tb) ñ áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì χ. Ýòà ñèììåòðèÿ õî�

ðîøî ðàáîòàåò ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðàM ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ýíåðãåòè÷åñêèìè

ìàñøòàáàìè (íàïðèìåð, A2/|B|) íà îñíîâå îñòàëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò A, B è D.
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3.4. Âûâîäû ê òðåòüåé ãëàâå

Íà îñíîâàíèè ðàñ÷¼òîâ, ïðîäåëàííûõ â ýòîé ãëàâå, áûë èçó÷åí êâàçè÷àñòè÷íûé òðàíñ�

ïîðò âäîëü ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, âîëíîâûå ôóíêöèè êîòîðûõ ïðèæàòû ê êðàþ îáðàçöà

èëè ãðàíèöå ðàçäåëà, â ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ �ñâåðõïðîâîäíèê - äâóìåðíûé íîðìàëüíûé ìå�

òàëë� êàê íà îñíîâå äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà èëè ãðàôåíà â êâàíòóþùèõ ìàãíèòíûõ

ïîëÿõ, òàê è íà îñíîâå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ãëàâû ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè êîíòàê�

òîâ ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ÄÝÃ è ãðàôåíîì â ðåæèìå ÊÝÕ íîðìàëüíûõ ïîäñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî

â êâàíòîâîì ïðåäåëå ìàãíèòíûõ ïîëåé, êîãäà âäîëü êàæäîé ãðàíèöû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî îä�

íîé ïàðå ìîä (N = 1), â êîíòàêòå S-ÄÝÃ êîíäàêòàíñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óðîâíÿ Ôåðìè èëè øèðèíû êîíòàêòà. Ïðè ýòîì âíå çàâèñèìîñòè îò ýòèõ îñ�

öèëëÿöèé, êîíäàêòàíñ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè îòñóòñòâèè ïåðåðàññåÿíèÿ ìåæäó ìîäàìè êðàÿ

ÄÝÃ è ãðàíèöû ðàçäåëà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì. Â òîì æå ðåæèìå â SG - êîíòàêòå êîíäàêòàíñ

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îðèåíòàöèè êðà¼â ãðàôåíà ïî îòíîøåíèþ ê êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèì

îñÿì, íå ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ Ôåðìè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (â ïðåäåëàõ ïðèáëè�

æåíèé N = 1) è îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïåðåìåøèâàíèÿ ìîä ðàçíûõ

ãðàíèö ïðè ðàññåÿíèè è ýêâèâàëåíòíîé îðèåíòàöèè êðà¼â ñ èçîëÿòîðîì îòíîñèòåëüíî êðè�

ñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà êðàåâûõ êàíàëîâ âëå÷¼ò çà ñîáîé óíèôèêàöèþ

ïîâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè: êàê â ãðàôåíå, òàê è â ÄÝÃ, êîíäàêòàíñ ïåðèî�

äè÷åñêè ìåíÿåòñÿ ñ ïîëåì, õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì è øèðèíîé êîíòàêòà, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ (â îáùåì ñëó÷àå íåñîðàçìåðíûõ) ïåðèîäîâ ýòèõ îñöèëëÿöèé ðàñò¼ò êàê êâàäðàò

êîëè÷åñòâà ýëåêòðîííûõ ìîä N , ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü êðàÿ äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû.

Íà îñíîâå ìåòîäà ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ðàññåÿíèÿ âûâåäåíû óíèâåðñàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà è åãî äèñïåðñèè, çàâèñÿùèå ëèøü îò ôóíäàìåíòàëüíûõ ïî�

ñòîÿííûõ, êîëè÷åñòâà ìîä N è ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðîííûõ

ìîä â ìîäû ñâåðõïðîâîäÿùåãî èíòåðôåéñà. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðåí

ñëó÷àé, õàðàêòåðíûé äëÿ ãðàôåíà, â êîòîðîì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ óðîâíÿ Ôåðìè íàðó�

øàåòñÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà � îòñóòñòâèå ðàññåÿíèÿ íàçàä [143]. Â

ýòîì ñëó÷àå íàéäåíû ýôôåêòèâíîå èçìåíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà è åãî îáëàñòè

íåìîíîòîííîñòè â çàâèñèìîñòè îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü �òîïîëîãè÷åñêè çàùèù¼ííûõ� êðàå�

âûõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ íà ãðàíèöå ñ èçîëÿòîðîì â êâàíòîâîé ÿìå íà îñíîâå HgTe

ìåæäó áåðåãàìè CdTe, ïî îòíîøåíèþ ê ïîìåùåíèþ ñâåðõïðîâîäíèêà ñ èçîòðîïíûì ñèíãëåò�
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íûì ñïàðèâàíèåì íà ïîâåðõíîñòü òàêîé êâàíòîâîé ÿìû. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîãî

òóííåëüíîãî êîíòàêòà â äâóìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòîðå èíäóöèðóåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ

ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü, âåëè÷èíà êîòîðîé çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êðàåâûõ

ìîä. Èíûìè ñëîâàìè, ñïåêòð êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé òàêîé ñèñòåìû, èçîòðîïíûé â íîð�

ìàëüíîì ñîñòîÿíèè, ñòàíîâèòñÿ àíèçîòðîïíûì ïðè êîíòàêòå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì è çàâèñèò

îò îðèåíòàöèè êðàÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî ïîäðåø¼òêè ÒÈ. Â çàâèñèìîñòè îò

âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ òóííåëèðîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó è øè�

ðèíå çàïðåù¼ííîé çîíû îáú¼ìíîãî ñïåêòðà ÒÈ ñâåðõïðîâîäÿùèå êîððåëÿöèè ìîãóò ïî-ðàçíî�

ìó âëèÿòü íà ñïåêòð äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû: â ñïåêòðå êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò îòêðûòüñÿ

ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü, âåëè÷èíà êîòîðîé îäíàêî áóäåò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ ãðàíèöû

èëè êðàåâûå ìîäû ìîãóò ïîïàðíî ñâÿçàòüñÿ â ýëåêòðîí-äûðî÷íûå àíäðååâñêèå ñîñòîÿíèÿ,

ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè îáëàñòè îòñóòñòâèÿ èëè ïîäàâëåíèÿ ùåëè.

Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà ïîêàçàíî,

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé ñâÿçè ñâåðõïðîâîäíèêà ñ òîïîëîãè÷åñêèì èçîëÿòîðîì øèðèíà

çàïðåù¼ííîé çîíû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû ìîæåò ïðàêòè÷åñêè çàêðûòüñÿ. Îäíàêî,

ýòà îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íå ïîäòâåðæäåíà àíàëèòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè,

ïîýòîìó íå âêëþ÷åíà â îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ðÿä çàäà÷ î âëèÿíèè ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿ�

öèé, èíäóöèðîâàííûõ â êâàçèäâóìåðíûõ Ôåðìè-ñèñòåìàõ, òàêèõ êàê äâóìåðíûé ýëåêòðîí�

íûé ãàç, ãðàôåí è òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð, ïðè êîíòàêòå èõ ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì íà ñïåê�

òðàëüíûå ñâîéñòâà êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè âèõðåé Àáðèêîñîâà,

è òðàíñïîðòíûå õàðàêòåðèñòèêè êðàåâûõ ìîä â ýòèõ ñèñòåìàõ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð�

òàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

(1) Íà îñíîâå óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà - Äå Æåíà ïîêàçàíî, ÷òî óãëîâîé ìîìåíò ëîêàëè�

çîâàííûõ ñîñòîÿíèé â êîðå âèõðÿ Àáðèêîñîâà ñ çàâèõðåííîñòüþ M â ëèñòå ãðàôåíà

ñ íàâåäåííîé èçîòðîïíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðîâíÿ Ôåðìè ïðè�

íèìàåò ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷¼òíûõ çàâèõðåííîñòåé è öåëûå äëÿ íå÷¼òíûõ M . Â

âèõðå íå÷¼òíîé çàâèõðåííîñòè M äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íàéäåíî

òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ëîêàëèçîâàííîé ìîäû ñ ýíåðãèåé, ëåæàùåé íà

óðîâíå Ôåðìè, è ñ íóëåâûì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàäèàëüíîãî

ïðîôèëÿ íàâåä¼ííîé ùåëè.

(2) Íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïðåäñêàçàíî äâóõìàñøòàáíîå ïðîñòðàíñòâåí�

íîå ïîâåäåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â äâóìåðíîì ìåòàëëè÷åñêîì ñëîå â êîí�

òàêòå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì âòîðîãî ðîäà â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè. Äâà óêàçàííûõ ïðî�

ñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáà îïðåäåëÿþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ â ñïåêòðå ñâåðõïðîâîä�

íèêà è íàâåä¼ííîé ùåëüþ â ñïåêòðå íîðìàëüíîãî ñëîÿ. Â ïðåíåáðåæåíèè áåñïîðÿä�

êîì íàéäåíî, ÷òî ñïåêòð êâàçè÷àñòèö â âèõðå êàê ôóíêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà âîëíîâîé

ôóíêöèè ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé, ïåðåñåêàþùèõ óðîâåíü Ôåðìè.

(3) Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòðèö ðàññåÿíèÿ âû÷èñëåíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîí�

òàêòà äâóìåðíîãî ìåòàëëà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì, îïðåäåëÿåìàÿ â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ

ïîëÿõ òðàíñïîðòîì ïî îäíîé ïàðå êðàåâûõ ìîä âáëèçè êàæäîé ãðàíèöû, è ïîêàçàíî,

÷òî å¼ çàâèñèìîñòü îò øèðèíû è ãåîìåòðèè êîíòàêòà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ äëÿ ñëó�

÷àÿ äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà è ãðàôåíà â êà÷åñòâå äâóìåðíîãî ìåòàëëà. Ïîêàçàíî,

÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ïî ðåàëèçàöèÿì ïðèìåñåé â îá�

ëàñòè òðàíñôîðìàöèè ìîä è äèñïåðñèÿ ýòîé âåëè÷èíû çàâèñÿò îò ñïåêòðà äâóìåðíîé

ïîäñèñòåìû òîëüêî ÷åðåç êîëè÷åñòâî êðàåâûõ êàíàëîâ, è íàéäåíû óíèâåðñàëüíûå âû�

ðàæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí.
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(4) Â ðàìêàõ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà àíàëèòè÷åñêè è ÷èñ�

ëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü â ñïåêòðå êðàåâûõ ìîä äâóìåðíîãî òîïî�

ëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà â êîíòàêòå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ èçîòðîïíûì ñïàðèâàíèåì çà�

âèñèò îò íàïðàâëåíèÿ èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè ó÷¼òå òóííåëèðîâàíèÿ êâàçè÷àñòèö ñ

èçìåíåíèåì óãëîâîé ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíêöèè.

Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé âîçíèêëè íîâûå çàäà÷è è ïðîáëåìû, êîòîðûå áû�

ëî áû èíòåðåñíî ðåøèòü â ðàìêàõ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåìû ïðåäñòàâëåííîé äèññåðòàöèè:

- Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå ïðåäñêàçàííûõ îñîáåííîñòåé ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñî�

ñòîÿíèé âáëèçè ñâåðõïðîâîäÿùèõ âèõðåé â ìîíîñëîå ãðàôåíà ñ èíäóöèðîâàííîé ñâåðõ�

ïðîâîäèìîñòüþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ óðîâíÿõ Ôåðìè ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëè�

òóäîé èíäóöèðîâàííîé ùåëè ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

êâàíòîâàííûõ óðîâíåé ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â êîðå âèõðÿ. Â òî âðåìÿ êàê ïðè

áîëüøèõ óðîâíÿõ äîïèðîâàíèÿ äîëæíà âîññòàíîâèòüñÿ êàðòèíà, îòâå÷àþùàÿ ñïåêòðó

Êàðîëè - äå Æåíà - Ìàòðèêîíà.

- Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå îñîáåííîñòåé äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè êîí�

òàêòà ãðàôåíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, êîãäà òðàíñïîðò èä¼ò

ïî îäíîé ïàðå êðàåâûõ ìîä îêîëî ãðàíèö, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîâîäèìîñòüþ êîíòàêòà íà

îñíîâå äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â

êîíòàêòå ñ ãðàôåíîì îòñóòñòâóþò îñöèëëÿöèè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ïðè

èçìåíåíèè øèðèíû êîíòàêòà, íî åñòü ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè îò âçà�

èìíîé îðèåíòàöèè êðà¼â ãðàôåíà îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ îñåé. Ïðè ïðîòè�

âîïîëîæíîé îðèåíòàöèè ãðàíèö ãðàôåíà ñ èçîëÿòîðîì ïðåäñêàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè, ðàâíîå óäâîåííîìó êâàíòó êîíäàêòàíñà.

- Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ òðàíñôîðìàöèè êðàå�

âûõ ìîä, ëîêàëèçîâàííûõ îêîëî ãðàíèö íîðìàëüíîé ñèñòåìû ñ èçîëÿòîðîì è ñâåðõ�

ïðîâîäíèêîì, äðóã â äðóãà îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óðîâíÿ Ôåðìè è ãåîìåòðèè êîíòàêòà

äâóìåðíîãî ìåòàëëà â ðåæèìå êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì.

- Ðàçðàáîòêà è ïðîâåäåíèå âåðèôèöèðóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ äå�

ôåêòíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà íà èçìåðÿåìóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé,

ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè âèõðåé Àáðèêîñîâà.
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- Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáíàðóæåíèå ïðåäñêàçàííûõ îñîáåííîñòåé ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñî�

ñòîÿíèé ñâåðõïðîâîäíèêà â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè (òàêèõ êàê äâà ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñ�

øòàáà, íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïèêîâ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè).

- Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå ïðåäñêàçàííîé çàâèñèìîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè â

ñïåêòðå êðàåâûõ ìîä äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ïîä ñâåðõïðîâîäíèêîì ñ

èçîòðîïíûì ñïàðèâàíèåì îò íàïðàâëåíèÿ ãðàíèöû ñ âàêóóìîì.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Ñ. Ìåëüíèêîâó çà ïî�

ñòîÿííîå âíèìàíèå, òåðïåíèå, íåèçìåííûé èíòåðåñ è ïîääåðæêó â ðàáîòå; à òàêæå âñåì ñî�

òðóäíèêàì ÈÔÌ ÐÀÍ, ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà è îáùåíèå ñ êîòîðûìè ïîìîãëè ðåøèòü ìíîãèå

âîïðîñû ðàáîòû è äàëè âîçìîæíîñòü íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîÿâèòüñÿ íà ñâåò. Îñîáåííî

õîòåëîñü áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü:

- À.À. Àíäðîíîâó, Â.Â. Êóðèíó, Ñ.Â.Øàðîâó, Â.ß. Àë¼øêèíó, À.À. Ôðàåðìàíó è È.Ä. Òîê�

ìàíó � çà ïîñòîÿííûé èíòåðåñ è îáñóæäåíèå âîïðîñîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû;

- È.À. Øåðåøåâñêîìó, Ì.À. Ñèëàåâó è Ä.Þ. Âîäîëàçîâó � çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü è

ïîääåðæêó â ÷èñëåííûõ ñ÷åòàõ;

- À.Þ. Àëàäûøêèíó, Ä.Þ. Âîäîëàçîâó, Ä.À. Ðûæîâó, À.Â. Ñàìîõâàëîâó, Î.Ã. Óäàëîâó �
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Ïðèëîæåíèå À

À.1. Âûâîä óðàâíåíèé (1.16), (1.18)

Â äàííîì ïðèëîæåíèè áóäåò âûâåäåíî óðàâíåíèå (1.18) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è

åãî ðåøåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ (1.16) óäîâëåòâîðÿëà ðàâåíñòâó (1.14).

Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé áóäåì ðàáîòàòü ñðàçó â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíîãî òóííåëè�

ðîâàíèÿ T (r,R) = T (R)δ(r∥ −R)δ(z). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå óðàâíåíèÿ ñ èñòî÷íèêîì â ïðàâîé ÷àñòè:

Ǧ−1
S (r1)ǦT (r1,R2) = −dŤ (r1∥)Ǧ2D(r1∥,R2)δ(z1) . (À.1)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå ïî z â ïîëîæèòåëüíîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïîëó÷èì ýôôåê�

òèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ ǦT (r1,R2):

∂

∂z1
ǦT (r1,R2)

∣∣∣∣
z1=0

= −dmS

~2
Ť (r1∥)Ǧ2D(r1∥,R2) . (À.2)

Èñïîëüçóÿ ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ìîæíî ðåøàòü óðàâíåíèå (À.1) â îáëàñòè z > 0 áåç èñòî÷�

íèêà â ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà:

ǦT (r1,R2) =
~

2mS

∫
d2R′

[
∂

∂z′
Ǧ

(+)
S (r1,R

′, z′)ǦT (R
′, z′,R2)−

Ǧ
(+)
S (r1,R

′, z′)
∂

∂z′
ǦT (R

′, z′,R2)

]∣∣∣∣
z′=0

, (À.3)

ãäå Ǧ
(+)
S (r1, r2) � ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ (1.18). Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëå�

òâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (À.2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ�

íåíèÿ (À.3) îñòàëñÿ ëèøü âòîðîé ÷ëåí. Èíûìè ñëîâàìè, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

∂Ǧ
(+)
S (r1, r2)/∂z2

∣∣∣
z2=0

= 0, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ðåøåíèåì èç îñíîâíîãî òåêñòà (1.19).

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (À.3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê òðåáóåìîìó âèäó (1.16).
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Ïðèëîæåíèå Á

Á.1. Óñðåäíåíèå ôóíêöèé Ãðèíà âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ

ñâåðõïðîâîäíèêà ïî íàïðàâëåíèÿì òðàåêòîðèé

Ýòî ïðèëîæåíèå ïîñâÿùåíî âûâîäó ôîðìóë (2.23) äëÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷à�

ñòåé Σ1, Σ2 è Σ+
2 â ìîäåëè íåêîãåðåíòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ Σ1 = iΓ ⟨gS⟩, Σ2 = iΓ ⟨fS⟩, ãäå

òðåóãîëüíûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì ïðèìåñåé, ýêâèâàëåíòíîå ñðåäíåìó

ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñà Ôåðìè pS â ñâåðõïðîâîäíèêå. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåãî

ïðèáëèæåíèÿ (2.20) äëÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèè Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè

g
R(A)
S = iζ

R(A)
S = ℘

i~v∥e−K

2Q [E − ϵ0]
±
π~v∥e−K

2Q
δ(E − ϵ0) , (Á.1)

âûäåëèâ â íåé ÿâíûì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíóþ (äåëüòà-ôóíêöèîíàëüíóþ) è ìíèìóþ ÷àñòè

(ãëàâíîå çíà÷åíèå ℘).

Ïðîâåä¼ì óñðåäíåíèå ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó íàïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèè α (ïðè ôèêñè�

ðîâàííîé êîîðäèíàòå R = (ρ, ϕ)), ó÷èòûâàÿ ÷¼òíîñòè ôóíêöèé ïðè èíâåðñèè îñè Os. Òîãäà

Σ2e
−iϕ = Σ†

2e
iϕ = Γ ⟨θS(s)s− ζS(s)b⟩ /ρ = ΓΦ + Σloc

2 , (Á.2a)

Σ1 = −Γ ⟨ζS(s)⟩ ; Φ(ρ) = ℘ ⟨ I(s) sgn(s)/2Q [E − ϵ0]⟩ . (Á.2b)

Çäåñü I(s) = 2
∫s

0
(E −∆0b/ρ)e

−K(s′) ds′. Â íåäèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíòàõ èíäóöèðîâàííûõ ïî�

òåíöèàëîâ óäîáíî âûäåëèòü ëîêàëèçîâàííóþ â êîðå ñâåðõïðîâîäíèêà ÷àñòü Σloc
2 = Γ ⟨ζ(s)b/ρ⟩

è àäèàáàòè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó Φ = ⟨θ(s)s/ρ⟩. Â ëîãàðèôìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïî ïàðàìåò�

ðó E/∆∞ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìíèìîé ÷àñòüþ äåëîêàëèçîâàííîé ôóíêöèè Φ è ðàññìàòðèâàòü

å¼ ëèøü â âèäå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (Á.2b). Â ýòîì ñëó÷àå Φ ìîæåò áûòü ó÷òåíà êàê àäèà�

áàòè÷åñêàÿ èíäóöèðîâàííàÿ ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ùåëü, ìàëàÿ âáëèçè êîðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî

âèõðÿ è âûõîäÿùàÿ íà àñèìïòîòèêó Φ → 1 ïðè ρ ≫ ξS. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ âñåõ ôóíêöèé íà
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äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè àíàëîãè÷íî (Á.1) ïðîâåä¼ì óñðåäíåíèå ïî óãëó α:

ReΣloc
2 = Γ

⟨
~v∥e−K

2QΩρ

[
1− Re

|E|√
E2 − Ω2ρ2

]⟩
z

, (Á.3a)

ImΣloc
2 = ±Γ

⟨
Re

E~v∥e−K

2QρΩ
√

Ω2ρ2 − E2

⟩
z

, (Á.3b)

ReΣ1 = −sign(E)Γ

⟨
Re

~v∥e−K

2Q
√
E2 − Ω2ρ2

⟩
z

, (Á.3c)

ImΣ1 = ±Γ

⟨
Re

~v∥e−K

2Q
√

Ω2ρ2 − E2

⟩
z

. (Á.3d)

Çäåñü âåðõíèé è íèæíèé çíàêè ìíèìûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþò çàïàçäûâàþùåìó è îïåðåæà�

þùåìó ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîìó ÷ëåíó ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ìû ââåëè îáîçíà÷å�

íèÿ ⟨. . .⟩z = 1
2

∫π

0
(. . .) sinχpdχp äëÿ óñðåäíåíèÿ ïî ïîëÿðíîìó óãëó χp èìïóëüñà Ôåðìè pS

è Ω = dϵ0/db. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ, ïðîäåëàííûå â ýòîì ïðèëîæåíèè,

ïðîâåäåíû â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó b/ρ, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå, êîãäà ýòîò ïàðà�

ìåòð íå ìàë, êàê ïîêàçàíî â îñíîâíîì òåêñòå, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü äàëüíþþ àñèìïòîòèêó

ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòåé (2.17).



142

Ïðèëîæåíèå Â

Â.1. Ìàòðè÷íàÿ äåêîìïîçèöèÿ

Äàííîå ïðèëîæåíèå ïîñâÿùåíî âûâîäó ôîðìóëû (3.14) äëÿ òàê íàçûâàåìîé ïîëÿð�

íîé äåêîìïîçèöèè ìàòðèö ðàññåÿíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì (3.10, 3.12). Ðàçëîæåíèå

ìàòðèö ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè â ïîëÿðíóþ äåêîìïîçèöèþ èçó÷àëîñü â ðÿäå ðàáîò

[147, 154�156]. Â ñëó÷àå óíèòàðíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèììåòðèè ÁäÆ (3.12), áóäåì

äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ëþáàÿ 2N×2N - ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ X̂, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèììåòðèè óðàâíåíèé ÁäÆ

(3.12), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â áëî÷íîì âèäå

X̂ =

 â b̂

−b̂∗ â

 . (Â.1)

Íàáîð òàêèõ ìàòðèö îáðàçóåò êîìïàêòíóþ ãðóïïó ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö Sp(2N). Óñëîâèå

óíèòàðíîñòè ýòîé ìàòðèöû (3.10) íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà å¼ áëîêè:

ââ+ + b̂b̂+ = 1̂ , â+â+ b̂T b̂∗ = 1̂ , (Â.2a)

−âb̂T + b̂âT = 0 , â+b̂− b̂T â∗ = 0 . (Â.2b)

Ïðè ýòîì ýðìèòîâà ìàòðèöà b̂b̂+ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó b̂b̂+ = Û τ̂0Û
+ ñ

ïîìîùüþ íåêîòîðîé óíèòàðíîé ìàòðèöû Û , ãäå τ̂0 = diag(τ 01 , . . . , τ
0
N) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîé. Ñîãëàñíî ïåðâîìó óðàâíåíèþ èç (Â.2a) îäíîâðåìåí�

íî ñ ïîìîùüþ òîé æå óíèòàðíîé ìàòðèöû äèàãîíàëèçóåòñÿ è ââ+ = Û(1−τ̂0)Û+. Ïðåäïîëàãàÿ

äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî íè îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé τ 0n ̸= 0, 1 íå îáðàùàåòñÿ â íóëü èëè åäè�

íèöó,1 ìîæíî ââåñòè íîâûå ìàòðèöû V̂ = (1̂− τ̂0)
−1/2Û+â, Ŵ = τ̂

−1/2
0 Û+b̂, êîòîðûå, êàê ëåãêî

ïðîâåðèòü, òàêæå óíèòàðíûå. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ìîæåì îäíîâðåìåííî ïðèâåñòè áëîêè â è b̂

ìàòðèöû X̂ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, èñïîëüçóÿ òðè óíèòàðíûå è îäíó äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöû:

â = Û
√
1− τ̂0V̂ , b̂ = Û

√
τ̂0Ŵ .

Ïðèìåíèâ âòîðîå óðàâíåíèå èç (Â.2a), ëåãêî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå V̂ +τ̂0V̂ = Ŵ T τ̂0Ŵ
∗

ìåæäó ìàòðèöàìè V̂ è Ŵ . Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû ι̂ = Ŵ ∗V̂ +, ëåãêî óáå�

äèòüñÿ â å¼ êîììóòàöèè ñ τ̂0: ι̂τ̂0 = τ̂0ι̂. Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèÿ (Â.2b) ñëåäóåò, ÷òî ýòà

ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà ι̂T = ι̂. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâ ìàòðèöû ι̂, ââåä¼ì óíèòàðíûå

1 Íå ðàññìîòðåííûå íàìè ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [155]. Êðîìå

òîãî, ýòîò âîïðîñ ìîæíî ðåøèòü ñ òî÷íîñòüþ äî òèïè÷íîñòè, äîîïðåäåëèâ ðàçëîæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè.
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ìàòðèöû Â = Û ι̂1/2, B̂ = (ι̂+)
1/2
V̂ è ïîëó÷èì èñêîìóþ ïîëÿðíóþ äåêîìïîçèöèþ ñèìïëåê�

òè÷åñêîé ìàòðèöû X̂ ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé τ̂0 = diag (τ 01 , . . . , τ
0
N) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

{τ 01 , . . . , τ 0k} ìàòðèöû b̂+b̂:

X̂ =

Â 0

0 Â∗

√
1− τ̂0

√
τ̂0

−
√
τ̂0

√
1− τ̂0

B̂ 0

0 B̂∗

 . (Â.3)

Â.2. Âûâîä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå

íà êîìïàêòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Sp(2N)

Â ýòîì ïðèëîæåíèè áóäåò âûâåäåíî âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå (3.21), äëÿ ôóíêöèè ðàñ�

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöû X̂, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå íà êîìïàêòíîé

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå, ïî ïåðåìåííûì ïîëÿðíîé äåêîìïîçèöèè (Â.3). Áóäåì äåéñòâîâàòü

ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè, ïðîäåëàííûìè â ðàáîòàõ [147, 156, 157].

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ëþáóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ìàòðèöó ðàññåÿ�

íèÿ X̂ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X̂ =

Â√1− τ̂0B̂ Â
√
τ̂0B̂

∗

−Â∗√τ̂0B̂ Â∗√1− τ̂0B̂
∗

 (Â.4)

÷åðåç óíèòàðíûå ìàòðèöû Â, B̂ è äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó τ̂0 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {τ 0m}

êâàäðàòà íåäèàãîíàëüíîãî áëîêà ìàòðèöû X̂.

Ñîãëàñíî [147], ìåðà Õààðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíèòàðíîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü íàéäå�

íà íà îñíîâå âûðàæåíèé äëÿ êâàäðàòà äèôôåðåíöèàëà äëèíû äóãè dσ2 = tr(dX̂+dX̂) ÷åðåç

äèôôåðåíöèàë ìàòðèöû dX̂ è dσ2 =
∑
a,b

gabdx
adxb ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gab. Çíàÿ âû�

ðàæåíèå äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èç äâóõ ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé

ìîæíî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàë ìåðû Õààðà äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû

dµ(X̂) =
√

det(ĝ)
∏
a

dxa . (Â.5)

Ïðè ýòîì â ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèÿõ íàáîð {xa} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì áàçèñîì íåçàâèñèìûõ

ïåðåìåííûõ. Äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö t̂ ∈ {τ̂0, 1̂− τ̂0} áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ íàáîð äåéñòâèòåëü�

íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé τ = (τ 01 , . . . , τ
0
N). Áàçèñ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äëÿ óíèòàðíûõ

ìàòðèö Â [B̂] ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äèôôåðåíöèðîâàíèÿ óñëîâèÿ èõ óíèòàðíîñòè:

dÂ+ · Â+ Â+ · dÂ = 0 , dB̂ · B̂+ + B̂ · dB̂+ = 0 ,

â âèäå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ dξ0i = dxii, dξκ = dxij, dξ
∗
κ = dx∗ij = dxji [dη

0
i = dyii, dηκ = dyij,

dη∗κ = dy∗ij = dyji] (i < j, κ = (i − 1) · N + j) ýðìèòîâûõ ìàòðèö dx̂ = iÂ+dÂ [dŷ = iB̂dB̂+].
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Äåéñòâèòåëüíûå äèàãîíàëüíûå

dξ0 = (dξ01 , . . . , dξ
0
N) , dη0 = (dη01, . . . , dη

0
N)

è êîìïëåêñíûå íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû

dξ =
(
dξ1, . . . , dξN(N−1)/2, dξ

∗
1 , . . . , dξ

∗
N(N−1)/2

)
,

dη =
(
dη1, . . . , dηN(N−1)/2, dη

∗
1, . . . , dη

∗
N(N−1)/2

)
ýòèõ ìàòðèö îáðàçóþò äëÿ êàæäîé èç íèõ áàçèñ èç N2 íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ìàòðèö Â∗,B̂∗ áàçèñ ñîâïàäàåò.

Ïîñêîëüêó áëîêè ìàòðèöû X̂ (Â.4) èìåþò âèä ïðîèçâåäåíèÿ P̂ = û
√
t̂v̂ òð¼õ ìàòðèö èç

íàáîðà û ∈ {Â, Â∗}, v̂ ∈ {B̂, B̂∗}, t̂ ∈ {τ̂0, 1̂− τ̂0}, ìû ìîæåì çàïèñàòü êâàäðàò äèôôåðåíöèàëà

äëèíû äóãè êàæäîãî òàêîãî áëîêà â âûáðàííîì âûøå áàçèñå

tr
(
dP̂dP̂+

)
= tr

[
t̂ (dx̂ · dx̂+ dŷ · dŷ) + dt̂ · dt̂

4t̂
− 2dx̂ ·

√
t̂ · dŷ ·

√
t̂

]
.

Çäåñü è äàëåå ìû äëÿ ïðîñòîòû ïèøåì äðîáè, ñîñòîÿùèå èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, òàê êàê

ýòè ìàòðèöû êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé è ñ íèìè ìîæíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ îáû÷íûìè ÷èñëà�

ìè. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî êâàäðàò ýëåìåíòà äóãè âñåé ìàòðèöû X̂ ñêëàäûâàåòñÿ èç êâàäðàòîâ

ýëåìåíòîâ äóãè îòäåëüíûõ áëîêîâ tr(dX̂dX̂+) = tr(dâdâ+)+tr(db̂db̂+)+tr(dâ∗dâT )+tr(db̂∗db̂T ),

åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

tr
(
dŜdŜ+

)
= tr

[
dτ̂0 · dτ̂0

2τ̂0(1̂− τ̂0)
+ 2 (dx̂ · dx̂+ dŷ · dŷ)+

+4

(
dx̂ ·

√
τ̂0 · dŷT ·

√
τ̂0 − dx̂ ·

√
1̂− τ̂0 · dŷ ·

√
1̂− τ̂0

)]
,

ãäå èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ñëåäà tr(Ĉ) = tr(ĈT ) ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû Ĉ.

tr
(
dŜdŜ+

)
= 2

N∑
i=1

[
dτ 0i dτ

0
i

4τ 0i (1− τ 0i )
+ dξ0i dξ

0
i + dη0i dη

0
i + 2dξ0i dη

0
i (2τ

0
i − 1)

]
+

+ 2

N(N−1)/2∑
κ=1

[dξκdξ
∗
κ + dηκdη

∗
κ + 2qκdξκdηκ − 2pκdξκdη

∗
κ + c.c.] .

Çäåñü pκ =
√

(1− τ 0i )(1− τ 0j ), qκ =
√
τ 0i τ

0
j , ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó κ â ïðåäåëàõ îò 1 äî

N(N − 1)/2 ñîîòâåòñòâóåò ñóììå ïî èíäåêñàì i, j ïðè óñëîâèè i < j, à çà �c.c.� îáîçíà÷åíî

êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê çàïèñàííîìó ïåðåä íèì â ñêîáêàõ.
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Ïðåäñòàâëÿÿ íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òèïà 2dξκdηκ â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå dξκdηκ+

dηκdξκ çàïèøåì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû ìàò�

ðèö â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå ĝ = 2diag(d̂τ , d̂0, d̂), ãäå d̂τ = [4τ̂0(1̂− τ̂0)]
−1,

d̂0 =

 1̂ 2τ̂0 − 1̂

2τ̂0 − 1̂ 1̂

 , d̂ =


0 1̂κ q̂κ −p̂κ
1̂κ 0 −p̂κ q̂κ

q̂κ −p̂κ 0 1̂κ

−p̂κ q̂κ 1̂κ 0

 .

Äåòåðìèíàíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (Â.5) äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå�

íèÿ, ðàâåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïðîèçâåäåíèþ äåòåðìèíàíòîâ åãî áëîêîâ

det ĝ ∼ det d̂τ · det d̂0 · det d̂, ãäå

det d̂τ =
∏
i

[4τ 0i (1− τ 0i )]
−1 ,

det d̂0 =
∏
i

[1− (2τ 0i − 1)2] =
(
det d̂τ

)−1

,

det d̂ =
∏
κ

[(p2κ − q2κ)
2 − 2(p2κ + q2κ) + 1] =

∏
i<j

(τ 0i − τ 0j )
2 .

Îêîí÷àòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî äèôôåðåíöèàë ìåðû Õààðà óíèòàð�

íûõ ìàòðèö åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ dµ(A) =

dNξ0 · dN(N−1)ξ, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå (3.21) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèìïëåêòè÷å�

ñêîé ìàòðèöû X̂ ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì τ 0m êâàäðàòà å¼ íåäèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà:

dµ(X̂) =
∏
i<j

|τ 0i − τ 0j |
∏
i

dτ 0i dµ(Â)dµ(B̂)

Â.3. Óñðåäíåíèå âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, ïî ìåðå

Õààðà íà ãðóïïå

Äàííîå ïðèëîæåíèå ïîñâÿùåíî òåõíèêå âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîíäàêòàíñà è

åãî äèñïåðñèè ïî âñåì ìàòðèöàì ðàñïðåäåëåíèÿ (3.21), âõîäÿùèì â ïîëÿðíóþ äåêîìïîçèöèþ

ìàòðèö T̂m, (3.1) èëè ëèøü ïî óíèòàðíûì ìàòðèöàì ôàç Âm, B̂m ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (3.2).

Íà îñíîâàíèè ïîëÿðíîé äåêîìïîçèöèè (3.14) ìàòðèö T̂m âûðàæåíèå äëÿ áëîêà ŝeh = t̂e+l̂t̂+h+

t̂e−l̂
+t̂−h ïîëíîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ Ŝ = T̂2Λ̂T̂1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

ŝeh = Â2

(√
1− τ2F̂

√
τ1 +

√
τ2F̂

∗√1− τ1

)
B̂∗

1

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ l̂
def
= diag(eik1W , . . . , eikNW ) äëÿ äèàãîíàëüíîãî áëîêà ìàòðèöû Λ̂ =

diag(l̂, l̂+) è F̂
def
= B̂2l̂Â1 äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî íà óíèòàðíûå ìàòðèöû ôàç. Íåäèàãîíàëüíûé
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ýëåìåíò ŝeh âõîäèò â (3.15) â âèäå ñëåäà tr(ŝ+ehŝeh), ïðåäñòàâèìîãî â ñëåäóþùåé ôîðìå:

tr(ŝ+ehŝeh) = tr
[
F̂ ∗(1− τ̂1)F̂

T τ̂2 + F̂ τ̂1F̂
+(1− τ̂2)+

+F̂
√
τ̂1(1− τ̂1)F̂

T
√
τ̂2(1− τ̂2) + F̂ ∗

√
τ̂1(1− τ̂1)F̂

+
√
τ̂2(1− τ̂2)

]
Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ óñðåäíåíèÿ êîíäàêòàíñà íåîáõîäèìî íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî óíèòàð�

íîé ìàòðèöå Ĉ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà óíèòàðíîé ãðóïïå, òèïà PĈ(â, b̂) = tr
⟨
ĈâĈ+b̂

⟩
C
,

QĈ(â, b̂) = tr
⟨
ĈâĈT b̂

⟩
C
. Ïðè÷¼ì äàííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûìè ôîðìàìè ñâîèõ

àðãóìåíòîâ â è b̂. Ýòîò âîïðîñ áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå Â.3.1. Òîãäà îòâåò äëÿ

óñðåäí¼ííîãî èñêîìîãî ñëåäà ìàòðèöû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:

⟨
tr(ŝ+ehŝeh)

⟩
= PF̂ ∗ (1− τ̂1, τ̂2) + PF̂ (τ̂1, 1− τ̂2)+

+QF̂

(√
τ̂1(1− τ̂1),

√
τ̂2(1− τ̂2)

)
+QF̂ ∗

(√
τ̂1(1− τ̂1),

√
τ̂2(1− τ̂2)

)
.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå óíèòàðíîé ìàòðèöû Â1 ïî ìåðå Õààðà íå ìåíÿåòñÿ

ïðè å¼ óìíîæåíèè íà ïðîèçâîëüíóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó (íàïðèìåð, B̂2l̂), ïîýòîìó âìåñòî

óñðåäíåíèÿ ïî èñõîäíîé ìàòðèöå ìîæíî ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå ïî óíèòàðíîé ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåë¼ííîé ìàòðèöå F̂ . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ðàçäåëå Â.3.2 äëÿ íàõîæäåíèÿ äèñïåð�

ñèè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè, ìû íàéä¼ì âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì

JĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT ĈâĈ+Ĉ∗b̂)

⟩
C
, (Â.6a)

KĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT ĈâĈT Ĉb̂)

⟩
C
, (Â.6b)

LĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT âĈ) tr(Ĉ+b̂Ĉ∗)

⟩
C
, (Â.6c)

MĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT âĈ) tr(ĈT b̂Ĉ)

⟩
C
. (Â.6d)

Â.3.1. Âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà GSN

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà Ĉ, ïî êîòîðîé áóäåò âåñòèñü óñðåäíåíèå, ðàñïðåäåëåíà ïî ìåðå

Õààðà íà óíèòàðíîé ãðóïïå, òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé, çàâèñÿùèõ îò íå¼, èíâàðèàíòíû

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ýòîé ìàòðèöû íà ïðîèçâîëüíóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó Û :

P̂(Û âÛ+, b̂) = P̂(â, b̂) = P̂(â, Û b̂Û+) (Â.7a)

Q̂(Û âÛT , b̂) = Q̂(â, b̂) = Q̂(â, Û b̂ÛT ) (Â.7b)

Ñóùåñòâóåò îáùåå âûðàæåíèå äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû Z(â, b̂) = tr
(
ẑ(â)b̂

)
=
∑N

i,j,k,l=1 Zij,klaijbkl

äâóõ ìàòðèö â âèäå ñëåäà. Ïðèìåíèâ ýòó ôîðìóëó ê âûðàæåíèÿì P̂(â, b̂) = tr
(
p̂(â)b̂

)
, Q̂(â, b̂) =
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tr
(
q̂(â)b̂

)
, ìû ñâåä¼ì óñëîâèÿ íà èñêîìûå ñðåäíèå (Â.7) ê óñëîâèÿì íà íåèçâåñòíûå ëèíåéíûå

ìàòðè÷íûå ôóíêöèè p̂(â), q̂(â):

p̂(Û âÛ+) = p̂(â) = Û+p̂(â)Û , q̂(Û âÛT ) = q̂(â) = ÛT q̂(â)Û

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè p̂(â) ñëåäóåò, ÷òî îíà êîììóòèðóåò ñ ïðîèçâîëüíîé óíèòàð�

íîé ìàòðèöåé Û , à ñëåäîâàòåëüíî, ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Ïðè ýòîì êîýôôè�

öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè åäèíè÷íîé ìàòðèöå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ðàâåíñòâîì è óñëîâèåì

ëèíåéíîñòè p̂(â) = c0 tr(â)1̂. Îí îêàçûâàåòñÿ ðàâåí ñëåäó ìàòðèöû â. Íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ

c0, íå çàâèñÿùàÿ îò àðãóìåíòà ôóíêöèè, ìîæåò áûòü íàéäåíà, íàïðèìåð, ïðè â = 1̂. Â ýòîì

ñëó÷àå P̂(1̂, b̂) = tr(b̂), ïîýòîìó c0 = 1/N . Âòîðîå ðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè q̂(â) èìååò ëèøü íó�

ëåâîå ðåøåíèå q̂(â) = 0 (íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû Û = diag(eiϖ1 , . . . , eiϖN )). Â ðåçóëüòàòå èñêî�

ìûå âûðàæåíèÿ ðàâíû QĈ(â, b̂) = tr
⟨
ĈâĈT b̂

⟩
C
= 0, PĈ(â, b̂) = tr

⟨
ĈâĈ+b̂

⟩
C
= tr(â) tr(b̂)/N ,

ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíäàêòàíñà (3.15):

⟨GSN⟩A,B = 2G0

⟨
tr(ŝ+ehŝeh)

⟩
=

2G0

N

(
tr(1− τ̂1) tr(τ̂2) + tr(τ̂1), tr(1− τ̂2)

)
ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ (3.2) ñ îáîçíà÷åíèÿìè τm = tr(τ̂m)/N . Ïîñêîëüêó ñîâìåñòíîå ðàñ�

ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (3.21) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé τmn çàâèñèò òîëüêî îò èõ ðàçíîñòåé, òî

⟨τmn ⟩τ̂m = ⟨1− τmn ⟩τ̂m = 1/2 äëÿ m = 1, 2, n = 1, N . Èíûìè ñëîâàìè, ïðè óñðåäíåíèè ïî ýòèì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìû ïðèõîäèì ê îòâåòó äëÿ ñðåäíåãî êîíäàêòàíñà èç ðàâåíñòâà (3.1).

Â.3.2. Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè êîíäàêòàíñà σ2
G

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò âû÷èñëåíà äèñïåðñèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè. Ïî�

ñêîëüêó (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå) äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ

(Â.6), ìû â ïåðâóþ î÷åðåäü âû÷èñëèì èìåííî èõ. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, ìîæíî

çàïèñàòü ýòè ñðåäíèå â âèäå ZĈ(â, b̂) = tr(ẑ(â)b̂), ãäå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ẑ ∈ {ĵ, k̂, l̂, m̂}

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

ĵ(â) = Û ĵ(ÛT âÛ∗)Û+ , k̂(â) = Û k̂(ÛT âÛ)ÛT ,

l̂(â) = Û∗l̂(ÛT âÛ)Û+ , m̂(â) = Ûm̂(ÛT âÛ)ÛT .

Â ðàìêàõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî k̂(â) = m̂(â) = 0, à ĵ(â) = j1 tr(â) + j2â
T

è l̂(â) = l1â + l2â
T ñ íåèçâåñòíûìè ïîñòîÿííûìè j1,2 è l1,2. Òàê êàê LĈ(â, b̂) = LĈ(â

T , b̂),

òî l1 = l2. Êðîìå òîãî, èç âûðàæåíèÿ äëÿ JĈ(1̂, b̂) = tr(b̂) ïðè â = 1̂ ñëåäóåò, ÷òî j2 =

1 − Nj1. ×òîáû íàéòè ïîñòîÿííûå j1, l1, âîñïîëüçóåìñÿ àëüòåðíàòèâíîé çàïèñüþ äëÿ ñëå�

äà ìàòðèöû tr Â =
∑

i e
+
i Âei äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ei}: e+i ej = δij è



148∑
i

(
e
(m)
i

)∗
e
(n)
i = δmn. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ îáîèõ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè LĈ(â, b̂)

ñ ðàçíûìè îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè {ei} è {fj}, çàïèøåì å¼ ÷åðåç ñóììó ñëåäîâ:

LĈ(â, b̂) =
∑

i,k JĈ

(
âQ̂(ik), b̂

(
Q̂(ik)

)+)
, ãäå Q̂(ik) = eif

+
j � íåêîòîðàÿ íåîáðàòèìàÿ ìàòðèöà

èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Íà îñíîâå àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ñëåäîâ ìàòðèö∑
i,k

tr

[
âQ̂(ik)b̂

(
Q̂(ik)

)+]
= tr(â) tr(b̂)

∑
i,k

tr
[
âQ̂(ik)

]
tr

[
b̂
(
Q̂(ik)

)+]
= tr(âb̂)

∑
i,k

tr

[
(âQ̂(ik))T b̂

(
Q̂(ik)

)+]
= tr(âT b̂)

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî j1 = l1 = 1/(N + 1). Â öåëîì,

JĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT ĈâĈ+Ĉ∗b̂)

⟩
C
=

1

N

(
tr(â) tr(b̂) + tr(âT b̂)

)
, (Â.8a)

KĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT ĈâĈT Ĉb̂)

⟩
C
= 0 , (Â.8b)

LĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT âĈ) tr(Ĉ+b̂Ĉ∗)

⟩
C
=

1

N

(
tr(âb̂) + tr(âT b̂)

)
, (Â.8c)

MĈ(â, b̂) =
⟨
tr(ĈT âĈ) tr(ĈT b̂Ĉ)

⟩
C
= 0 . (Â.8d)

Ïîñêîëüêó ïðè âû÷èñëåíèè äèñïåðñèè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè (3.15) ìû îãðàíè�

÷èìñÿ ëèøü ïîëíûì óñðåäíåíèåì ïî ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì T̂m, à íå îòäåëüíî ïî ìàòðèöàì

ôàç, òî â ýòîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ îòëè÷íûì îò ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîäõîäîì. Áóäåì

èñõîäèòü èç èíâàðèàíòíîñòè ìåðû íà êîìïàêòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå X̂ ∈ Sp(2N) äëÿ

ìàòðèöû (Â.1). Èç ýòîé èíâàðèàíòíîñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò X̂, íå

èçìåíèòñÿ, åñëè å¼ óìíîæèòü íà ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó èç òîé æå ãðóïïû V̂ ∈ Sp(2N). Â

äàëüíåéøåì íàì õâàòèò òð¼õ ïðèìåðîâ òàêîé ìàòðèöû V̂

V̂U =

Û 0

0 Û∗

 , V̂0 =

 0 1̂

−1̂ 0

 , V̂1 =
1√
2

 1̂ 1̂

−1̂ 1̂


ñ íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé óíèòàðíîé ìàòðèöåé Û â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Ðàññìîòðåíèå ôóíê�

öèè F̂ (X̂) ñëó÷àéíîé 2N×2N - ìàòðèöû X̂ êàê ôóíêöèè å¼N×N - áëîêîâ â, b̂: F̂ (X̂) = f̂(â, b̂),

äà¼ò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè:⟨
f̂(â, b̂)

⟩
=
⟨
f̂(âÛ , b̂Û∗)

⟩
,
⟨
f̂(â, b̂)

⟩
=
⟨
f̂(−b̂, â)

⟩
, (Â.9a)⟨

f̂(â, b̂)
⟩
=
⟨
f̂
(
(â− b̂)/

√
2, (b̂+ â)/

√
2
)⟩

. (Â.9b)

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (Â.9a) ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöó Û â í¼ì

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíî ðàñïðåäåë¼ííóþ ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå íà óíèòàðíîé
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ãðóïïå è óñðåäíÿòü ïî íåé âûðàæåíèå:⟨
f̂(â, b̂)

⟩
=

⟨∫
f̂(âÛ , b̂Û∗)dµ(U)

⟩
. (Â.10)

Ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ìàòðèöû B̂1 èç ïîëÿðíîé äåêîìïîçèöèè ìàòðèöû T̂1

ñïðàâà íà Û .

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíäàêòàíñà (3.1) ìîæíî ïðîâåñòè,

âîñïîëüçîâàâøèñü ëèøü äâóìÿ óñëîâèÿìè: ïåðâûì óðàâíåíèåì â (Â.2a) ŝ+ehŝeh + ŝ+eeŝee = 1̂ è

âòîðûì â (Â.9a)
⟨
tr(ŝ+ehŝeh)

⟩
= ⟨tr(ŝ+eeŝee)⟩ â ïðèìåíåíèè ê ïîëíîé ìàòðèöå ðàññåÿíèÿ Ŝ.

Îòêóäà ìãíîâåííî ïîëó÷àåòñÿ îòâåò:
⟨
tr(ŝ+ehŝeh)

⟩
= ⟨tr(ŝ+eeŝee)⟩ = N/2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äèñïåðñèè êîíäàêòàíñà êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåîáõîäèìî âû÷èñ�

ëèòü ñðåäíèé êâàäðàò ñëåäà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû tr(b̂+b̂)2. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (Â.9b),

ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ýòî ñðåäíåå â âèäå

A =
⟨
tr(b̂+b̂)2

⟩
= N2/4 +

⟨(
tr(b̂+â)

)2
+ tr(b̂+â) tr(â+b̂)

⟩/
2 .

Çäåñü ìû óïðîñòèëè âûðàæåíèå tr
(
(b̂+ â)+(b̂+ â)

)
= N/2− tr

(
b̂+â+ â+b̂

)
, èñïîëüçóÿ ñîîò�

íîøåíèÿ (Â.2) è tr(ÂT ) = tr Â. Êðîìå òîãî, ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî
⟨
tr
(
b̂+â+ â+b̂

)⟩
ìû

ïðèìåíèëè âòîðîå óðàâíåíèå èç (Â.9a), äåìîíñòðèðóþùåå, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ðàâíà íóëþ. Ñ

ïîìîùüþ ñâîéñòâà (Â.10) ïðèä¼ì ê âûðàæåíèþ âåëè÷èíû A ÷åðåç ôóíêöèè (Â.8):

A = N2/4 + 2MĈ(b̂
+â, b̂+â) + 2LĈ(b̂

+â, â+b̂) = N2/4 +B , (Â.11)

ãäå B
def
=
⟨
tr(b̂+â) tr(â+b̂)

⟩
= 2

⟨
tr(b̂+ââ+b̂)

⟩
/(N + 1). Çäåñü ìû â î÷åðåäíîé ðàç ïðèìåíèëè

ñâîéñòâî b̂T â∗ = â+b̂ èç (Â.2b). Âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ B ìîæíî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ

òîãî æå òðþêà (Â.9b). Ïîñëå óïðîùåíèé è ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâà
⟨
tr(â+b̂â+b̂)

⟩
= 0 ìû ïîëó÷èì

(N + 1)B = N/2−
(
JĈ(â

+â, b̂+b̂) +KĈ(â
+b̂, â+b̂)

)
=

= N/2− 2
[
tr(â+â) tr(b̂+b̂) + tr(â+âb̂T b̂∗)

]/
(N + 1) ,

÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé òèïà (Â.2a) è tr(ÂT ) = tr Â ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ 4B = N −

2(N2 − 2A)/(N + 1)−B, ÷òî ñîâìåñòíî ñ (Â.11) äàñò îòâåò:

B = A−N2/4 = N/4(2N + 1) .

Ýòîò îòâåò ïîñëå óìíîæåíèÿ íà (2G0)
2 äà¼ò äèñïåðñèþ êîíäàêòàíñà [ñì. (3.1)].
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Â.4. Ðåø¼òî÷íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ äâóõçîííîé ìîäåëè äâóìåðíîãî

òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà

Â äàííîì ïðèëîæåíèè, ñëåäóÿ ðàáîòå [115], ïåðåéä¼ì îò íåïðåðûâíîé ìîäåëè äâóìåð�

íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ê ðåø¼òî÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè:

ϵk = C − 2Da−2 [2− cos kxa− cos kya] ,

d =
(
Aa−1 sin kxa,−Aa−1 sin kya,M −Ba−2 [2− cos kxa− cos kya]

)
.

íà êâàäðàòíîé ðåø¼òêå Áðàâå (ñì. ðèñ. 1.4) ñ âåêòîðàìè òðàíñëÿöèé a1 = ax0, a2 = ay0

è äâóìÿ òèïàìè îðáèòàëåé íà êàæäîì óçëå (ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëåâûì îïåðàòîðàì ĉaR è

ĉbR). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí 2D ÒÈ â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ â áàçèñå ôóíêöèé

Âàííüå ïðèìåò âèä (1.35) ñ îäíî÷àñòè÷íûì îïåðàòîðîì ýíåðãèè â ðåø¼òî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè:

ϵ̂2D,ς(Rm,R
′m) = δRR′

[(
M − 4B

a2

)
sm − 4D

a2

]
+

(
4B

a2
sm +

4D

a2

)
×

× (δR+a1,R′ + δR−a1,R′ + δR+a2,R′ + δR−a2,R′)

ϵ̂2D,↑(Ra,R
′b) = −ϵ̂2D,↓(Rb,R

′a) =

=
A

2a
(δR+a2,R′ − δR−a2,R′ − iδR+a1,R′ + iδR−a1,R′)

ϵ̂2D,↑(Rb,R
′a) = −ϵ̂2D,↓(Ra,R

′b) = −ϵ̂∗2D,↑(Ra,R
′b) ,

ãäå sa = 1 è sb = −1, à çíà÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ A, B, D, M â çàâèñèìîñòè îò

øèðèíû êâàíòîâîé ÿìû CdTe/HgTe/CdTe ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå [114]. Â îáî�

çíà÷åíèÿõ îáçîðà ðàññìàòðèâàåìûé ðåø¼òî÷íûé ãàìèëüòîíèàí äåéñòâóåò íà âåêòîð-ñòîëáåö

Ψ = (ψE+, ψH+, ψE−, ψH−)
T ñ ñîñòîÿíèÿìè ψE±, îòâå÷àþùèìè ñóïåðïîçèöèè îðáèòàëåé ñ ïðî�

åêöèåé ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà ±1/2:
∣∣Γ6,±1

2

⟩
è
∣∣Γ8,±1

2

⟩
, è ψH±, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîä�

çîíàì
∣∣Γ6,±3

2

⟩
ñ ïðîåêöèåé ìîìåíòà ±3/2.


