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Ââåäåíèå

0.1. Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ñîâðåìåííàÿ íàóêà è òåõíèêà äâèæóòñÿ ïî ïóòè âñåîáùåé ìèíèàòþðèçàöèè è ïîâûøå-

íèè òî÷íîñòè èçìåðåíèé. Ìåíüøèå ðàçìåðû èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ, ïðèáîðîâ, ìåíüøèå äëèíû

âîëí, ìåíüøèå âåëè÷èíû ñèãíàëîâ. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò èçìåðåíèÿ íà êâàíòîâîì

óðîâíå. Öåëüþ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðèãîòîâëåíèå è íàáëþäåíèå ìàêðîñêîïè-

÷åñêèõ òåë â êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ. Âñ¼ ýòî òðåáóåò òùàòåëüíîé ðàçðàáîòêè ïðèáîðîâ è

ïîäãîòîâêè ýêñïåðèìåíòîâ, òàê êàê ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ ðîëè ðàçëè÷íûõ øóìîâ.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îäíèì èç ñàìûõ òî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèáîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëàçåð-

íàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ îáñåðâàòîðèÿ (LIGO) [1]. Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî

íåñìîòðÿ íà èõ êîñâåííîå îáíàðóæåíèå â 1974, èõ ïðÿìîå äåòåêòèðîâàíèå íå ìîãëî ïðîèçîéòè

äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè � â òå÷åíèå ýòîãî ãîäà Advanced LIGO âûøåë íà ïðîåêòíóþ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü, êîòîðîé äîëæíî áûòü, íàêîíåö, äîñòàòî÷íî [2, 3]. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ óñïåø-

íîãî ïðè¼ìà íåîáõîäèìî èçìåðÿòü îòíîñèòåëüíûå ñìåùåíèÿ ïðîáíûõ ìàññ íà óðîâíå 10−20

ìåòðà. Íàñòîëüêî âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî äàæå áðîóíîâñêîå

äâèæåíèå ÷àñòèö ïîâåðõíîñòè çåðêàëà ìåøàåò ýôôåêòèâíîé ðàáîòå ïðèáîðà. Ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ äîïîëíèòåëüíûõ ïîìåõ [4], íî íà íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûì ôàêòî-

ðîì ñíèæàþùèì ÷óâñòâèòåëüíîñòü ÿâëÿþòñÿ òåïëîâûå ôëóêòóàöèè ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè

çåðêàë. Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûé ðàñ÷¼ò è ïîèñê ïóòåé èõ ñíèæåíèÿ.

Èñòî÷íèêè øóìîâ è ìåòîäû èõ ðàñ÷¼òîâ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ îï-

òè÷åñêèõ ïðèáîðîâ. Ôëóêòóàöèè â ñîðîêà êèëîãðàììîâûõ çåðêàëàõ LIGO è â ìèêðîñêîïè÷å-

ñêèõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðàõ ìîãóò èìåòü îáùèå ïðè÷èíû. Ñåé÷àñ ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæå-

ñòâî íîâûõ îïòè÷åñêèõ èçìåðèòåëüíûõ ñèñòåì. Ìíîãèå ïðîðî÷àò â ñêîðîì âðåìåíè ïåðåõîä

îò êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîíèêè ê ôîòîíèêå � êîãäà îñíîâíûì íîñèòåëåì ýíåðãèè è èíôîðìà-

öèè áóäåò ñâåòîâîå èçëó÷åíèå. Âîëîêîííî-îïòè÷åñêèå ëèíèè ïåðåäà÷è äàííûõ óæå àêòèâíî

èñïîëüçóþòñÿ â ñèñòåìàõ ñâÿçè, òàê êàê ñïîñîáíûå ïåðåäàâàòü áîëüøèå ìàññèâû äàííûõ

ñ ìåíüøèìè ïîòåðÿìè è ïðàêòè÷åñêè íåâîñïðèèì÷èâû ê ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëÿì. Ðàçâè-

òèå äàííîé îáëàñòè òðåáóåò ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ óñòðîéñòâ ñîïðÿæåíèÿ ðàäèî ñèãíàëîâ

ñ îïòè÷åñêèìè � ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ ìîäóëÿòîðîâ è îïòîýëåêòðîííûõ ãåíåðàòîðîâ. Ïåðñïåê-

òèâíûì áàçèñíûì ýëåìåíòîì äëÿ ýòèõ óñòðîéñòâ ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå ìèêðîðåçîíàòîðû ñ

ìîäàìè òèïà øåï÷óùåé ãàëåðåè (ÌÌØÃ) [5, 6, 7, 8]. Â ÷àñòíîñòè, èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿ-

åò ïîëó÷àòü îïòè÷åñêèå ãðåá¼íêè � èçëó÷åíèå, ñîñòîÿùåå èç î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà îòäåëüíûõ
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ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé, ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà ôèêñèðîâàííóþ ÑÂ× èëè ðàäèî÷à-

ñòîòó. Íåäàâíî áûëî ïîêàçàíî [9][A3], ÷òî íåñòàáèëüíîñòü â òàêèõ ãðåá¼íêàõ âîçíèêàåò íå â

ñëåäñòâèå êàêèõ-ëèáî ôóíäàìåíòàëüíûõ îãðàíè÷åíèé è ñ íåé ìîæíî áîðîòüñÿ. Áîëåå òîãî

ýëåêòðè÷åñêèé ñèãíàë îò ïðÿìîãî äåòåêòèðîâàíèÿ òàêîé ãðåáåíêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü

÷èñòûé ÑÂ×-ñèãíàë, íåîáõîäèìûé âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå øóìîâ â

ýòîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ.

0.2. Öåëè ðàáîòû

• Ïîñòðîåíèå ìåòîäà òî÷íîãî ðàñ÷¼òà ôàçîâîãî øóìà ìíîãîñëîéíûõ çåðêàë è ïîèñê ïóòè

åãî ïîäàâëåíèÿ

• Ïîèñê èñòî÷íèêîâ äîïîëíèòåëüíûõ øóìîâ â ìíîãîñëîéíûõ çåðêàëàõ

• Ðàçðàáîòêà è îïòèìèçàöèÿ ÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ ìîäóëÿòîðîâ íà îñíîâå

ÌÌØÃ

• Ðàñ÷¼ò øóìîâ â îïòè÷åñêèõ ìèêðîðåçîíàòîðàõ ñ ÌØÃ

0.3. Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêèå èñòî÷íèêè øóìîâ â ìíîãîñëîéíûõ çåðêàëàõ è âûÿâëåí ôî-

òîóïðóãèé øóì, íå ó÷èòûâàâøèéñÿ ðàíåå. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðàñ÷¼òà øóìîâ ñ ó÷¼òîì

ïðîíèêíîâåíèÿ ñâåòà â ãëóáü çåðêàëà è ïîêàçàíî, ÷òî ïîïðàâêà çà ñ÷¼ò èíòåðôåðåíöèè â

âåðõíèõ ñëîÿõ çåðêàëà íå äîñòèãàåò 10%. Íåîáû÷íûì îêàçàëîñü òî, ÷òî ýòà ïîïðàâêà èìååò

îáðàòíûé çíàê (ò.å. ïðîèñõîäèò íåáîëüøîå ñàìîïîäàâëåíèå øóìà).

Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîäàâëåíèÿ ôàçîâîãî øóìà â ìíîãîñëîéíûõ çåð-

êàëàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî îáùåïðèíÿòîå óòâåðæäåíèå îá îïòèìàëüíîñòè ïîëóâîëíîâîé ñóììàðíîé

òîëùèíû ïàð ñëî¼â â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.

Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû íîâûå âèäû øóìîâ � êðèñòàëëèçàöèè (ðàññòåêëîâàíèÿ) è

âÿçêîãî òðåíèÿ. Âïåðâûå ïðîèçâåäåíà îöåíêà ïëîòíîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé êðèñòàëëèçàöèè íà

îñíîâå ëèòåðàòóðíûõ äàííûõ îá óêîðà÷èâàíèè ñòåðæíåé, ÷òî ïîçâîëèëî äàòü êîëè÷åñòâåí-

íóþ îöåíêó øóìà ðàññòåêëîâàíèÿ â çåðêàëå è åãî ïîäâåñàõ.

Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ ìîäóëÿòîðîâ íà îñíîâå ÌÌ-

ØÃ è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü îïòèìèçàöèè ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïóò¼ì âûáîðà

ôîðìû ðàäèî÷àñòîòíîãî ðåçîíàòîðà. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ ìîäóëÿöèè â ìíîãîìîäîâîé ñèñòåìå
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ÌØÃ è ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè. Ïðîèçâåäåíû îöåíêè øóìîâ ÷àñòîòû

â ÌÌØÃ è ïðîèçâåäåíà îöåíêà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäóëÿòîðà.

0.4. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ôàçîâîãî øóìà çåðêàë ñ ó÷¼òîì ïðîíèêíîâåíèÿ èçëó÷åíèÿ

âíóòðü çåðêàëà. Âûðàáîòàí ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷¼òà øóìîâ ïîêðûòèÿ ñ ïëàâíî ìå-

íÿþùèìñÿ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ (ïðîèçâîëüíîãî ïðîôèëÿ). Ïðåäëîæåíà òåîðèÿ îáîá-

ùåííîãî ìíîãîñëîéíîãî ïîêðûòèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî øóìû ïðè çàäàííîì êîýôôèöèåíòå

îòðàæåíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè äåòåêòîðîâ ãðàâèòàöè-

îííûõ âîëí íîâîãî ïîêîëåíèÿ. Ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà ïðîãðàìì äëÿ ðàñ÷¼òà ýëåêòðîîïòè÷å-

ñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ÌÌØÃ è ìåòîä ðàñ÷¼òà òåïëîâûõ øóìîâ â ÌØÃ ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ. ýòè ðàçðàáîòêè áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè ñîçäàíèè óñòðîéñòâ ôîòîíèêè íà îñíîâå

ÌÌØÃ.

0.5. Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ

• êîëëàáîðàöèè LIGO â 2010, 2013, 2015 ãîäàõ

• Ëîìîíîñîâ 2010 è Ëîìîíîñîâ 2015

• International Conference on Theoretical Physics in Moscow

•
”
492. WE-Heraeus-Seminar“

•
”
ICONO/LAT 2013“

• Advanced Solid State Lasers 2013

•
”
CLEO“ Europe 2013

•
”
IFCS & EFTF“ 2013

• Nonlinear Optics Conference (NLO 2013)

• Frontiers in Optics 2013

• PIERS 2015
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• ICGAC-12 (2015)

• ICQT 2015

âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ

•
”
VI Ðàäèîëîêàöèÿ è ñâÿçü“

•
”
Ðàäèîëîêàöèÿ 2030“

• Ôèçèêà è ïðèìåíåíèå ìèêðîâîëí (
”
Âîëíû-2013“ è

”
Âîëíû-2015“)

• III íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ
”
Ýëåêòðîíèêà è ìèêðîýëåêòðîíèêà ÑÂ×“

• Âîëíîâûå ÿâëåíèÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ (
”
Âîëíû-2014“)

íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ôèçèêè êîëåáàíèé ÌÃÓ.

0.6. Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 4 ñòàòüÿõ â çàðóáåæíûõ [A1, A2, A3, A4] è 3 ñòàòüÿõ

â Ðîññèéñêèõ [A5, A6, A7] æóðíàëàõ, äîëîæåíû íà 5 âñåðîññèéñêèõ è 13 ìåæäóíàðîäíûõ

êîíôåðåíöèÿõ. Ñïèñîê ïå÷àòíûõ ñòàòåé ïðèâåä¼í â êîíöå íàñòîÿùåãî àâòîðåôåðàòà.

0.7. Îáú¼ì è ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç òð¼õ ãëàâ, ââåäåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû. Â ðàáîòå 159 ñòðàíèö (âêëþ÷àÿ îãëàâëåíèå, ñïèñîê îáîçíà÷åíèé, ñïèñîê ëèòåðàòóðû è

ïðèëîæåíèÿ), 48 ðèñóíêîâ è 10 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 117 íàèìåíîâàíèé.

• Ãëàâà 1 ðàññìàòðèâàåò òåïëîâûå øóìû â ìíîãîñëîéíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ çåðêàëàõ. Îñ-

íîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ó÷¼ò âëèÿíèÿ êîððåëÿöèé è èíòåðôåðåíöèè íà èòîãîâûé øóì

çåðêàëà è èíòåðôåðîìåòðà. Ïðîèçâîäèòñÿ ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ýôôåêòîâ äëÿ

óìåíüøåíèÿ øóìîâ. Â ãëàâå îïèñàí ìåòîä ðàñ÷¼òà àìïëèòóäíîé è ôàçîâîé ïîïðàâêè,

âíîñèìîé ìíîãîñëîéíûì ïîêðûòèåì. Íàéäåíî îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå, ìàêñèìèçèðóþ-

ùåå êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ïðè íåðàâíûõ òîëùèíàõ ïàð ñëî¼â.

• Ãëàâà 2 îïèñûâàåò äîïîëíèòåëüíûå ýôôåêòû, ÿâëÿþùèåñÿ íîâûìè èñòî÷íèêàìè òåï-

ëîâûõ øóìîâ. Ïðîâîäèòñÿ èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ñïîíòàííîé êðèñòàëëèçàöèè è òåêó÷åñòè

êâàðöåâîãî ñòåêëà, èç êîòîðîãî äåëàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî îïòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ñ
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òî÷êè çðåíèÿ âíåñåíèÿ øóìîâ. Ïðîèçâåäåíû îöåíêè èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà ñïîíòàí-

íîé êðèñòàëëèçàöèè è ïàðàìåòðîâ ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ìîäåëè óïðóãîñòè è îöåíåíû

ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ïîëó÷åííûõ øóìîâ.

• Ãëàâà 3 èññëåäóåò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ âûñîêî÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ

ìîäóëÿòîðîâ íà áàçå ìèêðîðåçîíàòîðîâ ñ ìîäàìè øåï÷óùåé ãàëåðåè. Ïðîâîäèòñÿ àíà-

ëèç ðåæèìîâ ðàáîòû ìîäóëÿòîðà è ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé è ÷èñëåííîé ìîäåëè

óñòðîéñòâà. Ðàññìîòðåíû òåïëîâûå øóìû â ìèêðîðåçîíàòîðå. Ñîçäàíà ñèñòåìà ïðî-

ãðàìì äëÿ ðàñ÷¼òà âåëè÷èíû ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå ïðè ðàç-

ëè÷íûõ êîíôèãóðàöèÿõ ðàäèî÷àñòîòíîé ÷àñòè äëÿ ïîñëåäóþùåé îïòèìèçàöèè, à òàê

æå äëÿ ðàñ÷¼òà òåïëîâûõ øóìîâ.
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ÃËÀÂÀ 1

Òåïëîâûå øóìû â ìíîãîñëîéíûõ çåðêàëàõ

1.1. Ââåäåíèå

1.1.1. Ëàçåðíûå ãðàâèòàöèîííûå àíòåííû

Ïðåäñêàçàíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí � êîëåáàíèé ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà � îäíî èç íàèáîëåå ãëóáîêèõ ðàçëè÷èé ìåæäó îáùåé

òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè è Íüþòîíîâñêîé òåîðèåé ãðàâèòàöèè. Íà ïðîòÿæåíèè áîëåå ïÿòè-

äåñÿòè ëåò ýòî ïðåäñêàçàíèå îñòàâàëîñü ëèøü òåîðèåé, ïîêà îíè íå áûëè çàìå÷åíû êîñâåííî

ïî ñíèæåíèþ ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïóëüñàðà Õàëñîì è Òåéëîðîì â 1974 ãîäó [10]. Áûëî ïîêà-

çàíî, ÷òî çàìåäëåíèå âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îáúÿñíåíî èñïóñêàíèåì èì

ãðàâèòàöèîííîé âîëíû [11]. Îäíàêî ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí äî ñèõ ïîð

íå áûëî.

Ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà âûçûâàåò êâàäðóïîëüíûå âîçìóùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå

ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðèñóíêîì 1.1.

δx

t

L

Ðèñ. 1.1: Âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âî âðåìåíè è ñïîñîá åãî äåòåêòèðîâàíèÿ.

Âîçìóùåíèå ïðîñòðàíñòâà ïðåâðàòèò êîëüöî ÷àñòèö â ïëîñêîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà âîë-

íû â ïóëüñèðóþùèé ýëëèïñ. Äëÿ ïðÿìîé ðåãèñòðàöèè òàêîãî âîçìóùåíèÿ õîðîøî ïîäõîäèò

èíòåðôåðîìåòð Ìàéêåëüñîíà (ðèñ. 1.2), ïîçâîëÿþùèé ðåãèñòðèðîâàòü ìàëûå èçìåíåíèÿ â

ðàçíîñòè äëèí ñâîèõ ïëå÷ èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, äèôôåðåíöèàëüíîå ñìåùåíèå êîíöåâûõ çåð-

êàë. Òàêîé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí åù¼ â 1962 ãîäó ñîâåòñêèìè ó÷åíûìè Ì.Å. Ãåðöåíøòåéíîì

è Â.È. Ïóñòîâîéòîì [12]. Â ÑÑÑÐ áûëî íà÷àòî ñòðîèòåëüñòâî ïîäîáíîé ñèñòåìû, êîòîðîå áû-
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ëî ñâåðíóòî â 1990 ãîäó. Îäíàêî èäåÿ Ãåðöåíøòåéíà è Ïóñòîâîéòà ëåãëà â îñíîâó íàçåìíûõ

ëàçåðíûõ èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ ãðàâèòàöèîííûõ àíòåíí ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ LIGO, VIRGO,

GEO-6OO è ÒÀÌÀ-300, ïîñòðîåííûõ â ñåðåäèíå-êîíöå 1990-õ ãîäîâ.

ETM

E
T

M

SRM

HD (90%)

m
 =

 4
0k

g

Pc = 840kW

P
R

M

BSLaser

ITM

IT
M

FC

Ðèñ. 1.2: Óïðîù¼ííàÿ ñõåìà èíòåðôåðîìåòðà LIGO.

Ãðàâèòàöèîííûå àíòåííû LIGO [1, 3] ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ìîäèôèöèðîâàííûå èíòåð-

ôåðîìåòðû Ìàéêåëüñîíà êîëîññàëüíûõ ðàçìåðîâ � äëèíû ïëå÷ ñîñòàâëÿþò 4 êèëîìåòðà.

Â èíòåðôåðîìåòðå àíòåíí ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü ëàçåðíîå èçëó÷åíèå íà äëèíå

âîëíû 1.065 ìêì ìîùíîñòüþ 10 Âò (15 êÂò âíóòðè ðåçîíàòîðà). Äèàìåòð ïÿòíà ñâåòà íà

ïîâåðõíîñòè çåðêàë ñîñòàâëÿë 6 ñì. Êîíöåâûå çåðêàëà ñäåëàíû èç ïëàâëåíîãî êâàðöà ñ èí-

òåðôåðåíöèîííûì ïîêðûòèåì èç îêñèäà êðåìíèÿ è îêñèäà òàíòàëà. Äèàìåòð çåðêàë ñîñòàâ-

ëÿë ïîðÿäêà 30 ñì, à ìàññà � ïîðÿäêà 10 êã. Ìíîãîñëîéíîå îòðàæàþùåå ïîêðûòèå èìååò

êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ íà óðîâíå 5× 10−6 è èìååò ïîðÿäêà 40 ñëî¼â.

Îäíàêî ãðàâèòàöèîííûå âîëíû î÷åíü ñëàáû. Äëÿ óâåðåííîé èõ ðåãèñòðàöèè ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü èíòåðôåðîìåòðà ê îòíîñèòåëüíîìó ñìåùåíèþ çåðêàë (δx/L, ãäå L � äëèíà ïëå÷)

äîëæíà áûòü íà óðîâíå 10−23, ÷òî ïðè äëèíå ïëå÷à àíòåííû LIGO [1, 3] îçíà÷àåò 10−20 ì � â

äåñÿòü òûñÿ÷ ðàç ìåíüøå äèàìåòðà ïðîòîíà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äàæå

áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÷àñòèö ïîâåðõíîñòè çåðêàë ìîæåò ñòàòü ñåðü¼çíîé ïîìåõîé.

Â 2011 ãîäó LIGO óø¼ë íà ìîäåðíèçàöèþ. Ïëàíèðîâàëîñü çàêîí÷èòü ðàáîòû ê 2015 ãîäó

è ïîëó÷èòü ïåðâûå ðåçóëüòàòû ê êîíöó ãîäà. Â ñèñòåìå óñòàíîâëåíû íîâûå ïîäâåñû çåðêàë,

ïðè ýòîì íîâûå çåðêàëà ñäåëàíû áîëåå òÿæ¼ëûìè (40 êã) äëÿ ñíèæåíèÿ øóìà ðàäèàöèîí-



12

íîãî äàâëåíèÿ. Ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà ñèñòåìà ñåéñìîèçîëÿöèè, ñîäåðæàùàÿ 7 àêòèâíûõ è

ïàññèâíûõ óðîâíåé. Äëÿ áîðüáû ñ äðîáîâûì êâàíòîâûì øóìîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîâûñèòü

âõîäíóþ ìîùíîñòü äî 180 Âò. Âñ¼ ýòî äîëæíî ïîçâîëèòü óëó÷øèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü àíòåí-

íû íå ìåíåå ÷åì â äâà ðàçà (â íåñêîëüêî ðàç íà ÷àñòîòàõ ìåíåå 15 Ãö).

1.1.2. Ïðîèñõîæäåíèå øóìîâ â òâ¼ðäîì òåëå

Ðàâíîâåñíûå òåïëîâûå ôëóêòóàöèè ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà ìîæíî ðàññ÷èòàòü â ðàì-

êàõ òåîðèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé. Ïðè ýòîì ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû è îáúåìà

(èëè ïëîòíîñòè) âíóòðè òåëà ñëåäóåò ïåðåñ÷èòàòü âî ôëóêòóàöèè åãî ãðàíèöû. Êàæäîé âû-

äåëåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ÿ÷åéêå âíóòðè òâ¼ðäîãî òåëà ñî ñðåäíåé òåìïåðàòóðîé T ñîîò-

âåòñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå îáú¼ìà 〈V 〉 = V (T ) è äèñïåðñèÿ 〈∆V 2〉.

〈∆V 2〉 = kBTβT 〈V 〉, (1.1.1)

ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, βT = 1
V
∂V
∂p

� êîýôôèöèåíò èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè.

Òåìïåðàòóðà â êàæäîé òàêîé ÿ÷åéêå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåé è ìîæåò

áûòü òàêæå îïèñàíà äèñïåðñèåé.

〈∆T 2〉 =
kBT

2

ρC〈V 〉
, (1.1.2)

ãäå C � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ρ � ïëîòíîñòü [13].

Âñëåäñòâèå àíãàðìîíèçìà òâåðäîãî òåëà, â ÷àñòíîñòè, îáóñëàâëèâàþùåãî ýôôåêò òåï-

ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû ìîãóò ïðèâîäèòü ê äîïîëíèòåëüíûì (èçáû-

òî÷íûì) ôëóêòóàöèÿì îáúåìà è äðóãèõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ôëóêòóàöèé â òâåðäîì òåëå ñëåäóþò èç òåîðèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ïîòåíöèàëîâ. Ââåä¼ì òåíçîðû íàïðÿæåíèÿ σik è äåôîðìàöèè εik:

εik =
1

2

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

+
∂ul
∂xk

∂ul
∂xi

)
, (1.1.3a)

~F =
∂σik
∂xk

, (1.1.3b)

ãäå {ui} = ~u - ñìåùåíèå òî÷êè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ~F - ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïîâåðõ-

íîñòü. Òîãäà áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè E ðàâíî (ñì. [13])

dE = TdS + σikdεik + µdN, (1.1.4)

ãäå S � ýíòðîïèÿ, µ è dN � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë è ÷èñëî ÷àñòèö. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íàñ

èíòåðåñîâàòü íå áóäåò. Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóåò âûáðàòü ñðåäíþþ òåì-

ïåðàòóðó (îíà êîíòðîëèðóåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ýêñïåðèìåíòà) è, ïî-âèäèìîìó, íàïðÿæåíèå,
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÷òîáû äåôîðìàöèÿ áûëà ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî çåðêàëî òåðìî-

äèíàìè÷åñêè èçîëèðîâàíî (ïðåíåáðåæ¼ì ïîãëîùåíèåì è èçëó÷åíèåì ñâåòà). Òîãäà ñëåäóåò

ðàññìàòðèâàòü ÒÄ ïîòåíöèàë âèäà

dΦ = −SdT − εikdσik + ..., (1.1.5a)

Φ = E − TS − σikεik = Φ(T, σik, ...), (1.1.5b)

ãäå ìíîãîòî÷èå ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí,

òàêèõ êàê ÷èñëî ÷àñòèö èëè íàìàãíè÷åííîñòè, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà â äàííîé

ðàáîòå, òàê êàê íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà. Òàêèì îáðàçîì ôëóêòóèðó-

þùèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà è ìåõàíè÷åñêîå íàïðÿæåíèå, è èõ ôëóêòóàöèè

íåçàâèñèìû. Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü êëàññèôèêàöèþ èñòî÷íèêîâ øóìîâ.

1.1.3. Øóìû ôàçû, ñâÿçàííûå ñ ôëóêòóàöèÿìè â çåðêàëå

Îáùàÿ êàðòèíà

Íàáåã ôàçû â âåùåñòâå çàâèñèò îò îïòè÷åñêîé äëèíû ïóòè, ò.å. ïðîèçâåäåíèÿ ïóòè íà

ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ. Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòîâîé âîëíû â ñðåäå ñ ôëóêòóèðóþùè-

ìè ïàðàìåòðàìè îíà ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû. Äëÿ èëëþñòðàöèè çàìåíèì

ìíîãîñëîéíîå çåðêàëî îäíîðîäíûì ïîëóïðîñòðàíñòâîì ñ ýêâèâàëåíòíûìè ýôôåêòèâíûìè ïà-

ðàìåòðàìè, êàê åñëè áû îòðàæåíèå ïðîèñõîäèëî îò ýôôåêòèâíîé îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè,

ðàñïîëîæåííîé íà êîíå÷íîé ãëóáèíå de. Ýòî ãëóáèíà, íà êîòîðîé àìïëèòóäà âîëíû çàòóõàåò

â e ðàç:

de =
λ(nl + nh)

8nlnh ln(nh/nl)
, (1.1.6)

÷òî ñîñòàâëÿåò 0.44 ìêì ò.å. ÷óòü ìåíüøå, ÷åì 3 ÷åòâåðòüâîëíîâûõ ñëîÿ (nl � êâàðö, nh �

îêñèä òàíòàëà). Ïðè ýòîì ôàçîâûé ñäâèã îòðàæåíèÿ ñîñòàâëÿåò

δϕ = k0

∫ ∞
0

neffe
−z/dedz, (1.1.7)

ãäå neff - ýôôåêòèâíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, k0 - âîëíîâîé âåêòîð âîëíû â âàêóóìå.

Ñëåäîâàòåëüíî, øóì ôàçû âîçíèêàåò íå òîëüêî èç-çà èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ çåðêàëà (ñ÷èòàåì

ïîäâåñ íåïîäâèæíûì), íî è èç-çà ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ åãî ìàòåðèàëà.

Ïîïûòàåìñÿ ïåðåéòè ê òåðìîäèíàìè÷åñêèì èñòî÷íèêàì øóìà, èñïîëüçóÿ (1.1.5b), è íà

îñíîâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðå÷èñëèòü èõ îñíîâíûå âèäû (ðèñ.1.3).
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δφBr δφa

n2

n1

de

de

uz

Ðèñ. 1.3: Íàáåã ôàçû ïðè Áðîóíîâñêîì øóìå ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè è ôîòîóïðóãîì øóìå.

1. Áðîóíîâñêèé øóì: ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè (äåôîðìàöèè), ïðèâîäÿùåå ê ñäâèãó ôàçû

([14])

∆uz|z=0 =
∂uz
∂σik
|z=0∆σik

δϕBr = −2k0n0uz|z=0 = −2k0n0
∂uz
∂σik
|z=0∆σik (1.1.8)

2. Ôîòîóïðóãèé (àêóñòîîïòè÷åñêèé) øóì: äåôîðìàöèè, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ ïîêàçà-

òåëÿ ïðåëîìëåíèÿ

∆n =
∂n

∂ui
∆ui =

∂n

∂σik
∆σik

δϕa = −k0

∫ ∞
0

∆n(z)e−
z
ddz = −k0

∫ ∞
0

∂n

∂ui

∂ui
∂σik

∆σike
− z
ddz (1.1.9)

3. Òåðìîóïðóãèé øóì: ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû, ïåðåñ÷èòàííûå â ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè

÷åðåç òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ([15, 16])

∆uz|z=0 =
∂uz
∂T
|z=0∆T

δϕt.e. = −2k0n0uz|z=0 = −2k0n0
∂uz
∂T
|z=0∆T (1.1.10)

4. Òåðìîðåôðàêòèâíûé øóì: ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû, ïåðåñ÷èòàííûå â èçìåíåíèå ïî-
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êàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ([17])

∆n =
∂n

∂T
∆T

δϕt.r. = −k0

∫ ∞
0

∆n(z)e−
z
ddz = −k0

∫ ∞
0

∂n

∂T
∆Te−

z
ddz (1.1.11)

Îáùåå âîçìóùåíèå ôàçû ñêëàäûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ âîçìóùåíèé. Äàííûé íàáîð øóìîâ

ïîëîí ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå è õèìè÷åñêèå

ýôôåêòû, à òàê æå øóìû, âûçâàííûå âíåøíèì âîçäåéñòâèåì (øóìû èçìåðåíèÿ). Òàêèì îáðà-

çîì ìû ïîñòðîèì êëàññèôèêàöèþ êàê-áû âíóòðåííèõ øóìîâ, îïðåäåëÿþùèõñÿ òîëüêî ñàìîé

ñèñòåìîé.

Íà îñíîâå ýòîãî ìîæíî ðàçáèòü øóìû íà äâå
”
âåòâè“, èñõîäÿ èç èõ ïðîèñõîæäåíèÿ.

Ýòî áðîóíîâñêàÿ âåòâü (áðîóíîâñêèé è ôîòîóïðóãèé) è òåïëîâàÿ (òåðìîóïðóãèé è òåðìîðå-

ôðàêòèâíûé). Âàæíî, ÷òî âíóòðè âåòâè ôëóêòóàöèè êîððåëèðîâàíû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

òåîðåòè÷åñêè ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü âçàèìíîé êîìïåíñàöèè øóìîâ âíóòðè îäíîé âåòâè.

Äåéñòâèòåëüíî δϕBr + δϕte = c1∆σik− c2∆T 6= 0 òàê êàê ∆σik è ∆T ïðîèçâîëüíûå è íåêîððå-

ëèðîâàííûå âåëè÷èíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû òåðìîóïðóãèå è òåðìîðåôðàêòèâíûå øóìû ìîãóò

ïîäàâèòü äðóã äðóãà: δϕtr + δϕte = c1∆T − c2∆T = (c1 − c2)∆T , ÷òî ìîæåò áûòü ðàâíî íîëþ

ïðè ëþáûõ ∆T , íî îïðåäåë¼ííûõ c1 è c2. Ýòîò âàðèàíò ïîäàâëåíèÿ áûë ðàññìîòðåí â [4].

Åù¼ îäèí âàæíûé êëàññ ôëóêòóàöèé � øóìû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, êîòîðûå ÷àñòî ÿâ-

ëÿþòñÿ òàê æå øóìàìè îáðàòíîãî âëèÿíèÿ èëè èçìåðåíèÿ. Îíè âûçâàíû ôàêòîðàìè âíåø-

íèìè ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå çåðêàëà ýòî áóäóò øóìû, âûçâàííûå

ëàçåðîì (äðîáîâîé øóì ëàçåðà, ïåðåäàþùèéñÿ ÷åðåç äàâëåíèå ñâåòà èëè íàãðåâ, âûçâàííûé

ïîãëîùåíèåì), ñåéñìèêà è ò.ï. Îñíîâûâàÿñü íà ïðîèñõîæäåíèè ìîæíî òàê æå ââåñòè
”
âåòâè“,

â êîòîðûõ øóìû áóäóò êîððåëèðîâàíû.

Îïèøåì øóìû çåðêàë, ó÷èòûâàåìûå â ñîâðåìåííûõ ãðàâèòàöèîííûõ àíòåííàõ (ðèñ. 1.4)

ñ óêàçàíèåì ïðèíàäëåæíîñòè ê âåòâè è êëàññó.

Áðîóíîâñêèé øóì ïîäëîæêè

Èñòîðè÷åñêè, ïåðâûé øóì, âûäåëåííûé êàê ïðåïÿòñòâèå íà ïóòè ê îáíàðóæåíèþ ãðà-

âèòàöèîííûõ âîëí, áûë øóì, ïîðîæäåííûé âíóòðåííèìè òðåíèÿìè â âåùåñòâå, ñîãëàñíî

ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííîé òåîðåìå [18]. Ýòîò øóì òàêæå íàçûâàþò �Áðîóíîâñêèì øó-

ìîì� ïîäëîæêè è îïðåäåëÿþò êàê ñìåùåíèå îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè çåðêàëà â ñâÿçè ñ

õàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì ÷àñòèö â ïîäëîæêå. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ôëóêòóàöèé, óñðåä-

í¼ííàÿ ïî ãàóññîâîìó ïÿòíó ðàäèóñà w (îïðåäåëÿåìîìó ïî ïàäåíèþ èíòåíñèâíîñòè â 1/e2
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Ðèñ. 1.4: Òåïëîâûå øóìû â ëàçåðíîé ãðàâèòàöèîííîé àíòåííå LIGO. Ñîêðàùåíèÿ: ÓÒÈ � óïðóãèé òåïëî-

âîãî èçëó÷åíèÿ, ÓÑÏ � óïðóãèé ñâåòîâîãî ïîãëîùåíèÿ, ÐÒÈ � ðåôðàêòèâíûé òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, ÐÑÏ �

ðåôðàêòèâíûé ñâåòîâîãî ïîãëîùåíèÿ [4].

ðàç) ðàâíà

SsubB =
2kBTφ(f)(1− ν2

s )

π3/2Yswf
, (1.1.12)

ãäå kB ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà çåðêàëà, φ(f) óãîë ïîòåðü â ïîä-

ëîæêå çåðêàëà ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà νs è ìîäóëåì Þíãà Ys, íà ÷àñòîòå f .

Ýòîò øóì ïðèíàäëåæèò êëàññó âíóòðåííèõ øóìîâ, áðîóíîâñêîé âåòâè.

Òåðìîóïðóãèé øóì ïîäëîæêè

Â [15] Áðàãèíñêèé, Ãîðîäåöêèé è Âÿò÷àíèí ðàññìîòðåëè âêëàä òåìïåðàòóðíûõ ôëóêòóà-

öèé â äîïîëíèòåëüíîå ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè ÷åðåç òåïëîâîå ðàñøèðåíèå. Èñïîëü-

çóÿ ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííóþ òåîðåìó (ÔÄÒ) è ìåòîä Ëàíæåâåíà, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ýòîò øóì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê øóì òåðìîóïðóãèõ ïîòåðü:

SsubTE =
4kBT

2α2
s(1 + νs)

2κs
π5/2(Csρs)2w3f 2

, (1.1.13)

ãäå αs êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, Cs óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü, κs êîýôôèöèåíò òåï-

ëîïðîâîäíîñòè, è ρs ïëîòíîñòü ïîäëîæêè.
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Ýòîò øóì ïðèíàäëåæèò êëàññó âíóòðåííèõ øóìîâ, òåìïåðàòóðíîé âåòâè.

Áðîóíîâñêèé øóì ïîêðûòèÿ

Òàêæå êàê è â ïîäëîæêå, âíóòðåííåå òðåíèå â ìàòåðèàëàõ ïîêðûòèÿ ïðèâîäèò ê äîïîë-

íèòåëüíûì ôëóêòóàöèÿì. Ýòè ôëóêòóàöèè, êàê îêàçàëîñü, äàæå ïðåâûøàþò ôëóêòóàöèè â

ïîäëîæêå, òàê êàê óïðóãèå ïîòåðè â òîíêèõ ñëîÿõ ïðåâûøàþò ïîòåðè â ïëàâëåíîì êâàðöå.

Òåïëîâîé øóì ïîêðûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ ïðè íåïîäâèæ-

íîé ïîäëîæêå è îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå àíàëîãè÷íîì (1.1.12) [19, 20]:

S =
2kT

π3/2f

(1− ν2)

wY
{φsubs + φcoat}, (1.1.14)

φcoat =
1√
πw

N∑
j

dj

[Y 2
j (1 + ν)2(1− 2ν)2

Y Yj(1− ν2)(1− ν2
j )
φ‖j

+
Y Yjνj(1 + ν)(1 + νj)(1− 2ν)

Y Yj(1− ν2)(1− ν2
j )

(φ‖j − φ⊥j)

+
Y 2(1 + νj)

2(1− 2νj)

Y Yj(1− ν2)(1− ν2
j )
φ⊥j

]
(1.1.15)

ãäå φ‖j è φ⊥j îçíà÷àþò ýìïèðè÷åñêèå óãëû ïîòåðü äëÿ äåôîðìàöèé ïàðàëëåëüíûõ è ïåðïåí-

äèêóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòè çåðêàëà ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòî ýòè âåëè÷èíû ïîëàãàþò ðàâíûìè

äëÿ ñëîÿ. Èíäåêñû j îçíà÷àþò ïàðàìåòðû ñëî¼â, è N � èõ ïîëíîå ÷èñëî. Ýòîò øóì áûë

ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåí íà ñïåöèàëüíûõ Èíòåðôåðîìåòðàõ Òåïëîâîãî Øóìà (TNI) [21] è

ìîæåò ñòàòü ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé äëÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ ãðàâèòàöè-

îííûõ àíòåíí [20]. Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷åíà èç äîïóùåíèÿ, ÷òî ëó÷ îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè

ïîêðûòèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîïðàâêè, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ôàêòè÷åñêè

ñâåò ïðîíèêàåò â ïîêðûòèå íà êîíå÷íóþ ãëóáèíó.

Ýòîò øóì ïðèíàäëåæèò êëàññó âíóòðåííèõ øóìîâ, áðîóíîâñêîé âåòâè.

Òåðìîóïðóãèé øóì ïîêðûòèÿ

Òàê æå êàê è â ïóíêòå 1.1.3., òîëüêî òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïðîèñõîäèò â ïîêðûòèè [16,

22]:
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ScoatTE =
8kBT

2(1 + νs)
2α2

cd
2
N

π3/2
√
κsCsρsw2f 1/2

G(ω)coatTE (1.1.16)

αc =

1

2

〈
α

1− ν

(
1 + ν

1 + νs
+ (1− 2νs)

Y

Ys

)〉
− αs

〈Cρ〉
Csρs

G(ω)coatTE =

2

Rξ2

sinh ξ − sin ξ +R(cosh ξ − cos ξ)

cosh ξ + cos ξ + 2R sinh ξ +R2(cosh ξ − cos ξ)

ξ =
√

2ωd2
N〈ρC〉〈κ−1〉 R =

√
〈ρC〉

Csρsκs〈κ−1〉

Äëÿ SiO2 − Ta2O5 ïîêðûòèÿ αc áëèçêî ê 〈α〉. Çäåñü óñðåäíåíèå îçíà÷àåò ñëåäóþùóþ

ïðîöåäóðó:

〈X〉 ≡ Xldl +Xhdh
dl + dh

. (1.1.17)

Ïðè ξ � 1 ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü:

G(ω)coatTE ' 1− 3R2 − 1

3R
ξ (1.1.18)

Ýòîò øóì ïðèíàäëåæèò êëàññó âíóòðåííèõ øóìîâ, òåïëîâîé âåòâè.

Òåðìîðåôðàêòèâíûé øóì ïîêðûòèÿ

Â [17] áûëî óêàçàíî íà åù¼ îäèí èñòî÷íèê øóìà: â ñâÿçè ñ òåðìîðåôðàêöèåé βl,h =

dnl,h/dT â ñëîÿõ íàáåã ôàçû â ïîêðûòèè ìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ñïåêòðàëüíóþ ïëîò-

íîñòü ýòèõ ôëóêòóàöèé çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå:

ScoatTR =
2kBT

2β2
effλ

2

π3/2
√
κsρsCsw2f 1/2

βeff =
1

4

βhn
2
l + βln

2
h

n2
h − n2

l

(1.1.19)

Çíà÷åíèå βeff âåðíî òîëüêî åñëè âíåøíèé ñëîé èìååò ìåíüøèé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ nl <

nh è òîëùèíó dc = λ/(4nl). Áîëåå îáùåå âûðàæåíèå è îáñóæäåíèå ìîæíî íàéòè â [4]. Ñó-

ùåñòâîâàíèå ýòîãî øóìà áûëî ðàíåå ïðåäñêàçàíî [23] è èçìåðåíî [24] äëÿ îïòè÷åñêèõ âîëíî-

âîäîâ. Òàêîé øóì áûë òàê æå èçìåðåí â âûñîêîäîáðîòíûõ ñôåðè÷åñêèõ ìèêðîðåçîíàòîðàõ

[25].

Ýòîò øóì ïðèíàäëåæèò êëàññó âíóòðåííèõ øóìîâ, òåïëîâîé âåòâè.
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Øóìû ñâåòîâîãî ïîãëîùåíèÿ

Øóì ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ íå òîëüêî èç-çà âíóòðåííèõ òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé, íî è èç-çà

ôëóêòóàöèé ïîãëîùàåìîé ñâåòîâîé ìîùíîñòè, íàãðåâàþùåé çåðêàëî [15]:

Ssub
PTE =

α2Sabs

π4ρ2
sC

2
sw

4f 2
, (1.1.20)

ãäå ω0 � îïòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, Sabs � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîãëîù¼ííîãî ñâåòà. Â ñëó÷àå

äðîáîâîãî øóìà äëÿ ïîãëîù¼ííîé ìîùíîñòè Pabs, Sabs = ~ωPabs. Áîëåå îáùèé ñëó÷àé ïðîèç-

âîëüíûõ ôëóêòóàöèé ìîùíîñòè áûë èññëåäîâàí â [26].

Äîïîëíèòåëüíûå òåïëîâûå ôëóêòóàöèè, âûçâàííûå ôëóêòóàöèÿìè ïîãëîùàåìîé ñâåòî-

âîé ìîùíîñòè ïðèâîäÿò ê òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ è èçìåíåíèÿì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â

ïîêðûòèè è øóìó îòðàæ¼ííîé ôàçû àíàëîãè÷íî 1.1.3. è 1.1.3.. Îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîò-

íîñòè áûëè ïîëó÷åíû â [4]:

Scoat
PTE =

4Sabs(1 + νs)
2α2

cd
2
N

π3ρsCsκsw4f
Gcoat

surf (ω) (1.1.21)

Scoat
PTR =

Sabsβ
2
effλ

2

π3ρsCsκsw4f
Gcoat

surf (ω) (1.1.22)

Ýòîò øóì ïðèíàäëåæèò êëàññó âíåøíèõ øóìîâ. Åñëè èõ èñòî÷íèê � âîçáóæäàþùèé

ñèñòåìó ëàçåð, òî ýòî áóäåò âåòâü ëàçåðà âîçáóæäåíèÿ.

Øóìû òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ

Òåïëîâîå èçëó÷åíèå êàê äèññèïàòèâíûé ïðîöåññ òîæå ïðèâîäèò ê ôëóêòóàöèÿì òåìïå-

ðàòóðû â çåðêàëå. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü òàêèõ ôëóêòóàöèé áûëà ïîëó÷åíà â [27, 28]. Ýòîò

øóì �ïðèëîæåí ê ïîâåðõíîñòè� êàê è øóì òåïëîâîãî ïîãëîùåíèÿ, ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü âûðàæåíèÿ èç 1.1.3. äëÿ îöåíêè óïðóãèõ è ðåôðàêòèâíûõ øóìîâ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ

ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé

Sabs → SSB = 8σBkBT
5πw2, (1.1.23)

ãäå σB � ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà. Ýòîò øóì ïðèíàäëåæèò êëàññó âíåøíèõ øóìîâ,

âåòâü èçëó÷åíèÿ ÷¼ðíîãî òåëà.

Âñå âûøåîïèñàííûå îöåíêè ñäåëàíû â ïðåäñòàâëåíèè çåðêàëà êàê áåñêîíå÷íîãî ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà (w ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì è òîëùèíîé çåðêàëà) è ìàëûõ ÷àñòîò f . Íà

ðèñ. 1.4 ìîæíî âèäåòü äèàãðàììó ýòèõ øóìîâ, ïðèâåä¼ííûõ ê øóìó ñìåùåíèÿ ýôôåêòèâ-

íîé îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè, äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàáîòû LIGO. Ïîïðàâêè äëÿ äðóãèõ ÷àñòîò

è êîíå÷íûõ çåðêàë ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [29] è [30].
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1.1.4. Øóìû, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå

Ôîòîóïðóãèé (àêóñòîîïòè÷åñêèé) øóì ïîêðûòèÿ

Åñëè âñïîìíèòü îñíîâíûå âèäû øóìîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ïóíêòå 1.1.3. òî âèäíî, ÷òî

ñðåäè ðàññìîòðåííûõ âûøå øóìîâ íåò ôîòîóïðóãîãî øóìà � àíàëîãà òåðìîðåôðàêòèâíî-

ãî øóìà, íî ïðîèñõîäÿùåãî îò äåôîðìàöèé ñëî¼â. Ôîòîóïðóãîñòü � ýòî ÿâëåíèå èçìåíåíèÿ

ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïðè äåôîðìàöèè [31]:

∆Bλ = pλµεµ (1.1.24)

ãäå Bi � îïòè÷åñêàÿ èíäèêàòðèñà, εµ � äåôîðìàöèÿ, à èíäåêñû λ, µ ∈ [1; 6]. Â íàøåì ñëó-

÷àå εµ = ∂ε3/∂z = −δd/d äëÿ êàæäîãî ñëîÿ. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî

ðàçäåëèòü ïðîäîëüíûé ýôôåêò ∆Bλ = pλ3ε3 = pλ3δd/d è ïîïåðå÷íûé ýôôåêò ∆Bλ = pλρερρ.

Îäíàêî òîëüêî øóì, ïðîèçâîäèìûé ïðîäîëüíûì ýôôåêòîì èìååò òî æå ïðîèñõîæäåíèå, ÷òî è

ðàññìàòðèâàåìûé íàìè øóì (äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè �z�), è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâó-

åò âîçìîæíîñòü ïîäàâëåíèÿ. Äëÿ ïðîäîëüíîãî ýôôåêòà èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ

ïîëó÷èì:

δnx = −n
3
0

2
p1µεµ =

n3
0

2
p13

δd

d

δny = −n
3
0

2
p2µεµ =

n3
0

2
p23

δd

d
(1.1.25)

Òàê æå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå δnz, íî îíî ïàðàëëåëüíî ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòîâîé âîëíû è íè

íà ÷òî íå âëèÿåò. Ó÷¼ò ýòîé êîìïîíåíòû òðåáóåòñÿ òîëüêî äëÿ ëó÷åé äâèæóùèõñÿ ïîä óãëîì.

Äàëåå äëÿ ÷èñëåííûõ îöåíîê íàì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ ôîòîóïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ïëàâ-

ëåíîãî êâàðöà è îêñèäà òàíòàëà. Èçâåñòíî, ÷òî äèîêñèä Ta2O5 - êðèñòàëë ñ òåòðàãîíàëüíîé

ðåøåòêîé òèïà ðóòèëà. Ó ðóòèëà çíà÷åíèÿ p13 = 0.171 p23 = 0.16. Èñõîäÿ èç ðàáîòû [32] ìîæ-

íî ñäåëàòü ãðóáóþ îöåíêó pTa2O5 < 0.18. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì p13 = p23 = pTa2O5 = 0.17 è

äëÿ òàíòàëàòà. Ó êâàðöà p13 = p23 = 0.27.

Ïîïåðå÷íûé ýôôåêò äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî òàê êàê äâèæåíèå ερρ íå êîððå-

ëèðîâàíî ñ äâèæåíèåì εzz ∝ δd. Ýòîò ýôôåêò íå äîëæåí äàòü áîëüøå øóìà ÷åì ïðîäîëüíûé

è äîáàâëåí ê îáùåìó øóìó íå êîãåðåíòíî.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðâè÷íûé è âòîðè÷íûé ôîòîóïðóãèé ýôôåêò [33].

Âòîðè÷íûé ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ýôôåêòà è ýëåêòðîîïòè÷å-

ñêîãî ýôôåêòà. Îáû÷íî èçìåðåííûé òåíçîð ôîòîóïðóãîñòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ïåðâè÷íûé è

âòîðè÷íûé ýôôåêò, òàê êàê èõ ðàçäåëåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïðè îáðàáîòêå äàííûõ

(òåîðåòè÷åñêèì ðàñ÷¼òîì äîëåé). Ïî àíàëîãèè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåðìîðåôðàêöèþ
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òîæå ìîæíî áûëî áû ðàçäåëèòü íà ïåðâè÷íóþ è âòîðè÷íóþ (÷åðåç òåïëîâîå ðàñøèðåíèå è

ôîòîóïðóãîñòü), íî ýòîò ýôôåêò ìîæíî ñ÷èòàòü óæå ó÷ò¼ííûì ïî òîé æå ïðè÷èíå.

Èíòåðôåðåíöèîííûé øóì îòðàæåíèÿ îò ïîêðûòèÿ

Âî âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàëîñü, ÷òî îòðàæåíèå ïðîèñõîäèò îò ïîâåðõ-

íîñòè ïîêðûòèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì òåðìîðåôðàêöèè). Îäíàêî âîçìîæíî ïîëó÷èòü ñïåêòðàëü-

íûå ïëîòíîñòè øóìîâ ìíîãîñëîéíîãî ïîêðûòèÿ íå ïðèáåãàÿ ê òàêîìó óïðîùåíèþ. Ðåçóëüòàò

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû âûøåïåðå÷èñëåííûõ øóìîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì èí-

òåðôåðåíöèîííûìè øóìàìè (èíòåðôåðåíöèîííûé áðîóíîâñêèé, èíòåðôåðåíöèîííûé òåðìî-

ðåôðàêòèâíûé, èíòåðôåðåíöèîííûé òåðìîóïðóãèé è ò.ï.) è èõ êîððåëÿöèÿìè.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî âñå øóìû äî ýòîãî áûëè ôàçîâûìè øóìàìè. Èçó÷àÿ èíòåðôåðåíöè-

îííóþ ÷àñòü, êàê ýòî ïðîäåëàíî íèæå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêæå àìïëèòóäíûé

øóì, êîòîðûé, â ïðèíöèïå, òîæå ìîæíî ïðèâåñòè ê îãðàíè÷åíèþ ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Èíòåðôåðåíöèîííûé øóì ïðîïóñêàíèÿ ïîêðûòèÿ

Âõîäíûå çåðêàëà, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòè÷íî ïðîïóñêàþùèìè, ìîãóò òàê æå âíîñèòü äîïîë-

íèòåëüíûé øóì â ïðîïóùåííîå èçëó÷åíèå. Äàííûé ýôôåêò ïðîèñõîäèò èç-çà óòîëùåíèÿ è

ñæàòèÿ çåðêàëà (è òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ), è äåéñòâóåò íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç êîýôôèöèåíò

ïðîïóñêàíèÿ ïî àìïëèòóäå. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå (ðàñêà÷èâàíèå)

çåðêàëà ñàìîêîìïåíñèðóåòñÿ, òàê êàê ïðè ýòîì äâèæóòñÿ âñå ïîâåðõíîñòè çåðêàëà.

Øóì êðèñòàëëèçàöèè

Ïîäëîæêà çåðêàëà ñîñòîèò èç ïëàâëåíîãî êâàðöà � îêñèäà êðåìíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â

ñîñòîÿíèè ñòåêëà. Ýòî ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îòâåðäåâøèé ðàñïëàâ, êîòîðûé êàê

áû íå ñìîã âûñòðîèòü êðèñòàëëè÷åñêèé ïîðÿäîê ìîëåêóë èç-çà âûñîêîé âÿçêîñòè. Ýòî ñî-

ñòîÿíèå èìååò áîëåå âûñîêóþ âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, ÷åì êðèñòàëëè÷åñêîå, è îáëàäàåò ìåíü-

øåé ïëîòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì ôîðìàëüíî âîçìîæåí ïðîöåññ ïîñòåïåííîé êðèñòàëëèçàöèè

ïëàâëåíîãî êâàðöà ñ ñîïóòñòâóþùèì óìåíüøåíèåì ðàçìåðîâ îáðàçöà. Â ðàáîòå [34] áûëè

ïðåäñòàâëåíû íàáëþäåíèÿ òîãî, êàê ñòåðæíè èç ðàçëè÷íûõ ñòåêîë ñæèìàþòñÿ ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè. Ïîäîáíûé ïðîöåññ, â îñîáåííîñòè ñîñòîÿùèé èç äèñêðåòíûõ êîëëàïñîâ, âûçîâåò

äîáàâî÷íûé øóì, íàïîäîáèå äðîáîâîãî.

Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [35], ïîäîáíîãî âèäà ïðîöåññ â ïîäâåñàõ çåðêàë òàê

æå ïðèâîäèò ê øóìó íà âûõîäå ïðèáîðà. Îäíàêî â íåé íå áûëî äàíî êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè
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ýòèõ ôëóêòóàöèé. Â äàííîé ðàáîòå ýòè êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ïîëó÷åíû.

Øóì âÿçêîñòè

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïîäëîæêà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñòåêëà, õàðàêòåðèçóþùåãî-

ñÿ áîëüøîé âÿçêîñòüþ. Âÿçêîñòü ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíûì ïðîöåññîì, à â ñîîòâåòñòâèå ñ

ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííîé òåîðåìîé ëþáîé ìåõàíèçì äèññèïàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

èñòî÷íèê ôëóêòóàöèé.

1.2. Îòðàæåíèå îò ìíîãîñëîéíîãî ïîêðûòèÿ

Îäíîé èç öåëåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç áðîóíîâñêèõ øóìîâ ìíîãîñëîéíûõ îòðàæàþùèõ

ïîêðûòèé çåðêàë è èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè èõ îïòèìèçàöèè äëÿ óìåíüøåíèÿ ýòèõ øóìîâ.

Ïðè ýòîì êëþ÷åâûì ïóíêòîì ðàññìîòðåíèÿ áóäåò èíòåðôåðåíöèÿ â ìíîãîñëîéíîì çåðêàëå,

òî åñòü îòðàæ¼ííàÿ ôàçà áóäåò ðàññ÷èòûâàòüñÿ íå êàê âçâåøåííûé îïòè÷åñêèé ïóòü (ïî

ôîðìóëå (1.1.7)), à ìåòîäîì èìïåäàíñîâ. Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíèò âñå ôîðìóëû (1.1.8)-

(1.1.11). Èíûìè ñëîâàìè ê êàæäîìó øóìó äîáàâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ �èíòåðôåðåíöèîííàÿ�

÷àñòü. Ðàññ÷èòàåì ôàçó îòðàæ¼ííîãî îò çåðêàëà ëó÷à ìåòîäîì èìïåäàíñîâ. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ îòðàæåíèå íà ãðàíèöå êàæäîãî ñëîÿ, íà÷èíàÿ ñ ïîäëîæêè, ñ ïîñëåäóþùèì

ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíû äàëåå ê ïîâåðõíîñòè äî ñëåäóþùåé ãðàíèöû.

Ââåä¼ì äâóñòîðîííèé èìïåäàíñ ïîëÿ Z è êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ Γ:

Z(z) =
E(z)

H(z)
=
E+(z) + E−(z)

H+(z) +H−(z)
= η(z)

1 + Γ(z)

1− Γ(z)
, (1.2.1)

Γ(z) =
E−(z)

E+(z)
=
Z(z)− η(z)

Z(z) + η(z)
, (1.2.2)

η(z) =

√
µ(z)µ0

ε(z)ε0
=
µ(z)

n(z)
Zv. (1.2.3)

ãäå E è H - êàñàòåëüíûå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå â âîëíå, E+, H+ è E−, H− ïàäàþ-

ùàÿ è îòðàæ¼ííàÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, n ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, µ è ε îòíîñèòåëüíûå

ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòè, è Zv èìïåäàíñ âàêóóìà (Zv = 1 â ÑÃÑ). Äâó-

ñòîðîííèé èìïåäàíñ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ãåîìåòðèè çàäà÷è è îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî

èìïåäàíñà η äëÿ áåãóùåé âîëíû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñâîéñòâàìè ñðåäû. Òàê êàê

òàíãåíöèàëüíûå ïîëÿ íåïðåðûâíû íà ãðàíèöàõ äèýëåêòðèêîâ, òî äâóñòîðîííèé èìïåäàíñ Z

â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî èìïåäàíñà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàòû z. Êîýôôè-

öèåíò îòðàæåíèÿ æå áóäåò ìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì íà ãðàíèöå ñëî¼â, à ìåæäó ãðàíèöàìè ìåíÿòüñÿ
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íåïðåðûâíî:

Γ(z − dj) =
E−e

iωt+ik0nj(z−dj)

E+eiωt−ik0nj(z−dj)
= Γ(z)e−i2k0njdj , (1.2.4)

ãäå k0 = 2π
λ
âîëíîâîé âåêòîð ñâåòà â âàêóóìå, λ - åãî äëèíà âîëíû. Áóäåì äâèãàòüñÿ îò

ïîäëîæêè z = 0 âëåâî ïîñëîéíî. Èìïåäàíñ ñïðàâà îò ãðàíèöû ïîäëîæêè ðàâåí èìïåäàíñó

ñâîáîäíîé ïîäëîæêè ηs (ðèñ. 1.5).

z0

Zj

Z0

dj Гj+1 ГjГj̃

Ðèñ. 1.5: Ìíîãîñëîéíîå çåðêàëî

Òîãäà èìïåäàíñ ñëåâà îò ïîäëîæêè, áåñêîíå÷íî áëèçêî ê íåé òàê æå ðàâåí èìïåäàí-

ñó ñâîáîäíîé ïîäëîæêè. Â ýòîé òî÷êå ïåðåéä¼ì îò èìïåäàíñà ê êîýôôèöèåíòó îòðàæåíèÿ

(1.2.2) è ïðîäîëæèì âëåâî ïî ôîðìóëå (1.2.4) äî ãðàíèöû ïåðâîãî ñëîÿ (ðèñ. 1.5). Òàì îïÿòü

ïåðåéä¼ì ê èìïåäàíñó è ïðîäîëæèì åãî ïî íåïðåðûâíîñòè çà ãðàíèöó âëåâî. Òàêèì îáðàçîì,

äâèãàÿñü îò ñëîÿ ê ñëîþ, è ïåðåõîäÿ îò ìåñòíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ Γ̃j = Γ(−
∑

j dj+0)

ê ìåñòíîìó èìïåäàíñó Zj = Z(−
∑
dj − 0) = Z(−

∑
dj + 0) íà ãðàíèöå è îáðàòíî (ê Γj+1)

ïîñëå å¼ ïåðåñå÷åíèÿ, ñòðîÿòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èìïåäàíñà è êîýôôèöèåíòà

îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå êàæäîãî ñëîÿ è íàõîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòèêè íåâîçìóù¼ííîãî çåðêàëà.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âîîáùå èñêëþ÷èòü èìïåäàíñû, ðàññ÷èòàâ ñêà÷îê êîýôôèöèåíòà îòðà-

æåíèÿ íà ãðàíèöå:

Γj+1 =
gj+1,j + Γ̃j

1 + gj+1,jΓ̃j
, (1.2.5)

ãäå Γ̃j = Γje
−iϕj â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2.4), gij =

ni−nj
ni+nj

, ϕj = 2k0njdj. Çàìåòèì, ÷òî òèëüäà ˜
îçíà÷àåò �íà ëåâîé ãðàíèöå ñëîÿ� (ðèñ. 1.5).

Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòâåðòü-âîëíîâûõ ñëî¼â, êîãäà ϕh = ϕl = π, âñå

èìïåäàíñû è êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíû, è îòðàæåíèå îò çåðêàëà ïðèâîäèò ê

ôàçîâîìó ñäâèãó ðàâíîìó öåëîìó ÷èñëó π (ïîäðîáíåå � ïðèë. Ï.1.).
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1.2.1. Ïîêðûòèå ñ ôëóêòóàöèÿìè

Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, èñòî÷íèêàìè øóìà â çåðêàëå ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà è ìåõàíè-

÷åñêîå íàïðÿæåíèå. Îíè âëèÿþò íà îòðàæåííóþ ôàçó ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ òîëùèí ñëî¼â

è èõ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ. Äîïóñòèì, â ðåçóëüòàòå øóìîâ, òîëùèíû ïîêðûòèÿ è ïîêà-

çàòåëè ïðåëîìëåíèÿ èçìåíèëèñü. Òîãäà ýòî ìîæíî ó÷åñòü â èçìåíåíèè íàáåãà ôàç â (1.2.4),

ââåäÿ ϕi → ϕj + 2k0δnjdj + 2k0njδdj = ϕj − ∆j. Òàê æå íóæíî ïåðåïèñàòü ηi → ηi(1 + δηi)

âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ δηj = − δnj
nj
. Áóäåì èñêàòü íîâûå èìïåäàíñû

è êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ êàê âîçìóùåíèÿ ñòàðûõ:

Γ‘(−0) =
Z0 − η1(1 + δη1)

Z0 + η1(1 + δη1)
= Γ(−0)

(
1− 2Z0η1

Z2
0 − η2

1

δη1

)
(1.2.6)

Γ‘(−d1 + 0) = Γ′(−0)eiφ1+i∆1 = Γ(−0)eiφ1(1 + i∆1 −
2Z0η1

Z2
0 − η2

1

δη1) (1.2.7)

Z‘1 = η′1
1 + Γ′(−d1 + 0)

1− Γ′(−d1 + 0)
= η′1

1 + Γ′(−0)eiφ1(1 + i∆1)

1− Γ′(−0)eiφ1(1 + i∆1)
=

= Z1

(
1 +

2Γ1e
iφ1

1− Γ2
1e
i2φ1

(i∆− z1δη1)

)
(1 + δη1)

= Z1(1 + f1i∆1 + f1µ1δη1) (1.2.8)

Äâèãàÿñü âëåâî, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïðè âûâîäå íåâîçìóù¼ííîãî êîýôôèöèåíòà

îòðàæåíèÿ îò ñëîÿ ê ñëîþ, è ñ÷èòàÿ âîçìóùåíèÿ ìàëûìè, ïîëó÷èì (ïîäðîáíåå â Ïðèëîæåíèè

Ï.2., Ï.4.)

Γ′m = Γm(1 + ε),

ε = zm
δnm
nm

+
m−1∑
j=1

m∏
k=j+1

zk
z̃k−1

(
i∆j − ζj

δnj
nj

)
, (1.2.9)

zk =
(1− Γ2

k)

2Γk
, z̃k =

1− Γ2
ke
−i2ϕk

2Γke−iϕk
, ζk = z̃k − zk. (1.2.10)

Çäåñü m - íîìåð ñëîÿ, â êîòîðîì èùåòñÿ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ (m = N + 1 äëÿ

ïîëíîãî îòðàæåíèÿ ïîêðûòèÿ). Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü ∆j,
δnj
nj
� 1, ìîæíî âûðàçèòü ôàçîâûé

ñäâèã ñáîÿ èíòåðôåðåíöèè δϕ è äåôåêò îòðàæåíèÿ δΓ (ïðèâîäÿùèé ê àìïëèòóäíîìó øóìó,

è íå ðàññ÷èòûâàåìûé òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì), ñîáðàâ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü è

èñïîëüçîâàâ ðàçëîæåíèå: Γeε = Γ(1+ε). Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî äî ñèõ ïîð ìû íå óòî÷íÿëè ïðè-

ðîäó ðàññìàòðèâàåìîãî øóìà. Ôîðìóëû (1.2.9)-(1.2.10) âåðíû êàê äëÿ ôëóêòóàöèé òîëùèíû

δdj (Áðîóíîâñêèå è òåðìîóïðóãèå øóìû), òàê è äëÿ ôëóêòóàöèé êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ

δnj (ôîòîóïðóãèå è òåðìîðåôðàêòèâíûå øóìû).
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Íåîäíîðîäíûé øóì

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü äëÿ ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîãî øóìà â

òîëñòîì ñëîå, íàïðèìåð ñâåòîäåëèòåëå èëè âõîäíîì (÷àñòè÷íî ïðîïóñêàþùåì) çåðêàëå, ãäå

ñâåòîâàÿ ìîùíîñòü íàõîäèòñÿ â ïîäëîæêå.

Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, íåîäíîðîäíîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïðèâåä¼ò ê çàìåíå (1.2.4)

íà íåêóþ Γ̃j = G(Γj, d, n). Îäíàêî ïðîöåäóðà âûâîäà ôîðìóë (1.2.9)-(1.2.10) ïðàêòè÷åñêè íå

èçìåíèòñÿ, åñëè ïîëîæèòü

∆′ = −i ∂G
∂dj

δdj
G

+
∂G

∂nj

δnj
G
. (1.2.11)

Òîãäà, ïîìèìî ∆j, èçìåíåíèÿ êîñíóòñÿ òîëüêî ζk → ζ ′k = z̃k
δn(dk)
δnk(0)

− zk.

ГjГj̃

z

z0

Zj

Z0

dj Гj+1 ГjГj̃

dz

dj

Гj+1

Ðèñ. 1.6: Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äëÿ ó÷¼òà íåîäíîðîäíîãî øóìà.

×òîáû ïîëó÷èòü âèä G(Γ(z), d, n) ðàññìîòðèì îäèí íåîäíîðîäíûé ñëîé è ïðåäñòàâèì åãî

â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëåå ìåëêèõ îäíîðîäíûõ (ñì. ðèñ. 1.6 âíèçó). Äëÿ ýòîãî ïðèìå-

íèì ôîðìóëû (1.2.9)-(1.2.10) è ñäåëàåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä nj = n(z) ≈ n � íåâîçìóù¼ííûé

ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñëîÿ, δnj = δn(z) è dj → dz → 0 (ϕj → dϕ). Òîãäà

Γj+1 =
gj+1,j + Γ̃j

1 + gj+1,jΓ̃j
= Γ̃j = Γje

−iϕj = Γ1e
−i

∑j ϕk , (1.2.12)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñàìè îáîçíà÷àþòñÿ ïîäñëîè, ñâÿçàííûå ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, à íå

íîìåðà ñëî¼â âñåãî ïîêðûòèÿ. Äëÿ ñëîÿ òîëùèíîé L ΓN+1 = Γ1e
−i

∑N ϕj = Γ1e
−2ik0nL. Ïåðåïè-
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øåì êîýôôèöèåíòû (1.2.10). Çàìåòèì, ÷òî zk = z̃k−1 è óïðîñòèì äàëåå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóÿ

Γ1 = e−i2ϕ̃ è âñïîìèíàÿ, ÷òî â ñëåäñòâèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
∑k−1 ϕl =

∑k ϕl − ϕk =

2k0nz − 2k0ndz (ïîäðîáíåå ñì. ïðèë. Ï.2.2.):

zk = i sin (2k0n(z − dz) + 2ϕ̃) , (1.2.13)

z̃k = i sin (2k0nz + 2ϕ̃) . (1.2.14)

ζk = ik0n cos (2k0nz + 2ϕ̃) dz. (1.2.15)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàëîé íåîäíîðîäíîñòè â ñëîå òîëùèíîé L íà íà÷àëüíîì êîýôôè-

öèåíòå îòðàæåíèÿ Γ1, îòðàæåíèå íà ïîâåðõíîñòè

Γ′N+1 =Γ1e
−2ik0nL(1− 4ik0

∫ L

0

δn(z) cos2
(
k0nz + iLn

√
Γ1

)
dz) = (1.2.16)

=Γ1e
−2ik0nL(1− 2ik0

∫ L

0

δn(z)dz+

− ik0

∫ L

0

δn(z)

(
cos(2k0nz + ϕ1)

1 + Γ2
1

Γ1

+ i sin(2k0nz + ϕ1)
1− Γ2

1

Γ1

)
dz), (1.2.17)

ãäå Ln êîìïëåêñíûé ëîãàðèôì. Ïðè âûáîðå íà÷àëüíîãî êîýôôèöèåíòå îòðàæåíèÿ Γ1 =

−1, ýòîò ðåçóëüòàò íàïîìèíàåò óñðåäíåíèå ïî sin2, èñïîëüçîâàííîå â [36] äëÿ ðàñ÷¼òà øóìà

â ïîäëîæêå. Âûáîð òàêîãî óñðåäíåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíè ñ÷èòàëè, ÷òî â ïîäëîæêå

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà, ÷òî è òðåáóåò òàêîãî Γ1. Â ðåàëüíîñòè Γ1 =
nSiO2

−1

nSiO2
+1

= 0.18,

÷òî ïðèâåä¼ò ê çàìåíå ñèíóñà íà êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó. Îäíàêî, äàííàÿ çàìåíà àíàëîãè÷íà

ñäâèãó ñòîÿ÷åé âîëíû, êîòîðûé, ïî ñëîâàì àâòîðîâ, ó÷ò¼í â èõ ðàáîòå.

Çàìåòèì, ÷òî Γ1 ïîëó÷åíî èç áåñøóìíîãî Γ0, òî åñòü ôîðìóëà (1.2.16) îïèñûâàåò ïåðåõîä

ìåæäó áåñøóìíûìè ñëîÿìè. Äëÿ âñòðàèâàíèÿ òàêîãî íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ â ïîêðûòèå, íàì

ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà äëÿ äîáàâêè êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðè ïåðåõîäå âíóòðè øóìÿùå-

ãî íåîäíîãîäíîãî ñëîÿ, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü âìåñòî (1.2.4). Ïîýòîìó íàì ïðèä¼òñÿ âû÷åñòü

âëèÿíèÿ ïåðåõîäà â ýòîò ñëîé è èç ýòîãî ñëîÿ. Ïåðåõîä íàðóæó (ëåâàÿ ãðàíèöà) ïîëó÷àåòñÿ

êàê îáðàòíûé ïåðåõîä îò j + 1 ñëîÿ ê j:

Γ̃j =
Γj+1 − gj+1,j

1− gj+1,jΓj+1

= Γj+1

(
1 + z̃j

δn(dj)

n

)
(1.2.18)

Äëÿ ïåðåõîäà â ñëîé (ïðàâàÿ ãðàíèöà), òàê êàê
∏ zk

z̃k−1
= 1 âíóòðè ñëîÿ, ýòà äîáàâêà áóäåò

òàêîé æå êàê è ó åäèíñòâåííîãî ñëîÿ

Γ′1 = Γ1

(
1 + z1

δn(0)

n

)
. (1.2.19)
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ãäå δn(dj) íà ïåðåäíåé (ëåâîé) ñòîðîíå ñëîÿ. Â èòîãå ïîëó÷èì

Γ̃N =Γ1e
−2ik0nL(1 + ζ ′

δn(0)

n
− 4ik0

∫ L

0

δn(z) cos2
(
k0nz + iLn

√
Γ1

)
dz), (1.2.20)

ãäå ζ ′ = z̃k
δn(L)
δnk(0)

− zk
Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëíîãî ïîêðûòèÿ (ðèñ. 1.6 ââåðõó)

∆′j =− 2k0njδdj − 2k0

∫ z−dj

z

δnj(ξ)dξ+

+ ζ ′j
δnj(0)

nj
− 2ik0

∫
dj

δn(z) cos (2k0nz + iLn (Γj)) dz. (1.2.21)

Òîãäà, ïîìèìî ∆j, èçìåíåíèÿ êîñíóòñÿ òîëüêî ζk → ζ ′k = z̃k
δn(dk)
δnk(0)

− zk.

Òàêèì îáðàçîì ïîäîáíîå íåîäíîðîäíîå ðàñøèðåíèå ôîðìóë (1.2.9)-(1.2.10) íå ïðèâîäèò

íè ê êàêèì íîâûì ýôôåêòàì. Äëÿ øóìà ïîêðûòèÿ ýòî ðàñøèðåíèå íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê

ðàñ÷¼òû ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé (ñì. äàëåå) ïðîâîäÿòñÿ â ïðèáëèæåíèè òîíêîãî ïîêðûòèÿ,

ïðèâîäÿ ê ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè âíóòðè ñëî¼â.

Øóì ïðîïóñêàíèÿ

Ñêàçàííîå âûøå îòíîñèòñÿ ê ñâåòó îòðàæ¼ííîìó îò çåðêàëà. Îäíàêî â ñòðóêòóðå èí-

òåðôåðîìåòðà èìåþòñÿ çåðêàëà ïðîïóñêàþùèå èçëó÷åíèå. Ïðîõîæäåíèå ñêâîçü ôëóêòóèðó-

þùóþ ñðåäó äîëæíî âíîñèòü ñâîþ ÷àñòü íåîïðåäåë¼ííîñòè â ôàçó. Ðàññìîòðèì ïàäàþùèå è

îòðàæ¼ííûå âîëíû íà êàæäîé ãðàíèöå ñëî¼â

EI + Γ′N+eEI = ENe
ik0nNd

′
N + ENΓ′Ne

−ik0nNd
′
N (1.2.22)

EN + Γ′NEN = EN−1e
ik0nN−1d

′
N−1 + EN−1Γ′N−1e

−ik0nN−1d
′
N−1 (1.2.23)

ãäå EI � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïàäàþùåé âîëíû, Ek � ïîëå íà âõîäíîé (ëåâîé) ãðàíèöå k-ñëîÿ.

Òîãäà

Em =
1 + Γ′m+1

eik0nmd′m + Γ′me
−ik0nmd′m

Em+1 =
N∏

k=m

1 + Γ′k+1

eik0nkd
′
k + Γ′ke

−ik0nkd
′
k

EI (1.2.24)

Äëÿ àìïëèòóäíîãî êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ ïîëó÷èì

τ ′ = (1 + Γ′N+e)
N∏
k=1

1 + Γ′k
1 + Γ′ke

−iϕ′k
e−ik0nkd

′
k (1.2.25)

Îòìå÷ó, ÷òîáû íå ñìóùàòü çíàêîì + â ïåðâîé ñêîáêå, ÷òî ýòî ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò

ïðîïóñêàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç àìïëèòóäíîãî ïóò¼ì âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è äåëåíèÿ íà îòíî-

øåíèå ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ â èñõîäíîé è êîíå÷íîé ñðåäå, òàê êàê ïîòîê ýíåðãèè ðàâåí
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cnE2/2. Ïðîâåäÿ ïðÿìóþ ïîäñòàíîâêó (1.2.9)-(1.2.10) ïîëó÷èì

τ ′N+e = τN+e

(
1 +

N∑
j=1

(
i(Mj + Tj)∆j + (dtjzj −Mjζj)

δnj
nj

))
(1.2.26)

dtk =
Γk(1− e−iϕk)

(1 + Γk)(1 + Γke−iϕk)
(1.2.27)

Mj =
N∑

k=j+1

dtk

k∏
m=j+1

zm
z̃m−1

+
ΓN+e

1 + ΓN+e

N+e∏
m=j+1

zm
z̃m−1

(1.2.28)

Tk =
1

2

1− Γke
−iϕk

1 + Γke−iϕk
(1.2.29)

1.2.2. Áðîóíîâñêàÿ âåòâü øóìîâ

Áðîóíîâñêàÿ âåòâü øóìîâ ïðîèñõîäèò èç ôëóêòóàöèé ìåõàíè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ â âå-

ùåñòâå. Îíè ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ â ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè òåëà è ôëóêòóàöèè åãî òîëùèíû ïî

çàêîíó Ãóêà. Èñïîëüçóÿ ôîòîóïðóãîñòü êàê ìåõàíèçì ïðåîáðàçîâàíèÿ ôëóêòóàöèé òîëùèíû

âî ôëóêòóàöèè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ

∆j = −2k0nj

(
1−

n2
j

2
pj

)
δdj = −2k0njψjδdj, (1.2.30)

−δnj
nj

=
n2
jpj

2

δdj
dj

= −
n2
jpj

ϕj(2− n2
jpj)

∆j = γj∆j, (1.2.31)

ïðèâåä¼ì âñå ôîðìóëû (1.2.9)-(1.2.10) ê âàðèàöèè òîëùèíû δdj:

δϕc =
N∑
j=1

β′jδdj, (1.2.32)

δΓc =
N∑
j=1

β′′j δdj, (1.2.33)

ãäå

β′j =− 2k0njψj Im

[∏
k

zk
z̃k−1

(i+ ζjγj)

]
, (1.2.34)

β′′j =− 2k0njψj Re

[∏
k

zk
z̃k−1

(i+ ζjγj)

]
, (1.2.35)

â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2.9). Òåïåðü ðàññìîòðèì çåðêàëî êàê ÷àñòü ïëå÷à èíòåðôåðîìåòðà. Ñìå-

ùåíèå ïîâåðõíîñòè çåðêàëà ïîðîæäàåò ôàçîâûé øóì íà âûõîäå èíòåðôåðîìåòðà. Äîïóñòèì,

çåðêàëî ñæàëîñü (ðèñ. 1.7). Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïðîìåæóòîê −δd (àê êàê

δd < 0 ïðè ñæàòèè), êîòîðûé ïðèä¼òñÿ ïðîéòè ñâåòó, ïðåæäå ÷åì âîéòè â çåðêàëî. Òîãäà

ñäâèã ôàç

δϕg = −2k0

N∑
j=1

(−δdj). (1.2.36)
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δφB

δφ0

δφ0

δφI

0

Ðèñ. 1.7: Ôàçîâûé ñäâèã ñâåòîâîé âîëíû, îòðàæ¼ííîé îò íåâîçìóù¼ííîãî (ñâåðõó) è âîçìóù¼ííîãî (ñíèçó)

çåðêàë. δϕ0, δϕB è δϕI � èñõîäíûé ñäâèã ôàç, ñäâèã îò ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè è ñäâèã îò ñáîÿ èíòåðôåðåíöèè

(δdj < 0).

Ïîëíûé ñäâèã ôàç, âíåñ¼ííûé âîçìóù¼ííûì ïîêðûòèåì, áóäåò

δϕΣ = −2k0

N∑
j=1

[
zN+e(−1)N−j z̃−1

j ψjnj − 1
]
δdj, (1.2.37)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî âíóòðè λ/4-îòðàæàòåëÿ âñå âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíû, ÷òî ïîçâîëÿåò òàê

æå óïðîñòèòü β′j = −2k0njψjzN+e(−1)N−j z̃−1
j (ïîäðîáíåå â ïðèëîæåíèè Ï.2.1.).

Òàê æå âàæíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðèáëèæåíèè �õîðîøåãî çåðêàëà� ΓN+e → 1 (Â ýòîì ñëó-

÷àå ZN → 0 èëè ZN →∞ â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåãî ñëîÿ) àìïëèòóäíûé äåôåêò îòðàæåíèÿ

îò êàæäîãî ñëîÿ β′′j = (−1)N−jzN+eγj z̃
−1
j

Zj
ηj
→ 0. Îäíàêî äëÿ ñòðîãîãî ó÷¼òà ýòîãî ýôôåêòà

íåîáõîäèìî ó÷åñòü êîððåëÿöèè è âçàèìîäåéñòâèå â èíòåðôåðîìåòðå, ÷òî áóäåò ñäåëàíî äàëåå.

Âûðàæåíèå ïåðåä δdj ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîýôôèöèåíò øóìà, ïîêàçûâàþùèé âêëàä

êàæäîãî ñëîÿ â ïîëíûé øóì. Ýòîò êîýôôèöèåíò èìååò ðàçíûé çíàê â çàâèñèìîñòè îò òîãî,

êàêàÿ ÷àñòü øóìà ïðåîáëàäàåò â ñëîå � èíòåðôåðåíöèîííàÿ (çíàê �−�) èëè ñìåùåíèÿ ïîâåðõ-

íîñòè (çíàê �+�), îäíàêî çíà÷åíèå èìååò òîëüêî åãî ìîäóëü � øóìû ñëî¼â ñêëàäûâàþòñÿ íå

êîãåðåíòíî.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè êîýôôèöèåíòîâ øóìà è ðàñ-

ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîëíîãî øóìà. Òàêîé ãðàôèê èçîáðàæ¼í íà ðèñ.

1.8 ñ ñîõðàíåíèåì çíàêà èç ôîðìóëû (1.2.37). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî èíòåðôåðåíöèîííàÿ ÷àñòü

çíà÷èòåëüíà òîëüêî äëÿ íåñêîëüêèõ âíåøíèõ ñëî¼â, â òî âðåìÿ êàê áðîóíîâñêèé (ñìåùåíèÿ
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Ðèñ. 1.8: Êîýôôèöèåíòû øóìà ñëî¼â (ñîõðàíÿÿ çíàê) äëÿ ïîêðûòèé èç 42 (êðóãè) è 43 (êâàäðàòû) ñëî¼â íà

êâàðöåâîé ïîäëîæêå.

ïîâåðõíîñòè) øóì ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îñíîâó øóìà. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëîÿõ íàáëþäàåò-

ñÿ ïîëíàÿ êîìïåíñàöèÿ øóìà. Òàêæå ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èíòåðôåðåíöèÿ âåëèêà òîëüêî

òàì, ãäå ìîùíîñòü ñâåòîâîãî ïîëÿ íå ìàëà, î ÷¼ì òàê æå ãîâîðèëîñü â [37].

Ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî â èíòåðôåðåíöèîííîì ïîêðûòèè âíóòðåííèå ñëîè èìåþò �áðî-

óíîâñêèé� òèï øóìà è âíîñÿò îñíîâíóþ äîëþ â ïîëíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü. Øóì âî

âíåøíèõ ñëîÿõ èìååò èíòåðôåðåíöèîííóþ ïðèðîäó. Â íåáîëüøîé æå ïðåäâíåøíåé îáëàñòè

íàáëþäàåòñÿ ìèíèìóì øóìà.

Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âêëàä êàæäîãî ñëîÿ ôîðìàëüíî ñîñòîèò èç òð¼õ ñëàãàåìûõ:

áðîóíîâñêèé (ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè), èíòåðôåðåíöèîííûé è ôîòîóïðóãèé:

δϕΣ =
∑

2k0δdj +
∂ϕ

∂dj
δdj +

∂ϕ

∂nj

∂nj
∂dj

δdj, (1.2.38)

ãäå ϕ îáîçíà÷àåò ôàçó êîìïëåêñíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû (1.2.9)�

(1.2.10) äàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ â (1.2.38). Ðàñïðåäåëåíèå çíàêîâ

ìåæäó ýòèìè ñëàãàåìûìè ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíî ñëåäóþùèì ðàññóæäåíèåì. Äîïó-

ñòèì, ïîêðûòèå ñæàëîñü, òîãäà âêëàä ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè äà¼ò ïîëîæèòåëüíûé íàáåã ôàç,

òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íàáåã ôàçû íå âíóòðè, à ñíàðóæè çåðêàëà (ðèñ. 1.7). Ñæàòèå

ñëî¼â ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ èõ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ, òàê æå äàâàÿ ïîëîæèòåëüíûé

âêëàä â ôàçó. Â òî æå âðåìÿ óìåíüøåíèå òîëùèí ñëî¼â ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ è íàáåãà

ôàçû â íèõ, ïðîèçâîäÿ æåëàåìóþ êîìïåíñàöèþ ïðåäûäóùèõ äâóõ ýôôåêòîâ. Êàçàëîñü áû,

ôîòîóïðóãàÿ ÷àñòü îêàçûâàåò îòðèöàòåëüíîå âîçäåéñòâèå íà êîìïåíñàöèþ, îäíàêî, êàê ïî-
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êàçûâàþò ðàñ÷¼òû, îí ìîæåò è óëó÷øàòü îáùóþ êàðòèíó, êîìïåíñèðóÿ ñëèøêîì áîëüøóþ

èíòåðôåðåíöèþ âî âíåøíèõ ñëîÿõ.

Âûðàæåíèå (1.2.38) óäîáíî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà, òàê êàê ïðîèçâîäíûå

ëåãêî áåðóòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (1.2.9)-(1.2.10) áûëè

ïðîâåðåíû ÷èñëåííî.

Ïîëíûé èíòåðôåðîìåòð

×òîáû ó÷åñòü øóìû àìïëèòóäû (1.2.33) è ïðîïóñêàíèÿ (1.2.26)-(1.2.29) ïðèä¼òñÿ ïî-

ñòðîèòü ïîëíóþ ìîäåëü èíòåðôåðîìåòðà òàê êàê ïåðâûå äîëæíû áûòü ïðèâåäåíû ê øóìó

ôàçû, à âòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âõîäíûì çåðêàëîì.

Â ïðèíöèïå, ôîðìàëüíî ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè êîåôôèöèåíòîâ øóìà äëÿ øóìîâ ïðî-

ïóñêàíèÿ (ñì. ðèñ. 1.9) îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàííî íèæå, ðåçóëüòàò òî÷íûõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ

ïîëíîé ìîäåëè áóäåò íåñêîëüêî ñëîæíåå.
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Ðèñ. 1.9: Êîýôôèöèåíòû øóìà ñëî¼â (ñîõðàíÿÿ çíàê) äëÿ ïîêðûòèÿ èç 16 ñëî¼â (âõîäíîå çåðêàëî) íà êâàð-

öåâîé ïîäëîæêå äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðîõîæäåíèÿ ëó÷åé.

Ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðôåðîìåòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî ñóòè èíòåðôåðîìåòð Ìàéêåëü-

ñîíà, âìåñòî êîíöåâûõ çåðêàë êîòîðîãî ñòîÿò èíòåðôåðîìåòðû Ôàáðè-Ïåðî. Ýòè êîíöåâûå

èíòåðôåðîìåòðû íåñóò ñèãíàë â ôàçå ñâîåãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ. Ìîæíî ïîëó÷èòü

ôîðìóëû äëÿ øóìîâîãî è ñèãíàëüíîãî èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ÷åðåç êîýôôè-

öèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ åãî çåðêàë. Îáîçíà÷èì ïåðâûì èíäåêñîì íàïðàâëåíèå äâè-
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æåíèÿ ëó÷à, à âòîðûì òèï çåðêàëà òàê ÷òî inin � âõîäíîå çåðêàëî, âíóòðü Ôàáðè-Ïåðî, à outin

� âõîäíîå çåðêàëî, èç Ôàáðè-Ïåðî. Òàê æå ââåä¼ì ΓFP0 = ΓFP − Γinin =
Γoutoutτininτoutine

−i2kL

1−ΓoutoutΓoutine
−i2kL .

Òîãäà äëÿ Ôàáðè-Ïåðî äëèíîé L

δΓFP =ΓFP0

(
δτinin
τinin

+
δτoutin
τoutin

+
ΓFP0

τininτoutin

(
δΓoutin +

δΓoutout
Γ2
outoute

−i2kL

))
+ δΓinin (1.2.39)

äëÿ øóìà è

δΓS = −2ik
Γ2

FP0

Γoutoutτoutinτinine
−i2kL δL (1.2.40)

äëÿ ñèãíàëà. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ
”
îáðàòíûé“ øóì, ñâÿçàííûé ñ ïðîõîæ-

äåíèåì ëó÷à âõîäíîãî çåðêàëà â îáðàòíîì ïî îòíîøåíèþ ê çåðêàëó (âíóòðü Ôàáðè-Ïåðî)

íàïðàâëåíèè. Åãî ó÷¼ò âàæåí òàê êàê ýòîò øóì êîððåëèðîâàí ñ øóìîì âõîäíîãî çåðêàëà è

ìîæåò åãî óñèëèòü èëè ïîäàâèòü.

Ïðè óñëîâèè ÷òî ñâåòîäåëèòåëü íå âíîñèò äîïîëíèòåëüíûõ øóìîâ è ïðîèçâîäèò 50/50

äåëåíèå, äëÿ âûõîäíîé èíòåíñèâíîñòè èíòåðôåðîìåòðà Ìàéêåëüñîíà ìîæíî çàïèñàòü

I = |Γ1|2 + |Γ2|2 + 2|Γ1||Γ2| cos(2kd+ ϕ) (1.2.41)

δI1 = 2(Re[δΓ∗1(Γ1 + Γ2e
−2ikd)] + Re[δΓ2(Γ∗2 + Γ∗1e

−2ikd)]) (1.2.42)

ãäå Γ è δΓ � êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ Ôàáðè-Ïåðî â ïëå÷àõ è èõ âîçìóùåíèÿ, d � ðàçíîñòü

äëèí ïëå÷ ÷àñòè èíòåðôåðîìåòðà äî Ôàáðè-Ïåðî, ϕ � óãîë ìåæäó êîìïëåêñíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè îòðàæåíèÿ Ôàáðè-Ïåðî. Òîãäà äëÿ ñèãíàëà è øóìà îäèíàêîâûõ èíòåðôåðîìåòðîâ

â ïëå÷àõ ïîëó÷èì

〈δI1〉 = 4|Γ|2 Im[Ŝ] sin 2kdδL, (1.2.43)

SδI1 = 4|Γ|4(Re[N̂∗(1 + e−2ikd)]2 + Re[N̂(1 + e−2ikd)]2)S∆, (1.2.44)

ãäå Ŝ è N̂ � ïðîèçâîäíûå êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ïî ñèãíàëó è ïî øóìàì. Çäåñü ñòîèò

çàìåòèòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ äëèí ïëå÷ ñèãíàë (à òî÷íåå óñèëåíèå ñèãíàëà) ñòà-

íîâèòñÿ ðàâíûì íîëþ è ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íå ÷óâñòâèòåëüíà ê ãðàâèòàöèîííûì âîëíàì â

ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Êîìáèíèðóÿ ýòè ôîðìóëû ñ (1.2.39) è (1.2.40), è ïðèíèìàÿ δL = 1, ìîæíî ïîëó÷èòü âå-

ëè÷èíó, îáðàòíóþ îòíîøåíèþ ñèãíàë-øóì. Åñëè íå ó÷èòûâàòü àìïëèòóäíóþ ÷àñòü øóìà, ýòà

âåëè÷èíà áóäåò ÷èñëåííî ðàâíà
√

2
−1

øóìà ôàçû è ìîæåò áûòü âûðàæåíà â åäèíèöàõ ñìåùå-

íèÿ çåðêàëà (ì/Ãö1/2). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îíà ðàâíà øóìó êîíöåâîãî çåðêàëà ñ óêàçàííûì

ìíîæèòåëåì, ïðè÷¼ì ìíîæèòåëü ýòîò ïîÿâëÿåòñÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî çà ñ÷¼ò èíòåðôåðî-

ìåòðà Ìàéêåëüñîíà ñèãíàë óâåëè÷èâàåòñÿ âäâîå ïî àìïëèòóäå, â òî âðåìÿ êàê øóì � âäâîå
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Òèï λ/4 + λ/2 GWINC GWINC L1,2 = 1.04λ/4

Áðîóíîâñêèé 10−21ì/
√
Ãö 5.01×

√
2 4.88×

√
2 4.88×

√
2

χ â èíòåðôåðîìåòðå 11.4% −16.6% 10.8%

χ ñ èíòåðôåðåíöèåé 15.9% −3.4% 15.5%

χ ñ ôîòîóïðóãîñòüþ 14.9% −6.3% 14.5%

χ ñ àìïëèòóäîé 14.8% −6.5% 14.4%

χ ñ ïðîïóñêàíèåì 14.8% 13.3% 14.7%

χ ñ
”
îáðàòíûì“ øóìîì 14.8% −111% 14.0%

Òàáëèöà 1.1: Ïîïðàâêè (χ = (1−
√
S/
√
SBr) ∗ 100%) äëÿ ýôôåêòèâíîãî øóìà â èíòåðôåðîìåòðå ïî îòíîøå-

íèþ ê ñóììå ÷èñòî áðîóíîâñêèõ øóìîâ âõîäíîãî è âûõîäíîãî çåðêàë. λ/4 + λ/2 � ïîêðûòèÿ ñôîðìèðîâàíû

èç λ/4-ñëî¼â, ñ âíåøíèì λ/2-ñëîåì. GWINC � îïòèìàëüíûå ïîêðûòèÿ, ðàññ÷èòàííûå â Gravitation Wave

Interferometer Noise Calculator[38].

ïî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Ýòó âåëè÷èíó ìû íàçîâ¼ì ýôôåêòèâíûì èëè íîðìèðîâàííûì

øóìîì, îíà óäîáíà äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè. Îäíàêî, ïðÿìîå îòíîøåíèå

ñèãíàë-øóì áîëåå óäîáíî äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà, òàê êàê óñèëåíèå ñèãíàëà ïðîõîäèò ÷åðåç

íîëü (ñì. (1.2.43)).

Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ñèãíàë-øóì çàâèñèò îò äëèí ïëå÷, ýòî ïîðîæäàåò çàäà÷ó èññëåäî-

âàíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè. Â öåëîì çàâèñèìîñòü äîñòàòî÷íî ñëàáàÿ çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòåé

ëèíèé íóëåâîãî ñèãíàëëà.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïîäáîðîì äëèí ïëå÷ ìîæíî äîáèòüñÿ ðåæèìà íàèìåíüøåãî øóìà.

Èçìåíåíèå ñòðóêòóðû çåðêàë ïðèâîäèò âñåãî ëèø ê ñìåùåíèþ ýòîãî ðåæèìà íà äèàãðàììàõ

âäîëü ëèíèè L1 = L2 (ñì ðèñ. 1.10 âíèçó). Â ýòîì ðåæèìå âñ¼ îïðåäåëÿåòñÿ áðîóíîâñêèì

øóìîì êîíöåâûõ çåðêàë è èíòåðôåðåíöèåé â íèõ (ñì. òàáë. 1.1 òðåòüÿ êîëîíêà). Ïðè ýòîì

ýôôåêòèâíûé øóì ìåíüøå ïðÿìîé ñóììû áðîóíîâñêèõ øóìîâ íà 10-12%. Ïîýòîìó äàëåå

áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî èíòåðôåðåíöèîííàÿ ïîïðàâêà ôàçîâîãî øóìà.

1.2.3. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà

Èñïîëüçóÿ (1.2.37), ìîæíî îöåíèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ôëóêòóàöèé ïîêðûòèÿ, åñ-

ëè èçâåñòíû ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ôëóêòóàöèé òîëùèíû êàæäîãî ñëîÿ Sδd. Â ìîäåëè

íåçàâèñèìûõ òîíêèõ ñëîåâ, ëåæàùèõ íà ïîäëîæêå â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà,

êàæäûé ñëîé âåä¼ò ñåáÿ, êàê åñëè áû îí áûë åäèíñòâåííûì ñëîåì íà ýòîé ïîäëîæêå. Òàêàÿ

ìîäåëü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ [21, 14] è å¼ ðåøåíèå õîðîøî èçâåñòíî [19, 37]. Îäíàêî â íàøåì
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Ðèñ. 1.10: Îòíîøåíèÿ ñèãíàëë-øóì, íîðìèðîâàííûé íà ïðÿìóþ ñóììó áðîóíîâñêèõ øóìîâ. Íà ðèñóíêàõ

ðåçóëüòàòû äëÿ λ/4 + λ/2 ïîêðûòèÿ, êðîìå ïðàâîãî íèæíåãî ðèñóíêà äëÿ ïîêðûòèÿ èç GWINC. Âíèçó

óâåëè÷åííûå îáëàñòè íàèìåíüøåãî øóìà. Âèäíû îáëàñòè íóëåâîãî ñèãíàëà (çåë¼íûå) è ìåñòà ñíèæåíèÿ øóìà

� ò¼ìíûå. Èçìåíåíèå çíàêà îçíà÷àåò, ÷òî ñèãíàë íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîôàçå ê ïðèíèìàåìîé ãðàâèòàöèîííîé

âîëíå.

ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå ïðèä¼òñÿ íåìíîãî âèäîèçìåíèòü, òàê êàê â í¼ì ïðèñóòñòâóåò íå òîëüêî

Sδd, íî è ñîñòàâëÿþùàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñëîÿ, ò.å. ñìåùåíèåì ãðàíèöû

ïîäëîæêè ïîä äåéñòâèåì ñëîÿ Sx0 .

Ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííàÿ òåîðåìà

Äëÿ ðàñ÷¼òà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôëóêòóàöèé èñïîëüçóåòñÿ ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííàÿ

òåîðåìà (ÔÄÒ). ÔÄÒ ñâÿçûâàåò ôëóêòóàöèè ñèñòåìû (èõ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü) ñ å¼ äèñ-

ñèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè. ÔÄÒ âûâîäèòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî îòêëèê ñèñòåìû íà

ìàëîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå èìååò òó æå ïðèðîäó, ÷òî è îòêëèê íà ñïîíòàííûå ôëóêòóàöèè.

Åñëè îòêëèê x(t) íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå F (t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x̃(Ω) = α̃(Ω)F̃ (Ω), (1.2.45)
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òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ôëóêòóàöèé Sx âåëè÷èíû x ñâÿçàíà ñ ìíèìîé ÷àñòüþ îáîáù¼ííîé

âîñïðèèì÷èâîñòè Im[α̃(Ω)] èëè ðàññåÿííîé ñèñòåìîé ýíåðãèåé Udiss ñëåäóþùèì îáðàçîì [39]:

Sx(Ω) =
2kBT

Ω
Im[α̃(Ω)] =

2kBT

Ω

2Udiss

F̃ 2(Ω)
. (1.2.46)

Ïðè ýòîì ñîâïàäåíèå ðåøåíèé ÷åðåç âîñïðèèì÷èâîñòü è ÷åðåç ýíåðãèþ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êðè-

òåðèåì ïðàâèëüíîñòè âûáîðà ïàðû x è F .

×òîáû ïðîèçâåñòè ïðàâèëüíîå ðàçäåëåíèå, ñîãëàñíî ÔÄÒ, íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùèå

çàäà÷è (ðèñ. 1.11):

F

x1 x0

F F

x1 x0 x1 x0

F

Ðèñ. 1.11: Ñõåìû ïðèëîæåíèÿ ñèë ê çàäà÷àì äëÿ ÔÄÒ.

1. ñèììåòðè÷íàÿ (St(Ω)) - ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ñèëû ïðèëîæåíû ê ñëîþ, èùåì èçìåíå-

íèå òîëùèíû ñëîÿ (x = x0 − x1 = δd);

2. àíòèñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à �0� (Sb(Ω)) - ñèëà ïðèëîæåíà ê ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè, èùåì

ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè (x = x0).

Èñïîëüçóåì ñïîñîá ðåøåíèÿ óïðóãîé çàäà÷è èç [19], ãäå èñïîëüçîâàí ìåòîä òèïà ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé: áåð¼òñÿ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

è ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ â íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ïîêðûòèÿ ÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íà ýòîì

ðåøåíèå â [19] çàêàí÷èâàåòñÿ è ïîëó÷åííûå ôîðìóëû èñïîëüçóþò äëÿ ðàñ÷¼òà ôëóêòóàöèé

çåðêàëà ñ ïîêðûòèåì:

3. àíòèñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à �1� (S(Ω)) - ñèëà ïðèëîæåíà ê ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ, èùåì

ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ (x = x1).

Åñëè ïîòåðè ñëîÿ, îòâå÷àþùèå çà ðàñøèðåíèå è ñäâèã ðàâíû, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

ôëóêòóàöèè â çàäà÷àõ �1� è �2� íå êîððåëèðîâàíû. Òîãäà ñóììà ðåøåíèé ïåðâûõ äâóõ çàäà÷

äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì òðåòüåé. Èñïîëüçóÿ âûøåîïèñàííîå ðåøåíèå äëÿ ñèììåòðè÷-

íîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷èì:

St(Ω)j =
4kBT

πw2Ω

(1 + νj)(1− 2νj)

Yj(1− νj)
φjdj. (1.2.47)
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ãäå νj êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà j-îãî ñëîÿ, Yj � åãî ìîäóëü Þíãà (Ys è νs � ïàðàìåòðû ïîä-

ëîæêè), φj � óãîë ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü (ïî ýíåðãèè), w ðàäèóñ Ãàóññîâà ïÿòíà ñâåòà íà

ïîâåðõíîñòè çåðêàëà, Ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � àáñîëþòíàÿ

òåìïåðàòóðà (ïîäðîáíåå â ïðèëîæåíèè Ï.3.). Òîãäà äëÿ ðàçäåë¼ííîãî øóìà ïîëó÷èì

S(Ω)j = St(Ω)j + Sb(Ω)j = (ξcj + ξsj )φjdj = ξjφjdj,

ξtj =
4kBT

πw2Ω

(1 + νj)(1− 2νj)

Yj(1− νj)
,

ξbj =
4kBT

πw2Ω

Y 2
j (1 + νs)

2(1− 2νs)
2

Y 2
s Yj(1− ν2

j )
(1.2.48)

Çäåñü ξtj îòâå÷àåò çà øóì òîëùèíû j-ãî ñëîÿ ïîêðûòèÿ, à ξbj çà îáóñëîâëåííûé èì øóì ñìå-

øåíèÿ (èçãèá).

Ïîïðàâêè ê Áðîóíîâñêîìó øóìó ñìåùåíèÿ

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåííîå âûøå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äëÿ ýòîãî ïðî-

âåä¼ì ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå: ïóñòü ó íàñ åñòü ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ïîäëîæêà. Íàïûëèì íà íå¼

ñëîé òîãî æå ìàòåðèàëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âñ¼ òî æå ïîëóáåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî è

S(Ω) = 0. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåðè â êâàðöåâîì ñëîå îòëè÷àþòñÿ îò ïîòåðü â êâàð-

öåâîé ïîäëîæêå. Òîãäà, î÷åâèäíî ïîëó÷èì øóì â âèäå S(Ω) = ξBAj dj(φc−φs), ãäå φs - ïîòåðè

â ïîäëîæêå. Òåïåðü ïîëîæèì ïîòåðè íàïûë¼ííîãî ñëîÿ ðàâíûìè íîëþ. Òîãäà îòðèöàòåëü-

íûé çíàê S(Ω) = −ξBAj djφs è ïðèñóòñòâèå â í¼ì ïîòåðü ïîäëîæêè ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èç-çà

âåðõíåãî ñëîÿ ñìåùåíèå øóìÿùåé ãðàíèöû çàòðóäíåíî è øóì ïîäëîæêè çàãëóøàåòñÿ (çäåñü

ñòîèò âñïîìíèòü, ÷òî S(Ω) � âñåãî ëèøü ÷àñòü ïîëíîãî øóìà, îòíîñÿùàÿñÿ ê ïîêðûòèþ è

äîëæíà áûòü äàëåå ñëîæåíà ñ äðóãèìè øóìàìè è øóìîì ïîäëîæêè, â ÷àñòíîñòè).

Îäíàêî, åñëè ìû èññëåäóåì ðåøåíèå (1.2.48), òî ìû íå óâèäèì âûøåîïèñàííîãî ïîâåäå-

íèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè áûë óïóùåí ïîñëåäíèé øàã ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïðèáëèæåíèé � ïåðåñ÷¼ò â îáðàòíîå âîçìóùåíèå ïîäëîæêè ïîêðûòèåì. Òàêîé ïåðåñ÷¼ò

äîëæåí ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ â ñóììå (1.2.48) ñäâèãîâîãî ÷ëåíà âèäà−ξBAj djφs. Â îáùåì ñëó-

÷àå ðàñ÷¼ò äëÿ ξBAj ñëîæåí. Êà÷åñòâåííûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî óñòàíîâèòü áîëåå òî÷íûé

âèä ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (ñì. ïðèëîæåíèå Ï.3.1.). Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòîò ÷ëåí ïðîïîð-

öèîíàëåí ïîòåðÿì ïîäëîæêè, êîòîðûå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì â ïîêðûòèè, èì

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1.2.48).

Áóäåì ñ÷èòàòü øóì êàæäîãî ñëîÿ δdj íåçàâèñèìûì 〈δd2
j〉 → S(Ω)j, 〈δdjδdk〉 = 0. Òîãäà
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Ñëîé σ n Y ÃÏà φ

l 0.17 1.45 72 0.4× 10−4

h 0.23 2.06 140 2.3× 10−4

Òàáëèöà 1.2: Ïàðàìåòðû ñëî¼â ñ âûñîêèì (h) è íèçêèì (l) ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ, èñïîëüçîâàâøèåñÿ â

ìîäåëèðîâàíèè. Òàê æå èñïîëüçîâàëîñü λ = 1.064 ìêì; w = 0.06 ì; T = 290 Ê.

ïîëó÷èì

Sϕ =4k2
0

N∑
j=1

[
(
β′j − 1

)2
Sc(Ω)j + Ss(Ω)j], (1.2.49)

SΓ =4k2
0

N∑
j=1

β′′j
2
Sc(Ω)j. (1.2.50)

Ïåðâàÿ ñóììà ìîæåò áûòü óïðîùåíà à âòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íîëþ â ïðèáëèæåíèè �õî-

ðîøåãî çåðêàëà� è ÷åòâåðòüâîëíîâûõ ñëî¼â:

Sϕ =4k2
0

2∑
m=1

[Sc(Ω)m

(
a2
mψ

2
m

|n4
1 − n4

2|
− 2amψm
|n2

1 − n2
2|

+N

)
+ Ss(Ω)mN ] (1.2.51)

äëÿ 2N ñëî¼â, è Sϕ + 4k2
0S

2
1 äëÿ 2N + 1 ñëî¼â, ãäå am = n2

m ïðè íóëåâîì âûõîäíîì èìïåäàíñå

(2N ñëî¼â ñ n1 < n0 èëè 2N + 1 ñ n1 > n0) è am = n2
1n

2
0 ïðè áåñêîíå÷íîì âûõîäíîì èìïåäàíñå

(2N ñëî¼â ñ n1 > n0 èëè 2N + 1 ñ n1 < n0) (ïîäðîáíåå â ïðèëîæåíèè Ï.2.3., Ï.4.1.).

Äëÿ óïðîùåíèÿ ñðàâíåíèÿ âìåñòî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôàçîâîãî øóìà ìû áóäåì äà-

ëåå èñïîëüçîâàòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñìåùåíèÿ ýôôåêòèâíîé îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè

Sx â åäèíèöàõ ì
2/Ãö íà ÷àñòîòå 100 Ãö:

Sϕ =4k2
0Sx. (1.2.52)

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ çåðêàëà ñ 42-43 ñëîÿìè (21 ïàðà SiO2 Ta2O5 λ/4-ñëî¼â

íà ïîäëîæêå èç ïëàâëåíîãî êâàðöà ñ è áåç äîïîëíèòåëüíîãî λ/4-ñëîÿ), è ìàòåðèàëüíûìè

ïàðàìåòðàìè òàáë. 1.2.

Ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû â òàáëèöå 1.3 â âèäå ïîïðàâêè ê øóìó ñìåùåíèÿ χ =
√
SBr−

√
S√

SBr
×

100%.

Èíòåðôåðåíöèîííàÿ ïîïðàâêà ê Áðîóíîâñêîìó øóìó (ñìåùåíèÿ) áåç ó÷¼òà ñäâèãà (èç-

ãèáà) 6%, èëè 7.45% ñ ó÷¼òîì ôîòîóïðóãîñòè. Îäíàêî, â îêñèäå òàíòàëà âàðèàöèè òîëùèíû

ìíîãî ìåíüøå åãî ñäâèãà (ξch = 0.36ξsh). Ïîýòîìó èíòåðôåðåíöèîííàÿ ïîïðàâêà ê ïîëíîìó

Áðîóíîâñêîìó øóìó (ñìåùåíèÿ) âñåãî 1.96%, èëè 2.33% ñ ó÷¼òîì ôîòîóïðóãîñòè.
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Òèï 42× λ/4 41× λ/4 + λ/2 43× λ/4

Ïðîïóñêàíèå, ppm 2.28 1.08 0.54

Áðîóíîâñêèé 10−21ì/
√
Ãö 6.32 6.35 6.45

χ ñ èíòåðôåðåíöèåé 1.96% 2.34% 1.75%

χ ñ ôîòîóïðóãîñòüþ 2.33% 1.85% 1.31%

χ ñ êîððåêòèðóþùèì ñëîåì 2.33% 2.76% 1.81%

Òàáëèöà 1.3: Ïîïðàâêè äëÿ çåðêàë ïî îòíîøåíèþ ê áðîóíîâñêîìó øóìó. Äëÿ ñòàíäàðòíîãî 41 × λ/4 + λ/2

çåðêàëà êîððåêòèðóþùèì ñëîåì ÿâëÿåòñÿ λ/4 âìåñòî λ/2 (ò.å. ïðîñòî 42 ñëîéíîå çåðêàëî).

1.3. Âàðèàíòû îïòèìèçàöèè

1.3.1. Äîïîëíèòåëüíûé �êîððåêòèðóþùèé� ñëîé

Ìîæíî ïðîáîâàòü èçìåíÿòü òîëùèíó âíåøíåãî �êîððåêòèðóþùåãî� ñëîÿ â íàäåæäå óìåíü-

øèòü øóì èíòåðôåðåíöèîííûìè ýôôåêòàìè. Ýòîò ìåòîä îêàçàëñÿ äåéñòâåííûì ïðè ïîïûòêå

óìåíüøåíèÿ òåïëîâîé âåòâè øóìîâ [4]. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.2.9)-(1.2.10) ïîëó÷èì

Sϕ =
2∑

m=1

[Sc(Ω)m

(
a2
mψ

2
m

|n4
1 − n4

2|
− 2amψm
|n2

1 − n2
2|

+N

)
+ Ss(Ω)mN ] + S ′c

S ′c =

[
Re

(
z2N+c+e

z̃2N+c

)
(1± γc sin(φc))ncψc − ne

]2

Sc(Ω)c

+ Ss(Ω)c (1.3.1)

äëÿ 2N ñëî¼â (+êîððåêòîð), è Sϕ+4k2
0Sd1 äëÿ 2N+1 ñëî¼â (+êîððåêòîð), ãäå am = n2

mnc Re(g2N+c+e)

è çíàê �+� ïðè íóëåâîì èìïåäàíñå ïðåäâíåøíåãî ñëîÿ (2N+c ñëî¼â ñ n1 < n0 èëè 2N+c+1 ñ

n1 > n0) è am =
n2

1n
2
0

nc
Re(g2N+1+c+e) è çíàê �−� ïðè áåñêîíå÷íîì èìïåäàíñå ïðåäâíåøíåãî ñëîÿ

(2N + c ñëî¼â ñ n1 > n0 èëè 2N + c+ 1 ñ n1 < n0). Çäåñü èíäåêñ �c� îçíà÷àåò ñëîé-êîððåêòîð

(ïîäðîáíåå â ïðèëîæåíèè Ï.2.4., Ï.4.2.).

Êàê ïîêàçûâàåò ðàñ÷¼ò, ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ íåñóùåñòâåííûì: äëÿ ÷¼òíîãî èñõîäíîãî ÷èñ-

ëà ñëî¼â (42) ìèíèìóì øóìà ëåæèò ïðè nc < 1 â òî âðåìÿ êàê ïîäàâëåíèå χ = δS
Sunmod

× 100%

ñîñòàâëÿåò âñåãî 0.04%. Äëÿ íå÷¼òíîãî èñõîäíîãî ÷èñëà ñëî¼â (43) çíà÷åíèå øóìà íå îïóñ-

êàåòñÿ íèæå 6.198 × 10−21 ì/
√
Ãö, ÷òî îçíà÷àåò ïîäàâëåíèå ìåíåå ÷åì íà 0.69% (ïðè nc =

3.6; dc = 0.42λ/4). Òàê æå óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíîãî çåðêàëà âíåøíèé êâàðöåâûé

ñëîé, òîëùèíîé λ/2 ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçèðóþùèì ïî îòðàæåíèþ, à òîëùèíîé λ/4 � ïî øóìó

(ñì. òàáë. 1.3).
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1.3.2. Êîððåêòèðóþùèé ñëîé âíóòðè ïîêðûòèÿ

Ðèñ. 1.12: Ðàñïðåäåëåíèå øóìà â ïîêðûòèè èç 42 ñëî¼â, ñîõðàíÿÿ çíàê. Êâàðöåâàÿ ïîäëîæêà, êâàäðàòû �

îáû÷íîå çåðêàëî; êðóãè � çåðêàëî ñ ìîäèôèöèðîâàííûì ñëîåì �26 (16 ñâåðõó) dm = 0.98λ/2).

Â ñòàòüå [40] áûëà ïðåäëîæåíà èäåÿ âñòàâèòü â ïîêðûòèå ðåçîíàíñíûé ñëîé. Ìû ïðîâå-

ðèëè ýòî ïðåäëîæåíèå ÷èñëåííî (ðèñ. 1.12). Ìàêñèìàëüíîå ïîäàâëåíèå 4.4% äîñòèãàåòñÿ äëÿ

ñëîÿ, áëèçêîãî ê d = λ/2 íà ãëóáèíå 15-òè ñëî¼â. Îäíàêî, òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðèâîäèò ê

ïîâûøåíèþ ïðîïóñêàíèÿ çåðêàëà ïî ìîùíîñòè â 188 ðàç. Ïðè äîáàâëåíèè 8 ïàð ñëî¼â äëÿ

âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóñêàíèÿ, ýôôåêò ïîäàâëåíèÿ ïðîïàäàåò (−5.5%).

1.3.3. Äâóñòîðîííåå è äâîéíîå çåðêàëî

Ðèñ. 1.13: Äâîéíîå çåðêàëî (ñëåâà) è ïàðíîå çåðêàëî (ñïðàâà) [41].

Â ðàáîòå [41] áûëî ðàññìîòðåíî çåðêàëî ñ ìàëûì ÷èñëîì ñëî¼â íà ïåðåäíåé ñòîðîíå ïîä-

ëîæêè è îñòàëüíûìè ñëîÿìè íà çàäíåé ñòîðîíå (äâóñòîðîííåå çåðêàëî èëè ýòàëîí Õàëèëè,
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ðèñ. 1.13 ñëåâà). Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òîëüêî òå íåñêîëüêî ñëî¼â íà ïåðåäíåé ñòîðîíå ñî-

çäàþò áðîóíîâñêèé øóì (ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè), â òî âðåìÿ êàê çàäíèå ñëîè íå äàþò â íåãî

âêëàäà, êàê áû äâèãàÿñü â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòû-

âàòü èíòåðôåðåíöèþ, òàê êàê ïåðåäíèå ñëîè è ïîäëîæêà ïðîïóñêàþò çíà÷èòåëüíóþ ìîùíîñòü

ñâåòà, à çíà÷èò â íèõ áóäåò ñèëüíàÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ ïîïðàâêà. Êðîìå òîãî, â èíòåðôå-

ðåíöèîííûé øóì áóäóò äàâàòü âêëàä çàäíèå ñëîè. Òàê æå âàæíî, ÷òîáû øóì ïîêðûòèÿ â

äàííîì ñëó÷àå ðàññ÷èòûâàëñÿ âìåñòå ñ øóìîì ïîäëîæêè. ×èñëåííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò,

÷òî âîçìîæíî ïîäàâëåíèå øóìà ïîðÿäêà 59%, ÷òî íà 19% ëó÷øå, ÷åì áåç ó÷¼òà èíòåðôåðåí-

öèè, òàê êàê øóì ïîäëîæêè èíòåðôåðåíöèîííî ïîäàâëÿåòñÿ. Ïîäáîðîì òîëùèíû ïîäëîæêè

ìîæíî äîâåñòè ïîäàâëåíèå äî 78% (øóì òîëùèíû ïîäàâëÿåòñÿ íà 80%). Íà ðèñóíêå 1.14

ïåðâîå ðàñïðåäåëåíèå (êâàäðàòû) � îáû÷íîå çåðêàëî, êðóãè � ýòàëîí ñ ÷åòûðüìÿ ñëîÿìè íà

ïåðåäíåé ñòîðîíå è 38 íà çàäíåé è òîëùèíîé ïîäëîæêè ds = Nsλ/2 + λ/4, òðåóãîëüíèêè �

òîò æå ýòàëîí, íî ñ òîëùèíîé ïîäëîæêè ds = Nsλ/2 + 0.4λ/4 (Ns � áîëüøîå öåëîå ÷èñëî). Â

ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïðîïóñêàíèå îäèíàêîâîå. Äîáàâëåíèå ïàðû ñëî¼â λ/4 íà çàäíþþ ÷àñòü

òðåòüåãî ýòàëîíà ñäåëàåò åãî ïðîïóñêàíèå òàêèì æå, êàê è ó ïåðâûõ äâóõ (èëè ëó÷øå), íî íå

èçìåíèò øóìà, òàê êàê çàäíèå ñëîè íå äàþò âêëàä â øóì ñìåùåíèÿ è íå äàþò çíà÷èìîãî èí-

òåðôåðåíöèîííîãî øóìà èç-çà ñëàáîé èíòåíñèâíîñòè ñâåòà â íèõ. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ýòàëîíà

� åãî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê òî÷íîñòè èçãîòîâëåíèÿ ïîäëîæêè è å¼ òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ. Â

÷àñòíîñòè íåòî÷íîñòü îïòè÷åñêîé òîëùèíû ïîðÿäêà 0.07λ/4, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôëóêòóàöèè

òåìïåðàòóðû 6 ìÊ, óâåëè÷èâàåò øóìû íà 5%.

Ðèñ. 1.14: Âêëàä ñëî¼â â øóì òîëùèíû, ñîõðàíÿÿ çíàê. Êâàðöåâàÿ ïîäëîæêà, êâàäðàòû � λ/4 ñòàíäàðòíîå

ïîêðûòèå; êðóãè � ñîîòâåòñòâóþùèé ýòàëîí (χ = 59%); òðåóãîëüíèêè � ìîäèôèöèðîâàííûé ýòàëîí (χ = 78%).
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Ðèñ. 1.15: Ñëåâà � ïîäàâëåíèå â ýòàëîíå â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû Ls ïîäëîæêè ïðè ðàçíûõ îòíîøåíèÿõ

øóìîâ òîëùèíû è ïîëíîãî øóìà γ′s =
ξcs
ξs

â ïîäëîæêå. Ñïðàâà � ïîäàâëåíèå â äâîéíîì çåðêàëå â çàâèñèìîñòè

îò ðàññòîÿíèÿ è òîëùèíû ïîäëîæêè ïåðâîãî çåðêàëà. äëèíû â åäèíèöàõ λ/4

Òà æå èäåÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â äðóãîé ãåîìåòðèè (äâîéíîå çåðêàëî èëè ðåçîíàòîð

Õàëèëè, [41], ðèñ. 1.13 ñïðàâà) ñ äâóìÿ íåçàâèñèìî ïîäâåøåííûìè çåðêàëàìè âìåñòî îäíîãî.

Ïðè ýòîì ïåðâîå çåðêàëî äîëæíî èìåòü ìàëîå ÷èñëî ñëî¼â è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàëûé øóì

ñìåùåíèÿ, à âòîðîå � äàâàòü òðåáóåìîå îòðàæåíèå. Â òàêîé ãåîìåòðèè îöåíêè äàþò çíà÷åíèå

ïîäàâëåíèÿ 81% (øóì òîëùèíû ïîäàâëÿåòñÿ íà 92%). ×óâñòâèòåëüíîñòü ê âåëè÷èíå çàçîðà

ìåæäó çåðêàëàìè âäâîå âûøå, îäíàêî ýòà ñèñòåìà íàñòðàèâàåìàÿ, è çàçîð ìîæåò êîíòðîëè-

ðîâàòüñÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Íåäîñòàòîê îáîèõ ñõåì â ïîâûøåííîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ öèðêóëèðóþùåé âíóòðè ïîä-

ëîæêè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåæåëàòåëüíîìó íàãðåâó è, â ÷àñòíîñòè, ê òåïëîâîé ëèíçå �

èñêðèâëåíèþ âîëíîâîãî ôðîíòà èç-çà íåîäíîðîäíîñòè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, âûçâàííî-

ãî íàãðåâîì. Òàê æå âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (òîëùèíû

ïîäëîæêè è çàçîðà, êîëè÷åñòâî �ïåðåäíèõ� ñëî¼â) èíòåðôåðåíöèîííàÿ ÷àñòü ìîæåò íå òîëüêî

íå ïðèâîäèòü ê óëó÷øåíèÿì, íî äàæå óõóäøàòü êàðòèíó (ðèñ. 1.15). Íàïðèìåð, åñëè òîëùè-

íà ïîäëîæêè ýòàëîíà ðàâíà ÷¼òíîìó ÷èñëó ÷åòâåðòåé äëèí âîëí, èëè òîëùèíû ïîäëîæêè

è çàçîðà äâîéíîãî çåðêàëà ðàâíû íå÷¼òíîìó èõ ÷èñëó, òî øóì ïîêðûòèÿ èíòåðôåðåíöèîí-

íî óñèëèâàåòñÿ è ýôôåêò ïîäàâëåíèÿ èñ÷åçàåò (χ = −7%). Ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò ñèëüíî

çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé øóìà òîëùèíû è èçãèáà, êîòîðîå ïîêà íåèç-

âåñòíî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýôôåêò óìåíüøàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî îò 40 äî 2 % âìåñòå

ñ γ′s = ξcs
ξs
.

Ñòîèò òàê æå îòìåòèòü, ÷òî â îáà ýòè ðàñ÷¼òà íå îêîí÷àòåëüíûå, òàê êàê â íèõ íå

ó÷èòûâàåòñÿ êîíå÷íîñòü çåðêàëà, êîòîðàÿ ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ (îñîáåííî äëÿ

äâóñòîðîííåãî çåðêàëà [42]).
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1.3.4. Èçìåíåíèå òîëùèí ñëî¼â

Ïåðñïåêòèâíûé ñïîñîá óìåíüøèòü òåïëîâîé øóì â ïîêðûòèÿõ áûë ïðåäëîæåí â ñòàòüÿõ

[43, 21]. Ïðåäëàãàëîñü óìåíüøèòü òîëùèíó ñëî¼â èç Ta2O5, êàê áîëåå øóìÿùåãî ìàòåðèà-

ëà (åãî ïîòåðè ñóùåñòâåííî áîëüøå ÷åì â êâàðöå), ïðè ñîõðàíåíèè ñóììàðíîé îïòè÷åñêîé

òîëùèíû ïàðû λ/2 (nldl + nhdh = λ/2). ×òîáû ñîõðàíèòü çàäàííîå îòðàæåíèå, îáùåå ÷èñëî

ñëî¼â óâåëè÷èâàëîñü. Áûëî ÷èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìóì ñîîòíîøåíèÿ òîë-

ùèí è ÷èñëà ñëî¼â, ïðèâîäÿùèé ê ìèíèìàëüíîìó øóìó ïðè çàäàííîì ïðîïóñêàíèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíîå óìåíüøåíèå øóìà ñèëüíî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ øóìîâ â

ñëîÿõ:

χ ∝ Sh/dh
Sl/dl

=
ξhφhnl
ξlφlnh

= γ, (1.3.2)

Äëÿ ïàðàìåòðîâ LIGO [38] ýòî îòíîøåíèå γ = 4.6. Â [21] îïòèìèçàöèÿ áûëà ïðîâåäåíà äëÿ

ïàðàìåòðà γ = 7. Áûë ïðîâåä¼í ðàñ÷¼ò äëÿ 27-λ/4ñëî¼â+λ/2 çåðêàëà. Ïîëó÷èâøååñÿ ïîêðû-

òèå èìåëî 16 SiO2/Ta2O5 ïàð ñ nldl = 1.3827λ/4, nhdh = 0.6173λ/4, è òîíêèì âíåøíèì ñëîåì

ncdc = 0.1620λ/4 è ïåðâûì ñëîåì nhdh = 0.5560λ/4 ó ïîäëîæêè (âñåãî 34 ñëîÿ). Äëÿ ýòèõ

ïîêðûòèé áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíî ïîäàâëåíèå χexp = 8.9 ± 2%. Íàø ðàñ÷¼ò äëÿ

ïàðàìåòðîâ âçÿòûõ èç [21] äàþò χth7 = 8.2%. Ïîçäíåå â [44] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíêè γ

èç òîãî æå ýêñïåðèìåíòà [21]. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ èçìåðåíûõ øóìîâ (ñìåùåíèÿ) èìååì:

Sc1 = ξhφhΣh1 + ξlφlΣl1 , (1.3.3)

Sc2 = ξhφhΣh2 + ξlφlΣl2 , (1.3.4)

ãäå Σjk - ñóììàðíàÿ òîëùèíà ñëî¼â òèïà j, â ïîêðûòèè k. Îòñþäà áûëî íàéäåíî φl = 0.5±0.4

×10−4 è φh = 6.3 ± 0.7 ×10−4, ÷òî äà¼ò γ = 9.2 è χth = 9.1%. Îäíàêî, òàê êàê ìû èçìåíèëè

ôîðìóëû äëÿ øóìà, ìû äîëæíû ìîäèôèöèðîâàòü è ìåòîä [44], ó÷èòûâàÿ èíòåðôåðåíöèîí-

íûå ïîïðàâêè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ξjΣjk íà
∑

(ξcj(β
′
j − 1)2 + ξsj )

2dj. Â ýòîì ñëó÷àå

ìû ïîëó÷èì γ = 8.1±5 è óãëû ïîòåðü îêñèäà êðåìíèÿ è îêñèäà òàíòàëà φl = 0.54±0.4 ×10−4

è φh = 6.1± 0.7 ×10−4.

1.3.5. Îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ñëî¼â ìíîãîñëîéíîå ïîêðûòèå ñ ÷åò-

âåðòü âîëíîâûìè ñëîÿìè (QWL) (ϕh = ϕl = π) äà¼ò ìàêñèìàëüíîå îòðàæåíèå [45]. Òàêæå

ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî îòðàæåíèÿ ϕh + ϕl äîëæíî áûòü ðàâíî 2π. Ýòî

äîïóùåíèå èñïîëüçîâàëîñü âî ìíîãèõ ïîïûòêàõ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ïîêðûòèé [43, 21].
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Îäíàêî, ìîæíî ðàññ÷èòàòü îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå àíàëèòè÷åñêè è ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ϕh ýòî äîïóùåíèå íå âåðíî.

Ðèñ. 1.16: Ïàðà ñëî¼â âíóòðè ìíîãîñëîéíîãî çåðêàëà.

Íàéä¼ì îïòèìàëüíóþ òîëùèíó êîìïîíåíò ïàðû ñëî¼â äëÿ çàäàííîé òîëùèíû ϕh. Ðàñ-

ñìîòðèì ïàðó ñëî¼â âíóòðè ïîêðûòèÿ è îáîçíà÷èì êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ íà

å¼ ãðàíèöå ñî ñòîðîíû ïîäëîæêè Γin = Γ0e
iϕ0 , ãäå Γ0 äåéñòâèòåëüíàÿ àìïëèòóäà è ϕ0 íåêîòî-

ðàÿ íà÷àëüíàÿ ôàçà. Ââåä¼ì òàê æå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Γin = Γ0′ - èñõîäíîå îòðàæåíèå,

Γ1 - ïðîìåæóòî÷íîå îòðàæåíèå, Γout = Γ2 - âûõîäíîå îòðàæåíèå, Γin+1 = Γ2′ - îòðàæåíèå,

êîòîðîå áóäåò èñõîäíûì äëÿ ñëåäóþùåé ïàðû (ñì. ðèñ. 1.16):

Γ1 =
ghl + Γ0′

1 + ghlΓ0′
(1.3.5)

Γ2 =
glh + Γ1e

−iϕh

1 + glhΓ1e−iϕh
(1.3.6)

Γ2′ = Γ2e
−iϕl , (1.3.7)

ãäå gij =
ni−nj
ni+nj

. Òåïåðü ìîæíî íàéòè îïòèìàëüíóþ âõîäíóþ ôàçó ϕ0 ìàêñèìèçèðóþùþþ

ìîäóëü âûõîäíîãî îòðàæåíèÿ |Γin+1|2. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ∂|Γin+1|2
∂ϕ0

= ∂|Γout|2
∂ϕ0

íå çàâèñèò îò

ϕl. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

tanϕ0 =
1− g2

hl

1 + g2
hl

cot
ϕh
2

(1.3.8)

ϕ0 ≈
π − ϕh

2
− g2

hl sin(ϕh) (1.3.9)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ghl ' 0.174 ìàëî. Îòðàæåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ òîëüêî ïðè ϕ0 ∈ [−π
2
; π

2
]

(ïîäðîáíåå ñì. ïóíêò 1.3.5. è Ï.5.1.). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïòèìèçèðîâàòü ñëåäóþùèé

ñëîé íóæíî ïîäîãíàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàçó ϕin+1 ïðè ïîìîùè ϕl:

ϕlj = ϕ0j+1
− ϕ0j − ϕhj − 2 sin(ϕhj)g

2
hlj

+ (πp), (1.3.10)
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ãäå èíäåêñ j îçíà÷àåò íîìåð ïàðû (ïîäðîáíåå â ïðèëîæåíèè Ï.5.2.). Â îáëàñòè îäèíàêîâûõ

ïàð ñëî¼â ýòî îçíà÷àåò

ϕl = −ϕh − 2 sin(ϕh)g
2 + (πp) (1.3.11)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ïðèëîæåíèå Ï.5.2.), ÷òî â íàøåì ñëó÷àå (ϕ0 ∈ [−π
2
; π

2
], ϕh ∈ [0; 2π]) p > 0 è

÷¼òíîå. Òàê êàê ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ñëîè ìèíèìàëüíîé òîëùèíû (øóì ïðîïîðöèîíàëåí

òîëùèíàì ñëî¼â), âûáåðåì p = 2. Òåïåðü èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ÿñíî âèäíî, ÷òî òîëüêî

â ñëó÷àå ÷åòâåðòüâîëíîâûõ ñëî¼â èìååì ϕh + ϕl = 2π. Â äðóãèõ æå ñëó÷àÿõ åñòü ìàëàÿ

ïîïðàâêà. Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðâîãî ñëîÿ Γin = 0 ñ íåîïðåäåë¼ííîé ôàçîé, óñëîâèå íà âõîäíóþ

ôàçó âûïîëíåíî.

Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê îïòèìèçàöèè

Ðàññìîòðèì ïàðó ñëî¼â âíóòðè ïîêðûòèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âõîäíîå îòðàæåíèå áëèçêî

ê åäèíèöå:

|Γin| = |Γ2k′ | = 1− ε, (1.3.12)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Òåïåðü ðàçëîæèì ôîðìóëû äëÿ |Γout| â ðÿä äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî

ε è èñïîëüçóÿ (1.3.9) ïîëó÷èì (ñì. ïðèëîæåíèå Ï.5.3.)

|Γout|2 = 1− 2αε− α(1− 2α)ε2, (1.3.13)

ãäå

α =
(1− g2)2(

g
√

2(1− cos(ϕ1))±
√

1− 2g2 cos(ϕ1) + g4
)2 (1.3.14)

Çäåñü ìû èìååì �+�, êîãäà ϕ0 ∈ [−π/2;π/2]. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå

α ≤ 1, è îòðàæåíèå ðàñò¼ò.

Ïîëàãàÿ

1� |2αε|,

2� |(1− 2α)ε|, (1.3.15)

ìîæíî ïåðåïèñàòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â âèäå |Γout| = 1−αε è ïîëó÷èòü ïîëíîå ïðîïóñ-

êàíèå ïî ýíåðãèè â âèäå:

T = β(ϕh, ϕc)α
N(ϕh)ε(ϕe) (1.3.16)
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Òèï 25 + λ/2 [21] Our Method

Ïðîïóñêàíèå, ppm 277.5 277.7 277.7

χ, áðîóíîâñêèé (ñìåùåíèÿ) 0 8.16% 8.4%

χ ñ èíòåðôåðåíöèåé 3.37% 11.03% 11.27%

χ ñ ôîòîóïðóãîñòüþ 2.63% 10.29% 10.5%

Ðåàëüíîå ïîäàâëåíèå 0 7.93% 8.18%

Òàáëèöà 1.4: Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè. Âåçäå, êðîìå ïîñëåäíåé ñòðîêè çíà÷åíèÿ χ ïî îòíîøåíèþ ê øóìó

ñìåùåíèÿ ñòàíäàðòíîãî çåðêàëà, â ïîñëåäíåé � ïî îòíîøåíèþ ê ïîëíîìó øóìó ñòàíäàðòà. (γ = 7)

ãäå âåëè÷èíà

β = 2
1− g2

e

1 + 2ge cos(ϕc + π+ϕh
2

+ g2 sin(ϕh)) + g2
e

(1.3.17)

îïèñûâàåò ïåðåõîä îò âíåøíåãî ñëîÿ ê âíåøíåé ñðåäå (ge = ne−nl
ne+nl

). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà

ôîðìóëà ðàáîòàëà, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (1.3.15), ÷òî äëÿ g = 0.17 äà¼ò

α ∈ [0.55; 1] (α(π) = 0.55) è ε � 0.5. Äëÿ ýòîãî òàêæå íåîáõîäèìî ϕh ∈ [π/4; 7π/4]. Ìîæíî

ïîêàçàòü ÷èñëåííî, ÷òî âñå ýòè òðåáîâàíèÿ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû òðåìÿ �ðàçãîíî÷íûìè�

ñëîÿìè íà ïîäëîæêå.

Òåïåðü ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèé ÷èñëî ñëî¼â, ÷òîáû ðàçðàáàòûâàòü çåðêàëî

äëÿ çàäàííîãî ïðîïóñêàíèÿ.

S2
Br = A ((N +M)(γϕh + ϕl) + ϕc − ϕl) [ì2/Ãö], (1.3.18)

ãäå A = ξ2ϕl
2k0nl

- ðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà, M � ÷èñëî �ðàçãîíî÷íûõ� ñëî¼â. Òîãäà ìû ìîæåì

ïðîâîäèòü ìèíèìèçàöèþ áåçðàçìåðíîãî øóìà

S2
Br

A
=Mγϕεh +Mϕεl − ϕ0ε + ϕ0+ (1.3.19)

lnT0 − ln β − ln ε

lnα
(γϕh + ϕl)− ϕl + ϕc. (1.3.20)

Çäåñü ϕεh è ϕεl îçíà÷àþò òîëùèíû ñëî¼â â
”
ðàçãîíî÷íûõ“ ïàðàõ (îíè âñ¼ òàê æå ñâÿçàíû

ôîðìóëîé (1.3.11)), ϕ0ε, ϕ0 - íà÷àëüíàÿ ôàçà äëÿ ðàçãîíî÷íûõ è ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â (1.3.9),

ϕh, ϕl - òîëùèíû ñëî¼â â ðåãóëÿðíûõ ïàðàõ (1.3.11), ϕc - òîëùèíà âíåøíåãî ñëîÿ.

Òàêèì îáðàçîì âñ¼ ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ϕh, ϕεh, ϕc è ìèíèìèçèðîâàíî ïðè çà-

äàííîì ïðîïóñêàíèè ïî ìîùíîñòè. Ðåçóëüòàòû î÷åíü áëèçêè ê ïîëó÷åííîìó â [21] (ñì. òàáë.

1.4) è, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê èõ ÷èñëåííîìó ìåòîäó.
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1.4. Èòîãè ãëàâû 1

Ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî èíòåðôåðåíöèîííûå ýôôåêòû è ôîòîóïðóãîñòü èãðàþò ðîëü

òîëüêî âî âíåøíèõ ñëîÿõ çåðêàëà è òàì, ãäå ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ íå ìàëà. Èíòåðôåðåíöèîí-

íàÿ ïîïðàâêà ê øóìó ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè äëÿ ïðîñòûõ çåðêàë ëåæèò â ðàéîíå 1.96% (6%

áåç ó÷¼òà ñäâèãà) è 2.33% (7.45% áåç ó÷¼òà ñäâèãà) ñ ó÷¼òîì ôîòîóïðóãîñòè. Òàêæå ïîêàçàíî

íàëè÷èå è äàí ñïîñîá ðàñ÷¼òà àìïëèòóäíîãî øóìà, ñâÿçàííîãî ñ áðîóíîâñêèìè ôëóêòóàöèÿ-

ìè â ïîêðûòèè çåðêàëà. Ýòîò øóì îöåíåí êàê ìàëûé.

Íàèáîëåå ìíîãîîáåùàþùèì ìåòîäîì ïîäàâëåíèÿ øóìà äëÿ ïðîñòûõ çåðêàë ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä èçìåíåíèÿ òîëùèí ñëî¼â (óìåíüøåíèå øóìà ïîðÿäêà 7%). Òàê æå ðàçðàáîòàí àíàëè-

òè÷åñêèé ïîäõîä ê ýòîìó ìåòîäó è ïîêàçàíî, ÷òî òîëùèíû ïàð ñëî¼â äîëæíû áûòü ìåíüøå

ïîëîâèíû âîëíû (ϕl + ϕh = 2π − 2g2 sin(ϕh)), âîïðåêè ñ÷èòàâøåìóñÿ ðàíåå.

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïîäàâëåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷¼òàõ äëÿ ñîñòàâ-

íûõ çåðêàë � ïîðÿäêà 78% (80�90% ïî òîëùèíå). Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå íåäîñòàòêè ýòèõ

êîíñòðóêöèé, â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü èíòåðôåðåíöèîííîãî óñèëåíèÿ øóìà (äî

-7 %) âìåñòî îæèäàåìîãî ïîäàâëåíèÿ. Îäíàêî, âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ýòèõ

çåðêàë îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

Â ãëàâå

• Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðàñ÷¼òà ôàçîâîãî øóìà ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîñëîéíûõ ïîêðûòèé ñ

ó÷¼òîì èíòåðôåðåíöèè, ôîòîóïðóãîñòè è ïðîïóñêàíèÿ çåðêàëà.

• Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðàñ÷¼òà ôàçîâîãî øóìà ìîäèôèöèðîâàííîãî èíòåðôåðîìåòðà Ìàé-

êåëüñîíà ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ äëèíû åãî ïëå÷.

• Ïîêàçàíî, ÷òî øóìîâûå êîýôôèöèåíòû Áðîóíîâñêîé âåòâè øóìîâ èìåþò ðàçíûå çíàêè,

÷òî ôîðìàëüíî äîïóñêàåò ñàìîêîìïåíñàöèþ, îäíàêî âñëåäñòâèå èíòåðôåðåíöèè òàêàÿ

êîìïåíñàöèÿ èìååò ìåñòî òîëüêî âî âíåøíèõ ñëîÿõ.

• Íàéäåí îáîáù¼ííûé êëàññ ïîêðûòèé ñ íåðàâíûìè îïòè÷åñêèìè òîëùèíàìè ñëî¼â, ìàê-

ñèìèçèðóþùèé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèé.

• Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîäàâëåíèÿ áðîóíîâñêèõ øóìîâ â ìíîãîñëîéíûõ ïî-

êðûòèÿõ è ïîêàçàíî, ÷òî ïîäàâëåíèå äëÿ ïàðàìåòðîâ çåðêàë LIGO íå ïðåâûøàåò 7 %.
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ÃËÀÂÀ 2

Äîáàâî÷íûå øóìû â ïëàâëåíîì êâàðöå

Êðîìå îïèñàííûõ âûøå ïðîöåññîâ, ñóùåñòâóþò è äðóãèå, ïðèâîäÿùèå ê ïîÿâëåíèþ øó-

ìîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî îòíåñòè ê áðîóíîâñêèì, äîáàâèâ èñòî÷íèêè äèññèïàöèè â óãîë

ïîòåðü φ(f) â (1.1.12). Íåêîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåçàâèñèìûõ ñîîáðàæåíèé, è íå ìîãóò áûòü

ïðîñòî ïðè÷èñëåíû ê îäíîé èç âåòâåé øóìîâ.

2.1. Øóì êðèñòàëëèçàöèè (ðàññòåêëîâàíèÿ)

ïëàâëåíûé êâàðö, èç êîòîðîãî ñîñòîèò ïîäëîæêà çåðêàë, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêñèä êðåì-

íèÿ, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè ñòåêëà. Â ýòîì ñîñòîÿíèè òâ¼ðäîå âåùåñòâî íå èìååò êðèñòàë-

ëè÷åñêîé ñòðóêòóðû, óñëîâíûå ýëåìåíòû êðèñòàëëèçàöèè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ëèøü â î÷åíü

ìàëûõ êëàñòåðàõ (â òàê íàçûâàåìîì ¾ñðåäíåì ïîðÿäêå¿). Òàêîå ñîñòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ êî-

ãäà ïðè ïåðåõîäå èç æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ â òâ¼ðäîå êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåø¼òêà ïî êàêèì-ëèáî

ïðè÷èíàì íå ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ. Îáû÷íî ýòèìè ïðè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ âûñîêàÿ âÿçêîñòü è

áûñòðîå îõëàæäåíèå. Â îáùåïðèíÿòîé íàó÷íîé è ïðàêòè÷åñêîé ëåêñèêå ñò¼êëà îòëè÷àþò

îò òâ¼ðäûõ ïîëèìåðîâ, êîòîðûå òàêæå ïðåáûâàþò â àìîðôíîì ñîñòîÿíèè ââèäó îãðîìíîé

äëèíû ñâîèõ ìîëåêóë.

Êâàðö èìååò åùå íåñêîëüêî ïîëèìîðôíûõ ñîñòîÿíèé, îäíàêî îíè, â îòëè÷àå îò ñòåêëà,

ëèáî íå ñòàáèëüíû ëèáî âîçíèêàþò òîëüêî ïðè ïîâûøåíûõ òåìïåðàòóðàõ è äàâëåíèè (ðèñ. 2.1

ñëåâà). Ïðîñëåäèì ïîëèìîðôíûå è ôàçîâûå ïåðåõîäû îêñèäà êðåìíèÿ îò êâàðöà äî îáðàçî-

âàíèÿ ñòåêëà íà ýíåðãåòè÷åñêîé äèàãðàììå 2.2 è îöåíèì ðàçíèöó ýíåðãèé êðèñòàëëè÷åñêîãî

è ñòåêëÿííîãî ñîñòîÿíèÿ

δE =Eg(T0)− Ec(T0) (2.1.1)

Ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ êâàðö íàõîäèòñÿ â êðèñòàëëè÷åñêîì α-ñîñòîÿíèè ñ òðèãî-

íàëüíîé ðåø¼òêîé. Ïðè íàãðåâàíèè äî òåìïåðàòóðû Tα−β = 573◦Ñ ïðîèñõîäèò α−β-èíâåðñèÿ:

α-êâàðö ïðåâðàùàåòñÿ â β-êâàðö � òàê æå êðèñòàëëè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, íî èìåþùåå ãåêñàãî-

íàëüíóþ ðåø¼òêó. Ýòî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ ïëîòíîñòè, ÷òî èçâåñòíî êàæäîìó

ñòåêëîäóâó ñ äðåâíåéøèõ âðåì¼í. Äàëåå ïðè òåìïåðàòóðå âòîðîé èíâåðñèè Tβ−βC = 1050◦C

ñòðóêòóðà ñâÿçåé îïÿòü ìåíÿåòñÿ è β-êâàðö ïðåâðàùàåòñÿ â åù¼ ìåíå ïëîòíûé β-êðèñòîáàëèò.
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Ðèñ. 2.1: P�T äèàãðàììà ñòàáèëüíûõ ïîëèìîðôíûõ ñîñòîÿíèé êâàðöà [46] (ñëåâà) è äèàãðàììà èõ òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ (ñïðàâà) [47]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà ëåâîé äèàãðàììå α-ñîñòîÿíèé òðèäèìèòà è êðèñòîáàëèòà

íåò: ýòî íåóñòîé÷èâûå ìåòàñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ.

Òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïðè òåìïåðàòóðå Tm = 1705◦C êðèñòàëë ðàñïëàâëÿåòñÿ (ïðîöåññ ABC íà

ðèñ. 2.2 ñïðàâà). Çàáàâíûé ôàêò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, îáû÷íûé êâàðö

íèêîãäà íå ïëàâèòñÿ. Äëÿ ýíåðãèè ïîëó÷èì

EABC = m

∫ Tm

T0

Cpc(T )dT +m∆Em, (2.1.2)

ãäå m � ìàññà âåùåñòâà, Cp � óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, ∆Em � óäåëü-

íàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ êâàðöà. Çàòåì òðåáóåòñÿ îõëàæäåíèå áåç îáðàòíîé êðèñòàëëèçàöèè äî

òåìïåðàòóðû ñòåêëîâàíèÿ Tg = 1450 (ïðîöåññ CD), ãäå ïåðåîõëàæä¼ííûé ðàñïëàâ (òåïëî¼ì-

êîñòü ðàñïëàâà Cpm(T )) ïðåâðàùàåòñÿ â ñòåêëî. Äàëåå ïðîèñõîäèò îõëàæäåíèå äî èñõîäíîé

òåìïåðàòóðû T0 (òåïëî¼ìêîñòü ñòåêëà cpg(T )).

ECDE = −m
∫ Tm

T0

Cpg(T )dT (2.1.3)

Ìàññà âåùåñòâà ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ è ðàâíÿåòñÿ èñõîäíîé 4
3
πa3ρc, òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì

δE =
4

3
πa3ρc

(∫ Tm

T0

(Cpc(T )− Cpc(T ))dT + ∆Em
)

(2.1.4)

Âçÿâ çíà÷åíèÿ Cp(T ) èç [48] (ñòð 85, òàá. 31 ñ êîððåêöèåé òåïëî¼ìêîñòè ñòåêëà [49])

ïîëó÷èì óäåëüíóþ ðàçíîñòü ýíåðãèé ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå δE/m = 136.8 Äæ/ã.

Îäíàêî ðàññ÷èòàííàÿ òàêèì ñïîñîáîì ýíåðãèÿ íå ñîâïàäàåò ñ èçìåðåííûìè â ðàçëè÷íûõ

ðàáîòàõ çíà÷åíèÿìè (ñì. òàá. 2.1), êàê âïðî÷åì è ìåæäó ñàìèìè ðàáîòàìè.



49

Ԑm

Ԑg

Ԑc

T0 Tg Tm
T

Ԑ

A

B

C

D

G

T, C

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

C
p

/(
)

600

700

800

900

1000

1100

1200

1300

1400

1500

Кварц

Кристобалит

Стекло

.

Ðèñ. 2.2: Ñõåìàòè÷íàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ äèàãðàììà ïåðåõîäà êðèñòàëë-ñòåêëî (ñëåâà) è òåïëî¼ìêîñòü íåêî-

òîðûõ ïîëèìîðôíûõ ñîñòîÿíèé êâàðöà [48, 49] (ñïðàâà). Ìîæíî îòìåòèòü ñêà÷êè òåïëî¼ìêîñòè ïðè α-β

èíâåðñèè êâàðöà è êðèñòîáàëèòà, à òàê æå β-êâàðöà â β-êðèñòîáàëèò.

Âàæíî, ÷òî ñòåêëîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå âûøå ïî ýíåðãèè ÷åì êðèñòàëëè÷åñêîå è ñèñòå-

ìà áóäåò ñòðåìèòüñÿ êðèñòàëëèçîâàòüñÿ. Òàêîé ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè ñòåêëà ïðè òåìïå-

ðàòóðå, ìåíüøåé òåìïåðàòóðû ñòåêëîâàíèÿ Tg íàçûâàþò ðàññòåêëîâàíèåì (devitri�cation â

àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå). Ýòîò ïðîöåññ íàáëþäàåòñÿ ïðè äëèòåëüíîì íàãðåâå, ïðè âûñîêî-

èíòåíñèâíîì ëàçåðíîì îáëó÷åíèè [53] èëè ïðè ñèëüíîì óäàðå [50]. Åù¼ áîëåå ñóùåñòâåííî,

÷òî îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôèçè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, êàê

è äðóãèå ïîëèìîðôíûå ñîñòîÿíèÿ (ñì. òàá. 2.2). Òàêèì îáðàçîì âîçìîæåí ñïîíòàííûé ïåðå-

õîä èç ñòåêëÿííîãî â êðèñòàëëè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì, çà ñ÷¼ò ðàçíîñòè â ïëîòíîñòè

äâóõ ôàç, áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñæàòèå îáðàçöà ñî âðåìåíåì. Ïîäîáíûé ýôôåêò áûë èññëåäîâàí

â ðÿäå ðàáîò è äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòåêîë [34, 54, 55]. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ïåðåõîäà ñïîíòàííûé è

ëîêàëèçîâàííûé, îí äîëæåí ïîðîæäàòü øóì ïîäîáíûé äðîáîâîìó.

2.1.1. Ñîáûòèå êðèñòàëëèçàöèè

Ðàññìîòðèì âåùåñòâî, ìàëûé ïîäîáú¼ì êîòîðîãî (íå÷òî òèïà ïóçûðüêà) ïåðåøëî â äðó-

ãîå ñîñòîÿíèå. Òîãäà ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû òàêîãî ïóçûðüêà èçìåíÿòñÿ âìåñòå ñ ïàðà-

ìåòðàìè åãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îäíèì èç òàêèõ ïàðàìåòðîâ áóäåò ðàâíîâåñíûé îáú¼ì �

îáú¼ì íåíàïðÿæ¼ííîãî âåùåñòâà, êîòîðûé ðàâåí â òî÷íîñòè mbubble/ρnew. Íî êàê ÷àñòü èñõîä-

íîãî âåùåñòâà, ýòîò ïóçûð¼ê èìååò îáú¼ì, ðàâíûé ðàâíîâåñíîìó îáú¼ìó èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ

mbubble/ρold. Ýòî ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.3.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàêîé ýâîëþöèè ñèñòåìû. Íà÷àëüíûå
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Ýêñïåðèìåíòàòîð δE/m, Äæ/ã δE (ñôåðà 1 íì), ýÂ

Mulert (1912) 153.1 8.8

Wietzel (1921) 161.5 9.3

Ray (1922) 311.3 17.9

Ray (1922) 481.2 27.7

Ìîäåëèðîâàíèå [50] 3700 212.7

Ðàñ÷¼ò ñ äàííûìè [48, 51] 152.4 8.7

Ðàñ÷¼ò ñ äàííûìè [52, 49] 88.8 5.1

Òàáëèöà 2.1: Ðàçíèöà ýíåðãèé ñòåêëÿííîãî è êðèñòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ êâàðöà ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòó-

ðå. Ïåðâûå ÷åòûðå � èçìåðåíèÿ ìåòîäîì ðàñòâîðåíèÿ, ìîäåëèðîâàíèå � ìåòîäîì ðàñ÷¼òà ìàòðèö ïëîòíîñòè

íà ìîëåêóëÿðíîì óðîâíå, ïîñëåäíèå äâà � îïèñàííàÿ çäåñü îöåíêà (2.1.2)�(2.1.4).

Г Г u

ubГ’

Ðèñ. 2.3: Ýâîëþöèÿ êðèñòàëëèçîâàâøåãîñÿ ïóçûðüêà. Ïóçûð¼ê ðàäèóñà a (êîíòóð Γ) ïðåòåðïåâàåò ôàçîâûé

ïåðåõîä ñ ðàâíîâåñíûì ðàäèóñîì a′ (êîíòóð Γ′) è, òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ íàïðÿæ¼í (â öåíòðå). Äàëåå

ñèñòåìà äâèæåòñÿ ê îáùåìó ðàâíîâåñèþ (ñïðàâà).

óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê íàïðÿæåíèå â äåôîðìèðîâàííîì êðèñòàëëè÷åñêîì ïóçûðüêå ñ

èçâåñòíîé äåôîðìàöèåé

v2
tc
~rot ~rot ~u0 − c2

lcgrad div ~u0 = 0

u0|Γ′ = Γ− Γ′, (2.1.5)

ãäå Γ è Γ′ � ôîðìà ðàâíîâåñíîãî ïóçûðüêà â èñõîäíîé è êîíå÷íîé ôàçå, vlc è vtc ïðîäîëüíàÿ

è ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòè çâóêà â êîíå÷íîé ôàçå, ~u0 � íà÷àëüíîå ñìåùåíèå. Äëÿ äâèæåíèÿ

ïóçûðüêà ïîëó÷èì

~̈ub + v2
tc
~rot ~rot ~ub − v2

lcgrad div ~ub = 0 (2.1.6)

~ub|t=0 = ~u0 (2.1.7)



51

Ïëîòíîñòü Ïðåëîìëåíèå Òåïëî¼ìêîñòü, Ïðè íîðìàëüíûõ

ρ, ã/ñì3 n C êÄæ/(êã×Ê) óñëîâèÿõ

α-êâàðö 2.65 1.545 0.740 ñòàáèëåí

α-òðèäèìèò 2.35 1.479 0.740 ìåòàñòàáèëåí

α-êðèñòîáàëèò 2.33 1.486 0.750 ìåòàñòàáèëåí

Ñòåêëî 2.20 1.46 0.740 ìåòàñòàáèëåí*

β-êâàðö 2.53 1.535 0.740 íå ñòàáèëåí

β-òðèäèìèò 2.25 1.471 0.740 íå ñòàáèëåí

β-êðèñòîáàëèò 2.27 1.479 1.100 íå ñòàáèëåí

Ñòèøîâèò 4.29 1.80 0.834 ìåòàñòàáèëåí

Òàáëèöà 2.2: Ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ïîëèìîðôíûõ ñîñòîÿíèé îêñèäà êðåìíèÿ ïðè íîðìàëü-

íûõ óñëîâèÿõ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñòåêëî, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðàêòè÷åñêè

ñòàáèëüíî.

Äëÿ äâèæåíèÿ îñòàâøåãîñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ïîëó÷èì

~̈u+ v2
tg
~rot ~rot ~u− v2

lggrad div ~u = 0

σ̂~n⊥|Γ0 = 0, (2.1.8)

ãäå Γ0 � ãðàíèöà ïîëóïðîñòðàíñòâà, vlg è vtg ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòè çâóêà â

íà÷àëüíîé ôàçå, ~u � ñìåùåíèå â ïîëóïðîñòðàíñòâå. È óðàâíåíèå ñâÿçè

~u|Γ = ~ub|Γ′ − ~u0|Γ′ (2.1.9)

Â íàøåì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñíûå îáú¼ìû ÿâëÿþòñÿ øàðàìè. Òîãäà äëÿ

ñòåêëÿííîé ôàçû ðàäèóñà a (Γ = [r = a]) ðàâíîâåñíûé îáú¼ì øàðà êðèñòàëëè÷åñêîé ôàçû

áóäåò èìåòü ðàäèóñ a′ = a 3
√
ρg/ρc (Γ

′ = [r = a′]).

2.1.2. Ïðèáëèæ¼ííàÿ îöåíêà

Òî÷íîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìû çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó ñäåëàåì ïðèáëèæ¼í-

íóþ îöåíêó. Çàäà÷à î íà÷àëüíîì ñìåùåíèè ìîæåò áûòü çàìåíåíà çàäà÷åé î òåðìîóïðóãîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ââåä¼ì ãàóññîâî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè ïóçûðüêà ýêâèâàëåíòíîãî â

òî÷êå ~r0 â âèäå

T (~r) = T1e
− |~r−~r0|

2

b2 (2.1.10)
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Òåðìîóïðóãîå óðàâíåíèå ñ äîïîëíèòåëüíûì ëîêàëüíûì íàãðåâîì çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

1− σ
1 + σ

graddiv~u− 1− 2σ

2(1 + σ)
rotrot~u = αgradT. (2.1.11)

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàñò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñèñòåìû (2.1.6)-(2.1.9), çàìåíÿÿ

ëîêàëüíîå èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ëîêàëüíûì íàãðåâîì (α � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðå-

íèÿ). ×òîáû íàéòè ïàðàìåòðû ìîäåëè T1 (èçìåí¼ííóþ òåìïåðàòóðó ïóçûðüêà) è b (ðàäè-

óñ ýêâèâàëåíòíîãî ïóçûðüêà) ðàññìîòðèì ÷èñòî ñôåðè÷åñêèé ñëó÷àé (ðàñøèðåíèå òîëñòîé

ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè). Â [39] èìååòñÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ îòíîøåíèÿ èçìåíåíèé

âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàäèóñîâ â äàííîé çàäà÷å, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.4.

δa

δR
=

1

3

1 + σ

1− σ
R2

a2
. (2.1.12)

Çäåñü, êàê è â íàøåé çàäà÷å ïîëîæåíî R� a.

R

a

Ðèñ. 2.4: Èçìåíåíèå âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàäèóñîâ òîëñòîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè.

Â íàøåì ñëó÷àå R � ýòî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñõëîïûâàþùåãîñÿ ïóçûðüêà äî ïîâåðõ-

íîñòè çåðêàëà (áëèæàéøåé, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå), δR � ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè (â ñôå-

ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, a � ðàäèóñ ñõëîïûâàþùåãîñÿ ïóçûðüêà è δa ýòî ueq � ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå (2.1.6)-(2.1.9). Äëÿ îöåíêè ñâåðçó ìîæíî ïîëîæèòü ýòó âåëè÷èíó ðàâíîé ðàçíîñòè

ðàâíîâåñíûõ ðàäèóñîâ ïóçûðüêà ñòåêëà è êâàðöà.

δa ≈ a

(
1− 3

√
ρ̄g
ρ̄c

)
. (2.1.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå (2.1.11) â ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå è ïðèáëè-

æåíèè R� b:

δa =α
1 + σ

1− σ
T1
b2

a2

(√
π

4
berf

(a
b

)
− a

2
e−

a2

b2

)
, (2.1.14)

δa

δR
=

√
πb

√
πberf

(
a
b

)
− 2ae−

a2

b2

R2

a2
. (2.1.15)
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Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îöåíèòü T1 è b. Òåïåðü íàì íóæíî íàéòè ðåøåíèå (2.1.11) â öèëëèíäðè÷å-

ñêèõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðåøåíèå â âèäå ~u = ~u1 + gradφ ãäå φ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé

÷àñòüþ (2.1.11):

∆φ =
1 + σ

1− σ
αT (2.1.16)

è áóäåò çàäàâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ~u1 íà ïîâåðõíîñòè z = 0. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à äëÿ

φ � ýòî îáû÷íîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ õîðîøî èçâåñòíûì ðåøåíèåì, à çàäà÷à

äëÿ ~u1 � ýòî çàäà÷à î äåéñòâèè ñèëû íà ïîëóïðîñòðàíñòâî, ðåø¼ííàÿ â [13]. Ïîëó÷åííîå ïîëå

ñìåùåíèé ~u íåîáõîäèìî áóäåò äàëåå óñðåäíèòü ïî ãàóññîâîìó ïó÷êó ðàäèóñà w, ÷òîáû íàéòè

ñîáðàííóþ ëàçåðíûì ëó÷îì èíôîðìàöèþ î ñìåùåíèè çåðêàëà:

δzj(xj, yj, zj) =

∫
uz(x, y, 0, xj, yj, zj)

2

πw2
e−2x

2+y2

w2 dS. (2.1.17)

Ïîñëå ðàñ÷¼òîâ, àíàëîãè÷íûõ [16], ïîëó÷èòñÿ óñðåäí¼ííàÿ ðåàêöèÿ ïîâåðõíîñòè íà åäèíè÷íîå

ñîáûòèå êðèñòàëëèçàöèè ñ êîîðäèíàòàìè xj, yj, zj

δzj(xj, yj, zj) = 2αT1(1 + σ)π3/2b3× (2.1.18)

×
∫
e−k

2
⊥w

2/4e−k
2b2/4e−i

~k~rj
k⊥
k2

d3k

(2π)3
.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî 2π3/2αT1b
3(1 + σ) ≈ 6π(1−σ)2

1+σ

(
1− 3

√
ρg
ρc

)
a3 = ξVa âñëåäñòâèå (2.1.13)-

(2.1.15), èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé "ëèøíèå"òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Çäåñü òàê æå ìîæ-

íî çàìåíèòü 4/3πa3 íà Va � îáú¼ì ñõëîïûâàþùåéñÿ îáëàñòè, â ïîïûòêå îáîáùèòü ðåçóëüòàòû

íà ïðîèçâîëüíóþ ãåîìåòðèþ ïóçûðüêà.

Øóìîâîé ïðîöåññ ñîñòîèò èç ñëó÷àéíîãî ïîòîêà äèñêðåòíûõ ñîáûòèé

δz(t) =

N(t)∑
j

H(t− τj)δzj(xj, yj, zj), (2.1.19)

ãäå xj, yj, zj, τj ïîëîæåíèå è ìîìåíò ñîáûòèÿ, à H(t) � ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà (åäèíè÷íàÿ ñòó-

ïåíüêà). Òîãäà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ïîëó÷èì ([56])

〈δz(t)〉 = λ

∫
V

δzj(x, y, z)dV

∫ t

0

H(t− τ)dτ =

= λξVawIl(R/w,L/w)t (2.1.20)

Sδz = λ

∫
V

δzj(x, y, z)2dV H̃(−ω)H̃(ω) =

=
λξ2V 2

a IS(R/w,L/w)

wω2
, (2.1.21)

ãäå λ � ïëîòíîñòü ÷àñòîòû ñîáûòèé � êîëè÷åñòâî ñîáûòèé â ñåêóíäó â åäèíèöå îáú¼ìà, Il è

IS ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáåçðàçìåðåííûõ èíòåãðàëîâ (èõ íå óäà¼òñÿ âçÿòü
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àíàëèòè÷åñêè, ñì ïðèë. Ï.6.), R è L � ðàäèóñ è òîëùèíà çåðêàëà. Èíòåãðàëû Il è IS, ðàññ÷è-

òàííûå ÷èñëåííî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.5.

Ðèñ. 2.5: Áåçðàçìåðíûå èíòåãðàëû Il â ñëó÷àå äëèííîãî öèëèíäðà (àíàëèòèêà, èñïîëüçîâàííàÿ â (2.1.23)) è

÷èñëåííûé ðàñ÷¼ò IS äëÿ øèðîêîãî çåðêàëà (â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.1.18)).

Äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé èñïîëüçóåì äàííûå èç ðàáîòû [34], ãäå ñæà-

òèå ýòàëîíà Ôàáðè-Ïåðî ýòàëîíà èç îêñèäà êðåìíèÿ áûëî èçìåðåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî. Äâà

çåðêàëà ñ äèàìåòðàìè we = 0.66 ñì áûëè ñîåäèíåíû Le = 10 ñàíòèìåòðîâîé òðóáêîé äèàìåò-

ðà Re = 2 ñì èç ïëàâëåíîãî êâàðöà. Â òàêîé êîíôèãóðàöèè ôîðìóëà (2.1.17) äîëæíà áûòü

èçìåíåíà, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå îòêëèê ïðåäñòàâëÿåòñÿ óñðåäíåíèåì ïî ïëîùàäè, à íå

ïî ãàóññîâó ïÿòíó. Áîëåå òîãî, èñïîëüçîâàííûé íàìè ïîäõîä èç [16] ñòàíîâèòñÿ íå òî÷íûì,

òàê êàê â í¼ì áûëî èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåíèå ïîëóáåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà. Çäåñü æå

ìû èìååì ïðèíöèïèàëüíî ñëó÷àé òîíêîãî öèëèíäðà. ×òîáû ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

èìåþùåéñÿ è íåîáõîäèìîé ìîäåëÿìè, ìû èñïîëüçóåì ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ. Öèëèíäð ñ ïàðàìåòðàìè, óêàçàííûìè âûøå, áûë ñìîäåëèðîâàí â ïðîãðàììå Comsol

Multiphysics. Áûë èñïîëüçîâàí Structural Mechanics ìîäóëü â äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ

çàäà÷è: íåïîñðåäñòâåííàÿ çàäà÷à î ïðèëîæåíèè ñèëû ê ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà è çàäà÷à î

íåðàâíîìåðíîì ôèêñèðîâàííîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû (óçåë Thermal expansion íà óç-

ëå Linear Elastic Material). Ðåøåíèÿ áûëè ïðèçíàíû îäèíàêîâûìè ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè

ñèëû âîçìóùåíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 2.6�2.7.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî âåñü îáú¼ì öèëèíäðà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: 1)

ñôåðà ñ öåíòðîì â öåíòðå ïóçûðüêà, êàñàþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è 2) îñòàëüíàÿ ÷àñòü

öèëèíäðà. Ðåøåíèå âíóòðè ñôåðû ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ â ÷èñòî ñôåðè÷åñêîì ñëó-
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Ðèñ. 2.6: Óñðåäí¼ííîå ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè âäîëü z ïðîèçâåä¼ííîå ïóçûðüêîì íà îñè öèëèíäðà â çàâèñèìî-

ñòè îò ãëóáèíû ïóçûðüêà zj (ñëåâà) è ðàäèóñà öèëèíäðà (ñïðàâà). Óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ãàóññîâîìó

ïÿòíó (êðàñíûå ëèíèè) èëè ïî ïëîùàäè (ñèíèå ñ ïëþñîì). Òåîðåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ (çåë¼íûå ñ êðåñòîì) íà

ëåâîé êàðòèíêå (2.1.18). Çàâèñèìîñòü ïî R èçîáðàæåíà äëÿ ðàçíûõ ãëóáèí zj è áëèçêà ê const/R2 (çåë¼íàÿ

ëèíèÿ ñ êðåñòîì) â ñëó÷àÿõ óñðåäíåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè.
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Ðèñ. 2.7: Óñðåäí¼ííîå ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ïî îñè z ïðîèçâåä¼ííîå ïóçûðüêîì â çàâèñèìîñòè îò åãî ðàññòî-

ÿíèÿ îò îñè öèëèíäðà rj è ãëóáèíû zj ïðè óñðåäíåíèè ïî ãàóññîâîìó ïÿòíó (ñëåâà) è ïî ïîâåðõíîñòè çåðêàëà

(ñïðàâà).
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÷àå(2.1.12). Âíå ñôåðû ðåøåíèå áëèçêî ê ïîñòîÿííîìó ñôåðè÷åñêîìó ïîëþ. Óñðåäí¼ííàÿ ðå-

àêöèÿ íà îäèí ïóçûð¼ê â ñëó÷àå óñðåäíåíèÿ ïî ïëîùàäè çåðêàëà îêàçàëàñü ïðàêòè÷åñêè íå

çàâèñèìîé îò ãëóáèíû ïóçûðüêà íà îñè öèëèíäðà è ìåíÿåòñÿ ìåíåå ÷åì íà 0.8% ïðè ñìåùåíèè

îò îñè.

Óñðåäí¼ííàÿ ðåàêöèÿ íà îäèí ïóçûð¼ê â ñëó÷àå óñðåäíåíèÿ ïî ãàóññîâîìó ïÿòíó ñîâïà-

äàåò ñ òåîðèåé (2.1.18) äî ãëóáèíû 2.5w, è ïðèáëèæàåòñÿ ê âåëè÷èíå ðåàêöèè ïðè óñðåäíåíèè

ïî ïëîùàäè íà ãëóáèíå 3.6w (ñì. ðèñ. 2.6 ñëåâà). Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî ïîíÿòü, ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå òî, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàäèóñ öèëèíäðà áûë ïðèíÿò R = 3w. Èäåÿ ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ïóçûð¼ê
”
÷óâñòâóåò“ òîëüêî áëèæàéøóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà (òó, êîòîðóþ êàñà-

åòñÿ ðàññìîòðåííàÿ ñôåðà). Íà ãëóáèíàõ, ìåíüøèõ R (â ðàéîíå îñè öèëèíäðà) îïðåäåëÿþùåé

áóäåò ïåðåäíÿÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà, äåëàÿ çàäà÷ó áëèçêîé ê ïîëóïðîñòðàíñòâó è äåìîí-

ñòðèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàâèñèìîñòü îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû ïðè ãàóññîâîì óñðåäíåíèè

è ïîñòîÿíñòâî ïðè ïîâåðõíîñòíîì (ñì. ðèñ. 2.7). Íà áîëüøåé ãëóáèíå îïðåäåëÿþùåé ñòàíî-

âèòñÿ óæå áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà. Ðàññòîÿíèå äî íå¼ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííî âáëèçè

îñè, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó, íå çàâèñèìîìó îò ãëóáèíû â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñðåäíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñ÷¼òå øóìà áóäåì èñïîëüçîâàòü (2.1.18) äî çíà÷åíèÿ ãëóáèíû

ïóçûðüêà z = R, à äàëåå ýêñòðàïîëèðóåì ïîñòîÿííîé. Ïðè ýòîì, ñóäÿ ïî ðåçóëüòàòàì ìî-

äåëèðîâàíèÿ, ïîãðåøíîñòü äîëæíà ñîñòàâèòü íå áîëåå 13%. Äëÿ îöåíêè ÷àñòîòû ñîáûòèé

íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì ïîñòîÿííîãî îòêëèêà. Ýòîò îòêëèê ïðèìåì ðàâíûì

δzj(0, 0, R) � îòêëèêó â ñëó÷àå ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ãàóññîâûì ïÿòíîì íà ãëóáèíå ðàâíîé ðà-

äèóñó. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷¼ò ïî ôîðìóëå (2.1.18) ìîæåò áûòü ïðîâåä¼í àíàëèòè÷åñêè:

δzj(0, 0, z) =
Vaξ

2π

1

w2
I00(z/w) (2.1.22)

I00(x) =
(

1−
√
πx (1− erf(x)) ex

2
)
.

Ïðè ýòîì äîëæåí áûòü âçÿò ïðåäåë ìàëîãî w ÷òîáû óáðàòü èç âûðàæåíèé ðàäèóñ ãàóññîâîãî

ïÿòíà. Òîãäà ðàâåíñòâî âåëè÷èíû îòêëèêà íà ãëóáèíå R îòêëèêó â ñëó÷àå óñðåäíåíèÿ ïî

ïëîùàäè áóäåò ëó÷øå ñîáëþäàòüñÿ, è ìû ïîëó÷èì δzj(0, 0, R) ∝ R−2, ÷òî ïîêàçàíî çåë¼íîé

ëèíèåé íà ðèñóíêå 2.6 (ñïðàâà). Äëÿ ïëîòíîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé ïîëó÷èì

λ =
˙〈δz〉
Le

2

Vaξ

2R2
e

R2
e − w2

e

(2.1.23)

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàäèóñ ïóçûðüêà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èç ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîáðà-

æåíèé: ýíåðãèÿ ñâÿçè (2.1.4), âûäåëÿþùàÿñÿ â ïðîöåññå êðèñòàëëèçàöèè äîëæíà áûòü ðàâíà

óïðóãîé ýíåðãèè, çàïàñ¼ííîé â äåôîðìàöèè. Îäíàêî, ââèäó óïîìÿíóòîé â ïðåäûäóùåì ïóíê-

òå íåîïðåäåë¼ííîñòè ýòîé âåëè÷èíû (ñì òàá. 2.1), ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âåëè÷èíà ïîðÿäêà
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ðàçìåðà àòîìà êâàðöà a ≈
√

3
3MSiO2

4πρcNA
= 0.22 íì, ãäå MSiO2 = 60 ã/ìîëü � ìîëÿðíàÿ ìàññà, NA

� ÷èñëî Àâîãàäðî.

Òåïåðü èñïîëüçóÿ (2.1.23) ìîæíî îöåíèòü èíòåíñèâíîñòü ïðîöåññà. Â [34] èçìåðåíî ε̇zz =

−5.8e−15 â ñåêóíäó. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èíôîðìàöèåé îá óñòàíîâêå, Re ≈ 0.5 ñì, ÷òî ïîçâîëÿåò

ðàññ÷èòàòü λ ≈ 1.54×1016 ñîáûòèé â ñåêóíäó â êóáè÷åñêîì ìåòðå. Â ðåçóëüòàòå ñïåêòðàëüíàÿ

ïëîòíîñòü øóìà ðàññòåêëîâàíèÿ íà ÷àñòîòå 100 Ãö ïðè R = L = 20 ñì è w = 6 ñì ðàâíà

√
Sδz =

√
ε̇zzξVa
wω2

Le
we

IS(R/w,L/w)

Il(Re/we, Le/we)

= 6.31× 10−25 m/Hz1/2, (2.1.24)

÷òî â 8000 ðàç ìåíüøå ðàññìîòðåííûõ â ïåðâîé ãëàâå Áðîóíîâñêèõ øóìîâ â ïîêðûòèÿõ è

ïîäëîæêè çåðêàë LIGO [A4][19]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ çåðêàë LIGO ìû

îñòà¼ìñÿ â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà è íàì íå íóæíî èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåíèå

íà z > R.

2.1.3. Øóì ðàññòåêëîâàíèÿ â ïîäâåñàõ çåðêàë

Îöåíêà äðóãîãî øóìà, îñíîâàííîãî íà äèñêðåòíûõ ñîáûòèÿõ áûëà íåäàâíî ïðîâåäåíà

Þ. Ëåâèíûì [35]. Îí ðàññìîòðåë ñïîíòàííûå ñîáûòèÿ ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèÿ (ñîáûòèÿ

ïîëçó÷åñòè) â íèòÿõ ïîäâåñîâ. Îäíàêî, îí òàê æå èñïûòàë íåõâàòêó äàííûõ î ïëîòíîñòè

÷àñòîòû ñîáûòèé è îáú¼ìà ñîáûòèÿ, ÷òî íå ïîçâîëèëî åìó ïîëó÷èòü àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé øóìà. Ìîæíî ñïîðèòü î ïðîèñõîæäåíèè è íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ

ñîáûòèé ïîëçó÷åñòè, îäíàêî ëîêàëüíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñâÿçåé, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññòåê-

ëîâàíèþ, äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñõîæèì ïîñëåäñòâèÿì. Ïðè ýòîì ôîðìàëèçì ðàçðàáîòàííûé

â [35] äîëæåí ñîõðàíèòüñÿ, è ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (49) è (52) èç åãî ðàáîòû äëÿ

îöåíêè øóìà ðàññòåêëîâàíèÿ â ïîäâåñàõ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ôîðìàëüíî çàìåíèòü R〈V 2〉

(â îáîçíà÷åíèÿ Ëåâèíà) íà NVsλV
2
a (â îáîçíà÷åíèÿõ äàííîé ðàáîòû), ãäå Vs = πrsls � îáú¼ì

íèòè ïîäâåñà è N ÷èñëî íèòåé â ïîäâåñàõ. Òðè øóìà ðàññòåêëîâàíèÿ âìåñòå ñ ó÷ò¼ííûìè â

LIGO øóìàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ Êàëüêóëÿòîðîì Øóìîâ Ãðàâèòàöèîííîãî Èíòåðôåðîìåòðà

(GWINC) [38] ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2.8.

Òàêèå ïðîñòûå îöåíêè øóìîâ â ïîäâåñàõ íå ó÷èòûâàþò ñëîæíóþ ìíîãîóðîâíåâóþ ñèñòå-

ìó ïîäâåñîâ â LIGO. Áîëåå òîãî ïàðàìåòð ñêîðîñòè ïðîöåññà â íàãðóæåííîì ñëó÷àå (ìàññû

çåðêàë íå ìàëûå � îêîëî 40 êã) ìîæåò áûòü ìåíüøå, òàê êàê ðàñòÿæåíèå, âûçâàííîå ìàñ-

ñèâíûìè çåðêàëàìè, ïðîòèâîñòîèò êðèñòàëëèçàöèè, òðåáóþùåé ñæàòèÿ. Ýòî óêàçûâàåò íà

òî, ÷òî ìû ïðîèçâåëè îöåíêó, ïî êðàéíåé ìåðå, âåðõíåãî ïðåäåëà øóìà. Òàê êàê ýòà îöåíêà
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Частота Гц
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AdvLIGO  м = 125.0 т

Шумы подвесов

Броуновский шум покрытия

Броуновский шум подложки

Полный шум

Ползучесть горизонт.)

Ползучесть (верт.)

Расстеклование

Ðèñ. 2.8: Øóìû ïîëçó÷åñòè ïîäâåñà èç [35] ïðè èñïîëüçîâàíèè ïëîòíîñòè ÷àñòîòû ðàññòåêëîâàíèÿ (2.1.23) è

øóì ðàññòåêëîâàíèÿ (2.1.24) â çåðêàëàõ âìåñòå ñ îñòàëüíûìè øóìàìè Advanced LIGO.

ëåæèò íà óðîâíå â 2 × 105 ðàç ìåíüøåì, ÷åì óæå ó÷ò¼ííûå øóìû ïîäâåñîâ è Áðîóíîâñêèå

øóìû, ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ çàêëþ÷åíèÿ, ÷òî äàííûå øóìû íèêàê íå ïîâëèÿþò íà

÷óâñòâèòåëüíîñòü LIGO.

2.2. Øóìû âÿçêîñòè

Âñïîìíèì ìåòîä ðàñ÷¼òà òåïëîâûõ øóìîâ, èñïîëüçîâàííûé íàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåê-

òðàëüíûõ ïëîòíîñòåé øóìîâ (1.2.48) çåðêàëà. ÔÄÒ óòâåðæäàåò, ÷òî èñòî÷íèê äèññèïàöèè

â ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ òàê æå èñòî÷íèêîì ôëóêòóàöèé. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà áûëà

ïðåäñòàâëåíà â âèäå

S(ω) =
4kBT

ω
Im[α̃s(ω) + α̃cj(ω) + α̃sj(ω)], (2.2.1)

ãäå ω ÷àñòîòà, kB ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T òåìïåðàòóðà, α̃s � äèíàìè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷è-

âîñòü ïîäëîæêè, α̃cj(ω) and α̃sj(ω) � âîñïðèèì÷èâîñòè ïîêðûòèÿ è íàâåä¼ííàÿ ïîêðûòèåì

äîáàâêà ê âîñïðèèì÷èâîñòè ïîäëîæêè. Âûïèøåì åù¼ ðàç ýòè òðè ôîðìóëû

α̃s(ω) =
1√
πw

1− ν2
s

Ys
, (2.2.2)

α̃cj(ω) =
∑
j

β′jdj

πw2

(1 + νj)(1− 2νj)

Yj(1− νj)
, (2.2.3)

α̃sj(ω) =
∑
j

− dj
πw2

Yj
1− ν2

j

(1 + νs)
2(1− 2νs)

2

Y 2
s

, (2.2.4)

ãäå w øèðèíà ãàóññîâîãî ïó÷êà íà ïîâåðõíîñòè çåðêàëà, Ys è νs � ìîäóëü þíãà è êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ïîäëîæêè, Yj è νj � ïàðàìåòðû j-ãî ñëîÿ ïîêðûòèÿ, dj è βj òîëùèíà è èíòåðôåðî-
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ìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò j-ãî ñëîÿ ïîêðûòèÿ (1.2.34). Äàëåå ïîòåðè ââîäÿòñÿ â ôîðìóëû

ïóò¼ì ââåäåíèÿ óãëà ïîòåðü Y → Y (1− iφ(ω)).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ îïèñàòü óãîë ïîòåðü òåîðåòè÷åñêè[57, 58]

è ôåíîìåíîëîãè÷åñêè [59]. Âÿçêîñòü, î÷åâèäíî, îòíîñèòñÿ ê äèññèïàöèè. Â ïîñëåäóþùèõ

ðàçäåëàõ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âÿçêîñòü ìîæåò áûòü ââåäåíà ÷åðåç ÷àñòîòíî-çàâèñèìûé óãîë

ïîòåðü, ïîðîæäàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé øóì ïî ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííîé òåîðåìå.

2.2.1. Âÿçêîñòü

Çåðêàëî ñîñòîèò èç ïëàâëåíîãî êâàðöà � âåùåñòâà â ñîñòîÿíèè ñòåêëà. Êàê ãîâîðèëîñü

ðàíåå, ñòåêëî � òâ¼ðäîå âåùåñòâî, íå ñóìåâøåå êðèñòàëëèçîâàòüñÿ âñëåäñòâèå áîëüøîé âÿç-

êîñòè. Â ãèäðîäèíàìèêå âÿçêîñòü ââîäèòñÿ äîáàâëåíèåì â óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà òåíçîðà

âÿçêîñòè

σvik = η

[
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi
− 2

3
δik
∂vl
∂xl

]
+ ζδik

∂vl
∂xl

, (2.2.5)

ãäå η � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü è ζ � îáú¼ìíàÿ âÿçêîñòü, ~v � ñêîðîñòü ÷àñòèö, êîòîðàÿ ïî

ñóòè ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ñìåùåíèÿ. Ýòî âûðàæåíèå âûãëÿäèò êàê çàêîí Ãóêà â òåðìèíàõ

ñäâèãîâîãî (G = Y
2(1+ν)

) è îáú¼ìíîãî (K = Y
3(1−2ν)

) ìîäóëÿ

σik = 2Gεik + (K − 2G/3)δikεll (2.2.6)

ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû èõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå âÿçêîñòè è òåíçîðà äåôîðìàöèè ε̂ íà åãî

ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê ÷àñòîòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ââîä

âÿçêîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êîìïëåêñíûì ÷àñòîòíî-çàâèñèìûì äîáàâêîì ê ìàòåðèàëü-

íûì ïàðàìåòðàì

K → K + ζ
∂

∂t
= K + iωζ (2.2.7)

G→ G+ η
∂

∂t
= G+ iωη (2.2.8)

Îäíàêî ïîäîáíàÿ òåîðèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè âûñîêîé âÿçêîñòè (â ëèòåðàòóðå âñòðå÷à-

åòñÿ îò 1017 äî 1035 [60, 61, 62, 63]) äàæå íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ (≈ G/η ∝ 10−7 Ãö) äâèæåíèå

áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âÿçêîñòüþ, à íå óïðóãîñòüþ. Òî åñòü ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ âîëí � çâóêà �

ρv2
l = 3K+4G

3
+ iω

(
ζ + 4

3
η
)
èìååò áîëüøóþ ìíèìóþ ÷àñòü, à çàêîí äèñïåðñèè � k = (1− i)

√
ω
2η
,

÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äðóãóþ

ìîäåëü óïðóãîñòè.
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Ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ óïðóãîñòü

Áîëåå ïîëíàÿ îáùåïðèíÿòàÿ ìîäåëü óïðóãîñòè íàçûâàåòñÿ Ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ óïðó-

ãîñòü (Standard linear solid). Å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
”
ýëåìåíòàðíîé êëåòêè“, ñîñòîÿùåé

èç ïðóæèíû
”
äàëüíåãî ïîðÿäêà“ è ïðóæèíû

”
áëèæíåãî ïîðÿäêà“ ñ âÿçêèì òðåíèåì (ðèñ. 2.9).

Y

Y' η

Ðèñ. 2.9:
”
Ýëåìåíòàðíàÿ êëåòêà“ ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé óïðóãîñòè.

Ïðóæèíà äàëüíåãî ïîðÿäêà èìååò ìåäëåííûé (ñòàòè÷åñêèé) ìîäóëü Þíãà Y è îïðåäå-

ëÿåò ðåàêöèþ íà ñòàòè÷åñêóþ íàãðóçêó, à ïðóæèíà áëèçêîãî ïîðÿäêà � áûñòðûé (äèíàìè÷å-

ñêèé) ìîäóëü Þíãà Y ′ è âÿçêîñòü η. Ïðè ýòîì îòêëèê íà ïåðåìåííóþ íàãðóçêó îïðåäåëÿåòñÿ

îáîèìè ìîäóëÿìè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó èçìåíåíèþ çàêîíà Ãóêà

σ +
η

Y ′
σ̇ = Y ε+ η

Y + Y ′

Y ′
ε̇ (2.2.9)

èëè â òåíçîðíîé ôîðìå (âûðàæåíèÿ (2.2.6))(
1 +

G

G′

)
ε̇+

1

3

(
K

K ′
− G

G′

)
trε̇+

G

η
ε+

1

3

(
K

ζ
− G

η

)
trε =

σ̇

2G′
+

1

3

(
1

3K ′
− 1

2G′

)
trσ̇ +

σ

2η
+

1

3

(
1

3ζ
− 1

2η

)
trσ (2.2.10)

ãäå èíäåêñû ij ó òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ σ è äåôîðìàöèè ε, íàðÿäó ñ äåëüòà-ôóíêöèåé δij ïåðåä

ñëåäîì tr îïóùåíû äëÿ óïðîùåíèÿ âîñïðèÿòèÿ. Äëÿ òâ¼ðäûõ òåë ÷àñòî ïðèìåíÿþò ìîäåëü

Êåëüâèíà-Âîéòà, â êîòîðîé âòîðàÿ ïðóæèíà çàìåíÿåòñÿ íà æ¼ñòêîå êðåïëåíèå G′, K ′ → ∞.

Ïåðâàÿ ïðóæèíà ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåò öåëîñòíîñòü òâ¼ðäîãî òåëà � îãðàíè÷åííîñòü äåôîð-

ìàöèé. Îäíàêî, ïðè áîëüøîé âÿçêîñòè ñâîéñòâà ñèñòåìû ïðè êðàòêîâðåìåííûõ âîçäåéñòâèÿõ

îïðåäåëÿþòñÿ ñêîðåå âÿçêîñòüþ.

Äðóãèì âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ïðåäåë G,K → 0 (íàçûâàåìûé ìîäåëüþ

Ìàêñâåëëà), êîãäà îòñóòñòâóåò ïåðâàÿ ïðóæèíà. Ïðè ýòîì òåëî ìîæåò áåñêîíå÷íî ðàñòÿãè-

âàòüñÿ, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ æèäêîñòåé. Ñòîèò çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè áîëü-

øîé âÿçêîñòè ñâîéñòâà ñèñòåìû ïðè êðàòêîâðåìåííûõ âîçäåéñòâèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ âòîðîé
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ïðóæèíîé è ñëàáî îòëè÷èìû îò ñëó÷àÿ
”
îòñóòñòâèÿ“ âÿçêîñòè. Òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî

äëÿ òâ¼ðäûõ òåë.

Ðàçäåëÿÿ óðàâíåíèÿ (2.2.10) íà óðàâíåíèå äëÿ ñëåäîâ è íåäèàãîíàëüíûå è ïåðåõîäÿ ê

÷àñòîòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîëó÷èì

K → K +
iωζK ′

K ′ + iωζ
(2.2.11)

G→ G+
iωηG′

G′ + iωη
(2.2.12)

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî îöåíèòü ïàðàìåòðû ìîäåëè G′, K ′, G,K

2.2.2. Ïðîòåêàíèå ïëàñòèí

Íå ñóùåñòâóåò èçìåðåíèé âÿçêîñòè ñòåêîë ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå. Âñå èçìåðåíèÿ

ïðîâîäÿòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå ñòåêëîâàíèÿ (áîëåå Tg = 1446 K äëÿ êâàðöà), êîãäà ýòî çíà÷åíèå

äîñòàòî÷íî íåâåëèêî (ïîðÿäêà 1012 Ïà·ñ [64]). Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ëîãàðèôì âÿç-

êîñòè ïðàêòè÷åñêè ëèíååí îòíîñèòåëüíî îáðàòíîé òåìïåðàòóðû. Ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé

íà êîìíàòíóþ òåìïåðàòóðó ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå âÿçêîñòè ïîðÿäêà 1038 Ïà·ñ. Îäíàêî â

íåäàâíèõ ðàáîòàõ î ïðîòåêàíèè ïëàñòèí èç ïëàâëåíîãî [65, 60, 66], â êîòîðûõ â òå÷åíèå ïÿòè

ëåò íàáëþäàëàñü äåôîðìàöèÿ ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòó-

ðå, áûëî ïîëó÷åíî ãîðàçäî ìåíüøåå çíà÷åíèå η = 2 × 1017 Ïà·ñ. Ïëàñòèíû áûëè äèàìåòðîì

11.4 ñì è òîëùèíîé 1.9 ñì [65], äèàìåòðîì 16.5 ñì è òîëùèíîé 2.7 ñì [60]. Íå ñóùåñòâóåò

èçìåðåíèé âÿçêîñòè ñòåêîë ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå. Âñå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïðè òåì-

ïåðàòóðå ñòåêëîâàíèÿ (áîëåå Tg = 1446 K äëÿ êâàðöà), êîãäà ýòî çíà÷åíèå äîñòàòî÷íî íåâå-

ëèêî (ïîðÿäêà 1012 Ïà·ñ [64]). Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ëîãàðèôì âÿçêîñòè ïðàêòè÷åñêè

ëèíååí îòíîñèòåëüíî îáðàòíîé òåìïåðàòóðû. Ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé íà êîìíàòíóþ òåìïå-

ðàòóðó ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå âÿçêîñòè ïîðÿäêà 1038 Ïà·ñ. Îäíàêî â íåäàâíèõ ðàáîòàõ î

ïðîòåêàíèè ïëàñòèí èç ïëàâëåíîãî [65, 60, 66], â êîòîðûõ â òå÷åíèå ïÿòè ëåò íàáëþäàëàñü

äåôîðìàöèÿ ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå, áûëî ïîëó÷åíî

ãîðàçäî ìåíüøåå çíà÷åíèå η = 2× 1017 Ïà·ñ. Ïëàñòèíû áûëè äèàìåòðîì 11.4 ñì è òîëùèíîé

1.9 ñì [65], äèàìåòðîì 16.5 ñì è òîëùèíîé 2.7 ñì [60].

Ðàññìîòðèì ýòîò ýêñïåðèìåíò ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ìîäåëè óïðóãîñòè.

Çàäà÷à öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó àçèìóòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ,

êàê è âñå ïðîèçâîäíûå ñ ó÷àñòèåì àçèìóòàëüíîãî óãëà áóäóò ðàâíû íîëþ. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî

âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòè ïîëåé ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû è ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â
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âèäå ε̂(~r, t) = ε̂(~r)T (t) è σ̂(~r, t) = σ̂(~r)Ts(t). Òîãäà, èñïîëüçóÿ (2.2.10) ïîëó÷èì

σµ>3

εµ>3

=
(1 +G/G′)Ṫ +GT/η

Ṫs/(2G′) + Ts/(2η)
= CG, (2.2.13)

tr(σ)

tr(ε)
=

(1 +K/K ′)Ṫ +KT/ζ

Ṫs/(3K ′) + Ts/(3ζ)
= CK , (2.2.14)

ãäå µ > 3 îçíà÷àåò íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíà íîòàöèÿ

Âîéòà äëÿ çàïèñè 3-õ ìåðíûõ òåíçîðîâ (iji=j → i, iji 6=j → 9 − i − j). Óðàâíåíèÿ äëÿ äèàãî-

íàëüíûõ ÷ëåíîâ ïî-îòäåëüíîñòè, â êîòîðîì çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ÷àñòè ìîãóò áûòü ñîáðàíû

â ïîñòîÿííûå, òàê æå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíû. Ôîðìà ñîîòíîøåíèé (2.2.13)-(2.2.14) ïîçâîëÿåò

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîíå÷íîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü äâà íå ñâÿçàííûõ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññà

(ò.å. äâå ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ çàâèñèìîñòè) äëÿ äèàãîíàëüíûõ (îòíîñÿùèõñÿ ê îáú¼ìíûì)

è íåäèàãîíàëüíûõ (îòíîñÿùèõñÿ ê ñäâèãîâûì) ÷àñòåé òåíçîðîâ äåôîðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì,

ñìåùåíèÿ äîëæíû ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé, íàïîäîáèå ~u = grad ψ + ~rot ~A. Îäíàêî, ïîäîáíîå

ðàññìîòðåíèå îêàçûâàåòñÿ íåíóæíûì äëÿ íàøèõ öåëåé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé

ρüj = ∇kσkj + Fj. (2.2.15)

Çàäà÷à öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó àçèìóòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ,

êàê è âñå ïðîèçâîäíûå ñ ó÷àñòèåì àçèìóòàëüíîãî óãëà áóäóò ðàâíû íîëþ. Ïðåäñòàâèì âåêòîð

ñìåùåíèÿ è òåíçîð íàïðÿæåíèé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè âðåìåíè è ôóíêöèè êîîðäèíàò

~u = ui(ρ, z)T (t), σ̂ = σij(ρ, z)Ts(t). Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ìîäåëè ïðèìóò âèä

ρcT̈ uρ = Ts(
1

ρ

∂

∂ρ
(ρσρ) +

∂

∂z
σ5) (2.2.16)

ρcT̈ uz = f + Ts(
1

ρ

∂

∂ρ
(ρσ5) +

∂

∂z
σz) (2.2.17)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî (2.2.13) â (2.2.16) ïîëó÷èì óïðîù¼ííûå óðàâíåíèÿ. ×àñòíîå ðåøåíèå

ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

uρ = u?, uz =
β

2
(ρ2 −R2), Ts = − f

2C0β
, T = − f

4Gβ
(2.2.18)

ãäå R � ðàäèóñ ïëàñòèíû. Îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû

T̈

Ts
= C0

Dz(Dzuρ +Dρuz)

ρcuρ
= C1 (2.2.19)

T̈

Ts
= C0

Dρ(Dzuρ +Dρuz) + (Dzuρ +Dρuz)/ρ

ρcuz
= C1 (2.2.20)

0 = (C − 1)((C + 1)Dρuρ + uρ/ρ) (2.2.21)
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Èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî (2.2.13) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ âðåìåííîé ÷àñòè ðåøåíèÿ.

−k2

(
(1 +G/G′)Ṫ +

G

η
T

)
=

1

2G′
...
T +

1

2η
T̈ , (2.2.22)

ãäå k2 � ïàðàìåòð ðàçäåëåíèÿ. Òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîé êîíñòàíòû çàâèñèò îò ðåøåíèÿ êîîðäè-

íàòíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî âîëíîâîå ÷èñëî è ïî íåìó áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ

ðàçëîæåíèå íà ìîäû. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî äàëåå, ýòî íå íóæíî äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîáõî-

äèìûõ íàì îáùèõ ïîñòîÿííûõ âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è

ðåøåíèå äëÿ îáú¼ìíîé ÷àñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ôîðìàëüíîé çàìåíîé G → K è η → ζ.

Òàêèì îáðàçîì, âðåìåííàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïîíåíòû è ïîëíîå ðåøåíèå ôîðìè-

ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

uz =

∫
Uj(k)uz(k, ~r)e

−iγj(k)t − f

8G

(
ρ2 −R2

)
(2.2.23)

ãäå êîýôôèöèåíòû Uj(k) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, γj � íóëè ñîîòâåòñòâóþùåãî

2.2.22 êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå áîëüøîé âÿçêîñòè ìîæíî íàéòè

γ0 =− GG′

η(G+G′)
(2.2.24)

γ± =− G′2

2η(G+G′)
± ik
√
G+G′ (2.2.25)

à òàê æå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ Ui(k). Òàêîå äâèæåíèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü

èç ñåáÿ ñóììó ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ (− G′2

2η(G+G′)
) êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè k

√
G+G′,

îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äâèãàþùåãîñÿ ïî ýêñïîíåíòå − GG′

η(G+G′)
ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ

∝ ρgR2

4G
(ñì. ðèñ.2.10).
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Ðèñ. 2.10: Îáùèé âèä âðåìåííîãî ðåøåíèÿ ïðè Re γ± = 0.2γ0, Im γ± = 8γ0

Â ñëó÷àå ìîäåëè Ìàêñâåëëà îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñòàíåò ðàâíûì íîëþ, è

(2.2.13) íå ïîçâîëèò âçÿòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå (2.2.18). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
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A, íì γ−1, ãîä t0, ãîä Îøèáêà, %

12.4± 4.9 7.1± 8.8 1992.6± 3.2 2.4

13.1 9.1± 0.9 1992.3± 0.8 2.3

16 14.3± 1.7 1991± 1.2 2.9

20 21.4± 3 1990± 1.5 3.4

Òàáëèöà 2.3: Ðåçóëüòàòû àïïðîêñèìàöèé äàííûõ [60, 65]. Îòñóòñòâèå ïîãðåøíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà

ôèêñèðîâàëàñü ïðè ðàñ÷¼òå.

T = − f
4ηβ
t. Òîãäà ïîëó÷èì âìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñòðåìëåíèÿ ê ðàâíîâåñèþ, ëèíåéíûé

óõîä íà áåñêîíå÷íîñòü ñî ñêîðîñòüþ ∝ ρgR2

4η
.

Êàê ïîêàçàíî â [65, 66] ïðîãèá êâàðöåâîé ïëàñòèíû àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîé ôóíêöèåé A(1 − exp(γ(t − t0)) ñ îòíîñèòåëüíîé îøèáêîé 2.4%. Ìû äåëàåì íåî÷åâèäíîå

ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èçìåðåííûé ïðîãèá, à çíà÷èò è åãî ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè, îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñäâèãîâîé ÷àñòüþ ïðîöåññà. ×èñëåííî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáú¼ìíàÿ ÷àñòü íàêàïëèâàåò

áîëüøå ýíåðãèè ïðè äåôîðìàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îöåíèâàåìîé íàáëþäàåìîé ÿâëÿëîñü

âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå öåíòðà ïëàñòèíû, ïðåäñòàâèìîå â âèäå
∫

thickness
εzzdz +

∫
radius

ερzdρ.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âêëàä ñäâèãîâîé ÷àñòè ðàñò¼ò ñ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà äèñêà, ÷òî â

íàøåì ñëó÷àå äîëæíî ïðèâåñòè ê å¼ äîìèíèðîâàíèþ.

Ïàðàìåòðû A è γ−1 ýêñïîíåíöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëåíû íå òî÷íî (40% è 111%

îòíîñèòåëüíîé îøèáêè ïðè 95% óâåðåííîñòè). Ðåçóëüòàòû àïïðîêñèìàöèé ïðåäñòàâëåíû â

òàáëèöå 2.3.

Îäíàêî, â ñòàòüå [66] èññëåäîâàëèñü åù¼ äâå ïëàñòèíû, äâèæåíèå êîòîðûõ óæå ïðàê-

òè÷åñêè çàêîí÷èëîñü (ñäâèã çà äâà ãîäà ñîñòàâèë ìåíüøå ïðåäåëà òî÷íîñòè 0.5 íì). Ïðåä-

ïîëîæèâ, ÷òî íàáëþäàâøèéñÿ äëÿ ýòîé ïëàñòèíû ïðîãèá ≈ 35 íì ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì

ðàâíîâåñèåì, ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà G = 2.97 ÃÏà. Òîãäà èìåÿ ñêîðîñòü çâóêà

êàê ôóíêöèþ G è G′, ìîæíî îïðåäåëèòü G′ è η.
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2.2.3. Çàòóõàíèå çâóêà

Âûðàæåíèÿ (2.2.11)-(2.2.12) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü ñêîðîñòè çâóêîâûõ âîëí ñ ó÷¼òîì

âÿçêîñòè.

v2
l =

3K + 4G

3ρ
+ ω

(
K ′ζ

ωζ + iK ′

ρ(K ′2 + ω2ζ2)
+ 4G′η

ωη + iG′

3ρ(G′2 + ω2η2)

)
(2.2.26)

v2
t =

G

ρ
+ ωηG′

ωη + iG′

ρ(G′2 + ω2η2)
. (2.2.27)

Îáîçíà÷èì v2 äåéñòâèòåëüíóþ è µω ìíèìóþ ÷àñòè ñêîðîñòåé. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ

äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé âîçìîæíî äâà âàðèàíòà äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ

k =
ω

v
− iω

v

ωµ

2v2
ωµ� v2 (2.2.28)

k =

√
ω

2µ
− i
√

ω

2µ
ωµ� v2 (2.2.29)

Êâàäðàò ñêîðîñòè ïîïåðå÷íîé âîëíû èìååò îäèí ìèíèìóì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè â íóëå, âû-

ñîòîé G
ρ
, à ó ìíèìîé ÷àñòè � îäèí ìàêñèìóì (àíòèñèììåòðè÷íûé) â G′

η
, âûñîòîé G′

2ρ
. Êâàäðàò

ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé âîëíû òàê æå èìååò îäèí ìèíèìóì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè â íóëå, îäíà-

êî ìíèìàÿ ÷àñòü â îáùåì ñëó÷àå èìååò äâà ìàêñèìóìà (â ðàéîíå G′

η
è K′

ζ
). Òèïè÷íûå ôîðìû

äèñïåðñèé ïðèâåäåíû íà ðèñ.2.11. (2.2.28)) íàõîäèòñÿ â ðàéîíå K′

ζ
.
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Ðèñ. 2.11: Äèñïåðñèÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé êâàäðàòà ñêîðîñòè çâóêà äëÿ ïàðàìåòðîâ ïëàâëåíîãî

êâàðöà (ñëåâà) è àáñòðàêòíîãî âåùåñòâà ñ óâåëè÷åííîé â 11 ðàç îáú¼ìíîé âÿçêîñòüþ è â ïÿòü ðàç � G′,K ′

(ñïðàâà). Ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ïîêàçàíà êðàñíûì, ïîïåðå÷íûõ � ñèíèì.

Äëÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû ìîæíî ñòðîãî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâûé âàðèàíò (2.2.28) ðåàëèçóåòñÿ

âñåãäà ïðè G′ < 2(1+
√

2)G, è îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñëó÷àÿ (2.2.29) íàõîäèòñÿ ìåæäó âáëèçè

íîëÿ äî çíà÷åíèé ÷àñòîòû ïîðÿäêà G′

η
. Äëÿ ïðîäîëüíîé âîëíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷èòü

çàòðóäíèòåëüíî, îäíàêî ñèòóàöèÿ ñõîäíàÿ è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (ïîñëå êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ

îáû÷íàÿ äèñïåðñèÿ) ëåæèò âáëèçè ìàêñèìóìà K′

ζ
.
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Òàêèì îáðàçîì íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ñêîðîñòè çâóêà v2
l = 3(K+K′)+4(G+G′)

3ρ
è v2

t = G+G′

ρ
,

à âÿçêîå çàòóõàíèå îòñóòñòâóåò. Èìåÿ ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîãî óëüòðàçâóêà ïðè íîðìàëüíûõ

óñëîâèÿõ (T = 297 Ê) vt = 3760 ì/ñ è èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷èì

ìîäóëü ñäâèãà G′ = 28.1 ÃÏà è âÿçêîñòü η = 12× 1017 Ïà·ñ. Îáú¼ìíûå ïàðàìåòðû ïîëó÷èòü

èñõîäÿ èç èìåþùèõñÿ äàííûõ íå óäàåòñÿ. Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âòîðîé ìîäóëü ñäâèãà

íà ïîðÿäîê áîëüøå ïåðâîãî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïëàâëåíûé êâàðö íà âðåìåíàõ ìåíåå 15 ëåò

ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà.

2.2.4. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (2.2.11)-(2.2.12) â (2.2.2)-(2.2.4) è (2.2.1) ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíûå

ïëîòíîñòè øóìîâ

Ss =
4kBT

ω2

1

4
√
πw(v2

l − v2
t )

2v4
t ρ

2

(
v4
t

K ′2

ζ
+ (3v4

l − 6v2
l v

2
t + 4v4

t )
G′2

3η

)
, (2.2.30)

Scj =
4kBT

ω2

∑
j

|βj|2dj
πw2

1

v4
lj
ρ2
j

(
K ′2j
ζj

+
4G′2j
3ηj

)
, (2.2.31)

Ssj =
4kBT

ω2

∑
j

dj
πw2

1

v4
lj

(v2
l − v2

t )
2

[
−2v2

lj
v2
tj

ρj(v
2
lj
− v2

tj
)

ρ3(v2
l − v2

t )

(
K ′2

ζ
+
G′2

3η

)

+
1

ρ2

(
v4
tj

K ′2j
ζj

+ (3v4
lj
− 6v2

tj
v2
lj

+ 4v4
tj

)
G′2j
3ηj

)]
. (2.2.32)

Çäåñü vl vt � ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëí äëÿ ïîäëîæêè è j-ãî ñëîÿ, G′ K ′ �

ìîäóëè ñäâèãà è îáú¼ìà äëÿ ïîäëîæêè è j-ãî ñëîÿ, η ζ � ñäâèãîâàÿ è îáú¼ìíàÿ âÿçêîñòè

ïîäëîæêè è j-ãî ñëîÿ, ρ � ïëîòíîñòè ñëî¼â.

Äàííûå îá îáú¼ìíîé âÿçêîñòè, êàê âïðî÷åì è îá îòíîøåíèè îáú¼ìíûõ ìîäóëåé ñæà-

òèÿ, îòñóòñòâóþò. Â ðàáîòå [67] äà¼òñÿ ñîîòíîøåíèå îáú¼ìíîé è ñäâèãîâîé âÿçêîñòè, íî îíî

ïîëó÷åíî èñõîäÿ èç ìîäåëè Êåëüâèíà-Âîéòà è ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî çàòóõàíèå óëüòðàçâóêà

âûçâàíî âÿçêîñòüþ. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáà ïðåäïîëîæåíèÿ íå âåðíû. Ïîýòîìó ÷èñ-

ëåííûå îöåíêè ìîæíî äàòü òîëüêî äëÿ ñäâèãîâîé ÷àñòè øóìà.

Ãðàôèêè ñïåêòðàëüíûõ ïëîñêîñòåé äëÿ øóìà ïîäëîæêè è ïîêðûòèÿ (ñ ïàðàìåòðàìè

(1.2)) ïîñòðîåíû íà ðèñóíêå 2.12(ñëåâà) âìåñòå ñî ñòàíäàðòíûìè áðîóíîâñêèìè øóìàìè LIGO

èç GWINC. ×àñòü øóìà, îáóñëîâëåííîãî ïîêðûòèåì, íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ íèæå áðîóíîâ-

ñêèõ øóìîâ âñëåäñòâèå ìàëîé òîëùèíû. Ýòîé ÷àñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè âÿçêîñòü òàí-

òàëà ìåíüøå âÿçêîñòè ïëàâëåíîãî êâàðöà íå áîëåå ÷åì íà ïÿòü ïîðÿäêîâ (ñì. 2.12 ñïðàâà).

Âÿçêèé øóì ïîäëîæêè ïðåîáëàäàåò íàä áðîóíîâñêèìè øóìàìè ïîäëîæêè íà ÷àñòîòàõ ìåíåå

7 Ãö. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè çíà÷åíèÿ âÿçêîñòè èç [66] òî÷êà èõ ïåðåñå-
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Ðèñ. 2.12: Ñëåâà: Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè áðîóíîâñêèõ è âÿçêèõ øóìîâ äëÿ ïàðàìåòðîâ LIGO. Ïðè îöåíêå

âÿçêîãî øóìà â ïîêðûòèè øóì îêñèäà òàíòàëëà íå ó÷èòûâàëñÿ. Ñïðàâà: Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè áðîóíîâ-

ñêèõ è âÿçêèõ øóìîâ íà 100 ÃÖ â çàâèñèìîñòè îò âÿçêîñòåé ïîäëîæêè ηS , êâàðöà ηl è îêñèäà òàíòàëà ηh â

åäèíèöàõ η0 = 12 × 1017 Ïà·ñ. Äëÿ êàæäîé êðèâîé âñå ïðî÷èå âÿçêîñòè ñ÷èòàëèñü ðàâíûìè η0. Êðèâûå äëÿ

øóìà ïîäëîæêè íå çàâèñÿò îò âÿçêîñòåé ñëî¼â è ñîâïàäàþò. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíêòèðîì ïîêàçàíû áðîóíîâñêèå

øóìû ïîäëîæêè è ïîêðûòèÿ.

÷åíèÿ ñìåñòèëàñü áû íà ñòî ãåðö � öåíòðàëüíóþ ÷àñòîòó êðèâîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè LIGO.

Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå áîëåå òî÷íûõ îöåíîê âÿçêîñòè íåîáõîäèìî. Â òî æå âðåìÿ âÿçêèé øóì

íå ïðåäñòàâëÿåò óãðîçû äëÿ ïðîåêòà ïîêà íå áóäåò ñóùåñòâåííî ñíèæåí áðîóíîâñêèé øóì

ïîêðûòèÿ, ÿâëÿþùèéñÿ ïîêà íàèáîëüøèì.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íà äàííûé ìîìåíò íåò äàííûõ î âÿçêîñòè â òîíêèõ ïë¼í-

êàõ îêñèäà êðåìíèÿ è îêñèäà òàíòàëëà (íàïðèìåð ïîòåðè â ïëàâëåíîì êâàðöå è åãî òîíêèõ

ïë¼íêàõ ðàçëè÷àþòñÿ íà òðè ïîðÿäêà, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðåâîñõîäñòâó Áðîóíîâñêîãî øóìà ïî-

êðûòèÿ íàä âñåìè îñòàëüíûìè è äåëàåò åãî ãëàâíûì îãðàíè÷åíèåì ÷óâñòâèòåëüíîñòè LIGO).

Õîòÿ äàæå åñëè âÿçêèå ïîòåðè âîçðàñòóò íà òðè ïîðÿäêà, êàê ýòî áûëî ñ áðîóíîâñêèì øó-

ìîì, âÿçêèé øóì ïîêðûòèÿ íå äîãîíèò âÿçêèé øóì ïîäëîæêè. Òàê æå çàìåòèì, ÷òî âÿçêîñòü

ñòîèò â çíàìåíàòåëå, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî å¼ óâåëè÷åíèå ïðèâåä¼ò ê ñíèæåíèþ øóìà.

Ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñíèæåíèå òåìïåðàòóðû äîëæíî áûòü ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì

ñíèæåíèÿ äàííîãî òèïà øóìîâ(âÿçêîñòü îáû÷íî ðàñò¼ò ïðè ñíèæåíèè òåìïåðàòóðû).

2.3. Èòîãè ãëàâû 2

Â ãëàâå áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû øóìû ñâÿçàííûå ñ àìîðôíîé ïðèðîäîé ïîäëîæêè.

Ñòåêëîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíî è ìíîãèå âàæíûå ïàðàìåòðû

íå îïðåäåëåíû èëè îáëàäàþò ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò ñîñòàâà è ïðåäûñòîðèè îáðàçîâàíèÿ
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îáðàçöà. Òàê îïðåäåë¼ííûå ðàçíûìè ýêñïåðèìåíòàòîðàìè ðàçíîñòè âíóòðåííèõ ýíåðãèé ñòåê-

ëîîáðàçíîãî è êðèñòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ â äâà-òðè ðàçà, óãîë ìåõàíè÷åñêèõ

ïîòåðü â çàâèñèìîñòè îò ïðîèçâîäèòåëÿ � íà ïîðÿäêè, à èçìåðåííàÿ â îïèñàííûõ ýêñïåðèìåí-

òàõ âÿçêîñòü ìåíüøå ïðåäñêàçûâàåìûõ òåîðèåé íà 15 ïîðÿäêîâ. Òàêæå î÷åíü ìàëî äàííûõ,

ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëèòü äîïîëíèòåëüíûå óïðóãèå ïàðàìåòðû ïëàâëåíîãî êâàðöà. Â ñâÿçè

ñ òåì, ÷òî îí íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ìåæäó æèäêîñòüþ è òâ¼ðäûì òåëîì, åãî ïîâåäåíèå îïè-

ñûâàåòñÿ íå òðåìÿ, à øåñòüþ âåëè÷èíàìè. Â ëèòåðàòóðå æå äëÿ îïèñàíèÿ èñïîëüçóþò îäíî

èç äâóõ ïðèáëèæåíèé, îáû÷íî áåç îáñóæäåíèÿ óñëîâèÿ èõ ïðèìåíèìîñòè.

Ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî îïèñàííûå øóìû íå äîñòàòî÷íî ñèëüíû, ÷òîáû ïîâëèÿòü íà ðà-

áîòó ñóùåñòâóþùèõ ïðèáîðîâ è ñëàáåå äðóãèõ èçâåñòíûõ èñòî÷íèêîâ. Îäíàêî, ââèäó îòñóò-

ñòâèÿ íåêîòîðûõ äàííûõ íåëüçÿ ãîâîðèòü î âûñîêîé äîñòîâåðíîñòè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òàê âÿçêèå ïàðàìåòðû ïëàâëåíîãî êâàðöà òðåáóþò áîëåå òî÷íîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â ãëàâå

• Ïîñòðîåíà ìîäåëü øóìà ñïîíòàííîé êðèñòàëëèçàöèè è ïðîâåäåíû îöåíêè ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè.

• Ïîëó÷åíà ïëîòíîñòü ÷àñòîòû ñîáûòèé ïðîöåññà ñïîíòàííîé êðèñòàëëèçàöèè è íà å¼

îñíîâå ïðîâåäåíû îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè øóìîâ ïîëçó÷åñòè â ïîäâåñàõ çåðêàë.

• Ðàññìîòðåíà ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü óïðóãîñòè è å¼ ñëåäñòâèÿ äëÿ ïîòåðü óëü-

òðàçâóêà.

• Îöåíåíû ïàðàìåòðû ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ìîäåëè óïðóãîñòè äëÿ ïëàâëåíîãî êâàðöà

è ïîêàçàíî, ÷òî íà êîðîòêèõ âðåìåíàõ ê íåìó âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìîäåëè Ìàêñâåëëà

• Ïîëó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè øóìà ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ñâÿçàííîãî ñî ñäâè-

ãîâîé è îáú¼ìíîé âÿçêîñòüþ. Îòìå÷àåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ÷èñëåííîé îöåíêè îáú¼ìíîé

÷àñòè èç-çà îòñóòñòâèÿ äàííûõ.
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ÃËÀÂÀ 3

Øóìû â ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ ìîäóëÿòîðàõ íà îñíîâå

ìèêðîðåçîíàòîðîâ ñ ìîäàìè øåï÷óùåé ãàëåðåè

3.1. Ââåäåíèå

Èíòåðôåðîìåòð Ìàéêåëüñîíà, îáñóæäàâøèéñÿ ðàíåå, íå åäèíñòâåííûé îïòè÷åñêèé ïðè-

áîð âûñîêîé òî÷íîñòè. Ñóùåñòâóåò áîëåå èíòåðåñíàÿ ñ íåêîòîðûõ òî÷åê çðåíèÿ (â ÷àñòíîñòè

ñ ïðàêòè÷åñêîé) ðåçîíàíñíàÿ ñèñòåìà. Îïòè÷åñêèå ìèêðîðåçîíàòîðû ñ ìîäàìè òèïà øåï÷ó-

ùåé ãàëåðåè (MÌØÃ), âïåðâûå ïðîäåìîíñòðèðîâàííûå íà êàôåäðå ôèçèêè êîëåáàíèé ôè-

çè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ â 1989 ãîäó â ãðóïïå ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Â. Á. Áðàãèíñêîãî [68],

ñî÷åòàþò âûñîêóþ äîáðîòíîñòü (äî 1011), ìàëûå ðàçìåðû (îò äåñÿòêîâ ìèêðîí) è âûñîêóþ

êîíöåíòðàöèþ îïòè÷åñêîãî ïîëÿ. Îïòè÷åñêèå ìèêðîðåçîíàòîðû ñ ìîäàìè òèïà øåï÷óùåé

ãàëåðåè âûçûâàþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòîÿííî ðàñòóùèé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòÿ-

ìè èõ ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ óñòðîéñòâàõ ìèêðîôîòîíèêè. ÌÌØÃ èç ïëàâëåíîãî êâàðöà

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïàññèâíûõ óñòðîéñòâàõ, òàêèõ êàê ôèëüòðû, äèñêðèìèíàòîðû,

äàò÷èêè ñìåùåíèÿ, õèìè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå ñåíñîðû è ò. ä. Ðåâîëþöèîííûì â ðàçâèòèè

ÌÌØÃ ñòàëà òåõíîëîãèÿ èçãîòîâëåíèÿ îïòè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ ñ ìîäàìè øåï÷óùåé ãàëå-

ðåè èç ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ [69, 70], ÷òî ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü àêòèâíûå

óñòðîéñòâà, òàêèå êàê ýëåêòðîîïòè÷åñêèå ìîäóëÿòîðû [71, 72], ïðè¼ìíèêè [73, 74] è îïòîýëåê-

òðîííûå ãåíåðàòîðû [75, 76]. Â ÷àñòíîñòè, â òàêèõ ðåçîíàòîðàõ, èçãîòîâëåííûõ èç êðèñòàë-

ëè÷åñêîãî ôëþîðèòà (CaF2) áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ðåêîðäíàÿ îïòè÷åñêàÿ äîáðîòíîñòü

äëÿ êîìïàêòíûõ ðåçîíàòîðîâ > 1011 [77]. Ìåòîä èçãîòîâëåíèÿ ðåçîíàòîðîâ ñ ïðåäåëüíîé

äîáðîòíîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîêðàòíîãî îòæèãà ñ ïîñëåäóþùèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè

ïåðåïîëèðîâêàìè çàùèùåí ïàòåíòîì [78]. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÌÌØÃ âî ìíîæåñòâå

óñòðîéñòâ äåëàåò âàæíûì èññëåäîâàíèå èõ øóìîâûõ õàðàêòåðèñòèê[79], â îñîáåííîñòè âñâÿçè

ñ ðåàëèçàöèåé íà èõ îñíîâå âûñîêîñòàáèëüíûõ îïòè÷åñêèõ ãðåá¼íîê [9][A3].

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ óñòðîéñòâàì îïòè÷åñêîé ïåðåäà÷è

è îáðàáîòêè ðàäèî÷àñòîòíûõ è ÑÂ× ñèãíàëîâ. Áûëà ðàçðàáîòàíà øèðîêàÿ ãàììà óñòðîéñòâ,

ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáðàáîòêè ðàäèî÷àñòîòíûõ è ÑÂ× ñèãíàëîâ íåïîñðåäñòâåííî â îïòè-

÷åñêîì äèàïàçîíå áåç îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòîòû. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ïðåèìó-

ùåñòâà îïòè÷åñêèõ êàíàëîâ ñâÿçè áîëüøîé åìêîñòè, ïîçâîëÿþùèõ ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ ñ
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áîëüøîé ñêîðîñòüþ, ìàëûìè ïîòåðÿìè è ìàëûì ïîòðåáëåíèåì ýíåðãèè. Ðàçìåðû è ñòîèìîñòü

óñòðîéñòâ îêàçûâàþòñÿ ãîðàçäî íèæå ïî ñðàâíåíèþ ñ ýëåêòðîííûìè óñòðîéñòâàìè, îñîáåí-

íî óñòðîéñòâàìè ÑÂ× äèàïàçîíà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîãðàììû òðåáóþòñÿ ýôôåêòèâíûå

ýëåêòðîîïòè÷åñêèå àìïëèòóäíûå è ôàçîâûå ìîäóëÿòîðû, îïòè÷åñêèå óñèëèòåëè, îïòè÷åñêèå

ôèëüòðû, âîëíîâîäû, ðàçâåòâèòåëè, ïðèåìíèêè è ò. ä. Ïåðñïåêòèâíûì áàçèñíûì ýëåìåíòîì

äëÿ ìíîãèõ èç òàêèõ óñòðîéñòâ ÿâëÿþòñÿ îïòè÷åñêèå ìèêðîðåçîíàòîðû ñ ìîäàìè øåï÷óùåé

ãàëåðåè. Ìàëûå ðàçìåðû è âûñîêàÿ êîíöåíòðàöèÿ îïòè÷åñêîãî ïîëÿ â ÌÌØÃ ïîçâîëÿåò

îæèäàòü ñèëüíîå ýëåêòðîîïòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå â ðåçîíàòîðàõ, èçãîòîâëåííûõ èç òðà-

äèöèîííûõ íåëèíåéíî-îïòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ, ïðè íàäëåæàùåì ïîäáîðå îïòè÷åñêèõ ìîä è

êîíôèãóðàöèè âíåøíåãî âûñîêî÷àñòîòíîãî ïîëÿ. Ýòî ïîçâîëèò ñîçäàâàòü ýôôåêòèâíûå îïòè-

÷åñêèå ìîäóëÿòîðû è ïðèåìíèêè. Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ýëåêòðîîïòè÷åñêèì ìîäóëÿòîðàì

íà îñíîâå ÌÌØÃ. Â íåé ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîîïòè÷å-

ñêîãî ýôôåêòà è áîëüøèíñòâà îñíîâíûõ øóìîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ñóùåñòâóþò ãîòîâûå

àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (ñì. íàïðèìåð [25, 79, 80]), ÷òî ïîç-

âîëèò âåðèôèöèðîâàòü ïðèìåí¼ííûé ìåòîä.

3.1.1. Ìîäû øåï÷óùåé ãàëåðåè

Ìîäó øåï÷óùåé ãàëåðåè â ëó÷åâîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îïòè÷åñêóþ

âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âáëèçè âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè àêñèàëüíî äèýëåêòðè÷åñêîãî

òåëà òàê, ÷òî óãîë ïàäåíèÿ íà ãðàíèöó ðàçäåëà ïðåâûøàåò óãîë ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðà-

æåíèÿ (ðèñ. 3.1 ñâåðõó).

Ðåçîíàíñ â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íà îäíîì îáîðîòå (≈ 2πRn ,

ãäå R � ðàäèóñ ðåçîíàòîðà, n � ýôôåêòèâíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ) óêëàäûâàåòñÿ öå-

ëîå ÷èñëî äëèí âîëí mλ. Â ðåàëüíûõ îïòè÷åñêèõ ìèêðîðåçîíàòîðàõ âåëè÷èíà m îáû÷íî

äîâîëüíî âåëèêà. Ìîäû øåï÷óùåé ãàëåðåè, èìåþùèå íàèáîëåå ïðîñòîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ

ñ îäíèì ìàêñèìóìîì â ðàäèàëüíîì è çåíèòíîì íàïðàâëåíèè, è, òåì ñàìûì, ñàìóþ áîëüøóþ

êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûìè (ðèñ. 3.1 ñíèçó). Ýòè

ìîäû òàê æå îáû÷íî îáëàäàþò íàèâûñøåé äîáðîòíîñòüþ. Äëÿ îöåíîê ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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Ðèñ. 3.1: Ìîäû òèïà øåï÷óùåé ãàëåðåè â ëó÷åâîì ïðåäñòàâëåíèè âèä ñâåðõó (ñâåðõó), ñå÷åíèå ôóíäàìåí-

òàëüíîé ìîäû è ñîãëàøåíèå î ïîëÿðèçàöèÿõ (ñíèçó).

îíè èìåþò ïðèáëèçèòåëüíî ãàóññîâ ïðîôèëü

E ∝ exp

(
−(r −Rm)2

2d2
r

− z2

2d2
z

+ imϕ

)
, (3.1.1)

dz =

√
Rb

m
,

dr = 0.77Rm−2/3,

Rm = T ′m1

λ

2πn
,

ãäå T ′m1 � ïåðâûé íóëü ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Áåññåëÿ m-ïîðÿäêà, b =
√
Rrc � ìàëàÿ ïîëóîñü

ýêâèâàëåíòíîãî ñôåðîèäà, rc � ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè âáëèçè ìîäû.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîäû øåï÷óùåé ãàëåðåè îïèñûâàþòñÿ òðåìÿ ìîäîâûìè ÷èñëàìè.

• Ðàäèàëüíîå ìîäîâîå ÷èñëî q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîìåð êîðíÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè

(îáû÷íî ôóíêöèè Áåññåëÿ) è ÷èñëåííî ðàâåí ÷èñëó ìàêñèìóìîâ îïòè÷åñêîãî ïîëÿ íà

ðàäèóñå.

• Àçèìóòàëüíîå ìîäîâîå ÷èñëî m � ÷èñëî, íàõîäÿùååñÿ â ñòàíäàðòíîì äëÿ âñåõ ÌØÃ

ìíîæèòåëå eimϕ. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî íàïðÿìóþ çàäà¼ò ÷èñëî ìàêñèìóìîâ ïî àçèìóòàëü-

íîìó óãëó

• Îðáèòàëüíîå (ìîìåíò-èìïóëüñíîå) ÷èñëî l � ÷èñëî, íàõîäÿùååñÿ â ïîðÿäêå ðàäèàëü-

íîé ôóíêöèè (îáû÷íî ôóíêöèè Áåññåëÿ) è ÷èñëåííî ðàâíî áåçðàçìåðíîìó ðàññòîÿíèþ
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äî ïåðâîãî êîðíÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè. Òàê æå, ñîâìåñòíî ñ àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì îíî

îïðåäåëÿåò ÷èñëî ìàêñèìóìîâ â çåíèòíîì íàïðàâëåíèè. Ïîýòîìó ÷àñòî âìåñòî èìïóëüñ-

íîãî ÷èñëà èñïîëüçóþò çåíèòíîå (ïîïåðå÷íîå) ìîäîâîå ÷èñëî p = l −m, êîòîðîå òî÷íî

ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåííîìó íà 1 ÷èñëó ìàêñèìóìîâ ïîëÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Îðáèòàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ìîäîâûì ÷èñëîì âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà

â àòîìå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ïî ñóòè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà îïèñûâàåòñÿ òåì æå

óðàâíåíèåì, ÷òî è ÌØÃ è ýòà àíàëîãèÿ î÷åíü ãëóáîêà. Â ÷àñòíîñòè àçèìóòàëüíîå ÷èñëî,

íàçûâàþùååñÿ â àòîìíîé ôèçèêå ïðîåêöèåé ìîìåíòà èìïóëüñà, èìååò òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ

ñ ÷èñëîì l: îíî âñåãäà ìåíüøå ëèáî ðàâíî åìó m ≤ l. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùèå íàñ

â îñíîâíîì ôóíäàìåíòàëüíûå ìîäû èìåþò q = 1 è l = m (p = 0), òî åñòü ìàêñèìàëüíóþ

ïðîåêöèþ óãëîâîãî ìîìåíòà. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãèþ ñ àòîìíîé ôèçèêîé, ýòî ñîîòâåòñòâóåò

ðèäáåðãîâñêîìó àòîìó.

Òàê æå ìîäû øåï÷óùåé ãàëåðåè ìîãóò áûòü äâóõ ðàçíûõ ïîëÿðèçàöèé. Çäåñü ÷àñòî

âîçíèêàåò ïóòàíèöà: òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ öèëèíäðà äàþò

• ÒÅ ìîäû áåç àêñèàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ò.å. ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

ãîðèçîíòàëüíî) è

• ÒÌ ìîäû áåç àêñèàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëÿ (ïðè ýòîì ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå ïî÷òè âåðòèêàëüíî),

à òî÷íûå ðåøåíèÿ â ñôåðå äàþò

• ÒÅ ìîäû íå èìåþùèå ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ò.å. ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå âåðòèêàëüíî) è

• ÒÌ ìîäû áåç ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëÿ (ïðè ýòîì ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíî).

Â îáùåì ñëó÷àå âñå ìîäû äèýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ ãèáðèäíû, îäíàêî äëÿ îïðåäåë¼ííî-

ñòè áóäåì íàçûâàòü ÒÅ ìîäàìè ìîäû, ãäå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðåèìóùåñòâåííî âåðòèêàëüíî

è ÒÌ ìîäàìè � ãäå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðåèìóùåñòâåííî ãîðèçîíòàëüíî (ðèñ. 3.1 ñíèçó).

×àñòîòíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ìîäàìè, íàçûâàåìîå îáëàñòüþ ñâîáîä-

íîé äèñïåðñèè (ÎÑÄ), îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ∆fFSR = c
2πRn

. Â îáùåì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå

ìåæäó ìîäàìè ìîæåò íå ðàâíÿòüñÿ ∆fFSR è íåëèíåéíî çàâèñèò îò âñåõ ìîäîâûõ ÷èñåë, îäíà-

êî ýòîò ýôôåêò ñëàáååò ñ ðîñòîì m. Îáçîð îñíîâíûõ ñâîéñòâ îïòè÷åñêèõ ìèêðîðåçîíàòîðîâ

è èõ ðàííèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëåí â ìîíîãðàôèè [5].
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3.1.2. Øóìû â ÌÌØÃ

Ïðàêòè÷åñêè âñå èñòî÷íèêè øóìîâ è ìåòîäû èõ ðàñ÷¼òà, ïðèìåíÿâøèåñÿ äëÿ çåðêàë

ãðàâèòàöèîííûõ àíòåíí, ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìèêðîðåçîíàòîðîâ. Îñíîâíîé íàáëþäàåìîé äëÿ

ðåçîíàòîðà ìîæíî ñ÷èòàòü åãî ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåí-

ñòâî fm = cm
2πRn

, àíàëîãîì (1.2.38) áóäåò ñëóæèòü âûðàæåíèå

δf

f
≈ −δn

n
− δR

R
(3.1.2)

ñ ïîñëåäóþùèì ðàçäåëåíèåì íà Áðîóíîâñêóþ è òåïëîâóþ âåòâè. Òàêæå â ìèêðîðåçîíàòîðàõ

ñòîèò âûäåëèòü øóìû, âûçâàííûå âçàèìîäåéñòâèåì ñ îêðóæåíèåì. Äàëåå áóäåò ïðèâåä¼í

îáçîð èçâåñòíûõ ôîðìóë, ñ êîòîðûìè áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ, ïðîâåä¼ííîãî â äàííîé ðàáîòå.

Òåïëîâàÿ âåòâü

Äëÿ òåïëîâîé âåòâè èìååì òåðìîðåôðàêöèþ δn = βδT è òåïëîâîå ðàñøèðåíèå div~u =

αδT , ãäå ~u � ïîëå ñìåùåíèé â äåôîðìèðîâàííîì ðåçîíàòîðå. Òîãäà äëÿ øóìà ìîæíî çàïèñàòü

δf

f
≈ −

(
β

n
+ α

)
δT (3.1.3)

ãäå α � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, β � êîýôôèöèåíò òåðìîðåôðàêöèè. Äëÿ íèî-

áàòà ëèòèÿ ýòè çíà÷åíèÿ çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ, îäíàêî îáû÷íî ïîëàãàåòñÿ ÷òî îñü îï-

òè÷åñêàÿ îñü êðèñòàëëà íàïðàâëåíà âäîëü îñè z è, òàêèì îáðàçîì, äåéñòâóþùèìè ïàðà-

ìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ x è y êîìïîíåíòû. Â ðåçóëüòàòå êîýôôèöèåíò ðàñøèðåíèÿ ðàâåí α =

αx = αy = 13.5 × 10−6 (äëÿ ñïðàâêè αz = 3.4 × 10−6) [81], à êîýôôèöèåíò òåðìîðåôðàêöèè

βx = βy = 3.3 × 10−6 (äëÿ ñïðàâêè βz = 37 × 10−6) [82]. Çäåñü, â îòëè÷èå îò ìíîãîñëîéíîãî

çåðêàëà, êîýôôèöèåíòû ïðè ôëóêòóèðóþùåé âåëè÷èíå èìåþò îäèí çíàê è ñàìîêîìïåíñàöèÿ

øóìà íåâîçìîæíà.

Âûðàæåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ðàññ÷èòàíî â [25] èëè [5] â ðàìêàõ Ëàíæåâå-

íîâñêîãî ïîäõîäà

SδT (ω) =
kBT

2√
π3κρCω

√
l

2p+ 1

1

R2
√

1− d2
r/d

2
z

1

(1− (ωτd)3/4)2
(3.1.4)

τd =
π1/3

41/3

ρC

κ

d2
rd

2
z

d2
r + d2

z

(3.1.5)

äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìîä, ãäå κ � òåïëîïðîâîäíîñòü, ρ � ïëîòíîñòü, C � òåïëî¼ìêîñòü, R �

ðàäèóñ ìèêðîðåçîíàòîðà, dr è dz � ïîëóøèðèíà ôóíäàìåíòàëüíîé ìîäû (ïî ýíåðãèè) ñ àçè-

ìóòàëüíûì ÷èñëîì m (3.1.1), l � îðáèòàëüíîå ÷èñëî. Õîòÿ ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷åíî áåç ó÷¼òà
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ãðàíèö (à çíà÷èò è ôîðìû) ìèêðîðåçîíàòîðà, îíî ïîêàçàëî ëó÷øåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì

[25] äëÿ òåðìîðåôðàêòèâíîãî øóìà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, ÷åì âûâåäåííîå òàì æå âûðàæåíèå

äëÿ êîíå÷íîé ìèêðîñôåðû (ñì. ðèñ.3.17 ñëåâà). Áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìåòîä

ðàçëîæåíèÿ ïî òåïëîâûì ìîäàì äà¼ò îøèáêó, òàê êàê ìèêðîñôåðà íå äîñòàòî÷íî òåïëîèçî-

ëèðîâàíà îò âíåøíåé ñðåäû. Òàêèì îáðàçîì íèçêî÷àñòîòíûå òåïëîâûå ìîäû îêàçûâàþòñÿ íå

â ïîëíîé ìåðå çàïðåù¼ííûìè êîíå÷íûì ðàçìåðîì ðåçîíàòîðà è ïðîäîëæàþò äàâàòü âêëàä

â øóì. Òàêèì îáðàçîì ïåðåäà÷à òåïëà â âîçäóõ, à òàê æå â íîæêó (êðåïëåíèå ìèêðîñôå-

ðû) ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ øóìà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Â ðàáîòå [80] ôîðìóëà (3.1.4) òàê æå

ïîêàçàëà õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì äëÿ ìèêðîòîðîèäîâ.

Â [79] ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ òåðìîðåôðàêòèâíîãî øóìà ìèêðîäèñêà. Äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèìåíÿþò ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî òåïëîâûì ìîäàì äèñêà. Ïðè-

áëèæåíèå ïîëó÷åíîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ äà¼òñÿ â âèäå àñèìïòîòèê:

SδT (ω) =
kBT

2

Veff

R2

12κ

(
1 +

(
R2ρC

κ

ω

35/2

)3/2

+
1

6

(
R2ρC

κ

ω

8l1/3

)2
)−1

, (3.1.6)

ãäå Veff � ýôôåêòèâíûé îáú¼ì ÌØÃ. Ãðàôèê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òåðìîðåôðàêòèâíîãî

øóìà äëÿ CaF2 äèñêà èçîáðàæ¼í íà ðèñóíêå 3.17 ñïðàâà.

Â ñòàòüå [79] çàÿâëåíî òàê æå ðàññìîòðåíèå òåðìîóïðóãîãî øóìà. Îäíàêî ïîä ýòèì

òåðìèíîì òàì, ïîìèìî ñîáñòâåííî òåðìîóïðóãîãî øóìà, ïîíèìàåòñÿ òàê æå áðîóíîâñêèé øóì

(ïðèáàâëÿåìûé íå êîãåðåíòíî). Òàì óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â îòëè÷èå îò òåðìîðåôðàêòèâíîãî

øóìà, ïðè ðàñ÷¼òå ýòèõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óñðåäíåíèå íå ïî îáú¼ìó ÌØÃ, à ïî îáú¼ìó

âñåãî ðåçîíàòîðà, êîòîðûé íà ìíîãî áîëüøå. Äàëåå èñõîäÿ èç îáùåé ôîðìóëû

〈∆T 2〉 =
kBT

2

CpV ρ
, (3.1.7)

ãäå V � îáú¼ì óñðåäíåíèÿ, äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî òåðìîóïðóãèé øóì áóäåò ìåíüøå òåðìîðå-

ôðàêòèâíîãî ïðîïîðöèîíàëüíî îòíîøåíèþ îáú¼ìà ðåçîíàòîðà ê îáú¼ìó ìîäû, è ðàñ÷¼ò åãî

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íå ïðîèçâîäèòñÿ. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ôàêòà ñòàâèòñÿ ïîä ñîìíå-

íèå â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîâåä¼ííîãî â äàííîé ðàáîòå äàëåå.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äàëåå â ðàáîòå [79] íàáëþäàåòñÿ íåáîëüøàÿ ïóòàíèöà. Òàê êàê ïîä

òåðìîðåôðàêòèâíûì øóìîì òàì ïîíèìàëàñü ñóììà òåðìîóïðóãîãî è áðîóíîâñêîãî øóìîâ,

òî ïîñëå ïðåíåáðåæåíèÿ òåðìîóïðóãîé ÷àñòüþ, ðàññ÷èòûâàåìûé äàëåå áðîóíîâñêèé øóì íà-

çûâàëñÿ òåðìîóïðóãèì øóìîì, õîòÿ ê ôëóêòóàöèÿì òåìïåðàòóðû óæå íå èìåë íèêàêîãî

îòíîøåíèÿ.
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Áðîóíîâñêàÿ âåòâü

Äëÿ Áðîóíîâñêîé âåòâè ïîëó÷èì

δf

f
≈ −

(
1− n2

2
p

)
δR (3.1.8)

ãäå n � íåâîçìóù¼ííûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, p � ôîòîóïðóãèé êîýôôèöèåíò. Îïÿòü æå

äëÿ íèîáàòà ëèòèÿ ôîòîóïðóãèé òåíçîð ñîëüíî àíèçîòðîïíûé, îäíàêî çà ñ÷¼ò ñèììåòðèè (öè-

ëèíäð, îïòè÷åñêàÿ îñü ââåðõ) ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæíî ïîëîæèòü p = p11 = p22 = −0.026 [33].

Â ðàáîòå [79] äàíà îöåíêà äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè áðîóíîâñêîãî øóìà (íàçûâàåìîãî òàì

òåðìîðåôðàêòèâíûì ïî ïðè÷èíàì, îïèñàííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå). Â ðàìêàõ îäíîìåðíîé

ìîäåëè ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èçìåíåíèå ðàäèóñà ìèêðîäèñêà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

∂δR

∂t
+ (−iΩ0 + Γ0)δR = FR(t), (3.1.9)

ãäå Ω0 = πvs
R

� ÷àñòîòà íèçøåé ðàäèàëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäû, vs � ñêîðîñòü çâóêà, Γ0 �

àêóñòè÷åñêèå ïîòåðè. Äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîëó÷åíî

SδR/R =
kBTβT

9VR

Γ0

(ω − Ω0)2 + Γ2
0

, (3.1.10)

ãäå VR � îáú¼ì ìèêðîðåçîíàòîðà, βT = −[(1/V )(∂V/∂p)]T � èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü.

Â ñòàòüå [80] ïðèâîäèòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà è äåìîíñòðèðóåòñÿ, å¼ êà÷åñòâåííîå ñî-

ãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.

SδR/R =
2kBT

meffR2

Γ0

(ω2 − Ω2
0)2 + ω2Γ2

0

, (3.1.11)

ãäå meff � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà � ïàðàìåòð èíêàïñóëèðóþùèé ñëîæíóþ ìåõàíèêó ñèñòåìû è

óñòàíàâëèâàþùèé ïðàâèëüíóþ ðàçìåðíîñòü. Åãî îáû÷íî ïîëó÷àþò èç ýêñïåðèìåíòà â ñîîò-

âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì [83]:

meff =
2Wx

Ω2x2
=

2Wmech

Ω2R2(δω/ω)2
, (3.1.12)

ãäå x � îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà. Äëÿ ïðèáëèæ¼ííûõ îöåíîê ìû ïîëîæèì, ÷òîmeff = ρCaF22π2Rdrdz

� ìàññå ðåçîíàòîðà â îáú¼ìå ÌØÃ. Áðîóíîâñêèå øóìû äëÿ CaF2 äèñêà ïðåäñòàâëåíû íà ðè-

ñóíêå 3.18 ñëåâà.

Îïèñàííîå âûøå � âíóòðåííèå øóìû ðåçîíàòîðà. Â ñëó÷àå ìîäóëÿòîðà, íàì áîëåå èíòå-

ðåñíî êàê ýòè ôëóêòóàöèè îòïå÷àòûâàþòñÿ íà ñèãíàëå íàêà÷êè, òî åñòü â ïåðåäàííîì ñèãíàëå.

Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî ìîäóëÿöèè, è äëÿ åãî ïîíèìàíèÿ íàäî ðàññìîòðåòü ñíà-

÷àëà ïðîñòóþ ìîäóëÿöèþ. Íåîáõîäèìàÿ òåîðèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìîäóëÿöèè áóäåò ïîñòðîåíà â

ðàçäåëå 3.2.1..
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Øóìû îáðàòíîãî âëèÿíèÿ

Äëÿ âîçáóæäåíèÿ ìèêðîðåçîíàòîðà è ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëà èñïîëüçóþò ëàçåðíîå èçëó÷å-

íèå. Íåñòàáèëüíîñòü íàêà÷êè, ïîìèìî ïðÿìîãî ïåðåõîäà â íåñòàáèëüíîñòü ñèãíàëà, ïðèâîäèò

òàê æå ê ïîÿâëåíèþ øóìîâ îáðàòíîãî âëèÿíèÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü â ìèêðîðåçîíàòîðàõ ðàñ-

ñìàòðèâàþò ïîíäåðîìîòîðíûå øóìû, êàê êëàññè÷åñêèå èñòî÷íèêè îáðàòíîãî âëèÿíèÿ [84].

Ïðè ýòîì ÷àñòîòà ìåíÿåòñÿ çà ñ÷¼ò ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ èçíóòðè ðåçîíàòîðà, ÷òî ïðèâîäèò êàê

ê èçìåíåíèþ ðàäèóñà, òàê è ê èçìåíåíèþ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âñëåäñòâèå ôîòîóïðóãîãî

ýôôåêòà

δω

ω
=
(

1 +
εpeff

2

) δR
R
, (3.1.13)

ãäå ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, peff � ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò ôîòîóïðóãîñòè.

Ýòè ýôôåêòû ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíûìè, òàê êàê àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â îïòîìåõàíèêå

[85, 86] è êâàíòîâîì îïòè÷åñêîì îõëàæäåíèè [87]. Â [80] ïîëó÷åíà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

ýòîãî øóìà â âèäå

SδR/R =
16~ωmP
m2

effR
4

γc/κm
4ω2 + κ2

m

1

(ω2 − Ω2
0)2 + Γ2

0ω
2
, (3.1.14)

ãäå meff � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ìåõàíè÷åñêîé ìîäû (â [79] äà¼òñÿ meff ≈ ρVR � ÷åðåç îáú¼ì

ðåçîíàòîðà, íî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïðèáëèæåíèåì ñ

îáú¼ìîì ìîäû), κm = γ0m + γc � ïîëíàÿ øèðèíà ðåçîíàíñà ÌØÃ, γ0m è γc � ñîáñòâåííàÿ è

îáóñëîâëåííàÿ ñâÿçüþ øèðèíû ðåçîíàíñà ÌØÃ, P � ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü íàêà÷êè. Â ðàáîòå

[79] èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà ñ òàêîé æå ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòüþ, íî âìåñòî κm ñòîèò 2γc, êàê

åñëè áû ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé ñîãëàñîâàííîé íàãðóçêè, õîòÿ ðå÷ü èä¼ò î íåäîãðóæåííîì

ñëó÷àå (γ0m � γc)

Òàê æå ê øóìàì îáðàòíîãî âëèÿíèÿ ìîæíî îòíåñòè Êåððîâñêóþ ñàìîìîäóëÿöèþ, òàê

êàê îíà çàâèñèò îò ìîùíîñòè âíóòðè ðåçîíàòîðà (ìîùíîñòè íàêà÷êè):

δω

ω
=
n2δP

n

2πR

Vm
, (3.1.15)

ãäå n2 � êîýôôèöèåíò Êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè. Â [79] äëÿ øóìà ïîëó÷åíî

Sδω/ω =
16n2

2c
2~ωmP

n4V 2
m

γc/κm
4ω2 + κ2

m

, (3.1.16)

Øóìû îáðàòíîãî âëèÿíèÿ äëÿ CaF2 äèñêà ïðè ìîùíîñòè íàêà÷êè P = 1 ìÂò ïðåäñòàâëåíû

íà ðèñóíêå 3.2.

Îïèñàííûå âûøå øóìû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì íàáîðîì øóìîâ ÌÌØÃ.
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Терморефрактивный

Ðèñ. 3.2: Øóì îáðàòíîãî âëèÿíèÿ (ïîíäåðîìîòîðíûé) (3.1.14) è êåððîâñêàÿ ñàìîìîäóëÿöèÿ (3.1.16) â CaF2

äèñêå ïðè ìîùíîñòè íàêà÷êè 1 ìÂò. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàí òàê æå ïîêàçàí òåðìîðåôðàêòèâíûé øóì (3.1.4).

3.2. Ýëåêòðîîïòè÷åñêèå ìîäóëÿòîðû

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ìîäóëÿòîðà. Åñëè ÌÌØÃ âûïîëíåí èç

ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, òî ïðèëîæåíèå âíåøíåãî ïîëÿ ïðèâåä¼ò ê èçìåíåíèþ ïîêàçà-

òåëÿ ïðåëîìëåíèÿ è ñäâèãó ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû. Ýôôåêòèâíîå ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå

ìåæäó ìíîãèìè îïòè÷åñêèìè ìîäàìè è ìèêðîâîëíîâîé ìîäîé äîñòèãàëîñü çà ñ÷åò ñïåöèàëü-

íîé ôîðìû ÑÂ× ðåçîíàòîðà è äàâàëî âûèãðûø çà ñ÷åò äâîéíîãî ðåçîíàíñà. Ñõåìà óñòðîé-

ñòâà, ðàçðàáîòàííàÿ â ðàííèõ ðàáîòàõ, è â öåëîì ïîâòîðÿþùàÿñÿ â äàëüíåéøåì ïðåäñòàâëåíà

íà ðèñ. 3.3. Ðåçîíàòîð ïîìåùåí íà ìåòàëëè÷åñêóþ ïîäëîæêó ñ ðàäèî÷àñòîòíûì ïîëîñêîâûì

ýëåìåíòîì ñâÿçè è ïðèçìîé îïòè÷åñêîé ñâÿçè. Íà ðåçîíàòîð íàíåñåí ìåòàëëè÷åñêèé ýëåêòðîä

â âèäå ïîëóêîëüöà, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëóâîëíîâûì ÑÂ× ïîëîñêîâûì ðåçîíàòîðîì ñ ÷àñòîòîé ðå-

çîíàíñà ðàâíîé ÎÑÄ îïòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà.

СВЧ
сигнал

СВЧ
резонатор

МШГ
резонатор

Лазер

Призма
связи

Оптический
сигнал

Ðèñ. 3.3: Ñõåìà ïðîñòåéøåãî ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ìîäóëÿòîðà íà ÌÌØÃ.

Ñõåìà íà ðèñóíêå 3.3 íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíîé. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ìíîæå-
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ñòâî ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ÑÂ× ðåçîíàòîðîâ, âêëþ÷àÿ äèýëåêòðè÷åñêèå ðåçîíàíñíûå è

ëèíçîâûå àíòåííû [74, 88], äëÿ êîòîðûõ ìîæíî îæèäàòü õîðîøåå ïåðåêðûòèå ìîä è ýôôåê-

òèâíîå ýëåêòðîîïòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå (ñì. ðèñ. 3.4).

Ðèñ. 3.4: Ðåçîíàíñíàÿ (ñâåðõó) è ëèíçîâàÿ (ñíèçó) äèýëåêòðè÷åñêèå àíòåííû. Â òî÷êàõ ïîâûøåííîé êîíöåí-

òðàöèè ïîëÿ ñòàâÿòñÿ ÌÌØÃ.

Íåäîñòàòêîì ìîäóëÿòîðîâ íà îäíîâðåìåííîì ðåçîíàíñå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñïåêòð ñèãíà-

ëà è ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà äîëæíû íàõîäèòüñÿ âíóòðè ïîëîñ

ðåçîíàíñîâ. Â ñî÷åòàíèè ñ âûñîêîé äîáðîòíîñòüþ ÌÌØÃ ýòî ïðèâîäèò íå òîëüêî ê îãðà-

íè÷åííîñòè ïîëîñû ìîäóëÿöèè, íî è ê òîìó, ÷òî ÷àñòîòà ìîäóëÿöèè äîëæíà ñîâïàäàòü ñ

÷àñòîòíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ìîäàìè, ëèáî áûòü ìåíüøå ïîëîñû îïòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

Åñëè ìîäóëÿöèÿ ïðîèñõîäèò íà ÷àñòîòå fRF, òî â îïòè÷åñêîì ñïåêòðå âáëèçè îñíîâíîé ëèíèè

îïòè÷åñêîé íåñóùåé f ïîÿâëÿþòñÿ áîêîâûå êîìïîíåíòû f ± fRF. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëü-

íîé ìîäóëÿöèè âñå ýòè òðè ÷àñòîòû äîëæíû íàõîäèòüñÿ âáëèçè ðåçîíàíñîâ. Òàêèì îáðàçîì

âîçìîæíî òðè ðåæèìà ðàáîòû ìîäóëÿòîðà íà ÌÌØÃ:

1. Ìîäóëÿöèÿ íàêà÷êè � íàêà÷èâàåìàÿ ìîäà ÿâëÿåòñÿ ñèãíàëüíîé (ðèñ. 3.5 ñëåâà). Ïðè

ýòîì ÷àñòîòà ìîäóëÿöèè fRF ≤ fpQ
−1
p /2 äîëæíà áûòü ìåíüøå ïîëóøèðèíû ëèíèè ðåçî-

íàíñà ÌØÃ, à øèðèíà ïîëîñû ∆fmod ≤ fpQ
−1
p /2− fRF � åù¼ ìåíüøå.
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f-fRF f+fRF

fpfp-1 fp'

DfFSR

f-fRF

f+fRF

fpfp-1 fp'

DfFSR

fpfp-1 fp'

fDfFSR

f

f

Ðèñ. 3.5: ×àñòîòíîå ðàñïîëîæåíèå ÌØÃ è ìîäóëÿöèè â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ. f � ÷àñòîòà íàêà÷êè, fp �

÷àñòîòà íàêà÷èâàåìîé ìîäû, fp′ � ÷àñòîòà íå ôóíäàìåíòàëüíîé ìîäû

2. Ìîäóëÿöèÿ â ñîñåäíþþ ìîäó � ñèãíàëüíàÿ ìîäà ñîñåäíÿÿ ê íàêà÷êå (ðèñ. 3.5 â öåíòðå).

Ïðè ýòîì ÷àñòîòà ìîäóëÿöèè fRF ≈ ∆fFSR ïîðÿäêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìîäàìè, à øèðèíà

ïîëîñû � ïîðÿäêà øèðèíû ñèãíàëüíîé ëèíèè.

3. Ìîäóëÿöèÿ â íå ôóíäàìåíòàëüíóþ ìîäó � ñèãíàëüíàÿ ìîäà íå ôóíäàìåíòàëüíàÿ (ðèñ.

3.5 â ñïðàâà). Ïðè ýòîì fRF äîëæíà áûòü ïîðÿäêà ðàçíîñòè ÷àñòîò ìîäû íàêà÷êè è

ñèãíàëüíîé ìîäû (êîòîðóþ ìîæíî ïîäîáðàòü ïîä íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå), à øèðèíà

ïîëîñû � ïîðÿäêà øèðèíû ñèãíàëüíîé ëèíèè.

3.2.1. Çàêîí ìîäóëÿöèè

Ðàññìîòðèì îáùóþ òåîðèþ ìîäóëÿöèè â ìèêðîðåçîíàòîðå. Ýòî ïîçâîëèò íàì ïîíÿòü íå

òîëüêî êàê ïðîèñõîäèò, ñîáñòâåííî, ìîäóëÿöèÿ, íî è êàê áóäóò âëèÿòü íà ðàáîòó ñèñòåìû

øóìû. Ïðàêòè÷åñêè ëþáîå âîçäåéñòâèå íà ìèêðîðåçîíàòîð ìîæíî ñâåñòè ê èçìåíåíèþ åãî

ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ èëè òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïðè ýòîì ïîëåçíàÿ

ìîäóëÿöèÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò øóìîâîãî âîçäåéñòâèÿ òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííîñòüþ. Èç

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷èì

~rot ~rot ~E +
∂2

∂t2
ε̂+ ε̂1(~r)U(t)

c2
~E + γ0

~̇E = ~F0 (3.2.1)
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ãäå ~F0 ïîëå âîçáóæäåíèÿ, ε̂1(~r) è U(t) � ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ ÷àñòè ìîäóëèðî-

âàííîé ÑÂ× ñèãíàëîì èëè øóìîì ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è γ0 ïðåäñòàâ-

ëÿåò âíóòðåííèå ïîòåðè. Ïðåäñòàâèì ïîëå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî íåâîçìóù¼ííûì ÌØÃ

~E = Re [
∑
~ej(~r)uj(t)] =

∑
Re [~ej(~r)Aj(t)e

−iωt], äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ~rot ~rot ~ej−
ω2
j

c2
ε̂~ej = 0.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì, ÷òî ïîëå íàêà÷êè òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ è âðå-

ìåííóþ ÷àñòü ~F0 = ~fp(~r)F (t). Òîãäà:

∑
Re

[
ω2
j

c2
ε̂~ejuj +

üj
c2
ε̂~ej +

Uj(t)üj
c2

ε̂1(~r)~ej + γju̇j~ej

]
= ~fp(~r)F (t) (3.2.2)

ãäå Uj(t) =
Uüj+2U̇ u̇j+Üuj

üj
äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèè âçÿòèÿ äåéñòâèòåëü-

íîé ÷àñòè áûëè ñíÿòû ñ îáîèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Ïðèìåíèì ìåòîä îáîáù¼ííîãî ãàðìîíè÷å-

ñêîãî áàëàíñà ïî ~r (òî åñòü
∫
~e†k ε̂...dV ñ óðàâíåíèåì), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè∫

~e†k ε̂~ejdV =
∫
~e†j ε̂~ejdV δkj = Wjδkj.

ω2
k

c2
uk +

ük
c2

+
∑
j

Uj(t)üj
c2

2δωkj +
∑

u̇j
2

c2
κkj = F (t)Xk (3.2.3)

ãäå κkj = c2

2
γj

∫
~e†k~ejdV

Wk
� èíòåãðàëû ïåðåêðûòèÿ ñ ñîñåäíèìè ìîäàìè, Xk =

∫
~e†k
~fpdV

Wk
� èíòåãðàë

ïåðåêðûòèÿ ìîä ñ ïîëåì íàêà÷êè, à

δωkj =
1

2

∫
~e†k ε̂1~ejdV

Wk

(3.2.4)

ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòüþ ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Äàëåå áóäåò ïîêà-

çàíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé ñäâèãà ÷àñòîòû â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå

è âåëè÷èíîé áîêîâûõ ÷àñòîò â äèíàìè÷åñêîì. Ïåðåïèøåì (3.2.3) â ïðèáëèæåíèè âðàùàþ-

ùåéñÿ âîëíû. Ïðåäñòàâèì êàæäóþ ìîäó îñöèëëèðóþùåé íà ÷àñòîòå íàêà÷êè ñ ìåäëåííî

ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé uj = Aj(t)e
−iωt. Òîãäà

(ω2
k − ω2)

Ak
c2

+
Äk
c2
− 2iω

Ȧk
c2

+
∑
j

Uj(t)üj
c2

2δωkj −
∑

iωAj
2

c2
κkj = FXk (3.2.5)

Ìîäóëÿöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äâóõ âèäàõ � ñòîÿ÷åé âîëíîé è áåãóùåé. Ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò ñëó÷àþ ðàçîìêíóòîãî ïîëóâîëíîâîãî ìèêðîïîëîñêîâîãî ÑÂ× ðåçîíàòîðà (ñòîÿ÷àÿ)

èëè çàìêíóòîãî êîëüöåâîãî (áåãóùàÿ). Â ñëó÷àå ìîäóëÿöèè áåãóùåé âîëíîé àçèìóòàëüíàÿ

è âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòè ðàäèî÷àñòîòíîãî ïîëÿ íàõîäÿòñÿ ïîä îäíèì è òåì æå êîñèíóñîì

ε̂1 ∝ cos(mRFϕ−ωRFt). Ðàçëîæèâ êîñèíóñ íà êîìïëåêñíûå ýêñïîíåíòû ìû âèäèì, ÷òî ìîæíî

ââåñòè δ+
ωkj

è δ−ωkj , ðàññ÷èòûâàåìûå ïî ôîðìóëå (3.2.4) ïðè mRF = +mRF è mRF = −mRF ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîëàãàÿ ïðîèçâîäíóþ A è m âìåñòå ñ êîýôôèöèåíòàìè ïåðåêðûòèÿ δωkj ïåðâûì
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ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïîëó÷èì

Ȧk =
∑
j

(−i∆kδkj + i(δ−ωkjµ+e
iωRF t + δ+

ωkj
µ−e

−iωRF t)− κkj)Aj + i
F c2

2ω
Xk (3.2.6)

ãäå ∆k =
ω2
k−ω

2

2ω
≈ ωk − ω è µ± = (ω∓ωRF)2

2ω
.

Äëÿ ñòîÿ÷åé âîëíû âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûé êîñèíóñû ðàçäåëåíû, òàê ÷òî ε̂1 ∝

cos(mRFϕ) cos(ωRFt). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ïðè âðåìåííûõ ýêñïî-

íåíòàõ â (3.2.6) ðàâíû, êàê åñëè áû δ+
ωkj

= δ−ωkj =
δ+
ωkj

+δ−ωkj
2

.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå bk +a−k e
−iωRF t+a+

k e
iωRF t ñ ïîñòîÿííûìè a è b. Ïðåíåáðåãàÿ

áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ÷ëåíàìè ïîëó÷èì (ïðèëîæåíèå Ï.7.)

a±m = µ±M
−1
± δ∓ωkjbj, (3.2.7)

bj =
Fc2

2ω
B−1Xk, (3.2.8)

ãäå

M =∆k ± ωRF − e(ωRF )µ±δ
∓
ωkj
− iκkj (3.2.9)

B =∆k − µ+µ−(δ−ωkmM
−1
− δ+

ωnj
+ δ+

ωkm
M−1

+ δ−ωnj)− iκkj (3.2.10)

ãäå e(ωRF ) ìàëî äëÿ âûñîêèõ ÷àñòîò è áëèçêî ê 1 íà íèçêèõ äëÿ ó÷¼òà êâàçèñòàòèêè. Íå

ñëîæíî òàêèì æå ìåòîäîì ïðîèçâåñòè ó÷¼ò âûñøèõ ãàðìîíèê, ïîëîæèâ A(t) =
∑

n a
(n)
k e−inωRF t

ñ ïîñòîÿííûìè a(n) è ñóììèðîâàíèåì îò −∞ äî ∞ (ïîäðîáíåå ïðèëîæåíèå Ï.7.1.). Òîãäà

e(ωRF ) áóäåò çàìåíåíî íà ÷ëåí ñ àìïëèòóäîé ñëåäóþùåé ãàðìîíèêè. Îäíàêî ýòî íå ïðèâåä¼ò

ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ôèçèêè ïðîöåññà.

Òàêèì îáðàçîì ëåãêî ïîêàçàòü (ïðèëîæåíèå Ï.7., à èìåííî ôîðìóëà (0.7.10)), ÷òî äåé-

ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü δ∓ωkj òî÷íî ðàâíà ñäâèãó ðåçîíàíñà ïðè ïðèëîæåíèè ïîñòîÿííîãî ïîëÿ (ñì.

ôîðìóëó (0.7.10)). Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñäâèãè ÷àñòîò µδωkm ìàëû, î÷åâèäíî âòîðûì ñëàãàåìûì â

B ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ îöåíêè ïðèâåä¼ííûõ âûðàæåíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàëû

ïåðåêðûòèÿ κij ïî÷òè δ-îáðàçíû. Äðóãèìè ñëîâàìè

κij|i 6=j ∝ ε (3.2.11)

ãäå ε � ïàðàìåòð
”
ìàëîñòè“. Ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ðÿä ïî ε, â ïåðâîì ïî-

ðÿäêå ïîëó÷èì

bk ≈
Fc2

2ω

1

∆k −Gkk − iκkk

(
Xk −

∑
j 6=k

Xj
κkj

∆j −Gjj − iκjj

)
(3.2.12)
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ãäå Ĝ = −µ+µ−(δ−ωkmM
−1
− δ+

ωnj
+ δ+

ωkm
M−1

+ δ−ωnj) îòâå÷àåò çà âçàèìîäåéñòâèå ñ ñîñåäíèìè ãàðìî-

íèêàìè. Äëÿ àìïëèòóä ìîäóëÿöèè ïîëó÷èì

a±k ≈
(ω ∓ ωRF)2

2ω

1

∆k ± ωRF − iκkk

(
δ∓ωkjbj −

∑
l 6=k

δ∓ωljbj
κkl

∆l ± ωRF − iκll

)
(3.2.13)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ ìîäà êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîé íàêà÷êè

ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé bk, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïðÿìîìó ïåðåêðûòèþ ñ ìîäîé íàêà÷êè Xk.

Ìîäóëèðîâàííàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç êîëåáàíèé íà ÷àñòîòàõ ñäâèíóòûõ îòíîñèòåëüíî íàêà÷êè

íà ±ωRF, c àìïëèòóäàìè a
±
k , ïðîïîðöèîíàëüíûìè ωδ

∓
ωkp

. Ñëó÷àè ìîäóëÿöèè áåãóùåé è ñòî-

ÿ÷åé âîëíîé ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî òåì, ÿâëÿåòñÿ ëè δω âûðàæåíèåì ñ àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì

ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà, èëè æå èõ ïîëóñóììîé.

Îòëè÷èå äàííîãî ïîäõîäà îò ðàçðàáîòàííîãî â [89] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òàì ðàñ-

ñìîòðåíû òîëüêî êîëåáàíèÿ ìîä íà èõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Åñëè

ìû ïîëîæèì δ−ωkm = δ+
ωmk

(÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àåì ñòîÿ÷åé âîëíû), îïóñòèì ïðîïîðöîíàëüíûå

ïîòåðÿì ÷ëåíû ñóììû è îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñîñåäíèõ ñ íàêà÷êîé ìîä, âû-

ðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ñîâïàäóò. Ñ äàííûìè óïðîùåíèÿìè àìïëèòóäà îñíîâíîé ãàðìîíèêè

ïîëó÷èòñÿ â âèäå

Gkk ≈
ω2

2
δωkjδωjk

∆j − iκjj
(∆j − iκjj)2 − ω2

RF

≈ ω2

2
δ2
ωkk

∆k − iκkk
(∆k − iκkk)2 − ω2

RF

(3.2.14)

bk ≈
Fc2

2ω

Xk

∆k − iκkk
1

1 + ω2δ2
ωkk
/(ω2

RF − (∆k − iκkk)2)
. (3.2.15)

Òåïåðü íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî ðåçîíàíñ íå ñìåùàåòñÿ íàïðÿìóþ, íî óìåíüøàåòñÿ âìåñòå ñ

óâåëè÷åíèåì ðàäèî÷àñòîòíîé íàêà÷êè âñëåäñòâèå ïåðåêà÷êè ýíåðãèè â ñîñåäíèå ìîäû è ãàð-

ìîíèêè. Ýòî òàê æå ïðèâîäèò ê íàñûùåíèþ � ïðè óâåëè÷åíèè ìîùíîñòè ÑÂ× àìïëèòóäà

ãàðìîíèê íà÷èíàåò ïàäàòü, ÷òî áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [89].

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû. Äîïóñòèì, íàêà÷êà ÌÌØÃ âåä¼òñÿ ñâîáîä-

íûì ãàóññîâûì ïó÷êîì. Èçâåñòíî, ÷òî ñâÿçü îáåñïå÷èâàåòñÿ òîãäà, êîãäà ëó÷ ñôîêóñèðîâàí

íà ðàññòîÿíèè p+1/2
2π
− r, ãäå r � ðàäèóñ ðåçîíàòîðà, à p � íîìåð ìîäû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïðè çàäàííîì ðàññòîÿíèè èíòåãðàë ïåðåêðûòèÿ âîçáóæäàþùåãî ïîëÿ áóäåò ìàêñèìàëåí äëÿ

ìîäû p è óáûâàòü ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ èëè óâåëè÷åíèÿ íîìåðà (ñì. ðèñ. 3.6)

Òîãäà, ñêàíèðóÿ ÷àñòîòó íàêà÷êè, ìû ïðîïèøåì îáû÷íóþ ëîðåíöåâó ðåçîíàíñíóþ êðè-

âóþ øèðèíîé κkk, ñ öåíòðîì íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ýòîé ìîäû ωk. Îòìåòèì, ÷òî íà ÷àñòîòàõ

ñîñåäíèõ ìîä íà ðåçîíàíñíîé êðèâîé ïîÿâëÿþòñÿ ïðîâàëû èëè óñèëåíèÿ (ðèñ. 3.7 ñïðàâà),

ïðîïîðöèîíàëüíûå ïåðåêðûòèþ ìîä, ñâÿçàííûå ñ ïåðåòåêàíèåì ýíåðãèè. Äîïóñòèì ìû íàêà-

÷èâàåì ìîäó ïîä íîìåðîì p. Áóäåì îòñòðàèâàòüñÿ îò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ýòîé ìîäû. Ïðè
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Ðèñ. 3.6: Èíòåãðàëû ïåðåêðûòèÿ ïîëÿ íàêà÷êè è ìîä ðåçîíàòîðà Xk (íàêà÷èâàåòñÿ ìîäà p), íîðìèðîâàííûé

íà ìàêñèìóì (ñëåâà) è èíòåãðàëû ïåðåêðûòèÿ ìîä κkj(ñïðàâà), èëëþñòðàöèÿ

íóëåâîé îòñòðîéêå âîçáóæäåíà íàêà÷èâàåìàÿ ìîäà, îäíàêî íåìíîãî ýíåðãèè åñòü è â ñîñåäíèõ

ìîäàõ. Êîãäà ìû îòñòðàèâàåìñÿ íà ìåæìîäîâîå ðàññòîÿíèå, âîçáóæäàåòñÿ ñîñåäíÿÿ ìîäà, à

ó íàêà÷åííîé è âñåõ ïðåäûäóùèõ ïðîâàë. Åñëè îòñòðàèâàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó

íàáëþäàåòñÿ òà æå êàðòèíà: â ìîäàõ ñî ñòîðîíû íàêà÷åííîé ìîäû ïðîâàëû, à â îñòàëüíûõ �

óñèëåíèÿ.
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Ðèñ. 3.7: Ðåçîíàíñíûå êðèâûå, ñîãëàñíî (3.2.12) äëÿ ïàðàìåòðîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 3.6. Ñïðàâà òî æå â

äðóãîì ìàñøòàáå. Ïî îñè àáñöèññ îòñòðîéêà îò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû íàêà÷èâàåìîé ìîäû

Çà ñ÷¼ò ìîäóëÿöèè ïîëå â êàæäîé ìîäå êîëåáëåòñÿ íå òîëüêî ñ ÷àñòîòîé íàêà÷êè, íî è

ñ ÷àñòîòàìè, ñäâèíóòûìè âïðàâî è âëåâî íî ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè. Èç ôîðìóëû âèäíî, ÷òî àì-

ïëèòóäû ìîäóëÿöèè èìåþò ìàêñèìóìû êàê íà ÷àñòîòå íàêà÷èâàåìîé ìîäû, òàê è íà ÷àñòîòå

ñäâèíóòîé íà ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè. Îäíàêî, ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî âûñîòà ýòèõ ìàêñèìóìîâ

ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ. Íà ðèñóíêå 3.8 èçîáðàæåíî a−k , ñîãëàñíî (3.2.13) ïðè äîïóùåíèè,
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÷òî âñå ýëåêòðîîïòè÷åñêèå ýôôåêòèâíîñòè ðàâíû δωkj = 1. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî òàì

èçîáðàæåíû àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ ìîä íà ÷àñòîòå ω− ωRF ïðè íàêà÷êå íà ÷àñòîòå ω â ìîäó

ñ íîìåðîì p. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû ñòîêñîâñêîé

÷àñòîòû íàêà÷èâàåìîé ìîäû íàêà÷êà äîëæíà áûòü íà ÷àñòîòå ω − ωRF , à íå íà ðåçîíàíñ-

íîé ÷àñòîòå (ðèñ. 3.8 êðàñíàÿ ëèíèÿ). Ïðè íàêà÷êå æå íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå íàêà÷èâàåìîé

ìîäû, íàèáîëüøàÿ ýíåðãèÿ íà ÷àñòîòå ω − ωRF íàáëþäàåòñÿ â ñëåäóþùåé (p+ 1) ìîäå.
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Ðèñ. 3.8: Ðåçîíàíñíûå êðèâûå, ñîãëàñíî (3.2.13) äëÿ ïàðàìåòðîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 3.6. Ñïðàâà òî æå â

äðóãîì ìàñøòàáå. Ïî îñè àáñöèññ îòñòðîéêà îò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû íàêà÷èâàåìîé ìîäû

Îäíàêî, ñèãíàë äîëæåí áóäåò áûòü âûâåäåí èç ðåçîíàòîðà. Ïðè âûâîäå â âîëíîâîä ìî-

äû ñíîâà ïåðåìåøàþòñÿ, è â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì êîëåáàíèå íà òð¼õ ÷àñòîòàõ â ìîäàõ

âîëíîâîäà. Ïåðåïèøåì åù¼ ðàç âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ ðåçîíàòîðà

~E =
∑

Re
[
~ej(~r)

(
bj + a+

j e
iωRF + a−j e

−iωRF
)
e−iωt

]
=
∑

Re
[
~ej(~r)bje

iωt
]

+∑
Re
[
~ej(~r)a

+
j e
−i(ω−ωRF )t

]
+∑

Re
[
~ej(~r)a

−
j e
−i(ω+ωRF )t

]
(3.2.16)

Äîïóñòèì, âîëíîâîä îäíîìîäîâûé. Òîãäà âûõîäíîå ïîëå ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

~Eout =
∑

Re

∫ [
~ej(~r)

(
bj + a+

j e
iωRF + a−j e

−iωRF
)
e−iωt

]
~gdV

=
∑

Re
[
Xo
j bje

iωt
]

+∑
Re
[
Xo
j a

+
j e
−i(ω−ωRF )t

]
+∑

Re
[
Xo
j a
−
j e
−i(ω+ωRF )t

]
(3.2.17)
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ãäå Xo
j =

∫
~ej(~r)~g(~r)dV � êîýôôèöèåíòû ïåðåêðûòèÿ ìîä ðåçîíàòîðà ñ ìîäîé âîëíîâîäà

ñú¼ìà ~g(~r), àíàëîãè÷íî ìàòðèöå Xk, ââåä¼ííîé ðàíåå äëÿ ïîëÿ íàêà÷êè. Íà ðèñóíêå 3.9 ïðè-

âåäåíû ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè âûõîäíîãî ñèãíàëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Xo
j ∝ Xk
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Ðèñ. 3.9: Ðåçîíàíñíûå êðèâûå, ñîãëàñíî (3.2.17) äëÿ ïàðàìåòðîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 3.6. Ñïðàâà òî æå â

äðóãîì ìàñøòàáå. Ïî îñè àáñöèññ îòñòðîéêà îò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû íàêà÷èâàåìîé ìîäû

Ñòîèò îòìåòèòü òàê æå, ÷òî â âûøåïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèÿõ èíäåêñû ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé íå àçèìóòàëüíûå ÷èñëà, à ïðîñòî ïîðÿäêîâûå íîìåðà ìîä.

3.2.2. Ýëåêòðîîïòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå

Ýëåêòðîîïòè÷åñêèì ýôôåêòîì íàçûâàåòñÿ ÿâëåíèå èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ

ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòîò ýôôåêò àíèçîòðîïåí è îáû÷íî îïèñûâàåòñÿ

â òåðìèíàõ îïòè÷åñêîé èíäèêàòðèñû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä, ïîñòðîåííûé

íà îñíîâå îáðàòíîãî òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è ïîêàçûâàþùèé ïîêàçàòåëü

ïðåëîìëåíèÿ äëÿ ïîëÿ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ε̂B̂ = 1. Èçìåíåíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-

öàåìîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä

∆Bij = rijkEk, (3.2.18)

ãäå rijk � ýëåêòðîîïòè÷åñêèé òåíçîð, Ek � êîìïîíåíòû íèçêî÷àñòîòíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýëåêòðîîïòè÷åñêèé òåíçîð, ââèäó ñèììåòðèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè

ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðèàëà, îáû÷íî èìååò ìåíåå 27 íåçàâèñèìûõ êîýôôèöèåíòîâ è ìî-

æåò áûòü çàïèñàí â íîòàöèè Âîéòà. Ïåðåõîäÿ ê èçìåíåíèþ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ∆εij ≈

−εilrlmkEkεmj è èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé, àíàëîãè÷íî [5], ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíûé ñäâèã
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÷àñòîòû ÌÌØÃ

δfm
fm

=
1

2

∫
EWGM∗
q εqirijkE

RF
k εjpE

WGM
p dV∫

EWGM∗
j εjkEWGM

k dV
(3.2.19)

ãäå δfm � ñäâèã ÷àñòîòû îïòè÷åñêîé ìîäû ïîä íîìåðîì m (ñèãíàëüíîé), fm � å¼ èñõîäíàÿ

÷àñòîòà, EWGM
j � j-êîìïîíåíòà ìîäû (ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ), à ∗ � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî îáëàñòè ñ ýëåêòðîîïòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì (ÌÌØÃ) è ïî âñåì

èíäåêñàì â ïðàâîé ÷àñòè âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà

è â ñëó÷àå ìîäóëÿöèè
”
â ñîñåäíþþ ìîäó“, òî åñòü äëÿ ðàñ÷¼òà ñäâèãà ÷àñòîòû â ìîäå, îò-

ëè÷íîé îò íàêà÷êè. Òîãäà EWGM
p â ÷èñëèòåëå ïðèíàäëåæèò ìîäå íàêà÷êè, à âñå îñòàëüíûå

� ñèãíàëüíîé ìîäå. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà óæå áûëà ïîëó÷åíà ðàíåå (ñì. (3.2.4)) ïðè

ðàññìîòðåíèè îáùåé òåîðèè è îïðåäåëÿåò íå òîëüêî ñäâèã ÷àñòîòû, íî è àìïëèòóäó ìîäó-

ëèðîâàííûõ êîìïîíåíò ñèãíàëà. Ýòó ôîðìóëó òàê æå ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå

ñìåùåíèå ~D:

δω(1)

ω
=

1

2

∫
DWGM∗
i rijkE

RF
k DWGM

j dV

ε0WWGM
(3.2.20)

ãäå DWGM∗ è WWGM � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîå ïîëå ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ è ïîëíàÿ

ýíåðãèÿ (óäâîåííàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ) ñèãíàëüíîé ìîäû è DWGM ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå ìî-

äû íàêà÷êè. Òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà áîëåå óäîáíà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òèïà [90],

òàê êàê ïîëó÷åíèå ýòîãî âåêòîðà èç ìîäåëè áîëåå ïðîñòîå. Ïðè ýòîì òàêæå èñ÷åçàåò òåíçîð

äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, ñèëüíî óñëîæíÿþùèé àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷¼òû.

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ

Èíòåãðàë (3.2.19) ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîä øåï÷óùåé ãàëåðåè è öè-

ëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè. À èìåííî, àçèìóòàëüíàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà,

òàê êàê ÌØÃ èìåþò èçâåñòíóþ ïðîñòóþ çàâèñèìîñòü ïî óãëó eimϕ, à âçÿâ ïîëå â âèäå

~D = {Dρ, iDϕ, Dz} ìû ïîëó÷èì âñå àìïëèòóäû äåéñòâèòåëüíûìè [90]. Òàê æå íåîáõîäèìî

ïîìíèòü î ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðíûõ êîìïîíåíò èç äåêàðòîâà (Dx, Dy, Dz) â öèëèíäðè÷å-

ñêèé âåêòîð (Dρ, Dϕ, Dz). Ïîëó÷èì äëÿ ÷èñëèòåëÿ (3.2.19)∫
S

rcyl
lmnE

RF
n DWGM∗

l DWGM
m rdrdz (3.2.21)

ãäå

rcyl
lmn =

∫
Φ

C†plrpqkCqmCkne
iMϕdϕ, (3.2.22)
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è âñå âåêòîðà öèëèíäðè÷åñêèå. Çäåñü M = mp −ms + mRF, Ĉ � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê öèëèí-

äðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, çàâèñÿùàÿ îò àçèìóòàëüíîãî óãëà:

Ĉ =


cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 (3.2.23)

Âåëè÷èíà eiMϕ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå àçèìóòàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ÌØÃ íàêà÷êè

(àçèìóòàëüíîå ÷èñëîmp), ñèãíàëüíîé (àçèìóòàëüíîå ÷èñëîms) è ðàäèî÷àñòîòíîé ìîäû. Ââè-

äó îáùåé öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è ëîãè÷íî ïîëîæèòü, ÷òî ðàäèî-ìîäà òàê æå èìå-

åò àçèìóòàëüíóþ çàâèñèìîñòü â âèäå eimRFϕ (îíè ìîãóò áûòü è ÌØÃ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì

âûáîðå ðåçîíàòîðà). Òîãäà êëàññè÷åñêèå ìîäû ðåçîíàòîðà ñ ñîñðåäîòî÷åííîé ¼ìêîñòüþ áóäóò

èìåòü mRF = 0. Òàê æå òàêàÿ ôîðìà ïîçâîëèò ó÷åñòü ñëó÷àé øèðîêî èñïîëüçóåìîãî ìèê-

ðîïîëîñêîâîãî ïîëóâîëíîâîãî ðåçîíàòîðà, àíàëîãè÷íîãî ðàçîìêíóòîé äâóïðîâîäíîé ëèíèè.

Äëÿ ýòîãî ïðîñòî ïåðåîïðåäåëèì mRF → mRF

lϕ
, ãäå mRF � ÷èñëî ðåçîíàíñíûõ âîëí íà äëèíå

ðåçîíàòîðà (ò.å. ïîëóöåëîå), lϕ � óãëîâàÿ äëèíà ìèêðîïîëîñêà, ò.å. îòíîøåíèå åãî äëèíû ê

äëèíå îêðóæíîñòè ÌÌØÃ. Òîãäà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Φ = [0; 2πlϕ].

Ñ÷èòàÿ ε̂ äèàãîíàëüíûì (ìû âñåãäà ìîæåì ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì)

ïîëó÷èì

rcyl
lmn(M) =

3∑
k=−3

r
cylk
lmn

sin(π(M + k)lϕ)

π(M + k)
eiπ(M+k)lϕ , (3.2.24)

ãäå r
cyl−k
lmn =

(
r

cylk
lmn

)∗
è

r
cyl0
lmn = π



0 0 r13 + r23

0 0 r13 + r23

0 0 2r33

r41 − r52 r42 + r51 0

r42 + r51 −(r41 − r52) 0

0 0 0


, (3.2.25)
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r
cyl1
lmn =

π

4



α1 iα2 0

α2 iα1 0

4(r31 − ir32) i4(r31 − ir32) 0

0 0 i4(r53 − ir43)

0 0 4(r53 − ir43)

iα3 α3 0


, (3.2.26)

α1 = (3r11 − ir12) + 2(r62 − ir61) + (r21 − 3ir22),

α2 = (r11 − 3ir12)− 2(r62 − ir61) + (3r21 − ir22),

α3 = (r11 + ir12) + 2(r62 − ir61)− (r21 + ir22),

r
cyl2
lmn =

π

2



0 0 (r13 − r23 − i2r63)

0 0 −(r13 − r23 − i2r63)

0 0 0

α4 iα4 0

−iα4 α4 0

0 0 i(r13 − r23 − i2r63)


, (3.2.27)

α4 = r41 + r52 − i(r42 − r51), (3.2.28)

r
cyl3
lmn =

π

4
((r11 − ir12)− 2(r62 + ir61)− (r21 − ir22))



1 i 0

−1 −i 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

i −1 0


(3.2.29)
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Îòìåòèì, òàê æå, ÷òî ðàñ÷¼ò ýíåðãèè ñ èñïîëüçîâàíèåì öèëèíäðè÷åñêèõ âåêòîðîâ òàê æå ìå-

íÿåòñÿ. Çäåñü ñòîèò ïåðåéòè ê äåéñòâèòåëüíûì ïîëÿìD = {Dr cos(ωt);−Dφ sin(ωt);Dz cos(ωt)}.

Äëÿ ýíåðãèè âíóòðè ïîëîñêîâîãî ðåçîíàòîðà ïîëó÷èì

W =

∫ 2πlϕ

0

∫
D∗jCjmε

−1
mlClkDk

2ε0
rdrdzdφ =

∫
D∗j ε

−cyl
jk Dk

2ε0
rdrdz (3.2.30)

ε−cyl
jk =

πlϕ
2


ε−1

11 + ε−1
22 0 0

0 ε−1
11 + ε−1

22 0

0 0 2ε−1
33

+
sin πlϕ

2


ε−cyl

1 (2l2ϕ −m2) ε−cyl
1 lϕm ε−cyl

2 (l2ϕ − 2m2)

ε−cyl
1 lϕm ε−cyl

1 m2 ε−cyl
2 lϕm

ε−cyl
2 (l2ϕ − 2m2) ε−cyl

2 lϕm 0


(3.2.31)

ε−cyl
1 = cosπlϕ

cos 2πa(ε−1
11 − ε−1

22 ) + sin 2πlϕ(ε−1
12 + ε−1

21 )

l2ϕ −m2
(3.2.32)

ε−cyl
2 =

cosπlϕ(ε−1
13 + ε−1

31 ) + sin πlϕ(ε−1
23 + ε−1

32 )

l2ϕ − 4m2
(3.2.33)

ãäå m � àçèìóòàëüíîå ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìîé ìîäû, ε−1
ij � ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû äè-

ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (èíäèêàòðèñû).

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ èëè çàìêíóòîãî

êîëüöåâîãî ìèêðîïîëîñêà rcyl
lmn(M) 6= 0 òîëüêî â ñëó÷àå åñëèM ðàâíî 0, ±1, ±2, ±3. Â íèîáàòå

ëèòèÿ (LiNbO3), ãäå ε11 = ε22 è

rijk =



0 r12 r13

0 −r12 r13

0 0 r33

0 r42 0

r42 0 0

r12 0 0


(3.2.34)

ââèäó âíóòðåííèõ ñèììåòðèé, rcyl1 è rcyl2 çàíóëÿþòñÿ, à äîïóñòèìûìè M îñòàþòñÿ òîëüêî

0,±3.

Â ÷àñòíîñòè, â ¼ìêîñòíîé êîíôèãóðàöèè (íèçêî÷àñòîòíîå ïîëå âåðòèêàëüíî), ïðè ñîâ-

ïàäåíèè îñè ðåçîíàòîðà z ñ îñüþ êðèñòàëëà, ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ìîäóëÿöèè â ïðåäåëàõ

ïîëîñû ðåçîíàíñà ïðîñòîå âûðàæåíèå

δfm
fm

=
1

2
ε1r13E

RF

(
1 +

(
ε3r33

ε1r13

− 1

) ∫
ε0ε3|EWGM

z |2rdrdz
2WWGM

)
. (3.2.35)

Èç ýòîé ôîðìóëû ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îòíîøåíèè ýôôåêòèâíîñòè ìîäóëÿöèè äëÿ TE è

ÒÌ ìîä. Äåéñòâèòåëüíî, â TE ìîäàõ ïîëå â îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíî â âåðòèêàëüíîé êîìïî-
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íåíòå è |EWGM
z |2 ≈ |EWGM|2, â òî âðåìÿ êàê â TM ìîäå |EWGM

z |2 ≈ 0, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü

èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè. Â ÷àñòíîñòè, ñ÷èòàÿ â íèîáàòå ëèòèÿ ε3 ≈ ε1 è r33 ≈ 3r13 ïîëó÷èì,

÷òî ÒÅ ìîäû â òðè ðàçà ýôôåêòèâíåé.

Òóò íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî ìû ïðåäñòàâëÿëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â âèäå ~E = {Eρ, iEϕ, Ez}.

Ó÷¼ò ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ïðîñò. Â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîä â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ðåàëüíîå ïîëå âûãëÿäèò êàê ~E = {Eρ cosmϕ,−Eϕ sinmϕ,Ez cosmϕ}. Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî òîãäà ïðàâèëüíûé îòâåò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé âñåõ êîìáèíàöèé

èç êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë (ñì. ïðèë Ï.8.). Â èòîãå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ñóììå ïîëó÷èì íåìíîãî áîëåå ñëîæíóþ êîì-

áèíàöèþ äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé rcyl
λn(M), âçÿòûõ îò ðàçíûõ çíà÷åíèé îáîáù¼ííîãî

àçèìóòàëüíîãî ÷èñëàM = mp±ms±mRF/lϕ. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïóíê-

òå, ïîäîáíûå óñëîæíåíèÿ íå íóæíû, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ðåàëüíîé ÷àñòè

ìîæåò áûòü ôàêòîðèçîâàíà è ñíÿòà.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó ïðèñóòñòâèÿ M â çíàìåíàòåëå (3.2.24) è áîëüøîé

âåëè÷èíû àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë ÌØÃ, ñëó÷àè M = mp +ms±mRF/lϕ ïðàêòè÷åñêè íå âíîñÿò

âêëàäà âî âçàèìîäåéñòâèå.

3.2.3. Ìîäåëèðîâàíèå

Äëÿ àíàëèçà êîíôèãóðàöèé ðåçîíàòîðîâ ïðèìåíèì ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [90]. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îöåíèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

ðåçîíàòîðîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû è ìàòåðèàëà è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé.

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñäâèãè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò îïòè÷åñêèõ ìîä

ïîä äåéñòâèåì ðàäèî÷àñòîòíûõ ìîä èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3.2.19) èëè (3.2.20).

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò ïðîãðàìì

Comsol Multiphysics 4.4 (PDE ìîäóëü) è óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëåé â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ñëà-

áîé ôîðìå [90]. Êàê îòìå÷àëîñü â èñòî÷íèêå, ïîìèìî èñêîìûõ ìîä ïðîãðàììà íàõîäèò ìíîãî

ìóñîðà, ïîýòîìó äëÿ îòáîðà è ñîðòèðîâêè ðåøåíèé è ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè èñïîëüçîâàëèñü

ñêðèïòû íàïèñàííûå íà Matlab R2013b.

Äàëåå ðàññ÷èòûâàëàñü ÑÂ× ìîäà â òîì æå ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè x-z è öèëèíäðè÷åñêîé

ñèììåòðèè. Ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïî ðàäèóñó è îñè z ñîõðàíÿåò-

ñÿ ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó ñ òî÷íîñòüþ äî ìîäóëÿöèè êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòîé eimrfϕ. Òîãäà

äëÿ ðàñ÷¼òîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå îñíîâàííîå íà ôîðìóëå (3.2.24). Âàæíî, ÷òîáû

ïðè ýòîì ýëåêòðîîïòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû íàõîäèëèñü ïîä èíòåãðàëîì äëÿ ó÷¼òà èõ íåîä-
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íîðîäíîñòè (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ óæå ñîäåðæèòñÿ

â ~D), òî åñòü ñíà÷àëà ñîçäàþòñÿ ìàòðèöû ñâ¼ðòîê ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ñ êîì-

ïîíåíòàìè ìîä, à ïîòîì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ñ ôóíêöèÿìè óãëîâîé äëèíû ðåçîíàòîðà.

δωkj(M) =
δω(M)

ω
=

1

2ε0WWGM

∑
k

[∫
S

r
cylk
λn E

RFP
n D2WGMP

λ rdrdz

]
sin(π(M − k)lϕ)

π(M − k)
ei(M−k)lϕ

(3.2.36)

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íîòàöèÿ Âîéòà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ: èíäåêñû λ = i = j ïðè i = j

è λ = 9− i− j ïðè i 6= j. Âåêòîðà D2WGMP
λ ñîñòîèò èç íåîáõîäèìûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò

ïîëÿ ÌØÃ, à ERFP
λ � èç êîìïîíåíò ðàäèî÷àñòîòíîãî ïîëÿ. Â ñëó÷àå ñòîÿ÷èõ ìîä ÌØÃ ðàñ÷¼ò

áîëåå òðóäî¼ìêèé, êàê áûëî îïèñàíî â ïðèë Ï.8..

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè íåêîòîðûå çàäà÷è, òàêèå êàê çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ, èìåþò íåîïðåäåë¼ííóþ àìïëèòóäó. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ïîäîáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �

ïîëå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïèñàëàñü ÷èñëåííàÿ ñõåìà � íóæíî íîðìèðîâàòü íà ìàêñèìóì,

èëè ñðåäíåå. Íàøåì ñëó÷àå óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîðåíü ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ÑÂ× ðåçîíà-

òîðà
√
WRF =

√∫
ε0ε| ~ERF|2/2dV , êàê ôèçè÷åñêè çíà÷èìóþ âåëè÷èíó: â ýêñïåðèìåíòå ìîæíî

êîíòðîëèðîâàòü ÑÂ× ìîùíîñòü, ïîäâîäÿùóþñÿ ê ðåçîíàòîðó è ïåðåñ÷èòàòü â ýíåðãèþ âíóò-

ðè ðåçîíàòîðà. Òàêèì îáðàçîì ââåä¼ì ýíåðãåòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ (ñäâèã ÷àñòîò íà åäèíèöó êîðíÿ èç ýíåðãèè â ðåçîíàòîðå), óæå íå çàâèñÿùèé

îò àìïëèòóäû ïîëÿ

sδkj =
Re
[
δωkj
]

√
WRF

. (3.2.37)

Ýòà âåëè÷èíà è áóäåò èçîáðàæåíà íà ãðàôèêàõ 3.14, 3.16. Ïîõîæåé âåëè÷èíîé ïîëüçóþòñÿ

ïðè êâàíòîâîì ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñèñòåì, èñïîëüçóÿ íîðìèðîâêó íà ÷èñëî

ôîòîíîâ [89, 74] è ôîíîíîâ â ñëó÷àå îïòîìåõàíèêè [91, 92]. Ïðè òàêîé íîðìèðîâêå êîýôôè-

öèåíò âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåâðàòèòñÿ â òàê íàçûâàåìûé òåìï ñâÿçè ñ âàêóóìîì (àíãë. vacuum

coupling rate). Îí èìååò ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû è îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ

îäíîãî êâàíòà íàêà÷êè ñ îäíèì êâàíòîì ñèãíàëà. Ïî òåîðèè âîçìóùåíèé îòíîøåíèå ýòîé

ýíåðãèè ê ýíåðãèè ôîòîíà íàêà÷êè ðàâíà îòíîñèòåëüíîìó ñäâèãó ÷àñòîòû (3.2.19). Òîãäà

g0 =
δWint

~
= ωm Re [δω] = ωmsδ

√
~ωRF. (3.2.38)

Òàê êàê â òåõ ñòàòüÿõ âçàèìîäåéñòâèå îáû÷íî ðàññìàòðèâàëîñü íà äðóãèõ ÷àñòîòàõ, ïåðåñ÷è-

òàåì èõ ðåçóëüòàòû â ýíåðãåòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü, íå çàâèñÿùóþ îò ÷àñòîòû. Èç ñòàòüè

[89], ãäå ωm = 1 × 1015, ωRF = 7 × 1010 ðàä/ñ, ïîëó÷èì ýôôåêòèâíîñòü ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî
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âçàèìîäåéñòâèÿ 0.055 Äæ−1/2 äëÿ èõ òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ è 0.047 Äæ−1/2 äëÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîãî, ÷òî áëèçêî ê çíà÷åíèÿì ïîëó÷åííûì â ìîäåëèðîâàíèè (ñì. ðèñ. 3.14, 3.16).

Ýôôåêòèâíîñòü îïòîìåõàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñëó÷àå ôîòîííîãî êðèñòàëëà [92] îêà-

çûâàåòñÿ íà ïîðÿäêè áîëüøå � îò 10 äî 550 Äæ−1/2.

Ñòîèò òàê æå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ìîäóëÿòîðîâ ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ïîëó-

âîëíîâûì íàïðÿæåíèåì. Äëÿ ìîäóëÿòîðà íà îñíîâå èíòåðôåðîìåòðà Ìàõà-Öàíäåðà ýòî òàêîå

íàïðÿæåíèå ïðè êîòîðîì ôàçà âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç ýëåêòðîîïòè÷åñêóþ ïëàñòèíêó èçìå-

íèòñÿ íà π ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå ïðè îòñóòñòâèè íàïðÿæåíèÿ. Â ñëó÷àå ñëîæíîé ðåçîíàíñíîé

ÑÂ× ÷àñòè ýòî íàïðÿæåíèå ñòàíîâèòñÿ íåêîòîðîé àáñòðàêöèåé, òàê êàê ïðîôèëü íàïðÿæåíèé

ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Òåì íå ìåíåå, ïîëóâîëíîâîå

íàïðÿæåíèå ÷àñòî ââîäÿò êàê íàêëîí ôàçîâîé õàðàêòåðèñòèêè â îáëàñòè ìàëûõ íàïðÿæåíèé

â êâàçèñòàòè÷åñêîì ðåæèìå â ñîîòâåòñòâèè ñ arg(Ak) = π U
Uπ
. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.2.9) äëÿ

ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ (ñì. ïðèëîæåíèÿ Ï.7. è (0.7.10))

∂ arg(Ak)

∂U
≈ − ∂

∂U
arctan

κkk
∆k − ωRe[δωkk ]

=
κkkω

(∆k − ωRe[δωkk ])
2 + κ2

kk

∂ Re[δωkk ]

∂U
, (3.2.39)

ãäå äëÿ óäîáñòâà ñäåëàíî ïåðåîáîçíà÷åíèå κ = κ+Im δωkj . Òîãäà, ïîëîæèâ ôîðìàëüíîWRF =

CeffU
2

2
äëÿ ìàëûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì

Uπ = π
∆2
k + κ2

kk

ωκkksδkj

√
2

Ceff

≈ π

Qsδkj

√
1

2Ceff

, (3.2.40)

ãäå Q � äîáðîòíîñòü îïòè÷åñêîé ìîäû è ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ñäåëàíî äëÿ ω ≈ ωk. Äëÿ

ïðîñòûõ êîíôèãóðàöèé Ceff ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíî ïî ñòàíäàðòíûì ôîðìóëàì ÷åðåç ïðî-

âîäèìîñòü, õîòÿ óæå äëÿ ìèêðîïîëîñêà îíà ïðèíèìàåò íå ïðîñòîé âèä [93, 94]. Äëÿ íàøèõ

ïàðàìåòðîâ ïîäõîäèò ôîðìóëà ñ w/h < 1:

Cmicrostrip =

√
ε0µ0εmicrostrip

Z0

L = 4π2ε0L
εr+1

2
+ εr−1

2

(
1 + 10h

w

)−1/2

ln
(

8h
w

+ w
4h

) , (3.2.41)

ãäå Cmicrostrip � ¼ìêîñòü ìèêðîïîëîñêîâîé ëèíèè, L = 2πlϕR, w è t � äëèíà, øèðèíà è òîëùèíà

ìèêðîïîëîñêà, h è er � òîëùèíà è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü (íà ÑÂ×) ïîäëîæêè.

Óòî÷í¼ííûå âûðàæåíèÿ äëÿ εmicrostrip è Z0 � ýôôåêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è

âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ � ìîæíî íàéòè â [93]. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ôîðìóëå ìîæåò áûòü

òàê æå ó÷òåíà äèñïåðñèÿ [95], ÷òî åù¼ áîëåå óñëîæíèò âûðàæåíèå.

Äëÿ ðåçîíàòîðà áîëüøóþ îïðåäåë¼ííîñòü èìååò çàïàñ¼ííàÿ ýíåðãèÿ. Ïîýòîìó â îáëàñòè

öèôðîâûõ ìîäóëèðóþùèõ óñòðîéñòâ îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ áèòîâîé ýíåðãèåé, ðàâíîé ýíåðãèè,

êîòîðóþ íóæíî ñîîáùèòü ìîäóëÿòîðó, ÷òîáû âûçâàòü åãî ïåðåêëþ÷åíèå. Ïîíÿòèå ïåðåêëþ÷å-

íèÿ òîæå äîñòàòî÷íî óñëîâíî � ïðè ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîäèðîâàíèÿ áèòîâàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò
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ìåíÿòüñÿ äëÿ îäíîãî è òîãî æå ìîäóëÿòîðà. Ëåãêî ïîëó÷èòü ýíåðãèþ ñìåùåíèÿ ðåçîíàíñà íà

ñâîþ ïîëóøèðèíó

Wπ/4 =
1

4Q2s2
δkj

, (3.2.42)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ôàçû íà π/4 è èçìåíåíèþ ýíåðãèè â ðåçîíàòîðå (èëè ýíåðãèè,

óõîäÿùåé â ðåçîíàòîð) âäâîå. Ìîæíî òàê æå ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå íàïðÿæåíèå Uπ/4 =√
2Wπ/4

Ceff
, êîòîðîå áóäåò â π ðàç ìåíüøå ïîëóâîëíîâîãî. Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííîå íà-

ïðÿæåíèå ïðèìåðíî îãðàíè÷èâàåò ëèíåéíûé ó÷àñòîê ôàçîâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïîä÷åðêí¼ì

åù¼ ðàç, ÷òî äàííóþ ýíåðãèþ íåëüçÿ íàçûâàòü áèòîâîé, òàê êàê íå óêàçàí ñïîñîá êîäèðîâà-

íèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå âûñîêîé ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè, êîãäà ñìåùåíèÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé íå

íàáëþäàåòñÿ, ýòè ôîðìóëû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ýôôåêòèâíîñòè ìî-

äóëÿòîðà è ñðàâíåíèÿ ñ àíàëîãàìè. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ôèêòèâíà è

íå èìåþò ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çàïèñàííûå ôîðìóëû

çàäàþò íàïðÿæåíèå è ýíåðãèþ âíóòðè ðåçîíàòîðà è ïðè ïåðåñ÷¼òå íà âõîä äîëæíû áûòü

óìåíüøåíû â ηQRF ðàç ïî ýíåðãèè, ãäå QRF è η � äîáðîòíîñòü ðàäèî÷àñòîòíîãî ðåçîíàòîðà

è åãî êîýôôèöèåíò ñâÿçè.

Áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ðàäèî÷àñòîòíûõ ðåçîíàòî-

ðîâ. Ïîñëåäóþùèå êàðòèíêè ïîêàçûâàþò ìîäåëèðóåìûå ñèñòåìû è èõ ðàäèî÷àñòîòíûå ìî-

äû. Ãðàôèêè èçîáðàæåíû â öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ρ-z, äàííûå â

ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå.

Ðåçîíàòîð ñ ñîñðåäîòî÷åííîé ¼ìêîñòüþ

Ìåòàëëè÷åñêèé ðàäèî÷àñòîòíûé ðåçîíàòîð íà 2.08 ÃÃö èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.10 (ñå÷åíèå

ρ-z). Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêèé îáú¼ìíûé ðåçîíàòîð ñ äâóìÿ ïîëîñòÿìè. Â äàííîé

ãåîìåòðèè âîçìîæíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Îñíîâíàÿ ìîäà òàêîãî ðåçîíàòîðà èìååò íàèáîëüøóþ êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ â ñâîåé òîíêîé ÷àñòè. Äëÿ óñèëåíèÿ ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòîò ¼ìêîñòíîé

çàçîð äîëæåí íàõîäèòüñÿ íàä îáëàñòüþ ëîêàëèçàöèè ÌØÃ. Ïîëàÿ ÷àñòü ðåçîíàòîðà îáðà-

çóåò èíäóêòèâíóþ ÷àñòü, è ïîäáèðàÿ å¼ ôîðìó, ìîæíî ðåãóëèðîâàòü ÷àñòîòó ðàäèî-ìîäû.

Ýëåêòðîîïòè÷åñêèé ñäâèã ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.2.36) ïðè mRF = 0 (îñíîâíàÿ ìîäà

íå ìîäóëèðîâàíà ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó) è lϕ = 1 (âçàèìîäåéñòâèå èä¼ò ïî âñåìó ïåðèìåòðó

äèñêà).
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Ðèñ. 3.10: Ðàäèî÷àñòîòíàÿ ìîäà fRF = 2 ÃÃö (ñëåâà) è ÌØÃ m = 420 (ñïðàâà) â ìåòàëëè÷åñêîì ðåçîíàòîðå

ñ ñîñðåäîòî÷åííîé ¼ìêîñòüþ, â êîòîðóþ âñòàâëåí ÌÌØÃ. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ìåòðàõ, ïëîòíîñòü

ýíåðãèè â óñëîâíûõ åäèíèöàõ.

Ìèêðîïîëîñêîâûé ðåçîíàòîð

Ìèêðîïîëîñêîâûé ðåçîíàòîð � ìèêðîïîëîñîê, îòäåë¼ííûé îò çàçåìë¼ííîé ìåòàëëè÷å-

ñêîé ïîäëîæêè ÌØÃ ðåçîíàòîðîì, ïðîëîæåííûé ïî îáðàçóþùåé äèñêà (ðèñ. 3.11). Ìèêðîïî-

ëîñîê ìîæåò áûòü çàìêíóò èëè ðàçîìêíóò (óãëîâîé äëèíû 2πlϕ, lϕ < 1). Â äàííîé ãåîìåòðèè

ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó � ìèêðîïîëîñîê èìååò ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå. Ñòî-

èò îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò òîëùèíû ìèêðîïîëîñêà.

Ðèñ. 3.11: Ñòàòè÷åñêèå ìîäû ìèêðîïîëîñêîâîãî ðåçîíàòîðà ñ ìèêðîïîëîñêîì òîëùèíîé 0.2 è 0.05 ìì. Öè-

ëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ìåòðàõ, ïëîòíîñòü ýíåðãèè â óñëîâíûõ åäèíèöàõ.

Ïðè mRF = 0 ìû èìååì ñëó÷àé êâàçèñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ (ïî ñóòè ïëîñêèé êîíäåíñàòîð).

Íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ âîçìîæíû åù¼ äâà âàðèàíòà � ïîëóâîëíîâîé èëè äèñêîâûé ðåçîíàòîð.

Êîëüöåâîé ìèêðîïîëîñêîâûé ðåçîíàòîð èìååò çàìêíóòûå ìîäû, àíàëîãè÷íûå ìîäàì

øåï÷óùåé ãàëåðåè çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ÌØÃ ÿâëÿþòñÿ êàê-áû ñâîáîäíûìè (ïî äèñ-

ïåðñèè) è óäåðæèâàþòñÿ ðàçíîñòüþ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê äàííûå ìîäû
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èìåþò âîëíîâîäíóþ äèñïåðñèþ è óäåðæèâàþòñÿ íàïðàâëÿþùåé ñòðóêòóðîé (êàê ïîëîâèíêà

äâóïðîâîäíîé ëèíèè). Äëÿ íèõ lϕ = 1, mRF ïðèíèìàåò ìàëûå öåëûå çíà÷åíèÿ, à àìïëèòóäû

ìîäóëÿöèè íà ωRF è −ωRF áóäóò ïîëó÷àòüñÿ èç ñäâèãîâ äëÿ +mRF è −mRF ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëóâîëíîâîé ðåçîíàòîð àíàëîãè÷åí ðàçîìêíóòîé ñ äâóõ êîíöîâ äâóïðîâîäíîé ëèíèè.

Äëÿ íåãî íóæíî áðàòü mRF ïîëóöåëîå. Ïðè ýòîì àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè ðàâíû ïîëóñóììå

ñäâèãîâ ïðè +mRF è −mRF.

Äâóêîëüöåâîé

Äâóêîëüöåâîé ðåçîíàòîð � âàðèàöèÿ ìèêðîïîëîñêîâîãî ðåçîíàòîðà, áîëåå íàïîìèíàþ-

ùàÿ äâóïðîâîäíóþ ëèíèþ 3.12.

Ðèñ. 3.12: Ñòàòè÷åñêàÿ ìîäà äâóêîëüöåâîãî ðåçîíàòîðà. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ìåòðàõ, ïëîòíîñòü

ýíåðãèè â óñëîâíûõ åäèíèöàõ.

Ýòà âàðèàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ïîëîñêîâîé ëèíèè, èìåÿ ïðè ýòîì áîëåå ñèëüíîå

âçàèìîäåéñòâèå çà ñ÷¼ò áîëåå ñèëüíîé ëîêàëèçàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ñêîøåííûé ÌÌØÃ

Ñêîøåííûé ÌÌØÃ � âàðèàöèÿ ÌÌØÃ ðåçîíàòîðà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðèáëèçèòü ÌØÃ

ìîäó ê ìèêðîïîëîñêó äëÿ óñèëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ 3.13. Äåëî â òîì, ÷òî ìîäà øåï÷óùåé

ãàëåðåè ñòðåìèòñÿ áûòü íà ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò îñè öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè

ðåçîíàòîðà, êàê åñëè áû áûëà øàðèêîì íà êîòîðûé äåéñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ ñèëà. Â ýòîé

àíàëîãèè îíà êàê áû ñêàòûâàåòñÿ êàê â ëóíêó â ëþáóþ âûïóêëîñòü ðåçîíàòîðà. Ïðè ýòîì

ïðè óìåíüøåíèè àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà ìîäû, ïðèâîäÿùåì ê óìåíüøåíèþ å¼ ðàäèóñà, ìîäà

êàê áû çàêàòûâàåòñÿ ãëóáæå â óãîë. Äîñòîèíñòâîì òàêîé ãåîìåòðèè òàê æå ìîæíî ñ÷èòàòü

òî, ÷òî õîòÿ ñàì êîí÷èê óãëà ìîæåò áûòü ïëîõîãî êà÷åñòâà, ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè, êîòîðûõ

”
êàñàåòñÿ“ ìîäà ìîæíî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè è êà÷åñòâåííûìè, òåì ñàìûì ñîõðàíèâ
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âûñîêóþ äîáðîòíîñòü. Íåîáõîäèìî òîëüêî ïîäîáðàòü óãîë òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîäà íå

”
ñêàòèëàñü“ â

”
ïëîõóþ“ îáëàñòü.

Ðèñ. 3.13: ÌØÃ ìîäà (ñëåâà) è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäà ñêîøåííîãî ÌÌØÃ. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ìåòðàõ,

ïëîòíîñòü ýíåðãèè â óñëîâíûõ åäèíèöàõ.

Ê ñîæàëåíèþ, êàê ïîêàçàëè ðàñ÷¼òû, ýòî ïðèáëèæåíèå ìèêðîïîëîñêà ê ÌØÃ óâåëè-

÷èâàåò òàê îìè÷åñêèå ïîòåðè (ñì. ðèñ. 3.15). Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé ýòî ñêîðåå

ïëþñ � ñíèæåíèå äîáðîòíîñòè îçíà÷àåò òàê æå óâåëè÷åíèå ïîëîñû ìîäóëÿöèè.

Ðåçóëüòàòû

Íà ðèñóíêàõ 3.14 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîñòè ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ÒÅ è ÒÌ ÌØÃ îò àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ðàäèî÷àñòîò-

íûõ ðåçîíàòîðîâ. Ó÷òÿ, ÷òî fm ≈ c
2πRn

m ≈ m×5GHz, ìîæíî âîñïðèíèìàòü ýòè ãðàôèêè êàê

çàâèñèìîñòè ñäâèãà îò ÷àñòîòû ÌØÃ.
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Ðèñ. 3.14: Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñäâèãà ÷àñòîò ÒÅ ÌØÃ ìîä (ñëåâà) è ÒÌ ÌØÃ ìîä (ñïðàâà) â ðåæèìå

ìîäóëÿöèè íàêà÷êè. Ôîðìóëà (3.2.35) ñ ¼ìêîñòüþ (3.2.41) äà¼ò 0.18 è 0.06 Äæ−1/2 ñîîòâåòñòâåííî.

Âñå êðèâûå, êðîìå îòìå÷åííîé λ/2 è ðåçîíàòîðà ñ ñîñðåäîòî÷åííîé ¼ìêîñòüþ, ïîñòðîå-

íû äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ìîäóëÿöèè íåñóùåé. Êðèâûå, îòìå÷åííûå êðóæêàìè �
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ìèêðîïîëîñêîâàÿ ëèíèÿ äëèííîé 2π × 0.8. Òà, ÷òî îòìå÷åíà λ/2 � ïîëóâîëíîâîé ðåçîíàòîð

â ðåæèìå ∆m = 1. Ìèêðîïîëîñêè ñî çíàêîì * îçíà÷àþò ðàñ÷¼ò äëÿ ñêîøåííîãî ÌÌØÃ ñ

ìèêðîïîëîñêîì íà ðàññòîÿíèè ìîäû ñ m=420 îò öåíòðà, à ñî çíàêîì ** - äëÿ êðàéíåãî ïðà-

âîãî ïîëîæåíèÿ ìèêðîïîëîñêà. Ðèñóíîê (3.15) ïîêàçûâàåò îìè÷åñêèå ïîòåðè ÌØÃ â òåõ æå

êîíôèãóðàöèÿõ íà ìèêðîïîëîñêå è îñòàëüíîì îêðóæåíèè.
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Ðèñ. 3.15: Îìè÷åñêàÿ ÷àñòü äîáðîòíîñòè ÒÅ ÌØÃ ìîä (ñëåâà) è ÒÌ ÌØÃ ìîä (ñïðàâà) äëÿ ðàçíûõ êîíôè-

ãóðàöèé îò íîìåðà ÌØÃ ìîäû.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîäóëÿöèÿ íà ÒÅÌØÃ ìîäàõ

â òðè ðàçà áîëåå ýôôåêòèâíà. Ïðè ýòîì îöåíêà (3.2.35) ñ ¼ìêîñòüþ (3.2.41) äà¼ò ðåçóëüòàò ñ

îøèáêîé íà 25 %. Ýòà îöåíêà äà¼ò ðåçóëüòàò áëèçêèé ê ñäâèãó â ñêîøåííîé ãåîìåòðèè, ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî îíà ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîé ãåîìåòðèè.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ìèêðîïîëîñêà áëèçêè ê ðåçóëüòàòàì [89], ãäå ýôôåêòèâíîñòü ýëåêòðî-

îïòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòàâèëà 0.047 Äæ−1/2. Íà ãðàôèêàõ äëÿ ÒÅ ìîä âèäíû ðåçêèå

ïðîâàëû, îáóñëîâëåííûå ãèáðèäèçàöèåé ìîä � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìîäà ñòàíîâèòñÿ áëèçêà ïî

÷àñòîòå ê îäíîé èç íåôóíäàìåíòàëüíûõ è îíè âçàèìîïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Èñêàæåíèå

ôîðìû çà ñ÷¼ò ãèáðèäèçàöèè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ. Èç ðèñóíêà 3.14 òàê æå âèäíî, êàê â ñëó÷àå ñêîøåííîãî ðåçîíàòîðà ñ èçìåíåíèåì

àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà ìîäà ïîäõîäèò áëèæå ê ïîëîñêó, óâåëè÷èâàÿ âçàèìîäåéñòâèå, à ïîòîì

óäàëÿåòñÿ, óìåíüøàÿ åãî. Ïðè ýòîì íà ãðàôèêå äëÿ äîáðîòíîñòè (ðèñ. 3.15) ïðîèñõîäèò îá-

ðàòíîå: ÷åì áëèæå ìîäà ê ìèêðîïîëîñêó, òåì áîëüøå ïîòåðè íà ìåòàëëå.

Ãðàôèê 3.16 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ñäâèãà ÷àñòîò îò äëèíû ìèêðîïîëîñêà è ñîîòíî-

øåíèÿ àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë ìîä (ðàçíîñòè îïòè÷åñêîé íàêà÷êè è ñèãíàëà ∆m = mp −ms è

àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà ÑÂ× ìîäû mRF). Õàðàêòåð ýòèõ êðèâûõ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò

àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ îïòè÷åñêîãî àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà, ïðè÷¼ì ñîáëþäàåòñÿ ïîëó÷åííûé



98

ðàíåå âûâîä (ñì. (3.2.35)), ÷òî ñäâèã ÒÅ ìîä â òðè ðàçà áîëüøå ñäâèãà ÒÌ. Îäíàêî ìîæíî

òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ýòîò ïðèíöèï íàðóøàåòñÿ äëÿ ∆m = 0, mRF = 0.5, 1, ãäå ñäâèã äëÿ ÒÌ

ìîä â 30 ðàç áîëüøå.
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Ðèñ. 3.16: Çàâèñèìîñòü ñäâèãà ÷àñòîò TE ìîä (ñëåâà) è ÒÌ ìîä (ñïðàâà) îò äëèíû ìèêðîïîëîñêà è ñîîòíî-

øåíèÿ àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë ìîä (∆m = mp−ms). Ìîæíî çàìåòèòü àíîìàëüíî íèçêèé ñäâèã äëÿ ÒÅ ìîä ïðè

∆m = 0, mRF = 0.5, 1.

Áîëåå âàæíî òî, ÷òî äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè ÷èñåë åñòü ñâîÿ îïòèìàëüíàÿ äëèíà

ìèêðîïîëîñêà. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëóâîëíîâîé ÑÂ× ìîäû (mRF = 1/2) è ìîäóëÿöèè â ñîñåäíþþ

ìîäó ∆m = ±1 îíà ñîñòàâëÿåò 220◦, à íå 180◦, êàê ñ÷èòàëîñü ðàíåå (ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü

âîçðàñòàåò íà 13%). Òàê æå âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íå ðåçîíàíñíîãî ÑÂ× ìàëîé

÷àñòîòû (mRF = 0), êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïî ïîëîñêó áëèçêî ê ïîñòîÿííîìó. Îäíàêî,

ìàëàÿ ÷àñòîòà îçíà÷èò íåâîçìîæíîñòü ðåæèìà ìîäóëÿöèè ñîñåäíåé ìîäû (â ñîîòâåòñòâèè ñ

(3.2.13)) ÷òî ïðèâîäèò ê ∆m = 0 è äåëàåò îïòèìàëüíûì êîëüöåâîé ìèêðîïîëîñîê.

Â [96] ìîæíî íàéòè èçìåðåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ÷àñòîòíîãî ñäâèãà. Ïîëàãàÿ mp − ms = 0

è mrf = 0 (òàê êàê ìû õîòèì ñðàâíèâàòü ñòàòè÷åñêèé ðåæèì) ïîëó÷èì äëÿ èõ ãåîìåòðèè

sδ = 0.234 Äæ−1/2 Äëÿ ÒÅ ìîä è sδ = 0.078 Äæ−1/2 äëÿ TM ìîä. Âåëè÷èíà ñäâèãà äëÿ

TM ìîä ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ∆λDC = 0.16 ïì/Â, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ âåëè÷èíîé,

èçìåðåííîé â ðàáîòå. Ñòîèò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî â âûñîêî÷àñòîòíîì ðåæèìå, äëÿ îöåíêè

ïàðàìåòðîâ èõ óñòàíîâêè äîëæíî èñïîëüçîâàòüñÿ mp −ms = −1 è ïîëå ñòîÿ÷åé ÑÂ× âîëíû

ñ mrf = 1. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå sδ â äâà ðàçà ìåíüøåå: δ
+ îñòàíåòñÿ òàêîé æå êàê

â ñòàòèêå, òàê êàê ïðè ýòîì M = 0, íî äëÿ δ− ≈ 0 ìû ïîëó÷èì M = −2 è δ− ≈ 0.



99

3.3. Ìîäåëèðîâàíèå øóìîâ â ìèêðîðåçîíàòîðàõ è ìîäóëÿòîðàõ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âî ââåäåíèè ê ãëàâå, ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè äëÿ îñíîâíûõ øó-

ìîâ (òåðìîðåôðàêòèâíûé è Áðîóíîâñêèé) ïîñ÷èòàíû äëÿ ìèêðîñôåð è ìèêðîäèñêîâ. Ïðè

ýòîì ïîêà òîëüêî ôîðìóëà äëÿ ìèêðîñôåð ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî [25]. Ïîýòîìó

ðîäèëàñü ìûñëü ïðîâåñòè ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé è ñîçäàòü ïðî-

ãðàììó, ïîçâîëÿâøóþ áû ðàññ÷èòûâàòü øóìû â ïðîèçâîëüíûõ òåëàõ âðàùåíèÿ. Äëÿ ýòîãî

íàèáîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàíèå Ôëóêòóàöèîííî-Äèññèïàöèîííîé Òåîðåìû â ôîðìóëèðîâêå

Ëåâèíà (ýíåðãåòè÷åñêîé) [18].

3.3.1. Ôëóêòóàöèîííî-Äèññèïàöèîííàÿ Òåîðåìà â ýíåðãåòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâ-

êå Ëåâèíà

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ãëàâå 1, Ôëóêòóàöèîííî-Äèññèïàöèîííàÿ Òåîðåìà ñâÿçûâàåò ôëóê-

òóàöèè â ñèñòåìå ñ äèññèïàöèåé ýíåðãèè. Íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó: ïóñòü èìå-

åòñÿ íåêàÿ îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà x(t), ÷åé îòêëèê êîòîðîé íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå F (t)

ïðåäñòàâèì â âèäå

x(t) =

∫
α(τ)F (t− τ)dτ, (3.3.1)

÷òî â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò (1.2.45), òîãäà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ôëóê-

òóàöèé ýòîé âåëè÷èíû

Sx(ω) = ~α̃′′(ω) coth

(
~ω

2kBT

)
, (3.3.2)

ãäå α̃′′ ìíèìàÿ ÷àñòü Ôóðüå-îáðàçà α(τ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî α̃′′(ω) ñîîòâåòñòâóåò äèññèïà-

öèè â ñèñòåìå [39]. Òàêèì îáðàçîì ïîòåðè â ñèñòåìå âîçâðàùàþò â ñèñòåìó øóì. Îñíîâûâàÿñü

íà ýòîì óòâåðæäåíèè Ëåâèí äàë áîëåå
”
åñòåñòâåííóþ“ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû è óñïåøíî

ïðèìåíèë ê áðîóíîâñêîìó øóìó ïîäëîæêè [18] è òåðìîðåôðàêòèâíûì øóìàì ïîêðûòèÿ [97]

è ñâåòîäåëèòåëÿ [36].

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó, íà êîòîðóþ âîçäåéñòâóåò ñëàáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îáîá-

ù¼ííàÿ ñèëà f = F0 cos(ωt)qf (~r), ãäå qf � ôîðì-ôàêòîð ñèëû (íàáëþäàåìîé, ñì.äàëåå) �

íåêàÿ íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü îòêëèê ñèñòåìû íà äàííîå âîç-

äåéñòâèå è ðàññåÿííóþ ýíåðãèþ Wdiss. Ïóñòü òàê æå ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà x,

ýíåðãåòè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííàÿ ê f , ò.å. ðàáîòà ýòîé ñèëû ðàâíà Wf =
∫
fdx. Òîãäà ýòîì ôëóê-

òóàöèè íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû y =
∫
x(~r)qf (~r)d

3r îïèñûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

Sy(ω) = ~
2Wdiss

πF 2
0

coth

(
~ω

2kBT

)
(3.3.3)
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Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ äàííîãî ïîäõîäà ìîæåò ñòàòü âûáîð óäîáíîé ïàðû ñîïðÿæ¼ííûõ âå-

ëè÷èí x è f . Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà óäîáíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ å¼ èñïîëüçîâàíèÿ òðåáóåòñÿ â îñíîâíîì ðåøåíèå ñòàí-

äàðòíûõ çàäà÷ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èëè âîçìóùåíèåì (ïðàâîé ÷àñòüþ). Ïî-

äîáíûå ñèìóëÿöèè áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ðåçîíàòîðà Ôàáðè-Ïåðî â [98]. Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä

áóäåò ïðèìåí¼í äëÿ ÌÌØÃ.

3.3.2. Øóìû îñöèëëÿòîðà è ìîäóëÿòîð

Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé ω0 è çàòóõàíèåì Γ, èñïûòûâàþùèé

âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ

ẍ− Γẋ+ ω2
0x = f cosωpt (3.3.4)

Òîãäà ïðåäñòàâèâ ðåøåíèå â âèäå x = ReAeiωpt ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíîå âûðàæåíèå ëî-

ðåíöåâîé ðåçîíàíñíîé êðèâîé.

x = Re

[
f

ω2
0 − ω2

p − iωpΓ
eiωpt

]
(3.3.5)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ÔÄÒ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà

Sx(ω) =
2kBT

meff

Γ

(ω2
0 − ω2)2 + ω2Γ2

, (3.3.6)

ãäå meff � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà (3.1.12). Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî øóì íå çàâèñèò íè îò ìîùíî-

ñòè íè îò ÷àñòîòû íàêà÷êè, òàê êàê ñâÿçàíû ñ âíóòðåííèìè ïîòåðÿìè. Äàííûé ñïåêòð (3.3.6)

ñëîæèòñÿ ñî ñïåêòðîì ñèãíàëà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé (íà îñíîâå (3.3.5)). Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ðåçóëüòàò áóäåò âûãëÿäåòü, êàê ôëóêòóàöèè ÷àñòîòû.

Ïóñòü â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ôëóêòóàöèè ôàçû (à çíà÷èò è ÷àñòîòû). Òîãäà, ñëåäóÿ

[99], ñèãíàë â ñèñòåìå

x = Aeiω0t+φ(t) (3.3.7)

ãäå φ(t) � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Bx(τ) = A2ei2ω0τ 〈eiφ(t+τ)e−iφ(τ)〉t (3.3.8)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè ðàâíî ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ è îáîçíà÷àÿ Φ = φ(t +

τ)− φ(τ), ïîëó÷èì

〈eiφ(t+τ)e−iφ(τ)〉t =

∫
(Φ)eiΦdΦ (3.3.9)
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Òàê êàê ôëóêòóàöèè Φ ìîãóò ñîñòîÿòü èç ìíîæåñòâà íå êîððåëèðîâàíû ñîáûòèé, ìîæíî ïðè-

ìåíèòü öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó ìîæíî ïîêàçàòü [99], ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

Sx(ω) = A2

∫
e−i(ω−ω0)τexp

(
−
∫
Sφ(f)(1− cos(fτ)

df

2π

)
dτ (3.3.10)

Òîãäà äëÿ áåëîãî øóìà ÷àñòîòû ïîëó÷èì Sφ(ω) = Sδω/ω
2

Sx(ω) =
2A2

i(ω − ω0) + πSδω
→ 2A2 πSδω

(ω − ω0)2 + π2S2
δω

(3.3.11)

Òåïåðü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âáëèçè ðåçîíàíñà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3.6)

Sx(ω) ≈ kBT

meffω2

Γ/2

(ω0 − ω)2 + Γ2/4
, (3.3.12)

ïîëó÷èì, ÷òî øóìîâîé ñèãíàë îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëåáàíèå ñ ýíåðãèåémeffω
2A2 =

kBT/2 (÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû) è

ôëóêòóèðóþùåé ÷àñòîòîé ñ Sδω = Γ/(2π). Îïÿòü â äàííîì ðàññóæäåíèè íå áûëî íè ñëîâà î

íàêà÷êå, òàê êàê ðàññìàòðèâàëèñü ñîáñòâåííûå ôëóêòóàöèè.

Îäíàêî, â ñëó÷àå ìîäóëÿòîðà, íàì áîëåå èíòåðåñíî êàê ôëóêòóàöèè îòïå÷àòûâàþòñÿ íà

ñèãíàëå íàêà÷êè, òî åñòü â ïåðåäàííîì ñèãíàëå. Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî ìîäó-

ëÿöèè, è ñîîòâåòñòâåííî áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ðàññìîòðåííîé â ïóíêòå

3.2.1.. Â ÷àñòíîñòè, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü îòíîñèòåëüíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû è áóäåò ÿâëÿòü-

ñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ δω â ôîðìóëàõ (3.2.12) è (3.2.13), äîáàâëÿÿñü òàêèì îáðàçîì ê

øóìàì ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñèãíàë íà ÷àñòîòå íåñóùåé (3.2.12) íå

ñîäåðæèò â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè èíôîðìàöèè î øóìàõ (êàê è î ìîäóëèðóþùåì ñèãíàëå).

Ìîäåëèðîâàíèå áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ òð¼õ êîíôèãóðàöèé: êâàðöåâîé ìèêðîñôåðû ñ

ïàðàìåòðàìè [25] äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ìèêðîäèñêà èç ôëþîðèäà

êàëüöèÿ [79] äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ èìåþùèìèñÿ òàì ôîðìóëàìè è ìîäóëÿòîðà èç íèîáàòà ëèòèÿ,

ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùèõ ÷àñòÿõ è ÿâëÿþùåãîñÿ òåìîé äàííîé ãëàâû. Âñå ìàòåðèàëüíûå

ïàðàìåòðû è îñíîâíûå ðàçìåðû óñòðîéñòâ ñâåäåíû äëÿ óäîáñòâà â òàáëèöó 3.1.
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Âåëè÷èíà Íàèìåíîâàíèå Ïëàâëåíûé êâàðö CaF2 LiNbO3 (êîíãð.
1,ñòåõ.2)

Ïëîòíîñòü ρ êã/ì3 2200 [25, 79] 3180 [79] 4600[100]

Òåïëî¼ìêîñòü Cp Äæ/(êã·Ê) 670 [25, 79] 854 [79] 648[100, 101]

Ïðåëîìëåíèå n 1 1.46[79] 1.42 [79] {2.21, 2.21, 2.14} [33, 101]

Òåïëîïðîâîäíîñòü κ Âò/(ì·Ê) 1.4 [25, 79] 9.71 [79] {4.2, 4.2, 4.6}1[102, 101]

Òåðìîðåôðàêöèÿ β 10−6/Ê 14.5 [25], 10 [79] −12 [103](−7.5 [79]) {4.3, 4.3, 37.7}1 [82], 6[100]

{13.5, 13.5, 3.4}1 [81]

Òåïëîâîå ðàñøèðåíèå α 10−6/Ê 0.55 [25, 79] 18.9 [79] ({14.1, 14.1, 4.1}1[101])

({14.1, 14.1, 6}2[101])

Ñæèìàåìîñòü βT 10−12/Ïà 27 [79] 12 [79] ???

Êåððîâñêàÿ íåëèíåéíîñòü n2 10−21ì2/Âò 24[104] 32 [79], 12.6[104] 1000[105, 100]

Ìåõàíè÷åñêèå ïîòåðè φloss 1 7.6× 10−12 × ω0.77[59] 1.6× 10−10 × ω[106] 4× 10−9 × ω[107](1.35× 10−12 × ω[108])

Âåëè÷èíà Íàèìåíîâàíèå Ìèêðîñôåðà[25] Ìèêðîäèñê[79] Ìîäóëÿòîð

Ðàäèóñ R ìêì 69 3000 4500

Ñôåðîèä b ìêì 69 547 1162

Îñíîâàíèå Rb ìêì 23 0 4300

Äëèíà âîëíû íàêà÷êè λ ìêì 0.63 1.55 1.55

Íîìåð ÌØÃ q, l,m 1 1, 996, 992 1, 17330, 17330 1, 105, 105

Òàáëèöà 3.1: Ñâåðõó: ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî â [25] èññëåäîâàíèÿ âåäóòñÿ íà äëèíå âîëíû 0.63 ìêì, â [79] � íà 1.55 ìêì,

â [104] � íà 1.06 ìêì, ÷òî ÷àñòè÷íî ìîæåò îáúÿñíèòü ðàçëè÷èå â çíà÷åíèÿõ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ. Ñíèçó: ïàðàìåòðû ìîäåëèðîâàííûõ ÌØÃ. Äëÿ àíèçîòðîïíûõ

âåùåñòâ â àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷¼òàõ èñïîëüçóåòñÿ x-êîìïîíåíòà.
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3.3.3. Òåðìîðåôðàêòèâíûé øóì â ÌÌØÃ

Äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû â îáú¼ìå V , êàê èçâåñòíî [39], çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

〈δT 2〉 =
kBT

2

CρV
(3.3.13)

ãäå δT = T −T0 îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò ñðåäíåé, kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, C � óäåëü-

íàÿ òåïëî¼ìêîñòü, ρ � ïëîòíîñòü. Äàëåå îíà ìîæåò áûòü ïåðåñ÷èòàíà â òåðìîðåôðàêòèâíûé

øóì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.1.2). Èñïîëüçóåì ÔÄÒ, ÷òîáû íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ýòèõ

ôëóêòóàöèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.2.19), çàìåíèâ δε̂ = ε̂r̂ERFε̂ íà δε̂ = 2nβ̂δT , ïîëó-

÷èì íàáëþäàåìóþ â âèäå

δωTR

ω
= −

∫
δT (~r)ε0

√
εjβj|EWGM

j (~r)|2d3r

WWGM
, (3.3.14)

ãäå êîýôôèöèåíò òåðìîðåôðàêöèè βx = βy = 4.3 × 10−6, βz = 37 × 10−6 [82]. Çàìåòèì òàê

æå, ÷òî èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.2.30) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåõîä â öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò íå ïîâëèÿåò íà ôîðìóëó, òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåìó àçèìóòàì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû.

Òîãäà ïîòåðè â ñèñòåìå áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

Wdiss =

∫
κ

T
(grad δT )2d3r

dt

2π
, (3.3.15)

ãäå âðåìåííîé èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî ïåðèîäó âûíóæäàþùåé ñèëû, à ïðîñòðàíñòâåííûé � ïî

îáú¼ìó ñèñòåìû [39, 97, 36]. Ýíåðãåòè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííàÿ òåìïåðàòóðå âåëè÷èíà � ýíòðîïèÿ.

Îíà è áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáîáù¼ííîé ñèëîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì òåïëîïåðåíîñà (2

íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè)

δQ− div jδt = TδS, (3.3.16)

ïîëàãàÿ T = T + δT , ãäå T = const è δT , à òàê æå Ṡ, ìàëû â ðàññìàòðèâàåìîì ïîðÿäêå

ìàëîñòè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ρCv ˙δT − κ∆δT = TV Ṡ, (3.3.17)

ãäå κ � êîýôôèöèåíò òåïëîïåðåäà÷è, S � ïëîòíîñòü ýíòðîïèè. Äëÿ óäîáñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå δT = CT (~r) cos(ωt)+ST (~r) sin(ωt). Òîãäà, ïîäñòàâèâ ôîðì-ôàêòîð

íàáëþäàåìîé ïîëó÷èì ñèñòåìó

ρCvωST − κ∆CT = 0, (3.3.18)

ρCvωCT + κ∆ST = TωS0ε0
√
εjβj|EWGM

j (~r)|2/WWGM,

CT |∞ = ST |∞ = 0,
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ãäå S0 = 1 Äæ/Ê � ðàçìåðíàÿ íîðìèðîâêà, ãðàíè÷íîå óñëîâèå âàæíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ â

êîíå÷íîé îáëàñòè, ïîçâîëÿÿ âîññîçäàòü áîëåå ðåàëèñòè÷íûå ïîòîêè òåïëà.

f, 

100 101 102 103 104 105 106

S
δ

f/
f

1
/2

, 
-1

/2

10-13

10-12

10-11

10-10

 [25] (прост.)

Модель (полн.)

Модель (сфера)

Эксперимент [25]

Теория [25] (сфера)

f, 

10-2 100 102 104 106

S
δ

f/
f

1
/2

, 
-1

/2

10-17

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

 ( ) [79]

 (прост.) [25]

Модель (полн.)

Модель (диск)

Ðèñ. 3.17: Ñëåâà: ñðàâíåíèå òåîðèè (3.1.4), ìîäåëèðîâàíèÿ (ñ îêðóæåíèåì è áåç), ýêñïåðèìåíòà [25] è ôîðìóëû

èç ïðèëîæåíèÿ [25] äëÿ òåðìîðåôðàêòèâíîãî øóìà SiO2 ñôåðû. Ñïðàâà: ñðàâíåíèå òåîðèè [25](3.1.6), òåîðèè

[79](3.1.4) è ìîäåëèðîâàíèÿ (ñ îêðóæåíèåì è áåç) äëÿ òåðìîðåôðàêòèâíîãî øóìà CaF2 äèñêà.

Íà ðèñóíêå 3.17 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì

[25] è òåîðåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (3.1.6) è (3.1.4). Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî çà ñ÷¼ò

ñâÿçè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïîñðåäñòâîì òåïëîïåðåäà÷è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà ñî-

îòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ äëÿ áåñêîíå÷íîãî îòêðûòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ó÷¼ò æå ãðàíèö ïðè ïî-

ìîùè ðåøåíèÿ çàäà÷è î òåïëîèçîëèðîâàííîì ðåçîíàòîðå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé îøèáêå.

3.3.4. Áðîóíîâñêèå øóìû â ÌÌØÃ

Â ñëó÷àå Áðîóíîâñêîãî øóìà óäîáíî ïðèíÿòü îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòîé ïîëå ñìåùåíèé

óïðóãîãî òåëà, òîãäà îáîáù¼ííîé ñèëîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîñòî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ðåçî-

íàòîð.

Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èçìåíåíèå ðàäèóñà ðåçîíàòîðà êàê ëî-

êàëüíîå èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ:

ε(~r)→ ε(~r − ~u(~r′)) ≈ ε(~r)− (~u~∇)ε(r) (3.3.19)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, ~u â äàííîé ôîðìóëå áåð¼òñÿ íå â òî÷êå àíàëèçà ~r, à â

òî÷êå, îòêóäà ïðîèçîøëî ñìåùåíèå ~r′+~u(~r′) = ~r. Îäíàêî ìàëîñòü ~u ïîçâîëÿåò çàêðûòü íà ýòî

ãëàçà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.2.19) è ñ÷èòàÿ íåâîçìóù¼ííóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü
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îäíîðîäíîé ε̂WGR = const ïîëó÷èì íàáëþäàåìóþ â âèäå

δωBr

ω
=

∫
ε0 ~E

WGM†(~r)[~u(~r)~∇ε̂] ~EWGM(~r)d3r

2WWGM
=

∫
S
ε0[ ~EWGM†(ε̂WGR − 1) ~EWGM]~u~nSd

2r

2WWGM
, (3.3.20)

ãäå S è ~nS � ïîâåðõíîñòü ðåçîíàòîðà è âíåøíÿÿ íîðìàëü ê íåé, (ε̂WGR − 1) � ðàçíîñòü äè-

ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ðåçîíàòîðà è âíåøíåé ñðåäû (âîçäóõ). Ëåãêî òàê æå ó÷åñòü

óïðóãîîïòè÷åñêóþ (ôîòîóïðóãóþ) ÷àñòüþ

δε̂ = −ε̂[pijλελ − (~u~∇)pijλελ]ε̂, (3.3.21)

ãäå λ � øåñòèìåðíûé èíäåêñ (íîòàöèè Âîéòà), pijλ � ôîòîóïðóãèé òåíçîð. Âòîðîå ñëàãàåìîå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ óïðóãîñòè (2.2.15) â âèäå ~u(t) = Re ~u(~r) cosωt+Im ~u(~r) sinωt.

Òîãäà

− ρω2~u− ~∇σ̂T = ~FPE,

σ̂~nS|S = ~FB, (3.3.22)

à äåôîðìàöèÿ, òåíçîð äåôîðìàöèè è òåíçîð ìåõ. íàïðÿæåíèé ~u, ε̂, σ̂ ñâÿçàíû ñòàíäàðòíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè (1.1.3a) è (2.2.6). Ïðè ðàñ÷¼òå Áðîóíîâñêîãî øóìà ~FPE = 0 è

~FB = F0
ε0[ ~EWGM†(ε̂WGR − 1) ~EWGM]~nS

2WWGM
(3.3.23)

à ïðè ðàñ÷¼òå ôîòîóïðóãîãî ~FB = 0 è

F PE
l =F0∇m

DWGM∗
i pijlmD

WGM
j

2ε0WWGM
, (3.3.24)

ãäå F0 = 1 Í·ì � ðàçìåðíàÿ íîðìèðîâêà. Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ (3.2.30), â öèëèíäðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ ìîæíî çàïèñàòü [ ~EWGM†(ε̂WGR−1) ~EWGM] = |EWGM
i |2(εii−1) è∇mD

WGM∗
i pijlmελD

WGM
j =

piilm∇m|DWGM
i |2 è ∇2 = 0.

Ðàññåèâàåìóþ ýíåðãèþ íàéä¼ì èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé ïîäõîä óãëà ïîòåðü [18, 19, 98] è

(2.2.6):

Wdiss = WMechφloss(ω) = φloss(ω)

∫ ∑
i,k

εikσikd
3r, (3.3.25)

÷òî àíàëîãè÷íî ââåäåíèþ êîìïëåêñíîãî óïðóãîãî ìîäóëÿ (íàïðèìåð ìîäóëÿ Þíãà E = E(1+

iφloss(ω))). Ïðè ýòîì áîëüøèíñòâî òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäñêàçûâàþò φloss(ω) ∝ ω [58, 57].

Òàêèå ïîòåðè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáû÷íîå âÿçêîå òðåíèå, êîòîðîå â òåðìèíàõ îñöèëëÿ-

òîðà çàïèñûâàåòñÿ êàê φloss(ω) ∝ ω/ΩQ−1, ãäå Q è Ω � äîáðîòíîñòü è ÷àñòîòà áëèæàéøåé
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ìåõàíè÷åñêîé ìîäû. Èìåííî â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû (3.1.10) è (3.1.11).

Îäíàêî åñòü è ìîäåëè (â áîëüøèíñòâå ñâî¼ì ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå) ñ φloss(ω) = const ≈ 1/Q,

ïðèïèñûâàåìûå ïîâåðõíîñòíûì ïîòåðÿì [59], èëè òîíêèì ïë¼íêàì. Òàêèå ïîòåðè ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ñóõîå òðåíèå. Ïðîáëåìà òàêîé ìîäåëè â òîì, ÷òî îíà íå îáåñïå÷èâàåò êîíå÷íîñòü

ñîîòâåòñòâóþùåãî øóìà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Ýòî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî äàííàÿ

ìîäåëü ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî íà ñðåäíèõ ÷àñòîòàõ, íàïðèìåð êàê ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü

ìåæäó ðàçëè÷íûìè âÿçêèìè ìîäåëÿìè.
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Ðèñ. 3.18: Ñëåâà: ñðàâíåíèå òåîðèè (3.1.10)[79] (êðàñíàÿ), (3.1.11)[80] (êðàñíàÿ øòðèõîâàÿ) è ìîäåëèðîâà-

íèÿ áðîóíîâñêîãî øóìà CaF2 äèñêà. Íà ðèñóíêå òàê æå ïîêàçàí òåðìîóïðóãèé øóì (÷¼ðíûì), ôîòîóïðóãèé

(öèàíîâûì) è (3.1.10) ñ ïîäñòàíîâêîé îáú¼ìà ÌØÃ âìåñòî îáú¼ìà ðåçîíàòîðà. Ñïðàâà: ïåðâûå ÷åòûðå ìåõà-

íè÷åñêèå ìîäû ìèêðîäèñêà, êîòîðûå âèäíî â áðîóíîâñêîì øóìå. Ïåðâûå äâå ìîäû ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûìè,

âòîðûå äâå � ðàäèàëüíûìè. Åù¼ òðè âåðòèêàëüíûå ìîäû ìåæäó íèìè îòñóòñòâóþò â áðîóíîâñêîì øóìå, íî

âèäíû íà ôîòîóïðóãîì. Ðàäèàëüíàÿ ìîäà ñ ÷àñòîòîé Ω0 = πvs
R , èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ðàñ÷¼òà â ñëåä çà [79]

ÿâëÿåòñÿ øåñòîé ïî ÷àñòîòå ìåõàíè÷åñêîé ìîäîé.

Íà ðèñóíêå 3.18 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå òåîðèè ñ ìîäåëèðîâàíèåì. Âèäíî, ÷òî ïîìèìî

ïðåäñêàçàííîãî ïèêà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ, êàê ñïðàâà òàê è ñëåâà îò íåãî. Ïåðâûå

ïÿòü ìîä ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûìè, äâå íèçøèå èç íèõ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.18 ñïðàâà ââåðõó

è ïðèñóòñòâóþò â áðîóíîâñêîì øóìå. Åù¼ òðè âåðòèêàëüíûå â í¼ì îòñóòñòâóþò, íî âèäíû íà

ôîòîóïðóãîì øóìå è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå ìîäû. Ðàäèàëüíàÿ ìîäà ñ ÷àñòîòîé

Ω0 = πvs
R
, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ðàñ÷¼òà â ñëåä çà [79] ÿâëÿåòñÿ øåñòîé ïî ÷àñòîòå ìåõàíè÷åñêîé

ìîäîé, à ñëåäóþùàÿ ðàäèàëüíàÿ � äåñÿòîé (ðèñ. 3.18 ñïðàâà âíèçó). Êîëè÷åñòâåííîãî ñîîò-

âåòñòâèÿ òàê æå íå íàáëþäàåòñÿ, õîòÿ â ñëó÷àå (3.1.11) ïðèáëèæåíèå ýôôåêòèâíîé ìàññû

ìîäû ìàññîé ðåçîíàòîðà â îáú¼ìå ÌØÃ äà¼ò óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò. Â ñëó÷àå æå

(3.1.10) ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ øóìà èìååò çíà÷åíèå îáú¼ì, áëèçêèé ê îáú¼ìó ÌØÃ,

à íå âñåãî ðåçîíàòîðà, êàê ïðåäïîëàãàëîñü â [79]. Çàìåíà Vr íà 2π2Rdrdz ïîêàçûâàåò ëó÷øåå
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ñîãëàñèå ñ ìîäåëèðîâàíèåì.

3.3.5. Òåðìîóïðóãèé øóì â ÌÌØÃ

Çàìåòèì, ÷òî â Ôëóêòóàöèîííî-Äèññèïàöèîííîé Òåîðåìå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññìàò-

ðèâàåìûå ïîòåðè ñîîòâåòñòâîâàëè îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòå. Â ñëó÷àå òåðìîóïðóãîãî øóìà

óäîáíî ïðèíÿòü îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòîé ïîëå ñìåùåíèé óïðóãîãî òåëà, êàê ýòî áûëî ñäåëà-

íî â [15]. Òîãäà îáîáù¼ííîé ñèëîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîñòî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ðåçîíàòîð.

Ïðè ýòîì å¼ ôîðìà áóäåò òàêîé æå, êàê è ïðè ðàñ÷¼òå Áðîóíîâñêîãî øóìà (3.3.23). Ïðè ýòîì

íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè è òåïëîïåðåíîñà ñîâìåñòíî:

− ρω2~u− ~∇σ̂T = − E

1 + σ

(
αjk +

σ

1− 2σ
αllδjk

)
∇kT, (3.3.26)

σ̂~nS|S = ~FB,

ρCvωST − κ∆CT = 0, (3.3.27)

ρCvωCT + κ∆ST = ωT0αijσij,

CT |∞ = ST |∞ = 0,

ãäå αjk � òåíçîð òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, δjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàê êàê âîçáóæäåíèå â

äàííîé ìîäåëè íà÷èíàåòñÿ ñ ìåõàíè÷åñêîé ñòåïåíè ñâîáîäû, îáðàòíîå âëèÿíèå òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ (ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (3.3.26)) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êàê âòîðûì ïîðÿäêîì

ìàëîñòè.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî (ñì. ðèñ. 3.18) ÷òî, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ [79], òåðìîóïðóãèé

øóì íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì è ïðåâûøàåò áðîóíîâñêèé øóì. Ýòî òàê æå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

óñðåäíåíèå ïî-âèäèìîìó, äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ïî îáú¼ìó ÌØÃ, à íå âñåìó ðåçîíàòîðó.

3.3.6. Ýëåêòðîííûå ÑÂ× øóìû â ìîäóëÿòîðå

Â ýëåêòðîîïòè÷åñêîì ìîäóëÿòîðå, ïîìèìî âíóòðåííèõ øóìîâ ÌÌØÃ, îïèñàííûõ âûøå

áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü òàê æå ýëåêòðîííûå øóìû ÑÂ× ÷àñòè óñòðîéñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå

äëÿ ñäâèãà ÷àñòîò èìååì òå æå ôîðìóëû ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ýôôåêòà, ÷òî è äëÿ ìîäóëÿöèè

(3.2.19),(3.2.20)

δωEO

ω
=

1

2

∫
DWGM∗
i rijkE

RF
k DWGM

j dV

ε0WWGM
. (3.3.28)

Òàêèì îáðàçîì, îáîáù¼ííîé êîîðäèíàòîé ÿâëÿåòñÿ ðàäèî÷àñòîòíîå ïîëå ~ERF, à îáîáù¼ííîé

ñèëîé � âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå ~DD. ×òîáû íå ïóòàòü åãî ñ ýëåêòðè÷åñêèì ñìå-

ùåíèåì îïòè÷åñêîãî è ðàäèî÷àñòîòíîãî ïîëÿ (à òàê æå óïðîùåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ãîòîâûõ
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Ðèñ. 3.19: Îïèñàííûå âûøå øóìû äëÿ ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ìîäóëÿòîðà â ãåîìåòðèè 3.11

èíòåðôåéñîâ Comsol Multiphysics) áóäåì îïåðèðîâàòü ïîíÿòèåì ïëîòíîñòè òîêà ñìåùåíèÿ

~jD = ∂ ~DD

∂t
. Òîãäà èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷èì, àíàëîãè÷íî (3.2.1):

~rot ~rot ~ERF +
∂2

∂t2
ε̂RF

c2
~ERF + γRF

~̇ERF =
∂~jD

∂t
(3.3.29)

Äàëåå ðàññ÷èòàåì ïîòåðè

Wloss =

∫
~ERF~jdV (3.3.30)

Ê ñîæàëåíèþ, äàííàÿ çàäà÷à îáëàäàåò î÷åíü ïëîõîé ñõîäèìîñòüþ â Comsol Multiphysics.

Îäíàêî áûëà ïîëó÷åíà òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà ýòîãî øóìà, õîðîøî ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ ìîäåëè-

ðîâàíèåì (ñ òî÷íîñòüþ äî ñëîæíûõ ìîä). Â îñíîâå òåîðåòè÷åñêîé îöåíêè ëåæèò ñõîäñòâî

ìèêðîïîëîñêîâîãî ðåçîíàòîðà ñ îòðåçêîì äâóïðîâîäíîé äëèííîé ëèíèè. Â íåé ñóùåñòâóþò

ïðîñòûå ìîäû â âèäå ñòîÿ÷èõ âîëí, äëÿ êîòîðûõ òåëåãðàôíûå óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â

ñòàíäàðòíóþ ôîðìó (3.3.4), ãäå ωmRF
= c

lϕR
√
εeff
mRF, à εeff � ýôôåêòèâíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ

ïðîíèöàåìîñòü ìèêðîïîëîñêà [93]. Òîãäà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà íàïðÿæåíèÿ çàïè-

øåòñÿ â âèäå (3.3.6). Äëÿ øèðèíû ðåçîíàíñà èìååì

Γ =
RRF

LRF

=
RRF√

ε0µ0εeffZ0

, (3.3.31)

ãäå RRF, LRF ïîãîííûå ñîïðîòèâëåíèå è èíäóêòèâíîñòü ìèêðîïîëîñêîâîé ëèíèè, Z0 � ýô-

ôåêòèâíûé èìïåäàíñ ìèêðîïîëîñêîâîé ëèíèè, εeff �ýôôåêòèâíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-

öàåìîñòü ìèêðîïîëîñêà. Ôîðìóëû äëÿ εeff è Z0 äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè, íî èõ ëåãêî ìîæíî
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ïîñìîòðåòü â [93]. Ñîïðîòèâëåíèå ñëåäóåò èñêàòü ñ ó÷¼òîì ñêèí ýôôåêòà:

RRFL = 2
2πRlϕ

2δs(w + t− 2δs)σR
, (3.3.32)

ãäå L, w è t � äëèíà, øèðèíà è òîëùèíà ìèêðîïîëîñêà, δs =
√

2/
√
ωµ0σR � ãëóáèíà ñêèí-

ñëîÿ, σR � ïðîâîäèìîñòü, à ìíîæèòåëü 2 ïåðåä äðîáüþ ñòîèò çà ñ÷¼ò òîêà, òåêóùåãî ïî

ïîäëîæêå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû çàïèøåì ýíåðãèþ ïåðåíîñèìóþ âîëíîé çà

ïåðèîä WRF = 2πURFIRF/ωmRF
= 2π U2

Z0ωmRF
. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (3.1.12)

meff =
2π

Z0ω3
mRF

(3.3.33)

Ïîñëå ïåðåñ÷¼òà øóìà íàïðÿæåíèÿ â øóì ÷àñòîòû ÷åðåç êîýôôèöèåíò ñäâèãà (3.2.37) ïîëó-

÷èì

SEl(ω) =
Cmicrostrips

2
δ

2
SU = kBT

s2
δ

πZ0

∑ ω3
mRF

RRFlϕR

(ω2
mRF
− ω2)2 + ω2Γ2

, (3.3.34)

ãäå Cmicrostrip � ¼ìêîñòü ëèíèè (3.2.41). Îòìåòèì, ÷òî äàííûé øóì ïðîïîðöèîíàëåí s2
δ . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ýôôåêòèâíîñòè ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò óâå-

ëè÷èâàòüñÿ è äàííûé øóì, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå øóìû ïîìåíÿþòñÿ ñëàáî. Èíòåðåñíî

ïåðåïèñàòü ýòó ôîðìóëó ÷åðåç äîáðîòíîñòü äëÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ìèêðîïîëîñêà

SEl(ω) = kBTs
2
δ

lϕR
√
εeff

2πc
QRF = kBTs

2
δ

QRF

∆ωFSRRF

. (3.3.35)

Ýëåêòðîííûé øóì ìèêðîïîëîñêà äëèíîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå (3.19). Ïàðàìåòðû ïî-

ëîñêà: øèðèíà w = 100 ìêì, òîëùèíà t = 50 ìêì, äëèíà lϕ = 0.26, ïðîâîäèìîñòü σR = 60

ÌÑì/ì (ìåäü). Õîðîøî âèäíû ïîëóâîëíîâûå ðåçîíàíñû ñ mRF = 0.5 è 1.5. Òàê æå, â îòëè-

÷èå îò ïðåäûäóùèõ øóìîâ, äàííûé øóì ðàñò¼ò ñ ÷àñòîòîé âñëåäñòâèå ñêèí-ýôôåêòà. Òàêèì

îáðàçîì, íà ÷àñòîòàõ ðàáîòû ïðèáîðà (âáëèçè ÑÂ× ðåçîíàíñîâ ìèêðîïîëîñêà) ÷óâñòâèòåëü-

íîñòü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ëèáî ýòèì øóìîì, ëèáî ôîòîóïðóãèì.

3.3.7. ×óâñòâèòåëüíîñòü ìîäóëÿòîðà íà îñíîâå ÌÌØÃ

Ïîä ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ìîãóò ïîíèìàòü äâå ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè. Ïåðâîé õàðàê-

òåðèñòèêîé ñëóæèò âåëè÷èíà îòêëèêà ïðè ôèêñèðîâàííîì âîçäåéñòâèè. Ýòî ìîæåò áûòü

îáðàòíîå ïîëóâîëíîâîå íàïðÿæåíèå (â ñìûñëå êîýôôèöèåíòà ôàçîâîãî ñäâèãà) èëè îòíîñè-

òåëüíûé ÷àñòîòíûé ñäâèã íà îäèí äæîóëü íàêà÷àííîé ýíåðãèè (3.2.37), èçîáðàæ¼ííûé íà

ðèñóíêàõ 3.14 è 3.16, èëè òåìï ñâÿçè ñ âàêóóìîì (3.2.38). Îíà ïîçâîëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü
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ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ â ïðèáîðå è ïîíÿòü, íàñêîëüêî ìàëûå èçìåíåíèÿ ñèãíàëà ìîæåò ðàçëè-

÷èòü ïðèáîð, íà ñêîëüêî ñëîæíûì ìîæåò áûòü êîäèðîâàíèå è êàêèå èç ïîðîãîâûõ ýôôåêòîâ

ìîãóò ïðîèñõîäèòü â ñèñòåìå.

Äðóãîé âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé, êîòîðóþ íàçûâàþò ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ìè-

íèìàëüíî îáíàðóæèâàåìûé ñèãíàë. Äàííîå ïîíÿòèå ñâÿçàíî êàê ðàç ñî ñðàâíåíèåì ñèãíàëà

ñ óðîâíåì øóìîâ. Ïðè ýòîì ÷óâñòâèòåëüíîñòü îáû÷íî îïðåäåëÿþò êàê òàêàÿ âåëè÷èíà ñèã-

íàëà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò çàäàííîå (îáû÷íî ðàâíîå 1) îòíîøåíèå ìîùíîñòè ñèãíàëà íà

âûõîäå ê ìîùíîñòè øóìà íà âûõîäå. Â íàøåì ñëó÷àå àìïëèòóäà (ìîùíîñòü) è ôàçà ìîäóëè-

ðîâàííîãî ñèãíàëà ñâÿçàíà ñ îòíîñèòåëüíûì ÷àñòîòíûì ñäâèãîì (3.2.4). Øóìû, ïîëó÷åííûå

â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ êàê ðàç îïðåäåëÿþò ìîùíîñòü ôëóêòóàöèé äàííîé âåëè÷èíû, äåé-

ñòâóþùèìè íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ, ïàðàëëåëüíî ìîäóëèðóþùåìó å¼ ÑÂ× ñèãíàëó. Òàêèì

îáðàçîì ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìèíèìàëüíî îáíàðóæèì òàêîé ñèãíàë, ïðè êîòîðîì

δ2
ω = s2

δ

Pmin

QRFc

2ω3
mRF

(ω2
mRF
− ω2

RF)2 + Γ2ω2
RF

≈ s2
δ

2Q2
RF

QRFc

Pmin

ωRF

>
∑

Sδf/f (ωRF)∆f, (3.3.36)

ãäå ∆f � ïîëîñà ÷àñòîò ñèãíàëà, QRF è ωRF � äîáðîòíîñòü è ÷àñòîòà ÑÂ× ðåçîíàòîðà, QRFc �

äîáðîòíîñòü ÑÂ× ñâÿçè, Pmin � èñêîìàÿ ìèíèìàëüíî îáíàðóæèâàåìàÿ ìîùíîñòü, ïîäâîäÿùà-

ÿñÿ ê ìîäóëÿòîðó. Ïðîâåä¼ì ðàñ÷¼ò äëÿ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåí ðèñ. (3.19). Èìååì

äëÿ ÷àñòîòíîãî ñäâèãà (ñì. ðèñ. 3.16 ïðè lϕ = 0.26) sδ = 10−5 Äæ−1/2. Øóìû â äàííîì ñëó÷àå

îïðåäåëÿþòñÿ ôîòîóïðóãèì øóìîì Sδf/f < 1× 10−34 Ãö−1 (ñì. ðèñ. 3.19). Äîáðîòíîñòü ÑÂ×

ïðèìåì ðàâíîé 100, ÷àñòîòó � 4 ÃÃö è êðèòè÷åñêóþ ñâÿçü. Òîãäà ÷óâñòâèòåëüíîñòü òàêîãî

ìîäóëÿòîðà ïîëó÷èì Pmin = −126 äÁì/Ãö (250 àÂò/Ãö).

Â ðàáîòå [109] áûëà ïîëó÷åíà ÷óâñòâèòåëüíîñòü 33 àÂò/Ãö äëÿ ãîðàçäî ìåíüøåãî äèà-

ìåòðà è òîëùèíû: 1.258 ìì è 0.1 ìì. Îíè ðàáîòàëè â ðåæèìå ìîäóëÿöèè ñîñåäíåé ìîäû

(ñì. ðèñ. 3.16, ∆m = 1, âûèãðûø â 4000 ðàç), ïðè ýòîì óìåíüøåíèå ðàäèóñà ïî÷òè â 9 ðàç

ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ â 2 ðàçà (çà ñ÷¼ò óìåíüøåíèÿ íîìåðà

ìîäû), à óìåíüøåíèå òîëùèíû � â 5 ðàç, ÷òî äà¼ò îöåíî÷íûé ñäâèã â 0.4 Äæ−1/2 òî åñòü â

40000 ðàç áîëüøå. Îäíàêî ïðè ýòîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3.34), ýëåêòðîííûé øóì âîçðàñò¼ò

âî ñòîëüêî æå (ïî êîðíþ èç ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè) ïëþñ åù¼ ïðèìåðíî â íåñêîëüêî ðàç çà

ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî èìåííî èì è áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü

(äðóãèå øóìû òàêîãî óñèëåíèÿ íå ïîëó÷àþò). Èñïîëüçóÿ (3.3.34) ïîëó÷èì Sδf/f < 2.4×10−28

Ãö−1. Â èòîãå äëÿ îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè èõ ïðèáîðà ïîëó÷èì Pmin = 4.3 àÂò/Ãö, ÷òî â 10

ðàç ìåíüøå èçìåðåííîãî èìè çíà÷åíèÿ. Ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî ó íèõ áûëè äîïîëíèòåëüíûå

èíñòðóìåíòàëüíûå øóìû.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîýôôèöèåíòå ñäâèãà ÷àñòîòû sδ, ìèíèìàëüíàÿ
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ðåãèñòðèðóåìàÿ ìîùíîñòü íå çàâèñèò îò íåãî:

Pmin

∆f
≈
∑ Sδf/f (ωRF)ωRF

s2
δQRF

≈ ωRF

QRF

Cmicrostrip

2
SU =

ωRF

QRF

kBT

Z0

∑ ω3
mRF

RRFlϕR

(ω2
mRF
− ω2

RF)2 + ω2
RFΓ2

.

(3.3.37)

Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ ðåçîíàíñíóþ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè â ðåçîíàòîðå îò ìîùíîñòè, â ïîëîñå

ðåçîíàíñà ïîëó÷èì òî÷íî

Pmin

∆f
= kBTQRFc

Γ
√
εeff lϕR

2πc
= kBT

QRFc

QRF

mRF . (3.3.38)

3.4. Èòîãè ãëàâû 3

Â ãëàâå ðàññìîòðåíà òåîðèÿ ýëåêòðîîïòè÷åñêèõ ìîäóëÿòîðîâ íà îñíîâå íåëèíåéíûõ ìèê-

ðîðåçîíàòîðîâ ñ ìîäàìè òèïà øåï÷óùåé ãàëåðåè è ôóíäàìåíòàëüíûõ òåïëîâûõ øóìîâ â íèõ.

Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îðãàíèçàöèè ðàáîòû ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ìîäó-

ëÿòîðà. Äëÿ óñèëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòàëëè÷åñêèå ðåçîíàòîðû

ðàäèî÷àñòîòíîãî ñèãíàëà. Ïðè ýòîì â ñèëó öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ðàäèî÷àñòîòíûì ìî-

äàì ìîæíî òàê æå ïðèïèñàòü àçèìóòàëüíûå ÷èñëà. Âçàèìîäåéñòâèå îêàçàëîñü ìàêñèìàëüíî

äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà êîìáèíàöèé àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë ó÷àñòâóþùèõ âî âçàèìîäåéñòâèè

ìîä. Äëÿ íèîáàòà ëèòèÿ
”
ðàçðåøåíû“ êîìáèíàöèè M = mp −ms ±mRF/lϕ = 0,±3, à òàê æå

íå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ (îçíà÷àþùèå íåçàìêíóòûå ìèêðîïîëîñêè).

Ïðîâåä¼ííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýëåêòðîîïòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî

ìåòàëëè÷åñêèé ðàäèî÷àñòîòíûé ðåçîíàòîð ñ ñîñðåäîòî÷åííîé ¼ìêîñòüþ ïðèâîäèò ê íàèáî-

ëåå ñèëüíîìó ýëåêòðîîïòè÷åñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ. Äâóêîëüöåâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìèêðîïî-

ëîñêîâîãî ðåçîíàòîðà ëó÷øå îáû÷íîé ëèíèè íà 8�12%. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà âçàèìîäåéñòâèÿ

óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì òîëùèíû ìèêðîïîëîñêà è ñðàâíèâàåòñÿ ñ âåëè÷èíîé äëÿ ìå-

òàëëè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà ïðè òîëùèíå ìèêðîïîëîñêà ïîðÿäêà 10 ìêì (ïðè M = 0).

Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä îöåíêè âíóòðåííèõ òåïëîâûõ øóìîâ ìèêðîðåçîíàòîðà.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñóùåñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé øóìîâ â ðåçî-

íàòîðàõ ðàçëè÷íîé ôîðìû ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷¼ò òåïëîâîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü òåðìîðåôðàêòèâíîãî øóìà ïðàêòè-

÷åñêè íå çàâèñèò îò ôîðìû ðåçîíàòîðà, òî åñòü ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà â ïðèáëèæåíèè áåçãðà-

íè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê æå ïîêàçàíî, ÷òî òåðìîóïðóãèé øóì íå ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìî

ìàëûì. Ïðè âñ¼ì ïðè ýòîì

• Ðàññìîòðåíà ìîäóëÿöèÿ îïòè÷åñêèõ ÌØÃ ðàäèî÷àñòîòíûì ïîëåì è ïîëó÷åíû ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðåçîíàíñíûå êðèâûå.
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• Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå çàìêíóòîãî ðåçîíàòîðà àçèìóòàëüíûå ÷èñëà âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ìîä äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ M = mp −ms ±mRF = 0,±3

• Ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà ïðîãðàìì äëÿ ðàñ÷¼òà ýôôåêòèâíîñòè ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ â ÌÌØÃ

• Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàäèî÷àñòîò-

íûõ ðåçîíàòîðîâ îò àçèìóòàëüíîãî ÷èñëà ìîäû íàêà÷êè â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ ðàáîòû

ìîäóëÿòîðà.

• Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ îò òîëùèíû è äëèíû ìèêðîïî-

ëîñêà.

• Ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ðàñ÷¼òà òåïëîâûõ øóìîâ â ìèêðîðåçîíàòîðàõ íà îñíîâå ÔÄÒ

è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

• Ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷¼ò ñâÿçè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïîñðåäñòâîì òåïëîïåðåäà÷è ñïåê-

òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü òåðìîðåôðàêòèâíîãî øóìà ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ äëÿ áåñêî-

íå÷íîãî îòêðûòîãî ïðîñòðàíñòâà.

• Ðàçðàáîòàí ìåòîä îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäóëÿòîðà íà îñíîâå ÌÌØÃ.

• Ïîêàçàíî, ÷òî â ìîäóëÿòîðå ñ õîðîøèì ýëåêòðîîïòè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü îãðàíè÷åíà øóìîì ÑÂ× ðåçîíàòîðà.
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Çàêëþ÷åíèå

3.5. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ øóìîâ â âûñîêîòî÷íûõ îïòè÷åñêèõ óñòðîé-

ñòâàõ.

1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä òî÷íîãî ðàñ÷¼òà ôàçîâûõ øóìîâ â äèýëåêòðè÷åñêèõ ìíîãîñëîéíûõ

ïîêðûòèÿõ ñ ó÷¼òîì ïðîíèêàíèÿ ñâåòà âíóòðü ïîêðûòèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ñêâîçü çåðêàëî,

à òàêæå ìåòîä ðàñ÷¼òà äëÿ ñðåä ñ ïëàâíî ìåíÿþùèìñÿ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ. Âû-

äåëåíû äâå âåòâè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ øóìîâ � áðîóíîâñêèå è òåìïåðàòóðíûå. Øóìû

âíóòðè ýòèõ âåòâåé êîððåëèðîâàíû è èõ ðàññìîòðåíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ñîâìåñò-

íî, òàê êàê âîçìîæíû ýôôåêòû óñèëåíèÿ èëè ñàìîïîäàâëåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷¼ò

èíòåðôåðåíöèè ïðîíèêàþùåãî ñâåòà âî âíåøíèõ ñëîÿõ ïðîèñõîäèò îñëàáëåíèå áðîóíîâ-

ñêîé âåòâè øóìà îò 2% (ïðîñòîå ïîêðûòèå) äî 20 % (ìàëîå ÷èñëî ñëî¼â).

2. Íàéäåí êëàññ ïîêðûòèé ñ íåðàâíûìè îïòè÷åñêèìè òîëùèíàìè ñëî¼â, ìàêñèìèçèðóþ-

ùèé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ òîëùèí ñëî¼â âíóòðè ýòîãî êëàññà ïîç-

âîëÿåò ñíèçèòü øóìû ïîêðûòèÿ íà 7 %. Äðóãèå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ïîäàâëåíèÿ

áðîóíîâñêèõ øóìîâ â ìíîãîñëîéíûõ ïîêðûòèÿõ ëèáî íå óñòîé÷èâû, ëèáî íå äàþò ëó÷-

øåãî ðåçóëüòàòà.

3. Ïîñòðîåíû ìîäåëè äâóõ èçáûòî÷íûõ øóìîâ � øóìà ñïîíòàííîé êðèñòàëëèçàöèè (ðàñ-

ñòåêëîâàíèÿ) è øóìà âÿçêîãî òðåíèÿ. Îöåíåíà ïëîòíîñòü ÷àñòîòû ñîáûòèé ðàññòåêëî-

âàíèÿ äëÿ ïëàâëåííîãî êâàðöà. Ïðîâåäåíû îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè è ïîêàçàíî,

÷òî äàííûå øóìû íå ïðåâûøàþò óæå èçâåñòíûå øóìû â ãðàâèòàöèîííûõ àíòåííàõ.

4. Ðàçðàáîòàíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äëÿ îöåíêè è îïòèìèçàöèè ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ â ðåçîíàòîðàõ ñ ìîäàìè òèïà øåï÷óùåé ãàëåðåè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷-

íûå ðåæèìû ðàáîòû ýëåêòðîîïòè÷åñêîãî ìîäóëÿòîðà íà èõ îñíîâå è ïîêàçàíà âîçìîæ-

íîñòü óëó÷øåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çà ñ÷¼ò ïðèìåíåíèÿ ðåçîíàòîðîâ ñïåöèàëüíîé ôîðìû.

5. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷¼òà âíóòðåííèõ òåïëîâûõ øóìîâ ìèêðîðåçîíàòîðîâ ñ

ìîäàìè øåï÷óùåé ãàëåðåè. Ïîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü ó÷¼òà îòêðûòîñòè ñèñòåìû íà íèç-

êèõ ÷àñòîòàõ ïðè ðàñ÷¼òå òåðìîðåôðàêòèâíîãî è òåðìîóïðóãîãî øóìîâ. Äàí ìåòîä òåî-

ðåòè÷åñêîé îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäóëÿòîðà è ïîêàçàíî îïðåäåëÿþùåå äåéñòâèå

ýëåêòðè÷åñêèõ øóìîâ ÑÂ× ÷àñòè óñòðîéñòâà.
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3.6. Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ìèõàèëó

Ëåîíèäîâè÷ó Ãîðîäåöêîìó çà ó÷àñòèå â ýâîëþöèè òåìû, ðåêîìåíäàöèè èíòåðåñíûõ å¼ íà-

ïðàâëåíèé è ïëîäîòâîðíûõ êîíôåðåíöèé, ïîìîùè â îáðàáîòêå òåêñòà äèññåðòàöèè; ñâîèì

ñîàâòîðàì çà ïëîäîòâîðíóþ ñîâìåñòíóþ ðàáîòó, è ñâîåé æåíå Þëèè çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå

ðèñóíêîâ è òåêñòà. Òàêæå õîòåëîñü áû ïîáëàãîäàðèòü ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ôèçèêè êîëå-

áàíèé è äðóãèõ ïðåïîäàâàòåëåé çà ïîìîùü â ïîñòèæåíèè íàóê, îäíîãðóïíèêîâ è êîëëåã çà

ïîääåðæêó.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé îðãàíèçîâàí â òàáëèöó.

Ñèìâîë Âåëè÷èíà Ðàçìåðíîñòü Èñïîëüçîâàíèå

δx ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè çåðêàëà ì Ãëàâà 1

L Äëèíà ïëå÷à èíòåðôåðîìåòðà ì Ãëàâà 1

V îáú¼ì ì3 Âåçäå

T òåìïåðàòóðà Ê Âåçäå

∆∗ êîíå÷íîå îòêëîíåíèå âåëè÷èíû ∗ åä. ∗ Âåçäå

δ∗ ìàëîå îòêëîíåíèå âåëè÷èíû ∗ åä. ∗ Âåçäå

βT èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü Ïà−1 Âåçäå

p äàâëåíèå Ïà Âåçäå

kB ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà Äæ/Ê Âåçäå

C óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü Äæ/(êã·Ê) Âåçäå

ρ ïëîòíîñòü êã/ì3 Âåçäå

εik äåôîðìàöèÿ 1 Âåçäå

σ ìåõ. íàïðÿæåíèå Ïà Âåçäå

F ñèëà Í Âåçäå

u ñìåùåíèå ì Âåçäå

E âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ Äæ Âåçäå

S ýíòðîïèÿ Äæ/Ê Âåçäå

µ õèì. ïîòåíöèàë Äæ Ââåäåíèå ê ãëàâå 1

N ÷èñëî ÷àñòèö 1 Ââåäåíèå ê ãëàâå 1

de ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ (ïî àìïëèòóäå) ì Ââåäåíèå ê ãëàâå 1

n∗ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ *-ñóùíîñòè 1 Âåçäå

k0 âîëíîâîé âåêòîð â âàêóóìå ðàä./ì Âåçäå

ϕ ôàçà âîëíû ðàä. Ãëàâà 1

z êîîðäèíàòà â ãëóáü çåðêàëà ì Ãëàâà 1

φ(f) óãîë ïîòåðü 1 Âåçäå

f ÷àñòîòà Ãö Âåçäå

ν∗ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà *-ñóùíîñòè 1 Âåçäå

Y∗ ìîäóëü Þíãà *-ñóùíîñòè Ïà Âåçäå
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Ñèìâîë Âåëè÷èíà Ðàçìåðíîñòü Èñïîëüçîâàíèå

w øèðèíà ãàóññîâîãî ïÿòíà (ïî e2) ì Ãëàâà 1

S∗ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü *-ñóùíîñòè (åä.∗)2/Ãö Âåçäå

α∗ êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ 1/Ê Âåçäå

κ òåïëîïðîâîäíîñòü Âò/(ì·Ê) Âåçäå

dj òîëùèíà j-ñëîÿ ì Âåçäå

G,R, ξ ìåñòíûå áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû 1 Ââåäåíèå ê ãëàâå 1

ω êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ðàä./ñ Âåçäå

Ω êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ðàä./ñ Âåçäå

β òåðìîðåôðàêöèÿ 1/Ê Âåçäå

σB ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà Âò/ì2/Ê4 Âåçäå

B îïòè÷åñêàÿ èíäèêàòðèñà 1 Âåçäå

pλµ òåíçîð ôîòîóïðóãîñòè (Â/ì)−1 Âåçäå

Γj êîìïëåêñíûé êîýôô. îòðàæåíèÿ 1 Âåçäå

τj êîìïëåêñíûé êîýôô. ïðîïóñêàíèÿ 1 Âåçäå

E ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå Â/ì Âåçäå

H ìàãíèòíîå ïîëå À/ì Âåçäå

Zj èìïåäàíñ E/H Îì Ãëàâà 1

ηj èìïåäàíñ µ/ε Îì Ãëàâà 1

ε äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü 1 Âåçäå

µ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü 1 Âåçäå

ε0 ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ Ô/ì Âåçäå

µ0 ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ãí/ì (Í/À2) Âåçäå

gij ýëåìåíòàðíûé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ 1 Âåçäå

ϕj äâîéíîé íàáåã ôàçû â ñëîå 2k0njdj ðàä. Ãëàâà 1

λ äëèíà âîëíû ì Ãëàâà 1,3

m, j, k íîìåðà ñëî¼â 1 Âåçäå

zj ìåñòíûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò 1 Ãëàâà 1

β′j ôàçîâûé øóìîâîé êîýôôèöèåíòà 1 Ãëàâà 1,2

β′′j àìïëèòóäíûé øóìîâîé êîýôôèöèåíòà 1 Ãëàâà 1,2

α̃(ω) äèíàìè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü Í/ì Ãëàâà 1,3

χ∗ îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå ∗ % Ãëàâà 1



117

Ñèìâîë Âåëè÷èíà Ðàçìåðíîñòü Èñïîëüçîâàíèå

Γ ãðàíèöà îáëàñòè � Ãëàâà 2

v∗ ñêîðîñòü çâóêà ì/ñ Ãëàâà 2

a ðàäèóñ ïóçûðüêà ì Ãëàâà 2

L òîëùèíà çåðêàëà ì Ãëàâà 2

R ðàäèóñ çåðêàëà ì Ãëàâà 2

λ ïëîòíîñòü ÷àñòîòû ñîáûòèé Ãö/ì3 Ãëàâà 2

I ÷èñëåííûå èíòåãðàëû 1 Ãëàâà 2

η äèíàìè÷åñêàÿ (ñäâèãîâàÿ) âÿçêîñòü Ïà·ñ Ãëàâà 2

ζ îáú¼ìíàÿ âÿçêîñòü Ïà·ñ Ãëàâà 2

G ñòàòè÷åñêèé ñäâèãîâûé ìîäóëü Ïà Ãëàâà 2

K ñòàòè÷åñêèé îáú¼ìíûé ìîäóëü Ïà Ãëàâà 2

G′ äèíàìè÷åñêèé ñäâèãîâûé ìîäóëü Ïà Ãëàâà 2

K ′ äèíàìè÷åñêèé îáú¼ìíûé ìîäóëü Ïà Ãëàâà 2

CK ïåðåêð¼ñòíàÿ ðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïà Ãëàâà 2

CG äèàãîíàëüíàÿ ðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïà Ãëàâà 2

k âîëíîâîé âåêòîð â ñðåäå ðàä./ì Âåçäå

m àçèìóòàëüíîå ÷èñëî ÌØÃ 1 Ãëàâà 3

l îðáèòàëüíîå ÷èñëî ÌØÃ 1 Ãëàâà 3

q ðàäèàëüíîå ÷èñëî ÌØÃ 1 Ãëàâà 3

p ïîïåðå÷íîå ÷èñëî ÌØÃ 1 Ãëàâà 3

R ðàäèóñ ðåçîíàòîðà ì Ãëàâà 3

Rm ðàäèóñ öåíòðà ëîêàëèçàöèè ÌØÃ ì Ãëàâà 3

dr ðàäèàëüíûé ðàäèóñ ÌØÃ ì Ãëàâà 3

dz àêñèàëüíûé ðàäèóñ ÌØÃ ì Ãëàâà 3

rc ðàäèóñ êðèâèçíû ðåçîíàòîðà ì Ãëàâà 3

b âåðòèêàëüíàÿ ïîëóîñü ñôåðîèäà ì Ãëàâà 3

fm ÷àñòîòà ìîäû ñ íîìåðîì m Ãö Âåçäå

κ òåïëîïðîâîäíîñòü Âò/(ì·Ê) Âåçäå

x îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà åä. Âåçäå

F îáîáù¼ííàÿ ñèëà Äæ/åä. Ãëàâà 3

meff ýôôåêòèâíàÿ ìàññà Äæ/(åä.·ðàä./ñ)2 Âåçäå

W ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ Äæ Âåçäå

P ìîùíîñòü íàêà÷êè Âò Âåçäå
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Ñèìâîë Âåëè÷èíà Ðàçìåðíîñòü Èñïîëüçîâàíèå

~ ïîñòîÿííàÿ ïëàíêà Äæ·ñ/ðàä. Âåçäå

Γ øèðèíà ðåçîíàíñà ìåõàíè÷åñêîé ìîäû Ãö Ãëàâà 3

Ω ÷àñòîòà ìåõàíè÷åñêîé ìîäû ðàä/ñ Ãëàâà 3

γ0m ñîáñòâåííàÿ øèðèíà ÌØÃ ìîäû Ãö Ãëàâà 3

κm ïîëíàÿ øèðèíà ÌØÃ ìîäû Ãö Ãëàâà 3

γc øèðèíà, îáóñëîâëåííàÿ ñâÿçüþ Ãö Ãëàâà 3

n2 êîýôôèöèåíò Êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè ì2.Âò Ãëàâà 3

ω ÷àñòîòà îïòè÷åñêîé íàêà÷êè ðàä/ñ Ãëàâà 3

ωRF ÷àñòîòà ÑÂ× íåñóùåé ðàä/ñ Ãëàâà 3

Am ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ àìïëèòóäà ìîäû Â/ì Ãëàâà 3

~em ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôîðìà ìîäû 1 Ãëàâà 3

δωkj îòí. ñäâèã ÷àñòîòû ìîäû j ïîä äåéñòâèåì k 1 Ãëàâà 3

Xk èíòåãðàë ïåðåêðûòèÿ ìîäû k ñ íàêà÷êîé 1 Ãëàâà 3

∆k îòñòðîéêà íàêà÷êè îò ÷àñòîòû ìîäû ðàä/ñ Ãëàâà 3

bk àìïëèòóäà êîëåáàíèé k-ìîäû íà ÷àñòîòå íàêà÷êè Â/ì Ãëàâà 3

a±k àìïëèòóäà êîëåáàíèé k-ìîäû íà ÷àñòîòå ω ± ωRF Â/ì Ãëàâà 3

rijk ýëåêòðîîïòè÷åñêèé òåíçîð (Â/ì)−1 Âåçäå

D ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå À·ñ/ì2 Âåçäå

ϕ àçèìóòàëüíûé óãîë ðàä. Ãëàâà 3

lϕ óãëîâàÿ äëèíà ìèêðîïîëîñêà 1 Ãëàâà 3

w øèðèíà ìèêðîïîëîñêà ì Ãëàâà 3

t òîëùèíà ìèêðîïîëîñêà ì Ãëàâà 3

h òîëùèíà ÌÌØÃ (îíà æå ïîäëîæêà ìèêðîïîëîñêà) ì Ãëàâà 3

er äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ÌÌØÃ (íà ÑÂ×) 1 Ãëàâà 3

sδkj ýôôåêòèâíîñòü ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè Äæ−1/2 Ãëàâà 3

g0kj òåìï ñâÿçè ñ âàêóóìîì ðàä/ñ Ãëàâà 3

Pmin ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïî îáíàðóæèìîé ìîùíîñòè Âò Ãëàâà 3

Uπ Ïîëóâîëíîâîå íàïðÿæåíèå Â Ãëàâà 3

Q äîáðîòíîñòü 1 Ãëàâà 3

σR ïðîâîäèìîñòü Îì−1 Ãëàâà 3
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Ïðèëîæåíèå

Ï.1. Ê ìåòîäó èìïåäàíñîâ

Çäåñü áóäóò ïîëó÷åíû íåâîçìóù¼ííûå êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ ÷åòâåðòüâîëíîâîãî ïî-

êðûòèÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (1.2.1)-(1.2.3) íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ äèýëåêòðèêîâ. Î÷å-

âèäíî, ÷òî èìïåäàíñ íåïðåðûâåí âñþäó. Òîãäà

Γ(+0) = 0 (0.1.1)

Z(+0) = ηs (0.1.2)

Γ(−0) =
Z(−0)− η1

Z(−0) + η1

(0.1.3)

Z(−0) = Z(+0) (0.1.4)

Äàëåå âíóòðè ñëîÿ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî:

Γ(z + dz) =
E−e

iωt+ik(z+dz)

E+eiωt−ik(z+dz)
= Γ(z)ei2kdz (0.1.5)

Òîãäà

Γ(−d1 + 0) = Γ(−0)e−i2n1
ω
c
d1 (0.1.6)

Z(−d1 + 0) = η1
1 + Γ(−d1 + 0)

1− Γ(−d1 + 0)
= η1

1 + Γ(−0)e−i2n1
ω
c
d1

1− Γ(−0)e−i2n1
ω
c
d1

(0.1.7)

Γ(−d1 − 0) =
Z(−d1 − 0)− η2

Z(−d1 − 0) + η2

=
Z(−d1 + 0)− η2

Z(−d1 + 0) + η2

(0.1.8)

(0.1.9)

Èòîãî, îáîçíà÷àÿ Γi = Γ(
∑i−1

1 −di − 0) è Zi = Z(
∑i

1−di − 0) = Z(
∑i

1−di + 0), ïîëó÷èì

Γi =
Zi−1 − ηi
Zi−1 + ηi

(0.1.10)

Zi = ηi
1 + Γie

−i2ni ωc di

1− Γie
−i2ni ωc di

(0.1.11)

Äëÿ ìíîãîñëîéíîãî ÷åòâåðòüâîëíîâîãî çåðêàëà φi = −π,

Zi+1 =
η2
i+1

Zi
=
η2
i+1

η2
i

Zi−1 (0.1.12)

Z2N =

(
η2

0

η2
1

)N
ηs (0.1.13)

Z2N+1 =

(
η2

1

η2
0

)N
η2

1

ηs
(0.1.14)
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Γ2N+e =
η2N

0 ηs − η2N
1 ηe

η2N
0 ηs + η2N

1 ηe
=

ηs
ηe

(
η0

η1

)2N

− 1

ηs
ηe

(
η0

η1

)2N

+ 1
(0.1.15)

Γ2N+1+e =
η2N+2

1 − η2N
0 ηsηe

η2N+2
1 + η2N

0 ηsηe
=

1− ηsηe
η2

1

(
η0

η1

)2N

1 + ηsηe
η2

1

(
η0

η2
1

)2N
(0.1.16)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñå èìïåäàíñû è êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíû.

Ï.2. Ê ðàñ÷¼òó øóìîâàîé äîáàâêè

Çäåñü áóäóò ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âîçìóù¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ â îòñóò-

ñòâèå ôîòîóïðóãîñòè. Äîïóñòèì, â ðåçóëüòàòå øóìîâ, òîëùèíû ñëî¼â ïîêðûòèÿ èçìåíèëèñü.

Òîãäà ýòî ìîæíî ó÷åñòü â èçìåíåíèè íàáåãà ôàç â (0.1.6), ââåäÿ φi → φi + ∆i. Áóäåì èñêàòü

íîâûå èìïåäàíñû è êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ êàê âîçìóùåíèÿ ñòàðûõ:

Γ‘(−d1 + 0) = Γ(−0)eiφ1+i∆1 = Γ(−0)eiφ1(1 + i∆1) (0.2.1)

Z‘1 = η1
1 + Γ(−d1 + 0)

1− Γ(−d1 + 0)
= η1

1 + Γ1e
iφ1(1 + i∆1)

1− Γ1eiφ1(1 + i∆1)
=

= Z1

(
1 +

2Γ1e
iφ1

1− Γ2
1e
i2φ1

i∆

)
= Z1(1 + z1i∆1) (0.2.2)

Γ‘2 =
Z‘1 − η2

Z‘1 + η2

=
Z1 (1 + z1i∆1)− η2

Z1 (1 + z1i∆1) + η2

=

= Γ2

(
1 +

2η2Z1

Z2
1 − η2

2

z1i∆1

)
= Γ2(1 + g2i∆1) (0.2.3)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî |z1i∆1| = | − 2Γ1eiφ1

1−Γ2
1e
i2φ1

i∆| << 1

Z‘2 = η2
1 + Γ‘2e

iφ2(1 + i∆2)

1− Γ‘2eiφ2(1 + i∆2)
=

= η2
1 + Γ2e

iφ2(1 + g2i∆1)(1 + i∆2)

1− Γ2eiφ2(1 + g2i∆1)(1 + i∆2)
=

= Z2

(
1 +

2Γ2e
iφ2

1− Γ2
2e
i2φ2

(i∆2 + g2i∆1)

)
=

= Z2 (1 + z2(i∆2 + g2i∆1)) (0.2.4)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî g2i∆1 + i∆2 << 1, g2∆1∆2 ≈ 0

Γ‘3 =
Z‘2 − η3

Z‘2 + η3

=
Z2 (1 + z2(i∆2 + g2i∆1))− η3

Z2 (1 + z2(i∆2 + g2i∆1)) + η3

=

= Γ3

(
1 +

2η3Z2

Z2
2 − η2

3

z2(i∆2 + g2i∆1)

)
= Γ3(1 + g3i∆2 + g3g2i∆1) (0.2.5)
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Èòîãî ïîëó÷èì

zk =
2Γke

iφk

1− Γ2
ke
i2φk

=
2(Z2

k−1 − η2
k)e

iφk

(Zk−1 + ηk)2 − (Zk−1 − ηk)2ei2φk
(0.2.6)

fk =
2ηkZk−1

Z2
k−1 − η2

k

; gk = fkzk−1 =
2ηkZk−1

Z2
k−1 − η2

k

2Γk−1e
iφk−1

1− Γ2
k−1e

i2φk−1
(0.2.7)

Γ‘i = Γi

(
1 + i

i−1∑
j=1

i∏
k=j+1

gk∆j

)
= Γi

(
1 + i

i−1∑
j=1

αij∆j

)
(0.2.8)

Z‘i = Zi

(
1 + izi

(
∆i +

i−1∑
j=1

i∏
k=j+1

gk∆j

))
(0.2.9)

èëè ðåêóðåíòíî

Γ‘i+1 = Γi+1 (1 + gi+1(Γ‘i/Γi − 1 + i∆i+1)) = Γi+1 (1 + fi+1(Z‘i/Zi − 1)) (0.2.10)

Z‘i+1 = Zi+1 (1 + zi+1(Γ‘i+1/Γi+1 − 1 + i∆i+1)) = Zi+1 (1 + zi+1(fi+1(Z‘i/Zi − 1) + i∆i+1))

(0.2.11)

Îäíàêî â ñëó÷àå λ/4 - îòðàæàòåëÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîâåðõíîñòè zi → ∞ è ðàçëîæåíèå

(0.2.3) íå ìîæåò èìåòü ìåñòî ïðè ïðîèçâîëüíîì øóìå. Ïðîâåðèì óñëîâèå, èñïîëüçîâàâøååñÿ

ïðè ðàçëîæåíèè

∆i = 2k0niδdi <<
1

zi
(0.2.12)

Ïîëó÷èì, ïîëîæèâ µ = 1, η = 1
n

√
ε0
µ0

δdj <<
1

k0nj

nj1nsn
j−1
0

n2j
1 − n

2(j−1)
0 n2

s

(0.2.13)

Äëÿ çåðêàëà, èñïîëüçóþùåãîñÿ â LIGO ïîëó÷èì δdj << 0.05. Òàêèì îáðàçîì ôîðìóëû

(0.2.6)-(0.2.8) îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè.

Ï.2.1. Óïðîùåíèÿ äëÿ ÷åòâåðòüâîëíîâîãî îòðàæàòåëÿ

Äëÿ λ/4-îòðàæàòåëÿ ìîæíî çàïèñàòü

zk = −
2(Z2

k−1 − η2
k)

(Zk−1 + ηk)2 − (Zk−1 − ηk)2
= −

2(Z2
k−1 − η2

k)

4ηkZk−1

= − 1

fk
(0.2.14)

Ñîîòâåòñòâåííî

zj =
1

2

(
Zj
ηj
− ηj
Zj

)
(0.2.15)

z2N = −η
4N
1 − η2

sη
4N−2
0

2η2N
1 ηsη

2N−1
0

(0.2.16)

z2N+1 = −η
4N
0 η2

s − η4N+2
1

2η2N+1
1 ηsη2N

0

(0.2.17)
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Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

zj = (−1)j
η

2(j−1)
0 η2

s − η
2j
1

2ηj1ηsη
j−1
0

=
(−1)j

2

(
ηs
η0

(
η0

η1

)j
− η0

ηs

(
η1

η0

)j)
(0.2.18)

Òîãäà èñïîëüçóÿ (0.2.14) ïîëó÷èì

αij =
i∏

k=j+1

gk =
i∏

k=j+1

zk−1fk =
i∏

k=j+1

zkfk
zj
zi

= fi(−1)i−j−1zj (0.2.19)

Z‘i = Zi

(
1 + izi

(
∆i +

i−1∑
j=1

i∏
k=j+1

zk−1fk∆j

))
= Zi

(
1 + izi∆i + i

i−1∑
j=1

(−1)i−jzj∆j

)

= Zi

(
1 + i

i∑
j=1

(−1)i−jzj∆j

)
(0.2.20)

È òîãäà

Z‘N = ZN

(
1 + i(−1)N

N∑
j=1

η
2(j−1)
0 η2

s − η
2j
1

2ηj1ηsη
j−1
0

∆j

)
(0.2.21)

Γ‘N+e = ΓN+e

(
1 + ifN+e

N∑
j=1

(−1)N−jzj∆j

)
(0.2.22)

fN+e =
2ηeZN
Z2
N − η2

e

, αj = αN+ej (0.2.23)

Ï.2.2. Ê ðàñ÷¼òó íåîäíîðîäíîãî øóìà â ïîêðûòèè

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü äëÿ ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîãî øóìà

â òîëñòîì ñëîå, íàïðèìåð ñâåòîäåëèòåëå èëè âõîäíîì (÷àñòè÷íî ïðîïóñêàþùåì) çåðêàëå,

ãäå ñâåòîâàÿ ìîùíîñòü íàõîäèòñÿ â ïîäëîæêå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

nj = n(z) ≈ n � íåâîçìóù¼ííûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñëîÿ, δnj = δn(z) è dj → dz → 0

(ϕj → dϕ). Òîãäà

Γj+1 =
gj+1,j + Γ̃j

1 + gj+1,jΓ̃j
= Γ̃j = Γje

−iϕj = Γ1e
−i

∑j ϕk , (0.2.24)

Äëÿ ñëîÿ òîëùèíîé L ΓN+1 = Γ1e
−i

∑N ϕj = Γ1e
−2ik0nL. Äàëåå äëÿ èìïåäàíñíûõ êîåôôèöèåí-

òîâ

zk =
1− Γ2

1e
−2i

∑k−1 ϕl

2Γ1e−i
∑k−1 ϕl

=
Γ−1

1 ei
∑k−1 ϕl − Γ1e

−i
∑k−1 ϕl

2
, (0.2.25)

z̃k =
1− Γ2

1e
−i2

∑k−1 ϕle−i2ϕk

2Γ1e−i
∑k−1 ϕle−iϕk

=
Γ−1

1 ei
∑k ϕl − Γ1e

−i
∑k ϕl

2
. (0.2.26)
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Çàìåòèì, ÷òî zk = z̃k−1. Óïðîñòèì äàëåå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóÿ Γ1 = |Γ1|e−i2ϕ1 è âñïîìèíàÿ,

÷òî â ñëåäñòâèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
∑k−1 ϕl =

∑k ϕl − ϕk = 2k0nz − 2k0ndz:

zk = i|Γ1| sin (2k0n(z − dz) + 2ϕ1) , (0.2.27)

z̃k = i|Γ1| sin (2k0nz + 2ϕ1) . (0.2.28)

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó êîåôôèöèåíòó

ζk = z̃k − zk = i|Γ1|(sin (2k0nz + 2ϕ1)− sin (2k0n(z − dz) + 2ϕ1)) = (0.2.29)

= 2ik0n|Γ1| cos (2k0nz + 2ϕ1) dz. (0.2.30)

Íàêîíåö, ÷òîáû ïåðåïèñàòü îñíîâíûå ôîðìóëû, íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ∆j = −2k0δn(z)dz

è δnN+1 = 0 òàê êàê i âíå L îáëàñòè.

Γ′N+1 = ΓN+1(1 + ε),

ε = zN+1
δnN+1

nN+1

+
N∑
j=1

N+1∏
k=j+1

zk
z̃k−1

(
i∆j − ζj

δnj
nj

)
= (0.2.31)

=

∫ L

0

(
−i2k0δn(z)dz − δn(z)

n
2ik0n cos (2k0nz + 2ϕ̃) dz

)
= (0.2.32)

= −2ik0

∫ L

0

δn(z) (1 + cos (2k0nz + 2ϕ̃)) dz (0.2.33)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàëîé íåîäíîðîäíîñòè â ñëîå òîëùèíîé L íà íà÷àëüíîì êîåôôè-

öèåíòå îòðàæåíèÿ Γ1, îòðàæåíèå íà ïîâåðõíîñòè

Γ′N+1 =Γ1e
−2ik0nL(1− 4ik0

∫ L

0

δn(z) cos2
(
k0nz + iLn

√
Γ1

)
dz) =

=Γ1e
−2ik0nL(1− 4ik0

∫ L

0

δn(z) cos2
(
k0nz + ϕ1/2 + i ln

√
|Γ1|
)
dz) (0.2.34)

=Γ1e
−2ik0nL(1− 2ik0

∫ L

0

δn(z)dz+

− ik0

∫ L

0

δn(z)

(
cos(2k0nz + ϕ1)

1 + Γ2
1

Γ1

+ i sin(2k0nz + ϕ1)
1− Γ2

1

Γ1

)
dz), (0.2.35)

ãäå Ln îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíûé ëîãàðèôì. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè èç [36]

ñ óñðåäíåíèåì ïî sin2, òàê êàê îíè ïî-ñóòè ïîëîæèëè Γ1 = −1.

Çàìå÷ó, ÷òî Γ1 ïîëó÷åíî èç Γ0 áåç øóìà, ò.å ôîðìóëà îïèñûâàåò ïåðåõîä îò áåñøóìíîãî

ê áåñøóìíîìó ñëîþ ïðè ïîñòîÿííîì íåâîçìóù¼ííîì êîýôôèöèåíòå ïðåëîìëåíèÿ.

Åñëè íàì íåîáõîäèìî îñòàòüñÿ âíóòðè øóìÿùåé îáëàñòè ÷òîáû îïèñàòü ïåðåõîä âíóòðè

ñëîÿ ñ äàííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, íåîáõîäèìî îáðàòèòü ñêà÷îê ïîêàçàòåëÿ ïðåëîì-
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ëåíèÿ íà ëåâîé (ïåðåäíåé)

Γ̃j =
Γj+1 − gj+1,j

1− gj+1,jΓj+1

=
Γj+1 +

δn(dj)

2n

1 +
δn(dj)

2n
Γj+1

= Γj+1

(
1 +

1− Γ2
j+1

2Γj+1

δn(dj)

n

)
= Γj+1

(
1 + i sin(iLn Γj+1)

δn(dj)

n

)
= Γj+1

(
1 + i sin(iLn Γj + 2k0njdj)

δn(dj)

n

)
=

= Γj+1

(
1 + zj+1

δn(dj)

n

)
= Γj+1

(
1 + z̃j

δn(dj)

n

)
(0.2.36)

è ïðàâîé (çàäíåé) ãðàíèöå ñëîÿ

Γ̃j = Γ̃j

(
1−

1− Γ2
j

2Γj

δn(0)

n

)
= Γ̃j

(
1− i sin(iLn Γj)

δn(0)

n

)
= Γj+1

(
1− zj

δn(0)

n

)
. (0.2.37)

ãäå δn(dj) îçíà÷àåò ëåâóþ (ïåðåäíþþ) ñòîðîíó. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî δn

− izj
δn(0)

n
+ iz̃j

δn(dj)

n
− 4ik0

∫
dj

δn(z) cos2
(
k0nz + iLn

√
Γj

)
dz =

= −i sin(iLn Γj)
δn(0)

n
+ i sin(iLn Γj + 2k0njdj)

δn(dj)

n

− 2ik0djδnj − 2ik0

∫
dj

δn(z) cos (2k0nz + iLn Γj) dz = −2ik0djδnj (0.2.38)

Íàêîíåö ïîëó÷èì

Γ′N+1 =Γ1e
−2ik0nL(1 + iµ′j

δnj(0)

nj
− 4ik0

∫ L

0

δn(z) cos2
(
k0nz + iLn

√
Γ1

)
dz) =

=Γ1e
−2ik0nL(1 + iµ′j

δnj(0)

nj
− 4ik0

∫ L

0

δn(z) cos2
(
k0nz + ϕ1/2 + i ln

√
|Γ1|
)
dz)

=Γ1e
−2ik0nL(1 + iµ′j

δnj(0)

nj
− 2ik0

∫ L

0

δn(z)dz+

− ik0

∫ L

0

δn(z)

(
cos(2k0nz + ϕ1)

1 + Γ2
1

Γ1

+ i sin(2k0nz + ϕ1)
1− Γ2

1

Γ1

)
dz), (0.2.39)

Ï.2.3. Îöåíêà ñïåêòðàëüîé ïëîòíîñòè óïðóãèõ øóìîâ

Îöåíèì äèñïåðñèþ øóìà, ñ÷èòàÿ øóì êàæäîãî ñëîÿ δd íåçàâèñèìûì, íî ðàçíûì äëÿ

äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ñëî¼â (îïðåäåëÿþùèìñÿ ìàòåðèàëîì) , ò.å. 〈δd2
j〉 → S(Ω)j = ξj(ω)δd

(1.2.48), 〈δdjδdk〉 = 0. Èñïîëüçóÿ òàáë. 1.2 ïîëó÷èì äëÿ êâàðöåâîé ïîäëîæêè

S(Ω)si = 0.60 ∗ 10−20

√
2π

ω

ì√
Ãö

(0.2.40)

S(Ω)ta = 1.26 ∗ 10−20

√
2π

ω

ì√
Ãö
. (0.2.41)
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Äàëåå ìíîæèòåëè 4k2
0n

2
e è
√

2π/ω â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ ïðîñòîòû ñðàâíåíèÿ áóäåì îïóñ-

êàòü, è ïîëó÷àòü
”
äèñïåðñèè“ øóìà â ì/

√
Ãö íà ÷àñòîòå 1 Ãö. Ïðè æåëàíèè èñòèííûå ñïåê-

òðàëüíûå ïëîòíîñòè ôëóêòóàöèé ôàçû ìîæíî ïîëó÷èòü, äîìíîæèâ ðåçóëüòàòû íà ýòè ìíî-

æèòåëè.

S2
φ = 4k2

0

N∑
j=1

[
fN+e(−1)N−jzjnj − ne

]2
S2
δdj

=

= 4k2
0

N∑
j=1

[
fN+e

(−1)N

2

(
ηs
η0

(
η0

η1

)j
− η0

ηs

(
η1

η0

)j)
nj − ne

]2

S2
δdj

= 4k2
0S

2
d

N∑
j=1

[
f 2
N+e

4

η2
s

η2
0

(
η2

0

η2
1

)j
n2
jS

2
δdj

+
f 2
N+e

4

η2
0

η2
s

(
η1

η0

)j
n2
jS

2
δdj
−
f 2
N+e

2
n2
jS

2
δdj

− fN+ene(−1)NnjS
2
δdj

ηs
η0

(
η0

η1

)j
+ fN+ene(−1)NnjS

2
δdj

η0

ηs

(
η1

η0

)j
+ S2

δdj
n2
e] (0.2.42)

Ðàññìîòðèì ïðåäåëû Z2N → 0 è Z2N →∞. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì f2N+e → 0

• Z2N → 0 (n1 < n0)

S2
φ =4k2

0n
2
eS

2
d0[

n4
0

n4
0 − n4

1

− 2
n2

0

n2
0 − n2

1

+N ]+

+ 4k2
0n

2
eS

2
d1[

n4
1

n4
0 − n4

1

− 2
n2

1

n2
0 − n2

1

+N ] (0.2.43)

• Z2N →∞ (n1 > n0)

S2
φ =4k2

0(S2
d0 + S2

d1)n2
e[−

n4
1

n4
e

n4
0

n4
0 − n4

1

+
2n2

1

n2
e

n2
0

n2
0 − n2

1

+N ] (0.2.44)

Òåïåðü äëÿ 2N + 1 ñëîÿ

S12
φ =S2

φ + 4k2
0S

2
d1[n2

1

f 2
2N+1+e

4

(
Z2

2N

η2
1

+
η2

1

Z2
2N

)
+ nen1f2N+1+e

(
Z2N

η1

− η1

Z2N

)
+ n2

e −
f 2

2N+1+e

2
n2

1] =

(0.2.45)

ãäå â Sφ âìåñòî f2N+e èñïîëüçóåòñÿ −f2N+1+e =
2nen2

1ZvZ2N

n4
1Z

2
2N−n2

eZ
2
v
. Òîãäà

• Z2N → 0 (n1 < n0) (òîåñòü Z2N+1 →∞)

S12
φ =4k2

0n
2
e(S

2
d0 + S2

d1)[
n4

0

n4
0 − n4

1

n4
1

n4
e

− 2
n2

0

n2
0 − n2

1

n2
1

n2
e

+N ] + 4k2
0n

2
eS

2
d1 (0.2.46)



136

• Z2N →∞ (n1 > n0) (òîåñòü Z2N+1 → 0)

S12
φ =4k2

0n
2
e[−

n4
0

n4
0 − n4

1

(S2
d0 + S2

d1) + 2
n2

0

n2
0 − n2

1

(S2
d0 + S2

d1) + (S2
d0 + S2

d1)N ]+

4k2
0S

2
d1[n2

1

f 2
2N+1+e

4

Z2
2N

η2
1

+ nen1f2N+1+e
Z2N

η1

+ n2
e] =

=4k2
0n

2
e(S

2
d0 + S2

d1)[− n4
0

n4
0 − n4

1

+ 2
n2

0

n2
0 − n2

1

+N ] (0.2.47)

Èòîãî äëÿ êâàðö-òàíòàëàòíîãî çåðêàëà èç 42 ñëî¼â ïîëó÷èì Snorm = 6.04 × 10−20 ì/
√
Ãö, ñ

43 ñëîÿìè Snorm = 6.18 × 10−20 ì/
√
Ãö. Äëÿ òàíòàëàò-êâàðöåâîãî - Snorm = 4.11 × 10−20 è

4.13× 10−20 ì/
√
Ãö ñîîòâåòñòâåííî.

Ï.2.4. Êîððåêòèðóþùèé ñëîé

Çäåñü áóäóò ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ äèñïåðñèé øóìà ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî

êîððåêòèðóþùåãî ñëîÿ. Äîáàâëÿåì êîððåêòèðóþùèé ñëîé:

Z‘N+c = ZN+c

(
1 + i(−1)NzN+cfN+c

N∑
j=1

(−1)−jzj∆j + izN+c∆N+c

)
(0.2.48)

zN+c =
2(Z2

N − η2
c )e

iφc

(ZN + ηc)2 − (ZN − ηc)2ei2φc
(0.2.49)

zN+cfN+c =
4ηcZNe

iφc

(ZN + ηc)2 − (ZN − ηc)2ei2φc
(0.2.50)

È îòðàæåíèå áóäåò

Γ‘N+c+e = ΓN+c+e (1 + fN+c+e(Z‘N+c/ZN+c − 1)) =

= ΓN+c+e

(
1 + i(−1)Nα

N∑
j=1

(−1)−jzj∆j + iβ∆N+c

)
(0.2.51)

α(ηc, dc, ηe) = fN+c+ezN+cfN+c = gN+c+efN+c (0.2.52)

β = fN+c+ezN+c = gN+c+e (0.2.53)

Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ñäåëàííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëó÷èì äëÿ ïîëíîãî øóìà ôàçû

δφ = 2k0

N∑
j=1

[
(−1)N−j Re(αzjnj)− ne

]
δdj + 2k0 [Re(βnc)− ne] δdN+c (0.2.54)

À ó÷èòûâàÿ ÷òî âíóòðè λ/4-çåðêàëà Im(fN+c) = Im(zj) = Im(nj) = 0, ïîëó÷àåì

δφ = 2k0

N∑
j=1

[
(−1)N−j Re(β)fN+czjnj − ne

]
δdj + 2k0 [Re(β)nc − ne] δdN+c (0.2.55)
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Ðàññ÷èòàåì äèñïåðñèþ øóìà â ýòîì ñëó÷àå.

< δφ2 > = 4k2
0

(
N∑
j=1

[
Re(β)(−1)N−jfN+czjnj − ne

]2
S2
j + [nc Re(β)− ne]2 S2

c

)
(0.2.56)

Âûêëàäêè äî îïðåäåë¼ííîãî ìåñòà àíàëîãè÷íû òîìó, ÷òî áûëî äëÿ Sφfree , ñ òî÷íîñòüþ äî

çàìåíû f2N+e → Re(β)f2N+c è äîáàâêè S‘2c = 4k2
0 [nc Re(β)− ne]2 S2

c .

Ï.2.5. Ïîñëîéíàÿ êîìïåíñàöèÿ

Çäåñü áóäåò ïðîâåäåíà ïîïûòêà ïîñëîéíîé êîìïåíñàöèè øóìîâ. Èç óðàâíåíèÿ (0.2.54)

âèäíî, ÷òî äâå êîìïîíåíòû øóìà ìîæíî çàíóëèòü ïîäáîðîì òîëùèíû è ïîêàçàòåëÿ ïðåëîì-

ëåíèÿ êîððåêòèðóþùåãî ñëîÿ, ïðè÷¼ì îäíèì èç ýòèõ ñëî¼â äîëæåí áûòü îí ñàì. Äåéñòâè-

òåëüíî, ìåíÿÿ α ìû ìîæåì óáðàòü øóì îäíîãî èç âíóòðåííèõ ñëî¼â, à β - åãî ñîáñòâåííûå

ôëóêòóàöèè. Òîãäà

Re(β) = Re(fN+c+ezN+c) = Re(gN+c+e) =
ne
nc

(0.2.57)

Re(αzjnj) = Re(gN+c+e) Re(fN+czjnj)− Im(gN+c+e) Im(fN+czjnj) = ne (0.2.58)

è òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî âíóòðè λ/4-çåðêàëà Im(fN+c) = Im(zj) = Im(nj) = 0 äëÿ îäíîãî èç

j ≤ N , ïîëó÷àåì

ne
nc
fN+czj(−1)N−j =

ne
nj

(0.2.59)

2ηcZN
Z2
N − η2

c

=
nc

njzj(−1)N−j
(0.2.60)

2ZvZN
Z2
Nεc − Z2

vµc
=

1

njzj(−1)N−j
(0.2.61)

εc = 2(−1)N−jzjnj
Zv
ZN

+ µc
Z2
v

Z2
N

(0.2.62)

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî õîòÿ ó íàñ åñòü äâà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, ìû íå ñìîæåì ïîäîáðàòü èõ

òàê, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü øóìû áîëåå ÷åì îäíîãî âíóòðåííåãî ñëîÿ. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî µc = 1, êàê äëÿ áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ.

nc =

√
2(−1)N−jzjnj

Zv
ZN

+
Z2
v

Z2
N

=

√
(−1)N−jnj

(
Zv
ηj

Zj
ZN
− Zvηj
ZNZj

)
+
Z2
v

Z2
N

=

=

√
(−1)N−jn2

j

Zj
ZN
− (−1)N−j

Z2
v

ZNZj
+
Z2
v

Z2
N

=

√√√√(n0

ns

(
n1

n0

)j
− ns
n0

(
n0

n1

)j)
nj
Zv
ZN

+
Z2
v

Z2
N

(0.2.63)



138

Òîãäà äëÿ êîìïåíñàöèè âåðõíåãî (N -íîãî) ñëîÿ îòðàæàòåëÿ ïîëó÷èì nc = nN . Îäíàêî äëÿ

äðóãèõ ñëî¼â ïîëó÷àåòñÿ õóæå. Äëÿ íå÷¼òíûõ ñëî¼â çåðêàëà ñ êâàðöåâîé ïîäëîæêîé ïîëó÷à-

þòñÿ ïîêàçàòåëè ïîðÿäêà 5 ∗ 106, à äëÿ ÷¼òíûõ - êîìïëåêñíûå.

Òàêèì îáðàçîì øóì îäíîãî èç ñëî¼â óñòðàíÿåòñÿ ïîäáîðîì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ

êîððåêòèðóþùåãî ñëîÿ. Òåïåðü ïîäáåð¼ì åãî òîëùèíó òàê, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü åãî ñîá-

ñòâåííîå âëèÿíèå.

ZN+c = ηc
ηc(1− eiφc) + ZN(1 + eiφc)

ηc(1 + eiφc) + ZN(1− eiφc)

= ηc
(ηc + ZN)− (ηc − ZN)eiφc

(ηc + ZN) + (ηc − ZN)eiφc
(0.2.64)

Re[β] = Re

[
2ηeZN+c

Z2
N+c − η2

e

2(Z2
N − η2

c )e
iφc

(ZN + ηc)2 − (ZN − ηc)2ei2φc

]
=

=
2ηeηc(Z

2
N − η2

c )((η
2
c − η2

e)(η
2
c + Z2

N) cosφc − (η2
c + η2

e)(η
2
c − Z2

N))

((η2
c − η2

e)(η
2
c + Z2

N) cosφc − (η2
c + η2

e)(η
2
c − Z2

N))2 + 4η2
cZ

2
N(η2

c − η2
e)

2 sin2 φc

Äëÿ õîðîøåãî ïîêðûòèÿ Z2N ≈ 0, Z2N+1 →∞. Ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü çàäà÷ó â ýòèõ ñëó÷àÿõ:

1. Íå÷¼òíîå ÷èñëî ñëî¼â, ZN ≈ ∞

Re[β] =
2ηeηcZ

2
N((η2

c − η2
e)Z

2
N cosφc + (η2

c + η2
e)Z

2
N)

((η2
c − η2

e)Z
2
N cosφc + (η2

c + η2
e)Z

2
N)2 + 4η2

cZ
2
N(η2

c − η2
e)

2 sin2 φc
≈

=
2ηeηcZ

2
N((η2

c − η2
e) cosφc + (η2

c + η2
e))

Z2
N((η2

c − η2
e) cosφc + (η2

c + η2
e))

2 + 4η2
c (η

2
c − η2

e)
2 sin2 φc

≈

≈ 2ηeηc
(η2
c − η2

e) cosφc + (η2
c + η2

e)
(0.2.65)

cosφc = −(η2
c + η2

e)ne − 2ηeηcnc
ne(η2

c − η2
e)

= −(η2
c + η2

e)µe − 2η2
eµc

µe(η2
c − η2

e)
(0.2.66)

Òåïåðü, åñëè µc = µe (îáû÷íî ìû ñ÷èòàåì èõ ðàâíûìè 1), òî cosφc = −1; dc = λ/4,

ïðè÷¼ì ýòî òàê âíå çàâèñèìîñòè îò nc!

2. ×¼òíîå ÷èñëî ñëî¼â, ZN ≈ 0

Re[β] = − 2ηeη
3
c ((η

2
c − η2

e) cosφc − (η2
c + η2

e))

η2
c ((η

2
c − η2

e) cosφc − (η2
c + η2

e))
2 + 4Z2

N(η2
c − η2

e)
2 sin2 φc

≈

≈ − 2ηeηc
(η2
c − η2

e) cosφc − (η2
c + η2

e)
(0.2.67)

cosφc =
(η2
c + η2

e)ne − 2ηeηcnc
ne(η2

c − η2
e)

=
(η2
c + η2

e)µe − 2η2
eµc

µe(η2
c − η2

e)
(0.2.68)

Òåïåðü, åñëè µc = µe (îáû÷íî ìû ñ÷èòàåì èõ ðàâíûìè 1), òî cosφc = 1; dc = λ/2,

ïðè÷¼ì ýòî òàê âíå çàâèñèìîñòè îò nc!
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Âî ÷òî æå ïðåâðàòèòñÿ øóì ôàçû, åñëè âûïîëíèòü âñå ýòè óñëîâèÿ?

δφ = 2k0

N−1∑
j=1

[
(−1)N−j Re(α)zjnj − ne

]
δdj

= 2k0

N−1∑
j=1

[
±(−1)N−jfN+c+ezjnj − ne

]
δdj, (0.2.69)

ãäå + áåð¼òñÿ ïðè ZN ≈ 0, è − ïðè ZN → ∞ Ïðè ýòîì ZN+c = ZN èëè η2
c

ZN
ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà fN+c+e = fN+e èëè −fN+α, ãäå α = η2
c/ηe. Ñðàâíèì åãî ñ òåì, ÷òî áûëî áåç

”
êîððåêòè-

ðóþùåãî“ ñëîÿ

δφfree = 2k0

N∑
j=1

[
(−1)N−jfN+ezjnj − ne

]
δdj, (0.2.70)

Ïðè êîìïåíñàöèè âíåøíåãî ñëîÿ ëåãêî ïîëó÷èòü

< δφ2
free > − < δφ2 > = 4k2

0[fN+ezNnN − ne]2S2
N =

= 4k2
0S

2
N [

2ηeZN
Z2
N − η2

e

1

2

(
ZN
ηN
− ηN
ZN

)
nN − ne]2 =

= 4k2
0S

2
N [
Z2
N − η2

N

Z2
N − η2

e

ηe
ηN
nN − ne]2 (0.2.71)

÷òî ðàâíî íîëþ äëÿ ZN → 0 è 4k2
0n

2
e(n

2
N −n2

e)
2 äëÿ ZN →∞ ò.å. ýôôåêòèâíî êîìïåíñàöèè íå

ïðîèñõîäèò (0.4%). Äëÿ àíàëèçà äðóãèõ ñëó÷àåâ íàäî ñ÷èòàòü äèñïåðñèþ.

Ï.3. Ïðèìåíåíèå ÔÄÒ

Èç [19, 110] èçâåñòíî ðåøåíèå óïðóãîé çàäà÷è äëÿ ñìåùåíèÿ áåçãðàíè÷íîãî ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà

ur =

∫ ∞
0

[
a(k)− λ+ 2µ

λ+ µ
b(k) + kzb(k)

]
e−kzJ1(kr)kdk

uϕ = 0 (àêñèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ)

uz =

∫ ∞
0

[
a(k) +

λ

λ+ µ
b(k) + kzb(k)

]
e−kzJ1(kr)kdk,

ãäå èç ãàóññîâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

a(k) = b(k) =
F

4πµk
e−

k2w2

8 (0.3.1)

Ïðåîáðàçóåì ðåøåíèå ê òåíçîðó äåôîðìàöèé

εrr =
F

4π(λ+ µ)

(
1

r2

(
1− e−

2r2

w2

)
− 4

w2
e−

2r2

w2

)
,

εϕϕ =
−F

4π(λ+ µ)

1

r2

(
1− e−

2r2

w2

)
εzz =

−F
4π(λ+ µ)

4

w2
e−

2r2

w2 , (0.3.2)



140

ãäå

λ =
Y ν

(1− 2ν)(1 + ν)
, µ =

Y

2(1 + ν)
(0.3.3)

Òåïåðü èñïîëüçóåì (0.3.2) ñî ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà z = 0 (çäåñü è äàëåå âåëè-

÷èíû ñî øòðèõîì îòíîñÿòñÿ ê ïîêðûòèþ, áåç øòðèõà � ê ïîäëîæêå):

ε′rr = εrr,

ε′ϕϕ = εϕϕ,

−F ′ = σ′zz = (λ′ + 2µ′)ε′zz + λ′(ε′rr + ε′ϕϕ), (0.3.4)

è ïîëó÷èì

ε′zz = − 2F ′(λ+ µ)− λ′F
2(λ+ µ)(λ′ + 2µ′)

2

πw2
e−

2r2

w2 (0.3.5)

Äëÿ äåéñòâóþùèõ ñèë F è F ′ ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1. ñèììåòðè÷íàÿ (St(Ω)) - ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ñèëû ïðèëîæåíû ê ñëîþ � F = 0, F ′ = P ,

èùåì èçìåíåíèå òîëùèíû ñëîÿ (x = x0 − x1 = δd);

2. àíòèñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à �0� (Sb(Ω)) - ñèëà ïðèëîæåíà ê ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè � F =

P , F ′ = 0, èùåì ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ïîäëîæêè (x = x0).

3. àíòèñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à �1� (S(Ω))[19] - ñèëà ïðèëîæåíà ê ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ �

F = P , F ′ = P , èùåì ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ (x = x1).

Ñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à (F = 0,F ′ = P )

Ôëóêòóàöèè îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ x � óñðåäí¼ííîãî èçìåíåíèÿ òîëùèíû è çàïèñûâàåìîãî

â âèäå

xs =

〈∫
ε′zzdz

〉
S

=

∫ ′
V

ε′zz
2e−

2r2

w2

πw2
d3r. (0.3.6)

Ïîëó÷èì

αε =
xs
P

= d
F ′Y (1 + ν ′)(1− 2ν ′)− FY ′ν ′(1 + ν)(1− 2ν)

πw2PY Y ′(1− ν ′)
, (0.3.7)

è, íàêîíåö, äëÿ äàííîé çàäà÷è

αs =
xs
P

= d
(1 + ν ′)(1− 2ν ′)

πw2Y ′(1− ν ′)
. (0.3.8)
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Àíòèñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à �0� (F = P ,F ′ = 0):

Ôëóêòóàöèè îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ x � óñðåäí¼ííîãî ñìåùåíèÿ ãðàíèöû ïîäëîæêè

x0 = 〈uz(z = 0)〉S =

∫
S

uz(z = 0)
2e−

2r2

w2

πw2
d2r. (0.3.9)

Ïîëó÷èì

αa1 =
1

P

∫ ∞
0

√
2πF (λ+ 2µ)

2(λ+ µ)µw
e−

r2

w2 I0

(
r2

w2

)
rdr (0.3.10)

=
F (1− ν2)√
πwPY

(0.3.11)

Çàìåòèì, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò F ′ è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ïîêðûòèÿ, ÷òî ãîâîðèò î íåïîëíîòå

ðåøåíèÿ çàäà÷è (óïîìÿíóòûé â îñíîâíîé ÷àñòè îáðàòíûé øàã ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæå-

íèÿ).

Ï.3.1. Ýíåðãåòè÷åñêîå ÔÄÒ è ïðîïóùåííûé øàã ðåøåíèÿ

ÔÄÒ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ÷åðåç ðàññåÿííóþ ýíåðãèþ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

÷åðåç îáà ïîäõîäà äîëæíû ñîâïàäàòü, ïðîòèâíîå îçíà÷àåò íåâåðíûé âûáîð ñîïðÿæ¼ííûõ

îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò èëè íåâåðíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

S(f)x =
2kT

πf

2Udiss
P 2

. (0.3.12)

Ââåä¼ì ýìïèðè÷åñêèå óãëû ïîòåðü:

Udiss := UφU + U ′φU ′ , (0.3.13)

è ðàññ÷èòàåì ýíåðãèè ïî ôîðìóëàì.

U =

∫
V

(εrrσrr + εϕϕσϕϕ + εzzσzz)d
3r (0.3.14)

U ′ =

∫
V ′

(ε′rrσ
′
rr + ε′ϕϕσ

′
ϕϕ + ε′zzσ

′
zz)d

3r (0.3.15)

Òîãäà

1. Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû ñîâïàäóò.

2. Â àíòèñèììåòðè÷íîé çàäà÷å �0� ðåçóëüòàò ïî ýíåðãèè áóäåò áîëüøå íà Sb(Ω).

3. Â àíòèñèììåòðè÷íîé çàäà÷å �1� ðåçóëüòàò ïî ýíåðãèè áóäåò áîëüøå íà Sb(Ω).
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Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íå ñîâåðø¼í îáðàòíûé øàã ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, òîåñòü

íå ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå ñëîÿ íà ïîäëîæêó. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî âëèÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ å¼ äîïîë-

íèòåëüíûé âûãèá. Ïîñëå ñîâåðøåíèÿ îáðàòíîãî øàãà äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñëåäóþùåå:

αε =d
F ′Y (1 + ν ′)(1− 2ν ′)− FY ′ν ′(1 + ν)(1− 2ν)

πw2PY Y ′(1− ν ′)
(0.3.16)

αb =
F (1− ν2)√
πwPY

− uBA (0.3.17)

2U =
F 2(1− ν2)√

πwY
φ− UBAφ

+ F ′2d
(1 + ν ′)(1− 2ν ′)

πw2Y ′(1− ν ′)
φ′ + F 2d

Y ′(1 + ν)2(1− 2ν)2

πw2Y 2(1− ν ′2)
φ′ (0.3.18)

Òàê æå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ: ïóñòü ó íàñ åñòü ïîëóáåñêîíå÷íàÿ

ïîäëîæêà. Íàïûëèì íà íå¼ ñëîé òîãî æå ìàòåðèàëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âñ¼ òî æå ïî-

ëóáåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî è S(Ω) = 0. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåðè â êâàðöåâîì

ñëîå îòëè÷àþòñÿ îò ïîòåðü â êâàðöåâîé ïîäëîæêå. Òîãäà, î÷åâèäíî ïîëó÷èì øóì â âèäå

S(Ω) = ξBAj dj(φc − φs), ãäå φs - ïîòåðè â ïîäëîæêå. Òåïåðü ïîëîæèì ïîòåðè íàïûë¼ííîãî

ñëîÿ ðàâíûìè íîëþ. Òîãäà îòðèöàòåëüíûé çíàê S(Ω) = −ξBAj djφs è ïðèñóòñòâèå â í¼ì ïî-

òåðü ïîäëîæêè ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èç-çà âåðõíåãî ñëîÿ ñìåùåíèå øóìÿùåé ãðàíèöû çàòðóäíåíî

è øóì ïîäëîæêè çàãëóøàåòñÿ (çäåñü ñòîèò âñïîìíèòü, ÷òî S(Ω) � âñåãî ëèøü ÷àñòü ïîëíîãî

øóìà, îòíîñÿùàÿñÿ ê ïîêðûòèþ è äîëæíà áûòü äàëåå ñëîæåíà ñ äðóãèìè øóìàìè è øóìîì

ïîäëîæêè, â ÷àñòíîñòè). Åñëè âçÿòü

u′BA = 2d
F ′ν ′(1 + ν)(1− 2ν)

πw2PY (1− ν ′)
, (0.3.19)

uBA = d
FY ′(1 + ν)2(1− 2ν)2

πw2Y 2(1− ν ′2)
− dF

′ν ′(1 + ν)(1− 2ν)

πw2PY (1− ν ′)
, (0.3.20)

UBA = 2d
FY ′(1 + ν)2(1− 2ν)2

πw2Y 2(1− ν ′2)
+ 2d

F ′ν ′(1 + ν)(1− 2ν)

πw2PY (1− ν ′)
, (0.3.21)

è èñïîëüçóÿ Y = Y e−iφ ïîëó÷èì âûïîëíåíèå âñåõ ëîãè÷åñêèõ òðåáîâàíèé è

Stπf

2kBT
=d

(1 + ν ′)(1− 2ν ′)

πw2Y ′(1− ν ′)
φ′ − dν

′(1 + ν)(1− 2ν)

πw2Y (1− ν ′)
2φ, (0.3.22)

Sbπf

2kBT
=

(1− ν2)√
πwY

φ+ d
Y ′(1 + ν)2(1− 2ν)2

πw2Y 2(1− ν ′2)
(φ′ − 2φ), (0.3.23)

Sπf

2kBT
=

(1− ν2)√
πwY

φ+ d
(1 + ν ′)(1− 2ν ′)

πw2Y ′(1− ν ′)
φ′ − dν

′(1 + ν)(1− 2ν)

πw2Y (1− ν ′)
2φ,

+ d
Y ′(1 + ν)2(1− 2ν)2

πw2Y 2(1− ν ′2)
(φ′ − 2φ). (0.3.24)

Ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäíèõ ôîðìóë (1−ν2)√
πwY

φ îáû÷íî îòäåëÿþò, è íàçûâàþò øóìîì ïîäëîæêè.

Òîãäà, ïðåíåáðåãàÿ φ ïî ñðàâíåíèþ ñ φ′ ïîëó÷èì ôîðìóëó (1.2.48).
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Ï.4. Ó÷¼ò ôîòîóïðóãîñòè

Çäåñü áóäóò ïîëó÷åíû ôîðìóëû èíòåðôåðåíöèîííîé ÷àñòè øóìà ñ ó÷¼òîì ôîòîóïðóãî-

ñòè. Äîïóñòèì, â ðåçóëüòàòå øóìîâ, òîëùèíû ïîêðûòèÿ èçìåíèëèñü. Òîãäà ýòî ìîæíî ó÷åñòü

â èçìåíåíèè íàáåãà ôàç â (0.1.6), ââåäÿ φi → φi + 2k0δnidi− 2k0niδdi = φi + ∆i. Òàê æå íóæíî

ïåðåïèñàòü ηi → ηi(1 + δηi). Òîãäà

Γ‘1 =
Z0 − η1(1 + δη1)

Z0 + η1(1 + δη1)
= Γ1

(
1− 2Z0η1

Z2
0 − η2

1

δη1

)
(0.4.1)

Γ‘(−d1 + 0) = Γ‘1e
iφ1+i∆1 = Γ1e

iφ1(1− f1δη1)(1 + i∆1) = Γ1e
iφ1(1− f1δη1 + i∆1) (0.4.2)

Z‘1 = η1
1 + Γ(−d1 + 0)

1− Γ(−d1 + 0)
= η1

1 + Γ1e
iφ1(1 + i∆1 − f1δη1)

1− Γ1eiφ1(1 + i∆1 − f1δη1)
=

= Z1

(
1 +

2Γ1e
iφ1

1− Γ2
1e
i2φ1

(i∆− f1δη1)

)
(1 + δη1) =

= Z1(1 + iz1∆1 − z1f1δη1 + δη1) = Z1(1 + iz1∆1 + z1µ1δη1) (0.4.3)

Γ‘2 =
Z‘1 − η2

Z‘1 + η2

=
Z1 (1 + (iz1∆1 + z1µ1δη1))− η2(1 + δη2)

Z1 (1 + (iz1∆1 + z1µ1δη1)) + η2(1 + δη2)
=

= Γ2

(
1 +

2η2Z1

Z2
1 − η2

2

(iz1∆1 + z1µ1δη1)− 2η2Z1

Z2
1 − η2

2

δη2

)
=

= Γ2(1 + g2i∆1 + g2µ1δη1 − f2δη2) (0.4.4)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî |z1(i+ µi)∆1| << 1, γ2∆2 << 1.

Z‘2 = η2
1 + Γ‘2e

iφ2(1 + i∆2)

1− Γ‘2eiφ2(1 + i∆2)
=

= η2
1 + Γ2e

iφ2(1 + g2i∆1 + g2µ1δη1 − f2δη2)(1 + i∆2)

1− Γ2eiφ2(1 + g2i∆1 + g2µ1δη1 − f2δη2)(1 + i∆2)
(1 + δη2) =

= Z2

(
1 +

2Γ2e
iφ2

1− Γ2
2e
i2φ2

(i∆2 + g2i∆1 + f2µ1δη1 − f2δη2) + δη2

)
=

= Z2 (1 + iz2(∆2 + g2∆1) + z2g2µ1δη1 − z2f2δη2 + δη2) (0.4.5)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî g2i∆1 + g2µ1δη1 + f2ν2δη2 + i∆2 << 1, g2∆1∆2 ≈ 0

Γ‘3 =
Z‘2 − η3

Z‘2 + η3

=
Z2 (1 + z2(i∆2 + g2i∆1))− η3(1 + γ3∆3)

Z2 (1 + z2(i∆2 + g2i∆1)) + η3(1 + γ3∆3)
=

= Γ3

(
1 +

2η3Z2

Z2
2 − η2

3

(iz2(∆2 + g2∆1) + z2g2µ1δη1 + z2µ2δη2 − δη3)

)
=

= Γ3(1 + g3i∆2 + g3g2i∆1 + g3g2µ1δη1 + g3µ2δη2 − f3δη3) (0.4.6)
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Èòîãî ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ zk, fk, gk îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè, íî ïðîèçîéä¼ò î÷åðåäíàÿ

äîáàâêà:

µk =
1

zk
− fk; (0.4.7)

Γ‘i = Γi

(
1 +

i−1∑
j=1

i∏
k=j+1

gk(I∆j + µjδηj) + fiδηi

)
(0.4.8)

Z‘i = Zi

(
1 + zi

(
(I∆i + µiδηi) +

i−1∑
j=1

i∏
k=j+1

gk(I∆j + µjδηj)

))
(0.4.9)

ãäå I îáîçíà÷àåò ìíèìóþ åäèíèöó. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ôîòîóïðóãîñòü êàê ìåõàíèçì

âîçìóùåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, òî δηj = − δnj
nj

= −n2
jpj

2
δdj = γj∆j, è ïîëó÷èì

µk = γk

(
1

zk
− fk

)
; γk = − n2

kpk
φk(2− n2

kpk)
(0.4.10)

Γ‘i = Γi

(
1 +

i−1∑
j=1

i∏
k=j+1

gk(I + µj)∆j + fiγi∆i

)
(0.4.11)

Z‘i = Zi

(
1 + zi

(
(I + µi)∆i +

i−1∑
j=1

i∏
k=j+1

gk(I + µj)∆j

))
(0.4.12)

èëè ðåêóðåíòíî

Γ‘i+1 = Γi+1 (1 + gi+1(Γ‘i/Γi − 1 + (I + µi)∆i)) = Γi+1 (1 + fi+1(Z‘i/Zi − 1)) (0.4.13)

Z‘i+1 = Zi+1 (1 + zi+1(Γ‘i+1/Γi+1 − 1 + (I + µi)∆i+1))

= Zi+1 (1 + zi+1(fi+1(Z‘i/Zi − 1) + (I + µi)∆i+1)) (0.4.14)

Òàê êàê äëÿ λ/4-îòðàæàòåëÿ ñïðàâåäëèâî (0.2.14), òî ìîæíî çàïèñàòü

µk =
γk
zk

(−νk + 1) =
γk
zk

2η2
k

(Z2
k−1 − η2

k)
= γk

fk
zk

ηk
Zk−1

(0.4.15)

Ñîîòâåòñòâåííî

Z‘N = ZN

(
1 + i(−1)N

N∑
j=1

η
2(j−1)
0 η2

s − η
2j
1

2ηj1ηsη
j−1
0

∆j +
N∑
j=1

(−1)N−jγjfj
Zj
ηj

∆j

)
(0.4.16)

Γ‘N+e = ΓN+e

(
1 + ifN+e

N∑
j=1

(−1)N−jzj∆j +
N∑
j=1

(−1)N−jfN+cγjfj
Zj
ηj

∆j

)
(0.4.17)

ãäå ÷ëåí fN+eνN+eγN+e∆N+e îòáðîñèì, ñ÷èòàÿ ÷òî ôëóêòóàöèè ñðåäû, çàïîëíÿþùåé ïëå÷î

èíòåðôåðîìåòðà, ìàëû è íå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ å¼ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ,

fN+e =
2ηeZN
Z2
N − η2

e

(0.4.18)
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Òàê æå êàê è ðàíåå, ìíèìàÿ ÷àñòü òîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîáàâêîì ê åäèíèöå, áóäåò äîáàâî÷-

íûì ñäâèãîì ôàç ïðè îòðàæåíèè îò øóìÿùåãî ìíîãîñëîéíîãî ïîêðûòèÿ, à äåéñòâèòåëüíàÿ

- äåôåêòîì ìîäóëÿ îòðàæåíèÿ:

δφInt =
N∑
j=1

fN+e(−1)N−jzj∆j, δΓInt =
∑

(−1)N−jfN+cγjfj
Zj
ηj

∆j (0.4.19)

Íî fN+cγjfj
Zj
ηj
→ 0 â ïðèáëèæåíèè

”
õîðîøåãî“ çåðêàëà (ZN → 0 èëè ∞), òàê êàê fjZj =

2η3
j

Z2
j−1−η2

j
< ∞ è fN+c → 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òîé ôîðìóëîé, ÷òî ìû

ïîëó÷èëè ðàíåå (1.2.32), òîëüêî ñ èçìåí¼ííûì ∆j. Òàê ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî â ÷åò-

âåðòüâîëíîâîì îòðàæàòåëå âñå íåâîçìóù¼ííûå èìïåäàíñû äåéñòâèòåëüíû.

Ï.4.1. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðè ó÷¼òå ôîòîóïðóãîñòè

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ôîòîóïðóãîñòè â ÷åòâåðòüâîëíîâîì îòðàæàòåëå íà ôàçó èçëó÷å-

íèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â (1.2.32) ïîëîæèòü ∆j = 2k0njδdj+djδnj = 2k0njδdj

(
1− n2

j

2
p13

)
=

2k0njδdjεj. òîãäà ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå (1.2.37), íî ñ èçìåí¼ííûìè ïîêàçàò-

ëÿìè ïðåëîìëåíèÿ (òîëüêî òàì, ãäå îíè âõîäÿò ÿâíî). Òîãäà íå ñëîæíî ïåðåïèñàòü ôîðìóëû

äëÿ äèñïåðñèé øóìà:

• Z2N → 0 (n1 < n0)

S2
φ =4k2

0n
2
eS

2
d0[

n4
0ε

2
0

n4
0 − n4

1

− 2
n2

0ε0
n2

0 − n2
1

+N ]+

4k2
0n

2
eS

2
d1[

n4
1ε

2
1

n4
0 − n4

1

− 2
n2

1ε1
n2

0 − n2
1

+N ] (0.4.20)

• Z2N →∞ (n1 > n0)

S2
φ =4k2

0S
2
d0n

2
e[−

n4
1

n4
e

n4
0ε

2
0

n4
0 − n4

1

+
2n2

1

n2
e

n2
0ε0

n2
0 − n2

1

+N ]+

4k2
0S

2
d1n

2
e[−

n4
1

n4
e

n4
0ε

2
1

n4
0 − n4

1

+
2n2

1

n2
e

n2
0ε1

n2
0 − n2

1

+N ] (0.4.21)

Òåïåðü äëÿ 2N + 1 ñëîÿ

• Z2N → 0 (n1 < n0) (òîåñòü Z2N+1 →∞)

S12
φ =4k2

0n
2
eS

2
d0[
n4

1

n4
e

n4
0ε

2
0

n4
0 − n4

1

− 2
n2

0ε0
n2

0 − n2
1

n2
1

n2
e

+N ]+

4k2
0n

2
eS

2
d1[
n4

1

n4
e

n4
0ε

2
1

n4
0 − n4

1

− 2
n2

0ε1
n2

0 − n2
1

n2
1

n2
e

+N + 1] (0.4.22)
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• Z2N →∞ (n1 > n0) (òîåñòü Z2N+1 → 0)

S12
φ =4k2

0n
2
eS

2
d0[− n4

0ε
2
0

n4
0 − n4

1

+ 2
n2

0ε0
n2

0 − n2
1

+N ]+

4k2
0n

2
eS

2
d1[− n4

1ε
2
1

n4
0 − n4

1

+ 2
n2

1ε1
n2

0 − n2
1

+N + 1] (0.4.23)

Ï.4.2. Ó÷¼ò ôîòîóïðóãîñòè ñ êîððåêòèóþùèì ñëîåì

Èìïåäàíñ êîððåêòèðóþùåãî ñëîÿ íå îáÿçàòåëüíî äåéñòâèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëà

äëÿ øóìà óæå íå ñîâïàä¼ò ñ (0.2.55) ïîñëå çàìåíû ∆j. Â øóìå ïîÿâÿòñÿ ÷ëåíû èç âòîðîé

ñóììû (0.4.11):

δφ = 2k0

N∑
j=1

[
(−1)N−j Re(gN+c+e)fN+czjnjεj − ne

]
δdj

+ 2k0

N∑
j=1

(−1)N−j Im(gN+c+e)fN+cγjfj
Zj
ηj
njεjδdj

+ 2k0 [Im(gN+c+e(i+ µN+c))ncεc − ne] δdN+c (0.4.24)

Ïåðâàÿ ñóììà ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî áûëî ðàíüøå, ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ εj. Äëÿ îöåíêè

âòîðîé ñóììû ðàññ÷èòàåì

Im[gN+c+e] =
2ηeηc(Z

2
N − η2

c )2ηcZN sin(φc)

((η2
c − η2

e)(η
2
c + Z2

N) cosφc − (η2
c + η2

e)(η
2
c − Z2

N))2 + 4η2
cZ

2
N(η2

c − η2
e)

2 sin2 φc

Â ïðåäåëå "õîðîøåãî"çåðêàëà ïîëó÷èì:

• ZN → 0

Im[gN+c+e] =
4ηeZN sin(φc)

((η2
c − η2

e) cosφc − (η2
c + η2

e))
2
∝ ZN = 0 (0.4.25)

• ZN →∞

Im[gN+c+e] =
4ηeη

2
c sin(φc)

((η2
c − η2

e) cosφc − (η2
c + η2

e))
2ZN

∝ 1

ZN
= 0 (0.4.26)

Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê fjZj =
2η3
j

Z2
j−1−η2

j
< ∞ è fN+c → 0, òî âñÿ âòîðàÿ ñóììà ðàâíà íîëþ.

Âûõîäèò ïî ñðàâíåíèþ ñ (0.2.55) èçìåíèòñÿ òîëüêî S‘2c

S‘2c = 4k2
0 [Re(gN+c+e)ncεc + Im(gN+c+e)fN+cνN+cγcncεc + Im(fN+c+e)γcncεc − ne]2 S2

c (0.4.27)

è â ïðåäåëå
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• ZN → 0

Im[fN+c+e] =
−2nenc sin(φc)

(n2
e − n2

c) cosφc − (η2
c + η2

e)
= Re(gN+c+e) sin(φc) (0.4.28)

S‘2c = 4k2
0 [Re(gN+c+e)(1 + γc sin(φc))ncεc − ne]2 S2

c (0.4.29)

• ZN →∞

Im[fN+c+e] =
−2nenc sin(φc)

(n2
e − n2

c) cosφc + (η2
c + η2

e)
= −Re(gN+c+e) sin(φc) (0.4.30)

S‘2c = 4k2
0 [Re(gN+c+e)(1− γc sin(φc))ncεc − ne]2 S2

c (0.4.31)

Òîãäà

• Z2N → 0 (n1 < n0)

S2
φ =4k2

0n
2
eS

2
d0[

n4
0ε

2
0

n4
0 − n4

1

n2
c Re(β)2

n2
e

− 2
n2

0ε0
n2

0 − n2
1

nc Re(β)

ne
+N ]+

4k2
0n

2
eS

2
d1[

n4
1ε

2
1

n4
0 − n4

1

n2
c Re(β)2

n2
e

− 2
n2

1ε1
n2

0 − n2
1

nc Re(β)

ne
+N ] + S‘2c (0.4.32)

• Z2N →∞ (n1 > n0)

S2
φ =4k2

0S
2
d0n

2
e[−Re(β)2 n4

1

n2
en

2
c

n4
0ε

2
0

n4
0 − n4

1

+ 2 Re(β)
n2

1

nenc

n2
0ε0

n2
0 − n2

1

+N ]+

4k2
0S

2
d1n

2
e[−Re(β)2 n4

1

n2
en

2
c

n4
0ε

2
1

n4
0 − n4

1

+ 2 Re(β)
n2

1

nenc

n2
0ε1

n2
0 − n2

1

+N ] + S‘2c (0.4.33)

Äëÿ 2N + 1

• Z2N → 0 (n1 < n0) (òîåñòü Z2N+1 →∞)

S12
φ =4k2

0n
2
eS

2
d0[

n4
0ε

2
0

n4
0 − n4

1

n4
1 Re(β)2

n2
en

2
c

− 2
n2

0ε0
n2

0 − n2
1

n2
1 Re(β)2

nenc
+N ]+

4k2
0n

2
eS

2
d1[

n4
0ε

2
1

n4
0 − n4

1

n4
1 Re(β)2

n2
en

2
c

− 2
n2

0ε1
n2

0 − n2
1

n2
1 Re(β)2

nenc
+N + 1] + S‘2c (0.4.34)

• Z2N →∞ (n1 > n0) (òîåñòü Z2N+1 → 0)

S12
φ =4k2

0n
2
eS

2
d0[− n4

0ε
2
0

n4
0 − n4

1

n2
c Re(β)2

n2
e

+ 2
n2

0ε0
n2

0 − n2
1

nc Re(β)

ne
+N ]+

4k2
0n

2
eS

2
d1[− n4

1ε
2
1

n4
0 − n4

1

n2
c Re(β)2

n2
e

+ 2
n2

1ε1
n2

0 − n2
1

nc Re(β)

ne
+N + 1] + S‘2c (0.4.35)
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Ï.5. Ê ðàñ÷¼òó îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ

Èñïîëüçóåì ìåòîä èìïåäàíñîâ ïîëó÷èì ñêà÷îê êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå:

Γ(z − 0) =
η(z + 0)(1 + Γ(z + 0))− η(z − 0)(1− Γ(z + 0))

η(z + 0)(1 + Γ(z + 0)) + η(z − 0)(1− Γ(z + 0))
= (0.5.1)

=
g(z) + Γ(z + 0)

1 + g(z)Γ(z + 0)
(0.5.2)

g(z) =
η(z + 0)− η(z − 0)

η(z + 0) + η(z − 0)
≈ n(z − 0)− n(z + 0)

n(z − 0) + n(z + 0)
(0.5.3)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêà÷îê êîýôôèöèåíòà îòàæåíèÿ íà ïàðå ñëî¼â, ò.å. äâå ïîñëåäîâà-

òåëüíûå ãðàíèöû, îáîçíà÷àÿ Γin = Γ0′ = Γ(z+0) - âõîäíîé ê.î., Γ1 = Γ(z−0) - ïðîìåæóòî÷íûé

ê.î., Γout = Γ2 = Γ(z − d1 − 0) - âûõîäíîé ê.î., Γin+1 = Γ2′ = Γ(z − d1 − d2 − 0) - ê.î., êîòîðûé

áóäåò âõîäíûì äëÿ ñëåäóþùåé ïàðû:

Γ1 =
g10 + Γ0′

1 + g10Γ0′
(0.5.4)

Γ2 =
g21 + Γ1e

−iϕ1

1 + g21Γ1e−iϕ1
(0.5.5)

Γ2′ = Γ2e
−iϕ2 (0.5.6)

ãäå gij =
ni−nj
ni+nj

. Òîãäà

|Γin+1|2 = |Γout|2 =

∣∣∣∣ (Γ0e
−iϕ0 + g)e−iϕ1 − g(1 + gΓ0e

−iϕ0)

−g(Γ0e−iϕ0 + g)e−iϕ1 + (1 + gΓ0e−iϕ0)

∣∣∣∣2 =
G1 +B(ϕ0, ϕ1)

G2 +B(ϕ0, ϕ1)
(0.5.7)

G1 = g2
10 + g2

21 + (1 + g2
10g

2
21)Γ2

0 (0.5.8)

G2 = 1 + (g2
10 + g2

21)Γ2
0 + g2

10g
2
21 (0.5.9)

B(ϕ0, ϕ1) = 2g10g21(1 + Γ2
0) cos(ϕ1) + 2g10Γ0(1 + g2

21) cos(ϕ0)

+ 2g21Γ0(cos(ϕ0 + ϕ1) + g2
10 cos(ϕ0 − ϕ1)) (0.5.10)

Çäåñü è äàëåå Γ0′ → Γ0e
−iϕ0 . Îáîçíà÷åíèÿ âûáðàíû òàê, ÷òî ñèìâîëû ôàçû ϕi - ïîëîæèòåëü-

íûå ÷èñëà. Äëÿ ÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ n1 è n2

G1 = Γ2
0g

4 + 2g2 + Γ2
0 (0.5.11)

G2 = g4 + 2g2Γ2
0 + 1 (0.5.12)

B(ϕ0, ϕ1) = −2g2(1 + Γ2
0) cos(ϕ1) + 2gΓ0(1 + g2) cos(ϕ0)

− 2gΓ0(cos(ϕ0 + ϕ1) + g2 cos(ϕ0 − ϕ1)) (0.5.13)
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Ï.5.1. Îïòèìèçàöèÿ îòðàæåíèÿ

Îïòèìèçèðóåì ïàäåíèå îòðàæåíèÿ ïî âõîäíîé ôàçå

∂ |Γout|2

∂ϕ0

=
(G2 +B)B′ − (G1 +B)B′

G2 +B
= B′

G2 −G1

(G2 +B)
= 0 (0.5.14)

(1 + g2) sin(ϕ0) = sin(ϕ0 + ϕ1) + g2 sin(ϕ0 − ϕ1)

(1 + g2) sin(ϕ0)(1− cos(ϕ1)) = (1− g2) sin(ϕ1) cos(ϕ0)

tan(ϕ0) =
1− g2

1 + g2
ctg

ϕ1

2
(0.5.15)

Ó÷ò¼ì, ÷òî g = 0.17 << 1.

ϕ0 ≈
π − ϕ1

2
− sin(ϕ1)g2 + (πm) (0.5.16)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ϕ1 ∈ [0; 2π] èìååì ϕ0 ∈ [−π
2
; π

2
]. È îïòèìèçîâàííûé ê.î.

|Γout|2 =

(
g
√

2(1− cos(ϕ1))± Γ0

√
1− 2g2 cos(ϕ1) + g4

gΓ0

√
2(1− cos(ϕ1))±

√
1− 2g2 cos(ϕ1) + g4

)2

, (0.5.17)

ãäå
”
−“ äëÿ ϕ0 ∈ [π

2
; 3π

2
] (cos(ϕ0) < 0), è

”
+“ â îñòàëüíîé îáëàñòè (cos(ϕ0) > 0). Òàêèì îáðàçîì

”
+“ - ïðè ÷¼òíûõ m. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïàðàìåòðîâ À Âèëëàðà 277.7−265.68

277.7
∗ 100% = 4.3%. Åãî

ïàðàìåòðû: 0.618, 1.385; 0.557, 1.623

Ï.5.2. Ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå

Äëÿ îïòèìàëüíîñòè ïàð ñëî¼â íåîáõîäèìî ïîääåðæèâàòü âõîäíûå ôàçû ñëåäóþùèõ ïàð

ïðè ïîìîùè òîëùèí âòîðûõ ñëî¼â ïðåäûäóùèõ:

ϕ2j = ϕ0j+1
(ϕ1j+1

) + arg Γ2j (0.5.18)

Ïîäðîáíåå â ïðèëîæåíèè Ï.5.4.:

tg[arg Γ2] =

(1− g2)(−(Γ2
0 + 1)g sin(ϕ1) + g2Γ0 sin(ϕ0 − ϕ1)− Γ0 sin(ϕ0 + ϕ1))

(1 + g2)((Γ2
0 + 1)g(cos(ϕ1)− 1) + Γ0 cos(ϕ1 + ϕ0) + g2Γ0 cos(ϕ1 − ϕ0))− 4g2Γ0 cos(ϕ0)

(0.5.19)

Ìîæíî çàìåèòü, ÷òî òàê êàê g = 0.174, òî

arg Γ2 =− ϕ0 − ϕ1 − 2 sin(ϕ1)g2 + (πp) (0.5.20)

=− π

2
− ϕ1

2
− (πm)− sin(ϕ1)g2 + (πp) (0.5.21)
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×¼òíîñòü p ôèêñèðîâàíà è îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè Γ2 (ñì. ðèñ 20 è ïðè-

ëîæåíèå Ï.5.4.). Òàêèì îáðàçîì ïðè ÷¼òíîì m, p - ÷¼òíîå.

ϕ2j = ϕ0j+1
− ϕ0j − ϕ1j − 2 sin(ϕ1j)g

2
j + (πp) (0.5.22)

= −
ϕ1j+1

+ ϕ1j

2
− g2

j+1 sin(ϕ1j+1
)− g2

j sin(ϕ1j) + (πp) (0.5.23)

ϕ2 = −ϕ1 − 2g2 sin(ϕ1) + (πp) (0.5.24)

Íî òàê êàê g ìàëî, à ϕ1 ïîðÿäêà π, òî n ≥ 1 â (0.5.24) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé

òîëùèíû ñëîÿ. Òàê êàê äëÿ ðàáîòû çåðêàëà íåîáõîäèìî ϕ0 ∈ [−π
2
; π

2
] (ò.å. ÷¼òíîå m), òî

ϕ2 = 2π − ϕ1 − 2 sin(ϕ1)g2

Ï.5.3. Ê ðàçëîæåíèþ êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ

Ïóñòü çåðêàëî ñîäåðæèò 2E + 2N ñëî¼â (2E ñëî¼â ïîäãîíÿþò ïîä óñëîâèå óïðîùåíèÿ).

Ïðåäñòàâèì ê.î. â âèäå |Γ2N+2E| = 1− αNε.

|Γ2N+2E+e|2 =

∣∣∣∣ ge + Γ2N+2Ee
−iϕc

1 + geΓ2N+2Ee−iϕc

∣∣∣∣2
=

g2
e + 2ge |Γ2N+2E| cos(ϕ) + |Γ2N+2E|2

1 + 2ge |Γ2N+2E| cos(ϕ) + g2
e |Γ2N+2E|2

= 1− 2
1− g2

e

1 + 2ge cos(ϕ) + g2
e

αNε, (0.5.25)

ãäå ge = ne−n2N

ne+n2N
- ïåðåõîä âî âíåøíþþ ñðåäó, ϕ = ϕc + π+ϕ1

2
+ g2 sin(ϕ1). Òîãäà êîýôôèöèåíò

ïðîïóñêàíèÿ ïî ìîùíîñòè

T = βαNε (0.5.26)

β = 2
1− g2

e

1 + 2ge cos(ϕ) + g2
e

(0.5.27)

Îáîçíà÷èì îòäåëüíî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè (0.5.17) êàê

u(Γ) =
(
g
√

2(1− cos(ϕ1))± Γ0

√
1− 2g2 cos(ϕ1) + g4

)2

(0.5.28)

v(Γ) =
(
gΓ0

√
2(1− cos(ϕ1))±

√
1− 2g2 cos(ϕ1) + g4

)2

(0.5.29)
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Òîãäà

u|1 = v|1 (0.5.30)(u
v

)′
|1 =

u′v − v′u
v2

|1 =
u′ − v′

v
= 2α (0.5.31)(u

v

)′′
|1 =

(
u′′

v
− 2

u′v′

v2
− uv′′

v2
+ 2

uv′2

v3

)
|1 =

=
u′′ − v′′

v
− 2

v′

v

u′ − v′

v
= 2α

(
1− 2

v′

v

)
(0.5.32)

è

α =
(1− g2)2(

g
√

2(1− cos(ϕ1))±
√

1− 2g2 cos(ϕ1) + g4
)2 (0.5.33)

Èòîãî

Γ =
u

v
= 1 + 2αε− α(1− 2α)ε2 (0.5.34)

Ï.5.4. Ê îïðåäåëåíèþ ôàçû ïîñëå ñëîÿ

Ïóñòü

Zeiϕ =
a+ ib

x+ iy
(0.5.35)

Òîãäà

Z =

√
a2 + b2

x2 + y2
(0.5.36)

eiϕ = ei(ϕ↑−ϕ↓) (0.5.37)

tg(ϕ) =
bx− ay
ax+ by

(0.5.38)

cos(ϕ) =
ax+ by√

(x2 + y2)(a2 + b2)
(0.5.39)

Åñëè ax+ by > 0 òî ϕ ∈ [−π
2
; π

2
] è ò.ï.

a =Γ0 cos(ϕ0 + ϕ1) + g cos(ϕ1)− g − g2Γ0 cos(ϕ0) (0.5.40)

b =− Γ0 sin(ϕ0 + ϕ1)− g sin(ϕ1) + g2Γ0 sin(ϕ0) (0.5.41)

x =− gΓ0 cos(ϕ0 + ϕ1)− g2 cos(ϕ1) + 1 + gΓ0 cos(ϕ0) (0.5.42)

y =gΓ0 sin(ϕ0 + ϕ1) + g2 sin(ϕ1)− gΓ0 sin(ϕ0) (0.5.43)
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arg Γ2 = arctg

[
−Γ0 sin(ϕ0 + ϕ1)− g sin(ϕ1) + g2Γ0 sin(ϕ0)

Γ0 cos(ϕ0 + ϕ1) + g cos(ϕ1)− g − g2Γ0 cos(ϕ0)

]
−

− arctg

[
gΓ0 sin(ϕ0 + ϕ1) + g2 sin(ϕ1)− gΓ0 sin(ϕ0)

−gΓ0 cos(ϕ0 + ϕ1)− g2 cos(ϕ1) + 1 + gΓ0 cos(ϕ0)

]
(0.5.44)

= arctg
(1− g2)(−(Γ2

0 + 1)g sin(ϕ1) + g2Γ0 sin(ϕ0 − ϕ1)− Γ0 sin(ϕ0 + ϕ1))

(1 + g2)((Γ2
0 + 1)g(cos(ϕ1)− 1) + Γ0 cos(ϕ1 + ϕ0) + g2Γ0 cos(ϕ1 − ϕ0))− 4g2Γ0 cos(ϕ0)

G
0
= 0.4 G

0
= 0.34 G

0
= 0.2 G

0
= 0.06

p
2 4 6 8 10 12

K0,8

K0,7

K0,6

K0,5

K0,4

K0,3

K0,2

K0,1

0

0,1

Ðèñ. 20: Çíàê Re[Γ2]. Â îáëàñòÿõ< 0 â ôîðìóëå (0.5.20) arg Γ2 ∈ [−3π/2;−π/2]. Òîëùèíû â λ/4. Â ñëó÷àå m -

íå÷¼òíîå, ñäâèíóòü íà 2π.

−Γ0 sin(ϕ1/2 + (πm)) + (Γ2
0 + 1)(cos(ϕ1)− 1)(g + g3)− 6Γ0 sin(ϕ1/2 + (πm))3g2 > 0 (0.5.45)

arctg(ctg(x/2)) = arctg(tg(π/2− x/2)) =
π − x

2
+ (πn) (0.5.46)

ϕ0g=0 =
π − ϕ1

2
+ (πn) (0.5.47)

Ï.6. Ê îöåíêå èíòåãðàëîâ øóìà ðàññòåêëîâàíèÿ

Äëÿ ðàñ÷¼òà óêîðà÷èâàíèÿ ñòåðæíÿ è øóìà íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè óñðåäíåíèÿ ïî îáú-

¼ìó îòêëèêà íà ñõëîïûâàíèå ïóçûðüêà. Ïðè ýòîì îòêëèê â ñëó÷àå äëèííîãî ñòåðæíÿ ïîñòî-
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ÿíåí è ðàâåí îòêëèêó ïîëóïðîñòðàíñòâà íà ïóçûð¼ê íà ãëóáèíå R, ðàâíîé ðàäèóñó ñòåðæ-

íÿ. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íàä ôîðìóëîé äëÿ îòêëèêà

(2.1.18), òîëüêî â ðàçíûõ ïðåäåëàõ.

Ï.6.1. Óêîðà÷èâàíèå çåðêàëà

Äëÿ èíòåãðàëà (2.1.20), ñ÷èòàÿ ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ îáëàñòè êðèñòàëëèçàöèè b ìàëûì

〈δz(t)〉 =λξVat

∫
V

∫
e−k

2
⊥w

2/4e−i
~k~rj
k⊥
k2
e−k

2b2/4 d3k

(2π)3
d3rj

=λξVat

∫
V

(∫
e−k

2
⊥w

2/4e−i
~k~rj
k⊥
k2

d3k

(2π)3
− b2

∫
e−k

2
⊥w

2/4e−i
~k~rj
k⊥
4

d3k

(2π)3

)
d3rj (0.6.1)

Äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì

Il(R/w,L/w) =

∫
V

∫
1

w
e−k

2
⊥w

2/4e−ikzzj
k2
⊥
k2
J0(k⊥ρ)

dk⊥dkz
(2π)2

d3rj

=

∫
V

∫
π

w
e−k

2
⊥w

2/4e−k⊥zjk⊥J0(k⊥ρ)
dk⊥

(2π)2
d3rj (0.6.2)

Òîãäà â ñëó÷àå øèðîêîãî çåðêàëà (L = wY ≤ R), èìåþùåìñÿ â çåðêàëå LIGO, è óñðåäíåíèÿ

ïî ãàóññó ïîëó÷èì

IY <Xl (X, Y ) =

∫ ∞
0

e−k
2/4XJ0(kX)(1− e−kY )

2k
dk. (0.6.3)

Ïîäñòàâëÿÿ â (0.6.2) ρ = 0 ïîä èíòåãðàë ïî îáú¼ìó (ïîëó÷èì ïîä èíòåãðàëîì ðåçóëüòàò

(2.1.22)) è z = R, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòè öèëèíäðà çà ãëóáèíîé z = R ïîëó÷èì äîáàâêó ê

óêîðà÷èâàíèþ â îáëàñòè íåïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà

Iconst
l (X, Y ) = X2(Y −X)

(
1−
√
πX (1− erf(X)) eX

2
)
/2 (0.6.4)

Èòîãî äëÿ îöåíêè ñìåùåíèÿ äëèííîãî çåðêàëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü Il(X, Y ) ≈ IY <Xl (X,X) +

Iconst
l (X, Y ) < Iconst

l (X, Y +X).

Äëÿ îöåíêè óêîðà÷èâàíèÿ ñòåðæíÿ (òðóáêè) òàê æå ïðîèçâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà ρ = 0

è z = R â (0.6.2). Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ R � w è ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä äî ïåð-

âîãî ÷ëåíà, èñêëþ÷àÿ òàêèì îáðàçîì w. Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ïî îáú¼ìó ñâåä¼òñÿ ê

äîìíîæåíèþ íà îáú¼ì ñòåðæíÿ (òðóáêè):

〈δz(t)〉 =λξVat
V

4πR2
. (0.6.5)

Çäåñü V = πR2L äëÿ ñòåðæíÿ è V = π(R2 − w2
e)L äëÿ òðóáêè. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ âûðàæå-

íèå (2.1.23) äëÿ íàõîæäåíèÿ λ. Î÷åâèäíî òàê æå, ÷òî äëÿ îáùíîñòè ìîæíî òàê æå ââåñòè

Iel (X, Y ) = Y/4 äëÿ ñòåðæíÿ è Iel (X, Y ) = (1− 1/X2)Y/4 äëÿ ñòåðæíÿ.
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Ï.6.2. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàäðàòóð ôîðìóëû (2.1.21) ïîëîæèì ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ îáëàñòè

êðèñòàëëèçàöèè b ìàëûì è ðàçëîæèì âûðàæåíèå â ðÿä, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Sδz =
λ

ω2
ξ2V 2

a

∫
V

(∫
e−k

2
⊥w

2/4e−i
~k~rj
k⊥
k2
e−k

2b2/4 d3k

(2π)3

)2

d3rj (0.6.6)

=
λ

ω2
ξ2V 2

a

∫
V

(∫
e−k

2
⊥w

2/4e−i
~k~rj
k⊥
k2

d3k

(2π)3
− b2

∫
e−k

2
⊥w

2/4e−i
~k~rj
k⊥
4

d3k

(2π)3

)2

d3rj

=
λ

ω2
ξ2V 2

a

∫
V

(∫ ∫
e−(k2

⊥+k2
⊥)w2/4e−i

~k~rj−i~k~rj k⊥
k2

k⊥
k2

d3k

(2π)3

d3k

(2π)3

−b
2

4

∫ ∫
e−(k2

⊥+k2
⊥)w2/4e−i

~k~rj−i~k~rj k⊥
k2

k⊥
k2

(k2 + k2)
d3k

(2π)3

d3k

(2π)3

)
d3rj (0.6.7)

Äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ïîëó÷èì

IS0 =

∫
V

(∫
e−k

2
⊥w

2/4e−ikzzj
k2
⊥
k2
J0(k⊥ρ)

dk⊥dkz
(2π)2

)2

d3rj (0.6.8)

=

∫
V

(∫
πe−k

2
⊥w

2/4e−k⊥zjk⊥J0(k⊥ρ)
dk⊥

(2π)2

)2

d3rj

=

∫
V

(∫
π2e−(k2

⊥+k′2⊥)w2/4e−(k⊥+k′⊥)zjk⊥k
′
⊥J0(k⊥ρ)J0(k′⊥ρ)

dk⊥
(2π)2

dk′⊥
(2π)2

)
d3rj

Äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ ïîëîæèì ~K = {k⊥, k′⊥}. Òîãäà

IS0 =

∫
V

∫ ∞
0

∫ π/2

0

π2e−K
2w2/4e−K(cosφ′+sinφ′)zjK2 sinφ′ cosφ′J0(Kρj cosφ′)J0(Kρj sinφ′)

KdK

(2π)2

dφ′

(2π)2
d3rj (0.6.9)

Òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáú¼ìó è ïîëó÷èì

IS0 =

∫ π/2

0

∫ ∞
0

RK sin(2φ′)

8 cos(2φ′)(sin(φ′) + cos(φ′))
e−

w2K2

4 (1− e−KL(sin(φ′)+cos(φ′)))

(cos(φ′)J1(KR cos(φ′))J0(KR sin(φ′))− sin(φ′)J1(KR sin(φ′))J0(KR cos(φ′)))
dKdφ′

2π

(0.6.10)

Âçÿòü äàííûé èíòåãðàë àíàëèòè÷åñêè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ï.7. Ê îöåíêå àìïëèòóä ìîäóëÿöèè

Ïðåïèøåì åù¼ ðàç óðàâíåíèå (3.2.6)

Ȧk =
∑
j

(−i∆kδkj + iδ∓ωkjµ±e
±iωRF t − κkj)Aj + i

F c2

2ω
Xk (0.7.1)
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Çàìåòèì, ÷òî δ+
ωkj

âñåãäà èä¼ò ñ µ− è íàîáîðîò. Ïîýòîìó íà âðåìÿ óáåð¼ì µ± â δ∓ωkj äëÿ

óïðîùåíèÿ çàïèñè. Ïîäñòàâèì ðåøåíèå bk + a−k e
−+ a+

k e
+ ãäå ωRF t â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíòû

îïóùåíû äëÿ ñîêðàùåíèÿ. Òîãäà ïîëó÷èì

−iωRFa−k e
− + iωRFa

+
k e

+ =− i∆k(a
−
k e
− + a+

k e
+ + bk) + i

∑
j

(a−j e
− + a+

j e
+ + bj)(δ

−
ωkj
e+ + δ+

ωkj
e−)

−
∑

κkj(a
−
j e
− + a+

j e
+ + bj) + iFXkp =

=− i∆k(a
−
k e
− + a+

k e
+ + bk)+

i
∑
j

(δ−ωkja
−
j + δ−ωkja

+
j e

2+ + δ+
ωkj
a−j e

2− + δ+
ωkj
a+
j + bj(δ

−
ωkj
e+ + δ+

ωkj
e−))

−
∑

κkj(a
−
j e
− + a+e+ + bj) + iFXkp (0.7.2)

Òàê êàê èç îäíîé ôóíêöèè Aj ìû ñäåëàëè íåñêîëüêî, òî ìû äîëæíû áóäåì íàëîæèòü íà

a±j è bj óñëîâèÿ. Ïðèìåíèì ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà, ñîõðàíÿÿ ÷ëåíû ñ e±2ωRF â âèäå

e(±ωRF ). Ýòîò ÷ëåí ïîìîæåò ó÷åñòü êâàçèñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé, åñëè ââåä¼ííàÿ ôóíêöèÿ

ìàëà íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ìîäóëÿöèè, è ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå íà ìàëûõ.

− i∆kbk + i
∑

(δ−ωkja
−
j + δ+

ωkj
a+
j )−

∑
κkjbj + i

F c2

2ω
Xkp = 0 (0.7.3)

−iωRFa−k = −i∆ka
−
k + iµ−

∑
j

(a−j e(−ωRF ) + bj)δ
+
ωkj
−
∑

κkja
−
j (0.7.4)

iωRFa
+
k = −i∆ka

+
k + iµ+

∑
j

(a+
j e(ωRF ) + bj)δ

−
ωkj
−
∑

κkja
+
j (0.7.5)

Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì, âîññòàíàâëèâàÿ µ± ïåðåä δ∓ωkj

a±k = µ±M
−1
± δ∓ωkjbj (0.7.6)

ãäå M± = ∆k ± ωRF − e(±ωRF )µ±δ
∓
ωkj
− iκkj. Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì

bk =
Fc2

2ω
B−1Xk (0.7.7)

ãäå B = ∆k − µ+µ−(δ−ωkmM
−1
− δ+

ωnj
+ δ+

ωkm
M−1

+ δ−ωnj) − iκkj. Ñëàãàåìûå ñ M ìàëû ïðè ìàëîé

ìîùíîñòè ÑÂ×, îäíàêî ïðè å¼ ïîâûøåíèè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ (èëè íàñûùåíèþ [89])

ìîäóëèðîâàííûõ êîìïîíåíò.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñ êâàçèñòàöèîíàðûì ñëó÷àåì, êîãäà ωRF → 0 (ïî÷òè

ïîñòîÿííîå ïîëå). Òîãäà 2µ+ = 2µ− = ω

M+ = M− = M = ∆k − ωδωkj − iκkj (0.7.8)

B = ∆k − ω2δωkjM
−1δωkj − iκkj (0.7.9)
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Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü íåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ Xij è êîåôôèöèåíòîâ δωkj êàê ïðè âûâîäå

(3.2.12)�(3.2.13) ïîëó÷èì

Ak = a+
k + a−k + bk =

Fc2

2ω

(
1 + ωM−1δωkj

)
B−1Xl ≈

≈ Fc2

2ω

(
1 +

ωδωkj
∆k − ωδωkj − iκkj

)
Xk

∆k − iκkk
=
Fc2

2ω

Xk

∆k − ωδωkj − iκkj
(0.7.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.2.6) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì è íà-

ïðÿìóþ äà¼ò

Aj = a+
j + a−j + bj =

Fc2

2ω
D−1Xk, (0.7.11)

D−1 = (∆k − ωδωkj − iκkj)−1, (0.7.12)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (0.7.10). Âèä ýòèõ ôîðìóë îäíîçíà÷íî ïîêàçûâàåò, ÷òî δωkj , à òî÷íåå å¼ äåé-

ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü, ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ñäâèãîì ÷àñòîòû ïðè ïðèëîæåíèè ïîñòîÿííîãî

ïîëÿ.

Ï.7.1. Âûñøèå ãàðìîíèêè

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ëåãêî îáîáùèòü íà áîëüøåå ÷èñëî ãàðìîíèê. Äëÿ ýòîãî ïðîñòî

äîáàâèì èõ â àíçàö: bk + a−k e
− + a+

k e
− + a2−

k e2− + a2+
k e2+ + .... Òîãäà ïîëó÷èì

...− i2ωRFa2−
k e2− + i2ωRFa

2+
k e2+ − iωRFa−k e

− + iωRFa
+
k e

+ =

=− i∆k(...+ a2−
k e2− + a2+

k e2+ + a−k e
− + a+

k e
+ + bk)+

+ i
∑
j

(...+ a2−
j e2− + a2+

j e2+ + a−j e
− + a+

j e
+ + bj)(δ

−
ωkj
e+ + δ+

ωkj
e−)

−
∑

κkj(a
2−
j e2− + a2+

j e2+ + a−j e
− + a+

j e
+ + bj) + iFXkp =

=− i∆k(a
2−
k e2− + a2+

k e2+ + a−k e
− + a+

k e
+ + bk)+

+ i
∑
j

bj(δ
−
ωkj
e+ + δ+

ωkj
e−)

+ i
∑
j

(δ−ωkja
−
j + δ−ωkja

+
j e

2+ + δ+
ωkj
a−j e

2− + δ+
ωkj
a+
j )

+ i
∑
j

(δ−ωkja
2−
j e− + δ−ωkja

2+
j e3+ + δ+

ωkj
a2−
j e3− + δ+

ωkj
a2+
j e+)

+ ...

−
∑

κkj(...+ a2−
k e2− + a2+

k e2+ + a−j e
− + a+

j e
+ + bj) + iFXkp (0.7.13)
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Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà ïîìíèì, ÷òî èìååì íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî

ãàðìîíèê:

− i∆kbk + i
∑

(δ−ωkja
−
j + δ+

ωkj
a+
j )−

∑
κkjbj + i

F c2

2ω
Xkp = 0 (0.7.14)

−iωRFa−k = −i∆ka
−
k + i

∑
j

(a2−
j δ−ωkj + bjδ

+
ωkj

)−
∑

κkja
−
j (0.7.15)

iωRFa
+
k = −i∆ka

+
k + i

∑
j

(a2+
j δ+

ωkj
+ bjδ

−
ωkj

)−
∑

κkja
+
j (0.7.16)

−i2ωRFa2−
k = −i∆ka

2−
k + i

∑
j

(a3−
j δ−ωkj + a−j δ

+
ωkj

)−
∑

κkja
−
j (0.7.17)

i2ωRFa
2+
k = −i∆ka

2+
k + i

∑
j

(a3+
j δ+

ωkj
+ a+

j δ
−
ωkj

)−
∑

κkja
+
j (0.7.18)

...

Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì, âîññòàíàâëèâàÿ µ± ïåðåä δ∓ωkj

ank = M−1
n

(
µ+δ

−
ωkj
an−1
j + µ−δ

+
ωkj
an+1
j

)
(0.7.19)

Mn = ∆k + nωRF − iκkj (0.7.20)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò ïîëîæèòü, ÷òî àìïëèòóäà íåêîåé ãàðìîíèêè ïîä íîìåðîì

±N ìàëà è íå òðåáóåò ó÷¼òà. òîãäà ïîëó÷èì ÷òî a
(±N)
k = M−1

N∓1µ±δ
∓
ωkj
a

(N∓1)
j . Ïîäñòàâëÿÿ â

âûðàæåíèå äëÿ ïðåäûäóùåé ãàðìîíèêè ïîëó÷èì(
MN∓1 − µ−µ+δ

±
ωkj
M−1

N δ∓ωkj

)
a

(N∓1)
k = µ+δ

∓
ωkj
a

(N∓2)
j ,(

Mn − µ−µ+δ
±
ωkj
M−1

n±1δ
∓
ωkj

)
a

(n)
k = µ±δ

∓
ωkj
a

(n∓1)
j , (0.7.21)

ãäå âåðõíèé çíàê áåð¼òñÿ äëÿ àìïëèòóä ñ n > 0. Òîãäà

a
(n)
k = M ′−1

n µ±δ
∓
ωkj
a

(n∓1)
j , (0.7.22)

M ′
n = Mn − µ−µ+δ

±
ωkj
M ′−1

n±1δ
∓
ωkj

(0.7.23)

Äëÿ a(0) ïîëó÷èì âûðàæåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ïîëó÷åíûì ðàíåå:

bk = a0 =
Fc2

2ω
B−1Xk (0.7.24)

B = ∆k − µ+µ−(δ−ωkmM
′−1
− δ

+
ωnj

+ δ+
ωkm

M ′−1
+ δ−ωnj)− iκkj (0.7.25)
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Ï.8. Ê ôèíàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ êîýôôèöèåíòà ýëåêòðîîïòè÷å-

ñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ó÷ò¼ì òîò ôàêò, ÷òî ~E = {Eρ, iEϕ, Ez}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå

~E = {Eρ cosmϕ,−Eϕ sinmϕ,Ez cosmϕ}

è íåëèíåéíûå ÷ëåíû äîëæíû ñ÷èòàòüñÿ áîëåå àêêóðàòíî. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëèòåëü (3.2.21)

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆ω

ω
=

∫ 
EWGM∗
ρ cosmpϕ

−EWGM∗
ϕ sinmpϕ

EWGM∗
z cosmpϕ



T

Ĉ†ε̂


̂̂rĈ


ERF
ρ cosmrfϕ

−ERF
ϕ sinmrfϕ

ERF
z cosmrfϕ




ε̂Ĉ


EWGM
ρ cosmpϕ

−EWGM
ϕ sinmpϕ

EWGM
z cosmpϕ

dV

(0.8.1)

×òîáû âûäåëèòü îòäåëüíûå ñèíóñîâûå è êîñèíóñîâûå êîìïîíåíòû ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Êàæ-

äîå èíòåãðèðóåìîå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé âåêòîðíûõ êîìïîíåíò, ò.å. cijkE
WGM∗
i EWGM

j ERF
k .

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü sinmp ïîëîæèì EWGM∗
ϕ ðàâíûì íîëþ, îñòàâëÿÿ òîëüêî

òå ÷ëåíû ñóììû, êîòîðûå åãî íå ñîäåðæàò. ×òîáû âåðíóòü sinmp îáðàòíî, ïîëîæèì íóë¼ì

EWGM∗
ρ è EWGM∗

z , îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû ñóììû, åãî ñîäåðæàùèå. Òàêèì îáðàçîì

∆ω

ω
(Dra,DraC,Daz,DazC,Dax,DaxC,Era,Eaz, Eax) =

=
∆ω

ω
(Dra,DraC, 0, DazC,Dax,DaxC,Era,Eaz, Eax)[cosmpϕ]+

+
∆ω

ω
(0, DraC,Daz,DazC, 0, DaxC,Era,Eaz,Eax)[sinmpϕ] = ...

=
∆ω

ω
(Dra,DraC, 0, 0, Dax,DaxC,Era, 0, Eax)[cosmpϕ cosm2ϕ cosmrfϕ]+

+
∆ω

ω
(Dra,DraC, 0, 0, Dax,DaxC, 0, Eaz, 0)[cosmpϕ cosm2ϕ sinmrfϕ] + ...

Òàê êàê âåêòîðíûå êîìïîíåíòû ïî óñëîâèþ äåéñòâèòåëüíû, âçÿòèå äåéñòâèòåëüíîé è
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P ÂM,P mp −m2 +mrf mp −m2 −mrf mp +m2 +mrf mp +m2 −mrf

ccc Re + + + +

ccs Im − + − +

csc Im + + − −

css Re + − − +

scc Im − − − −

scs Re − + − +

ssc Re + + − −

sss Im − + + −

Òàáëèöà 2: Table of coincidence 1

ìíèìîé ÷àñòåé îò (3.2.21) ïðèâåä¼ò íàñ ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

∆ω

ω
(Dra,DraC, 0, 0, Dax,DaxC,Era, 0, Eax)[cosmpϕ cosm2ϕ cosmrfϕ] ∝

∝
∫

Re
[
αcyl
lmn

]
ERF
n EWGM∗

l EWGM
m rdrdz

∣∣∣∣
ccc,M=mp+m2−mrf

+

+

∫
Re
[
αcyl
lmn

]
ERF
n EWGM∗

l EWGM
m rdrdz

∣∣∣∣
ccc,M=mp+m2+mrf

+

+

∫
Re
[
αcyl
lmn

]
ERF
n EWGM∗

l EWGM
m rdrdz

∣∣∣∣
ccc,M=mp−m2−mrf

+

+

∫
Re
[
αcyl
lmn

]
ERF
n EWGM∗

l EWGM
m rdrdz

∣∣∣∣
ccc,M=mp−m2+mrf

(0.8.2)

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ïîëó÷èòñÿ â âèäå

δω

ω
=

1

2ε0WWGM

∑
M,P

∫
S

ÂM,P

[
αcylk
λn E

RFP
n E2WGMP

λ rdrdz
sin(π(M − k)a)

π(M − k)
ei(M−k)a

]
(0.8.3)

ãäåM = mp±ms±mRF, ÂM,P � âçÿòèå äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè ñî çíàêîì, âçÿòûì èç

òàáëèöû 2. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íîòàöèÿ Âîéòà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ: èíäåêñû λ = i = j

ïðè i = j è λ = 9 − i − j ïðè i 6= j. Âåêòîðà E2WGMP
λ ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò

ïîëÿ ÌØÃ, à ERFP
λ � èç êîìïîíåíò ðàäèî÷àñòîòíîãî ïîëÿ, âêëþ÷åííûõ èëè âûêëþ÷åíûõ, â

çàâèñèìîñòè îò P .
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