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Введение

Особенности поведения макроскопических систем в окрестности тем-
пературы фазового перехода второго рода определяются сильным взаи-
модействием долгоживущих флуктуаций параметра порядка [1–4]. Так,
слабое возмущение в окрестности критической точки может вызывать
аномально сильный отклик и приводить к новым физическим эффектам.
В этом плане, наиболее неожиданные явления возникают при рассмотре-
нии влияния различных неравновесных начальных условий на аномаль-
но медленную релаксацию системы в критической области.

Реальные твердые тела содержат замороженные дефекты структуры,
присутствие которых влияет на характеристики систем. В большинстве
работ исследование ограничивается рассмотрением точечных, простран-
ственно некоррелированных дефектов. В то же время вопрос о влиянии
на критическое поведение эффектов корреляции дефектов значительно
менее исследован. В рамках этой же проблемы можно поставить вопрос
о влиянии на критическое поведение протяженных дефектов, таких как
поверхности кристалла, дислокации или плоские дефекты структуры,
возникающие, например, на границе зерен. Можно ожидать, что дально-
действующая корреляция в пространственном распределении дефектов
может модифицировать критические свойства неупорядоченных систем.

Смещение исследований в современной физике твердого тела в об-
ласть микромасштабов вызвало необходимость понимания тонких явле-
ний связанных с наличием протяженных дефектов структуры типа дис-
локаций, границ зерен, примесных комплексов и т.д. Все эти особенно-
сти представляют собой проявление пространственно скоррелированных
неоднородностей.

В силу этого к моделям систем с дальнодействующей корреляцией де-
фектов существует несомненный интерес как с общетеоретической точки
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зрения выявления новых типов критического поведения, так и с точки
зрения реальной возможности проявления дальнодействующей корреля-
ции дефектов в полимерах [5], при переходе в сверхтекучее состояние 4He

в пористой среде – аэрогеле [6], в ориентационных стеклах [7], в неупо-
рядоченных твердых телах с дефектами фракталоподобного типа [8] и
при описании дислокаций на поверхности [9].

Известно, что в критической точке наряду с особенностями равновес-
ных характеристик сингулярное поведение демонстрируют кинетические
коэффициенты и динамические функции отклика, что обусловлено ано-
мально большими временами релаксации сильно флуктуирующих вели-
чин. Однако исследование динамических свойств критических флуктуа-
ций сталкивается с трудностями более сложными, чем при описании рав-
новесных характеристик. Это вызвано необходимостью учета взаимодей-
ствия флуктуаций параметра порядка с другими долгоживущими воз-
буждениями. В этом плане, динамическое критическое поведение моде-
ли Гейзенберга значительно менее изучено по сравнению с исследования-
ми статических свойств [10]. Модель Гейзенберга, описывающая важный
класс изотропных магнетиков, является наиболее распространенной мо-
делью при описании реальных магнетиков. Фактически, анизотропный
вариант модели Гейзенберга используется для описания таких сплавов,
как K2NiF4 [11], BaCo2(AsO4)2 [12], BaNi2(PO4)2 [13], CoCl2 −GIC [14]
и Rb2CrCl4 [15].

При исследовании неравновесных свойств гейзенберговских магне-
тиков наличие дальнодействующей корреляции дефектов может при-
вести к проявлению эффектов старения и нарушению флуктуационно-
диссипативного отношения [16–18].

В работе Вейнриба и Гальперина [19] представлена модель изотроп-
ной неупорядоченной системы с дальнодействующей корреляцией дефек-
тов. Было показано, что дефекты, обладающие свойством дальней про-
странственной корреляции, изменяют критическое поведение не только
систем с однокомпонентным параметром порядка, как в случае точечных
дефектов, но и систем с многокомпонентным параметром порядка. В ра-
боте [20] было осуществлено теоретико-полевое описание трехмерных си-
стем с дальнодействующей корреляцией дефектов и было подтверждено
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ее влияние на критическое поведение таких систем. Однако ренормгруп-
повое описание не позволяет учесть влияние дефектов структуры вы-
сокой концентрации. Компьютерное моделирование позволяет провести
исследование неупорядоченных систем в широком диапазоне концентра-
ций дефектов структуры.

Понимание критических явлений в низкоразмерных структурах мо-
жет быть достигнуто путем изучения ультратонких пленок. Исследова-
ние тонких пленок имеет большое технологическое значение в связи с
применением в магнитных устройствах хранения данных [21]. Процес-
сы магнитного упорядочения в ультратонких ферромагнитных пленках
очень сложны из-за сильного влияния формы и кристаллографической
анизотропии подложки. За последние годы появилось большое количе-
ство экспериментальных работ, посвященных исследованиям магнитных
свойств низкоразмерных систем [22]. Тем не менее остались без ответа
такие вещи, как тип магнитного упорядочения при низких температурах.
В связи с этим компьютерное исследование модельных статистических
систем имеет важное значение для описания свойств ультратонких маг-
нитных пленок.

В связи с выше изложенным целью настоящей диссертации является:

1. Исследование влияния дальнодействующей корреляции дефектов
структуры на неравновесное поведение неупорядоченных систем при
фазовом переходе второго рода посредством изучения трехмерной
неупорядоченной модели Гейзенберга с линейными дефектами мето-
дом коротковременной динамики.

2. Численное исследование неравновесного критического поведения ха-
рактеристик слабо и сильно неупорядоченной модели Гейзенберга с
линейными дефектами с учетом влияния различных начальных со-
стояний. Расчет универсальных критических показателей и сравне-
ние с результатами теоретических расчетов.

3. Исследование равновесного критического поведения тонких маг-
нитных пленок. Определение значений универсальных показателей,
определяющих магнитное упорядочение в тонких пленках. Исследо-
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вание перехода от двумерных к трехмерным критическим свойствам
многослойных магнетиков с ростом толщины пленки.

Научная новизна результатов.
1. Впервые осуществлено компьютерное моделирование неравновес-

ного критического поведения трехмерной модели Гейзенберга с дальней
пространственной корреляцией дефектов в коротковременном режиме.
При исследовании критической релаксации модели из различных на-
чальных состояний системы определены значения совокупности динами-
ческих и статических универсальных критических показателей при при-
менении методики учета поправок к скейлингу. Полученные результаты
позволяют сделать вывод о существенности влияния дальней простран-
ственной корреляции дефектов на критическое поведение и о существо-
вании различных классов универсального критического поведения для
рассматриваемых систем, отвечающих областям слабой и сильной струк-
турной неупорядоченности.

2. Впервые продемонстрировано при сопоставлении результатов
компьютерного моделирования неравновесного критического поведения
трехмерной модели Гейзенберга с дальней пространственной корреляци-
ей дефектов в коротковременном режиме и ее равновесного критического
поведения, что метод коротковременной динамики может служить на-
дежной альтернативой традиционным методам Монте-Карло не только
при численных исследованиях однородных систем, но и систем со струк-
турным беспорядком, обеспечивая при меньших машинных затратах по-
лучение более полной информации о критическом поведении структурно
неупорядоченных систем.

3. Впервые проведено исследование равновесного критического пове-
дения характеристик тонких ферромагнитных пленок посредством изу-
чения анизотропной модели Гейзенберга, позволяющее определить значе-
ние температуры фазового перехода в зависимости от толщины пленки.
Полученные результаты позволяют сделать вывод о существовании пере-
хода от двумерных к трехмерным свойствам многослойных магнетиков
с ростом толщины пленки.
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Научная и практическая значимость работы.
Научная значимость диссертации обусловлена необходимостью выяв-

ления влияния дальнодействующей корреляции структурных дефектов
на критическое поведение спиновых систем и разработки методик ана-
лиза данных, получаемых при моделировании поведения систем.

Выявленное в результате проведенных расчетов существенное вли-
яние дефектов структуры на характеристики критического поведения
различных систем могут найти применение при отработке методики и по-
становке реальных физических и компьютерных экспериментов, а также
практическом использовании направленной модификации свойств мате-
риалов, испытывающих фазовые превращения, за счет их легирования,
что служит научной основой для создания материалов с новыми, пер-
спективными физико-химическими свойствами.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Методика численного исследования неравновесного критического

поведения структурно неупорядоченной трехмерной модели Гейзенберга
с дальней пространственной корреляцией дефектов в коротковременном
режиме и методика определения значений универсальных критических
показателей с учетом ведущих поправок к скейлингу.

2. Наличие нескольких этапов динамического развития слабо неупо-
рядоченных систем после микроскопического временного масштаба: об-
ласти с характеристиками однородной системы, кроссоверной области и
области, характеризующейся влиянием структурного беспорядка.

3. Подтверждение расширенного критерия Харриса о влиянии дефек-
тов с дальней пространственной корреляцией на критическое поведение
не только изингоподобных систем, но и систем с многокомпонентным
параметром порядка (на примере модели Гейзенберга).

4. Методика численного исследования равновесного критического по-
ведения тонких магнитных пленок посредством изучения анизотропной
модели Гейзенберга и методика расчета критических показателей.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы
докладывались и обсуждались на XI Всероссийской молодежной школе-
семинаре по проблемам физики конденсированного состояния вещества
(Екатеринбург, 2010), на региональных научно-практических конферен-
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циях «Молодежь третьего тысячелетия» (Омск, 2011, 2012, 2013), на
Moscow International Symposium on Magnetism (MISM) (Moscow, 2011), на
Восемнадцатой Всероссийской научной конференции студентов-физиков
и молодых ученых (ВНКСФ-18, Красноярск, 2012), на VIII Международ-
ной научно-технической конференции «Динамика систем, механизмов и
машин» (Омск, 2012), на научно-практическом семинаре «Вычислитель-
ная физика и суперкомпьютерные технологии 2012» (Омск, 2012), на
«XXV IUPAP Conference on Computational Physics» (Moscow, 2013), а
также на научных семинарах кафедры теоретической физики ОмГУ.
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Настоящая диссертация включает в себя введение, четыре главы,
заключение и список цитируемой литературы.

В первой главе, носящей обзорный характер, в краткой форме излага-
ется содержание ряда концепций и методов, применяемых для описания
критических явлений. Рассматривается влияние беспорядка с дально-
действующей корреляцией дефектов на критическое поведение систем.
Представлен обзор существующих достижений в данной области.

Во второй главе осуществлено компьютерное моделирование как
равновесного, так и неравновесного критического поведения для сла-
бо неупорядоченной трехмерной модели Гейзенберга с дальнодейству-
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ющей корреляцией дефектов. Описана методика определения значений
универсальных критических показателей с учетом ведущих поправок к
скейлингу. Получено численное подтверждение о существовании влия-
ния дальней пространственной корреляции дефектов на критическое по-
ведение систем с трехкомпонентным параметром порядка.

В третье главе исследовано влияние дефектов структуры большой
концентрации на критическое поведение трехмерной модели Гейзенбер-
га. Показано, что слабо и сильно неупорядоченные модели Гейзенберга с
дальнодействующей корреляцией дефектов принадлежат к разным клас-
сам универсальности. Выявлено, что увеличение концентрации дефектов
структуры с дальнодействующей корреляцией приводит к существенно-
му замедлению процессов критической релаксации по сравнению с одно-
родными и слабо неупорядоченными системами.

В четвертой главе представлены результаты исследования тонких
ферромагнитных пленок в рамках анизотропной модели Гейзенберга.
Выявлены размерные эффекты в поведении термодинамических вели-
чин. Выявлен переход от двумерных к трехмерным свойствам много-
слойных магнетиков с ростом толщины пленки.

В заключении сформулированы основные оригинальные результаты
по итогам диссертационной работы.
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Глава 1

Фазовые переходы и
критические явления.

1.1 Фазовые переходы.

Фазой называется физически однородная часть системы, отличающа-
яся своими физическими свойствами от других ее частей и отделенная
от них четко выраженной границей. Примером двухфазных систем мо-
гут служить жидкость и насыщенный пар, жидкость и кристалл, две
кристаллические модификации одного и того же вещества, находящиеся
в соприкосновении друг с другом, и т.д. В системе, в которой фазы нахо-
дятся в равновесии, незначительное изменение внешних условий (напри-
мер, подвод или отвод некоторого количества тепла) приводит к тому,
что некоторое количество вещества переходит из одной фазы в другую
(плавление, кипение и т.д.). Поэтому при изучении равновесия фаз, мы
изучаем протекание фазовых переходов. Равенство химических потенци-
алов двух фаз определяет условие равновесия

µ1(T, P ) = µ2(T, P ). (1.1)

Это равенство показывает, что при фазовом превращении химиче-
ский потенциал изменяется непрерывно. Однако, его производные(

∂µ

∂T

)
P

= −S,

(
∂µ

∂P

)
T

= V (1.2)
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при фазовом превращении меняются скачком. Такие фазовые перехо-
ды называются фазовыми переходами первого рода [23]. Также суще-
ствуют фазовые переходы второго рода, при которых первые произ-
водные химического потенциала не имеют скачков ( в точке перехода
S1 = S2, V1 = V2), но скачком меняются вторые производные:(

∂2µ

∂P 2

)
T

=

(
∂V

∂P

)
T

,

(
∂2µ

∂T 2

)
P

= −CP

T
,

∂2µ

∂P∂T
=

(
∂V

∂T

)
P

, (1.3)

таким образом, при фазовых переходах второго рода скачком меняют-
ся сжимаемость, коэффициент объемного расширения и теплоемкость.
Точка на диаграмме состояний где происходит фазовый переход второго
рода, называется критической точкой или точкой Кюри; соответствую-
щая ей температура обозначается Tc [24]. Следует заметить, что в случае
магнетика в качестве термодинамических параметров вместо P, V и T бу-
дут выступать H,M и T , и в уравнениях (1.1)-(1.3) следует произвести
подстановкиV → −M,P → H.

1.2 Критические индексы.

При изучении критических явлений большое внимание уделяется
определению значений совокупности показателей степени, которые опи-
сывают степенное поведение различных интересующих нас термодина-
мических и корреляционных функций вблизи критической точки. Такие
показатели получили название критических индексов. Стандартные обо-
значения этих величин были введены Фишером. Критические индексы
исследовались в течение долгого времени различными методами: при-
ближения высоких и низких температур, моделирование Монте-Карло,
теоретико-полевой метод и т.д. В частности, вблизи критической точки
T → Tc и H → 0 неоднократно исследовались индексы:

1. Индекс γ > 0, определяющий закон изменения восприимчивости

χ(T ) ∼ |T − Tc|−γ. (1.4)
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2. Индекс β > 0, определяющий закон стремления к нулю параметра
порядка (для ферромагнитных систем намагниченности)

ϕ ∼ (−(T − Tc))
β. (1.5)

3. Индекс ν > 0, определяющий температурную зависимость корреля-
ционной длины

ξ ∼ |T − Tc|−ν. (1.6)

4. Индекс α, определяющий температурную зависимость теплоемкости

C(T ) ∼ |T − Tc|−α. (1.7)

5. Индекс η, определяющий закон убывания статистической корреляци-
онной функции флуктуаций спиновой плотности S(r) с расстоянием
при T = Tc

G(r) ∼ r−(d−2+η). (1.8)

Еще ряд индексов вводится для описания свойств тела при наличии
внешнего поля.

1. Индекс δ > 0, определяющий зависимость параметра порядка от
поля

ϕ ∼ H
1
δ . (1.9)

2. Индекс ϵ , определяющий зависимость теплоемкости от поля

C ∼ H−ϵ. (1.10)

3. Индекс µ > 0, определяющий зависимость корреляционного радиуса
от поля

rc ∼ H−µ. (1.11)

Динамический критический индекс z, характеризующий асимптоти-
ческую зависимость времени релаксации системы, как и времени корре-
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ляции состояний, по мере приближения к критической температуре

τrel, τcorr ∼ |Tc − T |−zν. (1.12)

Критические индексы связаны друг с другом рядом точных соотно-
шений. Часть из них является прямым следствием определений различ-
ных индексов. Вот, например, некоторые из соотношений, связывающие
критические индексы :

1. неравенство Рашбрука

α+ 2β + γ ≥ 2, (1.13)

2. неравенство Гриффитса

α+ β(δ + 1) ≥ 2, (1.14)

3. неравенство Уидома
γ ≥ β(δ − 1), (1.15)

4. неравенство Бекингхема (d - размерность пространства)

d(δ − 1)

δ + 1
≥ 2− η, (1.16)

5. неравенство Фишера
ν(2− η) ≥ γ, (1.17)

6. неравенство Джозефсона

νd ≥ 2− α, (1.18)

В большинстве случаев эти неравенства переходят в точные равен-
ства.

βδ = β + γ, (1.19)

ϵ(β + γ) = α, (1.20)
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Равенства (1.19), (1.20) связывают друг с другом индексы, определяю-
щие температурную зависимость термодинамических величин в слабых
полях и их зависимость от H в сильных полях. Равенство определяющее
поведение корреляционного радиуса:

µ(β + γ) = ν. (1.21)

И равенство, выражающее индекс η через другие индексы:

ν(2− η) = γ. (1.22)

Из (1.19)-(1.21) следуют равенства

βδη = α, (1.23)

βδµ = ν, (1.24)

ην = αν. (1.25)

Не все индексы являются независимыми, зная значения всего двух ин-
дексов значения остальных индексов могут быть получены из выше при-
веденных соотношений.

1.2.1 Влияние дефектов структуры на критическое

поведение.

В реальных макроскопических системах всегда присутствуют те или
иные дефекты. Дефекты структуры могут иметь различную природу
и оказывать совершенно различное влияние на процессы, протекающие
в твердых телах, поэтому описание влияния дефектов структуры во
всех возможных формах их проявления является одной из интересных и
сложных проблем теории критических явлений. Так, например, в ферро-
магнитном кристалле часть ячеек может быть занята атомами, имеющи-
ми нулевой магнитный момент. Если концентрация немагнитных атомов
превышает определенную величину, ферромагнетизм полностью подав-
ляется.
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Причина, по которой влияние примесей на критическое поведение
ожидается существенным, состоит в следующем. Пусть в систему, на-
ходящуюся вблизи критической точки, ввели несколько примесей, вклю-
чив тем самым малое возмущение. Отклик системы на это возмущение
описывается на языке поведения различных восприимчивостей и корре-
ляционных функций. Вблизи критической точки некоторые из этих ве-
личин велики и представляют собой сингулярные функции температуры.
Следовательно, малое количество примесей может привести к большим
эффектам вблизи критической точки, тем самым, существенно изменяя
критическое поведение чистой системы. При этом могут измениться зна-
чения критических индексов. Возможно, что наличие дефектов приводит
к сглаживанию сингулярного поведения некоторых величин. Может про-
изойти размытие фазового перехода второго рода и исчезновение крити-
ческой точки.

Дефекты принято разделять на два вида [25] по тому, как они распре-
делены в решетке вещества. Если способ приготовления образца таков,
что дефекты структуры находятся в термодинамическом равновесии с
решеткой вещества системы, то их называют расплавленными или рав-
новесными. Но обычно, при приготовлении образца дефекты не успевают
прийти в термодинамическое равновесие с решеткой вещества и как бы
"замораживаются"в ней в виде некоторой конфигурации, обусловленной
способом приготовления образца. Такие дефекты принято называть за-
мороженными.

В случае расплавленных дефектов структуры их концентрация иг-
рает роль дополнительной термодинамической переменной. Ее влияние
на критическое поведение проявляется только лишь в сдвиге критиче-
ской температуры и перенормировке значений критических индексов с
фактором 1/(1 − α), если индекс теплоемкости однородной системы α

положителен [26].
Феноменологический подход к описанию универсального критическо-

го поведения систем определяется гамильтонианом H вида

H =

∫
ddx

(
−h(x)ϕ(x) +

1

2
r(x)ϕ2(x) +

1

2
(∇ϕ(x))2 +

u(x)

4!
ϕ4(x) + ...

)
(1.26)
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где ϕ(x) - n-компонентный параметр порядка; h - внешнее поле, сопря-
женное параметру порядка; r(T ), u(T )... - аналитические функции тем-
пературы T и внешних параметров. Неоднородные системы с заморожен-
ными примесями уже не являются трансляционно-инвариантными. При
этом параметры h(x), r(x), u(x) начинают зависеть случайным образом
от координат. Влияние случайности вызванное присутствием дефектов,
уменьшается с уменьшением скейлинговой размерности полей:

h(x) - случайное поле (со средним равным нулю), характеризуется
наиболее сильным влиянием на поведение систем при фазовых перехо-
дах;

r(x) - случайное поле локальной критической температуры при опре-
деленных условиях может модифицировать критическое поведение си-
стем и изменить значения критических индексов (отличное от нуля сред-
нее просто сдвигает критическую температуру);

u(x) - влияние этих полей на критическое (асимптотическое) поведе-
ние термодинамических функций несущественно.

В данной диссертационной рассматривается влияние дефектов струк-
туры типа "случайная температура"на критическое поведение. Пусть
r(x) = τ + V (x) (случайное поле локальной критической температуры),
где V (x) характеризует потенциал случайного поля дефектов в точке x

со средним значением по распределению дефектов, равным нулю:

⟨⟨V (x)⟩⟩ = 0. (1.27)

Процедура усреднения функции свободной энергии и корреляцион-
ных функций по потенциалу примесей восстанавливает трансляционную
инвариантность этих величин, что позволяет применить для дальнейше-
го исследования критического поведения стандартную ренормгрупповую
технику.

Распределение дефектов обычно задается через второй момент функ-
ции распределения

⟨⟨V (x)V (y)⟩⟩ = g(x− y). (1.28)
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В простейшем случае некоррелированных точечных дефектов [27]:

g(x− y) = vδd(x− y), (1.29)

где v пропорциональна концентрации дефектов; d - размерность систе-
мы. Существуют более сложные и реалистичные модели. Модель с протя-
женными дефектами размерности εd, которые параллельны друг другу
и хаотически распределены по объему образца [28], описывается распре-
делением с

g(x− y) = vδd−εd(x⊥ − y⊥). (1.30)

Другая модель, предложенная Вейнрибом и Гальпериным [19], учитыва-
ет эффекты корреляции дефектов со случайной ориентацией и описыва-
ется распределением с

g(x− y) = |x− y|−a, (1.31)

где a - параметр корреляции. Асимптотическое поведение свободной
энергии системы с дефектами как функции температуры может быть
представлено в виде

⟨⟨F/kT ⟩⟩ = τ 2−α(A+Bτ−φ + . . .), (1.32)

где τ = (T − Tc)/Tc; φ - критический индекс "кроссовера"характеризует
влияние дефектов на критическое поведение системы. При φ > 0 это
влияние существенно и приводит к критическому поведению с новыми
критическими индексами, а при φ < 0 влияние дефектов несуществен-
но и критическое поведение неупорядоченных систем будет характери-
зоваться критическими индексами систем без дефектов. Для точечных
дефектов φ = α. Таким образом, точечные дефекты существенны, если
α > 0. Это утверждение составляет суть эвристического критерия Хар-
риса [29], согласно которому при отрицательном индексе теплоемкости
(α < 0) критическое поведение слабонеоднородной системы оказывается
таким же, как у чистого вещества. Если же α > 0, то при сохранении
характера фазового перехода второго рода критические индексы отли-
чаются по величине от индексов, измеряемых в случае чистого вещества.
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Индексы зависят от числа компонент параметра порядка n следующим
образом:

(n = 1) - Изинговские магнетики α = 0.109(4) [30],

(n = 2) - XY -магнетики α = −0.01278(24) [31],

(n = 3) - Гейзенберговские магнетики α = −0.115(15) [32].

Точечные δ-коррелированные дефекты существенны только для крити-
ческого поведения изингоподобных систем (n = 1).

В случае модели протяженных дефектов φ = α + ϵdν [33], что при-
водит к новому критическому поведению. В рамках модели Вейнриба-
Гальперина φ = α + (d − a)ν = 2 − aν [19]. Протяженные дефекты и
эффекты корреляции дефектов существенно сказываются на более ши-
роком классе систем, испытывающих фазовый переход второго рода. Та-
ким образом, наличие дефектов небольшой концентрации не приводит
к размыванию критической точки. При этом, как показывают допол-
нительные исследования, влияние беспорядка, вызванного присутствием
дефектов, сильнее проявляется в динамике.

Экспериментальные исследования [34,35] подтвердили численное от-
личие статических критических индексов для неупорядоченных систем
от их значений для однородных систем и показали хорошее согласие с
результатами теоретических расчетов.

1.3 Основные методы и алгоритмы для мо-
делирования неупорядоченных систем.

1.3.1 Метод Монте-Карло. Алгоритм Метрополиса.

Метод Монте-Карло - это метод статистического моделирования си-
стем со многими степенями свободы. В основе его лежит использование
случайных чисел для машинной имитации вероятностных распределе-
ний [36–39]. Метода Монте-Карло применяется как для определения раз-
личных характеристик системы в рамках классических спиновых моде-
лей [39], так и для исследования систем в рамках квантовой теории [40].
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Стоит отметить, что качество результатов моделирования зависит от ка-
чества используемого генератора случайных чисел [41–43]. Рассмотрим
применение метода Монте-Карло к моделированию поведения системы
спинов в рамках модели Изинга. Промоделируем систему из N частиц,
находящихся в объеме V при постоянной температуре T . Поскольку мы
можем генерировать только ограниченное число m из полного, в общем
случае огромного, числа M конфигураций, то можно получить оценку
среднего значения ⟨A⟩ из выражений:

⟨A⟩ =
(
1

Z

) M∑
n=1

An exp

(
−En

kT

)
∼=

m∑
n=1

An exp

(
−En

kT

)
m∑
n=1

exp

(
−En

kT

) , (1.33)

где En и An обозначают полную энергию и значение величины A в кон-
фигурации n. Напрашивается простейшая процедура Монте-Карло, со-
стоящая в том, что генерируется случайная конфигурация, вычисляются
En, An и произведение Anexp(−En/kT ), подсчитывается соответствую-
щий вклад этой конфигурации в суммы выражения для ⟨A⟩. Однако мно-
гие из этих конфигураций маловероятны и дают малый вклад в сумму
при равновероятной выборке конфигураций. Поэтому необходимо поль-
зоваться методом существенной выборки, повышающей статистический
вес каждой конфигурации, и генерировать конфигурации в соответствии
с функцией распределения вероятностей Pn. Использование существен-
ной выборки приводит к уменьшению статистической погрешности без
увеличения числа конфигураций. Тогда процедура нахождения среднего
аппроксимируется выражением:

⟨A⟩ =

m∑
n=1

(
An

Pn

)
exp

(
−En

kT

)
m∑
n=1

(
1

Pn

)
exp

(
−En

kT

) . (1.34)
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Самый простой и естественный способ выбора Pn состоит в использова-
нии самого канонического распределения [37]

Pn =

exp

(
−En

kT

)
∑
n

exp

(
−En

kT

) , (1.35)

при котором среднее ⟨A⟩ превращается в среднее арифметическое:

⟨A⟩ ≈ 1

m

m∑
n=1

An. (1.36)

Выбор Pn в таком виде предложен Метрополисом [44]. Ниже приведе-
на наиболее общая форма алгоритма Метрополиса на примере системы
спинов.

1. Формируем начальную (равновесную) конфигурацию.

2. Производим случайное пробное изменение в начальной конфигура-
ции, т.е. случайным образом выбираем какой-нибудь спин и пробуем
его опрокинуть.

3. Вычисляем ∆E, т.е. изменение энергии системы, обусловленное про-
изведенным пробным изменением конфигурации.

4. Если ∆E ≤ 0 , то принимаем новую конфигурацию и переходим к
шагу 8.

5. Если ∆E > 0, то вычисляем вероятность перехода W =

exp(−∆E/kT ).

6. Генерируем случайное число r в интервале (0,1)

7. Если r ≤ W , то новую конфигурацию принимаем, в противном слу-
чае сохраняем предыдущую конфигурацию.

8. Определяем значения требуемых физических величин.

9. Повторяем шаги 2 - 8 для получения достаточного числа конфигу-
раций.
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10. Вычисляем средние по конфигурациям, которые статистически неза-
висимы.

В основе алгоритма Метрополиса лежит использование равновесной
функции канонического распределения Pn, и, следовательно, при при-
менении этого алгоритма должны выбираться термодинамически равно-
весные состояния системы. Однако у нас нет уверенности, что сформи-
рованная начальная конфигурация является равновесной. Чтобы избе-
жать этой проблемы, необходимо, начиная с произвольной конфигурации
спинов, например, все спины направлены вверх, процедуру вычисления
среднего проводить только после достижения системой равновесного со-
стояния, т.е. после выполнения такого числа шагов Монте-Карло на спин
(MCS/s), когда на основании исследования релаксационных свойств си-
стемы ее можно считать достигшей равновесия.

Последовательность состояний, задаваемых в алгоритме Метрополи-
са вероятностью перехода между ближайшими конфигурациями, обра-
зует марковский процесс. Можно связать шкалу времени t со шкалой
n последовательных конфигураций, считая, что N случайных выборок
узлов системы осуществляется за единицу времени. Данная единица вре-
мени соответствует шагу Монте-Карло на спин.

Тогда эволюция неравновесной функции распределения Pn(t) может
быть записана в виде основного уравнения (кинетического уравнения
Глаубера):

dPn

dt
= −

∑
n′

W (n → n′)Pn(t) +
∑
n′

W (n′ → n)Pn′(t), (1.37)

где первая сумма описывает изменение вероятности обнаружения n-
конфигурации за счет переходов из n-состояния в другие, а вторая сум-
ма – за счет переходов из всех других состояний в n-ое. Для того что-
бы марковский процесс обладал нужным свойством сходимости Pn(t) к
Pn = (1/Z) exp(−En/kT ) при временах, больших времени релаксации,
достаточно потребовать выполнения условия детального баланса

W (n → n′)Pn(t) =
∑
n′

W (n′ → n)Pn′(t). (1.38)
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Это означает, что отношение вероятностей перехода зависит только от
изменения энергии

W (n → n′)

W (n′ → n)
= exp

(
−∆Enm

kT

)
. (1.39)

Данное соотношение не определяет, конечно, функцию W (n → n′) одно-
значно. Обычно W выбирают или как в алгоритме Метрополиса

W (n → n′) =

{
exp

(
−∆Enm

kT

)
, при ∆Enm > 0,

1, при ∆Enm 6 0.
(1.40)

или в виде функции Глаубера

W (n → n′) =
1

2

[
1− th

(
−∆Enm

2kT

)]
. (1.41)

В качестве определения среднего наблюдаемой величины A, не зави-
сящей от времени явно, выступает соотношение

⟨A(t)⟩ =
∑
n

AnPn(t). (1.42)

Оно задает динамическую эволюцию величины A посредством времен-
ной зависимости Pn(t) – решения уравнения Глаубера. Однако строго
показывается, что данная процедура усреднения эквивалентна усредне-
нию по начальному состоянию Pn(t0), в то время как состояние n, а сле-
довательно, и A изменяются со временем в соответствии с марковским
процессом, задаваемым W (n → n′). При этом

⟨A(t)⟩ =
∑
n

Pn(t0)An(t), (1.43)

что дает процедуру усреднения по последовательности конфигураций в
стохастическом марковском процессе.
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1.3.2 Кластерные алгоритмы.

Стандартный алгоритм Метрополиса, основанный на перевороте од-
ного спина, совершает маленькие шаги в конфигурационном простран-
стве. Состояния оказываются сильно коррелированными между собой
(т.е. новое состояние системы сильно зависит от предыдущего и прихо-
дится делать большое количество Монте-Карло шагов, чтобы система
«забыла» свое состояние).

Система долго переходит в состояние равновесия. Это особенно силь-
но проявляется на больших решетках и вблизи критической точки. Кла-
стерные алгоритмы основаны на перевороте кластеров, содержащих мно-
го спинов, система совершает большие скачки в фазовом пространстве
(соседние состояния в марковской цепи становятся слабо коррелирован-
ными) и время релаксации системы значительно уменьшается.

Многокластерный алгоритм был предложен Свендсеном и Вангом
[45] с целью уменьшения влияния эффектов критического замедления
времени релаксации системы на результаты моделирования:

1. Выбирается случайный единичный вектор r⃗.

2. Просматриваются все nn-состояния S⃗i, S⃗j. Если S⃗i и S⃗j сонаправле-
ны (лежат по одну сторону от плоскости перпендикулярной направ-
лению r⃗, т.е. если (S⃗1r⃗)(S⃗2r⃗) > 0), то создается связь между этими

узлами с вероятностью 1− exp

(
−2J(S⃗1r⃗)(S⃗2r⃗)

T

)
.

3. Создаются кластеры: набор узлов соединенных связями.

4. Каждый кластер переворачивается с вероятностью 1/2. Т.е. каждый
спин в кластере меняет свое значение следующим образом S⃗i = S⃗i −
2(S⃗ir⃗)r⃗

Другой вариант однокластерного алгоритма был предложен Вольфом
[46]:

1. Выбирается случайный единичный вектор r⃗

2. Выбирается случайным образом спин в решетке S⃗1 (центральный).
Выбранный спин зеркально отражается в плоскости перпендикуляр-
ной направлению r⃗; S⃗i = S⃗i − 2(S⃗ir⃗)r⃗
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Рис. 1.1: Примеры выращивания кластера однокластерным алгоритмом Вольфа и
многокластерным алгоритмом Свендсена-Ванга для двумерной модели Изинга: • –
спин направлен вверх, ◦ – спин направлен вниз.

3. Рассматриваются ближайшие "соседи"центрального спина. Спин
считается сонаправленным, если он лежит по одну сторону от плос-
кости перпендикулярной направлению r⃗ с вектором S⃗1 т.е. если
(S⃗1r⃗)(S⃗2r⃗) > 0.

4. Такой спин переворачивается ( а его координаты запоминаются в

стеке) с вероятностью 1− exp

(
−2(S⃗1r⃗)(S⃗2

−→r )
T

)
.

5. После проверки всех соседних узлов, спин, координата которого бы-
ли загружены в стек последними, выбирается центральным и снова
выполняется пункт 3.

6. Процедура переворота спинов заканчивается тогда, когда стек стано-
вится пустым. Этот процесс называется переворотом кластера, а все
перевернутые спины считаются принадлежащими кластеру Вольфа.

Отличие этих алгоритмов заключается в том, что в случае однокла-
стерного алгоритма Вольфа строится кластер, который переворачива-
ется с вероятностью равной 1, а в случае многокластерного алгоритма
Свендсена-Ванга система разбивается на множество кластеров, каждый
из которых переворачивается с вероятностью 1/2. На рисунке 1.1 пред-
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ставлены примеры выращивания кластера однокластерным алгоритмом
Вольфа и многокластерным алгоритмом Свендсена-Ванга для однород-
ной двумерной модели Изинга.

1.3.3 Модификация метода Монте-Карло для неупо-

рядоченных систем.

При создании спиновой конфигурации со случайно распределенны-
ми примесями в решетке возникают несвязанные геометрические кла-
стеры магнитных узлов. При концентрации спинов p больших порога
спиновой перколяции pc практически всегда существует спиновой кла-
стер, протекающий с грани на грань и какое-то количество изолирован-
ных кластеров, содержащих относительно небольшое число спинов. В
пределе бесконечно большого размера вклад в магнитные характеристи-
ки системы будут давать только скоррелированные спины бесконечно-
го перколяционного кластера, поэтому будет разумным при вычислении
критических характеристик не учитывать вклад от узлов, не имеющих
связи с перколяционным кластером. Такая процедура позволяет умень-
шить "шум"от спинов кластеров конечного размера. Для распределения
спинов с заданной концентрацией p по узлам решетки удобно исполь-
зовать алгоритм выращивания перколяционного кластера Хаммерсли-
Лиса-Александровица [37].

Практически детали реализации алгоритма следующие. В центре ку-
бической решетки размещается затравочный спин. Шесть соседних узлов
образуют "периметр"затравочного спина. Случайным образом выбира-
ется узел из "периметра". Затем с вероятностью p этот узел занимается
спином, а его соседи добавляются в "периметр". В противном случае
узел остается свободным (примесным). Чтобы узлы решетки оставались
свободными с вероятностью 1 − p, данный узел больше не проверяется.
Если узел уже занят спином, то определяется нет ли новых непрове-
ренных узлов "периметра". Процедура повторяется до тех пор, пока не
будут просмотрены все узлы периметра.

Метод Монте-Карло при процедуре моделирования поведения неупо-
рядоченных систем претерпевает ряд изменений. Атомам примеси при
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моделировании сопоставляются пустые узлы. Спин соответствующего
пустого узла полагается равным нулю. Алгоритм Метрополиса при этом
сохраняется, как и для однородных систем с учетом того, что вклад в
энергию взаимодействия магнитного атома со спином S ̸= 0 с немагнит-
ным атомом со спином S = 0 оказывается равным нулю.

Следует отметить, что для каждой выращенной на решетке примес-
ной конфигурации реализуется алгоритм Метрополиса получения раз-
личных термодинамических характеристик системы спинов как величин
усредненных по числу шагов Монте-Карло. Однако искомая термоди-
намическая характеристика неупорядоченной системы получается лишь
после дополнительного усреднения получаемых величин для отдельных
конфигураций по полному набору выращенных различных примесных
конфигураций. При этом значения термодинамических характеристик
будут более достоверными с увеличением числа примесных конфигура-
ций, используемых при усреднении.

1.3.4 Процедура линейной аппроксимации и оценка

погрешности измерений.

При анализе данных использовалась схема линейной аппроксимации
с использованием метода наименьших квадратов

ŷi = a+ bxi, (1.44)

b =
xy − x · y
x2 − (x)2

, (1.45)

a = y − bx. (1.46)

Для оценки погрешности нахождения коэффициентов использовались
следующие формулы:

mb =

√∑
(yi − ŷi)2

n− 2
· 1∑

(xi − x)2
, (1.47)

ma =

√∑
(yi − ŷi)2

n− 2
·

∑
x2i∑

(xi − x)2
, (1.48)
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где n- число измерений,

∆bappr = mb · tα,k, (1.49)

∆aappr = ma · tα,k, (1.50)

где tα,k - коэффициент Стьюдента, α = 1 − γ - уровень значимости, γ -
доверительный интервал, k = n− 2 - число степеней свободы.

Для оценки погрешности прямого измерения использовалась следу-
ющая формула:

∆b =
1

m− 2
·
∑

(bj − b)2 +∆bappr, (1.51)

где m - кол-во групп, bj - значение величины в j-той группе.
Оценка погрешности косвенного измерения вычислялась следующим

образом:

∆f =

√(
∂f

∂b1
∆b1

)2

+

(
∂f

∂b2
∆b2

)2

+ · · ·+
(
∂f

∂bk
∆bk

)2

, (1.52)

где ∂f/∂bj - частная производная функции f , вычисленная при значении
переменных, соответствующих средним значениям b1, b2 . . . bk
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Глава 2

Численное исследование
слабо неупорядоченной
модели Гейзенберга с
дальнодействующей
корреляцией дефектов с
учетом различных
начальных состояний.

2.1 Введение

Наличие дефектов структуры приводит к смене динамики изотроп-
ного магнетика, описываемой моделью J , на релаксационную динамику
модели A по классификации Гальперина-Хоенберга [47]. Алгоритм Мет-
рополиса с динамикой опрокидывания спина является разумным при-
ближением к реальной динамике магнетика, соответствующей релакса-
ционной модели A. Однако, согласно критерию Харриса критическое по-
ведение модели Гейзенберга устойчиво относительно влияния точечного
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некоррелированного структурного беспорядка. В этом плане, становится
очень важным исследование влияния протяженных примесных структур
на критическое поведение характеристик модели Гейзенберга.

Традиционное моделирование критического поведения системы взаи-
модействующих частиц методом Монте-Карло наталкивается на трудно-
сти, связанные в основном с явлением критического замедления, харак-
теризующимся тем, что время релаксации системы, как и время корре-
ляции состояний, неограниченно растет по мере приближения к критиче-
ской температуре и степенной характер их асимптотической зависимости
от приведенной температуры определяется критическим индексом z. И
определяется выражением

τcorr, τrel ∼ |Tc − T |−zν. (2.1)

Для чистых систем в работах [48, 49] было проведено численное ис-
следование методами Монте-Карло критической динамики трехмерной
структурно неупорядоченной модели Изинга. В работе [48] получено зна-
чение динамического критического индекса z = 2.62, а в [49] – z = 2.35(2)

в предположении его независимости от концентрации дефектов начиная
от уровня слабого разбавления и вплоть до порога спиновой перколя-
ции. Однако полученное значение критического показателя системы пло-
хо согласуется с экспериментальным значением z = 2.18(10), получен-
ным в работе [50] для слабо разбавленного изингоподобного магнетика
Fe0.9Zn0.1F2. В работе [51] было осуществлено теоретико-полевое описа-
ние критической эволюции трехмерной чистой и структурно неупорядо-
ченной модели Изинга и получены значения z = 2.024(6) (чистая систе-
ма) и z = 2.1792(13) (слабо неупорядоченная система), соответственно,
в четырехпетлевом и шестипетлевом приближениях с применением к ря-
дам теории различных методов суммирования, хорошо согласующиеся в
рамках погрешностей с результатами экспериментального исследования.

Для структурно неупорядоченных систем и систем с многокомпонент-
ным параметром порядка эта проблема еще более существенна, так как
их неравновесное критическое поведение определяется индексом z, при-
нимающим большие значения, чем для однородных систем.
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Для уменьшения эффектов влияния критического замедления при-
меняют кластерные алгоритмы Вольфа или Сведсена-Ванга, но эти ал-
горитмы столь существенно меняют динамику системы по сравнению с
алгоритмом Метрополиса, что для получения информации о характери-
стиках критической динамики их применять нельзя.

Для описания влияния неравновесных начальных условий на крити-
ческую динамику в работе [52] в рамках ренормгруппового подхода был
разработан метод коротковременной динамики (МКД). Который позво-
ляет получать значения не только динамических, но и статических кри-
тических индексов. Данный метод был апробирован многочисленными
исследованиями [53–59, 78, 79], показавшими, что результаты МКД для
статических критических индексов находятся в хорошем согласии с тра-
диционными методами Монте-Карло по изучению равновесных свойств
и с теоретическими методами. Особенностью МКД является то, что ин-
формация об универсальном критическом поведении может быть получе-
на на относительно малых макроскопических промежутках времени (до
2000 шагов Монте-Карло на спин (MCS/s)) на ранней стадии развития
системы в критической точке или ее окрестности.

В соответствии с теорией скейлинга сингулярная часть потенциала
Гиббса Φsing(t, τ, h,m0), определяющая состояние системы в критической
области, характеризуется обобщенной однородностью относительно ос-
новных термодинамических переменных

Φsing(t, τ, h,m0) = bΦsing(b
att, baττ, bahh, bamm0), (2.2)

времени t, приведенной температуры τ = (T−Tc)/Tc, поля h и начальной
намагниченности m0, здесь b - фактор подобия, ai - показатели подобия.
Как следствие этого, в критической точке (τ = 0, h = 0) намагничен-
ность m = −δΦ/δh характеризуется следующей временной зависимо-
стью

m(t,m0) = t−(ah+1)/atFm(m0t
−am/at). (2.3)
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После микроскопически малого времени tmic для k-го момента намаг-
ниченности системы реализуется скейлинговая форма

m(k)(t, τ, L,m0) = b−kβ/νm(k)(t/bz, b1/ντ, L/b, bx0m0), (2.4)

где t – время, τ = (T − Tc)/Tc – приведенная температура, где L – ли-
нейный размер решетки, m0 - начальное значение намагниченности, b –
произвольный масштабный фактор, β, ν, z – критические индексы, x0 –
показатель масштабной размерности начальной намагниченности.

Разложение правой части в (2.3) по малой величине m0t
−am/at приво-

дит к степенной зависимости

m(t) ∼ t−(ah+am+1)/at ∼ tθ
′
, (2.5)

где am определяет поведение системы за счет влияния неравновесных
начальных состояний.

Начальное состояние системы выбирается обычно либо с m0 ≪ 1,
либо с m0 = 1. Исследования показывают, что динамический процесс,
начинающийся с полностью упорядоченного состояния (m0 = 1), более
предпочтителен из-за меньшего влияния флуктуаций на результаты. Бо-
лее того, в этом случае не возникает зависимости от нового критического
индекса θ′. В работе [52] на основе ренормгруппового анализа было пока-
зано, что если начальное состояние ферромагнитной системы характери-
зуется достаточно высокой степенью хаотизации спиновых переменных
со значением относительной намагниченности, далеким от состояния на-
сыщения (m0 ≪ 1), то в критической точке процесс релаксации системы
из данного начального неравновесного состояния на макроскопически
малых временах будет характеризоваться не уменьшением, а увеличени-
ем намагниченности со временем по степенному закону с показателем θ′

(рис. 2.1а):
m(t) ∼ tθ

′
. (2.6)

При этом, с увеличением времени коротковременная динамика па-
раметра порядка при t ≫ tcr ∼ m

−1/(θ′+β/zν)
0 сменяется на привычную

долговременную динамику уменьшения параметра порядка со временем
по степенному закону m(t) ∼ t−β/zν (рис. 2.1б ) с показателем, опреде-
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ляемым статическими критическими индексами β и ν и динамическим
критическим индексом z.

Наряду с этим в [52] предсказывается двухвременная зависимость
для функции отклика R(t, tw) и корреляционной функции A(t, tw), ко-
торая в коротковременном режиме (t/tw ≪ 1) принимает вид степенной
зависимости от отношения переменных t/tw (tw – время ожидания), ха-
рактеризуемой показателем θ:

R(t, tw) ∼ (t/tw)
θ(t− tw)

κ−d/zFR(tw/t),

A(t, tw) ∼ (t/tw)
θ−1(t− tw)

κ+1−d/zFA(tw/t),
(2.7)

где κ = (2 − z − η)/z. Критический индекс θ′ и θ связаны скейлинго-
вым соотношением θ′ = θ+κ, поэтому независимым индексом является
только один из них (θ или θ′).

Метод коротковременной динамики позволяет получить информацию
о критическом поведении системы уже на начальном неравновесном ди-
намическом этапе не достигая состояния равновесия и данный метод был
успешно применен для расчета характеристик различных систем [60,61].

Для начального состояния системы с m0 = 1 (спины ориентированы
в одном направлении) и для решеток с достаточно большими линейны-
ми размерами L уравнение для намагниченности (k = 1) при выборе
фактора b = t1/z принимает следующий вид:

m(t, τ) = t−β/νzm
(
1, t1/νzτ

)
∼ t−β/νz

(
1 + Amt

1/νzτ +O(τ 2)
)
. (2.8)

В пределе τ → 0

m(t) ∼ t−β/νz. (2.9)

Для неупорядоченных систем вычисление m(k)(t) осуществляется в
следующем виде

m(k)(t) =

[⟨(
1

Ns

∣∣∣∣ Ns∑
i=1

piS⃗i

∣∣∣∣)k⟩]
, (2.10)

где угловые скобки обозначают статистическое усреднение по спиновым
конфигурациям, а квадратные скобки – усреднение по различным реа-
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Рис. 2.1: Релаксация намагниченности из различных начальных состояний m0 ≪ 1
(а) и m0 = 1 (б )
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лизациям распределения дефектов структуры в системе при заданной
спиновой концентрации p, Ns = pL3.

2.2 Описание модели

Рассматривается модель неупорядоченной спиновой системы в виде
кубической решетки с линейным размером L и наложенными периодиче-
скими граничными условиями. Микроскопический гамильтониан неупо-
рядоченной модели Гейзенберга записывается в виде

H = −J

Ns∑
i,j

pipjS⃗i(t)S⃗j(t), (2.11)

где S⃗i = (Sx
i , S

y
i , S

z
i ) – это трехмерный единичный вектор в узле i,

J > 0 характеризует обменное взаимодействие ближайших спинов, нося-
щее ферромагнитный характер, pi – случайные переменные, характери-
зующие замороженный структурный беспорядок в системе (pi = 1, когда
узел i занят спином, и pi = 0, когда узел занят не магнитным атомом).
Общая спиновая концентрация в системе p = 0.80. Числа заполнения pi

принимают значения 0 и 1 и описываются функцией распределения

P (pi) = (1− p)δ(pi) + pδ(1− pi) (2.12)

В данной работе исследуется модель Вейнриба-Гальперина с так на-
зываемой дальнодействующей изотропной корреляцией дефектов [19],
когда парная корреляционная функция g(x − y) спадает с расстоянием
по степенному закону с g(x−y) ∼ |x−y|−a , где a - параметр корреляции
дефектов структуры. Критическое поведение неупорядоченной системы
с точечными некоррелированными дефектами структуры может быть
описано моделью Вейнриба-Гальперина с параметром корреляции a = 3.
При наличии в системе протяженных дефектов – дислокаций или плос-
костей, ориентированных случайным образом, ее критическое поведение
может быть также описано в рамках модели Вейнриба-Гальперина при
значениях параметра корреляции a = d− 1 или a = d− 2, соответствен-
но, где d - размерность системы. При значениях параметра корреляции
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Рис. 2.2: Распределение дефектов с дальнодействующей корреляцией в кубической
решетке

2 < a < 3 модель Вейнриба-Гальперина описывает фрактальные примес-
ные структуры. Полагается, что дальнодействующие эффекты корреля-
ции между точечными дефектами реализуются в виде случайно ориенти-
рованных линий с корреляционными характеристиками, спадающими по
степенному закону с показателем a = 2. Для этого был использован сле-
дующий способ создания примесных конфигураций: из заполненной спи-
нами трехмерной решетки случайным образом удалялись линии, парал-
лельные осям координат, до достижения заданной концентрации приме-
сей. Для обеспечения изотропности распределения дефектов в кристалле
число удаляемых линий в каждом из трех направлений поддерживалось
одинаковым (рис. 2.2). Для обеспечения изотропности распределения де-
фектов в кристалле число удаляемых линий в каждом из трех направ-
лений поддерживалось одинаковым. Физическим основанием для этого
условия служит то, что в реальных материалах дислокации как линей-
ные дефекты равномерно распределены по макроскопическому образцу
с вероятностью их пересечения близкой к нулю.
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2.3 Определение критической температуры
слабо неупорядоченной модели Гейзен-
берга

Для определения критической температуры было осуществлено ком-
пьютерное моделирование системы в состоянии равновесия при различ-
ных температурах. Для снижения влияния эффектов критического за-
медления и корреляции различных спиновых конфигураций был при-
менен однокластерный алгоритм Вольфа. Для уменьшения корреляций
спиновых конфигураций, вычисление намагниченности и других термо-
динамических величин осуществляется через несколько переворотов кла-
стера Вольфа. За один шаг Монте-Карло на спин (MCS/s) принималось 5
переворотов кластера Вольфа. Было использовано 256 MCs/s для дости-
жения состояния равновесия и 2048 MCs/s для статистического усредне-
ния по спиновым конфигурациям.

Анализировались зависимости кумулянта Биндера 4-го порядка
U4(T, L) от температуры

U4(T, L) =
1

2

(
3− [⟨m(4)⟩](

[⟨m(2)⟩]
)2
)
, (2.13)

Кумулянт U4(L, T ) имеет важную для описания поведения конечных
систем скейлинговую форму

U4(L, T ) = u(L
1
ν (T − Tc)). (2.14)

Кумулянт определен так, что 0 ≤ U4 ≤ 1. При этом для температур вы-
ше критической U4(L, T ) → 0 в пределе L → ∞. Данная скейлинговая
зависимость кумулянта позволяет определять критическую температуру
Tc(L = ∞) для бесконечной системы через координату точки пересече-
ния кривых, задающих температурную зависимость U4(L, T ) для раз-
личных L. В критической области при T → Tc

dU

dT
= aL

1
ν (2.15)

39



и, следовательно, по максимальному наклону кумулянтов вблизи точки
их пересечения при L → ∞ можно определить значение критического
индекса ν, характеризующего температурную расходимость корреляци-
онной длины при T → Tc. В случае фазовых переходов второго рода
кривые температурной зависимости кумулянтов имеют ярко выражен-
ную зависимость от L и некоторую область (треугольник) пересечения,
близкую к точке. Также применялась методика пересечения кривых ξ/L

для определения критической температуры Tc [63]. Рассчитываются кри-
вые температурной зависимости для ξ/L для решеток с такими же раз-
мерами. Координаты точек пересечения кривых позволяют определить
критическую температуру. Расчет корреляционной длины ξL и воспри-
имчивости χL осуществляется в соответствии со следующими соотноше-
ниями [64]:

ξ =
1

2 sin(π/L)

√
χL

Φ
− 1, (2.16)

χL = ⟨m(2)⟩/pL3, (2.17)

m(2) =
∑
j

pjS
x2
j +

∑
j

pjS
y2
j +

∑
j

pjS
z2
j , (2.18)

где Φ определяется через Фурье-образ намагниченности [65]

G(k⃗) =
1

V

∑
r⃗

eik⃗r⃗pr⃗Sr⃗, (2.19)

как

Φ =
V

3
⟨|G(2π/L, 0, 0)|2 + |G(0, 2π/L, 0)|2 + |G(0, 0, 2π/L)|2⟩, (2.20)

Иначе можно представить в виде

FSx =
1

3

3∑
n=1

∣∣∣∣∑
j

pjS
x
j exp

(
2πixn,j

L

)∣∣∣∣2, (2.21)

FSy =
1

3

3∑
n=1

∣∣∣∣∑
j

pjS
y
j exp

(
2πixn,j

L

)∣∣∣∣2, (2.22)
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Рис. 2.3: Температурная зависимость кумулянта Биндера U4 и отношения ξ/L для
различных линейных размеров решетки L = 32 (1), 64 (2), 96 (3), 128 (4)
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FSz =
1

3

3∑
n=1

∣∣∣∣∑
j

pjS
z
j exp

(
2πixn,j

L

)∣∣∣∣2, (2.23)

F = FSx + FSy + FSz, (2.24)

Φ = ⟨F ⟩/pL3, (2.25)

где (x1,j, x2,j, x3,j) - координаты j-ого узла решетки, ⟨...⟩ означает стати-
стическое усреднение по шагам Монте-Карло, а черта сверху - усредне-
ние различным реализациям распределения дефектов структуры в си-
стеме при заданной спиновой концентрации.

По точкам пересечения графиков данных величин для различных
размеров решетки (рис. 2.3) была определена критическая температура
Tc = 1.197(2), где температура измеряется в единицах обменного инте-
грала.Данные кривые были получены усреднением по 2300 различным
конфигурациям примеси.

2.4 Релаксация из полностью упорядочен-
ного начального состояния с m0 = 1

При найденной критической температуре Tc = 1.197 было осуществ-
лено численное исследование неравновесной критической динамики в ко-
ротковременном режиме для трехмерной слабо неупорядоченной модели
Гейзенберга со спиновой концентрацией p = 0.80 с линейными дефекта-
ми. Было осуществлено моделирование критической релаксации системы
из полностью упорядоченного начального состояния с начальной намаг-
ниченностью m0 = 1.

В данной работе осуществлялось моделирование кубических реше-
ток с размером L = 128. Для неупорядоченных систем намагниченность
вычисляется по формуле

m(t) =

[⟨
1

Ns

(
(ΣNs

i piS
x
i )

2 + (ΣNs
i piS

y
i )

2 + (ΣNs
i piS

z
i )

2

)1/2
⟩]

, (2.26)
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где угловые скобки обозначают статистическое усреднение по спиновым
конфигурациям, а квадратные скобки - усреднение по различным реа-
лизациям распределения дефектов структуры в системе при заданной
спиновой концентрации p, Ns = pL3.

Показатель 1/νz может быть определен, если продифференцировать
lnm(t, τ) по приведенной температуре τ

∂τ lnm(t, τ)|τ=0 ∼ t1/νz. (2.27)

Для независимого определения динамического критического индекса
z производился расчет кумулянта F2 [62], с использованием средних при
моделировании из различных начальных состояний

F2(t, L) =
m(2)(t, L)|m0=0

(m(t, L))2|m0=1

t(d−2β/ν)/z

t−2β/νz
= td/z. (2.28)

Временное поведение намагниченности m(t) и кумулянта F2(t) иссле-
довалось на временах до 1000 МCS/s. С целью численного определения
логарифмической производной намагниченности проводился расчет на-
магниченности для двух близких к Tc температур, т. е. для T + ∆T =

1.200 и T − ∆T = 1.194. Для расчета логарифмической производной
намагниченности использовалось следующее выражение

∂τ lnm(t, τ)|τ=0 =
1

m(t, 0)
·
∣∣∣∣m(t, τ1)−m(t, τ2)

τ1 − τ2

∣∣∣∣, (2.29)

где τ1 = (1.194− Tc)/Tc, τ2 = (1.200− Tc)/Tc.
На рис. 2.1 приведены итоговые зависимости намагниченности m(t)

и на рис. 2.4 приведены итоговые зависимости кумулянта F2(t) и лога-
рифмической производной намагниченности от времени в двойном ло-
гарифмическом масштабе. В работе проводилось усреднение вычисляе-
мых величин по 4000 различным примесным конфигурациям. Все расче-
ты проводились на суперкомпьютерной вычислительной системе НИВЦ
МГУ с использованием методов параллельного программирования.

Для моделирования спиновых конфигураций в системе был приме-
нен алгоритм Метрополиса. Алгоритм Метрополиса, реализующий ди-
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намику односпиновых переворотов, наилучшим образом соответствует
релаксационной модели A и позволяет провести сравнение получаемого
в результате моделирования критической релаксации системы динами-
ческого критического индекса z с результатами теоретико-полевого опи-
сания [20] критической динамики модели A для трехмерных систем с
дальнодействующей пространственной корреляцией дефектов структу-
ры.

Анализ кумулянта F2(t) показал, что на на-
чальном этапе релаксации, временном интервале
[15, 35] MCS/s степенному характеру зависимости F2(t) соответ-
ствует значение динамического индекса z ≈ 2.049, соответствующее
критическому поведению однородной модели Гейзенберга, а влияние
линейных дефектов начинает проявляться лишь на временах t > 80

MCS/s. Значения показателей β/νz, 1/νz, d/z были получены на ин-
тервале [80, 300] который соответствует минимуму среднеквадратичной
погрешности аппроксимации (рис. 2.5).

Был осуществлен учет поправок к асимптотической зависимости из-
меряемых величин за счет влияния конечности моделируемых систем, т.
к. только учет данных поправок к скейлингу позволяет получать кор-
ректные значения критических индексов в термодинамическом пределе
L → ∞. Для этого было использовано следующее выражение для вре-
менной зависимости наблюдаемых величин X(t):

X(t) ∼ tδ(1 + Axt
−ω/z), (2.30)

где Ax – неуниверсальные амплитуды, ω – критический индекс поправки
к скейлингу, а показатель δ = −β/νz в случае X ≡ m(t), δ = d/z в
случае X ≡ F2(t) и δ = 1/νz в случае X ≡ ∂τ lnm(t).

При анализе полученных кривых была использована схема линейной
аппроксимации для зависимости (Xt−δ) от t−ω/z при изменении значений
показателя δ, а также критического индекса ω/z. Процедура расчета
критического индекса ω заключалась в следующем:

1. Временной интервал влияния дефектов структуры был разбит на
всевозможные участки ∆t с длинами от 10 MCS/s до 900 MCS/s.
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Рис. 2.4: Усредненные значения логарифмической производной намагниченности
∂τ lnm(t) (а) и кумулянта F2 (б ) в двойном логарифмическом масштабе
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Рис. 2.5: Зависимости среднеквадратичных погрешностей аппроксимации σz для ин-
декса z от временного интервала t ∈ [80, tright]
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Линия соответствует среднему значению d/z
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2. На каждом из участков был проведен поиск показателя δ для фик-
сированного значения ω/z. Поиск был осуществлен из условия ми-
нимума среднеквадратичных отклонений процедуры аппроксимации
σδ.

3. Найденные значения δ были усреднены по выбранным участкам с
определением среднего значения ⟨δ⟩ и относительной погрешности
∆δ.

4. Индекс ω/z был определен из условия минимальности значений от-
носительных погрешностей ∆δ.

Для нахождения зависимости относительных погрешностей ∆δ для
фиксированных значений ω/z были рассмотрены различные разбиения
всего временного интервала t ∈ [80, 1000] на отрезки различной дли-
ны. Рассмотрим интервалы с длиной от 10 MCS/s до максимально воз-
можной длины 900 MCS/s. На каждом из таких отрезков был найден
минимум среднеквадратичной погрешности аппроксимации. Далее были
отброшены все интервалы, на которых минимум не был найден и были
использованы значения показателя, полученного на тех интервалах, ко-
торые доставляют минимум среднеквадратичной погрешности аппрокси-
мации. Было найдено среднее значение показателя δ по этим интервалам,
а также значения относительных погрешностей ∆δ. Вклад от интервалов
разной длины был учтен, для этого были введены весовые множители,
пропорциональные длинам интервалов. Относительные погрешности ∆δ

∆δ =

√√√√ N∑
i=1

(δi − δ̄)2 ·∆ti/

N∑
i=1

∆ti (2.31)

рассчитываются на основе усредненных значений δ̄, где N число времен-
ных интервалов, на которых был найден минимум среднеквадратичной
погрешности аппроксимации. Для аппроксимации использовался метод
наименьших квадратов.

Плотность функции распределения изображена на рис. 2.6 на приме-
ре ρ(d/z). На рис. 2.7а изображена зависимость относительной погреш-
ности ∆β/νz от индекса ω/z для показателя β/νz для различных зна-
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чений температур. Минимальная погрешность при T = Tc = 1.197. На
рис. 2.7б изображена зависимость среднеквадратичной σβ/νz погрешно-
сти от индекса ω/z. Для каждого из показателей минимум достигается
при различных значениях индекса ω. В качестве результирующего зна-
чения ω брали среднее значение ω = 0.786(45).

2.5 Эволюция из высокотемпературного на-
чального состояния m0 ≪ 1

Далее исследовалась критическая эволюция системы из начальных
неупорядоченных состояний с m0 ≪ 1. В данной работе измерялась вре-
менная эволюция намагниченности, определяемая выражением:

m(t) =

[⟨
1

Ns

∣∣∣∣∣
Ns∑
i

piS⃗i(t)

∣∣∣∣∣
⟩]

, (2.32)

где угловые скобки обозначают статистическое усреднение, а квадрат-
ные скобки - усреднение по различным примесным конфигурациям, и
Ns = pL3 количество спинов в решетке. Двумя другими наблюдаемы-
ми величинами в коротко-временной динамике являются второй момент
намагниченности m(2)(t),

m(2)(t) =

⟨( 1

Ns

Ns∑
i

piS⃗i(t)

)2⟩ (2.33)

и автокорреляционная функция

A(t) =

[⟨
1

Ns

Ns∑
i

piS⃗i(t)S⃗i(0)

⟩]
. (2.34)

Для конечных систем размерности d с линейным размером решетки
L второй момент намагниченности m(2)(t, L) ∼ Ld. Сопоставляя этот
результат со скейлинговой формой в уравнении (2.4) для τ = 0 и b = t1/z,

49



получаем

m(2)(t) ∼ t−2β/νzm(2)
(
1, t−1/zL

)
∼ t c2, (2.35)

c2 =

(
d− 2

β

ν

)
1

z
.

Кроме того, тщательный скейлинговый анализ показывает, что автокор-
реляционная функция спадает по степенному закону [69]

A(t) ∼ t−ca, ca =
d

z
− θ′. (2.36)

θ′ = (x0 −
β

ν
)/z. (2.37)

Используя данные зависимости, были определены показатели θ′, c2 и
ca, а на их основе вычислялись критические индексы β/ν, z. В данной
работе представлено численное исследование коротко-временной дина-
мики трехмерной модели Гейзенберга с линейными дефектами на куби-
ческой решетке линейного размера L = 128 и спиновой концентрацией
p = 0.80. Было проведено моделирование, начиная из высокотемператур-
ного состояния или из состояния с малым значением намагниченности
m0 = 10−4, 0.01, 0.02, и 0.03. Для независимого определения динамиче-
ского критического индекса z и отношения β/ν были исследованы вре-
менные зависимости второго момента намагниченности m(2)(t) и авто-
корреляционной функции A(t) для систем, для которых моделирование
начиналось из высокотемпературного состояния m0 ≪ 1 (фактически из
состояния m0 = 10−4). При эволюции системы из начального неупорядо-
ченного состояния справедливы скейлинговые зависимости для намагни-
ченности m(t), второго момента намагниченности m(2)(t) и автокорреля-
ционной функции A(t) в коротковременном режиме приведенные выше.

Поскольку начальная спиновая конфигурация с намагниченностью
m0 должна быть неравновесной, для ее получения был применен следую-
щий алгоритм: с помощью алгоритма Вольфа при температуре T = 1.45,
близкой к критической Tc = 1.197 [59], система из начального полно-
стью упорядоченного состояния приводилась к состоянию с намагничен-
ностью m, близкой к m0, а затем переворотом отдельных спинов получа-
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Рис. 2.8: Эволюция намагниченности для различных начальных состояний m0 =
10−4 (1); 0.01 (2); 0.02 (3); 0.03 (4).

лось состояние с намагниченностью m0. Полученная конфигурация со-
хранялась, и для нее проводилось моделирование до 2000 MCS/s (шагов
Монте-Карло на спин) с помощью алгоритма Метрополиса при темпера-
туре Tc = 1.197.

В данной работе измерялась эволюция намагниченности m(t) с на-
чальных состояний m0 = 0.0001, 0.01, 0.02, и 0.03, второй момент намаг-
ниченности m(2)(t) и автокорреляционная функция A(t) с m0 = 0.0001 до
t = 2000 MCS/s. Полученные кривые для намагниченности m(t) пред-
ставлены на рис. 2.8, для m(2)(t) на рис. 2.9а, и для A(t) на рис. 2.9б,
которые построены в двойном логарифмическом масштабе. Эти кри-
вые были получены усреднение по 1500 конфигурациям примеси для
каждой из которых усреднение проводилось по 25 прогонкам. Наиболее
распространенными в нашей стране вычислительными системами явля-
ются кластерные. Для подобных систем задача о критическом поведе-
нии неупорядоченных систем допускает крупно-блочную декомпозицию.
Наиболее эффективная параллелизация методов Монте-Карло возника-
ет при расчете примесной конфигурации со статистическими прогонка-
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Рис. 2.9: Эволюция второго момента намагниченности m(2)(t) (а) и автокорреляци-
онной функции A(t) (б ) для L = 128 с начальной намагниченностью m0 = 0.0001
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ми на отдельном процессорном элементе. При этом подходе отсутству-
ют межсетевые обмены между процессорными элементами. Уникальной
особенностью методов Монте-Карло является высокая эффективность
вычислений на очень большом числе процессорных элементов.

В результате линейной аппроксимации этих кривых на интервале
t ∈ [1200; 1900] MCS/s были получены значения показателя θ′ =

0.424(32), θ′ = 0.316(28), θ′ = 0.215(30) и θ′ = 0.144(26), соответствен-
но для начальных состояний с m0 = 10−4, 0.01, 0.02, и 0.03, и индек-
сы c2 = 0.847(31) и ca = 0.884(23) согласно выражениям (2.37), (2.35),
и (2.36). Итоговое значение θ′ = 0.417(31) было получено путем экс-
траполяции к m0 = 0. При использовании соотношений, связывающих
показатели ca, c2 и θ′ с критическими индексами, были определены зна-
чения β/ν = 0.523(72) и z = 2.306(231). Интервал на которым были
получены данные индексы выбирался из минимума среднеквадратичной
погрешности аппроксимации исследуемых величин. Зависимости средне-
квадратичной погрешности линейной аппроксимации σca, σc2 и σθ′, при
моделировании из начального состояния с m0 = 10−4, от выбора времен-
ного интервала приведены на рис. 2.10.

На следующем этапе работы осуществлялся расчет поправок к асимп-
тотической зависимости измеряемых величин за счет влияния конечно-
сти моделируемых систем. Для этого применялось выражение (2.30) для
временной зависимости наблюдаемых величин. Показатель δ = θ′ в слу-
чае X ≡ m(t), δ = c2 в случае X ≡ m(2)(t), и δ = −ca в случае X ≡ A(t).
Это выражение отражает скейлинговое преобразование в критической
области зависящих от времени поправок к скейлингу в виде t−ω/z к обыч-
ному виду поправок των в равновесном состоянии за время t сравнимое
со временем релаксации параметра порядка tr ∼ ξzΩ(kξ) [47].

При анализе полученных кривых была использована схема линейной
аппроксимации для зависимости (Xt−δ) от t−ω/z при изменении значений
показателя δ, а также критического индекса ω/z. Для нахождения зави-
симости относительных погрешностей ∆δ для фиксированных значений
ω/z будем рассматривать различные разбиения отрезка t ∈ [100, 2000]

на интервалы различной длины. Рассмотрим интервалы с длиной от 100

MCS/s до максимально возможной длины 1900 MCS/s. На каждом из та-
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Рис. 2.10: Зависимость среднеквадратичной погрешности линейной аппроксима-
ции для автокорреляционной функции A(t)(a), второго момента намагниченности
m(2)(t)(б ) и намагниченности m(t)(в) от выбора временного интервала t ∈ [tleft; 1900].
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Рис. 2.11: Плотность функции распределения ρ(θ′) для различных временных интер-
валов. Сплошная линия соответствует среднему значению показателя по различным
временным интервалам θ′ = 0.431.

ких отрезков будем искать минимум среднеквадратичной погрешности
аппроксимации. Далее отбросим все интервалы, на которых минимум
не был найден и будем использовать значения показателя, полученного
на тех интервалах, которые доставляют минимум среднеквадратичной
погрешности аппроксимации. Найдем среднее значение показателя δ по
этим интервалам, а также значения относительных погрешностей ∆δ,
при этом учитывать вклад от интервалов разной длины в эти значения
можно, введя весовые множители, пропорциональные длинам интерва-
лов. Для аппроксимации использовался метод наименьших квадратов.
Плотность функции распределения изображены на рис. 2.11 на примере
ρ(θ′), при моделировании из начального состояния с m0 = 10−4.

На рис. 2.12а представлена зависимость среднеквадратичной погреш-
ности σ линейной аппроксимации поведения намагниченности m(t) от
показателя θ′ для m0 = 0.01 на интервале t ∈ [500, 2000] для ω/z = 0.200,
0.230, 0.260.

На рис. 2.12б представлена зависимость глобальной среднеквадра-
тичной погрешности ∆θ′ при моделировании из начального состояния
с m0 = 0.01, минимум достигается при ω/z = 0.230 на интервале
t ∈ [500, 2000]. Минимуму глобальной среднеквадратичной погрешно-
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Рис. 2.12: Зависимость среднеквадратичной погрешности σθ′ линейной аппроксима-
ции (a) и относительной погрешности ∆θ′ (б ) для начального состояния m0 = 0.01
для различных значений ω/z.
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Таблица 2.1: Значения индексов для трехмерной неупорядоченной модели Гейзенбер-
га при моделировании из высокотемпературного начального состояния с p = 0.80,
полученные с учетом поправки к скейлингу.

Индекс Значение ω/z
θ′(m0 = 0.03) 0.223(10) 0.160
θ′(m0 = 0.02) 0.297(21) 0.300
θ′(m0 = 0.01) 0.377(12) 0.230
θ′(m0 → 0) 0.453(26) 0.300
c2(m0 = 0) 0.947(12) 0.200
ca(m0 = 0) 0.922(20) 0.260
(ω/z)av 0.253(15)

сти ∆δ достигается при ω/z = 0.300 на интервале t ∈ [100, 2000] при
моделировании из начального состояния с m0 = 0.02, при ω/z = 0.160

на интервале t ∈ [900, 2000] при моделировании из начального состояния
с m0 = 0.03.

Минимум зависимости глобальной среднеквадратичной погрешности
∆ca достигается при ω/z = 0.260 на интервале t ∈ [100, 2000]. Исследо-
вание зависимости глобальной среднеквадратичной погрешности ∆c2 от
ω/z показало, что минимум достигается при ω/z = 0.200 на интервале
t ∈ [1200, 2000].

Полученные для неупорядоченной модели Гейзенберга итоговые зна-
чения критических индексов θ′, ca и c2 с учетом поправок к скейлингу
приведены в таблице 2.1. В результате процедуры нахождения коррек-
ции к скейлингу для критического индекса θ′ при моделировании из со-
стояния с m0 = 10−4 минимум ∆θ′ не достигается. Значения показате-
ля без учета поправки к скейлингу θ′ = 0.424(32) и итоговое значение
θ′ = 0.453(26), полученное в результате экстраполяции к m0 = 0, в пре-
делах погрешностей совпадают. Это говорит о том, что для малых зна-
чений m0 конечность размера моделируемой системы оказывается несу-
щественной. Итоговые значения критических индексов z = 2.166(85),
β/ν = 0.580(75) и θ′ = 0.477(32) были получены, используя среднее зна-
чение показателя ω/z = 0.253(15).

С учетом поправок к скейлингу были получены следующие значения
критических индексов, приведенные в табл. 2.2. Полученные нами зна-
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Таблица 2.2: Значения критических индексов для слабо неупорядоченной модели
Гейзенберга с дальнодействующей корреляцией дефектов и сравнение их с други-
ми результатами моделирования методом Монте-Карло (МК) и ренормгруппового
подхода (РГ)

z θ′ β/ν ν β ω
m0 = 1, [59] 2.257(61) 0.510(78) 0.770(74) 0.393(77) 0.786(45)
m0 ≪ 1 2.320(153) 0.453(26) 0.467(39) 0.553(77)
Prudnikov et al., 2.264 0.482 0.798 0.362
2000, [20] (РГ)
Прудников и др., 2.291(29) 0.490(5) 0.766(17) 0.375(5)
2010, [66] (РГ)
V. Blavats’ka et al., 0.88
2001, [5] (РГ)

Однородная система
Medvedeva et al., 2.049(31) 0.510(10) 0.705(26) 0.360(9)
2012, [59] (МК)
Fernandes et al., 1.976(9) 0.482(3) 0.687(6) 0.361(2)
2006, [67] (МК)
Chen et al., 0.516(10) 0.705(3) 0.364(5)
1993, [10] (МК)

чения показателей демонстрируют сильное влияние дальнодействующей
корреляции дефектов на критическое поведение систем, описываемых
многокомпонентным параметром порядка. В результате широкий класс
неупорядоченных систем может характеризоваться новым типом крити-
ческого поведения.

2.6 Основные результаты и выводы

На основе проведенных исследований можно сделать следующие вы-
воды:

1. Разработана методика численного исследования неравновесного кри-
тического поведения структурно неупорядоченной трехмерной моде-
ли Гейзенберга с дальней пространственной корреляцией дефектов
в коротковременном режиме и методика определения значений уни-
версальных критических показателей с учетом ведущих поправок к
скейлингу.
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2. Осуществлено компьютерное моделирование трехмерной модели
Гейзенберга с дальнодействующей корреляцией дефектов различной
концентрации. Были исследованы равновесные характеристики сла-
бо (p = 0.8) неупорядоченной модели и рассчитано значение крити-
ческой температуры Tc(p = 0.8) = 1.197(2).

3. С использованием метода коротковременной динамики была иссле-
дована критическая релаксация трехмерной модели Гейзенберга с
линейными дефектами из различных начальных состояний. Для сла-
бо неупорядоченной трехмерной модели Гейзенберга со спиновой
концентрацией p = 0.8 были получены значения динамических и
статических критических индексов z = 2.257(61), β = 0.393(77),
ν = 0.770(74), ω = 0.786(45). Данные значения в пределах погреш-
ностей находятся в хорошем согласии с теоретическими результата-
ми.

4. Было выявлено наличие нескольких этапов динамического развития
слабо неупорядоченных систем после микроскопического временного
масштаба: области с характеристиками однородной системы, кроссо-
верной области и области, характеризующейся влиянием структур-
ного беспорядка.

5. Впервые было получено численное подтверждение о существовании
влияния дальней пространственной корреляции дефектов на крити-
ческое поведение систем с трехкомпонентным параметром порядка.
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Глава 3

Критическое поведение
сильно неупорядоченных
магнетиков с
дальнодействующей
корреляцией дефектов.

3.1 Введение

Представления теории фазовых переходов, хорошо разработанные
для однородных систем, претерпевают сильные изменения при попыт-
ках их распространения на системы со структурным беспорядком. Так,
до сих пор остался невыясненным вопрос: являются ли такие характери-
стики критического поведения как критические показатели универсаль-
ными, т.е. независящими от концентрации дефектов структуры вплоть
до порога перколяции, или осуществляется непрерывное изменение кри-
тических показателей с концентрацией. Поскольку возможности анали-
тического теоретического подхода ограничены описанием слабо неупоря-
доченных систем, исследование проблемы универсальности критическо-
го поведения сильно неупорядоченных систем методами компьютерного
моделирования имеет большое значение [68,70–74].
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В данной работе было осуществлено изучение влияния неравновес-
ных начальных состояний на релаксационные процессы в ферромагнит-
ной сильно неупорядоченной системе в критической точке. Известно, что
аномальные особенности в явлениях критической динамики определяют-
ся прежде всего эффектами дальнодействующей корреляции долгоживу-
щих флуктуаций ряда термодинамических переменных. Фундаменталь-
ный интерес, в связи с этим, представляет исследование процессов кри-
тической релаксации системы из начального неравновесного состояния
в сильно коррелированное состояние при критической температуре.

Впервые исследуется критическое поведение трехмерной сильно
неупорядоченной спиновой системы с линейными дефектами структуры,
описываемой моделью Гейзенберга, с гамильтонианом 2.11:

H = −J
∑
⟨i,j⟩

pipjS⃗iS⃗j, (3.1)

где S⃗i = (Sx
i , S

y
i , S

z
i ) – трехмерный единичный вектор в узле i, J > 0 ха-

рактеризует обменное взаимодействие ближайших спинов, носящее фер-
ромагнитный характер, pi - случайные переменные, характеризующие
замороженный структурный беспорядок в системе (pi = 1, когда узел i

занят спином, и pi = 0, когда узел пуст). В большинстве работ проводит-
ся исследование слабо неупорядоченных систем с концентрацией спинов
p = 0.80 и выше. Сопоставление результатов данных работ указывает на
то, что системы с концентрацией спинов от p = 0.80 до p = 0.95 при-
надлежат к одному и тому же классу универсальности, то есть крити-
ческие индексы, описывающие поведение данных систем в критической
точке, не меняются с изменением концентрации спинов в указанном диа-
пазоне. Менее исследованными остаются сильно неупорядоченные систе-
мы с концентрацией спинов p < 0.69 вплоть до порога спиновой перколя-
ции pc = 0.31. При теоретическом описании поведения таких систем уже
нельзя считать концентрацию дефектов малой величиной. Что сильно
затрудняет или даже делает невозможным их теоретическое описание.
Общая спиновая концентрация в системе была выбрана равной p = 0.60.
Было проведено моделирование из начального состояния с m0 = 1, что
соответствует низкотемпературному пределу T → 0.
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3.2 Равновесные характеристики сильно
неупорядоченной модели Гейзенберга

Методика вычисления для расчета критической температуры с ис-
пользованием кумулянтов Биндера [75] и пересечения ξ/L [64] для слабо
неупорядоченной модели Гейзенберга с концентрацией спинов p = 0.80

была отработана в первой части данной работы и показала хорошие и на-
дежные результаты. Поэтому для вычисления критической температуры
сильно неупорядоченной модели p = 0.60 применялась та же методика,
но с кластерным алгоритмом модифицированным для моделирования
низкотемпературного поведения систем.

Кумулянт U4(L, T ) имеет важную для описания поведения конечных
систем скейлинговую форму

U4(L, T ) = u

(
L1/ν(T − Tc)

)
, (3.2)

не содержащую мультипликативной зависимости от L линейного раз-
мера решетки. Данная скейлинговая зависимость кумулянта позволяет
определять критическую температуру Tc(L → ∞) через координату точ-
ки пересечения кривых, задающих температурную зависимость U4(L, T )

для различных L. Более того, в критической области при T → Tc

dU4

dT
∼ L1/ν (3.3)

и следовательно, по максимальному наклону кумулянтов, соответству-
ющих различным L в пределе L → ∞, вблизи точки их пересечения
можно определить критический индекс корреляционной длины ν.

Для уменьшения эффектов критического замедления используют
кластерные алгоритмы Вольфа или Свендсена-Ванга [45]. В ходе числен-
ных исследований было установлено, что наличие дефектов структуры
большой концентрации приводит к существенному понижению критиче-
ской температуры, так что однокластерный алгоритм Вольфа становит-
ся не применим, так как вероятность переворота кластера значительно
уменьшается в низкотемпературной области. Кластерный алгоритм мо-
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Рис. 3.1: Температурное поведение восприимчивости χ для различных линейных
размеров решетки L = 32 (1), 48 (2) и 64 (3).

делирования должен обязательно модифицироваться многокластерным
алгоритмом Свендсена-Ванга.

Однако, перед переворотом всех кластеров каждый из них должен
быть распознан. Для этой цели был использован оптимизированный ал-
горитм поиска Хошена-Копельманна [76]: каждому спину в кластере при-
своено целое число, в качестве метки для кластера выбирается наимень-
шее из этих чисел.

На первом этапе для оценки значения критической температуры была
рассчитана температурная зависимость восприимчивости

χ ∼ [⟨m2⟩]− [⟨m⟩]2 (3.4)

для различных линейных размеров решетки L = 32, 48, 64. По по-
ложению максимума температурной зависимости восприимчивости на
рисунке 3.1 была оценена область значений критической температуры
Tc ≈ 0.90 в единицах обменного интеграла. Для уточнения значения
критической температуры были рассчитаны температурные зависимости
кумулянта Биндера и отношения ξ/L для различных линейных размеров
решетки L = 32, 48, 64, изображенные на рисунке 3.2.
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(3).
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Представленные на рис. 3.2 зависимости были получены усреднени-
ем по 2100 конфигурациям примеси для L = 32, по 1100 для L = 48 и
по 400 для L = 64 для каждой из которых усреднение проводилось по
25 прогонкам. Для расчета одной конфигурации для системы с линей-
ным размером L = 64 на суперкомпьютерной вычислительной системе
семейства СКИФ с использованием методов параллельного программи-
рования требуется порядка 100 часов машинного времени. Была произ-
ведена оценка времени счета одной конфигурации для более крупных
решеток. Для L = 96 требуется 240 часов и для L = 128 требуется 670
часов (примерно один месяц вычислений). Такое время счета значитель-
но усложняет расчет критического поведения характеристик для сильно
неупорядоченной модели Гейзенберга, по сравнению со слабо неупорядо-
ченной моделью Гейзенберга.

Через координату точки пересечения кривых U4(L, T ) и ξ/L(L, T ),
представленных на рис. 3.2, были определены значения критической тем-
пературы Tc = 0.887(5) и Tc = 0.889(2), соответственно. В качестве ито-
гового значения критической температуры было взято среднее значение
Tc = 0.888(5).

Используя выражение (3.3), были получены значения критического
индекса корреляционной длины ν для различных линейных размеров
L = 32, 48, 64 и для различных значений температуры выше крити-
ческой. Известно, что фазовый переход второго рода может проявить-
ся лишь в термодинамическом пределе, когда объем системы и количе-
ство частиц в ней стремится к бесконечности. Таким образом эффектив-
ное значение критического показателя может быть найдено в пределе
T → Tc и L → ∞. Реализация данной процедуры для представленной
на рис. 3.3 зависимости позволяет рассчитать асимптотическое значе-
ние индекса ν = 0.758(10) для слабонеупорядоченной и ν = 0.821(14)

для сильнонеупорядоченной модели Гейзенберга. В работе [10] получено
значение критического индекса ν = 0.7048(30) для однородной модели
Гейзенберга. Сравнивая эти значения, можно сделать вывод, что данные
системы принадлежат к разным классам универсальности. Построенные
зависимости кумулянта U4 от (T − Tc)L

1/ν для полученных значений ν,
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Рис. 3.5: Кумулянт U4 для сильно неупорядоченной модели Гейзенберга для различ-
ных значений температур T = 0.872− 0.910.

изображенные на рис. 3.4-3.5, демонстрирует достаточно хорошее выпол-
нение скейлингового соотношения (3.2).
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3.3 Исследование неравновесной критиче-
ской релаксации сильно неупорядочен-
ной модели Гейзенберга из начального
низкотемпературного состояния

При найденной критической температуре Tc = 0.888(5) было осу-
ществлено численное исследование неравновесной критической динами-
ки в коротковременном режиме для трехмерной сильно неупорядоченной
модели Гейзенберга со спиновой концентрацией p = 0.60 с линейными
дефектами. Было осуществлено моделирование критической релаксации
системы из полностью упорядоченного начального состояния с началь-
ной намагниченностью m0 = 1. Для моделирования неравновесного кри-
тического поведения был использован алгоритм Метрополиса.

При критической температуре τ = 0 релаксация намагниченности
характеризуется степенным законом

m(t) ∼ t−β/νz. (3.5)

Для независимого определения динамического критического индекса z

была исследована временная зависимость кумулянта Биндера второго
порядка U2 = m(2)/m2 − 1 со скейлинговой зависимостью

U2(t, L) ∼ td/z, (3.6)

где d = 3 - размерность системы.
На рисунке 3.6 в двойном логарифмическом масштабе представлена

временная зависимость кумулянта Биндера второго порядка для различ-
ных линейных размеров решетки L = 64, 128 при значении температуры
T = Tc = 0.888. Данные были получены усреднением по 100 конфигу-
рациям примеси, для каждой из которых усреднение проводилось по 25
прогонкам. Используя выражение (3.6), были получены значения пока-
зателей d/z = 0.737(59) и d/z = 0.737(84), соответственно для L = 64

и L = 128. Временные зависимости кумулянта U2(t) для различных L

характеризуются одинаковыми значениями показателей. Следовательно
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Рис. 3.6: Временная зависимость кумулянта U2 для различных линейных размеров
решетки L = 64 и L = 128 при значении температуры T = Tc = 0.888.

получать корректные значения критических индексов можно, исследуя
критическое поведение системы с меньшим линейным размером решет-
ки L = 64, что значительно упрощает исследовательский процесс. Для
расчета одной конфигурации примеси на суперкомпьютерной вычисли-
тельной системе семейства СКИФ с использованием методов параллель-
ного программирования для решетки с L = 64 требуется 3.5 часа и для
решетки с L = 128 требуется 47 часов.

Временные зависимости намагниченности m(t) и кумулянта Бинде-
ра второго порядка U2(t) представлены на рисунке 3.7. Данные получе-
ны усреднением по 1200 конфигурациям примеси, каждая из которых
усреднялась по 25 прогонкам. Значения показателей β/νz = 0.176(4),
d/z = 0.691(30) и соответствующие им значения критических индексов
β/ν = 0.765(42), z = 4.343(188) были получены с помощью линейной ап-
проксимации на интервале t ∈ [260; 1330]. Данный интервал был выбран
из минимума среднеквадратичной погрешности аппроксимации изобра-
женной на рисунке 3.8.

Для учета влияния конечности моделируемых систем был осуществ-
лен расчет поправок к асимптотической зависимости измеряемых вели-
чин. Для этого применялось следующее выражение для временной зави-
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Рис. 3.7: Временная зависимость намагниченности m(t) (а) и кумулянта Биндера
U2(t) (б ) для линейного размера решетки L = 64 при температуре T = Tc = 0.888.
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Таблица 3.1: Значения критических показателей трехмерной модели Гейзенберга с
линейными дефектами структуры

z ν β/ν β ω

сильно неупорядоченные системы p = 0.6
Прудников, Медведева, 2014, [77] 3.529(125) 0.821(14) 0.946(48) 0.882(49)

слабо неупорядоченные системы p = 0.8
Prudnikov, Medvedeva, 2012, [59] 2.257(61) 0.770(74) 0.510(78) 0.393(77) 0.786(45)
Prudnikov et al., 2000, [20] 2.264 0.798 0.482 0.384

однородные системы p = 1.0
Chen et al., 1993, [10] 0.7048(30) 0.5159(85) 0.3636(45)
Prudnikov et. al., 2008, [80] 2.020(7)
Prudnikov, Medvedeva, 2012, [59] 2.049(31) 0.705(26) 0.510(10) 0.360(9)

симости наблюдаемых величин X(t):

X(t) = Axt
δ(1 +Bxt

−ω/z), (3.7)

где ω является критическим индексом поправки к скейлингу, Ax и Bx

коэффициенты разложения, и показатель δ = −β/νz в случае X ≡ m(t)

и δ = d/z в случае X ≡ U2(t). При анализе полученных кривых была
использована схема линейной аппроксимации для зависимости (Xt−δ) от
t−ω/z при изменении значений показателя δ, а также критического ин-
декса ω/z. На рис. 3.9 приведены значения среднеквадратичных погреш-
ностей аппроксимации σδ исследуемых временных зависимостей намаг-
ниченности (рис. 3.9а) и кумулянта (рис. 3.9б ) как функций показателей
β/νz и d/z при различных значениях индекса ω/z. Наименьшее значе-
ние σδ принимает при ω/z = 0.25. По минимуму σδ были определены
значения показателей β/νz = 0.268(4) и d/z = 0.850(30) и соответствую-
щие им значения критических индексов β/ν = 0.946(48), z = 3.529(125)

(таб. 3.1).

3.4 Исследование эффектов старения

Главной особенностью неравновесного поведения систем с медленной
динамикой является нарушение трансляционной инвариантности во вре-
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мени за счет долговременного влияния неравновесных начальных состо-
яний таких систем. Это находит проявление прежде всего в двухвремен-
ных характеристиках системы, таких как корреляционные функции и
функции отклика. В таких системах наблюдаются свойства старения [81].

Под процессом старения материалов понимают явление роста време-
ни релаксации системы к состоянию равновесия с увеличением «возрас-
та» материала, т.е. времени прошедшего после приготовления образца.
Явление старения проявляется математически прежде всего в двухвре-
менных характеристиках системы, таких как корреляционные функции
и функции отклика. При неравновесных процессах эти функции зави-
сят от двух переменных временной природы: t и tw, при t > tw, и не
только от их разницы, но и от каждой в отдельности. Причем эта за-
висимость сохраняется и при достаточно больших временах наблюдения
t. Временная переменная tw характеризует возраст образца, т.е. время,
прошедшее после его приготовления, и называется временем ожидания.
При явлении старения процесс релаксации системы как функции време-
ни наблюдения t замедляется тем больше, чем больше возраст образца,
т.е. с увеличением времени ожидания tw.

В данной диссертационной работе были исследованы эффекты ста-
рения, проявляющиеся в двухвременной зависимости корреляционных
функций и функций отклика от времени приготовления образца tw

и времени наблюдения t − tw, а также в нарушении флуктуационно-
диссипативного отношения, которое связывает динамическую функцию
отклика R(t, tw) и корреляционную функцию C(t, tw):

R(t, tw) =
1

kT

∂C(t, tw)

∂tw
, (3.8)

где tw - время ожидания,
t− tw - время наблюдения.
Флуктуационно-диссипативное отношение:

X(t, tw) = kT ·R(t, tw)

(
∂C(t, tw)

∂tw

)−1

. (3.9)
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В состоянии равновесия X(t, tw) = 1.

Xinf = lim
tw→∞

lim
t→∞

X(t, tw) (3.10)

характеристика неравновесного поведения систем с медленной динами-
кой.

В работе осуществлялся расчет автокорреляционной функции
A(t, tw)

A(t, tw) =

[⟨
1

pL3

pL3∑
i=1

S⃗i(t)S⃗i(tw)

⟩]
− [⟨m(tw)⟩][⟨m(t)⟩] ∼ (t− tw)

−λ

(3.11)
и магнитной восприимчивости χ(t, tw)

χ(t, tw) =

[⟨
1

h2pL3

pL3∑
i=1

h⃗iS⃗i

⟩]
, (3.12)

где время ожидания принимает значения tw = 50, 250, 500, 1000. Данные
зависимости автокорреляционных функций для слабо p = 0.80 и сильно
p = 0.60 неупорядоченной модели Гейзенберга представлены на рис. 3.10.
Моделирование проводилось для решеток с линейным размером L = 64

при значении температур T = Tc(p = 0.80) = 1.197 [59] и T = Tc(p =

0.60) = 0.888.
Для вычисления χ(t, tw) в момент времени tw к гамильтониану добав-

лялось возмущение
∑

i h⃗iS⃗i, где магнитное поле случайно задавалось в
узлах решётки с бимодальным распределением ±h для каждой оси. Чер-
та означает усреднение по реализациям магнитного поля на решётке.

Был осуществлен расчет флуктуационно-диссипативного отношения
для различных времен ожидания tw для слабо неупорядоченной (p = 0.8)
и сильно неупорядоченной (p = 0.6) систем (рис. 3.11).

Показано, что в неравновесном поведении модели Гейзенберга с ли-
нейными дефектами наблюдаются эффекты старения. Проведен расчет
флуктуационно-диссипативных отношений Xinf = 3.48(15) (p = 0.8),
Xinf = 3.38(30) (p = 0.6) [82]. Полученное значение Xinf в неравно-
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Рис. 3.11: Расчет флуктуационно-диссипативного отношения для различных времен
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0.6) систем
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весном режиме для неупорядоченной модели Гейзенберга с линейными
дефектами носит универсальный характер.

3.5 Основные результаты и выводы

На основе проведенных исследований можно сделать следующие вы-
воды:

1. Осуществлено компьютерное моделирование трехмерной сильно
неупорядоченной модели Гейзенберга с дальнодействующей корреля-
цией дефектов различной концентрации. Было рассчитано значения
критической температуры Tc(p = 0.6) = 0.888(5).

2. С использованием метода коротковременной динамики была иссле-
дована критическая релаксация трехмерной модели Гейзенберга с
линейными дефектами из полностью упорядоченного начального со-
стояния. Для сильно неупорядоченной модели Гейзенберга с концен-
трацией спинов p = 0.6 были получены значения статических кри-
тических индексов ν = 0.821(14), β = 0.777(53) и динамического
критического индекса z = 3.529(125).

3. Показано, что слабо и сильно неупорядоченные модели Гейзенберга
с дальнодействующей корреляцией дефектов принадлежат к разным
классам универсальности. Выявлено, что увеличение концентрации
дефектов структуры с дальнодействующей корреляцией приводит к
существенному замедлению процессов критической релаксации по
сравнению с однородными и слабо неупорядоченными системами.

4. Показано, что в неравновесном поведении модели Гейзенберга с
линейными дефектами наблюдаются эффекты старения. Проведен
расчет флуктуационно-диссипативных отношений Xinf = 3.48(15)

(p = 0.8), Xinf = 3.38(30) (p = 0.6). Полученное значение Xinf в
неравновесном режиме для неупорядоченной модели Гейзенберга с
линейными дефектами носит универсальный характер.
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Глава 4

Численное исследование
критических свойств
тонких магнитных пленок.

4.1 Введение

В последнее время уделяется большое внимание изучению свойств
тонких магнитных пленок. Подобный интерес вызван, прежде всего свя-
зан с тем, что изучение физических свойств ферромагнитных пленок спо-
собствует решению фундаментальных проблем физики магнитных явле-
ний, развитию теории ферромагнетизма [83–86]. Изучение тонких пле-
нок существенно расширило представления о физической природе ани-
зотропии ферромагнетиков, позволило выявить и исследовать разнооб-
разные процессы перемагничивания, обнаружить новые физические яв-
ления. Одно из таких явлений - гигантское магнитосопротивление [87,88],
которое стало предметом всестороннего исследования . Также очень важ-
но, что в пленках можно реализовать структурные состояния, которые
трудно или невозможно получать в объемных образцах. Это существен-
но расширяет возможности исследования связи между структурными
характеристиками и физическими свойствами магнитных материалов.
Изучение физических свойств тонких ферромагнитных пленок также
актуально с точки зрения их практического применения в микроэлек-
тронике и вычислительной технике. Важнейшим применением пленок
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является их использование в качестве магнитной среды для записи и
хранения информации в запоминающих устройствах. Магнитные пленки
имеют особенности, благодаря которым их использование способствует
повышению плотности записи информации до 1 TBit/in2 [89,90] и быст-
родействия. В этом смысле важно понять эволюцию намагниченности
в тонких магнитных пленок с изменением температуры, особенно при
температурах, близких или выше температуры Кюри.

Фундаментальным свойством магнитных пленок является магнитная
анизотропия, характеризуемая типом симметрии, ориентацией осей лег-
кого намагничивания, энергетическими константами или напряженно-
стью эффективного поля анизотропии. Наряду с магнитостатической
анизотропией формы и естественной кристаллографической магнитной
анизотропией в монокристаллических магнитных пленках, в текстури-
рованных поликристаллических пленках (Co, MnBi и др.) может су-
ществовать значительная наведенная анизотропия различной природы:
магнитоупругая (магнитострикционная) анизотропия; анизотропия на-
правленного упорядочения атомов, осуществляющегося в процессе роста
и термообработки магнитной пленки; анизотропия направленного роста
зерен; ориентация вытянутых пор; анизотропия распределения магнит-
ных и немагнитных примесей по границам зерен и др. При осаждении
пленок после термического испарения в вакууме в магнитной пленке воз-
никает анизотропия, вызванная наклонным падением атомов на подлож-
ку с образованием цепочек кристаллитов (механизм самозатенения), с
наклонной столбчатой структурой. При эпитаксиальном росте магнит-
ной пленки из жидкой фазы со сложным ионным составом, например
пленок редкоземельных ферритов-гранатов, возникает ростовая анизо-
тропия, обусловленная избирательным осаждением различных ионов в
"открытые"додекаэдрические позиции определенной плоскости роста.

Результирующая анизотропия определяет тип магнитной доменной
структуры и характер процессов намагничивания магнитной пленки. В
пленках с преобладающей анизотропией формы спонтанная намагничен-
ность лежит в плоскости образца, и в этом случае образуются вытя-
нутые так называемые плоские магнитные домены (ПМД). Основным
процессом перемагничивания таких магнитных пленок вдоль оси легко-
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го намагничивания является движение доменных стенок, наблюдается
прямоугольная петля гистерезиса с коэрцитивной силой, равной полю
старта необратимого смещения стенок (границ).

В пленках с преобладающей перпендикулярной анизотропией ось лег-
кого намагничивания (ОЛН) ориентирована по нормали к поверхности.
В таких магнитных пленках образуются круглые цилиндрические маг-
нитные домены (ЦМД), плотная полосовая или лабиринтная доменная
структура. В чистых, практически бездефектных пленках, петля гисте-
резиса очень узкая и наклоненная. В определенном интервале значений
внешнего поля, приложенного вдоль ОЛН, наблюдаются равновесные
ЦМД, которые легко передвигаются по пленке под действием неодно-
родного магнитного поля.

4.2 Анизотропная модель Гейзенберга

В данной главе исследовались тонкие ферромагнитные пленки в рам-
ках анизотропной модели Гейзенберга. Гамильтониан системы выбирался
следующим образом [91]:

H = −J
∑
i,j

[(1−∆)(Sx
i S

x
j + Sy

i S
y
j ) + Sz

i S
z
j ] (4.1)

где S⃗i = (Sx
i , S

y
i , S

z
i ) – это трехмерный единичный вектор в узле i,

J > 0 характеризует обменное взаимодействие ближайших спинов, но-
сящее ферромагнитный характер, ∆ – константа анизотропии ( ∆ = 0 –
изотропная модель Гейзенберга, ∆ = 1 – модель Изинга).

Моделирование проводилось на простых кубических решетках разме-
ра Ns = L×L×N с периодическими граничными условиями в плоскости
пленки. L × L число спинов в каждом слое и N число слоев в тонкой
пленке. В данной работе рассматривались системы с линейным размером
L = 32, 48, 64 и числом слоем в диапазоне от N = 1 до N = 32. Выбор
константы анизотропии для различных размеров пленки осуществлялся
пропорционально температуре, соответствующей критической, для пле-
нок Ni(111)/W(110) различной толщины (рис. 4.1). Полученная зависи-
мость изображена на рис. 4.2. Рассматривался температурный интервал
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Рис. 4.1: Зависимость критической температуры от толщины пленки [92]
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Рис. 4.2: Зависимость константы анизотропии ∆ от толщины пленки N
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T = 0.01 − 5.01 с шагом Tstep = 0.02. Моделирование начиналось из
полностью упорядоченного ферромагнитного состояния.

Для трехмерной анизотропной модели Гейзенберга с использованием
алгоритма Свендсена-Ванга [45] были исследованы температурные зави-
симости намагниченности m

m =

⟨
1

Ns

[(∑Ns

i Sx
i

)2
+
(∑Ns

i Sy
i

)2
+
(∑Ns

i Sz
i

)2]1/2⟩
, (4.2)

ее составляющих: намагниченность ориентированная по нормали к плос-
кости пленки

mz =

⟨
1

Ns

∑Ns

i Sz
i

⟩
, (4.3)

намагниченность в плоскости пленки

m∥ =

⟨
1

Ns

[(∑Ns

i Sx
i

)2
+
(∑Ns

i Sy
i

)2]1/2⟩
, (4.4)

и ориентационный параметр порядка [93,94]

Oα =

⟨ ∣∣∣∣nα
h − nα

v

nα
h + nα

v

∣∣∣∣ ⟩ , (4.5)

где угловые скобки обозначают статистическое усреднение, α ∈ {x, y, z},
nh и nv число горизонтальных и вертикальных пар ближайших спинов с
противоположно направленными Sz,

nα
h =

∑
r

{
1− sgn [Sα(rx, ry), S

α(rx + 1, ry)]

}
,

nα
v =

∑
r

{
1− sgn [Sα(rx, ry), S

α(rx, ry + 1)]

}
. (4.6)

На рис. 4.3-4.4 представлены температурные зависимости намагничен-
ности m(T ) и магнитной восприимчивости χ(T ) для пленок различных
размеров. Эти кривые были получены усреднением до 3000 прогонок для
каждого значения N .
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Рис. 4.3: Температурная зависимость намагниченности и восприимчивости тонких
пленок различных размеров N = 1÷ 14
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Рис. 4.4: Температурная зависимость намагниченности и восприимчивости тонких
пленок различных размеров N = 15÷ 31
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Рис. 4.5: Температурная зависимость намагниченностей m, mq, mz и восприимчиво-
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4.3 Спин ориентационный переход

По положению максимума температурной зависимости магнитной
восприимчивости χm ∼ [⟨m2⟩] − [⟨m⟩]2 могут быть оценены значения
критических температур Tc для различных размеров системы.

Для пленок с числом слоев от N = 9 до N = 22 наблюдается два
пика восприимчивости. В данной области был обнаружен спин ориен-
тационный переход (spin reorientation transition - SRT) из фазы, в ко-
торой намагниченности выгоднее ориентироваться по нормали к плос-
кости пленки, в фазу, в которой намагниченность ориентирована вдоль
пленки. В экспериментальных [95] и теоретических работах [96], посвя-
щенных исследованию однослойных магнетиков, предсказывается, что
данный переход является слабым переходом первого рода.

В температурной области спин ориентационного перехода, соответ-
ствующей первому пику, были более детально исследованы зависимости
намагниченности mq и mz, а также ориентационного параметра поряд-
ка (4.5). Температурные зависимости намагниченностей m(T ), m∥(T ),
mz(T ) и восприимчивостей χm(T ), χO(T ) ∼ [⟨O2

z⟩] − [⟨Oz⟩]2 представле-
ны на рис. 4.5. Первый пик χm(T ) соответствует спин ориентационному
переходу и при T = 2.71 наблюдается спад намагниченности ориенти-
рованной по нормали к плоскости пленки. Второй пик при T = 3.91

соответствует фазовому переходу второго рода из ферромагнитной фа-
зы в парамагнитную. Через координату точки пересечения кривых, за-
дающих температурную зависимость кумулянта Биндера 4-го порядка
U4(L, T ) были уточнены значения температур фазового перехода второ-
го рода из ферромагнитного состояния в парамагнитное.

Зависимость критической температуры от толщины пленки представ-
лена в таб. 4.1, для толщин от N = 2 до N = 31. ФМ-ПМ – фазовый пере-
ход второго рода из ферромагнитной фазы в парамагнитную, ФМ-ПФМ
– спин ориентационный переход из ферромагнитной фазы в фазу пла-
нарного магнетика. На рис. 4.6 приведены значения критических темпе-
ратур для различных размеров пленок. Сплошная линия соответствует
переходу из ферромагнитного состояния в парамагнитное, пунктирная
линия соответствует спин ориентационному переходу.
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Таблица 4.1: Зависимость критической температуры Tc(N) от толщины пленки

N ФМ-ПФМ ФМ-ПМ N ФМ-ПФМ ФМ-ПМ
2 - 1.03(8) 13 1.87(7) 1.87(12)
3 - 1.15(11) 14 2.45(9) 3.41(13)
4 - 1.25(5) 15 2.71(7) 3.91(20)
5 - 1.31(10) 16 2.89(8) 4.15(14)
6 - 1.35(4) 17 2.87(15) 4.09(15)
7 - 1.39(4) 21 1.17(3) 1.61(15)
8 0 1.45(8) 22 0.77(3) 1.55(14)
9 0.65(2) 1.49(10) 23 0 1.46(8)
10 0.91(4) 1.57(8) 26 - 1.43(10)
11 1.13(3) 1.61(15) 30 - 1.43(6)
12 1.43(6) 1.63(11) 31 - 1.43(5)

4.4 Размерные эффекты в критическом по-
ведении тонких пленок

Рассматривалась конечно-размерная скейлинговая форма для пленок
[97, 98] для того, чтобы найти как m и χ зависят от линейного размера
L и толщины N системы, которые позволяют определить эффективные
критические показатели из полученных температурных величин.

⟨m(T,N)⟩ = L−β/νm̃(L1/ντ,N) (4.7)

χ(T,N) = Lγ/νχ̃(L1/ντ,N)

где γ, β и ν эффективные критические индексы восприимчивости χ, на-
магниченности m и корреляционной длины ξ, соответственно. Для моно-
слойных пленок N = 1 эффективные показатели совпадают с критиче-
скими индексами двумерных систем. Функции χ̃ и m̃ скейлинговые функ-
ции от заданных значений N и приведенной температуры τ = T/Tc − 1.

В критической области при T → Tc кумулянт Биндера U4 характери-
зуется скейлинговой формой

dU4

dT
∼ L1/ν (4.8)
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Рис. 4.7: Температурная зависимость критического индекса ν(T, L)

и, следовательно, по максимальному наклону кумулянтов вблизи точки
их пересечения при L → ∞ можно определить значение критического
индекса ν. Используя данное выражение, были получены значения кри-
тического индекса ν для различных линейных размеров решетки и для
различных значений температур выше критической.

На рис. 4.7 представлена зависимость критического индекса ν от
температуры для различных линейных размеров решетки. Эффектив-
ное значение критического индекса ν может быть получено только в
термодинамическом пределе. С использование линейной аппроксимации
L → ∞ и T → Tc для пленок с толщиной от N = 2 до N = 6

были получены следующие значения индексов ν(N = 2) = 1.021(18),
ν(N = 3) = 1.011(27), ν(N = 4) = 1.018(14), ν(N = 5) = 0.972(59),
ν(N = 6) = 0.974(62). Эти значения близки к значениям для дву-
мерной модели Изинга. На рис. 4.8 представлена скейлинговая зави-
симость f(m) = Lβ/νm как функция L1/ν(Tc − T )/Tc. Данные зависи-
мости, рассчитанные для пленок с толщиной от 2 до 5 слоев с линей-
ным размером L = 32, 48, 64, ложатся на одну кривую и демонстриру-
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Рис. 4.8: Скейлинговая зависимость f(m) = Lβ/νm от L1/ν(Tc − T )/Tc

ют правильность вычисления эффективных значений критических ин-
дексов. Первое исследование ферромагнитных свойств двухмерной мо-
дели Изинга было выполнено Пайерлсом [99] и развито Крамерсом и
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Рис. 4.9: Значения критических индексов ν, β, γ и эффективной размерности deff
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Ваннье [100]. Была точно определена температура фазового перехода
kTc/J = 2/ ln(1 +

√
2) = 2.269, где k – константа Больцмана. Онсаге-

ром [101] было получено точное решение задачи о фазовом переходе в
двухмерной модели Изинга. Были получены следующие значения кри-
тических индексов β = 1/8, ν = 1, γ = 7/4, α = 0.
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Рис. 4.10: Зависимость критического индекса γ от толщины пленки N
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Таблица 4.2: Значения критических индексов ν, β, γ и эффективной размерности deff

N ν β γ deff
2 1.021(18) 0.126(8) 1.816(69) 2.046(59)
3 1.011(27) 0.128(8) 1.770(94) 2.007(125)
4 1.018(14) 0.126(9) 1.713(112) 2.007(101)
5 0.972(59) 0.129(9) 1.609(150) 1.992(98)

Значения критических показателей β/ν и γ/ν могут быть определены
через угол наклона кривых, построенных в двойном логарифмическом
масштабе и определяющих зависимость намагниченности m и восприим-
чивости χ от L при критической температуре Tc

m ∼ L−β/ν, χ ∼ Lγ/ν. (4.9)

Основываясь на гиперскейлинговом соотношении γ/ν+2β/ν = d, можно
найти эффективную размерность deff . Для N/L ≪ 1 ожидается критиче-
ское поведение квазидвумерных систем, то есть deff должно быть близко
к 2.

Была рассчитана эффективная размерность deff = γ/ν + 2β/ν. Было
выявлено, что для пленок с толщиной N = 2−5, deff принимает значение
близкое к 2. Данные значения вместе с погрешностями приведены на
рис. 4.9.

В исследованиях, посвященным тонким пленкам [22], эксперимен-
тально наблюдается переход от двумерных к трехмерным критиче-
ским свойствам многослойных магнетиков с ростом толщины пленки
(рис. 4.12). В данной главе диссертации была получена температурная
зависимость намагниченности вблизи критической точки m ∼ (Tc−T )β,
из которой были определены значения критического индекса β для раз-
личных размеров системы. Представленные на рис. 4.13 данные нагляд-
но демонстрируют размерный переход от поведения двумерной модели
Изинга к поведению трехмерной модели Гейзенберга с ростом толщины
пленки.

Константа анизотропии принимает наибольшие значения, близкие к
1, для пленок с толщиной N = 15 − 17. Критическое поведение таких

91



Рис. 4.12: Зависимость показателя β от толщины пленки Ni(111)/W (110) [92]
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Рис. 4.13: Зависимость критического индекса β от толщины пленки N

систем соответствует критическому поведению трехмерной модели Изин-
га. Однако для этих пленок можно выделить дополнительный темпера-
турный интервал на котором система демонстрирует критические свой-
ства двумерной модели Изинга. На рис. 4.14 представлена зависимость
намагниченности от приведенной температуры для пленок с размером
L = 64, N = 15, 17. Система характеризуется критическими индексами
β(L = 64) = 0.319(3) для N = 15 и β(L = 64) = 0.337(3) для N = 17,
что соответствует значению критического индекса намагниченности для
трехмерной модели Изинга β = 0.325 [71]. По мере приближения к кри-
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Таблица 4.3: Значения критического индекса β намагниченности для различных тол-
щин пленки

N β N β N β

2 0.126(9) 9 0.294(14) 18 0.338(2)
3 0.128(8) 10 0.310(13) 21 0.344(2)
4 0.126(9) 12 0.299(11) 22 0.352(6)
5 0.129(9) 13 0.314(5) 25 0.343(4)
6 0.170(11) 15 0.324(7) 26 0.358(1)
7 0.184(5) 16 0.329(8) 30 0.370(2)
8 0.286(11) 17 0.343(10) 31 0.368(2)

тической точке корреляционная длина растет во всех направлениях и
демонстрирует поведение трехмерных систем, достигает границ образца
и продолжает расти только вдоль плоскости пленки и таким образом
демонстрирует критическое поведение двумерных систем. Критические
индексы β(L = 64) = 0.124(5) для N = 15 и β(L = 64) = 0.127(7) для
N = 17 близки к значениям для двумерной модели Изинга β = 0.125.
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Рис. 4.14: Зависимость намагниченности от приведенной температуры τ = (Tc−T )/Tc
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4.5 Основные результаты и выводы

На основе проведенных исследований можно сделать следующие вы-
воды:

1. Исследовано критическое поведение тонких магнитных пленок на
основе анизотропной модели Гейзенберга. Выявлены размерные эф-
фекты в поведении намагниченности и магнитной восприимчивости.

2. Рассчитаны температуры фазового перехода второго рода для пле-
нок различной толщины. Обнаружен спин ориентационный переход
в системах с толщиной от N = 9 до N = 22 слоев.

3. Рассчитаны критические индексы β, ν, γ для различных толщин
пленки. Критическое поведение тонких пленок с толщиной N 6 5,
соответствует поведению двумерной модели Изинга. Критическое по-
ведение пленок с 6 6 N 6 12 соответствует кроссоверной области от
двумерных свойств к трехмерным. Для пленок с толщиной от N = 13

до N = 21 критический индекс β соответствует трехмерной модели
Изинга. Для пленок с толщиной N > 21 система демонстрирует кри-
тическое поведение трехмерной модели Гейзенберга. Впервые выяв-
лен переход от двумерных к трехмерным свойствам многослойных
магнетиков с ростом толщины пленки.
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Заключение

Основные результаты и выводы:
1. Разработана методика численного исследования неравновесного

критического поведения структурно неупорядоченной трехмерной моде-
ли Гейзенберга с дальней пространственной корреляцией дефектов в ко-
ротковременном режиме и методика определения значений универсаль-
ных критических показателей с учетом ведущих поправок к скейлингу.

2. Осуществлено компьютерное моделирование трехмерной модели
Гейзенберга с дальнодействующей корреляцией дефектов различной кон-
центрации. Были исследованы равновесные характеристики слабо (p =

0.8) и сильно (p = 0.6) неупорядоченной модели и были рассчитаны зна-
чения критических температур Tc(p = 0.8) = 1.197(2) и Tc(p = 0.6) =

0.888(5).
3. С использованием метода коротковременной динамики была иссле-

дована критическая релаксация трехмерной модели Гейзенберга с линей-
ными дефектами из различных начальных состояний. Для слабо неупо-
рядоченной трехмерной модели Гейзенберга со спиновой концентрацией
p = 0.8 были получены значения динамических и статических критиче-
ских индексов z = 2.257(61), β = 0.393(77), ν = 0.770(74), ω = 0.786(45).
Данные значения в пределах погрешностей находятся в хорошем согла-
сии с теоретическими результатами.

4. Впервые было получено численное подтверждение о существова-
нии влияния дальней пространственной корреляции дефектов на кри-
тическое поведение систем с трехкомпонентным параметром порядка.
Для сильно неупорядоченной модели Гейзенберга с концентрацией спи-
нов p = 0.6 были получены значения статических критических индексов
ν = 0.821(14), β = 0.946(48) и динамического критического индекса
z = 3.529(125). Более высокое значение динамического критического
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индекса демонстрирует, что сильно неупорядоченная модель Гейзенбер-
га характеризуется более медленной динамикой.

5. Показано, что слабо и сильно неупорядоченные модели Гейзенбер-
га с дальнодействующей корреляцией дефектов принадлежат к разным
классам универсальности.

6. Исследовано критическое поведение тонких магнитных пленок на
основе анизотропной модели Гейзенберга. Выявлены размерные эффек-
ты в поведении намагниченности и магнитной восприимчивости. Кри-
тическое поведение тонких пленок с толщиной N 6 5, соответствует
поведению двумерной модели Изинга. Критическое поведение пленок с
6 6 N 6 12 соответствует кроссоверной области от двумерных свойств к
трехмерным. Для пленок с толщиной от N = 13 до N = 21 критический
индекс β соответствует трехмерной модели Изинга. Для пленок с толщи-
ной N > 21 система демонстрирует критическое поведение трехмерной
модели Гейзенберга. Впервые выявлен переход от двумерных к трехмер-
ным свойствам многослойных магнетиков с ростом толщины пленки.
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