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ГЛАВА 1

Введение

1.1. Актуальность тематики

Развитие технологий и экспериментальной физики последних деся-

тилетий позволило приступить к изучению сверхпроводящих и родственных

им систем, характеризующихся пространственными и иными масштабами,

недоступными еще в недавнем прошлом. Это - наноразмерные и нанострук-

турированные сверхпроводники, бозе-конденсаты в разреженных газах ато-

мов щелочных металлов в магнитных и оптических ловушках, молекуляр-

ные экситоны в органических агрегатах, конденсаты поляритонов в микро-

полостях, межямные экситоны, высокотемпературные сверхпроводники и т.

д.. Во многих из перечисленных случаев, речь идет о системах, находящихся

в режиме перехода от микро- к макроуровню. В то же время, как известно,

вопрос о том, как макроскопические свойства системы возникают по ме-

ре увеличения ее размеров, является достаточно нетривиальным. Изучение

этой проблемы приобретает все большую актуальность в связи с бурным

развитием методов миниатюризации и привлекает огромный интерес иссле-

дователей.

Помимо интереса с точки зрения фундаментальной науки, исследо-

вания в этом направлении, безусловно, перспективны и для технологиче-

ских приложений (сверхпроводниковая электроника, квантовые компьюте-

ры, квантовая криптография, органическая электроника, увеличение крити-

ческого тока сверхпроводника и т.д.). Кроме того, они важны для дальнейше-

го развития методов теоретической и математической физики, применяемых

к описанию физических явлений в таких системах, а также и для установле-

ния междисциплинарных связей между различными разделами современной

физики.
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Несмотря на то, что исследование сверхпроводимости и родствен-

ных явлений проводится весьма активно на протяжении уже десятилетий,

целый круг проблем остается недостаточно изученным. Так, например, для

описания куперовского спаривания в наноразмерных системах необходимо

оставаться в представлении с фиксированным числом частиц и выходить за

рамки приближения среднего поля. Всё это диктует необходимость создания

новых подходов (или, по крайней мере, адаптации традиционных методов)

к описанию сверхпроводников и родственных им систем, в которых можно

было бы надлежащим образом учитывать размерные эффекты.

1.2. Исторический обзор

Явление сверхпроводимости было открыто Каммерлинг-Онесом бо-

лее ста лет назад [1]. Явление это было столь необычным для физики твердо-

го тела, что понадобилось около пятидесяти лет для того, чтобы разработать

приемлемое его описание на микроскопическом уровне, хотя с точки зрения

феноменологии к этому времени и был достигнут внушительный прогресс

– прежде всего, благодаря работам Лондонов, Гинзбурга, Ландау и Абрико-

сова [2–4].

Важную роль в объяснении сверхпроводимости сыграла догадка Фре-

лиха, который впервые указал на возможность пары электронов в твердом

теле формировать связанное состояние [5]. Затем последовала работа Купе-

ра [6], который рассмотрел дополнительную пару электронов, добавленную

поверх моря Ферми невзаимодействующих электронов в слой, в котором

действует добавочное притяжение между ними. Ширина этого слоя соот-

ветствует частоте Дебая, что призвано описать тот факт, что притяжение

между электронами возникает из их взаимодействия с фононами. Таким об-

разом, в задаче Купера рассматривается двухчастичная конфигурация. Ока-

залось, что притяжение между электронами, насколько бы слабым оно ни
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было, приводит к формированию связанного состояния пары электронов.

Эта важное обстоятельство связано с тем, что в “слое Дебая” имеется нену-

левая плотность одночастичных электронных состояний.

В знаменитой статье [7], опубликованной в следующем году, Бар-

дину, Куперу и Шрифферу (БКШ) удалось обобщить эти идеи на систему

из макроскопически большого количества взаимодействующих электронов.

Эта работа ознаменовала собой решающий этап на пути микроскопического

описания феномена сверхпроводимости. В задаче, рассмотренной автора-

ми [7], полагалось, что слой с взаимодействием располагается симметрично

по обе стороны от поверхности Ферми, так что пары формируются электро-

нами из этого слоя. Нетрудно заметить, что такую конфигурацию можно себе

представить и несколько по-иному, руководствуясь соображениями непре-

рывности при переходе от задачи Купера – мысленно добавляя электроны в

слой из задачи Купера, пока он не заполнится ровно наполовину. При этом,

вообще говоря, можно на каждом шаге решать квантовомеханическую за-

дачу многих тел. Здесь однако возникают некоторые сложности, связанные

с необходимостью учитывать принцип Паули в системе с фиксированным

числом частиц.

Эффективный путь преодоления этой проблемы и был предложен

Бардиным, Купером и Шриффером, которые вместо этого использовали

представление большого канонического ансамбля с фиксированным хими-

ческим потенциалом и переменным числом частиц (аналогичный метод при-

менен в теории Горькова, оперирующей функциями Грина [8]). Как извест-

но, оба подхода дают идентичные результаты в термодинамическом преде-

ле. Отметим, что принципиальная возможность построения полноценной

"канонической"теории сверхпроводимости была показана еще Боголюбо-

вым [9], хотя технически задача на этом пути чрезвычайно усложняется

- необходимо продолжить дальше цепочку уравнений для функций Грина,

обрывая ее позже, чем это делается в теории Горькова. Более того, относи-
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тельная легкость, с которой переход к представлению с переменным числом

частиц позволяет преодолеть эти сложности, представляется крайне нетри-

виальной и даже несколько загадочной.

В теории БКШ, если говорить об ее оригинальной формулировке,

квантовомеханическая задача решается с помощью вариационной функции

для многочастичной волновой функции системы. Примерно в то же вре-

мя иной способ решения этой же задачи был предложен Боголюбовым. В

методе Боголюбова также фигурирует большой канонический ансамбль, а

задача решается с помощью приближенной диагонализации гамильтонина

путем введения операторов рождения и уничтожения квазичастиц. Резуль-

таты обоих подходов идентичны. Можно сказать, что оба используют при-

ближение среднего поля. В то же время, подход Боголюбова технически

намного проще и изящнее.

Точность метода среднего поля в приложении к теории БКШ иссле-

довалась в ряде работ разных авторов [10–12]. Особенно большое внимание

этому вопросу уделено в работах Боголюбова с соавторами. Общий вывод

состоит в том, что метод является точным в термодинамическом пределе

при нуле температур, если в нем используется так называемый редуциро-

ванный потенциал БКШ, спаривающий лишь электроны с противополож-

ными импульсами. Здесь тем не менее стоит упомянуть, что в каждой своей

последующей работе на эту тему Боголюбов с соавторами признавал ар-

гументы предыдущих своих работ недостаточными [10], что указывает на

нетривиальность проблемы. В недавней работе [13] утвержается, что тео-

рия БКШ дает неверные результаты для специфических корреляционных

функций между наивысшими занятыми (HOMO) и наинизшими свободны-

ми (LUMO) состояниями. Если данный вывод и верен, остаётся не ясным,

на каких измеримых величинах это отражается.

Заметим, что переход от задачи Купера к конфигурации БКШ пред-

ставляет интерес и в контексте изучения перехода от конденсата Бозе-



10

Эйнштейна индивидуальных фермионных молекул к конденсату протяжен-

ных пар в режиме БКШ (переход БЭК-БКШ), который сейчас вызывает

огромный интерес в связи с возможностью его реализации в ультрахолодных

газах атомов щелочных металлов, где характерным размером пары можно

манипулировать с помощью резонансов Фешбаха [14–17]. Действительно, в

задаче Купера мы имеем дело с изолированной фермионной парой, а в режи-

ме БКШ реализуется плотный режим таких пар, когда на масштабе размера

пары помещается огромное их количество. Помимо ультрахолодных газов

режим перехода между двумя пределами, как считается рядом авторов, мо-

жет реализовываться и в высокотемпературных сверхпроводниках [18, 19].

Интересно, что связь между задачей Купера и режимом БКШ, в кон-

тексте изменения плотности пар, обсуждалась еще самими создателями тео-

рии БКШ. Так, в своей книге Шриффер [20] довольно категорически выска-

зывается о том, что чрезвычайно сильное перекрытие волновых функций пар

в режиме БКШ делает эту систему качественно отличной от рассмотренной

в задаче Купера изолированной молекулы, так что физически эти пределы

совершенно разные. Возможно, в появлении этой категоричности свою роль

сыграли неудачи Шаффрофа и Блатта построить первую микроскопическую

теорию сверхпроводимости, отталкиваясь от идеи об индивидуальных па-

рах, которые при приближении к некоторой температуре сверху испытывают

конденсацию. Этот подход также подвергался критике Шриффера [20].

В рамках теории среднего поля, переход БЭК-БКШ впервые был ис-

следован в работах Иглса [21] и Леггетта [22]. Иглс рассматривал эту задачу

в контексте физики твердого тела, имея в виду ее приложение к описанию

сверхпроводников с малой концентрацией носителей заряда (которые по-

этому напоминают недодопированные высокотемпературные сверхпровод-

ники). При этом перекрытие волновых функций пар в модели Иглса осу-

ществлялось за счет подстройки концентрации носителей (допирования).

Леггетт имел в виду контекст атомной физики, и “подстраивал” силу взаи-
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модействия между фермионами при их фиксированной концентрации. Тем

не менее, выводы обеих работ одинаковы - переход плавен, вдоль него не

наблюдается никаких скачков (тем не менее, Леггетт оговаривается [22], что

в окрестности перехода приближение среднего поля вполне может переста-

вать работать). Леггетт придает этому факту серьезное значение, утверждая,

что режимы БЭК и БКШ не столь уж отличны друг от друга, как утверждал

Шриффер. Также Леггетт признает определенную ценность идей Шаффро-

фа и Блатта и предлагает качественную картину куперовских пар в режиме

БКШ в виде “гигантских молекул”.

Поскольку в режиме перехода БЭК-БКШ сильны флуктуации, пред-

ставляет интерес исследование этого перехода с выходом за рамки среднепо-

левых приближений. Этому вопросу посвящено большое число теоретиче-

ских работ. Однако контролируемые методы решения этой задачи отсутству-

ют даже для случая редуцированного потенциала БКШ, который спаривает

лишь электроны с противоположными импульсами. Остается не до конца

ясным, насколько хорошо здесь работает приближение среднего поля. Дан-

ный вопрос имеет важное научное значение, поскольку переход, в некотором

смысле, можно считать областью с сильным взаимодействием. Действитель-

но, в пределе БЭК пары представляют собой почти изолированные объекты,

которые между собой слабо взаимодействуют. В пределе БКШ поверхность

Ферми невзаимодействующих частиц лишь слегка размыта ввиду сверхпро-

водящих корреляций, так что это состояние можно также считать режимом

со слабым взаимодействием. Как известно, системы многих тел с сильным

взаимодействием довольно плохо поддаются теоретическому описанию с

помощью контролируемых аппроксимаций.

Выход за рамки среднеполевых приближений, основанных на боль-

шом каноническом ансамбле, необходим и при исследовании свойств нано-

размерных сверхпроводников, способных вместить в себя лишь небольшое

число пар. Здесь перестает работать сама идея большого канонического ан-
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самбля, а кроме того и приближение среднего поля, в любых его вариациях,

также приводит к погрешностям [23]. И действительно, к настоящему вре-

мени твердо установлено, что теория БКШ дает даже качественно неверные

результаты для наноразмерных систем, предсказывая полное исчезновение

сверхпроводящих корреляций при определенных условиях, тогда как они в

реальности выживают [23]. Удовлетворительное описание перехода от тако-

го режима к макроскопическому режиму теории БКШ также отсутствует.

Таким образом, представляется чрезвычайно актуальным развитие

подходов и техник к решению задач с парами фермионов, которые позволя-

ли бы выходить за рамки приближения среднего поля, оставаясь, по возмож-

ности, в рамках представления с фиксированным числом частиц. Поскольку

фермионные пары встречаются в большом количестве реальных физиче-

ских систем, начиная от нейтронных звезд и заканчивая полупроводниками,

задача имеет важное междисциплинарное значение.

Проблема учета фермионной статистики для составных бозонов воз-

никает и для экситонов [24–26]. От куперовских пар в обычных сверх-

проводниках экситоны отличает прежде всего то, что здесь мы имеем де-

ло с системой, характеризуемой относительно небольшой концентрацией

составных бозонов, тогда как в случае куперовских пар на размере пары

умещается огромное их число. Экситоны способны образовывать конденсат

Бозе-Эйнштейна [27–29]. Одним из двух основных видов экситонов явля-

ются экситоны Френкеля [30] (наряду с экситонами Ванье-Мотта), для ко-

торых возбуждение локализовано на одном узле кристаллической решетки

и переносится по системе от узла к узлу. Интерес к экситонам Френкеля в

настоящее время значительно усилился из-за активных исследований моле-

кулярных агрегатов, в которых такие экситоны реализуются, поскольку элек-

троны в них остаются связаными [31]. Молекулярные агрегаты открывают

возможность создания новых материалов для оптических технологий. Про-

блема учета фермионной статистики для составляющих экситоны Френкеля



13

электронов и дырок обсуждается достаточно давно [32–39], однако вычисле-

ния проводились лишь для задач, в которых фигурировали два экситона. Для

произвольного их количества проблема становится технически значительно

сложнее. Поэтому разработка систематического метода, с помощью которого

можно было бы проводить вычисления в случае произвольного количества

экситонов Френкеля, представляется важной и актуальной проблемой.

При увеличении размеров сверхпроводящих систем (и атомных кон-

денсатов в ловушках) до характерных масштабов длины когерентности, по

всей видимости, уже становятся применимыми среднеполевые методы опи-

сания (по крайней мере, если речь идет об обычных низкотемпературных

сверхпроводниках или атомных конденсатах за пределами области перехода

к режиму БКШ). Исследование подобных объектов – сверхпроводников и

конденсатов атомов в ловушках – представляется весьма актуальным в свя-

зи с впечатляющими успехами в развитии технологий, который позволяет

изучать их экспериментально.

Заметим, что впервые сверхпроводящее состояние в мезоскопиче-

ских цилиндрах (оловянных) изучалось экспериментально еще в работах

[40–42] путем измерения магнитной восприимчивости. За последние 10-15

лет был проведен ряд экспериментальных исследований магнитных свойств

мезоскопических сверхпроводников микрометровых и нанометровых раз-

меров. В работе [43] исследовались полевые зависимости намагниченности

системы тонких индиевых дисков радиусом порядка длины когерентности

(порядка одного микрона). Группа под руководством Мощалкова [44] ис-

следовала переход сверхпроводников различной формы и размеров в нор-

мальное состояние с ростом внешнего магнитного поля. В этих экспери-

ментах измерялось сопротивление образцов. Эксперименты со свинцовыми

образцами были проведены в [45], а в [46] изучались алюминиевые мезо-

скопические диски, кольца и проволоки. Одним из наиболее интересных

результатов всех этих работ является то, что поверхностное критическое
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поле оказывается осциллирующей функцией поперечных размеров образ-

ца и температуры и существенно зависит от формы образца, увеличиваясь

для образцов с острыми углами. Намагниченность с изменением поля вела

себя скачкообразно. В дальнейшем Гейм и др. предложили бесконтактный

способ измерения намагниченности мезоскопических дисков при помощи

холловских датчиков субмикронных размеров [47]. С помощью этого метода

были исследованы одиночные алюминиевые диски радиусом вплоть до 0,1

мкм. Использованная методика позволила авторам [47] изучить с большой

точностью особенности поведения намагниченности. Этой же эксперимен-

тальной группой [48] в мезоскопических дисках наблюдался парамагнитный

эффект Мейсснера, заключающийся в том, что направление намагниченно-

сти совпадает с направлением внешнего поля. Отметим, что данный эффект

в мезоскопических образцах также был обнаружен в [49, 50], где исследо-

вались ниобиевые диски. В зависимости от толщины диска переходы из

сверхпроводящего в нормальное состояние были как второго, так и первого

рода. В поведении намагниченности наблюдались сильные гистерезисные

эффекты. Эксперименты [51] с алюминиевыми дисками продемонстрирова-

ли, что вихри могут нести магнитный поток, как меньший, так и больший

одного кванта потока. В ряде случаев вход очередного вихря в образец со-

провождался даже уменьшением полного потока.

Несколько лет назад интерес к исследованию малоразмерных сверх-

проводников возобновился в связи с развитием метода роста наноструктур

в ультраразреженном вакууме, благодаря которому стало возможным по-

лучать свинцовые островки с поперечными размерами в десятки и сотни

нанометров и толщиной в небольшое число моноатомных слоёв [52–54].

Сверхпроводящее состояние в них изучают с помощью методов сканиру-

ющей туннельной микроскопии и спектроскопии с огромной точностью,

что позволило изучить структуру вихревой сердцевины единичных вихрей.

Исследуемые системы имеют столь малые размеры, что температурные и
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квантовые флуктуации в них способны оказывать значительное влияние на

физику топологических дефектов. Данная область остается практически не

исследованной – несмотря даже на потенциальную важность ее для техно-

логий. С другой стороны, вопросы, связанные с температурными флуктуа-

циями в конденсатах атомов щелочных металлов в ловушках, также иссле-

дованы весьма слабо.

При переходе к системам макроскопического размера роль масшта-

ба длины когерентности полностью не исчезает, поскольку именно этот

масштаб задает размер сердцевины единичного вихря. Отдельный вихрь

Абрикосова имеет нитевидную структуру: на его оси параметр порядка по-

давлен до нуля, и характерным масштабом пространственного изменения

параметра порядка является длина когерентности. Вихрь окружен сверх-

проводящими токами, затухающими на расстоянии порядка лондоновской

глубины проникновения магнитного поля от сердцевины вихря. В массив-

ном изотропном сверхпроводнике в отсутствии дефектов вихри Абрикосова

образуют правильную треугольную решетку. При этом каждый вихрь несет

один квант магнитного потока. С увеличением магнитного поля расстояния

между соседними вихрями уменьшаются, и модуль параметра порядка в

сверхпроводнике подавляется. Вблизи второго критического поля сердцеви-

ны вихрей начинают существенно перекрываться.

Наиболее просто вихревую решетку в массивном образце можно опи-

сать в области малых полей, вблизи первого критического поля Hc1. В этом

случае сердцевины вихрей Абрикосова занимают лишь малую часть объ-

ема сверхпроводника, что позволяет рассматривать смешанное состояние

как совокупность отдельных взаимодействующих нитей. Для описания маг-

нитных свойств сверхпроводников здесь применяется лондоновская модель,

в которой не учитывается пространственное изменение модуля параметра

порядка в сердцевинах вихрей при расчете локальных полей и токов вне

вихревых сердцевин. Эти величины, в свою очередь, требуются для расчета
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намагниченности сверхпроводника. Заметим, что намагниченность сверх-

проводников второго рода является их фундаментальной электромагнитной

характеристикой. С ее помощью могут быть найдены основные парамет-

ры сверхпроводника. В больших полях лондоновская модель неприменима,

так как плотность вихрей в этом случае велика. Модуль параметра порядка

мал, и первое уравнение Гинзбурга-Ландау можно линеаризовать. Поведе-

ние намагниченности вблизи второго критического поля Hc2 описывается

известной теорией Абрикосова.

Таким образом, намагниченность может быть описана аналитически

только в интервалах малых и больших полей. Между тем, для обработ-

ки экспериментальных данных по измерению намагниченности важен про-

межуточный интервал полей, так как, например, в высокотемпературных

сверхпроводниках поле Hc2 очень велико (порядка сотни тесла), и проме-

жуток полей вблизи Hc2 практически недоступен для экспериментального

исследования. Данный промежуток полей может быть доступен только при

температурах, очень близких к критической температуре. Однако в этом слу-

чае существенный вклад в намагниченность дают флуктуации параметра по-

рядка, что значительно затрудняет анализ экспериментальных данных. Ин-

тервал малых полей тоже ненадежен из-за поверхностных эффектов и пин-

нинга. Таким образом, обратимая намагниченность наиболее удобно подда-

ется экспериментальному изучению в промежуточном интервале полей. В

этой связи представляется важным получить формулы для намагниченности

сверхпроводника, которые были бы пригодны для количественных расчетов

в широком диапазоне внешних магнитных полей, включая промежуточные

поля, в которых сердцевины вихрей играют важную роль. Эта проблема уже

давно обсуждается в литературе.

Дополнительный пространственный масштаб в макроскопических

сверхпроводниках возникает и из-за присутствия центров пиннинга, образу-

ющихся на неоднородностях. Центры пиннинга зацепляют вихревые нити,
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искажая вихревую решетку. При пропускании через систему транспортного

тока они блокируют движение вихрей вплоть до некоторого значения тока,

называемого критическим током. Данный феномен имеет важное приклад-

ное значение, поскольку движение вихрей в системе сопровождается дисси-

пацией энергии, которой, конечно, в сверхпроводящих устройствах следует

избегать. По этой причине исследованию феномена пиннинга и попыткам

его оптимизации посвящено огромное число работ [55, 56]. Одним из пер-

спективных направлений здесь является создание искусственных центров

пиннинга с помощью современных нанотехнологических методов, которые

позволяют формировать более эффективные центры, чем те, что возника-

ют естественным образом. Так, если расположить центры пиннинга в узлах

квадратной регулярной решетки, можно значительно повысить величину

критического тока [57–60]. Центры пиннинга при этом представляют собой

либо просто отверстия в сверхпроводящей пленке, либо ферромагнитные

точки с размерами порядка десятка нанометров. Интересно, что системы

периодических центров пиннинга для вихрей можно создавать и в конден-

сатах атомов щелочных металлов, в которых соответствующие модуляции

плотности атомов вызываются лазерными лучами [61].

На структуру вихревой решетки в периодических потенциалах дол-

жен оказывать влияние и беспорядок, который так или иначе присутствует

в любой системе. Он влияет и на величину критического тока. Помимо ин-

тереса с точки зрения прикладной физики, задача исследования структуры

решетки в присутствии и регулярного, и случайного потенциалов представ-

ляет интерес и для фундаментальной науки – в контексте изучения пере-

ходов между упорядоченными и разупорядоченными фазами. Заметим, что

проблема эта представляется достаточно общей, поскольку она возникает

в разных областях современной физики (например, слоистые сверхпровод-

ники, волны зарядовой и спиновой плотности, коллоиды на периодических

подложках).
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1.3. Цель работы

Настоящая диссертационная работа преследует следующие цели: 1)

разработка новых методов решения уравнений Ричардсона для систем, опи-

сываемых гамильтонианом теории Бардина-Купера-Шриффера (БКШ), и ис-

следование с их помощью коррелированного состояния с учетом размеров

системы; 2) изучение топологических дефектов и флуктуаций в системах

малого размера – сверхпроводниках и конденсатах разреженных газов ато-

мов щелочных металлов в ловушках; 3) исследование структуры и свойств

вихревых решеток в сверхпроводниках второго рода, в том числе, в присут-

ствии одновременно беспорядка и искусственного периодического потенци-

ала пиннинга; 4) разработка нового метода описания экситонов Френкеля,

представляющих из себя один из примеров разреженных бозе-систем, с

учетом фермионной статистики для составляющих экситоны электронов и

дырок.

Несмотря на разнообразие задач, рассмотренных в диссертации, во

всех них анализируются свойства систем, в которых возможно явление бозе-

конденсации. Особое внимание уделяется вопросу о том, как свойства таких

систем меняются при переходе от микроуровня к макроуровню.

1.4. Основные результаты работы

1. Предложен новый подход к нахождению решений уравнений Ричардсона

(анзаца Бете) в термодинамическом пределе. Решение реконструируется с

помощью методов интегрирования на комплексной плоскости. Аналити-

чески рассчитаны соответствующие многомерные интегралы сельбергов-

ского типа. Метод может быть распространен на случаи других уравнений

Бете.

2. Показано, что в термодинамическом пределе обобщение среднеполевой

теории БКШ дает точные результаты для энергий основного и перво-
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го возбужденного состояний вдоль всего перехода от конденсата БКШ к

конденсату БЭК локальных пар при нуле температур. Предложена интер-

претация результатов теории БКШ в терминах энергии связи изолирован-

ной пары, которая обеспечивает существование энергетического масшта-

ба, отличающегося от сверхпроводящей щели.

3. Продемонстрировано существование скрытой симметрии между спарен-

ными электронами и спаренными дырками в модели Ричардсона. Пред-

ложена формула для энергии основного состояния системы, применимая

вдоль всего перехода от конденсата БКШ в термодинамическом пределе

к режиму доминирования флуктуаций в ультрамалых системах. Выявле-

на роль масштаба энергии, относящегося к энергии связи изолированной

пары: когда расстояния между соседними одноэлектронными уровнями

становятся сопоставимыми с этой величиной, приближение среднего по-

ля перестает давать точные результаты.

4. Исследованы вихревые фазовые диаграммы мезоскопических сверхпро-

водников, гибридных структур “сверхпроводник-ферромагнетик” и бозе-

конденсатов атомов щелочных металлов. Предложен механизм проникно-

вения вихрей в бозе-конденсат через образование пар “вихрь-антивихрь”.

5. Построена модель термоактивационного проникновения вихря в ультра-

малый сверхпроводящий островок. Вычислено среднее время проникно-

вения. Предложено объяснение экспериментально наблюдаемому подав-

лению магнитного гистерезиса в ультрамалых островках из свинца. Ис-

следовано подавление поверхностного барьера за счет квантовых флук-

туаций и установлены критерии перехода от квантового туннелирования

вихря к термоактивации. Предсказано существование индуцированных

геометрией флуктуаций параметра порядка в островках сложной формы

с углами.

6. Для спинорных конденсатов атомов щелочных металлов предсказано су-

ществование сильных температурных флуктуаций разностей фаз между
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различными компонентами параметра порядка. Предсказан переход типа

перехода с потерей огранки в циклической фазе конденсата со спином

2. Рассчитаны температуры плавления вихревых кластеров в скалярных

конденсатах и выявлена их сильная зависимость от симметрии таких кла-

стеров.

7. Предложена вариационная модель для вычисления обратимой намагни-

ченности сверхпроводника второго рода, применимая во всем диапазоне

полей между первым и вторым критическими полями. Модель позволя-

ет учитывать перекрытие сердцевин вихрей в промежуточных полях, а

также общее подавление параметра порядка.

8. Исследована структура вихревой решетки и критические токи в присут-

ствии периодической системы центров пиннинга с учетом межвихрево-

го отталкивания, приводящего к существованию необычных фаз. Иссле-

дована эта же система, но с дополнительным беспорядком. Выявлено

существование богатой фазовой диаграммы системы. Построена единая

картина эволюции дефектов решетки. Проанализированы динамические

режимы, возникающие при пропускании через систему тока. Выявлена

роль дефектов типа “кинк”, а также пар “кинк-антикинк”.

9. Предложено многочастичное описание для экситонов Френкеля, в кото-

ром самосогласованно учитывается фермионная статистика для составля-

ющих их электронов и дырок. Для этого применены специальные диа-

граммная и коммутационная техники. Рассчитана энергия основного со-

стояния системы в первом приближении по взаимодействию экситонов.

1.5. Научная новизна, достоверность и личный вклад автора

Основные результаты диссертационной работы получены впервые, её

выводы обоснованы надежностью применявшихся аналитических методов

и согласием с данными физических и численных экспериментов, выполнен-
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ных другими авторами, где сравнение представилось возможным.

Приведенные в диссертации результаты получены автором. В ряде

разделов материалы получены вместе с экспериментаторами, либо с соав-

торами, выполнявшими численные симуляции, - в этих случаях соискатель

разрабатывал теоретические модели.

1.6. Научная и практическая ценность

Развитые в диссертационной работе методы могут быть использова-

ны для описания широкого круга явлений в сверхпроводящих, сверхтекучих,

а также иных системах.

Предложенные в диссертационной работе методы решения уравне-

ний Ричардсона существенно обогащают данный раздел физики, а также

представляют интерес в более широком контексте с точки зрения точно

решаемых моделей статистической физики и техники анзаца Бете. Пред-

ставляется, что данные методы могут быть обобщены на случай системы

конечных размеров и конечные температуры. Можно пытаться использовать

процедуру усреднения на комплексной плоскости, с соответствующей весо-

вой функцией, для отыскания корреляционных функций в исходном про-

странстве. Кроме того, метод нахождения решений уравнений с помощью

сельберговских интегралов вскрывает новые связи данного раздела физики

с конформными теориями поля и теорией случайных матриц.

В диссертационной работе выявлено существование симметрии меж-

ду парами электронов и парами дырок в моделях ричардсоновского типа, что

является дополнительным инструментом анализа решений этих уравнений.

В частности, с использованием этой симметрии впервые удалось получить

простую формулу для энергии основного состояния в переходной области

между конденсатом БКШ и режимом, в котором доминируют флуктуации

(релеватном для ультрамалых систем). Предложен и исследован дополни-
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тельный масштаб энергии, представляющий собой энергию связи изолиро-

ванной пары. Показано, как обычные результаты теории БКШ могут быть

интерпретированы в терминах этой величины. Данный масштаб проявляет

себя явно в системах малого размера - когда расстояния между уровнями

становятся сопоставимы с этой величиной, теория БКШ перестает быть

точной.

В диссертационной работе было предсказано существование ряда

флуктуационных эффектов в сверхпроводниках малого размера и конденса-

тах атомов щелочных металлов. Кроме того, были разработы новые методы

изучения этих явлений. Так, был предложен аналитический метод иссле-

дования флуктуационного проникновения вихря Абрикосова в ультрамалый

сверхпроводник, в котором разложение параметра порядка по уровням Лан-

дау не только используется для описания самого барьера, но и инкорпориру-

ется в кинетическое уравнение Фоккера-Планка. В диссертации предсказано

усиление температурных флуктуаций в углах сверхпроводящих нанострук-

тур, что важно для обеспечения бесперебойной работы устройств на их

основе (например, фотодетекторов). Впервые исследовано квантовое тунне-

лирование вихрей Абрикосова через поверхностный барьер в ультратонких

сверхпроводящих островках во внешнем поле. Построено описание пове-

дения гетероструктур ”сверхпроводник-ферромагнетик”, которые могут ис-

пользоваться в приложениях. Продемонстрирована возможность существо-

вания сильных температурных флуктуаций в конденсатах атомов щелочных

металлов (несмотря на весьма низкие температуры). Предложен новый ме-

ханизм проникновения вихря во вращающийся конденсат, согласно кото-

рому на границе системы возникают пары “вихрь-антивихрь”, после чего

антивихри удаляются на периферию системы, а вихри проникают вглубь

облака.

В диссертационной работе впервые исследован соревновательный

эффект периодического и случайного потенциала на вихревые решетки.
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Помимо чисто научного интереса (исследование переходов типа “порядок-

беспорядок”), результаты имеют и практическую ценность, поскольку раз-

личные системы искусственно созданных центров пиннинга используются

для увеличения критического тока сверхпроводников. Было выявлено су-

ществование различных дефектов вихревой решетки и построена общая

картина разупорядочивания системы при усилении беспорядка. Исследова-

ны не только статическая фазовая диаграмма, но и динамические режимы.

Данные результаты существенно обогащают имеющиеся представления о

переходах между упорядоченными и разупорядоченными фазами.

В диссертационной работе был предложен аналитический вариаци-

онный метод описания вихревой решетки во всем диапазоне полей между

первым и вторым критическими полями. Предложена единая формула для

обратимой намагниченности сверхпроводника, которая, в частности, может

использоваться для анализа экспериментальных данных.

Для экситонов Френкеля был предложен новый метод учета фер-

мионной статистики для составляющих экситоны электронов и дырок. Ис-

пользована коммутационная техника для вычисления различных матричных

элементов. Для визуализации вычислений использована специальная диа-

граммная техника. Метод может быть использован для описания коллектив-

ных свойств экситонов Френкеля и исследования нелинейных оптических

эффектов.

1.7. Список публикаций и апробация работы
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Объем и структура диссертации

Диссертация состоит из пяти глав, включая настоящее Введение, од-

ного приложения, заключения и списка литературы. Полный объем работы

составляет 332 страницы.

Во второй главе разрабатываются методы решения уравнений

Ричардсона, которые обеспечивают точное решение многочастичного урав-

нения Шрёдингера для гамильтониана теория сверхпроводимости Бардина-

Купера-Шриффера и некоторых других родственных гамильтонианов. При

этом описание ведется в рамках представления с фиксированным числом

частиц.
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В третьей главе рассматриваются свойства сверхпроводников и кон-

денсатов атомов щелочных металлов в ловушках, чьи размеры сопоставимы

с длиной когерентности. Основной акцент сделан на исследовании топо-

логических дефектов, а также температурных и квантовых флуктуаций с

участием таких дефектов.

В четвертой главе рассматриваются уже свойства сверхпроводящих

систем макроскопического размера, в которых однако имеется простран-

ственный масштаб, связанный с размером сердцевины вихря. Сначала иссле-

дуется обратимая намагниченность сверхпроводника с полноценным учетом

вихревых сердцевин, а затем – свойства сверхпроводников с дополнитель-

ным искусственным потенциалом пиннинга (наноструктурированные сверх-

проводники).

В пятой главе рассматриваются экситоны Френкеля в системе макро-

скопического размера – с учетом фермионной статистики для составляющих

экситон электрона и дырки.
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ГЛАВА 2

Куперовское спаривание в подходе Ричардсона

2.1. Введение

Представляется актуальным построение описания сверхпроводящего

состояния с выходом за пределы среднеполевых приближений и оставаясь

в представлении с фиксированным числом частиц. Одним из возможных

подходов на пути решения этой задачи является использование каких-либо

точно- или квазиточнорешаемых моделей. К счастью, это оказывается воз-

можным как раз в случае потенциала теории БКШ, для которого известен так

называемый метод Ричардсона [62–64]. К сожалению, этот метод ограничен

взаимодействиями, описываемыми потенциалами типа редуцированного по-

тенциала БКШ, которые спаривают лишь электроны с противоположными

направлениями импульса. Зато он позволяет находить точные решения мно-

гочастичного уравнения Шрёдингера, оставаясь, таким образом, в рамках

представления с фиксированным числом частиц.

По сути, в своих работах Ричардсон смог угадать вид многочастичной

волновой функции, удовлетворяющей уравнению Шрёдингера. Эта волно-

вая функция состоит из “строительных блоков”, напоминающих волновую

функцию из двухчастичной задачи Купера. Она зависит от набора энергие-

подобных (комплексных, в общем случае) величин, которые удовлетворяют

системе нелинейных алгебраических уравнений, называемых ныне урав-

нениями Ричардсона. Энергия системы коррелированных пар равна сумме

этих величин, а их общее число совпадает с числом пар в системе. Таким

образом, с увеличением числа частиц, вообще говоря, нужно решать все

возрастающее число уравнений Ричардсона.

В дальнейшем было показано [65], что уравнения Ричардсона яв-

ляются частным случаем уравнений анзаца Бете, который позволяет нахо-
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дить точное решение некоторых многочастичных квантовых задач. Особен-

но тесно метод Ричардсона связан с весьма известной моделью Годена [66],

описывающей спиновую цепочку, так что в настоящее время соответству-

ющие уравнения иногда именуют уравнениями Ричардсона-Годена. Точно

решаемые модели квантовой механики являются бурно развивающейся об-

ластью современной теоретической и математической физики, что придает

еще большую значимость работам по исследованию уравнений Ричардсона.

Несмотря на то, что использование метода Ричардсона позволяет су-

щественно упростить изначальную квантовую задачу, сводя ее к системе

алгебраических уравнений, решение этих уравнений, в общем случае, пред-

ставляет собой тяжелую математическую задачу из-за их нелинейности и

возникающих сингулярностей. Все известные основные аналитические ре-

зультаты были получены самим Ричардсоном. Так, он решил их в пределах

очень сильного и очень слабого взаимодействий (где задача оказывается ма-

тематически достаточно тривиальной). После появления работы Годена [66],

Ричардсон воспользовался некоторыми из его идей и гипотез о характере

распределения энергиеподобных величин на комплексной плоскости и пред-

ложил метод решения в пределе большого числа частиц при фиксированной

безразмерной константе взаимодействия, рассмотрев в точности конфигура-

цию теории БКШ (при нуле температур). В результате Ричардсон получил

те же самые выражения для энергии конденсации и сверхпроводящей щели,

что согласуется с выводами Боголюбова и других авторов о точности теории

БКШ в термодинамическом пределе при нуле температур.

Метод Ричардсона сначала оказался более востребованным в ядерной

физике, где он применялся для изучения свойств ядер, и оставался практи-

чески не известным сообществу физиков, работающих в области сверх-

проводимости. Интерес к этому методу вспыхнул с новой силой в связи с

экспериментами по изучению сверхпроводящего состояния в наногранулах,

содержащих небольшое число частиц, для которых теория БКШ, как уже
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отмечалось выше, работает неудовлетворительно [23]. В настоящее время

уравнения Ричардсона активно применяются для изучения таких гранул, и

они при этом решаются численно [23]. Также их использовали в случаях

ультрахолодных газов [67] и пузырьков в жидком гелии [68]. Сравнитель-

но недавно к модели Ричардсона стали применять мощные методы кван-

товой обратной задачи рассеяния для вычисления корреляционных функ-

ций [69–71] – однако эти методы все равно требуют знания решений самих

уравнений.

В данной главе диссертационной работы разрабатываются новые ана-

литические методы решения и анализа уравнений Ричардсона, которые за-

тем применяются к задачам о переходе БЭК-БКШ (в упоминавшемся кон-

тексте перехода от задачи Купера к режиму БКШ – в виде мысленного

эксперимента), а также о переходе от режима доминирования флуктуаций

в наноразмерных системах к режиму БКШ в макроскопической системе.

Предложенные идеи должны представлять интерес и в контексте точно-

и квазиточнорешаемых моделей квантовой механики. Также они позволя-

ют вскрыть новые и достаточно неожиданные связи с другими областями

современной теоретической и математической физики и, возможно, с фун-

даментальными вопросами квантовой теории.

2.2. Вероятностный подход к уравнениям Ричардсона

2.2.1. Уравнения Ричардсона и термодинамический предел

Гамильтониан. — Рассмотрим систему фермионов со спином 1/2.

Притяжение между ними описывается с помощью обычного редуцированно-

го потенциала взаимодействия теории БКШ, который спаривает лишь элек-

троны с противоположными импульсами и разными направлениями спина:

V = −V
∑

k,k′
a†k′↑a

†
−k′↓a−k↓ak↑. (2.1)
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Полный гамильтониан системы имеет вид: H = H0 +V, где

H0 =
∑

k

εk
(
a†k↑ak↑ + a†k↓ak↓

)
. (2.2)

Будем считать, что потенциал V действует только для состояний

с кинетическими энергиями εk и εk′, ограниченными интервалом между

εF0 и εF0 + Ω. В теории БКШ нижний параметр обрезания εF0 соответ-

ствует энергии Ферми невзаимодействующих электронов, а Ω есть не что

иное, как частота Дебая. Также будем предполагать постоянную плотность

энергетических состояний внутри этого интервала, что является типичным

признаком двумерных систем. Для трехмерных систем это работает при-

ближенно в том случае, если Ω � εF0. Таким образом, полное количество

состояний с той или иной проекцией спина в интервале энергий между εF0

и εF0 + Ω равно NΩ ≡ ρΩ. Можно считать, что эти состояния расположены

эквидистантно, так что εk = εF0+ ξk, где ξk пробегает значения 0, 1/ρ, 2/ρ,

..., Ω. Модель эквидистантных уровней полностью оправдана для систем

бесконечного размера, тогда как для систем малого размера она является

очевидной идеализацией. Тем не менее, и в этом случае, модель оказывает-

ся весьма полезной.

Энергетический интервал, в котором и локализовано взаимодействие,

содержит N < NΩ электронов каждого типа. Эти электроны и взаимодей-

ствуют между собой посредством потенциала (2.1).

Термодинамический предел. – В данном разделе диссертацион-

ной работы рассматривается лишь термодинамический предел, в котором

Λ → ∞, где Λ - объем системы. В этом случае, ρ ∼ Λ и V ∼ Λ−1, так

что безразмерная константа взаимодействия, определенная как v = ρV , не

зависит от объема, ∼ Λ0. То же самое верно и в отношении εF0 и Ω; та-

ким образом NΩ ∼ Λ. Количество куперовских пар при этом N ∼ Λ; таким

образом, фактор заполнения N/NΩ также не зависит от объема, ∼ Λ0. Ины-

ми словами, анализируется предел бесконечного числа пар N при фиксации
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безразмерной константы взаимодействия и фактора заполнения.

Будем рассматривать произвольные заполнения интервала с взаимо-

действием N/NΩ, тогда как в теории БКШ фигурирует исключительно поло-

винное заполнение. Изучение конфигураций с произвольным заполнением

позволяет выявить интересную скрытую физику, которую трудно обнару-

жить при изучении исключительно половинного заполнения, которое яв-

ляется довольно особым с точки зрения симметрии. Более того, задача с

половинным заполнением может иметь отношение и к реальным физиче-

ским системам - таким как, например, недодопированные сверхпроводники,

в которых химический потенциал может опускаться ниже зоны проводи-

мости [21, 72]. Можно сказать, что при изменении заполнения реализует-

ся сценарий перехода между режимом БКШ и режимом конденсата Бозе-

Эйнштейна локальных фермионных пар (за счет изменения плотности пар).

Уравнения Ричардсона. – Как было показано Ричардсоном [62, 63],

гамильтониан, определенный выражениями (2.1) и (2.2), является точно ре-

шаемым. Отметим, что данный вывод, конечно, не ограничен термодина-

мическим пределом или моделью эквидистантных уровней - речь идет об

общем свойстве гамильтониана. Ричардсон смог угадать вид многочастич-

ной волновой функции, удовлетворяющей уравнению Шредингера. Эта вол-

новая функция является непосредственным обобщением волновой функции

для одной пары, найденной Купером – как обычно и оказывается в случае

точно решаемых моделей. Волновая функция в основном состоянии систе-

мы с N парами зависит от набора N энергиеподобных комплексных величин

R j ( j = 1,..., N). Сумма этих величин равна энергии всей системы:

EN =

N∑

j=1

R j. (2.3)

Сами же энергетические величины удовлетворяют системе нелинейных

алгебраических уравнений, получивших название уравнений Ричардсона.
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Уравнение для величины R j имеет вид

1 =
∑

k

V
2εk − R j

+
∑

l,l, j

2V
R j − Rl

, (2.4)

где суммирование в первом слагаемом в правой части уравнения произво-

дится для εk в интервале энергий, где действует притяжение. Важно отме-

тить, что количество пар входит в формализм несколько необычным спо-

собом - через количество уравнений. Таким образом, в термодинамическом

пределе, вообще говоря, нужно решать бесконечное количество уравнений.

Случай одной пары был рассмотрен Купером, который также решал непо-

средственно уравнение Шредингера. Уравнение для энергии пары, полу-

ченное Купером, совпадает с соответствующим (единичным) уравнением

Ричардсона.

Можно заметить, что общая структура уравнений Ричардсона напо-

минает структуру уравнений Бете из-за членов вида 1/(R j − Rl). Действи-

тельно, некоторое время назад было показано, что эти уравнения можно

получить и с помощью техники алгебраического анзаца Бете [65].

Существование точного решения задачи обусловлено упрощенным

видом потенциала взаимодействия. Несмотря на то, что в соответствую-

щем члене гамильтониана фигурируют произведения четырех фермионных

операторов, спаривание происходит лишь между электронами с нулевым

импульсом пары. При этом суммирование производится по двум, а не трем

индексам, а амплитуда взаимодействия полагается не зависящей от импуль-

сов. При включении спаривания между фермионами с ненулевым импуль-

сом центра масс точное решение Ричардсона перестает работать.

2.2.2. Электростатическая аналогия

Рассмотрим функцию Eclass(
{
R j

}
), определенную как

Eclass(
{
R j

}
) = 2


∑

j

ReR j + V
∑

j,k

ln
∣∣∣2εk − R j

∣∣∣ − 2V
∑

j,l, j,l

ln
∣∣∣Rl − R j

∣∣∣
 . (2.5)
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Это выражение может быть переписано в следующем виде

Eclass(
{
R j

}
) = W(

{
R j

}
) + W(

{
R∗j

}
), (2.6)

где

W(
{
R j

}
) =

∑

j

R j + V
∑

j,k

ln
(
2εk − R j

)
− 2V

∑

j,l, j,l

ln
(
Rl − R j

)
. (2.7)

Годен подметил [66], что уравнения Ричардсона могут быть формально за-

писаны как условия стационарности функции W(
{
R j

}
): ∂W(

{
R j

}
)/∂R j = 0.

Далее, Eclass(
{
R j

}
) может быть интерпретирована как энергия N сво-

бодных классических частиц с кулоновским зарядом 2
√

V (кулоновская

плазма), расположенных на плоскости и имеющих координаты (Re R j, Im

R j). Эти частицы помещены в поле внешней однородной силы, действую-

щей вдоль оси абсцисс и равной −2. Свободные заряды притягиваются к

частицам с фиксированными положениями, расположенным на одноэлек-

тронных уровнях энергии εk. Количество таких фиксированных частиц сов-

падает с количеством этих уровней NΩ, а заряд каждой частицы равен −√V .

Кроме того свободные частицы отталкивают друг друга. Тогда уравнения

Ричардсона полностью эквиваленты условиям равновесия для системы из

N свободных зарядов – изначальная квантовая задача может быть сведена

к классической, то есть детерминистической задаче, но на плоскости ком-

плексных значений энергии. Электростатическая аналогия проиллюстриро-

вана на Рис. (2.1).

Электростатическая аналогия впервые была предложена Годеном [66]

для его модели, являющейся частным случаем модели Ричардсона. Далее

она была использована самим Ричардсоном [64], а после - переформулиро-

вана и развита рядом других авторов [73, 74]. Более того, похожие электро-

статические аналогии существуют для многих иных уравнений Бете [75,76],

а также для положений нулей одночастичных волновых функций в одномер-

ных потенциалах квазиточнорешаемых моделей [75]. Имеются такие анало-

гии и для определения нулей различных полиномов, например, полиномов
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Рис. 2.1. Иллюстрация электростатической аналогии для уравнений Ричардсона при NΩ = 8,

N = 4. Черные круги обозначают положения одноэлектронных уровней энергии. Пустые

круги - положения энергиеподобных величин R j. Стрелка показывает направление одно-

родного внешнего поля.

Лежандра [79]. Таким образом, мы здесь имеем дело с достаточно широким

кругом “явлений”.

Обычно электростатические аналогии используются для решения

уравнений Бете в термодинамическом пределе. А именно, предполагает-

ся определенная форма распределения свободных зарядов на плоскости -

как правило, вдоль некоторых одномерных кривых или наборов таких кри-

вых [77, 78]. Далее, используя методы электростатики вычисляются формы

таких кривых и распределения зарядов вдоль них. Понятно, что такой подход

серьезно редуцирует количество степеней свободы системы из-за предполо-

жений об одномерном характере распределения. По этой причине создатель

метода Годен рассматривал его, как не вполне контролируемый, прямо назы-

вая предположение о квазиодномерности распределения свободных зарядов

гипотезой [66]. В данной диссертационной работе, по сути, предлагается

иной подход, в котором столь жестко не предопределяется характер распре-

деления зарядов на плоскости.
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2.2.3. Обоснование вероятностного подхода

Ключевая идея предложенного в диссертационной работе метода со-

стоит в том, что от рассмотрения энергии системы свободных зарядов на

плоскости можно перейти к гиббсовской вероятности S (
{
R j

}
) найти эту си-

стему в заданной конфигурации при достаточно низкой температуре Te f f .

Затем положения зарядов (или центра масс системы зарядов) можно ре-

конструировать методами интегрирования, без непосредственного решения

уравнений Ричардсона.

В термодинамическом пределе наиболее естественным и удобным

выбором такой температуры представляется

kBTe f f ≡ V, (2.8)

по причинам, которые обсуждаются ниже.

В качестве вероятности возьмем выражение

S (
{
R j

}
) = exp

−
W(

{
R j

}
)

V

 . (2.9)

Тогда, учитывая уравнение (2.7) для W(
{
R j

}
), получаем для S компактное и

красивое выражение

S (
{
R j

}
) =

∏
j,l, j<l(Rl − R j)2

∏N
j=1

∏
k(2εk − R j)

exp

−
∑N

j=1 R j

V

 . (2.10)

Заметим, что из-за множителя
∏

j,l, j<l(Rl−R j)2 это выражение имеет аналогию

с квадратом волновой функции Лафлина при факторе заполнения 1, которая

используется для объяснения эффекта квантового дробного эффекта Холла

[80]. Факторизуемый вид выражения (2.10) обусловлен логарифмическим

характером взаимодействия свободных зарядов.

Вообще говоря, могло бы показаться более естественным использо-

вать функцию Eclass(
{
R j

}
) вместо W(

{
R j

}
) в определении S (

{
R j

}
). Действи-

тельно, соответствующая функция exp
(
−Eclass(

{
R j

}
)/V

)
вещественна и по-

ложительна, так что по своим свойствам она больше напоминает обычную
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функцию распределения, нежели S (
{
R j

}
). Однако такая функция не является

аналитической, поэтому ее использование не представляется целесообраз-

ным по причинам, которые станут более ясными из дальнейшего изложения.

Важнейшее обстоятельство заключается в том, что эффективная

температура Te f f стремится к нулю в термодинамическом пределе как

kBTe f f ∼ Λ−1, что должно делать W(
{
R j

}
)/V очень большим по своему

модулю, а ландшафт S (
{
R j

}
) - исключительно резким вблизи стационар-

ных точек функции W(
{
R j

}
)/V . Поэтому и кажется привлекательной идея

вычленить информацию о стационарных точках W(
{
R j

}
) при помощи ин-

тегрирования. Поясним нашу идею на элементарном примере. Пусть g(x)

является функцией x, имеющей резкий максимум при x = x0. Тогда оказы-

вается возможным найти x0 приближенно, не решая напрямую уравнение

g′(x0) = 0, а используя интегрирование. А именно, рассмотрим отношение

интегралов
∫

x exp(g(x))dx/
∫

exp(g(x))dx с x0, расположенным “достаточно

глубоко” внутри промежутка интегрирования. Основной вклад в оба инте-

грала обеспечивается некоторой окрестностью точки x0, так что их отно-

шение близко к этой величине. В частности, если производные второго и

более высоких порядков от g(x) в точке x0 пропорциональны какому-нибудь

большому параметру (например, N), тогда, производя разложение g(x) в ряд

Тейлора вокруг x0, несложно показать, что ошибка в определении x0 через

отношение интегралов мала как N−1.

Возвращаясь к нашей задаче, мы обнаруживаем, что непосредствен-

ное применение этой идеи в нашем случае наталкивается на некоторые труд-

ности, которые видны уже при рассмотрении задачи с одной парой, решае-

мой и более простыми методами, что позволяет проводить сравнительный

анализ. Проблема заключается в том, что стационарные точки вовсе не обя-

зательно соответствуют минимумам энергии Eclass(
{
R j

}
) системы зарядов.

Скорее, они задают седловые точки Eclass(
{
R j

}
), так что положения зарядов

оказываются нестабильными. Так, для задачи с одной парой равновесное
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Рис. 2.2. Схематическое изображение комплексной плоскости значений R для задачи с

одной парой Купера. Черные круги обозначают положения одноэлектронных уровней энер-

гии. Пустой круг обозначает решение для основного состояния. Линия 1 показывает путь

интегрирования через это решение в направлении скорейшего уменьшения −Re W. Ли-

нии 2 и 3 показывают эквивалентные линии 1 пути интегрирования. Пунктирная линия -

вспомогательная полуокружность, введенная для использования теоремы о вычетах.
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значение R расположено на вещественной оси, как показано на Рис. 2.2.

Энергия заряда Eclass(R) (а также вещественная часть W(R)) увеличивается

при смещении R с вещественной оси в перпендикулярном направлении, но

она уменьшается при смещении вдоль вещественной оси в обоих направле-

ниях. Более подробно это видно из материалов Приложения А. Следователь-

но, для определения положения седловой точки в случае энергии основного

состояния мы должны использовать путь интегрирования, показанный на

Рис. 2.2 линией 1. Казалось бы, эта процедура не даст нам ровным сче-

том ничего, поскольку мы уже должны знать положение седловой точки на

комплексной плоскости для того, чтоб провести через нее путь интегрирова-

ния. Однако это совсем не так, поскольку мы использовали W(
{
R j

}
) вместо

Eclass(
{
R j

}
) в определении вероятности S . В результате, функция S оказалась

мероморфной, что означает, по теореме Коши, инвариантность результата

интегрирования для всех путей интегрирования, которые могут быть непре-

рывно трансформированы друг в друга без пересечения полюсов функции

S . Следовательно, мы можем использовать множество эквивалентных путей

интегрирования, которые начинаются при −i∞ и заканчиваются при +i∞,

где S стремится к нулю. Таким образом, используя нелокальность функции

S , можно реконструировать неизвестное положение седловой точки на

комплексной плоскости.

Представляется полезным сначала довести до конечного ответа вывод

для случая одной пары, а затем переключиться на более общую ситуацию.

Итак, рассмотрим отношение интегралов, определенное как

E ≡
∫

RS (R)dR∫
S (R)dR

, (2.11)

где интегрирование производится по комплексной плоскости от −i∞ до +i∞.

С одной точки зрения, пропуская путь интегрирования через седловую точ-

ку, мы должны получить ее положение. С другой точки зрения, мы можем

использовать любой путь интегрирования при условии, что он обходит все
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полюса таким же образом, как линия 1 на Рис. 2.2. Учитывая определение

(2.10) для S (
{
R j

}
), можем переписать (2.11) в эквивалентной форме

E = − ∂

∂
(

1
V

) ln Z, (2.12)

где

Z ≡
∫

S (R)dR. (2.13)

Представим S для одной пары в более явном виде

S (R) =
exp(−R/V)∏NΩ

n=0(2εF0 + 2n
ρ
− R)

. (2.14)

Далее, можно произвести разложение 1/
∏NΩ

n=0(2εF0 −R + 2n/ρ) на элементар-

ные дроби, используя обычные правила:

S (R) = C exp(−2εF0/V)
NΩ∑

n=0

(−1)n
(
NΩ

n

)
exp(−R/V)

2εF0 − R + 2n
ρ

, (2.15)

где C иррелевантная, не зависящая от V постоянная (C = (ρ/2)NΩ (NΩ!)−1),

которая далее будет опускаться, равно как и другие подобные ей иррелевант-

ные множители; кроме того используется одно из стандартных обозначений

для биномиального коэффициента
(
NΩ

n

)
=

NΩ!
n!(NΩ − n)!

. (2.16)

Теперь подставим (2.15) в (2.13) и проинтегрируем. Интеграл про-

ще всего взять с помощью вычетов. Действительно, несложно заметить,

что S (R) → 0 при R → ∞ из-за экспоненциального множителя. Поэтому

путь интегрирования можно замкнуть справа, включая в контур все полюса

функции S , как показано на Рис. 2.2. Результат интегрирования будет за-

висеть лишь от этих полюсов, что позволяет при желании деформировать

контур. Заметим, что замыкая меньшее количество полюсов, мы можем ре-

конструировать положения R, соответствующие возбужденным состояниям
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пары, в которых R располагается между соседними уровнями энергии од-

ноэлектронных состояний; то есть топология путей интегрирования играет

в нашем подходе важную роль.

После интегрирования мы легко получаем очень простое выражение

для Z, соответствующей основному состоянию пары

Z = exp(−2εF0/V)
NΩ∑

n=0

(−1)nσn
(
NΩ

n

)
= exp(−2εF0/V) (1 − σ)NΩ , (2.17)

где σ = exp(−2/ρV) является неаналитической функцией от константы связи

как раз такого рода, что фигурирует в теории БКШ. В этой теории зависи-

мости подобного рода получаются при переходе от суммирования по одно-

электронным уровням энергии к интегрированию (например, при решении

уравнения на щель). В нашем подходе σ возникает совсем иным образом.

Далее, вычисляя логарифмическую производную от Z по 1/V , полу-

чаем хорошо известное выражение для энергии единичной пары, найденное

еще Купером [6]

E1 = 2εF0 − 2Ω
σ

1 − σ. (2.18)

Это уравнение ранее получали заменой суммирования на интегрирование в

уравнении Ричардсона.

Предложенную схему можно применить и к случаю многих пар. Для

начала ограничим рассмотрение значениями N такими, что N ≤ NΩ/2, для

которых степень полинома
∏

l, j, j<l(Rl−R j)2 по каждой переменной R j меньше,

чем степень полинома
∏N

j=1
∏

k(2εk − R j) по этой же переменной. Тогда из

(2.10) следует, что S (
{
R j

}
), S (

{
R j

}
)
∑N

j=1 R j → 0 при Im Rn → ±∞ для любой

переменной Rn из множества
{
R j

}
.

Теперь рассмотрим отношение интегралов такое же, как в (2.11), но

в которых интегрирование производится по всем переменным R j, а вместо

R стоит сумма этих переменных:

EN ≡
∫

S (
{
R j

}
)
∑

R jdR j∫
S (

{
R j

}
)dR j

. (2.19)
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В качестве пути интегрирования по каждой переменной для основного со-

стояния системы выберем тот же контур, что и в случае одной пары. Данный

выбор является предположением, которое может быть обосновано тем, что,

как можно ожидать, чем большее число полюсов дает вклад в Z, тем меньше

должна быть реконструируемая энергия исходной квантовой задачи. Далее

будет показано, что такой выбор контура интегрирования позволяет вос-

произвести результат теории БКШ для основного состояния. Тем не менее,

задача исследования зависимости от контуров интегрирования представля-

ется важной.

Итак, EN , определенное (2.11), должно давать нам равновесное по-

ложение центра масс системы зарядов. Для оценки ошибки в определении

центра масс подобным способом, можно вычислить среднеквадратичное от-

клонение, что будет сделано ниже. При этом окажется, что ошибка мала

как N−1 (если рассматривать термодинамический предел с макроскопиче-

ски большим N и фиксированным N/NΩ). Именно положение центра масс

и дает энергию изначальной квантовомеханической задачи. Заметим, что

многомерные интегралы, фигурирующие в нашем подходе, являются фак-

торизуемыми – именно это делает метод привлекательным.

Весьма нетривиальным представляется то обстоятельство, что EN

снова можно представить через логарифмическую производную от

Z =

∫
S (

{
R j

}
)dR j. (2.20)

А именно:

EN = − ∂

∂
(

1
V

) ln Z. (2.21)

Это позволяет назвать величину Z статистической суммой для системы за-

рядов на плоскости, хотя этот термин и не вполне точен.

Интересно, что энергия квантовомеханической задачи в нашем под-

ходе дается логарифмической производной от классической статистической

суммы, что является довольно необычным примером соответствия между
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классической и квантовой физикой. Вообще, уже было давно замечено (см.,

например, [81]), что квантовые интегрируемые системы оказываются эк-

вивалентными какой-либо классической интегрируемой системе. Вероят-

ностный подход таким образом позволяет выявить еще один аспект данной

проблемы. Возможно, (2.44) является проявлением AdS/CFT соответствия.

Отметим, что наш подход имеет также очевидные аналогии с тер-

модинамическим описанием. Действительно, для описания свойств систем

из макроскпически большого числа частиц, как правило, не нужно знать

положения и скорости всех частиц, а достаточно оперировать глобальными

усредненные характеристиками. Кроме того, подход имеет ряд сходств с ме-

тодом рассмотрения предела больших N для газа Дайсона, предложенным

некоторое время назад в работе [82]).

Одномерные интегралы со знаменателем в подынтегральном выра-

жении формы
∏NΩ

k=0(r − k) при условии интегрирования по r от −i∞ до +i∞
называются интегралами Норлунда-Райса [83]. В то же самое время, множи-

тель
∏

l, j, j<l(Rl−R j)2 в числителе подынтегрального выражения позволяет их

классифицировать в качестве интегралов сельберговского типа (“кулонов-

ские” интегралы), играющих важную роль в комформной теории поля [84]

и теории случайных матриц [85]. Отметим, что возможность трансформации

интегралов Норлунда-Райса в биномиальные суммы является известным их

свойством [83]. Более того, биномиальные суммы могут быть далее преоб-

разованы через операторы конечных разностей, а также через бета-функции

Эйлера [83]. В совокупности с сельберговской структурой интеграла все

это ведет к появлению исключительно богатой математической структуры

(а также открывает возможность к представлению уравнений Ричардсона в

весьма необычной форме - например, через операторы конечных разностей),

что станет видно уже из следующего параграфа.

Ранее мы наложили ограничение на количество частиц N ≤ NΩ/2.

Для снятия этого ограничения можно использовать концепцию пар дырок,
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то есть незанятых состояний в слое с взаимодействием. Покажем, что га-

мильтониан системы обладает дуальностью между электронами и дырками,

что позволяет выразить энергию N пар через энергию NΩ − N пар. Таким

образом, при переходе через половинное заполнение мы можем переклю-

читься к дырочному представлению. В параграфе 2.5 эта дуальность будет

использована для анализа сверхпроводящего состояния в малоразмерных

системах.

2.2.4. Электронно-дырочная симметрия и уравнения Ричардсо-

на

Введем операторы рождения для дырок b†k↑ = ak↑ и b†k↓ = ak↓, а

также соответствующие операторы уничтожения. Под дырками понимаются

пустые состояния в слое Дебая. Используя коммутационные соотношения

для фермионных операторов, можно переписать гамильтониан БКШ через

операторы для дырок

H = −VNΩ+ 2
∑

k

εk −
∑

k

(εk − V)
(
b†k↑bk↑ + b†k↓bk↓

)

− V
∑

k,k′
b†k′↑b

†
−k′↓b−k↓bk↑. (2.22)

Первые два слагаемых в (2.22) являются числами. Они дают, соответственно,

потенциальную и кинетические энергии слоя Дебая, полностью заполненно-

го электронными парами. Четвертое слагаемое в точности совпадает с потен-

циалом взамодействия электронов (2.1). Существование дуальности между

электронами и дырками, таким образом, связано именно с этим обстоятель-

ством. Для анализа третьего слагаемого, введем величину ξ
′
k, определенную

как ξ
′
k = εF0 + (NΩ − 1)/ρ − εk, которая принимает значения 0, 1/ρ, 2/ρ, ...,

(NΩ − 1)/ρ, так что ξ
′
k пробегает все возможные одноэлектронные энергии,

начиная с верха слоя Дебая и заканчивая его дном, то есть в обратном по-

рядке. Тогда −(εk−V) может быть представлено как ξ
′
k +(V−εF0−(NΩ−1)/ρ).
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Аналогичный член (2.2) гамильтониана, записанного через электроны, со-

держит ξk+εF0, где ξk принимает значения 0, 1/ρ, 2/ρ, ..., (NΩ−1)/ρ, пробегая

все возможные одноэлектронные состояния с дна слоя Дебая до верха.

Таким образом, из-за особенностей потенциала взаимодействия БКШ

существует симметрия между парами электронов и парами дырок в слое

Дебая. Более того, в случае эквидистантного распределения одноэлектрон-

ных уровней, энергия основного состояния N пар может быть простым

образом выражена через энергию NΩ − N пар, для чего следует заменить

εF0 на (V − εF0 − (NΩ − 1)/ρ). Поэтому энергию EN(εF0) можно рассматри-

вать как функцию εF0 и дискретной переменной N, принимающей значения

1, 2, ...,NΩ. Поскольку кинетическая энергия невзаимодействующих электро-

нов для полностью заполненного слоя Дебая дается суммой членов ариф-

метической прогрессии, 2NΩεF0 + NΩ(NΩ − 1)/ρ, приходим к соотношению

EN(εF0) = ENΩ−N

(
V − εF0 −

NΩ − 1
ρ

)
− VNΩ + 2NΩεF0 +

NΩ(NΩ − 1)
ρ

. (2.23)

Отметим, что в случае более сложного распределения электронных уров-

ней в слое Дебая, требуется также переключиться от одного распределения

к другому, переходя от электронных пар к дырочным парам, что отвечает

пробеганию состояний от верха слоя Дебая к его низу. Это обстоятельство

существенно усложняет задачу. Тем не менее, дуальность между электрон-

ными и дырочными парами сохраняется, поскольку она является следствием

формы члена с взаимодействием в гамильтониане теории БКШ.

Существование простого соотношения (2.23) означает, что можно из-

бежать рассмотрения конфигураций с N > NΩ/2, переключаясь к представ-

лению в терминах дырок, то есть к куперовским парам, составленным из ды-

рок, для которых имеются точно такие же уравнения Ричардсона. Более того,

можно проверить, что выражение (3.25) для энергии основного состояния

(здесь мы несколько забегаем вперед) удовлетворяет (2.23) с точностью до

интенсивных слагаемых, пренебрежимо малых в термодинамическом пре-
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деле. Таким образом, нам достаточно рассмотреть ситуацию N < NΩ/2, для

которой непосредственно применим вероятностный подход.

2.2.5. Решение через биномиальные суммы

Энергия основного состояния. — Рассмотрим энергию основного

состояния системы N пар, N ≤ NΩ/2. Из (2.10) видно, что вероятность

S может быть переписана с использованием разложения на элементарные

дроби подобно тому, как это делалось в случае одной пары:

S (
{
R j = 2εF0 − r j

}
) = exp

(−2NεF0

V

) 
∏

l, j,l> j

(rl − r j)2



×
NΩ∑

n1,n2...,nN=0


N∏

j=1

(−1)n j

(
NΩ

n j

)
exp(r j/V)

r j +
2n j

ρ

 . (2.24)

После подстановки (2.24) в (2.20) и интегрирования по каждой пере-

менной вдоль того же контура, что и для случая одной пары, мы получаем

следующую биномиальную сумму по многим переменным

Z = exp(−2NεF0/V)z, (2.25)

где

z =

NΩ∑

n1,n2...,nN=0


N∏

j=1

(−1)n jσn j

(
NΩ

n j

)
∏

l, j,l> j

(nl − n j)2. (2.26)

Без последнего множителя в правой части (2.26) эта сумма свелась

бы к произведению тривиальных независимых сумм. Для того, чтобы най-

ти такую сумму с множителем, сначала приведем некоторые соотношения,

которые будут весьма полезны в дальнейшем. Введем символ Похгаммера

(или спадающий факториал), определенный как

(n)q = n(n − 1)...(n − q + 1) (2.27)
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и (n)0 ≡ 1. Далее несложно получить следующее соотношение:

za,b ≡
NΩ∑

n=0

(−1)nσn
(
NΩ

n

)
(n)a(NΩ − n)b = σa(1 − σ)NΩ−a−b(−1)a NΩ!

(NΩ − a − b)!
,

(2.28)

где a+b ≤ NΩ. Рассмотрим теперь произведение N сумм (2.28), где в каждом

множителе суммирование ведется по своей переменной, а также в каждом

из них есть свои параметры a и b. Такое произведение можно записать в

виде

za1,b1...zaN ,bN = σ
∑N

j=1 a j(1 − σ)NNΩ−∑N
j=1(a j+b j)(−1)

∑N
j=1 a j

N∏

j=1

NΩ!
(NΩ − a j − b j)!

. (2.29)

Отметим два важных обстоятельства, которые нам пригодятся в дальней-

шем: 1) Зависимость от V (через σ) содержится лишь в двух последних

множителях; 2) Зависимость этих двух множителей от наборов чисел a j и b j

проявляется только через их суммы
∑N

j=1 a j и
∑N

j=1 b j, которые дают степени

полиномов
∏N

j=1(n j)a j и
∏N

j=1(NΩ − n j)b j, соответственно.

Вернемся к сумме (2.26). Идея состоит в том, чтоб трансформи-

ровать ее в линейную комбинацию сумм типа (2.29), используя подходя-

щее представление для множителя, обеспечивающего перепутывание меж-

ду переменными суммирования. Для этого учтем то обстоятельство, что
∏

l, j,l> j(nl − n j) может быть переписано через детерминант матрицы Вандер-

монде

∏

l, j,l> j

(nl − n j) ≡ V(
{
n j

}
) = det



1 1 1 . . . 1

n1 n2 n3 . . . nN

n2
1 n2

2 n2
3 . . . n2

N

. . . . . . . . . . . . . . .

nN−1
1 nN−1

2 nN−1
3 . . . nN−1

N



. (2.30)

На следующем шаге учтем, что
∏

l, j,l> j(nl − n j) может быть

также представлено как (−1)N(N−1)/2V(
{
NΩ − n j

}
), поскольку nl − n j =



49

−
[
(NΩ − nl) − (NΩ − n j)

]
. В итоге, получаем следующее соотношение:

∏

l, j,l> j

(nl − n j)2 = (−1)N(N−1)/2V(
{
n j

}
)V(

{
NΩ − n j

}
). (2.31)

Используем теперь известное правило, действующее для детерминан-

тов матриц: детерминант не изменяется при добавлении к любой строке или

столбцу линейной комбинации других строк или столбцов. Легко увидеть,

что V(
{
n j

}
) может быть переписан через символы Похгаммера как

V(
{
n j

}
) = det



(n1)0 (n2)0 (n3)0 . . . (nN)0

(n1)1 (n2)1 (n3)1 . . . (nN)1

(n1)2 (n2)2 (n3)2 . . . (nN)2

. . . . . . . . . . . . . . .

(n1)N−1 (n2)N−1 (n3)N−1 . . . (nN)N−1



, (2.32)

а V(
{
NΩ − n j

}
) может быть представлен в аналогичной форме с n j, заменен-

ными на NΩ − n j.

Очевидно, что используя (2.32), V(
{
n j

}
) может быть записано че-

рез линейную комбинацию полиномов, каждый из который имеет фор-

му
∏N

j=1(n j)a j. Исключительно важен тот факт, что для каждого полино-

ма в этой линейной комбинации
∑N

j=1 a j одна и та же: она равна сте-

пени полинома V(
{
n j

}
). Степень же полинома V(

{
n j

}
) дается суммой сте-

пеней полиномов из каждого ряда матрицы Вандермонде (2.32), то есть

0 + 1 + ... + (N − 1) = N(N − 1)/2. Аналогичный вывод можно сделать для

V(
{
NΩ − n j

}
), которое представляется в виде линейной комбинации поли-

номов вида
∏N

j=1(NΩ − n j)b j c
∑N

j=1 b j = N(N − 1)/2. Теперь легко видеть,

что (2.32) вместе с аналогичным выражением для V(
{
NΩ − n j

}
) позволяет

представить
∏

l, j,l> j(nl − n j)2 в виде линейной комбинации полиномов вида(∏N
j=1(n j)a j

) (∏N
j=1(NΩ − n j)b j

)
с одинаковыми суммами

∑N
j=1 a j и

∑N
j=1 b j для

каждого полинома. На этой стадии мы можем провести суммирование в



50

(2.26) с использованием (2.29), после чего получаем

z = σ
N(N−1)

2 (1 − σ)NNΩ−N(N−1)A(N,NΩ), (2.33)

где A(N,NΩ) есть некоторая функция N и NΩ, которая иррелевантна для

получения квантовомеханической энергии, поскольку последняя дается ло-

гарифмической производной Z по 1/V .

Тем не менее, вычисление функции A(N,NΩ) представляет опреде-

ленный интерес. Найти ее можно разными способами. Простейший из них

сводится к тому, что функцию z, задаваемую (2.33), можно разложить в ряд

Тейлора по степеням σ; тогда A(N,NΩ) задает множитель при члене разложе-

ния с наименьшей степенью σ, равной N(N − 1)/2. Далее, можно вернуться

к (2.26) и заметить, что ненулевые члены в этой сумме даются наборами

значений переменных суммирования, отличных друг от друга, а слагаемое,

пропорциональное σ
N(N−1)

2 получается, когда эти значения образуют арифме-

тическую прогрессию от 0 до N −1 (с учетом всех возможных перестановок

переменных суммирования). Теперь несложно вычислить численный мно-

житель при σ
N(N−1)

2 . Окончательно для A(N,NΩ) имеем

A(N,NΩ) = (−1)
N(N−1)

2 (NΩ!)N s f (N)s f (NΩ − N)
s f (NΩ)

, (2.34)

где s f (N) - суперфакториал, задаваемый выражением

s f (N) = 1!2!...N!. (2.35)

Отметим, что структура полученного выражения напоминает струк-

туру результата для другого интеграла сельберговского типа - интеграла

Мехта, известного из теории случайных матриц [85].

Далее, учитывая (2.25) и вычисляя логарифмическую производную

от найденной функции z, получаем выражение для энергии основного со-

стояния системы из N пар:

EN = 2NεF0 +
N(N − 1)

ρ
− 2N

(
Ω − N − 1

ρ

)
σ

1 − σ. (2.36)
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Анализ этого выражения показывает, что два первых слагаемых в

правой части соответствуют кинетической энергии пар в отсутствие взаи-

модействия между электронами. Действительно, имеется N пар, которые,

согласно принципу Паули, заполняют состояния от 2εF0 до 2εF0 + N−1
ρ

, рас-

положенные эквидистантно с шагом 2/ρ. Сумма членов соответствующей

арифметической прогрессии и дается двумя первыми слагаемыми в правой

части (3.25). Третье слагаемое обусловлено спаривающим потенциалом; бу-

дучи взятым со знаком минус оно представляет собой энергию конденса-

ции E(cond)
N . Слагаемое имеет весьма примечательную структуру. Так, оно

оказывается пропорциональным и количеству пар N (то есть занятых пар-

ных состояний) в слое Дебая, и количеству свободных состояний (дырок)

ρΩ + 1 − N. Более того, энергия конденсации в случае одной пары, N = 1,

в точности совпадает с энергией связи изолированной пары, найденной Ку-

пером. Как видно из (3.25), энергия конденсации в состоянии с N парами

может быть также интерпретирована через энергию связи одной пары, ко-

торая оказывается уменьшенной по сравнению с энергией связи изолиро-

ванной пары. Что примечательно, уменьшение это пропорционально числу

занятых состояний в слое Дебая. Физически такое уменьшение ожидаемо,

поскольку пары являются составными объектами, сконструированными из

фермионов, которые блокируют состояния в слое Дебая, не давая им таким

образом участвовать в формировании коррелированного состояния. Далее,

можно увидеть, что выражение (3.25) для энергии конденсации полностью

совпадает с соответствующим выражением теории БКШ при половинном

заполнении N = NΩ/2. Более детальное сравнение с теорией БКШ будет

проведено в параграфе 2.4.
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2.2.6. Факторизация вероятности

Вероятностный подход к уравнениям Ричардсона позволяет также

развить качественное, интуитивное понимание, исходя из картины на ком-

плексной плоскости энергий, а не из исходной квантовой задачи. Поясним

это на примере. Для этого вернемся к определению вероятности, задаваемо-

му выражением (2.10). Его можно переписать как

S (
{
R j = 2εF0 − r j

}
) = exp(−2NεF0/V)

1
∏N

j=1
∏ρΩ

n=0(r j + 2n
ρ

)
exp


∑N

j=1 r j

V



× det



1 1 . . . 1
∏0

n=0(r1 + 2n
ρ

)
∏0

n=0(r2 + 2n
ρ

) . . .
∏0

n=0(rN + 2n
ρ

)

. . . . . . . . . . . .
∏N−2

n=0 (r1 + 2n
ρ

)
∏N−2

n=0 (r2 + 2n
ρ

) . . .
∏N−2

n=0 (rN + 2n
ρ

)



× det



1 1 . . . 1
∏0

n=0(r1 + 2Ω − 2n
ρ

)
∏0

n=0(r2 + 2Ω − 2n
ρ

) . . .
∏0

n=0(rN + 2Ω − 2n
ρ

)

. . . . . . . . . . . .
∏N−2

n=0 (r1 + 2Ω − 2n
ρ

)
∏N−2

n=0 (r2 + 2Ω − 2n
ρ

) . . .
∏N−2

n=0 (rN + 2Ω − 2n
ρ

)



.

(2.37)

Из этого выражения видно, что вероятность S (
{
R j

}
) может быть представ-

лена в факторизованном виде как сумма произведений N вероятностей для

индивидуальных пар. Каждая такая пара однако соответствует конфигура-

ции, в которой часть одноэлектронных состояний из слоя Дебая сверху и

снизу этого слоя убрана, что является своеобразным отражением действия

принципа Паули. Энергия индивидуальной пары в состоянии с n убранными

уровнями внизу слоя Дебая и m - вверху этого слоя получается из уравнения

(2.18) простой заменой переменных: εF0 → εF0 +n/ρ, Ω→ Ω−(n+m)/ρ. Тогда

из (2.37) следует, что сумма энергий единичных пар для каждого слагаемо-

го в факторизованной вероятности одна и та же, хотя наборы этих энергий

и разные. Сумма энергий для каждого из слагаемых и дается выражением
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(3.25).

Иными словами, можно считать, что изначальная система N пар, вза-

имодействующих через принцип Паули, является суперпозицией состояний

из N единичных пар, но каждая такая пара помещена в свой собственный

окружающий мир, в котором часть одноэлектронных состояний из слоя Де-

бая убрана. Более того, сумма энергий пар в каждом из таких состояний су-

перпозиции - одна и та же. Заметим, что здесь можно усмотреть определен-

ную аналогию с преобразованием Хаббарда-Стратоновича [86, 87], которое

позволяет представить статистическую сумму системы взаимодействующих

частиц через статсумму системы невзаимодействующих частиц, но в флук-

туирующем поле. В частности, при использовании этого преобразования в

сочетании с методами Монте-Карло возникает известная проблема смены

знака, которая становится тем более тяжелой, чем больше частиц в рассмат-

риваемой системе. В нашем подходе можно усмотреть схожую особенность.

А именно, если мы попробуем проинтегрировать факторизованную вероят-

ность (2.37) по траекториям, проходящим через седловые точки для каждой

индивидуальной пары (например, численно), мы увидим, что по абсолютной

величине полученное выражение для Z будет намного меньше, чем резуль-

тат для каждого слагаемого в суперпозиции. Математически причина этой

проблемы может быть увязана с детерминантной структурой (2.37), которая

приводит к внутренним сокращениям. Ситуация становится более и более

тяжелой с ростом N. К счастью, используя метод, основанный на вычисле-

нии биномиальных сумм, мы можем найти Z точно и обойти таким образом

все эти сложности.

2.2.7. Оценка точности метода

Итак, с помощью предложенного метода мы можем реконструировать

положение центра масс системы свободных зарядов на плоскости. Исполь-



54

зование эффективной температуры, стремящейся к нулю как 1/N при увели-

чении размеров системы (с фиксированным N/NΩ), должно гарантировать

точность реконструкции в лидирующем порядке по 1/N.

Действительно, можно вычислить среднеквадратичное отклонение

〈E2〉 − 〈E〉2, где под усреднением подразумевается интегрирование с весом,

равным вероятности S , так что 〈E〉 - это просто вычисленная выше энергия

EN , а для 〈E2〉 выполняются соотношения

〈E〉2 =

∫
dRS (R)(

∑
R)2

∫
dRS (R)

=

∂2

∂(1/V)2

∫
dRS (R)

∫
dRS (R)

=

∂2

∂(1/V)2 Z

Z
. (2.38)

Тогда получаем: 〈E2〉 − 〈E〉2 = (ln Z)
′′
, где производная берется по 1/V .

Поскольку Z нам известна, дальнейшие вычисления не представляют

труда. В итоге, можно удостовериться, что

√
〈E2〉 − 〈E〉2

E(cond)
N

=

√
2

1 − σ

√
1

ρE(cond)
N

=
1√

σN(NΩ − (N − 1))
, (2.39)

и относительная погрешность действительно пренебрежимо мала в термо-

динамическом пределе (пропорциональна 1/NΩ). Более того, погрешность

остается малой и в случае, когда N конечно, а NΩ (объем системы) беско-

нечно велико. Частным случаем этой последней ситуации является конфигу-

рация с одной парой, рассмотренная Купером. В этом случае, погрешность

оказывается пропорциональной 1/
√

NΩ. К сожалению, для систем ультра-

малого размера погрешность, определяемая (2.39), вовсе не обязана быть

малой. Окончательно получаем критерий применимости подхода:

√
N(NΩ − (N − 1)) exp(− 1

ρV
) � 1. (2.40)

Возвращаясь к (2.39), отметим, что среднеквадратичное отклонение

можно выразить и в виде

√
〈E2〉 − 〈E〉2 =

2
ρ

√
σ

1 − σ
√

N(NΩ − (N − 1)). (2.41)
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Весьма примечательно, что выражение, стоящее в правой стороне, в точ-

ности совпадает с выражением (2.62), определяющим спектр системы в

режиме БКШ (сверхпроводящая щель). Это обстоятельство является весьма

неожиданным и должно нести в себе определенный смысл.

Представляется возможным обобщить вероятностный подход на слу-

чай систем конечного размера, для чего необходимо оперировать с более

низкой температурой и, в частности, вычислять соответствующие сельбер-

говские интегралы, в которых подынтегральные выражения содержат более

высокие степени детерминантов Вандермонде.

В диссертационной работе был предложен и другой способ вычисле-

ния многомерного интеграла сельберговского типа, определяющего стати-

стическую сумму – с помощью интегрирования по частям через седловую

точку для индивидуальной пары. Метод представлен в Приложении А. Он

позволяет итерационно вычислять плотность энергии системы в ее основ-

ном состоянии, представляя ее в виде разложения по степеням плостности

пар. В этом смысле, это разложение вириального типа. Однако вычисление

каждого следующего слагаемого требует все более и более сложных вы-

числений, так что расчеты были произведены лишь для нескольких первых

слагаемых. В частности, было показано, что в плотности энергии отсутству-

ют слагаемые, пропорциональные второй и третьей степеням плотности. Из

выражения (3.25), полученного с помощью биномиальных сумм, видно, что

ряд и впрямь должен обрываться. Однако в рамках представленного в При-

ложении А подхода доказать, что все члены ряда идентично равны нулю,

представляется чрезвычайно сложным. Более того, метод не слишком удобен

для нахождения энергий возбужденных состояний. Заметим, что концепту-

ально этот подход аналогичен методу решения уравнений Ричардсона через

разложение вокруг решения для изолированной пары, который представлен

в параграфе 2.3.

Отметим, что выражение (2.33) может быть получено и с помощью
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бета-функции Эйлера. При этом однако приходится использовать все то

же представление через произведение двух детерминантов Вандермонде,

которое в наших выкладках играет центральную роль. Поэтому вывод через

бета-функцию Эйлера по-сути эквивалентен приведенному выше расчету

биномиальных сумм.

2.2.8. Возбужденные состояния

Известно, что в системе, описываемой гамильтонианом БКШ, имеет-

ся два типа возбужденных состояний [62, 63]. Это обстоятельство находит

свое отражение и в подходе Ричардсона. А именно, возбуждения первого

типа соответствуют ситуации, в которой одна из энергиеподобных вели-

чин является чисто вещественной и располагается между двумя соседними

одноэлектронными уровнями, то есть в квазиконтинуальном спектре, если

речь идет о термодинамическом пределе. Возбуждения второго типа соответ-

ствуют ситуации, когда в системе имеются неспаренные электроны, которые

могут образоваться вследствие, например, разрыва пары. Неспаренные элек-

троны блокируют соответствующие одноэлектронные состояния. Их роль

заключается в том, что они привносят свою кинетическую энергию в об-

щую энергию системы и более того изменяют энергию оставшихся пар. В

диссертационной работе сначала рассматриваются возбужденные состояния

первого типа, а именно, состояние с N парами и одним неспаренным элек-

троном. В термодинамическом пределе энергия возбужденного состояния

первого типа может быть вычислена из энергии возбужденного состояния

второго типа, поскольку запирание одной из энергиеподобных величин меж-

ду двумя уровнями приблизительно эквивалентно их блокировке, что ясно

из электростатической аналогии. Отметим, что в рамках первоначальной,

то есть вариационной формулировки теории БКШ, возбуждения первого

типа именовались реальными парами, тогда как возбуждения второго типа
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назывались разорванными парами [7]. В рамках подхода Боголюбова, ос-

нованного на введении операторов рождения и уничтожения квазичастиц,

оказывается возможным не делать различия между возбуждениями обоих

типов, что технически более удобно.

Одиночный неспаренный электрон блокирует занимаемое им состо-

яние. Действительно, если состояние занято таким электроном, никакого

рассеяния на нем не происходит, поскольку потенциал БКШ действует лишь

между электронами с противоположными направлениями импульса и спина.

Следовательно, занятое состояния должно быть исключено из сумм, фигу-

рирующих в уравнениях Ричардсона. Сумма соответствующих энергетиче-

ских величин определяет энергию системы пар в присутствии неспаренного

электрона. Полная энергия будет получаться добавкой к этой величине ки-

нетической энергии неспаренного электрона.

Обозначим полную минимально возможную энергию системы N пар

и одного неспаренного электрона с заданным импульсом p как EN,p. Для

энергии N пар в присутствии неспаренного электрона будем использовать

обозначение ER,p. Именно эта величина должны быть найдена из уравнений

Ричардсона с уровнем εp, исключенным из сумм. Таким образом, EN,p =

ER,p + εp.

Для рассматриваемого случая с одним неспаренным электроном вы-

ражение для вероятности S (
{
R j

}
) имеет вид

S (
{
R j

}
) =

∏
j,l, j<l(Rl − R j)2

∏N
j=1

∏
k,p(2εk − R j)

exp

−
∑N

j=1 R j

V

 , (2.42)

где заблокированный уровень 2εp = 2εF0 + 2np/ρ был исключен из произве-

дений в знаменателе. Это выражение может быть переписано как

S (
{
R j

}
) =

{∏
j,l, j<l(Rl − R j)2

}∏
j(2εp − R j)

∏N
j=1

∏
k(2εk − R j)

exp

−
∑N

j=1 R j

V

 . (2.43)

Заметим, что в то время как S (
{
R j

}
), соответствующая основному состоя-

нию квантовой системы, имеет аналогии с волновой функцией Лафлина для
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основного состояния, выражение (2.43) напоминает лафлиновскую волно-

вую функцию для возбужденных состояний из-за наличия дополнительного

множителя такого же типа,
∏

j(2εp − R j) [80].

Как и прежде, интегрирование функции S (
{
R j

}
) производится по каж-

дой переменной вдоль замкнутого контура, показанного на Рис. 2.3. Сумма

энергиеподобных величин снова дается логарифмической производной

ER,p = − ∂

∂
(

1
V

) ln Z. (2.44)

Производя интегрирование, получаем

Z = exp(−2NεF0/V)z, (2.45)

где

z =

NΩ∑

n1,n2...,nN=0


N∏

j=1

(−1)n jσn j

(
NΩ

n j

)
(n j − np)



∏

l, j,l> j

(nl − n j)2

 . (2.46)

Рис. 2.3. Схематическое изображение комплексной плоскости значений R j. Черные круги

обозначают положения одноэлектронных уровней энергии. Пустой круг обозначает поло-

жение недостающего (блокированного) уровня. Сплошная линия соответствует пути инте-

грирования по каждой величине R j.
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Перепишем выражение (n j−np)
(∏

l, j,l> j(nl − n j)2
)
через детерминанты

Вандермонде как

(n j − np)


∏

l, j,l> j

(nl − n j)2

 = (−1)N(N−1)/2V(
{
n j, np

}
)V(

{
NΩ − n j

}
). (2.47)

Далее, для детерминантов Вандермонде будем использовать представле-

ние через символы Похкгаммера. Благодаря симметрии суммы (2.46) от-

носительно перестановки индексов суммирования, в сумме можно заменить

V(
{
NΩ − n j

}
) на следующее выражение

N!(NΩ − n1)0(NΩ − n2)1 . . . (NΩ − nN)N−1, (2.48)

которое получается после раскрытия детерминанта V(
{
NΩ − n j

}
). Тогда вы-

ражение (n j − np)
(∏

l, j,l> j(nl − n j)2
)

можно заменить на

(−1)N(N−1)/2N!

× det



(NΩ − n1)0(n1)0 (NΩ − n2)1(n2)0 . . . (NΩ − nN)N−1(nN)0 (np)0

(NΩ − n1)0(n1)1 (NΩ − n2)1(n2)1 . . . (NΩ − nN)N−1(nN)1 (np)1

(NΩ − n1)0(n1)2 (NΩ − n2)1(n2)2 . . . (NΩ − nN)N−1(nN)2 (np)2

. . . . . . . . . . . . . . .

(NΩ − n1)0(n1)N (NΩ − n2)1(n2)N . . . (NΩ − nN)N−1(nN)N (np)N



.(2.49)

Суммирование теперь можно проводить прямо “внутри” детерминанта, по-

скольку элементы каждого m-го столбца зависят лишь от nm, что делает

задачу технически значительно проще.

Производя суммирование, после соответствующей нормировки, по-

лучаем:

z = (−1)NN!(NΩ!)N s f (NΩ − 1 − N)
s f (NΩ − 1)

σ
N(N+1)

2 (1 − σ)N(NΩ−N)
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× det



1 (NΩ − 0)1 . . . (NΩ − 0)N−1 u0

1 (NΩ − 1)1 . . . (NΩ − 1)N−1 u1

1 (NΩ − 2)1 . . . (NΩ − 2)N−1 u2

. . . . . . . . . . . . . . .

1 (NΩ − N)1 . . . (NΩ − N)N−1 uN



, (2.50)

где для краткости введено обозначение

um = (−1)m (np)m

(NΩ)m

(
σ−1 − 1

)m
. (2.51)

Полученную матрицу можно привести к треугольному виду. На шаге

1 вычтем из каждой строки матрицы следующую строку. Последняя стро-

ка, таким образом, останется неизменной. На шаге 2 вычтем точно так же

строки полученной после шага 1 матрицы, оставив 2 последние строки неиз-

менными. Продолжим вычитать строки, оставляя на шаге m последние m

строк неизменными. После шага N можно видеть, что матрица приобрела

треугольную структуру - все элементы выше ее неглавной диагонали стали

равны 0. На неглавной диагонали на строке m (кроме первой строки) стоит

(N + 1 − m)!, а на первой строке стоит выражение

(−1)N∆N
x ux, (2.52)

взятое при x = 0, где ∆x - оператор конечных разностей, определенный как

∆x f (x) = f (x + 1) − f (x). (2.53)

По сути, числа (N + 1 − m)!, стоящие на неглавной диагонали, получаются

при действии этим оператором (N+1−m) раз на элементарный моном xN+1−m

(или, что здесь эквивалентно, символ Похгаммера).

Используя хорошо известные свойства операторов конечных разно-

стей (соответствие между ∆N
x и биномиальной суммой, см., например, [88]),

выражение (2.52) можно представить в виде

z′ =

N∑

m=0

(
N
m

)
(np)m

(NΩ)m

(
σ−1 − 1

)m
. (2.54)
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Тогда для z имеем

z = ασN(N+1)/2 (1 − σ)N(NΩ−N) z′, (2.55)

где α не зависит от σ и имеет вид

α = A(N,NΩ − 1). (2.56)

Примечательно, что нормировочный множитель свелся в точности к такому

же множителю, что и в случае основного состояния системы, но с NΩ, умень-

шенным на 1 вследствие наличия неспаренного электрона, блокирующего

один из доступных уровней.

Полученное выражение (2.54) может рассматриваться в качестве ря-

да гипергеометрического типа. Фактически (2.55) уже позволяет выразить

энергию системы через логарифмическую производную от такого ряда, что

формально дает решение задачи. Однако получаемое таким образом выраже-

ние будет слишком сложным для дальнейшего анализа. Поэтому приведем

z′ к более простому виду, учитывая, что нас интересует термодинамический

предел. Начнем с того, что для натуральных чисел np и m, (np)m = 0 для лю-

бого m, которое больше np. Следовательно, можно заменить верхний предел

суммирования в (2.54) на min(np,N). После этого все слагаемые в сумме ока-

зываются отличными от нуля, так что можно заменить символы Похкгамме-

ра от np на отношения соответствующих факториалов: (np)m = np!/(np −m)!.

Далее учтем, что σ−1−1 ≡ exp(2/v)−1 всегда положительно. Послед-

нее обстоятельство весьма важно: из него следует, что сумма не осциллирует

по знаку, а поэтому ее можно заменить интегралом. Также можно использо-

вать асимптотическое разложение для факториалов, входящих как в символы

Похгамммера, так и в биномиальные коэффициенты, поскольку исследует-

ся термодинамический предел. Отметим, что важный случай np = 0 должен

рассматриваться как np = 0 × N, хотя в этом конкретном случае можно и

не заменять сумму на интеграл, поскольку выкладки оказываются особенно
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простыми (результаты обоих подходов в итоге совпадают). После некоторых

вычислений мы получаем соотношение

z′ '
∫ min(np,N)

0
eH(m)dm, (2.57)

где

H(m) = (NΩ − m) ln(NΩ − m) − m ln(m) − (N − m) ln(N − m)

−(np − m) ln(np − m) + m ln
(
σ−1 − 1

)
. (2.58)

Подчеркнем, что в (2.57) был опущен, как делалось и прежде, иррелевант-

ный множитель, который не зависит от V .

Для вычисления интеграла в правой части (2.57) используем метод

седловой точки. Несложно удостовериться, что H(m) имеет единственный

максимум внутри интервала интегрирования, который достигается при

m0 =
1
2

{
(np + N)(1 − σ) + NΩσ

}

×
1 −

√
1 − 4npN(1 − σ)

((np + N)(1 − σ) + NΩσ)2

 . (2.59)

Также можно убедиться, что этот максимум расположен достаточно дале-

ко от обоих пределов интегрирования, поскольку H′′(m0) ∼ N−1, тогда как

1/
√

H′′(m0) ∼ √N определяет ширину окрестности m0, дающую основной

вклад в интеграл. В то же самое время, и m0, и (min(np,N) − m0) пропор-

циональны N. Вместе с тем фактом, что H(n)(m0) ∼ N−n+1 при n > 2, это

позволяет свести интеграл к простому гауссову интегралу. Сохраняя лиди-

рующий порядок по N, получаем

ln z′ = H(m0). (2.60)

Находя логарифмическую производную функции z, задаваемой (2.55), и при-

бавляя кинетическую энергию неспаренного электрона εF0 + np/ρ, мы при-

ходим к выражению для полной энергии EN,p системы из N пар и одного
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неспаренного электрона. После некоторых выкладок, используя найденное

ранее выражение для энергии основного состояния EN , мы можем предста-

вить EN,p как

EN,p = EN + µ +

√
∆2 + (εp − µ)2, (2.61)

где

∆ =
2
ρ

√
σ

1 − σ
√

N(NΩ − N), (2.62)

µ = εF0 +
N
ρ

1 + σ

1 − σ −Ω
σ

1 − σ. (2.63)

Рассмотрим теперь EN,p как функцию εp. В особенности нас интере-

сует наименьшее возможное значение EN,p.

Прежде всего можно увидеть, что величина µ, задаваемая (2.63), мо-

жет рассматриваться в качестве химического потенциала. Действительно,

вычислив (EN − EN−1)/2, можно убедиться, что эта величина совпадает с µ.

Минимальное значение EN,p достигается при np, которое дает мини-

мум (εp − µ)2 при условии, что np заключено между 0 и NΩ. Если µ − εF0

тоже попадает в этот интервал, всегда можно выбрать np/ρ = µ − εF0 так,

что (εp −µ)2 равно нулю, тогда как корень квадратный в (2.61) сводится к ∆.

Легко видеть, что для половинного заполнения, NΩ = N/2, выражение для ∆,

определяемое (2.62), в точности соответствует выражению теории БКШ для

сверхпроводящей щели. Более подробное сравнение с результатами теории

БКШ будет проведено в параграфе 2.4.

Если же химический потенциал попадает под нижнее обрезание εF0,

то есть µ−εF0 отрицательно, тогда условный минимум EN,p достигается при

np = 0. Решая уравнение µ−εF0 = 0, видим, что переход между двумя этими

режимами происходит при N = N0, где

N0 = NΩ

σ

1 + σ
. (2.64)



64

Если химический потенциал попадает выше верхнего параметра об-

резания, условный минимум энергии соответствует εp, совпадающему с

этим параметром обрезания. Решая уравнение µ − εF0 = Ω, находим, что

переход между этими двумя режимами происходит при NΩ−N0. Этот резуль-

тат полностью согласуется с фактом существования электронно-дырочной

симметрии задачи.

Таким образом, для минимума EN,p имеются три режима:

min(EN,p) = EN + µ +

(
N
ρ

+ Ω
σ

1 − σ
)
, (2.65)

при N ≤ N0;

min(EN,p) = EN + µ + ∆, (2.66)

при N0 < N < NΩ − N0;

min(EN,p) = EN + µ +

{(
Ω − N

ρ

)
+ Ω

σ

1 − σ
}
, (2.67)

при NΩ − N0 ≤ N.

В пределе слабой связи, σ � 1, имеем: N0 ' NΩσ. Это значение в

двумерной системе фактически соответствует плотности пар, при которой

их волновые функции начинают перекрываться, что является признаком пе-

рехода от режима изолированных пар к плотному режиму БКШ.

В разреженном пределе, N < N0, энергия возбуждения контролиру-

ется величиной Ωσ/(1 − σ), что является не чем иным, как половиной от

энергии связи εc изолированной пары.

В плотном режиме, NΩ − N0 ≥ N > N0, энергия возбуждения дается

щелью типа БКШ ∆, которую поэтому следует рассматривать в качестве

коллективного отклика системы на появление неспаренного электрона. Ин-

тересно отметить, что энергия связи пары и сверхпроводящая щель имеют

схожие, но разные зависимости от безразмерной константы связи v. А имен-

но, в пределе слабой связи, первая величина пропорциональна exp(−2/v),
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тогда как вторая – ∼ exp(−1/v). Соотношение (2.62) также показывает, что ∆

симметрично по отношению к замене количества электронов и дырок. Тре-

тий режим может рассматриваться в качестве сверхплотного режима пар,

составленных из электронов, или разреженного режима пар, составленных

из дырок. В этом режиме снова фигурирует энергия связи пары, которая и

определяет min(EN,p). Ее теперь можно понимать как энергию связи пары,

составленной из дырок.

Итак, мы идентифицировали три режима для разницы между EN,p и

EN в зависимости от заполнения окна Дебая. Это - разреженный предел пар,

режим БКШ и разреженный предел дырок. С изменением заполнения слоя

Дебая переходы между этими режимами происходят постепенно. Анализ

показывает, что разрыв в точках перехода терпят лишь высшие производные

от EN,p по N.

2.3. Вириальное разложение

Вероятностный подход избегает прямого решения уравнений Ричард-

сона - вместо этого положение центра масс системы зарядов на плоскости

реконструируется с помощью методов интегрирования. В данном параграфе

предложен метод непосредственного решения уравнений - через разложе-

ние вокруг энергии изолированной пары. Во многом этот подход схож с

примененным в рамках вероятностного метода способом вычисления ста-

тистической суммы путем интегрирования через седловую точку изолиро-

ванной пары (Приложение А). В итоге получается разложение плотности

энергии основного состояния системы по степеням плотности пар, напоми-

нающее вириальное разложение. Обычное вириальное разложение получа-

ется из рассмотрения исходной квантовой задачи в реальном пространстве.

В нашем же случае исследуется двумерное пространство энергиеподобных

величин, в котором и решается задача. Это обстоятельство демонстрирует
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новый аспект интересной связи между квантовой и классической системами,

о которых идет речь в данной главе диссертационной работы.

Начнем со случая одной пары. В этом случае, единственное уравне-

ние Ричардсона имеет вид

1 = V
∑

k

1
2εk − E1

. (2.68)

Заменяя сумму интегралом, что позволительно сделать в пределе системы

большого размера, получаем

V
∑

k

1
2εk − E1

' ρV
2

∫ εF0+Ω

εF0

2dε
2ε − E1

= (v/2) ln

∣∣∣∣∣∣
2εF0 + 2Ω − E1

2εF0 − E1

∣∣∣∣∣∣ (2.69)

Подставляя (2.69) в (2.68) и решая уравнение, получаем знакомое уже вы-

ражение для энергии изолированной пары (2.18).

В случае системы из N пар соответствующую сумму по одноэлек-

тронным уровням (2.68) можно разложить в степенной ряд по R − E1. Сна-

чала учтем, что выполняется соотношение

V
∑

p

1
2εp − R

= 1 +

∞∑

m=1

sm (R − E1)m (2.70)

Величины sm в этом разложении выражаются через энергию изолированной

пары как

sm = V
∑

p

1
(
2εp − E1

)m+1 =
v

2m
Im

εm
c

(2.71)

где Im ' 1 − σm.

Ввиду (2.68), удобно нормировать разницу энергетических величин

(2.70) как

R − E1 = zεc (2.72)

Это позволяет переписать суммы, фигурирующие в уравнениях Ричардсона,

в безразмерной форме

V
∑

p

1
2εp − R

= 1 + v
∞∑

m=1

Im

m
zm. (2.73)
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Разложение априори применимо только при условии, когда |z| намного мень-

ше 1.

Используя разложение (2.73), можно представить уравнение для j-ой

энергетической величины в безразмерном виде

0 =
∑

m=1

Im

m
zm

j +
∑

l,l, j

γ

z j − zl
(2.74)

где z j и R j связаны посредством (2.72), а именно, R j−E1 = z jεc. Безразмерный

параметр γ в этих уравнениях имеет вид

γ =
4
ρεc

=
4
Nc

(2.75)

где Nc = ρεc количество одноэлектронных состояний, помещающихся на

масштабе энергии связи единичной пары. В термодинамическом пределе

это число макроскопически велико. Малая величина γ связана с малой ве-

личиной δ, определенной в Приложении А: γ = 2δ2(1 − σ). Представленное

в данном разделе разложение вокруг E1 вполне аналогично разложению,

произведенному в Приложении А в рамках вероятностного подхода.

Четное число пар. – Когда число пар и, следовательно, число урав-

нений четны, N = 2n, можно ожидать симметричного относительно веще-

ственной оси расположения энергетических величин на комплексной плос-

кости. В низшем порядке по γ имеем:

z1 = −z2n ' a1
√
γ, z2 = −z2n−1 ' a2

√
γ, ...,

zn = −zn+1 ' an
√
γ (2.76)

Подставляя эти выражения в уравнения Ричардсона, получаем n разных

уравнений для a1, ..., an. В низшем порядке по γ они имеют вид

0 ' I1a1 +
1

a1 − a2
+

1
a1 − a3

+ ...

+
1

a1 + a3
+

1
a1 + a2

+
1

2a1
(2.77)
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Если это обе части этого уравнения умножить на a1 и добавить к аналогич-

ным уравнениям для a2, ..., an, получим

0 ' I1

(
a2

1 + ... + a2
n

)
+ 2

(
n
2

)
+

n
2

(2.78)

где
(

n
2

)
= n(n − 1)/2 - число способов выбрать пару (ai − a j) из n чисел ai.

Теперь рассмотрим уравнения Ричардсона, в которых сохраняется

два слагаемых в сумме. Складывая эти уравнения, получаем

0 ' I1

2n∑

i=1

zi +
I2

2

2n∑

i=1

z2
i (2.79)

Используя (2.76), (2.78), (2.79), имеем в лидирующем порядке по γ

2n∑

i=1

zi ' [2n(n − 1)/2 + n/2] γI2/I2
1 ' n(n − 1/2)γ

I2

I2
1

(2.80)

Таким образом, сумма энергетических величин оказывается равной

E2n = R1 + ... + R2n = 2nE1 + (z1 + ... + z2n)εc

' 2n(E1 +
2n − 1
ρ

I2

I2
1

). (2.81)

Нечетное число пар. – Если количество пар и уравнений Ричардсона

нечетно, N = 2n+1, одна из величин zi теперь равна 0 в лидирующем порядке

по
√
γ. Тогда (2.77) нужно заменить на

0 ' I1a1 +
1

a1 − a2
+

1
a1 − a3

+ ... +
1

a1 − an

+
1
a1

+
1

a1 + an
+ ... +

1
a1 + a2

+
1

2a1
(2.82)

Сумма an подчиняется снова (2.78) с n/2, замененным на 3n/2. Тогда

имеем вместо (2.80)

n∑

i=1

zi ' [2n(n − 1)/2 + 3n/2] γI2/I2
1 = n(n +

1
2

)γ
I2

I2
1

, (2.83)

что ведет к ожидаемому уже результату

E2n+1 = R1 + ... + R2n+1 ' (2n + 1)
E1 +

2n
ρ

I2

I2
1

 (2.84)
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Видно, что результаты и для четного, и для нечетного количества

пар полностью согласуются с полученным ранее в рамках вероятностного

подхода выражением (2.80), в котором никакого разложения вокруг энергии

изолированной пары не производилось. Это означает, что вириальное раз-

ложение должно прерываться, то есть слагаемые второй и высших степеней

по плотности пар в разложении плотности энергии либо равны нулю точно,

либо дают интенсивные вклады в энергию, а потому пренебрежимо малы.

Эти слагаемые могут быть вычислены в рамках предложенного в этом пара-

графе подхода, но для этого нужно рассматривать вклады все более и более

высоких порядков по γ, что технически чрезвычайно сложно. Тем более

примечательно, что эта программа была осуществлена в полном объеме в

работе [89], в которой было показано, что все слагаемые высших степеней

в термодинамическом пределе дают интенсивные вклады. В рамках веро-

ятностного подхода этот же результат мы получили гораздо более простым

способом.

2.4. Приближение среднего поля и энергия связи куперовской

пары

Полученное в предыдущих параграфах выражение для энергии ос-

новного состояния сверхпроводника при половинном заполнении совпадает

с известным выражением теории БКШ для этой же величины. Действитель-

но, энергия конденсации в теории БКШ обычно записывается следующим

образом: EBCS = 1
2ρ∆2 with ∆ = 2ωce−1/ρV . Поскольку 2ωc = Ω - это ширина

слоя Дебая, EBCS можно представить в виде:

EBCS =
1
2
ρΩ2e−2/ρV =

NΩ

2
εc

2
(2.85)

где NΩ/2 - это просто количество пар в случае половинного заполнения.

Таким образом, этот результат теории БКШ может быть интерпретирован

с несколько необычных позиций: все электроны в слое Дебая формируют
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куперовские пары, а энергия связи такой пары равна в точности половине

энергии связи изолированной пары из задачи Купера. Эта картина полно-

стью согласуется с выражением (3.25), полученным с помощью решения

уравнений Ричардсона.

Для того, чтобы понять, существует ли согласие между результатами

решения уравнений Ричардсона и среднеполевыми методами в случае про-

извольного заполнения, подход теории БКШ следует модицифировать. Для

этого необходимо учесть, что химический потенциал µ не обязательно по-

падает в точности посередине окна Дебая, как в стандартной конфигурации

теории БКШ, отвечающей половинному заполнению. К уравнению на щель

нужно добавить уравнение на химический потенциал, которое получается

из требования равенства среднего количества частиц заданной величине.

Затем эти два связанных уравнения нужно решить совместно.

Уравнения на химические потенциал и сверхпроводящую щель по-

лучаются минимальным обобщением теории БКШ в духе подходов, пред-

ложенных Иглсом [21] и Леггеттом [22], и имеют вид:

2
ρV

= ln
εF0 − µ + Ω +

√
(εF0 − µ + Ω)2 + ∆2

εF0 − µ +
√

(εF0 − µ)2 + ∆2
, (2.86)

Ω − 2N
ρ

=

√
(εF0 − µ + Ω)2 + ∆2 −

√
(εF0 − µ)2 + ∆2. (2.87)

Эти уравнения допускают аналитическое решение, которое описывается

формулами (2.62) и (2.63), полученными из уравнений Ричардсона с по-

мощью вероятностного подхода. Используя найденные выражения для ∆ и

µ, несложно убедиться в том, что выражение для энергии основного со-

стояния в рамках обобщенной теории БКШ совпадает с найденной ранее

зависимостью (3.25), полученной из подхода Ричардсона. Более того, энер-

гия возбужденного состояния тоже описывается выражением (2.61), так что

и здесь применимы все наши рассуждения о разных режимах для куперов-

ских пар.
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Итак, показано, что обобщение теории БКШ в духе подходов Иглса

и Леггета приводит к тем же результатам для энергий основного и первого

возбужденного состояний, что и вероятностный метод решения уравнений

Ричардсона, которые дают точное решение многочастичной задачи. Таким

образом, можно сделать вывод, что, в случае потенциала типа БКШ, прибли-

жение среднего поля дает точные в термодинамическом пределе и при нуле

температур результаты для энергии системы вдоль всего перехода от режима

БКШ к разреженному режиму пар – по крайней мере, в случае постоянной

плотности состояний. Заметим, что Леггеттом [22] отмечалось, что при-

ближение среднего поля в окрестности точки перехода может переставать

работать.

Рассмотрение более общей конфигурации – с произвольным запол-

нением окна Дебая – позволяет также установить простую связь между

двухчастичной задачей Купера и многочастичной задачей БКШ, хотя в ли-

тературе (например, в книге Шриффера [20]) встречаются утверждения о

том, что эти задачи между собой связать сложно, поскольку в режиме БКШ

волновые функции пар перекрываются очень сильно. Возможно, такой ради-

кальный вывод обусловлен неудачами Шафрофа и Блатта построить первую

микроскопическую теорию сверхпроводимости, отталкиваясь от картины,

основанной на индивидуальных парах [20]. Заметим однако, что некото-

рыми авторами – например, Леггеттом [22], подчеркивалась адекватность

представления о куперовских парах, как о гигантских молекулах. Тем не

менее, как показано выше, оказывается возможным представить энергию

основного состояния системы не через щель, а в эквивалентном виде че-

рез энергию связи куперовской пары, которая зависит простым образом от

заполнения окна Дебая, уменьшаясь линейно по мере роста заполнения. Та-

кое понимание вполне соответствует физике составных бозонов, которые

состоят из фермионов, так что рост плотности составных бозонов должен

приводить к уменьшению доступных мест, участвующих в формировании
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связанных состояний. Похожий эффект наблюдается и для экситонов Ванье-

Мотта [90].

Энергия связи куперовской пары задает масштаб энергий εc, отлича-

ющийся от масштаба, связанного с щелью ∆. Заметим, что эти величины

имеют схожие, но все же отличные друг от друга зависимости от константы

связи: в режиме слабой связи, v � 1, εc ∼ exp(−2/v), тогда как ∆ ∼ exp(−1/v).

Множитель 2 в экспоненте важен, поскольку энергия связи оказывается го-

раздо меньше щели. Отметим, что разница в экспоненте между энергией

связи изолированной пары в задаче Купера и сверхпроводящей щелью в

теории БКШ уже отмечаталсь в литературе (см., например, стр. 169 кни-

ги Шриффера [20]). Концептуально, сверхпроводящая щель в режиме БКШ

представляет собой разницу между энергией первого возбужденного состо-

яния и энергией основного состояния. Можно сказать, что она определяет

коллективный отклик системы на попытку разорвать одну из пар. В то же

время энергия связи пары представляет собой энергию конденсации (то есть

часть энергии основного состояния, связанную со сверхпроводящими кор-

реляциями), деленную на число пар.

Примечательно, что развитое здесь понимание энергии конденсации

отличается от распространенного в литературе. А именно, мы полагаем,

что все электроны, находящиеся в слое Дебая, участвуют в спаривании,

так что число пар просто равно числу электронов с определенной проекци-

ей спина. В книге Шриффера такие пары назывались сверхтекучими [20].

Подчеркнем, что волновая функция теории БКШ в ее вариационном виде

зависит от операторов рождения и уничтожения именно этих электронов.

Если эту волновую функцию спроецировать на состояние с фиксированным

числом частиц, то окажется, что проекция представляет собой состояние,

в которой все эти пары сконденсированы в одно и то же состояние. В то

же время, когда речь заходит об анализе энергии конденсации, говорят, что

число “куперовских пар” равно числу электронов в тонком слое порядка
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∆ вокруг энергии Ферми, то есть ρ∆, что в режиме слабой связи гораздо

меньше полного числа электронов в слое Дебая. Следуя книге Шриффера,

будем называть такие пары виртуальными. При этом полагают, что каждая

виртуальная пара обладает энергией связи порядка ∆. Перемножая эти две

величины, снова получают, по порядку величины, энергию конденсации.

Таким образом, два этих понимания отвечают двум возможным способам

разложения выражения для энергии конденсации на множители. По сути,

здесь показано, что, оставаясь в рамках представления сверхтекучих пар,

можно предложить простое и физически ясное понимание энергии основ-

ного состояния, причем при произвольном заполнении слоя Дебая. Более

того, предложенная интерпретация позволяет описывать с единых позиций

как режим БКШ, так и разреженный предел пар, тогда как концепция вир-

туальных пар, очевидно, имеет смысл только в первом случае.

Энергия связи пары обеспечивает дополнительный масштаб энергии.

Однако этот масштаб оказывается скрытым в обычных сверхпроводниках

большого размера. Представляет интерес вопрос, не может ли этот масштаб

проявиться в каких-то ситуациях? Поскольку теория БКШ оказывается точ-

ной в термодинамическом пределе при нуле температур, можно ожидать,

что этот масштаб даст о себе знать в тех ситуациях, когда данные требова-

ния нарушаются. Так, известно, что теория БКШ перестает работать даже

на качественном уровне в малоразмерных системах, содержащих небольшое

число пар [23]. Другой случай - конечные температуры в режиме перехо-

да от предела БКШ к пределу локальных пар, где проявляются эффекты,

связанные с “псевдощелью”; а “псевдощель”, согласно некоторым пред-

ставлениям, как раз может описывать разрыв пары, но без коллективного,

когерентного отлика системы. Этот последний случай в диссертационной

работе не рассматривается; однако в следующем параграфе мы коснемся

первого случая и покажем, что энергия связи пары здесь проявляется.
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2.5. Флуктуации и спаривание в наноразмерной системе

В подходе Ричардсона количество частиц фиксировано, то есть ис-

пользуется канонический ансамбль (по поводу применимости каноническо-

го ансамбля, как такового, к теории сверхпроводимости см., например, [9]).

В то же время, в теории БКШ количество частиц не фиксировано – ис-

пользуется описание с помощью большого канонического ансамбля, кото-

рое становится точным в пределе большого числа частиц. Кроме того, в

теории БКШ применяется метод среднего поля, который, по определению,

является приближеными. Тем не менее, погрешности в термодинамическом

пределе нивелируются, так что результаты теории БКШ – по крайней мере,

для низколежащей части спектра – оказываются точными.

Ясно однако, что описание с помощью большого канонического ан-

самбля должно переставать работать, если количество частиц в системе ста-

новится небольшим. Из литературы известно, что именно это и происходит

с теорией БКШ, если ее применить к малоразмерным системам – напри-

мер, сверхпроводящим наногранулам [23]. Однако и здесь можно частично

исправить ситуацию, если использовать различные типы приближений сред-

него поля, в которых число частиц фиксировано [23,91]. С другой стороны,

в этом случае пропадают изящество и простота, характерные для теории

БКШ, и приходится применять тяжелые численные методы.

В отличие от теории БКШ подход Ричардсона дает точное решение

задачи в представлении с фиксированным числом частиц, то есть оба ис-

точника погрешностей, характерных для теории БКШ, здесь отсутствуют. К

сожалению, за это приходится заплатить свою цену - в общем случае урав-

нения Ричардсона пока не поддаются аналитическому решению. Известны

лишь решения в нескольких пределах, среди которых - рассмотренный на-

ми ранее термодинамический предел с конечной безразмерной константой

связи, в котором оказывается точной теория БКШ (заметим, что все извест-
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ные ранее аналитические решения были получены Ричардсоном и Годеном).

В этом пределе энергия конденсации является неаналитической функцией

константы взаимодействия. Другие два предела - предел очень слабой свя-

зи и предел сильной связи, в которых энергия конденсации в лидирующем

порядке просто пропорциональна константе взаимодействия. Предел очень

слабой связи релевантен для малоразмерных сверхпроводников, в которых

щель (и, как утверждается ниже, энергия связи пары) оказывается срав-

нимой с расстоянием между соседними одноэлектронными уровнями. В

этом случае, теория БКШ перестает работать даже на качественном уровне,

поскольку она предсказывает отсутствие сверхпроводящих корреляций, как

таковых. Можно сказать, что в термодинамическом пределе квантовые флук-

туации фактически отсутствуют, тогда как в пределе очень слабой связи они

доминируют. Разные режимы проиллюстрированы на Рис. 2.4.

Таким образом, существует принципиальный вопрос, как описать пе-

реход от одного типа поведения к другому? Данный вопрос является харак-

Рис. 2.4. Разные режимы для энергии основного состояния при N = NΩ/2. Режим I соот-

ветствует пределу очень слабой связи: v � 1/ ln NΩ при NΩ → ∞. Режим II соответствует

термодинамическому пределу: v постоянна и конечна при NΩ → ∞. Режим III - предел

сильной связи v � 1. Режим I и переходная область не удовлетворяют критерию (2.40)

применимости вероятностного подхода.
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терным для современной физики твердого тела, в которой уделяется особое

внимание тому, как макроскопические свойства возникают по мере увели-

чения размеров системы. В нашем случае, данная проблема имеет явную

математическую составляющую – требуется описать переход от неанали-

тической зависимости от константы связи к зависимости аналитической.

С точки зрения физики вопрос так же нетривиален, ведь в пределе БКШ

энергия конденсации является экстенсивной величиной, а в пределе очень

слабой связи – интенсивной [62–64].

До настоящего времени переход от одного предела к другому, в рам-

ках подхода Ричардсона, исследовался либо с помощью численных методов

решения уравнений, либо с помощью разложений с одного или другого

предела [23,92]. В области перехода по-видимому не существует малого па-

раметра, который можно было бы использовать для построения какого-либо

разложения.

Заметим, что, вообще говоря, представляется возможным обобщить

развитый ранее вероятностный подход на случай системы малого размера.

Однако для этого необходимо оперировать с более низкой эффективной тем-

пературой кулоновского газа на плоскости, что требует умения вычислять

более сложные интегралы сельберговского типа, чем те, что фигурировали

в предыдущих параграфах – в частности, они должны содержать более вы-

сокие степени определителей Вандермонде. Технически эта задача весьма

трудна. Тем более примечательно, что некоторые результаты можно полу-

чить и без вероятностного подхода, но развивая отдельные предложенные

нами ранее идеи.

Целью настоящего параграфа состоит в том, чтобы использовать сим-

метрийные соображения для получения аналитических результатов в обла-

сти перехода. Известно, что симметрийные соображения могут быть очень

полезными в случаях, когда прямые методы решения малоэффективны. Так,

квантовые флуктуации не могут нарушить симметрию гамильтониана. Ранее
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нами было показано, что гамильтониан, принятый в теории БКШ, для кото-

рого и существует точное решение Ричардсона, обладает симметрией между

парами электронов и парами дырок. В модели с эквидистантным располо-

жением одноэлектронных уровней это приводит к возможности связывать

между собой выражения для энергий разного количества электронов в слое

Дебая точными соотношениями (см. (2.23)). Ранее мы уже использовали

электронно-дырочную симметрию в рамках вероятностного подхода – при

переходе через половинное заполнение окна Дебая мы переключались от

представления гамильтониана в терминах электронов к представлению че-

рез дырки, для которых также могут быть записаны свои уравнения Ричард-

сона. При этом мы отбрасывали, как несущественные в термодинамическом

пределе, некоторые слагаемые в (2.23). Теперь все эти слагаемые требуется

сохранять.

Несмотря на то, что электронно-дырочная симметрия содержится в

гамильтониане, она явным образом не проявляется в уравнениях Ричард-

сона. Поэтому использование этой симметрии - это дополнительный ин-

струмент, который может быть весьма полезен при решении уравнений с

помощью, например, тех или иных разложений. Более того, подобными

скрытыми симметриями должны обладать и другие уравнения Бете.

Итак, снова рассмотрим систему фермионов с двумя возможными

проекциями спина. Будем считать, что по-прежнему эту систему можно

описывать с помощью гамильтониана теории БКШ, спаривающего лишь

электроны с противоположными направлениями импульса и проекциями

спина (точнее, тут речь должна идти о спаривании состояний, получающих-

ся друг из друга операцией обращения времени). Хотя такой гамильтонин

кажется слишком простым для описания сверхпроводников ультрамалого

размера, его применимость в маленьким диффузным сверхпроводящим гра-

нулам была обоснована в ряде работ [94–96] (т.н. универсальный гамильто-

ниан). Для этого важно, чтоб энергия Таулесса, которая определяет обратное
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время диффузии через гранулу, была намного больше среднего расстояния

между соседними уровнями энергии. Также считается, что энергия Таулесса

должна превышать величину сверхпроводящей щели.

Будем снова полагать, что энергии одноэлектронных уровней рас-

пределены равномерно (модель эквидистантных уровней), так что разница

между энергиями двух соседних уровней εk равна 1/ρ. Плотность состояний

ρ увеличивается с ростом размеров системы, а константа связи V уменьша-

ется; в сверхпроводнике большого размера безразмерная константа связи

v = ρV конечна. Напомним, что в теории БКШ интервал энергий между εF0

и εF0 + Ω всегда заполнен наполовину. Таким образом, полное количество

доступных состояний с одной из двух проекций спина равно NΩ ≡ ρΩ при

N = NΩ/2; εk пробегает значения от εF0 до εF0 + (NΩ − 1)/ρ, всего принимая

NΩ значений. Мы же снова будем рассматривать общий случай произвольно-

го заполнения, и теперь это будет делаться с достаточно прикладной целью

- а именно, рассматривая произвольное заполнение, мы будем стремиться

получить информацию о половинном заполнении, которое, по всей видимо-

сти, наиболее физически релевантно. Результаты будут представлены только

для половинного заполнения. При этом для простоты будем ограничиваться

четными значениями NΩ.

В диссертационной работе рассматривается лишь модель эквиди-

стантных уровней, которая дает простейшее, но физически осмысленное

распределение одноэлектронных уровней энергии (хотя и не учитывает ре-

альную форму системы). Именно по этой причине данная модель представ-

ляется наиболее привлекательной начальной точкой для изучения значения

электронно-дырочной симметрии для решения уравнений Ричардсона. От-

метим, что в литературе ранее также анализировались сверхпроводящие

корреляции в малоразмерных системах со случайными расстояниями меж-

ду уровнями, распределенными в соответствии с гауссовым ортогональным

ансамблем [97]. При этом использовалось как приближение среднего поля,
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так и точный подход Ричардсона (в последнем случае уравнения решались

численно). Подобная статистика типична для малых металлических гранул.

В результате было показано, что кроссовер между сверхпроводящим состо-

янием и режимом доминирования флуктуаций в этом случае плавен, как и в

случае модели эквидистантных уровней. Принимая во внимание этот факт,

равно как и то обстоятельство, что нас интересуют ответы на достаточно

принципиальные вопросы, возникающие для любых типов распределения,

использование модели эквидистантных уровней здесь представляется пол-

ностью оправданным.

Итак, электронно-дырочная симметрия диктует соотношение (2.23)

для энергий основного состояния. Разделим EN на аддитивный вклад 2NεF0,

который просто соответствует сдвигу всех энергетических величин в урав-

нениях Ричардсона, и вклад E
′
N , который не зависит от εF0

EN(εF0) = 2NεF0 + E
′
N . (2.88)

Подставляя (2.88) в (2.23), приходим к функциональному уравнению

E
′
N = E

′
NΩ−N + (NΩ − 2N)

(
V − NΩ − 1

ρ

)
, (2.89)

которое выполняется точно. Это нетривиальное соотношение позволит нам

связать энергию конденсации N пар с этой же величиной для NΩ − N пар.

Заметим, что оно автоматически выполняется при половинном заполнении,

N = NΩ/2.

Подчеркнем, что хотя электронно-дырочная симметрия может быть

достаточно легко извлечена из гамильтониана, представляется совсем не

очевидным, что решение N уравнений связано с решением NΩ−N уравнений

через такое простое и универсальное соотношение, как (2.89).

Поскольку E
′
N - функция дискретной переменной N, которая пробе-

гает NΩ значений, E
′
N всегда может быть представлено в виде полинома

от N степени NΩ. При этом вместо использования элементарных мономов
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Nn, разложение удобнее проводить по символам Похгаммера, так как (N)n

может рассматриваться в качестве полинома от N степени n. Тогда имеем

E
′
N =

NΩ∑

n=1

en(N)n, (2.90)

где en - набор неизвестных величин.

Далее, E
′
N может быть тоже разделено на энергию конденсации E(cond)

N

и вклад от чистой кинетической энергии (в нормальном состоянии). Послед-

няя представляется универсально в виде N(N − 1)/ρ, и эта величина может

быть описана с помощью второго слагаемого в сумме (2.90).

Вплоть до этого момента все результаты были точными. Теперь мы

делаем предположение, что основной вклад в E
′
N обеспечивается двумя пер-

выми слагаемыми в сумме (2.90), то есть

E
′
N ' e1N + e2N(N − 1). (2.91)

Это предположение представляется полностью разумным, поскольку имен-

но такая форма E
′
N возникает в трех пределах, решаемых аналитически, о

которых речь шла выше (см. Рис. 2.4). Обсудим структуру энергии кон-

денсации в этих трех пределах – кинетическая энергия N(N − 1)/ρ всегда

согласуется с (2.91), как уже упоминалось чуть выше.

Итак, первый предел - это режим очень слабой связи, который мо-

жет реализовываться при конечных NΩ (v � 1/ ln(NΩ), а потому критерий

(2.40) не выполняется), в котором все энергетические величины располо-

жены на вещественной оси, причем каждая величина находится чуть ниже

своего одноэлектронного уровня энергии. Таким образом, вся энергия си-

стемы приближается к энергии системы невзаимодействующих электронов.

В этом случае, E(cond)
N = −VN, так что (2.91) удовлетворено. Второй предел

- это предел сильной связи (v � 1), в котором все энергетические величины

находятся далеко от линии одноэлектронных энергий на комплексной плос-

кости. В этом случае, E(cond)
N содержит слагаемые, пропорциональные N и
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N(N − 1). Наконец, есть третий предел бесконечно большого N при конеч-

ном ненулевом v, который ранее нами решался с помощью вероятностного

подхода; E(cond)
N здесь имеет ту же структуру. Эти три режима крдиналь-

но отличаются друг от друга, но при этом форма E(cond)
N в них одна и та

же. Именно поэтому мы и предположили, что эта форма должна оставать-

ся устойчивой, сохраняясь в переходной области, которая характеризуется

конечными NΩ и произвольными v (критерий (2.40) снова не выполняется).

Заметим, что, помимо универсальности, зависимость энергии конденсации

от N в этих трех пределах характеризуется исключительной простотой, то-

гда как зависимость от v меняется радикальным образом – от аналитической

к неаналитической.

Теперь будем рассматривать e1 и e2 в качестве неизвестных чисел

и подставим (2.91) в (2.89). Затем приравняем множители при (N)0, (N)1 и

(N)2 и получим таким образом систему трех линейных уравнений для e1

и e2. Эти уравнения оказываются зависимыми и поэтому дают лишь одно

условие

e2 = − e1

NΩ − 1
+

(
NΩ − 1
ρ

− V
)

1
NΩ − 1

. (2.92)

На данном шаге остается только одно неизвестное число, e1. Оно

может быть легко определено, если рассмотреть задачу с одной парой в

качестве граничного условия в пространстве дискретных значений N. Полу-

чаем: E
′
1 = e1, где e1 дается решением единственого уравнения Ричардсона:

V =

NΩ−1∑

n=0

1
2n/ρ − e1

, (2.93)

при условии e1 < 0, которое гарантирует, что мы выбираем наименьшее по

энергии решение; тогда −e1 есть ничто иное, как энергия связи единичной

пары. В общем случае, −e1 должно быть найдено численно, тогда как точ-

ные аналитические результаты возможны в некоторых пределах, как пока-

зано ниже. Заметим, что (2.93) может быть представлено с использованием
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дигамма-функции:

ρV
2

= ψ

(
NΩ +

ρ|e1|
2

)
− ψ

(
ρ|e1|

2

)
. (2.94)

Выражение для E
′
N получается подстановкой (2.92) в (2.91):

E
′
N =

N(N − 1)
ρ

+ Ne1

(
1 − N − 1

NΩ − 1

)
− VN

N − 1
NΩ − 1

, (2.95)

где первое слагаемое происходит из кинетической энергии нормальных

электронов, тогда как два следующих дают энергию конденсации. Приме-

чательно, что метод воспроизводит первый вклад точно, хотя уравнения

Ричардсона мы и не решали. В итоге, выражение для энергии конденсации

принимает вид

E(cond)
N /N = e1

(
1 − N − 1

NΩ − 1

)
− V

N − 1
NΩ − 1

. (2.96)

Выражение (2.96), дополненное (2.93), является основным результатом дан-

ного параграфа.

Теперь рассмотрим пределы, в которых уравнение (2.93) может быть

решено аналитически, чтобы проверить, дает ли (2.96) разумные результаты.

Начнем с предела очень слабой связи, в котором решение (2.93) при-

ближается к нижнему одноэлектронному уровню настолько близко, что рас-

стояние становится гораздо меньше, чем 1/ρ, и, более того, вклады от других

уровней пренебрежимо малы. Тогда мы получаем простое решение e1 = −V .

Оценивая отброшенные вклады от остальных уровней, получаем критерий

применимости данного результата: v � 1/ ln(NΩ). В этом случае, благодаря

сокращению в (2.96), E(cond)
N /N сводится к −V , как и должно быть. Заметим,

что энергия конденсации в этом пределе не зависит от фактора заполнения

окна Дебая.

Далее, рассмотрим противоположный предел, в котором расстояние

между единственной энергетической величиной и низшим уровней намного

больше расстояния между уровнями 1/ρ, и количество уровней NΩ также
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велико. Эти обстоятельства позволяют заменить сумму в (2.93) интегралом,

что дает

e1 ' −2Ω
exp(−2/v)

1 − exp(−2/v)
. (2.97)

Таким образом, имеются два критерия применимости этого результата:

NΩ � 1 и NΩ exp(−2/v)/(1 − exp(−2/v)) � 1. Предел образца бесконечного

размера, в котором v фиксировано и конечно, таким образом всегда удовле-

творяет этим критериям. Также легко видеть, что | e1 |, задаваемое (2.93),

намного больше, чем V в пределе образца большого размера, NΩ −→ ∞, так

что V ∼| e1 | /NΩ. Это означает, что в этом пределе V может быть опущено

в (2.96). Тогда имеем

E(cond)
N /N ' −2

(
Ω − N

ρ

)
exp(−2/v)

1 − exp(−2/v)
, (2.98)

что дает нам уже знакомый результат для термодинамического предела.

Подчеркнем, что полученные результаты представляются весьма

нетривиальными. Действительно, энергия конденсации (2.96) дается сум-

мой двух вкладов. В пределе очень слабого спаривания, оба они по порядку

величины совпадают, а их сумма дает точный результат. При этом, в пре-

деле образца большого размера, NΩ −→ ∞ с конечным ненулевым v, одно

из слагаемых становится по порядку величины 1/NΩ от второго, так что его

можно опустить, поскольку оно дает лишь интенсивный вклад. Зато теперь

оставшееся слагаемое снова дает точный результат. Такая весьма необычная

конкуренция между этими двумя слагаемыми указывает на то, что предло-

женная формула для энергии конденсации должна оставаться применимой

и вне данных пределов.

Фактически с помощью манипуляций с энергией связи единичной

пары, которая в общем случае должна быть отыскана численно, мы обходим

проблему неприменимости методов, использующих разложения по 1/N к

нормальному состоянию в пределе малых V , которая была заострена еще

Ричардсоном [64].
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Для того, чтобы удостовериться в применимости полученных резуль-

татов к переходной области, проведем сравнение теоретических предсказа-

ний с результатами численного решения системы уравнений Ричардсона для

разного количества пар – от 1 до 50 при половинном заполнении. Сравним

энергии конденсации при использовании (2.96) (где e1 получалось числен-

ным решением (2.93)). Вдобавок приведем результаты для энергии конден-

сации, получаемые при использовании теории БКШ с нефиксированным

количеством частиц; единственная разница со стандартной версией этой

теории будет заключаться в том, что мы не станем заменять суммы на ин-

тегралы, решая уравнение на щель и вычисляя энергию конденсации, как

таковую, что важно для систем с малым количеством пар, поскольку замены

сумм на интегралы здесь приводят к заметным погрешностям.

Результаты представлены на Рис. 2.5 для трех значений N. Энергия

конденсации нормирована на 2/ρ. Сплошные линии соответствуют анали-

тической формуле (2.96), пунктирные линии - результатам численного ре-

шения уравнений Ричардсона, а точечные линии - теории БКШ. Видно, что

в общем имеется хорошее согласие в переходной области. Поэтому наше

предположение можно считать подтвержденным. Напротив, результаты тео-

рии БКШ становятся адекватными лишь в пределе больших N, тогда как

для любого N есть область малых значений v, в которых теория БКШ невер-

на даже качественно из-за того, что исчезает решение уравнения на щель

(уравнения самосогласования). При этом в даном пределе, где говорят о

доминировании квантовых флуктуаций, наша формула работает хорошо.

Нетрудно заметить, что в рамках подхода, предложенного в этом па-

раграфе, снова возникает энергетический масштаб, дающий энергию связи

единичной пары, который альтернативен щели ∆. Эта велична является ос-

новным “строительным блоком”, используемым в нашем подходе. Посколь-

ку в малых системах теория БКШ перестает работать, можно ожидать, что

здесь этот скрытый параметр начнет себя как-то проявлять в явном виде.
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Рис. 2.5. Энергия конденсации на пару (нормированная на 2/ρ), как функция константы

взаимодействия v = ρV для N пар: N = 5 (a), N = 25 (б), N = 50 (в). Сплошные ли-

нии - результат аналитических вычислений, пунктирные - численное решение уравнений

Ричардсона, точечные линии - теория БКШ.

Действительно, анализ формул (2.96) и (2.93) показывает, что когда рассто-

яния между соседними уровнями оказываются сопоставимыми с энергией

связи изолированной пары, в уравнении (2.93) нельзя перейти от сумми-

рования к интегрированию, и (2.96) начинает существенно отличаться от

предсказаний теории БКШ.

Примечательно, что к аналогичному выводу пришли авторы рабо-

ты [92], в которой, также с использованием подхода Ричардсона, было заме-

чено, что, при уменьшении размеров системы, результат теории БКШ для

энергии основного состояния перестает давать адекватные результаты го-

раздо раньше, чем когда расстояние между соседними уровнями становится

сравнимым с ∆. Согласно [92], это происходит, когда для расстояний 1/ρ на-

чинает выполняться соотношение 1/ρ ≈ 2∆2/Ω. Авторы [92] предположили,

что это подразумевает наличие дополнительного масштаба энергии 2∆2/Ω.

Из записанного в таком виде выражения трудно понять его "происхожде-

ние", его структура выглядит загадочной. Однако несложные манипуляции

показывают, что в пределе системы большого размера 2∆2/Ω есть не что

иное как все та же энергия связи −e1 (когда v мало), что прошло мимо вни-

мания авторов работы [92]. В частности, как обсуждалось в предыдущем

параграфе, в этом пределе обе величины имеют схожие, но все же раз-

личные зависимости от v. Заметим, что в [92] были высказаны некоторые
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предложения о том, как энергию конденсации гранулы можно исследовать

экспериментально с помощью измерения спиновой намагниченности и спи-

новой восприимчивости.

Таким образом, можно сделать вывод, что в малоразмерных системах

скрытый энергетический масштаб, представляющий собой энергию связи

единичной пары, проявляет себя в явном виде. А именно, теория БКШ

перестает адекватно работать, когда расстояния между соседними одно-

электронными уровнями энергии оказываются приближенно равными этому

масштабу. Когда же расстояния оказываются сопоставимы со сверхпрово-

дящей щелью ∆, БКШ перестает работать даже на качественном уровне,

предсказывая полное исчезновение сверхпроводящих корреляций.

Отметим, что представляется перспективным обобщить подход на

возбужденные состояния, а также на другие типы распределения одноэлек-

тронных уровней. Не исключено, что точность предложенной формулы в

переходной области может быть улучшена, если каким-то образом инкорпо-

рировать логарифмические зависимости от количества частиц в разложение

(2.90). Кроме того, анализ симметрий между электронами и дырками может

быть полезным в более широком контексте решения уравнений Бете. Напри-

мер, этот инструмент можно применять при исследовании вопроса о том,

обеспечивают ли решения уравнений Бете полноту базиса волновых функ-

ций, следующую из исходного уравнения Шредингера [93]. Также заметим,

что точное соотношение (2.89) может использоваться для проверки точности

найденных численными методами решений уравнений Ричардсона, а также

для анализа природы сингулярностей в решении уравнений, возникающих

при определенных условиях (как отражается переход к представлению через

дырки на сингулярностях).
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2.6. Краткие выводы

В этой главе изучалось куперовское спаривание в рамках подхода

Ричардсона, который позволяет найти точное многочастичное решение га-

мильтониана теории БКШ.

Был предложен новый способ решения уравнений Ричардсона в тер-

модинамическом пределе, в котором не предполагается заранее, что энерге-

тические величины выстраиваются в одномерные структуры на комплексной

плоскости (как это делалось ранее в методе, восходящем к Годену). Для луч-

шего понимания сущности этого метода полезно привлечь точную электро-

статическую аналогию для уравнений Ричардсона, в которой энергетические

величины ставятся в соответствие со свободными взаимодействующими за-

рядами на плоскости, а положения зарядов соответствуют значениям этих

величин (кулоновская плазма). Таким образом квантовая задача сводится к

некоторой классической, детерминистической задаче в пространстве энер-

гетических величин.

В диссертационной работе от рассмотрения энергии зарядов на плос-

кости предложено перейти к аналогу гиббсовской вероятности при конеч-

ной, но низкой температуре. Выражение для вероятности оказывается схо-

жим с волновой функцией Лафлина; оно факторизуется. Далее положение

центра масс системы свободных зарядов, которое и равно энергии исход-

ной квантовой задачи, реконструируется путем вычисления соответствую-

щей статистической суммы. При этом оказывается, что энергия квантовой

задачи определяется логарифмической производной по обратной темпера-

туре от классической статсуммы, что представляется довольно необычным

примером соответствия между квантовой и классической физикой.

Статсумма задается многомерным интегралом сельберговского типа.

Интегралы такого типа фигурируют в комформной теории поля и теории

случайных матриц. Предложены аналитические методы вычисления соот-
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ветствующих интегралов, основанные на сведении интегралов к суммам

биномиального типа, которые далее вычисляются с помощью манипуля-

ций детерминантами Вандермонде. Вычислены интегралы, относящиеся к

основному и первому возбужденным состояниям квантовой задачи при про-

извольном заполнении окна Дебая. При этом контур интегрирования вы-

бирался, исходя из некоторых достаточно правдоподобных предположений.

Проведено обобщение среднеполевой теории БКШ на случай произвольного

заполнения окна Дебая.

В результате показано, что обобщенная теория БКШ точно описывает

энергию основного и первого возбужденного состояний системы в термо-

динамическом пределе и при нуле температур при любом заполнении окна

Дебая, то есть вдоль всего перехода от предела локальных пар к плотно-

му пределу БКШ. Данный вывод подтверждается и с помощью еще одного

метода решения уравнений Ричардсона, предложенного в диссертационной

работе, который позволяет находить разложение плотности энергии систе-

мы по степеням плотности пар, то есть в виде вириального разложения. Оба

метода могут быть применены и к другим уравнениям анзаца Бете, среди

которых уравнения Ричардсона представляют собой лишь один пример.

Рассмотрение конфигурации с произвольным заполнением окна Де-

бая позволило проследить, как меняется энергия основного состояния при

переходе от двухчастичной задачи Купера к плотному режиму БКШ. Ока-

залось, что энергию конденсации всегда можно представить в терминах

энергии связи пары, которая, в многочастичной конфигурации, уменьшает-

ся пропорционально числу занятых состояний в слое Дебая по сравнению

с изолированной парой. Количество таких пар равно полному количеству

электронов с заданной проекцией спина в окне Дебая. Эта интерпретация

отличается от довольно распространенной интерпретации того же резуль-

тата в терминах “виртуальных” пар, согласно которой куперовские пары

образуется лишь электронами, лежащими в слое толщиной порядка сверх-
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проводящей щели вокруг уровня Ферми, а энергия связи такой пары равна

щели. Два этих представления отвечают двум возможным разбиениям энер-

гии конденсации на множители. Тем не менее, предложенная в диссерта-

ционной работе картина обладает некоторыми преимуществами, позволяя

связать воедино разреженный и плотный режимы пар. Кроме того в ней

более четко видна прослеживается многочастичная природа щели, пред-

ставляющей собой коллективный отклик системы на разрыв пары.

Предложенная интерпретация результатов теории БКШ предполагает,

что существует скрытый масштаб энергии, задаваемый не сверхпроводящей

щелью, а энергией связи пары, которая значительна меньше в пределе сла-

бой связи. В диссертационной работе рассмотрены системы малого размера,

в которых теория БКШ, как известно, перестает работать, и поэтому можно

ожидать проявления этого скрытого масштаба энергий в более явном виде.

Это было сделано с привлечением идеи об электронно-дырочной симмет-

рии.

А именно, было показано, что уравнения Ричардсона обладают скры-

той симметрией между спаренными электронами и спаренными дырками в

слое Дебая. Используя этот факт, а также дополнительное предположение

об общей структуре решения, выполняемое в точно решаемых пределах,

была предложена единая формула для энергии конденсации системы, кото-

рая применима вдоль всего перехода от режима БКШ в термодинамическом

пределе к режиму доминирования флуктуаций в пределе систем ультрамало-

го размера. Для проверки точности этой формулы проводилось сравнение с

результатами численного решения уравнений Ричардсона для разного чис-

ла пар. Выявлена хорошая точность в переходной области. В предложен-

ном подходе задача решения уравнений Ричардсона сводится к решению

одного уравнения для единичной пары, в роли основного "строительного

блока"естественным образом снова выступает энергия связи такой пары.

Более того, показано, что по мере уменьшения размера системы, теория
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БКШ перестает давать точные результаты, когда среднее расстояние между

соседними одноэлектронными уровнями становится сравнимым с энергией

связи пары. Когда она становится сопоставимой с щелью, теория БКШ пере-

стает работать даже качественно, неправильно предсказывая исчезновение

всяких сверхпроводящих корреляций.

Анализ литературы показал, что на существование дополнительно-

го масштаба энергий в малоразмерных системах, отличного от щели, уже

обращалось внимание - именно в вышеуказанном смысле. В диссертаци-

онной работе было показано, что предложенное в работе [92] выражение

для этого дополнительного масштаба энергии может быть легко переписа-

но в эквивалентном виде, в котором оно как раз и совпадает с энергией

связи изолированной пары. Таким образом, действительно можно считать,

что в малоразмерных системах существование дополнительного масштаба

энергий проявляется в явном виде.
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ГЛАВА 3

Вихревое состояние и флуктуации в системах малого размера:

сверхпроводники и конденсаты атомов щелочных металлов

3.1. Введение

В данной главе диссертационной работы исследуются свойства ма-

лоразмерных сверхпроводящих и сверхтекучих систем, чьи размеры сопо-

ставимы с длиной когерентности, которая задает характерный размер серд-

цевины топологического дефекта. Для таких систем, в целом, уже могут

использоваться среднеполевые методы описания сверхпроводящих и сверх-

текучих состояний.

Интерес к подобным системам в полной мере проявился в послед-

ние 10-20 лет в связи с впечатляющим прогрессом в экспериментально-

технологических методах. Так, современные технологии миниатюризации

позволяют создавать твердотельные образцы с поперечными размерами, на-

чиная с десятков нанометров, и хорошо контролируемой формой. Свойства

таких систем активно исследуются как экспериментально, так и теорети-

чески. Этот интерес связан как с фундаментальными вопросами – напри-

мер, как макроскопические свойства системы образуются при увеличении

размеров системы, так и возможностью использовать наноразмерные свер-

проводники в приложениях – фотодетекторах [99–101], элементах низко-

температурной электроники (см., например, [102, 103]), СКВИДах, кубитах

и т.д..

В то же время, развитие техники понижения температуры до ре-

кордно низких величин позволило создавать конденсаты атомов щелочных

металлов в лабораторных условиях. Подобные системы зачастую могут опи-

сываться уже известными из физики твердого тела подходами. Однако от-

сутствие структурных дефектов и относительная простота этих систем, по
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сравнению с твердыми телами, позволяет проверять адекватность этих под-

ходов на более надежном уровне. Так, уравнение Гросса-Питаевского, вы-

веденное достаточно давно, не было до недавнего времени приложимо ни

к одной из известных систем, поскольку для его справедливости требуется

малая плотность частиц, что, очевидно, не соблюдается в жидком гелии.

Лишь с получением разреженных конденсатов атомов щелочных металлов

появилась возможность применить уравнение Гросса-Питаевского к изу-

чению реальных объектов, что и было сделано. Подчеркнем, что помимо

использования известных методов и подходов, понимание физики ультра-

холодных атомов, конечно, требует и разработки новых идей. В частности,

это относится и к переходу БЭК-БКШ.

Малоразмерные (как иногда называют в литературе, мезоскопиче-

ские) сверхпроводники и конденсаты атомов щелочных металлов в ловуш-

ках представляются достаточно родственными объектами с точки зрения

физики топологических дефектов, поскольку в обоих случаях речь идет

о системах размерами порядка длины когерентности, так что квантование

числа этих дефектов играет определяющую роль. С теоретической точки

зрения, свойства сверхпроводников можно описывать с помощью теории

Гинзбурга-Ландау, применимой вблизи критической температуры перехода в

нормальное состояние, а свойства конденсатов атомов – с помощью уравне-

ния Гросса-Питаевского, применимого наоборот при низких температурах.

Оба формализма математически близки друг к другу. Существенная разница

заключается в наличие степени свободы, связанной с магнитным полем, в

случае сверхпроводников. Однако, для малоразмерных сверхпроводников,

как правило, можно пренебречь изменением поля внутри системы, считая

его равным внешнему полю, что делает две системы еще более близкими

друг к другу.

Экспериментальное изучение свойств малоразмерных сверхпровод-

ников началось с работ Гейма с сотрудниками (см., например, [98]), которые
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исследовали с помощью транспортных измерений свойства дисков из алю-

миния субмикронных поперечных размеров и толщиной в десятки наномет-

ров. Было зафиксировано скачкообразное изменение намагниченности при

изменении внешнего поля, отвечающее входу и выходу индивидуальных

вихрей из образца. При этом отдельные вихри, из-за эффектов метастабиль-

ности и малоразмерности, были способны нести как дробный, так даже и

отрицательный поток. После экспериментов Гейма с сотрудниками свойства

таких сверхпроводников стали активно исследоваться в литературе на теоре-

тическом уровне (см., например, [104–109]), и было достигнуто приемлемое

описание результатов этих экспериментов.

В дальнейшем была поставлена серия экспериментов [110–113] с ги-

бридными образцами “сверхпроводник-ферромагнетик” субмикронного раз-

мера, которые теоретически были описаны автором диссертационной рабо-

ты. Этому вопросу будет посвящена часть данной главы диссертационной

работы.

Последующий прогресс в технологиях миниатюризации привел к но-

вому скачку в данном направлении. Методом роста в ультраразреженном ва-

кууме стало возможным получать островки из свинца с характерными попе-

речными размерами в десятки и сотни нанометров и толщиной в небольшое

число моноатомных слоёв (см., например, [52–54]). Такие островки подвер-

гаются исследованию во внешнем поле с помощью методов сканирующей

туннельной микроскопии и спектроскопии. Как будет показано в настоящей

главе диссертационной работы, в этих экспериментах система подходит к

столь малым размерам, что температурные и квантовые флуктуации способ-

ны оказывать значительное влияние на физику топологических дефектов. В

частности, этим может объясняться наблюдавшееся в экспериментах по-

давление поверхностного барьера на вход и выход вихря. Ранее влияние

флуктуаций на топологические дефекты в малоразмерных сверхпроводни-

ках практически не исследовалось. В частности, для этого требуются новые
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подходы, которые в полной мере учитывали бы то обстоятельство, что раз-

мер сердцевины вихря лишь ненамного меньше размера образца.

В то же время, практически неисследованными оказываются и во-

просы, связанные с температурными флуктуациями в конденсатах атомов

щелочных металлов. Этому вопросу также уделено внимание в этой главе

диссертационной работы. При этом исследуются и так называемые спинор-

ные конденсаты, в которых параметр порядка имеет несколько компонент, и

появляется новая степень свободы, связанная с разностью или разностями

фаз между компонентами. Эти величины также могут испытывать темпера-

турные флуктуации. Спинорные конденсаты аналогичны сверхпроводникам

с многокомпонентыми параметрами порядка, которые сейчас активно ис-

следуются. Поэтому результаты данной главы могут быть полезными и для

этого случая.

Заметим, что, когда речь заходит о малоразмерных сверхпроводни-

ках или атомных конденсатах, как правило, непросто достичь описания их

свойств на аналитическом уровне, поскольку лондоновская модель переста-

ет работать. В этой связи, обычно используются тяжелые методы численного

решения уравнений. При всей привлекательности такого подхода, зачастую

результаты таких расчетов сами требуют объяснения, тем более, что подчас

результаты вычислений разных авторов отличаются друг от друга. В данной

главе диссертационной работы особое внимание уделено разработке и усо-

вершенствованию методов решения уравнений Гинзбурга-Ландау и Гросса-

Питаевского для вихревого состояния в малоразмерных системах, основан-

ных на использовании пробных функций. Эти методы позволяют получать

многие результаты на аналитическом или полуаналитическом уровнях и та-

ким образом глубже понимать круг анализируемых физических явлений.

Основы подходов были заложены другими авторами. Однако в диссертаци-

онной работе они обобщены на более сложные ситуации. С их помощью

исследуется процесс образования вихрей, кинетика термоактивации вихря
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через поверхностный барьер, флуктуации вихревых кластеров, экзотические

топологические дефекты и флуктуации в спинорных конденсатах, сверхпро-

водящее состояние в гетероструктурах “сверхпроводник-ферромагнетик”.

Итак, можно констатировать, что несмотря на большое число работ,

посвященных физике топологических дефектов в малоразмерных сверхпро-

водниках и конденсатах атомов щелочных металлов, остается значительное

количество нерешенных вопросов. Этим проблемам – в особенности, вли-

янию температурных и квантовых флуктуаций – и посвящена данная глава

диссертационной работы.

3.2. Фазовые диаграммы систем малого размера

Когда размер системы становится сопоставимым с длиной когерент-

ности, которая определяет размер сердцевины топологического дефекта,

квантование числа таких дефектов в системе начинает играть существен-

ную роль. В этом параграфе мы рассмотрим несколько примеров.

3.2.1. Вихревое состояние в системах с подавленной поверхност-

ной сверхпроводимостью

Прогресс в методах миниатюризации, достигнутый за последние 10-

15 лет, позволяет изучать сверхпроводящие образцы с размерами порядка

сверхпроводящей длины когерентности ξ(T ).

Можно ожидать, что на вихревое состояние в малоразмерных сверх-

проводниках будет оказывать влияние и окружающая образец среда. В рам-

ках теории Гинзбурга-Ландау, это обстоятельство можно учесть через гра-

ничное условие для параметра порядка на поверхности сверхпроводника. В

литературе оно обычно именуется граничным условием де Женна [114,115].

С его помощью можно, в частности, описать подавление сверхпроводимости

на поверхности системы, которое может вызываться контактом с нормаль-
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ным металлом либо с другим сверхпроводником, обладающим более низкой

критической температурой. Исследуем вихревую фазовую диаграмму с уче-

том граничного условия де Женна в наиболее простом случае цилиндра с

длиной, намного превышающей лондоновскую глубину λ(T ), в магнитном

поле, параллельном поверхности.

Рассмотрение будем вести в рамках теории Гинзбурга-Ландау. По-

скольку цилиндр длинный, и параметр порядка, и магнитное поле не ме-

няются вдоль его оси, так что задача двумерна. Введем систему единиц, в

которой все расстояния нормированы на длину когерентности ξ(T ), магнит-

ное поле измеряется в единицах Hc2, а параметр порядка нормирован на

свое значение в бесконечной системе. Будем использовать цилиндрическую

систему с координатами r, ϕ, z и единичными векторами er, eφ, ez.

Система уравнений Гинзбурга-Ландау имеет вид:

|ψ|2ψ − ψ + (i∇ + a)2 ψ = 0, (3.1)

rot h =
1
κ2

[
a|ψ|2 +

i
2

(ψ∗∇ψ − ψ∗∇ψ)
]
, (3.2)

где a, h и ψ - безразмерные векторный потенциал, локальное магнитное поле

и параметр порядка (h = rot a, h = hez); κ – параметр Гинзбурга-Ландау.

Уравнения (3.1) и (3.2) должны быть дополнены граничными условиями:

h(R) = he, (3.3)

n(−i∇ − a)ψ =
i
b
ψ; r = R, (3.4)

где n – единичный вектор в нормальном направлении к поверхности, b длина

экстраполяции де Женна, R радиус цилиндра, he внешнее поле. Для b вы-

полняются следующие соотношения: b→ ∞ на границе обычного сверхпро-

водника и вакуума [115–117], тогда как b ∼ 1 (ξ(T ) в размерных единицах)

на границе сверхпроводника с нормальным металлом.
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Далее, разложим все величины по степеням 1/κ:

ψ =

∞∑

n=0

ψ2n
1
κ2n , a =

∞∑

n=0

a2n
1
κ2n , h =

∞∑

n=0

h2n
1
κ2n . (3.5)

Подставим (3.5) в (3.1) и (3.2), а также в граничные условия (3.3) и (3.4), а за-

тем приравняем величины при равных степенях κ. Получаем, что векторный

потенциал и магнитное поле в лидирующем порядке равны:

a0 = eφ
her
2

, h0 = he. (3.6)

Параметр порядка в лидирущем порядке ψ0 дается решением первого урав-

нения Гинзбурга-Ландау (3.1) и граничным условием (3.4) при a = a0. Это

условие задается соотношением:

∂ψ0

∂r
+
ψ0

b
= 0. (3.7)

В следующем порядке из (3.2)получаем:

h2 = −
∫ r

0
dreφ

[
|ψ0|2a0 +

i
2

(
ψ∗0∇ψ0 − ψ∗0∇ψ0

)]
(3.8)

Итак, в лидирующем порядке магнитное поле постоянно внутри образца.

Иными словами, дополнительное поле, создаваемое мейсснеровскими то-

ками и вихрями, по порядку величины составляет 1/κ2 от внешнего поля.

Поэтому энергию достаточно вычислить лишь в лидирующем порядке, если

κ велико. Поскольку и поперечный размер образца мал, данный вывод со-

храняется и для умеренных значений κ. Намагниченность сверхпроводника

определяется следующим порядком, и она может быть найдена из (3.8).

Представим ψ0 в виде разложения Фурье:

ψ0(r, φ) =

∞∑

k=0

fk(r) exp(−ikφ). (3.9)

Если модуль параметра порядка аксиально-симметричен, лишь одно слагае-

мое в (3.9) отличается от нуля. Сюда подпадают безвихревое, одновихревое
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состояния, а также фаза с гигантским вихрем кратности L посередине об-

разца. Эти три состояния соответствуют гармоникам с k = 0, 1 и L, соответ-

ственно. В состоянии с кластером вихрей Абрикосова не равны нулю более

одной компоненты разложения. В этом случае, смметрия кластера наклады-

вает определенные ограничения - некоторые из членов разложения равны

нулю. Что важно, принимая во внимание небольшое количество членов раз-

ложения (во многих случаях, всего лишь два основных, если речь идет о

системе малого размера), можно добиться описания с приемлемой точно-

стью. Так, вихревой кластер с L вихрями, расположенными кольцом, может

быть описан с учетом лишь двух членов разложения – с k1 = 0 и k2 = L. Кла-

стер с вихрем на оси цилиндра и (L−1) вихрями, расположенными кольцом

вокруг него, соответствуют k1 = 1 и k2 = L. Относительная простота этого

метода делает его весьма привлекательным. Впервые он был применен в

работах [118, 119] для исследования равновесных конфигураций вихрей. В

данной главе диссертационной работы мы обобщим метод на другие, бо-

лее разнообразные задачи, среди которых – исследование температурных

флуктуаций.

Из (3.1) и (3.9) несложно показать, что каждая функция fk(r) имеет

следующую асимптотику при r → 0:

fk(r) ∼ rk. (3.10)

Кроме того, каждая функция fk(r) удовлетворяет граничному условию (3.7).

Найти fk(r) непосредственно из первого уравнения Гинзбурга-Ландау без

привлечения численных методов не представляется возможным. Вместо это-

го можно использовать пробную функцию для fk(r). Воспользуемся следу-

ющей функцией:

fk(r) = pk
1 exp

(
−qk

(
pk

2, pk
3

) r2

R2

) (( r
R

)k
+ pk

2

( r
R

)k+2
+ pk

3

( r
R

)k+4
)
, (3.11)

где pk
1, pk

2, pk
3 вариационные параметры, а qk

(
pk

2, pk
3

)
находится из гранусло-
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вия (3.7):

qk

(
pk

2, pk
3

)
=

R
2b

+
k + pk

2(k + 2) + pk
3(k + 4)

2
(
1 + pk

2 + pk
3

) (3.12)

Пробная функция (3.11) использовалась в [120] для изучения поверхност-

ной сверхпроводимости в образцах с разной геометрией поверхности при

обычном граничном условии на параметр порядка.

Найдем энергию Гиббса G образца в состоянии с кластером вихрей

Абрикосова. Функционал Гинзбурга-Ландау для G может быть представлен

в виде суммы двух вкладов Gb и Gs. Первый из них – объемный, а второй -

поверхностный:

Gb =

∫ [
−|ψ|2 +

1
2
|ψ|4 + | (−i∇ − a)ψ|2 + κ2h2 − 2κ2hhe

]
dV, (3.13)

Gs =
1
b

∫
|ψ|2dS (3.14)

Интегрирование в (3.13) и (3.14) проводится по объему и поверхности си-

стемы, соответственно.

Подставляя (3.9) в (3.13) и (3.14) и учитывая (3.6), получаем энергию

системы в состоянии с кластером вихрей (на единицу длины цилиндра):

Gb = 2π
∫ R

0
rdr

[
1
2

(
f 4
k1

+ f 4
k2

+ 4 f 2
k1

f 2
k2

)
− f 2

k1
− f 2

k1
+

(
d fk1

dr

)2

+

(
d fk2

dr

)2

− κ2h2
e +

f 2
k1

(
her
2
− k1

r

)2

+ f 2
k2

(
her
2
− k2

r

)2]
, (3.15)

Gs =
2πR

b

(
f 2
k1

(R) + f 2
k2

(R)
)
. (3.16)

Используя (3.11) и (3.12), находим из (3.15) и (3.16) энергию G как

аналитическую функцию вариационных параметров pk1
1 , pk1

2 , pk1
3 and pk2

1 ,

pk2
2 , pk2

3 (выражение слишком громоздко и мы его поэтому не приводим).

Значения этих параметров окончательно определяем численно из условия

минимума энергии.
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Далее, зная параметр порядка, можем вычислить намагниченность,

которая задается соотношением:

−4πM =< h > −he, (3.17)

где < h > среднее поле в образце. Учитывая (3.8) и (3.9), получаем:

−4πM =
2

κ2R2

∫ R

0
rdr

∫ r

0
dx

[
f 2
k1

(x)
(
hex
2
− k1

x

)
+ f 2

k2
(x)

(
hex
2
− k2

x

)]
(3.18)

Сравнивая энергии различных состояний, можно определить равно-

весную фазовую диаграмму цилиндра. Результаты вычислений показаны на

Рис. 3.1 для разных значений b: b = 1 (а), b = 2, 5 (б), b = 5 (в), b → ∞ (г).

Кривая 1 соответствует переходу из нормального в сверхпроводящее состо-

яние (поверхностное критическое поле hc3). Функция hc3(R) существенным

образом зависит от b: hc3(R) уменьшается с увеличением b. Ниже hc3 про-

исходят переходы между состояниями с различной завихренностью. Видно,
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Рис. 3.1. Равновесные фазовые диаграммы цилиндров для различных значений длины экс-

траполяции де Женна: b = ξ(T ) (а), b = 2, 5ξ(T ) (б), b = 5ξ(T ) (в), b → ∞ (г). Сплошные

(пунктирные) линии показывают переходы первого (второго) рода.
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что площадь домена на фазовой диаграмме, в котором выгодно существова-

ние гигантских вихрей, быстро уменьшается по мере уменьшения b. Пунк-

тирные линии показывают переходы между состояниями с гигантским вих-

рем и вихревым кластером, происходящие без изменения завихренности.

Ниже этих линий вихревые кластеры имеют меньшую энергию. Перехо-

ды между этими двумя состояниями являются переходами второго рода,

тогда как переходы с изменениями завихренности всегда являются перехо-

дами первого рода. При этих переходах второго рода, с уменьшением поля,

гигантский вихрь расщепляется на отдельные вихри, расстояние между ко-

торыми постепенно растет. Кривая 2 соответствует нижнему критическому

полю.

С увеличением внешнего поля сверхпроводящее состояние в цилин-

дре способно проходить довольно сложный ряд превращений. Оно может

переходить из состояния с гигантским вихрем в состояние с кластером вих-

рей и затем обратно. Например, при R = 4, 4, b = 1 происходит следующий

ряд переходов: 0 → 1 → 2m → 2g → 3m → 3g → 4m → 4g, где число обозна-

чает завихренность, а индекс – тип состояния: ”m” cотносится к состоянию

с кластером вихрей, ”g” - к состоянию с гигантским вихрем. При R = 4, 1,

b = ∞ происходят следующие переходы: 0 → 1 → 2g → 3m → 3g → 4m →
4g → 5g → 6g → 7g → 8g → 9g → 10g → 11g.

Результаты вычислений для намагниченности при κ = 5 представле-

ны на Рис. 3.2 (а) для b = 1, R = 4, 625 и на Рис. 3.3 (а) для b→ ∞, R = 4, 05.

В этих двух случаях, образцы могут вместить в себя гигантские вихри с

максимальными завихренностями 5 и 11 перед переходом в нормальное со-

стояние. Скачки намагниченности соответствуют переходам между состоя-

ниями с разными завихренностями. В первом случае, при he ≈ 0, 61 (0, 61Hc2

в размерных единицах) происходит переход от кластера с двумя вихрями в

состояние с гигантским вихрем с завихренностью 2 (2m → 2g). Во втором

случае, переход 3m → 3g происходит при he ≈ 0, 74 и переход 4m → 4g проис-
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ходит при he ≈ 0, 87. Все эти переходы сопровождаются слабыми скачками

первой производной намагниченности по полю. Поведение намагниченно-

сти вблизи переходов показано на Рис. 3.2 (б) и 3.3 (б). Сплошные линии

относятся к равновесной намагниченности, пунктирные - к метастабильным

состояниям, относящимся к фазам с гигантскими вихрями.

Примечательно, что уменьшение b ведет к сглаживанию дискретного

характера намагниченности, то есть характерные величины скачков умень-

шаются.
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Рис. 3.2. Равновесная намагниченность цилиндра R = 4, 625 при b = 1, κ = 5. Пунктирная

линия - намагниченность в метастабильной фазе.
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Рис. 3.3. Равновесная намагниченность цилиндра R = 4, 05 при b → ∞, κ = 5. Пунктирная

линия - намагниченность в метастабильной фазе.



103

3.2.2. Гибридные структуры “сверхпроводник-ферромагнетик”

В настоящее время гибридные структуры ферромагне-

тик/сверхпроводник привлекают значительное внимание. Подобные

структуры рассматриваются в качестве кандидатов для технологических

приложений, т.к. в них, в частности, можно подстраивать магнитное поле,

в котором возникает сверхпроводящее состояние.

Сверхпроводящее кольцо с помещенной посередине него магнитной

точкой может служить в качестве возможного элемента низкотемпературной

электроники. В работе [122] была предложена конструкция кубита на основе

кольца субмикронного размера, содержащего три джозефсоновских контак-

та. Прикладывая внешний магнитный поток, можно получать состояния с

противоположной циркуляцией тока в кольце. В частности, если пренебречь

зарядовой энергией, состояния с противоположными циркуляциями оказы-

ваются вырожденными при значении потока через кольцо, равном Φ0/2.

Если учесть зарядовую энергию, между этими двумя состояниями появля-

ется разность в энергии. Их можно использовать в качестве двух квантовых

состояний кубита.

Представляется важным инкорпорировать “π-сдвиг” в само устрой-

ство [123]. Этой проблеме уделяется большое внимание, и был выдвинут ряд

соответствующих предложений. Одно из них сформулировано в работе [113]

с участием автора диссертационной работы. В ней предлагалось поместить

в центр кольца магнитный дот со специально подобранными параметрами,

которые бы обеспечивали “π-сдвиг”. Это предложение обладает важным

преимуществом по сравнению с другой популярной идеей - использовать

сверхпроводник с d-симметрией параметра порядка. А именно, в устрой-

стве с магнитны дотом можно использовать обычный сверхпроводник, что

не приводит к декогерентности квазичастиц, как в d-сверхпроводнике. По-

добное устройство было успешно реализовано [112, 113]. Использовалось



104

алюминиевое кольцо, по центру которого помещалась кобальт-палладиевая

магнитная точка с перпендикулярной плоскости кольца намагниченностью.

Для описания поведения кольца с магнитом во внешнем поле необ-

ходимо учитывать тот факт, что поле магнитной точки существенно неодно-

родно. Поэтому наличие магнита может приводить к довольно нетривиаль-

ным последствиям. Между тем, осуществления “π-сдвига” требует весьма

тонкой настройки параметров системы. Поэтому представляется важным

построение адекватной теоретической модели описания кольца с магнитом.

Остановимся подробнее на эксперименте [112]. В нем внутренний

и внешний радиусы кольца составляли Ri = 0, 55 мкм и Ro = 1, 05 мкм,

соответственно. Радиус магнитной точки был rd = 0, 27 мкм. Изучалась за-

висимость температуры перехода в нормальное состояние Tc от внешнего

поля. Из-за неоднородности поля значения магнитного потока, создаваемого

точкой через внутреннюю (пустую) часть кольца и через само кольцо, про-

тивоположны по знаку. Поэтому ясно, что должно наблюдаться некоторое

соревнование между этими двумя потоками. Свободная энергия изучаемой

сверхпроводящей структуры может быть выражена как

F = 2π
∫ R0

Ri

rdr

αψ + βψ3 +
~2

4m

(
L − 2π

Φ0
A
)
ψ2 +

~2

4m

(
dψ
dr

)2 , (3.19)

где L - завихренность параметра порядка, интегрирование проводится по

поперечному сечению кольца, а цилиндрическая симметрия модуля пара-

метра порядка уже учтена. Параметр порядка не меняется вдоль оси кольца,

поскольку кольцо тонкое. Векторный потенциал может быть выражен в виде

A(r) = As(r) + Br/2, где As(r) векторный потенциал, создаваемый магнитной

точкой, а B – приложенное поле. Несложно убедиться в том, что в условиях

данного эксперимента можно считать, что модуль параметра порядка не ме-

няется и в радиальном направлении. Задача тогда существенно упрощается.

На Рис. 3.4 показана зависимость 1 − Tc(B)/Tcm от Φ/Φ0, где Tcm -

максимальная критическая температура структуры. Теоретическая кривая
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(сплошная линия) соответствует Ri = 0, 55 мкм, rd = 0, 27 мкм. Длина коге-

рентности ξ(T = 0) служила подгоночным параметром. Из-за влияния кон-

тактов внешний радиус также следует считать подгоночным параметром.

Наилучшее согласие было получено при ξ(0) = 96 нм и Ro = 1130 нм.

Рассчитанная кривая Tc(B) находится в хорошем согласии с экспери-

ментальными данными. Асимметрия кривой, сдвиг и периодичность хоро-

шо воспроизведены. Ассиметрия и сдвиг могут быть объяснены из (3.19),

из которого следует, что максимальная критическая температура для фикси-

рованного L реализуется, когда приложенное поле равно

B = − 4Φ0

π(R4
o − R4

i )

∫ Ro

Ri

r2dr
(
2πA
Φ0
− L

r

)
(3.20)

Соответствующая критическая температура:

1 − Tc

Tc∞
=

2ξ(0)2

R2
o − R2

i


∫ Ro

Ri

rdr
(

2π
Φ0

A − L
r

)2

− 4
R4

o − R4
i

(∫ Ro

Ri

r2dr
(

2π
Φ0

A − L
r

))2
(3.21)

где Tc∞ соответствует объему. Для простоты далее будем считать, что поле

магнитной точки не меняется существенно на ширине кольца. Обозначим

средние поля в открытой части кольца и в сверхпроводящей части, как Bop

и Bl, соответственно. Тогда (3.20) и (3.21) сводятся к

B = −Bl − 2Φ0

π(R2
0 + R2

i )


πR2

i (Bl − Bop)
Φ0

− L
 (3.22)

и

1 − Tc

Tc∞
=

2ξ(0)2

R2
o − R2

i


πR2

i (Bl − Bop)
Φ0

− L


2 ln(
R0

Ri
) − R2

o − R2
i

R2
o + R2

i

 (3.23)

Максимальная критическая температура Tcm может быть найдена

минимизацией (3.23) по квантованному L. Соотношение (3.22) определя-

ет сдвиг кривой Tc(B) вдоль оси B вблизи Tcm, вызванный присутствием

дополнительного поля. Этот сдвиг дается суммой двух вкладов. Первое сла-

гаемое описывает компенсацию поля Bl внутри сверхпроводника. Второе
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слагаемое описывает влияние неоднородности поля. Этот вклад ведет се-

бя довольно нетривиально по причине дискретности L. Например, когда

0 < πR2
i (Bop − Bl) < 0, 5Φ0, из (3.23) следует, что L = 0, и второй вклад

в сдвиг - отрицателен. Если размер точки или интенсивность поля увели-

чить 0, 5Φ0 < πR2
i (Bop − Bl) < Φ0, L скачком меняется до 1, а второй вклад

становится положительным. Физически это означает, что системе выгодно

скачком изменить завихренность для уменьшения тока. В результате, ток

и полный сдвиг, определяемый (3.22), могут сменить знак. Итак, вклад в

сдвиг, вызванный неоднородностью поля, является периодической функци-

ей Bop − Bl и становится равным 0 в случае однородного поля, Bop = Bl.

Таким образом, полный сдвиг кривой Tc(B) вдоль оси B вблизи Tcm

может быть обоих знаков при одной и той же ориентации намагниченности

магнитной точки.

Вычисления показывают, что при низких температурах сдвиг Tc(B)

определяется только средним полем внутри сверхпроводника, и равен -Bl.

Неоднородность поля приводит к двум разным и независимым сдвигам Tc(B)

при низких и высоких температурах, что “скручивает” всю кривую, как

видно из Рис. 3.4. Отметим, что некоторые отличия эксперимента и теории

при низких температурах могут объясняться влиянию контактов, которые

меняют саму геометрию системы.

Мезоскопические структуры, состоящие из алюминиевого диска с

расположенной на нем кобальт-палладиевой магнитной точкой, исследова-

лись в экспериментально-теоретических работах [110, 111] с участием ав-

тора диссертационной работы. В [110] параметр порядка по-видимому был

сильно подавлен на границе сверхпроводника с магнитом из-за эффекта бли-

зости. Радиус и толщина диска, в этом случае, составляли 1000 нм и 45 нм,

соответственно, а магнитная точка имела радиус и толщину 500 нм и 16,5

нм. В работе [111] магнитная точка и диск были разделены специальным

слоем кремния, что исключало подавление сверхпроводимости за счет эф-
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Рис. 3.4. Граница между сверхпроводящей и нормальной фазами для сверхпроводящего

кольца с магнитной точкой посередине из эксперимента [112].

фекта близости. Радиус диска составлял 1,08 мкм, его толщина – 60 нм.

Радиус и толщина магнитной точки – 270 нм и 16,5 нм, соответственно.

Толщина слоя кремния между диском и точкой – 10 нм.

Для описания вихревого состояния использовалась пробная функция

(3.12), в которой однако пришлось учесть еще одно слагаемое в разложении

по степеням расстояния от центра диска. Вывод о направлении сдвига гра-

ницы перехода в нормальное состояние, сделанный выше для случая кольца,

сохраняется.

На Рис. 3.5 проводится сравнение результатов эксперимента и тео-

рии. Кружки показывают экспериментальные данные, а сплошная кривая -

результат вычислений. Видно, что между теорией и экспериментом наблю-

дается хорошее согласие. Наблюдается двойное влияние неоднородного по-

ля магнитной точки на зарождение сверхпроводящей фазы: граница между

фазами сдвигается вдоль оси B вблизи максимальной критической темпера-

туры, а также и вдоль оси T , в результате чего вся кривая деформируется.
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Рис. 3.5. Граница между сверхпроводящей и нормальной фазами для гибридной структуры

из эксперимента [110] (а). Круги - экспериментальные данные, сплошные линии - резуль-

тат вычислений, числа - значения завихренности в соответствующем сверхпроводящем

состоянии перед переходом системы в нормальное состояние. Граница между сверхпрово-

дящей и нормальной фазами для гибридной структуры из эксперимента [111] (б). Круги

- экспериментальные данные, сплошные линии - результат вычислений, числа - значения

завихренности в соответствующем сверхпроводящем состоянии перед переходом систе-

мы в нормальное состояние. Пунктирная линии - фазовая граница без магнитной точки

(результат вычислений)
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3.2.3. Спинорные конденсаты атомов щелочных металлов

Использованная техника пробных функций для параметра порядка

может быть применена и для случая конденсата атомов щелочных метал-

лов, в которых уравнения Гинзбурга-Ландау заменяются уравнением Гросса-

Питаевского. Эти уравнения схожи по своей математической структуре.

Конденсаты атомов щелочных металлов могут иметь внутренние спи-

новые степени свободы. Первый реализованный в эксперименте пример та-

ких систем со спином 1 – атомы 23Na в оптической ловушке [124]. В нулевом

магнитном поле, конденсат со спином 1 может быть в двух разных состо-

яниях - ферромагнитном и полярном [125, 126], в зависимости от значений

параметров взаимодействия. Вихревое состояние в таких системах отличает-

ся чрезвычайным разнообразием. Этому вопросу было посвящено большое

количество работ. Однако куда менее изученным остается вопрос о вихре-

вых состояниях в конденсатах со спином 2, которые также были получены

в экспериментах [127–129]. Такие конденсаты имеют на один параметр вза-

имодействия больше по сравнению с конденсатом со спином 1. Поэтому к

перечисленным выше фазам для конденсата со спином 1 добавляется еще и

так называемая циклическая фаза. Заметим, что системы из атомов 87Rb and

23Na располагаются где-то поблизости от границы раздела между полярной

и циклической фазами [130].

Изучим вихревые структуры во вращающихся конденсатах со спином

2 в случае, когда у системы имеется конечная намагниченность. Таким об-

разом, необходимо решать систему из пяти уравнений Гросса-Питаевского,

поскольку макроскопическая волновая функция имеет пять компонент. Сно-

ва будет применяться метод пробных функций.

Рассмотрим двумерный конденсат со спином 2, содержащий N частиц

в захватывающем потенциале

U(r) =
mω2

⊥r2

2
, (3.24)



110

где ω⊥ запрающая частота, m масса атома, а r радиальная координата. Си-

стема вращается с частотой Ω.

Энергия системы зависит от трех параметров взаимодействия α, β и

γ, которые можно определить как [130]

α =
1
7

(4g2 + 3g4), (3.25)

β = −1
7

(g2 − g4), (3.26)

γ =
1
5

(g0 − g4) − 2
7

(g2 − g4), (3.27)

где (q = 0, 2, 4)

gq =
4π~2

m
aq (3.28)

а aq - длина рассеяния для столкновений атомов в состояниях с полным

спином 0, 2 и 4. В конденсатах атомов щелочных металлов α � β, γ.

Параметр порядка имеет пять компонент Ψi (i = −2,−1, 0, 1, 2). Энер-

гия может быть записана как [125,126]

F =

∫
dS

[
Ψ∗ĵhΨ j +

α

2
Ψ∗jΨ

∗
kΨ jΨk +

β

2
Ψ∗jΨ

∗
l (Fa) jk(Fa)lmΨkΨm

+
γ

2
Ψ∗jΨ

∗
kΨ− jΨ−k(−1) j(−1)k −BzM − i~Ω·Ψ∗j(∇ × r)Ψ j

]
, (3.29)

где интегрирование проводится по площади системы, повторяющиеся ин-

дексы суммируются, Bz – магнитное поле, которое рассматривается в каче-

стве множителя Лагранжа, ĥ - одночастичный гамильтониан, а M – намаг-

ниченность, которые определяются выражениями

ĥ = −~
2∇2

2m
+ U(r), (3.30)

M =

∫
dS |Ψi|2 i. (3.31)

Здесь Fa (a = x, y, z) – оператор углового момента, который можно выразить

в обычной матричной форме [130].

Представляется удобным ввести два дополнительных параметра по-

рядка 〈f〉 = Ψ∗jF jkΨk/ |Ψ|2 и Θ = (−1) jΨ∗jΨ− j/ |Ψ|2, характеризующих фер-
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ромагнитное упорядочение и формирование синглетных пар, соответствен-

но [130]. В ферромагнитной фазе только одна компонента параметра поряд-

ка не равна нулю: Ψ−2 = 1. В циклической фазе Ψ−1,Ψ1 = 0 и Ψ−2 = 1
2eiθ,

Ψ0 = 1√
2
, Ψ2 = 1

2e−iθ, где θ произвольная фаза (энергия системы по ней

вырождена). В полярной фазе имеется три возможности: в первом случае,

Ψ−2 = 1√
2
eiϑ, Ψ−1,Ψ0,Ψ1 = 0, Ψ2 = 1√

2
eiυ, во втором случае, Ψ−1 = 1√

2
eiϑ,

Ψ−2,Ψ0,Ψ2 = 0, Ψ1 = 1√
2
eiυ и, в третьем случае, Ψ0 = 1, и все остальные

компоненты равну нулю. Здесь величины ϑ и υ снова произволны. В ферро-

магнитной фазе, Θ=0, |〈f〉| = 2; в циклической фазе, Θ=0, 〈f〉 = 0; в полярной

фазе, |Θ|=1, 〈f〉 = 0.

Уравнения Гросса-Питаевского получаются варьрованием функцио-

нала (3.29). Количество частиц N =
∫

dS ΨiΨ
∗
i и намагниченность M высту-

пают независимыми переменными. Здесь мы будем рассматривать решения

уравнений, в которых модуль каждой из компонент параметра порядка об-

ладает аксиальной симметрией:

Ψ j (r, ϕ) = f j(r) exp(−L jϕ), (3.32)

где ϕ полярный угол, а L j - завихренность. Будем обозначать фазы посред-

ством указания завихренностей соответствующих компонент параметра по-

рядка (например, (−2,−1, 0, 1, 2)). Если какая-то из компонент параметра

порядка равна нулю идентично, число будем заменять значком "×".

Будем искать решения уравнений Гросса-Питаевского, используя

пробную функцию (3.11) для каждой компоненты параметра порядка. Ис-

пользуя (3.29) и условие нормировки для параметра порядка, можно найти

аналитически энергию системы, как функцию вариационных параметров,

а затем отыскать их оптимальные значения численной минимизацией. Так-

же уравнения можно решить численно. Результаты обоих подходов очень

близки друг к другу.

Будем рассматривать ситуацию, когда концентрация атомов в направ-
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лении z равна 2000 мкм−1, а длина рассеяния a0 = 5, 5 нм. Согласно рабо-

те [130], случаи атомов 23Na, 83Rb, 87Rb, 85Rb соответствуют точкам на

фазовой диаграмме в координатах "a2 − a4 и a0 − a4"(в отсутствие внешнего

магнтного поля и вращения), которые располагаются в непосредственной

близости к границам между ферромагнитной, полярной и циклической фа-

зами. Имеются даже некоторые неопределенности, связанные с ошибками

измерений aq. В [130] было предположено, что атомы 23Na, 83Rb, и 85Rb

находятся в полярной, ферромагнитной и циклических фазах, соответствен-

но, тогда как 87Rb соответствует границе между полярной и фикилическими

фазами. Здесь все вычисления будут произведены для полярной фазы при

β = α
50 , γ = − α

50 ; для циклической фазы – β = α
50 , γ = α

50 ; для состояния на

границе между циклической и полярной фазами β = α
50 , γ = 0. Рассчитаем

зависимости энергии системы от намагниченности для этих трех состояний

в разных вихревых фазах, но при постоянной частоте вращения Ω = 0, 4ω⊥.

Результаты численного счета показаны на Рис. 3.6 для фаз циклической (а),

полярной (б) и состояния на их границе (в).

Во всех рассмотренных случаях оказалось, что конденсату энерге-

тически выгодно распределить частицы по 1, 2 или 3 состояниям, а не

по 4 или 5. Из Рис. 3.6 видно, что, во всех случаях, состояния с ненуле-

выми завихренностями всегда выгодны из-за вращения системы. Изменяя

намагниченность, можно перескакивать из одной вихревой фазы в другую.

Которая из фаз соответствует минимуму энергии при данной намагниченно-

сти, зависит от многих факторов. Например, когда намагниченность велика

(близка к M/N = 2), конденсат должен быть заперт преимущественно в со-

стоянии с mF = 2. Поскольку система вращается с достаточной частотой для

создания вихря, в этом случае выгодно иметь завихренность 1. Для других

частиц, которые находятся вне состояния mF = 2, выгодно иметь завихрен-

ность 0 для того, чтоб концентрироваться в центральной части ловушки, где

запирающий потенциал слаб. Именно по этой причине во всех трех случа-
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ях, представленных на Рис. 3.6, вихревая фаза (−1,×, 0,×, 1) энергетически

выгодна при большой намагниченности.

Зависимости плотности частиц в каждом состоянии от расстояния

от центра ловушки показаны на Рис. 3.7 для случая полярной фазы при

M/N = 1, 87. Пространственное поведение параметров порядка Θ и |〈f〉|,
вычисленное вариационным способом, показано на Рис. 3.7 (б). Из него

видно, что м максимален в центре ямы и исчезает вдали от него. В то

же время, |〈f〉| меет минимум при r = 0 и стремится к 2 при r → ∞.

Это происходит из-за того, что при r = 0 компонента с mF = 0 имеет

максимум, а все остальные компоненты малы. Поэтому Θ, характеризующее

формирование синглетных пар, имеет максимум при r = 0, и |〈f〉| = 0. Вдали

от центра облака плотность частиц с mF = 2 намного больше, чем с mF = 0,

а плотности частиц во всех остальных состояниях очень малы. По этой

причине Θ = 0 и |〈f〉| = 2 при r → ∞.

При более низкой намагниченности конденсат должен быть распре-

делен между состояниями с mF = 0, 1, 2. Оказывается, что снова во всех трех

случаях, отображенных на Рис. 3.6, основное состояние представлено фазой

(−2,−1, 0, 1, 2) в довольно широком интервале значений M. Это происходит

оттого, что в этом случае энергетически выгодно поместить большинство

атомов в состояние с завихренностью 0 для того, чтоб занять внутреннюю

часть ловушки. Большинство оставшихся частиц конденсируется в состоя-

ние с завихренностью 2, заполняя внешнюю часть ловушки и таким образом

понижая взаимодействие в канале плотности частиц с mF = 0 и 2. Иными

словами, наблюдается своеобразное соревнование между разными фактора-

ми. Типичные распределения плотностей частиц для этой вихревой фазы

показаны на Рис. 3.7 (в) для циклической фазы при M/N = 1, 21. На Рис. 3.7

(г) показывает зависимости от r параметров порядка Θ и |〈f〉|
Итак, при относительно слабой намагниченности частицы должны

распределяться между несколькими состояниями с разными mF . В этом
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Рис. 3.6. Зависимость энергии от намагниченности для разных вихревых фаз для цик-

лического (а) и полярного (б) состояний, а также состояния на их границе (в). Энергия

измеряется в единицах ~ω⊥.
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Рис. 3.7. Пространственное распределение плотности частиц в разных гиперспиновых со-

стояниях, нормализованное на значение полной плотности в центре ловушки, а также

параметры порядка Θ и |〈f〉| для разных вихревых фаз. (а) и (б) соответствуют полярной

фазе (−1,×, 0,×, 1) при M/N = 1, 87; (в) и (г) фазе (−2,−1, 0, 1, 2) при M/N = 1, 21; (д) и (е)

фазе на границе полярной и циклической (−1, 0, 1, 2, 3) при M/N = 0, 18. Точечные линии

показывают полную плотность. Число частиц 10000.
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Рис. 3.8. Спиновые текстуры, 〈 fx〉 и
〈

fy

〉
, для циклической фазы (−1, 0, 1, 2, 3) при M/N =

0, 16 (a) и циклической фазы (−2,−1, 0, 1, 2) при M/N = 1, 21 (б).
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случае, становятся важными взаимодействия в спиновом канале. Поэтому

последовательности переходов для разных случаев на Рис. 3.6 тоже различ-

ны. Можно сделать вывод, что при большой намагниченности состояние

с наименьшей энергией определяется, в первую очередь, взаимодействия-

ми в канале плоности, тогда как при маленькой намагниченности M ∼ 0,

играют важную роль спиновые взаимодействия.

На Рис. 3.7 (д) и (е) представлены зависимости плотности частиц в

разных состояниях от r, а также параметры порядка Θ и |〈f〉| для состоя-

ния на границе полярной и циклической фаз (−1, 0, 1, 2, 3) при M/N = 0, 18.

В этом случае, частицы распределены между состояниями с mF = −1 и

mF = 1. Состояние с mF = −1 имеет завихренность 0, и эти атомы занима-

ют место с наименьшим запирающим потенциалом. Все остальные частицы

сконденсированы в состояние с завихренностью 2, уменьшая таким образом

взаимодействие в канале плотности. В результате, параметр порядка Θ не

равен нулю нигде, за исключением точки r = 0, поскольку при любом r > 0

есть частицы в состояниях с mF = ±1, так что возможно формированием

синглетных пар. Параметр порядка |〈f〉| не равен 0 при r = 0 и r → ∞,

поскольку в обоих случаях имеются атомы, сконденсированные в состояния

с ненулевым mF . В то же время, при малых r большинство частиц конден-

сировано в состояние с mF = −1, а при больших r – в состояние с mF = 1.

Поэтому имеется резкое изменение в направлении спина при промежуточ-

ных значениях r. Это приводит к исчезновению |〈f〉| вблизи сердцевины

вихря.

На Рис. 3.8 показана спиновая текстура 〈 fx〉 и
〈

fy
〉

для фаз

(−1, 0, 1, 2, 3) и (−2,−1, 0, 1, 2) в циклическом состоянии. В первом случае,

спины поляризованы вдоль направления z внутри сердцевины вихря. Во

внешней области спин становится равным нулю, а Θ растет, так что в ито-

ге формируется чистое полярное состояние. Во втором случае, во внешней

области, спины поляризованы вдоль z. В сердцевине вихря спины накло-
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няются к центру. В центре спин становится равным нулю, и формируется

чистое полярное состояние (Θ = 1). Заметим, что вихри (−2,−1, 0, 1, 2) и

(−1, 0, 1, 2, 3) ранее не были описаны в литературе.

В целом, вариационный метод решения уравнений Гинзбурга-Ландау,

а также Гросса-Питаевского для малоразмерных систем оказывается весьма

удобным и эффективным. В следующих параграфах он будет применен для

описания более сложных ситуаций, чем исследование равновесной фазовой

диаграммы системы.

3.3. Подавление поверхностного барьера температурными

флуктуациями в сверхпроводящих островках

3.3.1. Вводные замечания

Возникновение вихря Абрикосова в сверхпроводнике второго рода

становится энергетически выгодным, когда магнитное поле достигает ниж-

него критического поля Hc1. На самом же деле, любой реальный сверхпро-

водник имеет границы, и возникнуть вихрь может лишь проникнув через

границу, либо родившись в паре с антивихрем. Процесс проникновения вих-

ря через границу сверхпроводника впервые был рассмотрен в классической

работе Бина и Ливингстона в рамках лондоновского приближения [131]. В

их модели вихрь представлял собой прямую линию, входящую в полубеско-

нечный образец через границу без какого-либо изгиба. Бин и Ливингстон об-

наружили существование поверхностного барьера, препятствующего входу

и выходу вихря. Барьер на вход вихря исчезает, когда внешнее поле H под-

ходит к термодинамическому критическому полю Hc, которое намного боль-

ше Hc1 в сверхпроводниках с большими значениями параметра Гинзбурга-

Ландау κ (Hc/Hc1 ∼ κ/ ln κ). Барьер является следствием конкуренции между

двумя силами: взаимодействием между вихрем и мейсснеровскими токами,

которые стремятся затолкнуть вихрь внутрь образца, и магнусовым при-
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тяжением вихря к поверхности, которое может быть интерпретировано в

терминах взаимодействия вихря с его изображением – антивихрем.

Вообще говоря, барьер Бина-Ливингстона может быть преодолен пу-

тем температурной активации. Это явление впервые было описано Петухо-

вым и Чечеткиным [132], которые рассмотрели зародыш вихря в виде полу-

кольца, расширяющегося от поверхности внутрь сверхпроводника. Профиль

соответствующего поверхностного барьера вычислялся также в рамках лон-

доновского приближения, а типичное время термоактивации определялось

из уравнения Фоккера-Планка. Среднее время термоактивации дается фор-

мулой аррениусовского типа. После подстановки параметров, характерных

для известных тогда сверхпроводников, высота барьера в единицах kBT была

оценена как 103-105, что казалось бы исключало возможность эксперимен-

тально наблюсти термоактивацию вихрей.

Однако двадцать лет спустя, после открытия явления высокотем-

пературной сверхпроводимости, термоактивация вихрей привлекла боль-

шое внимание исследователей. Как было показано Копыловым с соавтора-

ми [133], термоактивация оказывается возможной в слоистых высокотемпе-

ратурных сверхпроводниках, в которых смешанное состояние представляет

собой набор квазидвумерных пенкейков. Далее термоактивация была рас-

смотрена Бурлачковым [134] для случая высокотемпературных сверхпровод-

ников типа YBaCuO, в которых вихри имеют обычную форму трехмерных

нитей. Было продемонстрировано, что высота барьера в этих соединениях

радикально понижается по сравнению со случаем обычных низкотемпера-

турных сверхпроводников до значений 10−100kBT , что должно вести к экс-

периментально наблюдаемым следствиям. Действительно, эти выводы со-

гласуются с данными многочисленных экспериментов (см, например, [135]

и [136]).

Таким образом, в целом сейчас доминирует точка зрения, согласно

которой термоактивационное проникновение вихрей в низкотемпературные



120

сверхпроводники не возможно, тогда как оно вполне наблюдаемо в случае

высокотемпературных сверхпроводников.

Однако в недавнем эксперименте французской группы Родичева с со-

авторами [52] было обнаружено полное отсутствие гистерезиса для входа и

выхода вихрей в нано-островок из свинца, имеющий очень малую толщину

(≈ 5, 5 nm). Поперечные размеры этого образца были столь малы (∼ 100

nm), что он был способен вместить лишь один вихрь Абрикосова перед пе-

реходом в нормальное состояние. Похожий эксперимент был поставлен в

Японии [53]. В нем также наблюдалось подавление, хотя и неполное, по-

верхностного барьера. Заметим, что температура, при которой проводились

измерения, была примерно вдвое ниже, чем в экспериментах французской

группы.

Цель данного раздела диссертационной работы – показать, что за по-

давление барьера, обнаруженное в экспериментах, могут быть ответственны

температурные флуктуации. Для этого необходимо разработать новый под-

ход к проблеме термоактивации, в котором учитывались бы экстремально

малые размеры системы. Действительно, в использовавшихся ранее под-

ходах рассмотрение всегда велось в рамках лондоновского приближения.

Однако это приближение полностью неприменимо для систем с размерами,

сопоставимыми с размерами сердцевины вихря. Более того, в нашем слу-

чае проблема еще глубже, поскольку вообще не представляется возможным

использовать положение вихря в качестве подходящей независимой пере-

менной, так как в малоразмерных сверхпроводниках поверхностный барьер

обусловлен, главным образом, процессом зарождения вихря на границе, а

не движением уже сформировавшегося вихря вглубь образца.

Для того, чтобы обойти эти трудности, мы здесь предлагаем и ис-

пользуем альтернативный подход:

1) Сначала решаются уравнения Гинзбурга-Ландау с использованием

разложения параметра порядка по низшим уровням Ландау. Поверхностный
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барьер описывается в терминах населенностей соответствующих уровней,

а не через положение вихря. Рассматриваемый образец, соответствующий

эксперименту [52], столь мал, что может вместить в себя лишь один вихрь.

Поэтому для описания барьера с хорошей точностью достаточно учесть

лишь два уровня, отвечающих завихренностям 0 и 1, которые описывают

безвихревое и одновихревое состояния, соответственно. Населенности этих

уровней дальше используются в качестве "хороших"переменных вместо ко-

ординаты вихря. Заметим, что не существует принципиальных трудностей

на пути увеличения количества учитываемых уровней Ландау, что может

потребоваться при применении подхода к образцам большего размера.

2) Затем вводятся в рассмотрение и оцениваются коэффициенты вяз-

кости, связанные с изменениями параметра порядка, спроецированного на

уровни Ландау. При этом учитываются эффекты размагничивания.

3) На конечном этапе решается уравнение Фоккера-Планка - снова в

терминах населенностей уровней Ландау.

Так мы приходим к основному результату – аналитическому выра-

жению для среднего времени термоактивации вихря в/из сверхпроводника.

Вычисления показывают, что барьер, в условиях эксперимента [52], состав-

ляет примерно 20kBT . Эта величина более характерна для высокотемпера-

турных сверхпроводников, чем для низкотемпературных соединений. Время

термоактивации оценено как τ ∼10−5−10−4 с. Оно оказывается малым, что

и может служить объяснением результатов экспериментов [52, 53].

3.3.2. Поверхностный барьер

Основные параметры. – Сверхпроводящий островок в эксперимен-

те [52] имел сглаженную гексагональную форму с небольшим утоньшением

посередине, как видно из Рис. 1(b) [52]. Наименьший поперечный размер

образца составлял 110 нм, тогда как толщина островка была d = 5, 5 нм.
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Температура, при которой проводились измерения, составляла T = 4, 3 K.

Переход между безвихревым и одновихревым состояниями происходил в

поле 0, 235 Тл. Переход был обратим с точностью 3 %. Обратимость подра-

зумевает, что в этом поле энергии безвихревого и одновихревого состояний

сравниваются.

Между островком и кремниевой подложкой располагался разупоря-

доченный слой, который ограничивает длину свободного пробега квази-

частиц [52] до l ≈ 2d. Длина когерентности при нуле температур оцени-

валась [52]) с использованием выражения для грязных сверхпроводников

≈ √
ξ0l, где ξ0 = 80 нм - длина когерентности в объемном сверхпроводнике

из свинца. Это дает ≈ 30 нм. Длина когерентности ξ(T = 4, 3K) оценивалась

как 40 − 45 нм [52]. Здесь мы будем использовать значение 48 нм. Для глу-

бины проникновения используется обычное выражение [137] для грязных

сверхпроводников, λ(T ) ' 0.615λ0

√
ξ0/l

(1−T/Tc) где λ0 ' 40 нм глубина проник-

новения в объемном образце из свинца, Tc = 7, 2 K. Это дает λ(4, 3K) ' 102

нм. Соответствующее значение параметра Гинзбурга-Ландау κ ≈ 2. При рас-

смотрении диамагнитного отклика островка необходимо иметь в виду, что

эффективное значение этого параметра значительно больше [138], так как

d � λ(T ).

Хотя образец имеет сглаженную гексагональную форму, он все же

довольно близок по форме к диску (Рис. 1(b) [52]). Поэтому мы его и будем

моделировать диском. Что касается диаметра, будем использовать значение

150 нм, которое примерно соответствует нижнему поперечному размеру об-

разца. Это значение вместе с длиной когерентности 48 нм позволит нам

воспроизвести найденное экспериментально поле перехода между безвих-

ревым к одновихревым состояниями (0, 235 Тл).

Заметим, что диаметр диска составляет приблизительно 1,55 длин

когерентности. Согласно результатам предыдущего параграфа, такой диск

действительно может вместить в себя лишь один вихрь перед переходом в
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нормальное состояние.

Предварительные оценки. – Сравним энергию kBT с энергией, тре-

бующейся для создания зародыша вихря, для которого необходимо подавить

параметр порядка до нуля на площади ∼ ξ(T )2d. Аналогичная оценка часто

испольуется для вычисления параметра Гинзбурга [139]. В рамках теории

Гинзбурга-Ландау, такая энергия равна

∼ Hc(T )2

2µ0
ξ(T )2d, (3.33)

где Hc(T ) термодинамическое критическое поле, равное

Hc(T ) =
Φ0

2π
√

2ξ(T )λ(T )
. (3.34)

Для эксперимента при температуре T = 4, 3K получаем следующую оценку

для отношения двух величин:

kBT
(
Hc(T )2

2µ0
ξ(T )2d

)−1

∼ 10−2, (3.35)

из которого видно, что отношение не так уж мало. Заметим, что параметр

порядка сильно подавлен в окрестности перехода между одновихревым и

безвихревым состояниями. Это должно уменьшить энергию конденсации,

а значит увеличить (3.35) в несколько раз. Более того, мы можем предпо-

лагать, что высота барьера должна быть существенно ниже приведенной

оценки из-за дополнительной причины: в столь малой системе проникнове-

ние вихря приводит скорее к перераспределению параметра порядка, а не

к его подавлению. В итоге, можно ожидать, что отношение kBT и высоты

барьера поднимется до значений, характерных для высокотемпературных

сверхпроводников.

Вычисление профиля барьера. – Запишем функционал теории

Гинзбурга-Ландау для сверхпроводящей энергии диска:

F =
Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d

∫ 2π

0
dϕ

∫ r0

0
rdr

(
− | f |2 +

1
2
| f |4 + |(−i∇ − a) f |2

)
, (3.36)
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где интегрирование производится по поперечному сечению диска (исполь-

зуется цилиндрическая система координат), r0 = R/ξ(T ) - безразмерный

радиус диска, f – безразмерный параметр порядка, a = her/2 - векторный

потенциал, который имеет лишь азимутальную компоненту, he = H/Hc2(T )

внешнее магнтное поле в единицах Hc2(T ) = Φ0/2πξ(T )2, а все расстояния

измеряются в единицах ξ(T ). Из-за малых размеров системы внешнее маг-

нитное поле проникает внутрь системы практически полностью, так что

можно считать поле постоянным в пространстве. Поскольку толщина диска

d намного меньше ξ(T = 4, 3K), параметр порядка не меняется в направле-

нии z. Тогда задача для параметра порядка сводится к двумерной.

Далее мы снова раскладываем параметр порядка в разложение Фурье,

подобно тому, как это делалось в предыдущем параграфе:

f (r, ϕ) =
∑

n

cnϕn(r)e−nϕ. (3.37)

В безвихревом состоянии только один коэффициент из cn не равен нулю,

а именно c0. В одновихревом состоянии ненулевым коэффициентом ста-

новится c1. Диск так мал, что может вместить в себя лишь один вихрь -

поэтому мы можем с хорошей точностью спроецировать параметр порядка

на подпространство с всего двумя ненулевыми компонентами:

f (r, ϕ) ' c0ϕ0(r) + c1ϕ1(r)e−iϕ. (3.38)

Суперпозиция (3.38) фактически описывает вход и выход вихря. Если мы

начинаем выводить систему из безвихревого состояния (c1 = 0), увеличение

c1 сначала приводит к подавлению параметра порядка в некотором месте на

краю образца, а затем параметр порядка продавливается до нуля и меняет

знак - в этом месте образуется фазовая особенность, которая и есть центр

вихря. При дальнейшем увеличении c1 вихрь смещается к центру образца.

Наоборот, если в начальном состоянии c0 = 0, тогда имеется вихрь в центре

диска, а увеличение c0 приводит к его смещению к краю с последующим
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полным исчезновением.

Далее для ϕ0(r) и ϕ1(r) будем использовать собственные функции

оператора кинетической энергии, соответствующие завихренностям L = 0

и L = 1, и радиальному квантовому числу равному 0 (волновые функции

не имеют нулей вне начала координат). Эти функции описывают решение

первого уравнения Гинзбурга-Ландау при переходе в нормальное состояние

в высоких полях, где уравнение может быть линеаризовано. Поэтому та-

кой выбор оправдан и в окрестности этого перехода, в которой система и

находится. В цилиндрических координатах имеем

−1
r

d
dr

(
r
dϕL

dr

)
+ ϕL

(
her
2
− L

r

)2

= εLϕL. (3.39)

Решение этого уравнения:

ϕL = rLεL/2
L exp

(
−her2

4

)
Φ

(
he − εL

2he
, L + 1,

her2

2

)
, (3.40)

где Φ - функция Куммера. Выражение (3.39) следует дополнить граничным

условием для случая границы вакуум/сверхпроводник

dϕL

dr

∣∣∣∣∣
r=r0

= 0. (3.41)

Значение εL для заданных he, r0 и L находятся численно из (3.40) и (3.41).

Теперь будем рассматривать c0 и c1 в качестве вариационных пара-

метров и вычислим энергию (3.36) как их функцию. Видно, что энергия

задается биквадратной функцией вариационных параметров, что позволяет

получать многие результаты аналитически. Без потери общности, можем

также считать c0 и c1 вещественными и положительными. Для энергии име-

ем:

F =
Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d

(
c2

0α0 + c2
1α1 + c4

0β0 + c4
1β1 + 2γc2

0c2
1

)
, (3.42)

где (L = 0, 1)

αL = (εL − 1)
∫ r0

0
ϕ2

Lrdr, (3.43)
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βL =
1
2

∫ r0

0
ϕ4

Lrdr, (3.44)

γ =

∫ r0

0
ϕ2

0ϕ
2
1rdr. (3.45)

Подчеркнем, что параметры αL, βL, γ зависят от магнитного поля.

Минимизация энергии по вариационным параметрам дает энергии

безвихревого и одновихревого состояний:

F(L = 0) = −Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d


α2

0

4β0

 , (3.46)

F(L = 1) = −Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d


α2

1

4β1

 . (3.47)

Для нахожденя барьера на вход вихря сначала рассматривается без-

вихревое состояние, c1 = 0, затем c1 увеличивается и при этом миними-

зируется F относительно c0 при каждом фиксированном c1. В результате

получаем следующую оптимальную зависимость F от c1

F(0 → 1) =
Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d

−
α2

0

4β0
+ c2

1

(
α1 − α0γ

β0

)
+ c4

1

(
β1 − γ

2

β0

) , c1 ≤
√
−α0

2γ
,

F(0 → 1) =
Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d

(
c2

1α1 + c4
1β1

)
,

√
−α0

2γ
< c1 ≤

√
− α1

2β1
, (3.48)

а также - аналогичную зависимость для случая выхода вихря, F(1 → 0).

Высота барьера определяется седловой точкой в пространстве (c0, c1) и

дается минимумом F(0→ 1) относительно c1:

Uen =
Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d

(
α1 − α0γ

β0

)2

4
(
γ2

β0
− β1

) . (3.49)

Анализ показывает, что безвихревое состояние становится неста-

бильным по отношению к проникновению вихря при H ' 0, 255 Тл; то-

гда как одновихревое состояние нестабильно относительно выхода вихря

при H ' 0, 195 Тл. Таким образом, относительная ширина гистерезиса, в

отсутствие флуктуаций, ∼ 30 %.
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На Рис. 3.9 приводится зависимость высоты барьера для входа и вы-

хода вихрей (в единицах kBT ) от внешнего поля H. Видно, что высоты обоих

барьеров ≈ 23 kBT в окрестностях H = 0, 235 Тл, где энергии состояний рав-

ны. Отношение высоты барьера и тепловой энергии характерны больше для

высокотемпературных сверхпроводников, нежели чем для низкотемператур-

ных соединений. Причины этого кроются в очень малой толщине островка

и в малых поперечных размерах, что приводит к подавлению параметра

порядка в окрестности интересующего нас перехода.

На Рис. 3.10 поверхностный барьер для входа вихрей, задаваемый

(3.48), показан, как функция c1. Примечательно, что практически весь ин-

тервал значений c1 от c1 = 0 до седловой конфигурации соответствует фор-

мированию вихревой сердцевины, а не движению уже сформировавшегося

вихря вглубь островка. Таким образом, в условиях рассматриваемого экспе-

римента, положение вихря действительно никак не может использоваться в

качестве независимой координаты для описания термоактивации.
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Рис. 3.9. Зависимость высоты барьера от внешнего поля H.
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Рис. 3.10. Потенциальный барьер, препятствующий росту c1, то есть населенности уровня

Ландау, ответственного за появление вихря в системе, при H = 0, 235 Тл. Точечная линия

разделяет состояния с зарождающимся вихрем и с реальной фазовой особенностью.

3.3.3. Коэффициент вязкости

При движении вихрей локальные магнитные поля внутри сверхпро-

водника испытывают изменения во времени. Согласно закону Фарадея, это

должно приводить к появлению электрического поля, которое далее должно

вести к диссипации энергии. Диссипация может быть описана с помощью

вязкой силы, действующей на движущиеся вихри. Микроскопическая теория

этих явлений достаточно сложна, однако, разумные оценки для силы вязко-

сти могут быть получены в рамках теории Гинзбурга-Ландау [137,140–142].

Здесь мы применим подобный подход для коэффициента вязкости, описыва-

ющего изменение населенностей уровней Ландау, а не изменение положение

вихря, как такового.

При вычислении энергии островка мы пренебрегали изменениями

магнитного поля внутри него. Это полностью оправдано, поскольку диск

очень тонок (d � λ(T )), а его радиус также мал, R ∼ λ(T ), что позволяет при-

менить теорию возмущений по малому параметру 1/κ2
e f f , где κe f f намного

больше κ из-за размагничивания. Физически это означает, что дополнитель-



129

ное магнитное поле, создаваемое мейсснеровскими токами и вихрем, мало

по сравнению с внешним полем. Если известно решение первого уравнения

Гинзбурга-Ландау для параметра порядка в лидирующем порядке, вектор-

ный потенциал aadd этого дополнительного поля может быть найден в виде

aadd=
1

4π

∫
j
r
dV, (3.50)

где интегрирование производится по объему образца, а j плотность сверх-

тока, определяемая как

j = − 1
κ2

[
a| f |2 +

i
2

( f ∗∇ f − f ∗∇ f )
]
, (3.51)

где a = eϕher/2 безразмерный векторный потенциал в лидирующем порядке.

Вместо точного решения для f , будем использовать приближенное решение

через уровни Ландау, которое мы нашли ранее.

Вход или выход вихря соответствует изменениям f во времени. Это

создает локальное электрическое поле, которое можно найти из закона Фа-

радея

rot e = −∂(rot aadd)
∂t

, (3.52)

и, следовательно,

e = −∂aadd

∂t
, (3.53)

где aadd дается (3.50).

Параметр порядка уже сильно подавлен в окрестности перехода. По-

этому проводимость оказывается близкой к проводимости свинца в нормаль-

ном состоянии σn. Тогда скорость диссипации внутри образца W может быть

оценена как

W/
(
Hc2(T )2ξ(T )5

)
∼σn

∫
e2dV. (3.54)

Рассмотрим процесс входа вихря, используя наше представление для

параметра порядка. Вход вихря описывается ростом во времени c1, начиная с
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0, вдоль оптимального пути. Тогда из (3.51) легко увидеть, что в лидирущем

по c1 порядке j имеет следующие компоненты:

jϕ = − 1
κ2 c0c1 f1 f0

(
her − 1

r

)
cosϕ,

jr = − 1
κ2 c0c1

(
f ′1r f0 − f ′0r f1

)
sinϕ. (3.55)

Подставим (3.55) в (3.50). Поскольку диск тонок, d � R, можно пренебречь

зависимостью от z в знаменателе подынтегрального выражения в (3.50).

Тогда для радиальной компоненты a(r)
add, после интегрирования по углу, по-

лучаем

a(r)
add=

d cosϕ
2πξ(T )κ2 c0c1g(r), (3.56)

где

g(r)=
1
r

∫ r0

0
r−1

1

(
f ′1r1

f0 − f ′0r1
f1
) −(r1 + r)E

(
2
√

rr1

r + r1

)
+

r2 + r2
1

r + r1
K

(
2
√

rr1

r + r1

) dr1,

(3.57)

где K и E - полные эллиптические интегралы первого и второго рода, соот-

ветственно. Аналогично находим выражение для a(ϕ)
add, которое пропорцио-

нально sinϕ, тогда как под интегралом теперь стоит f0 f1 (her1 − 1/r1) вместо(
f ′1r1

f0 − f ′0r1
f1
)
. Причина, по которой вязкость вычисляется лишь в лидиру-

ющем порядке по c1, станет ясной из дальнейшего изложения.

Используя (3.53), находим локальное электрическое поле e, как функ-

цию производной по времени c′1t

er = −c′1t cosϕ
d

2πξ(T )κ2

√
− α0

2β0
g(r), (3.58)

и аналогично - для eϕ. Мощность потерь теперь определяется из (3.54), как

W∼ (
c′1t

)2 σnδ
Hc(T )2ξ(T )2d3

κ2 , (3.59)

где δ находится численным интегрирование зависимости от r выражения

для e (3.57), и с использованием вычисленных значений α0 и β0. В итоге

получаем оценку

δ ∼ 10−2. (3.60)
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“Сила”, препятствующая росту c1, задается отношением W к c′1t. Она

пропорциональна c′1t. Тогда коэффициент вязкости равен

η(c1)∼σn
Hc(T )2ξ(T )2d3

κ2 10−2. (3.61)

Такое же выражение было найдено и для коэффициента вязкости, связанного

с ростом c0 (случай выхода вихря). Оценка для δ также остается в силе.

Подчеркнем, что η(c1), по определению, напрямую связано с измене-

нием населенности уровня с завихренностью 1, а не с изменением положе-

ния вихря.

3.3.4. Время термоактивации

Итак, мы нашли зависимости энергии системы от населенностей со-

ответствующих уровней Ландау для входа и выхода вихрей, а также коэффи-

циенты вязкости, описывающие изменения этих населенностей. Теперь мы

можем приступить к нахождению среднего времени термоактивации вих-

ря через барьер. Это может быть сделано с помощью уравнения Фоккера-

Планка, также записанного в терминах населенностей.

Сначала рассмотрим вход вихря. Зависимость U(c1) энергии системы

от c1 показана на Рис. 3.10. Изначально система находится в левой яме.

Следуя [143], введем вероятность p(c′1, t | c1, 0) найти систему в точке

c′1 в момент времени t при условии, что она была в c1 в момент t = 0.

Релевантный интервал значений c1 - между двумя ямами c1 ∈ [a, b], где

a = 0, b =
√
− α1

2β1
). Также обозначим значение c1 в седловой точке, как s.

Тогда вероятность G(c1, t) того, что система еще находится в этом интервале,

равна

G(c1, t)=
∫ b

a
p(c′1, t | c1, 0)dc′1. (3.62)

Поскольку в задаче присутствует однородность по времени, можно

заменить p(c′1, t | c1, 0) на p(c′1, 0 | c1,−t), для которой выполняется обратное
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уравнение Фоккера-Планка

∂p(c′1, 0 | c1,−t)
∂(−t)

=
1
η(c1)

∂U
∂c1

∂p(c′1, 0 | c1,−t)
∂c1

− kBT
2η(c1)

∂2 p(c′1, 0 | c1,−t)

∂c2
1

. (3.63)

Теперь можно перейти обратно к p(c′1, t | c1, 0) и проинтегрировать (3.63) по

c1 ∈ [a, b]. Учитывая (3.62), получаем уравнение для G(c1, t):

∂G(c1, t)
∂t

= − 1
η(c1)

∂U
∂c1

∂G(c1, t)
∂c1

+
kBT
2η(c1)

∂2G(c1, t)
∂c2

1

. (3.64)

Также накладываем условие

p(c′1, 0 | c1, 0)= δ(c1 − c′1), (3.65)

которое показывает, что в момент t = 0 система была в определенном со-

стоянии. Из этого условия и (3.62), имеем

G(c1, 0)=1, (3.66)

что показывает, что система была в интервале c1 ∈ [a, b] при t = 0.

Далее принимается отражающее условие при c1 = a, которое озна-

чает, что система никогда не покидает интервал [a, b] через этот его конец.

Для противоположного конца интервала, c1 = b, накладываем поглощающее

условие, которое подразумевает, что если система достигает этой точки, она

никогда больше не входит обратно в интервал [a, b]. Теперь вычислим сред-

нее время τ(c1), которое система проводит в интервале, при условии, что в

начальный момент времени она была в некоторой фиксированной точке c1.

Тогда τ(a) даст нам среднее время прохода из ямы в c1 = a до другой ямы в

c1 = b.

Время τ(c1) может быть выражено из G(c1, t). Заметим сначала, что

G(c1, t) дает вероятность того, что система в момент t все еще находится

в интервале [a, b], а G(c1, t + dt) вероятность того, что она все еще там в

момент t + dt. Разница, −∂G(c1,t)
∂t dt, представляет собой вероятность выхода в

интервале времени [t, t + dt]. Тогда среднее время выхода τ(c1) равно

τ(c1)=−
∫ ∞

0
dt

{
∂G(c1, t)

∂t

}
= −

∫ ∞

0
dG(c1, t). (3.67)
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Используя (3.64) для G(c1, t), получаем дифференциальное уравнение

для τ(c1) путем интегрирования (3.64) по t от 0 до ∞:

− 1
η(c1)

∂U
∂c1

∂τ(c1)
∂c1

+
kBT
2η(c1)

∂2τ(c1)
∂c2

1

= −1, (3.68)

где учтено (3.66). Уравнение (3.68) определяет среднее время прохода от

произвольного c1 ∈ [a, b] до b. Это уравнение следует дополнить отражаю-

щим условием на a и поглощающим условием на b:

∂τ(c1)
∂c1

∣∣∣∣∣
c1=a

= 0, (3.69)

τ(b) = 0. (3.70)

Обыкновенное дифференциоальное уравнение (3.68)) с граничным

условиями (3.69) и (3.70) может быть легко решено стандартными спосо-

бами. Окончательно для τ(a), которое далее будем обозначать просто как τ,

получаем

τ ≡ τ(a)=
2

kBT

∫ b

a

{
exp

(
U(y)
kBT

) ∫ y

a
η(c1) exp

(−U(x)
kBT

)
dx

}
dy. (3.71)

При интегрировании по y основной вклад в (3.71) дается значениями y, для

которых exp (U(y)/kBT ) максимально, т.е. окрестностью седловой точки s.

В то же время, внутренний интеграл фактически постоянен в этой области.

Поэтому он может быть аппроксимирован с помощью замены y в верхнем

пределе интегрирования на b. В итоге, интеграл (3.71) переписывается через

произведение двух независимых интегралов

τ' 2
kBT

(∫ b

a
exp

(
U(y)
kBT

)
dy

) (∫ b

a
η(c1) exp

(−U(x)
kBT

)
dx

)
. (3.72)

Высокая точность использованной замены подтверждается и численными

расчетами.

Основной вклад в первый интеграл в (3.72) обеспечивается окрестно-

стью s, а для второго интеграла - окрестностью a. Именно по этой причине
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мы ранее вычисляли коэффициент вязкости η(c1) лишь в лидирующем по-

рядке по c1: учет поправок не приведет к заметным измененниям. Теперь

разложим U в окрестностях s и a как

U(x ≈ s)≈U(s) − |U
′′(s)|
2

(x − s)2, (3.73)

U(x ≈ a)≈U(a) +
|U′′(a)|

2
(x − a)2. (3.74)

Легко видеть, что для простой функции (3.48), |U′′(s)| = 2 |U′′(a)|. После

подстановки (3.73) и (3.74) в (3.72) и интегрирования имеем

τ=τ0 exp
(

Uen

kBT

)
, (3.75)

где Uen = U(s) −U(a) - это высота барьера (3.49). "Время попытки"τ0 равно

τ0≈π
√

2η(c1)

U′′(a)
. (3.76)

Используя (3.48), для U′′(a) получаем

U′′(a) =
2Hc(T )2

µ0
ξ(T )2d

(
α1 − α0γ

β0

)
, (3.77)

с (α1 − α0γ/β0) ∼ 0.1.

Итак, (3.76) и (3.77) вместе с выражением (3.61) для η(c1) дают сле-

дующую оценку для времени термоактивационного проникновения τ0

τ0∼σnµ0
d2

κ2 . (3.78)

Можем считать, что проводимость линейно зависит от T , так что из из-

вестного значения σn свинца при комнатной температуре мы можем оце-

нить σn в условиях эксперимента [52] как σn & 108 Ω−1m−1. Тогда τ0

∼10−15−10−14 с. Это значение, совместно с нашим результатом для высо-

ты барьера, Uen ≈ 23kBT , дает τ ∼ 10−5−10−4 с. Очень малая величина τ0

обусловлена тем фактом, что сверхток циркулирует по исключительно мало-

му объему ∼ ξ(T )2d, так что магнитный отклик островка весьма слаб. Кроме
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того параметр порядка подавлен. Наконец, расстояние от края островка, ко-

торое должен преодолеть вихрь, также очень мало.

Представленные выше вычисления для случая входа вихря легко мо-

дифицируются на случай его выхода. Все оценки для времени выхода оста-

ются в силе.

Полученные оценки для времени термоактивации вихря показывают,

что именно этот механизм и может определять наблюдаемое эксперимен-

тально подавление барьера в ультрамалых свинцовых островках.

3.4. Подавление поверхностного барьера квантовыми флуктуа-

циями

Квантовые флуктуации усиливаются при уменьшении толщины об-

разца, так что можно ожидать, что они будут доминировать над температур-

ными флуктуациями в пределе ультратонких структур, состоящих из всего

нескольких моноатомных слоев, и при низких температурах.

Рассмотрим сверхпроводящий островок в форме диска, состоящий

из всего нескольких моноатомных слоёв, с радиусом, на этот раз намного

большим длины когерентности при нуле температур. Такие островки могут

быть исследованы современными экспериментальными методами. Магнит-

ное поле по-прежнему приложено перпендикулярно поверхности наноост-

ровка. Будем использовать лондоновскую модель, которая применима и при

относительно низких температурах. Использование этой модели в данном

случае оправдано, так как размер сердцевины вихря - гораздо меньше по-

перечных размеров образца. В рамках этой модели, поверхностный барьер,

равно как и поля входа и выхода вихрей в отсутствие флуктуаций, могут

быть вычислены с помощью подхода Буздина [144].

Для оценки вероятности макроскопического квантового туннелиро-

вания вихря Абрикосова в/из образца используем подход Леггетта и Кал-
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деиры [145], который позволяет учесть влияние диссипации энергии. Для

вихря с массой mv в потенциале V(r) (который мы найдем с использованием

лондоновского приближения), евклидово действие дается выражением [145]

S E =

∫
dt

[mv

2
(
.
r) + V(r)

]
+
η

4π

∫
dt

∫
dt′

[r(t) − r(t′)]2

(t − t′)2 . (3.79)

Последнее слагаемое в (3.79) нелокально. Оно и ответственно за диссипа-

цию. При вычислении евклидова действия S E от временной зависимости

радиальной координаты вихря r(t) удобнее перейти к ее фурье-образу u(ω).

После интегрирования по времени имеем

S E =

∫
dω
2π

{
mv

2

[
1 +

η

|ω|mv

]
ω2|u(ω)|2 + V(u)

}
. (3.80)

Следуя [55], введем в рассмотрение частотно-зависимую эффективную мас-

су me f f (ω) = mv + η/|ω|.
В принципе, из (3.80) можно найти u(ω) точно. Однако известно, что

достаточно точные результаты для эффективного действия можно получить

гораздо проще - используя метод размерных оценок [55]. Для перепроверки

результатов также будем использовать другой приближенный подход, раз-

витый в [146].

Найдем характерную частоту туннелирования ω0 из баланса кинети-

ческой и потенциальной энергий

me f f (ω0)l2bω
2
0 = Vb, (3.81)

где Vb и lb - высота и ширина барьера, соответственно. Уравнение (3.81)

является квадратным, из него можно найти ω0. В вязком пределе (mvVb �
η2l2b), решение имеет вид

ω0 ≈ Vb

ηl2b

1 − mvVb

η2l2b

 , (3.82)

где сохранено линейное слагаемое. Ниже будет показано, что диссипатив-

ный режим действительно реализуется в случае рассматриваемых остров-
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ков. Используя (3.80) и (3.82), для действия получаем

S E ≈ 2ηl2b

1 +
mVb

η2l2b

 . (3.83)

Отметим, что в случае потенциала, задаваемого суммой квадратной и куби-

ческой зависимостей, который был решен точно в [147], появляется допол-

нительный множитель π/2 вместо 2 в лидирующем слагаемом (3.83). Столь

небольшое различие демонстрирует высокую эффективность применяемого

метода размерных оценок.

Масса вихря может быть оценена с использованием известного вы-

ражения Сула [148]. Согласно модели Сула, масса включает два слагаемых:

вклад от кинетической энергии сердцевины вихря и вклад от электромаг-

нитной энергии. В работе [149] было выявлено существование еще одного

вклада, связанного с деформациями кристаллической решетки. Этот допол-

нительный вклад по порядку величины совпадает с массой вихря в модели

Сула, так что условие вязкого предела не нарушается. Данный вывод ве-

рен для грязного предела, который и реализуется в случае наноструктур на

разупорядоченных подложках, исследуемых в экспериментах. Напротив, в

чистом пределе, следует учитывать гораздо большую массу вихря, возника-

ющую из-за квантования электронных состояний в сердцевине вихря [150],

которая к тому же может зависеть от частоты внешней силы. В грязном пре-

деле, однако этот вклад опять-таки становится по порядку величины равным

массе, найденной Сулом [149,151,152].

Вероятность квантового туннелирования с экспоненциальной точно-

стью равна PQT ∼ exp(−S E/~), тогда как вероятность температурной акти-

вации PT A ∼ exp(−Vb/kBT ).

Эффективное действие в диссипативном пределе зависит преимуще-

ственно от ширины барьера, что видно из (3.83) (см. также [55,153]). Таким

образом, вероятность квантового туннелирования обусловлена, в основном,

шириной барьера. В то же время, вероятность термоактивации определяет-
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ся высотой барьера. Ниже мы покажем, что эта нетривиальная конкуренция

между двумя характеристиками барьера приводит к довольно богатому на-

бору возможностей поведения системы.

В модели Лондонов энергия, как функция положения вихря, может

быть найдена аналитически [144]. Для диска с радиусом намного меньшим

эффективной глубины проникновения поля λ⊥ = λ(T )2/d зависящая от по-

ложения вихря часть энергии может быть записана, как [144]:

U(ρ) =
Φ2

0d
8π2λ(T )2

{
ln

R2 − ρ2

Rξ(T )
+

Φ

Φ0

(
ρ2

R2

)}
, (3.84)

где Φ - магнитный поток через диск.

Ранее было показано экспериментально [154], что для наноструктур

рассматриваемого типа оказывается применимой теория Гинзбурга-Ландау.

Поскольку мы находимся в грязном режиме с длиной свободного пробега

2d, для λ(T ) и ξ(T ) станем использовать соответствующие выражения для

этого режима

λ(T ) = 0.6λ0

√
ξ0/2d

1 − T/Tc
, ξ(T ) =

√
2ξ0d

1 − T/Tc
, (3.85)

где для свинца объемные значения λ0 = 40 нм и ξ0 = 80 нм. Для зави-

симости Tc от d используем соотношение, полученное из экспериментов с

свинцовыми пленками, состоящими из нескольких монослоев [154]:

Tc(d) = Tc0

(
1 − dc

d

)
, (3.86)

где Tc0 = 7.2 K критическая температура свинца в объеме, а “критическая

толщина” dc соответствует приблизительно полутора монослоям.

Из (3.84) легко получить, что положение седловой точки, разделяю-

щей безвихревое и одновихревое состояния, дается выражением

ρc = R
(
Φ − Φ0

Φ

)1/2

. (3.87)
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Условие для входа вихря в отсутствие флуктуаций может быть тогда полу-

чено приравниванием ρc к R−ξ(T ). После несложных вычислений получаем

для критического потока Φin, при котором пропадает барьер

Φin

Φ0
=

R
2ξ(T )

1

1 − ξ(T )
2R

. (3.88)

Когда поток меньше Φin, высота барьера Uin для входа вихря не равна нулю.

Она дается разницей энергий в седловой конфигурации и при ρ = R − ξ(T ):

Uin =
Φ2

0d
8π2λ(T )2

ln
R

ξ(T )
(
2 − ξ(T )

R

) − ln
Φ

Φ0

+
Φ

Φ0

(
2ξ(T )

R
− ξ(T )2

R2

)
− 1

}
. (3.89)

Условие для выхода вихря таково: ρc = 0, что сразу же ведет к усло-

вию для соответствующего критического потока Φout = Φ0. Когда Φ > Φout,

высота барьера Uout для выхода вихря отлична от нуля. Она равна разнице

энергий в седловой конфигурации и при ρ = 0:

Uout =
Φ2

0d
8π2λ(T )2

{[
Φ

Φ0
− 1

]
− ln

Φ

Φ0

}
. (3.90)

Таким образом, оказывается возможным найти аналитически высоты

барьеров для входа и выхода вихря. Однако этого нельзя сделать для ширин

барьеров, потому что они задаются решениями трансцендентых уравнений.

А именно, ширина барьера для входа вихря дается разницей двух значений

ρ, первое из которых R − ξ(T ), а второе определяется другим решением

уравнения U(ρ) = U(R− ξ(T )). Аналогично, ширина барьера на выход вихря

задана ненулевым значением ρ, при котором U(ρ) = U(0). Эти два уравнения

будем решать численно.

Рассмотрим случай образца с размерами R = 120 нм and d = 1 нм. Это

- реалистические параметры; образцы таких размеров могут быть изучены

экспериментально. Радиус диска в единицах ξ(0) равен 10, а d примерно

соответствует 3 монослоям. В результате получаем Tc = 3, 6 K. На Рис. 3.11
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показаны типичные профили барьеров на вход и выход вихря. Примечатель-

но, что ширина барьера для случая входа вихря в целом гораздо меньше, чем

для выхода. Поскольку вероятность квантового туннелирования определя-

ется квадратом ширины барьера, можно ожидать, что подобная асимметрия

будет служить увеличению вероятности температурного выхода вихря из

островка по сравнению с квантовым туннелированием.

Нас интересуют ответы на два вопроса. Во-первых, мы хотим понять,

насколько вообще реалистично квантовое туннелирование для рассматрива-

емой системы. Во-вторых, мы хотим определить, который из механизмов

доминирует в зависимости от T и Φ.

Вычисления показывают, что показатели экспоненты и для кванто-

вого туннелирования, и для термоактивации равны ∼ 10 − 100 практически

для всей фазовой диаграммы. Исходя из результатов предыдущего парагра-

фа, а также из работ [134,155], в которых вычислялись предэкспоненциаль-
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Рис. 3.11. Типичные зависимости энергии системы от положения вихря, в случае сверх-

проводящего островка радиусом 120 нм и толщиной 1 нм. Линия 1 показывает барьер на

вход вихря при Φ = 2, 1Φ0 и T = 0, 6Tc. Линия 2 соответствует барьеру на выход вихря

при Φ = 1, 5Φ0 и T = 0, 6Tc. Энергии нормированы на свои значения в седловых точках.

Точечные линии носят вспомогательный характер, обозначая ширины барьеров.
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ные множители, представляется разумным сделать вывод о том, что этих

значений достаточно для наблюдения рассматриваемых явлений эсперимен-

тально. Заметим, что из вычислений также следует, что мы действительно

находимся в диссипативном пределе, поскольку mvVb/η
2l2b на несколько по-

рядков меньше 1.

Основные результаты представлены на Рис. (3.12). Кривая 1 изобра-

жает Φin как функцию T . Кривая 2 представляет Φout. Штриховая кривая 3

соответствует Φ, при котором энергии состояния с вихрем посредине диска

и при ρ = R−ξ(T ) равны. Для участка на фазовой диаграмме, расположенном

между кривыми 3 и 1, вход вихря энергетически выгоден (в пренебрежении

флуктуациями). Для участка между кривыми 3 и 2, выгоден выход вихря.

Кривая 4 разделяет два участка: ниже этой кривой изменение тополо-

гического заряда системы более вероятно через температурные флуктуации,

тогда как выше этой линии доминируют квантовые флуктуации. Обозна-

чим соответствующую температуру как T0, то есть kBT0 = (~/2η)(Vb/l2b). Для

участка между кривыми 4 и 1 квантовое туннелирование вихря внутрь дис-
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Рис. 3.12. Диаграмма состояний в плоскости “магнитное поле – температура”. Вставка

показывает поведение десятичного логарифма S E/~ on T/Tc вдоль линии 4.
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ка более выгодно, чем термоактивация. Видно, что ширина этого участка

расширяется с уменьшением T , что представляется разумным. Для участ-

ка, заключенного между кривыми 1, 3 и 4, более вероятна термоактивация

вихря в диск. Примечательно, что этот сценарий доминирует вплоть до до-

статочно низких температур. Участок между кривыми 2 и 3 сооветствует

выходу вихря из образца. В отличе от случая выхода вихря он полностью

определяется температурным механизмом - даже при довольно низких тем-

пературах. Это объясняется тем обстоятельством, что ширина барьера на

выход достаточно велика и контролируется, в целом, радиусом диска, тогда

как ширина барьера на вход зависит преимущественно от ξ(T ) (см. Рис.

3.11).

Вставка на Рис. 3.12 показывает зависимость Vb/kBT от T/Tc вдоль

кривой 4, где эта величина равна S E/~. Интересно, что кривая 4 ориентиро-

вана приблизительно горизонтально на этой "фазовой диаграмме". Она пере-

секает кривую 1, которая относится к входу вихря в отсутсвие флуктуаций,

при T ≈ 0.85Tc. Это означает, что вдоль кривой 1 квантовое туннелирование

остается более вероятным вплоть до достаточно высоких температур.

Наконец, две точечные линии на Рис. 3.12 показывают границы участ-

ков, близкие к значениям Φ, сооветствующим переходам, где показатель экс-

поненты для доминирующего механизма входа или выхода вихря становят-

ся меньше 10; это означает, что изменение топологического заряда системы

становится весьма вероятным. Можно поэтому сказать, что на этих линиях

барьер Бина-Ливингстона давится за счет флуктуаций. Линии пересекаются

в некоторой точке на кривой 3, где оба барьера подавлены, так что вход и

выход вихрей должны становиться примерно обратимыми.

В использованном в данном параграфе подходе применялся метод

размерных оценок, основанный на работе с двумя характеристиками ба-

рьера - его высотой и шириной. Для дополнительной проверки полученных

результатов также применялся метод, предложенный в работе [146] для опи-
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сания квантового крипа в слоистых высокотемпературных сверхпроводни-

ках. В рамках этого подхода, эффективное действие сначала вычисляется в

режиме высоких температур, где оно полностью определяется термоактива-

цией. Затем температура кроссовера T0 находится путем решения уравнения

движения при учите всего лишь первой гармоники в качестве поправки к

статическому решению. Для T < T0 действие оценивается с помощью вы-

ражения для термоактивации, но при T = T0. Проверка показала, что ре-

зультаты использованного здесь метода и подхода [146] очень близки друг

к другу. Например, T0 может быть найдено из уравнения (25) работы [146],

если в нем опустить иррелевантное для нашего случая "упругое"слагаемое,

kBT0 = −~U′′(ρc)/2πη. Поскольку U′′(ρc) ≈ −Vb/l2b, мы в итоге получаем

аналогичный результат для T0. Вычисляя U′′(ρc), несложно показать, что

kBT0 ∼ (Φ − Φ0), в согласии с кривой 4 на Рис. 3.12. Разница в численных

множителях в этих двух подходах фактически компенсируется очень резкой

зависимостью T0, как функции Φ.

Важным вопросом является, как предсказанные особенности мож-

но проверить экспериментально. Напрямую можно обнаружить отсутсвие

или присутствие вихря, используя методы сканирующей туннельной мик-

роскопии и спектроскопии, как делалось в экспериментах французской и

японской групп. Можно исследовать температурную зависимость средних

полей входа и выхода вихрей. Как видно из Рис. 3.12, поток для входа вихря

не должен зависеть от T , тогда как в случае доминирования флуктуаций он

должен расти с ростом T . При низких температурах соответствующее зна-

чение потока должно быть близко к Φout. Раскладывая (3.87), (3.89) и (3.90)

по степеням Φ − Φout, можно легко показать, что ширина флуктуационной

области, в случае доминирования температурных флуктуаций, зависит от

температуры как ∼ √T . Это выполняется и в случае выхода вихря. На-

против, если доминируют квантовые флуктуации, ширина флуктуационной

области приблизительно не зависит от T (за исключением слабой при низких
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температурах зависимости ξ(T ) и λ(T )), так что она стремится к постоянной

величине при T = 0. Таким образом, анализируя низкотемпературное по-

ведение, можно различить два механизма подавления барьера. Для случая

входа вихря, должен происходить переход от квантового туннелирования к

термоактивации. В этом случае, зависимости соответствующего потока от

температуры, которые близки к линейным, должны отличаться при низких

и высоких температурах.

Возможно, более тонкий и эффективный метод экспериментального

изучения температурной активации был предложен Булаевским с соавтора-

ми в работе [156]. Было предложено медленно и периодически изменять при-

ложенное поле, а измерять не только средние поля входа и выхода вихрей,

но также и их распределения. Распределение должно уширяться с ростом T

в случае термоактивации. Этот подход представляет еще одну возможность

различить два возможных сценария подавления барьера.

3.5. Температурные флуктуации, индуцированные геометрией

системы

3.5.1. Вводные замечания

Ультратонкие сверхпроводящие островки, полученные методом ис-

парения в ультравысоком вакууме, далеко не всегда имеют простую форму.

Эти островки растут по сценарию Странски-Крастанова из зародышей, име-

ющих выраженную фасеточную форму. В результате, островки, имеющие

поперечные размеры 100 нм и менее, стремятся приобрести сглаженную

гексагональную форму, тогда как островки больших размеров зачастую вы-

растают в треугольные структуры [см., например, Рис. 1(a) в [52]].

Из литературы известно, что треугольная геометрия образца может

приводить к довольно необычным последствиям для сверхпроводящего кон-

денсата, зажатого в такой геометрии. Так, в работах [157,158] было показа-
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но, что в приложенном поле внутри треугольных образцов могут возникать

стабильные кластеры вихрей, которые содержат посередине антивихрь.

В данном параграфе диссертационной работы исследуется, как тре-

угольная геометрия, или, более обще - присутствие острых углов в тонких

сверхпроводящих наноструктурах влияет на температурные флуктуации па-

раметра порядка. Можно ожидать, что флуктуации будут усиливаться в углах

по сравнению с внутренними частями островка, поскольку в углах конден-

сат зажат с боков границами. Это, в свою очередь, как бы понимает ло-

кально размерность системы до квазиодномерной, в которой флуктуации

должны усиливаться. Для проверки нашей гипотезы будем рассматривать

самый простой случай нулевого внешнего поля.

3.5.2. Модель

Выкладки, приведенные в данном параграфе, относятся к случаю

температуры ниже Tc. Не представляет особого труда модифицировать их

на случай температур выше Tc.

Функционал Гинзбурга-Ландау для энергии системы в безразмерной

форме имеет вид:

F =
Bc(T )2

µ0
ξ(T )2d

∫
d2r

(
− | f |2 +

1
2
| f |4 + |∇ f |2

)
, (3.91)

где интегрирование проводится по плоскости сечения наноструктуры, а все

расстояния по-прежнему измеряются в единицах ξ(T ); Bc(T ) - термодина-

мическое критическое поле

Bc(T ) =
Φ0

2π
√

2ξ(T )λ(T )
. (3.92)

Рассматриваются ультратонкие системы с d � ξ(T ), так что задача эф-

фективно двумерная. Граничное условие для параметра порядка на каж-

дой из трех сторон берется в его обычной форме для границы ваку-
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ум/сверхпроводник
∂ f
∂n

= 0, (3.93)

где n единичный вектор в направлении, перпендикулярном границе.

Будем, как и прежде, рассматривать островки, состоящие из несколь-

ких моноатомных слоев.

3.5.3. Флуктуационные моды

Разложим параметр порядка f вокруг его среднего значения в отсут-

ствие флуктуаций

f = 1 + δ f . (3.94)

Подставляя (3.94) в (3.91), получаем выражение для увеличения энер-

гии из-за температурных флуктуаций

δF =
Bc(T )2

µ0
ξ(T )2d

∫
d2r

(
|δ f |2 +

1
2

(δ f 2 + δ f ∗2) + |∇δ f |2
)
, (3.95)

где сохранены лишь квадратичные по δ f и δ f ∗ слагаемые.

Очевидно, δ f может быть представлено в виде суперпозиции плос-

ких волн. Однако δ f для каждой флуктационной моды должно удовлетво-

рять граничному условию (3.93), которое представляет собой очень сильное

ограничение, налагаемое геометрией и размерами системы. Для того, чтоб

обойти эту сложность, мы будем использовать - с некоторыми необходимы-

ми изменениями – подход, примененный в работе [159] для треугольного

островка из графена, для которого были найдены точные электронные вол-

новые функции. Основная разница с задачей с графеном состоит в другом

типе граничных условий, которые для графена представляют собой требо-

вание равенства нулю самой волновой функции на границе, а не ее произ-

водной.

Следуя [159], сначала мы рассмотрим сектор, расположенный между

гранями I и II [см. Рис. 3.13]. Найдем форму δ f , которая удовлетворяет
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Рис. 3.13. Схематической изображение треугольной наноструктуры. Корреляторы вычисля-

ются вдоль отрезков, соединяющих точки, обозначенные числами.

условию (3.93) на этих двух гранях. Рассмотрим плоскую волну с волновым

вектором k1 = (kx, ky):

ψ1 = exp(−ik1r). (3.96)

Отражаясь от грани I, она превращается в волну ψ2 с k2 = (kx,−ky). Да-

лее легко видеть, что сумма ψ1 и ψ2 удовлетворяет (3.93) на грани I. Ко-

гда эти две волны отражаются от грани II, появляются две новые волны

с k5 = −1
2(kx +

√
3ky,−

√
3kx + ky) и k6 = −1

2(kx −
√

3ky,−
√

3kx − ky). После

отражения от грани I, они порождают волны с k3 = −1
2(kx −

√
3ky,
√

3kx + ky)

и k4 = −1
2(kx +

√
3ky,
√

3kx − ky). Наконец, после отражения от грани II, эти

последние волны не приводят к возникновению никаких новых волн. Мы

можем констатировать, что сумма шести волн ψ1 + ...+ ψ6 удовлетворяет

граничному условию (3.93) на гранях I и II при любом k1. Это же гранич-

ное условие на границе III приводит к правилам квантования для (kx, ky),

которые, конечно, отличаются от найденных в [159]. Легко видеть, что раз-
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решенные значения (kx, ky) разделяются на две ветви:

k(1)
x =

4π
3L

m, (3.97)

k(1)
y =

4π
3L

n
√

3, (3.98)

и

k(2)
x =

4π
3L

(
m +

1
2

)
, (3.99)

k(2)
y =

4π
3L

(
n +

1
2

) √
3, (3.100)

где L безразмерная длина стороны треугольника, а m и n - произвольные

целые числа.

Для этих двух ветвей собственные энергии даются выражениями

E(1)
mn =

(
4π
3L

)2 (
m2 + 3n2

)
, (3.101)

E(2)
mn =

(
4π
3L

)2 
(
m +

1
2

)2

+ 3
(
n +

1
2

)2 . (3.102)

Используя соответствующий выбор m и n, получаем следующий базис нор-

мированных функций

ϕ(1)
mn =

1√
6

(
ψ(1)

1 + ... + ψ(1)
6

)
, n > |m| , (3.103)

ϕ(1)
mn = 1, n = m = 0, (3.104)

где ψ(1)
1 ,..., ψ(1)

6 зависит от (k(1)
x ,k(1)

y ), и

ϕ(2)
mn =

1√
6

(
ψ(2)

1 + ... + ψ(2)
6

)
, n > |m + 1/2| , (3.105)

где ψ(2)
1 ,..., ψ(2)

6 зависит от (k(2)
x ,k(2)

y ).

Можно разложить флуктуационный вклад в параметр порядка по по-

лученному базису

δ f =
∑

n,m,α

c(α)
mnϕ

(α)
mn, (3.106)
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где α = 1, 2 относится к разным ветвям. Теперь подставим разложение

(3.106) в (3.95). После интегрирования по поперечному сечению образца

получаем следующее выражение для статистической суммы

Z =
∏

n,m,α

∫
d(Re(c(α)

mn))d(Im(c(α)
mn))

× exp

−G(T )
L2
√

3
4

[
(Re(c(α)

mn))2(E(α)
mn + 2) + (Im(c(α)

mn))2E(α)
mn

] . (3.107)

Оно содержит произведение гауссовых интегралов, которые могут быть лег-

ко найдены:

Z =
∏

n,m,α

2π

L
√

E(α)
mn(E(α)

mn + 2)G(T )
√

3
. (3.108)

3.5.4. Корреляционные функции

Для исследования пространственной локализации флуктуаций в ост-

ровке ниже Tc, проанализируем отдельно флуктуации фазы и плотности, по-

скольку они ведут себя по-разному. А именно, флуктуации фазы параметра

порядка оказываются ответственными за отсутствие дальнего порядка [139].

Из (3.94) видно, что фаза χ параметра порядка может быть выражена

как

χ =
1
2i

(δ f − δ f ∗) . (3.109)

Мы будем искать корреляционную функцию

Kph(r1, r2) =
〈[
χ(r1) − χ(r2)

]2
〉

T
. (3.110)

В изотропной бесконечной системе эта величина зависит лишь от рассто-

яния |r2 − r1|. Данная корреляционная функция расходится логарифмиче-

ски на больших расстояниях, что отражает факт потери дальнего порядка.

Однако для ограниченной в размерах системы с анизотропной геометрией

Kph(r1, r2) зависит и от r1, и от r2 − r1.
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Используя (3.106) и (3.109), приходим к следующему выражению для

Kph(r1, r2)

Kph(r1, r2) =
1
2

∑

m,n,α

〈
(Im(c(α)

mn))2
〉

T

{
Re

[(
Γ(α)

mn(r1, r2)
)2
]

+
∣∣∣Γ(α)

mn(r1, r2)
∣∣∣2
}

−1
2

∑

m,n,α

〈
(Re(c(α)

mn))2
〉

T

{
Re

[(
Γ(α)

mn(r1, r2)
)2
]
−

∣∣∣Γ(α)
mn(r1, r2)

∣∣∣2
}
,(3.111)

где

Γ(α)
mn(r1, r2) = ϕ(α)

mn(r1) − ϕ(α)
mn(r2). (3.112)

Усредненные значения (Re(c(α)
mn))2 и (Im(c(α)

mn))2 могут быть определены ана-

литически: 〈
(Re(c(α)

mn))2
〉

T
=

2

G(T )L2
√

3
(
E(α)

mn + 2
) , (3.113)

〈
(Im(c(α)

mn))2
〉

T
=

2

G(T )L2
√

3E(α)
mn

. (3.114)

Подставляя (3.113) и (3.114) в (3.111) и производя суммирование, получаем

Kph(r1, r2) вдоль различных траекторий внутри островка. Эта сумма однако

расходится при больших m и n, и эта расходимость должна быть обрезана

стандартным образом [139] на волновых векторах k ∼ 1/ξ(T ). Оказалось, что

зависимость окончательных результатов от конкретного выбора параметра

обрезания достаточно слаба (в пределах 10 %).

Аналогичным образом можно выразить флуктуационную часть δns

плотности сверхпроводящих электронов | f |2 в терминах δ f и δ f ∗

δns = δ f + δ f ∗. (3.115)

Используя этот подход, несложно также вычислить коррелятор плотность-

плотность, определяемый как

Kden(r1, r2) = 〈δns(r1)δns(r2)〉T . (3.116)

Температурные флуктуации параметра порядка также имеются и при

температурах выше Tc. В этом случае, значение параметра порядка в от-

сутствие флуктуаций равно нулю, поэтому следует модифицировать (3.94) и
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(3.108), а следовательно - и (3.113), (3.114). Опустим детальный вывод, а да-

лее результаты представим для корреляционной функции параметра порядка

как такового, без разделения на плотность и фазу

K(r1, r2) = 〈 f (r1)∗ f (r2)〉T . (3.117)

Выше Tc также удобно нормировать все расстояния на ξ(T ), где ξ(T ) =
√
~2/2m |α(T )|.

3.5.5. Результаты и их обсуждение

Обсудим поведение корреляционных функций как выше так и ниже

Tc.

Температура ниже Tc. – Результаты для фазовой корреляционной

функции Kph(r1, r2) в зависимости от |r2 − r1| вдоль разных траекторий по-

казаны на Рис. 3.14 для случая треугольного островка с L = 8, что соответ-

ствует размеру в несколько сотен нанометров для наноструктуры из свинца

при параметрах T = 0, 75Tc, G(T = 0, 75Tc) = 10. Разные кривые показыва-

ют поведение Kph(r1, r2) вдоль прямых линий, соединяющих разные точки

внутри островка - эти точки обозначены на Рис. 3.13. Кривая 1 → 2 со-

ответствует траектории между двумя углами наноструктуры. Кривая 1 → 3

соответствует Kph(r1, r2) вдоль биссектрисы, начиная с угла. Кривые 4→ 3 и

5→ 3 соответствуют линиям во внутренней области наноструктуры (длины

отрезков 1−4 и 2−3 равны L/2, а длины отрезков 4−5 и 5−3 равны между

собой). Кривая 6 → 7 показывает изменение Kph(r1, r2) при переходе через

биссектрису [длины отрезков 1 − 6 и 1 − 7 равны L/5].

Формы всех этих кривых схожи, и, в общем, напоминают соответ-

ствующую кривую для изотропной двумерной системы. А именно, корре-

лятор сначала быстро растет с ростом |r2 − r1|, после чего рост быстро за-

медляется. В то же время, однако есть явные различия между кривыми -

как количественные, так и качественные. Во-первых, видно, что на началь-
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Рис. 3.14. Зависимость корреляционной функции Kph(r1, r2) от |r2 − r1| вдоль разных траек-

торий в треугольной структуре ниже Tc.

ном этапе быстрого роста расфазировка вдоль траекторий, начинающихся

из угла, намного сильнее (в несколько раз). Это хорошо согласуется с на-

шим первоначальным предположением об усилении флуктуаций в углах.

Таким образом, это предположение оправдывается. Во-вторых, Kph(r1, r2)

вдоль траектории 1→ 2 начинает снова резко расти по мере приближения к

другому углу, тогда как для остальных тракеторий это повторное увеличение

коррелятора выражено не так сильно. Эта особенность говорит о потере ко-

герентности между параметром порядка в разных углах наноструктуры, что

опять же подтверждает нашу гипотезу. Для использованных здесь значений

параметров видно, что максимальное
√

Kph(r1, r2) - около 0,4, что подра-

зумевает весьма существенное ослабление когерентности между разными

углами.

Рис. 3.15 показывает коррелятор плотность-плотность Kden(r1, r2)

вдоль трех траекторий: 1 → 2, 4 → 3 и 5 → 3. Снова видим, что корре-

ляционная функция в углу (1 → 2) - намного больше, чем во внутренней

области (4 → 3 и 5 → 3). Это означает, что не только фаза параметра по-
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рядка, но и плотность сверхпроводящих электронов флуктуирует сильнее в

углах наноструктуры. Также интересно отметить, что, как показывает срав-

нение Kden(r1, r2) вдоль траекторий 4 → 3 and 5 → 3, флуктуации немного

усилены также вдоль всей поверхности островка.

Интенсивность температурных флуктуаций в заданной точке может

быть охарактеризована через коррелятор плотность-плотность Kden(r1, r2) с

|r2 − r1| ∼ ξ(T ), усредненный при всех таких значениях r2 [139, 141]. Таким

образом можно установить характерные размеры области с усиленными

флуктуациями. Как и слеловало ожидать, она составляет несколько величин

ξ(T ).

Для иллюстрации полученных результатов построим "фазовую диа-

грамму"треугольной наноструктуры с размером стороны 15ξ(0) и толщиной

d = 5 нм. Возьмем траекторию 1 → 3 вдоль биссектрисы и для каждой

точки r на этой линии вычислим величину
√

Kden(r, r), которая определяет

флуктуацию плотности сверхпроводящих электронов. Будем использовать

следующий качественный критерий: если эта величина при определенной
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Рис. 3.15. Зависимость корреляционной функции Kden(r1, r2) от |r2 − r1| вдоль разных тра-

екторий ниже Tc.
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температуре превышает 0,15, значит реализуется флуктуационный режим.

Результаты для кроссовера между низкотемпературным и флуктуационным

режимами представлены на Рис. 3.16 в плоскости “расстояние вдоль тра-

ектории 1 → 3 и 1 − T/Tc”. Действительно можно видеть, что характерная

температура кроссовера в углах сильно зависит от координаты. Конечно,

переход между двумя режимами не является резким. Предложенная картина

является качественной и представлена для чисто иллюстративных целей.

Температура выше Tc. – Корреляционная функция для параметра

порядка K(r1, r2) выше Tc была определена в (3.117). Она должна умень-

шаться [139] с увеличением |r2 − r1|. Результаты вычислений для K(r1, r2)

вдоль разных траекторий изображены на Рис. 3.17 для T = 1, 25Tc и L = 8

(в единицах ξ(T )). Коррелятор для удобства нормирован на свое значение

K(r, r) в точке 5, которая расположена по центру наноструктуры ("объем").

Можно убедиться в быстром убывании K(r1, r2) с увеличением |r2 − r1|, но

снова коррелятор вдоль траектории, начинающейся из угла (1 → 2), суще-

ственно отличается от соответствующей величины для внутренней области
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Рис. 3.16. Диаграмма состояний треугольной структуры ниже Tc.
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наноструктуры. А именно, среднее плотность сверхпроводящих электронов,

индуцированных температурными флуктуациями, намного больше в углах

наноструктуры. Опять же, флуктуации вблизи поверхности усилены (ср.

4 → 3 и 5 → 3). Ширина флуктуационной области в углах и в этот раз

составляет несколько величин ξ(T ).

Сравнение результатов для корреляционных функций ниже и выше

Tc показывает, что сверхпроводимость давится ниже Tc, начиная с углов,

а выше Tc она наоборот возникает в углах. Однако тут нет противоречия,

поскольку при подходе к Tc длина когерентности расходится, так что вбли-

зи перехода наноструктура находится в квазинульмерном режиме, так что

параметр порядка в пространстве не меняется. Иными словами, флуктуаци-

онная область при подходе к Tc расширяется с углов на всю систему, а при

отходе от Tc локализуется в углах. При этом, конечно, размер наноструктуры

должен быть гораздо больше ξ(0) для того, чтоб эффект возникал.

Подчеркнем, что усиления флуктуаций можно ожидать в образцах

различной формы и размеров, а не только в треугольных островках. Общая
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Рис. 3.17. Коррелятор K(r1, r2), как функция |r2 − r1| вдоль разных траекторий, выше Tc.
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тенденция здесь понятна – чем острее угол, тем сильнее в нем будут флук-

туации. Данный вывод важен и для приложений, в которых используются

малоразмерные тонкопленочные элементы из сверхпроводников. Для избе-

жания флуктуаций в таких системах необходимо стараться делать их без

острых углов. Особенно существенно это обстоятельство для современных

высокочувствительных фотодетекторов на основе систем сверхпроводящих

наноостровков, соединенных контактами в сеть, которые уже используют-

ся на коммерческой основе. Как считается, именно флуктуации параметра

порядка ответственны за ложные срабатывания подобных фотодетекторов.

3.6. Проникновение вихря в конденсат в ловушке: роль пар

“вихрь-антивихрь”

3.6.1. Вводные замечания

Одной из наиболее интересных проблем физики топологических де-

фектов в конденсатах Бозе-Эйнштейна атомов щелочных металлов является

вопрос о входе вихрей во вращающийся конденсат. Данному вопросу было

посвящено большое количество экспериментальных и теоретических работ

(см, например, [160–163] и [164–173], соответственно). Входу вихря пре-

пятствует барьер, схожий с поверхностным барьером в сверхпроводниках,

который изучался в параграфе 3.3 диссертационной работы. Несмотря на

сходства, между этими двумя случаями есть и различия. Так, например, во

вращающемся конденсате отсутствует хорошо выраженная поверхность.

Проникновение вихря теоретически исследовалось с помощью

нескольких подходов. Один из наиболее популярных - это исследование

стабильности безвихревого состояния с аксиально-симметричным распре-

делением атомов по отношению к возмущениям параметра порядка ψ

[125, 168, 169, 172]. В рамках этого подхода было получено, что безвихре-

вое состояние становится неустойчивым по отношению к так называемым
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поверхностным модам, которые приводят к хорошо известной нестабиль-

ности Ландау. Однако, строго говоря, из такого линейного анализа сложно

понять, содержит ли окончательное состояние, к которому приходит систе-

ма после нестабильности, вихри, либо же она оказывается возмущенной

каким-то иным способом – например, через периодические в пространстве

модуляции поверхности.

Второй подход заключается в использовании лондоновской модели

или каких-то ее модификаций; вихри рассматриваются в виде точечных

объектов [166, 170, 171]. В этом случае, вводилась граница Томаса-Ферми,

на которой ψ становится равным нулю. Используя эти приближения, можно

вычислить критическую угловую скорость вращения конденсата, при ко-

торой подавляется барьер, препятствующий входу вихрей в систему через

границу Томаса-Ферми. Однако можно заметить, что в реальности не суще-

ствует резкой границы, на которой ψ в точности равно нулю. Поэтому пред-

ставляется проблематичным адекватно описать процесс зарождения вихря

в рамках такой модели. Согласно [170, 171], поверхностный барьер разру-

шается при частотах вращения, не превышающих частоту нестабильности

Ландау.

Третий подход к решению задачи заключается в использовании чис-

ленных методов интегрирования временного уравнения Гросса-Питаевского

[165, 167, 173, 174]. Здесь тоже имеются некоторое разногласие результатов.

Так, в [174] было получено, что вход вихря вообще невозможен без введе-

ния в уравнение Гросса-Питаевского дополнительного затухания. Вычисле-

ния [167] указывают на то, что затухание не является необходимым, но вход

вихря происходит при частотах, значительно превышающих критическую

частоту Ландау для поверхностных мод.

Подчеркнем, что экспериментальные результаты [160–163] для кри-

тической частоты формирования вихря также несколько отличаются друг от

друга. Этот факт обсуждается в [171], где автором аргументировалось, что
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в эксперименте [160] вихри появляются при критической часоте Ландау, а

неудачи пронаблюдать их появление при таких низких частотах в остальных

экспериментах были вызваны тем фактом, что время возникновения вихря

оказывалось слишком длительным.

Целью исследования, представленного в данном параграфе диссерта-

ционной работы, является дальнейшее и более глубокое изучение процесса

формирования вихря в конденсате с помощью ранее не применявшегося для

этой цели метода, а также прояснение роли поверхностных мод. В особен-

ности, будут затронуты два вопроса:

– Где именно и как именно образуются вихри?

– Каково значение критической частоты формирования вихря?

3.6.2. Модель

Рассмотрим длинное сигарообразное облако разреженного газа. Бу-

дем считать вихри прямыми линиями. Таким образом, задача эффективно

двумерна. Функционал Гросса-Питаевского для энергии системы в безраз-

мерном виде может быть представлен, как

F =

∫
rdr

∫
dϕ

(1
2
|∇ψ|2 +

r2

2
|ψ|2 +

2πp
N
|ψ|4 − iωψ∗

∂ψ

∂φ

)
, (3.118)

где интегрирование проводится по площади системы; (r, ϕ) – полярные ко-

ординаты, N – количество атомов в облаке, ω – частота вращения, p = anz

– газовый параметр, a и nz – длина рассеяния и концентрация атомов вдоль

оси облака, соответственно. Условие нормировки для параметра порядка

имеет вид
∫

rdr
∫

dϕ |ψ|2 = N.

Далее для параметра порядка будет использоваться тот же общий

подход, который применялся нами ранее для сверхпроводников малых раз-

меров, содержащих вихри. В общем случае, ψ может быть разложен

ψ(r, ϕ) =
∑

l

fl(r) exp(−ilϕ). (3.119)
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В пределе невзаимодействующего газа (p = 0) легко получить, подставляя

(3.119) в уравнение Гросса-Питаевского, что каждая функция fl(r) совпадает

с собственной функцией гармонического осциллятора для углового момен-

та l. Эти функции имеют гауссов профиль ∼ rl exp
(
− r2

2

)
. Поэтому можно

считать, что гауссов характер распределения приближенно сохраняется в

случае слабо взаимодействующих частиц. Точность может быть улучшена,

если ввести вариационный параметр Rl, характеризующий пространствен-

ное уширение fl(r). Окончательно, наша пробная функция для fl(r) имеет

вид:

fl(r) = Cl

(
r
Rl

)l

exp
− r2

2R2
l

− iφl

 , (3.120)

где Cl, Rl и φl могут быть получены из условия минимума (3.118), а Cl ве-

щественно. Этот подход для случая конденсата атомов щелочных металлов

использовался впервые в [177] (см. также [178]). В данной работе мы огра-

ничимся величинами газового параметра 0 < p < 10, поскольку, согласно

нашим оценкам, гауссово приближение перестает адекватно работать при

больших p. Для подтверждения точности мы сравнивали известные числен-

ные результаты для термодинамической критической частоты вращения с

найденными этим методом значениями.

Теперь подставим (3.119), (3.120) в (3.118) и, проинтегрировав, по-

лучим

F =
∑

l

αlC2
l +

∑

l

IllllC4
l + 4

∑

l>k

IllkkC2
l C2

k

+4
∑

l>k>m

IlkkmClC2
kCmδl+m,2k cos (φl + φm − 2φk)

+8
∑

l>k>m>n

IlkmnClCkCmCnδl+k,m+n cos (φl + φk − φm − φn) , (3.121)

где

αl =
π

2
Γ(l + 2)

(
1 + R4

l

)
− πR2

l Γ(l + 1)ωl, (3.122)

Ilkmn =
2π2 p

N
Γ(

l + m + n + k
2

+ 1)R2
lkmn
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×
(
Rlkmn

Rl

)l (Rlkmn

Rk

)k (
Rlkmn

Rm

)m (
Rlkmn

Rn

)n

, (3.123)

Rlkmn =
√

2
(
R−2

l + R−2
k + R−2

m + R−2
n

)− 1
2 , (3.124)

где Γ(l) – гамма-функция. Условие нормировки теперь принимает вид

π
∑

l

C2
l R2

l Γ(l + 1) = N. (3.125)

Значения параметров Rl, Cl и φl могут быть найдены из минимума энер-

гии (3.121) при учете (3.125). Например, для безвихревого состояния C0 =√
N/πR2

0, R0 = (1 + 2p)1/4, и Cl = 0 при l 1 1.

В окрестности локального минимума отклонения энергии от наи-

меньшего значения могут быть представлены в виде

∆F =
∑

lk

Alk∆Cl∆Ck, (3.126)

где ∆Cl - отклонение Cl от равновестного значения. В (3.126) сохранены сла-

гаемые до второго порядка по ∆Cl. Критерий устойчивости решения состоит

в том, что все главные миноры матрицы ‖Alk‖ должны быть положительны.

3.6.3. Устойчивость безвихревого состояния

Сначала исследуем безвихревое состояние на устойчивость, а затем

выйдем за пределы линейного анализа. Рассмотрим ситуацию, когда система

начинает раскручиваться квазистатически. Для аксиально-симметричного

состояния без вихря матрица ‖Alk‖ диагональна. Тогда несложно найти ω,

при которой это состояние становится неустойчивым по отношению к по-

верхностной моде с угловым моментом l:

ωinst(l, p) =
2

lΓ(l + 1)


(l − 1)Γ(l + 1)√

1 + 2p
+

1
4


1 + R4

l

R2
l

 Γ(l + 2) +

+
4(1 + 2p)n/2Γ(l + 1)

(
√

1 + 2p + R2
l )n+1

 . (3.127)
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Величина Rl может быть найдена из условия минимума ωinst(l, p) по Rl.

На Рис. 3.18 представлены зависимости ωinst(l, p) от p для разных l. Фак-

тическая функция ωinst(p) определяется минимальным значением ωinst(l, p)

по дискретной величине l. Эта функция показана на Рис. 3.18 (б), она со-

ответствует хорошо известному критерию Ландау для переноса углового

момента в сверхтекучую систему. Из Рис. 3.18 б можно видеть, что зна-

чение linst, приводящее к неустойчивости, увеличивается с ростом газового

параметра p. Интересно, что безвихревая фаза всегда устойчива по отно-

шению к появлению гармоники с l = 1. При малых p неустойчивость по

отношению к гармонике l = 3 имеет место быть при меньших ω, чем для

l = 2. На Рис. 3.18 (б) также представлена термодинамическая критическая

частота вращения как функция p, которая вычислялась сравнением энер-

гий безвихревого и одновихревого состояний. Как и ожидалось, эта частота

оказывается существенно ниже, чем ωinst.

3.6.4. Зарождение вихрей

Теперь выйдем за пределы линейного анализа. Основная идея заклю-

чается в том, чтоб представить ψ в окрестности точки неустойчивости в

виде суперпозиции гармоник с l = 0 и l = linst. Далее энергия системы вы-

числяется в таком приближении двух гармоник при значениях ω, немного

превышающих ωinst. При каждом ω мы также исследуем стабильность по-

лученного приближенного решения по отношению к возникновению других

гармоник с разными l. Несмотря на приближенный характер этого метода,

представляется, что с его помощью можно уловить основные особенности

процесса возникновения вихря.

Сначала рассмотрим самый простой случай linst = 3. В точке неустой-

чивости появляется примесь гармоники с l = 3. Поверхностная мода при-

водит к модуляции |ψ| в азимутальном направлении; всего появляются три



162

0 2 4 6 8 10
0.5

1.0

l = 6
l = 5

l = 4

l = 3

l = 2

 

p

(a)

 

 

0 2 4 6 8 10

0.5

1.0

6
5

4

3

 

p

( )

 

 

Рис. 3.18. Рис. (а) – Зависимость частот вращения ωinst(l), при которых аксиально-

симметричное безвихревое состояние становится нестабильным, от газового параметра

p при разных значениях квантованного углового момента l. Рис. (б) – Минимальная ча-

стота, приводящая к нестабильности ωinst(l). Точечные линии разделяют участки, соот-

ветствующие разным значениям linst. Пунктирная линия соответсвует термодинамической

критической частоте вращения.
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горба и три впадины. На Рис. 3.19 показана эволюция |ψ| вдалеке от центра

системы вдоль одного из трех направлений, где |ψ| минимален, при p = 1.

Вначале |ψ| в этом направлении является минотонной функцией r. С увели-

чением ω появляется локальный минимум на зависимости ψ(r), как показано

на Рис. 3.19 а. Этот минимум становится глубже и глубже, пока |ψ| не про-

давливается до нуля в некоторой точке, см. Рис. 3.19 (б). Если продолжить

раскручивать систему, минимум распадется на пару “вихрь-антивихрь”, см.

Рис. 3.19 (в). Дальнейшее увеличение ω сопровождается смещением вих-

ря в центр облака, а антивихря - в противоположном направлении. Этот

же процесс происходит и вдоль двух других направлений. В результате, в

системе появляются три вихря, которые проникают во внутреннюю часть

облака симметрично, тогда как антивихри уходят далеко от центра облака,

но, вообще говоря, не исчезают.

Заметим, что область значений ω между точкой неустойчивости и

вихревым состоянием оказывается весьма узкой, порядка 10−3 запирающей

частоты. Это служит подтверждением сценария [170,171].

Аналогичный сценарий реализуется при значениях p, соответству-

ющих linst = 5. В этом случае, пять вихрей проникают во внутреннюю

часть облака, а пять антивихрей удаляются в обратных направлениях. Ины-

ми словами, поверхностные моды вызывают модуляцию параметра порядка,

а затем минимумы естественным образом распадаются на пары "вихрь-

антивихрь".

Однако, когда linst четно, linst = 4 или 6, ситуация несколько меняется.

Сначала |ψ| становится модулированным в азимутальном направлении, а с

увеличением ω минимумы ψ становятся все более и более выраженными,

в точности как в случае нечетных linst. Но как раз перед формированием

вихрей это состояние внезапно становится нестабильным по отношению к

возникновению гармоники с l = linst/2. Стационарное состояние после этой

неустойчивости соответствует локальному минимуму энергии с ψ, задавае-
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Рис. 3.19. Эволюция модуля параметра порядка в окрестности точки, где возникает пара

“вихрь-антивихрь”. Число частиц – 10000, p = 1.
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мым суперпозицией гармоник l = 0, linst/2 и linst. При 1 . p . 1, 5 (linst = 4)

это состояние тоже неустойчиво по отношению к возникновению гармоники

с l = 1. Это означает, что конечное состояние содержит один вихрь в центре

облака. Таким образом, получается, что для четных linst, не все минимумы

ψ трансформируются в пары “вихрь-антивихрь”. Число этих пар равно 3

для linst = 6 и 1 или 2 для linst = 4 в зависимости от p. Можно сказать, что

роль поверхностных мод состоит в упрощении входа одного или большего

количества вихрей во внутреннюю часть облака. Здесь нетрудно усмотреть

явную аналогию со случаем проникновения вихря в сверхпроводящий на-

ноостровок, рассмотренным в параграфе 3.3, где в то же время у системы

имелась четкая граница, и поэтому антивихрь не возникал.

Аналогичный механизм был выявлен в работе Питаевского с соавто-

рами [166] для случая конденсата атомов щелочных металлов для конкрет-

ной квадрупольной моды, l = 2, которая упрощала проникновение един-

ственного вихря. Антивихри в этой работе также не фигурировали, посколь-

ку в рассмотрение вводилась граница Томаса-Ферми. Наш результат показы-

вает, что проникновение вихрей связано с разными поверхностным модами

в зависимости от p. После каскада нестабильностей, в которых появляют-

ся различные гармонки параметра порядка, в систему могут войти сразу

несколько вихрей, а не обязательно лишь один. В нашем подходе, барьер,

препятствующий возникновению вихрей, подавляется при критических ча-

стотах, лишь слабо превышающих частоту Ландау для поверхностных мод.

Таким образом, этот подход поддерживает результаты Англина [170, 171],

которые были получены при использовании совершенно иного метода -

гидродинамического подхода, в котором учитывается пространственное из-

менение параметра порядка в поверхностном слое Томаса-Ферми.

Механизм появления вихрей через пары “вихрь-антивихрь” представ-

ляется типичной особенностью систем, в которых нет четко выраженной

границы. В случае трехмерной системы роль таких пар должны выполнять
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вихревые кольца, раздувающиеся с периферийных областей системы. Дей-

ствительно, изогнутые вихревые линии были обнаружены в трехмерных

численных симуляциях [179], хотя размер соответствующих областей был

слишком маленьким для получения "антивихревой"части кольца.

Другое интересное следствие - это равенство нулю полного тополо-

гического заряда системы. Это означает, что для любой стабильной кон-

фигурации вихрей во внутренней части облака имеется соответствующая

ей конфигурация антивихрей вдали от центра, где плотность частиц мала.

Заметим, что нечто подобное наблюдалось в некоторых численных симуля-

циях [173,174]. А именно, вдалеке от центра облака обнаруживались стран-

ные топологические дефекты, которые авторами этих работ были названы

"вихрями-привидениями"(ghost vortices).

Интересно, что в литературе уже были выявлены случаи, когда в

системах энергетически выгодно появление антивихрей в областях с по-

ниженным параметром порядка. Так, в работах [157, 175] рассматривалось

вихревое состояние в треугольных и квадратных сверхпроводящих остров-

ках. Было показано, что из-за симметрии системы посередине островка мо-

жет возникать антивихрь. В работе Мельникова [176] с соавторами речь

шла о депиннинге вихря с колоннобразного дефекта, при котором также

образуется добавочный антивихрь. Таким образом, можно констатировать,

что здесь мы сталкиваемся с рядом схожих явлений в сверхпроводящих и

сверхтекучих системах.

3.7. Температурное плавление вихревых кластеров в конденса-

тах

3.7.1. Вводные замечания

Некоторое время назад в литературе был рассмотрен вопрос о воз-

можности перехода Березинского-Костерлица-Таулесса (БКТ), сопровожда-
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ющегося возникновением пар “вихрь-антивихрь”, в квазидвумерных обла-

ках конденсатов атомов щелочных металлов [180–182]. Был сделан вывод

о том, что этот переход может происходить в экспериментально доступной

области основных параметров системы. Так, согласно [181], переход БКТ

может произойти при T ≈ 0, 5Tc и числе частиц N ∼ 103 ÷ 104. Вскоре

предсказания были подтверждены экспериментально [183].

Эти результаты подчеркивают важность температурных эффектов в

квазидвумерных конденсатах даже при температурах существенно более

низких, чем Tc – и это при том, что Tc весьма низка. В то же самое время,

влияние температурных флуктуаций на вихревое состояния таких конден-

сатов в литературе не исследовалось, хотя из общих соображений ясно, что

соответствующие эффекты должны проявляться при еще более низких тем-

пературах, чем температура перехода БКТ. Здесь можно упомянуть лишь

работу [184], которая однако относится к режиму сильных флуктуаций в

относительно высоких температур, которые полностью разрушают порядок

в расположении вихрей.

В конечных системах флуктуации положений вихрей зависят еще и от

количества вихрей в системе. Конечно, в таких системах температура плав-

ления не является строго определенной величиной. Однако типичная темпе-

ратура разупорядочивания может быть введена с использованием критерия

Линдеманна, см., например, обсуждение в [185]. В системах с переходным

к макроскопическому количеством вихрей флуктуации положений вихрей

можно описывать с помощью теории упругости и так называемых мод Тка-

ченко [186]. В то же время, когда число вихрей становится небольшим,

эффекты квантования этого числа начинают играть очень важную роль, и

температуры "плавления"в этом случае могут оказываться значительно ни-

же, чем в больших системах.

В литературе до этого уже исследовались температурные флуктуации

систем взаимодействующих точечных частиц, помещенных во внешний за-
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пирающий потенциал (см., например, [185, 187–190]). При этом преимуще-

ственно использовался метод Монте-Карло. Из литературы известно, что

если в системе содержится небольшое число таких частиц, они выстраи-

ваются в кластер, состоящий из отдельных оболочек. Как было показано

Лозовиком с соавторами [187, 188], с увеличением температуры сначала те-

ряется порядок в расположении этих оболочек друг относительно друга, так

что они расцепляются. Требуется снова существенно повысить температуру,

чтобы произошло теперь уже радиальное разупорядочивание кластеров. В

результате возникает иерархия температур “плавления”, которые исключи-

тельно сильно зависят от симметрии кластера и количества частиц в нем.

В данном параграфе мы исследуем разупорядочивание небольших

вихревых кластеров в конденсатах атомов щелочных металлов в квазидву-

мерной геометрии. Будут рассмотрены лишь кластеры, состоящие из двух

оболочек. Вихри в таких кластерах нельзя считать точечными частицами,

поскольку размер сердцевины вихря оказывается сопоставимым с размера-

ми всей системы и примерно соответствует среднему расстоянию между

самимим вихрями в кластере. Поэтому возникает вопрос, сохранится ли

столь сильная зависимость температуры разупорядочивания оболочек для

таких “размазанных” объектов? Кроме того, важно понять, насколько вели-

ки температуры разупорядочивания, и можно ли достичь соответствующих

параметров в современных экспериментах с конденсатами.

3.7.2. Модель

Рассмотрим квазидвумерный конденсат с N частицами в гармониче-

ском потенциале. Система вращается с угловой частотой ω. Будем рассмат-

ривать лишь температуры, которые существенно ниже Tc. Энергию системы

можно записать в прежнем виде (3.118). Будем анализировать случай раз-

реженного газа. Для определенности результаты будут представлены для
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случая p = 5. Рассмотрение проведем для разных значений N, но при фик-

сированной константе g. Такое рассмотрение имеет смысл, поскольку в слу-

чае единичного облака в виде блина, можно всегда подстроить запирающую

частоту в поперечном направлении, сохраняя значение p. В случае облака

в одномерной оптической решетке, можно менять длину волны лазера, со-

здающего потенциал. Для того, чтоб не выйти из квазидвумерного режима,

следует также подстроить ω⊥, а потому и скорость вращения, чтобы держать

безразмерную величину ω постоянной. В реальных конденсатах a составля-

ет несколько нанометров. Наиболее реалистическое значение N для такого

p – порядка 103. Для иллюстрации эффекта смены N будут рассматриваться

значения от 102 до 104.

Для критической температуры имеем

~ω⊥
kTc

=

√
ζ(2)
N

, (3.128)

где
√
ζ(2) ≈ 1, 28. Выражение (3.128) применимо и в случае взаимодейству-

ющих частиц [191].

3.7.3. Основное состояние

Здесь мы снова сталкиваемся с ситуацией, когда лондоновское при-

ближение нельзя применять из-за того, что размеры сердцевины вихря со-

поставимы с расстояниями между вихрями и даже размерами всей системы.

Удобно опять воспользоваться разложением параметра порядка по гармони-

кам (3.119) с соответствующим выбором пробных функций (3.120).

Обозначим количество вихрей в в системе как v. Если распределение

плотности частиц имеет кратную q симметрию в азимутальном направле-

нии, тогда только слагаемые со значениями l, делящимися без остатка на q,

выживают в разложении параметра порядка. Например, вихревой кластер,

состоящий из единственной оболочки из v вихрей соответствует разложению

с l = 0, v, 2v, 3v, .... Двухоболочечный кластер с v1 и v2 вихрями в оболочках
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(v1 + v2 = v), где v2 делится на v1, соответствует разложению с l = 0, v1, 2v1,

3v1, ... Если v2 не делится нацело на v1, тогда, вообще говоря, разложение

содержит все гармоники. Обычно основной вклад в энергию дается всего

несколькими из них, так что учитывая примерно десяток гармоник, можно

найти энергию с хорошей точностью, при условии, что количество вихрей

в системе не слишком велико, v . 10 ÷ 20.

3.7.4. Температурные флуктуации: гармоническое приближе-

ние

После нахождения значений вариационных параметров можно вы-

числить равновесные положения вихрей
{
r( j)

0 , ϕ
( j)
0

}
, j = 1, ...v,, решая числен-

но уравнение

ψ(r( j)
0 , ϕ

( j)
0 , p(0)

n ) = 0, (3.129)

где мы ввели обозначение {pn} для набора всех вариационных параметров

(Rl, Cl и φl), а
{
p(0)

n

}
обозначает значения этих параметров в основном состо-

янии системы. Флуктуации pn, которые представляют собой степени свобо-

ды системы в нашей модели, приводят к флуктуациям положений вихрей.

Обозначим отклонения вариационных параметров от их равновесных зна-

чений, как δpn, и выразим отклонения положений вихрей δr( j) и δϕ( j) через

отклонения параметров, используя линейное приближение. Возмущенные

положения вихрей даются решениями уравнения

ψ(r( j)
0 + δr( j), ϕ

( j)
0 + δϕ( j), p(0)

n + δpn) = 0. (3.130)

Окончательно отклонение положения вихря равно

δr( j) =
A( j)

n

D( j)δpn, (3.131)

δϕ( j) =
B( j)

n

D( j)δpn. (3.132)
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Здесь и далее повторяющиеся индексы суммируются; A( j)
n , B( j)

n и D( j) равны

A( j)
n = Im

(
∂ψ

∂pn

)
Re

(
∂ψ

∂r

)
− Re

(
∂ψ

∂pn

)
Im

(
∂ψ

∂r

)
, (3.133)

B( j)
n = Im

(
∂ψ

∂pn

)
Re

(
∂ψ

∂ϕ

)
− Re

(
∂ψ

∂pn

)
Im

(
∂ψ

∂ϕ

)
, (3.134)

D( j) = Im
(
∂ψ

∂r

)
Re

(
∂ψ

∂ϕ

)
− Re

(
∂ψ

∂r

)
Im

(
∂ψ

∂ϕ

)
. (3.135)

Все производные по pn, r и ϕ в (3.133), (3.134), (3.135) берутся

при значениях параметров pn = p(0)
n для основного состояния и простран-

ственных координатах для равновесного положения данного вихря r = r( j)
0 ,

ϕ = ϕ
( j)
0 . Квадрат отклонения радиальной и угловой координаты двух вихрей,

помеченных как j1 и j2, относительно друг друга равен

δr2
( j1 j2) = G( j1 j2)

mn δpmδpn, (3.136)

δϕ2
( j1 j2) = J( j1 j2)

mn δpmδpn, (3.137)

где

G( j1 j2)
mn =

 A( j1)
n

D( j1) −
A( j2)

n

D( j2)


 A( j1)

m

D( j1) −
A( j2)

m

D( j2)

 , (3.138)

J( j1 j2)
mn =

 B( j1)
n

D( j1) −
B( j2)

n

D( j2)


 B( j1)

m

D( j1) −
B( j2)

m

D( j2)

 . (3.139)

Аналогично можно выразить отклонения энергии от значения в ос-

новном состоянии, как квадратичную функцию отклонений вариационных

параметров:

δF = Estδpsδpt, (3.140)

где

Est =
∂2F
∂ps∂pt

. (3.141)

Здесь производные тоже берутся при pn = p(0)
n . Усредненные квадраты

отклонений радиальных и полярных координат двух вихрей относительно

друг друга, обусловленные температурными флуктуациями, равны

〈
δr2

( j1 j2)

〉
T

=

∫
d(δp)G( j1 j2)

mn δpmδpn exp(− 1
kT Estδpsδpt)∫

d(δp) exp(− 1
kT Estδpsδpt)

, (3.142)
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〈
δϕ2

( j1 j2)

〉
T

=

∫
d(δp)J( j1 j2)

mn δpmδpn exp(− 1
kT Estδpsδpt)∫

d(δp) exp(− 1
kT Estδpsδpt)

. (3.143)

В общем случае, интегралы в (3.142) и (3.143) не могут быть вы-

числены аналитически, поскольку матрица Est не обязательно диагональна.

Поэтому следует перейти к другому базису δt = Mδt, где M - матрица,

которая диагонализует квадратичную форму (3.140). Здесь и ниже будем ис-

пользовать матричную запись для уравнений. Квадратичные формы (3.136),

(3.137), (3.140) в новом базисе могут быть представлены в виде

δr2
( j1 j2) = (δt)T P( j1 j2)δt, (3.144)

δϕ2
( j1 j2) = (δt)T R( j1 j2)δt, (3.145)

δF = (δt)T Qδt, (3.146)

где Q = MT EM, P( j1 j2) = MTG( j1 j2)M, R( j1 j2) = MT J( j1 j2)M. Матрица Q должна

быть диагональной, из этого условия можно найти матрицу M численно, а

после вычислить P( j1 j2) и R( j1 j2). В новом базисе интегралы в (3.142) и (3.143)

находятся аналитически, после чего получаем

〈
δr2

( j1 j2)

〉
T

= kT
P( j1 j2)

nn

Qnn
, (3.147)

〈
δϕ2

( j1 j2)

〉
T

= kT
R( j1 j2)

nn

Qnn
. (3.148)

Как обычно, в рамках гармонического приближения, квадраты отклонений

пропорциональны температуре.

Для вихревого кластера, состоящего из двух оболочек, также вводим

величину ∆ϕ, которая имеет значение среднего отклонения вихревых обо-

лочек относительно друг друга. Ее можно задать как корень из квадрата

смещений пар вихрей из разных оболочек, усредненного по всем возмож-

ным парам вихрей:

∆ϕ =


1

v1v2

∑

j1, j2

〈
δϕ2

( j1 j2)

〉
T


1/2

. (3.149)
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Теперь если мы учтем (3.148) и тот факт, что энергия в основном состоянии

пропорциональна ~ω⊥N, получим следующее соотношение:

∆ϕ =
t1/2

N1/4 d(p, ω). (3.150)

где t - это безразмерная температура, t = T/Tc; функция d(p, ω) не зависит от

температуры и числа частиц. Конечно, d(p, ω) также очень сильно зависит

от симметрии вихревого кластера. Далее мы ее вычислим для некоторых

значений p и ω, а также для разных конфигураций вихрей.

Отметим, что гармоническое приближение применимо, покуда откло-

нения положений вихрей гораздо меньше характерного расстояния между

соседними вихрями. Температуру “плавления” определим из критерия Лин-

деманна.

3.7.5. Плавление оболочек вихревых кластеров

Если в системе содержится лишь небольшое число вихрей, они рас-

полагаются в оболочках, концентрически. В состоянии с одним вихрем, он

занимает центр системы. Если число вихрей v больше 1, но меньше 6, они

располагаются в единственной оболочке. С увеличением числа вихрей один

из них переходит в центр, а остальные по-прежнему располагаются в един-

ственной оболочке [192]. В этих случаях, температурные флуктуации могут

вести лишь к радиальному разупорядочиванию. Однако при дальнейшем

увеличении числа вихрей они начинают занимать две оболочки. Например,

в работе [177] было показано, что в состоянии с 10 вихрями два из них

располагаются во внутренней оболочке, а остальные 8 - во внешней. Если

еще увеличить число вихрей, их количество во внутренней оболочке будет

расти.

Здесь мы рассмотрим процесс разупорядочивания оболочек в дву-

хоболочечных кластерах, содержащих 10, 11, 12 и 13 вихрей. Выберем

значение газового параметра p = 5, как уже упоминалось выше, а затем
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найдем основное состояние системы. Было найдено, что состояние систе-

мы с такими кластерами является основным в окрестности точки ω = 0, 9.

Так, основное состояние содержит кластеры с 10, 11, 12 и 13 вихрями при

ω = 0, 9, 0, 91, 0, 92, 0, 94, соответственно. В этих случаях, внутренние обо-

лочки содержат v1 = 2, 3, 3 и 4 вихря, а внешние - v2 = 8, 8, 9 и 9 вихрей,

соответственно. На Рис. (3.20) показано распределение плотностей частиц

в этих состояниях. Теперь вычислим отклонения положений вихрей.

Используя разработанную выше технику, было показано, что при уве-

Рис. 3.20. Плотность частиц в состояниях с 10, 11, 12 и 13 вихрями. Темные участки

соответствуют вихрям.
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личении температуры от нуля сначала становятся существенными флукту-

ации разностей фаз φl разных гармоник параметра порядка, и отклонения

положений вихрей практически полностью определяются флуктуациями фа-

зы φl, а не флуктуациями Cl и Rl. Этот результат можно понять, вспомнив,

что флуктуации фазы параметра порядка более выражены при низких темпе-

ратурах. Интересно, что флуктуации φl приводят преимущественно к азиму-

тальному смещению вихрей, тогда как радиальные отклонения значительно

слабее. Это и отражает тот факт, что температура межоболочечного “плавле-

ния” существенно ниже температуры радиального “плавления”. Определим

температуру межоболочечного “плавления” tmelt как температуру, при ко-

торой ∆ϕ равно γ360
v2

, где γ ∼ 0, 1 характеристическое число из критерия

Линдеманна:

tmelt =

(
360

n2d(p, ω)
γ

)2 √
N. (3.151)

Множитель 360/v2 в (3.151) отражает тот факт, что двухоболочечный кластер

инвариантен относительно вращения оболочек друг относительно друга на

угол 360/v2. Были вычислены значения d для кластеров с 10, 11, 12 и 13

вихрями. Получены следующие результаты: d(p, ω) ≈ 608, 3500, 123 и 810,

соответственно. Видно, что кластеры из 10 и 12 вихрей наиболее стабильны

среди всех проанализированных случаев, так что средний угол отклонения

оболочек относительно друг друга здесь наименьший. Это происходит из-за

того, что количество вихрей во внешней оболочке v2 делится на v1. Ин-

туитивно также понятно, что стабильность кластера с v2 делящимся на v1

также зависит и от отношения v2/v1, поскольку в пределе v2/v1 → 1 каждому

вихрю из внешней оболочки соответствует ровно один вихрь из оболочки

внутренней. Вероятно, этим и объясняется тот факт, что кластер из 12 вих-

рей более стабилен, чем кластер из 10 вихрей. Видно также, что кластеры с

11 и 13 вихрями наиболее нестабильны. Связано это с несоизмеримостью v2

и v1. Из (3.151) и наших оценок для d(p, ω) следует, что кластер с 12 вихрями
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не разупорядочивается, оставаясь стабильным до N ∼ 103 и t . 0, 1, тогда

как во всех остальных случаях угловое отклонение оболочек сопоставимо с

углом между соседними вихрями во внешней оболочке, а потому оболочки

можно считать расцепленными.

На Рис. 3.21 представлена зависимость температуры межоболочеч-

ного “плавления”, как функция числа частиц, в логарифчисемком масштабе

для разных вихревых кластеров при t ≤ 0, 2 и 102 ≤ N ≤ 104. Эта температу-

ра была определена из (3.151) с γ = 0, 15. Видно, что 12-вихревой кластер

находится в упорядоченном состоянии почти при всех температурах t ≤ 0, 1.

В то же время, кластеры с 10, 11 и 13 вихрями переходят в состояние с рас-

цепленными оболочками при достаточно низких температурах.

Экспериментально “плавление” вихревых кластеров может исследо-

ваться с помощью подстройки ω при фиксированных p и N. После полу-

чения требуемой вихревой конфигурации можно менять T , достигая таким

образом области температур, соответствующих “плавлению”. Положения

вихрей затем могут быть определены с помощью обычной техники свобод-
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Рис. 3.21. Зависимость температуры межоболочечного разупорядочивания от числа частиц

в системе для кластеров с 10, 11, 12, 13 вихрями при фиксированной константе связи p = 5

и ω = 0, 9, 0, 91, 0, 92, 0, 94, соответственно.
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ного расширения облака. После повторов этой процедуры можно набрать

статистику и исследовать порядок в расположении вихрей. Для систем с го-

раздо большим количеством вихрей можно использовать также брэгговскую

спектроскопию.

Отметим, что “плавление” вихревых кластеров должно наблюдать-

ся и в сверхпроводящих островках, состоящих из нескольких моноатомных

слоев, о которых шла речь в первых параграфах данной главы диссертацион-

ной работы. Межоболочечное плавление при этом должно проявляться при

существенно более низких температурах, чем температуры, при которых

происходит изменение количества вихрей за счет термоактивации. В этом

случае, однако определенное влияние будет оказывать отклонение формы

островка от дискообразной, что особенно важно, учитывая тенденцию к

формированию островков гексагональной формы в процессе их роста. Мо-

жет оказаться, что барьер для вращения оболочек вихрей друг относительно

друга будет определяться скорее этим фактором, нежели одним взаимодей-

ствием оболочек друг с другом. Интересно, что подобная физика возникает

и в экспериментах с конденсатами атомов. Ниже рассматривается один из

примеров.

3.7.6. Вихри в ловушке с квадрупольной деформацией

Рассмотрим флуктуации вихревых кластеров в ловушке с дополни-

тельным слабым искажением запирающего потенциала, имеющим квадру-

польную структуру. Такие искажения потенциала запирания часто использу-

ются в экспериментах для облегчения процесса формирования вихря. Они

аналогичны отклонениям формы сверхпроводящего островка от дискооб-

разной. Квадрупольное искажение фактически приводит к появлению пред-

почтительного направления в расположении вихревого кластера. Этот до-
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полнительный потенциал задается выражением

Uquadr(r) =
εmω2

⊥r2 cos 2ϕ
2

, (3.152)

где ε мало число, ε � 1. Дополнительный потенциал (3.152) приводит к

следующему вкладу в энергию системы:

Fquadr

~ω⊥N
= 2πε

∑

m

cmcm+2
Rm+4

m+2Rm+6
m(

R2
m+2 + R2

m

)m+3

×Γ(m + 3) cos(φm+2 − φm). (3.153)

Данный вклад связывает разницы фаз и амплитуды разных гармо-

ник параметра порядка со значениями углового момента, отличающимися

на 2 друг от друга. Мы здесь будем анализировать ситуацию, когда в ло-

вушке содержатся 2, 3 или 4 вихря. Распределения плотностей атомов для

этих состояний показаны на Рис. 3.22. Направление минимума потенциала

запирания - вертикальное.

В случае слабых деформаций, ε . 0, 1, флуктуации разниц фаз меж-

ду гармониками параметра порядка намного больше флуктуаций их ампли-

туд. Флуктуации разниц фаз ведут преимущественно к смещению вихрей в

азимутальном направлении. В литературе соответствующие колебательные

моды получили название “ножниц” (scissors modes) [193–196].

В пределе малых ε, можно рассматривать Fquadr в качестве возмуще-

ния энергии системы с ε = 0. Если в системе есть два вихря, невозмущенный

параметр порядка содержит все гармоники с четными угловыми моментами,

а основной вклад в энергию дается компонентами с l = 0 и 2. Амплитуды

этих гармоник по порядку величины равны ε0, разницы фаз между ними

фиксированы, а энергия вырождена по отношению к φ2, что отражает тот

факт, что вихревая молекула может свободно вращаться. Квадрупольное

возмущение связывает между собой φ0 и φ2, φ2 и φ4, φ4 и φ6 и т.д.. В резуль-

тате, Fquadr ∼ ε1 и угол отклонения вихревой молекулы из-за температурных
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Рис. 3.22. Плотности частиц в состояниях с 2, 3 и 4 вихрями в ловушке с малой квадру-

польной деформацией.
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флуктуаций равен

∆ϕ =
t1/2

ετN1/4 d(g, ω), (3.154)

где d(g, ω) снова не зависит от t и N; τ = 0.5.

Если система содержит 4 вихря, тогда при ε = 0 параметр порядка

содержит все гармоники с угловыми моментами, делящимися на 4. Однако

эти гармоники нельзя теперь связать между собой через (3.153), поскольку

их угловые моменты должны отличаться на 2, а не на 4. В этом случае,

зацепление вихревой молекулы на квадрупольной деформации описыватся

следующим порядком по ε. А именно, возмущение индуцирует гармонику с

l = 2, чья амплитуда по порядку величины равна ε1, и окончательно Fquadr ∼
ε2; так что мы снова приходим к (3.154), но с τ = 1.

Теперь проанализируем ситуацию, когда в системе содержатся 3 вих-

ря. Снова невозмущенный параметр порядка содержит все гармоники с угло-

выми моментами, делящимися на 3, а их фазы не связываются через (3.153).

В следующем приближении по ε, квадрупольное искажение индуцирует дру-

гие гармоники со всеми целочисленными l, а их амплитуды имеют порядок

ε1. Это возможно, поскольку любое целое l, не кратное 3, может быть пред-

ставлено как 3l ± 2, то есть может быть получено путем прибавления или

вычитания 2 из 3l. Однако оказывается, что энергия даже в следующем по-

рядке по ε снова вырождена, а вырождение снимается в следующем порядке

по ε. В конце концов, Fquadr ∼ ε3 и (3.154) снова выполнено, но теперь с

τ = 1, 5.

Видно, что смметрия вихревой конфигурации диктует асимптотиче-

ское поведение энергии пиннинга и среднего отклонения вихревой моле-

кулы при ε → 0. Кластер с двумя вихрями запиннингован сильнее всего,

а кластер с тремя вихрями - наиболее слабо. Этот эффект отражает соиз-

меримость между уголовым моментом квадрупольного искажения (l = 2) и

той гармоники параметра порядка, которая ответственна за вихри в данной
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конфигурации (l = 2, 3, 4). Интересно, что к этому выводу мы здесь пришли

снова в рамках нашего представления параметра порядка в виде разложе-

ния, а не через координаты вихря. Более того, в данном случае эффекты

соизмеримости между угловыми моментами выявляются наиболее ярко.

Рассчитаем d(p, ω) для кластеров с 2, 3 и 4 вихрями при p = 5 и

ω = 0, 68, 0, 75 и 0, 78, соответственно, где эти конфигурации энергетиче-

ски выгодны. Результаты для этих состояний такие: d(p, ω) ≈ 65, 130 и 11,

соответственно. Если угол отклонения ∆ϕ становится по порядку величины

сопоставимым с углом между двумя соседними вихрями в молекуле, 2π/v,

будем считать, что такой вихрь сорван с потенциала пиннинга. Используя

(3.154), получаем диаграмму состояний в пространстве (t, ε,N). Пример дву-

мерного среза в плоскости N−ε представлен на Рис. 3.23 для t = 0, 1. Каждая

линия определяет границу между запиннингованным и депиннингованным

кластерами. Сверху каждой такой линии кластер запиннингован, а ниже -

свободен. Линия, соответствующая депиннингу кластера с 3 вихрями, на

рисунке не показана, поскольку этот кластер уже отпиннингован в соответ-

ствующей области параметров. Из рисунка видно, что область стабильности

для молекулы из двух вихрей существенно шире, чем в двух других случаях.

Этот вывод снова подчеркивает важность эффектов соизмеримости.

Отметим, что разработанная здесь техника может быть использова-

на и для учета влияния отклонения формы поверхности сверхпроводящего

островка от формы идеального диска (например, гексагональная деформа-

ция в экспериментах группы Родичева). Особенно привлекательным пред-

ставляется тот факт, что это может быть сделано на полу-аналитическом

уровне и без привлечения сложных методов численного решения уравнений

Гинзбурга-Ландау в двумерном случае.
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Рис. 3.23. Диаграмма состояний для 2- и 4-вихревых кластеров в ловушке с квадрупольным

искажением при t = 0, 1. Ниже сплошных линий кластеры можно считать сорванными с

выделенного направления, а выше – запиннингованными на нем.

3.8. Температурные флуктуации в спинорных конденсатах

3.8.1. Вводные замечания

Ранее мы рассматривали температурные флуктуации в скалярных

конденсатах и обычных сверхпроводниках с s-спариванием. Разлагая пара-

метр порядка по гармоникам Фурье, мы убедились, что наиболее сильно при

низких температурах выражены флуктуации разностей фаз между разными

гармониками, что может приводить, в частности, к расцеплению оболочек

вихревых кластеров. Однако похожий эффект может наблюдаться и в си-

стемах с многокомпонентыми параметрами порядка – таких как, например,

спинорные конденсаты или сверхпроводники с нетривиальной симметрией

спаривания, где параметр порядка не требуется "искусственно"разлагать на

гармоники. Здесь флуктуировать могут углы между разными компонентами

параметра порядка, что, в случае атомных конденсатов, может приводить

к флуктуациям намагниченности. Отметим, что фазу конденсата в нынеш-

нее время уже возможно исследовать экспериментально [197, 198]. Более
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того, существуют недеструктивные методы для измерения его локальной

намагниченности [199].

Рассмотрим несколько примеров. Помимо всего прочего, нас, как

и раньше, будет интересовать, при каких температурах можно наблюдать

соответствующие флуктуационные эффекты в реальных конденсатах атомов

щелочных металлов.

3.8.2. Конденсат со спином 1

В конденсате со спином F = 1 имеются три компоненты параметра

порядка Ψ j ( j = −1, 0, 1). Энергия соответствующей квазидвумерной систе-

мы может быть записана как

F = ~ω⊥N
∫

dS
[
Ψ∗ĵhΨ j + 2πgnΨ

∗
jΨ
∗
kΨ jΨk + 2πgsΨ

∗
jΨ
∗
l (Fa) jk(Fa)lmΨkΨm

−iΩ·Ψ∗j(∇ × r)Ψ j

]
, (3.155)

где интегрирование производится по площади системы, по повторяющимся

индексам производится суммирование, Fa (a = x, y, z) – оператор углового

момента, который может быть представлен в обычном виде через матрицы

Паули, ĥ – одночастичный гамильтониан

ĥ = −∇
2

2
+

r2

2
. (3.156)

Константы gn и gs характеризуют взаимодействия в канале плотности

и спина,

gn =
(a0 + 2a2)nz

3
, (3.157)

gs =
(a2 − a0)nz

3
, (3.158)

где a0 и a2 длины рассеяния для состояний со спином 0 и 2. В реаль-

ных спинорных конденсатах |gs| � |gn|, поскольку a0 ≈ a2. Выполняется

соотношение |gs/gn| ∼ 0, 001 − 0, 01, более того, эта величина в эксперимен-

тах подстраиваема. Здесь мы снова будем исследовать случай относительно
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разреженного газа. Результаты будут представлены для gn = 10. Как и в

параграфе 3.7, будем изучать системы при разных N, но фиксированном gn.

Полная намагниченность конденсата фиксирована:

M =

∫
dS

∣∣∣Ψ j

∣∣∣2 j. (3.159)

Намагниченность M нормирована на N, так что максимальное возможное

значение |M| равно 1. Следует также принять во внимание условие норми-

ровки для параметра порядка:
∫

dS Ψ jΨ
∗
j = 1. (3.160)

Пространственные распределения всех компонент параметра поряд-

ка в равновесии могут быть найдены из условия минимума энергии (3.155).

Также удобно ввести в рассмотрение продольную lz и поперечную ltr ло-

кальные намагниченности конденсата

lz = |Ψ1|2 − |Ψ−1|2 , (3.161)

l2tr = l2x + l2
y

= 2 |Ψ0|2 |Ψ1|2 + 2 |Ψ0|2 |Ψ−1|2 + 4
(
Ψ2

0Ψ
∗
1Ψ
∗
−1 + c.c.

)
. (3.162)

Спиновая энергия в этом случае может быть представлена как

Fspin = 2πgs~ω⊥N
∫

dS
(
l2
z + l2tr

)
. (3.163)

Для выявления эффектов температурных флуктуаций на такую

систему мы здесь ограничимся лишь простейшим случаем аксиально-

симметричных фаз, когда модули всех компонент параметра порядка не

зависят от азимутального угла, являясь только функциями радиальной ко-

ординаты r. Заметим, что равновесные вихревые фазы в этой ситуации

изучались в работах [200, 201]. Для аксиально-симметричных фаз каждая

компонента параметра порядка может быть представлена в виде

Ψ j (r, ϕ) = f j(r) exp(−iL jϕ − iδ j), (3.164)
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где ϕ полярный угол, L j - завихренность, а δ j относительная фаза. Будем

обозначать такие фазы, как (L−1, L0, L1). Как показано в [201], аксиальная

симметрия решения накладывает следующее ограничение на завихренно-

сти: L1 + L−1 = 2L0. В этом случае, согласно (3.162) и (3.163), спиновая

энергия зависит от разницы фаз χ = 2δ0 − δ1 − δ−1.

Важно отметить, что только спиновый вклад в полную энергию

(3.155) зависит от фаз δ j. Для стационарного состояния значение χ опре-

деляется знаком константы взаимодействия в спиновом канале gs. Для по-

ложительных gs (случай антиферромагнетизма) минимум Fspin достигается

при χ = π, тогда как для отрицательных gs (случай ферромагнетизма) χ = 0.

Согласно результатам работы [201], для антиферромагнитного состо-

яния фазы (-1, 0, 1) и (1, 1, 1) энергетически выгодны при малых и умерен-

ных значениях намагниченности M. Фаза (-1, 0, 1) реализуется при малой

частоте вращения Ω, а состояние (1, 1, 1) – при больших Ω. В работе [200],

было показано, что состояние (0, 1, 2) энергетически выгодно в случае фер-

ромагнитной системы при умеренных значениях Ω и M. Что крайне важно

для нас - в этих фазах все три гиперспиновых состояния населены. Гово-

рить о флуктуациях угла χ, конечно, имеет смысл лишь в этом случае. Здесь

мы сконцентрируемся на случаях этих трех вихревых состояний, поскольку

они кажутся наиболее явными кандидатами для иллюстрации обсуждаемых

явлений.

Важной чертой реальных конденсатов атомов щелочных металлов

является малость взамодействия в спиновом канале по сравнению с взаи-

модействием в канале плотности (|gs| � |gn|). В то же время, когерентность

между разными компонентами параметра порядка (величина χ) полностью

определяется взаимодействиями в спиновом канале. Величина χ также вли-

яет на поперечную намагниченность конденсата, как видно из (3.162).

Малость gs по сравнению с gn приводит к тому факту, что темпера-

турные флуктуации χ становятся существенными при намного более низких
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температурах, чем флуктуации плотности атомов. Поэтому при относитель-

но низких температурах можно полагать, что модули всех компонент пара-

метра порядка не меняются, тогда как χ флуктуирует, то есть можно про-

вести разделение между переменными. Если χ флуктуирует слабо, можно

использовать гармонический анализ и представить отклонение энергии си-

стемы от равновесного δF = F(χ0 + δχ)− F(χ0), как квадратичную функцию

отклонений угла χ от равновесия δχ = χ − χ0:

δF = 2πgs~ω⊥NI (cos(χ0 + δχ) − cos(χ0)) ≈ π |gs| ~ω⊥NI (δχ)2 , (3.165)

где I =
∫

dS
(

f1 f−1 f 2
0

)
. В рамках такого приближения, среднеквадратичное

отклонение χ равно

〈
(δχ)2

〉
T

=

∫
d (δχ) (δχ)2 exp(− δF

kBT )∫
d (δχ) exp(− δF

kBT )
. (3.166)

Интеграл в (3.166) может быть легко взят аналитически. Учитывая

(3.128), получаем 〈
(δχ)2

〉
T

=
t

1.28
√

N4 |gs| I
. (3.167)

Введем в рассмотрение также величину ∆χ =
√〈

(δχ)2〉
T , которая

представляет собой среднее отклонение угла χ из-за температурных флук-

туаций. Видно, что ∆χ зависит от безразмерной температуры t = T/Tc,

количества частиц N и интеграла I. Для данного вихревого состояния I так-

же является функцией M. Важно отметить, что (3.167) снова имеет смысл,

только если gn не зависит от N. Для вычисления I опять будем использо-

вать вариационный метод, основанный на пробных функциях для компонент

параметра порядка.

На Рис. 3.24 показана найденная зависимость ∆χ в градусах от числа

частиц для разных вихревых фаз при t = 0, 1 и gn = 10. Эта величина gn

близка к типичным экспериментальным значениям (a0 ≈ 5 нм, nz ≈ 2 нм−1).

Мы полагаем, что для состояний (-1, 0, 1) и (1, 1, 1) выолняются соотно-

шения gs = 0, 01gn и M = 0, 1, а для состояния (0, 1, 2) – gs = −0, 01gn и
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Рис. 3.24. Зависимость ∆χ (в градусах) от числа частиц в разных вихревых фазах при

gn = 10 и t = 0, 1. На вставке: ∆χ как функция температуры в фазах (0, 1, 2) (линия 1), (1,

1, 1) (линия 2), (-1, 0, 1) (линия 3).

M = 0, 5. Отметим, что ∆χ для данной конкретной фазы не зависит от Ω,

поскольку I обладает этим же свойством. Видно, что даже для довольно низ-

ких температур ∆χ может быть довольно большим, так что когерентность

между разными компонентами параметра порядка фактически разрушена.

Для меньших значений |gs|, флуктуации χ, конечно, еще существеннее. Для

иллюстрации влияния температуры на вставке к Рис. 3.24 показана зависи-

мость ∆χ от T для (0, 1, 2)-фазы (кривая 1), (1, 1, 1)-фазы (кривая 2) и (-1, 0,

1)-фазы (кривая 3) при фиксированном числе атомов N = 1000, gs = −0, 05gn

для первой кривой и gs = 0, 05gn для двух остальных. Заметим, что ∆χ почти

не зависит от полной намагниченности M конденсата.

Как уже отмечалось, флуктуации χ приводят к флуктуациям ltr. В гар-

моническом приближении можно выразить отклонения|ltr| от 〈δ |ltr|〉T через

отклонения χ:

〈δ |ltr|〉T
|ltr| = (−1)u 1

2

〈
(δχ)2

〉
T

f1 f−1

( f1 + (−1)u+1 f−1)2 , (3.168)
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где u = 0 для случая антиферромагнетизма и u = 1 для случая ферромаг-

нетизма. Если в первом случае полная намагниченность невелика M . 0, 5,

можно ожидать, что ( f1 − f−1)2 � f1 f−1, и поэтому даже слабые флуктуации

χ приводят к сильным относительным флуктуациям |ltr|. В то же время, для

случая ферромагнитной системы, u = 1 в этом соотношении, и относитель-

ные флуктуации |ltr| намного меньше.

Итак, мы вычислили 〈δ |ltr|〉T для разных вихревых фаз, и вычисления

выявили, что 〈δ |ltr|〉T / |ltr| практически не зависит от радиальной координа-

ты r для состояний (-1, 0, 1) и (1, 1, 1). Это объясняется тем фактом, что

|L−1| = |L1| для этих состояний, и поэтому f1(r) примерно пропорционально

f−1(r), и, согласно (3.166), 〈δ |ltr|〉T / |ltr| должно лишь слабо зависеть от r.

На Рис. 3.25 представлено 〈δ |ltr|〉T / |ltr|, как функция полной намагничен-

ности конденсата для состояния (-1, 0, 1) при t = 0.1, gs = 0, 01gn (случай

антиферромагнетизма), и N = 1000. Видно, что относительные флуктуации

поперечной намагниченности могут быть существенны даже при низкой

температуре. Величина 〈δ |ltr|〉T / |ltr| уменьшается с увеличением M. Резуль-

тат понятен, поскольку конденсат становится все более поляризованным с

увеличением M. Абсолютное значение 〈δ |ltr|〉T также остается заметным. Хо-

тя величина 〈δ |ltr|〉T / |ltr| увеличивается с уменьшением M, значение |ltr| само

по себе уменьшается. Поэтому наиболее предпочтительное значение M для

наблюдения флуктуаций - в окрестности точки M = 0, 2, где и 〈δ |ltr|〉T / |ltr|,
и |ltr| велики: 〈δ |ltr|〉T / |ltr| & 0, 1, тогда как ltr сравнимо с продольной намаг-

ниченностью lz в полностью поляризованном состоянии при M = 1, когда

оно должно быть легко измеряемо экспериментально. Величина 〈δ |ltr|〉T / |ltr|
зависит также от вихревой фазы; было найдено, что в состоянии (1, 1, 1)

она даже превышает соответствующую величину в состоянии (-1 ,0 ,1).

Представляет интерес рассмотреть также случай ферромагнитного

конденсата в отсутствии вращения для определения того, как температурр-

ными флуктуациями будет разрушаться порядок в направлении спинов. Та-
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Рис. 3.25. Зависимости 〈δ |ltr|〉T / |ltr| от полной намагниченности для фазы (-1, 0, 1) при

N = 1000; gn = 10, t = 0, 1, gs = 0, 01gn.

ким образом, будем рассматривать безвихревое состояние, причем в случае

системы большого размера. Энергия такой системы не зависит от направле-

ния спина, но зависит от градиентов спина. Будем полагать, что в основном

состоянии все атомы населяют лишь одно состояние, Ψ−1 = Ψ0 = 0, Ψ1 =
√

n.

Исследуем слабые флуктуации, вызываемые температурой. В основном со-

стоянии спин направлен вдоль оси z, т.е. S z = 1, S x = S y = 0. Возмущение

Ψ0 приводит к возмущениям S x и S y:

δS x =
1√
2n

(
δΨ0 + δΨ∗0

)
, (3.169)

δS y =
i√
2n

(
δΨ0 − δΨ∗0

)
. (3.170)

Спектр для случая F = 1 был получен в работах [125, 126]. Частота

моды, ответственной за флуктуации Ψ0, задается выражением

~ω =
~2k2

2m
. (3.171)

Используя (3.169), мы можем вычислить среднеквадратичные флуктуации
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S x и S y на больших расстояниях. Получаем, что порядок отсутствует в

одно- и двумерных системах. Для иллюстрации приведем здесь выражения

для коррелятора в двумерном случае:

〈
[S x(r) − S x(0)]2

〉
T

=
T
Td

ln
r
λT
, (3.172)

где

λT =
~√

2mkBT
. (3.173)

В случае одномерной системы, корреляторы с ростом r растут линей-

но. Это означает, что в низкоразмерных системах отсутствует дальний поря-

док в направлении спина. Однако двумерная система может быть разделена

на блоки характерного размера L, ξs � L � λT exp(Td/T ), с приблизительно

одним и тем же направлением спина в каждом блоке (ξs ∼
√

~2

2m
1
βn характер-

ный масштаб изменения направления спина). Разные блоки не коррелирова-

ны. При температурах порядка 2Td/ ln(kBTd/βn), ξs становится сопоставимо

с λT exp(Td/T ). В этом случае размер каждого блока становится порядка ξs.

В квазиодномерных и квазидвумерных конденсатах, помещенных в

ловушки, с размерами превышающими ξs, при низких температурах, мож-

но ожидать одинакового направления спина по всей системе. При более

высоких температурах облако будет состоять из некоррелированных бло-

ков. Такое поведение схоже с поведением фазы параметра порядка в случае

скалярного конденсата (квазиконденсат) [202–204]. Отметим, что ферромаг-

нитная фаза в конденсате со спином 2 ведет себя аналогичным образом,

тогда как поведение циклической фазы оказывается иным. Приступим к

описанию этого случая.

3.8.3. Конденсат со спином 2

Сначала рассмотрим случай системы бесконечного размера с задан-

ной плотностью частиц n в нулевом магнитном поле. Параметр порядка в
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случае F = 2 имеет пять компонент Ψi (i = −2,−1, 0, 1, 2). Энергия системы

определяется выражением (3.29). В отсутствие магнитного поля и вращения

конденсат может быть в трех разных состояниях [130], как видно из (??).

Это - ферромагнитная, полярная и циклическая фазы [130]. В циклической

фазе Ψ±1 = 0 и Ψ−2 =
√

n
2 eiθ, Ψ0 =

√
n√
2
, Ψ2 = −

√
n

2 e−iθ, где θ произвольная фаза

(энергия системы по ней вырождена). В основном состоянии χ = 0. В зави-

симости от aq одна из трех фаз имеет наименьшую энергию. В циклической

фазе энергия, задаваемая (3.29), содержит вклад

Fsm = γ |Ψ0|2 |Ψ2| |Ψ−2| cos χ. (3.174)

Рассмотрим слабые осцилляции параметра порядка в циклической

фазе. Флуктуация фаз данной компоненты может быть выражена через

флуктуацию самого параметра порядка данной компоненты как δS j =

Im(δΨ j)/
∣∣∣Ψ j

∣∣∣. Для δχ имеем δχ = 2δS 0 − δS 2 − δS −2.

Отклонения всех компонент δΨ j могут быть представлены в виде

δΨ j =
∑

k

{
c( j)

k exp(ikr + iωkt) +d( j)∗
k exp(−ikr − iωkt)

}
, (3.175)

где c( j)
k и d( j)

k искомые величины. Флуктуации Ψ±1 расцеплены с флукту-

ациями Ψ0 и Ψ±2, как следует из линеаризованных уравнений на слабые

колебания в циклической фазе. Спектр осцилляций Ψ0, Ψ±2 имеет три вет-

ви. Впервые он был получен в [205]:

~ω(1)
k =

~2k2

2m
+ 2γn, (3.176)

~ω(2)
k =

√(
~2k2

2m

)2

+ 2αn
~2k2

2m
, (3.177)

~ω(3)
k =

√(
~2k2

2m

)2

+ 4βn
~2k2

2m
. (3.178)

Температурное распределение квазичастиц задается выражением ( j =

1, 2, 3)

N( j)
k =

1

exp(~ω( j)
k /kBT ) − 1

. (3.179)
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Можно также найти собственные векторы, соответствующие ветвям

(3.176), (3.177), (3.178). Собственные векторы для (3.177), (3.178) не дают

вклада в δχ, что видно из анализа уравнений, описывающих слабые осцил-

ляции. За флуктуации χ отвечает исключительно ветвь (3.176). Физически

это связано с тем фактом, что лишь собственная энергия ветви (3.176) зави-

сит от γ. Окончательно, получаем простое выражение для δχ:

δχ =
1

2i
√

V
√

n

∑

k

{
exp(ikr + iωkt) − exp(−ikr − iωkt)

}
. (3.180)

Теперь определим поведение среднеквадратичного отклонения χ на

больших расстояниях. Несложно увидеть, что эта величина при любой раз-

мерности задачи стремится к постоянной величине, что должно означать

наличие дальнего порядка для χ. Это обусловлено наличием щели в спектре

возбуждений (3.176). Для иллюстрации ниже приводятся вычисления и их

результаты для двумерной задачи. Из (3.180) имеем

(δχ(r) − δχ(0))2 = − 1
4Vn

∑

k1,k2

Ak1 Ak2, (3.181)

где

Ak = exp(iω(1)
k t)

(
exp(ikr)−1

) − exp(−iω(1)
k t)

(
exp(−ikr)−1

)
.

После усреднения, только слагаемые с k1 = k2 выживают в (3.181). Для

коррелятора имеем

〈[
δχ(r) − δχ(0)

]2
〉

T
= − 1

8πVn

∑

k,ϕ1,ϕ2

N( j)
k ×

(
eikr cosϕ1 − 1

) (
eikr cosϕ2 − 1

)
, (3.182)

где ϕ1 и ϕ2 - это углы между r и k1 и k2, соответственно. Теперь можем

перейти от суммирования к интегрированию; после интегрирования по ϕ1 и

ϕ2 получаем

〈[
δχ(r) − δχ(0)

]2
〉

T
=

1
2πn

∫
kdkN(1)

k (1 − J0(kr))2 , (3.183)
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где J0(r) функция Бесселя. Этот интеграл можно вычислить аналитически

при больших r в пределах низких и высоких температур. При низкой тем-

пературе, kBT � γn, N(1)
k = exp(−~ω( j)

k /kBT ). При высокой температуре,

kBT � γn, N(1)
k = kBT/~ω( j)

k . Окончательно, имеем

〈[
δχ(r) − δχ(0)

]2
〉

T
=


T/Td exp(−2γn/kBT ), kBT � γn,

T/Td ln(kBT/2γn), kBT � γn,
(3.184)

где Td = 2π~2n/kBm.

Ветви спектра возбуждений (3.177) и (3.178) ответственны за флук-

туации фазы отдельных компонент параметра порядка. Поведение этих ве-

личин стандартно - дальний порядок отсутствует в одно- и двумерных си-

стемах. Флуктуации населенностей малы по порядку малости T � Td.

До этого момента рассмотрение температурных флуктуаций велось с

помощью анализа слабых отклонений от однородных в пространстве реше-

ний обобщенных уравнений Гросса-Питаевского. Однако можно заметить,

что у уравнений могут быть решения типа "кинк", соответствующие из-

менению χ на 2πl при переходе из одной области пространства в другую,

где l - целое число, не равное 0. Известно, что кинки играют важную роль

в разрушении порядка флуктуациями [206]. Сначала определим структуру

единичного кинка в наиболее важном случае, т.е. при l = 1 и в ситуации,

когда все величины меняются лишь вдоль одной координаты x. Для χ име-

ются граничные условия χ(∞) = 2π, χ(−∞) = 0. Зависящая от фазы часть

энергии состоит из двух вкладов:

Fph =

∫ +∞

−∞
dx


~2

2m

1∑

j=−1

∣∣∣Ψ2 j

∣∣∣2
(
∇S 2 j

)2
+ γ |Ψ0|2 |Ψ2| |Ψ−2| cos χ

 . (3.185)

Это выражение можно переписать в диагональной форме

Fph =

∫ +∞

−∞
dx

[
~2n
8m

1
4

(∇χ)2 +
γn2

4
cos χ

+
~2n
8m

(
1
2

(∇S 2 − ∇S −2)2 +
1
4

(∇S 2 + ∇S −2 + 2∇S 0)2
)
. (3.186)



194

Из (3.186) видно, что решение для кинка с наименьшей энергией со-

ответствует условиям ∇S 2−∇S −2 = 0 и ∇S 2+∇S −2+2∇S 0 = 0. В этом случае,

энергия (3.186) может быть сведена к функционалу синус-Гордона. Функ-

ция χ(x) находится из минимума Fph: δFph/δχ = 0 и граничных условий.

Окончательно, имеем

χ(x) = 2π − 4 tan−1 exp(−x/ξχ), (3.187)

S 2(x) = S −2(x) = −S 0(x) = −1
4
χ(x), (3.188)

где

ξχ =

√
~2

2m
1

4γn
(3.189)

- масштаб длины, на котором изменяется χ, то есть длина кинка. Простран-

ственная структура единичного кинка показана на Рис. 3.26, где приведена

зависимость от x величин χ, S ±2 и S 0. Единичный кинк, распространяю-

щийся в пространстве, представляет собой солитон. Как видно из (3.186,

энергия кинка Fkink ведет себя, как γξχ ∼ √γ. Более точные вычисления с

использованием (3.187) дают

Fkink = n3/2

√
~2γ

m
. (3.190)

Отметим, что в реальных конденсатах атомов щелочных металлов γ должно

быть намного меньше α и поэтому ξχ намного больше длины когерентности,

которая представляет собой характерную длину изменения плотности.

Теперь рассмотрим роль кинков в разрушении порядка в системе

температурными флуктуациями. При нулевой температуре система, опи-

сываемая моделью синус-Гордона, при любой размерности задачи “забло-

кирована” в одном из эквивалетных минимумов энергии, соответствующих

χ = 2πl. При ненулевой температуре присутствие кинков может стать выгод-

ным из-за их энтропийного вклада в свободную энергию [206]. В результате

кинки могут разрушить дальний порядок, а соответствующий переход назы-

вают переходом с потерей огранки (roughening transition). Для одномерной
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Рис. 3.26. Структура единичного кинка в циклической фазе. Сплошная кривая показывает

χ, пунктирная - S 0, точечная - S 2 = S −2.
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системы длиной L (L � ξχ), энтропия, соответствующая единичному кинку,

может быть оценена как ln L/ξχ, где L/ξχ - число “посадочных мест” для

кинка. Поэтому для температуры перехода с потерей огранки имеем

T 1D
R ≈ Fkink

kB ln L/ξχ
. (3.191)

В случае бесконечной одномерной системы (L → ∞), T 1D
R = 0. Подчерк-

нем, что этот результат качественно отличается от результата, основанного

на учете лишь малых осцилляций параметра порядка, который показывает

присутствие дальнего порядка для χ. Заметим, что в одномерных системах

конечного размера T 1D
R → 0 при γ → 0.

Температура перехода с потерей огранки в двумерном случае T 2D
R

также может быть легко оценена. В этом случае, выражение (3.190 для Fkink

задает энергию единицы длины кинка. Критический зародыш разупорядо-

ченной фазы представляет собой скачок χ на 2π с периметром ≈ 2πξχ. Пол-

ная энергия такого зародыша 2πFkinkξχ = π~2ns/2m, где полная плотность

атомов n заменена на сверхтекучую плотность ns перед переходом с разу-

пордоченное состояние. Интересно, что в двумерном случае эта энергия не

зависит от γ. Температура перехода с потерей огранки может быть оценена

из условия равенства энергии зародыша и термической энергии:

T 2D
R =

π~2ns

2kBm
. (3.192)

Итак, можно сделать вывод, что дальний порядок для χ в двумер-

ной системе выживает вплоть до достаточно высоких температур (порядка

температуры перехода БКТ).

Если размер одно- или двумерной системы меньше, чем ξχ, форми-

рование кинка невозможно, так что χ примерно постоянно внутри системы.

Однако его значение может отличаться от 2πl из-за температурных флукту-

аций. В этом смысле, мы находимся в квазинульмерном режиме. Похожий

случай был рассмотрен выше для системы со спином 1, в котором наличие
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запирающего потенциала может приводить к ненулевым значениям для всех

трех компонент параметра порядка, хотя для системы бесконечного разме-

ра такие фазы энергетически невыгодны. Другой метод создания подобных

состояний был предложен в [207], где в систему вводилась микроволно-

вая энергия, что приводило к перераспределению частиц между разными

компонентами параметра порядка. Таким образом, циклическая фаза в кон-

денсате со спином 2 представляет собой один из примеров таких состояний,

в которых энергия системы зависит от когерентности трех компонент пара-

метра порядка, а соответствующая разница фаз может испытывать заметные

температурные флуктуации даже при весьма низких температурах.

3.9. Краткие выводы

В этой главе изучались сверхпроводящие и сверхтекучие состояния

в малоразмерных системах, чьи размеры сопоставимы с размерами сердце-

вины топологического дефекта. Для систем таких размеров уже применимо

описание с помощью теории среднего поля, поэтому рассмотрение велось в

рамках теории Гинзбурга-Ландау для сверхпроводников и с помощью урав-

нений Гросса-Питаевского для конденсатов атомов щелочных металлов.

Для рассмотрения вихревых состояний был развит вариационный

метод, основанный на пробных функциях для параметра порядка. С помо-

щью этого подхода удается на полуаналитическом уровне получить многие

результаты, которые иначе приходилось бы получать с использованием тя-

желых методов численного счета. Подобные подходы применялись и ранее,

но в диссертационной работе они были значительно усовершенствованы, и

с их помощью удалось изучить системы с многокомпонентыми параметра-

ми порядка, вопросы, связанные с температурными флуктуациями, а также

проблему термоактивационного проникновения вихря в систему.

Были исследованы равновесные фазовые диаграммы тонких сверх-
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проводящих цилиндров с учетом возможного подавления параметра порядка

на границе. Прослежена эволюция вихревой фазовой диаграммы системы

и ее рановесной намагниченности в зависимости от значения “длины экс-

траполяции” де Женна, описывающей подавление параметра порядка на

поверхности. Было показано, что подавление ведет к сглаживанию дискрет-

ного характера зависимости намагниченности от приложенного поля.

Также было предложено теоретическое описание результатов се-

рии экспериментов с малоразмерными структурами “сверхпроводник-

ферромагнетик”, в которых связь между ферромагнетиком и сверхпроводни-

ком осуществлялась преимущественно за счет магнитного поля ферромаг-

нетика. Были описаны следующие конфигурации: сверхпроводящий диск

с магнитной точкой на его поверхности; та же система, но с дополни-

тельным защитным слоем между сверхпроводником и ферромагнетиком,

который подавлял эффект близости; сверхпроводящее кольцо с магнитной

точкой посередине. Было продемонстрировано хорошее согласие между тео-

рией и экспериментом для зависимости критической температуры перехода

в сверхпроводящее состояние от приложенного магнитного поля. В случае

кольца большинство результатов получено аналитически. Показано, что со-

ответствующая фазовая граница может деформироваться под влиянием поля

ферромагнетика таким образом, что в области максимальной критической

температуры возможен сдвиг границы как в направлении внешнего поля,

так и против него при одной и той же ориентации намагниченности точ-

ки. За счет специального подбора параметров системы можно добиться так

называемого π -сдвига в кольце, когда состояния с противоположными цир-

куляциями тока вырождены не при потоке внешнего поля, равном Φ0/2, а

при нулевом внешнем поле. Данное обстоятельство может оказаться важ-

ным для предложенной ранее конструкции кубита в виде сверхпроводящего

кольца с джозефсоновскими контактами.

Метод пробных функций применен к исследованию конденсата ато-



199

мов щелочных металлов со спином 2 в ловушке. В этом случае, параметр

порядка имеет пять компонент. Была построена равновесная фазовая диа-

грамма такого конденсата и предложено простое качественное объяснение

серий фазовых переходов между состояниями с различными типами топо-

логических дефектов. Описаны новые типы таких дефектов, отличающиеся

необычной спиновой текстурой.

Далее, метод пробных функций для параметра порядка был усовер-

шенствован на случай неравновесных процессов. А именно, он применен к

исследованию термоактивации вихря Абрикосова в малоразмерный сверх-

проводящий диск. Свинцовые образцы такого рода в настоящее время стали

доступны для экспериментального исследования. В таких экспериментах

было обнаружено полное либо частичное подавление поверхностного ба-

рьера для выхода и входа вихря при приложении внешнего поля к образ-

цу. В диссертационной работе было предложено объяснение этого явления

в терминах термоактивации вихрей. При описании термоактивации в об-

разцах ультрамалых размеров не представляется возможным использовать

лондоновское приближение, поскольку размеры системы лишь ненамного

превышают величину сердцевины вихря. По этой причине был разработан

новый подход к этой проблеме, который применим специально для слу-

чая малоразмерных сверхпроводников. А именно, использовалось разло-

жение параметра порядка по уровням Ландау, а населенности релевантных

уровней рассматривались в качестве подходящих независимых переменных,

альтернативных положению центра вихря. Затем вычислялся профиль по-

верхностного барьера в пространстве населенностей уровней Ландау, вво-

дились и оценивались коэффициенты вязкости, связанные с изменениями

населенностей, а в конце решалось уравнение Фоккера-Планка, из которого

отыскивалось среднее время теормоактивации. В итоге, удалось показать,

что время термоактивации в условиях анализировавшихся экспериментов на

несколько порядков меньше 1 секунды, что и может служить объяснением
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наблюдавшимся явлениям.

Был также исследован вопрос о том, не могут ли квантовые флук-

туации вести к подавлению поверхностного барьера. Были рассмотрены

образцы в форме дисков из свинца толщиной всего в несколько моноатом-

ных слоев. Были определены критерии перехода от термоактивации к режи-

му макроскопического квантового туннелирования. Показано, что квантовое

туннелирование может наблюдаться экспериментально и предложены неко-

торые идеи, как это может быть сделано на практике. Продемонстрировано,

что на выход вихря наибольшее влияние оказывают квантовые флуктуации,

а на вход - температурные, что связано с особенностями поверхностного

барьера в малоразмерных системах.

Малоразмерные сверхпроводяще островки из свинца, которые иссле-

дуются в современных экспериментах, имеют сглаженную гексагональную

форму, но, вырастая до размеров в несколько сотен нанометров, стремят-

ся приобрести форму треугольника. Известно, что треугольная геометрия

может вести к нетривиальным последствиям для сверхпроводящего конден-

сата, помещенного в нее. В диссертационной работе исследовалась лока-

лизация температурных флуктуаций в таких системах для случая тонкого

квазидвумерного островка, состоящего из небольшого числа моноатомных

слоев, в нулевом внешнем поле. Было показано, что флуктуации параметра

порядка значительно усиливаются в углах таких островков - как ниже, так

и выше критической температуры. Предложено качественное объяснение

этого явления, которое состоит в том, что конденсат в углах оказывается за-

жатым с боков и эффективная локальная размерность системы как бы пони-

жается, а, как известно, чем меньше размер системы, тем сильнее выражены

флуктуации. Результаты могут быть важными для современных фотодетек-

торов на основе малоразмерных сверхпроводящих островков, сбои в работе

которых объясняются как раз влиянием флуктуаций. Для подавления флук-

туационных эффектов следует избегать наличия углов в данных приборах и
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по возможности закруглять их.

Метод пробных функций был применен к решению важной задачи

о проникновении вихря во вращающийся конденсат атомов щелочных ме-

таллов, помещенный в ловушку. Несмотря на то, что этому вопросу было

ранее посвящено большое количество исследований, наблюдается некоторое

разногласие между их результатами по величине частоты вращения, приво-

дящей к возникновению вихря. Имеются разногласия и в данных экспери-

ментов разных групп. Причины отличий в теоретических работах выявить

непросто, поскольку почти во всех них задача решалась численными мето-

дами. Метод пробных функций позволяет получить многие результаты на

полуаналитическом уровне и лучше понять физику явлений на качественном

уровне. В диссертационной работе было показано, что конденсат оказывает-

ся настабильным по отношению к так называемым поверхностным модам,

после чего практически сразу следует формирование вихрей на периферии

системы. Это служит подтверждением одному из сценариев, предложенных

ранее в литературе. Более того, впервые указано на то, что в системе без

четко выраженных границ возникновение вихрей возможно только в па-

ре с антивихрями. Было продемонстрировано, что на периферии системы

происходит зарождение таких пар, после чего вихри перемещаются в центр

системы, а антивихри уходят еще дальше от центра системы. Предложенный

механизм в литературе ранее не описывался.

Метод пробных функций был развит далее и применен к изучению

температурных флуктуаций вихревых кластеров в двумерных конденсатах

атомов. Были рассмотрены кластеры, состоящие из двух колец вихрей. Ис-

следовалось разупорядочиванием колец таких кластеров, вызванное флук-

туациями. Была выявлена весьма сильная зависимость характерной темпе-

ратуры разупорядочивания от симметрии кластера – высокосимметричные

кластеры более стабильны. Это свойство было ранее найдено для точечных

частиц во внешнем запирающем потенциале. По сути, в диссертационной
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работе показано, что свойство сохраняется и в случае вихрей в ловушке, в

которых они расстояния между вихрями примерно соответствуют размерам

сердцевин, и точечными частицами они никак считаться не могут. Были

оценены характерные температуры разупорядочивания и показано, что дан-

ное явление можно наблюдать в реально существующих системах с атомами

щелочных металлов. Также рассматривались флуктуации вихревых молекул

в ловушках со слабой дополнительной квадрупольной деформацией. Такие

деформации используются в экспериментах для облегчения процесса фор-

мирования вихря. Были выявлены сильные эффекты соизмеримости между

симметрией вихревой молекулы и квадрупольной деформацией.

Наконец, рассматривались температурные флуктуации в спинорных

конденсатах со спином 1 и 2. В таких системах в некоторых случаях возмож-

ны ситуации, когда атомы населяют три гиперспиновых состояния. Энергия

системы в этом случае зависит от линейной комбинации фаз трех соответ-

ствующих компонент волновой функции. Было показано, что температурные

флуктуации могут вести к потере когерентности между этими компонентами

волновой функции, что приводит к флуктуациям локальной намагниченно-

сти. Вычислены соответствующие температуры и продемонстрировано, что

когерентность может теряться в экспериментально доступных областях ос-

новных параметров системы. Для системы со спином 2 в так называемой

циклической фазе найдено решение типа “кинк”. Предсказано существова-

ние перехода с потерей огранки при повышении температуры, при котором

порядок разрушается из-за распространения пар кинков и антикинков.
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ГЛАВА 4

Вихревые решетки в сверхпроводниках: намагниченность, пиннинг,

структура

4.1. Введение

В данной главе диссертационной работы мы перейдем от исследо-

вания свойств сверхпроводящих систем на микроскопическом и “мезоско-

пическом” уровнях к их изучению на уровне макроскопическом. А именно,

рассмотрим некоторые аспекты физики смешанного состояния в сверхпро-

водниках второго рода, которые не получили должного внимания в лите-

ратуре. Как и прежде, часть результатов будет иметь прямое отношение

и к разреженным сверхтекучим системам - конденсатам атомов щелочных

металлов.

Важной вехой в исследовании магнитных свойств сверхпроводников

стали работы Абрикосова, который, используя теорию Гинзбурга-Ландау, по-

казал, что проникновение магнитного поля в сверхпроводник второго рода

происходит в виде квантованных вихревых нитей [4], аналогичных вихрям в

сверхтекучем гелии. С тех пор свойства вихревых решеток в сверхпроводни-

ках исследовались в огромном количестве работ [56]. Особенно богатым ока-

зывается поведение слоистых и анизотропных сверхпроводников [55], а так-

же и сверхпроводников с нетривиальными симметриями спаривания [208].

Новым толчком к изучению вихрей в сверхпроводниках явилось открытие

высокотемпературной сверхпроводимости.

Как известно, движение вихрей по системе сопровождается дисси-

пацией энергии. Поэтому для увеличения критического тока, то есть мак-

симального транспортного тока, который способен бездиссипативно проте-

кать по системе, крайне важно каким-то образом "закреплять"вихри про-

странственно в сверхпроводнике. Такое зацепление вихрей происходит на
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структурных дефектах кристаллической решетки (пиннинг). Исследованию

пиннинга и выработке рекомендаций по его усилению посвящено большое

число статей [55]. Пионерской теоретической работой в этом направлении

можно считать концепцию коллективного пиннинга Ларкина-Овчинникова,

описывающую случай слабого беспорядка [209, 210], приводящего к пин-

нингу не индивидуальных вихревых нитей, а целых доменов решетки.

Некоторое время назад было предложено увеличивать критической

ток в сверхпроводниках, создавая искусственные центры пиннинга, которые

отличались бы большей эффективностью по сравнению с обычным беспо-

рядком, возникающим спонтанно. Этот случай отвечает сильному пиннингу,

при котором зацепление вихрей на центрах происходит индивидуально. Та-

кие центры можно получать с помощью бомбардировки сверхпроводника

тяжелыми ионами [211], либо используя современные нанотехнологические

методы, которые позволяют создавать регулярные решетки магнитных точек

или отверстий в сверхпроводящей плёнке [58]. В последнем случае, регу-

лярность потенциала пиннинга дополнительно усиливает критический ток.

Оба подхода были реализованы экспериментально и интенсивно разрабаты-

ваются в настоящее время.

Заметим, что исследование вихревого состояния в сверхпроводниках

с беспорядком имеет важное междисциплинарное и фундаментальное зна-

чения, поскольку схожие задачи возникают в совершенно разных областях

физики. Для физиков-теоретиков такие сверхпроводящие системы являются

подходящим "полигоном"для изучения достаточно общих вопросов о поряд-

ке и беспорядке.

Несмотря на всё обилие как экспериментальных, так и теоретических

работ, посвященных магнитным свойствам сверхпроводников второго рода,

остаётся еще немало нерешенных или не до конца решенных задач. Так, ока-

зывается, что до недавних пор отсутствовала надежная и простая модель,

которая позволяла бы описать намагниченность идеального сверхпроводни-
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ка второго рода (в котором нет пиннинга) в переходном промежутке полей

между первым и вторым критическими полями. Известны лишь ставшие

уже классическими асимпотические результаты вблизи нижнего и верхнего

критического полей [4, 212, 213], а в переходной области, как это часто бы-

вает, применяются численные методы [214]. В литературе предпринимались

неоднократные попытки продолжить разложения с того или иного конца по

направлению вглубь переходной области (см., например, [215–217]), но к

существенному прогрессу это не привело, несмотря на подчас серьезное

усложнение формализма. Устранению данного пробела и посвящена часть

этой главы диссертационной работы. Для этого будет применен вариаци-

онный метод, основанный на пробной функции для параметра порядка в

единичной ячейке вихревой решетки. Подчеркнем, что вариацинный метод

хорошо себя зарекомендовал в решении класса задач для малоразмерных

систем, которые рассматривались в предыдущей главе диссертационной ра-

боты.

Необходимо отметить, что помимо чисто теоретического интереса,

описание переходной области полей важно и для анализа эксперименталь-

ных данных по изучению намагниченности сверхпроводников второго рода

– в особенности, высокотемпературных сверхпроводников. Измеряя поле-

вую зависимость намагниченности, определяют основные параметры сверх-

проводящего состояния – такие, как величины критических полей, лондо-

новскую глубину проникновения магнитного поля и длину когерентности.

Важность именно переходной области обусловлена тем, что вблизи нижнего

критического поля практически не удается добиться обратимости намагни-

ченности из-за влияния структурных дефектов, тогда как область вблизи

верхнего критического поля чрезвычайно сложна для экспериментального

исследования вследствие большой величины этого поля в высокотемпера-

турных сверхпроводниках.

Как уже упоминалось выше, сверхпроводники с искусственно создан-
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ными периодическими потенциалами пиннинга в настоящее время привле-

кают особый интерес исследователей. На практике искусственные центры

пиннинга практически всегда располагают в узлах квадратной решетки. Бо-

лее того, аналогичные потенциалы пиннинга научились формировать и в

разреженных конденсатах атомов щелочных металлов с помощью перекре-

щивающихся лазерных лучей, которые создают так называемую оптическую

решетку (см., например, [61]). В частности, с помощью оптических реше-

ток пытаются получать аналоги кристаллических решеток в твердых телах.

Их можно изучать с помощью новых экспериментальных методов, в неожи-

данных режимах основных параметров и на ином уровне, недоступном для

физики конденсированного состояния - сохраняя при этом квантовый харак-

тер системы. Между тем почти во всех исследованиях на тему вихревого

состояния в таких системах пренебрегалось тем обстоятельством, что сама

решетка вихрей, как известно, стремится приобрести треугольную симмет-

рию [4, 212, 213]. Таким образом, в этой, казалось бы тривиальной ситуа-

ции, возникает интересное противоборство между двумя типами симметрии.

Более того, если рассмотреть произвольное соотношение между концен-

трациями вихрей и центров пиннинга, задача приобретает чрезвычайную

сложность. В этой главе диссертационной работы рассмотрены отдельные

частные случаи для двумерной системы в слабых полях, когда отношение

концентраций является рациональной дробью. Некоторые предсказания по-

видимому подтверждаются экспериментальными данными по структурным

переходам вихревой решетки в атомных конденсатах с оптической решет-

кой [61, 218–220].

Далее в этой главе исследуется та же система, но с дополнитель-

ным беспорядком, который всегда присутствует в реальных системах. Этот

фактор придает еще большую сложность изучаемой системе и ведет к

еще более богатому её поведению. Рассматривается как статическая вих-

ревая решетка, так и динамические режимы, возникающие при пропуска-
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нии через сверхпроводник транспортного тока. Выводы работы о солито-

нообразном характере переноса вихрей дефектами решетки типа "кинк"и

"антикинк"подтверждены недавними экспериментами со сверхпроводящи-

ми пленками [221].

Рассмотренные в данной главе задачи о системах с периодическим

пиннингом относятся не только к случаю сверхпроводников и конденса-

тов атомов щелочных металлов, но и к другой весьма актуальной области

- динамике коллоидных частиц на периодических подложках (см., напри-

мер, [222, 223]). Более того, эти задачи имеют связи со многими другими

реальными системами, в которых проявляется конкуренция между беспо-

рядком и регулярным потенциалом, а также происходят переходы между

соизмеримыми и несоизмеримыми фазами, но где размерности всей систе-

мы или некоторых подсистем отличаются от фигурирующих тут. Так, мож-

но упомянуть вихревые решетки в слоистых сверхпроводниках, где слои

действуют в качестве одномерных центров пиннинга. Подобные центры

могут также создаваться границами двойникования. Из-за противоборства

со случайным потенциалом здесь также имеется богатая фазовая диаграм-

ма [224–226]. Другой пример - волны зарядовой и спиновой плотностей.

Наконец следует также упомянуть своеобразные эксперименты с заряжен-

ными пластиковыми шариками миллиметрового размера, помещенными на

плоскость с периодическими “ловушками” – такие системы призваны моде-

лировать вихревую решетку [227].

4.2. Обратимая намагниченность – вариационная модель

4.2.1. Модель Клема и попытки ее обобщения

Намагниченность сверхпроводников второго рода является их фун-

даментальной электромагнитной характеристикой. Исследованию намагни-

ченности посвящено огромное количество экспериментальных и теоретиче-
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ских работ (см., например, обзоры [56, 228]). В этой связи представляется

важным получить формулы для намагниченности сверхпроводника, кото-

рые были бы пригодны для количественных расчетов в широком диапазоне

внешних магнитных полей. Эта проблема уже давно обсуждается в литера-

туре (см., например [56,212,213,217,228–234,236–238]). Однако до недавнего

времени не существовало удобного и надежного подхода, который позволял

бы аналитически вычислить намагниченность сверхпроводника второго ро-

да во всем интервале внешних полей Hc1 ≤ H ≤ Hc2.

Наиболее просто проблема расчета магнитного момента сверхпро-

водника M решается в области малых полей H � Hc2. Здесь сердцевины

вихрей Абрикосова занимают лишь малую часть объема и для нахождения

M(H) при κ � 1 используется лондоновское приближение, в рамках которо-

го при вычислении локальных полей и токов вне сердцевин вихрей модуль

параметра порядка полагается постоянным [212, 213]. В лондоновской мо-

дели зависимость намагниченности идеального изотропного сверхпровод-

ника от магнитного поля в полях H � Hc1 может быть описана формулой

Феттера [229]:

−4πM = Hc1 − 1
4κ
{ln[2κ(H − Hc1) + 1, 34]}. (4.1)

В этой формуле, а также и в дальнейшем используется система единиц [213],

в которой все расстояния нормированы на лондоновскую глубину проник-

новения магнитного поля λ(T ), магнитное поле нормировано на Hc
√

2 (где

Hc термодинамическое критическое поле), а параметр порядка нормирован

на свое равновесное значение. Безразмерные значения локального магнит-

ного поля, векторного потенциала и параметра порядка обозначим, как h,

a и f , соответственно. Заметим, что в этой системе единиц квант потока

Φ0 = 2π/κ, а Hc2 = κ. Зависимость Феттера (4.1) расходится при H → Hc1.

В непосредственной близости к Hc1 намагниченность в лондоновской мо-

дели может быть рассчитана численно [237] или найдена аналитически в
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приближении, в котором учитывается взаимодействие вихрей лишь с бли-

жайшими соседями по вихревой решетке [213]. Для расширения области

применимости лондоновского приближения были развиты различные под-

ходы, частично учитывающие вклад сердцевин вихрей в свободную энергию

сверхпроводника (см. [56, 217]).

Нижнее критическое поле не может быть вычислено самосогласован-

но в рамках модели Лондонов. По этой причине Hc1 входит в соотношение

(4.1) в виде параметра, и при κ � 1 его можно записать в виде [213]:

Hc1 =
1
2κ

(ln κ + ε), (4.2)

Постоянная ε ∼ 1 определяется структурой параметра порядка в сердцевине

вихря. Отметим, что величина этой константы серьезным образом влияет

на нижнее критическое поле, а потому и на обратимую намагниченность,

поскольку зависимость от κ в (4.2) - довольно слабая (логарифмическая),

так что даже для высокотемпературных сверхпроводников с большими κ ее

точное значение необходимо учитывать. Константа ε была найдена Ху путем

численного решения полной системы уравнений Гинзбурга-Ландау [230]

(см. также [231]), при этом было получено: ε ' 0, 50.

Несколькими годами позже Клем предложил [233] изящную и про-

стую вариационную модель для описания сердцевины вихря Абрикосова, из

которой, в частности, получил свою собственную оценку для данной кон-

станты: ε ' 0, 52. Полученное Клемом значение оказывается чрезвычайно

близким к найденной Ху величине, что подчеркивает высокую эффектив-

ность модели Клема, которая в итоге стала довольно популярной (см., на-

пример, работу [239], в которой она применялась для описания сердцевины

вихря в сверхпроводнике с двухкомпонентным параметром порядка).

В модели Клема используется следующая пробная функция для па-

раметра порядка |ψ|:
|ψ| = f (r) =

r√
r2 + ξ2

v

, (4.3)



210

где ξv вариационный параметр. Что чрезвычайно важно, использование

этой функции позволяет решить аналитически второе уравнение Гинзбурга-

Ландау (для магнитного поля). В итоге можно найти аналитически энергию

вихря, как функцию вариационного параметра. Поле изолированного вихря

описывается следующей функцией:

h(r) =
1

κξvK1(ξv)
K0

(√
r2 + ξ2

v

)
, (4.4)

где Kn - модифицированные функции Бесселя. Минимизация энергии при

κ � 1 дает ξv =
√

2/κ (
√

2ξ(T ) в размерных единицах). Таким образом, в

выражении (4.4) исчезает характерная для модели Лондонов расходимость

поля вихря в его сердцевине.

Учитывая высокую эффективность модели Клема для единичного

вихря, представляется естественным попытаться ее обобщить на случай

решетки вихрей, что позволило бы, в частности, отыскивать обратимую на-

магниченность сверхпроводника во всем диапазоне магнитных полей меж-

ду Hc1 и Hc2. Хорошо известно, что приемлимое аналитическое описание

имеется лишь для области низких полей (лондоновская модель) и области

высоких полей вблизи Hc2 (подход Абрикосова).

Попытка обобщить модель Клема была предпринята в работе [234]

самим Клемом с соавторами. В качестве пробной функции, описывающей

поведение параметра порядка, было предложено использовать функцию

(4.3), домноженную на дополнительный вариационный параметр f∞. Та-

кая модифицированная пробная функция, примененная однако для изолиро-

ванного вихря, позволяет снова отыскать магнитное поле аналитически. В

итоге, в [234] была приведена аналитическая формула для намагниченности,

применимая во всем диапазоне между Hc1 и Hc2. При ее выводе полагалось,

что полное магнитное поле в данной точке сверхпроводника задается су-

перпозицией полей единичных вихрей. Кроме того, соответствующая сумма

заменялась интегралом. Далее, как утверждается в [234], значения вариаци-
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онных параметров при фиксированной индукции B (то есть фиксированной

плотности вихрей) вычислялись из условия минимума энергии системы.

При этом оказывалось, что система переходит в нормальное состояние в

точности при правильном значении верхнего критического поля, а выра-

жение для намагниченности в высоких полях полностью согласуется с най-

денной Абрикосовым асимптотикой. В дальнейшем эта модель, получившая

название модели Хао и Клема (Hao-Clem model), была обобщена на случай

анизотропных сверхпроводников [235]. Модель Хао и Клема стала доволь-

но популярной. Формула для намагниченности использовалась во многих

десятках работ для анализа экспериментальных данных по измерению маг-

нитного момента различных сверхпроводников (см., например, [240–247]).

Анализ предложенной в работе [234] идеи вскрывает некоторые несо-

стыковки. Прежде всего, параметр порядка в регулярной решетке вихрей

Абрикосова меняется в пространстве периодически, а не описывается вы-

ражением (4.3), пусть и с дополнительным параметром f∞. Это означает,

что представление локального поля в виде суперпозиции вкладов отдель-

ных вихрей, как это было сделано в [234], неправомерно – так мы не по-

лучаем решения второго уравнения Гинзбурга-Ландау. Далее, переход от

суммирования к интегрированию должен привносить дополнительные по-

грешности. Поэтому вызывает недоумение, как использование столь грубой

и несамосогласованной аппроксимации могло привести к полному согласию

с известными точными результатами в высоких полях. Как было показа-

но в статье с участием автора диссертационной работы [248], приведенные

в [234] зависимости вариационных параметров от магнитной индукции не

следуют из приведенных же в [234] выражений для энергии сверхпроводни-

ка. Более того, даже исключая переход от суммирования к интегрированию,

не удается разрешить данную проблему. Наиболее патологическое поведе-

ние обнаруживается как раз в высоких полях, так что система переходит

в нормальное состояние в полях, существенно более высоких, нежели точ-
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ное значение Hc2. По-видимому, зависимости вариационных параметров от

индукции в [234] были подобраны таким образом, чтоб получить хорошее

согласие с асимптотическими результатами Абрикосова в высоких полях.

Поэтому модель ни в коем случае не может считаться самосогласованной и

вариационной.

Далее, Хао и Клем опубликовали работу [236], в которой содержится

утверждение о том, что даже в малых полях нельзя пренебрегать “влиянием

вихревых сердцевин”, и поэтому модель Лондонов вообще не способна да-

вать точного результата. Действительно, приведенная в [234] формула для

намагниченности не слишком хорошо согласуется с лондоновской моделью

даже в малых полях. Это однако связано с тем обстоятельством, что пере-

ход от суммирования к интегрированию в [234] приводит к дополнительной

погрешности. Поэтому модель Лондонов, на самом деле, дает правильные

результаты в своей области применимости [248], при условии, что использу-

ется правильное значение постоянной ε, входящей в Hc1. Эта константа, по

сути, как раз и учитывает вихревые сердцевины в малых полях. Отметим,

что в ряде работ обращалось внимание на разногласия между результата-

ми модели Хао-Клема и другими подходами к той же проблеме в малых

полях [249], что признавалось некоторым недостатком этой модели – осо-

бенно, в контексте анализа экспериментальных данных. При этом однако

подробному анализу эта модель не подвергалась.

Подчеркнем, что исходная модель Клема для единичного вихря явля-

ется правильной. Поэтому представляется привлекательным обобщить ее,

используя полностью самосогласованный подход, то есть развив полноцен-

ную вариационную процедуру. Это и сделано в диссертационной работе.
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4.2.2. Построение самосогласованной модели

Ключевой идеей самосогласованной модели является отказ от ис-

пользования какой-либо суперпозиции полей отдельных вихрей для опи-

сания локального магнитного поля. С самого начала можно ввести в рас-

смотрение круглую ячейку Вигнера-Зейтца, площадь которой однозначно

связана с магнитной индукцией, а затем описывать параметр порядка в этой

ячейке с помощью той же функции, что и в работе [234]. Отметим, что

модель Вигнера-Зейтца уже использовалась в литературе для описания ре-

шетки вихрей - в численных расчетах и в малых полях, в том числе в рмаках

квазиклассических подходов [232,250–254].

В рамках приближения Вигнера-Зейтца, и параметр порядка, и маг-

нитное поле в ячейке имеют аксиальную симметрию. Тогда параметр по-

рядка |ψ| может быть представлен в виде f (r) exp(−iϕ), где r радиальная

координата, а ϕ - полярный угол. Плотность свободной энергии сверхпро-

водника может быть записана в виде суммы двух вкладов F = Fem + Fcore,

где Fem - энергия токов и полей, а Fcore – энергия, связанная с подавлением

|ψ| в сердцевине вихря. В нашем случае, вклады определяются следующими

формулами:

Fem =
2π
κAcell

∫ R

0

 f 2
(
a − 1

κr

)2

+ h2

 rdr, (4.5)

Fcore =
2π
κAcell

∫ R

0


1
2

(1 − f 2)2 +
1
κ2

(
d f
dr

)2 rdr, (4.6)

где R и Acell = πR2 радиус и площадь ячейки, которые связаны с магнитной

индукцией B соотношением Acell = 2π/Bκ.

Уравнения Гинзбурга-Ландау имеют вид:

− 1
κ2r

d
dr

(
r
d f
dr

)
+ f 3 − f + f

(
a − 1

κr

)2

= 0, (4.7)

dh
dr

= f 2
(
a − 1

κr

)
. (4.8)
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Магнитное поле и векторный потенциал связаны соотношением

h =
1
r

d(ra)
dr

. (4.9)

Эти уравнения дополняются граничными условиями для магнитного поля и

параметра порядка

h(R) = he, (4.10)

f (0) = 0, f ′(R) = 0, (4.11)

r f −2(r)
dh
dr

= −1/κ; r → 0. (4.12)

Условие (4.12) следует из (4.8) и (4.9). Система уравнений (4.7)-(4.12) – на-

много проще, чем аналогичная система для ячейки гексагональной формы.

Используя пробную функцию, f (r) = f∞r/
√

r2 + ξ2
v , из работы [234],

мы можем решить второе уравнение Гинзбурга-Ландау в ячейке аналитиче-

ски:

h(r) = uI0( f∞
√

r2 + ξ2
v ) + vK0( f∞

√
r2 + ξ2

v ), (4.13)

где u и v могут быть найдены из граничных условий (4.10) и (4.12):

u =
f∞
κξv

K1( f∞ρ)
K1( f∞ξv)I1( f∞ρ) − I1( f∞ξv)K1( f∞ρ)

, (4.14)

v =
f∞
κξv

I1( f∞ρ)
K1( f∞ξv)I1( f∞ρ) − I1( f∞ξv)K1( f∞ρ)

, (4.15)

где мы ввели обозначение ρ =
√

R2 + ξ2
v . Отметим, что пробная функция не

удовлетворяет условию (4.11). Однако, соответствующая производная мала,

так что это не приводит к каким-либо существенным погрешностям.

Значения вариационных параметров при данной индукции должны

определяться из условия минимума плотности энергии F = Fem + Fcore.

Используя (4.8) и (4.1), можно найти следующее выражение для плотности

магнитной энергии Fem = Bh(0). Учитывая (4.13)-(4.15), получаем:

Fem =
B f∞
κξv

K0( f∞ξv)I1( f∞ρ) + I0( f∞ξv)K1( f∞ρ)
K1( f∞ξv)I1( f∞ρ) − I1( f∞ξv)K1( f∞ρ)

. (4.16)
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Выражение для Fcore в [234] было определено правильно; оно имеет вид:

Fcore =
1
2

(1 − f 2
∞)2 +

1
2

Bκξ2
v f 2
∞(1 − f 2

∞) ln
[
1 +

2
Bκξ2

v

]
+

+
f 4
∞
2
− f 4

∞
2 + Bκξ2

v
+

B f 2
∞

(
1 + Bκξ2

v

)

κ
(
2 + Bκξ2

v
)2 . (4.17)

Зависимость вариационных параметров от индукции рассчитывается

численно путем минимизации F(B, κ, ξv, f∞) относительно ξv и f∞. Ее можно

аппроксимировать следующими аналитическими зависимостями (с точно-

стью примерно 0,5% ):

ξv(B, κ) = ξv0

1 − 4, 3
(
1, 01 − B

1, 05κ

)6,3 (B
κ

)
1/2 (

1 − 0, 56
(B
κ

)0,9)1/2

, (4.18)

f∞(B, κ) =

(
1 − B2

2, 8κ2

) (
1 −

( B
tκ

)4)1/2 1 +
1, 7B
κ

(
1 − 1, 4B

κ

)2
1/2

, (4.19)

где t = 0, 985, а ξv0 – значение ξv при B = 0. Оно определяется решением

уравнения:

κξv0 =
√

2
1 −

K2
0(ξv0)

K2
1(ξv0)

 . (4.20)

Когда κ � 1, (4.20) имеет решение ξv0 =
√

2/κ. Итак, мы нашли распре-

деление магнитного поля и параметра порядка в ячейке в зависимости от

магнитной индукции.

Верхнее критическое поле определяется как поле, при котором па-

раметр порядка становится равным нулю. Как видно из (4.19), f = 0 при

H = 0, 985κ. Таким образом, разница между точным значением Hc2 = κ и вы-

численным вариационным образом составляет примерно 1,5%. Расхождение

представляется довольно естественным, ведь вариационный метод является

приближенным. В то же время, малость погрешности свидетельствует о его

высокой точности.

Отметим, что в нашем подходе можно учесть и анизотропию сверх-

проводника в случае, если поле приложено вдоль одной из его главных

осей [255].
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Теперь мы можем найти обратимую намагниченность сверхпровод-

ника. Она определяется известным соотношением:

−4πM = H − B. (4.21)

Если известно точное решение уравнений Гинзбурга-Ландау, намагничен-

ность может быть вычислена двумя эквивалентными способами. Во-первых,

магнитное поле может быть найдено из условия минимума свободной энер-

гии Гиббса G = F − 2BH:

H =
1
2
∂F
∂B

(4.22)

Второй метод заключается в использовании вириальной теоремы [256]: при-

ложенное поле H может быть найдено из локальных магнитного поля h и

параметра порядка f , как

H =
1

2BAcell

∫ (
f 2 − f 4 + 2h2

)
d2r, (4.23)

где интегрирование проводится по площади ячейки.

Найдем намагниченность с помощью обоих методов. Согласно (4.22),

имеем

−4πM = −B +
f∞
κξv

K0( f∞ξv)I1( f∞ρ) + I0( f∞ξv)K1( f∞ρ)
K1( f∞ξv)I1( f∞ρ) − I1( f∞ξv)K1( f∞ρ)

+

+
1

2Bκ2ξ2
vρ

2 {K1( f∞ξv)I1( f∞ρ) − I1( f∞ξv)K1( f∞ρ)}−2 +

f 2
∞

(
2 + 3Bκξ2

v

)

2κ
(
2 + Bκξ2

v
)3 +

κ2 f 2
∞ξ

2
v

2
{1 − f 2

∞
2

ln
[

2
Bκξ2

v
+ 1

]
−

− 1 − f 2
∞

2 + Bκξ2
v

+
f 2
∞(

2 + Bκξ2
v
)2 }, (4.24)

Итак, в случае использования первого подхода, зависимость намаг-

ниченности от индукции B задается (4.24) и (4.18)-(4.20). Зависимость H от

B задается (4.21). Таким образом, мы получаем неявную функцию M(H).

В рамках второго подхода, интеграл (4.23) может быть рассчитан

лишь численно. Вычисления показывают, что значения намагниченности,
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найденные обоими методами, практически неразличимы, что свидетельству-

ет о высокой точности метода.

В малых полях вариационные параметры (4.18) и (4.19) могут рас-

сматриваться в качестве констант, независимых от B при κ � 1. В этом слу-

чае, (4.24) может быть разложено в ряд по ξv. Тогда мы получаем известное

из литературы [232] выражение для намагниченности в рамках приближения

Вигнера-Зейтца в малых полях с Hc1, в котором учтено ε = 0, 52:

−4πM(B) = Hc1 +
1
2κ

K1(R)
I1(R)

+
1

2I2
1(R)

 − B. (4.25)

Когда H � Hc1, радиус ячейки R � 1, и (4.25) можно разложить по степеням

R:

−4πM(B) = Hc1 − 1
4κ

[ln(2κ(H − Hc1) + σ] , (4.26)

где σ = 1, 3456. Аналогичный результат был получен в лондоновском пре-

0 50 100
0.000
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 H/Hc

-4
M

/H
c  

 

  

 

Рис. 4.1. Зависимости −4πM(H) при κ = 100. Сплошная линия - результат вариационного

метода, пунктирная линия - лондоновская модель, точечная линия - результат Абрикосова.

На вставке - результат нашей вариационной модели (сплошная линия); в рамках модели

Хао-Клема (точечная линия) – без замены суммы на интеграл и с самосогласованным

вычислением вариационных параметров.
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деле в [229] для треугольной решетки с σ = 1.3431. Таким образом, при

правильном построении вариационной модели с пробной функцией [234]

результаты в малых полях приходят в полное согласие с лондоновской мо-

делью. Утверждение работы [233] о неприменимости этой модели является

некорректным.

Зависимость намагниченности (4.24) от магнтного поля показана на

Рис. 4.1 для κ = 100. Кривые намагниченности, в рамках модели Лондонов

и подхода Абрикосова, также приведены. В малых полях намагниченность

прекрасно описывается лондоновской моделью. Разница составляет менее

одного процента. При H ∼ Hc2 поведение намагниченности хорошо согла-

суется с результатами подхода Абрикосова. Наблюдается лишь небольшая

разница, вызванная, главным образом, отклонением Hc2 от точного значения.

Для улучшения точности вблизи Hc2 можно положить константу t в (4.19)

равной 1. Также проводилось сравнение с результатами численного реше-

ния всей системы уравнений Гинзбурга-Ландау для треугольной решетки

по методу Е. Х. Брандта [214] и с использованием его компьютерной про-

граммы, которое подтвердило высокую точность и в промежуточных полях.

Сравнение с результатами для случая малых значений κ показывает, что тут

точность ухудшается, но все же остается разумной. Тем не менее, лучше

всего наш метод подходит для сверхпроводников с большими значениями κ.

На вставке к Рис. 4.1 сравниваются зависимости −4πM(H), найден-

ные в нашем подходе, и с использованием суммирования по вкладам от

единичных вихрей, как предложено в [234]. Видно, что данное неконтроли-

руемое приближение дает неадекватное поведение в высоких полях. Если

при этом перейти к интегрированию от суммирования, как делалось в [234],

получим дополнительные погрешности еще и в малых полях.

Отметим, что предложенная нами формула для обратимой намагни-

ченности может использоваться для анализа экспериментальных данных.

Интересно, что формула Клема для параметра порядка в случае еди-
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ничного вихря может использоваться и для описания одновихревого состо-

яния в конечноразмерных сверхпроводниках, обладающих аксиальной сим-

метрией. В частности, с ее помощью можно отыскать первое критическое

поле. Результаты таких вычислений хорошо согласуются с результатами для

вихревой фазовой диаграммы цилиндра (в случае большой длины экстрапо-

ляции де Женна), представленными в Главе 3 диссертации.

4.3. Вихревая решетка в присутствии периодической системы

центров пиннинга

4.3.1. Вводные замечания

Сверхпроводники с системами периодически расположенных цен-

тров пиннинга, получаемыми с помощью современных нанотехнологиче-

ских методов, в настоящее время привлекают большое внимание [57–60,

257–261]. Используя электронно-лучевую литографию, представляется воз-

можным реализовывать хорошо контролируемые системы субмикронных

“антидотов” и магнитных точек в сверхпроводящих пленках со слабым

внутренним пиннингом. Такие наноструктурированные пленки демонстри-

руют резкие скачки в зависимости намагниченности от поля, которые соот-

ветствуют некоторым определенным конфигурациям вихрей, стабилизиро-

ванным потенциалом пиннинга. При температурах, приближающихся к Tc,

притяжение вихрей искусственно созданными центрами пиннинга особенно

ярко выражено. Это, в частности, проявлятся в том, что симметрия решетки

вихрей при полях H = H1 и H = H1/2 (где H1 – поле, при котором на каждый

центр пиннинга приходится 1 квант потока) совпадает с квадратной, которая

навязывается аналогичной симметрией потенциала пиннинга. Данная сим-

метрия решетки вихрей была визуализирована непосредственно с помощью

лоренцевской микроскопии [258]. В то же время, в отсутствие такого по-

тенциала решетка обладает треугольной симметрией, которая, как хорошо
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известно, минимизирует энергию межвихревого взаимодействия при задан-

ной плотности вихрей.

Периодический потенциал пиннинга для вихрей можно создавать и

в конденсатах атомов щелочных металлов с помощью оптической решетки.

Явление навязывания своей симметрии потенциалом пиннинга вихревой

решетке было продемонстрировано в этом случае экспериментально [61].

Представляет интерес вопрос, что будет происходить, если начать

понижать силу пиннинга, создаваемого потенциалом с квадратной сим-

метрий. Можно ожидать, что рано или поздно межвихревое отталкивание

начнет доминировать над силами пиннинга, что каким-то образом приведет

к восстановлению треугольной решетки. Именно этому вопросу и посвя-

щен данный раздел диссертационной работы. Работа в этом направлении

интересна как с точки зрения фундаментальной науки (переходы между со-

измеримыми и несоизмеримыми фазами в двумерной ситуации), так и с

точки зрения приложений (критический ток в сверхпроводниках).

4.3.2. Фазовая диаграмма

Рассмотрим двумерную систему с регулярной системой центров пин-

нинга периодом a, имеющей квадратную симметрию. Будем считать, что

внешнее магнитное поле не превышает H1 и соизмеримо с ним, то есть рав-

но рациональной дроби от H1. Вихревая решетка может существовать, по

крайней мере, в виде двух стабильных фаз - запиннингованной периодиче-

ской решетки и треугольной решетки - в пределах сильного и слабого пин-

нинга, соответственно. Симметрия запиннингованной фазы не обязательно

является квадратной. Вихревые конфигурации для разных полей в пределе

сильного пиннинга перечислены в [59]. Некоторые из них будут далее фи-

гурировать на Рис. 4.2. Когда сила пиннинга мала и конечна, энергетически

выгодной должна быть слегка искаженная треугольная решетка. Она не яв-
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ляется периодической, поскольку периоды в расположении рядов вихрей и

в периодическом потенциале несоизмеримы. Переходы между этими фаза-

ми в пределе бесконечно малой характерной длины изменения потенциала

пиннинга вокруг каждого его центра впервые исследовались в работе [262].

Здесь мы рассмотрим более общий случай произвольной ширины потенци-

альной ямы, создаваемой каждым центром пиннинга. Отметим, что данные

экспериментов с конденсатами атомов щелочных металлов [61] для своего

объяснения требуют как раз рассмотрения этого случая.

Две важные величины, которые будут фигурировать в дальнейшем

изложении, – это энергия запиннингованной периодической решетки E1 и

энергия искаженной треугольной решетки E2. Плотность энергии пиннинга

U(x, y) удобно разложить в ряд Фурье:

U(x, y) =
∑

m,n

Amn cos
2πmx

a
cos

2πny
a

. (4.27)

Тогда, если все вихри запиннингованы, энергию можно представить через

сумму коэффициентов в разложении

E1 = EFL + U(0, 0) = EFL +
∑

m,n

Amn, (4.28)

где U(0, 0) потенциал в центре пиннинга, а EFL - энергия вихревой решетки

в заданной конфигурации (Рис. 4.2).

Энергия E2 может быть найдена с привлечением методов теории

упругости, в которой дискретная вихревая решетка заменяется эластичной

средой. Ниже мы обсудим точность этой модели. Итак, для E2 имеем

E2 = E∆ + Epin + Eelast, (4.29)

где E∆ энергия идеальной треугольной решетки, Epin энергия пиннинга,

а Eelast энергия искажения решетки. Для нахождения Epin и Eelast сначала

вычислим отклонения вихрей от положений в треугольной решетке. Введем
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Рис. 4.2. Вихревые конфигурации при разных полях: (a) - 1/8 , (б) - 1/4 , (в) - 1/3 , (г) -

1/2 , (д) - 1. Темные круги - положения вихрей, незаполненные круги - положения центров

пиннинга.
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двумерный вектор отклонений эластичной среды u(x, y). Для Epin и Eelast

имеем [209]:

Eelast =
1

2S

∫
dS

[
(c11 − c66) (∇u)2 + c66

(
∇αuβ

)2
]
, (4.30)

Epin =
1

2S

∫
dS

[
U(x, y) − u(x, y) f (x, y)

]
, (4.31)

где интегрирование производится по площади S образца, а f = −dU/dr –

сила пиннинга, действующая на вихрь. В (4.31) учитывается лишь первое

слагаемое в разложении энергии по u(x, y).

Поле деформаций может быть найдено из минимума энергии (4.29).

Используя представление фурье, несложно получить

ukα = −(k fk)kα
c11k4 −

k−2(k fk)kα − fkα
c11k2 , (4.32)

где uk =
∫

u(r)eikrdS , fk =
∫

f(r)eikrdS . Учитывая (4.27), можно найти следу-

ющее выражение для u(x, y):

ux = − a
2πc11

∑

m,n

Amn
m

m2 + n2 sin
2πmx

a
cos

2πny
a

, (4.33)

ux = − a
2πc11

∑

m,n

Amn
n

m2 + n2 cos
2πmx

a
sin

2πny
a

. (4.34)

Следует отметить, что слагаемое, пропорциональное 1/c66 в (4.32), пропа-

дает из (4.33) и (4.34). Это слагаемое ответственно за скручивание решетки,

и исчезает оно лишь в случае периодического потенциала.

В рамках теории упругости отклонения должны быть намного мень-

ше, чем межвихревое расстояние d, что приводит к следующему ограниче-

нию:

ux = − a
2πc11

∑

m,n

Amn
n

m2 + n2 cos
2πmx

a
sin

2πny
a

. (4.35)

Теперь можно найти Eelast и Epin из (4.30) и (4.31)

Eelast =
1

2c11

(
< U2 > − < U >2

)
, (4.36)
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Eelast =< U > − 1
2c11

(
< U2 > − < U >2

)
. (4.37)

Здесь мы использовали тождество Парсеваля:

∑

m,n

A2
mn + A00 = 2 < U2 > . (4.38)

Итак, энергия упругости (4.36) зависит от дисперсии потенциала пин-

нинга, которая представляет собой меру резкости потенциала. Первое сла-

гаемое в (4.37) – это энергия пиннинга в нулевом приближении по u(r). В

этом приближении, положения вихрей не зависят от потенциала пиннинга,

а энергия упругости равна 0. Последнее слагаемое описывает энергию кор-

реляций между положениями вихрей и центров пиннинга. Это слагаемое в

точности равно -Eelast и поэтому исчезает из окончательного выражения для

полной энергии:

E2 = E∆+ < U > . (4.39)

Отметим, что соотношения (4.37)-(4.39) выполняются для любого по-

тенциала пиннинга единичного центра. Для иллюстрации на Рис. 4.3 при-

ведем структуру искаженной треугольной решетки, полученную из (4.33) и

(4.34) при H1, c11/U00 = 0, 2, σ = 0, 1a. Пустые круги обозначают положения

центров пиннинга, а черные круги - вихрей.

Сравнивая энергии запиннингованной решетки E1 и искаженной тре-

угольной решетки E2, можно получить приближенный критерий перехода

между этими двумя состояниями. Сначала будем использовать гауссов про-

филь для моделирования взаимодействия между вихрем и центром пиннин-

га:

U(x, y) = −U0 exp
[
− (r/σ)2

]
, (4.40)

где U0 амплитуда взаимодействия, r расстояние между вихрем и центром

пиннинга, σ – характерный масштаб изменения потенциала. Полная энергия

пиннинга во всем образце дается суммой вкладов от всех центров:

U(x, y) = −U0 exp
[
− (r/σ)2

]
, (4.41)
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Рис. 4.3. Структура треугольной решетки, искаженной периодическим потенциалом пин-

нинга.

Учитывая (4.41) и соотношение < U(x, y) >= −U0πσ
2/a2, приравняем

(4.28) и (4.39), получив следующий критерий перехода:

U0 =
∆E

πσ
2

a2 −
(∑∞

m=−∞ exp
(
−a2m2

σ2

))2 , ∆E = Elat − Etr. (4.42)

Это соотношение определяет границу между запиннингованной и искажен-

ной треугольной решетками. Диаграмма состояний представлена на Рис. 4.4

в плоскости U0 −σ. Ниже линии 1 треугольная решетка имеет наименьшую

энергию, а выше – запиннингованная периодическая решетка. Ясно видно,

что эффективность пиннинга зависит не только от амплитуды потенциала,

но также и от размера ямы. Действительно, из (4.42) следует, что контроли-

рующий параметр – это U0

[
πσ

2

a2 −
(∑∞

m=−∞ exp
(
−a2m2

σ2

))2
]
.

Чем больше размер потенциальной ямы, тем большая амплитуда тре-

буется для стабилизации запиннингованной фазы. Вскоре мы убедимся, что

эта диаграмма состояний соответствует решетке при разных полях, соизме-

римых с H1, но не превыщающих его (например, H1/8, H1/4, H3/8, H1/3, H2/3),

кроме H1 and H1/2, когда ситуация несколько сложнее.

При некоторых определенных полях структура вихревой решетки мо-
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Рис. 4.4. Диаграмма состояний в плоскости “амплитуда взаимодействия центра пиннинга

и вихря – характерный масштаб потенциала пиннинга” в полях соизмеримых с H1, но

меньших его и не равных H1/2.

жет становиться более сложной. Это, в частности, происходит при H1 и H1/2,

когда в запиннингованной фазе решетка имеем квадратную симметрию (Рис.

4.2 (d), (e)). Как было замечено в [262], в этом случае, диаграмма состояний

обогащается промежуточной фазой, в которой вихри в, скажем, нечетных

рядах сорваны с центров пиннинга и смещены в пространства посередине

центров пиннинга, как показано на Рис. 4.5. Иными словами, запинингова-

на только половина вихрей. В [262] существование этого состояния было

предсказано для случая ямы бесконечно малого размера. Симметрия вихре-

вой решетки в промежуточной фазы близка к гексагональной, а увеличение

энергии пиннинга по сравнению с запиннингованной квадратной решеткой

компенсируется уменьшением энергии межвихревого взаимодействия. Ис-

следуем диаграмму состояний при H = H1/2, H1, учитывая существование

промежуточного состояния. Энергия этой фазы может быть представлена в

виде

Eint = E′tr +
1
2

(
U(0, 0) + U(0,

a
2

)
)
. (4.43)

где E′tr энергия взаимодействия вихрей. Отметим, что E′tr близко к Etr. Грани-
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ца между искаженной треугольной решеткой и промежуточной фазой опре-

деляется следующим соотношением:

U0 = 2
(
E′tr − Etr

) [−2π
σ2

a2 +


∞∑

m=−∞
exp

(
−a2m2

σ2

)
2

+

∞∑

m=−∞
exp

(
−(m + 0.5)2

(σ/a)2

) ∞∑

m=−∞
exp

(
− m2

(σ/a)2

)]−1

. (4.44)

Граница между промежуточным состоянием и квадратной запиннин-

гованной решеткой определяется равенством:

U0 = 2
(
Esq − E′tr

) [
∞∑

m=−∞
exp

(
−a2m2

σ2

)
2

−
∞∑

m=−∞
exp

(
−a2(m + 0.5)2

σ2

) ∞∑

m=−∞
exp

(
−a2m2

σ2

)]−1

, (4.45)

где Esq энергия идеальной квадратной решетки (Elat = Esq).

Диаграмма состояний для H1 и H1/2 представлена схематически на

Рис. 4.6. Она оказывается более сложной, чем диаграмма на Рис. 4.4. Ниже

линии 1 искаженная треугольная решетка более энергетически выгодна; в

области между линиями 1 и 2 - промежуточное состояние; выше линии

2 - запиннингованная квадратная решетка. Значения Etr, E′tr и Esq были

вычислены с использованием модели Лондонов при H = H1, a = λ. Энергия

нормализована на H2
c/8π.

(a)

 

 

 

 

x

y

( )

 

  

 

 

 

Рис. 4.5. Структура полузапиннингованной (промежуточной) решетки в полях H1/2 (а) и H1

(б).
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Рис. 4.6. Диаграмма состояний в плоскости “амплитуда взаимодействия вихря с центром

пиннинга – масштаб потенциала пиннинга” при H = H1. Рис. (а) относится к гауссову

модельному потенциалу, а (б) - к параболическому. Аналогичные диаграммы получаются

и при H = H1/2.

Для исследования того, как диаграмма состояний зависит от модель-

ного потенциала пиннинга, был также проанализирован случай параболи-

ческого потенциала пиннинга отдельного центра:

V(r) = −U0

[
1 −

( r
σ

)2
]
, if r ≤ σ; V(r) = 0, r > σ, (4.46)

В этом случае следующие критерии определяют переходы между тремя

состояниями (в порядке роста силы пиннинга):

U0 =
2
(
E′tr − Etr

)

1 − πσ2

a2

, (4.47)

U0 = 2
(
Esq − E′tr

)
, (4.48)

U0 =
Esq − E′tr
1 − π σ2

2a2

. (4.49)

Диаграмма состояний для этого потенциала представлена на Рис. 4.6

для a = 0, 2λ и H = H1. На ней также присутствует промежуточное состо-

яние. Основная разница со случаем гауссова потенциала - существование

тройной точки. В этом случае, увеличивая глубину ямы, можно и не прий-

ти в промежуточное состояние, а перейти сразу из треугольной решетки в
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квадратную. Интересно, что именно такое поведение было получено в экс-

периментальной работе [61] с конденсатами атомов щелочных металлов в

оптической решетке. По-видимому, эти результаты объясняются тем обсто-

ятельством, что потенциал пиннинга представлял из себя набор “широких”

ям.

4.3.3. Критический ток

Здесь мы исследуем критический ток образца в необычном проме-

жуточном состоянии. Рассмотрим две ситуации - когда внешний ток течет

вдоль осей y и x на Рис. 4.2. Понятно, что критические токи отличаются в

этих двух случаях.

Фактически в промежуточной фазе существует две системы потен-

циальных ям для единичного вихря. Первая система формируется центрами

пиннинга, как таковыми, и положения этих ям фиксированы. Вторая систе-

ма формируется из-за взаимодействия с вихрями, захваченными центрами

пиннинга. В отсутствие внешнего тока ямы второго типа имеют минимумы

в междуузлиях. Когда приложен транспортный ток, вихри, захваченные цен-

трами пиннинга, смещаются, и поэтому смещаются и положения ям второго

типа. Поэтому смещения и запиннингованных вихрей и вихрей в междууз-

лиях зависят друг от друга, а также от параметров потенциала пиннинга.

Сначала рассмотрим ситуацию, когда ток направлен по оси j, а H =

H1. Сила Лоренца, действующая на вихри, направлена по x и по модулю

равна

fL =
2π
κ

j. (4.50)

Здесь и ниже используем безразмерные переменные: расстояния r, поле h и

плотность энергии нормированы на λ, Hc
√

2, H2
c/8π, соответственно. В этой

системе Φ0 = 2π/κ. Для вычисления энергии системы будем использовать
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лондоновское выражение для поля вихря:

b(r) =
1
κ

K0(r). (4.51)

Для магнитной энергии вихря имеем:

Em =
2π
κ

h(0), (4.52)

где h(0) полное поле в центре вихря. Для описания потенциала единичного

центра пиннинга используем модельную гауссову зависимость (4.41). Обо-

значим смещения вихрей в междуузлиях и на центрах пиннинга как x1 и x2.

Энергии F1 и F2 этих вихрей равны

F1 =
2π
κ2

∑

m,n

K0


√

(a + x1 − x2 + 2am)2 +

(a
2

+ an
)2


−U0

∑

m,n

exp

−
(x1 + am)2 +

(
a
2 + an

)2

σ2

 + fLx1, (4.53)

F2 =
2π
κ2

∑

m,n

K0


√

(a + x1 − x2 + 2am)2 +

(a
2

+ an
)2


−U0

∑

m,n

exp
(
−(x2 + am)2 + (an)2

σ2

)
+ fLx2. (4.54)

В этих выражениях были опущены все слагаемые, не зависящие от x1 и x2.

Положения вихрей x1 и x2 могут быть найдены из баланса сил:

∂F1

∂x1
= 0,

∂F2

∂x2
= 0. (4.55)

Два последних уравнения можно решить численно. В результате можно най-

ти критический ток, то есть максимальное значение тока, при котором (4.55)

еще имеют решения. Зависимость криттока от амплитуды взаимодействия

между вихрем и центром пиннинга U0 показана на Рис. 4.7 при σ = 0, 1a,

a = λ. Ниже сплошной линии вихревая решетка стабильна, а выше она

становится нестабильной, т.е. вихри приходят в движение.
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Рис. 4.7. Диаграмма состояний для промежуточной фазы в плоскости “транспортный ток

– амплитуда взаимодействия вихря с центром пиннинга” при H = H1, σ = 0, 1a, a = λ. Ток

течет в направлении y. Сплошная линия описывает критический ток, при котором решетка

приходит в движение. Точечная кривая - критический ток в направлении x.

Ситуация оказывается более сложной, если внешний ток течет в на-

правлении x, см. Рис. 4.2 (б). Для этого случая также решалась система

уравнений, аналогичных (4.53)-(4.55). Результаты представлены на Рис. 4.8.

Было получено, что срыв вихревой решетки с системы центров пиннинга

происходит в два этапа. Сначала положения вихрей в междуузлиях стано-

вятся неустойчивыми при некотором конечном токе, и вихри перепрыгивают

в ближайшие центры пиннинга в направлении y. Зависимость этого тока от

U0 показана на Рис. 4.8 при σ = 0, 1a, a = 1 (кривая 1). Запиннингованная

квадратная решетка остается стабильной до значения полного критического

тока (кривая 2), который более чем в две раза превышает ток, приводящий к

первой неустойчивости. Таким образом, диаграмма состояний (Рис. 4.8) со-

стоит из трех областей: фазы с вихрями в междуузлиях, запиннингованной

квадратной решеткой и движущимися вихрями. Зависимость критического

тока от U0 для этого случая также показана на Рис. 4.7 (точечная линия)

для сравнения с критическим током в направлении y (сплошная кривая).
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Критический ток в первом случае значительно сильнее. Это происходит из-

за того, что для разрушения стабильности в расположени вихрей в первом

случае требуется подавить потенциальные ямы, создаваемые центрами пин-

нинга, а во втором случае – всего лишь ямы, создаваемые отталкиванием

от запиннингованных вихрей. Анизотропия критического тока – специфи-

ческая черта промежуточного состояния, которая может использоваться для

его экспериментального обнаружения.

4.4. Вихревая решетка в присутствии периодической системы

центров пиннинга и беспорядка: статика

4.4.1. Модель

В данном параграфе рассматривается более сложная ситуация по

сравнению с той, что изучалась в предыдущем параграфе. А именно, в си-

стему добавляется случайный потенциал. Беспорядок всегда присутствует
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Рис. 4.8. Диаграмма состояний для промежуточной фазы в плоскости “транспортный ток

– амплитуда взаимодействия вихря с центром пиннинга” при H = H1, σ = 0, 1a, a =

λ. Ток течет в направлении x. Линия 1 соответствует переходу от решетки с вихрями в

междуузлиях к запиннингованной квадратной решетке, а линия 2 описывает депиннинг.
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в реальных физических системах. Более того, его нельзя полностью ис-

ключить и в численном моделировании, где его влияние должно тщательно

анализироваться.

Системы с периодически расположенными центрами пиннинга, по-

тенциально важные для приложений, должны по всей видимости быть гораз-

до больше размера элементарной ячейки решетки таких центров. Поэтому

некоторый беспорядок в расположении вихрей или дефекты вихревой ре-

шетки неизбежны. Таким образом, понимание основных свойств систем с

двумя типами потенциала пиннинга представляет не только научный, но и

практический интерес.

С точки зрения фундаментальной науки, мы здесь имеем дело с мо-

делью Френкеля-Конторовой в двух измерениях с дополнительным беспо-

рядком. Очевидно, что точно такая задача не решается. Однако многие ре-

зультаты могут быть получены с помощью относительно несложного по-

луколичественного анализа, основанного на классификации возможных де-

фектов решетки вихрей. Далее результаты можно сравнить с результатами

численного моделирования методами молекулярно-динамических симуля-

ций. Данный подход, который мы и станем использовать, позволяет, с од-

ной стороны, подтвердить картину, основаную на рассмотрении дефектов

решетки, а с другой - понять сами результаты численных экспериментов,

которые обычно нуждаются в объяснении не меньше, чем данные реальных

экспериментов.

Итак, структура решетки вихрей зависит от соревновательного дей-

ствия трех факторов: решетки центров пиннинга, имеющей квадратную сим-

метрию, которая пытается навязать свою конфигурацию решетке вихрей;

межвихревого взаимодействия, стремящегося выстроить решетку треуголь-

ной симметрии; случайного потенциала, пытающегося разрушить порядок

в расположении вихрей.

Будем считать, что случайный потенциал создается хаотически рас-
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положенными центрами пиннинга, каждый из которых создает яму с раз-

мерами σr . σ, a и глубиной Ur . U0. Концентрация таких центров nr

больше или равна концентрации регулярно расположенных центров пин-

нинга nr & a−2. Для описания потенциала единичного центра – как из числа

расположенных периодически, так и из тех, которые расположены случайно

– будем использовать параболический потенциал (4.46) с разными парамет-

рами для этих двух типов центров.

Полная энергия системы равна

E =
∑

i, j

Hint(ri, r j) +
∑

i,n

V(Rn − ri) +
∑

i

ε(ri), (4.56)

где ri и Rn - положения вихрей и регулярно расположенных центров пиннин-

га, соответственно. Будем также рассматривать самую простую ситуацию,

отвечающую фактору заполнения 1, когда плотность вихрей и периодически

расположенных центров пиннинга совпадают.

Известно, что эффективная энергия пиннинга создается флуктуация-

ми плотности случайного потенциала пиннинга, то есть сгустками центров

пиннинга. Можно считать, что эта энергия на площади S 0 равна среднеквад-

ратичному отклонению потенциала пиннинга, Ur
√

nrS 0 [55, 209, 210].

4.4.2. Дефекты вихревой решетки

Рассмотрим типичные дефекты решетки вихрей в отсутствии случай-

ного отенциала, а затем определим, при каких ограничениях на случайный

потенциал могут возникать те или иные дефекты. При этом деформирован-

ная треугольная решетка, возникающая в пределе слабого периодического

пиннинга, уже является разупорядоченной.

Кинки. – И квадратная, и промежуточная (полузапиннингованная)

решетки вихрей периодичны. Можно ожидать, что существует конфигура-

ция (кинк), в которой решетка в одной части системы сдвинута на период a

относительно другой, а между ними есть некоторая переходная область. В
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этом смысле, система напоминает систему типа синус-Гордона. В системе

синус-Гордона кинк имеет протяженный характер, так что в зависимости

от параметров задачи переходная область может быть сколь угодно боль-

шой по сравнению с периодом решетки. Кинки играют важную роль в раз-

рушении порядка. До этого в параграфе мы рассматривали систему типа

синус-Гордона, в которой порядок разрушался температурными флуктуаци-

ями, а сейчас мы имеем дело с "вмороженным"беспорядком. Изучим более

подробно структуру кинка в исследуемой системе.

Несмотря на аналогии с системой типа синус-Гордона, имеются и

важные отличия. А именно, и квадратная и промежуточная фазы решетки,

в отличие от треугольной, не соответствуют минимуму энергии межвихре-

вого взаимодействия. Более того, они локально нестабильны относительно

деформаций. Поэтому ясно, что кинк должен иметь дискретную структуру,

как показано на Рис. 4.9, и ширина переходной области всегда равна a. Бо-

лее подробно это показано в приложении к работе [263] (с участием автора

диссертации).

В работе [264] исследовалось разупорядочивание эластических сред

случайным потенциалом в присутствии периодического пиннинга. Рассмат-

ривался общий случай разных размерностей системы и потенциала пин-

нинга. Система, которая изучается в данной главе диссертационной работы,

подпадает под один из частных случаев, рассмотренных в [264]. Однако ав-

торы этой работы упустили из виду, что квадратная решетка сама по себе

нестабильна, и описывали энергию деформации в терминах упругости, что

ставит под сомнение адекватность их результатов.

Важно отметить, что в системе большого размера прямой кинк не

выгоден энергетически, поскольку его энергия пропорциональна размеру

системы. Поэтому беспорядок индуцирует замкнутые кинки конечного раз-

мера, как показано на Рис. 4.9 (а).

Кинк можно себе представить в виде цепочки или "пружины"из де-



236

 

 

(a)

Рис. 4.9. Схематические изображения типичных дефектов вихревой решетки. Вихри изоб-

ражены красными кругами, а центры пиннинга – незаполненными кругами. На Рис. (а)

изображены цепочки депиннингованных вихрей – прямая и замкнутая. На Рис. (б) изобра-

жен ряд запиннингованных вихрей в промежуточной фазе. На Рис. (в) изображен квазиод-

номерный дефект типа “кинк-антикинк” внутри запиннигованной фазы.
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пиннингованных вихрей, которая ведет себя как некоторый эластичный объ-

ект, так что вихри внутри него коррелированы и их поведение существенно

коллективно из-за их взаимодействия. Из Рис. 4.9 (а) видно, что подобный

дефект может рассматриваться в качестве зародыша промежуточного состо-

яния. Поэтому плотность энергии такого дефекта может быть оценена из

сравнения энергий промежуточной и запиннингованного состояний, кото-

рые, в свою очередь, определяются выражениями

εhp =
Ehp − U0/2

a2 , (4.57)

εsq =
Esq − U0

a2 . (4.58)

Первые слагаемые в числителях обоих выражений соответствуют энергии

межвихревого взаимодействия, а вторые – энергию пиннинга на один вихрь.

Окончательно, для плотности энергии дефекта получаем

E(1)
d ≈ εhp − εsq =

U0/2 −
(
Esq − Ehp

)

a2 . (4.59)

Важно отметить, что плотность энергии кинка в этом приближении обраща-

ется в нуль при переходе от квадратной к промежуточной решетке, т.е. при

U0 = 2
(
Esq − Ehp

)
, поскольку энергии этих двух состояний сравниваются.

Домены треугольной решетки. – Несложно понять, что запинни-

гованное состояние может также содержать дефект в виде домена дефор-

мированной треугольной решетки. Опять-таки, вихри в подобной структуре

депиннингованны коллективно. Плотность энергии в этом дефекте может

быть оценена тем же образом, что и раньше. В итоге, получаем:

E(2)
d ≈ εtr − εsq =

U0 −
(
Esq − Etr

)

a2 . (4.60)

Теперь кратко опишем возможные дефекты промежуточной фазы.

Здесь можно ожидать, что типичный кинк состоит из ряда пиннигованных

вихрей. Вдобавок снова можно ожидать и появления доменов треугольной
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решетки. Дефект первого типа изображен на Рис. 4.9 (б). Плотности энергии

для этих двух типов дефектов могут быть снова оценены в виде разницы

в плотностях энергии между зарождающейся в них фазой и начальным

состоянием. В итоге, имеем, соответственно

E(3)
d ≈ εsq − εhp =

−U0/2 +
(
Esq − Ehp

)

a2 , (4.61)

E(4)
d ≈ εtr − εhp =

U0/2 −
(
Ehp − Etr

)

a2 . (4.62)

Который из дефектов имеет меньшую плотность энергии, зависит от поло-

жения на диаграмме состояний.

Квазиодномерные дефекты типа "кинк-антикинк". – Поскольку

система двумерна, в ней имеется периодичность и внутри одного ряда ре-

гулярных центров пиннинга. Значит, можно ожидать появления дефектов

типа “кинк” внутри одного ряда. Такие дефекты стабилизируются в систе-

ме при значительно больших значениях U0, когда потенциальная яма для

запиннингованного вихревого ряда намного глубже, чем эффективная яма,

создаваемая для депиннингованного вихря окружающими рядами запин-

нингованных вирей. Дефект представляет собой цепочку вихрей, имеющую

конечную длину, но при этом цепочка не является замкнутой. Это возможно,

поскольку в одной части цепочка растянута, так что есть одна вакансия, а

в другой – сжата, так что имеется один лишний вихрь. Дефект изображен

на Рис. 4.9 (в) для простейшего случая, когда цепочка прямая. Его можно

интерпретировать как структуру типа “кинк-антикинк”.

Изучим более подробно рассматриваемый дефект. Будем считать, что

положения всех остальных вихрей вне цепочки фиксированы. Потенциаль-

ная энергия вихря в цепочке задается суммой энергии его взаимодействия

с фиксированными вихрями, с центрами пиннинга и с другими вихрями

в цепочке. Первый вклад может быть найден суммированием по обратной
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решетке, что, при a ∼ 1, ведет к

E(1D)
1 ' 4π

κ2

π

a

∑

k

(
exp (−a)

1 − exp (−a)
+

a
π

exp (−2π) cos
2πyk

a

)
, (4.63)

где суммирование производится по положениям всех вихрей в цепочке yk. Из

этого выражения видно, что межвихревое взаимодействие стремится произ-

вести сдвиг на a/2 в направлении y, приведя симметрию решетки ближе к

треугольной.

Энергия взаимодействия вихрей в цепочке с центрами пиннинга име-

ет вид

E(1D)
2 =

∞∑

n=−∞

∑

k

V(an − yk), (4.64)

где n нумерует центры пиннинга. Для илюстрации суммы E(1D)
1 и E(1D)

2 пред-

ставлена на Рис. 4.10 для вихрей в цепочке, расположенных периодически,

yk = y + ka. Сумма, конечно, тоже явлется периодической функцией. Мини-

мум энергии для цепочки достигается при квадратной конфигурации из-за

надлежащего выбора параметров.

Третий вклад в энергию дефекта может быть оценен с привлечени-

ем идей теории упругости. Этот вклад зависит от взаимного расположения

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

y / a

 

 

Рис. 4.10. Потенциальная энергия для вихревого ряда, как целого, в квадратной решетке

вдоль одной из основных осей.
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вихрей. Будем учитывать лишь взаимодействие с ближайшими соседями.

Используя разложение Тейлора для модицированной функции Бесселя, по-

лучаем выражение для энергии всей цепочки

E(1D)
3 =

2π
κ2

(
K0 (a) +

K1 (a)
a

)∑

k

(∆uk)2 , (4.65)

где ∆uk смещение вихря под номером k по отношению к его соседу под

номером (k−1). Заменим ∆uk/a на du/dy и перейдем в (4.65) от суммирования

к интегрированию:

E(1D)
3 =

2πa
κ2

(
K0 (a) +

K1 (a)
a

) ∫ (
du
dy

)2

dy, (4.66)

где интегрирование ведется вдоль цепочки.

Таким образом, полная энергия дефекта дана суммой трех вкладов:

E(1D) = E(1D)
1 + E(1D)

2 + E(1D)
3 . (4.67)

Ее можно оценить весьма простым способом. Будем считать, что типичный

“кинк-антикинк” имеет характерную длину l1D. Всего имеется l1D/a вихрей

в такой цепочке – и эти вихри сорваны со своих центров пиннинга. Депин-

нинг приводит к увеличению энергии каждого такого вихря. Если ширина

потенциальной ямы σ намного меньше расстояния между вихрями a, увели-

чение энергии равно U0, что следует из (4.66). В то же время, каждый вихрь

теряет некоторую энергию, поскольку решетка больше не является квадрат-

ной и приближается локально к треугольной, как видно из (4.63). Полное

увеличение энергии для цепочки l1D/a вихрей приблизительно равно

E(1D)
1 + E(1D)

2 ≈ l1D/a
(
U0 − 4π

κ2 e−2π
)
. (4.68)

Эластичная энергия цепочки E(1D)
3 может быть легко оценена из (4.66):

E(1D)
3 ≈ 2πa3

κ2

1
l1D

(
K0 (a) +

K1 (a)
a

)
. (4.69)
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Теперь можно минимизировать полную энергию E(1D) по l1D, после

чего находим оптимальную длну дефекта

l1D ≈
√√

2πa4
(
U0 − 4π

κ2 e−2π
)
κ2

(
K0 (a) +

K1 (a)
a

)
. (4.70)

Тогда для энергии дефекта получаем

E(1D) ≈ 2

√√
2πa2

(
U0 − 4π

κ2 e−2π
)

κ2

(
K0 (a) +

K1 (a)
a

)
. (4.71)

Ниже будет показано, что в пределе слабого пиннинга квазиодномер-

ные дефекты имеют более высокую энергию по сравнению с дефектами,

которые анализировались выше.

4.4.3. Фазовая диаграмма

С увеличением случайного потенциала происходит разрушение по-

рядка в расположении вихрей путем генерации дефектов решетки. При этом

треугольная искаженная решетка сама по себе уже является разупорядочен-

ной из-за несоизмеримости периода решетки вихрей и регулярных центров

пиннинга.

Рассмотрим сначала квадратную решетку. Здесь наименьшей плотно-

стью энергии обладает первый тип дефектов – замкнутые цепочки депин-

нингованных вихрей. Характерные размеры такой цепочки не могут быть

слишком маленькими из-за дискретности системы. Тогда дефект с наимень-

шей энергией должен иметь радиус Rd порядка периода решетки, Rd ∼ a, см.

Рис. 4.9 (а). Представим Rd в виде ard, где rd ∼ 1. Энергия дефекта может

быть найдена из (4.59):

Ekink ∼ 2πrd

[
U0/2 −

(
Esq − Ehp

)]
. (4.72)

Площадь, занимаемая таким дефектом, πa2r2
d. Для оценки параметров

случайного потенциала, вызывающего появление этого дефекта, приравня-

ем его энергию к среднеквадратичному отклонению энергии случайного
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пиннинга на этой площади Ur

√
nrπa2r2

d:

Ur ∼
√

π

nra2

[
U0 − 2

(
Esq − Ehp

)]
. (4.73)

Из (4.73) видим, что Ur, требующееся для разрушения порядка в квадрат-

ной решетке, уменьшается до нуля в точке перехода между квадратной и

промежуточной решетками.

Будем строить фазовую диаграмму системы в плоскости U0 - Ur при

равных концентрациях центров пиннинга двух типов, nra2 = 1. Граница

раздела между запиннингованной решеткой и смесью запиннингованного

и промежуточного состояниями показана кривой 1 на Рис. 4.11 при a = 1

и κ = 5. Эта решетка может по-прежнему рассматриваться в качестве за-

пиннигованной, как целое, системой периодически расположенных центров

пиннинга.

Теперь изучим, как разупорядочивается полузапиннигованная решет-

ка. Как было указано выше, дефект с наименьшей энергией в этом случае

соответствует цепочке запиннингованных вихрей, которая локально рекон-

струирует квадратную решетку, см. Рис. 4.9 (а). Повторяя вывод соотноше-
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Рис. 4.11. Схематическая диаграмма состояний вихревой решетки в плоскости “амплитуда

периодического потенциала U0 – амплитуда случайного потенциала Ur”. I - промежуточная

фаза, II - квадратная решетка, III - смешанное состояние I и II.



243

ния (4.73), получаем следующий критерий появления таких дефектов

Ur ∼
√

π

nra2

[
−U0 + 2

(
Esq − Ehp

)]
. (4.74)

Для соответствующего перехода имеем кривую 2 на диаграмме состояний,

которая представляет собой по-сути зеркальное отображение границы, зада-

ваемой (4.73). Интересно, что в этом случае беспорядок ведет к частичному

восстановлению квадратной решетки вихрей. Отметим также, что если дви-

гаться вдоль кривых 1 и 2 в направлении усиления периодического потенци-

ала, случайный потенциал, разрушающий порядок в расположении вихрей,

меняется немонотонно. Такое нетривиальное поведение обусловлено меж-

вихревыми взаимодействиями.

Промежуточная решетка также может разупорядочиваться через де-

фекты второго типа – домены искаженной треугольной решетки, плотность

энергии которой определяется (4.62). Энергия Ur, требуемая для этого, мо-

жет быть оценена как

Ur ∼
√

π

nra2

[
U0 − 2

(
Ehp − Etr

)]
. (4.75)

Соответствующая зависимость показана кривой 3 на Рис. 4.11. Эта кривая

разделяет режимы с доминированием промежуточной и искаженной тре-

угольной, то есть полностью разупорядоченной, решетками. Распростране-

ние дефектов второго типа ведет к полному депиннингу решетки вихрей с

периодического потенциала.

Теперь рассмотрим, как решетка, представляющая из себя смесь за-

пиннингованной и промежуточной фаз, в итоге полностью срывается с пе-

риодического потенциала. Сначала оценим Ur, приводящее к появлению

доменов треугольной решетки внутри квадратной:

Ur ∼ 2
√

π

nra2

[
U0 −

(
Esq − Etr

)]
. (4.76)

Данная зависимость соответствует кривой 4 на Рис. 4.11. В реальности,

перед тем как такие домены возникнут внутри квадратной решетки вихрей,
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последняя уже должна быть возмущена зародышами промежуточной фазы,

так что кривая 4 не вполне адекватно описывает соответствующий переход.

Тот же вывод можно сделать относительно кривой 3. В итоге, на самом деле,

кривые 3 и 4 должны пересекаться.

Из полученной диаграммы состояний видно, что разрушение порядка

в квадратной запиннингованной решетке вихрей в пределе слабого пиннинга

всегда происходит в два этапа. На первом этапе некоторые вихри депиннин-

гуются и формируют замкнутые эластичные цепочки. Общее количество

таких вихрей в системе растет с усилением беспорядка. На втором этапе, в

системе распространяются домены искаженной треугольной решетки вих-

рей, которые и ведут к полному разупорядочиванию.

Разупорядочивание промежуточной фазы может происходить по двум

сценариям. Если потенциал периодического пиннинга относительно слаб,

порядок разрушается в один шаг путем расространения доменов искажен-

ной треугольной решетки. Если же потенциал относительно велик, порядок

снова разрушается в два этапа. Сначала в системе появляются зародыши за-

пиннингованной фазы, восстанавливающей локально квадратную решетку,

а затем - снова домены треугольной решетки.

В предыдущем параграфе мы также описали квазиодномерный де-

фект, который разрушает порядок в расположении вихрей внутри одного

ряда вихрей, см. Рис. 4.9 (в). Характерная площадь такого дефекта ∼ l1Da,

где l1D определяется (4.70). Энергия дефекта дана выражением (4.71). Тогда

для Ur, приводящего к появлению таких дефектов, получаем оценку

Ur ∼ 2√
a

2π
κ2

(
U0 − 4π

κ2 e−2π
)3/4 [

K0 (a) +
K1 (a)

a

]1/4

. (4.77)

Оценки показывают, что это значение Ur должно быть больше величин,

соответствующим кривым 2 и 3. Физически это связано с тем, что рассм-

триваемый дефект относится к промежуточному случаю перехода от кол-

лективного пиннинга к режиму индивидуального пиннинга отдельных вих-



245

рей, реализующемуся в пределе сильного пиннинга. Кривая 5 на Рис. 4.11

соответствует переходу к состоянию, в котором выгодно появление таких

дефектов. Поскольку квазиодномерные дефекты разрушают порядок в рас-

положении вихрей в отдельных рядах, состояние, в котором смешиваются

запиннингованная решетка и промежуточная фаза, также характеризуется

потерей порядка в рядах депиннингованных вихрей; то есть цепочки депин-

нингованных вихрей теперь не обязательно замкнуты.

Можно ожидать, что конечный режим с большими значениями U0

соответствует режиму квазинульмерных дефектов решетки, когда вихри де-

пиннингуются индивидуально. Таким образом, можно сказать, что размер-

ность типичных дефектов меняется от 2 до 0 с ростом U0. При малых U0

периодичность в расположении вихрей разрушается змкнутыми цепочками

коллективно депиннингованных вихрей, но внутри каждой цепочки сохра-

няется порядок в расположении вихрей. С ростом U0 цепочки начинают

рваться. При дальнейшем увеличении U0 цепочки становятся квазиодно-

мерными прямыми дефектами, см. Рис. 4.11. В конце концов, их длина

становится малой, как период решетки, и мы переходим в режим сильного

пиннинга.

Для исследования промежуточных режимов, которые труднодоступ-

ны для изучения с помощью аналитических методов, проанализируем ре-

зультаты численного моделирования методами Монте-Карло. На Рис. 4.12,

4.13, 4.14 и 4.15 представлены типичные конфигурации вихревой решетки,

соответствующие усилению случайного потенциала Ur при фиксированной

концентрации центров пиннинга. Начальное состояние системы - квадрат-

ная решетка запиннингованных вихрей. Образец в численном эксперименте

имеет размеры 20×20 λ и содержит 20×20 центров пиннинга, расположен-

ных периодически, и 400 вихрей. Выбрано значение U0 = 0, 045 × 2π/κ2, а

расстояние между соседними вихрями равно 1 в единицах λ. Это значение

U0 в несколько раз больше требуемого для перехода от квадратной к тре-
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угольной решетке в отсутствие беспорядка, т.е. мы действительно находимся

в промежуточной области, где можно ожидать и замкнутых и разомкнутых

цепочек депиннингованных вихрей. Действительно, именно такую карти-

ну можно увидеть на Рис. 4.12 при Ur = 0, 72U0. Интересно, что цепочки

депиннингованных вихрей, в общем, выстраиваются в конечные фрактало-

подобные структуры. Типичные "строительные блоки"этих структур пред-

ставляют собой части квадратов. Если теперь мы увеличим Ur, как на Рис.

4.13 для Ur = 0, 85U0, в системе возникают домены искаженной треугольной

решетки, которые поначалу сосуществуют с фракталоподобными структу-

рами. Однако из-за конкуренции за место в пространстве домены подавляют

фракталоподобные дефекты, разрезая их на части. Дальнейшее увеличение

Ur приводит к увеличению концентрации доменов, как показано на Рис. 4.14

для Ur = 1, 28U0. Интересно, что домены запиннингованной квадратной ре-

шетки оказываются очень устойчивыми по отношению к беспорядку – они

выживают вплоть до высоких значений Ur, в несколько раз превышающих

значение Ur на Рис. 4.14. На Рис. 4.15 показано конечное состояние с боль-

шими значениями Ur = 5, 3U0, в котором почти все вихри депиннингованы с

периодичексого потенциала. Отметим, что типичные значения Ur, приводя-

щие к распространению дефектов в численных экспериментах, находятся в

хорошем качественном согласии с теоретическими предсказаниями. Данные

численных экспериментов с большими значениями U0 также подтверждают

предложенный выше сценарий изменения коллективных дефектов к квази-

нульмерным при смещении в режим сильного пиннинга. В итоге, мы можем

построить общую картину эволюции дефектов решетки в нашей системе,

которая и представлена на Рис. 4.16.

Отметим, что ситуация, когда количество вихрей в системе слегка

отличается от количества центров пиннинга, расположенных периодически,

аналогична присутствию слабого беспорядка в системе.
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Рис. 4.12. Вихревая решетка в системе двух типов центров пиннинга при Ur = 0, 72U0.

Результаты получены методом молекулярно-динамических симуляций. Пунктирные линии

показывают положения цепочек депиннингованных вихрей. Штрих-пунктирные линии обо-

значают границы доменов деформированной треугольной решетки. Хаотически располо-

женные голубые круги - положения случайных центров пиннинга. Периодически располо-

женные незаполненные круги - регулярные центры пиннинга.
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Рис. 4.13. Вихревая решетка в системе двух типов центров пиннинга при Ur = 0, 85U0.
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Рис. 4.14. Вихревая решетка в системе двух типов центров пиннинга при Ur = 1, 28U0.
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Рис. 4.15. Вихревая решетка в системе двух типов центров пиннинга при Ur = 5, 3U0.
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Рис. 4.16. Общая картина эволюции дефектов квадратной вихревой решетки, порождаеных

беспорядком. Нижняя ветвь относится к цепочкам коллективно-депиннингованных вихрей.

Сначала они появляются в виде замкнутых цепочек, которые затем разрываются и выпрям-

ляются. Их перекрытие ведет к формированию фракталоподобных кластеров. Затем они

распадаются на квазиодномерные дефекты типа страйпов, которые постепенно укорачива-

ются, переходя в квази-нульмерные дефекты, соответствующие режиму индивидуального

пиннинга. Верхняя ветвь показывает эволюцию дефектов с большей плотностью энергии,

которые представляют собой домены коллективно-депиннингованных вихрей, формирую-

щих треугольную искаженную решетку. Эти домены распадаются на некоррелированные

блоки меньшего размера и в конце концов также сводятся к квази-нульмерным дефектам,

так что обе ветви дефектов в режиме сильного пиннинга сходятся.
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4.5. Вихревая решетка в присутствии периодической системы

центров пиннинга и беспорядка: динамические режимы

В этом параграфе будут рассматриваться различные динамические

режимы движения вихрей в ситуации, когда количество вихрей равно коли-

честву центров пиннинга, расположенных периодически. Параметры задачи

таковы, что в отсутствие беспорядка выгодно формирование квадратной за-

пиннингованной решетки вихрей. При этом будем исследовать случай сла-

бого беспорядка.

Динамические режимы изучались с помощью метода молекулярно-

динамических симуляций в статье [265] с участием автора диссертаци-

онной работы. В [265] содержатся и видеоматериалы движения вихре-

вой решетки – их можно найти по следующему адресу в интернете:

http://prb.aps.org/abstract/PRB/v81/i2/e024513. Рассматривалась ситуация, ко-

гда внешняя сила, действующая на каждый вихрь, направлена вдоль ряда

вихрей. На практике эта сила может представлять собой силу Лоренца, вы-

зываемую протеканием по системе транспортного тока. В данном параграфе

диссертационной работы будут проанализированы и объяснены результаты

численных экспериментов.

Важная величина, которая позволяет различить различные динами-

ческие режимы, - это средняя скорость 〈v〉 движения вихрей в направлении

действия внешней силы Fd как функция Fd. Усреднение производится по

всем вихрям в системе, а также по времени - после того, как движение

стабилизировалось [266].

Ниже будут приведены результаты для следующего набора пара-

метров: период решетки вихрей a = λ(T ), σreg = 0, 15a, σran = 0, 2a,

freg = 0, 6Φ2
0/8π

2λ(T )3, количества периодически и хаотически расположен-

ных центров пиннинга совпадают. Результаты эти обладают достаточной

общностью при изменении основных параметров задачи до тех пор, пока
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выполнены условия σran, σreg � a ∼ λ(T ). Значение freg выбрано таким

образом, чтоб оно соответствовало наиболее интересному случаю проме-

жуточной силы пиннинга, рассмотренной в предыдущем параграфе, в кото-

ром на первом этапе разрушения порядка в статической системе возникают

фракталоподобные цепочки депиннингованных вихрей.

Типичные зависимости 〈v〉 от Fd представлены на Рис. 4.17, на ко-

тором можно видеть три разных участка на зависимостях для случая сла-

бого беспорядка (кривые 1 и 2), тогда как для более сильного беспорядка

эти режимы размываются (кривая 3). Эти участки можно интерпретировать

в качестве разных динамических режимов движения вихрей. Полученные

кривые, конечно, чувствительны к конкретной реализации беспорядка, од-

нако, их формы остаются достаточно устойчивыми. Характерные значения

значений силы, соответствующие переходам между режимами, также непло-

хо воспроизводятся.

Режим I: депиннинг кинков. – Когда Fd достигает некоторого зна-

чения F(I)
d , часть вихрей депиннингуется и начинает движение по системе.
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Рис. 4.17. Средняя скорость вихрей, как функция внешней силы при разных значениях

силы случайного пиннинга: frand = freg/6 (кривая 1), freg/3 (2), frand = freg/2 (3). Данные

молекулярно-динамических симуляций [265].
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Анализ характера движения из результатов молекулярно-динамических си-

муляций показывает, что вихри движутся не поодиночке, а в коллективных

квазиодномерных структурах солитонообразного типа. По-сути, это кинки,

которые содержат один лишний вихрь, и антикинки, которые содержат одну

вакансию. Их можно интерпретировать и как одиночные волны сжатия и

волны разрежения решетки вихрей. При этом кинки движутся по направле-

нию Fd, а антикинки - в противоположную сторону.

В режиме I в движение приходят кинки и антикинки, которые уже

существовали в системе до включения внешней силы, то есть в статиче-

ской конфигурации, и которые были описаны в предыдущем параграфе.

Из этого рассмотрения несложно определить, какую внешнюю силу нуж-

но приложить для депиннинга единичного кинка. Длина едничного кинка

дается выражением (4.62). Если теперь резко включить внешнюю силу Fd,

действующую на каждый вихрь, полная внешняя сила, действующая на весь

кинк, будет DFd, где D - количество вихрей в кинке. В то же время, сила,

препятстствующая срыву кинка, возникает главным образом из-за того, что

первый вихрь перед кинком и последний вихрь за кинком запиннингованы,

так что максимальная сила сопротивления равна 2 freg. Приравнивая внеш-

нюю силу и силу сопротивления, получаем простое условие для депиннинга

кинка:

F(I)
d ≈

2 freg

D
. (4.78)

Срыв и движение кинков приводит к движению вихрей, что в экс-

периментах соответствует скачку электрического сопротивления системы.

Отметим, что (4.78) может быть выведено с использованием континуаль-

ного приближения в рамках одномерной модели Френкеля-Конторовой, из

которой можно вычислить поле деформации для вихревой цепочки, вы-

званное внешней силой, а затем приравнять давление, которое из-за этого

испытывает первый вихрь перед кинком, к силе пиннинга freg. Соотношение
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(4.78) показывает, что, в пределе длинного кинка, он ведет себя как твердое

тело, содержащее D частиц - именно поэтому он приходит в движении при

малых значениях внешней силы, что и наблюдается в численных экспери-

ментах. Это соотношение также показывает, что F(I)
d очень чувствительно к

D, которое в свою очередь зависит от периодического потенциала пиннинга.

Общая тенденция такова, что чем сильнее этот потенциал, тем короче кинки

и антикинки, так что в пределе сильного пиннинга мы снова приходим к ре-

жиму, когда дефекты вихревой решетки не являются более коллективными,

а вихри под действием внешней силы депиннингуются индивидуально.

Результаты, полученные с использованием (4.62) и (4.78), находятся в

хорошем полуколичественном согласии с результатами численных экспери-

ментов. Так, например, для набора параметров, которые мы здесь использу-

ем для иллюстрации, депиннинг должен происходить при F(I)
d ≈ 0, 48 freg, то-

гда как в численных экспериментах эта величина колебалась между 0, 30 freg

и 0, 42 freg. Заметим, что в случае конкретной реализации беспорядка, соот-

ветствующей кривой 1 на Рис. 4.17, в системе отсутствовали статические

кинки и антикинки, и именно поэтому вихри покоились вплоть до динами-

ческого режима II.

В численных экспериментах было получено, что при столкновении

кинков и антикинков они всегда исчезают. Похожий процесс, известный

как аннигиляция кинков и антикинков, исследовался в работе [267] для

(одномерной) модели синус-Гордона в неоднородной среде с диссипацией,

что близко к условиям рассматриваемой здесь задачи.

Напомним, что в статической конфигурации кинки и антикинки были

лишь частью фракталоподобных структур сложной формы. Эти структуры

состоят из сегментов двух типов - содержащих лишний вихрь или вакансию

и не содержащих таковые. Интересно, что внешняя сила частично устраняет

(“излечивает”) такие дефекты. А именно, сегменты второго типа исчезают

за счет восстановления запиннингованной решетки. Для сегментов первого
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типа этот процесс не представляется возможным. Типичная внешняя си-

ла F(h)
d , приводящая к исчезновению сегментов второго типа, может быть

оценена из рассмотрения цепочки депиннингованных вихрей бесконечной

длины в качестве предельного случая. Эффективная сила пиннинга для вих-

рей в цепочке создается взаимодействием с окружающими рядами вихрей.

Далее, несложно получить оценку:

F(h)
d ≈

Φ2
0

4πλ(T )2a
e−2π. (4.79)

В режиме промежуточной силы периодического пиннинга F(h)
d намного

меньше F(I)
d . Далее мы однако увидим, что F(h)

d играет важную роль в дина-

мических режимах при больших значениях Fd.

Для простотs мы здесь рассматриваем лишь случай, когда количества

вихрей и центров пиннинга, расположенных периодически, равны. Неболь-

шое изменение концентрации вихрей будет приводить к дополнительным

кинкам или антикинкам в статической конфигурации.

Режим II: генерация пар “кинк-антикинк”. – Изучим происхож-

дение второго горба на кривых 1 и 2 Рис. 4.17, который относится к режиму

II. Анализ данных численных экспериментов показывает, что когда внешняя

сила достигает критической величины F(II)
d , время от времени в системе воз-

буждаются пары “кинк-антикинк”. После возникновения такой пары кинк

убегает в направлении действия силы, а антикинк движется в противопо-

ложную сторону. Из-за генерации таких пар средний ток значительно уве-

личивается по сравнению с режимами I и II, как видно из Рис. 4.17. Пары

возникают из-за действия дополнительного потенциала типа “стиральной

доски”, создаваемого движущимися кинками и антикинками в соседних ря-

дах, как показано на Рис. 4.18. Один из вихрей срывается с центра пиннин-

га, создавая области сжатия и разрежения вихревой цепочки, которые затем

трансформируются в пару “кинк-антикинк”. Несложно понять, что амплиту-

да дополнительного потенциала "стиральной доски"приблизительно равна
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F(h)
d в пределе длинных кинков (D � 1), так что максимальная эффектив-

ная внешняя сила в ряду вихрей, соседнем с рядом, содержащим движу-

щийся кинк или антикинк, равна F(e f f )
d ≈ Fd + F(h)

d . Однако в некоторых

численных экспериментах в системе в статической конфигурации вовсе не

было кинков и антикинков (см., например, кривую 1 на Рис. 4.17), но пары

“кинк-антикинк” все же возникали в некоторых слабых точках, где вихри

особенно сильно были смещены случайным потенциалом. Поэтому можно

сделать вывод, что в режиме II беспорядок является основной причиной

возникновения пар, тогда как движущиеся кинки лишь помогают процессу.

Более того, сравнение с данными численных экспериментов показывает, что

значение F(h)
d слишком мало для объяснения данных для F(II)

d только через

действие потенциала типа “стиральной доски”.

Проанализируем, как именно беспорядок может приводить к гене-

рации пар “кинк-антикинк”, и оценим соответствующее значение внешней

силы F(II)
d . Поместим центр системы координат в один из расположенных

периодически центров пиннинга, а ось x направим вдоль внешней силы. В

отсутствие беспорядка эта сила смещает запиннингованный вихрь в точку

с координатами (r0, 0), где r0 = σregFd/ freg. Движущийся кинк или анти-

кинк в соседнем ряду приводит к дополнительному смещению, амплитуда

которого может быть оценена через замену Fd на F(e f f )
d . Если теперь учесть

беспорядок и пренебречь взаимодействием вихрей внутри цепочки, полу-

Рис. 4.18. Движущийся кинк в нижнем ряду порождает пару “кинк-антикинк” в верхнем

ряду.
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чим, что случайная сила не должна быть равной 0 для депиннинга вихрей.

Это обстоятельство ограничивает возможные положения центров случай-

ного пиннинга, действующих на вихрь в точке (r0, 0): в круге радиусом

σran с центром в должен быть, как минимум, один вихрь. Далее, будем счи-

тать, что случайная сила, действующая на вихрь, создается одним центром

пиннинга, т.е. пренебрежем их перекрытием. Это представляется разумным

допущением (в лидирующем порядке по σran/a) при условии, что σran � a,

и концентрация случайных центров не слишком велика, nran ∼ 1/a2. Опти-

мальное положение центра пиннинга, минимизирующее F(II)
d , - на оси x в

точке (σran + r0, 0). Это условие подразумевает выполнение двух критери-

ев: случайная сила не равна 0 в точке (r0, 0) и направлена вдоль внешней

силы, на краю центра пиннинга, (σreg, 0), где сила пиннинга максимальна;

обратная случайная сила fran(σran + r0 − σreg)/σran также максимальна при

условии, что первый критерий выполняется. Эта сила вместе с внешней

силой F(e f f )
d должна компенсировать freg на краю центра пиннинга. Отсю-

да находим критическую силу F(II)
d , требующуюся для депиннинга данного

вихря

F(II)
d ≈

freg − fran

(
1 − σreg

σran

)

1 +
fran
freg

σreg

σran

− F(h)
d . (4.80)

Начиная с Fd = F(II)
d , всегда можно найти область вблизи любого

вихря, куда можно поместить случайный центр пиннинга таким образом,

что он сорвет данный вихрь с центра пиннинга, если в соседнем ряду будет

распространяться кинк или антикинк. В бесконечной системе концентра-

ция подобных "слабых точек"конечна. Начиная с больших внешних сил,

Fd ≈ F(II)
d + F(h)

d , пары “кинк-антикинк” могут возникать в слабых точках и

без помощи распространяющихся в соседних рядах кинков или антикинков,

что согласуется с данными численных экспериментов. При выводе (4.80)

не принималось во внимание взаимное отталкивание вихрей в цепочке, ко-

торое препятствует депиннингу данного вихря. Согласно нашим оценкам,
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это взаимодействие слишком мало для того, чтоб заметно изменить F(II)
d ,

т.к. σreg − r0 � σreg. Соотношение (4.80) находится в хорошем согласии

с результатами численных экспериментов. Например, согласно (4.80), F(II)
d ,

соответствующее кривым 1 и 2 на Рис. 4.17), должно быть примерно рав-

но 0, 85 freg и 0, 71 freg, соответственно, а в численных экспериментах эти

величины составляют 0, 89 freg и 0, 78 freg.

В пределе очень слабого беспорядка, (4.80) сводится к F(II)
d ≈

freg − fran − F(h)
d . Данное соотношение ясно показывает конкуренцию между

периодическим и случайным потенциалами, причем второй фактор допол-

нительно усиливается слагаемым F(h)
d из-за движения кинков и антикинков.

Это условие не зависит от модельных потенциалов центров пиннинга, а по-

тому представляется универсальным. Используя аналогичное геометриче-

ское рассмотрение, было также установлено, что выше F(II)
d концентрация

“слабых точек” растет как ∼ (Fd − F(II)
d )3/2, так что частота рождений пар

"кинк-антикинк"возрастает.

Режим III: свободное распространение пар “кинк-антикинк”. –

Имеется третий динамический режим, который реализуется на последнем

участке кривых 1 и 2 Рис. 4.17) при внешних силах, которые уже весьма

близки к freg. В этом случае, потенциала “стиральной доски” движущего-

ся кинка уже достаточно для рождения пар “кинк-антикинк” без помощи

беспорядка. Соответствующая внешняя сила определяется простым соотно-

шением

F(III)
d ≈ freg − F(h)

d . (4.81)

В этом режиме наблюдается бурное распространение пар "кинк-антикинк",

изначально вызваемое движением статических дефектов. Согласно (4.81),

F(III)
d примерно 0, 98 freg, и это значение снова находится в хорошем согла-

сии с результатами численных экспериментов, отображенными на Рис. 4.17)

(примерно 0, 96 freg для кривой 1 и 0, 94 freg для кривой 2; с воспроизводи-
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мостью в пределах нескольких процентов).

Кратко обсудим динамику системы, когда беспорядок уже не столь

слаб. Основная тенденция состоит в размытии переходов между динами-

ческими режимами, как видно из кривой 3 на Рис. 4.17). Численный экс-

перимент показывает, что кинки и антикинки при движении теперь могут

изгибаться и переходить из одного ряда в другой. Однако, что интерес-

но, солитонообразный характер переноса вихрей оказывается чрезвычайно

устойчивым по отношению к беспорядку вплоть до режима сильного бес-

порядка, fran ∼ freg.

Заметим, что солитонообразный характер переноса вихрей в систе-

мах со слабым периодическим потенциалом недавно был подтвержден экс-

периментально [221].

4.6. Краткие выводы

В этой главе диссертационной работы исследовались свойства макро-

скопических сверхпроводников второго рода в смешанном состоянии. Сна-

чала была построена модель для вычисления обратимой намагниченности

сверхпроводника во всем диапазоне внешних магнитных полей от нижнего

до верхнего критического поля. Из литературы известны аналитические ре-

зультаты лишь для окрестностей этих двух полей, получаемые с помощью

лондоновской модели и подхода Абрикосова, соответственно. Между тем,

промежуточные поля также представляют интерес - не в последнюю очередь

из-за того, что в случае высокотемпературных сверхпроводников измерения

именно в таких полях зачастую используются для определения основных

параметров сверхпроводника, поскольку в слабых полях сложнее добиться

обратимости, тогда как поля вблизи верхнего критического слишком высо-

ки для изучения в экспериментальных условиях. Ранее в литературе для

решения этой задачи уже была предложена так называемая модель Хао и
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Клема (Hao-Clem model), которая в свою очередь обобщает более раннюю

модель Клема для единичного вихря. В этих подходах используется спе-

циальная пробная функция для параметра порядка в сердцевине вихря, ко-

торая позволяет аналитически решить второе уравнение Гинзбурга-Ландау

(для магнитного поля). Тем не менее, модель Хао и Клема не может рас-

сматриваться в виде вариационной, поскольку предложенные ее авторами

зависимости вариационныхпараметров от поля не следуют из их же выра-

жения для энергии. По сути, эта модель дает лишь подгонку под результат

Абрикосова.

В диссертационной работе пробная функция Хао и Клема исполь-

зовалась для построения самосогласованной вариационной модели. Было

предложено с самого начала отказаться от представления локального поля в

сверхпроводнике в виде суперпозиции полей отдельных вихрей и работать в

рамках приближения круглой ячейки, чья площадь зависит от магнитной ин-

дукции. В результате, удается самосогласовано описать правильным образом

известные асимптотики в нижних и верхних полях, а также и переходную

область, где хорошая точность подтверждена сравнением с результатами

численного расчета по методу Э. Х. Брандта [214]. Предложена формула

для обратимой намагниченности.

Далее, была рассмотрена структура вихревой решетки в сверхпро-

воднике с искусственным периодическим потенциалом пиннинга. Такие по-

тенциалы можно создавать с помощью современных нанотехнологических

методов для увеличения критического тока сверхпроводника, что является

важной прикладной задачей. Был проанализирован почти не исследовав-

шийся ранее случай слабого потенциала. Здесь важную роль играет взаи-

модействие вихрей друг с другом. Решетка вихрей стремится приобрести

треугольную форму из-за этого взаимодействия. Однако, если центры пин-

нинга расположены в квадратной решетке, этот потенциал пытается навязать

свою симметрию. Это - двумерная задача типа Френкеля-Конторовой.
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Были рассмотрены случаи нескольких соизмеримых концентраций

центров пиннинга и вихрей. Для некоторых из них было выявлено суще-

ствование промежуточной фазы, при которой части вихрей выгодно быть

сорванными со своих центров пиннинга, чтоб локально привести симмет-

рию решетки ближе к треугольному виду. Для разных типов модельных

потенциалов пиннинга, в рамках лондоновского приближения, построены

фазовые диаграммы решетки вихрей. Показано, что в некоторых случаях,

когда размеры потенциальных ям центров пиннинга сопоставима с пери-

одами решетки, промежуточная фаза может и не возникать. По-видимому,

именно такое поведение было обнаружено в экспериментах с решетками

вихрей в конденсатах атомов щелочных металлов в ловушках. В этих систе-

мах периодический потенциал пиннинга сошздавался с помощью лазерных

лучей (так называемая оптическая решетка). При ослаблении потенциала ре-

шетка переходила сразу из квадратной в треугольную. В диссертационной

работе были также вычислены критические токи, вызывающие срыв вихрей

с центров пиннинга. Показано, что в промежуточной фазе критический ток

является существенно анизотропным.

В реальных сверхпроводниках всегда приcутствует беспорядок. В

диссертационной работе далее исследовалась всё та же задача, но теперь

с учетом дополнительного случайного потенциала, который представляет

собой еще один фактор, определяющий поведение системы. Здесь мы име-

ем дело с двумерной системой типа Френкеля-Конторовой в присутствии

беспорядка. Был рассмотрен самый простой случай, когда количество вих-

рей в системе соответствует количеству центров периодического пиннинга.

Сначала были найдены различные типы дефектов вихревой решетки, кото-

рые могут существовать в системе (без беспорядка), а затем оценивались

параметры случайного пиннинга, которые могут вызывать к жизни те или

иные дефекты. Была выявлена богатая фазовая диаграмма и предложены

различные сценарии потери порядка. Так, квадртаная запиннингованная ре-
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шетка теряет порядок в два этапа. На первом этапе, в системе возникают

цепочки депиннингованных вихрей, которые могут выстраиваться в причуд-

ливые фракталоподобные структуры. На втором этапе, в системе начина-

ют распространяться домены депиннингованных вихрей, которые локально

воссоздают треугольную (деформированную) решетку. Два типа дефектов

конкурируют за место в пространстве, так что домены разрезают фракта-

лоподобные дефекты, и в конце-концов окончательно разрушают порядок в

расположении вихрей. В итоге, была предложена единая картина эволюции

дефектов решетки вихрей в зависимости от сил случайного и периодиче-

ского пиннинга.

Наконец, были рассмотрены динамические режимы движения вихрей

в такой системе. Динамика возникает при приложении транспортного тока.

Было предложено простое объяснение численных экспериментов по модели-

рованию таких систем, в которых оказывалось, что при слабом беспорядке

перенос вихрей происходит в коллективных солитоноподобных структурах.

В диссертационной работе показано, что эти структуры представляют со-

бой одномерные кинки и анктикинки, то есть дефекты, в которых есть один

лишний вихрь в ряду или, наоборот, одна вакансия. Были вычислены типич-

ные длины кинков и антикинков. Продемонстрировано, что переключения

между динамическими режимами происходит из-за изменения динамики

кинков и антикинков. Сначала статические кинки и антикинки депиннингу-

ются под действием внешней силы. Затем они начинают возбуждать пары

“кинк-антикинк” в соседних рядах в особых точках сгущения случайного

потенциала. В конце концов, такие пары начинают возбуждаться и без по-

мощи такого потенциала - а лишь под действием возмущения, вызываемого

движением кинка или антикинка в соседнем ряду. Были выведены простые

выражения для значений внешней силы, вызывающей переключения между

динамическими режимами. Результаты находятся в хорошем согласии с дан-

ными численных экспериментов. Общий вывод о переносе вихрей солито-
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нообразными структурами также подтвержден недавними экспериментами

со сверхпроводящими пленками с модулированной поверхностью [221].
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ГЛАВА 5

Коммутационная техника для экситонов Френкеля

5.1. Введение

Проблема отклонения от бозонной статистики для составных бозо-

нов является довольно общей. В приложении к экситонам Ванье-Мотта она

рассматривалась в ряде классических работ [24–26].

Недавно М. Комбеско с соавторами был предложен новый подход к

данной проблеме (см. обзор [90]), в котором используется специальная ком-

мутационная техника. В рамках этого подхода, вводятся операторы рожде-

ния и уничтожения экситонов Ванье-Мотта, для которых сохраняются фер-

мионные соотношения коммутации для составляющих экситоны электронов

и дырок. В частности, этот метод позволяет с достаточной легкостью вос-

произвести результат работы [26] для энергии основного состояния системы

с макроскопически большим числом экситонов.

В дальнейшем метод был обобщен на случай произвольных состав-

ных частиц, в том числе трионов [268], а затем - и на конечные темпера-

туры [269]. Данный подход оказывается весьма полезным для предсказания

новых эффектов, поскольку позволяет строить интуитивное понимание про-

цессов с помощью наглядных "обменных"диаграмм. Так, в работах [270]

и [271] было предсказано, что конденсация экситонов должна происходить

в безызлучательное ("темное") состояние, и были исследованы свойства

таких конденсатов. Совсем недавно был поставлен соответствующий экс-

перимент [272]. В работе [273] предлагалась идея ловушек для экситонов,

схожих с оптическими ловушками для атомов щелочных металлов. В ря-

де работ (см., например, [274–276]) подход применялся к исследованию и

предсказанию нелинейных оптических эффектов в полупроводниках.

Известен и другой тип экситонов - экситон Френкеля [30]. От эксито-
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на Ванье-Мотта его отличает то, что электрон и дырка сильно локализова-

ны в пространстве, оставаясь практически на одном узле кристаллической

решетки. Экситоны Френкеля существуют в молекулярных кристаллах. Мо-

лекулярные агрегаты в настоящее время привлекают большой интерес в

связи с возможностью их использования в "огранической"электронике. От-

метим, что проблема учета отклонений статистики экситонов Френкеля от

чисто бозевской обсуждается достаточно давно (см., например, [32,36]). Раз-

витие технологий последних лет позволяет исследовать экспериментально

ситуации, когда концентрация молекулярных экситонов не является совсем

уж малой, что обуславливает возникновение нового интереса к проблеме

адекватного учета их квантовой статистики. В этой связи, представляется

перспективным приложение коммутационного метода к случаю экситонов

Френкеля, поскольку этот метод является достаточно общим и позволяет,

вообще говоря, исследовать разные составные квантовые частицы.

5.2. Микроскопическая модель

Выбор базиса. – Рассмотрим Ns электронов с зарядами − |e|, распо-

ложенных в точках ri, а также Ns ионов с зарядами + |e|, расположенных в

точках Rn, где индексы i и n пробегают значения от 1 до числа узлов Ns.

Спиновые степени свободы рассматривать не будем.

Гамильтониан системы может быть представлен в виде

H = Hkin + Ve−ion + Vee + Vion−ion. (5.1)

Одночастичный оператор Hkin описывает кинетическую энергию электрона

Hkin =

Ns∑

i=1

p2
i

2m
, (5.2)

где m масса свободного электрона. Второе слагаемое в (5.1) описывающее

кулоновское приятежние между электроном и ионом, также представлено
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одночастичным оператором:

Ve−ion =

Ns∑

i=1

Ns∑

n=1

−e2

|ri − Rn| . (5.3)

Третий оператор Vee описывает кулоновское отталкивание между

электронами и имеет вид

Vee =
1
2

∑

i, j

∑ e2
∣∣∣ri − r j

∣∣∣ . (5.4)

Последний оператор, Vion−ion, который описывает кулоновское взаи-

модействие между ионами, не зависит от электронных степеней свободы.

Он обеспечивает нейтральность системы.

Экситоны Ванье-Мотта строятся из делокализованных состояний

электронов в зоне проводимости и дырок в валентной зоне. Физическая

картина, лежащая в основе представления об экситонах Френкеля, совер-

шенно иная - они строятся из электронов, привязанных к своим ионам,

которые могут переходить из основного состояния в первое возбужденное.

Поэтому физически релевантными одноэлектронными состояниями для эк-

ситонов Френкеля являются не свободные (делокализованные) электроны,

а электроны в локализованных атомных состояниях, соответствующие раз-

ным положениям ионов в пространстве.

Для математического оформления данной концепции произведем спе-

циальным образом перегруппировку слагаемых в гамильтониане (5.1):

H = H(F)
0 + Ve−e + Vion−ion. (5.5)

В нулевом порядке по взаимодействию, гамильтониан для экситонов Френ-

келя H(F)
0 является одноэлектронным оператором, и он содержит кинетиче-

скую энергию электрона и электронно-ионное взаимодействие

H(F)
0 = Hkin + Ve−ion =

∑

i

Hi, (5.6)
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где Hi

Hi =
p2

i

2m
−

Ns∑

n=1

e2

|ri − Rn| . (5.7)

Можно заметить, что в одночастичный гамильтониан Hi входят взаи-

модействия электрона i со всеми ионами n, так что Hi отличается от простого

атомного гамильтониана. Тем не менее, ясно, что физически релевантные

одноэлектронные состояния для экситонов Френкеля - это атомные состоя-

ния, т.е. состояния одного электрона в присутствии одного иона. Введем их

в рассмотрение.

Атомные состояния |ν〉 для иона, расположенного в R = 0, соответ-

ствующие гамильтониану

Hatom =
p2

2m
− e2

r
, (5.8)

удовлетворяют уравнению

(Hatom − εν) |ν〉 = 0, (5.9)

с волновыми функциями ϕν(r) = 〈r|ν〉. Поскольку собственные функции

гамильтониана образуют ортогональный базис, имеем

〈
ν′|ν〉 =

∫
drϕ∗ν′(r)ϕν(r) = δν′ν. (5.10)

Если рассмотреть один ион, расположенный в точке Rn, соответству-

ющий атомный гамильтониан имеет вид

H(n) =
p2

2m
− e2

|r − Rn| . (5.11)

Из-за трансляционной инвариантности системы собственные функ-

ции H(n) записываются через состояния (εν, |ν〉) как

(H(n) − εν) |νn〉 = 0,

а для их волновых функций имеем

〈r|νn〉 = ϕνn(r) = ϕν(r − Rn). (5.12)
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Для данного иона Rn связанные и делокализованные состояния га-

мильтониана H(n) формируют полный базис одноэлектронных состояний:

〈
nν′|νn〉 = δν′ν, (5.13)

I =
∑

ν

|νn〉 〈nν| . (5.14)

Если теперь проанализировать гамильтониан H(F)
0 (5.7), видно, что

он отличается от простой суммы атомных гамильтонианов, поскольку каж-

дый электрон чувствует взаимодействие со всеми другими ионами. Поэтому

диагонализация одночастичного слагаемого H(F)
0 может быть произведена

лишь приближенно. Действительно, состояния |νn〉 для всех ν и всех n об-

разуют переполненный базис, поскольку состояния |νn〉 для данного n уже

формируют полный базис. Поэтому состояния |νn〉 для разных n не вполне

ортогональны.

Можно однако видеть, что для состояний ν и ν′, сильно локализо-

ванных по сравнению с межионным расстоянием, перекрытие волновых

функций между разными атомами очень мало

ϕ∗ν′(r − Rn′)ϕν(r − Rn) ' 0 для n′ , n, (5.15)

при любой r. Следовательно, для матричного элемента для этих состояний

имеем
〈
n′ν′|νn〉 =

∫
drϕ∗ν′(r − Rn′)ϕν(r − Rn) ' δn′nδν′ν (5.16)

из-за (5.10). Таким образом, состояния |νn〉 для сильно локализованных ν

являются квази-ортогональными.

Ясно, что (5.15) не выполняется для делокализованных и сильновоз-

бужденных атомных состояний. Тем не менее состояния |νn〉 можно рас-

сматривать в качестве приемлемого базиса для одноэлектронных состояний

при условии, что рассматриваемая физическая задача определяется сильно-

локализованными нисколежащими состояниями, для которых перекрытием
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волновых функций, относящихся к разным ионам, можно пренебречь. Это

и имеет место быть для экситонов Френкеля, для которых такие состояния

сводятся к основному (ν = 0) и первому возбужденому (ν = 1). Поэтому в

дальнейшем будем заменять суммы по ν суммами по ν = (0, 1).

Гамильтониан в представлении вторичного квантоваяния. –

Пусть a†νn оператор рождения состояния |νn〉 на узле n на уровне ν.

|νn〉 = a†νn |υ〉 . (5.17)

Поскольку состояние |νn〉 может быть разложено по базису плоских

волн |k〉 как |νn〉 =
∑

k |k〉 〈k|νn〉, оператор рождения a†νn выражается через

оператор рождения свободного электрона a†k как

a†νn =
∑

k

a†k 〈k|ν, n〉 . (5.18)

Электронные операторы антикоммутируют,
[
ak, a

†
k′
]
+

= δkk′. Отсюда

легко показать, что антикоммутатор для операторов рождения a†νn в точности

равен нулю

[aν′n′, aνn]+ = 0, (5.19)

а для состояний ν = (0, 1), имеем, ввиду (5.16),

[
aν′n′, a†νn

]
+

=
∑

k

〈
ν′n′|k〉 〈k|νn〉 =

〈
ν′n′|νn〉 ' δν′νδn′n.

Таким образом, в рамках приближения сильной связи, операторы a†νn следу-

ют стандартным соотношениям коммутации для фермионных операторов.

Используем эти операторы и перепишем вклад H(F)
0 (5.6) в полный

гамильтониан. Поскольку H(F)
0 дается суммой одночастичных операторов,

его можно представить в виде

H(F)
0 =

∑

ν′n′
νn

ε(ν′n′, νn)a†ν′n′aνn. (5.20)
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Для множителя ε(ν′n′, νn) имеем

ε(ν′n′, νn) =

∫
dr ϕ∗ν′n′(r)


p2

2m
−

Ns∑

m=1

e2

|r − Rm|

ϕνn(r). (5.21)

Из (5.12) следует, что множитель также можно представить в виде

ε(ν′n′, νn) =

∫
dr ϕ∗ν′n′(r)

εν −
∑

m,n

e2

|r − Rm|

ϕνn(r). (5.22)

Тогда для сильно локализованных состояний из (5.15) получаем

ε(ν′n′, νn) ' δnn′
[
ενδνν′ + υ(ν′, ν)

]
, (5.23)

где υ(ν′, ν) происходит из-за взаимодействия со всеми другими ионами. Бла-

годаря трансляционной инвариантности гамильтонина, υ(ν′, ν) может быть

представлено в виде

υ(ν′, ν) =
∑

m,n

∫
dr ϕ∗ν′(r)

∑

m,n

−e2
∣∣∣r − (Rm−Rn)

∣∣∣ϕν(r) =

〈
ν′|

∑

R,0

−e2

|r − R| |ν
〉
. (5.24)

где векторы R соответствуют всем возможным расстояниям между ионами.

Одночастичный вклад в гамильтониан тогда принимает вид

H(F)
0 =

∑

ν,n

ε̃νa†νnaνn +
∑

n,ν′,ν

υ(ν′, ν)a†ν′naνn (5.25)

где ε̃ν = εν + υ(ν, ν).

Далее рассмотрим двухчастиный оператор Vee, определяемый (5.4).

В представлении вторичного квантования имеем

Vee =
1
2

∑

{ν,n}
V


ν′2n′2 ν2n2

ν′1n′1 ν1n1

 a†
ν′1n′1

a†
ν′2n′2

aν2n2aν1n1 (5.26)

где

V


ν′2n′2 ν2n2

ν′1n′1 ν1n1

 =

∫
dr1dr2 ϕ

∗
ν′1n′1

(r1)ϕ∗ν′2n′2
(r2)

e2

|r1 − r2|ϕν2n2(r2)ϕν1n1(r1). (5.27)
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Для ν и ν′, равных (0, 1), последняя величина не равна нулю только

при n′1 = n1 и n′2 = n2, благодаря (5.15). Если теперь использовать транс-

ляционную инвариантность волновых функций (5.12), легко видеть, что Vee

может быть представлено в виде

Vee =
1
2

∑

n1ν
′
1ν1

n2ν
′
2ν2

VRn1−Rn2


ν′2 ν2

ν′1 ν1

 a†
ν′1n1

a†
ν′2n2

aν2n2aν1n1 (5.28)

где межэлектронное взаимодействие зависит от расстояния R между ионами:

VR


ν′2 ν2

ν′1 ν1

 = V−R


ν′1 ν1

ν′2 ν2

 =

∫
dr1dr2ϕ

∗
ν′1

(r1)ϕ∗ν′2(r2)
e2

|r1 − r2 + R|ϕν2(r2)ϕν1(r1).

(5.29)

Атомные состояния (ν = 0, n) и (ν = 1, n) эквивалентны состояниям в

валентной зоне и зоне проводимости для экситонов Ванье-Мотта. Замечая,

что энергия основного состояния εν=0 сильно отличается от энергии первого

возбужденного состояния εν=1, можем считать, что физически релевантная

часть гамильтониана соответствует процессам, в которых количества элек-

тронов на уровнях ν = 0 и ν = 1 сохраняются по-отдельности. Это экви-

валентно процессам, которые сохраняют количества электронов валентной

зоны и зоны проводимости для экситонов Ванье-Мотта. Поэтому мы можем

отбросить слагаемые с ν , ν′ в H(F)
0 . Последняя величина тогда сводится к

первой сумме в (5.25):

H(F)
0 ' H0 = ε̃0

∑

n

a†0na0n + ε̃1

∑

n

a†1na1n. (3.14)

Теперь рассмотрим кулоновское взаимодействие Vee (5.28). Будем

учитывать только слагаемые, сохраняющие количества электронов в состо-

яниях ν = 0 и ν = 1 по-отдельности. Можно увидеть, что эти слагаемые

распадаются на два типа.

1). Vee описывает внутриатомные процессы, в которых электрон на

данном узле остается на том же уровне. Эти процессы соответствуют сла-
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гаемым типа a†νna†νn′aνn′aνn с ν равным 0 или 1. Оператор Vee также содержит

вклады типа a†0na†1n′a1n′a0n.

2). Vee описывает межатомые процессы, в которых электрон на одном

узле переходит с ν = 0 на ν = 1, а электрон со второго узла переходит с ν = 1

на ν = 0. Это - слагаемые типа a†0na†1n′a0n′a1n.

Следовательно, Vee может быть представлено в виде Vee ' V00 + V11 +

Vdir
01 + Vexch

01 с

V00 =
1
2

∑

n1,n2

VRn1−Rn2


0 0

0 0

 a†0n1
a†0n2

a0n2a0n1,

V11 =
1
2

∑

n1,n2

VRn1−Rn2


1 1

1 1

 a†1n1
a†1n2

a1n2a1n1,

Vdir
01 =

∑

n1n2

VRn1−Rn2


1 1

0 0

 a†0n1
a†1n2

a1n2a0n1,

Vexch
01 =

∑

n1n2

VRn1−Rn2


0 1

1 0

 a†1n1
a†0n2

a1n2a0n1. (5.30)

Электроны и дырки. – Как и для экситонов Ванье-Мотта, здесь сно-

ва удобно воспользоваться концепцией дырок. Это позволяет оперировать

возбуждениями над состоянием |0〉, в котором электроны на всех узлах на-

ходятся в основных состояниях, ν = 0. Под возбуждениями будем понимать

состояния, в которых некоторое число электронов на узлах перешло в воз-

бужденное состояние, и это число и равно количеству экситонов в системе.

Экситоны Френкеля состоят из электронно-дырочных пар на одном узле.

В отсутствие спиновых степеней свободы операторы рождения элек-

тронов и дырок связаны с операторами рождения атомных состояний ν = 0

и ν = 1 соотношениями

a†1n = a†n,

a0n = b†n. (5.31)
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Используя правила антикоммутации для электронов в атомных со-

стояниях (5.19), легко показать, что [an′, an]+ = 0 и

[
an′, a†n

]
+

=
[
a1n′, a

†
1n

]
+

=
〈
1n′|1n

〉 ' δnn′ (5.32)

для сильно локализованных состояний. Аналогично, имеем [bn′, bn]+ = 0 и

[
bn′, b†n

]
+

=
[
a†0n′, a0n

]
+

=
〈
0n′|0n

〉 ' δn′n. (5.33)

Если теперь рассмотреть антикоммутатор между электронными и ды-

рочными операторами, получим

[
an′, b†n

]
+

= [a1n′, a0n]+ = 0,

[an′, bn]+ =
[
a1n′, a

†
0n

]
+

=
〈
1n′|0n

〉 ' 0, (5.34)

для сильно локализованных состояний, тогда как для n = n′ антикоммутатор

обращается в 0 точно, благодаря (5.13).

Для представktybz H0 через операторы для электронов и дырок, сна-

чала заметим, что a†0na0n = bnb†n = 1 − b†nbn; поэтому имеем

H0 = Nsε̃0 +
∑

n

(̃ε1a†nan − ε̃0b†nbn). (5.35)

Из-за других вкладов в a†nan и b†nbn, происходящих из межэлектронного вза-

имодействия, энергия электрона и энергия дырки будут отличаться от ε̃1 и

(−ε̃0).

Рассмотрим теперь межэлектроные взаимодействия, задаваемые

(5.30). Поскольку a1n = an, второе слагаемое в (5.30) дает кулоновское от-

талкивание между электронами:

V11 = Ṽee =
1
2

∑

n1,n2

VRn1−Rn2


1 1

1 1

 a†n1
a†n2

an2an1. (5.36)

Для преобразования третьего слагаемого в (5.30) сначала заметим,

что a†0n1
a†1n2

a1n2a0n1 = bn1a
†
n2an2b

†
n1 = a†n2an2(1−b†n1bn1); так что этот третий член
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дает два вклада

Vdir
01 = V (dir)

eh +
∑

n2

a†n2
an2

∑

n1

VRn1−Rn2


1 1

0 0

 . (5.37)

Второе слагаемое в Vdir
01 , которое происходит от кулоновского взаимодей-

ствия между электроном на атомном возбужденном уровне и всеми атомны-

ми основными состояниями, “оденет” энергию электрона ε̃1 в (5.35). Первое

слагаемое в Vdir
01 , задаваемое

V (dir)
eh = −

∑

n1n2

VRn1−Rn2


1 1

0 0

 b†n1
a†n2

an2bn1, (5.38)

описывает прямое притяжение между электроном и дыркой, которые нахо-

дятся на своих узлах.

Аналогичным образом получаем, что четвертое слагаемое в (5.30) да-

ет два вклада, поскольку a†1n1
a†0n2

a1n2a0n1 = a†n1bn2an2b
†
n1 = −a†n1(δn2n1−b†n1bn2)an2;

так что имеем

Vexch
01 = V (exch)

eh − VR=0


0 1

1 0


∑

n

a†nan. (5.39)

Второе слагаемое в Vexch
01 также “оденет” энергию электрона ε̃1, тогда как

первое слагаемое, задаваемое

V (exch)
eh =

∑

n1n2

VRn1−Rn2


0 1

1 0

 a†n1
b†n1

bn2an2, (5.40)

соответствует уничтожению электронно-дырочной пары на узле n2 и ее рож-

дению на узле n1.

Теперь рассмотрим первое слагаемое в (5.30) для ν = 0. Сначала

заметим, что благодаря (5.19) и (5.20),

a†0n1
a†0n2

a0n2a0n1 = bn1bn2b
†
n2

b†n1
= 1 − b†n1

bn1 − b†n2
bn2 + b†n2

b†n1
bn1bn2. (5.41)

Поэтому, группируя два слагаемых со знаком минус, получим, что V00 дает
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три вклада

V00 =
1
2

∑

n1,n2

VRn1−Rn2


0 0

0 0

 −
∑

n

b†nbn

∑

n′,n

VRn−Rn′


0 0

0 0

 + Ṽhh. (5.42)

Последнее слагаемое в V00 описывает отталкивание между дырками.

Оно имеет вид:

Ṽhh =
1
2

∑

n1,n2

VRn1−Rn2


0 0

0 0

 b†n1
b†n2

bn2bn1. (5.43)

Гамильтониан в электронно-дырочном представлении. – Если те-

перь собрать все три релевантных слагаемых вместе, получим гамильтониан

для описания экситонов Френкеля H0 + V00 + V11 + Vdir
01 + Vexch

01 + Vion−ion:

H(F) = ∆(F) + Heh + Vintra + Vinter. (5.44)

1). ∆(F) - постоянная, зависящая лишь от вкладов от атомных основ-

ных состояний. Она имеет вид

∆(F) = Nsε0+Nsυ(0, 0)+
1
2

∑

n1,n2

VRn1−Rn2


0 0

0 0

+
1
2

∑

n1,n2

e2
∣∣∣Rn1 − Rn2

∣∣∣ = Ns(ε0+ε
(coul)
0 )

(5.45)

где Ns - число узлов (ионов). Используя (5.24) и (5.29), имеем

ε(coul)
0 =

∑

R,0

∫
drdr′ |ϕ0(r)|2

∣∣∣ϕ0(r′)
∣∣∣2

[ −e2

|r − R| +
1
2

e2

|r − r′ − R| +
1
2

e2

R

]
(5.46)

где R - все возможные расстояния между ионами.

2). Второе слагаемое в (5.44) - одночастичный оператор, который

можно представить как

Heh = εe

∑

n

a†nan + εh

∑

n

b†nbn. (5.47)

Он описывает кинетические энергии электрона и дырки. Эти энергии зада-

ются соотношениями

εe = ε1 + υ(1, 1) +
∑

R

VR


1 1

0 0

 − VR=0


0 1

1 0

 , (5.48)
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−εh = ε0 + υ(0, 0) +
∑

R,0

VR


0 0

0 0

 (5.49)

3). Третье слагаемое в (5.44) Vintra соответствует V (dir)
eh + V (exch)

eh при

n1 = n2:

Vintra = −δ
∑

n

a†nb†nbnan, (5.50)

где (−δ)

−δ = −VR=0


1 1

0 0

 + VR=0


0 1

1 0

 . (5.51)

Используя матричные элементы (5.29), видим, что эту величину мож-

но также представить в виде

δ =

∫
dr1dr2

[
ϕ∗

1
(r2)ϕ∗0(r1) − ϕ∗

0
(r2)ϕ∗1(r1)

] e2

|r1 − r2|ϕ
∗
1
(r2)ϕ∗0(r1). (5.52)

Таким образом δ положительная постоянная величина, поскольку 〈ν|ν〉 = 1

и 〈0|1〉 = 0. Энергия δ физически соответствует увеличению энергии при

занятии узла n электронно-дырочной парой.

4). Последнее слагаемое в (5.44), Vinter, содержит все кулоновские вза-

имодействия между узлами. А именно, это слагаемые Ṽee и Ṽhh, задаваемые

(5.36) и (5.43), а также часть потенциала прямого электронно-дырочного

взаимодействия V (dir)
eh при n1 , n2. Используя (5.38), этот последний вклад

можно представить как

Ṽ (dir)
eh = −

∑

n1,n2

VRn1−Rn2


1 1

0 0

 b†n1
a†n2

an2bn1. (5.53)

Он содержит часть обменного электронно-дырочного потенциала V (exch)
eh ,

определяемого (5.40) при n1 , n2. Эта часть играет важную роль, поскольку

именно она ответственна за перенос возбуждения с узла на узел. Изолируем

этот член от других кулоновских слагаемых и будем называть его Vtrans

Vtrans =
∑

n1,n2

VRn1−Rn2


0 1

1 0

 a†n1
b†n1

bn2an2. (5.54)
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Теперь можно записать Vinter в (5.44) как

Vinter = Vtrans + Vcoul,

Vcoul = Ṽee + Ṽhh + Ṽ (dir)
eh , (5.55)

5.3. Коммутационная техника

Операторы рождения и уничтожения экситонов Френкеля. – Сна-

чала опустим взаимодействие между узлами. Гамильтониан H(F) (5.44) тогда

сведется к

Hpair = Heh + Vintra, (5.56)

если опустить иррелевантную постоянную ∆.

В основном сосоянии Hpair отсутствуют электронно-дырочные пары.

Обозначим его |0〉 и будем считать его энергию равной нулю.

Если рассмотреть состояние с одной парой a†nb†n′ |0〉, видно, что ос-

новное состояние соответствует n = n′. Для таких состояний имеем

(Hpair − Epair) |Rn〉 = 0,

|Rn〉 = a†nb†n |0〉 = B†n |0〉 , (5.57)

где Epair = εe + εh − δ. Эти состояния вырождены, поскольку n пробегает

значения от 1 до Ns.

Используя правила антикоммутации для электронных и дырочных

операторов, легко получить, что операторы пар B†n ведут себя как бозон-

ные операторы по отношению к операции уничтожения, поскольку для их

коммутаторов выполнено соотношение

[Bn, Bn′]− = 0. (5.58)

В то же время, они представляют собой операторы для составных бозонов,

так как для другого коммутатора имеем

[
Bn′, B†n

]
− = δnn′ − Dnn′, (5.59)
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где оператор

Dnn′ = δnn′(a†nan + b†nbn) (5.60)

описывает отконения от чисто бозонной статистики. Что важно, этот опера-

тор при действии на вакуум пар дает 0.

Если в гамильтониане H(F) теперь сохранить связь между узлами

Vinter = Vtrans + Vcoul, задаваемую (5.55), появляются недиагональные вклады

между разными узлами, которые снимают вырождение.

Состояния |Rn〉 содержат только одну электронно-дырочную пару. По-

этому Vcoul |Rn〉 = 0, так что единственный вклад в Vinter, играющий роль в

диагонализации H(F), это электронно-дырочный оператор обмена Vtrans. По-

скольку bn2an2a
†
nb†n |0〉 = δn2n |0〉, легко получаем

Vtrans |Rn〉 =
∑

n1,n

VRn1−Rn


0 1

1 0


∣∣∣Rn1

〉
. (5.61)

Это показывает, что гамильтониан H(F) при действии на |Rn〉 сводится

к

H(0)
X = Hpair + Vtrans,

H(0)
X |Rn〉 = Epair |Rn〉 +

∑

n1,n

VRn1−Rn


0 1

1 0


∣∣∣Rn1

〉
. (5.62)

Покажем теперь, что следующая линейная комбинация состояний |Rn〉

∣∣∣XQ
〉

=
1√
Ns

Ns∑

n=1

eiQ.Rn |Rn〉 , (5.63)

соответствующая состоянию с экситоном Френкеля, является точным соб-

ственным состоянием гамильтониана H(0)
X . Для этого сначала рассмотрим

оператор Vtrans, действующий на
∣∣∣XQ

〉

Vtrans

∣∣∣XQ
〉

=
1√
Ns

∑

n

eiQ.Rn

∑

n′,n

VRn′−Rn


0 1

1 0

 |Rn′〉 . (5.64)
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Это соотношение можно переписать:

Vtrans

∣∣∣XQ
〉

=
1√
Ns

∑

n′
|Rn′〉

∑

n,n′
eiQ.RnVRn′−Rn


0 1

1 0

 . (5.65)

Для вычисления последней суммы представим ее в виде

∑

n,n′
eiQ.RnVRn′−Rn


0 1

1 0

 = eiQ.Rn′
∑

n,n′
eiQ.(Rn−Rn′)VRn′−Rn


0 1

1 0

 . (5.66)

Из-за трансляционной инвариантности системы сумма не может за-

висеть от n′; так что имеем

∑

n,n′
eiQ.RnVRn′−Rn


0 1

1 0

 = eiQ.Rn′
∑

R,0

e−iQ.RVR


0 1

1 0

 . (5.67)

Используя (5.65), получаем

Vtrans

∣∣∣XQ
〉

=
∣∣∣XQ

〉∑

R,0

e−iQ.RVR


0 1

1 0

 . (5.68)

Таким образом, окончательно получаем

H(0)
X

∣∣∣XQ
〉

= EQ

∣∣∣XQ
〉
, (5.69)

где

EQ = Epair +VQ,

VQ =
∑

R,0

e−iQ.RVR
(

0 1
1 0

)
= V∗Q (5.70)

Это соотношение показывает, что снятие вырождения происходит исклю-

чтельно благодаря оператору Vtrans, который ответственен за перенос воз-

буждения от узла к узлу.

Из соотношения (5.63) следует, что оператор рождения для экситона

Френкеля B†Q, определяемый как
∣∣∣XQ

〉
= B†Q |0〉 через операторы B†n = a†nb†n,

имеет вид

B†Q =
1√
Ns

Ns∑

n=1

eiQ.Rn B†n. (5.71)
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Аналогично можно переписать оператор рождения пары на узле через опе-

раторы рождения экситонов Френкеля

1√
Ns

∑

Q

e−iQ.Rn B†Q =
1
Ns

Ns∑

n′=1

B†n′
∑

Q

eiQ.(Rn′−Rn) = B†n. (5.72)

Коммутаторы для операторов рождения экситонов. – Экситоны

Френкеля являются составными бозонами. В этом можно убедиться, рас-

смотрев правила коммутации для операторов их рождения и уничтожения.

Используя (5.58), находим

[
BQ, BQ′

]
− = 0. (5.73)

Если теперь рассмотреть другой релевантный коммутатор, получим

[
BQ′, B

†
Q

]
− =

1
Ns

Ns∑

n′=1

Ns∑

n=1

e−iQ′.Rn′eiQ.Rn
[
Bn′, B†n

]
− . (5.74)

Используя соотношение (5.59) для коммутатора
[
Bn′, B

†
n

]
−, получим

[
BQ′, B

†
Q

]
− = δQ′Q − DQ′Q, (5.75)

где оператор DQ′Q описывает отклонение от бозонной статистики в случае

экситонов Френкеля:

DQ′Q =
1
Ns

Ns∑

n=1

ei(Q−Q′).Rn(a†nan + b†nbn). (5.76)

Этот оператор при действии на вакуум электронно-дырочных пар дает 0:

DQ′Q |0〉 = 0. (5.77)

Полученные результаты свидетельствуют о том, что для адекватного

описания систем с экситонами Френкеля необходимо учитывать отклонения

от бозонной статистики, которые появляются из-за наличия фермионных

степеней свободы у экситонов. Это может быть сделано с использованием

подхода, развитого в серии работ М. Комбеско с соавторами (см. обзор
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[90]), в рамках которого были развиты соответствующие коммутационная и

диаграммная техники (для случая экситонов Ванье-Мотта).

Если в системе имеется более одной электронно-дырочной пары, тре-

буется учесть оператор кулоновского взаимодействия Vcoul (5.53). Поэтому

H(F) разумно переписать в виде H(F) = HX с

HX = H(0)
X + Vcoul, (5.78)

где H(0)
X определяется (5.62). Оператор Vcoul (5.55) соответствует всем пря-

мым кулоновским взаимодействиям между фермионами на разных узлах.

Оператор DQ′Q удобно представить в виде

DQ′Q = ∆
(e)
Q−Q′ + ∆

(h)
Q−Q′, (5.79)

где

∆
(e)
P =

1
Ns

∑

n

eiP.Rna†nan, (5.80)

и аналогично для ∆
(h)
P с a†nan, замененным на b†nbn.

Далее несложно получить:

[
DQ′Q, B

†
P

]
− =

2
Ns

B†P+Q−Q′. (5.81)

Таким образом, мы снова вернулись к операторам рождения экситонов

Френкеля. Если теперь сравнить это соотношение с аналогичным соотно-

шением для экситонов Ванье-Мотта ( [90]),

[
DQ′Q, B

†
P

]
− =

∑

P′

{
λ
(

Q′ Q
P′ P

)
+ λ

(
P′ Q
Q′ P

)}
B†P′, (5.82)

можно произвести следующую идентификацию

λ
(

Q′ Q
P′ P

)
= λ

(
P′ Q
Q′ P

)
=

1
Ns
δP′+Q′, P+Q. (5.83)

Коммутатор гамильтониана и операторов рождения экситонов. –

Для коммутатора гамильтониана системы и оператора рождения экситона

Френкеля имеем [
HX, B

†
Q

]
= EQB†Q + V†Q. (5.84)
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В (5.84) удобно произвести разделение:

[
H(0)

X , B†Q
]

= EQB†Q + S †Q, (5.85)

[
Vcoul, B

†
Q

]
= W†

Q. (5.86)

Таким образом, получаем

V†Q = S †Q + W†
Q, (5.87)

где первое слагаемое происходит из гамильтониана без взаимодействия, а

второе обусловлено взаимодействием.

После некоторых расчетов получаем выражение для первого вклада

S †Q = −
∑

Q′
ζQ′B

†
Q′DQ′Q = −

∑

Q′
B†Q′ζQ′

(
∆

(e)
Q−Q′ + ∆

(h)
Q−Q′

)
, (5.88)

где

ζQ = VQ − ε0. (5.89)

Перейдем теперь к учету взаимодействия. Несколько более сложный

расчет дает

W†
Q =

∑

Q′
B†Q′

(
W(e)

Q−Q′∆
(e)
Q−Q′ +W(h)

Q−Q′∆
(h)
Q−Q′

)
, (5.90)

где

W(e)
Q =

∑

R,0

e−iQ.R
[
VR

(
1 1
1 1

)
− VR

(
1 1
0 0

)]
, (5.91)

W(h)
Q =

∑

R,0

e−iQ.R
[
VR

(
0 0
0 0

)
− VR

(
0 0
1 1

)]
. (5.92)

Теперь рассмотрим коммутатор оператора V†Q и оператора рождения

экситона. Результат будет снова выражаться через операторы рождения эк-

ситона, что позволит "замыкать"вычисления матричных элементов. Прямой

расчет дает [
V†Q1

, B†Q2

]
=

∑

Q′1 Q′2

ξ
(

Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
B†Q′1 B†Q′2, (5.93)

где

ξ
(

Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
= ξcoul

(
Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
− ξtrans

(
Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
+ ξneut

(
Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
, (5.94)
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ξcoul

(
Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
=

1
Ns
WQ1−Q′1δQ′1+Q′2 Q1+Q2, (5.95)

ξtrans f

(
Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
=

1
Ns

(VQ′1 +VQ′2)δQ′1+Q′2,Q1+Q2, (5.96)

ξneut

(
Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
=

2ε0

Ns
δQ′1+Q′2,Q1+Q2. (5.97)

Итак, мы получили четыре коммутационных соотношения (5.75),

(5.81), (5.84), (5.93), которые играют ключевую роль в представленном ме-

тоде. Во всех них точно учитываются фермионные правила коммутации для

электронов и дырок, составляющих экситоны Френкеля.

Более сложные коммутаторы. – Для исследования многочастичных

эффектов необходимы коммутаторы, в которых бы фигурировали операто-

ры рождения многих экситонов Френкеля. Такие коммутаторы получаются

обобщением полученных ранее четырех коммутационных соотношений. Со-

отношения (5.81) и (5.75), соответственно, переходят в

[
Dmi, B

†N
0

]
= NB†N−1

0

∑

n

{
λ
(

n 0
m i

)
+ (m←→ n)

}
B†n, (5.98)

[
Bm, B

†N
0

]
= NB†N−1

0 (δm0 − Dm0)

−N(N − 1)B†N−2
0

∑

n

λ
(

n 0
m 0

)
B†n. (5.99)

Аналогично, соотношения (5.93) и (5.84) переходят, соответственно,

в

[
V†i , B

†N
0

]
= NB†N−1

0

∑
ξ
(

n 0
m i

)
B†mB†n. (5.100)

[
HX, B

†N
0

]
= NB†N−1

0

(
E0B†0 + V†0

)

+
N(N − 1)

2
B†N−2

0

∑
ξ
(

n 0
m 0

)
B†mB†n. (5.101)

Индексы в полученных соотношениях нумеруют состояния по значениям

импульса экситонов.
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Из-за простоты величин λ, задаваемых (5.83), соотношения (5.98) и

(5.99) переходят в

[
DQ′Q, B

†N
0

]
=

2N
Ns

B†N−1
0 B†Q−Q′, (5.102)

[
BQ, B

†N
0

]
= NB†N−1

0
(
δQ0 − DQ0

) − N(N − 1)
Ns

B†N−2
0 B†−Q. (5.103)

5.4. Вычисление некоторых матричных элементов

Коммутационные соотношения, введенные в предыдущем параграфе,

позволяют вычислять различные матричные элементы точно, то есть с пол-

ным учетом фермиевских правил коммутации для электронных и дырочных

операторов.

Сначала рассмотрим состояния с двумя экситонами. Для таких со-

стояний имеем следующее соотношение, которое несложно получить с ис-

пользованием двух первых коммутаторов:

〈v| BQ′1 BQ′2 B†Q2
B†Q1
|v〉 = δQ′1 Q1δQ′2 Q2 + δQ′1 Q2δQ′2 Q1 −

2
Ns
δQ′1+Q′2 Q1+Q2 (5.104)

Последнее слагаемое в правой части - ничто иное как −λ
(

Q′2 Q2

Q′1 Q1

)
− λ

(
Q′1 Q2

Q′2 Q1

)
.

Данный результат можно визуализировать с помощью обменных диаграмм,

показанных на Рис. 5.1. Правила вычисления таких диаграмм для случая

экситонов Ванье-Мотта были представлены в [90].

Аналогично, для состояний с тремя экситонами получаем

〈v| BQ′3 BQ′2 BQ′1 B†Q1
B†Q2

B†Q3
|v〉 =

{
δQ′1 Q1δQ′2 Q2δQ′3 Q3 + 5 перест.

}

− 2
Ns

{
δQ′1+Q′2 Q1+Q2δQ′3 Q3 + 8 перест.

}

+
12
N2

s
δQ′1+Q′2+Q′3 Q1+Q2+Q3. (5.105)

В диаграммном виде этот результат показан на Рис. 5.2.

Теперь вычислим аналогичную величину для N идентичных эксито-

нов. Эта величина нам потребуется впоследствии при вычислении среднего
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Рис. 5.1. Обменная диаграмма для матричного элемента (5.104).

Рис. 5.2. Обменная диаграмма для матричного элемента (5.105).
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значения гамильтониана на волновых функциях, соответствующих произ-

вольному количеству экситонов. А именно, рассмотрим матричный элемент

〈v| BN
QB†NQ |v〉 = N!FN . (5.106)

где N! - это та величина, который был бы равен этот матричный элемент,

если бы экстоны Френкеля были элементарными бозонами.

Простейший метод вычисления этого матричного элемента основан

на использовании коммутатора (5.81). Поскольку 〈v| BQB†Q |v〉 = 1 и F1 = 1,

легко показать, что

〈v| B2
QB†2Q |v〉 = 2

(
1 − 1

Ns

)
,

〈v| B3
QB†3Q |v〉 = 3!

(
1 − 1

Ns

) (
1 − 2

Ns

)
(5.107)

и так далее... В итоге, для FN получаем

FN =

(
1 − 1

Ns

)
...

(
1 − N − 1

Ns

)
=

Ns!
(Ns − N)!NN

s
. (5.108)

Отметим, что FN не зависит от импульса экситона Q.

Более технический вывод (5.108) основан на рекурсивном соотноше-

нии между 〈v| BN
QB†NQ |v〉, следующем из коммутатора (5.103):

〈v| BN
QB†NQ |v〉 ≡ 〈v| BN−1

Q BQB†NQ |v〉

=

(
N − N(N − 1)

Ns

)
〈v| BN−1

Q B†N−1
Q |v〉 . (5.109)

Отсюда имеем:

FN =

(
1 − N − 1

Ns

)
FN−1, (5.110)

из чего следует выражение (5.108) для FN .

В следующем параграфе мы вычислим энергию основного состояния

системы с произвольным количеством экситонов Френкеля N с нулевым

импульсом Q = 0 в борновском приближении:

〈H〉N =
〈v| BN

0 HXB†N0 |v〉
〈v| BN

0 B†N0 |v〉
. (5.111)
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Сначала сделаем это для простейшего случая N = 2.

Заметим, что из (5.108) следует:

〈v| B2
0B†20 |v〉 = 2!F2 = 2!

Ns!
(Ns − 2)!N2

s

= 2
(
1 − 1

Ns

)
, (5.112)

тогда как (5.101) для случая N = 2 приводит к соотношению

HB†20 |v〉 = 2E0B†20 |v〉 +
∑

Q

ξ
(−Q 0

Q 0

)
B†QB†−Q |v〉 . (5.113)

Тогда имеем:

〈v| B2
0 (H − 2E0) B†20 |v〉 =

∑

Q

ξ
(−Q 0

Q 0

)
〈v| B2

0B†QB†−Q |v〉 . (5.114)

Воспользовавшись соотношением (5.104) для матричного элемента, имеем

〈H〉2 = 2E0 +
ξ
(

0 0
0 0

)

1 − 1/Ns
. (5.115)

Из этого результата можно было бы ожидать, что аналогичная вели-

чина для N экситонов будет содержать множитель N(N − 1)/2 перед членом

с взаимодействием ξ
(

0 0
0 0

)
, поскольку два экситона, участвующих во взаимо-

действии, теперь надо выбрать из N экситонов. Кроме того, можно было бы

ожидать слагаемых более высоких степеней по N(N − 1)(N − 2) (символы

Похгаммера) из-за обменных эффектов. Однако окажется, что это не так,

и в разложении выживают лишь слагаемые, пропорциональные N(N − 1) -

как и в случае системы с куперовским спариванием в термодинамическом

пределе, рассмотренной в Главе 2 диссертационной работы.

5.5. Энергия системы

Итак, вычислим величину, задаваемую (5.115). Знаменатель этого вы-

ражения - это N!FN . Для вычисления числителя используем соотношение
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(5.101) для
[
H, B†N0

]
, после чего получаем:

〈H〉N = NE0

+
N(N − 1)

2

∑

Q1Q2

ξ
(

Q2 0
Q1 0

) 〈v| BN
0 B†Q1

B†Q2
B†N−2

0 |v〉
N!FN

. (5.116)

Алгебраический вывод. – Поскольку взаимодействие сохраняет им-

пульс, ξ
(

Q2 0
Q1 0

)
отличается от нуля только при Q1 + Q2 = 0. Поэтому для

получения 〈H〉N , мы должны вычислить

GN(Q) = 〈v| BN
0 B†QB†−QB†N−2

0 |v〉 . (5.117)

Так как для Q = 0 эта величина равна N!FN , требуется фактически вычис-

лить GN(Q) только для Q , 0. Из условия DQ0 |v〉 = 0 и соотношения (5.103)

легко получаем

G∗N(Q , 0) = −N(N − 1)
Ns

〈v| BN−2
0 BQB†QB†N−2

0 |v〉 . (5.118)

Далее, используем коммутационное соотношение
[
BQ, B

†
Q

]
= 1 − DQQ. Тогда

имеем

G∗N(Q, 0 ) = −N(N − 1)
Ns

[
〈v| BN−2

0 B†N−2
0 |v〉

− 〈v| BN−2
0 DQQB†N−2

0 |v〉 + 〈v| BN−2
0 B†QBQB†N−2

0 |v〉
]
.(5.119)

Первое слагаемое равно (N − 2)!FN−2. Второе слагаемое, рассчитанное с ис-

пользованием (5.102), дает [2(N − 2)/Ns] (N−2)!FN−2. Для последнего слага-

емого используем (5.103) для BQB†N−2
0 |v〉, после чего его можно переписать

как − [(N − 2)(N − 3)/Ns] GN−2(Q). В итоге получаем рекурсивное соотноше-

ние между величинами GN:

G∗N(Q, 0 ) = −N(N − 1)
Ns

(
1 − 2

N − 2
Ns

)
(N − 2)!FN−2

+
N(N − 1)(N − 2)(N − 3)

N2
s

GN−2(Q) (5.120)
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Используя (5.108) для FN , можно легко проверить, что это рекурсивное

соотношение выполняется для

GN(Q, 0) = − 1
Ns − 1

N!FN (5.121)

В итоге, получаем простое выражение для GN(Q):

GN(Q) =
NsδQ 0 − 1

Ns − 1
N!FN . (5.122)

Подставляя его в (5.116), имеем

∑

Q

ξ
(−Q 0

Q 0

) NsδQ 0 − 1
Ns − 1

(5.123)

После несложных выкладок получаем

〈H〉N = NE0 +
N(N − 1)

2

ξ
(

0 0
0 0

)

1 − 1/Ns
. (5.124)

Оказывается, что как и в случае куперовских пар в термодинамическом пре-

деле, член с взаимодействием содержит лишь слагамое, пропорциональное

N(N − 1).

Вывод с помощью диаграмм – Рассмотрим кулоновское слагаемое

в 〈H〉N:

CN = −N(N − 1)
Ns

∑

Q1Q2

〈v| BN
0 B†Q1

B†Q2
B†N−2

0 |v〉 ξ
(

Q2 0
Q1 0

)
. (5.125)

Оно соответствует прямому взаимодействию между двумя экситонами с

импульсами 0, которое переводит их в экситоны с импульсами (Q1, Q2).

Они потом могут взаимодействовать с остальными (N − 2) экситонами с

нулевыми импульсами - так, что в результате имеются N таких экситонов.

Такой процесс соответствует диаграмме на Рис. 5.3 (а).

Простейший из этих обменных процессов - в котором (N−2) этих эк-

ситонов не участвуют вовсе. Они дают вклад 〈v| BN−2
0 B†N−2

0 |v〉 = (N−2)!FN−2.

Два других экситона (Q1, Q2) переходят в (0, 0) - с обменом фермионами



291

Рис. 5.3. (а) Диаграммное представление кулоновского вклада в среднее значение гамиль-

тониана (5.124). (б) Член первого порядка: (N − 2) экситонов с нулевыми импульсами не

принимают участия в процессе. (в) Член второго порядка: (N − 3) экситонов с нулевыми

импульсами не принимают участия в процессе.
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или без него. Первая возможность, которая соответствует диаграмме на Рис.

5.3 (б), приводит к

[(N − 2)!FN−2]
[
N(N − 1)

(
ξ
(

0 0
0 0

)
− ξin

(
0 0
0 0

))]
(5.126)

множитель N(N − 1) перед второй скобкой происходит от числа способов

выбрать два экситона с импульсами 0 слева - из N экситонов.

Другая возможность - когда (N − 3) экситона не участвуют во взаи-

модействии. Она соответствует диаграмме на Рис. 5.3 (в), которая дает в CN

вклад

− [(N − 3)!FN−3]
[
N(N − 1)(N − 2)

1
Ns
ξ
(

0 0
0 0

)
(N − 2)

]
2 (5.127)

Множитель N(N−1)(N−2) происходит от числа способов выбрать три экси-

тона слева на диаграмме из N экситонов. Множитель (N − 2) соответствует

числу способов выбрать экситон с импульсом 0 справа из (N −2) экситонов.

Знак минус перед всем слагаемым появляется из-за того, что оно содержит

один обменный процесс.

Третья возможность - связать два экситона с импульсами 0 с эксито-

нами (Q1, Q2). Пример соответствующей кулоновской диаграммы приведен

на Рис. 5.4. Она дает вклад

+ [(N − 4)!FN−4]
[
N(N − 1)(N − 2)(N − 3)

1
N2

s
ξ
(

0 0
0 0

)
(N − 2)(N − 3)

]
3 (5.128)

и так далее.

Продолжая, получаем следующее разложение величины CN

CN = S Nξ
(

0 0
0 0

)
(5.129)

S N = (N − 2)!FN−2(N)2 − (N − 3)!FN−3(N)3
2
Ns

(N − 2)

+(N − 4)!FN−4(N)4
3

N2
s
ξ
(

0 0
0 0

)
(N − 2)2 − ... (5.130)

Теперь нам требуется связать друг с другом S N и FN . Сначала рас-

смотрим матричный элемент

PN(Q1,Q2) = 〈v| BN
0 B†Q1

B†Q2
B†N−2

0 |v〉 , (5.131)
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Рис. 5.4. Диаграммное представление вклада (5.128).

показанный в диаграммном виде на Рис. 5.5 (а). Для этого матричного эл-

мента можно сконструировать диаграммное разложение, изолируя (N − 2),

(N − 3), ... экситонов с импульсами 0 и выписав все возможные диаграммы,

в которых оставшиеся экситоны взаимодействуют непосредственно, либо

через обмен фермионами. Так мы, в частности, получаем диаграмму на

Рис. 5.5 (в) для второго члена. Для случая, когда Q1 = Q2 = 0 (PN(Q1,Q2)

сводится к N!FN), в итоге получаем

N!FN = (N − 2)!FN−2N(N − 1)
(
1 − 1

Ns

)

+(N − 3)!FN−3N(N − 1)(N − 2)
(

2
Ns
− 2

N2
s

)
(N − 2) + ...

=

(
1 − 1

Ns

)
S N (5.132)

Подставляя (5.132) в (5.129) и (5.116), вновь приходим к результату

(5.124).

Из литературы известны и иные подходы, направленные на учет фер-

мионной статистики для экситонов Френкеля. В работах Аграновича с соав-

торами [32, 33, 277], на первом этапе, упрощается исходный гамильтониан,

который сводится к разложению по степеням операторов рождения и уни-

чтожения возбуждений на узлах так, что в этом разложении присутствуют
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Рис. 5.5. (а) Диаграммное представление матричного элемента (5.131). (б) Слагаемое пер-

вого порядка: (N − 2) экситонов не участвуют в процессе. (в) Слагаемое второго порядка:

(N − 3) экситонов не участвуют в процессе.
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лишь слагаемые вплоть до четвертой степени и отсутствуют слагаемые,

зависящие от операторов чисел заполнения состояний молекул. Это дости-

гается путем учета дополнительного условия, заключающегося в том, что

сумма операторов чисел заполнения квантовых состояний (основного и воз-

бужденного) для каждого узла равна 1: N̂0n + N̂1n ≡ a†0na0n + a†1na1n = 1. Дан-

ное условие для операторов верно лишь в том случае, когда они действуют

на волновые функции в представлении чисел заполнения, удовлетворящие

соответствующему условию (N0n + N1n = 1). При этом исходные правила

коммутации для операторов рождения и уничтожения возбуждений на уз-

лах переходят в новые правила - теперь операторы B†n и Bm коммутируют для

разных m и n, но антикоммутируют для совпадающих m и n. Такие опера-

торы называют паулевскими. Это означает, что непосредственное примене-

ние коммутационной техники, развиваемой в данной главе диссертационной

работы, к такому гамильтониану с паулевским операторами более не пред-

ставляется возможным. Тем не менее, можно разрабатывать альтернативные

техники, в которых бы фигурировали операторы Паули, а не операторы со-

ставных бозонов. Так, в работе [278] исследовались невзаимодействующие

экситоны Френкеля (с использованием общей формы гамильтониана Агра-

новича, но с отбрасыванием ответственных за взаимодействие членов). При

этом операторы их рождения и уничтожения считались паулевскими. Была

применена коммутационная техника для таких операторов и вычислены мат-

ричные элементы, соответствующие (5.106) и (5.124). Подчеркнем однако,

что динамические взаимодействия в гамильтониане в [278] не учитывались

(то есть можно сказать, что вычислялась энергия основного состояния в

нулевом приближении по динамическому взаимодействию экситонов, но с

учетом кинематического их взаимодействия). Тем не менее, для матричного

элемента (5.124) получена аналогичная нашей зависимость от N, в которой

содержатся лишь слагаемые, пропорциональные N и N(N − 1), а выражение

для (5.106) идентично нашему, как это и должно быть.
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На втором этапе (если не использовать коммутационную технику),

полученный гамильтониан исследуют с помощью приближения среднего

поля, предварительно бозонизируя паулевские операторы рождения и уни-

чтожения, что вносит неконтролируемые ошибки [277]. Либо же используют

более деликатный метод, выражая эти операторы через бозонные операторы

таким образом, что гамильтониан в этих бозонных операторах представля-

ется в виде бесконечного ряда [32]. Появляющиеся таким образом дополни-

тельные слагаемые в гамильтониане, призванные описать отклонение от бо-

зонной статистики, принято, вслед за Дайсоном, называть кинематическим

взаимодействием [279]. Учет кинематического взаимодействия является из-

вестной и технически тяжелой проблемой. Подчеркнем, что это взаимодей-

ствие появляется даже в гамильтониане динамически невзаимодействующих

экситонов. Поскольку окончательный бозонизированный гамильтониан вы-

ражается в виде бесконечного ряда по операторам рождения и уничтожения,

представляется затруднительным рассмотрение задач с произвольным N, хо-

тя для задач, в которых фигурирует небольшое число экситонов (например,

всего два), подход этот относительно прост и удобен.

Подход, основанный на паулиевских операторах, приложим только к

системам с локализованными возбуждениями – такими как экситоны Френ-

келя. Предложенный же в диссертационной работе метод является развити-

ем теории многих тел для экситонов Ванье-Мотта [90], который характери-

зуется большей общностью, поскольку его можно применять для различных

составных бозонов, а не только к системам, описываемым приближением

сильной связи. Таким образом, этот метод перспективен для построения

описания с единых позиций достаточно широкого круга физических явле-

ний.

Другая возможная стратегия (в рамках общего подхода, основанного

на переходе к паулевским операторам) использовалась в работе [35] (см.

также [280] и ссылки в ней), в которой применялось описание с помощью



297

функций Грина, то есть рассматривалась цепочка уравнений Боголюбова,

которая обрывалась, так что дальнейшие манипуляции производились лишь

с первым уравнением цепочки. При этом частично учитывались кинемати-

ческие взаимодействия.

Иной метод применен в работах Черняка, Мукамеля и соавторов

[36, 38]. С самого начала, переход к паулевским или бозонным операторам

не осуществляется. Исходный гамильтониан выражался в виде бесконечно-

го ряда по степеням операторов рождения и уничтожения возбуждений на

узлах, для которых сохранялись правила коммутации составных бозонов.

Аналогичный ряд получался для коммутатора
[
Bm, B

†
n

]
. При рассмотрении

системы с N возбуждениями и в гамильтониане, и в этом коммутаторе следу-

ет сохранить члены до порядков N и N−1, соответственно. Опять же, в этом

методе оказывается технически чрезвычайно сложно рассматривать случай

произвольного N, так что вычисления производились лишь для случая двух

экситонов (исследовалась восприимчивость третьего порядка).

5.6. Краткие выводы

В этой главе диссертационной работы было развито многочастичное

описание экситонов Френкеля, в котором учитывается фермионная стати-

стика для составляющих их электронов. Данный метод является развитием

аналогичных идей для экситонов Ванье-Мотта, предложенных недавно М.

Комбеско [90].

Сначала был выведен гамильтониан системы в представлении вто-

ричного квантования, а затем - операторы рождения и уничтожения единич-

ных экситонов Френкеля. Из коммутационных соотношений для электрона

и дырки были выведены правила коммутации для этих операторов. Вы-

числяя двойной коммутатор, можно снова вернуться к оператору рождения

экситона. Это свойство позволяет отыскивать нормировочные множители
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для многочастичных волновых функций, описывающих экситоны Френке-

ля и выраженные через операторы рождения и уничтожения единичных

(невзаимодействующих) экситонов. В диссертационной работе вычислен

соответствующий множитель для состояния из произвольного количества

невзаимодействующих экситонов в основном состоянии.

Далее аналогичные коммутационные соотношения были выведены

для гамильтониана системы и оператора рождения экситона. Снова вычис-

ляя двойной коммутатор, оказывается возможным вернуться к операторам

рождения экситонов. Таким образом, получается замкнутая алгебра, позво-

ляющая вычислять средние значения гамильтониана на заданных волновых

функциях. Коммутационные правила дополняются специальными обменны-

ми диаграммами, которые удобно визуализируют вычисления.

В качестве первого приложения данной техники в диссертационной

работе вычислено среднее значение гамильтониана на волновой функции,

представляющей собой произвольное число экситонов в состоянии с им-

пульсом 0 (энергия основного состояния системы в первом приближении

по взаимодействию экситонов). Было показано, что в разложении этой ве-

личины по числу экситонов в термодинамическом пределе присутствуют

лишь линейные и квадратичные слагаемые. Предложенная техника может

использоваться для исследования различных коллективных свойств эксито-

нов Френкеля, а также и нелинейных оптических эффектов (подобно тому,

как это делается в случае экситонов Ванье-Мотта [90]).
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Заключение

1. Предложен новый способ решения уравнений Ричардсона в термодинами-

ческом пределе (вероятностный подход). В методе используется известная

электростатическая аналогия, существующая для уравнений Ричардсона

и некоторых других уравнений Бете. При этом удается избежать использо-

вания гипотезы Годена о характере распределения решений уравнений на

комплексной плоскости. От рассмотрения энергии зарядов на плоскости

впервые предложено перейти к аналогу гиббсовской вероятности при ко-

нечной, но низкой температуре. Выражение для вероятности оказывается

схожим с волновой функцией Лафлина и оно факторизуется. Далее поло-

жение центра масс системы свободных зарядов, которое и равно энергии

изначальной квантовой задачи, реконструируется путем вычисления соот-

ветствующей статистической суммы. Статистическая сумма задается мно-

гомерным интегралом сельберговского типа. Разработаны способы вычис-

ления таких интегралов, основанные на использовании свойств детерми-

нантов Вандермонде. Вычислены интегралы, относящиеся к основному и

первым возбужденным состояниям квантовой задачи при произвольном

заполнении окна Дебая (и некотором выборе контуров интегрирования).

Проведено обобщение среднеполевой теории Бардина-Купера-Шриффера

на этот случай.

2. Показано, что обобщенная теория Бардина-Купера-Шриффера точно опи-

сывает энергию основного и первого возбужденного состояний системы в

термодинамическом пределе и при нуле температур при любом заполне-

нии окна Дебая, то есть вдоль всего перехода от предела локальных пар

к плотному пределу. Данный вывод подтверждается и с помощью еще

одного метода решения уравнений Ричардсона, предложенного в диссер-

тационной работе, который позволяет находить разложение плотности

энергии системы по степеням плотности пар, то есть в виде вириального
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разложения. Оба метода могут быть применены и к другим уравнениям

анзаца Бете, среди которых уравнения Ричардсона представляют собой

лишь один пример.

3. Предложена интерпретация результата теории Бардина-Купера-

Шриффера для энергии конденсации не через сверхпроводящую

щель, а через энергию связи индивидуальной пары. В режиме Бардина-

Купера-Шриффера эта величина обеспечивает дополнительный скрытый

масштаб энергии. Этот масштаб проявляется в малоразмерных сверх-

проводниках: когда расстояния между соседними одноэлектронными

уровнями становятся сопоставимым с энергией связи пары, теория

Бардина-Купера-Шриффера перестает давать точные результаты.

4. Выявлено существование скрытой электронно-дырочной системы в урав-

нениях Ричардсона. Используя эту симметрию и некоторые дополнитель-

ные предположения, предложена аналитическая формула для энергии кон-

денсации сверхпроводника в случае модели с эквидистантным распреде-

лением одноэлектронных уровней. Формула приложима вдоль всего пе-

рехода от режима доминирования флуктуаций в образце ультрамалого

размера к термодинамическому пределу.

5. Исследованы топологические дефекты в сверхпроводниках и конденса-

тах атомов щелочных металлов, чьи размеры сопоставимы с длиной коге-

рентности. Для этого развит метод пробных функций, который применен

к различным задачам, начиная от изучения равновесных свойств таких

систем и кончая кинетикой термоактивации вихрей через поверхностный

барьер.

6. Исследованы равновесные фазовые диаграммы тонких сверхпроводящих

цилиндров во внешнем поле с учетом возможного подавления парамет-

ра порядка на границе. Прослежена эволюция вихревой фазовой диа-

граммы системы и ее рановесной намагниченности в зависимости от
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значения “длины экстраполяции” де Женна, описывающей подавление

параметра порядка на поверхности. Показано, что подавление ведет к

сглаживанию дискретного характера зависимости намагниченности от

приложенного поля. Предложено теоретическое описание результатов

серии экспериментов с малоразмерными структурами "сверхпроводник-

ферромагнетик"(диск или кольцо с магнитной точкой), в которых связь

между ферромагнетиком и сверхпроводником осуществлялась преиму-

щественно за счет магнитного поля ферромагнетика (магнитной точки).

Было получено хорошее согласие между теорией и экспериментом для

зависимости критической температуры от приложенного магнитного по-

ля. За счет специального подбора параметров системы можно добиться

так называемого π -сдвига в кольце, который может оказаться важным для

предложенной ранее конструкции кубита в виде сверхпроводящего кольца

с джозефсоновскими контактами. Исследовано влияние неоднородности

поля магнитной точки на сверхпроводящее состояние.

7. Исследованы конденсаты атомов щелочных металлов со спином 2 в ло-

вушке. Построена равновесная фазовая диаграмма и предложено простое

качественное объяснение серий фазовых переходов между состояниями

с различными типами топологических дефектов. Описаны новые типы

таких дефектов, отличающиеся экзотической спиновой текстурой. Также

рассмотрены температурные флуктуации в спинорных конденсатах, когда

атомы населяют три гиперспиновых состояния. Показано, что флуктуации

могут вести к потере когерентности между этими состояниями, что при-

водит к флуктуациям локальной намагниченности. Вычислены соответ-

ствующие характерные температуры. Для системы со спином 2 в цикли-

ческой фазе найдено решение типа “кинк” и предсказано существование

перехода с потерей огранки при повышении температуры.

8. Предложено объяснение экспериментов с наноразмерными свинцовыми
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островками, в которых наблюдается подавление поверхностного барьера

на вход и выход вихря, через термоактивацию вихрей Абрикосова через

барьер. Разработан новый подход к проблеме термоактивации вихря для

малоразмерного образца, в котором разложение параметра порядка по ре-

левантным уровням Ландау инкорпорируется в кинетическое уравнение

Фоккера-Планка. Рассмотрена возможность квантового туннелирования

вихря в тонкий островок. Определены критерии перехода от квантового

туннелирования к термоактивации. Показано, что на выход вихря наи-

большее влияние оказывают квантовые флуктуации, а на вход - темпера-

турные.

9. Рассмотрены температурные флуктуации в ультратонком наноостровке

из свинца треугольной формы, которые в настоящее время исследуются

экспериментально. Показано, что флуктуации резко усиливаются в углах

структуры. Аналогичный вывод можно сделать и для других сверхпро-

водниковых наноструктур с углами.

10. Рассмотрено проникновение вихря во вращающийся конденсат в ловуш-

ке, у которого отсутствует выраженная граница. Показано, что проник-

новение происходит через формирование пар вихрей и антивихрей на

периферии системы. Выявлена роль поверхностных мод в этом процессе.

11. Изучено температурное разупорядочивание вихревых кластеров в конден-

сатах атомов. Рассмотрены кластеры из двух оболочек. Продемонстриро-

вана сильная зависимость температуры разупорядочивания от симметрии

кластера. Эти температуры были оценены. Показано, что данное явление

можно наблюдать в реально существующих системах с атомами щелочных

металлов. Рассматривались флуктуации вихревых молекул в ловушках со

слабой дополнительной квадрупольной деформацией. Такие деформации

используются в экспериментах для облегчения процесса формирования

вихря. Были выявлены сильные эффекты соизмеримости между симмет-
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рией вихревой молекулы и квадрупольной деформацией.

12. Построена самомогласованная вариационная модель для вычисления об-

ратимой намагниченности сверхпроводника во всем диапазоне внешних

магнитных полей от нижнего до верхнего критического поля, дающая

весьма аккуратные результаты. Предложена аналитическая формула для

обратимой намагниченности.

13. Рассмотрена структура вихревой решетки в сверхпроводнике с искус-

ственным периодическим потенциалом пиннинга, образующим квадрат-

ную решетку. При этом учитывалось, что вихри стремятся выстроить-

ся в треугольную решетку. Было выявлено существование богатой фа-

зовой диаграммы системы, вызванной конкуренцией между двумя сим-

метриями. Рассмотрена та же система, но с дополнительным бепорядком.

Предложены различные сценарии потери порядка и обнаружено суще-

ствование разнообразных дефектов вихревой решетки. Исследованы ди-

намические режимы переноса вихрей в такой системе при приложении

транспортного тока. Выявлена роль кинков и антикинков в установлении

динамических режимов.

14. Развито многочастичное описание экситонов Френкеля, в котором учиты-

вается фермионная статистика для составляющих их электронов. Метод

основан на коммутационных соотношениях для операторов рождения и

уничтожения экситонов, а также - гамильтониана системы. Коммутацион-

ные соотношения дополняются специальными обменными диаграммами,

которые позволяют визуализировать вычисления. В качестве первого при-

ложения данной техники, вычислено среднее значение гамильтониана на

волновой функции, представляющей собой произвольное число невзаимо-

действующих экситонов в состоянии с импульсом 0. Было показано, что

в разложении этой величины по числу экситонов в термодинамическом

пределе присутствуют лишь линейные и квадратичные слагаемые.
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ПРИЛОЖЕНИЕ A

Вычисление интеграла Норлунда-Райса методом седловой точки

Интересно, что результаты, полученные решением уравнений

Ричардсона в разреженном пределе через разложение около решения для

изолированной пары, могут быть выведены и с помощью вероятностного

подхода, сформулированного ранее.

Основная идея заключается в том, что многомерный интеграл

Норлунда-Райса теперь не следует преобразовывать в сумму биномиаль-

ного типа; вместо этого его надо вычислять с помощью метода седловой

точки. Для статсуммы z, определенной ранее, имеем

z =

∫
dr

∏
l, j, j<l(rl − r j)2

∏N
j=1

∏NΩ

m j=0(r j +
2m j

ρ
)

exp


∑N

j=1 r j

V

 , (A.1)

где ∫
dr =

∫
dr1 . . .

∫
drN .

Квантовомеханическая энергия E выражается через логарифмическую про-

изводную z по отношению к 1/V как

E ≡ 2NεF0−
∂ln(z)
∂(1/V)

= 2NεF0−
1
z

∫
dr


N∑

j=1

r j


∏

l, j, j<l(rl − r j)2

∏N
j=1

∏NΩ

m j=0(r j +
2m j

ρ
)

exp


∑N

j=1 r j

V


(A.2)

Множитель
∏

l, j, j<l(rl − r j)2 обеспечивает связь между переменными r j, по

которым производится интегрирование. Будем использовать путь интегри-

рования для каждого r j, проходящий через известную стационарную точку

для единичной пары (линия 1, Рис. (2.2)). Эта точка соответствует энергии

связи единичной пары в задаче Купера.

Благодаря симметрии между всеми переменными r j в (A.2) можно

заменить сумму
∑N

j=1 r j на Nr1. Тогда E может быть представлена как

E = 2NεF0 − N
F1

F0
, (A.3)
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где

Fn ≡
∫

drrn
1

∏
l, j, j<l(rl − r j)2

∏N
j=1

∏NΩ

m j=0(r j +
2m j

ρ
)

exp


∑N

j=1 r j

V



=

∫
drrn

1


N∏

j=1

exp


r j

V
−

NΩ∑

m j=0

ln
(
r j +

2m j

ρ

)


∏

l, j, j<l

(rl − r j)2. (A.4)

Положение седловой точки задается решением уравнения:

∂

∂r
f (r) ≡ ∂

∂r


r
V
−

NΩ∑

m=0

ln
(
r +

2m
ρ

) =
1
V
−

NΩ∑

m=0

1
r + 2m

ρ

= 0. (A.5)

Далее, мы заменяем сумму на интеграл, что допустимо в термодинамиче-

ском пределе, и находим решение уравнения (A.5), r = εc, которое задает

энергию связи единичной пары

εc ' 2Ω
σ

1 − σ, (A.6)

и которое фактически ранее было найдено с помощью подхода, основанного

на биномиальных суммах. Введем новую переменную t, определяемую как

it = r − εc. Теперь разложим f (r) в ряд Тейлора вокруг r = εc и перепишем

f (r) как

f (εc + it) = f (εc) + ϕ(t), (A.7)

где ϕ(t) имеет вид

ϕ(t) =

+∞∑

m=2

f (m)(εc)
m!

(it)m. (A.8)

Производные f (m)(εc) могут быть легко найдены из (A.5) и (A.6)

f (m)(εc) ' (−1)m(m − 2)!
ρ

2

(
1 − σ
2Ωσ

)m−1

(1 − σm−1). (A.9)

Заметим, что при выводе (A.9) мы снова заменили суммы на интегралы.

Из (A.9) видно, что f (2)(εc) положительно, поскольку σ < 1. Таким

образом, направление наискорейшего спуска exp( f (r)) перпендикулярно ве-

щественной оси на плоскости комплексных значений r (линия 1 на Рис. 2.2).
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Поэтому положим, что t меняется от −∞ до +∞. Далее вводим нормирован-

ную переменную x вместо t

x = t
√

f (2)(εc). (A.10)

В новых обозначениях f имеет вид

f
(
εc + ix/

√
f 2(εc)

)
= f (εc) +

∞∑

m=2

αmxm, (A.11)

где

αm =
(−i)m

m(m − 1)
1 − σm−1

1 − σ δm−2, (A.12)

где δ - малая безразмерная величина, обратно пропорциональная корню из

объема системы

δ =
1√
ρΩσ

. (A.13)

Заметим, что α2 = −1/2.

Существование малой безразмерной константы δ играет ключевую

роль в дальнейшем выводе, поскольку энергия основного состояния будет

рассчитываться в виде асимптотического разложения по степеням δ. При

этом однако окажется, что δ увязывается с N, так что выражение для плот-

ности энергии в термодинамическом пределе будет по степеням плотности

пар, которая пропорциональна Nδ2 ∼ N/ρ и более не является малой. Это

обстоятельство связано с тем, что вычисляется многомерный интеграл, но

через седловую точку, соответствующую одной переменной в пренебреже-

нии связью между ними.

Далее перепишем (A.3) в виде

E = 2NεF0 − Nεc − iNδ
2Ωσ

1 − σ
Φ1

Φ0
, (A.14)

где

Φn =

∫
dxxn

1


N∏

j=1

exp


∞∑

m=2

αmxm
j



∏

l, j, j<l

(xl − x j)2, (A.15)

где интегрирование по каждой переменной x j производится от −∞ до +∞.
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Рассмотрим Φ1. Интеграл по x1 можно взять по частям:

Φ1 =

∫
dx


∏

j,l, j<l

(xl − x j)2e
∑∞

m=3 αmxm
1


′

x1

eα2x2
1

∏

j,1

e
∑∞

m=2 αmxm
j . (A.16)

Производная в подынтегральном выражении имеет вид

2
∑

j1,1

(x1 − x j1)
∏

l, j, j<l,
( j,l),(1, j1)

(xl − x j)2e
∑∞

m=3 αmxm
1

+δ

∞∑

m=2

amδ
m−2xm

1


∏

l, j, j<l

(xl − x j)2e
∑∞

m=3 αmxm
1

 , (A.17)

где

am = αm+1(m + 1)δ−(m−1) =
(−i)m+1

m
1 − σm

1 − σ . (A.18)

Первое слагаемое в (A.17) становится равным в точности нулю после под-

становки в (A.16) и интегрировании по всем x j из-за симметрии, что можно

легко проверить, производя взаимную перестановку x1 ←→ x j1. Второе сла-

гаемое после интегрирования дает разложение Φ1 через Φ2, Φ3 и т.д. с

коэффициентами, содержащими все более и более высокие степени δ

Φ1 = δ

∞∑

m=2

amδ
m−2Φm. (A.19)

Теперь рассмотрим первое слагаемое в разложении (A.19), которое

линейно по δ. Φ2 может быть преобразовано тем же способом, что и Φ1.

А именно, производится интегрирование по переменной x1 по частям. По-

лучается выражение, идентичное с (A.16), в котором однако выражение в

квадратных скобках домножается на x1. Производная этого выражения мо-

жет быть записана как

∏

l, j, j<l

(xl − x j)2e
∑∞

m=3 αmxm
1

+2x1

∑

j1,1

(x1 − x j1)
∏

l, j, j<l,
( j,l),(1, j1)

(xl − x j)2e
∑∞

m=3 αmxm
1
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+δ

∞∑

m=2

amδ
m−2xm+1

1

∏

l, j, j<l

(xl − x j)2e
∑∞

m=3 αmxm
1 . (A.20)

После интегрирования первое слагаемое дает Φ0. Второе слагаемое пред-

ставляет собой сумму N − 1 членов. Производя перестановку x1 ←→ x j1,

убеждаемся, что каждый член дает в точности Φ0 после интегрирования.

Третье слагаемое порождает линейную комбинацию Φm с m, начинающего-

ся с 3. В результате, для Φ2 имеем

Φ2 = NΦ0 + δ

∞∑

m=2

amδ
m−2Φm+1. (A.21)

Теперь подставим (A.21) в выражение (A.19), после чего получим

Φ1 = δNΦ0a2 + δ2
∞∑

m=2

a(1)
m+1δ

m−2Φm+1

= δNΦ0a2 + O(δ2), (A.22)

где a(1)
m+1 - новый коэффициент разложения:

a(1)
m+1 = am+1 + a2am. (A.23)

Выражение (A.22) дает Φ1/Φ0 в низшем порядке по δ. Подставим его в

выражение для энергии, задаваемое (A.14). Вместе с (A.18) для m = 2 и

определением δ это приводит к соотношению

E = EN +
N
ρ

1 + σ

1 − σ + O
(
ρ−3/2

)
, (A.24)

где EN дается (3.25). Второе слагаемое в (A.24) является интенсивным, а не

экстенсивным, поэтому его можно опустить. Конечно, следует помнить, что

третье слагаемое O
(
ρ−3/2

)
вовсе не обязано быть интенсивным из-за связи

между δ и N.

Таким образом, мы вычислили поправку к энергии N невзаимодей-

ствующих пар в низшем порядке по δ, дающем ненулевой вклад, то есть

пропорциональную δ2. Эта поправка оказывается пропорциональной N(Nδ2)
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(из-за зацепления δ и N), то есть экстенсивной. Более того, эта первая по-

правка уже дает полную энергию системы, что видно из сравнения с ре-

зультатами метода, основанного на биномиальных суммах. Таким образом,

задача на данный момент сводится к тому, чтоб показать, что третье слага-

емое в (A.24) дает лишь интенсивный вклад, которым можно пренебречь,

то есть что вириальное разложение энергии в термодинамическом пределе

обрывается. Эта задача кратко рассмотрена ниже, где с помощью довольно

тяжелых вычислений показано, что два следующих слагаемых действитель-

но интенсивны. Подчеркнем, что с помощью данного метода мы не можем

доказать подобного утверждения для всех остальных слагаемых, тогда ме-

тод, основанный на биномиальных суммах, позволяет это сделать.

Итак, рассмотрим Φ3. Преобразуем выражение для Φ3, используя

интегрирование по частям, как уже было сделано для Φ1 и Φ2

Φ3 = 2NΦ1 + δ

∞∑

m=2

amδ
m−2Φm+2. (A.25)

Далее, подставим (A.25) в (A.22) и получим таким образом следующее вы-

ражение для Φ1/Φ0

Φ1

Φ0
= δNa2

1

1 − 2δ2Na(1)
3

1 +
δ2

Na2

∞∑

m=3

a(2)
m+1δ

m−3 Φm+1

Φ0

 , (A.26)

где

a(2)
m+1 = a(1)

m+1 + a(1)
3 am−1. (A.27)

Теперь рассмотрим первое слагаемое в сумме в (A.26). Снова инте-

грируя по частям, получаем

Φ4 ' 2NΦ2 + NΦ1,1 + δ

∞∑

m=4

am−2δ
m−4Φm+1, (A.28)

тогда как Φm,n дается (A.15) с xn
1, измененным на xm

1 xn
2. Φ1,1 сводится к

Φ1,1 = −Φ0 + δ

∞∑

m=1

am+1δ
m−1Φ1,m+1. (A.29)
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Теперь подставим (A.29) для Φ1,1 и (A.21) для Φ2 в (A.28) для Φ4, а полу-

ченное выражение для Φ4 - в (A.26) для Φ1. Полученное выражение для Φ1

может быть представлено в виде суммы двух вкладов

Φ1 = G1 + G2, (A.30)

где

G1 = δN
Φ0a2

1 − 2a(1)
3 δ2N

1 +
2a(2)

4

a2
δ2N

 , (A.31)

G2 =
δ4

1 − 2a(1)
3 δ2N


∞∑

m=4

a(3)
m+1δ

m−4Φm+1 + a(2)
4 N

∞∑

m=2

amδ
m−2(2Φm+1 + Φ1,m)

 ,
(A.32)

где

a(3)
m+1 = a(2)

m+1 + a(2)
4 am−2. (A.33)

Можно убедиться, что

a(2)
4 + a(1)

3 a2 = 0 (A.34)

для любого σ. Поэтому из-за точного сокращения числителя и знаменталя

(A.31) для G1 сводится к

G1 = (δN)Φ0a2. (A.35)

Это означает, что слагаемые, процорциональные Nδ(Nδ2) = N2δ3, которые

присутствуют в G1 и отсутствуют в G2, также отсутствуют в разложении

Φ1/Φ0 по степеням δ. Как ясно видно из (A.14), именно эти слагаемые дают

вклад порядка N(N/ρ)2 ∼ N(Nδ2)2 в энергию или, что эквивалентно, - слага-

емые, пропорциональные квадрату плотности пар (∼ (N/ρ)2) - в плотность

энергии.

Сделаем здесь небольшой комментарий. В целом, используемая про-

цедура может быть описана следующим образом. На каждом шаге Φm вы-

ражается через линейную комбинацию всех возможных слагаемых вида

Φm1,m2,... с суммой неотрицательных целых m, равной m − 2 и соответствую-

щими множителями, не зависящими от δ, и разложение, содержащее δnΦm+n,
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где n начинается с 1. Далее, через интегрирование по частям, все эти новые

члены Φm1,m2,... представляются через аналогичные величины, но с суммой

m, меньшей на 2. В конце концов, в зависимости от четности m, мы “опуска-

емся” до Φ0 или Φ1. Эта рекурсивная, древоподобная процедура становится

все более и более сложной по мере роста m. Именно поэтому удалось вы-

числить лишь несколько первых слагаемых в вириальном разложении.

Кратко опишем, как следует действовать для вычисления следующего

слагаемого в энергии, которое пропорционально N(N/ρ)3. Рассматривается

Φ5. Затем Φ5 выражается через Φ3 (см. (A.25)), Φ1,2 и Φn при n, начинающих-

ся с 6. Φ1,2 выражается через Φ1 и Φ2,n, n начинается с 2. Потом подобные

действия производятся с Φ6. В итоге, все полученные выражения подстав-

ляются в (A.30)-(A.32) для Φ1, что приводит к появлению более сложной

дроби для энергии основного состояния, чем дробь (A.26), которая фигури-

ровала на предыдущем шаге. Новая дробь включает более высокие степени

δ.

Раскладывая эту дробь по степеням δ, окончательно убеждаемся, что

слагаемые в Φ1/Φ0, пропорциональные Nδ(Nδ2)2 = N3δ5, равны нулю из-за

следующего нетривиального сокращения

5a(4)
6 + 10a(3)

5 a2 + a(2)
4 (4a3 + 9a2

2) = 0, (A.36)

где

a(4)
m+1 = a(3)

m+1 + a(3)
5 am−3. (A.37)

Опять-таки (A.36) выполняется при любом σ. Поэтому из (A.14) следует,

что слагаемые, пропорциональные N(N/ρ)3 ∼ N(Nδ2)3, отсутствуют в выра-

жении для квантовомеханической энергии.

Итак, предложенный здесь метод может использоваться для вычисле-

ния разложения энергии системы в виде разложения по степеням плотности

пар, то есть вириального разложения. Вычисление каждого последующего

слагаемого требует все больших и больших усилий. Метод аналогичен пред-
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ложенному в параграфе 2.3 способу непосредственного решения уравнений

Ричардсона через разложение вокруг энергии единичной пары, в котором не

используется вероятностный подход. Данный метод может использоваться

для других уравнений Бете, а также для вычисления интегралов сельбергов-

ского типа, возникающих в разных контекстах.

Отметим, что метод интегрирования через седловую точку для инди-

видуальной пары имеет явные минусы по сравнению с методом, основан-

ным на работе с биномиальными суммами. Помимо большей технической

сложности, вычисление энергии возбужденных состояний в его рамках пред-

ставляется проблематичным. Кроме того, в методе используется замена сум

на интегралы, как это делалось при выводе (A.6). Вообще говоря, суммы

такого типа должны быть выражены через Γ-функции. Сохраняя лидирую-

щий порядок в разложении этих Γ-функций по 1/ρ, получаем приближение,

использованное здесь. Пренебрежение всеми оставшимися слагаемыми ве-

дет к погрешностям порядка δ2 ∼ 1/ρ во многих величинах. К счастью,

это не приводит к появлению патологических экстенсивных слагаемых, но

порождает искусственные интенсивные вклады (которые мы здесь повсюду

отбрасывали). Возможно, что самый большой недостаток метода состоит в

том, что эффект уменьшения энергии связи пары в конфигурации со мно-

гими парами по сравнению со случаем изолированной пары, имеет явно

дискретное происхождение, тогда как в рамках предложенного метода он

получается из континуального приближения, то есть не прямым образом.
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