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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследования

В последние годы в физике конденсированного состояния как теоретически,

так и экспериментально активно исследуются различные низкоразмерные струк-

туры. В частности, устойчивый интерес проявляется к изучению свойств 2D-

электронного газа со спин-орбитальным взаимодействием (СОВ), графена, то-

пологических изоляторов (ТИ) и др. Необычность свойств таких систем, прежде

всего, связана как с их квантовой, так и с релятивистской природой. В частности,

последние два объекта прежде всего привлекательны благодаря линейному зако-

ну дисперсии – как у релятивистской безмассовой частицы. В этой связи целе-

сообразно исследовать общие закономерности физических явлений, связанных с

особенностями такого спектра. Так, несомненный интерес представляет изуче-

ние пространственно-временно́й эволюции волновых пакетов за долгосрочный

период.

Хорошо известно, что пространственно-временнáя эволюция квантовой си-

стемы с дискретным, но неэквидистантным спектром может быть весьма слож-

ной. Как показано в работе Авербуха и Перельмана [1], для начального состоя-

ния, «собранного» из собственных состояний системы с квантовыми числами 𝑛

из некоторой области вблизи заданного значения 𝑛0 ≫ 1, коэффициенты разло-

жения спектра 𝐸𝑛 в ряд Тейлора вблизи этого значения определяют различные

временны́е масштабы эволюции волнового пакета.

Так, первоначально локализованный волновой пакет движется периодически

вдоль классической траектории с периодом 𝑇𝑐𝑙 = 2𝜋~/𝐸 ′
𝑛0

. Однако, спустя неко-

торое время, нелинейные по (𝑛 − 𝑛0) слагаемые в разложении энергетического

спектра 𝐸𝑛 становятся существенными, что приводит к расплыванию волново-

го пакета. Следующий этап эволюции полуклассических волновых пакетов для

большого класса квантовых систем универсален [1]. В частности, в момент вре-
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мени 𝑇𝑅 = 4𝜋~/
⃒⃒
𝐸 ′′

𝑛0

⃒⃒
разность фаз отдельных компонент волновой функции

пакета благодаря наличию квадратичных слагаемых в разложении спектра ста-

новится кратна 2𝜋, что приводит к полному восстановлению волнового паке-

та. В моменты времени дробного возрождения 𝑡 =
𝑚

𝑛
𝑇𝑅 (где 𝑚 и 𝑛 – взаим-

но простые числа) разность фаз между подмножеством компонент собственных

функций оказывается стационарной, волновой пакет распадается на серию под-

пакетов. После нескольких воcстановлений формы пакета наблюдается сложное

распределение плотности вероятности по классической траектории.

В течение последних десятилетий явления коллапса и возрождения были изу-

чены теоретически и экспериментально в различных квантовых системах. В

частности, полное и дробное восстановление волнового пакета было исследо-

вано теоретически для ридберговского атома, молекул и низкоразмерных кван-

товых структур. Так, расчеты возмущения высокоэнергетичных ридберовских

состояний под воздействием короткого лазерного импульса, а также полной

мощности излучения атома были выполнены в [2]. Пространственно-временнáя

динамика атома водорода была рассмотрена в работе [3] путем построения вол-

нового пакета с минимальной неопределенностью (т.е. когерентного состояния

квантового гармонического осциллятора), движущегося по кеплеровской орби-

те. Можно показать, что и классические, и квантовые свойства, связанные с

дискретностью и нелинейностью энергетического спектра, неизбежно приводят

к долговременной эволюции волнового пакета (когда расплывшийся волновой

пакет через некоторое время восстанавливает свою первоначальную форму –

возрождается, потом снова коллапсирует и т.д.). Ромера и др. [4] изучали цик-

лотронную динамику электронов в монослойном графене, где низкоэнергети-

ческие возбуждения являются безмассовыми дираковскими фермионами. Ими

показано, что в случае, когда электроны описываются волновыми пакетами, со-

держащими состояния только с положительными энергиями (однозонный вол-

новой пакет), наличие магнитного поля приводит к восстановлению осцилляций

электрического тока. В случае, когда начальный пакет включает в себя состоя-

ния как с положительными, так и с отрицательными энергиями, восстановление

электрического тока проявляется вместе с явлением Zitterbewegung (ZB), или

trembling motion. Квазиклассическая эволюция и явления разрушения и возрож-
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дения волновых пакетов в графеновых квантовых точках в перпендикулярном

магнитном поле были изучены в [5].

Уравнение Дирака также предсказывает неожиданные особенности реляти-

вистского движения. В [6] рассмотрена эволюция релятивистских волновых па-

кетов в магнитном поле и предсказано три режима: макроскопический, мик-

роскопический и мезоскопический (промежуточный), когда энергия электро-

на включает в себя несколько десятков уровней Ландау. В этом случае реля-

тивистская модель оказывается идентичной модели взаимодействия Джейнса-

Каммингса и анти-Джейнса-Каммингса [7], широко используемой в квантовой

оптике. В работе [6] был предложен релятивистский аналог состояний типа

«шредингеровский кот» (или «дираковский кот») для релятивистских уровней

Ландау, когда внешнее магнитное поле связывает состояния релятивистской ча-

стицы со спином 1
2 .

Русиным и Завадским рассмотрен эффект «дрожащего» движения (ZB) цен-

тра волнового пакета для релятивистских электронов, движущихся в вакууме в

присутствии внешнего магнитного поля [8]. Так же как в классической работе

Шредингера [9], они использовали одноэлектронное приближение и получили,

что в этом случае эффект ZB очень мал. Авторы работы [8] замечают, что в

соответствии с результатами, полученными в [10], полностью занятые электрон-

ные состояния с отрицательной энергией (дираковский вакуум) предотвращают

появление интерференции и, соответственно, ZB. По этой причине ZB – ма-

тематическое свойство одноэлектронного уравнения Дирака, которое не может

наблюдаться для реальных электронов. Так, вычисления в [8] были сделаны для

2+1 и 3+1 уравнений Дирака для параметров, которые соответствуют движению

захваченных ионов в недавних экспериментах [11].

В работе [12] изучена эволюция двухуровневого атома, взаимодействующего

с квантующим полем, первоначально находящемся в когерентном состоянии. В

этой системе исследовались явления коллапса и возрождения. Было показано,

что возникновение коллапса связано с изменением начального состояния атома

полем. При временах, равных половине времени возрождения, чистое состояние

поля, которое представляет собой мезоскопическую суперпозицию когерентных

состояний, может быть названо состоянием типа «шредингеровский кот».



— 7 —

Также явление коллапса и возрождения наблюдалось экспериментально в раз-

личных нелинейных квантовых моделях. В частности, это двухуровневый атом,

запертый в микроволновой полости [13]; ридберговские волновые пакеты в ато-

ме [14] и т.д. Интересно отметить, что методы лазерного разделения изотопов,

которые используют явление возрождения, были предложены и реализованы

в [15]. В эксперименте Монро и др. [16] была реализована суперпозиция двух

различных когерентных состояний для ионного осциллятора в гармоническом

потенциале.

В работе [17] теоретически исследована квантовая динамика свободных ре-

лятивистских частиц, описываемых трехмерными гауссовскими волновыми па-

кетами с различной начальной спиновой поляризацией. Также изучено влияние

симметрии начального волнового пакета на его кинематические характеристики,

такие как средняя скорость, направление ZB, спиновая плотность и т.д. Ранее

этими же авторами были изучены эффекты расщепления и ZB электронных вол-

новых пакетов, сформированных в 2D электронном газе со спин-орбитальным

взаимодействием Рашбы и в монослойном графене [18–20].

В работе [A1] исследуется долгосрочная циклотронная динамика релятивист-

ских электронов, которые подчиняются уравнению Дирака. Для этого выбира-

ется инерциальная система, в которой компонента импульса вдоль направле-

ния магнитного поля рана нулю. Такой специальный выбор системы отсчета

позволяет без потери общности представить большинство результатов в доста-

точно простой аналитической форме. Для описания поведения релятивистской

частицы используется суперпозиция стационарных состояний, являющихся ре-

шением уравнения Дирака, с квантовыми числами 𝑛 ∼ 𝑛0 ≫ 1. Показано, что

структура четырехкомпонентной электронной волновой функции, а также нали-

чие в спектре двух энергетических зон приводит к довольно сложной динамике

волновых пакетов. Далее проводится аналитическое и численное исследование

пространственно-временно́й эволюции электронной функции плотности веро-

ятности и спиновой плотности, а затем данная эволюция визуализирована во

времени. В частности, в работе обсуждается аналогия между стационарными

состояниями релятивистского электрона в магнитном поле и моделью Джейнса-

Каммингса. Далее изучается динамика электронных волновых пакетов в слу-

чае, когда они содержат состояния только с положительными энергетическими
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уровнями Ландау. Визуализирована пространственная структура пакетов, кото-

рая формируется в моменты дробного возрождения, обсуждаются физические

эффекты, связанные с появлением таких структур, также представлено подроб-

ное описание спиновой прецессии. Проводится исследование мезоскопического

волнового пакета, который представляет собой суперпозицию стационарных со-

стояний как с положительными, так и с отрицательными энергиями. Также об-

суждаются некоторые особенности, сопровождающие явление возрождения для

таких волновых пакетов, в частности, эффект ZB. Ряд нетривиальных аналити-

ческих вычислений вынесен в приложения A, Б и В.

В физике конденсированного состояния материалом с линейным законом дис-

персии, подобно дираковской безмассовой частице, в настоящее время является

графен. Кристаллическая структура графена (точечная группа 𝐷6ℎ) представля-

ет собой две треугольные подрешетки (условно – 𝐴 и 𝐵), вложенные одна в

другую, образуя гексагональную кристаллическую решетку (рис.1(a)). Соответ-

ственно, примитивная ячейка графена содержит два атома углерода, что обу-

словливает (без учета спин-орбитального взаимодействия) двухкомпонентность

электронной волновой функции. При этом верхняя компонента волновой функ-

ции отвечает локализации электрона на подрешетке 𝐴, нижняя – на атомах

подрешетки 𝐵: Ψ =

(︃
Ψ𝐴

Ψ𝐵

)︃
. Таким образом, в графене двухкомпонентность

волновой функции связана не со спином, а с псевдоспином, а одноэлектрон-

ный эффективный гамильтониан может быть записан с помощью матриц Паули

𝐻̂ = 𝜐𝐹 (p,𝜎) (𝜐𝐹 ≈ 108 см/с – скорость Ферми). Соответственно, псевдоспин в

графене всегда оказывается параллелен импульсу.

Зона Бриллюэна графена представляет собой правильный шестиугольник, в

вершинах которого расположены неэквивалентные точки 𝐾 и 𝐾 ′ (две долины), в

которых происходит касание зоны проводимости и валентной зоны, образуя так

называемые точки Дирака (рис.1(b)). Вблизи этих точек закон дисперсии носит

линейный характер, и носители в графене при низких энергиях описываются

гамильтонианом дираковского типа. Естественное положение уровня Ферми в

графене совпадает с точкой Дирака. В то же время его положением можно эф-

фективно управлять с помощью электрического поля затвора, что является очень

привлекательным для развития электроники. Зонная структура идеального листа
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(a) (b)

Рисунок 1: (a) Кристаллическая решетка графена, состоящая из вложенных одна
в другую треугольных подрешеток 𝐴 и 𝐵; (b) cхематичное изображение энерге-
тического спектра монослойного графена.

графена не имеет энергетической щели. По этой причине дираковские электро-

ны являются безмассовыми и проявляют необычные свойства, такие как полное

прохождение через потенциальный барьер при нормальном падении (так назы-

ваемый парадокс Клейна [24, 25]), ZB [20, 26] и т.д. Таким образом, в физике

конденсированного состояния несколько лет назад появился реальный объект,

на котором оказалось возможным исследовать поведение безмассовых заряжен-

ных частиц.

Так, в работе [A2] исследуется эволюция волновых пакетов в монослойном и

двухслойном графене, помещенном в перпендикулярное магнитное поле. Двух-

компонентность волновой функции, а также наличие двух энергетических зон

в графене обусловливает сложную долгосрочную динамику волновых пакетов.

Аналитически и численно исследована пространственно-временнáя эволюция

плотности вероятности для пакетов, содержащих состояния как одной, так и

двух энергетических зон. Волновые пакеты визуализированы в характерные мо-

менты времени коллапса и возрождения. Обсуждается динамика волновых паке-

тов, возбужденных в 𝑘-пространстве вблизи неэквивалентных дираковских то-

чек.

Релятивистским эффектом, связанным с взаимодействием спинового магнит-

ного момента электрона с магнитным моментом его орбитального движения,
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является спин-орбитальное взаимодействие. Другими словами, если связать си-

стему отсчета с движущимся в электрическом поле ядра электроном, то на его

собственный магнитный момент будет действовать магнитное поле B =
1

𝑐
[v,E],

тем самым обеспечивая взаимодействие спиновой и орбитальной степеней сво-

боды. Однако, чтобы корректно определить величину спин-орбитального вза-

имодействия необходимо учитывать не только магнитное поле, возникающее

при переходе в собственную систему отсчёта, но и релятивистский кинема-

тический эффект томасовской прецессии [27]. Альтернативный метод расче-

та связан с нерелятивистским приближением в уравнении Дирака (с точно-

стью до членов 𝑣2/𝑐2) и последующим преобразованием Фолди-Воутхаузена.

В результате, гамильтониан спин-орбитального взаимодействия принимает вид

𝐻̂𝑆𝑂 = − ~
4𝑚2

0𝑐
2
𝜎 [k,∇𝑉 ] (𝑚0 – масса свободного электрона, 𝑐 – скорость све-

та, k = p/~ – волновой вектор, ∇𝑉 – градиент потенциальной энергии части-

цы). Хорошо известно, что в атомной физике спин-орбитальное взаимодействие

(наряду с другими релятивистскими поправками того же порядка) приводит к

тонкой структуре атомных спектров.

Однако, влияние спин-орбитального взаимодействия на электронные состо-

яния в объемных полупроводниках и в низкоразмерных полупроводниковых

структурах обладает своими особенностями. Так, вид гамильтониана спин-

орбитального взаимодействия существенным образом зависит от симметрии 3D-

кристалла или низкоразмерной структуры. В настоящее время одними из самых

популярных и технологически удобных полупроводников являются соединения

типа 𝐴3𝐵5 с гексагональной структурой вюрцита или структурой цинковой об-

манки, типичными представителями которого являются 𝐺𝑎𝐴𝑠 и 𝐼𝑛𝐺𝑎𝐴𝑠. В та-

ких 3D-полупроводниках – без центра инверсии – спин-орбитальное взаимодей-

ствие описывается известным гамильтонианом Дрессельхауза [28], содержащим

кубические по 𝑘 слагаемые. В двумерном же случае размерное квантование при-

водит к спин-орбитальному взаимодействию двух типов с линейными по 𝑘 сла-

гаемыми в гамильтонианах. Так, если структура выращена из полупроводника

без центра инверсии, то спин-орбитальное взаимодействие описывается гамиль-

тонианом Дрессельхауза 𝐻𝐷 = 𝛽(𝑘𝑥𝜎𝑥 − 𝑘𝑦𝜎𝑦). Величина константы 𝛽 довольно

сильно зависит от ширины квантовой ямы. В то же время, если структура –

квантовая яма – является асимметричной (т.е. когда 𝑉 (𝑧) ̸= 𝑉 (−𝑧), 𝑧 – ось кван-
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товой ямы), такой вклад в спин-орбитальное взаимодействие описывается га-

мильтонианом Рашбы [29] 𝐻̂𝑅 = 𝛼(𝑘𝑦𝜎𝑥−𝑘𝑥𝜎𝑦) с константой 𝛼, которая зависит

от степени асимметрии квантовой ямы. Более того, ее можно также изменять,

прикладывая перпендикулярно к плоскости 2D-электронного газа электрическое

поле. Таким образом, на 2D-электрон действует эффективное магнитное поле,

в общем случае состоящее из двух слагаемых. Так или иначе изменяя пара-

метры квантовой ямы, можно управлять константами спин-орбитального вза-

имодействия Рашбы и Дресссельхауза и, следовательно, видоизменять спектр

2D-электронного газа.

Одной из фундаментальных задач спинтроники является управление потока-

ми поляризованных по спину электронов. В связи с этим в ряде работ, опубли-

кованных в последние годы, рассматривались такие устройства, как спиновые

фильтры, спиновые транзисторы и т.д. В частности, в работах [30, 31] обсужда-

ется возможность управления баллистическим кондактансом квазиодномерного

канала с помощью постоянного магнитного поля, ориентированного различным

образом в плоскости 2D-электронного газа. В работах [A3], [A4] нами рассмот-

рен 2D-электронный газ в квазиодномерном канале, разделенном туннельно-

прозрачным барьером. Такой барьер может быть создан методами электронной

или зондовой литографии. Рассчитан энергетический спектр, а также кондак-

танс канала. Показано, что при изменении напряжения на барьере возникают

дополнительные экстремумы в спектре, что приводит к немонотонному измене-

нию кондактанса. Таким образом, предложен способ управления кондактансом в

гетеропереходах. Кроме того, для более полного изучения свойств канала иссле-

дована динамика волновых пакетов в тонких проволоках на базе гетероструктур

𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐼𝑛0,23𝐺𝑎0,77𝐴𝑠 и 𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠 со спин-орбитальным взаимодействием

Рашбы. Найдены спиновые поляризации. Обнаружен эффект «разбегания» вол-

новых пакетов относительно их центра масс, а также ZB центров этих пакетов.

Проведено сравнение характера осцилляций волновых пакетов и спиновой плот-

ности для свободных 2D-электронов и в условиях конфайнмента. Расчеты про-

ведены для параметров реальных структур как со слабым, так и сравнительно

сильным спин-орбитальным взаимодействием.

Как известно, спин-орбитальное взаимодействие в некоторых материалах

приводит к формированию поверхностных (краевых) состояний, являющихся
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топологически защищенными от рассеяния. Как в теории, так и в экспериментах

сравнительно недавно обнаружено новое семейство таких материалов – тополо-

гических диэлектриков, или топологических изоляторов, которые были открыты

в 2008 г. Простейший пример топологического изолятора – зонный диэлектрик

(трехмерный или двумерный), образующий поверхностные проводящие состо-

яния. В общем случае, топологический изолятор – любая система со щелью в

спектре в объёме, но бесщелевыми состояниями на поверхности (как схематич-

но изображено на рис. 2). Прототипом новых объектов – топологических изо-

ляторов – может служить, в частности, контакт (гетеропереход) между двумя

материалами (полупроводниками) с взаимно инвертированными зонами, пред-

ложенный в работе [32].

Рисунок 2: Схематичное изображение энергетического спектра топологического
изолятора.

Состояние, возникающее в двумерном электронном газе под действием пер-

пендикулярного к его плоскости внешнего магнитного поля, принято называть

квантовым холловским состоянием. Вещество в таком состоянии, как и обычный

диэлектрик, не проводит ток. Однако, на границе такой структуры вследствие

отражения 2D-электронов от краев образуется проводящая область, направле-

ние движения электронов вдоль которой определяется направлением внешнего

магнитного поля и, как следствие, рассеяние назад из-за примесей практически

отсутствует. В отличие от 2D-электронного газа, в топологических изоляторах

функцию магнитного поля играет спин-орбитальное взаимодействие, и электро-

ны могут перемещаться вдоль краев в обоих направлениях (в зависимости от на-
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правления их спинов) [33–35]. Существование таких спин-холловских изолято-

ров оказалось подтверждено на эксперименте, проведенном на квантовых ямах в

гетероструктурах 𝐻𝑔𝑇𝑒, 𝐶𝑑𝑇𝑒 [36]. Таким образом, впервые удалось наблюдать

двумерные топологические изоляторы. Известно, что материалы, являющиеся

трехмерными топологическими изоляторами, должны обладать сильным спин-

орбитальным упорядочением с энергией порядка ширины запрещенной зоны.

Такими материалами оказались 𝐵𝑖𝑥𝑆𝑏1−𝑥 [37], 𝐵𝑖2𝑆𝑒3, 𝐵𝑖2𝑇𝑒3 и 𝑆𝑏2𝑇𝑒3 [38],

𝐵𝑖2𝑇𝑒2𝑆𝑒 [39], 𝑇 𝑙𝐵𝑖𝑆𝑒2 [40].

3D топологические изоляторы подразделяются на два класса: «слабые» и

«сильные». В последнем случае энергетический спектр на поверхности нетри-

виального диэлектрика содержит нечетное число дираковских точек, определя-

емых эффективным гамильтонианом вида 𝐻̂𝑇𝐼 = 𝜐𝐹n [p × 𝜎] (n – вектор нор-

мали к поверхности топологического изолятора). Таким образом, на поверхно-

сти топологического изолятора спин электрона жестко связан с направлением

его импульса вследствие сильного спин-орбитального взаимодействия в объеме

топологического изолятора. Ко «второму поколению» сильных топологических

изоляторов относятся 𝑆𝑏2𝑆𝑒3, 𝐵𝑖2𝑆𝑒3 и 𝑆𝑏2𝑇𝑒3 с величиной запрещенной зоны

порядка 0,1 − 0,3 эВ, чего достаточно для проявления специфических свойств

этих материалов даже при комнатных температурах. Энергетический спектр по-

верхностных состояний в данном случае состоит из одной точки Дирака.

Положение уровня Ферми в топологических изоляторах определяется хими-

ческим составом вещества. Однако, с помощью легирования поверхности и объ-

ема топологических диэлектриков определенными примесями возможно изме-

нять положение уровня Ферми, например, в 𝐵𝑖2𝑆𝑒3 [41]. Также управлять уров-

нем Ферми в объеме и на поверхности топологического изолятора можно с по-

мощью изменения стехиометрии, а также с помощью отжига.

Кроме перечисленных выше топологических изоляторов были предсказаны

также топологические изоляторы, в которых отсутствует спин-орбитальное вза-

имодействие – это так называемые топологические кристаллические изолято-

ры [42]. Как установлено недавно в работе [43], к этому классу соединений отно-

сятся сплавы 𝑃𝑏1−𝑥𝑆𝑛𝑥𝑆𝑒 и кристаллы 𝑆𝑛𝑇𝑒. Также объектами, относящимися

к семейству топологических изоляторов, являются сверхтекучий 3𝐻𝑒−𝐵 [44], а

также лента Мёбиуса, сделанная из графеновой ленты [45].
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Таким образом, на поверхности материала, принадлежащего классу тополо-

гических изоляторов, возникают поверхностные проводящие состояния с линей-

ным законом дисперсии и жестко связанным с направлением импульса спином

электрона. Естественно, что в случае когда топологический изолятор представ-

ляет собой пленку конечной толщины, возникающие на каждой ее поверхно-

сти (топологически защищенные) состояния, в принципе, будут оказывать вли-

яние друг на друга. Очевидно, что это влияние будет тем сильнее, чем больше

перекрываются волновые функции стационарных состояний на противополож-

ных поверхностях топологического изолятора. Этот эффект, приводящий к ка-

чественной перестройке поверхностного спектра, максимально проявляется в

случае тонких пленок (ultrathin film). Исследованию данного явления посвяще-

но немало работ (см., например, [46]). Результатом квантового туннелирования

поверхностных состояний является, прежде всего, появление в их спектре щели,

не только величина которой, но и знак оказываются функцией толщины пленки.

Кроме того, ориентация спина носителя в тонкой пленке зависит от его волново-

го вектора k. Причем, в окрестности Г-точки зоны Бриллюэна она определяется

величиной щели, а вблизи границ – «спин-орбитальным» слагаемым 𝐵𝑘2𝜎𝑧.

Описанные особенности спектра поверхностных состояний 3D топологиче-

ских изоляторов дают повод к интенсивному и всестороннему изучению этих

материалов как теоретически, так и экспериментально. Так, в работе [A5] про-

ведено теоретическое исследование пространственно-временно́й эволюции элек-

тронных волновых пакетов, сформированных в тонких пленках и на поверхно-

сти 3D топологических изоляторов на примере 𝐵𝑖2𝑆𝑒3. Эволюция таких паке-

тов определяется спецификой граничных (поверхностных) квантовых состояний

топологического изолятора, а также начальными размерами и спиновой поляри-

зацией. Установлена роль основных параметров гамильтониана, определяющих

форму электронной и спиновой плотности и характер осцилляций типа ZB. Для

аналитических расчетов использован метод стационарной фазы.

Из-за эффекта Клейна локализовать электроны в графене электростатическим

потенциалом невозможно. Это свойство графена затрудняет его применение в

электронных устройствах [47]. Однако, как недавно было показано в [48], есть

возможность локализовать безмассовые дираковские частицы в листе гафена с

помощью неоднородного магнитного поля. Локализация также может быть до-
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стигнута комбинацией электрического и однородного магнитного полей [49,50].

Кроме того, дираковские электроны могут быть локализованы только электро-

статически в щелевом графене.

Щель может быть открыта вследствие влияния подложки или создания поля

напряжений, а также осаждением или адсорбцией молекул на слой графена. На-

пример, две углеродные подрешетки графена, расположенные на гексагональном

нитриде бора (ℎ−𝐵𝑁 ), становятся неэквивалентными благодаря их взаимодей-

ствию с подложкой, в результате чего в спектре открывается щель [51]. Гидро-

генизированный слой графена (графан) является полупроводником с величиной

щели порядка нескольких эВ [52].

Кроме того, существует возможность пространственной модуляции щели (т.н.

массовые частицы) в графене. Ранее было показано, что пространственная зави-

симость массы приводит к подавлению туннелирования Клейна и возможности

формирования локализованных состояний [53, 54]. Необходимая щелевая моду-

ляция может быть создана, например, в графене на подложке из различных ди-

электриков. Также для этой цели эффективно использование неоднородно гидро-

генизированного графена или графенового листа с неравномерно осажденными

молекулами 𝐶𝑟𝑂3. Соответственно, можно изготовить различные графеновые

гетероструктуры с переменной щелью. В частности, путем периодической моду-

ляции ширины запрещенной зоны на основе графена может быть сформирована

сверхрешетка (CР).

В последнее время электронная структура графена во внешнем периодиче-

ском потенциале являлась предметом многочисленных исследований [55–70].

Возрастающий интерес к сверхрешеткам на основе графена связан с предска-

занной возможностью изготовления структуры из системы уровней с помощью

периодического потенциала, что открывает новые пути для приготовления элек-

тронных приборов на основе графена. Сверхрешетки на основе графена уже по-

лучены экспериментально. Например, эпитаксиально выращенный на металли-

ческих поверхностях графен [66–69] представляет собой образец сверхрешетки

с периодом в несколько нанометров. Недавние исследования с помощью ска-

нирующей туннельной микроскопии [70] гофрированного монослоя графена на

Rh-фольге показали, что квазипериодические рипплы создают в графене сла-

бый одномерный электрический потенциал, из-за чего в спектре сверхрешет-
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ки появляются точки Дирака. Также теоретически было показано, что одномер-

ный периодический потенциал влияет на транспортные свойства графена. Так,

например, электростатический потенциал типа Кронега-Пенни обусловливает

сильную анизотропию групповой скорости носителей вблизи дираковской точ-

ки [55, 59], что приводит к так называемому явлению суперколлимации [55, 56].

Кроме того, в спектре сверхрешетки появляются новые (экстра) точки Дирака в

зоне Бриллюэна. Эти особенности также были исследованы в различных типах

графеновых сверхрешеток, включая магнитную сверхрешетку с магнитными ба-

рьерами из дельта-функций [60–65]. В работе [61] проведены первопринципные

исследования электронной структуры графен-графеновой сверхрешетки, выпол-

ненной из чередующихся полосок обычного и гидрогенизированного графена

(графана). Было установлено, что в отличие от других графеновых наноструктур

сверхрешетки на основе гидрогенизированного графена проявляют как прямые,

так и непрямые ширины запрещенных зон.

Модель Кронега-Пенни, рассматриваемая применительно к графеновой

сверхрешетке, также используется во многих других физических проблемах, та-

ких как моделирование полупроводниковых сверхрешеток или динамики реля-

тивистской частицы. Хотя уравнения, описывающие одночастичную эволюцию,

отличаются для упомянутых выше систем, явный вид дисперсионных соотноше-

ний, полученных в рамках модели Кронега-Пенни, похожи друг на друга. Тем

не менее, индивидуальные особенности этих систем приводят к качественным

различиям в их зонной структуре. К примеру, дисперсионное соотношение для

1D-релятивистского электрона в потенциале Кронега-Пенни [71] аналогично вы-

ражению для двумерных электронов в 1D-графеновой сверхрешетке (см. урав-

нение 3.9 ниже). В последнем случае, однако, периодический потенциал форми-

руется двумя параметрами, которые имеют различное значение с точки зрения

релятивистской физики. Так, относительное смещение зон 𝑉 можно интерпре-

тировать как компоненту времениподобного вектора, а величину щели ∆ – как

скалярный потенциал. Это обстоятельство, вкупе с двумерностью электронного

газа, обусловливает фундаментальные свойства электронной структуры сверх-

решетки (в том числе появление экстра-дираковских точек).

В работе [A6] исследуются электронные состояния в одномерной графеновой

сверхрешетке с периодически модулированной щелью и относительным сме-
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щением зон, характеризуемым некоторым потенциалом, где щель и потенци-

ал являются кусочно-постоянными функциями координаты 𝑥. Модель подобной

сверхрешетки была предложена несколько ранее [72]. Однако, тогда не было

проведено детального исследования электронной структуры сверхрешеток по-

добного типа в зависимости от широкого спектра параметров системы.

Понятие интерфейсного состояния по аналогии с поверхностными таммов-

скими состояниями [73] было введено в 1949 г. Джеймсом [74] и представляет

собой локализованное состояние вблизи резкого интерфейса, соединяющего два

различных материала. Подобным интерфейсом может служить скачок потенци-

ала Кронега-Пенни, который используется для моделирования рассматриваемой

сверхрешетки. Таким образом, в каждой ячейке сверхрешетки могут существо-

вать интерфейсные (приграничные) состояния, и волновая функция электрона

(дырки) строится из таких состояний. Для этого случая получены соответству-

ющие условия и значения параметров системы.

Наряду со сверхрешетками из «новых» материалов типа графена (или

топологических изоляторов), стабильный интерес проявляется к традиционным

полупроводниковым сверхрешеткам. В частности, в последние годы возрастает

интерес к изучению спиновых явлений в них (см., например, [75]). Расчет

квантовых состояний и изучение транспортных явлений в таких структурах

представляет собой актуальную проблему физики конденсированных систем

в связи с серьезными перспективами их использования в задачах электро- и

спинтроники. В частности, квантовые состояния и транспорт в латеральных

сверхрешетках со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы были рассмот-

рены в [76]. В работе [А7] исследуются мультислойные гетероструктуры

(сверхрешетки) на основе кубических полупроводников с решеткой цинковой

обманки и минимумом зоны проводимости в Г-точке, что является причи-

ной наличия спин-орбитального взаимодействия Дрессельхауза. Рассчитан

энергетический спектр (зонная структура), найдены блоховские функции элек-

тронов, а также изучено влияние периодического потенциала сверхрешетки на

геометрию изоэнергетических поверхностей с учетом спин-орбитального взаи-

модействия. Вычислены спиновые поляризации электронов в сверхрешетках с

прямоугольными потенциалами (типа Кронега-Пенни). Найденные особенности

энергетического спектра и волновых функций, связанные со спин-орбитальным
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взаимодействием, необходимо учитывать при расчетах лазеров терагерцевого

диапазона.

Цели и задачи работы

Целью работы является теоретическое исследование особенностей

пространственно-временно́й эволюции электронных волновых пакетов, в

том числе явления Zitterbewegung, в различных квантовых системах, включая

релятивистские электроны, описываемые уравнением Дирака, электроны в

монослойном графене, в квантовых проволоках со спин-орбитальным взаимо-

действием и в 3D топологических изоляторах, а также исследование зонной

структуры в сверхрешетках на основе полупроводников без центра инверсии и

графена.

Для достижения поставленных целей решались следующие задачи:

1. В упомянутых выше системах исследованы стационарные квантовые состо-

яния: найден энергетический спектр и рассчитаны волновые функции.

2. Проведен анализ особенностей долгосрочной пространственно-временно́й

эволюции волновых пакетов, связанных с явлениями их коллапса и воз-

рождения, найдены соответствующие времена, а также изучены условия

возникновения и характер Zitterbewegung.

3. Для различных начальных состояний волновых пакетов проведен расчет

пространственного распределения компонент спиновых плотностей, а так-

же проанализированы особенности спиновой динамики носителей.

4. Рассчитан кондактанс квантового одномерного канала (квантовой проволо-

ки), разделенного туннельно-прозрачным барьером. Установлена немоно-

тонная зависимость кондактанса от энергии Ферми электронов.

5. Получено дисперсионное уравнение, определяющее энергию электрона в

графеновой сверхрешетке; найдена область параметров сверхрешетки, при

которых на границе раздела двух областей существуют приграничные (так

называемые интерфейсные) состояния.
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6. Проведен расчет изоэнергетических поверхностей в полупроводниковой

сверхрешетке; найдено расщепление энергетических зон, связанное со

спин-орбитальным взаимодействием Дрессельхауза.

Научная новизна диссертации определяется оригинальностью поставлен-

ных задач и полученными новыми результатами. Так, впервые в работе про-

ведено исследование эффектов коллапса и возрождения, а также явления

Zitterbewegung релятивистских волновых пакетов, волновых пакетов в графене

в присутствии внешнего магнитного поля и на поверхности 3D топологических

изоляторов. Установлено, что определенная пространственно-спиновая симмет-

рия начального волнового пакета определяет его форму в последующие моменты

времени. Изучена связь между параметрами неэквидистантного спектра стаци-

онарных состояний и характерными временами долгосрочной динамики волно-

вых пакетов – временем коллапса и возрождения. Волновые пакеты визуализи-

рованы в различные моменты времени.

При анализе электронных состояний в графеновой сверхрешетке впервые

установлена принципиальная возможность существования приграничных состо-

яний на границе раздела двух областей, а также получены выражения для пара-

метров сверхрешетки, при которых эти состояния должны реализовываться. В

полупроводниковой сверхрешетке со спин-орбитальным взаимодействием Дрес-

сельхауза найдены изоэнергетические поверхности, а также вычислена величина

спин-орбитального расщепления минизон.

Теоретическая и практическая значимость работы

Новые научные результаты, полученные в диссертационной работе, могут

быть полезны при теоретическом исследовании спин-электронного транспорта

в квантовых проволоках, графене, топологических изоляторах и полупроводни-

ковых сверхрешетках, а также для интерпретации результатов, полученных в

ходе различных экспериментов на низкоразмерных структурах.

Основные положения, выносимые на защиту

1. В процессе долгосрочной эволюции релятивистских волновых пакетов, а

также волновых пакетов в графене в магнитном поле наблюдается коллапс и

возрождение электронной плотности вероятности, сопровождающиеся ос-
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цилляциями как средней скорости волнового пакета, так и среднего зна-

чения проекции спина (псевдоспина). Эволюция волновых пакетов, содер-

жащих состояния с положительными и отрицательными энергиями, сопро-

вождается также осцилляциями их центра — Zitterbewegung – с характер-

ными частотами порядка ∼ 1021 с-1 для релятивистского волнового пакета и

∼ 1015 с-1 – для пакета в графене.

2. Управление кондактансом квазиодномерного канала со спин-орбитальным

взаимодействием Рашбы возможно с помощью внешнего управляющего

электрода, модифицирующего энергетический спектр. При этом должны на-

блюдаться дополнительные пики проводимости канала.

3. Исследована когерентная динамика волновых пакетов, сформированных из

поверхностных состояний в 3D топологических диэлектриках типа 𝐵𝑖2𝑆𝑒3.

Аналитически и численно рассчитаны электронная и спиновая плотности, а

также осцилляции типа Zitterbewegung при различных значениях парамет-

ров гамильтониана. Рассмотрено влияние основных характеристик пакетов

(размеров, спиновой поляризации) на расщепление, изменение формы и ос-

цилляции их средней скорости.

4. В сверхрешетке на основе графена с периодически модулированной дира-

ковской щелью в определенной области параметров сверхрешетки возмож-

но существование интерфейсных (неосциллирующих) состояний.

5. В сверхрешетке на основе полупроводников со структурой цинковой обман-

ки исследована роль спин-орбитального взаимодействия в формировании

энергетического спектра. Изучено влияние потенциала сверхрешетки на

геометрию изоэнергетических поверхностей с учетом спин-орбитального

взаимодействия. Величина расщепления минизон имеет порядок 1 мэВ, что

соответствует терагерцевому диапазону.

Апробация результатов

По результатам исследований, отраженных в диссертации, опубликовано 27

научных работ, из них 7 журнальных статей [A1]–[A7], 20 работ в сборниках

трудов и тезисов конференций [A8]–[A27]. Основные положения и результаты
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диссертации докладывались и обсуждались на следующих конференциях и се-

минарах:

1. XIII–XVIII международные симпозиумы «Нанофизика и наноэлектроника»

(г. Н.Новгород, 2009–2014 г.г.).

2. XVIII–XIX Уральские международные зимние школы по физике полупро-

водников (г. Екатеринбург, 2010 г., 2012 г.).

3. 3–5-я всероссийские конференции молодых ученых «Микро-, нанотехноло-

гии и их применение» (г. Черноголовка, 2008, 2010, 2012 г.г.).

4. 2–4-й международные междисциплинарные симпозиумы «Среды со струк-

турным и магнитным упорядочением» (г. Ростов-на-Дону, 2009, 2011,

2013 г.г.).

5. 1-й, 3-й и 4-й международные междисциплинарные симпозиумы «Физи-

ка низкоразмерных систем и поверхностей» (г. Ростов-на-Дону, 2008, 2012,

2014 г.г.).

6. 13-я международная научная конференция-школа «Материалы нано-,

микро-, оптоэлектроники и волоконной оптики: физические свойства и при-

менение» (г. Саранск, 2014 г.).

Личный вклад автора

Содержание диссертационной работы и основные положения, выносимые на

защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные работы. Автор

принимал непосредственное участие в постановке и решении теоретических

задач, в обсуждении полученных результатов и их интерпретации, а также в

подготовке работ к печати.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, списка публикаций

автора по теме диссертации, библиографии (111 наименования) и трех приложе-

ний. Полный объем диссертации составляет 123 страницы, включая 42 рисунка.

Работа выполнена на кафедре теоретической физики физического факультета

Нижегородского государственного университета им. Н.И. Лобачевского.



Глава 1

Волновые пакеты в системах с

неэквидистантными уровнями Ландау:

коллапс и возрождение

1.1 Долгосрочная циклотронная динамика релятивистских

волновых пакетов: коллапс и возрождение

1.1.1 Основные уравнения

Хорошо известно, что релятивистская квантово-механическая частица со спи-

ном 1
2 (например, электрон) описывается уравнением Дирака с гамильтонианом

𝐻̂ = 𝑐p𝛼 +𝑚𝑐2𝛽,

где 𝑐 – скорость света в вакууме, 𝑚 – масса электрона, 𝛼𝑖 и 𝛽 – матрицы Дирака

𝛼𝑖 =

(︃
0 𝜎𝑖

𝜎𝑖 0

)︃
, 𝛽 =

(︃
𝐼 0

0 −𝐼

)︃
, 𝑖 = 1, 2, 3,

𝜎𝑖 – матрицы Паули.

Следствием уравнения Дирака в нерелятивистском пределе (с точностью до

членов 𝑣2/𝑐2) является спин-орбитальное взаимодействие. В то же время, но-

вый класс материалов в физике конденсированного состояния — топологические

изоляторы — являются, как правило, веществами с сильным спин-орбитальным

взаимодействием. Поверхностные состояния в 3D топологических изоляторах

описываются, как следствие, эффективным гамильтонианом, который имеет ма-

22
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тематическую форму, идентичную гамильтониану Дирака. Таким образом, прак-

тически каждый топологический изолятор описывается дираковским уравнени-

ем [91].

Рассмотрим циклотронную динамику релятивистского электрона в магнит-

ном поле B = (0, 0, 𝐵). В калибровке Ландау, где векторный потенциал выбира-

ется в виде A = (−𝐵 · 𝑦, 0, 0), гамильтониан может быть записан как

𝐻̂ = 𝑐𝛼𝑥(𝑝𝑥 − 𝑒𝐵𝑦/𝑐) + 𝑐𝛼𝑦𝑝𝑦 + 𝑐𝛼𝑧𝑝𝑧 +𝑚𝑐2𝛽. (1.1)

Уравнение Дирака с гамильтонианом (1.1) допускает решение вида

𝜓(r) =
exp

(︁
𝑖𝑝𝑥𝑥+𝑖𝑝𝑧𝑧

~

)︁
2𝜋~

𝑈(𝑦). (1.2)

Не теряя общности, положим 𝑝𝑧 = 0 (мы всегда можем выбрать соответ-

ствующую инерциальную систему отсчета). Тогда рассматриваемое уравнение

примет вид

𝐻̂𝑈 = 𝐸𝑈 (1.3)

с эффективным гамильтонианом

𝐻̂ =

(︃
𝑚𝑐2 𝑐𝑝𝑦𝜎𝑦 − 𝑒𝐵(𝑦 − 𝑦𝑐)𝜎𝑥

𝑐𝑝𝑦𝜎𝑦 − 𝑒𝐵(𝑦 − 𝑦𝑐)𝜎𝑥 −𝑚𝑐2

)︃
, (1.4)

где 𝑦𝑐 = 𝑐𝑝𝑥/𝑒𝐵. Нетрудно проверить, что оператор

𝐾̂ =

(︃
𝜎𝑧 0

0 −𝜎𝑧

)︃
(1.5)

коммутирует с гамильтонианом (1.4). Поэтому мы можем рассматривать функ-

ции, которые одновременно являются собственными функциями операторов 𝐻̂ и

𝐾̂. Очевидно, что собственные функции оператора 𝐾̂, отвечающие собственным

значениям 𝜆𝑘 = ±1, могут быть записаны в виде

𝜓𝜆𝑘=1 = (𝑓 | ↑>,𝜒| ↓>)𝑇 = (𝑓, 0, 0, 𝜒)𝑇 , (1.6)

𝜓𝜆𝑘=−1 = (𝑓 | ↓>,𝜒| ↑>)𝑇 = (0, 𝑓, 𝜒, 0)𝑇 , (1.7)
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где 𝑓 = 𝑓(r, 𝑡), 𝜒 = 𝜒(r, 𝑡) – произвольные функции переменных r и 𝑡. Спиноры

«спин вверх» | ↑> и «спин вниз» | ↓> есть

| ↑>=

(︃
1

0

)︃
, | ↓>=

(︃
0

1

)︃
. (1.8)

Очевидно, что для заданного значения 𝜆𝑘 две компоненты дираковского спи-

нора равны нулю: 𝜓2 = 𝜓3 = 0 для 𝜆𝑘 = 1 и 𝜓1 = 𝜓4 = 0 для 𝜆𝑘 = −1.

Таким образом, в зависимости от знака 𝜆𝑘 гильбертово пространство решений

уравнения Дирака может быть разделено на два инвариантных подпространства.

Соответственно, дираковский гамильтониан разлагается на два слагаемых. Одно

из них есть пара компонент 𝜓1 и 𝜓4, и эта часть идентична модели Джейнса-

Каммингса, описывающая взаимодействие двухуровневого атома с квантующим

одномодовым полем. Оставшееся слагаемое с парой компонент 𝜓2 и 𝜓3 экви-

валентно взаимодействию анти-Джейнса-Каммингса. Вследствие этого можно

работать с двухкомпонентной волновой функцией 𝜓(𝑦) = (𝑓(𝑦), 𝜒(𝑦))𝑇 . Для зна-

чения 𝜆𝑘 = 1 получаем(︃
𝑚𝑐2 −

√
2~𝑒𝑐𝐵𝑎̂

−
√

2~𝑒𝑐𝐵𝑎̂† −𝑚𝑐2

)︃
·

(︃
𝑓(𝑦)

𝜒(𝑦)

)︃
= 𝐸 ·

(︃
𝑓(𝑦)

𝜒(𝑦)

)︃
. (1.9)

Здесь введены операторы рождения и уничтожения для гармонического осцил-

лятора

𝑎̂† =
1√
2

(︂√︂
𝑚𝜔

~
(𝑦 − 𝑦𝑐) −

𝑖𝑝𝑦√
~𝑚𝜔

)︂
, (1.10)

𝑎̂ =
1√
2

(︂√︂
𝑚𝜔

~
(𝑦 − 𝑦𝑐) +

𝑖𝑝𝑦√
~𝑚𝜔

)︂
, (1.11)

где 𝜔 = 𝑒𝐵/𝑚𝑐 – циклотронная частота для нерелятивистского электрона. Соб-

ственные значения есть

𝐸𝑠,𝑛 = 𝑠 · 𝜀𝑛 = 𝑠
√︀
𝑚2𝑐4 + 2~𝑒𝐵𝑐𝑛 (1.12)
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с 𝑛 = 1, 2, 3, . . . для 𝑠 = 1 и 𝑛 = 0, 1, 2, 3, . . . для 𝑠 = −1. Соответствующие

собственные функции

𝜓𝜆𝑘=1,𝑠=1,𝑛(𝑦) =

(︃
𝑑𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)

−𝑏𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)

)︃
, (1.13)

𝜓𝜆𝑘=1,𝑠=−1,𝑛(𝑦) =

(︃
𝑏𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)

𝑑𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)

)︃
, (1.14)

где 𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐) – волновые функции линейного осциллятора, а коэффициенты 𝑑𝑛

и 𝑏𝑛 записываются в виде

𝑑𝑛 =

√︃
𝜀𝑛 +𝑚𝑐2

2𝜀𝑛
, 𝑏𝑛 =

√︃
𝜀𝑛 −𝑚𝑐2

2𝜀𝑛
. (1.15)

Двухкомпонентная волновая функция для 𝜆𝑘 = −1 удовлетворяет уравнению

Дирака (︃
𝑚𝑐2 −

√
2~𝑒𝑐𝐵𝑎̂†

−
√

2~𝑒𝑐𝐵𝑎̂ −𝑚𝑐2

)︃
·

(︃
𝑓(𝑦)

𝜒(𝑦)

)︃
= 𝐸 ·

(︃
𝑓(𝑦)

𝜒(𝑦)

)︃
. (1.16)

Энергетический спектр 𝐸𝑠,𝑛 определяется уравнением (1.12), но теперь 𝑛 =

0, 1, 2, 3, . . . для 𝑠 = 1 и 𝑛 = 1, 2, 3, . . . для 𝑠 = −1. Соответствующие соб-

ственные функции

𝜓𝜆𝑘=−1,𝑠=1,𝑛(𝑦) =

(︃
𝑑𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)

−𝑏𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)

)︃
, (1.17)

𝜓𝜆𝑘=−1,𝑠=−1,𝑛(𝑦) =

(︃
𝑏𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)

𝑑𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)

)︃
. (1.18)

Заметим, что в рассматриваемом случае с 𝑝𝑧 = 0 четырехкомпонентная волновая

функция 𝑈(𝑦) связана с двухкомпонентными волновыми функциями 𝜓𝜆,𝑠,𝑛(𝑦)

соотношениями

𝑈𝜆𝑘=1,𝑠,𝑛(𝑦) =

(︃
| ↑> 0

0 | ↓>

)︃
𝜓𝜆=1,𝑠,𝑛(𝑦), (1.19)
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𝑈𝜆𝑘=−1,𝑠,𝑛(𝑦) =

(︃
| ↓> 0

0 | ↑>

)︃
𝜓𝜆=−1,𝑠,𝑛(𝑦). (1.20)

Таким образом, в рассматриваемом случае (с 𝑝𝑧 = 0) полное решение записыва-

ется в виде

𝜓(r, 𝑡) =

∫︁
𝑑𝑝𝜙𝑝(𝑥)

∑︁
𝑛,𝑠,𝜆𝑘

𝐶𝑠
𝑛,𝜆𝑘

(𝑝)𝑈𝜆𝑘,𝑠,𝑛(𝑦) exp(−𝑖𝑠𝜀𝑛𝑡/~), (1.21)

где 𝜙𝑝(𝑥) = 1/
√

2𝜋~ exp(𝑖𝑝𝑥/~), а коэффициенты 𝐶𝑠
𝑛,𝜆𝑘

(𝑝) определяются из на-

чальной волновой функции.

1.1.2 Эволюция релятивистского волнового пакета, состоящего из стацио-

нарных состояний, отвечающих энергиям одного знака

1.1.2.1 Временна́я зависимость электронной плотности вероятности

Для изучения сложной динамики реального релятивистского электрона в маг-

нитном поле можно собрать начальный мезоскопический волновой пакет из су-

перпозиции состояний только с положительными энергиями. Кроме того, будем

рассматривать специальную форму начальной волновой функции, которая пред-

ставляет собой когерентное состояние нерелятивистского электрона в магнитном

поле. Тогда коэффициенты 𝐶𝑠
𝑛,𝜆𝑘

(𝑝) в (1.21) можно выбрать в виде

𝐶𝑠=1
𝑛≥0,𝜆𝑘=−1(𝑝) =

𝛽𝑔(𝑝)𝑐𝑛+1√︀
𝛼2 + 𝛽2

, 𝐶𝑠=1
𝑛≥1,𝜆𝑘=1(𝑝) =

𝛼𝑔(𝑝)𝑐𝑛√︀
𝛼2 + 𝛽2

, 𝐶𝑠=−1
𝑛,𝜆𝑘

(𝑝) = 0, (1.22)

где 𝛼 и 𝛽 определяют вклад в начальный волновой пакет состояний с 𝜆𝑘 = 1 и

𝜆𝑘 = −1 соответственно,

𝑔(𝑝) =

√︂
𝑎

~
√
𝜋

exp
(︁
− 1

2
(𝑝𝑎/~− 𝑞𝑎)2

)︁
, (1.23)

𝑐𝑛 =
exp(−(𝑞𝑎)2/4) · (−𝑞𝑎)𝑛−1√︀

2𝑛−1(𝑛− 1)!
, (1.24)

𝑎 =
√︀

~𝑐/𝑒𝐵 – магнитная длина, параметр 𝑞𝑎 ∼ √
𝑛0 характеризует радиус

релятивистской орбиты. Нетрудно показать (см. Приложение A), что коэффици-

енты |𝑐𝑛|2 в случае, когда 𝑛≫ 1 могут быть аппроксимированы распределением
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Гаусса со средним значением 𝑛̄ = 𝑛0. Для удобства будем считать, что 𝛼 = 𝛼⋆,

𝛽 = 𝛽⋆. Тогда из выражения (1.21) имеем:

𝜓(r, 𝑡) =
1√︀

𝛼2 + 𝛽2

∫︁
𝑑𝑝𝜙𝑝(𝑥)𝑔(𝑝)×

×

[︃∑︁
𝑛=1

(︃
𝑑𝑛(𝛼𝑐𝑛𝜑𝑛−1(𝑦)| ↑> +𝛽𝑐𝑛+1𝜑𝑛(𝑦)| ↓>)

−𝑏𝑛(𝛼𝑐𝑛𝜑𝑛(𝑦)| ↓> +𝛽𝑐𝑛+1𝜑𝑛−1(𝑦)| ↑>)

)︃
𝑒−𝑖𝜀𝑛𝑡/~+

+ 𝛽𝑐1

(︃
𝜑0(𝑦)| ↓>

0

)︃
𝑒−𝑖𝜀0𝑡/~

]︃
. (1.25)

Здесь важно отметить, что все компоненты волновой функции отличны от ну-

ля. Поэтому для описания динамики волнового пакета необходимо работать с

полным гамильтонианом (1.1). Для анализа движения центра волнового паке-

та в первую очередь удобно вычислить среднее значение оператора скорости

𝑉𝑖 = 𝑐𝛼𝑖. Из формул (1.23), (1.24), (1.25) после интегрирования по 𝑥 и по 𝑦

получается следующее выражение:

𝑣𝑥(𝑡) + 𝑖𝑣𝑦(𝑡) =
𝑐𝑒−(𝑞𝑎)2/2

𝛼2 + 𝛽2

∑︁
𝑛=0

(𝑞𝑎)2𝑛+1

2𝑛𝑛!

√︃
𝜙𝑛+1 − 1

2(𝑛+ 1)𝜙𝑛+1
×

×

(︃
𝛼2

√︃
𝜙𝑛+2 + 1

𝜙𝑛+2
𝑒𝑖(𝜙𝑛+2−𝜙𝑛+1)𝜏 + 𝛽2

√︂
𝜙𝑛 + 1

𝜙𝑛
𝑒𝑖(𝜙𝑛+1−𝜙𝑛)𝜏

)︃
. (1.26)

Здесь и далее 𝜙𝑛 – энергия электрона (в единицах 𝑚𝑐2):

𝜙𝑛 =
√︀

1 + 2𝑛(𝜆/𝑎)2, (1.27)

𝜏 = 𝑐𝑡/𝜆, где 𝜆 = ~/𝑚𝑐 – комптоновская длина волны. Можно показать, что

наибольший вклад в сумму в уравнении (1.26) дают слагаемые из интервала

в окрестности 𝑛 ≈ 𝑛0 = (𝑞𝑎)2/2. Как следует из выражения (1.27), в случае

𝑛(𝜆/𝑎)2 ≪ 1 𝜙𝑛 ≈ 1 + 𝑛(𝜆/𝑎)2. Тогда формула (1.26) описывает циклотронное

движение нерелятивистского электрона

𝑣𝑥(𝑡) =
~𝑞
𝑚

cos𝜔𝑡, 𝑣𝑦(𝑡) =
~𝑞
𝑚

sin𝜔𝑡. (1.28)
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Если значение 𝑛0 достаточно велико, то квантовая интерференция компонент

волнового пакета приведет к различным типам периодичности. На рис.1.1 пред-

ставлена зависимость 𝑣𝑥(𝑡) для релятивистского волнового пакета с параметрами

𝑞𝑎 = 5, 𝛼 = 𝛽 в магнитном поле с напряженностью 𝐵 ≃ 4,5 · 107 T. (Отметим,

что такие магнитные поля в 1,5 раза больше максимального значения, достиг-

нутого до настоящего времени в лабораторных экспериментах). В этом случае

𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛 ≈ 𝜙′
𝑛0

+ (𝜙′′
𝑛0
/2)(2𝑛 − 2𝑛0 + 1). Таким образом, на начальном этапе

средняя скорость центра волнового пакета осциллирует с классическим перио-

дом циклотронного движения

𝑇𝑐𝑙 =
2𝜋~

𝑚𝑐2𝜙′
𝑛0

=
2𝜋𝜙𝑛0

𝜔𝑐
, 𝜔𝑐 =

𝑒𝐵𝑐

𝜀𝑛0

. (1.29)

Рисунок 1.1: Зависимость средней скорости 𝑣𝑥(𝑡) от времени для начального
волнового пакета (1.25) при 𝛼 = 𝛽 и параметрами 𝜆/𝑎 = 0,1, 𝑞𝑎 = 5 (что
соответствует значению 𝑛 = 𝑛0 ≈ 13 и дисперсии ∆𝑛 ∼ √

𝑛0 ≈ 3,5).

При бо́льших временах 𝑡 > 𝑇𝐷 эти осцилляции угаснут, но затем возродят-

ся вновь. Время затухания 𝑇𝐷 можно оценить из выражения (A.4). Для слу-

чая |𝜙′′
𝑛0
|𝜏 ≪ 1 амплитуда осцилляций пропорциональна exp(−(𝑞𝑎𝜙′′

𝑛0
𝜏/2)2) =

exp(−𝑡2/𝑇 2
𝐷), где

𝑇𝐷 =
2𝜆

𝑞𝑎𝑐|𝜙′′
𝑛0
|

=
2~

𝑞𝑎|𝜀′′𝑛0
|
. (1.30)

При временах 𝑇𝐷 < 𝑡 < 𝑇𝑅/2 компоненты средней скорости, так же как средние

координаты центра волнового пакета, близки к нулю. При 𝑡 ∼ 𝑇𝑅/2 (см. рис.1.1)
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осцилляции средней скорости возобновятся вновь. Здесь 𝑇𝑅 – время возрожде-

ния, при котором волновой пакет полностью восстанавливается [1]. В моменты

времени 𝑡𝑘 = 𝑘𝑇𝑅 (где 𝑘 – целое число) нелинейные (квадратичные) слагаемые

в разложении 𝜙𝑛 не играют роли, так что

𝑇𝑅 =
4𝜋𝜆

𝑐|𝜙′′
𝑛0
|

=
4𝜋~
|𝜀′′𝑛0

|
. (1.31)

Отметим, что момент 𝑇𝑅/2 – время, когда волновой пакет возрождается пер-

вый раз. Для рассматриваемых параметров волнового пакета из (1.30) и (1.31)

нетрудно получить отношение 𝑇𝑅/𝑇𝐷 ∼ 30, что отлично согласуется с результа-

том численного расчета (см. рис.1.1).

Далее рассмотрим некоторые особенности пространственно-временно́й ди-

намки электронного волнового пакета (1.25). Проведя интегрирование в выра-

жении (1.25) по импульсу 𝑝, получим

𝜓(r, 𝑡) =
𝑀(𝜌, 𝜃)√︀
𝛼2 + 𝛽2

∑︁
𝑛=0

[︂
𝛾𝑛−1

(𝑛− 1)!
(1 − 𝛿𝑛,0)𝑒

𝑖𝜃
(︁
𝛼𝑑𝑛, 0,

𝛽𝑏𝑛𝑞𝑎√
2𝑛

,−𝛼𝑏𝑛𝜌√
2𝑛
𝑒−𝑖𝜃

)︁𝑇
+

+
𝛾𝑛

𝑛!
𝛽𝑑𝑛(0, 1, 0, 0)𝑇

]︂
𝑒−𝑖𝜃𝑛−𝑖𝜙𝑛𝑐𝑡/𝜆. (1.32)

Детали расчета приведены в Приложении B. Здесь введены следующие обозна-

чения:
𝑥

𝑎
= 𝜌 sin 𝜃,

𝑦 − 𝑞𝑎2

𝑎
= 𝜌 cos 𝜃, 𝛾 = −𝑞𝑎𝜌

2
, (1.33)

𝑀(𝜌, 𝜃) =
exp

(︁
− 𝜌2+(𝑞𝑎)2

4 + 𝑖𝜌 sin 𝜃(𝜌 cos 𝜃+2𝑞𝑎)
2

)︁
𝑎
√

2𝜋
. (1.34)

На рис.1.2 представлена временна́я эволюция плотности вероятности |𝜓(r, 𝑡)|2,
рассчитанная с помощью выражений (1.32), (1.33) и (1.34).

На начальном этапе (при 𝑡 ≪ 𝑇𝐷) движение волнового пакета определяется

линейным слагаемым в разложении 𝜙𝑛 (см. (A.2)). В этом приближении

𝜓(r, 𝑡) = 𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡), (1.35)

где 𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡) определяется выражением (B.4). Как было отмечено выше, в рас-

сматриваемом случае значение 2𝑛0(𝜆/𝑎)2 ≃ (𝑞𝜆)2 = 0,25 таково, что 𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡)
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Рисунок 1.2: Плотность вероятности для волнового пакета (1.25) при 𝛼 = 𝛽 и
параметрами 𝜆/𝑎 = 0,1, 𝑞𝑎 = 5 в моменты времени: (a) 𝑡 = 0; (b) 𝑡 ≈ 𝑇𝐷;
(c) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/4; (d) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/2; (e) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅.
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слабо отличается от когерентной волновой функции нерелятивистского электро-

на (см. выражение (B.4)). Поэтому форма волнового пакета |𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡)|2 остается

неизменной во время его циклотронного движения (уравнение (B.6)) с класси-

ческим периодом 𝑇𝑐𝑙 ∼ 10−18 с.

Однако, через несколько оборотов при 𝑡 ∼ 𝑇𝐷 (см. рис.1.2(b)) квадратичные

слагаемые в разложении 𝜙𝑛 становятся существенными, что приводит к дефази-

ровке различных слагаемых в суперпозиции (1.32). В результате, волновой пакет

распадается на целый ряд подпакетов. Как было ранее показано Авербухом и Пе-

рельманом [1], при 𝑡 ≈ 𝑚𝑇𝑅/𝑛 (𝑚 и 𝑛 – взаимно простые числа), число таких

подпакетов равно 𝑁 = 𝑛(3− (−1)𝑛)/4. Первое восстановление волнового пакета

произойдет в момент времени 𝑡1 = 𝑇𝑅/2, где время возрождения 𝑇𝑅 определе-

но в (1.31) и для рассматриваемых нами параметров равно 𝑇𝑅 ≈ 2,3 · 10−16 с.

При этом 𝑛-е слагаемое в суперпозиции (1.32) приобретает фазовый множитель

𝑓𝑘 = 𝑒𝑖𝜋𝑘
2

= 𝑒𝑖𝜋𝑘, 𝑘 = 𝑛 − 𝑛0, что в результате приводит к волновой функции

пакета (см. рис.1.2(d))

𝜓(r, 𝑡1) = 𝜓𝑐𝑙

(︁
r, 𝑡1 +

𝑇𝑐𝑙
2

)︁
. (1.36)

Важно отметить, что (в соответствии с выражением (B.7)) положение возрож-

денного пакета в моменты 𝑇𝑅/2 и 𝑇𝑅 не совпадает с его начальным положением

при 𝑡 = 0. На ранних временах, например при 𝑡2 = 𝑇𝑅/4, исходный волно-

вой пакет распадется на два подпакета (дробное возрождение). В этом случае

дополнительный фазовый множитель 𝑓𝑘 = 𝑒𝑖𝜋𝑘
2

есть периодическая функция

𝑓𝑘 = 𝑓𝑘+2, поэтому удобно использовать стандартное преобразование Фурье

𝑓𝑘 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒
𝑖𝜋𝑘, 𝑘 = 0, 1, (1.37)

𝑎0 =
𝑒𝑖𝜋/4√

2
, 𝑎1 =

𝑒−𝑖𝜋/4

√
2
. (1.38)

Затем, подставляя (1.37) и (1.38) в (1.34), можно получить

𝜓(r, 𝑡2 = 𝑇𝑅/4) =
𝑒𝑖𝜋/4√

2
𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡2) +

𝑒−𝑖𝜋/4

√
2
𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡2 + 𝑇𝑐𝑙/2). (1.39)

Отметим, что вследствие выражений (B.7) и (1.39) угловое расстояние между

этими двумя пакетами равно 𝜋 (см. рис.1.2(c)). Подобные структуры, состоящие

из 𝑁 подпакетов, равномерно распределенных по классической орбите, образу-
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ются также при других временах дробного возрождения. Однако, следует отме-

тить, что эффекты дробного возрождения не проявляются в зависимости средней

скорости от времени (см. рис.1.1). Форма волнового пакета в момент времени

𝑡 = 𝑇𝑅 (см. рис.1.2(e)) отличается от первоначальной (рис.1.2(a)). Расплывание

пакета при 𝑡 = 𝑇𝑅 связано со следующим (кубическим) слагаемым в разложении

𝜙𝑛.

Особенности квантовой динамики релятивистских волновых пакетов, опи-

санных выше, могут проявиться в характере электромагнитного излучения от

движущихся электронов. Как поле излучения, так и его интенсивность опреде-

ляются мультипольным моментом системы. Таким образом, на начальной стадии

эволюции волнового пакета (𝑡 < 𝑇𝐷) преобладает дипольное излучение с часто-

той 𝜔 = 𝜔𝑐 = 𝑒𝐵𝑐/𝜀𝑛0
. Его интенсивность (в классическом приближении) про-

порциональна второй производной по времени от среднего дипольного момента
¨̄d(𝑡) = −𝑒 ˙̄v(𝑡), где компоненты средней скорости определены формулой (1.26).

На временном интервале 𝑇𝐷 < 𝑡 < 𝑇𝑅/2 средняя скорость пакета практиче-

ски равна нулю (рис.1.1). В течение этого времени электромагнитное излучение

определяется как зависящими от времени компонентами тензора квадрупольно-

го момента

𝐷̄𝛼,𝛽 =

∫︁
|𝜓(r, 𝑡)|2

(︀
3𝑥𝛼𝑥𝛽 − r2𝛿𝛼,𝛽

)︀
𝑑r, (1.40)

так и магнитного момента

m̄ =
1

2𝑐

∫︁
Ψ†(r, 𝑡) [r, v̂] Ψ(r, 𝑡)𝑑r, (1.41)

где волновая функция Ψ(r, 𝑡) определена выражениями (1.32) – (1.34). В частно-

сти, в момент времени 𝑡 = 𝑇𝑅/4, когда начальный волновой пакет распадается на

два подпакета, преобладает квадрупольное излучение на удвоенной частоте 2𝜔𝑐,

что подтверждается численными расчетами интенсивности излучения вдоль на-

правления вектора n: 𝑑𝐼/𝑑Ω = 1
4𝜋𝑐

5
[︁ .̄..
D,n

]︁2
. На временно́м интервале ∆𝑡 ∼ 2𝑇𝐷

вблизи момента 𝑡 ∼ 𝑇𝑅/2 (см. рис.1.1) дипольное излучение становится сно-

ва доминирующим. Затем, в последующие моменты времени мультипольное и

магнито-дипольное слагаемые вновь начинают преобладать, и т.д.
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1.1.2.2 Спиновая динамика

Рассмотрим спиновую динамику электронного волнового пакета (1.25) в маг-

нитном поле B = (0, 0, 𝐵). Хорошо известно, что в нерелятивистской квантовой

механике спин электрона прецессирует в плоскости (𝑥, 𝑦) с циклотронной ча-

стотой 𝜔 = 𝑒𝐵/𝑚𝑐, так что его 𝑆𝑧-компонента остается постоянной. Оператор

спина для дираковской частицы

𝑆𝑖 =
~
2

Σ𝑖 =
~
2

(︃
𝜎𝑖 0

0 𝜎𝑖

)︃
, 𝑖 = 1, 2, 3 (1.42)

не коммутирует с гамильтонианом Дирака (1.1). Это означает, что кроме обыч-

ной спиновой прецессии, которая является более сложной в релятивистском слу-

чае, 𝑆𝑧-компонента с течением времени в принципе может изменяться. Однако,

среднее значение компоненты 𝑆𝑧 сохраняется для волнового пакета, содержаще-

го состояния только с 𝐸𝑛 > 0 или с 𝐸𝑛 < 0. Это непосредственно следует из то-

го, что коммутатор [𝑆𝑧, 𝐻̂] равен нулю в подпространстве собственных функций

гамильтониана Дирака для энергии того же знака. Рассматриваемый волновой

пакет (1.25) удовлетворяет этому условию. Таким образом, необходимо найти

лишь временну́ю зависимость средних 𝑆𝑥(𝑡) и 𝑆𝑦(𝑡):

𝑆𝑥,𝑦(𝑡) =
~
2

∫︁
𝑑r𝜓†(r, 𝑡)Σ𝑥,𝑦𝜓(r, 𝑡), (1.43)

где Ψ(r, 𝑡) определена выражением (1.25). Оказывается удобным представить

результаты расчетов в комплексной форме

Σ𝑥(𝑡) + 𝑖Σ𝑦(𝑡) =
𝛼𝛽

𝛼2 + 𝛽2
𝑒−(𝑞𝑎)2/2

∑︁
𝑛=0

((𝑞𝑎)2/2)𝑛

𝑛!
×

×
(︂√︃

(𝜙𝑛 + 1)(𝜙𝑛+1 + 1)

𝜙𝑛𝜙𝑛+1
+

√︃
𝑛(𝜙𝑛 − 1)(𝜙𝑛+1 − 1)

(𝑛+ 1)𝜙𝑛𝜙𝑛+1

)︂
𝑒𝑖𝑐𝑡(𝜙𝑛+1−𝜙𝑛)/𝜆. (1.44)

Зависимость 𝑆𝑥(𝑡) представлена на рис.1.3 и подобна поведению компоненты

средней скорости 𝑣𝑥(𝑡) (см. рис.1.1). Кроме того, можно утверждать, что обыч-

ная прецессия наблюдается только в течение нескольких периодов 𝑇𝑐𝑙. При вре-

менах 𝑡 . 𝑇𝐷 вращение спина прекращается и возобновится вновь при 𝑡 . 𝑇𝑅/2.

Отметим, что прецессия спина электрона, движущегося в однородном магнит-
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ном поле, тесно связана с сохранением спиральности Σ𝑖 · (p + 𝑒A/𝑐)𝑖. Также

заметим, что, как следует из формулы (1.44), средние значения компонент спина

Σ𝑥 = Σ𝑦 = 0, если электронный волновой пакет представляет собой суперпози-

цию состояний только с 𝜆𝑘 = 1 или только с 𝜆𝑘 = −1.

Рисунок 1.3: Зависимость 𝑆𝑥(𝑡) от времени для электронного волнового паке-
та (1.25) с параметрами 𝜆/𝑎 = 0,1, 𝑞𝑎 = 5.

Теперь рассмотрим спиновые плотности, определяемые как ⟨𝑆𝑥,𝑦(r, 𝑡)⟩ =
~
2 ⟨Σ𝑥,𝑦(r, 𝑡)⟩, где

⟨Σ𝑥,𝑦(r, 𝑡)⟩ = 𝜓†(r, 𝑡)Σ𝑥,𝑦𝜓(r, 𝑡). (1.45)

Используя выражение для волновой функции (1.25), можно найти из (1.45)

⟨Σ𝑥(r, 𝑡)⟩ и ⟨Σ𝑦(r, 𝑡)⟩ как реальную и мнимую части выражения

⟨Σ𝑥(𝜌, 𝜃, 𝑡)⟩ + 𝑖 ⟨Σ𝑦(𝜌, 𝜃, 𝑡)⟩ =
𝛼𝛽𝑒−((𝑞𝑎)2+𝜌2)/2

2𝜋𝑎2(𝛼2 + 𝛽2)

∑︁
𝑚,𝑛=0

(−𝑞𝑎𝜌/2)𝑛+𝑚

𝑛!𝑚!
×

×
(︂√︃

(𝜙𝑚+1 + 1)(𝜙𝑛 + 1)

𝜙𝑛𝜙𝑚+1
+

√︃
𝑛(𝜙𝑛 − 1)(𝜙𝑚+1 − 1)

(𝑚+ 1)𝜙𝑛𝜙𝑚+1

)︂
×

× exp(𝑖𝑐𝑡(𝜙𝑚+1 − 𝜙𝑛)/𝜆+ 𝑖𝜃(𝑚− 𝑛)). (1.46)

На рис.1.4 и рис.1.5 представлены распределения ⟨Σ𝑥(𝜌, 𝜃, 𝑡)⟩ и ⟨Σ𝑦(𝜌, 𝜃, 𝑡)⟩ в те

же самые моменты времени, что на рис.1.2, то есть при 𝑡 = 0, 𝑇𝑅/4, 𝑇𝑅/2, 𝑇𝑅.

Как и для электронной плотности вероятности, при 𝑡 . 𝑇𝑅 в первом прибли-



— 35 —

жении пространственно-временнáя эволюция спиновой плотности определяется

волновой функцией 𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡) (формула (B.4)), что соответствует «классическому»

движению электрона. Поэтому можно определить функции (𝛼 = 𝛽) как

(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.4: Распределение спиновой плотности ⟨Σ𝑥(𝜌, 𝜃, 𝑡)⟩ для волнового па-
кета (1.25) с параметрами 𝜆/𝑎 = 0,1, 𝑞𝑎 = 5 в моменты времени: (a) 𝑡 = 0; (b)
𝑡 ≈ 𝑇𝑅/4; (c) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/2; (d) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅.

⟨︀
Σ𝑐𝑙

𝑥 (𝜌, 𝜃, 𝑡)
⟩︀

= exp
(︁
− 𝜌2 + (𝑞𝑎)2 + 2𝜌𝑞𝑎 cos(𝜃 + 2𝜋𝑡/𝑇𝑐)

2

)︁
×

×
(︁

cos
2𝜋𝑡

𝑇𝑐
− 𝜆2

4𝑎2
(𝑞𝑎𝜌) cos 𝜃

)︁
/(2𝜋𝑎2), (1.47)

⟨︀
Σ𝑐𝑙

𝑦 (𝜌, 𝜃, 𝑡)
⟩︀

= exp
(︁
− 𝜌2 + (𝑞𝑎)2 + 2𝜌𝑞𝑎 cos(𝜃 + 2𝜋𝑡/𝑇𝑐)

2

)︁
×

×
(︁

sin
2𝜋𝑡

𝑇𝑐
+

𝜆2

4𝑎2
(𝑞𝑎𝜌) sin 𝜃

)︁
/(2𝜋𝑎2). (1.48)



— 36 —

Из этих выражений видно, что при 𝑡 = 0 𝑥-компонента спиновой плотно-

сти как функция угловой переменной 𝜃 имеет максимум при 𝜃0 = 𝜋, рис.1.4(a).

Максимальное и минимальное значения функции ⟨Σ𝑦(𝜌, 𝜃, 0)⟩ также находятся в

окрестности этой точки и отличаются знаком (см. рис.1.5(a)). В момент време-

ни 𝑡2 = 𝑇𝑅/4, как было показано выше, мы имеем два «классических» волновых

пакета (выражение (1.39) и рис.1.2(c)). Соответственно,

⟨Σ𝑥,𝑦(𝜌, 𝜃, 𝑡2)⟩ =
1

2
(
⟨︀
Σ𝑐𝑙

𝑥,𝑦(𝜌, 𝜃, 𝑡2)
⟩︀

+
⟨︀
Σ𝑐𝑙

𝑥,𝑦(𝜌, 𝜃, 𝑡2 + 𝑇𝑐𝑙/2)
⟩︀
), (1.49)

что иллюстрируется рис.1.4(b) и рис.1.5(b). Отметим, что простое суммирование

в (1.49) справедливо только в случае, когда ширина каждого из волновых пакетов

меньше, чем длина циклотронной орбиты.

(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.5: Распределение спиновой плотности ⟨Σ𝑦(𝜌, 𝜃, 𝑡)⟩ для волнового па-
кета (1.25) с параметрами 𝜆/𝑎 = 0,1, 𝑞𝑎 = 5 в моменты времени: (a) 𝑡 = 0; (b)
𝑡 ≈ 𝑇𝑅/4; (c) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/2; (d) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅.
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1.1.3 Пространственно-временна́я динамика мезоскопических волновых

пакетов, содержащих состояния, отвечающие как положительным,

так и отрицательным энергиям

Рассмотрим релятивистскую динамику волнового пакета, содержащего как

положительные, так и отрицательные энергии с 𝜆𝑘 = 1. Соответственно, мы

ограничимся состояниями с отличными от нуля компонентами {𝜓1, 𝜓4}. Вре-

менна́я динамика таких состояний регулируется частью гамильтониана Дирака,

которая идентична взаимодействию Джейнса-Каммингса. Помимо общих зако-

номерностей квантовой динамики систем с нелинейным энергетическим спек-

тром (явление коллапса и возрождения) наличие двух энергетических зон приво-

дит к дополнительному эффекту — ZB. Это явление, связанное с высокочастот-

ной осцилляцией, обусловлено интерференцией между компонентами волнового

пакета с положительными и отрицательными энергиями. Будем рассматривать

эффект ZB как при эволюции средней скорости, так и спиновой поляризации.

Пусть в начальный момент времени 𝜏 = 0 волновой пакет описывается вол-

новой функцией вида

𝜓(r, 0) = 𝜓𝑐(r)

(︃
| ↑>

0

)︃
, (1.50)

где

𝜓𝑐(r) =
1

𝑎
√

2𝜋
exp

(︁
− 𝑥2 + 𝑦2

4𝑎2
+ 𝑖𝑞𝑥+

𝑖𝑥𝑦

2𝑎2

)︁
(1.51)

является волновой функцией когерентного состояния нерелятивистского элек-

трона, которая может быть записана в форме

𝜓𝑐(r) =

∫︁
𝑑𝑝𝜙𝑝(𝑥)𝑔(𝑝)

∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛+1𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐). (1.52)

Коэффициенты 𝑔(𝑝) и 𝑐𝑛 в этом выражении определены в (1.23) и (1.24). Из

формул (1.21), (1.50) и (1.52) можно получить

𝜓(r, 𝜏) =

∫︁
𝑑𝑝𝜙𝑝(𝑥)𝑔(𝑝)

∑︁
𝑛=1

[︂
𝑑𝑛

(︃
𝑑𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↑>
−𝑏𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↓>

)︃
exp(−𝑖𝜙𝑛𝜏)+

+ 𝑏𝑛

(︃
𝑏𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↑>
𝑑𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↓>

)︃
exp(𝑖𝜙𝑛𝜏)

]︂
. (1.53)
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После интегрирования по 𝑝 (см. формулу (B.3) в Приложении B)) в итоге имеем

𝜓(r, 𝜏) = Ψ1(r, 𝜏)

(︃
| ↑>

0

)︃
+ Ψ2(r, 𝜏)

(︃
0

| ↓>

)︃
, (1.54)

где

Ψ1(r, 𝜏) = 𝜓𝑐(r) exp
(︁
− 𝑞

2
(𝑞𝑎2 − 𝑦 + 𝑖𝑥)

)︁
×

×
∑︁
𝑛=1

(𝑞(𝑞𝑎2 − 𝑦 + 𝑖𝑥))𝑛−1

2𝑛−1(𝑛− 1)!

(︁
cos(𝜙𝑛𝜏) − 𝑖 sin(𝜙𝑛𝜏)

𝜙𝑛

)︁
, (1.55)

Ψ2(r, 𝜏) = −𝜓𝑐(r) exp
(︁
− 𝑞

2
(𝑞𝑎2 − 𝑦 + 𝑖𝑥)

)︁
×

×
∑︁
𝑛=1

(𝑞(𝑞𝑎2 − 𝑦 + 𝑖𝑥))𝑛−1

2𝑛−1(𝑛− 1)!

𝑖𝜆 sin(𝜙𝑛𝜏)

𝑎2𝜙𝑛
(𝑞𝑎2 − 𝑦 + 𝑖𝑥). (1.56)

Как и ранее, сначала вычислим среднюю скорость центра пакета

𝑣𝑖(𝑡) = 𝑐

∫︁
𝜓†𝜎̂𝑖𝜓 𝑑r. (1.57)

Подставив выражения для компонент волновой функции (1.55), (1.56) в (1.57),

после интегрирования по координатам 𝑥 и 𝑦 получим

𝑣𝑥(𝜏) = 𝑐
𝜆

𝑎
exp

(︁
− (𝑞𝑎)2/2

)︁∑︁
𝑛=1

(𝑞𝑎)2𝑛−1

2𝑛−1(𝑛− 1)!𝜙𝑛𝜙𝑛+1
×

×
(︁

cos((𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛)𝜏) − cos((𝜙𝑛+1 + 𝜙𝑛)𝜏)
)︁
, (1.58)

𝑣𝑦(𝜏) = 𝑐
𝜆

𝑎
exp

(︁
− (𝑞𝑎)2/2

)︁∑︁
𝑛=1

(𝑞𝑎)2𝑛−1

2𝑛−1(𝑛− 1)!𝜙𝑛
×

×
(︁

sin((𝜙𝑛+1 − 𝜙𝑛)𝜏) − sin((𝜙𝑛+1 + 𝜙𝑛)𝜏)
)︁
. (1.59)

Отметим, что эти выражения содержат не только разность энергий 𝜙𝑛+1−𝜙𝑛,

как в (1.26), но также сумму 𝜙𝑛+1 + 𝜙𝑛, что приводит к высокочастотным ZB-

осцилляциям. Зависимость средней скорости 𝑣𝑥(𝜏) от времени для пакета с па-

раметрами 𝜆/𝑎 = 0,5 и 𝑞𝑎 = 10 (что соответствует основному вкладу уров-
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ней с 𝑛 = 𝑛0 ≃ 50) представлена на рис.1.6. Подобно уже рассмотренно-

му случаю волнового пакета, содержащего состояния только одной энергети-

ческой зоны, поведение этой функции сопровождается явлениями коллапса и

возрождения. Для параметров рассматриваемого волнового пакета соответству-

ющие периоды циклотронного движения и возрождения есть 𝑇𝑐𝑙 ≈ 126𝜆/𝑐 и

𝑇𝑅 ≈ 26660𝜆/𝑐. Во вставке на рис.1.6 явно видно ZB-осцилляции с часто-

той 𝜔𝑍𝐵 = 2𝜙𝑛0
𝑐/𝜆 = 10,2𝑐/𝜆 ≃ 7,85 · 1021 с-1. Более того, эти осцилляции

совершаются за короткие промежутки вблизи моментов времени 𝑡𝑘 = 𝑘𝑇𝑐𝑙/2

(𝑘 = 1, 2, . . .), что связано с особенностью пространственно-временно́й эволю-

ции распределения плотности вероятности волнового пакета. При 𝑡 > 0 началь-

ный волновой пакет (рис.1.7(a)) расщепляется на две части (рис.1.7(b)) со слабо

отличающимися амплитудами. Эти подпакеты, содержащие состояния с энер-

гией одного знака, вращаются с циклотронной частотой в противоположных

направлениях, и встречаются друг с другом дважды за период (см. рис.1.7(c),

1.7(d)). Длительность ZB-осцилляций определяется отношением ширины паке-

тов к их относительной скорости. Заметим, что в момент времени 𝑡 = 𝑇𝑐𝑙/4

спиновые части подпакетов с 𝐸𝑛 > 0 и 𝐸𝑛 < 0 слабо отличаются друг от друга.

Так, пространственная часть полной волновой функции (1.53) представляет со-

бой суперпозицию мезоскопических состояний (см. Приложение C). При 𝑡 ∼ 𝑡𝑘

части с положительной и отрицательной энергиями значительно перекрывают-

ся в координатном пространстве. Это необходимое условия существования ZB

(см. вставку на рис.1.6).

В моменты времени 𝑡 ∼ 𝑇𝑐𝑙 влияние квадратичных слагаемых в разложении

𝜙𝑛 (формула (A.2)) незначительно. Для времен, много бо́льших циклотронного

периода, у отдельных слагаемых в (1.53) из-за члена (𝑛− 𝑛0)
2 появляется дефа-

зировка, которая приводит к коллапсу подпакетов. На промежуточных временах

𝑇𝑐𝑙 ≪ 𝑡𝑛 ≤ 𝑇𝑅, где 𝑡𝑛 ≈ 𝑚𝑇𝑅/𝑛 (𝑚/𝑛 – неприводимая дробь) наступает дроб-

ное возрождение каждого подпакета. В результате каждый подпакет распадется

на 𝑁 = 𝑛(3 − (−1𝑛))/4 пакетов-фракций. В частности, при 𝑡 = 𝑇𝑅 каждый

из двух подпакетов (с положительной или отрицательной энергией) восстанав-

ливается в различных точках циклотронной орбиты, что делает невозможным

полное восстановление формы первоначального пакета. Так, в момент времени

𝑇𝑅/4 мы можем наблюдать четыре пакета-фракции. Однако, это утверждение не
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Рисунок 1.6: Зависимость средней скорости 𝑣𝑥(𝑡) от времени для начального
волнового пакета (1.50) с параметрами 𝜆/𝑎 = 0,5, 𝑞𝑎 = 10. Осцилляции средней
скорости 𝑣𝑥(𝑡) для времен 𝑡 ≥ 𝑇𝑐𝑙 показаны на вставке.

согласуется с распределением плотности вероятности, показанной на рис.1.8(a)

из-за значительного влияния слагаемых ∼ (𝑛−𝑛0)3 в разложении 𝜙𝑛 для времен

𝑡 ≤ 𝑇𝑅. Это утверждение иллюстрирует рис.1.8(b), на котором в момент време-

ни 𝑡 = 𝑇𝑅/4 представлена плотность вероятности, рассчитанная с учетом только

первых трех слагаемых в разложении 𝜙𝑛.

Теперь рассчитаем среднее значение оператора спина. Поскольку начальное

состояние волнового пакета (1.50) принадлежит одному из инвариантных под-

пространств (с 𝜆𝑘 = 1), средние значения проекций спина 𝑆𝑥 = 𝑆𝑦 = 0. Ис-

пользуя определение 𝑆𝑧 = (~/2)𝜎̂𝑧 и выражения (1.54), (1.55) и (1.56), получаем,

что

𝑆𝑧(𝜏) =
~
2

∑︁
𝑛=1

|𝑐𝑛|2
(︂

1 + 2𝑛(𝜆/𝑎)2 cos(2𝜙𝑛𝜏)

𝜙2
𝑛

)︂
, (1.60)

где коэффициенты 𝑐𝑛 определены в (1.24). Соответствующая зависимость пред-

ставлена на рис.1.9.
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.7: Распределение плотности вероятности для начального волнового
пакета (1.50) с параметрами 𝜆/𝑎 = 0,5, 𝑞𝑎 = 10 в моменты времени: (a) 𝑡 = 0;
(b) 𝑡 ≈ 𝑇𝑐𝑙/4; (c) 𝑡 ≈ 𝑇𝑐𝑙/2; (d) 𝑡 ≈ 𝑇𝑐𝑙.

Видно, что среднее значение 𝑧-компоненты спина осциллирует с ZB-частотой

𝜔𝑍𝐵 ≈ 2𝜙𝑛0
𝑐/𝜆 и сопровождается явлениями коллапса и возрождения. В этом

случае, в отличие от предыдущего определения (1.31), соответствующее время

возрождения определяется через циклотронный период 𝑇𝑟𝑒𝑣 = 𝑇𝑐𝑙/2 [6, 12]. В

интервалах между ZB-осцилляциями среднее значение 𝑆𝑧(𝑡) отлично от нуля.

Как уже упоминалось выше, пространственно-временнáя эволюция исходного

волнового пакета (1.50) описывается частью гамильтониана Дирака (1.1), кото-

рая идентична модели Джейнса-Каммингса в квантовой оптике [7]. Таким об-

разом, можно утверждать, что формула (1.60) аналогична хорошо известному

выражению для заселенности нижнего уровня двухуровневого атома, который

подвергается воздействию классического электромагнитного поля [1].
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(a) (b)

Рисунок 1.8: Распределение плотности вероятности для начального волнового
пакета (1.50) с параметрами 𝜆/𝑎 = 0,5, 𝑞𝑎 = 10, 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/4: (a) для реального
энергетического спетра; (b) для спектра, полученного с учетом только первых
трех слагаемых в разложении 𝜙𝑛.

Рисунок 1.9: Зависимость от времени среднего спина 𝑆𝑧 (в единицах ~/2) для
начального волнового пакета (1.50) с параметрами 𝜆/𝑎 = 0,5, 𝑞𝑎 = 10. Осцилля-
ции среднего спина при малых временах 𝑡≪ 𝑇𝑐𝑙 показаны на вставке.



— 43 —

1.2 Мезоскопические состояния в графене, находящемся в

магнитном поле: коллапс и возрождение волновых паке-

тов

1.2.1 Модель

Как указывалось во Введении, в эволюции волновых пакетов, построенных

из состояний, относящихся к неэквидистантному спектру, должен наблюдаться

ряд интересных явлений, в том числе коллапс и возрождение волновых пакетов.

В настоящем разделе эти явления рассматриваются в монослойном графене, по-

мещенном в однородное магнитное поле. В этом случае электронно-дырочный

гамильтониан вблизи точки 𝐾 зоны Бриллюэна записывается в виде [4]:

𝐻̂𝐾 = 𝑢

(︃
0 𝜋̂𝑥 − 𝑖𝜋̂𝑦

𝜋̂𝑥 + 𝑖𝜋̂𝑦 0

)︃
, (1.61)

где 𝑢 ≈ 108 см/с – скорость Ферми, ˆ⃗𝜋 = ˆ⃗𝑝 +
𝑒

𝑐
𝐴⃗ – оператор импульса, 𝑐 — ско-

рость света, 𝑒 < 0 – заряд электрона, 𝐴⃗ – векторный потенциал. В калибровке

Ландау (где 𝑝𝑥 является интегралом движения) собственные значения и соответ-

ствующие собственные функции (1.61) есть

𝜙𝑝𝑥,𝑛,𝑠 (𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝑝𝑥𝑥/~)√

4𝜋~
(−𝑠 |𝑛− 1⟩ , |𝑛⟩)𝑇 , (1.62)

𝐸𝑛,𝑠 = 𝑠~Ω
√
𝑛, (1.63)

где |𝑛⟩ – 𝑛-е состояние гармонического осциллятора, 𝑠 = ±1 – индекс зоны про-

водимости и валентной зоны, Ω = 𝑢
√

2/𝑎 – частота перехода с первого уровня

Ландау на нулевой, 𝑎 =
√︀

~𝑐/𝑒𝐵 – магнитная длина. Для 𝑛 = 0 верхняя ком-

понента в (1.62) зануляется, и нормировочный коэффициент становится равным

1/
√

2𝜋~.

Неэквидистантность энергетического спектра (1.63) при изучении

пространственно-временно́й эволюции начального локализованного состоя-

ния предполагает, как и в других моделях, существование явлений коллапса и

возрождения (см., например, [1,77]). Для иллюстрации этого фундаментального

утверждения будем рассматривать динамику волновых пакетов, собранных из
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стационарных состояний (1.62) и локализованных в энергетическом простран-

стве с номерами уровней Ландау вблизи среднего значения 𝑛0 и дисперсией

𝜎 [4]:

Ψ (𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∫︁
𝑑𝑝𝑥

∑︁
𝑛,𝑠

𝑐𝑛,𝑠 (𝑝𝑥)𝜙𝑝𝑥,𝑛,𝑠 (𝑥, 𝑦) 𝑒𝑥𝑝 (−𝑖𝐸𝑛,𝑠𝑡/~), (1.64)

𝑐𝑛 (𝑝𝑥) =

√︂
𝑎

𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑝𝑥 − 𝑞)2𝑎2

2~2
− (𝑛− 𝑛0)

2

2𝜎2

)︂
. (1.65)

1.2.2 Эволюция волновых пакетов, содержащих состояния одной энергети-

ческой зоны

Прежде всего мы рассмотрим эволюцию локализованного волнового паке-

та (1.64) в нелегированном монослойном графене, составленного из квантовых

состояний только верхней энергетической зоны. Для этого выберем коэффици-

енты разложения (1.65) начального волнового пакета (1.64) по стационарным

состояниям (1.62) в виде

𝑐𝑛,𝑠=−1 (𝑝𝑥) = 0, 𝑐𝑛,𝑠=1 (𝑝𝑥) =

√︂
𝑎

𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑝𝑥 − 𝑞)2𝑎2

2~2
− (𝑛− 𝑛0)

2

2𝜎2

)︂
. (1.66)

После интегрирования по 𝑝𝑥 в (1.64) получаем явный вид для компонент вол-

новой функции с коэффициентами (1.66):

Ψ1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
∞∑︁
𝑛=1

√
2𝑛√

2𝑛𝑛!

(︂
𝑦 − 𝑞𝑎2 − 𝑖𝑥

𝑎

)︂𝑛−1

×

× 𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2

2𝜎2
− 𝑖𝑡

√
2𝑛

)︂
, (1.67)

Ψ2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝑓 (𝑥, 𝑦)
∞∑︁
𝑛=1

1√
2𝑛𝑛!

(︂
𝑦 − 𝑞𝑎2 − 𝑖𝑥

𝑎

)︂𝑛

×

× 𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2

2𝜎2
− 𝑖𝑡

√
2𝑛

)︂
, (1.68)

где 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋3/4𝑎
√
𝜎
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑥

2 + (𝑦 − 𝑞𝑎2)2 − 2𝑖𝑥(𝑦 + 𝑞𝑎2)

4𝑎2

)︂
.
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Заметим, что при переходе к новой системе координат
(︀
𝑥, 𝑦 − 𝑞𝑎2

)︀
электрон-

ная плотность вероятности |Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑡)|2 не зависит от параметра 𝑞. Ясно, что этот

параметр определяет только положение центра циклотронной орбиты волнового

пакета на оси 𝑦. При этом средняя компонента импульса волнового пакета есть

𝑝𝑥 = ~𝑞 . Аналогично можно убедиться в том, что параметр 𝜎 задает дисперсию

электронной плотности в начальном состоянии как по 𝑥, так и по 𝑦.

Теперь рассчитаем среднюю скорость центра волнового пакета (1.67), (1.68).

Оператор скорости для монослойного графена вычисляется, как обычно, как

коммутатор гамильтониана (1.61) с оператором координаты 𝑣𝑖 = − 𝑖

~

[︁
𝐻̂, 𝑥̂𝑖

]︁
.

Тривиальные вычисления приводят к явному виду оператора скорости

𝑣𝑖 = 𝑢𝜎̂𝑖. (1.69)

Таким образом, средняя скорость центра волнового пакета есть

𝑣𝑖(𝑡) = 𝑢
∫︀

Ψ†𝜎̂𝑖Ψ𝑑𝑥𝑑𝑦, и для начального состояния (1.64) с коэффициента-

ми (1.66) имеем (см. также [78]):

𝑣𝑥(𝜏) = − 𝑢

𝜎
√
𝜋

∞∑︁
𝑛=1

𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2 + (𝑛− 𝑛0 + 1)2

2𝜎2

)︂
×

× cos
(︁(︁√︀

2(𝑛+ 1) −
√

2𝑛
)︁
𝜏
)︁
, (1.70)

𝑣𝑦(𝜏) = − 𝑢

𝜎
√
𝜋

∞∑︁
𝑛=1

𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2 + (𝑛− 𝑛0 + 1)2

2𝜎2

)︂
×

× sin
(︁(︁√︀

2(𝑛+ 1) −
√

2𝑛
)︁
𝜏
)︁
, (1.71)

где 𝜏 = 𝑡𝑢𝑎 .

Особенности временно́й динамики волновых пакетов, связанные с неэк-

видистантностью энергетического спектра (1.63), наглядно иллюстрируют-

ся на графике 𝑣𝑥(𝜏) (рис.1.10). При малых временах начальный вол-

новой пакет (рис.1.11(a)) совершает циклотронное движение с периодом

𝑇𝑐𝑙 = 2𝜋~/𝐸 ′
𝑛0

= 4𝜋
√
𝑛0/Ω. Для параметров 𝑛0 = 20, 𝐵 = 10 Т, 𝜎 = 2 он

оказывается равным 𝑇𝑐𝑙 ≈ 0,3 пс. Однако, спустя несколько оборотов, проис-

ходит расфазировка вкладов отдельных стационарных состояний в суперпози-
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Рисунок 1.10: Зависимость средней скорости 𝑣𝑥(𝑡) центра волнового пакета
(1.64), (1.66) от времени, 𝑛0 = 20, 𝐵 = 10 Tл, 𝜎 = 2.

цию (1.67), (1.68), обусловленная слабой неэквидистантностью уровней Ландау

𝐸𝑛 ≈ 𝐸𝑛0
+ 𝐸 ′

𝑛0
(𝑛 − 𝑛0) +

𝐸′′
𝑛0

2 (𝑛 − 𝑛0)
2 + . . . с номерами 𝑛0 − 𝜎 < 𝑛 < 𝑛0 + 𝜎,

вследствие чего происходит «развал» начального волнового пакета – он расплы-

вается по циклотронной орбите (рис.1.11(b)). Однако, на временно́м интервале

𝑇𝑐𝑙 << 𝑡 < 𝑇𝑅 (здесь 𝑇𝑅 = 4𝜋~/
⃒⃒
𝐸 ′′

𝑛0

⃒⃒
= 16𝜋𝑛

3/2
0 /Ω ≈ 2,5 пс – время возрож-

дения) в отдельные моменты 𝑡 = 𝑚𝑇𝑅/𝑛 (где 𝑚 и 𝑛 – взаимно простые числа)

фазы отдельных слагаемых в (1.67), (1.68) становятся кратны 2𝜋, что позволяет

начальному волновому пакету частично собраться в 𝑁 = 𝑛(3 − (−1)𝑛)/4 подпа-

кетов [1]. При этом так называемом дробном возрождении пики мультипольного

излучения от вращающихся пакетов должны следовать вдвое, втрое, вчетверо и

т.д. чаще, чем на начальном этапе. Электромагнитное излучение, исходящее от

таких подпакетов, будет иметь сложный фурье-спектр. Поляризация излучения

будет также изменяться во времени. В частности, при 𝑡 = 𝑇𝑅/4 мы должны

наблюдать два подпакета, расположенных на циклотронной орбите в диамет-

рально противоположных точках (см. рис.1.11(c)). При этом излучение будет

иметь квадрупольный, а не дипольный характер. В моменты времени, кратные

𝑇𝑅/2, наблюдается возрождение осцилляций средней скорости, что соответству-

ет восстановлению начального волнового пакета (рис.1.11(d)). Отметим также,

что для волнового пакета (1.64), (1.66) высокочастотные осцилляции, связанные

с ZB, невозможны, потому что волновой пакет содержит состояния с энергией

одного знака.
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.11: Плотность вероятности |Ψ(𝑥, 𝑦)|2 для волнового пакета (1.64),
(1.66) с параметрами 𝑛0 = 20, 𝜎 = 2, 𝑎 ≈ 10−6 см, 𝑞 ≈ 107 см-1 в моменты
времени: (a) 𝑡 = 0; (b) 𝑡 ≈ 0,1 · 𝑇𝑅; (c) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/4; (d) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/2.

Из выражений (1.70), (1.71) нетрудно получить среднюю координату центра

волнового пакета r̄(𝑡), представленную на рис.1.12. Видно, что с течением вре-

мени средняя координата центра пакета стремится в центр его циклотронной

орбиты. Подобная динамика центра волнового пакета впервые обсуждалась Ру-

синым и Завадским [79]. Здесь следует, однако, отметить, что r̄(𝑡) в данной ситу-

ации не является удобной характеристикой. Действительно, с течением времени

электронная плотность вероятности (1.66) всегда распределена по циклотронной

орбите. При этом в те моменты времени, когда это распределение оказывается

примерно равномерным, средний радиус центра пакета стремится к центру цик-

лотронной орбиты.
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Рисунок 1.12: Средний радиус центра волнового пакета (1.64), (1.66), постро-
енного из состояний верхней зоны вблизи точки 𝐾, при 0 ≤ 𝑡 ≤ 0,8 пс. Здесь
𝑛0 = 20, 𝜎 = 2, 𝑎 ≈ 10−6 см., 𝑞 ≈ 107 см-1.

1.2.3 Эволюция волновых пакетов, содержащих состояния с положитель-

ными и отрицательными энергиями

В данном разделе мы рассмотрим эволюцию волнового пакета, содержаще-

го состояния как верхней, так и нижней энергетических зон, в легированном

монослойном графене. Для того чтобы создать такой пакет, необходимо, чтобы

химический потенциал оказался в области отрицательных энергий. Аналогично

ситуации, рассмотренной в разделе 1.2.2, выберем коэффициенты разложения в

(1.64) в виде

𝑐𝑛,𝑠=−1 (𝑝𝑥) = 𝑐𝑛,𝑠=1 (𝑝𝑥) =

√︂
𝑎

𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑝𝑥 − 𝑞)2𝑎2

2~2
− (𝑛− 𝑛0)

2

2𝜎2

)︂
. (1.72)

В этом случае явный вид компонент волновой функции пакета в произволь-

ный момент времени есть

Ψ1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
∞∑︁
𝑛=1

√
2𝑛√

2𝑛𝑛!
𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2

2𝜎2

)︂(︂
𝑦 − 𝑞𝑎2 − 𝑖𝑥

𝑎

)︂𝑛−1

×

× cos
(︁√

2𝑛𝜏
)︁
, (1.73)
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Ψ2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
∞∑︁
𝑛=1

1√
2𝑛𝑛!

𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2

2𝜎2

)︂(︂
𝑦 − 𝑞𝑎2 − 𝑖𝑥

𝑎

)︂𝑛

×

× sin
(︁√

2𝑛𝜏
)︁
. (1.74)

Вычисления для компонент средней скорости, выполненные для начального

состояния (1.64) с коэффициентами (1.72), дают следующие результаты:

𝑣𝑥(𝜏) = 0,

𝑣𝑦(𝜏) =
2𝑢

𝜎
√
𝜋

∞∑︁
𝑛=1

𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑛− 𝑛0)

2 + (𝑛− 𝑛0 + 1)2

2𝜎2

)︂
×

×
(︁

sin
(︁(︁√︀

2(𝑛+ 1) +
√

2𝑛
)︁
𝜏
)︁
− sin

(︁(︁√︀
2(𝑛+ 1) −

√
2𝑛
)︁
𝜏
)︁)︁

. (1.75)

Таким образом, волновой пакет (рис.1.13(a)), состоящий наполовину из состо-

яний верхней зоны и наполовину – из состояний нижней энергетической зоны,

на начальной стадии своей эволюции расщепляется на два подпакета, вращаю-

щиеся в противоположных направлениях по циклотронной орбите (рис.1.13(b)).

В результате в каждый момент времени x-компонента средней скорости равна

нулю, а y-компонента, в отличие от предыдущего случая, осциллирует с дву-

мя несоизмеримыми частотами (рис.1.14). Второе слагаемое в (1.75), как и в

случае пакета, составленного из состояний только верхней зоны, описывает ос-

цилляции, связанные с периодическим движением каждого подпакета по цикло-

тронной орбите по сценарию, описанному в предыдущем разделе. Первое сла-

гаемое в (1.75) осциллирует с существенно большей частотой и обусловлено

чисто квантовым явлением – ZB, представляющим собой в нашем случае ин-

терференцию двух подпакетов, наблюдаемую два раза за циклотронный период.

Частота таких осцилляций равна 𝜔𝑍𝐵 = 2𝐸𝑛0
/~. На вставке к рис.1.14 показаны

ZB-осцилляции центра волнового пакета на первых двух классических перио-

дах. Однако через достаточно большой промежуток времени, когда каждый под-

пакет распределяется примерно равномерно по циклотронной орбите, эффект

интерференции наблюдается практически перманентно за исключением момен-

тов дробного возрождения. Это явление приводит к нарушению четкой картины

коллапса и возрождения (рис.1.14), описанной в разделе 1.2.2. В частности, на
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(a) (b)

(c)

Рисунок 1.13: Плотность вероятности |Ψ(𝑥, 𝑦)|2 для волнового пакета (1.64),
(1.72) с параметрами 𝑛0 = 20, 𝜎 = 2, 𝑎 ≈ 10−6 см, 𝑞 ≈ 107 см-1 в моменты
времени: (a) 𝑡 = 0; (b) 𝑡 ≈ 0,2 · 𝑇𝑐𝑙; (c) 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/4.

рис.1.13(c) приведена плотность вероятности пакета в момент времени 𝑡 ≈ 𝑇𝑅/4,

представляющая собой регулярную структуру из четырех подпакетов.

Ранее эффекты ZB в графене подробно изучались в работах [20, 79, 81]. По-

добные эффекты в динамике волновых пакетов были обнаружены в двумерном

электронном газе со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы [18], а также

при изучении динамики релятивистких дираковских пакетов в магнитном по-

ле [82].

Как известно, в монослойном графене энергетический спектр имеет дираков-

ский характер в неэквивалентных точках (долинах) 𝐾 и 𝐾 ′, лежащих на гра-

нице зоны Бриллюэна. Здесь мы обсудим особенности эволюции волновых па-
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Рисунок 1.14: Зависимость средней скорости 𝑣𝑦(𝑡) центра волнового пакета
(1.64), (1.72) от времени, 𝑛0 = 20, 𝐵 = 10 Tл, 𝜎 = 2.

кетов, составленных из состояний, лежащих вблизи точки 𝐾 ′ в монослойном

графене во внешнем перпендикулярном магнитном поле, где гамильтониан име-

ет вид [83, 84]

𝐻̂𝐾 ′ = 𝑢

(︃
0 −𝜋̂𝑥 − 𝑖𝜋̂𝑦

−𝜋̂𝑥 + 𝑖𝜋̂𝑦 0

)︃
. (1.76)

Отметим, что 𝐻̂𝐾 ′ = −𝐻̂𝑇
𝐾 . Спектр гамильтониана и соответствующие соб-

ственные функции есть (в калибровке Ландау)

𝐸𝑛,𝑠 = 𝑠~Ω
√
𝑛, (1.77)

𝜍𝑝𝑥,𝑛,𝑠 (𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝑝𝑥𝑥/~)√

4𝜋~
(|𝑛⟩ , 𝑠 |𝑛− 1⟩)𝑇 . (1.78)

Таким образом, если мы возбуждаем электронные состояния в графене с но-

мерами уровней Ландау вблизи среднего значения 𝑛0 и дисперсией 𝜎 в окрестно-

сти точки 𝐾 ′, коэффициенты разложения начального волнового пакета по базису

(1.78) должны быть такими же, как (1.66). Соответственно, сформированный из

этих коэффициентов волновой пакет будет отличаться от аналогичного пакета,
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рассмотренного в разделе 1.2.2:

Φ (𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∫︁
𝑑𝑝𝑥

∑︁
𝑛,𝑠

𝑐𝑛,𝑠 (𝑝𝑥) 𝜍𝑝𝑥,𝑛,𝑠 (𝑥, 𝑦) 𝑒𝑥𝑝 (−𝑖𝐸𝑛,𝑠𝑡/~). (1.79)

Однако из-за того, что собственные функции (1.62) переходят в соответству-

ющие функции (1.78) при перестановке нижней и верхней компонент и последу-

ющей сменой знака у нижней компоненты, а оператор скорости для гамильтони-

ана 𝐻̂𝐾 ′ есть 𝑣′𝑥 = −𝑣𝑥, 𝑣′𝑦 = 𝑣𝑦, поведение рассматриваемого пакета оказывается

эквивалентным поведению пакета (1.67), (1.68) [26].

1.3 Zitterbewegung волновых пакетов и кондактанс квазиод-

номерного канала в присутствии спин-орбитального вза-

имодействия

1.3.1 Электронные квантовые состояния в квазиодномерном канале со

спин-орбитальным взаимодействием Рашбы

Эволюция волновых пакетов в условиях конфайнмента, т.е. в квантовых ка-

налах со спин-орбитальным взаимодействием, имеет ряд особенностей. В на-

стоящем разделе рассматриваются квантовые состояния в таких системах, их

кондактанс, а также эволюция волновых пакетов.

Следуя работам [A3], [A4], рассмотрим квазиодномерный канал, в котором

движение электронов вдоль оси 𝑦 свободное, а по оси 𝑥 ограничено потенциа-

лом 𝑉 (𝑥) – бесконечно глубокой потенциальной ямой ширины 𝑎. Гамильтониан

такой системы имеет вид:

𝐻̂0 =
p̂2

2𝑚
+ 𝑉 (𝑥), (1.80)

где 𝑚 – эффективная масса электрона, 𝑉 (𝑥) =

{︃
0 при 0 < 𝑥 < 𝑎,

∞ при 𝑥 6 0, 𝑥 > 𝑎.
Спин-орбитальное взаимодействие в канале будем описывать известным га-

мильтонианом Рашбы [29]

𝐻̂𝑅 =
𝛼

~
(𝑝𝑦𝜎𝑥 − 𝑝𝑥𝜎𝑦) , (1.81)
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где 𝛼 – константа спин-орбитального взаимодействия Рашбы, 𝑝𝑘 = −𝑖~𝜕/𝜕𝑥𝑘 –

оператор импульса, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦 – матрицы Паули.

Волновая функция в канале ищется в виде разложения по собственным функ-

циям оператора 𝐻̂0, явный вид которых Ψ
(0)
𝑛,𝑘𝑦

(𝑥, 𝑦) =
1√
2𝜋
𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦

√︂
2

𝑎
sin
(︀
𝜋𝑛𝑥
𝑎

)︀
:

Ψ𝑘𝑦(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑐𝑛

𝑑𝑛

)︃
Ψ

(0)
𝑛,𝑘𝑦

(𝑥, 𝑦). (1.82)

Подставляя искомую функцию в уравнение Шрёдингера с гамильтонианом

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝐻̂𝑅, получаем бесконечную систему алгебраических уравнений отно-

сительно неизвестных коэффициентов 𝑐𝑛 и 𝑑𝑛:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
~2(𝑘2𝑦 + 𝑘2𝑛)

2𝑚
− 𝐸

)︃
𝑐𝑛 + 𝛼𝑘𝑦𝑑𝑛 + 𝛼

∑︀∞
𝑙=1△𝑛,𝑙𝑑𝑙 = 0,

𝛼𝑘𝑦𝑐𝑛 − 𝛼
∑︀∞

𝑙=1△𝑛,𝑙𝑐𝑙 +

(︃
~2(𝑘2𝑦 + 𝑘2𝑛)

2𝑚
− 𝐸

)︃
𝑑𝑛 = 0.

(1.83)

Здесь △𝑛,𝑙 = 0, если 𝑛, 𝑙 – одинаковой чётности и △𝑛,𝑙 =
4𝑛𝑙

𝑎(𝑛2 − 𝑙2)
, если 𝑛,

𝑙 – различной чётности, 𝑘𝑛 = 𝜋𝑛
𝑎 , 𝑛 = 1, 2, 3, ....

Результат численного расчёта спектра 2D-электронов в квазиодномерном ка-

нале с взаимодействием Рашбы (в (1.82) учитывались 20 нижних уровней) при-

ведены на рис.1.15. Как видно из рисунка, в точках с 𝑘𝑦 ̸= 0 вырождение по

спину снялось.

1.3.2 Динамика волновых пакетов в квазиодномерном канале со спин-

орбитальным взаимодействием Рашбы. Zitterbewegung

Zitterbewegung, или осцилляторная динамика релятивистских электронов,

предсказана Шрёдингером в 1933 году. Согласно этому предсказанию центр

электронного волнового пакета в отсутствии внешних полей осциллирует с ха-

рактерной частотой 𝜔 = 2𝑚𝑐2/~, причем амплитуда осцилляций имеет поря-

док комптоновской длины волны электрона ~/2𝑚𝑐. До настоящего времени этот

фундаментальный физический эффект не наблюдался экспериментально. Анало-

гичное поведение волновых пакетов было предсказано для электронов в узкозон-
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Рисунок 1.15: Электронный энергетический спектр канала со спин-орбитальным
взаимодействием Рашбы (𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐼𝑛0,23𝐺𝑎0,77𝐴𝑠): 𝛼 = 2,5 · 10−11 эВ·м,
𝑚 = 0,05 ·𝑚0, 𝑎 = 100 нм, 𝑚0 – масса свободного электрона.

ных полупроводниках (𝜔𝑍𝐵 = 𝜀𝑔/~ – частота осцилляций), в 2D-электронном га-

зе со спин-орбитальным взаимодействием [85], углеродных нанотрубках, в гра-

фене [20], а также в сверхпроводниках. Во всех подобных системах электронные

возбуждения принадлежат двум энергетическим зонам.

Для расчета волновой функции электронного волнового пакета в канале

со спин-орбитальным взаимодействием в произвольный момент времени вос-

пользуемся известным методом функции Грина. «Xорошими» квантовыми чис-

лами, определяющими волновые функции стационарных состояний, являют-

ся номер нерасщеплённого спин-орбитой «ямного» уровня в канале 𝑛, проек-

ция волнового вектора на направление вдоль канала 𝑘𝑦, а также индекс вет-

ви 𝑠 = «+» или «-» расщеплённого спин-орбитальным взаимодействием 𝑛-ого

энергетического уровня. Проведённый расчёт электронного спектра, представ-

ленный на рис.1.15, показывает, что он хорошо аппроксимируется функцией ви-

да 𝐸𝑛,𝑠(𝑘𝑦) ≈ 𝐸
(𝑘𝑦=0)
𝑛 + ~2𝑘2𝑦/2𝑚* + 𝑠𝛼*𝑘𝑦, где 𝑚* и 𝛼* практически совпадают

с 𝑚 и 𝛼 исходного гамильтониана (1.80), (1.81), 𝑠 = ±1. 𝐸(𝑘𝑦=0)
𝑛 – энергетиче-

ский спектр в канале со спин-орбитальным взаимодействием при 𝑘𝑦 = 0. Таким
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образом, матричные элементы функции Грина записываются в виде:

𝐺𝑖𝑗(𝑥, 𝑥
′, 𝑦, 𝑦′, 𝑡) =

∑︁
𝑛,𝑠

∫︁
Ψ𝑘𝑦,𝑛,𝑠,𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡)Ψ

*
𝑘𝑦,𝑛,𝑠,𝑗

(𝑥′, 𝑦′, 0)𝑑𝑘𝑦, (1.84)

а двухкомпонентные функции стационарных состояний Ψ𝑘𝑦,𝑛,𝑠(𝑥, 𝑦) рассчитаны

численно ранее.

Чтобы понять влияние спин-орбитального взаимодействия на эволюцию вол-

новых пакетов, сформируем в квазиодномерном канале волновой пакет гауссо-

вой формы с начальной поляризацией спина вдоль оси 𝑧:

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0) =

√︃
2

𝑑𝑎
√
𝜋
𝑒−𝑦2/2𝑑2+𝑖𝑘0𝑦𝑦 sin(𝜋𝑥/𝑎)

(︃
1

0

)︃
≡ 𝑓(𝑥, 𝑦)

(︃
1

0

)︃
, (1.85)

эволюция которого в отсутствии спин-орбитального взаимодействия хорошо из-

вестна.

Тогда, чтобы рассчитать волновую функцию пакета в произвольный момент

времени, нам потребуются две компоненты электронной функции Грина, а имен-

но: (︃
𝛹1(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝛹2(𝑥, 𝑦, 𝑡)

)︃
=

∫︁∫︁
𝑑𝑥′𝑑𝑦′

(︃
𝐺11𝑓(𝑥′, 𝑦′)

𝐺21𝑓(𝑥′, 𝑦′)

)︃
.

В случае, когда учитываются только два низших уровня в (1.84), удаётся полу-

чить точные аналитические выражения для функции плотности вероятности:

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑎

2𝑑
√︀
𝜋(1 + (𝑡/𝑡0)2)

×

×

(︃
𝑐21−
(︀
Ψ2

1−(𝑥) + Ψ2
2−(𝑥)

)︀
𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑘0𝑦~𝑡/𝑚− 𝑦 − 𝛼𝑡/~)2

𝑑2(1 + (𝑡/𝑡0)2)

)︂
+

+ 𝑐21+
(︀
Ψ2

1+(𝑥) + Ψ2
2+(𝑥)

)︀
𝑒𝑥𝑝

(︂
−(𝑘0𝑦~𝑡/𝑚− 𝑦 + 𝛼𝑡/~)2

𝑑2(1 + (𝑡/𝑡0)2)

)︂
+

+ 2𝑐1+𝑐1− (Ψ1+(𝑥)Ψ1−(𝑥) + Ψ2+(𝑥)Ψ2−(𝑥))×

× cos

(︃
2𝑚𝛼

(︀
𝑘0𝑦~𝑡/𝑚+ 𝑦(𝑡/𝑡0)

2
)︀

~2(1 + (𝑡/𝑡0)2)

)︃
𝑒𝑥𝑝

(︃
−
(︀
(𝑘0𝑦~𝑡/𝑚− 𝑦)2 + (𝛼𝑡/~)2

)︀2
𝑑2(1 + (𝑡/𝑡0)2)

)︃)︃
,

(1.86)

где 𝑡0 = 𝑚𝑑2/~, функции Ψ1±(𝑥), Ψ2±(𝑥) рассчитываются численно.
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Первые два слагаемых в (1.86) описывают два пакета гауссовой формы,

образовавшихся из начального пакета и распространяющихся со скоростями

𝑘0𝑦~/𝑚±𝛼/~. Очевидно, что центры этих пакетов разбегаются друг относитель-

но друга со скоростью 2𝛼/~, пропорциональной константе спин-орбитального

взаимодействия. Последнее слагаемое в (1.86) отвечает за осцилляции центра

волнового пакета. Формы волновых пакетов, а также спиновые поляризации

для различных моментов времени в различных масштабах по 𝑦 и 𝜌 представ-

лены на рис.1.16, 1.17. Расчёты произведены для структуры с параметрами

𝛼/~ = 3,6 ·106 см/с, 𝑚 = 0,05 ·𝑚0, 𝑎 = 2 ·10−6 см, 𝑑 = 10−5 см, 𝑘0𝑦 = 2,5 ·105 см-1.

(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.16: Волновой пакет в квазиодномерном канале со спин-орбитальным
взаимодействием Рашбы в момент времени 𝑡 = 1 (в единицах 𝑚𝑑2/~): (a)
электронная плотность; (b) спиновая плотность 𝑆𝑥; (c) спиновая плотность 𝑆𝑦;
(d) спиновая плотность 𝑆𝑧. Параметры системы указаны в тексте.

С течением времени происходит расщепление гауссовского волнового пакета

на две части, распространяющихся с различной скоростью, а также расплыва-
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ние, связанное с дисперсией. На рис.1.17(a) показаны два пакета в момент вре-

мени 𝑡 = 3 (в единицах 𝑑~/𝛼 ≈ 2,8 · 10−12 с). Нетрудно убедиться, что та часть

расщепившегося пакета, которая движется с большей скоростью, сформирована

преимущественно из состояний зоны 𝐸1+, а часть пакета, распространяющаяся с

меньшей скоростью – из состояний зоны 𝐸1− (см. рис.1.15). Из представленных

на рис.1.16(d), 1.17(d) графиков спиновой плотности 𝑆𝑧 видно, что с течением

времени среднее значение проекции спина на эту ось стремится к нулю. В отли-

чие от результатов работы [18], где рассматривается 2D-газ без конфайнмента,

спиновая поляризация в канале имеет иную структуру: максимумы области со

спином «верх» и «вниз» находятся в вершинах квадрата, располагаясь на разных

его диагоналях. С течением времени, как видно из приведённых графиков, эта

закономерность сохраняется.

(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 1.17: Волновой пакет в квазиодномерном канале со спин-орбитальным
взаимодействием в момент времени 𝑡 = 3 (в единицах 𝑚𝑑2/~): (a) электронная
плотность; (b) спиновая плотность 𝑆𝑥; (c) спиновая плотность 𝑆𝑦; (d) спиновая
плотность 𝑆𝑧. Параметры системы те же, что на рис.1.16.
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Для теоретического исследования Zitterbewegung необходимо рассчитать

среднее значение координаты центра волнового пакета как функцию времени

по стандартной формуле, которая, в случае приближения двух уровней в (1.84),

дает простой результат:

𝑥̄(𝑡) =

∫︁∫︁
Ψ†(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑥Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
𝑎

2

(︁
𝑐21−

∫︁ 𝑎

0

(︀
Ψ2

1−(𝑥) + Ψ2
2−(𝑥)

)︀
𝑥𝑑𝑥+ 𝑐21+

∫︁ 𝑎

0

(︀
Ψ2

1+(𝑥) + Ψ2
2+(𝑥)

)︀
𝑥𝑑𝑥+

+ 2𝑐1+𝑐1−𝑒
−(𝛼𝑡/~𝑑)2 cos(2𝛼𝑘0𝑦𝑡/~)

∫︁ 𝑎

0

(Ψ1+(𝑥)Ψ1−(𝑥) + Ψ2+(𝑥)Ψ2−(𝑥))𝑥𝑑𝑥
)︁
.

(1.87)

Поскольку последнее слагаемое в (1.87) пропорционально

𝑒−(𝛼𝑡/~𝑑)2 cos(2𝛼𝑘0𝑦𝑡/~), центр волнового пакета, то есть 𝑥̄(𝑡), испытывает

затухающие колебания. Из рис.1.16(a) и 1.17(a) видно, что волновые пакеты

в различные моменты времени не симметричны по отношению к замене

𝑥 −→ −𝑥. Это, в конечном итоге, и приводит к осцилляциям центра пакета в

направлении 𝑥 (ZB), что наглядно иллюстрирует рис.1.18. При этом частота

осцилляций пропорциональна произведению константы взаимодействия Рашбы

на проекцию начального волнового вектора пакета 𝑘0𝑦 и равна 𝜔𝑍𝐵 = 2𝛼𝑘0𝑦/~.

Видно, что на временах порядка 𝜏 = ~𝑑/𝛼 осцилляции затухают, что соот-

Рисунок 1.18: Среднее значение координаты центра волнового пакета 𝑥̄(𝑡) от вре-
мени в квазиодномерном канале со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы.
Расчёт выполнен для тех же параметров структуры, что на рис.1.16.
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ветствует окончательному «разбеганию» пакетов друг относительно друга.

При этом квантовые состояния, относящиеся к ветвям 𝐸1+ и 𝐸1−, уже не

интерферируют. Следует отметить, что при больших временах 𝜏 ≫ 1 центр

волнового пакета смещается относительно центра канала к его границе на

постоянную величину, которая в нашем случае примерно равна 0,1 · 𝑎. Для

пакетов, распространяющихся в обратном направлении, эта величина имеет

противоположный знак.

1.3.3 Кондактанс квазиодномерного канала со спин-орбитальным взаимо-

действием

Для того, чтобы можно было управлять проводимостью квазиодно-

мерного канала, введём в систему симметричный 𝛿-образный потенциал:

𝑉 (−𝑎 < 𝑥 < 𝑎) = 𝑈0 · 𝛿(𝑥) (рис.1.19). В реальной ситуации барьер, разделяю-

щий канал, имеет конечную ширину 2𝑏 (𝑏 ≪ 𝑎) и амплитуду потенциала 𝑉0,

так что эффективно высота барьера равна 𝑉0 = 𝑈0/2𝑏. Подобная задача при-

ближённо рассматривалась нами в работе [A3], где при расчёте квантовых со-

стояний учитывались только два или четыре нижних уровня. Далее в разложе-

нии волновых функций в канале со спин-орбитальным взаимодействием будет

учитываться большее число состояний невозмущённой задачи, обеспечивающее

достаточно высокую точность.

Рисунок 1.19: 2D-газ в канале со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы.
𝛿-функцией моделируется туннельно-прозрачный потенциал конечной ширины
2𝑏 и высоты 𝑉0.

В отсутствии спин-орбитального взаимодействия при достаточно большом

значении 𝑈0 и, соответственно, малом параметре 𝜀 = 𝜋~2/𝑚𝑎𝑈0 ≪ 1 спектр, как

известно, состоит из близких пар уровней. В каждой такой паре одному из уров-
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ней отвечает симметричная волновая функция, а другому — антисимметричная:

Ψ2𝑛−1(𝑥) = 𝐴 sin(𝑘2𝑛−1(|𝑥| − 𝑎)), Ψ2𝑛(𝑥) = 𝐵 sin(𝑘2𝑛𝑥), (1.88)

где 2𝑎 – ширина канала вдоль оси 𝑥, 𝑘2𝑛−1𝑎 ≈ 𝜋𝑛− 𝜀𝑛, 𝑘2𝑛𝑎 = 𝜋𝑛 (𝑛 = 1, 2, 3, . . .

– номер пары уровней). Каждый уровень такой системы является двукратно вы-

рожденным по спину.

В присутствии спин-орбитального взаимодействия Рашбы электронный

спектр и волновые функции можно вычислить, выбрав в качестве базиса функ-

ции (1.88). В двухуровневом приближении удаётся аналитически получить вы-

ражение для энергетического спектра:

𝐸1,2,3,4(𝑘𝑦) = 𝐸0

⎛⎜⎝1 + 𝑘2𝑦 −
𝜀

𝜋

⎛⎜⎝1 ±

⎯⎸⎸⎷(︃1 ± 2𝛼̃𝑘𝑦
𝜀

)︃2

+ 𝛼̃2

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ , (1.89)

где 𝐸0 = 𝜋2~2/2𝑚𝑎2; 𝛼̃ = 𝛼𝑚𝑎/~2, 𝑘𝑦 = 𝑘𝑦𝑎/𝜋 – безразмерные константа спин-

орбитального взаимодействия Рашбы и проекция волнового вектора на ось 𝑦.

Выражение (1.89) определяет четыре ветви спектра, что соответствует всевоз-

можным комбинациям знаков «+» и «-».

Из полученного выражения видно, что при 𝑘𝑦 = 0 спектр, как и в случае

отсутствия спин-орбитального взаимодействия, в соответствии с теоремой Кра-

мерса остаётся двукратно вырожденным (по спину). При конечных 𝑘𝑦 ̸= 0 каж-

дый уровень расщепляется на два, и вырождение по спину снимается. В част-

ности, при малых значениях 𝑘𝑦𝑎 ≪ 1 это расщепление оказывается линейным

по 𝑘𝑦: 𝐸(𝑘𝑦) ≈ 𝐸0

(︁
1 − 𝜀

𝜋(1 ±
√

1 + 𝛼̃2) ± 2𝛼̃
𝜋
√
1+𝛼̃2

𝑘𝑦

)︁
. В 2D-системах линейный

характер расщепления уровней сохраняется для всех значений 𝑘𝑦 [29]. В иссле-

дуемой квазиодномерной системе данная закономерность с ростом 𝑘𝑦 нарушает-

ся, что связано с наличием потенциала конфайнмента в плоскости 2D-газа [30].

В результате это приводит к антикроссингу соседних ветвей спектра и к возмож-

ности появления участка с немонотонной зависимостью 𝐸(𝑘𝑦), что скажется, как

будет показано ниже, на законе квантования кондактанса.

Так, необходимым условием появления пары экстремумов «максимум-

минимум» является наличие в спектре двух точек перегиба, которые опре-



— 61 —

деляются выражением 𝑘±𝑦 =
𝜀

2𝛼̃

(︂
1 ± 𝛼̃

√︁
(2𝛼̃𝜋𝜀)

2
3 − 1

)︂
(здесь 2𝛼̃

𝜋𝜀 > 1). До-

статочным условием – положительность первой производной в левой точ-

ке перегиба 𝐸 ′(𝑘−𝑦 ) > 0 и отрицательное ее значение в правой точке пе-

региба 𝐸 ′(𝑘+𝑦 ) < 0. Непосредственные вычисления приводят к выражениям

𝐸 ′(𝑘±𝑦 ) =
𝜀

𝛼̃

(︂
1 ∓ 𝛼̃

(︁(︀
2𝛼̃
𝜋𝜀

)︀2/3 − 1
)︁3/2)︂

. Видно, что в левой точке перегиба функ-

ция всегда оказывается возрастающей, в то время как в правой точке перегиба

она убывает в случае, когда

𝜀 <
2𝛼̃2

𝜋(1 + 𝛼̃
2
3 )

3
2

. (1.90)

Таким образом, сформулировано условие, при котором зависимость

𝐸(𝑘𝑦) становится немонотонной. Учитывая, что характерная величина спин-

орбитального взаимодействия Рашбы в низкоразмерных полупроводниковых

структурах имеет порядок 𝛼 ∼ 10−10 ÷ 10−9 эВ·см [29, 86, 87], получаем, что

немонотонный участок в зависимости 𝐸(𝑘𝑦) (так называемый «bump») появляет-

ся при характерных напряжениях на туннельно-прозрачном барьере 𝑉0 ≥ 6 мэВ.

На рис.1.20 представлены результаты численного расчета спектра электро-

нов в квазиодномерном канале с взаимодействием Рашбы для гетероструктур

𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠 (рис.1.20(a)) и 𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐼𝑛0,23𝐺𝑎0,77𝐴𝑠 (рис.1.20(b)). Из рис.1.20

видно, что для структуры 𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠 наблюдается явление антикроссин-

га: стремящиеся пересечься ветви спектра отталкиваются друг от друга вслед-

ствие спин-орбитального взаимодействия. Для 𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐼𝑛0,23𝐺𝑎0,77𝐴𝑠 явление ан-

тикроссинга также удаётся наблюдать. В данном случае соседние ветви спектра

настолько сильно «чувствуют» друг друга (константа Рашбы достаточно велика),

что у кривых спектра появляются точки минимума при 𝑘𝑦 ≈ 𝜋/2𝑎.

Как следует из приведённых выше выражений, в рассматриваемой задаче по-

явился новый параметр — амплитуда потенциала барьера 𝑈0 (или 𝑉0), с помо-

щью которого можно изменять структуру энергетического спектра. Нетрудно

видеть, что, изменяя таким образом зависимость энергии от продольного вол-

нового вектора 𝑘𝑦, можно управлять проводимостью канала. Это утверждение

иллюстрирует рис.1.21, на котором представлены электронные спектры в квази-

одномерном канале, сформированном в гетеропереходе 𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠 при раз-
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личных значениях 𝑉0. Видно, что дополнительный максимум – «bump» – в об-

ласти антикроссинга двух спектральных кривых 𝐸(𝑘𝑦) присутствует только при

достаточно больших 𝑉0 (рис.1.21(b)). Если энергия Ферми находится в районе

этого максимума, то, как следует из рисунка, число мод, распространяющих-

ся в одном направлении в канале, увеличивается. При этом, согласно формуле

Ландауэра [88]

𝐺 ≡ 𝐺(𝐸𝐹 ) =
𝑒2

ℎ
𝑀(𝐸𝐹 ) (1.91)

(где 𝐺 – кондактанс, 𝑀(𝐸𝐹 ) – число распространяющихся мод, 𝐸𝐹 – энергия

Ферми), баллистическая проводимость квантового канала возрастает на вели-

чину 2𝑒2/ℎ. Таким образом, изменяя высоту барьера 𝑉0, можно контролировать

число мод, распространяющихся в канале.

(a) (b)

Рисунок 1.20: Энергетический спектр электронного газа в канале со спин-
орбитальным взаимодействием Рашбы с параметрами 𝑎 = 100 нм, 𝑏 = 10 нм:
(a) 𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠 (𝛼 = 2,5 · 10−12 эВ·м, 𝑉0 = 18 мэВ, 𝑚 = 0,067 · 𝑚0,
𝛼̃ = 0,219, 𝜀 = 0,1); (b) 𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐼𝑛0,23𝐺𝑎0,77𝐴𝑠 (𝛼 = 2,5 · 10−11 эВ·м, 𝑉0 = 24 мэВ,
𝑚 = 0,05 ·𝑚0, 𝛼̃ = 1,638, 𝜀 = 0,1). При расчетах использовалось 10 пар нижних
уровней.

На рис.1.22 приведена зависимость кондактанса (в единицах 𝑒2/ℎ) квазиод-

номерного канала от положения уровня Ферми. Рис.1.22(a) соответствует ситу-

ации, изображённой на рис.1.21(a): каждая из четырёх ветвей спектра на участ-

ках c положительной производной 𝜕𝐸/𝜕𝑘 > 0 имеет по одной точке пересече-

ния с прямой 𝐸 = 𝐸𝐹 (отмечены на графике точками), что определяет скачко-
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(a) (b)

Рисунок 1.21: Энергетический спектр электронного газа в канале со спин-
орбитальным взаимодействием Рашбы при различных напряжениях на барьере
для гетероструктуры 𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠 (𝛼 = 2,5 · 10−12 эВ·м, 𝑎 = 100 нм, 𝑏 = 10 нм,
𝑚 = 0,067 ·𝑚0, 𝛼̃ = 0,219): (a) 𝑉0 = 95 мэВ, 𝜀 = 0,019; (b) 𝑉0 = 180 мэВ,
𝜀 = 0,01. При расчетах использовалось 10 пар нижних уровней.

(a) (b)

Рисунок 1.22: Кондактанс (в единицах 𝑒2/ℎ) квазиодномерного канала в струк-
туре 𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠 (𝛼 = 2,5 · 10−12 эВ·м, 𝑎 = 100 нм, 𝑏 = 10 нм, 𝑚 = 0,067 ·𝑚0,
𝑚0 – масса свободного электрона, 𝛼̃ = 0,219) как функция энергии Ферми (в
единицах 𝜋2~2/2𝑚𝑎2): (a) 𝑉0 = 95 мэВ, 𝜀 = 0,019; (b) 𝑉0 = 180 мэВ, 𝜀 = 0,01.
Пунктирной линией показана зависимость кондактанса от энергии Ферми в слу-
чае отсутствия спин-орбитального взаимодействия (𝛼 = 0).
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образное увеличение кондактанса с ростом энергии Ферми. Качественно дру-

гой случай реализуется, когда на одной из ветвей появляется пара экстремумов

«максимум – минимум». В этой ситуации в определённом энергетическом ин-

тервале к баллистическому кондактансу добавляется два кванта проводимости

2𝑒2/ℎ (рис.1.22(b)). Заметим, что ширина такого «пика» зависит от величины

𝜀 = 𝜋~2/𝑚𝑎𝑈0 ≪ 1, то есть от амплитуды потенциала 𝑈0, которой можно легко

управлять.

Оказывается важным, что подобную ситуацию — возможность контролиро-

вать число квантов баллистической проводимости, а также управлять шириной

«дополнительных» пиков кондактанса — можно реализовывать для широкого

класса материалов. Так, для баллистического канала той же ширины, созданного

на базе гетероперехода 𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐼𝑛0,23𝐺𝑎0,77𝐴𝑠, где спин-орбитальное взаимодей-

ствие на порядок больше, нежели в структуре 𝐴𝑙𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐺𝑎𝐴𝑠, можно наблюдать

тот же эффект — появление экстремумов «максимум-минимум» и, соответствен-

но, дополнительного пика в баллистическом кондактансе.

Другим следствием наличия спин-орбитального взаимодействия является

смещение зависимости 𝐺(𝐸𝐹 ) в область более низких энергий по сравнению

со случаем, когда 𝛼 = 0 (пунктирная линия на рис.1.22). Этот эффект связан со

сдвигом вниз энергетических уровней для случая 𝛼 ̸= 0 (при 𝑘𝑦𝑎 = 0), а также

линейным характером расщепления ветвей спектра при 𝑘𝑦𝑎≪ 1.

Таким образом, нами исследованы особенности электронного энергетическо-

го спектра и кондактанса, возникающие вследствие наличия спин-орбитального

взаимодействия в квазиодномерном канале, разделенном туннельно-прозрачным

барьером, а именно: немонотонная зависимость энергетического спектра 𝐸(𝑘𝑦)

от продольного волнового вектора, антикроссинг между ветвями спектра, допол-

нительные экстремумы и узкие пики баллистического кондактанса.



Глава 2

Динамика электронных волновых пакетов

в 3D топологических изоляторах

Топологические изоляторы – новый класс веществ с удивительными свой-

ствами: являясь диэлектриками в объеме, они обладают проводящей поверхно-

стью. Из-за симметрии гамильтониана топологического изолятора, описывающе-

го поверхностные состояния, по отношению к инверсии времени (time-reversal

symmetry) рассеяние назад на немагнитной примеси для электрона запреще-

но [89]. Кроме того, электроны на поверхности 3D топологического изолятора –

аналог электронов в графене. В этой связи представляет несомненный инте-

рес исследование особенностей пространственно-временно́й эволюции волно-

вых пакетов, сформированных на поверхности топологического изолятора. В

данной главе изучается динамика волновых пакетов в 3D топологических изо-

ляторов на примере селенида висмута 𝐵𝑖2𝑆𝑒3.

2.1 Постановка задачи

Как показано в работе [46], гамильтониан в 3D топологическом изоляторе

𝐵𝑖2𝑆𝑒3, записанный в виде матрицы 4 × 4, имеет вид

𝐻̂ = (𝐶 −𝐷1𝜕
2
𝑧 +𝐷2𝑘

2) +

(︃
ℎ(𝐴1) 𝐴2𝑘−𝜎𝑥

𝐴2𝑘+𝜎𝑥 ℎ(−𝐴1)

)︃
, (2.1)

где ℎ(𝐴1) = (𝑀 +𝐵1𝜕
2
𝑧 −𝐵2𝑘

2)𝜎𝑧 − 𝑖𝐴1𝜕𝑧𝜎𝑥, 𝜎𝑖 – матрицы Паули, 𝑘± = 𝑘𝑥 ± 𝑖𝑘𝑦

и 𝑘2 = 𝑘2𝑥 +𝑘2𝑦 , соответственно. Параметры гамильтониана (2.1) следующие [90]:

65
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𝑀 = 0,28 эВ, 𝐴1 = 2,2 эВ·Å, 𝐴2 = 4,1 эВ·Å, 𝐵1 = 10 эВ·Å2, 𝐵2 = 56,6 эВ·Å2,

𝐶 = −0,0068 эВ, 𝐷1 = 1,3 эВ·Å2, 𝐷2 = 19,6 эВ·Å2.

Нетрудно убедиться, что поверхностные моды на границе массивного 3D то-

пологического диэлектрика существуют только при выполнении неравенств для

материальных параметров 𝑀/𝐵1 > 0, |𝐷1| < |𝐵1|. Эти неравенство выполня-

ются, например, в 𝐵𝑖2𝑆𝑒3 и 𝐵𝑖2𝑇𝑒3. В такой ситуации волновые пакеты, как и

стационарные поверхностные состояния, являются топологически защищенны-

ми, поскольку для них рассеяние назад на немагнитной примеси запрещено [91].

Анализ структуры волновой функции и спектра поверхностных состояний

удобно проводить с помощью так называемого эффективного гамильтониана

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 . Чтобы установить вид эффективного гамильтониана в полубесконечном

3D топологическом изоляторе необходимо, положив 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 0, найти соб-

ственные функции гамильтониана (2.1), удовлетворяющие граничному условию

Ψ(0) = 0. После того, как эти состояния найдены, нужно вычислить матричные

элементы гамильтониана (2.1): 𝐻̂𝛼𝛽
𝑒𝑓𝑓 =

⟨
Ψ𝛼

⃒⃒⃒
𝐻̂
⃒⃒⃒
Ψ𝛽

⟩
. В результате имеем [92]:

𝐻̂𝑒𝑓𝑓(𝑘) = ~𝑣𝐹 (𝑘𝑦𝜎𝑥 − 𝑘𝑥𝜎𝑦). (2.2)

Полученный эффективный гамильтониан (2.2) совпадает с гамильтонианом

спин-орбитального взаимодействия Рашбы, при этом роль константы спин-

орбитального взаимодействия играет скорость Ферми 𝑣𝐹 . Таким образом, ди-

намика электронных волновых пакетов на поверхности полубесконечного 3D

топологического изолятора будет иметь те же особенности, что и в двумерной

системе со взаимодействием Рашбы. А именно, начальный пакет с произвольной

ориентацией спина в процессе эволюции будет расщепляться на две части, рас-

пространяющиеся в противоположных направлениях со скоростями ±𝑣𝐹 [18].

Теперь рассмотрим эволюцию электронного пакета в тонкой пленке 3D то-

пологического изолятора. В этом случае эффективный гамильтониан, описыва-

ющий поверхностные состояния вблизи Г-точки зоны Бриллюэна, можно найти,

также сначала полагая 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 0 в (2.1) и затем решая уравнение Шредингера

с граничными условиями Ψ(𝑧 = ±𝐿/2) = 0 (𝐿 – толщина пленки). В результате,

во втором порядке по 𝑘𝑥 и 𝑘𝑦 эффективный гамильтониан будет иметь следую-
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щую матричную форму [46]:

𝐻̂𝑒𝑓𝑓 =

(︃
ℎ+(𝑘) 0

0 ℎ−(𝑘)

)︃
, (2.3)

где

ℎ̂𝜏𝑧(𝑘) = 𝐸0 −𝐷𝑘2 − ~𝑣𝐹 (𝑘𝑥𝜎𝑦 − 𝑘𝑦𝜎𝑥) + 𝜏𝑧(∆/2 −𝐵𝑘2)𝜎𝑧. (2.4)

Здесь 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 – хорошие квантовые числа, 𝜏𝑧 = ±1, что связано с двукратным

вырождением спектра: разные значения величины 𝜏𝑧 отвечают различным ори-

ентациям спиновой плотности стационарных состояний. Величины 𝐸0, 𝐷, 𝑣𝐹 ,

𝐵 и ∆ являются функциями толщины пленки. Явную зависимость этих величин

от толщины пленки 𝐿 рассчитана в работе [46]. Константа ∆ в эффективном

гамильтониане (2.4) определяет энергетическую щель в спектре поверхностных

состояний. Появление энергетической щели в спектре поверхностной моды (в Г-

точке зоны Бриллюэна) связано, очевидно, с туннелированием носителей между

двумя поверхностными состояниями, лежащими на противоположных границах

пленки. Если волновые функции на двух противоположных границах перекры-

ваются, то величина энергетической щели, вообще говоря, экспоненциально за-

висит от толщины пленки. При изменении толщины пленки 3D топологического

изолятора могут также наблюдаться слабые осцилляции энергетической щели.

Слагаемое 𝐵𝑘2 в (2.4) ответственно за спин-орбитальное взаимодействие.

Энергетический спектр гамильтониана (2.4) и его собственные функции с

нормой ‖𝑈±(𝑘)‖ имеют следующий вид:

𝐸±,𝑘𝑥,𝑘𝑦 = 𝐸0 −𝐷𝑘2 ± ~𝜔(𝑘), (2.5)

𝜙±,𝑘𝑥,𝑘𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥+ 𝑖𝑘𝑦𝑦)

2𝜋
|𝑈(𝑘)⟩±, (2.6)

|𝑈(𝑘)⟩± =
1

‖𝑈±(𝑘)‖

(︃
(∆/2 −𝐵𝑘2)𝜏𝑧 ± ~𝜔(𝑘)

−𝑖~𝑣𝐹𝑘+

)︃
, (2.7)

где знаки «+» и «-» отвечают зоне проводимости и валентной зоне спектра соот-

ветственно, 𝜔(𝑘) = 1
~

√︀
(∆/2 −𝐵𝑘2)2 + (~𝑣𝐹𝑘)2 – частота перехода между зоной

проводимости и валентной зоной.
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Спиновые плотности 𝑠𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ~
2⟨𝜙±,𝑘𝑥,𝑘𝑦(𝑥, 𝑦)|𝜎𝑖|𝜙±,𝑘𝑥,𝑘𝑦(𝑥, 𝑦)⟩ в поверх-

ностных зонах могут иметь различный знак. Причем, при малых значениях 𝑘,

т.е. вблизи Г-точки зоны Бриллюэна, направление спина определяется знаком

энергетической щели ∆, а при больших значениях 𝑘 зависит от знака квадра-

тичной по 𝑘 величины спин-орбитального взаимодействия. Точку обращения 𝑠𝑧

в нуль можно найти из условия |∆| = 2|𝐵|𝑘2, что реализуется лишь в случае,

когда константы ∆ и 𝐵 имеют одинаковый знак. Так, если толщина пленки рав-

на 32 Å, то, согласно результатам работы [46], смена знака происходит в точке

𝑘 = 0,045 Å-1 (см. рис.2.1).

(a)

(b) (c)

Рисунок 2.1: (a) Спиновая плотность 𝑠𝑧(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) стационарных состояний зоны
проводимости гамильтониана (2.4) для 𝜏𝑧 = 1. (b) Сечение этой функции плос-
костью 𝑘𝑦 = 0. (c) Энергетический спектр. Сплошная линия отвечает состояни-
ям зоны проводимости, пунктирная – состояниям валентной зоны (на рис. (а)
не показана). Параметры гамильтониана заимствованы из работы [46]: толщина
пленки 𝐿 = 32 Å, ∆ = −0,045 эВ, 𝐵 = −11 эВ·Å2, 𝐷 = −12,2 эВ·Å2.
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2.2 Эволюция квазиодномерных электронных волновых па-

кетов в 3D топологическом изоляторе 𝐵𝑖2𝑆𝑒3

Рассмотрим для простоты динамику одномерного пакета, когда 𝑘𝑦 = 0,

𝑘𝑥 ≡ 𝑘. Подобные пакеты, построенные из поверхностных состояний верхней и

нижней зон с поляризацией спина, соответствующей 𝜏𝑧 = +1, можно возбуждать

с помощью электромагнитного излучения с определенной круговой поляриза-

цией. Тогда эволюция произвольного начального состояния Ψ(𝑥, 0) во времени

задается выражением

Ψ(𝑥, 𝑡) =
∑︁
±

∫︁ ∞

−∞
𝐶±(𝑘)𝜙±,𝑘(𝑥)𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑖𝐸±,𝑘𝑡

~

)︂
𝑑𝑘, (2.8)

в котором коэффициенты 𝐶±(𝑘) определяются функцией начального состояния:

𝐶±(𝑘) =
1√
2𝜋

⟨𝑈(𝑘)|±
∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝑘𝑥)Ψ(𝑥, 0)𝑑𝑥. (2.9)

Здесь суммирование по ± означает учет вклада в волновой пакет стационар-

ных состояний как из зоны проводимости, так и из валентной зоны энергетиче-

ского спектра 𝐸±,𝑘 (2.5).

Пусть начальный волновой пакет имеет гауссову форму с поляризацией спина

по оси 𝑧:

Ψ(𝑥, 0) =
1√︀
𝑑
√
𝜋

(︃
1

0

)︃
𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝑥2

2𝑑2

)︂
, (2.10)

где 𝑑 – ширина пакета. Эволюция такого волнового пакета (с 𝜏𝑧 = +1) во време-

ни описывается, согласно (2.8), выражением(︃
Ψ1(𝑥, 𝑡)

Ψ2(𝑥, 𝑡)

)︃
=

√︂
𝑑

2𝜋3/2
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑖𝐸0𝑡

~

)︂
×

×
∑︁
±

∫︁ ∞

−∞
Φ±(𝑘)𝑒𝑥𝑝

(︀
𝑖
(︀
𝑘𝑥+

(︀
𝐷𝑘2 ∓ ~𝜔(𝑘)

)︀
𝑡/~
)︀)︀
𝑑𝑘, (2.11)
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где плавный неосциллирующий множитель под знаком интеграла есть

Φ±(𝑘) =

(︀
(∆/2 −𝐵𝑘2)𝜏𝑧 ± ~𝜔(𝑘)

)︀
𝑒𝑥𝑝

(︀
−(𝑘𝑑)2/2

)︀
‖𝑈±(𝑘)‖2

×

×

(︃
(∆/2 −𝐵𝑘2)𝜏𝑧 ± ~𝜔(𝑘)

−𝑖~𝑣𝐹𝑘

)︃
. (2.12)

Интеграл в выражении (2.11) можно рассчитать с помощью метода стацио-

нарной фазы [93]. Действительно, при больших значениях 𝑡 и 𝑥 фаза в показа-

теле экспоненты быстро изменяется при небольшом изменении переменной ин-

тегрирования 𝑘. Быстрые осцилляции действительной и мнимой частей подын-

тегральной функции приводят к взаимному сокращению вкладов. При этом ос-

новной вклад возникает от тех областей, где показатель экспоненты изменяет-

ся медленно. Такие экстремальные точки показателя экспоненты находятся из

условия:
𝜕

𝜕𝑘

(︂
𝑘𝑥+

𝐷𝑡𝑘2

~
∓ 𝑡𝜔(𝑘)

)︂
= 0. (2.13)

Тогда значение интеграла можно приближенно найти, вынося функцию Φ±(𝑘)

в экстремальной точке за знак интеграла. Так, в частности, при ∆ = 0, 𝐵 = 0,

когда фаза экстремальна в точках 𝑘 = (𝑥∓𝑣𝐹 𝑡)~
2|𝐷|𝑡 , мы получаем:

Ψ1(𝑥, 𝑡) = 𝑓+(𝑥, 𝑡) + 𝑓−(𝑥, 𝑡),

Ψ2(𝑥, 𝑡) = 𝑖(𝑓+(𝑥, 𝑡) − 𝑓−(𝑥, 𝑡)),
(2.14)

где функции 𝑓±(𝑥, 𝑡) определены как

𝑓±(𝑥, 𝑡) =

√︃
~𝑑

8𝑖|𝐷|
√
𝜋𝑡
𝑒𝑥𝑝

(︂
−((𝑥± 𝑣𝐹 𝑡)~𝑑)2

8|𝐷|2𝑡2
+ 𝑖

(𝑥± 𝑣𝐹 𝑡)
2~

4|𝐷|𝑡

)︂
. (2.15)

Отсюда следует, что начальный волновой пакет расщепляется на две одина-

ковые части, расплывающиеся и движущиеся в разные стороны со скоростями

±𝑣𝐹 . При этом |Ψ1|2 и |Ψ2|2 осциллируют с периодом ∆𝑥 = 2𝜋|𝐷|
~𝑣𝐹 , однако, их

сумма не содержит осцилляций. Этот результат совпадает с полученным ранее

в работе [18].

В топологическом изоляторе, когда параметры гамильтониана 𝐵 и ∆ не рав-

ны нулю, приближенное выражение для точек стационарной фазы в выражении
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(2.13) находится аналитически в области малых значений 𝑘:

𝑘∓ = − ~𝑥

2𝑡
(︁
𝐷 ∓ (~𝑣𝐹 )2−𝐵Δ

|Δ|

)︁ . (2.16)

Данное разложение справедливо для достаточно широких волновых пакетов(︁
𝑑≫ 𝑑𝑐 = ~𝑣𝐹

|Δ|

√︁
|1 + 𝐵Δ

𝐵Δ−~𝑣𝐹 2 |
)︁
. Для них с помощью метода стационарной фазы

удается приближенно вычислить интеграл (2.11), после чего становится ясно,

что широкий волновой пакет практически не расщепляется на две части, а пе-

риод осцилляций электронной плотности теперь зависит от 𝑥 и 𝑡 и равен

∆𝑥 ≈ 2𝜋𝑡

𝑥~|∆|
(𝐷∆)2 − ((~𝑣𝐹 )2 −𝐵∆)2

(~𝑣𝐹 )2 −𝐵∆
. (2.17)

Видно, что с ростом 𝑥 период осцилляций уменьшается. Это иллюстриру-

ет рис.2.2, на котором представлен результат численного расчета электронной

плотности 𝜌 = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 пакета с начальной формой (2.10) и шириной

𝑑 = 500 Å≫ 𝑑𝑐 ≃ 90 Å. На графике отчетливо видны характерные осцилляции,

период которых можно оценить с помощью выражения (2.17).

В случае узкого волнового пакета (𝑑 ≤ 𝑑𝑐) расчет электронной плотности и

спиновой плотности может быть выполнен численно. Учитывая то обстоятель-

ство, что в таком пакете представлен достаточно широкий диапазон волновых

Рисунок 2.2: Электронная плотность в широком одномерном волновом пакете
с 𝑑 = 500 Å и начальной формой (2.10) в моменты времени 𝑡 = 3,6 · 10−12 с
(сплошная линия) и 𝑡 = 5,7 · 10−12 с (толстая сплошная линия). Параметры га-
мильтониана те же, что на рис.2.1.
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векторов, определение точек стационарной фазы в (2.16) оказывается некоррект-

ным. С другой стороны, наличие больших волновых векторов приводит к тому,

что скорость разбегания волновых пакетов оказывается больше скорости их рас-

плывания, в результате чего наблюдается расщепление первоначального пакета

(2.10) на две части, движущиеся в разных направлениях. На рис.2.3 представлен

результат численного расчета электронной плотности узкого волнового пакета с

начальным размером 𝑑 = 50 Å (параметры гамильтониана здесь те же, что на

рис.2.1).

В свою очередь, спиновая плотность 𝑠𝑧(𝑥, 𝑡) = ~
2 ⟨𝜙𝑘(𝑥)| 𝜎̂𝑧 |𝜙𝑘(𝑥)⟩ для уз-

кого волнового пакета для трех различных моментов времени представлена на

рис.2.3. Видно, что она является знакопеременной функцией. Это, очевидно, свя-

зано с тем, что стационарная спиновая плотность в зоне Бриллюэна меняет знак

в точке 𝑘 =
√︁

Δ
2𝐵 (здесь ∆/𝐵 > 0). В результате каждая часть распавшегося

начального волнового пакета, в свою очередь, с течением времени расщепляется

еще на две части, которые имеют строго определенный знак спиновой плотно-

сти 𝑠𝑧. Наоборот, при тех толщинах пленки топологического изолятора, когда

∆/𝐵 < 0, спиновая плотность в каждый момент времени имеет одинаковый

знак.

(a) (b)

Рисунок 2.3: Электронная плотность (a) и спиновая плотность (b) в узком вол-
новом пакете с 𝑑 = 50 Å и начальной формой (2.10) в моменты времени 𝑡 = 0 с
(показана точками), 𝑡 = 2,4 · 10−14 с (толстая сплошная линия), 𝑡 = 5,7 · 10−14 с
(сплошная линия), 𝑡 = 8,9 · 10−14 с (пунктирная линия). Параметры гамильтони-
ана те же, что на рис.2.1. Спиновая плотность при 𝑡 = 0 не показана.
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2.3 Эволюция двумерных электронных волновых пакетов в

3D топологическом изоляторе 𝐵𝑖2𝑆𝑒3

Волновая функция двумерного волнового пакета на поверхности 3D тополо-

гического изолятора, сформированного из стационарных состояний верхней и

нижней зон, с поляризацией спина, соответствующей 𝜏𝑧 = +1, в произвольный

момент времени имеет вид

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∑︁
±

∫︁ ∞

−∞
𝐶±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)𝜙±,𝑘𝑥,𝑘𝑦(𝑥, 𝑦)𝑒𝑥𝑝

(︂
−
𝑖𝐸±,𝑘𝑥,𝑘𝑦𝑡

~

)︂
𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦, (2.18)

в котором коэффициенты 𝐶±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) определяются функцией начального состо-

яния волнового пакета:

𝐶±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
1

2𝜋
⟨𝑈(𝑘)|±

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑥𝑝(−𝑖(𝑘𝑥𝑥+ 𝑘𝑦𝑦))Ψ(𝑥, 𝑦, 0)𝑑𝑥𝑑𝑦, (2.19)

где двухкомпонентная вектор-строка ⟨𝑈(𝑘)|± определена в (2.7).

Пусть начальный волновой пакет имеет гауссову форму с произвольной по-

ляризацией спина и начальным волновым вектором 𝑘0 в направлении оси 𝑥:

Ψ(𝑥, 𝑦, 0) = 𝐶

(︃
𝑐1

𝑐2

)︃
𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝑥2

2𝑑2
− 𝑦2

2𝑑2
+ 𝑖𝑘0𝑥

)︂
, (2.20)

где 𝑑 – ширина пакета, 𝐶 – нормировочный коэффициент. Тогда эволюция такого

пакета во времени описывается, согласно (2.18), выражением(︃
Ψ1(𝑥, 𝑦, 𝑡)

Ψ2(𝑥, 𝑦, 𝑡)

)︃
=

1

2𝜋

∫︁∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑘𝑥𝑥+ 𝑖𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦, (2.21)
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где 𝐾(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) – волновая функция в импульсном представлении:

𝐾(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) =

(︃
𝐾1(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡)

𝐾2(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡)

)︃
= 𝐶𝑑2

∑︁
𝑠=±1

𝑒𝑥𝑝(− (𝑘𝑥−𝑘0)
2𝑑2

2 − 𝑘2𝑦𝑑
2

2 )

‖𝑈𝑠(𝑘)‖2
×

×
(︂
𝑐1

(︂
∆

2
−𝐵𝑘2 + 𝑠~𝜔(𝑘)

)︂
+ 𝑖𝑐2~𝑣𝐹 (𝑘𝑥 − 𝑖𝑘𝑦)

)︂(︃ Δ
2 −𝐵𝑘2 + 𝑠~𝜔(𝑘)

−𝑖~𝑣𝐹 (𝑘𝑥 + 𝑖𝑘𝑦)

)︃
×

× 𝑒𝑥𝑝

(︂−𝑖𝐸𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑠𝑡

~

)︂
. (2.22)

Двукратный интеграл по 𝑘𝑥 и 𝑘𝑦 в формуле (2.21) удается свести к однократ-

ному, перейдя в полярную систему координат 𝑘𝑥 = 𝑘 cos𝜙, 𝑘𝑦 = 𝑘 sin𝜙 (здесь

𝑘 =
√︁
𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦 – модуль волнового вектора, а 𝜙 – соответствующий полярный

угол в плоскости (𝑘𝑥, 𝑘𝑦)) и вычислив интеграл по 𝜙 с помощью формулы [111]∫︁ 2𝜋

0

exp (𝑖𝜇 cos(𝜙− 𝛼) + 𝑛 cos(𝜙) + 𝑖𝑔𝜙) 𝑑𝜙 =

= 2𝜋

(︂
𝑛2 + 𝜇2 cos(2𝛼) + 𝑖𝜇2 sin(2𝛼)

𝑛2 + 𝜇2 + 2𝑛𝜇 sin𝛼

)︂ 𝑔
2

𝐼𝑔

(︁√︀
𝑛2 − 𝜇2 + 𝑖2𝜇𝑛 cos𝛼

)︁
, (2.23)

где 𝜇, 𝑛 > 0, 𝐼𝑔(𝑧) – модифицированная функция Бесселя порядка 𝑔, 𝛼 – угол

между векторами k и r. Имеем:(︃
Ψ1(𝑥, 𝑦, 𝑡)

Ψ2(𝑥, 𝑦, 𝑡)

)︃
= 𝐶𝑑2 exp

(︂
−𝑖𝐸0𝑡

~
− 𝑘20𝑑

2

2

)︂
×

×
∑︁
𝑠=±1

∫︁ ∞

0

𝑘𝑑𝑘

(︀
Δ
2 −𝐵𝑘2 + 𝑠~𝜔

)︀
‖𝑈‖2𝑠

exp

(︂
−𝑘

2𝑑2

2
+
𝑖𝐷𝑘2𝑡

~
− 𝑖𝑠𝜔𝑡

)︂
×

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑐1(

Δ
2 −𝐵𝑘2 + 𝑠~𝜔)𝐽0(𝑘𝑧) + 𝑐2~𝑣𝐹𝑘

√︃
𝑟2 + 2𝑘0𝑑

2𝑦 + 𝑘20𝑑
4

(𝑥+ 𝑖𝑦)2 + 𝑘20𝑑
4
𝐽1(𝑘𝑧)

−~𝑣𝐹𝑘

(︃
𝑐1

√︃
(𝑥+ 𝑖𝑦)2 + 𝑘20𝑑

4

𝑟2 + 2𝑘0𝑑2𝑦 + 𝑘20𝑑
4
𝐽1(𝑘𝑧) − 𝑐2

~𝑣𝐹𝑘(︀
Δ
2 −𝐵𝑘2 + 𝑠~𝜔

)︀𝐽0(𝑘𝑧))︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

(2.24)

где 𝑧 =
√︀
𝑟2 − 2𝑖𝑘0𝑑2𝑥− 𝑘20𝑑

4.
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Интегрирование по 𝑘 в (2.24) проводилось численно. В результате в различ-

ные моменты времени визуализированы функции плотности вероятности, а так-

же средние спиновые плотности 𝑠𝑧(𝑥, 𝑦), 𝑠𝑥(𝑥, 𝑦) и 𝑠𝑦(𝑥, 𝑦) для двумерных вол-

новых пакетов, имеющих в начальный момент времени простую гауссову форму

и различную ориентацию начального спина (2.20) (рис.2.4, 2.5).

Так, на рис.2.4(a) представлена плотность вероятности для волнового паке-

та (2.20) с 𝑘0 = 0 и начальной поляризацией спина (1, 0)𝑇 в моменты времени

𝑡 = 22,6 пс. Видно, что первоначально цилиндрически симметричный волновой

пакет в процессе эволюции сохраняет эту симметрию. Действительно, нетруд-

но заметить, что гамильтониан (2.4) коммутирует с оператором полного спина

𝐽𝑧 = 𝑙̂𝑧 + ~
2𝜎𝑧. В то же время, можно показать, что волновая функция рассмат-

риваемого начального состояния является собственной функцией оператора 𝐽𝑧

с собственным значением ~
2 . Поэтому и в любой момент времени 𝑡 > 0 должно

выполняться равенство

𝐽𝑧

(︃
𝑓1(𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝑓2(𝑟, 𝜃, 𝑡)

)︃
=

~
2

(︃
𝑓1(𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝑓2(𝑟, 𝜃, 𝑡)

)︃
, (2.25)

приводящее к системе уравнений на компоненты волновой функции в произ-

вольный момент времени:{︃
𝑙̂𝑧𝑓1(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 0,

𝑙̂𝑧𝑓2(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ~𝑓2(𝑟, 𝜃, 𝑡).
(2.26)

Из первого равенства в (2.26) следует, что верхняя компонента волновой функ-

ции в любой момент времени не зависит от полярного угла 𝜃: 𝑓1(𝑟, 𝑡), а из

второго – что нижняя компонента равна 𝑓2(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝜑(𝑟, 𝑡)𝑒𝑖𝜃. Таким образом,

для электронной плотности вероятности |Ψ|2 = |𝑓1(𝑟, 𝑡)|2 + |𝜑(𝑟, 𝑡)|2 (а также

для спиновой плотности 𝑠𝑧 = ~
2(|𝑓1(𝑟, 𝑡)|2 − |𝜑(𝑟, 𝑡)|2)) в произвольный момент

времени должна сохраняться первоначальная аксиальная симметрия волнового

пакета (см. рис.2.4(a), 2.4(b)). В то же время, как видно из рис.2.4(c), 2.4(d),

спиновые плотности 𝑆𝑥 и 𝑆𝑦 имеют сложную структуру (можно показать, что

при данной пространственно-спиновой симметрии начального волнового пакета

спиновая плотность 𝑆𝑥 переходит в 𝑆𝑦 путем поворота вокруг оси 𝑧 на угол 𝜋
2 ).
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 2.4: Двумерный волновой пакет (2.24) с начальной шириной 𝑑 = 50 Å,
𝑘0 = 0 и поляризацией (1, 0)𝑇 с параметрами пленки топологического изо-
лятора 𝐿 = 32 Å, 𝐷 = −12,2 эВ·Å2, 𝐵 = −11 эВ·Å2 и ∆ = −0,045 эВ
(𝑣𝐹 = 6,63 · 1015 Å/c) в момент времени 𝑡 = 22,6 пс: (a) электронная плотность;
(b) спиновая плотность 𝑆𝑧; (c) спиновая плотность 𝑆𝑥; (d) спиновая плот-
ность 𝑆𝑦.

Далее, на рис.2.5(a) представлена электронная плотность вероятности и спи-

новая плотность 𝑆𝑧 волнового пакета, имеющего начальную поляризацию спина

по оси 𝑥 и те же остальные параметры, что волновой пакет на рис.2.4. Видно,

что в этом случае первоначально аксиально симметричный гауссовский волно-

вой пакет с течением времени теряет эту симметрию. Как и для случая квазиод-

номерных пакетов, наличие в функциии начального состояния волнового пакета
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двух энергетических зон приводит со временем к его расщеплению на две части.

При этом, очевидно, каждая часть имеет преимущественно определенный знак

спиновой поляризации (см. рис.2.4(b), рис.2.5(b)).

(a) (b)

Рисунок 2.5: Двумерный волновой пакет (2.24) с начальной шириной 𝑑 = 50 Å,
𝑘0 = 0 и поляризацией (1, 1)𝑇 с параметрами пленки топологического изо-
лятора 𝐿 = 32 Å, 𝐷 = −12,2 эВ·Å2, 𝐵 = −11 эВ·Å2 и ∆ = −0,045 эВ
(𝑣𝐹 = 6,63 · 1015 Å/c) в момент времени 𝑡 = 37,7 пс: (a) электронная плотность;
(b) спиновая плотность 𝑆𝑧.

Пространственное распределение электронной плотности вероятности, а так-

же спиновой плотности 𝑆𝑧 для волнового пакета с начальным импульсом вдоль

оси 𝑥, равным 𝑘0𝑑 = 2, представлены на рис.2.6. Наличие у пакета импуль-

са определяет бо́льшую скорость его расщепления на две части. Из рис.2.6(a)

видно, что начальный волновой пакет содержит примерно поровну стационар-

ных состояний, отвечающих различным ветвям спектра. Кроме того, каждый из

подпакетов, как и ранее, является спин-поляризованным (рис.2.6(b)).

В случае, когда волновой пакет составлен из состояний двух энергетических

зон, его пространственно-временнáя эволюция должна сопровождаться явлени-

ем Zitterbewegung. Так, пусть начальный импульс волнового пакета ~𝑘0 направ-

лен, например, вдоль оси 𝑥. Расчет среднего значения оператора координаты

оказывается удобным производить в импульсном представлении. Вычисления
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(a) (b)

Рисунок 2.6: Двумерный волновой пакет (2.24) с начальной шириной 𝑑 = 500 Å,
𝑘0𝑑 = 2 и поляризацией (1, 1)𝑇 с параметрами пленки топологического изо-
лятора 𝐿 = 32 Å, 𝐷 = −12,2 эВ·Å2, 𝐵 = −11 эВ·Å2 и ∆ = −0,045 эВ
(𝑣𝐹 = 6,63 · 1015 Å/c) в момент времени 𝑡 = 45,2 пс: (a) электронная плотность;
(b) спиновая плотность 𝑆𝑧.

𝑦(𝑡) сводятся к нахождению среднего значения оператора координаты 𝑦 = 𝑖 𝜕
𝜕𝑘𝑦

:

𝑦(𝑡) = 𝑖

∫︁∫︁ ∞

−∞
𝐾†(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑘𝑦
𝐾(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦, (2.27)

где функции 𝐾(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) определены в (2.22).

Вычисления можно значительно упростить, воспользовавшись тем, что вол-

новые функции (2.22) представляются в виде суммы четного и нечетного по

𝑘𝑦 слагаемых. Так, для начальной поляризации волнового пакета по оси 𝑧 (то

есть при 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0 или наоборот) выражение (2.27) после арифметических

преобразований сводится к максимально простому виду:

𝑦(𝑡) = (𝑐22 − 𝑐21)
(~𝑣𝐹𝑑)2

𝜋

∫︁∫︁ ∞

−∞

sin2(𝜔(𝑘)𝑡)

(~𝜔(𝑘))2
𝑒(−(𝑘𝑥−𝑘0)

2𝑑2−𝑘2𝑦𝑑
2)𝑘𝑥𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦. (2.28)

Из полученного выражения ясно, что при 𝑘0 = 0 подынтегральная функция

оказывается нечетной по 𝑘𝑥, что приводит к исчезновению ZB-осцилляций

(𝑦(𝑡) = 0). Этот результат можно объяснить рассмотренным ранее свойством

гауссовского волнового пакета с начальной поляризацией спина вдоль оси 𝑧:



— 79 —

плотность вероятности такого пакета с течением времени остается цилиндриче-

ски симметричной. Вследствие этого среднее значение координаты центра паке-

та в произвольный момент времени строго равно нулю.

Для значений 𝑘0 ̸= 0 интегралы в (2.28) удобно вычислять в полярных коор-

динатах. Учитывая, что 𝑘𝑥 = 𝑘 cos𝜙, 𝑘𝑦 = 𝑘 sin𝜙, 𝑘2 = 𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦 , имеем:

𝑦(𝑡) = (𝑐22 − 𝑐21)
(~𝑣𝐹𝑑)2

𝜋
𝑒−𝑘20𝑑

2

∫︁ ∞

0

(︀
sin2(𝜔(𝑘)𝑡)

)︀
(~𝜔(𝑘))2

𝑒−𝑘2𝑑2𝑘2𝑑𝑘

∫︁ 2𝜋

0

𝑒2𝑘𝑘0𝑑
2 cos𝜙 cos𝜙𝑑𝜙.

(2.29)

Здесь интеграл по 𝜙 вычисляется с помощью формулы (2.23). В результате

нетрудных математических преобразований получаем:

𝑦(𝑡) = 2𝑖(𝑐21 − 𝑐22)(~𝑣𝐹𝑑)2𝑒−𝑘20𝑑
2

∫︁ ∞

0

sin2(𝜔(𝑘)𝑡)

(~𝜔(𝑘))2
𝑒−𝑘2𝑑2𝑘2𝐽1(2𝑖𝑘𝑘0𝑑

2)𝑑𝑘. (2.30)

Численный расчет зависимости 𝑦(𝑡) по формуле (2.30) для различных значений

величины начального импульса волнового пакета ~𝑘0 представлен на рис.2.7 для

тех же параметров пленки топологического изолятора, что на рис.2.4.

Рисунок 2.7: Среднее значение координаты 𝑦(𝑡) от времени для гауссовского
волнового пакета с начальной поляризацией спина по оси 𝑧 с 𝑑 = 50 Å, толщина
пленки 𝐿 = 32 Å.
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В случае начальной поляризации гауссовского пакета вдоль оси 𝑥 (то есть

при 𝑐1 = 𝑐2 = 1) вычисления приводят к следующей зависимости:

𝑦(𝑡) = 𝑣𝐹𝑑
2𝑒−𝑘20𝑑

2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘2𝑑2 sin(2𝜔(𝑘)𝑡)

𝜔(𝑘)

(︂
𝐼1(2𝑘𝑘0𝑑

2)

𝑘𝑘0𝑑2
+ 𝐼0(2𝑘𝑘0𝑑

2)

)︂
𝑘𝑑𝑘 + 𝑉 𝑡,

(2.31)

где скорость смещения центра пакета 𝑉 определяется интегралом:

𝑉 =
𝑣𝐹
𝑘0
𝑒−𝑘20𝑑

2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘2𝑑2 ((~𝑣𝐹 )2 − 2𝐵(Δ2 −𝐵𝑘2))

(~𝜔)2
𝐼1(2𝑘𝑘0𝑑

2)𝑘2𝑑𝑘. (2.32)

Из полученного выражения видно, что волновой пакет, в отличие случая с на-

чальной поляризацией спина вдоль оси 𝑧, смещается с постоянной скоростью

𝑉 в направлении, перпендикулярном его начальному импульсу. При этом дви-

жение пакета сопровождается осцилляциями с частотой порядка 2𝜔(𝑘0), кото-

рые наблюдаются на начальном этапе эволюции, рис.2.8. Важно отметить, что

в данном случае даже при 𝑘0 = 0 оказывается, что 𝑦(𝑡) ̸= 0 (что связано, в том

числе, с отсутствием симметрии относительно одновременной замены 𝑥 −→ −𝑥
и 𝑦 −→ −𝑦 для электронной плотности вероятности пакета в произвольный мо-

мент времени, рис.2.5).

Рисунок 2.8: Среднее значение координаты 𝑦(𝑡) от времени для гауссовского
волнового пакета с начальной поляризацией спина по оси 𝑥 с 𝑑 = 50 Å, толщина
пленки 𝐿 = 32 Å.
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Для начальной поляризации волнового пакета вдоль оси 𝑦 (при этом, есте-

ственно, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 𝑖) выражение для среднего значения координаты центра

пакета 𝑦(𝑡) имеет вид:

𝑦(𝑡) = −~𝑣𝐹𝑑2𝑒−𝑘20𝑑
2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘2𝑑2 sin2(𝜔(𝑘)𝑡)

(~𝜔(𝑘))2
(︀
∆𝐼0(2𝑘𝑘0𝑑

2) − 2𝐵𝑘2𝐼2(2𝑘𝑘0𝑑
2)
)︀
𝑘𝑑𝑘.

(2.33)

Полученный результат качественно отличается от рассмотренного ранее харак-

тера осцилляций центра волнового пакета в системе двумерного газа со спин-

орбитальным взаимодействием Рашбы, когда для начальной поляризации пакета

вдоль оси 𝑦 ZB-осцилляции отсутствовали (𝑦(𝑡) = 0). Этот результат воспро-

изводится в выражении (2.33), если положить ∆ = 𝐵 = 0. В случае пленки

топологического изолятора (∆ ̸= 0, 𝐵 ̸= 0) ZB-осцилляции центра волновых па-

кетов с различными значениями начального импульса ~𝑘0 приведены на рис.2.9.

Рисунок 2.9: Среднее значение координаты 𝑦(𝑡) от времени для гауссовского
волнового пакета с начальной поляризацией спина по оси 𝑦 с 𝑑 = 50 Å, толщина
пленки 𝐿 = 32 Å.

Таким образом, характер пространственно-временно́й эволюции как одно-

мерных, так и двумерных электронных волновых пакетов в тонких плен-

ках топологических изоляторов определяется как размером пакета, так и его

пространственно-спиновой симметрией в начальный момент времени. Также на-

чальное спиновое состояние волнового пакета предопределяет особенности вы-

сокочастотных осцилляций его центра – Zitterbewegung.



Глава 3

Электронные состояния в сверхрешетках

со спин-орбитальным взаимодействием и в

графене

3.1 Сверхрешетка на основе графена с периодически модули-

рованной дираковской щелью

3.1.1 Дираковская частица в графеновой сверхрешетке

Рассматривается одномерная (1D) сверхрешетка на основе графена с перио-

дически модулированной щелью и относительным смещением зон, характеризу-

емым некоторым потенциалом 𝑉 . Такая структура может быть получена нанесе-

нием монослойного графена на полосчатую подложку из чередующихся полос

оксида кремния и, например, гексагонального нитрида бора ℎ-BN (рис.3.1) [72].

Электронная структура такой сверхрешетки в окрестности K-точки зоны Брил-

люэна описывается дираковским гамильтонианом

𝐻̂ = 𝜐𝐹 p̂𝜎̂ + 𝑉 (𝑥)1̂ + ∆(𝑥)𝜎̂𝑧, (3.1)

где p̂ – оператор импульса, 𝜎̂𝑖 – матрицы Паули, 1̂ – единичная 2 × 2 матрица,

𝜐𝐹 – скорость ферми, ∆(𝑥), 𝑉 (𝑥) – периодические функции, соответствующие

∆ и 𝑉 соответственно для 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 и равные нулю при 0 ≤ 𝑥 < 𝑎. Потен-

циал 𝑉 задает смещение центра запрещенной зоны щелевой фракции графена

по отношению к дираковской точке в бесщелевом графене [72, 94] (см. рис.3.1).

Вообще говоря, скорость Ферми может отличаться для модификаций графена на

82
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Рисунок 3.1: Вверху: слой графена на полосчатой подложке из оксида кремния и
гексагонального нитрида бора. Внизу: схематическая диаграмма, показывающая
электронный энергетический спектр графеновой сверхрешетки.

различных подложках. Однако, в нашей модели мы пренебрегаем зависимостью

𝜐𝐹 от 𝑥, считая 𝜐𝐹 ≈ 108 см/с в обеих фракциях графена.

Уравнение Дирака

𝐻̂Ψ(𝑥, 𝑦) = 𝐸Ψ(𝑥, 𝑦) (3.2)

допускает решение Ψ(𝑥, 𝑦) = exp(𝑖𝑘𝑦𝑦)Ψ(𝑥), где двухкомпонентная спинорная

функция Ψ(𝑥) удовлетворяет уравнению

𝑖
𝑑Ψ

𝑑𝑥
= ℎ̂(𝑥)Ψ(𝑥) (3.3)

с матричным оператором

ℎ̂(𝑥) =

(︃
𝑖𝑘𝑦

𝑉 (𝑥)−𝐸−Δ(𝑥)
~𝜐𝐹

𝑉 (𝑥)−𝐸+Δ(𝑥)
~𝜐𝐹 −𝑖𝑘𝑦

)︃
. (3.4)

Формальное решение уравнения (3.3) есть

Ψ(𝑥) = ℜ̂𝑥 exp

(︂
−𝑖
∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ̂(𝑥1)𝑑𝑥1

)︂
Ψ(𝑥0), (3.5)

где ℜ̂𝑥 – оператор упорядочения [71, 95]. Это выражение может быть приведено

к виду

Ψ(𝑥) = exp(−𝑖(𝑥− 𝑥0)ℎ̂)Ψ(𝑥0), (3.6)
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если обе точки 𝑥 и 𝑥0 принадлежат пространственно-однородной области.

В этом случае удобно ввести матрицу

𝑡(𝑥− 𝑥0) = exp(−𝑖(𝑥− 𝑥0)ℎ̂). (3.7)

Здесь матрица ℎ̂ определена уравнением (3.4), где 𝑉 (𝑥) = ∆(𝑥) = 0, ес-

ли 0 ≤ 𝑥, 𝑥0 < 𝑎, и 𝑉 (𝑥) = 𝑉 , ∆(𝑥) = ∆, если 𝑎 ≤ 𝑥,

𝑥0 ≤ 𝑙. Простые вычисления приводят к выражению ℎ̂2(𝑥) = 𝐾2(𝑥)1̂, где

𝐾(𝑥) =
√︁(︀

(𝑉 (𝑥) − 𝐸)2 − ∆2(𝑥)
)︀
/(~𝜐𝐹 )2 − 𝑘2𝑦 . Следовательно, все четные сте-

пени в разложении в ряд Тейлора экспоненциальной функции в уравнении (3.7)

оказываются пропорциональными единичной матрице, в то время как все нечет-

ные члены разложения пропорциональны матрице ℎ̂. В результате получается

следующее выражение:

𝑡(𝑥− 𝑥0) = 1̂ cos𝛼− 𝑖ℎ̂(𝑥)
sin𝛼

𝐾(𝑥)
=

=

(︃
cos𝛼 +

𝑘𝑦
𝐾(𝑥) sin𝛼 −𝑖 sin𝛼𝑉 (𝑥)−𝐸−Δ(𝑥)

~𝜐𝐹𝐾(𝑥)

−𝑖 sin𝛼𝑉 (𝑥)−𝐸+Δ(𝑥)
~𝜐𝐹𝐾(𝑥) cos𝛼− 𝑘𝑦

𝐾(𝑥) sin𝛼

)︃
, (3.8)

где 𝛼 = (𝑥− 𝑥0)𝐾(𝑥).

Теперь можем найти, что Ψ(𝑙) = 𝑇Ψ(0), где 𝑇 = 𝑡(𝑙 − 𝑎)𝑡(𝑎). Заметим также,

что det(𝑡) = 1 и, следовательно, det(𝑇 ) = 1. Это равенство и условие Блоха

Ψ(𝑙) = Ψ(0) exp(𝑖𝑘𝑙) (здесь 𝑘 – блоховский волновой вектор) приводят к диспер-

сионному соотношению 2 cos(𝑘𝑙) = 𝑇𝑟(𝑇 ) для одномерной графеновой сверхре-

шетки. Используя уравнение (3.8), можно найти, что 𝑇𝑟(𝑇 ) = 𝑇𝑟(𝑡(𝑙 − 𝑎)𝑡(𝑎)).

В результате, дисперсионное уравнение записывается в виде

cos(𝑘𝑙) = cos(𝑘𝑥𝑎) cos (𝑞𝑥(𝑙 − 𝑎)) +
𝐸𝑉 − (~𝜐𝐹𝑘𝑥)2

(~𝜐𝐹 )2𝑘𝑥𝑞𝑥
sin(𝑘𝑥𝑎) sin (𝑞𝑥(𝑙 − 𝑎)) , (3.9)

где 𝑘𝑥 ≡ 𝐾(+0), 𝑞𝑥 ≡ 𝐾(𝑙 − 0). При (𝑉 − 𝐸)2 − ∆2 < (~𝜐𝐹𝑘𝑦)2 волновое число

𝑞𝑥 оказывается мнимым, и разрешенные энергии даются выражением (3.9) при

замене 𝑞𝑥 на 𝑖|𝑞𝑥|.
Уравнение (3.9) для разрешенных энергий было получено также Ратниковым

в работе [72] путем сшивания волновых функций. Однако, некоторые резуль-

таты этой работы в части структуры минизон и существования интерфейсных
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состояний оказываются спорными. Ниже приведено подробное обсуждение ин-

терфейсных состояний в данной сверхрешетке. Заметим, что при ∆ = 0 уравне-

ние (3.9) переходит в выражение, полученное ранее для монослойного графена

в периодическом кусочно-гладком потенциале 𝑉 (𝑥) [59, 95, 96].

Важно отметить, что описание энергетического спектра сверхрешетки про-

ведено в рамках одноэлектронной картины. Недавние теоретические [97–99] и

экспериментальные [100–102] исследования многочастичной проблемы в гра-

фене показали, что одним из наиболее важных следствий электрон-электронного

взаимодействия может стать перенормирование скорости Ферми. Такая перенор-

мировка, по-видимому, приведет к различным значениям 𝜐𝐹 в бесщелевой [99]

и щелевой [103] фракциях графена, что, несомненно, несколько изменит основ-

ное дисперсионное соотношение (3.9). Тем не менее, до сих пор нет каких-либо

строгих количественных оценок перенормировочного эффекта, а эксперимен-

тально получаемые значения 𝜐𝐹 , как правило, примерно равны 108 см/с. Поэто-

му задача нами решалась в предположении, что различие значений 𝜐𝐹 в обеих

фракциях графена пренебрежимо мало.

3.1.2 Интерфейсные состояния

Как было показано Ратниковым и Силиным [104], интерфейсные состояния

могут существовать в одиночном гетеропереходе на основе графена. Было най-

дено, что такие состояния появляются в результате пересечения дисперсион-

ных кривых модификаций графена со щелью и без нее. Однако, в сверхрешетке

на основе графена формирование интерфейсных минизон считалось невозмож-

ным [72]. В отличие от этого утверждения нами установлено, что интерфейсные

состояния могут быть реализованы при определенных условиях, обсуждаемых

ниже. Так как волновые функции этих состояний ведут себя в зависимости от 𝑥

экпоненциальным образом, то волновые векторы 𝑘𝑥 и 𝑞𝑥 должны быть мнимыми.

Такими, чтобы

(~𝜐𝐹𝑘𝑦)2 > 𝐸2, (~𝜐𝐹𝑘𝑦)2 + ∆2 > (𝐸 − 𝑉 )2. (3.10)
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В этом случае уравнение (3.9) переписывается в виде

cos(𝑘𝑙) = cosh(𝑘′𝑥𝑎) cosh(𝑞′𝑥(𝑙 − 𝑎))+

+
𝐸𝑉 − 𝐸2 + (~𝜐𝐹𝑘𝑦)2

(~𝜐𝐹 )2𝑘′𝑥𝑞
′
𝑥

sinh(𝑘′𝑥𝑎) sinh(𝑞′𝑥(𝑙 − 𝑎)), (3.11)

где 𝑘′𝑥 =
√︁
𝑘2𝑦 − 𝐸2

(~𝜐𝐹 )2 , 𝑞
′
𝑥 =

√︁
𝑘2𝑦 + Δ2−(𝑉−𝐸)2

(~𝜐𝐹 )2 .

Очевидно, что решение этого уравнения может существовать лишь в случае,

если

(~𝜐𝐹𝑘𝑦)2 − 𝐸2 < −𝐸𝑉. (3.12)

Так как левая часть этого выражения положительна (см. неравенства (3.10)), то

допустимые значения энергии должны быть отрицательными, если 𝑉 > 0, и

наоборот. Нетрудно показать, что неравенства (3.10) и (3.12) имеют решения,

когда ∆ и 𝑉 отличны от нуля, причем ∆ > |𝑉 | и 𝑘2𝑦 < ∆2(∆2−𝑉 2)/(~𝜐𝐹𝑉 )2 (см.

залитую область на рис.3.2).

Рисунок 3.2: Графическое решение неравенств (3.10) и (3.12) при 𝑉 = 11 мэВ,
∆ = 22 мэВ. Залитая область отвечает интерфейсным состояниям.

В результате, при 𝑉 > 0 интерфейсные состояния могут быть реализованы

только в дырочной минизоне, в то время как электронная минизона состоит

только из состояний, волновые функции котрых осциллируют по крайней мере

при 0 < 𝑥 < 𝑎. На рис.3.3(a) представлена дырочная минизона сверхрешетки

для случая 𝑎 = 𝑙/2 = 30 нм при 𝑉 = 11 мэв, ∆ = 22 мэВ и 𝑘𝑦𝑙 = 1. Верхняя
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узкая часть валентной минизоны, показанная сплошной линией, сформирована

интерфейсными состояниями. Действительно, нетрудно проверить, что любое

значение энергии из этой области удовлетворяет неравенствам (3.10) и (3.12) для

указанных выше параметров. Пунктирной (красной) линией на рисунке показан

интерфейсный энергетический уровень |𝐸| = ~𝜐𝐹 |𝑘𝑦|(1− 𝑉 2/∆2)1/2 одиночного

гетероперехода [104].

(a) (b)

Рисунок 3.3: (a) Дырочная минизона спектра сверхрешетки при 𝑎 = 𝑙/2 = 30 нм,
𝑉 = 11 мэВ, ∆ = 22 мэВ и 𝑘𝑦𝑙 = 1. Верхняя часть минизоны, показанная сплош-
ной (красной) линией соответствует интерфейсным состояниям. Пунктирной
(красной) линией показан интерфейсный энергетический уровень одиночного
гетероперехода; (b) Плотность вероятности для: интерфейсного дырочного со-
стояния (как 𝑘′𝑥, так и 𝑞′𝑥 действительные) при 𝑘𝑦𝑙 = 1, 𝑘𝑙 = 0,1 (кривая 1);
осциллирующего дырочного состояния при 𝑘𝑦𝑙 = 0, 𝑘𝑙 = 0,4 (𝑘′𝑥 является мни-
мым, 𝑞′𝑥 – действительным, кривая 2).

На рис.3.3(b) представлена плотность вероятности интерфейсного состоя-

ния (кривая 1) с энергией, принадлежащей верхней части валентной минизоны

(сплошная линия на рис.3.3(a)). Видно, что |Ψ(𝑥)|2 экспоненционально спадает

по направлению к поверхности 𝑥 = 𝑎. Для сравнения на рис.3.3(b) также пред-

ставлена плотность вероятности для осциллирующего состояния из валентной

минизоны (кривая 2). Решая уравнение Дирака при 𝑘𝑦 = 0 нетрудно показать,

что |Ψ(𝑥)|2 всегда постоянна в пределах бесщелевой области (кривая 2). Заме-

тим также, что в этом случае плотность вероятности должна быть симметричной

относительно точек 𝑥 = 𝑎/2 и 𝑥 = (𝑙 + 𝑎)/2, как показано на рисунке.
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3.2 Влияние спин-орбитального взаимодействия на зонную

структуру полупроводниковых сверхрешеток

В данной главе рассматривается модель композиционной сверхрешетки I ти-

па. Пример такой сверхрешетки – эпитаксиально выращенные периодически

чередующиеся тонкие (с толщинами 𝑎 и 𝑏) слои полупроводников с близки-

ми постоянными решетки. При этом электроны оказываются в периодической

системе квантовых ям (один полупроводник), разделенных квантовыми барьера-

ми (другой полупроводник), а величина потенциала сверхрешетки есть разность

энергетических щелей двух полупроводников ∆. К примеру, для сверхрешетки

𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐴𝑙0,3𝐺𝑎0,7𝐴𝑠 величина щели ∆ ≈ 300 мэВ.

В случае, когда сверхрешетка состоит из слоев кубических полупроводников

с решеткой цинковой обманки и минимумом зоны проводимости в Г-точке, в

гамильтониане необходимо учитывать слагаемое, которое ответственно за спин-

орбитальное взаимодействие Дрессельхауза 𝐻̂𝐷 [28]. Таким образом, электрон-

ная структура изучаемой сверхрешетки описывается гамильтонианом

𝐻̂ =
p̂2

2𝑚
+ 𝐻̂𝐷 + 𝑉 (𝑧). (3.13)

Здесь 𝑚 – эффективная масса,

𝐻̂𝐷 = 𝛾
(︁
𝜎𝑥𝑘𝑥

(︁
𝑘2𝑦 − 𝑘2𝑧

)︁
+ 𝜎𝑦𝑘𝑦

(︁
𝑘2𝑧 − 𝑘2𝑥

)︁
+ 𝜎𝑧𝑘𝑧

(︁
𝑘2𝑥 − 𝑘2𝑦

)︁)︁
, (3.14)

где 𝛾 – константа материала, 𝜎𝑖 – матрицы Паули, а 𝑉 (𝑧) – пе-

риодическая функция, определенная на периоде сверхрешетки как

𝑉 (𝑧) =

{︃
0 при 0 ≤ 𝑧 < 𝑎,

𝑉 при 𝑎 ≤ 𝑧 < 𝑎+ 𝑏.
Изоэнергетическая поверхность электронов в объемном полупроводнике из-

за наличия спин-орбитального взаимодействия расщепляется на две части

(рис.3.4(a)). Следует отметить, что, как ясно из явного вида гамильтониа-

на (3.14), в точках 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧, где спин-орбитальное взаимодействие Дрес-

сельхауза равно нулю, вырождение по спину не снимается, и две изоэнергети-

ческие поверхности касаются друг друга в восьми точках. Эти точки отмечены

на рис.3.4(a). Периодический потенциал сверхрешетки, как будет показано ни-
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же, полностью снимает вырождение по спину. Одна из таких точек на рис.3.4(b)

отмечена стрелкой.

(a) (b)

Рисунок 3.4: Пример изоэнергетической поверхности для электронов в
k-пространстве при наличии спин-орбитального взаимодействия Дрессельхау-
за: (a) для полупроводника; (b) для полупроводниковой сверхрешетки. По осям
отложены безразмерные компоненты волнового вектора 𝑘𝑖 = 𝑘𝑖(𝑎 + 𝑏) (𝑎 + 𝑏 –
период сверхрешетки).

Энергетическая структура сверхрешетки изображена на рис.3.5. Константы

спин-орбитального взаимодействия в первой (𝛾1) и второй (𝛾2) областях раз-

личны. Примером такой структуры может служить соединение 𝐺𝑎𝑆𝑏/𝐼𝑛𝑆𝑏 в

силу как небольшого различия постоянных решётки его составляющих, так

и достаточно больших значений констант спин-орбитального взаимодействия:

𝛾𝐺𝑎𝑆𝑏 = 187 эВ·Å3, 𝛾𝐼𝑛𝑆𝑏 = 220 эВ·Å3 [105, 106].

Рисунок 3.5: Энергетическая структура композиционной сверхрешетки I типа.
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В случае ориентации сверхрешетки вдоль оси 𝑧 гамильтониан (3.14) удобно

записать в цилиндрической системе координат:

𝐻̂𝐷 = 𝛾𝑘||

(︃(︃
0 𝑒𝑖𝜙

𝑒−𝑖𝜙 0

)︃
𝜕2

𝜕𝑧2
− 𝑖𝑘|| cos(2𝜙)

(︃
1 0

0 −1

)︃
𝜕

𝜕𝑧
+

+
𝑖𝑘2||
2

sin(2𝜙)

(︃
0 𝑒−𝑖𝜙

−𝑒𝑖𝜙 0

)︃)︃
, (3.15)

где 𝑘2|| = 𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦 , 𝜙 – полярный угол в плоскости (𝑘𝑥, 𝑘𝑦).

Собственные функции гамильтониана (3.13) будем искать в виде

Ψ(𝜌, 𝑧) = 𝐶𝑒𝑖𝑘||𝜌

(︃
𝑎(𝑧)

𝑏(𝑧)

)︃
, (3.16)

где 𝜌 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 – полярный радиус. Компоненты спинора 𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧) мож-

но найти, подставив (3.16) в полный гамильтониан (3.13) с учетом спин-

орбитального взаимодействия Дрессельхауза (3.15). В результате такой подста-

новки получается система из двух однородных дифференциальных уравнений

второго порядка с постоянными коэффициентами, решением которой в каждой

области является суперпозиция четырёх спиноров вида

Ψ(𝑧) =
4∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗

(︃
1

𝑏𝑗

)︃
𝑒𝑖𝜆𝑗𝑧. (3.17)

Возможные значения 𝜆𝑗 в (3.17) находятся, как обычно, из условия обращения в

нуль определителя⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ −𝜆̃2 − 𝜆̃𝛾𝑘2|| cos 2𝜙+ 𝜋2(𝜀− 𝑣0) − 𝑘2|| 𝜆̃2𝛾𝑘||𝑒

𝑖𝜙 −
𝑖𝛾𝑘3|| sin 2𝜙𝑒−𝑖𝜙

2

𝜆̃2𝛾𝑘||𝑒
−𝑖𝜙 +

𝑖𝛾𝑘3|| sin 2𝜙𝑒𝑖𝜙

2
−𝜆̃2 + 𝜆̃𝛾𝑘2|| cos 2𝜙+ 𝜋2(𝜀− 𝑣0) − 𝑘2||

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0,

(3.18)

а нижняя 𝑗-я компонента спинора в (3.17) есть

𝑏𝑗 =
𝜆̃2𝑗 + 𝛾𝑘2|| cos(2𝜙)𝜆̃𝑗 − 𝜋2(𝜀− 𝑣0) + 𝑘2||

𝛾𝑘||𝑒𝑖𝜙
(︁
𝜆̃2𝑗 − 𝑖𝑘2|| sin𝜙 cos𝜙 𝑒−2𝑖𝜙

)︁ , (3.19)
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где 𝛾 = 2𝑚𝛾/~2(𝑎 + 𝑏), 𝑣0 = 2𝑚𝑉 (𝑎 + 𝑏)2/𝜋2~2, 𝜀 = 2𝑚𝜀(𝑎 + 𝑏)2/𝜋2~2,
𝑘|| = 𝑘||(𝑎+ 𝑏) – безразмерные константа спин-орбитального взаимодействия

Дрессельхауза, высота барьера, энергия и компонента волнового вектора в плос-

кости (𝑘𝑥, 𝑘𝑦) соответственно, 𝜆̃ = 𝜆(𝑎+ 𝑏).

Корни биквадратного уравнения, к которому сводится равенство (3.18), запи-

сываются в виде:

𝜆̃2 = (2(1 − (𝛾𝑘||)
2))−1

(︁
2(𝜋2(𝜀− 𝑣0) − 𝑘2||) + 𝛾2𝑘4|| cos 4𝜙±

± 𝛾𝑘||

√︁
(2(𝜋2(𝜀− 𝑣0) − 𝑘2||) + 𝑘2|| cos 4𝜙)2 + (1 − (𝛾𝑘||)2)(sin

2 2𝜙− cos2 4𝜙)𝑘4||

)︁
.

(3.20)

Найденные таким образом на периоде сверхрешетки волновые функции

должны удовлетворять условиям «сшивки» на границе полупроводников. Эти

условия представляют собой, во-первых, непрерывность волновой функции и,

во-вторых, непрерывность тока

𝑣𝑧

(︃
𝑎(𝑧)

𝑏(𝑧)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑎+0

𝑎−0

= 0, 𝑣𝑧

(︃
𝑎(𝑧)

𝑏(𝑧)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑎+𝑏)+0

(𝑎+𝑏)−0

= 0, (3.21)

где 𝑣𝑧 = 𝑖
~

[︁
𝐻̂, 𝑧

]︁
– оператор скорости, который в нашем случае имеет вид

𝑣𝑧 =

⎛⎜⎜⎝ −𝑖~
𝑚

𝜕

𝜕𝑧
+
𝛾𝑘2|| cos(2𝜙)

~
2𝑖𝛾𝑘||𝑒

𝑖𝜙

~
𝜕

𝜕𝑧
2𝑖𝛾𝑘||𝑒

−𝑖𝜙

~
𝜕

𝜕𝑧
−𝑖~
𝑚

𝜕

𝜕𝑧
−
𝛾𝑘2|| cos(2𝜙)

~

⎞⎟⎟⎠ . (3.22)

Ещё одно условие, которому должны удовлетворять найденные функ-

ции (3.17) — условие теоремы Блоха, а именно: Ψ(𝑧) = Ψ(𝑧 − (𝑎 + 𝑏))𝑒𝑖𝐾(𝑎+𝑏),

где 𝐾 – квазиимпульс, 𝑎+ 𝑏 – период сверхрешетки.

Таким образом, для определения восьми коэффициентов 𝑎𝑗 мы имеем одно-

родную систему из восьми линейных уравнений. Условие существования нетри-

виального решения этой системы — равенство нулю её детерминанта — позво-

ляет получить зонный спектр сверхрешетки со спин-орбитальным взаимодей-

ствием Дрессельхауза. При этом явный вид дисперсионного уравнения оказыва-

ется весьма громоздким. Поэтому для анализа зонной структуры сверхрешетки
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сначала рассмотрим частный случай, когда |𝑘𝑥| = |𝑘𝑦|, то есть с 𝜙 = 𝜋
4 , 3𝜋

4 ,
5𝜋
4 , 7𝜋

4 . В этом случае гамильтониан спин-орбитального взаимодействия (3.15)

в силу возникшей симметрии в плоскости (𝑘𝑥, 𝑘𝑦) принципиально упрощается:

исчезает слагаемое, пропорциональное 𝜕
𝜕𝑧 , и матрица гамильтониана диагона-

лизуется волновыми функциями Ψ±,𝑘||(𝑧, 𝜌) = 𝑒𝑖𝑘||𝜌𝜒±𝑢±,𝑘||(𝑧) [107], [108], где

𝜒± = (1,∓𝑒−𝑖𝜙)𝑇/
√

2, а скалярные функции 𝑢±,𝑘||(𝑧) в областях (1) и (2) имеют

вид:

𝑢±,𝑘||(𝑧) =
(︁
𝐴±

1,2𝑒
𝑖𝜆±

1,2𝑧 +𝐵±
1,2𝑒

−𝑖𝜆±
1,2𝑧
)︁
𝜒±, (3.23)

𝜆±1 (𝑎+ 𝑏) =

⎯⎸⎸⎷𝜋2𝜀− 𝑘2|| ± 𝛾1𝑘
3
||/2

1 ± 𝛾1𝑘||
,

𝜆±2 (𝑎+ 𝑏) =

⎯⎸⎸⎷𝜋2(𝜀− 𝑣0)/𝜉 − 𝑘2|| ± 𝛾2𝑘
3
||/2

1 ± 𝛾2𝑘||
,

𝜉 = 𝑚1/𝑚2. (3.24)

Таким образом, в данном случае зонный спектр представляет собой две серии

минизон, определяемых дисперсионным соотношением:

cos𝐾(𝑎+ 𝑏) = cos𝜆±1 𝑎 cos𝜆±2 𝑏−
(𝑃±

1 𝜆
±
1 )2 + (𝑃±

2 𝜆
±
2 )2

2𝑃±
1 𝑃

±
2 𝜆

±
1 𝜆

±
2

sin𝜆±1 𝑎 sin𝜆±2 𝑏, (3.25)

где 𝑃±
1,2 = − 𝑖~

𝑚1,2

(︂
1 ±

2𝑚1,2𝛾1,2𝑘||
~2

)︂
.

При этом состояния каждой серии (соответствующие индексам «+» и «–»),

являющиеся решением уравнения Шредингера с гамильтонианом

𝐻̂ =
p̂2

2𝑚
+ 𝛾𝑘||

√
2

2
(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)

(︃
𝑘2||
2

− 𝜕2

𝜕𝑧2

)︃
+ 𝑉 (𝑧), (3.26)

имеют, очевидно, следующие спиновые плотности: 𝑆±
𝑧 (𝑧) = 0, 𝑆±

𝑥 (𝑧) = −𝑆±
𝑦 (𝑧).

Численный анализ дисперсионного уравнения (3.25) показывает, что ширина

минизон, а также величина запрещенных зон существенно зависят от типа спи-

новой поляризации («+» и «–»). Так, с ростом параметра 𝑘|| минизоны из серии

с поляризацией «+» оказываются заметно у́же аналогичных минизон из серии с

поляризацией «–». При этом обе серии минизон смещаются вверх по энергии.
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Аналитический анализ дисперсионного уравнения (3.25) позволяет устано-

вить значения энергий (и, соответственно, продольного волнового вектора 𝑘||),

при которых пара соседних минизон касается друг друга в центре зоны Брил-

люэна (𝐾 = 0) – при этом энергетическая щель между ними становится равной

нулю. Так, при 𝑎 = 𝑏 волновые векторы совпадают 𝜆±1 = 𝜆±2 = 𝜆±(𝜀±0 ), когда

𝜀±0 =
±3

2

(︁
𝑘||
𝜋

)︁2
(𝛾2 − 𝛾1)𝜉 − 𝑉 (1 ± 𝛾1𝑘||)

(𝜉 − 1) ± 𝑘||(𝜉𝛾2 − 𝛾1)
, (3.27)

а дисперсионное уравнение упрощается

1 = cos2
𝜆±

2
− (𝑃±

1 )2 + (𝑃±
2 )2

2𝑃±
1 𝑃

±
2

sin2 𝜆
±

2
(3.28)

и, очевидно, имеет решение 𝜆±

2 (𝜀±0 ) = 𝜋𝑛 с 𝑛 = 1, 2, . . ..

В простейшем случае, когда 𝜉 = 1 и 𝑉 = 0, щель между двумя соседними

минизонами пропадает, независимо от типа спиновой поляризации, при значе-

ниях параметра 𝑘0|| = 2
√

2𝜋𝑛 (и соответствующим энергиям, равным 𝜀0 = 12𝑛2),

рис.3.6(a). При этом закон дисперсии 𝜀(𝐾) в окрестности точки касания (𝐾 = 0)

оказывается линейным, а наклон прямых зависит от типа спиновой поляриза-

ции:

𝜀(𝑞) ≈ 𝜀0 ±
8

𝜋

(1 ± 𝛾1𝑘
0
||)(1 ± 𝛾2𝑘

0
||)√︁

(1 ± 𝛾1𝑘0||)
2 + (1 ± 𝛾2𝑘0||)

2
𝑞, (3.29)

где 𝑞 = 𝑞(𝑎+ 𝑏) – малое отклонение от центра зоны Бриллюэна. Таким образом,

в окрестности точки касания двух минизон групповая скорость 𝑣𝑞 = 1
~
𝜕𝜀
𝜕𝑞 также

зависит от типа спиновой поляризации и оказывается равной

𝑣±𝑞 = ±8

𝜋

(1 ± 𝛾1𝑘
0
||)(1 ± 𝛾2𝑘

0
||)√︁

(1 ± 𝛾1𝑘0||)
2 + (1 ± 𝛾2𝑘0||)

2
(3.30)

(в единицах 𝜋2~
2𝑚1(𝑎+𝑏)).

В общем случае, когда 𝜉 ̸= 1, 𝑉 ̸= 0, значение волнового вектора 𝑘||, при ко-

тором происходит касание пары минизон, соответствующих определенной спи-

новой поляризации, необходимо находить численно. При этом щель между па-
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рой минизон с другой спиновой поляризацией оказывается отличной от нуля,

рис.3.6(b), 3.6(c).

(a) (b)

(c)

Рисунок 3.6: Касание минизон в полупроводниковой сверхрешетке с модельны-
ми параметрами 𝛾1 = 0,05, 𝛾2 = 0,02, 𝑎 = 𝑏: (a) 𝑣0 = 0, 𝜉 = 1, 𝑛 = 1 (𝑘|| = 2

√
2𝜋);

(b) 𝑣0 = 2, 𝜉 = 0,8, 𝑘|| ≈ 6,14; (c) 𝑣0 = 2, 𝜉 = 0,8, 𝑘|| ≈ 8,21. Красным цветом
показаны минизоны, соответствующие спиновой поляризации «–», синим – «+».

Для случая |𝑘𝑥| ≠ |𝑘𝑦| вычисления энергетического спектра проводились чис-

ленно. Так, на рис.3.7 представлен расчет энергии пары минизон (расщепивших-

ся каждая на две вследствие спин-орбитального взаимодействия) при 𝐾 = 0 как

функции угла 𝜙 для тех же модельных параметров, что на рис.3.6(a). Видно, что

энергия минизон сильно зависит от соотношения между волновыми векторами

𝑘𝑥 и 𝑘𝑦 (tg𝜙 = 𝑘𝑦/𝑘𝑥).

Также по найденным численно волновым функциям (3.17) нетрудно вычис-

лить плотность вероятности, а также спиновые поляризации электронов в сверх-
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Рисунок 3.7: Энергетический спектр полупроводниковой сверхрешетки как
функция угла 𝜙 (при 𝐾 = 0) для тех же модельных параметров, что на рис.3.6(a),
𝑘|| = 2

√
2𝜋. Представлена пара минизон, расщепленная спин-орбитальным вза-

имодействием.

решетке по стандартным формулам:

𝑆𝑖(𝑧) = Ψ†(𝑧)𝜎̂𝑖Ψ(𝑧). (3.31)

В качестве примера на рис.3.8 и рис.3.9 приведены результаты вычислений

для первой минизоны сверхрешётки с параметрами 𝑣0 = 1, 𝑘|| = 10, 𝜙 = 0,

𝑎̃ = 𝑎/(𝑎 + 𝑏) = 0,9, 𝛾1 = 33,4 · 10−4, 𝛾2 = 12,5 · 10−4, 𝜉 = 𝑚1/𝑚2 = 3,15.

Заметим, что величина спин-орбитального расщепления этой минизоны на две

подзоны ∆𝜀 ≈ 0,1 · 𝜀0 = 1,23 · 10−22 Дж, что соответствует разнице по частоте

∆𝜈 ≈ 0,2 ТГц. Геометрия изоэнергетической поверхности с учётом периодиче-

ского потенциала сверхрешетки представлена на рис.3.4(b).

Для исследования вопроса о существовании интерфейсных состояний (при

|𝑘𝑥| = |𝑘𝑦|) необходимо найти область значений параметров сверхрешетки, при

которых волновые векторы 𝜆±1,2 в (3.24) оказываются мнимыми, то есть⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜋2𝜀− 𝑘2|| ± 𝛾1𝑘

3
||/2

1 ± 𝛾1𝑘||
< 0,

𝜋2(𝜀− 𝑣0)/𝜉 − 𝑘2|| ± 𝛾2𝑘
3
||/2

1 ± 𝛾2𝑘||
< 0.

(3.32)
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Рисунок 3.8: Первая расщепившаяся спин-орбитальным взаимодействием мини-
зона сверхрешётки 𝐺𝑎𝑆𝑏/𝐼𝑛𝑆𝑏. Параметры структуры указаны в тексте.

При этом дисперсионное уравнение (3.25) переписывается в виде

cos𝐾(𝑎+ 𝑏) = cosh𝜅±1 𝑎 cosh𝜅±2 𝑏+
(𝑃±

1 𝜅
±
1 )2 + (𝑃±

2 𝜅
±
2 )2

2𝑃±
1 𝑃

±
2 𝜅

±
1 𝜅

±
2

sinh𝜅±1 𝑎 sinh𝜅±2 𝑏 (3.33)

с действительными волновыми векторами

𝜅±1 (𝑎+ 𝑏) =

⎯⎸⎸⎷−𝜋2𝜀+ 𝑘2|| ∓ 𝛾1𝑘
3
||/2

1 ± 𝛾1𝑘||
,

𝜅±2 (𝑎+ 𝑏) =

⎯⎸⎸⎷−𝜋2(𝜀− 𝑣0)/𝜉 + 𝑘2|| ∓ 𝛾2𝑘
3
||/2

1 ± 𝛾2𝑘||
. (3.34)

Левая часть дисперсионного уравнения (3.33) по модулю не превышает еди-

ницу, поэтому это уравнение может иметь решения лишь в том случае, когда

множитель при втором слагаемом в его правой части будет отрицательным:

(𝑃±
1 𝜅

±
1 )2 + (𝑃±

2 𝜅
±
2 )2

2𝑃±
1 𝑃

±
2 𝜅

±
1 𝜅

±
2

< 0, (3.35)

что равносильно совокупности двух систем{︃
𝛾1𝑘|| < 1,

𝛾2𝑘|| > 1,

{︃
𝛾1𝑘|| > 1,

𝛾2𝑘|| < 1.
(3.36)
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(a) (b)

(c) (d)

Рисунок 3.9: Блоховские спиноры и спиновые плотности в 𝐺𝑎𝑆𝑏/𝐼𝑛𝑆𝑏-
сверхрешётке при 𝐾(𝑎 + 𝑏) = 1: (a) электронная плотность |Ψ(𝑧)|2; спиновые
плотности (b) 𝑠𝑥(𝑧); (c) 𝑠𝑦(𝑧); (d) 𝑠𝑧(𝑧). Параметры структуры те же, что на
рис.3.8. Сплошная линия отвечает верхней ветви минизоны, пунктирная – ниж-
ней. Электронная плотность для обеих ветвей одинаковая.

Нетрудно показать, что условия (3.32) и (3.36) не выполняются одновременно

ни при каких возможных значениях параметров сверхрешетки. Таким образом,

в случае, когда |𝑘𝑥| = |𝑘𝑦|, интерфейсные состояния в исследуемой сверхрешетке

отсутствуют. Заметим, что в отличие от результатов работы [109], в которой об-

наружены интерфейсные состояния на границе между областями двумерного га-

за с различным механизмом спин-орбитального взаимодействия (Рашбы и Дрес-

сельхауза), а также между областями со спин-орбитальным взаимодействием и

без него, на интерфейсе между двумя полупроводниками со спин-орбитальным

взаимодействием (3.14) (когда |𝑘𝑥| = |𝑘𝑦|) приграничные состояния отсутствуют.

В заключение следует отметить, что в самом общем случае 𝑛 неоднородно-

стей на периоде сверхрешетки расчет зонного спектра сводится к исследованию
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на наличие нетривиальных решений однородной системы из 4𝑛 линейных ал-

гебраических уравнений, что принципиально не меняет схему расчета.

Спин-орбитальное взаимодействие, таким образом, расщепляет каждую зону

сверхрешетки на две подзоны, снимая тем самым вырождение по спину. Это,

в свою очередь, должно сказаться на характере блоховских осцилляций в рас-

смотренных сверхрешетках, привести к изменению характеристик каскадных ла-

зеров, излучающих в терагерцевом диапазоне [110], и т.д.



Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:

∙ Проведено всестороннее исследование эффектов коллапса и возрождения,

а также явления Zitterbewegung релятивистских волновых пакетов и волно-

вых пакетов в графене в присутствии внешнего магнитного поля. Анали-

тически и численно рассчитаны плотности вероятности, а также спиновые

плотности волновых пакетов. Показано, что пакеты, содержащие состоя-

ния с положительными и отрицательными энергиями, распадаются на два

подпакета, которые вращаются по циклотронным орбитам в противополож-

ных направлениях. Следствием их интерференции являются высокочастот-

ные осцилляции с 𝜔 ∼ 1021 с-1 для релятивистского волнового пакета и

∼ 1015 с-1 – для пакета в графене.

∙ Впервые исследованы особенности пространственно-временно́й эволюции

волновых пакетов, сформированных на поверхности 3D топологических

изоляторов типа 𝐵𝑖2𝑆𝑒3, а также тонких пленок. Обнаружена зависи-

мость характера дрожания центра волнового пакета от его начальной

пространственно-спиновой симметрии, а также от параметров гамильтони-

ана (толщины пленки топологического изолятора, величины энергетической

щели и т.д.).

∙ Показано, что баллистическим кондактансом квантовой проволоки со спин-

орбитальным взаимодействием можно управлять с помощью внешнего

электрода: изменяя напряжение на нем, удается эффективно модифициро-

вать электронный энергетический спектр, в результате чего должны наблю-

даться дополнительные пики проводимости канала.

∙ Впервые установлено, что в сверхрешетке на основе графена с пери-

одически модулированной дираковской щелью возможно существование

99
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неосциллирующих (интерфейсных) состояний. Найдена область парамет-

ров сверхрешетки, при которых эти состояния должны реализовываться.

∙ В сверхрешетках, созданных на основе полупроводников со спин-

орбитальным взаимодействием Дрессельхауза, построены изоэнергети-

ческие поверхности, найдена величина расщепления минизон, равная

∼ 1 мэВ, что соответствует терагерцевому диапазону излучения.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю –

профессору Демиховскому Валерию Яковлевичу – за неоценимую помощь в по-
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Приложение A

В данном приложении находится приближенное выражение для средней ско-

рости электрона для параметров пакета 𝑞𝑎≫ 1 и 𝜆/𝑎≪ 1 (считается, что 𝑞𝑎 ≃ 5,

𝜆/𝑎 ≃ 0,1). Соответствующая волновая функция (1.21) представляет собой кван-

товую суперпозицию состояний с резким максимумом вблизи достаточно боль-

шого значения 𝑛 = 𝑛0. Действительно, для (𝑞𝑎)2/2 ≫ 1 распределение Пуассона

|𝑐𝑛|2 (см.формулу (1.24)) можно заменить гауссовским

𝑒−(𝑞𝑎)2/2

(︁
(𝑞𝑎)2

2

)︁𝑛
𝑛!

≈ 1√
2𝜋𝑛0

𝑒𝑥𝑝

(︂
− (𝑛− 𝑛0)

2

2𝑛0

)︂
, (A.1)

где 𝑛0 ≃ (𝑞𝑎)2/2 ≃ 12, а дисперсия △𝑛 ≃ √
𝑛0. Далее можно разложить безраз-

мерный энергетический спектр 𝜙𝑛 в ряд по степеням (𝑛 − 𝑛0), ограничиваясь

квадратичными членами [1, 4]

𝜙𝑛 = 𝜙𝑛0
+ 𝜙′

𝑛0
(𝑛− 𝑛0) +

𝜙′′
𝑛0

2
(𝑛− 𝑛0)

2. (A.2)

Для данных значений параметров пакета величина 𝜙𝑛 близка к 1, и коэффици-

енты перед экспонентами в уравнении (1.26) могут быть хорошо аппроксимиро-

ваны выражениями √︃
𝜙𝑛+1 − 1

2(𝑛+ 1)𝜙𝑛+1
≃ 𝜆/𝑎√

2
,

√︂
𝜙𝑛 + 1

𝜙𝑛
≃

√
2, (A.3)
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что позволяет вычислить сумму по 𝑛 в (1.26). В результате имеем:

𝑣𝑥(𝜏) =
~𝑞
𝑚

exp

(︂
−
(︁
𝑞𝑎 sin

𝜙′′
𝑛0
𝜏

2

)︁2)︂
×

× cos

(︂
𝜙′′
𝑛0
𝜏

2

)︂
cos

(︂
𝜙′
𝑛0
𝜏 − 𝜙′′

𝑛0

(︁(𝑞𝑎)2

2
− 1
)︁
𝜏 +

(𝑞𝑎)2

2
sin𝜙′′

𝑛0
𝜏

)︂
, (A.4)

𝑣𝑦(𝜏) =
~𝑞
𝑚

exp

(︂
−
(︁
𝑞𝑎 sin

𝜙′′
𝑛0
𝜏

2

)︁2)︂
×

× cos

(︂
𝜙′′
𝑛0
𝜏

2

)︂
sin

(︂
𝜙′
𝑛0
𝜏 − 𝜙′′

𝑛0

(︁(𝑞𝑎)2

2
− 1
)︁
𝜏 +

(𝑞𝑎)2

2
sin𝜙′′

𝑛0
𝜏

)︂
. (A.5)

Из этих выражений видно, что осцилляции средней скорости со временем

экспоненциально затухают. Соответствующее время затухания определено в вы-

ражении (1.30).



Приложение B

i) Здесь более подробно выводится выражение для волновой функции (1.25).

Для этого необходимо провести интегрирование по 𝑝. Соответствующий инте-

грал имеет вид

𝑄𝑘 =

+∞∫︁
−∞

𝜙𝑝(𝑥)𝑔(𝑝)𝜑𝑘(𝑦 − 𝑦𝑐(𝑝)) 𝑑𝑝, (B.1)

где 𝜙𝑝(𝑥) = (1/
√

2𝜋~) exp(𝑖𝑝𝑥/~) (𝑔(𝑝) определено в выражении (1.23)), а

𝜑𝑘(𝑦 − 𝑦𝑐(𝑝)) – хорошо известные функции гармонического осциллятора. Под-

ставляя эти выражения в (B.1) и используя преобразование Гаусса для полино-

мов эрмита 𝐻𝑘(𝑦) [111],

1√
𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−(𝑥−𝑦)2𝐻𝑘(𝑦) 𝑑𝑦 = (2𝑥)𝑘, (B.2)

окончательно получаем

𝑄𝑘 =
((𝑦 − 𝑞𝑎2 − 𝑖𝑥)/𝑎)𝑘√

2𝑘+1𝑘!𝜋𝑎2
exp

(︁2𝑖𝑥(𝑦 + 𝑞𝑎2) − 𝑥2 − (𝑦 − 𝑞𝑎2)2

4𝑎2

)︁
. (B.3)

Подставляя это выражение в (1.25) и используя полярные координаты (1.33),

получаем выражение (1.32).

ii) Теперь вычислим электронную волновую функцию 𝜓(r, 𝑡) = 𝜓𝑐𝑙(r, 𝑡) на

малых временах 𝑡 ≪ 𝑇𝐷, когда можно пренебречь квадратичными слагаемы-

ми в разложении (A.2). Тогда, учитывая что для данного волнового пакета ко-

эффициенты 𝑑𝑛 и 𝑏𝑛 могут быть аппроксимированы выражениями 𝑑𝑛 ≃ 1 и
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𝑏𝑛 ≃
√︀
𝑛/2𝜆/𝑎, после суммирования в (1.32) получаем

𝜓𝑐𝑙(𝜌, 𝜃, 𝑡) =
𝑀(𝜌, 𝜃)√︀
𝛼2 + 𝛽2

𝑆
(︁
𝜃 +

2𝜋𝑡

𝑇𝑐𝑙

)︁
𝑒
−𝑖

(︁
𝜀𝑛0
~ + 2𝜋

𝑇𝑐𝑙
(1−𝑛0)

)︁
𝑡
×

×
(︁
𝛼, 𝛽𝑒

𝑖 2𝜋𝑡𝑇𝑐𝑙 ,
𝛽𝑞𝜆

2
,−𝛼𝜆𝜌

2𝑎
𝑒−𝑖𝜃

)︁𝑇
, (B.4)

где

𝑆(𝑢) = exp
(︁
− 𝑞𝑎𝜌

2
(cos𝑢− 𝑖 sin𝑢)

)︁
, (B.5)

а 𝑀(𝜌, 𝜃) определено в (1.34). Решение (B.4) описывает когерентный слабореля-

тивистский волновой пакет, распространяющийся вдоль циклотронной орбиты

без изменения своей формы. В частности, при 𝛼 = 𝛽 соответствующая плот-

ность вероятности имеет гауссову форму

|𝜓𝑐𝑙(𝜌, 𝜃, 𝑡)|2 =

=
1 + 𝜆2

8𝑎2 (𝜌
2 + (𝑞𝑎)2)

2𝜋𝑎2
exp

(︁
− 𝜌2 + (𝑞𝑎)2 + 2𝜌𝑞𝑎 cos(𝜃 + 2𝜋𝑡/𝑇𝑐𝑙)

2

)︁
. (B.6)

Очевидно, что центр волнового пакета, положение которого определяется углом

𝜃𝑐 = 𝜋 − 2𝜋𝑡

𝑇𝑐
, (B.7)

вращается с циклотронной частотой 𝜔𝑐 = 2𝜋/𝑇𝑐 подобно движению классиче-

ского электрона в магнитном поле.



Приложение C

Покажем, что волновой пакет (уравнения (1.50), (1.51)) при 𝑡0 = 𝑇𝑐𝑙/4 пред-

ставляет собой когерентную суперпозицию мезоскопических состояний [6], [12].

Для этого рассмотрим временну́ю эволюцию начального состояния вида

𝜓+(r, 0) = 𝜓𝑐(r)|+ >, (C.1)

где «орбитальная» волновая функция когерентного состояния 𝜓𝑐(r) дается вы-

ражением (1.51), а начальный дираковский спинор |+ > имеет вид

|+ >= 𝑑𝑛0

(︃
| ↑
0

)︃
+ 𝑏𝑛0

(︃
0

| ↓>

)︃
(C.2)

с коэффициентами 𝑑𝑛0
и 𝑏𝑛0

, определяемыми выражением (1.15). Здесь, как

и ранее, учитываем, что среднее значение 𝑛 в (1.52) достаточно велико:

𝑛 = (𝑞𝑎)2/2 = 𝑛0 ≫ 1.

Состояние (C.1) эволюционирует как

𝜓(r, 𝜏) =

∫︁
𝑑𝑝𝜙𝑝(𝑥)𝑔(𝑝)

[︃∑︁
𝑛=1

𝑐+𝑛

(︃
𝑑𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↑>
−𝑏𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↓>

)︃
𝑒−𝑖𝜙𝑛𝜏+

+
∑︁
𝑛=0

𝑐−𝑛

(︃
𝑏𝑛𝜑𝑛−1(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↑>
𝑑𝑛𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)| ↓>

)︃
𝑒𝑖𝜙𝑛𝜏

]︃
, (C.3)

где коэффициенты 𝑐±𝑛 есть

𝑐+𝑛 = 𝑐𝑛𝑑𝑛0
𝑑𝑛 − 𝑐𝑛+1𝑏𝑛0

𝑏𝑛, 𝑐−𝑛 = 𝑐𝑛𝑑𝑛0
𝑏𝑛 + 𝑐𝑛+1𝑏𝑛0

𝑏𝑛. (C.4)
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Используя слабую зависимость коэффициентов 𝑑𝑛 и 𝑏𝑛 от 𝑛, а также принимая

во внимание выражение для 𝑐𝑛 (1.24), из (C.4) при 𝑛 ≃ 𝑛0 ≫ 1 можно получить:

𝑐+𝑛 = 𝑐𝑛, 𝑐−𝑛 = 0. (C.5)

Далее, нетрудно показать, что

𝜓+(r, 𝜏) =

(︂
𝑒−𝑖𝜙′

𝑛0
𝜏𝑑𝑛0

(︃
| ↑>

0

)︃
+ 𝑏𝑛0

(︃
0

| ↓>

)︃)︂
𝜓𝑐+(r, 𝜏), (C.6)

где

𝜓𝑐+(r, 𝜏) =

∫︁
𝑑𝑝𝜙𝑝(𝑥)𝑔(𝑝)

∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛+1𝜑𝑛(𝑦 − 𝑦𝑐)𝑒
−𝑖𝜙𝑛𝜏 . (C.7)

Таким же образом можно вычислить эволюцию начального состояния

𝜓−(r, 0) = 𝜓𝑐(r)|− >, (C.8)

|− >= 𝑏𝑛0

(︃
| ↑>

0

)︃
− 𝑑𝑛0

(︃
0

| ↓>

)︃
, (C.9)

𝜓−(r, 𝜏) =

(︂
𝑒𝑖𝜙

′
𝑛0
𝜏𝑏𝑛0

(︃
| ↑>

0

)︃
− 𝑑𝑛0

(︃
0

| ↓>

)︃)︂
𝜓𝑐−(r, 𝜏), (C.10)

где 𝜓𝑐−(r, 𝜏) определено формулой (C.7), в которой exp(−𝑖𝜙𝑛𝜏) должно быть за-

менено на exp(𝑖𝜙𝑛𝜏). Заметим, что начальные спиновые функции ортогональны:

< +|− >= 0.

Далее, начальный волновой пакет (1.50) может быть представлен в виде су-

перпозиции

𝜓𝑐(r)

(︃
| ↑>

0

)︃
= 𝑑𝑛0

𝜓+(r, 0) + 𝑏𝑛0
𝜓−(r, 0), (C.11)

так что

𝜓(r, 𝜏) = 𝑑𝑛0
𝜓+(r, 𝜏) + 𝑏𝑛0

𝜓−(r, 𝜏) (C.12)

описывает два подпакета, которые при 𝑡 < 𝑇𝑐𝑙 = (2𝜋/𝜙′
𝑛0

)𝜆/𝑐 вращаются против

часовой стрелки (𝜓+(r, 𝜏)) и по часовой стрелке (𝜓−(r, 𝜏)) в плоскости 𝑥𝑦. В
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момент времени 𝑡0 = 𝑇𝑐𝑙/4, как следует из уравнений (C.6) и (C.10),⃒⃒⃒⃒
< +|− >

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

⃒⃒⃒⃒
=

√︃
2𝑛0(𝜆/𝑎)2

1 + 2𝑛0(𝜆/𝑎)2
≈ 0,98 (C.13)

для 𝑛0 = 50 и значения 𝜆/𝑎 = 0,5. Таким образом, можно заключить, что спино-

вые части волновых функций 𝜓±(r, 𝑡) отличаются незначительно. Это означасет,

что «орбитальная» часть полной волновой функции (C.12) в этот момент вре-

мени представляет собой суперпозицию мезоскопических состояний 𝜓𝑐+(r, 𝑡0)

и 𝜓𝑐−(r, 𝑡0) (так называемое состояние типа «Шредингеровский кот»). Соответ-

ствующая плотность вероятности |𝜓(r, 𝑡0 = 𝑇𝑐𝑙/4)|2 представлена на рис.1.7(b).

Возможность существования когерентной суперпозиции мезоскопических со-

стояний для дираковской частицы, помещенной в магнитное поле, было пред-

сказано в работе [6].
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