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Введение

Актуальность темы исследования

В последние годы наблюдается повышенный интерес к квантовым ямам на осно-
ве твёрдого раствора CdxHg1−xTe, которые обладают рядом замечательных свойств. В
то время как CdTe имеет нормальную зонную структуру, HgTe обладает так называ-
емой инвертированной зонной структурой из-за сильного спин-орбитального взаимо-
действия. Тип зонной структуры квантовой ямы из «инвертированного» материала и
барьерами из «нормального» материала зависит от её ширины [1; 2]. Существует кри-
тическое значение толщины ямы, где ширина запрещённой зоны равна нулю. Яма с
толщиной меньше критической имеет нормальную зонную структуру, а больше кри-
тической –– инвертированную [3; 4]. Возможность получения произвольной ширины
запрещённой зоны вплоть до нуля делает эти структуры перспективными для приме-
нения в области инфракрасной и терагерцовой оптоэлектроники [5; 6]. Квантовые ямы
с инвертированной зонной структурой являются двумерными топологическими изоля-
торами [1; 2] (то есть в них имеются локализованные на краях образца состояния с ну-
левой шириной запрещённой зоны, для которых спин электрона определяется направ-
лением движения). Особенности структуры волновых функций зоны проводимости в
инвертированных квантовых ямах приводят к сильным спин-зависимым эффектам, ко-
торые делают такие ямы перспективными для спинтроники [7; 8]. Всё это вместе взятое
стимулирует экспериментальные и теоретические исследования структур такого типа.

Диссертация посвящена изучению узкозонных гетероструктур с одиночны-
ми квантовыми ямами Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe, выращенных на атомной плоско-
сти (013). Теоретическое описание таких структур осложняется тем, что даже малые
поправки к энергетическому спектру (порядка нескольких мэВ) могут оказаться суще-
ственными по сравнению с шириной запрещённой зоны. Для количественного описа-
ния узкозонных квантовых ям в диссертации использовался k·p гамильтониан 8 × 8,
учитывающий влияние удаленных зон, встроенную деформацию и отличие атомной
плоскости, на которой выращена структура, от (001). Малая ширина запрещённой зо-
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ны приводит к тому, что характерные энергии оптических переходов в таких образ-
цах лежат в терагерцовом диапазоне. Поэтому наиболее адекватным методом экспери-
ментального исследования зонного спектра этих структур представляется терагерцовая
спектроскопия.

Степень разработанности темы исследования

В последнее время наблюдается прогресс в технологии молекулярно-лучевой
эпитаксии гетероструктур на основе CdxHg1−xTe (особенно для структур, выращенных
на низкосимметричных плоскостях, например (013)), что привело к увеличению разно-
образия доступных высококачественных образцов (см., например, [2; 9–11]). Большая
часть экспериментальных исследований выполнена транспортными методами, что в
частности позволило наблюдать квантовый спиновый эффект Холла [2] в образцах с
инвертированной зонной структурой и гигантское (до 30 мэВ) спиновое расщепление
Рашбы в асимметричных структурах [7; 8], продемонстрировать линейный закон дис-
персии в квантовых ямах критической толщины [12]. В широких квантовых ямах было
обнаружено перекрытие зоны проводимости и валентной зоны, приводящее к сосуще-
ствованию электронного и дырочного двумерного газов в термодинамическом равно-
весии [13; 14]. Эффективным методом изучения энергетического спектра узкозонных
материалов является исследование циклотронного резонанса и межзонного магнито-
поглощения в квантующих магнитных полях. В гетероструктурах HgTe/CdHgTe такие
исследования были начаты в работах [3; 4] и выполнены лишь на нескольких образцах с
инвертированным зонным спектром. Первые модельные расчеты энергетических спек-
тров гетероструктур HgTe/CdHgTe с квантовыми ямами методом огибающих функций
были выполнены в работе [15], когда еще отсутствовали устоявшиеся представления
о граничных условиях и величине разрыва зон на гетероинтерфейсе HgTe/CdTe. Даль-
нейшее развитие эта модель применительно в квантовым ямам HgTe/CdHgTe (001) по-
лучила в работах группы Университета Вюрцбурга (см., например, [9]), которые ис-
пользовали граничные условия, предложенные в работе [16]. Общий подход к расчетам
зонных спектров гетероструктур, выращенных на низкосимметричных атомных плос-
костях, был предложен в работе [17]. Однако, до настоящего времени такие расчеты для
гетероструктур HgTe/CdHgTe проводились лишь для образцов, выращенных на плос-
кости (112). Таким образом, до начала настоящего исследования отсутствовали четкие
представления об энергетических спектрах узкозонных и бесщелевых гетероструктур
Hg1−xCdxTe/CdyHg1−yTe с квантовыми ямами, выращенных на плоскости (013).
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Цели и задачи

Основной целью диссертационной работы является расширение знаний об узко-
зонных и бесщелевых гетероструктурах на основе CdxHg1−xTe с квантовыми ямами,
выращенных на плоскости (013). Это включает в себя решение следующих задач:

1. Разработка метода расчёта зонной структуры и уровней Ландау в гетерострук-
турах на основе узкозонных и бесщелевых полупроводников, выращенных на
произвольной атомной плоскости.

2. Исследование терагерцовой фотопроводимости (ФП) узкозонных гетерострук-
тур с квантовыми ямами Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe (013).

3. Исследование циклотронного резонанса (ЦР) в квантовых ямах Hg1−xCdxTe/
CdyHg1−yTe (013) в слабых магнитных полях и сопоставление измеренной цик-
лотронной массы с результатами расчётов.

4. Исследование циклотронного резонанса и межзонных переходов в квантовых
ямах Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe (013) в квантующих магнитных полях и сопо-
ставление положения линий поглощения с рассчитанными энергиями переходов
между уровнями Ландау.

Научная новизна

Научная новизна работы заключается в следующем:

1. Межзонная терагерцовая фотопроводимость узкозонных гетероструктур с кван-
товыми ямами на основе CdxHg1−xTe наблюдалась впервые.

2. Впервые проведены расчёты зонной структуры и уровней Ландау в квантовых
ямах Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe, выращенных на плоскости (013), с учётом встро-
енной деформации и эффектов, связанных с отсутствием центра инверсии в объ-
ёмном кристалле.

3. Впервые наблюдалось расщепление двух линий в спектрах магнитопоглощения
гетероструктур HgTe/ CdyHg1−yTe (013) с квантовыми ямами с инвертирован-
ной зонной структурой, обусловленное антипересечением нижнего уровня Лан-
дау зоны проводимости и верхнего уровня Ландау валентной зоны.
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4. В гетероструктуре с широкой квантовой ямой HgTe/CdyHg1−yTe впервые одно-
временно наблюдался циклотронный резонанс электронов и дырок в квантую-
щих магнитных полях.

Теоретическая и практическая значимость работы

Научная значимость работы заключается в получении нового знания о струк-
туре энергетического спектра носителей в гетероструктурах с квантовыми ямами
Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe, выращенных на атомной плоскости (013). Впервые проведе-
ны расчёты энергий и волновых функций состояний носителей заряда в гетерострукту-
рах Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe (013) с квантовыми ямами в магнитном поле и без него с
учётом встроенной деформации. Проведена корректировка общепринятого набора ма-
териальных параметров гетероструктуры HgTe/CdTe, что позволило достичь лучшего
согласования результатов расчётов с экспериментальными данными. Обнаружена меж-
зонная терагерцовая проводимость в квантовых ямах Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe (013)
как при температуре жидкого гелия, так и при температуре жидкого азота, что может
быть использовано для создания приёмников терагерцового излучения. Показана воз-
можность генерации излучения на межзонных переходах в узкозонных квантовых ямах
Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe (013) при оптической накачке.

Полученные в диссертации результаты могут быть использованы при создании
новых оптоэлектронных приборов терагерцового диапазона на основе гетероструктур
с квантовыми ямами Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe (013).

Методология и методы исследования

Для решения поставленных задач были применены следующие теоретические и
экспериментальные методы и подходы:

• численное решение стационарного уравнения Шредингера с эффективным га-
мильтонианом 8 × 8 (явный учёт зон Γ6, Γ8, и Γ7) в рамках метода огибающих
функций;

• учет влияния магнитного поля с помощью подстановки Пайерлса и поправки Зе-
емана;

• метод теории возмущений для учета поправок в гамильтониан, связанных с от-
сутствием центра инверсии в объемном кристалле;
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• метод фотоэлектрической спектроскопии;

• метод абсорбционной спектроскопии в терагерцовом диапазоне.

Основные положения, выносимые на защиту

1. Расчёт зонной структуры квантовых ям HgCdTe/CdHgTe (013) в рамках прибли-
жения огибающих функций в четырёхзонной модели для достижения количе-
ственного согласования с экспериментом требует корректировки значений пара-
метров материалов, используемых в литературе: разрыва валентной зоны на ге-
теропереходе между CdTe и HgTe и параметра, отвечающего за взаимодействие
зон Γ6 и Γ8 (Ep).

2. Обнаружена фотопроводимость гетероструктур с квантовыми ямами
HgCdTe/CdHgTe (013) в терагерцовом диапазоне, обусловленная межзонным
поглощением и переходами с участием примесей и дефектов.

3. В квантовых ямах HgTe/CdHgTe с инвертированной зонной структурой имеет
место антипересечение нижнего уровня Ландау зоны проводимости и верхнего
уровня Ландау валентной зоны, обусловленное отсутствием центра инверсии в
кристаллической решётке HgTe.

4. В квантовых ямах HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) шириной больше 12,5 нм, выращен-
ных на буферном слое CdTe, имеет место перекрытие зоны проводимости с бо-
ковым максимумом валентной зоны, что может приводить к образованию полу-
металлического состояния (сосуществование электронов и дырок в равновесии).

5. В квантовых ямах HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) с нормальной зонной структурой при
межзонной оптической генерации неравновесных носителей до концентраций∼
1011 см−2 усиление электромагнитного излучения на межзонных переходах мно-
гократно превышает внутризонное (друдевское) поглощение при ℏω ≥ 20 мэВ.

Степень достоверности и апробация результатов исследования

Достоверность результатов обеспечена оптимальным выбором физических мо-
делей, учитывающих основные свойства исследуемых систем и адекватным выбором
методов численных расчетов. Экспериментальные исследования выполнены апроби-
рованными в ИФМ РАН и других научных организациях методами.

8



Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на XV, XVI и
XVII Международных симпозиумах «Нанофизика и наноэлектроника» (Нижний Нов-
город 2011, 2012, 2013); 12 Всероссийской молодежной конференции по физике полу-
проводников и полупроводниковой опто- и наноэлектронике (Санкт-Петербург 2010);
Международном форуме по нанотехнологиям «Rusnanotech’10» (Москва 2010); 4 Все-
российской конференции молодых ученых «Микро- и нанотехнологии и их примене-
ние» (Черноголовка 2010); VIII и IX Всероссийских семинарах по радиофизике мил-
лиметровых и субмиллиметровых волн (Нижний Новгород 2011, 2013); Российской
конференции и школе по актуальным проблемам полупроводниковой нанофотоэлек-
троники «Фотоника-2011» (Новосибирск 2011); X и XI Российских конференциях по
физике полупроводников (Нижний Новгород 2011, Санкт-Петербург 2013); Междуна-
родной научно-технической конференции, школе молодых специалистов и выставке по
фотоэлектронике и приборам ночного видения (Москва 2012); Международной кон-
ференции «Terahertz and Microwave radiation: Generation, Detection and Applications»
(Москва 2012); Международной конференции «GDR-I Workshop» (Tignes, France 2012;
Cargese, France 2013); Международной конференции «38th International Conference
on Infrared, Millimeter and Terahertz Waves» (Mainz, Germany 2013); Международ-
ной конференции «Int. Conf. on Coherent and Nonlinear Optics/lasers, Applications, and
technologies» (Москва 2013); 21 Международном симпозиуме «Nanostructures: Physics
and Technology» (Санкт-Петербург 2013); а также на семинарах ИФМ РАН.

По теме диссертации опубликованы 41 печатная работа, в том числе 9 статей в
реферируемых журналах и 32 публикации в сборниках тезисов докладов и трудов кон-
ференций, симпозиумов и совещаний.

Все вышеперечисленное в совокупности свидетельствует о достоверности полу-
ченных результатов и сделанных на их основании выводов.
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Глава 1

Обзор литературы

1.1 Приближение огибающих функций для расчёта электронных

спектров гетероструктур

Для приближённого вычисления энергетического спектра электрона в однород-
ном полупроводнике используется k·p-метод, в рамках которого волновая функция
представляется в следующем виде:

Ψ =
∑
n

eikrCn(k)un(r).

где {un} –– конечный набор базисных функций (которые являются периодическими),
k –– вектор, принадлежащий первой зоне Бриллюэна, а Cn –– неизвестные коэффици-
енты. Энергия состояния E(k) и коэффициенты Cn, которые являются компонентами
вектора C, вычисляются как решения стационарного уравнения Шрёдингера:

H(k)C = EC,

гдеH –– матрица гамильтониана. Таким образом, в однородном полупроводнике волно-
вой функцией электрона является набор плоских волнCne

ikr, умноженных на базисные
функции un.

Если однородность нарушена присутствием внешнего поля, то вместо плоских
волн решениями будут некоторые функции Fn:

Ψ =
∑
n

Fn(r)un(r),
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а в уравнении Шрёдингера гамильтониан будет матрицей операторов:

ĤF = EF, (1.1)

где

F =

 F1
...

Fnmax


Такой подход был впервые использован в работе [19] для описания полупроводников,
находящихся во внешнем электрическом и магнитном поле.

В гетероструктурах как и в случае внешнего поля периодичность нарушается и
плоская волна больше не является решением, то есть нужно пользоваться разложени-
ем (1.1). Однако, в отличие от плавного внешнего поля, в гетероструктурах есть допол-
нительные трудности. Первая из них состоит в том, что потенциал быстро меняется на
границе и к нему не может применяться подход, изложенный в работе [19], так как эти
изменения не являются плавными. Вторая трудность –– зависимость параметров мате-
риала от координаты –– проявляет себя при попытках использовать для описания струк-
тур гамильтониан однородного полупроводника с заменой вектора квазиимпульса на
дифференциальный оператор. В отличие от случая плавного потенциала этот оператор
действует не только на огибающие, но и на параметры, из-за чего полученный таким
способом гамильтониан как правило не является эрмитовым. Выбор же эрмитового га-
мильтониана аналогичного объёмному неоднозначен.

Мы не будем рассматривать модели, основанные на учёте взаимодействия от-
дельных атомов (например методе сильной связи) и ограничимся методом огибающих
функций. Здесь существует два основных подхода.

1.2 Кусочное решение

В рамках первого подхода решения в каждом слое гетероструктуры считаются
линейными комбинациями решений для объёмного полупроводника. Затем эти реше-
ния в разных слоях сшиваются с помощью граничных условий, которые отличаются в
разных моделях.

Иногда в качестве граничных условий выбираются бесконечные стенки, т.е. ре-
шение считается локализованным в одном слое [20; 21]. В случае слабой локализации
необходимо учитывать влияние материала барьеров. Если бы материалы, составляю-
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щие гетероструктуру, отличались лишь энергией на дне зоны, то задача свелась бы
отысканию состояний электрона в заданном потенциале [22]. В этом случае состоя-
ние электрона вычисляется исходя из условия непрерывности огибающей его волно-
вой функции и её первой производной. Такое граничное условие иногда используется
при расчётах состояний электрона в зоне проводимости гетероструктур, состоящих из
широкозонных материалов [23].

Для узкозонного материала такая модель не подходит [24]. Это связано с тем, что
близкие по энергии зоны взаимодействуют и граничные условия должны это учиты-
вать. Нужно требовать непрерывность полной волновой функции, а не огибающей, т.е.
учитывать отличия блоховских функций разных материалов, а так же их изменение на
границе. Ни то ни другое не известно, а получение необходимых данных из экспери-
мента осложняется большим количеством параметров. Поэтому в многозонных моде-
лях граничные условия, если они требуются в явном виде, получаются из эффективного
гамильтониана (см. ниже).

1.3 Эффективный гамильтониан

Второй подход основан на решении уравнения (1.1) с эффективным гамильтони-
аном, который был бы определён во всей гетероструктуре включая границы слоёв. При
этом постоянная решётки для всех материалов, составляющих гетероструктуру, счита-
ется одинаковой. В качестве базиса полного ортонормированного базиса в простран-
стве всех функций, период которых совпадает с периодом кристаллической решётки в
гетероструктуре, выбирается некоторая система функций un(r). Они могут совпадать
с блоховскими функциями какого-либо полупроводника, а могут и не совпадать.

Как уже отмечалось выше, эффективный гамильтониан не может быть получен
из матрицы H простой заменой k → k̂ = −i∇. Существует бесконечное множество
вариантов, которые дают одинаковые результаты для однородного полупроводника, но
в гетероструктурах приводят к разным граничным условиям для огибающих [16; 25].
Вопрос о наилучших граничных условиях (наилучшей форме эффективного гамиль-
тониана) является предметом постоянных дискуссий [16; 25—29] и, по-видимому, не
имеет универсального решения.

В работе [16] было впервые предложено постулировать непрерывность огибаю-
щих и их первых производных во всей гетероструктуре (включая гетерограницы) и вы-
вести эффективный гамильтониан, который бы удовлетворял этому условию. Получен-
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ные в результате уравнения для огибающих оказались довольно сложными и неудоб-
ными для расчётов и были упрощены. Точные решения упрощенных уравнений имеют
разрывы первой производной на границах слоёв структуры и потому не удовлетворя-
ют условию плавности огибающих. Для того, чтобы разрешить это противоречие, в
работе [16] уравнения решались приближённо путём разложения огибающих по огра-
ниченному набору плоских волн.

В ряде работ [26; 29–31] было показано, что некоторые из поправок, отброшенных
при упрощении уравнений в работе [16], имеют тот же порядок по волновому векто-
ру k что и члены, вошедшие в окончательные уравнения. Модели, которые учитывают
эти поправки, являются более точными, однако круг их применения ограничен из-за
большого числа подгоночных параметров.

Чаще всего используется гамильтониан, который получается из матрицыH путём
следующей замены [15; 32; 33]:

Akα → k̂αA1(r) + A2(r)k̂α;

Bkαkβ → k̂αB1(r)kβ + k̂βB2(r)k̂α.

Кажется, что количество параметров здесь очень велико –– вдвое больше чем для объ-
ёма, однако не все они существенны. В частности, в гамильтониане 8× 8, основанном
на модели Кейна, для большинства полупроводников достаточно всего одного допол-
нительного параметра [34; 35]. Модель, используемая в работах [34; 35], называют мо-
делью Бёрта––Форемана. Она является одной из наиболее популярных, так как имеет
наименьшее число подгоночных параметров при достаточно хорошей точности.

1.4 Методы решения уравнения Шрёдингера

Решение системы уравнения (1.1) для многокомпонентной волновой функции ––
непростая задача. Было показано [36; 37] что если гамильтониан содержит как валент-
ную зону так и зону проводимости, то секулярное уравнение для k(E) имеет решения,
представляющие собой мнимые векторы k с большим модулем. Они также появля-
ются в случае однозонного гамильтониана, если он содержит поправки выше второй
степени k. Такие решения не рассматриваются при расчёте энергетического спектра
объёмных полупроводников, однако в гетероструктурах их приходится учитывать что-
бы получить огибающие, удовлетворяющие граничным условиям. Из-за этого уравне-
ние (1.1) является неустойчивым при его численном интегрировании, например, мето-
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дом трансфер-матрицы [38]. Мнимые корни секулярного уравнения проявляют себя в
виде экспонент растущих настолько быстро, что для выделения правильного решения
на их фоне не хватает точности.

Проблема устойчивости метода трансфер-матрицы обсуждается в работе [39], где
предлагается альтернативный подход –– метод матрицы рассеяния. В отличие от транс-
фер-матрицы, которая связывает амплитуды волн на разных концах слоя, матрица рас-
сеяния связывает амплитуды входящих и выходящих волн, при этом направлением рас-
пространения волны с мнимым волновым числом считается направление затухания.
Такой подход не даёт неустойчивостям развиваться и его единственным недостатком
является большая сложность вычислений для многослойных гетероструктур.

Методы трансфер-матрицы и матрицы рассеяния хорошо подходят для описания
делокализованных электронов, например, в задачах туннелирования. Для носителей,
локализованных в квантовой яме, энергия состояния E принимает дискретный набор
значений, которые приходится вычислять методом стрельбы или вариационными ме-
тодами [40–43]. Только для этих значений энергии удаётся получить огибающую, удо-
влетворяющую граничным условиям.

Для вычисления дискретного спектра квантовых ям используется разложение по
ортонормированному базису [9; 16; 44]. При разложении вместо матрицы дифферен-
циальных операторов Ĥ мы получаем матрицу H̃ большей размерности, состоящую из
чисел. Энергии и волновые функции состояний электрона в квантовой яме вычисляют-
ся как собственные значения и собственные векторы этой матрицы.

В качестве базисных функций чаще всего используются плоские волны [44], т.к.
для них очень легко записать матричные элементы дифференциальных операторов.
Проблема неустойчивых решений здесь отсутствует, так как волны с мнимыми или
слишком большими волновыми числами просто не включаются в базис. Кроме то-
го, огибающие, полученные таким способом, всегда являются плавными функциями
с непрерывной первой производной, т.е. удовлетворяют условиям приближения Бёр-
та [16].

1.5 Структуры выращенные на различных атомных плоскостях

В обсуждаемых нами моделях с эффективным гамильтонианом нет ограничений
на форму неоднородностей в кристалле, т.е. слои гетероструктуры могут располагать-
ся под любым углом к координатным осям. Тем не менее, решение уравнения (1.1) для
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слоистых гетероструктур существенно упрощается, если считать, что параметры мате-
риала зависят только от одной координаты, например z. В этом случае из всех компо-
нент квазиимпульса только k̂z является дифференциальным оператором.

Если гетероструктура выращена на атомной плоскости отличной от (001), то при
переходе в нужную систему координат вид гамильтониана меняется. Вопрос преобра-
зования гамильтониана подробно освещается в работе [17]. Там же указан общий спо-
соб вычисления тензора деформации, который для низкосимметричных направлений
не является диагональным.

Авторы работы [17] рассматривают гамильтониан, основанный на модели Кей-
на [45] и имеющий размерность 8 × 8. Поворот осуществляется в два этапа. Сначала
преобразуются базисные функции um так что матрица ˆ̄H меняется в то время как её
элементы всё ещё выражены через квазиимпульс k в исходной системе координат. За-
тем элементы матрицы ˆ̄H переписываются с учётом закона преобразования оператора
квазиимпульса:

k̂′ = Rk̂,

где R –– матрица поворота радиус-вектора при переходе к новой системе координат:

r′ = Rr.

Во всех известных нам работах, где речь идёт о симметрии гамильтониана (на-
пример, об аксиальной симметрии) и законе его преобразования при поворотах систе-
мы координат, явно или неявно предполагается, что базис {um} состоит из базисных
функций представлений всей группы трёхмерных вращений, а не только группы то-
чечной симметрии кристалла. Поэтому базисные функции после поворота {u′m} будут
линейными комбинациями исходных {um}.

В работе [17] поворот осуществляется в базисе из четырёх функций S,X , Y и Z ,
не зависящих от спина (см. также [45]). При этом закон преобразования базиса выгля-
дит достаточно просто:

S ′ = S;X ′

Y ′

Z ′

 = R

X

Y

Z

 .

Затем на основе преобразованного гамильтониана 4 × 4 записывается гамильтони-
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ан 8× 8.
Таким образом, преобразование не затрагивает спин электрона. В данном случае

это оправдано, поскольку спин электрона и спин-орбитальное взаимодействие учиты-
вается с помощью всего одного параметра∆ [45; 46]. В общем случае должно исполь-
зоваться непосредственное преобразование базисных функций, включающих спино-
вую компоненту. Такой подход также полезен для гамильтониана 6×6 (учитывающего
только зоны Γ6 и Γ8) который не может быть непосредственно преобразован в гамиль-
тониан 4× 4 (см. [47]).

1.6 Энергетический спектр электронов в гетероструктурах на ос-

нове HgCdTe

Материал HgTe является бесщелевым полупроводником вследствие того, что в
нем зона проводимости и валентная зона принадлежат одному неприводимому пред-
ставлению группы симметрии кристалла. Эта особенность объясняется инвертирован-
ной зонной структурой [48; 49], т.е. обратным расположением энергетических зон по
отношению к «нормальным» полупроводникам, к которым относится CdTe (рис. 1.1).

В «нормальных» полупроводниках зона проводимости в окрестности минимума

Рис. 1.1: Зонная структура CdTe и HgTe.
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описывается волновыми функциями s-симметрии (неприводимое представление Γ6),
а валентная зона вблизи ее вершины –– функциями p-симметрии. Зона проводимости
двукратно вырождена по спину, а полный момент J для ее состояний равен 1/2. Валент-
ная зона вследствие спин-орбитального взаимодействия расщеплена на две подзоны,
образованные состояниями с J = 3/2 (представление Γ8) и J = 1/2 (представле-
ние Γ7). Волновые функции, принадлежащие представлению Γ8, образуют двукратно
вырожденные зоны легких и тяжелых дырок. В Γ-точке эти зоны совпадают, и вер-
шина валентной зоны оказывается четырехкратно вырожденной. Волновые функции,
принадлежащие представлению Γ7, образуют зону спин-отщепленных дырок.

При инвертированной зонной структуре, реализующейся в HgTe, зона, образован-
ная волновыми функциями представления Γ8, расположена выше зоны, образованной
функциями представления Γ6. При этом одна из зон симметрии Γ8 имеет положитель-
ную кривизну и является зоной проводимости, а другая имеет отрицательную кривиз-
ну и является валентной зоной. Зона симметрииΓ6 обладает отрицательной кривизной.
Иногда говорят, что этот материал обладает отрицательной шириной запрещенной зо-
ны, под которой при этом понимается величина Eg = E(Γ6)− E(Γ8). В твердом рас-
творе CdxHg1−xTe при увеличении концентрации кадмия зонная структура меняется с
инвертированной на неинвертированную.

В квантовых ямахHgTe/CdTe можно управлять зонной структурой, регулируяши-
рину ямы [1; 2]. В узких ямах волновые функции электрона глубоко проникают в ба-
рьер и формируются под сильным влиянием широкозонного CdTe. Вследствие этого,
уровни с преобладающей s-симметрией (электроноподобные) имеют большую энер-
гию, чем уровни с преобладающей p-симметрией (дырочноподобные), что характерно
для объемного CdTe. В широких ямах волновые функции слабо проникают в барьер
и состояния электрона формируются в основном под влиянием HgTe. Зонная структу-
ра таких ям является инвертированной, т.к. некоторые из электроноподобных уровней
оказываются ниже чем дырочноподобные.

Объёмные твёрдые растворы CdxHg1−xTeшироко применяется для создания при-
емников и приемных матриц среднего инфракрасного диапазона (см., например, рабо-
ту [6] и ссылки в ней). Продвижение в дальний инфракрасный и терагерцовый диапазо-
ны затруднено из-за флуктуаций состава твёрдого раствора, которые размывают края
зон и могут привести к их перекрытию, что существенно снижает чувствительность
приборов.

В качестве нового материала для оптических приборов, работающих в ИК диа-
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пазоне были предложены сверхрешётки HgTe/CdTe [5]. Предполагалось, что в таких
структурах ширина запрещённой зоны будет регулироваться за счёт толщины слоёв так
что использование узкозонных твёрдых растворов не потребуется и проблема флуктуа-
ций будет снята. Широкий спектр потенциальных приложений и значительные успехи
в технологии производства тонких слоёв CdxHg1−xTe методом молекулярно-лучевой
эпитаксии стимулировали большое количество теоретических и экспериментальных
исследований структур на их основе.

Особый интерес в последнее время вызывают квантовые ямы с инвертированной
зонной структурой, которые являются двумерными топологическими изоляторами [1;
2], то есть в них имеются состояния с нулевой запрещённой зоной, локализованные на
краях образца, в которых спин электрона определяется направлением движения. В та-
ких образцах энергия одного из уровней Ландау в зоне проводимости убывает с ростом
магнитного поля, а в валентной зоне есть уровень, энергия которого, напротив, растёт.
При увеличении магнитного поля эти уровни пересекаются, так что зонная структу-
ра образца переходит от инвертированной к нормальной. Это пересечение было об-
наружено с помощью магнитооптических измерений [3; 4], причём, по-видимому, в
некоторых образцах эти два уровня взаимодействуют и для них имеет место антипере-
сечение [50].

В квантовых ямах с инвертированной зонной структурой в зоне проводимости
преобладают блоховские функции p-симметрии, которые обладают большим собствен-
ным моментом чем функции s-симметрии. Это приводит к усилению спин-орбиталь-
ного взаимодействия в этой зоне, что выражается в гигантском (до 30 мэВ) спиновом
расщеплении Рашбы, которое проявляется в виде биений осцилляцийШубникова––де-
Гааза и расщеплении линий циклотронного резонанса [7; 8].

В широких квантовых ямах HgTe/CdyHg1−yTe дно зоны проводимости оказывает-
ся ниже бокового максимума валентной зоны, в результате чего в образце могут одно-
временно в равновесии существовать двумерные электронный и дырочный газы. Суще-
ствование такой системы, называемой двумерным полуметаллом, было подтверждено
экспериментально в ходе транспортных измерений [13; 14].

Для теоретического описания гетероструктур на основе КРТ в основном исполь-
зуется приближение огибающих функций. Иногда используются гамильтонианы 6x6
без спин-отщеплённой зоны [4; 15; 47; 51]. Спин-отщеплённая зона (Γ7) расположена
далеко, поэтому её явный учёт в четырёхзонной модели (модели Кейна) не приводит к
качественно новым результатам. Тем не менее, в узкозонных и бесщелевых образцах
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даже малые возмущения могут оказывать заметное влияние на ширину запрещённой
зоны и закон дисперсии электронов, поэтому зона Γ7 учитывается явно в большинстве
работ [3; 7–9; 38; 52–55].

В ранних работах [15; 38] огибающие функции вычислялись путём кусочного ре-
шения в однородных слоях и последующего сшивания в соответствии с граничными
условиями. В последнее время для вычисления дискретного спектра в квантовых ямах
используется разложение по ортонормированному базису [4; 9].

Для описания гетероструктур выращенных на атомных плоскостях отличных от
(001) проводится преобразование гамильтониана согласно [17] (см., например, [47]).
Энергия уровней Ландау вычисляется при помощи подстановки Пайерлса, причём точ-
ность аксиального приближения в большинстве случаев оказывается достаточной [9].
Для описания встроенной деформации используются слагаемые первого порядка по
тензору деформации ε (см. [9]). Пьезоэлектрические эффекты, по последним данным,
пренебрежимо малы даже для низкосимметричных направлений [9; 53; 56] и как пра-
вило не учитываются.

В гетероструктурах следует уделить особое внимание параметру Кейна P , связы-
вающему зоныΓ6 иΓ8. Его значение различно для разных материалов и в эффективном
гамильтониане гетероструктуры он должен зависеть от координаты, чтобы модель ра-
ботала и в предельном случае однородного полупроводника. Однако, согласно своему
определению, параметр P зависит только от базисных функций [45] и потому в моде-
лях, основанных на приближении Бёрта [16], должен быть константой.

Таким образом, выбор определённого значения параметра P соответствует выбо-
ру определённого базиса. Если значение, используемое при расчёте гетероструктуры,
отличается от объёмного полупроводника, то базисные функции также отличаются от
его блоховских функций. В данном случае значения всех параметров должны быть пе-
ресмотрены для того, чтобы минимизировать ошибку при расчётах спектра однород-
ного полупроводника.

В дополнение к объёмным параметрам слоёв в гетероструктурах появляется ещё
одна величина –– разрыв между валентными зонами HgTe и CdTe в Γ-точке (valence
band offset, VBO). Первые расчёты зонной структуры квантовых ям на основе CdHgTe
выполнялись в предположении что она равна нулю [15]. Последующее сопоставление с
экспериментальными данными давало противоречивые результаты от 40 до 800 мэВ [4;
51–53; 57–60]. В работе [53] было получено значение 570±60 мэВ для структур, выра-
щенных как на плоскости (001), так и на низкосимметричной плоскости (112)B. В по-
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следнее время используется именно это значение [7; 9; 54; 56], однако указанная по-
грешность является слишком высокой для количественного описания узкозонных и
бесщелевых образцов, так что вопрос о значении VBO следует считать открытым.

20



Глава 2

Расчёт энергетического спектра носителей в квантовой
яме Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe, выращенной на атомной

плоскости (013)

Эта глава посвящена расчёту зонной структуры и уровней Ландау в квантовых
ямах Hg1−xCdxTe/CdyHg1−yTe в рамках приближения огибающих функций с помощью
эффективного гамильтониана. Мы сосредоточимся на гетероструктурах, выращенных
на атомной плоскости (013), поскольку экспериментальные данные, для интерпрета-
ции которых будет использован разработанный здесь метод расчёта, были получены
на образцах именно этого типа.

Для описания гетероструктур, выращенных на плоскости (013) с помощью га-
мильтониана 8 × 8 проводится обобщение метода, применяемого в работе [17] к га-
мильтониану 4×4 и работе [47] к гамильтониану 6×6. Кроме того, для учёта встроен-
ных напряжений, разрабатывается общая процедура вычисления тензора деформации
для гетероструктуры, выращенной на произвольной атомной плоскости.

Во второй части главы разработанная процедура поворота применяется для по-
лучения гамильтониана, используемого при дальнейших расчётах, и приводится его
явное выражение. Далее приводится описание процедуры вычисления волновых функ-
ций и энергий состояний электрона как в отсутствие магнитного поля так и в квантую-
щих магнитных полях.

Заключительная часть содержит примеры расчётов зонной структуры и уровней
Ландау в квантовых ямах Hg1−xCdxTe/CdyHg1−yTe (013), которые демонстрируют ос-
новные особенности энергетического спектра электронов в гетероструктурах на основе
данных материалов.
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2.1 Гамильтониан гетероструктуры в произвольной системе коор-

динат

2.1.1 Метод инвариантов

В максимально общей форме, подходящей для гетеростуркутуры, выращенных
на любой атомной плоскости, гамильтониан, учитывающий члены до второй степени k
включительно, имеет следующий вид:

Ĥnn′ = q̂† [Gnn′(r)] q̂, (2.1)

где

q̂ =


1

k̂x

k̂y

k̂z

 , (2.2)

а символом † обозначен эрмитово сопряжённый оператор.
Такой гамильтониан содержит очень большое число параметров, однако, если

учитывать симметрию кристаллической решётки, количество независимых парамет-
ров окажется существенно меньше. В однородном полупроводнике энергия и волно-
вая функция электрона не должна меняться ни при каких преобразованиях системы
координат, которые переводят решётку кристалла саму в себя. Гамильтониан объёмно-
го полупроводника, удовлетворяющий этим требованиям, можно получить с помощью
метода инвариантов. Суть метода состоит в том, что гамильтониан представляется в
виде линейной комбинации всех независимых операторов, которые не меняются при
преобразованиях, не изменяющих исследуемую систему. Эти операторы называются
инвариантами. Их набор ограничивается определёнными требованиями к их виду, на-
пример, рассматриваются только комбинации компонент квазиимпульса k до второй
степени включительно.

Для того, чтобы получить выражения для инвариантов, нужно рассмотреть пово-
роты системы координат, которые не меняют кристаллическую решётку (т.е. не меняют
координаты её узлов). При этом в многозонных моделях часто можно выделить группы
функций, которые при поворотах преобразуются независимо друг от друга, в резуль-
тате чего гамильтониан распадается на независимые блоки. Каждый инвариант огра-
ничен одним таким блоком, расположенным на главной диагонали, или двумя симмет-
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рично расположенными блоками, связанными требованием эрмитовости. В качестве
примера можно привести четырёхзонную модель (модель Кейна), в которой имеется
три независимых группы базисных функций, а в гамильтониане –– шесть независимых
блоков.

Метод инвариантов подробно описан в литературе [18; 61; 62]. Здесь мы приведём
только результат –– общий вид блока гамильтониана с учётом деформации:

H(ab) =
∑
c

γ(ab; c)

{∑
j

U(ab; c)
j

(
qTQ(c)

j q
)}

+

+
∑
c

ξ(ab; c)

{∑
j

U(ab; c)
j

(
K(c)

j ∗ ε
)}

. (2.3)

Здесь индексами a и b обозначаются независимые группы базисных функций(
{u(a)n } и {u(b)n }

)
, а пара таких индексов соответствует одному блоку гамильтониана.

Индекс c нумерует разные инварианты, которые выделены фигурными скобками. Ин-
варианты одинаковы для всех полупроводников с одинаковой структурой кристалли-
ческой решётки так как полностью определяются её симметрией. Разные материалы
различаются значениями параметров γ(ab; c) и ξ(ab; c). Здесь и далее символом T обозна-
чается транспонированный вектор или матрица.

Каждый инвариант состоит из матриц U(ab; c)
j , описывающих преобразование

функции из пространства с базисом {u(b)n } в функцию в пространстве с базисом {u(b)n },
и операторов, зависящих от квазиимпульса k (задаваемых матрицей Q(c)

j ) или тензора
деформации ε (задаваемых матрицей K(c)

j ). Не смотря на то, что каждая компонента
меняется при рассматриваемом преобразовании, их комбинация в фигурных скобках
остаётся неизменной.

Явные выражения для U(ab; c)
j ,Q(c)

j иK(c)
j для полупроводников с тетраэдрической

симметрией можно найти в приложениях А и Б а также в книгах [18; 62]. Выражения
для других кристаллов могут быть получены на основе свойтсв их группы точечной
симметрии (см., например, [63]) методами теории групп [18; 62].
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Эффективный гамильтониан гетероструктуры получается из (2.3) путём замены:

k→ k̂;

ε→ ε(r);

γ(ab; c) → γ(ab; c)(r);

ξ(ab; c) → ξ(ab; c)(r).

Общий вид блоков эффективного гамильтониана гетероструктуры следующий:

Ĥ(ab) =
∑
c

∑
j

U(ab; c)
j

(
q̂T
[
γ(ab; c)(r)Q(c)

j

]
q̂
)
+

+
∑
c

ξ(ab; c)(r)
∑
j

U(ab; c)
j

(
K(c)

j ∗ ε(r)
)
. (2.4)

Форма (2.4) сложнее чем (2.1), однако она более удобна для преобразования по-
ворота. Действительно, элементы матрицыGnn′ в формуле (2.1) зависят от параметров
материала. В то же время, в формуле (2.4) величины U(ab; c)

j , Q(c)
j и K(c)

j , зависящие от
направления координатных осей, являются просто матрицами чисел. Таким образом,
гамильтониан для произвольного направления координатных осей может быть полу-
чен численно.

2.1.2 Преобразование гамильтониана при повороте

Рассмотрим преобразование системы координат, при котором радиус-вектор точ-
ки меняется по следующему закону:

r′ = Rr, (2.5)

где R –– ортогональная матрица. Наша задача –– найти закон преобразования гамильто-
ниана. Для этого достаточно рассмотреть однородный полупроводник (т.е. гамильто-
ниан (2.3)), поскольку матрицы U, Q и K в формулах (2.3) и (2.4) совпадают.

Рассмотрим отдельно одно слагаемое из первой суммы в формуле (2.3):

Hk = U
(
qTQq

)
. (2.6)

Для того, чтобы получить вид этой матрицы после поворота (H′k) мы воспользуемся
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тем, что матричные элементы операторов не зависят от системы координат.
Волновая функция в однородном полупроводнике задаётся следующим выраже-

нием:
Ψ =

∑
n

Cnun = CTu

где u –– вектор-столбец, состоящий из базисных функций, а C –– вектор-столбец, со-
стоящий из коэффициентов перед этими функциями. Таким образом, волновая функ-
ция полностью определяется векторомC и, следовательно, матричные элементы могут
быть вычислены следующим образом:⟨

Ψ(1)
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ(2)

⟩
=
∑
nn′

(C(1)
n )∗

⟨
un

∣∣∣Ĥ∣∣∣un′

⟩
C

(2)
n′ = (C(1))† H C(2)

Любому преобразованию базисных функций un соответствует определённое преобра-
зование коэффициентов Cn. Поскольку матрица гамильтониана описывает оператор,
действующий в пространстве векторов C, мы будем рассматривать преобразование C:

C′ = RCC,

которое связано с преобразование базисных функций следующим соотношением:

RC = R∗u,

где матрица Ru –– матрица преобразования базисных функций:

u′ = Ruu,

а символом ∗ обозначается комплексное сопряжение.
Мы рассматриваем один блок гамильтониана, то есть оператор, связывающий

компоненты волновой функции, которые раскладываются по разным частям бази-
са {un}:

Ψa = CT
aua;

Ψb = CT
bub.

Условие сохранения матричного элемента оператора, который задаётся матрицей (2.6),
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выглядит следующим образом:

(C′a)
†H′k(k

′)C′b = C†aHk(k)Cb.

Подставив в данную формулу выражение (2.6) получаем(
(C′a)

†U′C′b
)(

(q′)TQ′q′
)
=
(
C†aUCb

)(
qTQq

)
.

МатрицыU преобразуются вместе с базисными функциями, а матрицыQ –– с вектором
квазиимпульса, поэтому мы можем разделить эти два преобразования:

(C′a)
†U′C′b = C†aUCb (2.7)

(q′)TQ′q′ = qTQq (2.8)

Аналогичные рассуждения можно применить к любому слагаемому из второй
суммы в формуле (2.3):

Hε = U (K ∗ ε) .

В результате получается соответствующая формула для матицы K:

K′ε′ = Kε

Тензор деформации ε преобразуется при поворотах так же как произведение kTk, по-
этому для матрицы K справедливо следующее соотношение:

(k′)TK′k′ = kTKk. (2.9)

Вектор квазиимпульса при повороте системы координат, заданным форму-
лой (2.5), преобразуется следующим образом:

k′ = Rk, (2.10)

q′ = Rqq, (2.11)

где

Rq =

(
1 0

0 R

)
.
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Матрицу преобразования коэффициентов перед базисными функциями группы a обо-
значим R(a)

C :
C′a = R(a)

C Ca. (2.12)

Подставив формулы (2.12), (2.11) и (2.10) в выражения (2.7), (2.8) и (2.9) получаем

U(ab)′ = R(a)
C U(ab)R(b)

C

†
;

Q′ = RqQRT
q ;

K′ = RKRT.

(2.13)

Пусть поворот системы координат задаётся с помощью углов Эйлера и состоит
из трёх последовательных преобразований:

1. поворот вокруг оси z на угол α;

2. поворот вокруг нового положения оси y на угол β;

3. поворот вокруг нового положения оси z на угол γ.

Для такого поворота матрица преобразования радиус-вектора точки равна

R =

 cos γ sin γ 0

− sin γ cos γ 0

0 0 1


cos β 0 − sin β

0 1 0

sin β 0 cos β


 cosα sinα 0

− sinα cosα 0

0 0 1

 .

Третий поворот (на угол γ) здесь не обязателен, так как первые два уже расположат
нужную атомную плоскость нормально к оси z, однако он необходим, если требуется
расположить структуру под определённым углом к оси x. Это может быть важно при
использовании моделей, которые учитывают дополнительные слагаемые связанные с
понижением симметрии в плоскости квантовой ямы.

Строго говоря, при произвольном повороте разные группы блоховских функций
уже не являются независимыми, однако этот факт, насколько нам известно, никогда
не учитывается. Анализ смешивания волновых функций разных зон при произвольном
повороте потребовал бы точного знания явного вида блоховских функций, либо ис-
пользования большого числа подгоночных параметров. Поэтому при поворотах систе-
мы координат (а также при анализе симметрии гамильтониана, например, аксиальной)
считается, что базисные функции являются собственными функциями полного углово-
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го момента. Тогда матрица поворота равна

R(a)
C = exp(iJ(a)z γ) · exp(iJ(a)y β) · exp(iJ(a)z α), (2.14)

где J(a)x,y.z –– матрицы проекций полного момента на координатные оси.

2.1.3 Вычисление тензора деформации

Закон преобразования тензора деформации (ε) при повороте известен

ε′ = RεRT , (2.15)

однако переход к другому направлению роста гетероструктуры это не просто измене-
ние системы координат. Ориентация слоёв относительно кристаллической решётки бу-
дет разной в зависимости от того на какой атомной плоскости выращена структура.

Как правило структура выращена на толстой подложке либо буферном слое, кото-
рые практически не деформируются под действием напряжений, возникающих в тон-
ких поверхностных слоях. В таком случае условие минимума энергии деформации
означает, что постоянная решётки гетероструктуре в плоскости слоёв совпадает с та-
ковой для подложки (буфера). Таким образом, нам известны три компоненты тензора
деформации в новой системе координат:

ε′xx = ε′yy =
a0 − a

a
;

ε′xy = 0;
(2.16)

где a0 –– постоянная решётки подложки (буфера), a –– постоянная решётки материала
из которого состоит слой.

Поскольку тензор деформации симметричен по определению [64], остаётся найти
всего три компоненты: ε′xz, ε

′
yz и ε

′
zz. Это можно сделать используя закон Гука, который
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связывает тензор деформации с тензором напряжений σ:

σ′xx
σ′xy
σ′yy
σ′xz
σ′yz
σ′zz


= C′



ε′xx
ε′xy
ε′yy
ε′xz
ε′yz
ε′zz


. (2.17)

Три из шести компонент тензора напряжений известны из условия равновесия границ
слоёв: σ′xz

σ′yz
σ′zz

 = 0, (2.18)

так что у нас есть система из шести уравнений (2.17) с шестью неизвестными (ε′xz, ε
′
yz,

ε′zz, σ
′
xx, σ

′
xy и σ

′
yy).

Разделим матрицу модулей упругости C на блоки размерности 3× 3:

C′ =

C
′
xy,xy C′xy,z

C′z,xy C′z,z

 .

Из трёх последних уравнений в системе (2.17) и условия (2.18) получаем выражения
для искомых компонент тензора деформации:ε′xz

ε′yz
ε′zz

 =
(
C′z,z

)−1C′z,xy
ε′xx
ε′xy
ε′yy

 . (2.19)

Матрица модулей упругости в кристалле с решеткой типа цинковой обманки в
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исходной системе координат выглядит следующим образом:

C =



C11 0 C12 0 0 C12

0 2C44 0 0 0 0

C12 0 C11 0 0 C12

0 0 0 2C44 0 0

0 0 0 0 2C44 0

C12 0 C12 0 0 C11


. (2.20)

Для того, чтобы записать матрицу C′ в новой системе координат нужно использовать
уравнение (2.17) и закон преобразования тензоров ε и σ при поворотах. Тензор дефор-
маций преобразуется согласно выражению (2.15), аналогичное соотношение справед-
ливо и для тензора напряжений:

σ′ = RσRT . (2.21)

Для того, чтобы сделать дальнейшие выражения более компактными введём сле-
дующие шести- и девятикомпонентные векторы:

ε(6) =



εxx

εxy

εyy

εxz

εyz

εzz


; σ(6) =



σxx

σxy

σyy

σxz

σyz

σzz


; ε(9) =



εxx

εxy

εxz

εxy

εyy

εyz

εxz

εyz

εzz


; σ(9) =



σxx

σxy

σxz

σxy

σyy

σyz

σxz

σyz

σzz


.

Эти векторы связаны друг с другом линейными соотношениями:

ε(6) = T(9←6)ε(9) ε(9) = T(6←9)ε(6)

σ(6) = T(9←6)σ(9) σ(9) = T(6←9)σ(6)

,
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где

T(9←6) =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


;

T(6←9) =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1



.

Легко проверить, что матрицы T(9←6) и T(6←9) удовлетворяют следующему соотноше-
нию:

T(9←6)T(6←9) =



1

1 0

1

1

0 1

1


. (2.22)

Для девятикомпонентных векторов, которые представляют собой не что иное как
элементы соответствующих тензоров последовательно записанные в один столбец, вы-
ражения (2.15) и (2.21) выглядят следующим образом:

ε′(9) = (R⊗ R)ε(9);

σ′(9) = (R⊗ R)σ(9);
(2.23)

где символ «⊗» обозначает прямое произведение матриц (см. приложение Г). Посколь-
ку матрица R является ортогональной, матрица (R⊗ R) тоже ортогональна.
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Запишем закон Гука в исходной системе координат для шестикомпонентных век-
торов

σ(6) = Cε(6),

перепишем это выражение, используя девятикомпонентные векторы

T(6←9)σ(9) = CT(6←9)ε(9)

и, применив преобразования поворота (2.23), перейдём в новую систему координат:

T(6←9)(R⊗ R)Tσ′(9) = CT(6←9)(R⊗ R)Tε′(9).

Теперь вернёмся к шестикомпонентным векторам:

T(6←9)(R⊗ R)TT(9←6)σ
′
(6) = CT(6←9)(R⊗ R)TT(9←6)ε

′
(6).

и домножим слева обе части выражения на матрицу T(6←9)(R⊗R)T(9←6) и воспользу-
емся свойством (2.22):

σ′(6) = T(6←9)(R⊗ R)T(9←6)CT(6←9)(R⊗ R)TT(9←6)ε
′
(6).

Последнее выражение –– не что иное как закон Гука в новой системе координат, то есть
матрица модулей упругости в новой системе координат равна:

C′ =
[
T(6←9)(R⊗ R)T(9←6)

]
C
[
T(6←9)(R⊗ R)TT(9←6)

]
. (2.24)

Итак, для того чтобы получить тензор деформации для гетероструктуры, выра-
щенной на произвольной атомной плоскости, нужно сделать следующее:

1. Вычислить компоненты ε′xx, ε
′
xy и ε

′
yy по формулам (2.16).

2. Вычислить матрицу модулей упругости в системе координат, где ось z направ-
лена вдоль направления роста структуры, используя выражения (2.20) и (2.24).

3. Вычислить оставшиеся компоненты тензора деформации по формуле (2.19).
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2.2 Гамильтониан в четырёхзонной модели

В данном разделе мы рассмотрим четырёхзонную модель (также известную как
модель Кейна), которая используется для описания большинства узкозонных полупро-
водников. Здесь будут приведены выражения для гамильтониана размерности 8×8 для
гетероструктур, выращенных на плоскостях и (013).

2.2.1 Базисные функции и их преобразование при поворотах

В качестве базиса в четырёхзонной модели выбираются функции принадлежащие
представлениям Γ6, Γ8 и Γ7 (в кристаллах с тетраэдрической симметрией). Мы будем
использовать тот же базис что и авторы работы [9]:

Γ6 : u1 =

⟨
S

0

⟩
; u2 =

⟨
0

S

⟩
;

Γ8 : u3 =
1√
2

⟨
X + iY

0

⟩
; u4 =

1√
6

⟨
−2Z

X + iY

⟩
;

u5 = − 1√
6

⟨
X − iY

2Z

⟩
; u6 = − 1√

2

⟨
0

X − iY

⟩
;

Γ7 : u7 =
1√
3

⟨
Z

X + iY

⟩
; u8 =

1√
3

⟨
X − iY

−Z

⟩
;

(2.25)

Функции (2.25) являются так же собственными функциями полного момента и
его проекции на ось z. Представлениям Γ6 и Γ7 соответствует J = 1/2, а представле-
нию Γ8 –– J = 3/2. Собственные значения проекции полного момента на ось z приве-
дены в таблице 2.1. Отметим, что для простоты мы используем безразмерный момент
импульса, а значение имеющее нужную размерность равно ℏJ .

Таблица 2.1: Значения модуля полного момента и проекции полного момента на ось z,
соответствующие базисным функциям.

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8

J 1
2

1
2

3
2

3
2

3
2

3
2

1
2

1
2

Jz
1
2 −1

2
3
2

1
2 −1

2 −3
2

1
2 −1

2
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Итак, базис (2.25) можно разделить на три части, которые преобразуются неза-
висимо: две функции зоны проводимости (c), четыре функции зон тяжёлых и лёгких
дырок (v) и две функции зоны спин-отщеплённых дырок (s). Таким образом, в гамиль-
тониане, с учётом эрмитовости, можно выделить шесть независимых блоков:

H(Kane) =


H(cc) H(cv) H(cs)

H(cv)† H(vv) H(vs)

H(cs)† H(vs)† H(ss)

 . (2.26)

Матрицы поворота для каждой группы функций согласно (2.14) выглядят следующим
образом:

R(c)
u = R(s)

u = exp(−iJ(
1
2 )

z γ) · exp(−iJ(
1
2 )

y β) · exp(−iJ(
1
2 )

z α);

R(v)
u = exp(−iJ(

3
2 )

z γ) · exp(−iJ(
3
2 )

y β) · exp(−iJ(
3
2 )

z α);

где

J(
1
2 )

x =
1

2

(
0 1

1 0

)
; J(

3
2 )

x =
1

2


0
√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0

 ;

J(
1
2 )

y =
1

2

(
0 −i
i 0

)
; J(

3
2 )

y =
1

2


0 −i

√
3 0 0

i
√
3 0 −2i 0

0 2i 0 −i
√
3

0 0 i
√
3 0

 ;

J(
1
2 )

z =
1

2

(
1 0

0 −1

)
; J(

3
2 )

z =
1

2


3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −3

 .

2.2.2 Аксиальное приближение

Некоторые члены гамильтониана не меняются при поворотах системы коорди-
нат вокруг оси z (т.е. поворотам в плоскости слоёв гетероструктуры). В аксиальном
приближении весь эффективный гамильтониан должен удовлетворяет этому условию.

34



Такое приближение широко используется для расчёта уровней Ландау, так как суще-
ственно упрощает вычисления (см., например, работу [9]).

Собственные функции гамильтониана, инвариантного относительно поворотов
вокруг оси z, являются также собственными функциями Ĵz –– оператора проекции пол-
ного момента на эту ось. Пусть χm,ν(x, y) –– волновая функция свободного электрона
(без учёта движения вдоль оси z) в состоянии Jz = m. Вектор ν здесь обозначает все
остальные квантовые числа, которыми характеризуется данное состояние. Для того,
чтобы записать огибающие функции электрона в кристалле, находящегося в состоя-
нии определённой проекцией момента на ось z, нужно учесть проекции собственного
момента блоховских функций, которые приведены в таблице 2.2. В модели Кейна век-
тор огибающих функций для такого состояния равен

Fm,ν(r) =



f1(z)χm,ν(x, y)

f2(z)χm+1,ν(x, y)

f3(z)χm−1,ν(x, y)

f4(z)χm,ν(x, y)

f5(z)χm+1,ν(x, y)

f6(z)χm+2,ν(x, y)

f7(z)χm,ν(x, y)

f8(z)χm+1,ν(x, y)


, (2.27)

а проекция полного момента на ось z равна Jz = m+ 1
2 .

Для того, чтобы функция вида (2.27) была решением уравнения Шрёдингера,
каждый элемент эффективного гамильтониана Ĥ должен менять полный момент оги-
бающей функции, на которую он действует, на определённую величину, так чтобы
вид (2.27) сохранялся. Соответствующие значения приведены в таблице 2.2.

Теперь учтём зависимость элементов гамильтониана от вектора k̂. Для этого удоб-
нее выразить записать эффективный гамильтониан в терминах операторов k̂+ и k̂−:

Ĥnn′ = (q̂◦)† [G◦nn′(r)] q̂◦, (2.28)
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Таблица 2.2: Изменение проекции полного момента на ось z для огибающих функций
под действием элементов эффективного гамильтониана в рамках аксиального прибли-
жения.

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8

u1 0 -1 1 0 -1 -2 0 -1
u2 1 0 2 1 0 -1 1 0

u3 -1 -2 0 -1 -2 -3 -1 -2
u4 0 -1 1 0 -1 -2 0 -1
u5 1 0 2 1 0 -1 1 0
u6 2 1 3 2 1 0 2 1

u7 0 -1 1 0 -1 -2 0 -1
u8 1 0 2 1 0 -1 1 0

Таблица 2.3: Изменение проекции полного момента на ось z для огибающих функций
под действием операторов, соответствующих различным элементам матрицы G◦nn′.

1 k+ k− kz

1 0 1 -1 0
k− -1 0 -2 -1
k+ 1 2 0 1
kz 0 1 -1 0
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где

q̂◦ =


1

k̂+

k̂−

k̂z

 =


1

1√
2
(k̂x + ik̂y)

1√
2
(k̂x − ik̂y)

k̂z

 . (2.29)

Матрицы Gnn′ в новых и старых обозначениях связаны следующим соотношением:

G◦nn′ = T◦Gnn′T†◦

где

T◦ =


1 0 0 0

0 1√
2

i√
2

0

0 1√
2
− i√

2
0

0 0 0 1

 .

Операторы 1 и k̂z не меняют функции χm,ν(x, y), а операторы k̂+ и k̂− действуют
на них следующим образом [22; 65]:

k̂+χm,ν = A(m,ν)χm+1,ν;

k̂−χm,ν = B(m,ν)χm−1,ν.
(2.30)

Из данных соотношений несложно получить изменение проекции полного момента
огибающей функции под действием каждого элемента матрицы G◦nn′. Соответствую-
щие значения приведены в таблице 2.3.

Итак, для перехода к аксиальному приближению необходимо исключить из га-
мильтониана все члены, для которых значения в таблицах 2.2 и 2.3 не совпадают. При
этом следует учитывать, что члены, возникающие при деформации кристалла и завися-
щие только от ε, не меняют значение проекции полного момента огибающей функции.
Поэтому они могут присутствовать лишь в тех элементах гамильтониана, для которых
значение в таблице 2.2 равно нулю.
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2.2.3 Матрицы поворота для направления (013)

Углы Эйлера для гетероструктуры с осью z вдоль направления (013) и осью x

вдоль направления (100) имеют следующие значения:

α =
π

2

β = arctan
1

3

γ = −π
2

.

Соответствующая матрица преобразования радиус-вектора равна

R =


1 0 0

0 3√
10
− 1√

10

0 1√
10

3√
10

 ,

а преобразование базисных функций задаётся матрицами

R(c)
C = R(s)

C =

 cos
(
β
2

)
−i sin

(
β
2

)
−i sin

(
β
2

)
cos
(
β
2

) 

R(v)
C =



3
4 cos

β
2 − i

√
3

4 sin β
2 −1

√
3

4 cos β
2

3i
4 sin

β
2

+ 1
4 cos

3β
2 − i

√
3

4 sin 3β
2 + 1

√
3

4 cos 3β
2 − i

4 sin
3β
2

− i
√
3

4 sin β
2

1
4 cos

β
2

i
4 sin

β
2 −

√
3
4 cos β

2

− i
√
3

4 sin 3β
2 + 3

4 cos
3β
2 − 3i

4 sin
3β
2 +

√
3
4 cos 3β

2

−
√
3
4 cos β

2
i
4 sin

β
2

1
4 cos

β
2 − i

√
3

4 sin β
2

+
√
3
4 cos 3β

2 − 3i
4 sin

3β
2 + 3

4 cos
3β
2 − i

√
3

4 sin 3β
2

3i
4 sin

β
2 −1

√
3

4 cos β
2 − i

√
3

4 sin β
2

3
4 cos

β
2

− i
4 sin

3β
2 + 1

√
3

4 cos 3β
2 − i

√
3

4 sin 3β
2 + 1

4 cos
3β
2


2.2.4 Гамильтониан гетероструктуры, выращенной на атомной плоскости (013)

Процедура получения гамильтониана Кейна в исходной системе координат
(x:(100), y:(010), z:(001)) с помощью метода инвариантов подробно описана в лите-
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ратуре [18; 61; 62; 66] (параметры, соответствующие разным инвариантам также пе-
речислены в приложении В). Мы следуем приближению одинарной группы (см., на-
пример, [66]), в рамках которого спин-орбитальное взаимодействие учитывается с по-
мощью единственного параметра∆ в блоке Ĥ(ss). В результате этого некоторые блоки
гамильтониана оказываются зависимыми друг от друга, а точнее, от одних и тех же
параметров. Такими блоками являются Ĥ(cv) и Ĥ(cs), а также Ĥ(vv), Ĥ(vs) и Ĥ(ss). Пара-
метры используемой модели и их значения для CdxHg1−xTe перечислены в таблице 2.5.

Общий вид эффективного гамильтониана в четырёхзонной модели приведён в
таблице 2.4. Этот вид не зависит от того, на какой атомной плоскости выращена струк-
тура. Явные выражения для членов гамильтониана представлены в следующих разде-
лах

Мы считаем все компоненты квазиимпульса операторами так что магнитное поле
может быть учтено с помощью подстановки Пайерлса (см. раздел 2.3.2). Коммутаторы
компонент k пропорциональны магнитному полю и дают Зеемановские члены:

B =
iℏc
e

[k̂y, k̂z]

[k̂z, k̂x]

[k̂x, k̂y]

 ,

где квадратными скобками обозначен коммутатор:

[k̂α, k̂β] = k̂αk̂β − k̂αk̂β.

Таким образом, Зеемановские члены уже включены в гамильтониан и введение допол-
нительных поправок в магнитном поле не требуется.

Анизотропное приближение

В анизотропном приближении гамильтониан не обладает аксиальной симметри-
ей. В данном приближении операторы в таблице 2.4 равны:

T̂ = Ec +
ℏ2

2m0

(
(2F + 1)(k̂2x + k̂2y) + k̂z(2F + 1)k̂z

)
+

+ ac(εxx + εyy + εzz);

Û = Ev −
ℏ2

2m0

(
γ1(k̂

2
x + k̂2y) + k̂zγ1k̂z

)
+ av(εxx + εyy + εzz);
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(Ŝ

+
Q̂
)†

u
5

1 √
3
P
k̂
+

1 √
6
{P

,k̂
z
}

R̂
†

2√
3Q̂

Û
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V̂ = − ℏ2

2m0

(
γ2k̂

2
x +

23γ2 + 27γ3
50

k̂2y −
18

25
k̂y{γ2 − γ3, k̂z}−

− k̂z
73γ2 + 27γ3

50
k̂z

)
+

+
b

2
εxx +

23b+ 9
√
3d

100
εyy +

−18b+ 6
√
3d

25
εyz −

73b+ 9
√
3d

100
εzz;

R̂ = − ℏ2

2m0

√
3
(
−γ2k̂2x + 2iγ3k̂xk̂y +

41γ2 + 9γ3
50

k̂2y−

− 6

25
k̂y{γ2 − γ3, k̂z} −

9

50
k̂z(γ2 − γ3)k̂z

)
−

−
√
3b

2
εxx + idεxy +

41
√
3b+ 9d

100
εyy−

− 6

25
(
√
3b− d)εyz +

9

100
(
√
3b− d)εzz;

Ŝ = − ℏ2

2m0

√
3
(
k̂x{γ3, k̂z} −

12i

25
(γ2 − γ3)k̂

2
y +

i

25
k̂y{9γ2 + 16γ3, k̂z}+

+
12i

25
k̂z(γ2 − γ3)k̂z

)
+

+ dεxz −
6i

25
(
√
3b− d)εyy+

+ i
9
√
3b+ 16d

25
εyz +

6i

25
(
√
3b− d)εzz;

T̂z =
i

2
[k̂x, k̂y];

Ŵ = −i ℏ2

2m0
κ[k̂x, k̂y];

Q̂ = − 1√
3

ℏ2

2m0

(
k̂x[κ, k̂z] + ik̂y[κ, k̂z]

)
;
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Аксиальное приближение

В аксиальном приближении гамильтониан инвариантен относительно поворотов
вокруг оси z. В данном приближении операторы в таблице 2.4 равны:

T̂ = Ec +
ℏ2

2m0

(
(2F + 1)(k̂+k̂− + k̂−k̂+) + k̂z(2F + 1)k̂z

)
+

+ ac(εxx + εyy + εzz);

Û = Ev −
ℏ2

2m0

(
γ1(k̂+k̂− + k̂−k̂+) + k̂zγ1k̂z

)
+ av(εxx + εyy + εzz);

V̂ = − ℏ2

2m0

(
γ2k̂−k̂+ +

23γ2 + 27γ3
50

k̂+k̂− − k̂z
73γ2 + 27γ3

50
k̂z

)
+

+
b

2
εxx +

23b+ 9
√
3d

100
εyy +

−18b+ 6
√
3d

25
εyz −

73b+ 9
√
3d

100
εzz;

R̂ =
ℏ2

2m0

√
3
91γ2 + 109γ3

100
k̂2−;

Ŝ = − ℏ2

2m0

√
6

50
k̂+{9γ2 + 41γ3, k̂z};

T̂z = −
1

2
[k̂+, k̂−];

Ŵ =
ℏ2

2m0
κ[k̂+, k̂−];

Q̂ = −
√

2

3

ℏ2

2m0
k̂+[κ, k̂z];
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Тензор деформации

Компоненты тензора деформации, полученные описанным в разделе 2.1.3 спосо-
бом, представлены ниже

εxx

εxy

εyy

εxz

εyz

εzz


=



εxx

0

εxx

0

12(2C11+4C12C44−C2
11−C11C12+2C2

12)
(82C11−18C12)C44+9C2

11−9C2
12

εxx

2(9C11−73C12)C44−9C2
11−18C11C12+27C2

12

(82C11−18C12)C44+9C2
11−9C2

12
εxx


.

2.2.5 Поправки, связанные с отсутствием центра инверсии в объёме

Члены, связанные с отсутствием центра инверсии в объёме, не представлены в
таблице 2.4 поскольку они обычно не учитываются. Мы не используем их при расчётах
нигде кроме раздела 3.3.4, при этом рассматриваются только члены, дающие наиболь-
ший вклад в гамильтониан [18]. Эти слагаемые не содержат аксиально симметричной
части и могут быть учтены только в анизотропном приближении [18; 67]:

Ĥ(BIA) =



0 0
√
3B̂ B̂z B̂† 0 1√

2
B̂z −

√
2B̂†

0 0 0 B̂ B̂z

√
3B̂†

√
2B̂ − 1√

2
B̂z√

3B̂† 0 0 0 0 0 0 0

B̂†z B̂† 0 0 0 0 0 0

B̂ B̂†z 0 0 0 0 0 0

0
√
3B̂ 0 0 0 0 0 0

1√
2
B̂†z

√
2B̂† 0 0 0 0 0 0

−
√
2B̂ − 1√

2
B̂†z 0 0 0 0 0 0


(2.31)
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B̂ =
1√
6
k̂†B8

 0 0,3 0,4

0,3 −0,3i −0,4i
0,4 −0,4i 0,3i

 k̂;

B̂z =
1√
6
k̂†B8

 0 0,8i −0,6i
0,8i 0 0

−0,6i 0 0

 k̂.

2.3 Расчёт состояний электронов

В данном разделе подробно описана процедура вычисления энергий и волновых
функций состояний электронов в гетероструктурах, которые описываются гамильто-
нианом вида (2.1) с помощью разложения по плоским волнам [44].

2.3.1 Гетероструктура без внешнего магнитного поля

В гетероструктуре, слои которой перпендикулярны оси z огибающие функции в
плоскости (xy) являются плоскими волнами:

Fn(r) = fn(z)e
i(kxx+kyy). (2.32)

Для того, чтобы найти неизвестные функции fn(z) подставим выражение (2.32) в урав-
нение Шрёдингера (1.1) с гамильтонианом (2.1). В результате получим систему урав-
нений для функций fn(z):∑

n′

q̂† [Gnn′(z)] q̂ fn′(z)ei(kxx+kyy) = Efn(z)e
i(kxx+kyy),

или ∑
n′

(
e−i(kxx+kyy)

(
q̂† [Gnn′(z)] q̂

)
ei(kxx+kyy)

)
fn′(z) = Efn(z). (2.33)

Поскольку q̂ содержит дифференциальный оператор k̂z, выражение (2.33) является си-
стемой дифференциальных уравнений. Для того, чтобы перейти к системе алгебраиче-
ских уравнений, разложим неизвестные функции fn(z) по плоским волнам [44]:

fn(z) =
∑
kz

gn,kze
ikzz. (2.34)
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Подстановка разложения (2.34) в уравнение (2.33) даёт систему уравнений для коэф-
фициентов gn,kz :∑

n′,k′z

⟨
kz

∣∣∣e−i(kxx+kyy)
(
q̂† [Gnn′(z)] q̂

)
ei(kxx+kyy)

∣∣∣ k′z⟩gn′,k′z = Egn,kz . (2.35)

где ⟨
kz

∣∣∣Â∣∣∣ k′z⟩ =

∫ ∞
−∞

dze−ikzzÂeik
′
zz

Применение оператора q̂ к функциям координат в левой части уравнения (2.35) даёт
следующий результат: ∑

n′,k′z

Hnkz, n′k′z(kx, ky) gn′,k′z = Egn,kz , (2.36)

где

Hnkz, n′k′z(kx, ky) =
(
1 kx ky

) [
G̃nkz, n′k′z

] 1

kx

ky

 ;

G̃nkz, n′k′z = ⟨kz|




Gnn′,11(z)+

Gnn′,1z(z)k
′
z+

kzGnn′,z1(z)+

kzGnn′,zz(z)k
′
z


(

Gnn′,1x(z)+

kzGnn′,zx(z)

) (
Gnn′,1y(z)+

kzGnn′,zy(z)

)

(
Gnn′,x1(z)+

Gnn′,xz(z)k
′
z

)
Gnn′,xx(z) Gnn′,xy(z)

(
Gnn′,y1(z)+

Gnn′,yz(z)k
′
z

)
Gnn′,yx(z) Gnn′,yy(z)



|k′z⟩.

Численная диагонализация матрицы H(kx, ky) в уравнении (2.36) даёт энергии
E(kx, ky, i) состояний электронов и соответствующие волновые функции в виде коэф-
фициентов gn,kz(kx, ky, i) разложения (2.34), где i –– номер подзоны размерного кван-
тования.
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2.3.2 Уровни Ландау

Гамильтониан гетероструктуры в магнитном поле получается при помощи под-
становки Пайерлса:

k→ k̂′ = k̂+
e

ℏc
A(r), (2.37)

гдеA –– вектор-потенциал магнитного поля B:

B =
[
∇×A

]
.

Мы рассматриваем случай, когда полеB перпендикулярно слоям гетероструктуры, т.е.
направлено вдоль оси z. При этом движение электрона в плоскости (xy) квантуется и
плоские волны уже не являются решением.

Как уже было отмечено в разделе 2.2.4, Зеемановские члены уже включены в
гамильтониан как коммутатор [k̂x, k̂y], поэтому введение дополнительных поправок в
магнитном поле не требуется.

Волновая функция свободного электрона в однородном магнитном поле рав-
на [22]:

ΨN,M,kz = φN,M(x, y)eikzz,

где N –– номер уровня Ландау, а M –– квантовое число, отвечающее за вырождение
уровней Ландау. Физический смысл квантового числаM , как и вид поперечной волно-
вой функции φN,M(x, y), определяется выбранной калибровкой вектор-потенциалаA.

Введём операторы рождения и уничтожения аналогично [9]

â† = λk̂′+ =
λ√
2
(k̂′x + ik̂′y);

â = λk̂′− =
λ√
2
(k̂′x − ik̂′y);

(2.38)

где λ –– магнитная длина равная

λ =

√
ℏc
eB

Тогда для поперечных функций, вне зависимости от калибровки, будут выполняться
следующие соотношения:

â†φN,M(x, y) =
√
N + 1φN+1,M(x, y);

â φN,M(x, y) =
√
N φN−1,M(x, y).

(2.39)
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Будем искать огибающие функции в следующем виде:

Fn(r) =
∑
N

fn,N(z)φN,M(x, y), (2.40)

где
fn,N(z) =

∑
kz

gn,kz,Ne
ikzz.

Как и в случае магнитного поля мы ищем зависимость огибающих от координаты z

с помощью разложения по плоским волнам. Подставив выражение (2.40) в уравне-
ние (1.1) получим систему уравнений для коэффициентов gn,kz,N :∑

n′,k′z,N
′

(q̂◦⊥
′)
†
[
G̃◦nkz, n′k′z

]
q̂◦⊥
′ φN ′,M(x, y)gn′,k′z,N

′(z) = EφN,M(x, y)gn,kz,N(z),

где

q̂◦⊥
′ =

 1

k̂′+
k̂′−

 =

 1

â†/λ

â/λ

 ;

G̃◦nkz, n′k′z
= T◦⊥G̃nkz, n′k′zT

†
◦⊥;

T◦⊥ =


1 0 0

0 1√
2

i√
2

0 1√
2
− i√

2

 .

Воспользовавшись свойством (2.39), получим следующую систему уравнений:∑
n′,k′z,N

′

HnkzN,n′k′zN
′ gn′,k′z,N

′(z) = Egn,kz,N(z), (2.41)
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где

HnkzN,n′k′zN
′ =



1
λ2

√
N(N − 1)

[
G̃◦nkz, n′k′z

]
+,+

,

N ′ = N − 2;

1
λ

√
N

([
G̃◦nkz, n′k′z

]
1,+

+
[
G̃◦nkz, n′k′z

]
+,1

)
,

N ′ = N − 1;[
G̃◦nkz, n′k′z

]
1,1

+ 1
λ2 (N + 1)

[
G̃◦nkz, n′k′z

]
−,+

+

+ 1
λ2N

[
G̃◦nkz, n′k′z

]
+,−

,

N ′ = N ;

1
λ

√
N + 1

([
G̃◦nkz, n′k′z

]
−,1

+
[
G̃◦nkz, n′k′z

]
1,−

)
,

N ′ = N + 1;

1
λ2

√
(N + 1)(N + 2)

[
G̃◦nkz, n′k′z

]
−,−

,

N ′ = N + 2;

0, в остальных случаях.

(2.42)

В аксиальном приближении (см. раздел 2.2.2) система уравнений (2.41) суще-
ственно упрощается. В соответствии с соотношениями (2.30) и (2.39) воздействие опе-
раторов k̂+, k̂− на функции χm,ν и операторов â

†, â на функции φN,M происходит схо-
жим образом. Поэтому вектор огибающих, вид которого аналогичен (2.27), является
решением [9]:

FN,M(r) =



f1(z)φN,M(x, y)

f2(z)φN+1,M(x, y)

f3(z)φN−1,M(x, y)

f4(z)φN,M(x, y)

f5(z)φN+1,M(x, y)

f6(z)φN+2,M(x, y)

f7(z)φN,M(x, y)

f8(z)φN+1,M(x, y)


. (2.43)
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Поперечные волновые функции φN,M определены только для неотрицательных номе-
ров уровней Ландау, в противном случае они должны быть приняты тождественно рав-
ными нулю, так как оператор уничтожения по определению удовлетворяет следующе-
му соотношению:

â φ0,M(x, y) = 0.

Таким образом, квантовое число N в формуле (2.43) может принимать лишь те зна-
чения, для которых хотя бы одна компонента вектора FN,M не равна нулю, т.е. имеет
неотрицательный номер уровня Ландау, что соответствуетN ≥ −2. Для−2 ≤ N ≤ 0

выражение (2.43) имеет следующий вид:

F−2,M(r) =



0

0

0

0

0

f6,0(z)φ0,M(x, y)

0

0


; (2.44)

F−1,M(r) =



0

f2,0(z)φ0,M(x, y)

0

0

f5,0(z)φ0,M(x, y)

f6,1(z)φ1,M(x, y)

0

f8,0(z)φ0,M(x, y)


; (2.45)
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F0,M(r) =



f1,0(z)φ0,M(x, y)

f2,1(z)φ1,M(x, y)

0

f4,0(z)φ0,M(x, y)

f5,1(z)φ1,M(x, y)

f6,2(z)φ2,M(x, y)

f7,0(z)φ0,M(x, y)

f8,1(z)φ1,M(x, y)


. (2.46)

Подставив выражение (2.43) в (2.41) получаем∑
n′,k′z

HnkzN+ν(n), n′k′zN+ν(n′) gn′,k′z = Egn,kz , (2.47)

где значения ν(n) соответствуют форме (2.43), то есть:

ν(n) = 0,−1, 1, 0,−1,−2, 0,−1;

аHnkzN+ν(n), n′k′zN+ν(n′) задаётся формулой (2.42).
Численная диагонализация матрицы H(N,B) в уравнении (2.47) даёт энергии

уровней Ландау E(N,B, i) и соответствующие волновые функции (в виде набора ко-
эффициентов gn,kz(N,B, i)) где i –– номер подзоны размерного квантования.

2.4 Расчёт зонной структуры квантовых ям HgCdTe/CdHgTe

2.4.1 Параметры, используемые при расчётах

При расчётах использовались параметры, приведённые в таблице 2.5. Парамет-
ры ac, av, b, d и значения модулей упругости Cij были взяты из работы [68]; пара-
метр B8 –– из книги [18]; остальные параметры –– из работы [9].

Все величины считались линейно зависящими от состава твёрдого раствора, за
исключением ширины запрещённой зоны Eg, для которой использовалось следующее
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выражение [53; 69], учитывающее зависимость от температуры:

Eg(CdxHg1−xTe) = −0,303(1− x) + 1,606x− 0,132x(1− x)+

+

[
4,95(1− x)− 3,25x− 3,93x(1− x)

]
T 2

10
[
11(1− x) + 78,7x+ T

] .

ВеличинаVBO (valence band offset) равная разрыву валентной зонымежду CdTe иHgTe
также считалась зависящей от температуры [53]:

Ev(HgTe)− Ev(CdTe) = 570− 0,4T.

За начало отсчёта энергии было принято положение дна валентной зоны HgTe.

2.4.2 Метод расчёта

Волновые функции вычисляются с помощью методики описанной в разделе 2.3
путём разложения по плоским волнам (2.34). Поскольку одиночная квантовая яма не
является периодической структурой, волновое число kz может принимать непрерывное
множество значений, т.е. разложение производится по бесконечному базису, даже если
максимальное значение kz ограничено.

Для того чтобы перейти к конечному базису удобному для численных расчётов,
мы рассмотрим периодическую структуру (с периодом L), состоящую из одинаковых
квантовых ям того же вида, что и исходная (рис. 2.1). Период этой модельной струк-
туроы выбирается таким, чтобы соседние ямы не взаимодействовали друг с другом.
Другими словами, барьеры должны быть достаточно широкими для того, чтобы мож-

Таблица 2.5: Параметры материалов, используемые при расчётах.
Параметры CdTe HgTe Параметры CdTe HgTe

Eg (эВ) 1,606 -0,303 B8 (эВ·Å2) -22,41 –
Ev (эВ) -0,57 0 a (Å) 6,48 6,46
∆ (эВ) 0,91 1,08 ac (эВ) -2,925 -2,380
F -0,09 0 av (эВ) 0 1,31
Ep (эВ) 18,8 18,8 b (эВ) -1,2 -1,5
γ1 1,47 4,1 d (эВ) -5,4 -2,5
γ2 -0,28 0,5 C11 (1011 дин/см2) 5,62 5,92
γ3 0,03 1,3 C12 (1011 дин/см2) 3,94 4,14
κ -1,31 -0,4 C44 (1011 дин/см2) 2,06 2,19
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Рис. 2.1: Одиночная квантовая яма (а) и модельная гетероструктура (б).

но было пренебречь величиной волновой функции электрона в некоторой точке по се-
редине. Для широкого диапазона параметров квантовой ямы достаточной оказывается
толщина 20 нм.

Поскольку теперь мы имеем дело с периодической структурой, волновое число kz
может принимать дискретный набор значений с шагом 2π

L . Если в качестве максималь-
ного волнового числа выбрана величина 2π

L Nk, то базис должен состоять из 2Nk + 1

элемента:
kz = −

2π

L
Nk, . . . , −

2π

L
, 0,

2π

L
, . . . ,

2π

L
Nk.

При расчётах мы использовали Nk = 30.

2.4.3 Зависимость зонной структуры от толщины ямы

Рассмотрим квантовую яму из чистого HgTe с барьерами Cd0,7Hg0,3Te (оптималь-
ный с технологической точки зрения состав барьеров с высокой концентрацией кад-
мия). Ширина запрещённой зоны зависит от толщины квантовой ямы, причём эта за-
висимость не является монотонной (см. рис. 2.2).

В узкой квантовой яме волновая функция электрона хорошо проникает в барьер
и зонная структура оказывается CdTe-подобной, т.е. неинвертированной или нормаль-
ной. В квантовой яме с нормальной зонной структурой зона проводимости образована
электрон-подобными волновыми функциями, т.е. функциями у которых огибающие,
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Рис. 2.2: Рассчитанная зависимость энергии подзон размерного квантования при k⊥ =
0 от ширины квантовой ямы HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) при T = 0K.

соответствующие блоховскими функциями S-типа (симметрия Γ6), существенно боль-
ше чем остальные огибающие. Валентная зона образована дырочно-подобными волно-
выми функциями, в которых преобладают огибающие, соответствующие блоховскими
функциями P-типа (симметрия Γ8 и Γ7).

Отличия зоны проводимости от валентной зоны хорошо видны в структуре уров-
ней Ландау. В разделе 2.3.2 было показано, что уровень Ландау с наименьшем номером
(N = −2) содержит всего одну огибающую функцию (см. формулу (2.44)), которая со-
ответствует блоховской функции зоны тяжёлых дырок u6 с проекцией полного момента
на ось z равной −3/2. Таким образом, наличие уровня с N = −2 указывает на суще-
ственный вклад зоны тяжёлых дырок. На рис. 2.3,2.4 видно, что в ямах с нормальной
зонной структурой этот уровень присутствует в валентной зоне и отсутствует в зоне
проводимости.

При увеличении ширины квантовой ямы ширина запрещённой зоны уменьшает-
ся (рис. 2.3,2.3). В узкозонных ямах сильнее становится непараболичность зоны про-
водимости, которая проявляется в практически линейном законе дисперсии E(k) для
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Рис. 2.3: Рассчитанная зонная структура и уровни Ландау квантовой ямы
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) толщиной 5 нм при T = 0K.
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Рис. 2.4: Рассчитанная зонная структура и уровни Ландау квантовой ямы
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) толщиной 6 нм при T = 0K.
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Рис. 2.5: Рассчитанная зонная структура и уровни Ландау квантовой ямы
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) толщиной 6,3 нм (критическая толщина) при T = 0K.

больших k. С уменьшением ширины запрещённой зоны уменьшается эффективная
масса как в зоне проводимости так и в валентной зоне, а начало области линейного
закона дисперсии становится ближе к k = 0. Энергия уровней Ландау в узкозонных
квантовых ямах, напротив, зависит от магнитного поля нелинейно (рис. 2.3,2.3).

Когда толщина ямы равна критическому значению dc, зона проводимости и ва-
лентная зона касаются друг друга в точке k = 0 (см. рис. 2.5), то есть ширина запре-
щённой зоны равна нулю. При этом закон дисперсии зон вблизи точки касания линеен.

При больших толщинах волновая функция электрона сильнее локализована в
квантовой яме и зонная структура является HgTe-подобной, или инвертированной. В
отличие от объёмного твёрдого раствора с инвертированной зонной структурой, ко-
торый является бесщелевым, квантовые ямы имеют ненулевую запрещённую зону
(рис. 2.6). Отличие инвертированной и нормальной зонной структуры проявляется в
симметрии волновых функций. В HgTe-подобных квантовых ямах зона проводимости
образована дырочно-подобными, а валентная зона –– электрон-подобными функциями.
Соответственно, уровень Ландау с N = −2 здесь расположен в зоне проводимости, а
в валентной зоне –– отсутствует (рис. 2.6).

Если сравнить рисунки 2.4 и 2.6, то можно увидеть, что при переходе через точ-
ку инверсии зона проводимости и валентная зона обмениваются уровнями Ландау
сN = 0 иN = −2. При этом зависимость энергии этих уровней от магнитного поля не

55



0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

kx , −1

100

50

0

50

100
, 

 
 

 

0 5 10 15 20

B, T

 
-2
-1
0
1
2

Рис. 2.6: Рассчитанная зонная структура и уровни Ландау квантовой ямы
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) толщиной 7 нм при T = 0K.
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Рис. 2.7: Рассчитанная зонная структура и уровни Ландау квантовой ямы
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) толщиной 8 нм при T = 0K.
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Рис. 2.8: Рассчитанная зонная структура и уровни Ландау квантовой ямы
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) толщиной 20 нм при T = 0K.

меняется (энергия уровня с N = 0 –– возрастает, а уровня с N = −2 –– уменьшается).
В результате, при инвертированной зонной структуре эти уровни пересекаются.

Ещё одна особенность, на которую следует обратить внимание в инвертирован-
ной зонной структуре –– увеличение энергии бокового максимума валентной зоны с ро-
стом толщины ямы (сравните рис. 2.6 и 2.7). В достаточно широкой яме боковой макси-
мум расположен выше центрального (рис. 2.7), т.е. яма является непрямозонной. Если
сделать яму ещё шире, энергия бокового максимума валентной зоны может превысить
энергию дна зоны проводимости (рис. 2.8). В такой яме благодаря перекрытию зон в
равновесии может существовать электронный и дырочный двумерный газ, т.е. образец
является полуметаллом.

Добавление небольшого количества кадмия в квантовую яму приводит к измене-
ниям в зонной структуре. В частности, меняется критическая толщина и толщина при
которой происходит переход к полуметаллическому состоянию. На диаграмме 2.9 по-
казано как зонная структура зависит от ширины и состава квантовой ямы.
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Рис. 2.9: Диаграмма типов зонной структуры квантовой ямы
Hg1−xCdxTe/Cd0,7Hg0,3Te (013) в зависимости от ширины состава ямы при T = 0K.
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Глава 3

Экспериментальное исследование зонной структуры
квантовых ям HgCdTe/CdHgTe

3.1 Структура исследуемых образцов

Исследуемые образцы были выращены методом молекулярно-лучевой эпитак-
сии на полуизолирующей подложке GaAs (013) [10; 11]. Последовательно выращи-
вались буферный слой ZnTe, релаксированный буфер CdTe, нижний барьерный слой
CdyHg1−yTe, квантовая яма CdxHg1−xTe, верхний барьер CdyHg1−yTe, и покровный
слой CdTe (см. рис. 3.1). Толщина барьеров составляла около 100 нм, а покровного
слоя –– около 50 нм. Толщина квантовой ямы в зависимости от образца варьировалась
от 5 до 30 нм. В некоторых образцах с целью создания двумерного электронного газа в
квантовой яме барьеры были легированы мелкими донорами (индием) симметрично с
двух сторон от квантовой ямы.

Для интерпретации экспериментальных данных использовались расчёты зонной
структуры и уровней Ландау, проведённые методом, описанным в главе 2.

3.2 Зонная структура квантовых ям HgCdTe/CdHgTe в отсутствие

магнитного поля

3.2.1 Терагерцовая фотопроводимость узкозонных квантовых ям

Исследования терагерцовой фотопроводимости (ФП) проводились при темпера-
туре 4,2 и 77 К с помощью установки, схема которой представлена на рис. 3.2. При
этом использовались образцы с характерными размерами 5 × 5 мм2 с двумя полоско-
выми омическими контактами по краям. Образец располагался в световодной вставке в
транспортный гелиевый или азотный сосуд Дьюара. Излучение подводилось к образцу
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Рис. 3.1: Схема исследуемых образцов.

Таблица 3.1: Параметры квантовых ям Hg1−xCdxTe/CdyHg1−yTe (013). n –– темновая
концентрация носителей в зоне проводимости, измеренная магнитотранспортными ме-
тодами.

№ Образец Доля кадмия Ширина ямы
n (см−2)

y x (нм)

1 091225-1 0,72 0,139 30 –
2 100708-1 0,646 0,154 30 –
3 100707-1 0,702 0,166 30 –
4 091217-1 0,72 0 7 2,2 · 1011
5 091222-1 0,7 0 8 2,7 · 1011
6 091223-1 0,62 0 8 1,6 · 1011
7 110623 0,62 0 5,6 7,8 · 1010
8 110624 0,62 0 5,9 2,8 · 1010
9 110615 0,65 0 20,2 –
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Рис. 3.2: Схема установки для измерения фотопроводимости.

по полированной трубе из нержавеющей стали. Измерения спектров фотопроводимо-
сти проводились с помощью фурье-спектрометра Bruker Vertex 80v. При этом исполь-
зовался майларовый светоделитель толщиной 3 мкм, что в сочетании с фильтром (ок-
ном световодной вставки) из чёрного или «белого» (прозрачного) полиэтилена обеспе-
чивало чувствительность установки в диапазоне 50–2000 см−1 (спектры пропускания
фильтров изображены на рис. 3.3). Источником излучения служил глобар. В качестве
источника смещения и предварительного усилителя использовался малошумящий то-
ковый предусилитель SR570 фирмы «Stanford Research Systems», с выхода которого
сигнал поступал на аналого-цифровой преобразователь спектрометра.

Измерения проводились для трёх нелегированных образцов с квантовой ямойши-
риной 30 нм и различной долей кадмия в яме (образцы 091225-1, 100708-1 и 100707-1
в таблице 3.1). Сопротивление образцов при T = 4,2 К составляло 0,1–5 МОм.

На рис. 3.4 представлены спектры фотопроводимости исследуемых образцов, из-
меренные при T = 4,2 К с использованием теплого фильтра из чёрного полиэтилена
(прозрачного в дальнем и среднем ИК диапазонах, но отсекающего коротковолновое
излучение глобара в видимой и ближней ИК области). В спектре самого узкозонно-
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Рис. 3.3: Спектры пропускания излучения фильтра из белого полиэтилена (красный)
и из чёрного полиэтилена (чёрный). Закрашенные полосы –– области низкой чувстви-
тельности, обусловленные поглощением в полиэтиленовом окне используемого пиро-
электрического приёмника и/или майларовом светоделителе фурье-спектрометра.

го образца 091225-1, наблюдается две мощных полосы фотопроводимости в области
2–9 ТГц, разделенных провалом в области 4 ТГц, обусловленным фононным поглоще-
нием излучения в верхнем барьерном слое CdyHg1−yTe [70]. Минимум при 8,5 ТГц,
наблюдавшийся в спектрах всех исследованных образцов, связан, очевидно, с силь-
ным отражением в области остаточных лучей от подложки GaAs [71]. Далее с ростом
частоты сигнал фотопроводимости «осциллирует» около постоянного уровня, что со-
ответствует постоянству межзонной плотности состояний в двумерных системах. Эти
осцилляции, как и резкие провалы в спектре фотопроводимости в области частот свы-
ше 20 ТГц, связаны, очевидно, с полосами поглощения в полиэтилене (рис. 3.3). В спек-
тре фотопроводимости образца 100708-1 с большим содержаниемCd вКЯ наблюдается
лишь коротковолновая мощная полоса от 4,5 до 9 ТГц. Наконец, в самомширокозонном
из образцов 100707-1 помимо относительно слабой фотопроводимости в области 4,5–
7,5 ТГц наблюдается фотопроводимость с четко выраженной красной границей около
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Рис. 3.4: Спектры ФП в образцах Hg1−xCdxTe/CdyHg1−yTe полученные при использо-
вании в качестве окна световодной вставки чёрного полиэтилена. Стрелками отмечено
рассчитанное положение красной границы межзонной ФП.

63



Рис. 3.5: Спектры ФП в образцах Hg1−xCdxTe/CdyHg1−yTe полученные при использо-
вании в качестве окна световодной вставки белого полиэтилена. Стрелками отмечено
рассчитанное положение красной границы межзонной ФП.
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Рис. 3.6: Спектры фотопроводимости для образца 100707-1, измеренные с фильтрами
из чёрного полиэтилена при T = 4,2K и T = 77K. Стрелками отмечено рассчитанное
положение красной границы межзонной ФП.
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15,5 ТГц, которую естественно связать с «включением» межзонных оптических пере-
ходов.

На рис. 3.5 представлены спектры фотопроводимости образцов 100707-1 и
100708-1, измеренные с использованием фильтра из прозрачного в видимой и ближней
ИК «белого» полиэтилена. Из сопоставления спектров на рис. 3.4,3.5 видно, что засвет-
ка образцов коротковолновым излучением глобара приводит в появлению в спектрах
на рис. 3.5 тех же полос длинноволновой ФП, которые исходно (т.е. при использовании
фильтра из чёрного полиэтилена) наблюдались в спектре ФП образца 091225-1.

Спектры фотопроводимости для образца 100707-1, измеренные при температу-
ре T = 4,2 K и T = 77 K с фильтрами из чёрного полиэтилена, приведены на рис. 3.6.
Хорошо видно, чтоширина запрещённой зоны увеличивается с температурой. При тем-
пературе 77 K не наблюдалось длинноволнового сигнала ФП.

Поскольку в спектре образца 100707-1 межзонная ФП определенно отделена
от этих длинноволновых полос большим спектральным интервалом (9–15 ТГц, см.
рис. 3.5), естественно предположить, что наблюдаемые мощные длинноволновые по-
лосы ФП связаны не с межзонными оптическими переходами, а с фотовозбуждением
неких центров или ловушек.

3.2.2 Исследование зоны проводимости с помощью циклотронного резонанса

Исследование циклотронного резонанса (ЦР) в слабых магнитных полях позво-
ляет получить информацию о плотности состояний носителей заряда вблизи уровня
Ферми. Такие исследования применительно к гетероструктурам с квантовыми ямами
HgTe/CdyHg1−yTe уже проводились в работах [72—74], однако полученные в них экс-
периментальные данные не сопоставлялись с результатами расчётов, а зависимость
циклотронной массы от толщины ямы и концентрации носителей не была изучена до-
статочно подробно. В данной работе мы исследуем ЦР в образцах 091217-1 (dQW =

7 нм) и 091223-1 (dQW = 8 нм) при различных значениях концентрации электронов.
Спектры ЦР изучались при температуре 4,2 К с помощью установки, схема ко-

торой представлена на рис. 3.7. В эксперименте использовались разнообразные моно-
хроматические источники, такие как квантовые каскадные лазеры (ККЛ) терагерцового
диапазона и лампы обратной волны (ЛОВ) (частоты: 0,44–1,13 ТГц). Излучение по по-
лированному металлическому световоду подводилось к образцу размером 5 × 5 мм2,
расположенному внутри сверхпроводящего соленоида при температуре жидкого ге-
лия. Для регистрации прошедшего через образец излучения использовались приёмни-
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Рис. 3.7: Схема установки для измерения циклотронного резонанса с помощью узко-
полосного источника при автоматической развёртке магнитного поля.

ки Ge:Ga и n-GaAs. При измерениях с монохроматическими источниками для регистра-
ции сигнала использовалась стандартная схема синхронного детектирования с моду-
ляцией излучения, попадающего на образец, при помощи прерывателя. Все измерения
проводились в фарадеевской конфигурации: плоскость образца была перпендикуляр-
на магнитному полю и направлению распространения излучения. Запись спектров ЦР
осуществлялась при автоматической развёртке магнитного поля.

В этом разделе мы также представляем измерения ЦР сделанные А. А. Ластов-
киным и А. В. Иконниковым как с использованием ККЛ так и методами фурье-спек-
троскопии [А1]. В ходе эксперимента имелась возможность подсвечивать исследуе-
мые структуры излучением инфракрасного или синего светодиода, что позволяло из-
менять концентрацию носителей в квантовой яме. Светодиод располагался в жидком
гелии вблизи образца. Концентрация двумерных электронов определялась одновремен-
но со спектром пропускания путём магнитотранспортных измерений в конфигурации
ван дер Пау (для образцов с четырьмя контактами по углам) или по двухконтактной
схеме (для образцов с двумя полосковыми контактами по краям).
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Теоретическая зависимость циклотронной массы от концентрации носителей
вычислялась на основе результатов расчётов закона дисперсии зоны проводимо-
стиEc(k⊥) (см. главу 2). При этом считалось, что зона проводимости обладает аксиаль-
ной симметрией, что является достаточно точным приближением для гетероструктур
с квантовыми ямами на основе Hg1−xCdxTe (см., например, работу [9]). В этом случае
помимо энергии Ферми EF можно ввести волновое число Ферми kF :

EF = Ec(kF ).

Энергия и волновое число Ферми определяются концентрацией носителей в зоне про-
водимости.

Циклотронная масса по определению равна:

mc =
eB

ℏcω
,

где B –– магнитное поле, а ω –– частота пика ЦР. Циклотронная масса и концентрация
носителей в зоне двукратно вырожденной по спину связаны с kF следующими выра-
жениями:

mc =
ℏkF
v(kF )

;

n =
k2F
2π

;

v(kF ) –– групповая скорость электрона на уровнеФерми, которая задаётся выражением

v(kF ) =
1

ℏ
∂Ec

∂k

∣∣∣∣
kF

.

Отсюда получаем

mc =

√
2πℏ

v
(
kF (n)

)√n.
Вширокозонных квантовых ямах (например, GaAs/AlGaAs) с параболическим за-

коном дисперсии электронов циклотронная масса не зависит от концентрации носите-
лей. В узкозонных квантовых ямах на основе CdxHg1−xTe из-за сильной непараболич-
ности масса должна расти с увеличением концентрации. В этом разделе мы изучаем
два узкозонных образца 091217-1 и 091223-1 (см. таблицу 3.1).
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Рис. 3.8: Типичные спектры ЦР в образце 091217-1 при ns = 2,2× 1011см−2 измерен-
ные с помощью ЛОВ; f , THz: 1 –– 0,44, 2 –– 0,68, 3 –– 1,09, 4 –– 1,13. На вставке: положе-
ния линий ЦР, измеренные различными методами (ЛОВ –– горизонтальные «засечки»,
фурье-спектрометр –– вертикальные «засечки», 3,1 ТГц ККЛ –– крест);m0 –– масса сво-
бодного электрона.

На рисунке 3.8 приведены спектры ЦР образца 091217-1 при концентрации дву-
мерных электронов ns = 2,2 · 1011см−2, измеренной при различных частотах излуче-
ния ЛОВ. Данные о положении линии циклотронного резонанса, полученные различ-
ными экспериментальнымиметодами, представлены на вставке. Хорошо видно, что все
данные, кроме полученных с помощью 3,1 ТГЦ ККЛ ложатся на прямую, выходящую
из начала координат, которая соответствует квазиклассическому случаю, когда резо-
нансное поле (или частота) определяются циклотронной массой носителей на уровне
Ферми. Для результатов, полученных с помощью 3,1 ТГц ККЛ при больших магнит-
ных полях, когда (согласно результатам расчётов) заполнено только три уровня Ландау,
квазиклассическое приближение, по-видимому, не работает.

На рисунке 3.9 представлены спектрыЦР образца 091217-1, измеренныеА. А. Ла-
стовкиным и А. В. Иконниковым с помощью ККЛ, работающего на частоте 2,61 ТГц,
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Рис. 3.9: Спектры ЦР электронов в образце 091217-1, измеренные А. А. Ластовкиным
и А. В. Иконниковым с помощью ККЛ на частоте 2,61 ТГц при различных значени-
ях концентрации электронов ns (1011см−2): 1 –– 1,89, 2 –– 2,06, 3 –– 2,39, 4 –– 2,88, 5 ––
3,32. На вставке: рассчитанная зависимость циклотронной массы на уровне Ферми от
концентрации (сплошная линия) и экспериментальные значения циклотронной массы,
полученные с помощью 2,61 ТГц ККЛ (квадраты), ЛОВ (треугольники) и фурье-спек-
трометра (круги);m0 –– масса свободного электрона.

при различных значениях концентрации электронов. Видно, что интегральная интен-
сивность линии ЦР увеличивается с ростом концентрации носителей. Сама линия при
этом сдвигается вправо, что указывает на увеличение циклотронной массы. На вставке
показаны значения циклотронной массы, измеренные с помощью различных методов,
представленные для сравнения вместе с теоретической зависимостью циклотронной
массы на уровнеФерми от концентрации носителей. Легко видеть, что эксперименталь-
но определённая зависимостьmc от концентрации носителей в целом хорошо согласу-
ется с расчётом; однако, в среднем, расчётные значения циклотронной массы слегка
превышают измеренные.

На рисунке 3.10 представлены спектры ЦР образца 091223-1, измеренные с
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Рис. 3.10: Спектры ЦР электронов в образце 091223-1, измеренные А. А. Ластовкиным
и А. В. Иконниковым с помощью ККЛ на частоте 2,61 ТГц при различных значени-
ях концентрации электронов ns (1011см−2): 1 –– 1,51, 2 –– 1,82, 3 –– 2,24, 4 –– 2,82, 5 ––
3,18. На вставке: рассчитанная зависимость циклотронной массы на уровне Ферми от
концентрации (сплошная линия) и экспериментальные значения циклотронной массы,
полученные с помощью 2,61 ТГц ККЛ (квадраты), ЛОВ (треугольники) и фурье-спек-
трометра (круги);m0 –– масса свободного электрона.

А. А. Ластовкиным и А. В. Иконниковым помощью ККЛ, излучающего на часто-
те 2,61 ТГц. Аналогично образцу 091217-1 (рис 3.9), интегральная интенсивность ли-
нии ЦР увеличивается с ростом концентрации, а сама линия сдвигается вправо, что со-
ответствует увеличению циклотронной массы. Полные данные об экспериментальной
и теоретической зависимости циклотронной массы на уровне Ферми от концентрации
носителей показана на вставке. Видно, что теоретическая оценка циклотронной массы
снова слегка превосходит экспериментальные данные для измерений как с помощью
ЛОВ так и с помощью ККЛ.

Сравнение значений циклотронной массы для двух образцов (рис. 3.9 и 3.10) по-
казывает, что при одинаковой концентрации электронов циклотронная масса увеличи-
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вается с толщиной квантовой ямы, в то время как хорошо известно, что для материалов
с неинвертированной зонной структурой имеет место противоположная зависимость.

В целом, полученные результаты хорошо согласуются с расчётами, выполненны-
ми в квазиклассическом приближении. Такое поведение связано с высокой концентра-
цией носителей в зоне проводимости, что соответствует большому числу заполненных
уровней Ландау при резонансном магнитном поле. Изучение ЦР гетероструктур на ос-
нове CdxHg1−xTe в квантующих магнитных полях требует либо образцов с меньшей
концентрацией носителей, либо больших магнитных полей, а следовательно, больших
частот излучения.

3.3 Уровни Ландау в квантовых ямах HgTe/CdyHg1−yTe

Магнитное квантование энергетического спектра в гетероструктурах
HgCdTe/CdHgTe с квантовыми ямами исследовалось по спектрам магнитопогло-
щения в терагерцовом диапазоне методом фурье-спектроскопии в постоянном
магнитном поле (схема экспериментальной установки приведена на рисунке 3.11).
Измерения проводились в Национальной лаборатории сильных магнитных полей
(LNCMI) в Гренобле (магнитное полеB до 11 Т) и в лабораторииШарля Кулона (LCC)
в Университете Монпелье 2 (UM2) (поле до 16 Т).

В ходе эксперимента излучение фурье-спектрометра (спектральное разрешение
0,5 мэВ) с помощью параболического зеркала через полиэтиленовый фильтр направ-
лялось в металлический световод, по которому достигало образца, расположенного
в гелиевом криостате в постоянном поле сверхпроводящего магнита. Прошедшее че-
рез образец излучение регистрировалось с помощью болометра, расположенного при
T = 4,2 К на вставке непосредственно за образцом (измерения в Гренобле) либо ни-
же, вне магнитного поля (измерения вМонпелье). Измерения проводились в геометрии
Фарадея.

Все представленные спектры были нормированы на пропускание образца
приB = 0. Спектры полученные в Гренобле были также поделены на отношение фоно-
вого сигнала (без образца) при ненулевом и нулевом магнитном поле. Последнее было
сделано для того, чтобы исключить наклон, вызванный влиянием поля на болометр.

Результаты измерений сопоставляются с результатами расчётов энергии уровней
Ландау, выполненных в аксиальном приближении методом описаным в главе 2.

Для того чтобы достичь лучшего согласования данных теории и эксперимента об
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Рис. 3.11: Схема установки для измерения циклотронного резонанса с помощью фурье-
спектрометра.

энергии переходов мы изменили некоторые параметры модели. Новые значения пара-
метров перечислены в таблице 3.2.

Первый из них –– разрыв валентной зоны между CdTe и HgTe VBO =

Ev(HgTe) − Ev(CdTe). Поскольку этот параметр не может быть измерен непосред-
ственно он обычно вычисляется путём сопоставления экспериментальных данных с
результатами расчётов. Значение, которое мы используем, лежит в диапазоне погреш-
ности, указанном в работе [53] (570± 60 мэВ).

Второй изменённый параметр –– параметр Кейна Ep = 2m0P
2/ℏ2. Как было от-

мечено в разделе 1.6, значение Ep зависит от базисных функций и может быть изме-
нено поскольку эти функции выбираются произвольно (так чтобы другие параметры
согласовывались с зонным спектром объёмного полупроводника). Мы меняли пара-
метрыEp и F одновременно, так чтобы оставалась неизменной эффективная массаmc
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Таблица 3.2: Значения подгоночных параметров, использованные для интерпретации
эксперимента.
Параметры CdTe HgTe

Ev (eV) -0,62 0
Ep (eV) 20,8 20,8
F -0,64 1,77

в зоне проводимости объёмного полупроводника, задаваемая следующей формулой:

1

mc
=

1

m0

(
(2F + 1) +

Ep

3Eg
+

Ep

6(Eg +∆)

)
.

На последующих рисунках результаты расчётов, полученные с исходными пара-
метрами (таблица 2.5) обозначены пунктирными линиями, а результаты полученные с
изменёнными параметрами (таблица 3.2) обозначены сплошными линиями.

3.3.1 Циклотронный резонанс и межзонные переходы в квантующихмагнитных
полях в образцах с нормальной зонной структурой

На рис. 3.12 приведены рассчитанные зависимости энергии уровней Ландау от
магнитного поля для образца с неинвертированной зонной структурой (расчёты вы-
полнены для образца 110623). Кроме того, на рисунке показаны переходы, которые
должны наблюдаться в спектрах ЦР при небольшой концентрации носителей. В рам-
ках электродипольного приближения в геометрии Фарадея разрешены только перехо-
ды при которых номер уровня ЛандауN меняется на единицу. Эти переходы мы, вслед
за авторами работы [4], будем обозначать маленькими греческими буквами. Линии α

в спектрах поглощения относятся к переходам между уровнями Ландау с N = 0 и
N = 1, линии β –– к переходам между N = −2 и N = −1, а линии γ –– к переходам
между N = −1 и N = 0. Знак минус после буквенного обозначения означает, что пе-
реход идёт с уменьшениемN на единицу. Отметим, что переход β− может наблюдаться
только в образцах p-типа и не может происходить одновременно с γ−.

Спектры пропускания, измеренные для образца 110623, (dQW = 5,6 нм) для
различных значений магнитного поля изображены на рис. 3.13, а для образца 110624
(dQW = 5,9 нм) –– на рис. 3.14. На рис. 3.14 видны линии переходов α−, (от 40 до
50 мэВ) и β (от 50 до 70 мэВ). Кроме того, в слабых магнитных полях видна неизвест-
ная линия между 25 и 32 мэВ, которая обозначена как U1. Пунктирные линии изоб-
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ражены для удобства, а заштрихованные области соответствуют полосам остаточных
лучей, где образцы абсолютно непрозрачны (от 16 до 21 мэВ для CdxHg1−xTe и от 30
до 37 мэВ для подложки GaAs).

На рис. 3.16 показано положение наблюдаемых переходов в образце 110624 в за-
висимости от магнитного поля. Переход α не наблюдается, а линия α− видна как ниже
так и выше области остаточных лучей от 0,5 до 11 Т. В ходе предварительных измере-
ний образцы 110623 и 110624 продемонстрировали отрицательную фотопроводимость
при облучении видимым светом. Поэтому неконтролируемая засветка в ходе измере-
ний с помощью фурье-спектрометра могла привести к сдвигу уровня Ферми в запре-
щённую зону, в результате чего должны наблюдаться лишь межзонные переходы α−

и β. Как видно из рис. 3.16, эти линии лучше всего согласуются с экспериментальными
результатами.

Неизвестная линия U1 (самая сильная линия в спектре) может наблюдается начи-

Рис. 3.12: Рассчитанная дисперсия уровней Ландау для образца 110623. Стрелками от-
мечены некоторые разрешённые переходы.
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Рис. 3.13: Спектры пропускания образца 110623, измеренные с помощью фурье-спек-
трометра. Обозначения наблюдаемых линий соответствую обозначениям переходов на
рис. 3.12. Обозначения U1 и U2 соответствуют неизвестной линии перехода. Заштри-
хованные полосы –– области остаточных лучей. Спектры сдвинуты по вертикали для
наглядности.
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Рис. 3.14: Спектры пропускания образца 110624, измеренные с помощью фурье-спек-
трометра. Обозначения наблюдаемых линий соответствую обозначениям переходов на
рис. 3.12. Обозначение U1 соответствует неизвестной линии перехода. Заштрихован-
ные полосы –– области остаточных лучей. Спектры сдвинуты по вертикали для нагляд-
ности.
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Рис. 3.15: Положение пиков наблюдаемых переходов в образце 110623. Сплошные ли-
нии –– результаты расчётов с изменёнными параметрами (таблица 3.2). Пунктирные ли-
нии –– результаты расчётов с исходными параметрами(таблица 2.5).

ная с очень слабых магнитных полей (0,3 Т) до 3,5 Т ниже второй области остаточных
лучей. Её возможная природа обсуждается ниже. Вторая неизвестная линия, обозна-
ченная U2, видна от 3 до 11 Т. В работе [А2] эта низкочастотная линия связывалась с
переходами с участием примесных состояний.

На рис. 3.15 показано положение наблюдаемых переходов в образце 110623 в за-
висимости от магнитного поля. Как и в образце 110624 (рис. 3.16) видны линии α− и β.
Неизвестная линия U1 также наблюдается в полях от 2 до 4,5 Т. Линия α− видна над
областью остаточных лучей вплоть до 11 Т. Переход β наблюдается от 4 до 9 Т и его
энергия хорошо согласуется с результатами расчётов. Переход U1 также виден ниже
области остаточных лучей вплоть до слабых полей (0,6 Т).

Для обоих образцов с неинвертированной зонной структурой (110623 и 110624)
имеет место хорошее согласование между экспериментальным положением линии U1

и теоретическим результатом для линии γ−. Однако, даже без учёта того факта, что
мы не видим переход α, начинающийся с того же уровня что и γ−, рассчитанная сила
осциллятора для перехода γ− на пять порядков меньше чем у переходов α− и β, а сле-

78



Рис. 3.16: Положение пиков наблюдаемых переходов в образце 110624. Сплошные ли-
нии –– результаты расчётов с изменёнными параметрами (таблица 3.2). Пунктирные ли-
нии –– результаты расчётов с исходными параметрами(таблица 2.5).

довательно, этот переход не должен наблюдаться в нашей конфигурации эксперимента.
С другой стороны, теоретическая линия β− также близка к экспериментальному поло-
жению линии U1. Сила осциллятора β− сравнима с таковой для других наблюдаемых
линий α− и β. Более того, в обоих образцах переход β− исчезает, когда появляется пе-
реход β, как и ожидается при пересечении уровня Ферми и уровня Ландау с N = −2.
Однако, при такой интерпретации согласование теории и эксперимента не очень хоро-
шо для обоих образов и поэтому мы не можем утверждать, что U1 соответствует β−.

Другая возможность состоит в том, что вместо перехода γ− или β− линия U1 свя-
зана с переходом между уровнями примесей или дефектов, привязанными к соответ-
ствующим уровням Ландау. Флуктуации ширины квантовой ямы также могли бы при-
вести к нарушению правил отбора в этих образцах с очень узкими ямами (около 9 раз-
меров элементарной ячейки), что сделало бы возможным запрещённые (в идеальной
яме) переходы.
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3.3.2 Циклотронный резонанс и межзонные переходы в квантующихмагнитных
полях в образцах с инвертированной зонной структурой

На рис. 3.17 приведены рассчитанные зависимости энергии уровней Ландау от
магнитного поля для образца с инвертированной зонной структурой (расчёты выпол-
нены для образца 091223-1). Переходы, которые должны наблюдаться в спектрах ЦР
при небольшой концентрации носителей в рамках электродипольного приближения в
геометрии Фарадея показаны стрелками. Как уже было отмечено в разделе 2.4.3, струк-
тура уровней Ландау для неинвертированных и инвертированных образцов вблизи кри-
тической толщины ямы качественно отличается лишь положением уровней с N = 0

и N = −2, ближайших к запрещённой зоне. В образцах с неинвертированной зонной
структурой уровень сN = 0 принадлежит зоне проводимости, аN = −2 –– валентной
зоне. В образцах с инвертированной зонной структурой –– наоборот, N = 0 принадле-
жит валентной зоне, а N = −2 –– зоне проводимости.

Рис. 3.17: Рассчитанная дисперсия уровней Ландау для образца 091223-1 с инвертиро-
ванной зонной структурой. Стрелками отмечены некоторые разрешённые переходы.
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Мы будем использовать одни и те же обозначения для переходов в обоих типов
образцов, а именно:α –– переход сN = 0 наN = 1, β –– переход сN = −2 наN = −1
и т.д. В отличие от образцов с нормальной зонной структурой, переходα здесь является
межзонным, так как начинается с уровня N = 0, принадлежащего валентной зоне.
Переход β, соответственно, является внутризонным переходом в зоне проводимости.

Согласно последним данным [50], линия α расщепляется вблизи точки пересече-
ния уровней Ландау с N = 0 и N = −2 в критическом магнитном поле Bc. Согласно
интерпретации данной в работе [50], которая представляется наиболее вероятной, рас-
щепление связано с тем, что уровни Ландау с N = 0 и N = −2 взаимодействуют
и вместо пересечения для них имеет место антипересечение. Такое взаимодействие,
помимо появления энергетической щели между уровнями, должно привести к смеши-
ванию их волновых функций, в результате чего переходы с обоих уровней N = 0,−2
на уровень сN = 1 оказываются разрешёнными вблизиB = Bc. Действительно, из-за
того что компонента N = 0 присутствует в обоих уровнях правила отбора разрешают
переход в N = 1 с любого из них. То же самое верно и для компоненты N = −2, так
что переходы с обоих уровней разрешены и на уровень сN = −1. Последнее означает,
что помимо линии α (0→ 1) должна расщепиться ещё и линия β (−2→ −1), однако,
расщепление этой линии не было обнаружено в работе [50].

В рамках аксиальной модели невозможно учесть взаимодействие уровней Лан-
дау с разными значениями квантового числа N . Тем не менее, мы всё же можем ис-
пользовать наши расчёты для интерпретации эксперимента, поскольку взаимодействие
уровней, может оказать заметное влияние на их энергию только вблизи точки пересече-
нияB = Bc. Для обозначения запрещённых в рамках аксиальной модели переходов мы
введём следующие обозначения: α′ для перехода −2 → 1 и β′ для перехода 0 → −1.
Переход β′ не является запрещённым правилами отбора по квантовому числу N . Од-
нако, его начальный и конечный уровни совпадают с таковыми для перехода γ−, ко-
торый, является запрещённым согласно расчётам его силы осциллятора (см. предыду-
щий раздел). Мы будем использовать обозначение β′ вместо γ−, чтобы подчеркнуть
тот факт, что переход связан с подмешиванием волновых функций уровня N = −2 к
уровню N = 0.

Расщепление линии α в работе [50] было обнаружено методом фурье-спектро-
скопии в стационарном магнитном поле, который позволяет получить подробную ин-
формацию о поведении линий ЦР в широком диапазоне частот и магнитных полей.
С помощью данного метода нами было исследовано три образца HgTe/CdyHg1−yTe с
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инвертированной зонной структурой и толщиной ямы 7 нм для одного из них и 8 нм
для двух других, отличающихся составом и степенью легирования барьеров (образцы
091217-1, 091222-1 и 091223-1, см. таблицу 3.1).

Спектры пропускания измеренные для образца 091217-1 (dQW = 7 нм) для раз-
личных значениймагнитного поля изображены на рис. 3.18. На рис. 3.19 показано поло-
жение наблюдаемых переходов в образце 091217-1 в зависимости от магнитного поля.
В слабых магнитных полях (до 3 Т) видна линия поглощения, обозначенная закрашен-
ными квадратами, которая линейно зависит от B. Эта линия связана с циклотронным
резонансом и двумерном электронном газе в квазиклассическом пределе.

Линия, начинающаяся от 4 Т и обозначенная на рис. 3.19 треугольниками, соот-
ветствует переходу γ с уровня N = −1 на N = 0 в зоне проводимости. Она наблю-
дается как выше так и ниже полосы остаточных лучей подложки GaAs. Линия внутри-
зонного поглощения β (с N = −2 на N = −1 в зоне проводимости), обозначенная
звёздочками, видна в диапазоне от 4,5 до 11 Т. Линия, обозначенная кругами и наблю-
даемая в том же диапазоне (4,5–11 T) связана с переходом α.

Для того, чтобы переход был возможен, нужно чтобы начальный уровень Ландау
был заполнен электронами хотя бы частично, а на конечном уровне были свободные
состояния. В полях меньше 4 Т конечные уровни N = 1 и N = −1 для переходов α
и β, по-видимому, полностью заняты электронами, и потому эти переходы не видны в
слабых полях. В данном образце расчётная величина критического поля Bc составля-
ет 3,25 Т, и мы не можем наблюдать расщепление линийα и β, так как данные переходы
в интересующей нас области запрещены принципом Паули.

В образце 091222-1 значение критического поля Bc составляет примерно 6 Т.
Спектры пропускания данного образца приведены на рис. 3.20, а также (для полей
близких к критическому) на рис. 3.21. В области, где, согласно расчётам, должен на-
блюдаться переход α видны два близких пика, обозначенные квадратами и кругами,
которые мы связываем с расщепление этого перехода. Хорошо видно, что с ростом
магнитного поля интенсивность более низкочастотного пика растёт, а интенсивность
более высокочастотного –– убывает. Это связано с тем, что вдали от критического по-
ля в волновой функции уровня N = −2 практически отсутствует добавка волновых
функций состояния N = 0 и вероятность перехода α′ (которому соответствует низко-
частотный пик) мала. По мере приближения к критическому полю эта добавка растёт
пока энергии переходов α и α′ (вычисленные в аксиальном приближении) не совпадут
по достижении этого поля. Выше критического поля переходу α′ соответствует более
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Рис. 3.18: Измеренные спектры пропускания образца 091217-1. Обозначения наблю-
даемых линий соответствую обозначениям переходов на рис. 3.17. Заштрихованные
полосы –– области остаточных лучей. Спектры сдвинуты по вертикали для наглядно-
сти.
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Рис. 3.19: Положение пиков наблюдаемых переходов в образце 091217-1. Сплошные
линии –– результаты расчётов с изменёнными параметрами (таблица 3.2). Пунктирные
линии –– результаты расчётов с исходными параметрами(таблица 2.5).

высокочастотный пик и его интенсивность начинает убывать, в то время как интенсив-
ность низкочастотного пика (α при B > Bc) растёт.

На рис. 3.22 показано положение пиковЦР в образце 091222-1. Закрашенные звёз-
дочки и круги соответствуют экспериментальным точкам, полученным в магнитных
полях до 16 Т в Teralab Монпелье, остальные точки получены в полях до 11 Т в LNCMI
в Гренобле.

Линия ЦР в квазиклассическом пределе (закрашенные квадраты) и линия γ (тре-
угольники) обнаружены приблизительно при тех же значениях магнитного поля что
и в образце 091217-1. Линия внутризонного поглощения β (с N = −2 на n = −1),
обозначенная на рис. 3.22 звёздочками, видна в диапазоне от 8 до 16 Т. Даже если рас-
щепление этой линии, вызванное антипересечением уровней Ландау, имеет место, мы
не могли его наблюдать, поскольку в окрестности B = Bc линия не видна из-за запол-
нения уровня N = −1 электронам.

Линииα иα′, обозначенные на рис. 3.22 кругами и квадратами, видны в диапазоне
от 4,5 до 12 Т. Их антипересечение происходит в критическом полеBc = 6 Т и энергии
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Рис. 3.20: Спектры пропускания образца 091222-1, измеренные с помощьюфурье-спек-
трометра. Заштрихованные полосы –– области остаточных лучей. Спектры сдвинуты
по вертикали для наглядности.
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Рис. 3.21: Спектры пропускания образца 091222-1, вблизи критического поля. Обозна-
чения наблюдаемых линий соответствую обозначениям переходов на рис. 3.17. Спек-
тры сдвинуты по вертикали для наглядности.

фотона 60 мэВ.
Образец 091223-1 имеет параметры схожие с 091222-1 (см. таблицу 3.1) и мень-

шую концентрацию носителей. Спектры пропускания для этого образца показаны на
рис. 3.23.

Результаты измерений магнитопоглощения для этого образца при магнитных по-
лях близких к критическому (Bc = 6 Т) представлены на рис. 3.24 в виде гистограммы,
где более тёплый цвет означает более сильное поглощение. Видны линии поглощения,
соответствующие переходам α, β и γ, причём линии α и β расщеплены в окрестности
критического поля. Это расщепление позволяет нам увидеть запрещённые переходы
α− и β− как линии поглощения, исчезающие вдали от B = Bc.

Увеличение интенсивности линий, соответствующих запрещённым переходам по
мере приближения к критическому полю, а также совпадение величины расщепления
для разных спектральных линий (около 4 мэВ) ясно свидетельствует о том, что для
уровней Ландау с N = 0 валентной зоны и N = −2 зоны проводимости имеет место
антипересечение. Обсуждение причин этого расщепления проводится в разделе 3.3.4.
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Рис. 3.22: Положение пиков наблюдаемых переходов в образце 091222-1. Измерения
проводились методом фурье-спектроскопии.
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Рис. 3.23: Спектры пропускания образца 091223-1, измеренные с помощьюфурье-спек-
трометра. Спектры сдвинуты по вертикали для наглядности.
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Рис. 3.24: Гистограмма магнитопоглощения в образце 091223-1. Более «тёплый» (крас-
ный) цвет обозначает более сильное поглощение. Сплошные линии –– результаты рас-
чётов с изменёнными параметрами (таблица 3.2). Пунктирные линии –– результаты рас-
чётов с исходными параметрами(таблица 2.5).
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3.3.3 Циклотронный резонанс и межзонные переходы в квантующихмагнитных
полях для образца в полуметаллическом состоянии

Согласно расчётам зонной структуры, в образце 110615 зона проводимости и ва-
лентная зона перекрываются. Если уровень Ферми находится в области этого пере-
крытия, то он пересекает сразу две зоны, в результате чего в образце одновременно в
равновесии сосуществуют электронный и дырочный двумерные газы. Такое состояние
(известное как двумерный полуметалл) имело место в образце 110615 во время изме-
рений ЦР. Ранее сообщалось о наблюдении ЦР электронов и дырок в образцах такого
типа в слабых магнитных полях [74], где измерения спектров проводились при развёрт-
ке магнитного поля с помощью низкочастотного узкополосного источника. В данном
разделе мы представляем результаты измерения магнитопоглощения в двумерном по-
луметалле в квантующих магнитных полях с помощью фурье-спектрометра.

На рис. 3.25 изображена рассчитанная зависимость энергии уровней Ландау от

Рис. 3.25: Рассчитанная дисперсия уровней Ландау для образца 110615. Стрелками от-
мечены некоторые разрешённые переходы.
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магнитного поля в образце 110615. Первое заметное отличие данного образца от дру-
гих исследованных нами образцов с инвертированной зонной структурой состоит в
том, что верхняя подзона валентной зоны так же как и зона проводимости содержит
уровень Ландау сN = −2, т.е. является дырочно-подобной. Это связано с тем, что из-
за большой ширины ямы электрон-подобная подзона, которая в образцах с нормальной
зонной структурой является частью зоны проводимости, оказывается ниже не только
верхней, но и следующей дырочно-подобной подзоны размерного квантования. Хоро-
шо видно, что энергия всех уровней Ландау валентной зоны, кроме уровня сN = −2,
растёт с ростом поля. Более того, их энергия довольно быстро превышает энергию дна
зоны проводимости. Такое поведение является следствием перекрытия зон в данном
образце. В отличие от образцов с инвертированной зонной структурой и шириной ямы
близкой к критической, здесь уровень Ландау с N = −2 из зоны проводимости пе-
ресекает не только уровень с N = 0 но и другие уровни валентной зоны (все, кроме
другого уровня с N = −2).

Спектры пропускания, измеренные в образце 110615 (dQW = 20,2 нм) для раз-
личных значений магнитного поля, изображены на рис. 3.26.

На рис. 3.27 приведено положение пиков ЦР в образце 110615. Сплошными лини-
ями показаны результаты расчётов энергии переходов, которые на рис. 3.25 обозначены
стрелками и греческими буквами. Здесь, как и в других образцах с инвертированной
зонной структурой, наблюдается межзонный переход α (с уровня N = 0 валентной
зоны на уровень N = 1 зоны проводимости) и циклотронный резонанс электронов β
(переход с уровня N = −2 на уровень N = −1 зоны проводимости). Энергия этих
переходов хорошо согласуется с результатами расчётов.

Кроме того, в спектрах видна низкочастотная линия, начинающаяся в районе 7 Т.
Мы связываем её с переходомα−, который в образцах с инвертированной зонной струк-
турой является циклотронным резонансом дырок, так как происходит между двумя
уровнями валентной зоны: N = 1 и N = 0. Поскольку данный переход происхо-
дит внутри валентной зоны, он должен быть более чувствителен к её особенностям, в
частности –– к гофрировке (зависимости энергии зоны от направления вектора k). Ак-
сиальная модель, используемая нами при расчётах, не учитывает гофрировку и поэто-
му описывает валентную зону с меньшей точностью чем зону проводимости. Это, на
наш взгляд, является причиной того, что рассогласование теории и эксперимента для
линии α− существенно выше, чем для двух других линий.

Таким образом, в образце 110615, находящемся в состоянии двумерного полуме-
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Рис. 3.26: Спектры пропускания образца 110615, измеренные с помощью фурье-спек-
трометра. Обозначения наблюдаемых линий соответствую обозначениям переходов на
рис. 3.25. Заштрихованные полосы –– области остаточных лучей. Спектры сдвинуты по
вертикали для наглядности.
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Рис. 3.27: Положение пиков наблюдаемых переходов в образце 110615. Сплошные ли-
нии –– результаты расчётов с изменёнными параметрами (таблица 3.2). Пунктирные ли-
нии –– результаты расчётов с исходными параметрами(таблица 2.5).

талла, одновременно наблюдался ЦР электронов (β) и дырок (α−). Позднее этот ре-
зультат был подтверждён в работе [75].

3.3.4 Причина антипересечения уровней Ландау

Результаты экспериментов, приведённые в разделе 3.3.2, однозначно указывают
на то, что в образцах с инвертированной зонной структурой уровни Ландау с N = −2
зоны проводимости и N = 0 валентной зоны взаимодействуют и вместо их пересече-
ния имеет место антипересечение.

В рамках аксиального приближения уровни Ландау с разными номерами N не
могут взаимодействовать, а значит антипересечение вызвано влиянием анизотропных
членов. Обозначим элементы гамильтониана, приводящие к взаимодействию уровней
Ландау с N = 0 и N = −2, как Ĥa.c.. Они должны удовлетворять следующему усло-
вию: ⟨

N = 0
∣∣∣Ĥa.c.

∣∣∣N = −2
⟩
̸= 0.
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Нам известен вид волновых функций состояний |N = 0⟩ и |N = −2⟩ в аксиальном
приближении (формулы (2.44) и (2.46)). Используя выражения для них, а также свой-
ства операторов â и â† (2.39) и их связь с оператором квазиимпульса (2.38), можно
получить следующее выражение1:

Ĥa.c. =



0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 k̂+ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 k̂+ 0 0

1 k̂− 0 1 k̂− k̂2+ + k̂2− 1 k̂−

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 k̂+ 0 0


. (3.1)

Сравнение данного выражения с гамильтонианом Кейна (раздел 2.2) показывает, что
никакие из учтённых нами членов (даже в анизотропном приближении) не удовлетво-
ряют данному условию, однако ему удовлетворяют поправки связаннае с отсутствием
центра инверсии в объёме (bulk inversion asymmetry, BIA). Поправки BIA, заданные вы-
ражением (2.31), совпадают с (3.1) для элементаH2,6 и поэтому взаимодействие уров-
ней Ландау с N = 0 иN = −2 вызвано следующими членами:

Ĥ (BIA)
a.c. = χ



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 k̂+B8k̂z + k̂zB8k̂+ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 k̂−B8k̂z + k̂zB8k̂− 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


. (3.2)

Численный коэффициент, не зависящий от материальных параметров и компонент ква-
зиимпульса, мы обозначили как χ. Его значение определяется направлением роста ге-
тероструктуры: оно равно 0,5 для структур, выращенных на плоскости (001) и 0,4 для

1 Данная матрица схематически представляет зависимость элементов гамильтониана от компонент
квазиимпульса. Размерность её элементов различна и не совпадает с размерностью элементов гамиль-
тониана. В гамильтониане на месте числа 1 должна стоять некоторая величина, не зависящая от k̂±.
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плоскости (013).
Поправка к энергии уровней Ландау с N = 0 и N = −2, обусловленная члена-

ми (3.2), в магнитном поле близком к критическому была получена нами с помощью
теории возмущений. Если считать значения параметра B8 для HgTe таким же как у
CdTe, т.е. равными −22,41 эВ·Å2 (см. таблицу 2.5 или работу [18]), то рассчитанное
таким образом расщепление уровней Ландау для образца 091223-1 составит 1 мэВ, в
то время как полученное в эксперименте расщепление линий ЦР равно 4 мэВ. Для того,
чтобы получить совпадение экспериментального и теоретического расщепления вели-
чину B8 для HgTe следует выбрать равной −60 эВ·Å2.

Расщепление уровней Ландау, вызванное поправкой BIA, может отсутствовать в
гетероструктурах, выращенных на атомных плоскостях, для которых коэффициент χ в
формуле (3.2) равен нулю. Для того, чтобы найти эти плоскости мы применим преоб-
разование поворота, описанное в разделе 2.1.2, к блоку H(cv) (см. выражение (2.26)).
Запишем поправку BIA в новых координатах с помощью метода инвариантов:

Ĥ
(Γ6Γ8)
(BIA) =

3∑
j=1

U(Γ6Γ8; Γ5)
j

′ (
q̂T
[
B+

8 Q
(Γ5)
j

′]
q̂
)

Согласно формуле (3.2), величина χ является коэффициентом перед оператором ви-
да k̂+k̂z в нижнем правом углу этой матрицы, то есть:

χ = i
1

2

3∑
j=1

(
U(Γ6Γ8; Γ5)
j

′)
2,4

[(
Q(Γ5)

j

′)
xz
− i
(
Q(Γ5)

j

′)
yz

]
.

Применяя формулы (2.13), получаем:

χ =
1

2
e−2iγ

(
cos(2α) cos(2β) + i sin(2α) cos(β)

(
3

2
sin2(β)− 1

))
. (3.3)

Из формулы (3.3) следует, что коэффициент χ, а с ним и расщепление уровней Ландау,
равен нулю для углов α = 0, β = π

4 и α = π
4 , β = arctan

√
2, что соответствует

гетероструктурам, выращенным на атомных плоскостях (011) и (111). Поэтому если
какой-то другой эффект даёт вклад в наблюдаемое взаимодействие уровней Ландау, он
может быть обнаружен путём измерений в образцах, выращенных на указанных выше
плоскостях.

Таким образом, антипересечение уровней Ландау, наблюдаемое как расщепление
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двух спектральных линий (α и β) объясняется влиянием эффектов, вызванных отсут-
ствием центра инверсии в объёмном кристалле. Предсказано, что это влияние прене-
брежимо мало для квантовых ям, выращенных на плоскостях (011) и (111).

Обусловленное отсутствием симметрии инверсии в кристалле взаимодействие
зонΓ6 иΓ8 должно приводить также к сравнимым по величине (т.е. порядка нескольких
мэВ) расщеплениям в спектре и в отсутствие магнитного поля при толщине квантовой
ямы близкой к критической (см., например, [76]).

3.4 Усиление терагерцового излучения на межзонных переходах в

квантовой яме

Как уже было отмечено во Введении, интерес к узкозонным гетероструктурам на
основе КРТ проявляется в связи с возможностью генерации излучения терагерцово-
го диапазона. В этом разделе мы вычисляем населённость состояний в квантовой яме в
условиях оптической накачки, используя результаты измерений временижизни носите-
лей, сделанных для образца 091225-1 (см. таблицу 3.1) С. В. Морозовым и О. Драченко
методом спектроскопии накачка–зондирование (pump–probe) [А3].

Из условия стационарного процесса G = n/τ (G –– коэффициент генерации
фотоносителей, n –– концентрация, τ –– время жизни) можно оценить концентрацию
неравновесных двумерных носителей для фиксированных энергии кванта и мощно-
сти падающего излучения. В нашем случае для оценки неравновесной концентрации
в качестве предполагаемого источника мы будем использовать характеристики опти-
ческого импульсного генератора на разностной частоте (СОЛАР). Энергия в импульсе
для длины волны 17 мкм составляет Epulse = 0,3 мДж. Таким образом, при длитель-
ности импульса τpulse ≈ 10 нс и диаметре пучка 5 мм (площадь S) для данной длины
волны падающего излучения без дополнительной фокусировки можно получить плот-
ность потока фотонов с энергией ℏω на 1 см2 как

Φ =
Epulse

ℏωτpulseS
.

С учетом того, что в невырожденном (линейном) случае квантовая яма поглощает α ≈
1% от падающего излучения, коэффициент генерации фотоионизованных носителей

G =
αEpulse

ℏωτpulseS
.
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Следовательно, для стационарного процесса

n = Gτ =
αEpulseτ

ℏωτpulseS
.

В нашем случае для оценки n возьмем τ = 5 × 10−11 с, которое было опреде-
лено для подобной структуры в экспериментах по измерению времени жизни мето-
дом спектроскопии накачка–зондирование. Исходя из приведенных оценок получаем
n ≈ 2× 1012cm–2.

Однако структура, в которой проводились исследования методом спектроскопии
накачка–зондирование, не является оптимальной для получения инверсной населенно-
сти в связи с особенностями энергетического спектра дырок. Аналогично зонной струк-
туре, изображённой на рис. 2.7, в спектре дырок данного образца основной максимум
расположен не в точке k = 0, что может приводить к эффекту «ухода» фотовозбуж-
денных дырок при k ≈ 0 в боковой максимум. Таким образом, прямая излучательная
рекомбинация будет подавлена вплоть до заполнения всех состояний в боковом мак-
симуме. С другой стороны, проведенные нами расчеты в данной гетеросистеме свиде-
тельствуют о возможности получения структур с ярко выраженными прямозонными
свойствами.

На рис. 3.28 приведен результат расчета зонного спектра структуры
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te с квантовой ямой шириной 5,6 нм. Видно, что в данной мо-
дельной структуре как минимум в зоне проводимости E1, так и максимум в валентной
зоне H1 расположены в точке k = 0. Двумерная проводимость σ для неравновесных
носителей в такой структуре была вычислена по следующей формуле:

Re(σ) =
2eµn

1 +
(
E
ℏ
)2 (µm0mc

e

)2+
+

ℏe2

2πm2
0E

∑
m

∫
v→c

d2k⊥ |ξp(k⊥)|2 δ
(
Ev(k⊥) + E − Ec(k⊥)

)
−

− ℏe2

2πm2
0E

∑
m

∫
c→v

d2k⊥ |ξp(k⊥)|2 δ
(
Ev(k⊥) + E − Ec(k⊥)

)
, (3.4)

где µ –– подвижность, n –– концентрация неравновесных носителей, m0 –– масса сво-
бодного электрона,mc –– эффективная масса (считается одинаковой в зоне проводимо-
сти и в валентной зоне), ξ –– вектор поляризации излучения, Ev –– энергия состояния
в валентной зоне, Ec –– энергия состояния в зоне проводимости, E = ℏω –– энергия
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Рис. 3.28: Рассчитанная зонная структура квантовой ямы HgTe/Cd0,7Hg0,3Te толщиной
5,6 нм прм T = 4,2 К. E1 –– зона проводимости, аH1 иH2 –– валентная зона.

фотона, p –– матричный элемент импульса:

p(k⊥) = ⟨v, k⊥ |p̂| c, k⊥⟩,

где состояния в зоне проводимости и в валентной зоне обозначены как c и v соответ-
ственно.

Первое слагаемое в формуле (3.4) отвечает за поглощение Друде. Во втором сла-
гаемом интеграл берётся по той области k-пространства, где состояния в валентной
зоне заняты электронами, а в зоне проводимости –– свободны (т.е. переход идёт с по-
глощение фотона). Интеграл в третьем слагаемом берётся по области где состояния в
валентной зоне свободны, а в зоне проводимости –– заняты электронами (т.е. переход
идёт с испусканием фотона). Суммирование поm ведётся по всем возможным перехо-
дам. Поскольку зона проводимости и валентная зона двукратно вырождены по спину,
необходимо учитывать четыре различных перехода. При расчётах использовалось зна-
чение подвижности µ = 1,5× 105 (полученное в магнитотранспортных измерениях).
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Рис. 3.29: Спектр двумерной проводимости σ для структуры с квантовой ямой
HgTe/Cd0,7Hg0,3Te толщиной 5,6 нм прм T = 4,2 К при различных концентрациях
неравновесных носителей n.

Анализ результатов расчётов σ (рис. 3.29) показал наличие усиления (отрицатель-
ной проводимости) в терагерцовом диапазоне для концентраций (1–3)×1011см–2. Из
зависимостей, приведенных на рис. 3.29, отчетливо видно, что для разных значений
концентрации неравновесных носителей проводимость меняет знак при энергии кван-
та от 60 до 100 мэВ, что соответствует диапазону частот от 14 до 24 ТГц. При этом
область отрицательных значений проводимости соответствует области усиления, а об-
ласть положительных значений –– области поглощения.

Таким образом, мы продемонстрировали возможность усиления терагерцового
излучения на межзонных переходах в квантовых ямах на основе CdxHg1−xTe в усло-
виях оптической накачки.
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Заключение

Основные результаты работы:

1. Разработана модель для вычисления электронных и дырочных состояний в кван-
товых ямахHg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe, выращенных на плоскости (013). Проведе-
ны расчёты энергетических спектров и волновых функций электронов и дырок в
квантовых ямах таких гетероструктур в отсутствие магнитного поля и в квантую-
щих магнитных полях. Показано, что в квантовых ямах HgTe/Cd0.7Hg0.3Te (013)
шириной больше 12.5 нм, выращенных на буферном слое CdTe, имеет место пе-
рекрытие зоны проводимости с боковым максимумом валентной зоны.

2. Экспериментально исследована фотопроводимость нелегированных узкозонных
гетероструктур Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe с квантовыми ямами в терагерцовом
диапазоне при температурах жидкого гелия или азота. Впервые продемонстри-
рован фотоотклик, связанный с межзонными переходами. Обнаружено, что при
температуре жидкого гелия в спектре фотопроводимости наблюдается интенсив-
ная низкочастотная полоса, связанная с фотоионизацией локализованных цен-
тров (примесей, дефектов).

3. В магнитных полях до 16 Т экспериментально исследованы спектры магнито-
поглощения в узкозонных квантовых ямах Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe как с ин-
вертированной так и (впервые) с нормальной зонной структурой. В образцах с
нормальной зонной структурой помимо ЦР электронов и межзонных переходов
обнаружены линии поглощения, связанные с примесными переходами. В полу-
металлической квантовой яме впервые одновременно наблюдался ЦР электро-
нов и дырок в квантующих магнитных полях. Антипересечение нижнего уровня
Ландау зоны проводимости и верхнего уровня Ландау валентной зоны в образце
с инвертированной зонной структурой (наблюдавшееся ранее в образцах, выра-
щенных на плоскости (001)) обнаружено для структур, выращенных на плоско-
сти (013) по расщеплению двух спектральных линий: циклотронного резонанса
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и межзонного перехода.

4. Продемонстрировано систематическое рассогласование наблюдаемого положе-
ния линий ЦР как в квазиклассических так и в квантующих магнитных полях
с результатами расчётов, выполненного с использованием общепринятого набо-
ра материальных параметров для гетероструктур Hg1−xCdxTe/ CdyHg1−yTe. По-
казано, что наилучшее согласование экспериментальных данных с результатами
расчётов достигается при значениях параметров VBO = 0,62 эВ иEp = 20,8 эВ,
отличных от используемых в литературе.

5. Показано, что антипересечение нижнего уровня Ландау зоны проводимо-
сти и верхнего уровня Ландау валентной зоны в образцах Hg1−xCdxTe/
CdyHg1−yTe (013) с инвертированной зонной структурой может быть описано
в рамках разработанного метода расчёта энергетического спектра с учётом по-
правок, обусловленных отсутствием центра инверсии в объёмном кристалле.

6. Показано, что в квантовой яме HgTe/Cd0,7Hg0,3Te толщиной 5,6 нм с нормальной
зонной структурой при концентрации неравновесных носителей (1–3)×1011см–2

возможно усиление излучения с частотой 5–24 ТГц за счёт межзонных перехо-
дов.
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Приложение

А Выражения для матриц U в модели Кейна

Все выражения получены на основе данных из книги [63].

Таблица А.1: Матрицы U для блоков Γ6 × Γ6

(
H(cc)

)
и Γ7 × Γ7

(
H(ss)

)
.

Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ1 Γ+
1 D+

0

1√
2

1√
2

(
1 0
0 1

)
Γ4 Γ+

4 D+
1

1√
2
σx

1√
2

(
0 1
1 0

)
1√
2
σy

1√
2

(
0 −i
i 0

)
1√
2
σz

1√
2

(
1 0
0 −1

)

Таблица А.2: Матрицы U для блока Γ6 × Γ7

(
H(cs)

)
.

Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ1 Γ−1 D−0
1√
2

1√
2

(
1 0
0 1

)
Γ5 Γ−4 D−1

1√
2
σx

1√
2

(
0 1
1 0

)
1√
2
σy

1√
2

(
0 −i
i 0

)
1√
2
σz

1√
2

(
1 0
0 −1

)
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Таблица А.3: Матрицы U для блока Γ6 × Γ8

(
H(cv)

)
.

Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ3 Γ−3
[
D−2
]
1–2

√
3

2
(Txx − Tyy)

1√
2

(
0 0 0 1
−1 0 0 0

)
3

2
Tzz

1√
2

(
0 1 0 0
0 0 −1 0

)
Γ4 Γ−5

[
D−2
]
3–5

√
3Tyz

i

2
√
2

(
−1 0 −

√
3 0

0
√
3 0 1

)
√
3Tzx

1

2
√
2

(
−1 0

√
3 0

0
√
3 0 −1

)
√
3Txy

i√
2

(
0 0 0 −1
−1 0 0 0

)
Γ5 Γ−4 D−1

3

2
Tx

1

2
√
2

(
−
√
3 0 1 0

0 −1 0
√
3

)
3

2
Ty

−i
2
√
2

(√
3 0 1 0

0 1 0
√
3

)
3

2
Tz

1√
2

(
0 1 0 0
0 0 1 0

)

103



Таблица А.4: Матрицы U для блока Γ8 × Γ8

(
H(vv)

)
(часть 1).

Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ1 Γ+
1 D+

0

1

2

1

2


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Γ2 Γ+
2

[
D+

3

]
1

i√
3
(JxJyJz + JzJyJx)

1

2


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0



Γ3 Γ+
3

[
D+

2

]
1–2

1

6
(2J2

z − J2
x − J2

y )
1

2


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


1√
12

(J2
x − J2

y )
1

2


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
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Таблица А.5: Матрицы U для блока Γ8 × Γ8

(
H(vv)

)
(часть 2).

Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ4 Γ+
4 D+

1

Jx√
5

1

2
√
5


0
√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0


Jy√
5

i

2
√
5


0 −

√
3 0 0√

3 0 −2 0

0 2 0 −
√
3

0 0
√
3 0


Jz√
5

1

2
√
5


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3



Γ′4 Γ′+4
[
D+

3

]
2-4

(
Jx√
5

)3
1

40
√
5


0 7

√
3 0 6

7
√
3 0 20 0

0 20 0 7
√
3

6 0 7
√
3 0


(

Jy√
5

)3
i

40
√
5


0 −7

√
3 0 6

7
√
3 0 −20 0

0 20 0 −7
√
3

−6 0 7
√
3 0


(

Jz√
5

)3
1

40
√
5


27 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −27
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Таблица А.6: Матрицы U для блока Γ8 × Γ8

(
H(vv)

)
(часть 3).

Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ5 Γ+
5

[
D+

2

]
3–5

{Jy, Jz}
2
√
3

i

2


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


{Jz, Jx}
2
√
3

1

2


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0


{Jx, Jy}
2
√
3

i

2


0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0



Γ′5 Γ′+5
[
D+

3

]
5-7

{Jx, J2
y − J2

z }√
12

1

4


0 −1 0 −

√
3

−1 0
√
3 0

0
√
3 0 −1

−
√
3 0 −1 0


{Jy, J2

z − J2
x}√

12

i

4


0 −1 0

√
3

1 0
√
3 0

0 −
√
3 0 −1

−
√
3 0 1 0


{Jz, J2

x − J2
y}√

12

1

2


0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0
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Таблица А.7: Матрицы U для блока Γ8 × Γ7

(
H(vs)

)
.

Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ3 Γ+
3

[
D+

2

]
1–2

3

2
T †zz

1√
2


0 0
1 0
0 −1
0 0


√
3

2
(T †xx − T †yy)

1√
2


0 −1
0 0
0 0
1 0



Γ4 Γ+
4 D+

1

3

2
T †x

1

2
√
2


−
√
3 0

0 −1
1 0

0
√
3


3

2
T †y

i

2
√
2


√
3 0
0 1
1 0

0
√
3


3

2
T †z

1√
2


0 0
1 0
0 1
0 0



Γ5 Γ+
5

[
D+

2

]
3–5

√
3T †yz

i

2
√
2


1 0

0 −
√
3√

3 0
0 −1


√
3T †zx

1

2
√
2


−1 0

0
√
3√

3 0
0 −1


√
3T †xy

i√
2


0 1
0 0
0 0
1 0
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Б Выражения для матриц Q и K

Все выражения получены на основе данных из книги [63]. Матрицы K представ-
лены только матрицами 3 × 3. Матрицы Q представлены матрицами 4 × 4 и 3 × 3

следующим образом:

Q =

 4× 4

 или Q =


0 0 0 0

0

0 3× 3

0



Таблица Б.1: Матрицы Q и K (часть 1)
Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ
(1)
1 Γ

+(1)
1 D+

0 1


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Γ
(k2)
1 Γ

+(k2)
1 D+

0

1√
3
k̂2

1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Γ
(k2)
3 Γ

+(k2)
3

[
D+

2

]
1–2

1√
6
(2k̂2z − k̂2x − k̂2y)

1√
6

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2


1√
2
(k̂2x − k̂2y)

1√
2

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


Γ
(k2)
4 Γ

+(k2)
4 D+

1

1√
2
[k̂y, k̂z]

1√
2

0 0 0
0 0 1
0 −1 0


1√
2
[k̂z, k̂x]

1√
2

0 0 −1
0 0 0
1 0 0


1√
2
[k̂x, k̂y]

1√
2

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0
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Таблица Б.2: Матрицы Q и K (часть 2)
Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ
(k)
5 Γ

−(k)
4 D−1

1√
2
{k̂x, 1}

1√
2


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


1√
2
{k̂y, 1}

1√
2


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0


1√
2
{k̂z, 1}

1√
2


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0



Γ′5
(k) Γ′4

−(k) D−1
1√
2
[k̂x, 1]

1√
2


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


1√
2
[k̂y, 1]

1√
2


0 0 1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0


1√
2
[k̂z, 1]

1√
2


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
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Таблица Б.3: Матрицы Q и K (часть 3)
Представление Базис

Td Oh O(3) Компактно Явно

Γ
(k2)
5 Γ

+(k2)
5

[
D+

2

]
3–5

1√
2
{k̂y, k̂z}

1√
2

0 0 0
0 0 1
0 1 0


1√
2
{k̂z, k̂x}

1√
2

0 0 1
0 0 0
1 0 0


1√
2
{k̂x, k̂y}

1√
2

0 1 0
1 0 0
0 0 0
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В Инварианты и параметры в гамильтониане Кейна

В следующих таблицах мы указываем соответствие между инвариантами и пара-
метрами в гамильтониане, используемом при расчётах. Инварианты сгруппированы по
блокам гамильтониана и обозначены с помощью представлений групп точечной сим-
метрии кристаллов (тетраэдрической Td и кубической Oh) и полной группы трёхмер-
ных вращений O(3). Параметры, соответствующие каждому инварианту перечислены
в последнем столбце, где

α =
ℏ2

2m0
.
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Таблица В.1: Основная часть

Блок
Представление

Коэффициентбазиса оператора

Td, Oh, O(3) Td, Oh, O(3)

c, c
Γ1, Γ+

1 ,D
+
0 Γ

(1)
1 , Γ+(1)

1 ,D+
0

√
2 · Ec

Γ1, Γ+
1 ,D

+
0 Γ

(k2)
1 , Γ+(k2)

1 ,D+
0

√
6α · (2F + 1)

c, v Γ5, Γ−4 ,D
−
1 Γ

(k)
5 , Γ−(k)4 ,D−1

√
2

3
· P

c, s Γ5, Γ−4 ,D
−
1 Γ

(k)
5 , Γ−(k)4 ,D−1 − 1√

3
· P

Γ1, Γ+
1 ,D

+
0 Γ

(1)
1 , Γ+(1)

1 ,D+
0 2 · Ev

Γ1, Γ+
1 ,D

+
0 Γ

(k2)
1 , Γ+(k2)

1 ,D+
0 −2

√
3α · γ1

v, v –, –,D+
2 –, –,D+

2 2
√
6α · 1

5
(2γ2 + 3γ3)

Γ3, Γ+
3 , – Γ

(k2)
3 , Γ+(k2)

3 , –
6
√
6

5
α · (γ2 − γ3)

Γ5, Γ+
5 , – Γ

(k2)
5 , Γ+(k2)

5 , – −4
√
6

5
α · (γ2 − γ3)

–, –,D+
2 –, –,D+

2 2
√
6α · 1

5
(2γ2 + 3γ3)

v, s Γ3, Γ+
3 , – Γ

(k2)
3 , Γ+(k2)

3 , –
6
√
6

5
α · (γ2 − γ3)

Γ5, Γ+
5 , – Γ

(k2)
5 , Γ+(k2)

5 , – −4
√
6

5
α · (γ2 − γ3)

s, s
Γ1, Γ+

1 ,D
+
0 Γ

(1)
1 , Γ+(1)

1 ,D+
0

√
2 · (Ev −∆)

Γ1, Γ+
1 ,D

+
0 Γ

(k2)
1 , Γ+(k2)

1 ,D+
0 −

√
6α · γ1
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Таблица В.2: Коммутаторы и поправки, связанные с отсутствием центра инверсии

Блок
Представление

Коэффициентбазиса оператора

Td, Oh, O(3) Td, Oh, O(3)

c, c Γ4, Γ+
4 ,D

+
1 Γ

(k2)
4 , Γ+(k2)

4 ,D+
1 iα · 1

2

c, v Γ5, Γ−4 ,D
−
1 Γ

(k2)
5 , Γ+(k2)

4 ,D+
1 i

√
2

3
· B8

c, s Γ5, Γ−4 ,D
−
1 Γ

(k2)
5 , Γ+(k2)

4 ,D+
1 −i 1√

3
· B8

v, v Γ4, Γ+
4 ,D

+
1 Γ

(k2)
4 , Γ+(k2)

4 ,D+
1 −2

√
10iα · κ

v, s Γ4, Γ+
4 ,D

+
1 Γ

(k2)
4 , Γ+(k2)

4 ,D+
1 −2

√
2iα · κ

s, s Γ4, Γ+
4 ,D

+
1 Γ

(k2)
4 , Γ+(k2)

4 ,D+
1 −4iα · κ

Таблица В.3: Деформация

Блок
Представление

Коэффициентбазиса оператора

Td, Oh, O(3) Td, Oh, O(3)

c, c Γ1, Γ+
1 ,D

+
0 Γ

(k2)
1 , Γ+(k2)

1 ,D+
0

√
6 · ac

Γ1, Γ+
1 ,D

+
0 Γ

(k2)
1 , Γ+(k2)

1 ,D+
0 2

√
3 · av

v, v
–, –,D+

2 –, –,D+
2 −2

√
6 · 1

5

(
b+

√
3

2
d

)
Γ3, Γ+

3 , – Γ
(k2)
3 , Γ+(k2)

3 , – −3
√
2 · 1

5
(
√
3b− d)

Γ5, Γ+
5 , – Γ

(k2)
5 , Γ+(k2)

5 , – 2
√
2 · 1

5
(
√
3b− d)

–, –,D+
2 –, –,D+

2 −2
√
6 · 1

5

(
b+

√
3

2
d

)
v, s Γ3, Γ+

3 , – Γ
(k2)
3 , Γ+(k2)

3 , – −3
√
2 · 1

5
(
√
3b− d)

Γ5, Γ+
5 , – Γ

(k2)
5 , Γ+(k2)

5 , – 2
√
2 · 1

5
(
√
3b− d)

s, s Γ1, Γ+
1 ,D

+
0 Γ

(k2)
1 , Γ+(k2)

1 ,D+
0

√
6 · av
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Г Обозначения

• ℏ –– постоянная планка;

• m0 –– масса свободного электрона;

• e –– элементарный заряд (положительная величина);

• c –– скорость света;

• A ∗ B –– скалярное произведение Гильберта––Шмидта:

A ∗ B =
∑
ij

AijBij;

• A⊗ B –– прямое произведение матриц:

(A⊗ B) =

A11B A12B . . .

A21B A22B . . .
... ... . . .

 ;

• [Â, B̂] –– коммутатор:
[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â;

• {Â, B̂} –– антикоммутатор:

{Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â.
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