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Введение

Поверхностные электромагнитные волны (поверхностные оптические со-
стояния) привлекают внимание большого числа исследователей из разных обла-
стей науки, таких как физика конденсированного состояния, оптика, радиофизика
и химия (фотокатализ). Это особый тип волн, распространяющий вдоль грани-
цы между двумя средами и локализованный на ней или вблизи неё, что означает
уменьшение интенсивности волныпри удалении от границы.Их уникальные свой-
ства, такие как сильная чувствительность к параметрам контактирующих сред,
локализация полей вблизи границы раздела, возможность гибкого управления
дисперсией за счёт наноструктурирования поверхности, находят применение в
устройствах нанофотоники, биологических сенсорах, нелинейной оптике и в дру-
гих областях [1; 2].

На настоящий момент известно и хорошо исследовано большое число ти-
пов поверхностных электромагнитных волн [3––6]. Наиболеешироко изученными
являются поверхностные плазмон-поляритоны, распространяющиеся вдоль гра-
ницы между металлом и диэлектрическим материалом. Развитие технологий
изготовления наноструктур [7; 8; A1], в частности, состоящих из большого числа
слоёв с толщиной меньше и/или порядка длины волны, позволяет создавать ис-
кусственные материалы с заданным электромагнитным откликом в необходимом
диапазоне частот (оптическом или инфракрасном) [9; 10]. Это открывает безгра-
ничные возможности для исследования поверхностных волн, которые не могут
быть реализованы в природных материалах.

Наиболее простыми примерами наноструктурированных сред являются
периодические структуры (сверхрешётки, фотонные кристаллы), состоящие из
слоёв различных материалов, например диэлектриков, металлов, полупровод-
ников, сверхпроводников [10––14]. Поверхностные электромагнитные волны на
границах таких структур активно исследуются [A1; 15––18]. Сами слои мо-
гут быть структурированы на масштабах меньших чем длина волны и период
структуры и представляют собой среду с эффективной диэлектрической прони-
цаемостью. В определённых случаях главные компоненты тензора эффективной
диэлектрической проницаемости могут быть разного знака, например в случае ги-
перболических метаматериалов [19], что приводит к гиперболической дисперсии
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волн в слоях. Подобные периодические многомасштабные структуры называют-
ся «photonic hypercrystals» [20; 21].

Для изотропных материалов отрицательность диэлектрической проница-
емости одной из контактирующих сред является необходимым условием для
распространения поверхностной волны. Однако, поверхностные волны, предска-
занные М. И. Дьяконовым в 1988 году [22] и впоследствии названные его именем,
являются примером волны, распространяющейся вдоль границы между средами с
положительной диэлектрической проницаемостью. При этом как минимум один
из диэлектриков должен быть анизотропным. Отличительная особенность волн
Дьяконова — избирательность по направлениям распространения в плоскости
границы раздела. Малость анизотропии диэлектрической проницаемости природ-
ных материалов в оптической области частот, а также сильная зависимость углов
распространения от соотношения между диэлектрическими проницаемостями,
приводит к существенным трудностям при попытках их экспериментального ис-
следования [5; 23]. Исследование новых конфигураций как с метаматериалами,
так и с природными кристаллами, допускающих распространение поверхностных
волн Дьяконова, и разработка методов их возбуждения являются актуальными за-
дачами этой области.

Целью диссертационной работы является теоретическое исследование
поверхностных электромагнитных волн в искусственных структурированных
средах из материалов с анизотропией и/или пространственной дисперсией ди-
электрической проницаемости.

Научная новизна и практическая значимость работы заключается в том,
что:

1. Впервые исследованы поверхностные электромагнитные волны, распро-
страняющиеся вдоль границы и вдоль слоёв периодической слоистой
структуры с анизотропными проводящими слоями.

2. Исследовано влияние пространственной дисперсии диэлектрической
проницаемости материала микрорезонатора на дисперсию дополнитель-
ных продольных приповерхностых волн.

3. Впервые исследованы поверхностные электромагнитные волны, распро-
страняющиеся вдоль границы периодической слоистой структуры на
основе кремния и оксида цинка, легированного алюминием, с гипербо-
лической дисперсией диэлектрической проницаемости в инфракрасном
диапазоне длин волн.
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4. Впервые предложен экспериментальный метод возбуждения и иссле-
дования поверхностных волн Дьяконова, распространяющих вдоль
границы между двумя одинаковыми анизотропными диэлектрически-
ми кристаллами со скрещенными оптическими осями.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Вдоль поверхности, перпендикулярной оси роста сверхрешётки, состо-

ящей из чередующихся проводящих слоёв с анизотропной плазменной
частотой и диэлектрических слоёв, в диапазоне частот, где сверхрешётка
является метаматериалом, может распространяться новый тип поверх-
ностных электромагнитных волн.

2. В микрорезонаторах из материалов с пространственной дисперсией
диэлектрической проницаемости существуют прижатые к поверхности
электромагнитные моды продольной поляризации, аналогичные модам
шепчущей галереи в диэлектрических микрорезонаторах.

3. На поверхности периодической слоистой структуры из Si и ZnO:Al
(AZO), являющейся метаматериалом, в ограниченном диапазоне направ-
лений в плоскости, перпендикулярной слоям, распространяются поверх-
ностные (дьяконовские) плазмоны гибридной поляризации в области
длин волн 4−14мкм.

4. Эффект конверсии поляризации при отражении электромагнитных волн
в геометрии нарушенного полного внутреннего отражения позволяет до-
казать существование поверхностных волн Дьяконова на границе одина-
ковых анизотропных кристаллов со скрещенными оптическими осями.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
научных семинарах ФТИ им. А.Ф. Иоффе, Санкт-Петербургского политехни-
ческого университета Петра Великого; международных научных конференциях
«Nanonstructures: Physics and Techonlogy» (Санкт-Петербург, 2013), «Фи-
зикА.СПб» (Санкт-Петербург, 2013), «Novel Trends in Physics of Ferroics»
(Санкт-Петербург, 2017).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 8 пе-
чатных изданиях, из которых 5 изданы в научных журналах рекомендованных
ВАК и индексируемых базами Web of Science, Scopus, 3 –– в тезисах докладов.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав и
заключения. Полный объём диссертации составляет 121 страницу, включая 33 ри-
сунка. Список литературы содержит 177 наименований.
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Глава 1. Поверхностные волны Тамма––Ленгмюра

1.1 Введение

Глава посвящена описанию поверхностных электромагнитных волн (ПЭВ),
распространяющихся вдоль границ периодических слоистых структур, на приме-
ре ранее неописанного в литературе типа волн. Оптические свойства слоистых
структур или фотонных кристаллов давно изучаются в науке. Одной из цен-
тральных идей является интерференция волн, отражающихся на разных периодах
структуры. Периодическая неоднородность оптических свойств среды приводит
к новым эффектам и дополнительных возможностей для распространения поверх-
ностных волн.

В литературе теоретически описано и экспериментально исследовано до-
вольно большое число типов поверхностных электромагнитных волн в слоистых
средах. Возможность их существования связана с наличием стоп-зон (запре-
щённых зон) в периодических средах. Одним из базовых типов являются по-
верхностные волны Тамма [24; 25], которые в настоящее время чаще называют
поверхностными волнами Блоха [26; 27]. Они распространяются по границе
между периодической диэлектрической структуры и изотропного диэлектрика.
Если изотропный диэлектрик заменить изотропным металлом, то вдоль границы
возможно распространение ПЭВ двух разных типов в определённом частотном
диапазоне. Первый тип это таммовские плазмон-поляритоны [15; 28]. Они имеют
квадратичный закон дисперсии

ω = ωtp +
~k2z
2mtp

, (1)

где ωtp — частота отсечки, ~ — постоянная Планка, kz — волновой вектор в
плоскости границы между металлом и периодической структурой, mtp — его эф-
фективная масса. Например, ωtp ≈ 0.95 эВ и mtp ≈ 0.17m0 в случае границы
золота и распределённого брэгговского отражателя (РБО) GaAs/AlAs [15], гдеm0

— масса свободного электрона. Второй — поверхностные плазмон-поляритоны
(ППП), модифицированные из-за периодической структуры, и закон дисперсии
которых лежит вне светового конуса диэлектриков в периодической структуре.
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В работах [16; 29; 30] описывается тип ПЭВ на границе между двумя раз-
личными периодическими диэлектрическими структурами с пересекающимися
стоп-зонами. Следующим шагом стало исследование ПЭВ на поверхности пери-
одических структурах, включающих металлические слои, в которых возможно
распространение коллективныхППП† [A4; 31; 32]. Другое направление—исполь-
зование анизотропных материалов в слоях структуры [33––37], что предоставляет
дополнительные возможности для управления параметрами ПЭВ, например дли-
ной локализации поля волны, её дисперсией, направленностью распространения
вдоль границы. Также в литературе рассматриваются поверхностные волны в
непериодических слоистых структурах, таких как решётки Фиббоначи [38]. ПЭВ
на границе метаматериалов подробнее рассмотрены в главе 3.

Как видно, ПЭВ в слоистых средах продолжают активно исследоваться в
настоящее время как теоретически, так и экспериментально. ПЭВ находят своё
применение в биосенсорах [39], интегрированной оптике [40], медицине [41], бес-
проводной передачи энергии [42].

1.2 Собственные волны в слоистых средах

Рассмотрим электромагнитные волны, распространяющиеся в бесконечной
периодической слоистой среде. Один период среды состоит из n однородных
анизотропных слоёв с номерами j = 1, . . . , n толщиной dj. На рисунке 1 пока-
зано схематическое изображение одного периода слоистой среды. Каждый слой
характеризуется тензором диэлектрической проницаемости ε̂j(ω), учитывающим
частотную дисперсию. В зависимости от числа независимых компонент тензора
ε̂j слои могут быть изотропными, одноосными или двуосными. Далее будут рас-
сматриваться слои только из изотропных и одноосных материалов.

Введём декартову систему координат (x, y, z) таким образом, что ось Ox

совпадает с нормалью к плоскостям границ между слоями 1. Тогда плоскости всех
границ между слоями параллельны плоскости yz. В общем случае угол Θj меж-
ду оптической осью слоя j и нормалью может быть произвольными. Здесь будет
рассмотрен только случай Θj = 0, когда оптические оси всех слоёв совпадают

†Также известны как таммовские плазмоны (англ. Tamm plasmons)
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· · ·

d1

ε̂1

d2

ε̂2

d3

ε̂3
· · ·

dn

ε̂n
· · ·

d

z

x
O

dj и ε̂j, j = 1, . . . , n— толщина и тензор диэлектрической проницаемости слоёв.
Рис. 1 –– Схематическое изображение части бесконечной периодической слоистой

среды.

с нормалью к границам. Этот случай чаще всего реализуется при росте полу-
проводниковых гетероструктур, так как ось роста совпадает с оптической осью,
при изготовлении ван-дер-ваальсовских гетероструктур [14] или при изготовле-
нии структур методом глубокого ионного травления [A1]. В выбранной системе
координат тензор диэлектрической проницаемости каждого слоя диагонален

ε̂j = diag{εj,⊥, εj,‖, εj,‖} ≡

εj,⊥ 0 0

0 εj,‖ 0

0 0 εj,‖

 , (2)

где εj,⊥ соответствует проницаемости слоя вдоль направления нормали к слоями
(оси роста), εj,‖ — проницаемости слоя в плоскости yz.

Процедуру поиска собственных волн в слоистых средах можно разделить
на несколько этапов. Вначале ищутся собственные волны в каждом слое, являю-
щиеся решениями уравнения Максвелла

divD = 0,

divB = 0,

rotE = −1
c

∂B

∂t
,

rotH =
1

c

∂D

∂t
,

(3)

дополненными материальным соотношением D = ε̂jE и B = µH, где c — ско-
рость света, µ — магнитная восприимчивость.

Далее во всех местах предполагается, что рассматриваемые среды немаг-
нитные µ = 1, если об этом специально не сказано.



10

На следующем шаге известные решения «сшиваются» друг с другом на
границах слоёв с помощью граничных условий. В нашем случае используются
стандартные граничные условия Максвелла, так как эффекты пространственной
дисперсии диэлектрической проницаемости ε̂j не рассматриваются.

Ey,z

∣∣
x=xb+0

= Ey,z

∣∣
x=xb−0

,

Hy,z

∣∣
x=xb+0

= Hy,z

∣∣
x=xb−0

,
(4)

где xb соответствует координате x плоскости границы между какими-то двумя
слоями.

Не умаляя общности, решения уравнений (3) можно искать в виде моно-
хроматической бегущей вдоль оси z волны D,B,E,H ∝ exp(ikzz − iωt). Тогда
можно считать, что от координаты y распределения полей не зависят, и положить
все производные ∂/∂y = 0 в уравнениях (3). С учётом выше сказанного система
уравненийМаксвелла (3) распадается на две независимые системы уравнений для
разных компонент полей. Первая из них связывает компоненты Ey, Hx, Hz

kzEy = −
ω

c
Hx,

dEy

dx
=

iω

c
Hz,

iωεj,‖(ω)

c
Ey = −ikzHx +

dHz

dx
,

а соответствующие волны называются TE-волнами или волнами TE-поляризации.
Вторая система соответствует TM-волнам и связывает компоненты Hy, Ex, Ez:

kzHy =
ωεj,⊥(ω)

c
Ex,

dHy

dx
= −

iωεj,‖(ω)

c
Ez,

−iω
c
Hy = −ikzEx +

dEz

dx
.

(5)

Далее будут рассматриваться только TM-волны, так как они представляют
больший интерес в нашем случае. После эквивалентных преобразований система
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уравнений (5) приводится к виду

εj,⊥(ω)
d2Ex

dx2
+ εj,‖(ω)

[
ω2

c2
εj,⊥(ω)− k2z

]
Ex = 0, (6а)

Hy =
ωεj,⊥(ω)

ckz
Ex, (6б)

εj,‖(ω)Ez =
iεj,⊥(ω)

kz

dEx

dx
. (6в)

Уравнение (6а) описывает распределение компоненты Ex в слое j. Другие компо-
ненты Ez и Hy выражаются через Ex или её производную (6б) и (6в).

Для каких-то частот возможно εj,⊥(ω) = 0 и/или εj,‖(ω) = 0. Эти случаи
нужно рассматривать отдельно. В дальнейшем будут рассматриваться только та-
кие частоты ω, для которых εj,⊥(ω) 6= 0 и εj,‖(ω) 6= 0, а обозначение зависимости
εj,⊥ и εj,‖ от ω будет опускаться. Общее решение уравнения (6а) записывается как

Ex(x) = C+
j e

ikx,jx + C−j e
−ikx,jx, (7)

где

kx,j =

√
εj,‖
εj,⊥

(
ω2

c2
εj,⊥ − k2z

)
, (8)

и C+
j , C

−
j — произвольные константы, которые определяются граничными усло-

виями. В зависимости от волнового вектора вдоль слоя kz и ω волновое число kx,j
может быть как вещественным числом, так и мнимым†. Это соответствует каче-
ственно разному поведению поля внутри слоя. В случае вещественных kx,j поля
осциллируют, а при мнимых kx,j имеют экспоненциальное вблизи границы.

1.2.1 Теория матриц переноса

Метод матриц переноса хорошо известен и широко используется во мно-
гих направлениях физики электродинамике [24; 43; 44], квантовой физике [45],
геометрической оптике [46], акустике [47] и др. Также имеются геометрические
подходы к анализу матриц переноса [48]. Основной идеей этого метода является

†При учёте поглощения в средах можно рассматривать конечную длину распространения, которая свя-
зана Im kz . Это приводит к тому, что kx,j может быть комплексным.
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построение матрицы, которая связывает значения величин на одной границе со
значениями на другой границе слоя.

После нахождения собственных волн (7) в каждом слое строится матрица
переноса Mj через слой j. Матрица переноса Mj связывает величины полей на
одной границе слоя x = xb с величинами полей на второй границе x = xb + dj.
Зная величины двух компонент поля на одной границе, напримерHy и Ez, можно
определить константыC+

j иC−j в решении (7), а значит определить величины всех
компонент поля на другой границе. Определим матрицу переноса Mj через слой
j следующим образом (

Hy(xb)

Ez(xb)

)
= Mj

(
Hy(xb + dj)

Ez(xb + dj)

)
, (9)

где x = xb соответствует координате левой границе слоя j. Выбранное опре-
деление сразу учитывает граничные условия непрерывности тангенциальных
компонент полей (4) на границе слоя, что позволяет не вводить дополнительных
матриц переноса через границу между двумя слоями.

Выражения для компонент матрицы Mj можно получить в явном виде, ис-
пользуя решение (7) и выражения для компонент Hy, Ez ((6б) и (6в)):

Mj =

 cos(kx,jdj) −
iωεj,‖
ckxj

sin(kx,jdj)

−ickx,j
ωεj,‖

sin(kx,jdj) cos(kx,jdj)

 . (10)

Легко проверить явным вычислением, что detMj = 1. Таким образом матрицы
Mj являются элементами специальной линейной группы SL(2,C). Произведение
любого числа матриц Mj является тоже матрицей переноса. Обратная матрица к
Mj выражается простым образомM−1

j = M ∗
j . Для вычисления полей в слоистых

структурах удобно ввести матрицы переноса Mj(l) через слой толщины l < dj,
которые отличаются от определения (10) заменой dj на l.

Для получения дисперсионного соотношения для собственных волн в слои-
стой среде (Рис. 1) строится матрица переносаM через период структуры(

Hy(0)

Ez(0)

)
= M

(
Hy (d)

Ez (d)

)
, (11)

где d =
n∑
j=1

dj и предполагается, что левая граница слоя j = 1 располагается в

точке x = 0. При нашем определении (9) матрица переносаM выражается через
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произведение матриц Mj:

M = M1M2 . . .Mn. (12)

Обратная матрица к M выражается

M−1 =

(
m22 −m12

−m21 m11

)
, (13)

где mij — элементы матрицы M .

1.2.2 Дисперсионное соотношение для объёмных волн

С другой стороны, диэлектрическая проницаемость всей слоистой струк-
туры ε̂(ω, x) является периодической функцией координаты x с периодом d, что
позволяет воспользоваться теоремой Флоке––Ляпунова† [49]. По теореме Флоке––
Ляпунова компоненты поля в точке x = x′ связаны с компонентами поля в точке
x = x′ + d только константой(

Hy(x
′)

Ez(x
′)

)
= exp(ikbd)

(
Hy(x

′ + d)

Ez(x
′ + d)

)
. (14)

kb называется «блоховским» волновым числом. В бесконечной слоистой среде
случай kb ∈ R соответствует собственным волнам, которые могут свободно рас-
пространяться внутри неё. Случай комплексных kb с Im kb 6= 0 соответствует
эванесцентным волнам, в которых поля экспоненциально спадают или нараста-
ют в направлении периодичности структуры. Последний случай интересен для
поиска локализованных (поверхностных) волн на границе полубесконечных сло-
истых структур.

Подставив x′ = 0 в (14) и используя определение матрицы переноса (11),
получаем систему уравнений

M

(
Hy(d)

Ez(d)

)
= exp(ikbd)

(
Hy(d)

Ez(d)

)
. (15)

Нетривиальное решение системы (15) существует только в том случае, когда

det [M − exp(ikbd)I] = 0, (16)
†Используется при доказательстве её трёхмерного аналога — теоремы Блоха.
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где I—единичная матрица. Поскольку detM = 1, то собственные числаM могут
быть записаны как λ, λ−1, где

λ =
trM +

√
(trM)2 − 4

2
,

λ−1 =
trM −

√
(trM)2 − 4

2
,

(17)

и trM соответствует следу матрицыM . Если | trM | ⩽ 2, то λ комплексное, а яв-
ным вычислением можно убедиться, что |λ| = 1. В случае | trM | > 2 собственные
числа λ, λ−1 вещественные, причём λ > 1 по выбранному определению (17). Из
уравнения (16) следует, что «блоховскими» волновыми числами будут kb и −kb,
которые выражаются через λ

kbd =

−i lnλ, λ > 1,

arg λ, |λ| = 1.
(18)

С выбранным определением (18) волновое число kb соответствует распростра-
нению или затуханию волны в направлении x → +∞. Если в периодической
структуре все слои одинаковые kx,j = kx, что соответствует однородной среде,
заполняющей пространство, то «блоховские» волновые числа kb = ±kx и соб-
ственные числа λ = exp(ikxd) и λ−1 = exp(−ikxd).

Уравнение (16) может быть приведено к виду

2 cos(kbd) = trM. (19)

При фиксированных значениях kz и ω уравнение (19) определяет значения kb.
Циклическая перестановка матрицMj в выражении (12) не меняет след trM , что
соответствует циклической перенумерации слоёв. В соответствии с (18) волновое
число kb является вещественным только при условии

| trM | ⩽ 2, (20)

которое определяет области в пространстве (kz, ω), называющиеся разрешёнными
зонами† слоистой структуры. Области, где

| trM | > 2 (21)
†англ. allowed bands
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и, соответственно Im kb 6= 0, называются стоп-зонами†. Стоп-зоны в общем слу-
чае не являются запрещёнными зонами. Для запрещённой зоны условие (21) и
аналогичное условие для TE-волн должно быть выполнено в каком-то диапазоне
частот ω при любых волновых векторах kz. Запрещённая зона для электромаг-
нитных волн может быть реализована, например в специальных одномерных
фотонных кристаллах с анизотропными слоями [37; 50] или в двумерных фотон-
ных кристаллах [51; 52].

1.2.3 Дисперсионное соотношение для поверхностных волн

При наличии дефекта в периодической структуре возможно появление со-
стояния (ПЭВ), которое будет локализовано на нём. В рассматриваемой одномер-
ной структуре таким дефектом выступает нарушение периодичности слоистой
структуры. Распределение полей для поверхностной волны сильно локализова-
но на дефекте вдоль одного направления, при этом она распространяется вдоль
него. Дефект может быть не только локальным. Как показал И.Е. Тамм [53] гра-
ницу кристалла можно рассматривать в теории в качестве дефекта, на которой
возможно появление поверхностных состояний. Далее, бесконечную структуру с
границей будем называть полубесконечной.

Рассмотрим распространение электромагнитных волн вдоль границы раз-
дела между двумя полубесконечными периодическими структурами (Рис. 2).
И.Е. Тамм в работе [53] доказал, что теорема Блоха для волновой функции элек-
трона в кристалле верна и в случае полубесконечного кристалла. Значит теорема
Флоке––Ляпунова верна для рассматриваемых полубесконечных периодических
структур. Пусть полупространство x < 0 заполняет периодическая структура
из m слоёв с толщинами dl,j′ и диэлектрическими проницаемостями ε̂l,j′, где
i = 1, . . . , n′. Аналогично, полупространство x > 0 заполняет структура из n сло-
ёв с параметрами dl,j и ε̂l,j, где j = 1, . . . , n. Далее индекс l будет соответствовать
структуре в полупространстве x < 0, а индекс r— структуре в полупространстве

†англ. stop-bands или photonic band gap
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dr,1

ε̂r,1

dr,2

ε̂r,2

dr,3

ε̂r,3
· · ·

dr,n

ε̂r,n

dr

dl,m

ε̂l,m
· · ·

dl,2

ε̂l,2

dl,1

ε̂l,1

dl

· · ·· · ·

MrMl

drdl

z

x
O

dl,j′ и ε̂l,j′, j
′ = 1, . . . ,n′— толщины и тензоры диэлектрической проницаемости в

левой x < 0 периодической структуре. dr,j и ε̂r,j, j = 1, . . . ,n— толщины и тензо-
ры диэлектрической проницаемости в правой x > 0 периодической структуре.Ml

иMr матрицы переноса через период левой и правой структуры, соответственно.
Рис. 2 –– Схема границы раздела между соединёнными полубесконечными пери-

одическими слоистыми средами.

x > 0. Полные периоды обеих структур равны

dl =
n′∑
j′=1

dj′

и

dr =
n∑
j=1

dj,

соответственно. Матрицы переноса через период вычисляются как Ml =

Ml,1 . . .Ml,n′ и Mr = Mr,1 . . .Mr,n. Обозначим λr, λl собственные числа матриц
Mr,Ml по определению (17).

Для поверхностной волны распределения полей убывают при |x| → ∞. Это
означает, что дисперсионная криваяω(kz) для неё должна лежать в области (ω, kz),
соответствующей запрещённым зонамMr иMl одновременно. Тогда существует
только один способ выбрать собственный вектор [Hy(0) Ez(0)]

T в каждой перио-
дической среде. В среде x < 0 это вектор соответствующий собственному числу
λ−1l < 1, а в среде x > 0 — числу λr > 1. Только в этом случае волновые числа
kb,r, kb,l будут удовлетворять условию убывания полей при удалении от границы
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x = 0. К соотношениям между полями, получающихся из соотношений для соб-
ственных векторов (

Hy(0
+)

Ez(0
+)

)
= λrMr

(
Hy(0

+)

Ez(0
+)

)
, (22а)(

Hy(0
−)

Ez(0
−)

)
= λ−1l Ml

(
Hy(0

−)

Ez(0
−)

)
(22б)

нужно добавить условия непрерывности

Hy(0
+) = Hy(0

−), Ez(0
+) = Ez(0

−). (23)

Из соотношений (22) и (23) получается система линейных уравнений(
λrMr,11 − 1 λrMr,12

λ−1l Ml,11 − 1 λ−1l Ml,12

)(
Hy(0)

Ez(0)

)
= 0. (24)

Система уравнений (24) разрешимо только при условии равенства нулю де-
терминанта, что приводит к дисперсионному соотношению для поверхностных
волн

Ml,12

Ml,11 − λl
=

Mr,12

Mr,11 − λ−1r
. (25)

Уравнение (25) является неявной заданной функцией F (ω, kz) = 0. В случае, ко-
гда вместо одной из периодических структур, например левой, рассматривается
однородная полубесконечная среда, уравнение (25) можно упростить

ωεl,‖
ckx,l

=
Mr,12

Mr,11 − λ−1r
, (26)

где εl,‖ — компонента тензора диэлектрической проницаемости (2) среды, запол-
няющей полупространство x < 0, kx,l определяется аналогично kx,j (8). Здесь
предполагается, что kx,l мнимое число и Im kx,l > 0. Только в этом случае (26)
определяет дисперсию поверхностных волн.

1.2.4 Отражение и прохождение через периодическую среду конечной
толщины

При экспериментальном исследовании слоистых структур часто измеряют-
ся спектры коэффициентов отражения R(ω), прохождения T (ω) и поглощения
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A(ω) в зависимости от углов падения ϑ и поляризации падающего излучения.
Для исследования поверхностных волн используют геометрию нарушенного пол-
ного внутреннего отражения [54; 55], например в конфигурации Отто добавляют
тонкий слой с небольшой† диэлектрической проницаемостью ε0 толщины d0 меж-
ду призмой и слоистой средой.

d1

ε̂1

d2

ε̂2

d3

ε̂3
· · ·

dn

ε̂n

d

· · ·
d

z

x
O

ε0, d0
N периодов

ε̂l ε̂r

ε0, d0 — проницаемость и толщина тонкого диэлектрического слоя между полу-
пространством x < 0 и слоистой структуры. ε̂j, dj — проницаемость и толщина
слоёв в слоистой струкутре. ε̂l, ε̂r —диэлектрическая проницаемость «призмы» и

«подложки». Оптические оси всех материалов совпадают с осью Ox.
Рис. 3 –– Эскиз структуры для исследования объёмных в конечной слоистой пери-

одической среде и поверхностных волн на её границе.

Рассмотрим отражение света от слоистой структуры с конечным числом
периодов. На рисунке 3 схематически изображена структура для эксперименталь-
ного исследования. Она состоит из N периодов рассмотренной ранее слоистой
структуры и присоединённого к ней тонкого слоя толщиной d0 и диэлектрической
проницаемости ε0. Полная толщина структурыD = Nd+d0. Из полупространств
x < 0 с проницаемостью ε̂l и x > D с проницаемостью ε̂l на структуру падает
излучение, коэффициенты отражения и прохождения которого могут быть изме-
рены. В соответствии с (7) решения в области x < 0

Ex = C+
l e

ikx,lx + C−l e
−ikx,lx,

а в области x > D

Ex = C+
r e

ikx,r(x−D) + C−r e
−ikx,r(x−D).

†по сравнению с диэлектрической проницаемостью призмы
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Тогда C+
α , α = l, r соответствуют волне, бегущей в направлении x → +∞, а C−α

— бегущей в обратном направлении x → −∞. Пусть M матрица переноса через
период слоистой структуры, а M0 — через тонкий слой, тогда( (

C+
l + C−l

) ωεl,⊥
c(

−C+
l + C−l

) εl,⊥kx,l
εl,∥

)
= G

(
(C+

r + C−r )
ωεr,⊥
c

(−C+
r + C−r )

εr,⊥kx,r
εr,∥

)
, (27)

где

G = M0M
N =

(
g11 g12

g21 g22

)
—матрица переноса через всю структуру. Выражение дляN -ой степени матрицы
M может быть получено явно [43; 44; 56]

MN =

(
m11UN−1(p)− UN−2(p) m12UN−1(p)

m21UN−1(p) m22UN−1(p)− UN−2(p)

)
,

где p = trM/2 и UN(x) — полиномы Чебышёва второго рода

UN(x) =
sin [(N + 1) arccos x]√

1− x2
.

Если в уравнении (27) перегруппировать слагаемые, то можно получить мат-
рицу амплитуд отражённых rxl→l, r

x
r→r и прошедших txr→l, t

x
l→r волн(

C−l
C+
r

)
=

(
rxl→l txr→l
txl→r rxr→r

)(
C+
l

C−r

)
. (28)

Более подробно методы расчёта рассматриваются в [43; 44; 57; 58]. Коэффициен-
ты rxα→β, t

x
α→β выражаются через компоненты матрицы G

rxl→l =
k̃l(g11 − g12 k̃r/q0)− k̃r(g22 − g21 q0/k̃r)

k̃l(g11 − g12 k̃r/q0) + k̃r(g22 − g21 q0/k̃r)
,

rxr→r =
k̃r(g22 − g21 q0/k̃r)− k̃l(g11 − g12 k̃r/q0)

k̃l(g11 − g12 k̃r/q0) + k̃r(g22 − g21 q0/k̃r)
,

txl→r =
εl,⊥
εr,⊥
· 2k̃l

k̃l(g11 − g12 k̃r/q0) + k̃r(g22 − g21 q0/k̃r)
,

txr→l =
εr,⊥
εl,⊥
· 2k̃r

k̃l(g11 − g12 k̃r/q0) + k̃r(g22 − g21 q0/k̃r)
,

(29)
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где введены обозначения

k̃α =
kx,α
εα,‖

, α = l,r

и
q0 =

ω

c
.

Формулы (29) при G = I и изотропных средах ε̂l = εlI, ε̂r = εrI , где I —
единичная матрица, переходят в формулы Френеля для амплитуд отражения и
прохождения в p-поляризации для компоненты поля Ex

rxl→r =

√
εr cos θl −

√
εl cos θr√

εr cos θl +
√
εl cos θr

,

rxr→l =

√
εl cos θr −

√
εr cos θl√

εr cos θl +
√
εl cos θr

,

txl→r =
2
√
εl cos θl√

εr cos θl +
√
εl cos θr

(
sin θl
sin θr

)−1
,

txr→l =
2
√
εr cos θr√

εr cos θl +
√
εl cos θr

(
sin θr
sin θl

)−1
,

где θl,r — угол падения или преломления, в зависимости от стороны с которой
падает излучение, и по определению cos θl,r = k̃l,r

√
εl,r.

Коэффициенты отражения Rl→r, Rr→l, определяемые как отношение пото-
ков энергии падающей и отражённой волны, выражаются

Rl→r = |rxl→r|
2 ,

Rr→l = |rxr→l|
2 .

(30)

Если все среды не поглощающие, то коэффициенты прохождения Tl→r, Tr→l опре-
деляются из закон сохранения энергии

Tl→r = 1−Rl→r,

Tr→l = 1−Rr→l.

В случае когда некоторые материалы, входящие в конечную слоистую структуру,
имеют потери Im ε̂i > 0, необходимо учитывать поглощение излучения внутри
них. Тогда коэффициент прохождения определяется отношением потока энергии
прошедшей волны к потоку падающей, например Tl→r = 〈Sx,r〉/〈Sx,l〉, где 〈Sx,α〉
— усреднённая по времени нормальная к плоскостям слоёв компонента вектора
Пойнтинга в среде α. Для рассматриваемых TM-поляризованных плоских волн

〈Sx〉 = −
1

2
Re
(
EzH

∗
y

)
,
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и тогда коэффициенты прохождения выражаются

Tl→r =
ε2r,⊥
ε2l,⊥

k̃r

k̃l
|txl→r|

2 ,

Tr→l =
ε2l,⊥
ε2r,⊥

k̃l

k̃r
|txr→l|

2 ,

(31)

где предполагается, что k̃α, α = l, r вещественные. Коэффициенты поглощения
A определяются из закон сохранения энергии и равны Aα = 1 − Rα − Tα,
α = (l→ r), (r → l).

1.3 Модель структуры с анизотропными проводящими слоями

Рассмотрим полубесконечную периодическую слоистую структуру, состо-
ящую из слоёв двух типов. Первый слой толщиной di является обыкновенным
диэлектриком с проницаемостью εi, независящей от частоты ω. Второй слой
имеет толщину dm и является анизотропным проводником, диэлектрическая про-
ницаемость которого описывается диагональным тензором ε̂m(ω) вида (2), что
соответствует направлению оптической оси вдоль оси x. В качестве примера
рассматривается частотная дисперсия компонент ε̂m(ω), описываемая моделью
Друде––Лоренца с анизотропными плазменными частотами:

εα = ε∞α

(
1− Ω2

α

ω(ω + iγα)

)
, (32)

где α =⊥, ‖; Ω‖,Ω⊥ — плазменные частоты вдоль и поперёк слоя; γ⊥, γ‖ —
скорость затухания. В случае Ω⊥ = Ω‖ = Ω рассматриваемая модель ди-
электрической проницаемости может соответствовать обыкновенным металлам,
например золото, серебро, алюминий, которые используются в плазмонных струк-
турах [59––61]. Для простоты предполагается ε∞⊥ = ε∞‖ = ε∞m . Очевидно, что
ε⊥(ω)ε‖(ω) < 0 для частот ω из области между Ω⊥ и Ω‖. Эта область частот соот-
ветствует режиму «гиперболической» среды [19].

В качестве примеров натуральных материалов, проницаемость которых
описывается моделью (32), можно привести висмут [62], графит [63] и гексаго-
нальный нитрид бора [64]. Свойства последнего активно изучаются в настоящее
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диэлектрик
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εa — проницаемость среды в области x < 0. ε‖(ω), ε⊥(ω) — проницаемость ани-
зотропных проводящих слоёв в периодической структуре, εi — проницаемость
слоёв диэлектрика в периодической структуре. Их толщины обозначены dm и di

соответственно. Период структуры обозначен d = dm+ di. Оптическая ось анизо-
тропных слоёв направлена вдоль оси x.

Рис. 4 –– Эскиз полубесконечной периодической металл-диэлектрической струк-
туры с анизотропными проводящими слоями

время, а его слои используются в ван-дер-ваальсовских гетероструктурах† [14; 65].
Другой способ достичь подобный вид дисперсии проницаемости—индуцировать
анизотропию плазменной частоты с помощью приложения внешнего постоян-
ного магнитного поля [66]. Альтернативным методом, который упоминался во
Введении (часть 1.1), является использование искусственно изготавливаемых ма-
териалов с заданными эффективными характеристиками проницаемости ε̂m(ω)

в определённом диапазоне частот ω [9]. Для обозначения таких структур в ра-
боте [20] введён термин photonic hypercrystals. В качестве анизотропных слоёв
могут выступать полупроводниковые сверхрешётки, например Ω⊥ = 35ТГц и
Ω‖ = 25ТГц достигаются в сверхрешётках InGaAs/AlInAs [67]. В работах [68––71]
показано, что гиперболический режим может быть достигнут в широком диапа-
зоне длин волн от среднего инфракрасного диапазона до ультрафиолетового.

†англ. Van der Waals heterostructures
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1.4 Структура зон и поверхностные волны

Описанная в предыдущем параграфе модель металл-диэлектрической пе-
риодической слоистой структуры (МДС) исследовалась и рассматривалась в
литературе ранее. Чаще других рассматривается случайМДС с изотропными про-
водящими слоями (Ω⊥ = Ω‖ = Ω), что связано с использованием более простых
сред. В работах [72––75] были исследованы свойства собственных состояния в
бесконечных слоистых средах, их дисперсия, структура разрешённых и стоп-зон.
Впервые в работе [21] была теоретически рассмотрена модель бесконечной МДС
с анизотропными проводящими слоями, были исследованы свойства собственных
состояний в них и выделены основные отличия от случая МДС с изотропными
слоями. Поверхностные электромагнитные волны, распространяющиеся вдоль
слоёв по границе полубесконечной МДС, рассматривались только для структур с
изотропными проводящими слоями [32]. В работе [A4] впервые проанализирован
случай МДС с анизотропными слоями «металла». С помощью процедур, описан-
ных в параграфах 1.2.2 и 1.2.3, была вычислена структура стоп-зон и дисперсия
для TM-поляризованных поверхностных волн.

Далее, для общности, используются безразмерные параметры:

k̃z = kzd, ω̃ =
ωd

c
, x̃ =

x

d
, ξ =

dm
d
,

Ω̃α =
Ωαd

c
, γ̃α =

γd

c
, α =⊥, ‖,

(33)

где введено новое обозначение ξ — фактор заполнения периода слоистой струк-
туры проводящим слоем.

1.4.1 Металл-диэлектрическая структура с изотропными слоями

В качестве примера, от которого будем отталкиваться, рассмотрим структу-
ру (Рис. 4) с изотропными металлическими слоями. Для упрощения понимания
затухание (Im εm = 0) в металлических слоях не будет учитываться. Учёт затуха-
ния приведёт к изменению дисперсии объёмных и поверхностных волн для частот
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ω ≈ Ω и к конечной длине распространения поверхностных волн, которая опре-
деляется величиной Im kz > 0. Таким образом Ω̃⊥ = Ω̃‖ ≡ Ω̃ и γ̃⊥ = γ̃‖ = 0.

На рисунке 5 изображена структура разрешённых зон в бесконечной МДС
с изотропными проводящими слоями и дисперсия ПЭВ, распространяющихся
вдоль слоёв по границе МДС и изотропного диэлектрика (Рис. 4). Для наглядно-
сти представления и сравнения со случаем анизотропных слоёв были выбраны
следующие материальные параметры: ξ = 0.77, εi = 1.8, Ω̃ = 3, ε∞m = 9.5 для
структуры МДС и εa = 5 проницаемость контактирующего диэлектрика. Серым
цветом показаны разрешённые зоны МДС. Красные сплошные линии — диспер-
сия ПЭВ. Для наглядности на графике (Рис. 5) изображены световые конусы всех
материалов: сплошной синей и пунктирной зелёной линиями— световые конусы
контактирующего диэлектрика и диэлектрических слоёв в МДС, голубым цветом
и пунктирно-прерывистой линией— световой конус в металлических слояхМДС.
Цифрами обозначены различные типы поверхностных волн.

В зависимости от частоты МДС может функционировать в двух разных ре-
жима. При ω < Ω — «металлический» режим, так как εm < 0 в этом диапазоне
частот. И «диэлектрический» режим (режим РБО) при ω > Ω, так как проница-
емости всех слоёв в МДС положительны и ε∞m 6= εi. Из рисунка 5 видно, что в
«металлическом» режиме есть две не связанных разрешённых зоны. Они соответ-
ствуют зонам коллективных ППП на границе металла с εm и диэлектрика с εi [32].
Более низкая по частоте — симметричным, а более высокая с отрицательной дис-
персией — асимметричным. В области ω > Ω начинается спектр разрешённых
зон РБО [76––78], который полностью расположен в световом конусе слоёв метал-
ла МДС, определяемом

ω̃ ⩾

√
Ω̃2 +

k̃2z
ε∞m

,

при этом εi < ε∞m .
Дисперсия всех поверхностных волн начинается с границы светового кону-

са диэлектрика с εa (синяя прямая на рисунке 5) и лежит в запрещённой зонеМДС.
В рассматриваемой структуре существует три разных типа поверхностных волн:
таммовские ППП [32; 79], волны Ленгмюра [80] и таммовские поверхностные
волны [78; 79; 81]. Они соответственно обозначены цифрами 1––3 на рисунке 5.
Каждый из этих типов связан со знаком εm(ω).

Таммовские ППП соответствуют коллективным ППП на границах метал-
лических диэлектрических слоёв в МДС, которые связаны друг с другом из-за
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(формула (8))

ω̃ = k̃z/
√
εa

ω̃ = k̃z/
√
εi

ω̃ =
√

Ω̃2 + k̃2z/ε
∞
m

поверхностные
волны

1а— симметричный таммовский ППП, 1б— асиметричный таммовский ППП, 2
— вырожденные продольные волны Ленгмюра, 3 — таммовские поверхностные

волны.
Рис. 5 –– Зонная структура МДС с изотропными проводящими слоями и диспер-
сия поверхностных электромагнитных волн, распространяющихся вдоль слоёв по
границе между МДС и средой с проницаемостью εa (Рис. 4). Параметры структу-

ры: ξ = 0.77, εi = 1.8, Ω̃ = 3, ε∞m = 9.5, εa = 5.

конечности толщины слоёв. Связь определяется экспоненциальными «хвостами»
спадания распределения поля при удалении от границы. Дисперсионная кривая
таммовских ППП всегда лежит в области ω < Ω. Для рассматриваемой МДС су-
ществует две ветки, соответствующие симметричному и асимметричному ППП,
которые обозначены 1а и 1б. В длинно-волновом пределе k̃z � ω̃ их частота
стремится к частоте поверхностного плазмонного резонанса ω̃sp на границе ме-
таллического слоя и диэлектрика с проницаемостью εi

ω̃sp =
Ω̃√

1 + εi,m
≈ 2.75, (34)

где относительная проницаемость εi,m = εi/ε
∞
m . Здесь возникает вопрос: почему

предельная частота ω̃sp в этом случае определяется εi, а не проницаемостью εa?
Этот вопрос выходит за рамки этой работы и частично разбирается в работе [32]



26

вместе с исследованием свойств таммовских ППП. ППП на границе между метал-
лом и диэлектриком хорошо изучены и описаны в литературе [82].

При ω > Ω МДС функционирует в «диэлектрическом» режиме и может
быть рассмотрена как РБО со слоями ε∞m , εi. Хорошо известно, что вдоль слоёв по
границемежду диэлектриком с проницаемостью εa и РБОмогут распространяться
поверхностные волны, если выполнено соотношение max(ε∞m , εi) > εa. Этот тип
поверхностных волн был назван поверхностными волнами Тамма по аналогии с
поверхностными электронными состояниями в кристалле [53]. Их свойства тоже
хорошо изучены и описаны в литературе [24; 78; 81]. Для них характерны осцил-
ляции распределения поля в каждом из слоёв РБО и экспоненциальное падение
при удалении от границы. Первое связано с тем, что дисперсия поверхностных
волн Тамма лежит внутри светового конуса обоих материалов РБО. Второе — с
тем, что дисперсия поверхностных волн лежит внутри запрещённой зоны РБО.

Горизонтальная прямая на частоте ω̃ = Ω̃ соответствует продольным вол-
нам Ленгмюра в слоях металла, дисперсия которых определяется уравнением
εm(ω, k) = 0 в общем случае. Волны Ленгмюра представляют собой коллектив-
ные осцилляции свободных зарядов. Для этих волн B = H ≡ 0, что следует
из уравнений Максвелла. Распределение поля E 6= 0 в них может быть выбрано
таким образом, чтобы удовлетворить всем граничными условиям и условию убы-
вания поля при удалении от границы МДС. Первое условие это равенство Ez = 0

на всех границах металлических слоёв, при этом D ≡ 0 в них и удовлетворяет
другим граничным условиям. Если не учитывать пространственную дисперсию
εm, то волныЛенгмюра бесконечно вырождены по распределениям поля в каждом
слоев, имеют нулевую групповую скорость, не переносят энергию и не являются
поверхностными в строгом смысле. Учёт пространственной дисперсии εm(ω, k)

приведёт к снятию вырождения при конкретной частоте ω.

1.4.2 Металл-диэлектрическая структура с анизотропными слоями

Теперь рассмотрим зонную структуру и дисперсию ПЭВ на границе МДС
с анизотропными проводящими слоями. Основное различие от МДС с изотроп-
ными слоями, рассмотренной в предыдущей части, — это появление «гипер-
болического» режима функционирования МДС для частот ω из области между
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Ω⊥ и Ω‖. Как было сказано ранее, это соответствует частотам, для которых
ε⊥(ω)ε‖(ω) < 0. Существует два принципиально различных случая Ω⊥ < Ω‖ и
Ω⊥ > Ω‖. Режим РБО в МДС с анизотропными проводящими слоями реализуется
при ω > max

(
Ω⊥,Ω‖

)
, а «металлический» режим— при ω < min

(
Ω⊥,Ω‖

)
. Чтобы

провести наглядное сравнение параметры МДС и контактирующего диэлектрика
были выбраны такими же как для МДС с изотропными слоями, кроме плазмен-
ных частот Ω̃⊥,‖.

Случай Ω⊥ < Ω‖
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1 — таммовский ППП, 2 — поверхностные волны Тамма––Ленгмюра, 3 — там-
мовские поверхностные волны. Треугольниками показаны значения (k̃z, ω̃), для

которых построены распределения Ez(x), Hy(x) (Рис. 8)
Рис. 6 –– Зонная структураМДС с анизотропными проводящими слоями и диспер-
сия поверхностных электромагнитных волн, распространяющихся вдоль слоёв по
границе между МДС и средой с проницаемостью εa (Рис. 4). Параметры структу-

ры: ξ = 0.77, εi = 1.8, Ω̃⊥ = 2, Ω̃‖ = 4, ε∞m = 9.5, εa = 5.
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На рисунке 6 изображена структура зон МДС с анизотропными проводящи-
ми слоями и дисперсия ПЭВ на её границе с диэлектриком (Рис. 4). Плазменные
частоты были выбраны равными Ω̃⊥ = 2 и Ω̃‖ = 4. Из рисунка видно, что
могут распространяться 3 типа волн, в каждом из диапазонов частот. Для по-
верхностных волн Тамма ω > Ω‖, и они обозначены цифрой 3. Таммовские
плазмон-поляритоны распространяются при ω < Ω⊥ и обозначены цифрой 1. Для
случая анизотропных проводящих слоёв предельная частота ППП определяется
из уравнения ε⊥(ω̃

∗
sp)ε‖(ω̃

∗
sp) = ε2i , решение которого приводит к выражению по-

хожему на (34)

ω̃∗sp =
Ω̃∗√

1 + ε∗i,m
, (35)

где эффективные параметры Ω̃∗ = 〈Ω̃〉
√
1− δ2 и ε∗i,m =

√
ε2i,m + δ2 определяются

через среднюю частоту

〈Ω̃〉 =

√
Ω̃2
⊥ + Ω̃2

‖

2

и параметр анизотропии

δ =
Ω̃2
‖ − Ω̃2

⊥

Ω̃2
‖ + Ω̃2

⊥
.

Соответственно −1 ⩽ δ ⩽ 1, δ > 0 соответствуют случаю Ω⊥ < Ω‖, и δ <

0 — случаю Ω⊥ > Ω‖. Частоты Ω̃‖,⊥ выражаются через эти параметры Ω̃‖,⊥ =

〈Ω̃〉
√
1± δ. Для рассматриваемой МДС ω̃∗sp ≈ 1.98.
Из сравнения рисунков 5 и 6 можно заметить, что при учёте анизотропии Ω̃

снимается вырождение волн Ленгмюра. Линия ω̃ = Ω̃ на рисунке 5 расщепляет-
ся во множество разрешённых и стоп-зон на рисунке 6. Структура разрешённых
зон и свойства волн, распространяющихся в бесконечной МДС, были подробно
изучены в работе [21]. Весь спектр зон зажат между Ω̃⊥ и Ω̃‖. При этом в каждой
стоп-зоне существует одна ветка ПЭВ, что было впервые показано в работе [A4].
На рисунке 6 изображены только первые четыре, которые обозначены цифрой 2.
Этот тип ПЭВ не анализировался в литературе ранее, и впервые его существо-
вание было предсказано в работе [A4], а волны были названы поверхностными
волнами Тамма––Ленгмюра. Как было отмечено ранее, эти ПЭВ на границеМДС с
анизотропными проводящими слоями существуют наравне с таммовскими ППП
и поверхностными волнами Тамма.
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Случай Ω⊥ > Ω‖

Зонная структура МДС с анизотропными проводящими слоями при
Ω⊥ > Ω‖ имеет другой вид, в основном, для «гиперболического» режима ко-
гда Ω‖ < ω < Ω⊥ (Рис. 7). Параметры сред были выбраны такими же как в МДС
с изотропными слоями, за исключением Ω̃‖ = 2, Ω̃⊥ = 4. Аналогично преды-
дущему случаю вырожденный спектр волн Ленгмюра расщепляется в серию
разрешённых и стоп-зон, которые зажаты в диапазоне частот (Ω‖,Ω⊥).
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1 — таммовский ППП, 2 — поверхностные волны Тамма––Ленгмюра, 3 — там-
мовские поверхностные волны.

Рис. 7 –– Зонная структураМДС с анизотропными проводящими слоями и диспер-
сия поверхностных электромагнитных волн, распространяющихся вдоль слоёв по
границе между МДС и средой с проницаемостью εa (Рис. 4). Параметры структу-

ры: ξ = 0.77, εi = 1.8, Ω̃⊥ = 4, Ω̃‖ = 2, ε∞m = 9.5, εa = 5.

В каждой стоп-зоне имеется поверхностное состояние, называемое поверх-
ностной волной Тамма––Ленгмюра, дисперсия которого начинается со светового
конуса диэлектрика с проницаемостью εa. На рисунке 7 изображено только пер-
вые 5 веток волн Тамма––Ленгмюра. Таммовские ППП и поверхностные волны
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Тамма также сохраняются в соответствующих диапазонах частот. Предельные ча-
стоты таммовских ППП также определяются формулой (35) для ω̃∗sp, поскольку
она не зависит от знака фактора анизотропии δ. Главное отличие случая Ω⊥ > Ω‖

от случаяΩ⊥ < Ω‖ заключается в отрицательной дисперсии волн Тамма––Ленгмю-
ра в первом, потому что групповая скорость ПЭВ ṽg = ∂ω̃/∂k̃z < 0 в этом случае.

1.5 Свойства поверхностных волн Тамма––Ленгмюра

В этой части приводится анализ свойств волн Тамма––Ленгмюра, проведён-
ный в работе [A4].

После детального рассмотрения зонной структуры бесконечнойМДС с ани-
зотропными проводящими слоями [21] логично ожидать дисперсию ПЭВ такого
же знака, что и подтверждается расчётами на рисунках 6 и 7. В зависимости от
знака фактора анизотропии δ волны Тамма––Ленгмюра могут иметь групповую
скорость vg разного знака. В случае δ > 0, или Ω⊥ < Ω‖ что то же самое, они
имеют vg > 0 и, соответственно, положительную дисперсию. А в случае δ < 0

или Ω⊥ > Ω‖ групповая скорость vg < 0 и дисперсия отрицательна†.
На рисунке 8 приведены распределения компонент полей Ez, Hy в ПЭВ

на границе МДС с анизотропными проводящими слоями (Рис. 4). Конкретные
выбранные значения (k̃z, ω̃) отмечены треугольниками на рисунке 6. Для там-
мовских ППП распределения компонент поля экспоненциально спадают как при
удалении от каждой границы, так и вглубь МДС. Из-за небольшой толщины сло-
ёв диэлектрика внутри МДС это выражено не столь явно, как для металлических
слоёв. Так как в рассматриваемой МДС выполнено условие εi < εa < ε∞m , то
для поверхностных волн Тамма поля осциллируют только в анизотропных слоях.
Номер моды n определяется по числу осцилляций компоненты Ez в проводя-
щем слое. Распределения полей быстро спадают с каждым периодом, потому что
выбранные точки находятся достаточно глубоко внутри стоп-зоны МДС. Для по-
верхностных волн Тамма––Ленгмюра распределения похожи на распределения
полей для волн Ленгмюра [21] в плоско-параллельном волноводе с анизотропной
плазменной частотой. Они имеют осциллирующий характер в слоях металла и

†В английской литературе также используются термины forward wave и backward wave для волн с по-
ложительной и отрицательной дисперсией
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n = 0, . . . , 3 нумеруют ветки поверхностных волн Тамма––Ленгмюра с уменьше-
нием ω̃ от Ω̃⊥.

Рис. 8 –– Распределение компонент Ez, Hy для поверхностных волн на границе
МДС с анизотропными проводящими слоями (случай Ω⊥ < Ω‖) в выбранных точ-

ках (k̃z, ω̃) на рисунке 6.
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экспоненциальное поведение внутри диэлектрических. Волны Тамма––Ленгмюра
наследуют свойства объёмных волн Ленгмюра, а их распределение полей в чём-то
похоже на поверхностные волны Тамма в РБО, поэтому они и были так названы.

Важно отметить, что в квазистатическом пределе kz � ω/c поверхностные
волны Тамма––Ленгмюра, как и таммовский ППП, не исчезнут, в отличие от по-
верхностных волн Тамма. Это можно объяснить тем, что при k̃z � ω̃ частота
каждой моды Тамма––Ленгмюра стремится к Ω̃‖. Исследование объёмных и по-
верхностных волн в МДС в квазистатическом пределе было сделано в работах
[75], но без рассмотрения волн Тамма––Ленгмюра.

Как упоминалось ранее, в рассматриваемой модели диэлектрической прони-
цаемости анизотропных слоёв металла число волн Тамма––Ленгмюра бесконечно.
В реальных системах число мод будет ограничено пространственной дисперсией
диэлектрической проницаемости в анизотропных проводящих слоях для коротких
длин волн и поглощением. Например, для короткопериодных полупроводниковых
сверхрешёток границы применимости описанного рассмотрения определяются
границами применимости метода эффективной среды [83].

Поглощение волн Тамма––Ленгмюра

До этого момента ПЭВ рассматривались без учёта поглощения в средах. В
этой части рассмотрим каким образом повлияет поглощение на свойства ПЭВ,
в частности волн Тамма––Ленгмюра, в первом приближении. Для упрощения
расчётов будет учтено поглощение только в проводящих слоях, и для простоты
положим γ̃‖ = γ̃⊥ = γ̃ � Ω̃⊥, Ω̃‖. Следующий шаг — учёт анизотропии γ̃‖ 6= γ̃⊥,
поглощения в диэлектриках Im εi, Im εa, выходит за рамки данной работы. Остано-
вимся только на качественном сравнении разных типов ПЭВ вМДС между собой,
для чего описанного выше приближения будет достаточно.

Учёт поглощения приводит к тому, что энергия ПЭВ при распростране-
нии будет поглощаться в средах с потерями, а ПЭВ будет иметь характерную
длину распространения. Это означает, что решения k̃z(ω) уравнения (26) будут
комплексными и Im k̃z > 0. Законы дисперсии ПЭВ не изменятся в первом при-
ближении по γ̃/Ω̃⊥,‖ � 1 до момента Re k̃z ∼ Im k̃z. Величина χ(ω) называется
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figure-of-merit

χ(ω) =
Re kz
Im kz

и описывает характерную длину пробега ПЭВ, измеренную в длинах волн самой
ПЭВ. Бо́льшая величина χ(ω) отвечает меньшему поглощению и большей длине
распространения ПЭВ.

На рисунке 9 построена зависимость величины χ(ω̃), начиная со светового
конуса ω̃ = k̃z/

√
εa, для всех типов ПЭВ на границе МДС с анизотропными про-

водящими слоями для случая Ω⊥ < Ω‖ (Рис. 4 и 6). χ(ω̃) была рассчитана путём
численного решения уравнения (26) при γ̃ = 0.01. В качестве начального прибли-
жения были взяты точки k̃z при минимальной частоте ω̃, отвечающей конкретной
ветке дисперсии ПЭВ, вычисленные при γ̃ = 0. Далее, уравнение (26) решалось с
маленьким шагом по ω̃, где в качестве начального приближения использовалось
значение k̃z на предыдущем шаге.
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Рис. 9 –– Зависимость величины figure-of-meritχ(ω) = Re kz/ Im kz для различных
типов ПЭВ на границе МДС с анизотропным проводящими слоями (Рис. 4 и 6) с

учётом поглощения в проводящих слоях γ̃⊥ = γ̃‖ = 0.01.

Поверхностные волны Тамма––Ленгмюра слабо локализованы внутриМДС
и для них величина χ → 0 при удалении от светового конуса, то есть с ростом ω̃.
Бо́льшие значения χ для всех ПЭВ в начале кривых объясняются слабой локали-
зацией в диэлектрике εa вблизи его светового конуса. Для поверхностных волн
Тамма величина χ растёт с увеличением частоты ω̃, что связано с уменьшением
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Im ε⊥,‖(ω) в модели Друде––Лоренца (32) для больших частот. Уменьшение χ(ω̃)
для частот ω̃ вблизи Ω̃⊥ и Ω̃‖ связано с тем, что групповая скорость vg → 0 для
волн Тамма––Ленгмюра и таммовского ППП.

В приближении Re ε⊥,‖ � Im ε⊥,‖ из основного уравнения дисперсии (26)
может быть получено аналитическое выражение χ(ω̃) для волн Тамма––Ленгмюра

χ(ω̃) =
2

γ̃ω̃

∣∣∣∣∣∣
(
ω̃2 − Ω̃2

⊥

)(
ω̃2 − Ω̃2

‖

)
Ω̃2
⊥ − Ω̃2

‖

∣∣∣∣∣∣ . (36)

Используя определённые ранее величины средней частоты 〈Ω̃〉 и фактора анизо-
тропии δ, выражение (36) может быть преобразовано к виду

χ(ω̃) =
〈Ω̃〉
γ̃

f(s, δ),

где f(s, δ) — универсальная функция

f(s, δ) = δ
1− s2√
1 + sδ

,

a s ∈ (−1; 1) определяется выражением ω̃ = 〈Ω̃〉
√
1 + sδ. Максимум f(s, δ) до-

стигается в точке

s∗ = − δ

2 +
√
4− 3δ2

.

Знак s∗ зависит от знака δ, что приводит к тому, что ω̃ для которой достигается
χ(ω̃) всегда меньше 〈Ω̃〉. Для рассматриваемой МДС максимум f(s, δ) достигает-
ся при s∗ ≈ −0.16, которой соответствует частота ω̃ ≈ 3. Из рисунка 9 видно, что
формула (36) хорошо согласуется с численным расчётом для волн Тамма––Ленг-
мюра с большими номерами, что соответствует k̃z → ∞.

1.6 Возбуждение волн Тамма––Ленгмюра

Спектр волн Тамма––Ленгмюра может быть исследован в экспериментах по
измерению спектров коэффициента отражения Rp(ω) от конечных структур при
различных углах падения в геометрии нарушенного полного внутреннего отраже-
ния (НПВО) [54; 55]. В этом случае свет p-поляризации падает через призму с
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больши́м показателем преломления на тонкий диэлектрической слой с меньшим
показателем преломления, который обеспечивает связь с МДС. Схематическое
изображение эксперимента представлено на рисунке 10.

... 25 периодов

ϑ

E(ω)

εp
εa

ε⊥, ε‖εi

Подложка
εs = εi

Рис. 10 –– Эскиз экспериментальной установки для исследования поверхностных
волн Тамма––Ленгмюра в геометрии нарушенного полного внутреннего отраже-

ния εp > εa.

В качестве примера будет рассмотрена конечная МДС, состоящая из 25 пе-
риодов. Параметры структуры взяты такими же, как и для расчёта зонной структу-
ры в пункте 1.4.2. Структура стоит на подложке из диэлектрика с проницаемостью
εi, который составляет один из слоёвМДС. Диэлектрическая проницаемость приз-
мы была взята εp = 15. Тонкий слой между призмой и МДС имеет толщины dm/2

является диэлектриком εa, который рассматривался в расчёте дисперсии волн Там-
ма––Ленгмюра в пункте 1.4.2.

С помощью полученной в пункте 1.2.4 формулы (30) для коэффициента
отражения волн p-поляризации Rl→r в работе [A4] была вычислена карта коэффи-
циента отражения Rp(ω̃, k̃z), которая изображена на рисунке 11. Проекция волно-
вого вектора в этом случае определяется углом падения ϑ как k̃z = ω̃

√
εp/ sinϑ ≈

35.26◦. При углах падения ϑ < arcsin
√

εa/εp условие полного внутреннего от-
ражения для света падающего на границу призмы и диэлектрического слоя не
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Цветом показана величина 0 ⩽ Rp ⩽ 1. Параметры структуры: ξ = 0.77, εi =

1.8, Ω̃⊥ = 2, Ω̃‖ = 4, ε∞m = 9.5, γ̃⊥ = γ̃‖ = 0.01. Проницаемость призмы εp = 15.
Слой между призмой и МДС имеет толщину dm/2 и проницаемость εa = 5.

Рис. 11 –– Карта коэффициента отражения в p-поляризации от конечной МДС с
анизотропными слоями, состоящей из 25 периодов, в геометрии нарушенного пол-

ного внутреннего отражения.

выполнено. Условие возбуждения ПЭВ отвечает обратному условию и соответ-
ственно области между световыми конусами ω̃ = k̃z/

√
εp и ω̃ = k̃z/

√
εa.

На карте хорошо видны особенности в виде минимумом величины Rp,
связанные как с разрешённой зоной МДС, так и с ПЭВ. Наборы близко распо-
ложенных локальных минимумов Rp из ≈ 25 штук соответствуют разрешённым
зонам бесконечной МДС. Минимумы, отщеплённые от них, более глубокие и со-
ответствуют поверхностным волнам. Также можно отметить, что при скользящих
углах падения ϑ ≈ π/2 заметны минимумы отвечающие только ПЭВ, в данном
случае ППП и волнам Тамма––Ленгмюра. Это обстоятельство потенциально мо-
жет помочь при анализе спектров Rp(ω), измеренных в эксперименте.

Измерение полной карты отражения (Рис. 11) даёт информацию о дис-
персии ПЭВ, но может быть затруднительным в эксперименте, так как требует
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1— таммовский ППП, 2— волны Тамма––Ленгмюра, 3— волна Тамма

Рис. 12 –– Спектр коэффициента отражения Rp(ω̃) от конечной МДС с анизо-
тропным слоями, состоящей из 25 периодов, в геометрии нарушенного полного
внутреннего отражения при угле падения ϑ = 45° (срез карты отражения на ри-

сунке 11).
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измерения Rp в широком диапазоне частот и углов падения. На рисунке 12 изоб-
ражён один из спектров Rp(ω) при угле падения ϑ = 45°. Для более наглядного
представления на него нанесены серые области, соответствующие разрешённым
зонам бесконечной МДС. На этом срезе карты отражения более явно видны набо-
ры минимумов, которые попадают в разрешённую областьМДС. На увеличенных
вставках видно в наборах конечное числоминимумов, что связано с конечным чис-
лом периодов МДС. Минимумы, которые попадают в стоп-зоны МДС, отвечают
резонансам связанным сПЭВ, распространяющимся, в данном случае, по границе
МДС и тонкого диэлектрического слоя εa. Цифрами обозначены минимумы, свя-
занные с различными типами ПЭВ: 1 — таммовский ППП, 2 — поверхностные
волны Тамма––Ленгмюра, 3 — поверхностная волна Тамма.

Проанализировав карту и спектр отражения (Рис. 11 и 12), можно отметить
ряд особенностей, которых нет при анализе ПЭВ в бесконечной структуре без
поглощения в пункте 1.4.2.

Минимум Rp, отвечающий таммовскому ППП, значительно меньше по ве-
личине чем минимумы, отвечающие волнам Тамма––Ленгмюра и волне Тамма.
Это связано с двумя факторами. Из-за конечной толщины слоя диэлектрика ПЭВ
могут излучаться в призму с бо́льшим показателем преломлениям, что приводит
к конечной ширине минимума в спектре. Второй фактор связан со структурой зон
бесконечной МДС. Кривая дисперсии таммовского ППП проходит близко к зоне
коллективных ППП бесконечной МДС, что приводит к наложению минимумов
Rp и невозможности их различить.

В области гиперболического режима Ω⊥ < ω < Ω‖ в спектре отражения
наблюдаются локальные минимумы, связанные как с разрешённой зоной беско-
нечной МДС, так и с поверхностными волнами Тамма––Ленгмюра. Особенности,
связанные с разрешёнными зонами, хорошо различимы только для первых трёх
зон с большими частотамиω. Для следующих зон провал, соответствующий волне
Тамма––Ленгмюра, накладывается на минимумы для разрешённой зоны, и их не
получается различить. В отличие от спектра ПЭВ в структуре без поглощения
(Рис. 6), где кривые дисперсии волн Тамма––Ленгмюра начинаются с k̃z ≈ 13, осо-
бенности в спектре поглощения проявляются и при меньших значениях k̃z. Что
может быть связано как с учётом γ̃ 6= 0, так и с конечной толщиной МДС и ди-
электрической прослойки. Видно, что один большой локальный минимум всегда
сохраняется, и он связан с возбуждением поверхностных волн Тамма––Ленгмюра.
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В рассмотренном спектре лучше всего проявляются особенности Rp(ω), ко-
торые связаны с возбуждением именно ПЭВ, а не объёмных волн МДС.

1.7 Выводы к главе 1

С помощью математических методов, описанных в части 1.2, теоретически
исследован спектр поверхностных электромагнитных волн, распространяю-
щихся по поверхности вдоль слоёв полубесконечной анизотропной металл––
диэлектрической периодической структуры. Предсказано существование ра-
нее не описанного в литературе типа поверхностных электромагнитных волн
в слоистой среде, которые были названы поверхностными волнами Тамма––
Ленгмюра. Они существуют в металл-диэлектрических структурах, в которых
диэлектрическая проницаемость металлических слоёв может быть описана мо-
делью Друде––Лоренца с анизотропной плазменной частотой. Спектр волны
Тамма––Ленгмюра лежит между спектрами волн Тамма, лежащий в высокоча-
стотной области, и спектром поверхностных плазмон-поляритонов. Анизотропия
приводит к снятию вырождения продольных волн Ленгмюра в различных ме-
таллических слоях и к появлению спектра стоп-зон, в которых лежат кривые
дисперсии поверхностных электромагнитных волн. Показано, что волны Тамма––
Ленгмюра могут иметь как положительную, так и отрицательную дисперсию,
что зависит от анизотропии плазменной частоты. Проанализированы распреде-
ления полей для поверхностных волн, характерной особенностью волн Тамма––
Ленгмюра является осциллирующее поведение внутри слоёв металла и экспонен-
циальное спадание в слоях диэлектрика. Проведённое численное моделирование
эксперимента по измерению коэффициента отражения от структур с конечным
числом слоёв (25 периодов) показало, что определённые минимумы в спектрах
отражения связаны с именно волнами Тамма––Ленгмюра. Не смотря на бли-
зость особенностей к разрешённой зоне бесконечной структуры, более ярко
проявляется особенность, связанная именно с поверхностными волнами, а не
с разрешённой зоной.
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Глава 2. Продольные моды шепчущей галереи

2.1 Введение

Существование волн продольной поляризации в веществе с ненулевым
волновым вектором связано с пространственной дисперсией диэлектрической
проницаемости и/или магнитной восприимчивости. Пространственной дисперси-
ей называется нелокальность отклика среды, что означает зависимость вектора
индукцииD в конкретной точке от значений электрического поляE в окрестности
этой точки. В Фурье-представлении это приводит к зависимости проницаемости
или восприимчивости от волнового вектора волны. Она может играть важную
роль вблизи таких частот ω, которые близки к особенностям, например к краю
фундаментального поглощения в полупроводниках, к спектру экситонов, к спек-
тру фононов или к плазменной частоте в металлах. Вопросы, связанные с вли-
янием пространственной дисперсии на оптические свойства среды, исследуются
давно [84––87], начиная с пионерских работ [88––90]. В настоящее время наблюда-
ется определённый интерес к исследованию эффектов в метаматериалах, которые
могут быть описаны в определённом диапазоне частот эффективной проницаемо-
стью и/или восприимчивостью с пространственной дисперсией [68; 91––93].

В большинстве случаев пространственная дисперсия слабая, а её учёт не
приводит к новым эффектам, поэтому чаще всего ей пренебрегают. Однако быва-
ют случаи, в которых наблюдается сильная пространственная дисперсия [68]. Так
вблизи частот, соответствующих возбуждениям (экситонам, фононам, плазмонам
и др.) в среде, влияние пространственной дисперсии [84; 94] может приводить
к существенным качественным эффектам. Это может выражаться в виде появ-
ления дополнительных волн (ДВ) в среде. Возможность распространения ДВ
означает, что при рассмотрении границы между двумя средами стандартных макс-
велловских граничных условий уже будет недостаточно для определения всех
амплитуд, и необходимо накладывать дополнительные граничные условия (ДГУ)
[84; 95––97].

Дополнительные волны могут быть не только поперечной поляризации, но
и продольной. Для продольных волн характерно равенство нулю электрической
индукции при отличном от нуля электрическом поле. В изотропных однородных
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средах без учёта пространственной дисперсии это соответствует условию равен-
ства нулю диэлектрической проницаемости ε(ω) = 0, что возможно, например,
для идеальных металлов. Их групповая скорость в этом приближении равна нулю,
и они не переносят энергию [98]. В полупроводниках и диэлектриках также могут
существовать продольные волны, но связанные уже именно с пространственной
дисперсией проницаемости [84]. Так в работе [93] было проанализировано взаим-
ное влияние пространственной дисперсии и анизотропии плазменной частоты на
волны в анизотропных МДС структурах, рассматриваемых в главе 1.

Теория дополнительных волн в приближении слабой пространственной дис-
персии развивалась в работах [84; 99; 100]. В тоже время, вопрос как о конкретном
виде ДГУ, так и о необходимости их использования в общем случае, значительно
более сложен и до конца не решён [101––105]. Различные виды ДГУ рассматрива-
лись во многих работах [84; 86], и предположений о дополнительной линейной
связи поляризации и электрического поля на границе среды часто бывает доста-
точно.

В главе будет рассматриваются дополнительные и обычные волны в микро-
резонаторах, изготовленных из среды с пространственной дисперсией.

2.2 Теория распространения волн в средах с пространственной дисперсией

Отклик однородной изотропной среды на электромагнитную волну
∝ exp(ikr− iωt) может быть описан двумя величинами: диэлектрической прони-
цаемостью ε(ω, k) и магнитной восприимчивостью µ(ω, k). Зависимость ε, µ от k
часто называют пространственной дисперсией. В большинстве случае она мала
и ей пренебрегают. В тоже время, частотной дисперсией µ можно пренебречь и
считать µ = 1 для частот ω � ωm, где ωm это частота магнитного резонанса [106].

С другой стороны, в однородной и изотропной среде, инвариантной от-
носительно преобразования инверсии, существует только два истинных тензора
второго ранга: δij и kikj/k

2 [107]. Тогда общий вид тензора диэлектрической про-
ницаемости может быть записан в виде

ϵij(ω,k) = εl(ω, k)
kikj
k2

+ εt(ω, k)

(
δij −

kikj
k2

)
, (37)
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где εl(ω, k) называется продольной проницаемостью, а εt(ω, k)— поперечной по
отношению к направлению волнового вектора k. Зависимость ϵij от k формально
стоило бы назвать пространственной дисперсией диэлектрической проницаемо-
сти, но строго говоря пространственной дисперсией называется зависимость от k
именно функций εl, εt. Если отсутствует пространственная дисперсия и εl = εt, то
тензор проницаемости диагонален ϵij ∝ δij и не зависит явным образом от k.

Величины ε(ω,k), µ(ω,k) и εl(ω,k), εt(ω,k) связаны друг с другом соотноше-
ниями:

ε(ω, k) = εl(ω, k), (38)
1

µ(ω, k)
= 1 +

ω2

c2k2
(εl(ω, k)− εt(ω, k)) . (39)

По виду выражения (39) понятно, что функция µ(ω) не зависит от k только при
условии εl(ω, k) − εt(ω, k) ∝ k2. Если при этом зависимостью от k в ε(ω, k)

мы пренебрегаем, то поперечная проницаемость должна иметь вид εt(ω, k) =

ε(ω) + α(ω)k2 с точностью до k2. Здесь не конкретизируется параметр малости
разложения ∝ k2. А значит в εt учтена пространственная дисперсия. Это озна-
чает, что стоит быть аккуратным при работе в представлении величин ε(ω) и
µ(ω) 6= 1 вместе с пространственной дисперсией. Именно различие εl, εt опреде-
ляет магнитные свойства среды при ω 6= 0. При ω = 0 параметры среды хорошо
описываются ε(0, k) и µ(0, k).

Собственные волны в среде могут быть не только поперечными, но и про-
дольными. Продольные волны являются чисто электрическими, так как всегда
выполнено условие divB = 0. Из уравнений Максвелла (3) и материального
уравнения

Di = ϵij(ω,k)Ej

получаются уравнения дисперсии продольных волн

εl(ω, k) = 0 (40)

и поперечных волн

ω2

c2
εt(ω, k) = k2. (41)

В представлении ε, µ они принимают вид:

ε(ω, k) = 0,

ω2

c2
ε(ω,k)µ(ω, k) = k2.
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Учёт пространственной дисперсии диэлектрической проницаемости может при-
водить к появлению дополнительных волн, которые могут быть как продольной
поляризации, так и поперечной. Это следует того факта, что степень уравнений
(40) и (41) относительно k может стать больше квадратичной.

Возможность распространения дополнительных волн в среде приводит к
тому, что стандартных граничных условий Максвелла недостаточно для опре-
деления амплитуд всех волн. Для разрешения этой неопределённости вводится
нужное число дополнительных граничных условий. Вопрос о конкретном виде
дополнительных граничных условий ещё более сложен, чем вид пространствен-
ной дисперсии. На практике предположение о линейной связи поляризации P и
электрического поля E часто оказывается достаточным.

2.3 Резонатор из среды с пространственной дисперсией

В этой части будут рассмотрены моды резонатора, изготовленного из сре-
ды с пространственной дисперсией диэлектрической проницаемости. Результаты
были изложены в статье [A3]. В однородной негиротропной изотропной среде
материальное уравнение связи индукции D и электрического поля E с учётом
пространственной дисперсии в первом неисчезающем порядке по пространствен-
ным производным может быть записано в виде

D = ε0(ω)E− α⊥(ω) rot rotE+ α‖(ω) grad divE, (42)

где α⊥(ω) описывает нелокальность поперечного диэлектрического отклика,
α‖(ω) — продольного отклика, ε0(ω) — диэлектрическая проницаемость без
учёта пространственной дисперсии. Этот вид связи корректен в первом прибли-
жении для широкого класса материалов, и его будет достаточно для рассмотрения
качественных эффектов. Параметры продольной и поперечной проницаемости,
восприимчивости для плоских волн выражаются через параметры среды

εt(ω, k) = ε0(ω)− α⊥(ω)k
2, (43а)

εl(ω, k) = ε0(ω)− α‖(ω)k
2, (43б)

µ(ω) = 1 +
ω2

c2
[
α⊥(ω)− α‖(ω)

]
. (43в)
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Рассмотрим микрорезонатор из материала, в котором электрическая индук-
ция и электрическое поле связаны уравнением (42), окружённого бездисперси-
онной средой с проницаемостью εa. Определение спектра и структуры полей
собственных мод является главной задачей для микрорезонаторов. По теореме
разложения Гельмгольца [108] напряжённость электрического поля можно пред-
ставить в виде суммы безвихревого и соленоидального поля E = Et + El, для
которых

rotEl = 0,

divEt = 0.

Подставив это разложение в уравнения Максвелла и использовав связь (42),
можно получить систему уравнений

rotEt =
ω

c
B, (44а)

rotB = −ω
c

[
ε0(ω)Et + ε0(ω)El + α⊥(ω)∆Et + α‖(ω)∆El

]
, (44б)

div
[
ε0(ω)El + α‖(ω)∆El

]
= 0, (44в)

divB = 0. (44г)

Для дальнейшего упрощения системы рассмотрим детальнее уравнение (44в). Его
решения можно разделить на три типа. Для первого типа El = 0, что означает
отсутствие в волне продольной составляющей электрического поля и отвечает
случаю чисто поперечных волн. Для второго типа выполнено условие divEl = 0,
и тогда решения El тривиальны. Последний тип отвечает не тривиальным реше-
ниям El, для которых

α‖(ω)∆El + ε0(ω)El = 0. (45)

В этом случае в уравнении (44б) компоненты Et и El могут быть разделены. По-
лучается замкнутая система относительно полей Et,B

[1 + α⊥(ω)]∆Et + ε0(ω)
ω2

c2
Et = 0,

∆B+ ε0(ω)
ω2

c2
B = 0.

(46)

Общее решение уравнений (44) является линейной комбинацией решений урав-
нений (45) и (46).
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Моды поперечной поляризации

Уравнения (46) вместе со стандартными граничными условиями описывают
обычные поперечно-поляризованные моды в резонаторе. Учёт пространственной
дисперсии проницаемости среды резонатора α⊥(ω) 6= 0 приводит только к сдвигу
собственных частот. Пусть ω0

n — собственная частота резонатора без учёта про-
странственной дисперсии (α⊥(ω) = 0 в уравнении (46)). Тогда частота ωn этой же
моды с учётом пространственной дисперсии определяется уравнением

(
ω0
n

)2
ε0(ω0) =

ω2
nε0(ωn)

1 + α⊥(ωn)ω2
n/c

2
. (47)

В случае слабой пространственной дисперсии α⊥(ω
0
n)(ω

0
n)

2/c2 � 1 собственная
частота сдвигается на малую величину

δωn = ωn − ω0
n =

α⊥(ω
0
n)

2

(
ω0
n

c

)2

. (48)

Моды продольной поляризации

Моды резонатора продольной поляризации описываются уравнением (45)
для безвихревой компоненты El. Так как rotEl = 0, то поле El может быть пред-
ставлено в виде градиента скалярного потенциального поля

El = − gradφ.

Подставляя представление в (45), получаем уравнение

grad
[
ε0(ω)φ+ α‖(ω)∆φ

]
= 0. (49)

Так как φ определён с точностью до константы, то из (49) следует

ε(ω)φ+ α‖(ω)∆φ = 0. (50)

Невозможность существования продольных волн в сред без пространственной
дисперсии приводит к тому, что в окружающей резонатор среде El = 0. Также



46

для простоты предполагается, что дополнительные граничные условия не смеши-
вают продольные и поперечные волны между собой†. Это приводит к тому, что и
Et = 0 снаружи резонатора. Из чего следует, что на границе резонатора ∂Ω долж-
но выполняться условие φ

∣∣
∂Ω

= 0. В итоге, задача о нахождении собственных мод
продольной поляризации в резонаторе Ω из среды с пространственной дисперси-
ей свелась к решению уравнения Гельмгольца для скалярного поля

∆φ+ λ(ω)φ = 0, (51а)

φ
∣∣
∂Ω

= 0, (51б)

λ(ω) =
ε0(ω)

α‖(ω)
. (51в)

Рассмотрим в качестве примера геометрию резонатора в форме шара. Из-
вестно, что в сферических координатах (r, θ, ϕ) уравнения (51а) в случае λ(ω) > 0

имеют решение φnℓm в виде сферических функций

φnℓm(r,θ,ϕ) ∝ Yℓm(θ,ϕ)jℓ

(√
λ(ωℓn)r

)
, (52)

где Yℓm(θ, ϕ) — вещественные сферические гармоники, jℓ(z) — сферические
функции Бесселя первого рода, ℓ = 0, 1, . . .,m = −ℓ,−ℓ+1, . . . ,ℓ, n = 1, 2, . . .. В
случае λ(ω) < 0 не существует решений уравнения Гельмгольца (51а), удовлетво-
ряющих граничному условию (51б). Пусть γℓn является n-ым нулём сферической
функции Бесселя jℓ(z). Тогда собственные частоты ωℓn являются решениями урав-
нения √

λ(ωℓn)R = γℓn, (53)

где R — радиус шарового резонатора.
Распределения (52) аналогичны распределениям полей в обыкновенных

модах шепчущей галереи (МШГ) [109––111] поперечной поляризации в диэлек-
трических микрорезонаторах. Для больших номеров ℓ� 1 и n = 1 распределение
поля продольных мод прижато к границе резонатора, как и в случае МШГ. На ри-
сунках 13 и 14 изображены сечения распределения поля φ(r, θ, ϕ) для двух мод
МШГ продольной поляризации (52) с ℓ = 30,m = 30 и n = 1, 2. Видно, что по-
ле для обеих мод прижато к границе резонатора r = R. Существенная разница
между рассмотренными и обыкновенными МШГ — это отсутствие полей снару-
жи резонатора для рассмотренных мод продольной поляризации, что связано с
выбранным граничным условием.

†для реальных границ материалов это предположение может быть неверно
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Рис. 13 –– Сечения распределения поля φ(r,θ,ϕ) в продольной моде шепчущей
галереи с ℓ = 30,m = 30, n = 1.
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Рис. 14 –– Сечения распределения поля φ(r,θ,ϕ) в продольной моде шепчущей
галереи с ℓ = 30,m = 30, n = 2.
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Дополнительные граничные условия

Из уравнения для мод продольной поляризации (45) следует, что D = 0

внутри резонатора. Из стандартных граничных условий непрерывности нормаль-
ных компонент D(in)

n = D(out)
n , где индекс (out) соответствует сред снаружи

резонатора, следует D(out)
n = E(out)

n = 0, поскольку D(out)
n = εaE

(out)
n . Из-за выбора

граничного условия (51б) на поверхности резонатора тангенциальные компонен-
ты El,τ также равны нулю. Очевидно, что производные ∂/∂θ, ∂/∂ϕ от функций
(52) будут действовать только на сферические гармоники, а часть пропорциональ-
ная jℓ

(√
λ(ω)r

)
не будет затронута. При этом jℓ

(√
λ(ωℓn)R

)
= 0. Откуда из

стандартных граничных условий непрерывности тангенциальных компонент по-
ля E следует, что и E(out)

τ = 0. Таким образом для рассмотренных мод поле вне
резонатора равно нулю E(out) = 0.

Рассмотрим, как выбранное условие φ
∣∣
∂Ω

= 0 соотносится с ДГУ, извест-
ными в литературе [84; 95; 112]. В этом случае продольная волна является одной
дополнительной волной в среде. Тогда наиболее общий вид ДГУ, который мо-
жет быть избыточным, это (Di + ΓikEk)

∣∣
∂Ω

= 0. В силу D = 0 оно сводится
к ΓikEk

∣∣
∂Ω

= 0. Условию φ
∣∣
r=R

= 0 в сферических координатах будет соответ-
ствовать условия

Γpr = Γrp = 0, p = r, θ, ϕ, (54а)∣∣∣∣∣Γθθ Γθϕ

Γϕθ Γϕϕ

∣∣∣∣∣ 6= 0. (54б)

Причём условие (54а) отвечает отсутствию смешивания продольной волны в ре-
зонаторе с поперечными волнами в окружающей среды. Из условия (54б) следует,
что тангенциальные производные∇τφ

∣∣
∂Ω

= 0, а значит является эквипотенциаль-
ной поверхностью, и может быть выбрано φ

∣∣
∂Ω

= 0.

Экспериментальное обнаружение

Для стандартных поперечных мод в резонаторах поле снаружи резонато-
ра отлично от нуля. Это определяет не только потери на излучение (Q––фактор,
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времена затухания) собственной моды, но и позволяет возбуждать моду электро-
магнитным излучением. Для рассмотренных продольных МШГ иная ситуация.
Несмотря на отсутствие полей снаружи резонатора для них, это не означает прин-
ципиальной невозможности их обнаружения. Предлагается несколько способов
возбуждения рассмотренных продольных МШГ. Геометрия идеального резонато-
ра может быть нарушена путём его сопряжения с призмой, что может привести
к необходимости более детального рассмотрения граничных условий, которые
позволяет смешать продольные и поперечные волны. Это похоже на геометрию,
в которой исследуются ППП. Другой способ возбуждения — это использование
внешних электронных пучков [113––115]. Альтернативной возможностью являет-
ся помещение излучателя в резонатор. Во всех случаях продольные МШГ будут
проявляться в виде особенностей на спектрах коэффициентов прохождения, отра-
жения, рассеяния или излучения.

2.4 Металлические микрорезонаторы

Влияние пространственной дисперсии диэлектрической проницаемости мо-
жет быть существенно вблизи частот особенностей, таких как край фундамен-
тального поглощения в полупроводниках, экситоны или плазмоны. В этой части
приводится оценка характерных параметров продольных МШГ для конкретных
веществ.

При анализе спектров собственных волн в микрорезонаторах поглощение
играет очень важную роль, поскольку определяет ширины линий в спектре. Важ-
но, чтобы ширина линии собственной моды была много меньше расстояния
между модами. Только в этом случае можно говорить о хорошо определённых
собственных модах.

Одним из примеров веществ, который удовлетворяет этому условию, явля-
ются металлы. В нормальных металлах для частот ω вблизи плазменной частоты
ωp, для волновых векторов k < ωp/vf при температуре T = 0 отсутствует погло-
щение и Im εl(ω,k) = 0, где vf —скорость Ферми в металле. Вещественная часть
диэлектрической проницаемости εl(ω,k) с учётом пространственной дисперсии
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имеет вид

ε(ω, k) = 1−
ω2
p + βk2

ω2
, (55)

где β = 3v2f/5 [94]. Из сравнения выражений (55) и (43б) получается, что α‖(ω) =
β/ω2 и ε0(ω) = 1 − ω2

p/ω
2. Тогда условие λ(ω) = ε0(ω)/α‖(ω) > 0 выполняется

для частот ω > ωp. Уравнение для собственных частот (53) может быть решено в
явном виде, и получается спектр продольных МШГ

ωℓn = ωp

√
1 +

3v2fγ
2
ℓn

5R2ω2
p

(56)

В качестве примера приведём характерные параметры продольных мод
МШГ в микрорезонаторах из золота. Пусть радиус шарового резонатора R =

500 нм. Из экспериментальных данных известно, что для золота Au плазменная
частота ωp = 8.9 эВ и скорость Ферми vf ≈ 1.4 · 108 см/с. МШГ определены при
достаточно больших значениях ℓ.

Рассмотрим первых два корня γℓ,1, γℓ,2 сферических функций Бесселя jℓ(z).
Известно, что для всех корней функций Бесселя выполняется соотношение

γℓ,1 < γℓ+1,1 < γℓ,2 < γℓ+1,2 < . . . .

Из чего следует, что междмодовое расстояние для мод МШГ ∆ω будет опре-
деляться разностью корней γℓ,n с ближайшими индексами ℓ. Ограничение на
максимальный номер ℓ, при которых у мод отсутствует поглощение, следует из
условия k < ωp/vf , где следует сделать замену k 7→ γℓ,n/R. Асимптотики γℓ,1, γℓ,2

при больших номерах [116] имеют вид

γℓ,1 ∼ ℓ+
1

2
+ 1.855

(
ℓ+

1

2

)1/3

,

γℓ,2 ∼ ℓ+
1

2
+ 3.244

(
ℓ+

1

2

)1/3

.

Подставив эти разложения, получим что для продольных моды МШГ с индекса-
ми ℓ ⪅ 450 не будет потерь. Диапазон частот, в котором существуют продольных
МШГ, определяется ωp < ω <

√
8/5ωp. Межмодовое расстояние для мод с

ℓ ≈ 450 составляет приблизительно 9мэВ.



51

2.5 Вывод к главе 2

Исследовано влияние пространственной дисперсии диэлектрической про-
ницаемости среды на собственные моды микрорезонаторов. Показано существо-
вание приповерхностных мод продольной поляризации, которые аналогичны
стандартным модам шепчущей галереи, в шаровых микрорезонаторах из обыкно-
венных металлов, появление которых обусловлено пространственной дисперсией
диэлектрической проницаемости. Исследован их спектр и распределения полей в
них. Показано, что в металлических микрорезонаторах они должны существовать
на частотах, близких к плазменной частоте металла. Характерная особенность
распределения полей для рассмотренных мод — отсутствие полей снаружи
резонатора, что объясняется отсутствием дополнительных граничных условий,
связывающих моды продольной и поперечной поляризации вблизи границы ре-
зонатора. Рассмотренные продольные моды могут существовать не только в
шаровых резонаторах, но и в резонаторах другой формы, в которых известны стан-
дартные моды шепчущей галереи в средах без пространственной дисперсии.
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Глава 3. Поверхностные волны Дьяконова на границе метаматериалов

3.1 Введение

Метаматериалом в оптике называют любой материал, обладающий ди-
электрическими свойствами, которыми не могут обладать материалы природ-
ного происхождения. Например, вдоль разных направлений диэлектрическая
проницаемость таких материалов может иметь разный знак, при этом магнит-
ная восприимчивость остаётся положительной. Такие метаматериалы называют
гиперболическими, потому что в них поверхность волновых векторов является
гиперболоидом (1 или 2 рода, в зависимости сигнатуры тензора диэлектриче-
ской проницаемости) [19]. Другой пример — метаматериалы с отрицательным
показателем преломления, для которых как диэлектрическая проницаемость, так
и магнитная восприимчивость отрицательны [117]. В обоих случаях такое по-
ведение параметров возможно в ограниченном диапазоне частот. Тонкие, по
сравнению с длиной волны, слои метаматериалов можно считать двумерными и
их также называют метаповерхностями.

Поверхностные электромагнитные волны, распространяющиеся вдоль гра-
ниц метаматериалов, начали активно изучаться сравнительно недавно. Это стало
возможным, когда технологии изготовления наноструктур достигли возможно-
стей создания метаматериалов для оптического и инфракрасного диапазона длин
волн. Некоторые из таких материалов перечислены в обзоре [118]. Известными
типами метаматериалов являются короткопериодные металл-диэлектрические
слоистые структуры [119––122], тонкие металлические решётки [123––125],
столбчатые металлические структуры [126––128] и полупроводниковые слои-
стые структуры [9; 10; 129]. Наиболее известный тип поверхностных волн —
это поверхностные плазмон-поляритоны, хорошо описан в литературе и для
случая метаматериалов [A4; 31]. Также подробно в литературе обсуждается
вопрос объёмных плазмонов-поляритонов [130]. В работе [131] теоретически
предсказывается существование гибридных поверхностных волн на гиперболи-
ческих метаповерхностях. Подробный обзор волн на границах метаматериалов
представлен в [4].
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Существует другой тип поверхностных электромагнитных волн — поверх-
ностные волны Дьяконова [22; 23; 132; 133], распространяющиеся вдоль границ
анизотропных диэлектрических сред. Определённые искусственно созданные ма-
териалы позволяют комбинировать между собой несколько типов поверхностных
волн, например волны Дьяконова––Тамма [134––137], таммовские плазмоны [15].
В главе теоретически рассматриваются поверхностные электромагнитные волны
Дьяконова, распространяющиеся вдоль границ метаматериалов, в частности сло-
истой структуры ZnO, легированного Al (AZO).

3.2 Дисперсия волн Дьяконова на границе метаматериала

Рассмотрим при каких условиях возможно распространение поверхност-
ных волн Дьяконова вдоль границы между одноосным метаматериалом и изо-
тропным материалом. Существование ПЭВДьяконова впервые было предсказано
для границы анизотропного одноосного диэлектрического кристалла и изотроп-
ной диэлектрической среды в оригинальной работе [22]. В этой же работе были
установлены необходимые условия существования. Диэлектрические проницае-
мости материалов должны быть удовлетворять соотношениям: положительная
одноосность анизотропного кристалла (εe > εo) и εo < ε < εe, где εe и εo —
проницаемость необыкновенных и обыкновенных волн в кристалле, ε — прони-
цаемость изотропной среды. При этом предполагается, что материалы являются
диэлектриками для рассматриваемой частоты ω, а значит и все проницаемости
положительны εe, εo, ε > 0. Волны Дьяконова существенно выделяются среди
всех поверхностных электромагнитных волн, известных ранее, например ППП.
От ППП их отличает узкий диапазон углов∆φ распространения в плоскости гра-
ницы, который сильно зависит от величины фактора анизотропии

η =
εe
εo
− 1. (57)

Чем больше η, тем диапазон углов распространения больше. Вторым важным
отличием является распространение волны практически без затухания, что связа-
но с очень малыми потерями в контактирующих диэлектрических средах. Волны
Дьяконова имеют гибридную (эллиптическую [138]) поляризацию в отличие от
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ППП, включающую в себя обе поляризации (p, s в изотропном материале и обык-
новенную, необыкновенную волны в одноосном кристалле) за счёт анизотропии
проницаемости как минимум одной из сред.

В обзоре [4] и работах [139; 140] рассматриваются новые анизотропные
материалы, вдоль границ которых возможно распространение гибридных по-
верхностных волн, схожих с волнами Дьяконова. Так для увеличения диапазона
углов распространения предлагается использовать гиперболические метаматери-
алы, для которых εo < 0 и εe > 0. В этих материалах фактор анизотропии η

«эффективно» больше по величине, что значительно расширяет условия суще-
ствования волн Дьяконова и приводит к увеличению ширины диапазоны углов
распространения. Впервые в работах [A1; A5] были проанализированы и экспери-
ментально обнаружены гибридные поверхностные волны, распространяющиеся
вдоль границы гиперболического метаматериала на базе щелевой структуры на
базе AZO.

Далее по тексту предполагается, что все размерные величины измеряются
в единицах волнового вектора света в вакууме q0 = ω/c.

Рассмотрим уравнение дисперсии для гибридных поверхностных волн на
границе гиперболического метаматериала и изотропного диэлектрика. Уравнение
дисперсии в этом случае такое же, как и для поверхностных волн Дьяконова [22],
и задаётся выражением

(εoκe + εκo)(κi + κe)(κi + κo) = (εe − ε)(ε− εo)κo, (58)

где κe и κo это компоненты волнового вектора для необыкновенной и обыкно-
венной волны по направлению нормали к границе, κi — для p- и s-волны в
изотропной среде, соответствующие экспоненциальному спаданию распределе-
ний полей при удалении от границы. κi, κe, κo > 0 и отвечают экспоненциальному
убыванию распределений полей при удалении от границы. Их величины определя-
ются законами дисперсии волн соответствующих поляризаций, которые связаны
между собой волновым вектором q = (q cosφ, q sinφ) вдоль направления распро-
странения поверхностной волны в плоскости

q2 − κ2
i = ε, (59а)

q2 sin2 φ− κ2
e

εe
+

q2 cos2 φ

εo
= 1, (59б)

q2 − κ2
o = εo, (59в)
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где φ — угол между направлением фазовой скорости волны и оптической осью
метаматериала. При κi = κe = κo = 0 эти выражения отражают закон диспер-
сии плоских волн в среде, распространяющихся под углом φ к оптической оси. В
рассматриваемом случае εe, ε > 0 и εo < 0, что является основным отличием от ра-
боты [22]. Стоит отметить, что рассматриваемый метаматериал имеет некоторое
сходство с металлами. В отличие от металлов, где из-за отрицательности диэлек-
трической проницаемости не могут распространяться волны обеих поляризаций,
в метаматериале не может распространяться только обыкновенная волна. Это сле-
дует из отсутствия вещественных волновых векторов q, для которых q2 = εo < 0.

Уравнение (58) вместе с (59) может выполняться только при некоторых
углахφ. Если для выбранного заранее направления в плоскости границыφ = φ̃ су-
ществует решение (58), для которого q, κi, κe, κo > 0, то вдоль этого направления
возможно распространение поверхностной волны Дьяконова. Часто используется
и другое название — дьяконовский плазмон (ДП). Такие направления φ̃ суще-
ствуют не при произвольном соотношении между проницаемостями. В работах
[141––143] было показано, что ДП существуют только при условии

ε < |εo|. (60)

Для ДП, как и для обычных волн Дьяконова, существуют диапазоны уг-
лов (φ1, φ2) в плоскости границы относительно оптической оси, в направлении
которых они могут распространяться. В зависимости от соотношений между про-
ницаемостями таких диапазонов, симметричных относительно оптической оси и
перпендикуляра к ней, может быть четыре, как и для обычных волн Дьяконова,
или два, когда пары диапазонов «сливаются» в один вблизи перпендикуляра к
оптической оси. Границы φ1, φ2 определяются условиями q, κi, κe, κo → +∞ и
κe = 0, соответственно. Из дисперсионного уравнения поверхностных волн (58)
и соотношений (59) получаются выражения

sin2 φ1 =
ε̄e + ε̄2

ε̄e + 1
, (61)

sin2 φ2 =


ε̄+ 1

ε̄e + 1
· ε̄3e
(ε̄− ε̄e)2 + ε̄2eε̄

, 0 < ε̄ ⩽ ε̄∗,

π

2
, ε̄∗ < ε̄ < 1,

(62)

где ε̄ и ε̄e относительные диэлектрические проницаемости

ε̄ =
ε

|εo|
, ε̄e =

εe
|εo|

, ε̄∗ =
ε̄e

ε̄e + 1
. (63)
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Связь ε̄e с фактором анизотропии η (57), вводимым для диэлектрических сред,
выражается ε̄e = −η − 1. Основным условием существования волн Дьяконова
является 0 < ε̄ < 1, однако при этом возможные значения 0 < ε̄e < +∞. Для
углов всегда выполнено φ2 > φ1, и в зависимости от ε̄ они изменяются в пределах
от углаφe = arctg

√
ε̄e, который соответствует асимптоте гиперболы, являющейся

кривой дисперсии необыкновенных волн, до π/2.
Так как ε̄∗ < 1 при любом ε̄e, то количество диапазонов углов зависит от

величины ε̄. При ε̄ ⩽ ε̄∗ всегда выполнено φ2 < π/2, и, соответственно, существу-
ют четыре диапазона (φ1, φ2), (π − φ2, π − φ1), (−π + φ1,−π + φ2) и (−φ2,−φ1).
Если же ε̄ > ε̄∗, то угол φ2 = π/2, и имеется два диапазона углов распростране-
ния (φ1, π − φ1) и (−φ1,−π + φ1). Условие ε̄ ⩽ ε̄∗ переписывается в терминах
проницаемостей

ε ⩽ εe|εo|
εe + |εo|

.

3.3 Приближение эффективной среды для метаматериалов

В работах [A1; A5] впервые теоретически и экспериментально продемон-
стрировано существование ДП на поверхности слоистого метаматериала на базе
AZO. Показано, что в диапазоне длин волн λ = 6−14мкм диэлектрический
отклик слоистой структуры может быть описан эффективными параметрами,
которые соответствуют среде с гиперболическим законом дисперсии. Для эффек-
тивных диэлектрических проницаемостей выполняются условия существования
ДП, рассмотренных в пункте 3.2.

Исследуемый метаматериал в работах [A1; A5] представляет собой пери-
одическую щелевую структуру†, схематическое изображение которой представ-
лено на рисунке 15. Структура была выращена коллегами автора в Датском
техническом университете.

Кратко рассмотрим процесс изготовления метаматериала на базе AZO. На
рисунке 16 приведены снимки сканирующего электронного микроскопа (СЭМ) на
промежуточных этапах. В начале подготавливается шаблон щелевой структуры
на подложке из Si методом глубинного реактивного травления. Глубина травления

†(англ.) trench structure
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q = (qx, qy)

а) Вид сбоку

ПЭВ
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z

б) Вид сверху
а — ZnO, легированный Al (AZO), б — Si. L — глубина травления. Высота ще-
левой структуры H = 2.8−3.3мкм. Период повторения Λ = 0.4мкм. Оптическая

ось перепендикулярна слоям AZO и сонаправлена с x.
Рис. 15 –– Схематическое изображение метаматериала на базе Si и периодической

структуры слоёв AZO

а) L = 0мкм.
Структура AZO/Si

б) L = 1.9мкм.
Гибридная структура
AZO/воздух на AZO/Si

в) L = 3.2мкм.
Структура AZO/воздух

Рис. 16 –– Снимки сканирующего электронного микроскопа метаматериала на ба-
зе Si и ZnO, легированного Al [A1].

может достигать нескольких микрон. Далее, в полученной щелевой структуре в
процессе атомно-слоевого осаждения осуществляется рост AZO до полного за-
полнения щелей в Si. На втором этапе лишнее наружное покрытие AZO на Si
убирается в процессе сухого травления ионами Ar+, которое не затрагивает Si.
Затем, удаляется требуемая глубина Si, в том числе и в щелевой структуре, в про-
цессе стандартного сухого травления в атмосфере SF6. Этот процесс позволяет
изготавливать метаматериалы площадью 2× 2 см2 и толщиной несколько мкм.
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Период структуры (Рис. 15) был выбран равным Λ = 0.4мкм. Каждый слой
AZO является изотропной средой с диэлектрической проницаемостью εAZO(ω).
Для длин волн λ � Λ диэлектрический отклик метаматериала, состоящего из
двух слоёв, может быть описан тензором эффективной диэлектрической прони-
цаемости

ε̂∗(ω) =

ε∗e(ω) 0 0

0 ε∗o(ω) 0

0 0 εo(ω)

 , (64)

где

ε∗o(ω) = (1− ξ)εi(ω) + ξεAZO(ω), (65)
1

ε∗e(ω)
=

1− ξ

εi(ω)
+

ξ

εAZO(ω)
, (66)

ξ—отношение толщины слоёвAZO к периодуΛ, εi—диэлектрическая проницае-
мость слоёв диэлектрика (в рассматриваемом случае это воздух или Si). Формулы
(65) и (66) могут быть получены из усреднения электрического поля E и вектора
электрической индукции D на периоде структуры [144]. В общем случае тензор
(64) описывает одноосную среду, у которой оптическая ось направлена вдоль оси
x. Ось x является нормалью к плоскости слоёв в метаматериале, и диэлектриче-
ская проницаемость периодически меняется в этом направлении. В плоскости yz

слои однородны, а эффективная проницаемость равна εo.
Для рассматриваемого диапазона длин волн 4−16мкм дисперсия прони-

цаемости εAZO(ω) хорошо описывается изотропной моделью Друде––Лоренца
(32) с плазменной частотой ΩAZO, скоростью затухания γAZO и высокочастотной
проницаемостью ZnO ε∞. Плазменная частота ΩAZO зависит от концентрации
электронов Ne, которая зависит от степени легирования Al

ΩAZO =

√
4πNee2

ε∞m∗AZO
,

где e — заряд электрона, m∗AZO — эффективная масса электронов в ZnO. Из ли-
тературы [145; 146] известно, что параметры ΩAZO, γAZO, ε∞ могут зависеть от
процесса роста плёнок AZO. В работах [A1; A5] их значения оценивались из ана-
лиза спектров отражения от плёнки AZO толщиной Λ/2 = 200 нм, выращенной
на поверхности стекла методом атомно-слоевого осаждения. Были получены зна-
чения ΩAZO ≈ 150ТГц, соответствующая длина волны 2мкм, γAZO ≈ 50−65ТГц
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Рис. 17 –– Зависимости компонент тензора диэлектрической проницаемости (64)
от длины волны λ для метаматериала на базе периодической структуры из слоёв

AZO и воздуха.

и ε∞ ≈ 3.45. Эти значения находятся в согласии с работой [145] для плёнок ZnO
с 7% содержанием Al.

Автором диссертации было проведено сравнение эффективных параметров
метаматериала, вычисляемых по формулам (65) и (66), со значениями проница-
емости полученными после анализа экспериментальных спектров отражения. В
работах [A1; A5] анализ спектров отражения и «восстановление» диэлектриче-
ских проницаемостей по ним проводился соавторами автора диссертации. На
рисунке 17 построены зависимости Re ε∗e,Re ε

∗
o и экспериментальных значений

Re εe,Re εo в диапазоне длин волн λ = 2−14мкм. Видно, что при ξ ≈ 0.4 прибли-
жение эффективной среды хорошо согласуется с экспериментальными данными.
Такой фактор заполнения периода структуры слоями AZO ξ также хорошо согла-
суется с СЭМ-изображениями (Рис. 16). Для длин волн λ > 2.7мкм вещественная
часть εo становится отрицательной, в то же время εe остаётся положительной.
В этом диапазоне длин волн метаматериал является гиперболическим, так как
εeεo < 0. С другой стороны εe > εo означает, что среда — положительная од-
ноосная.
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Рис. 18 –– Зависимости компонент тензора диэлектрической проницаемости (64)
от длины волны λ для метаматериала на базе периодической структуры из слоёв

AZO и Si.

Аналогично автором диссертации было проведено сравнение теоретиче-
ских расчётов в рамках метода эффективной среды для метаматериала со слоями
AZO и Si, который получается селективным травлением слоёв Si, со значениями
проницаемости восстановленными по экспериментально измеренным спектрам
отражения. В диапазоне длин волн 2−25мкм диэлектрическая проницаемость Si
не имеет существенных особенностей и с большой точностью равна εi ≈ 12. На
рисунке 18 представлены результаты расчётов ε∗o, ε

∗
e по формулам (65) и (66) со

слоями Si и зависимости εo, εe, полученные после обработки спектров отражения.
В этом случае данные согласуются между собой хуже, чем для слоёв воздуха. Вид-
но, что εe > 0 и εo < 0 при λ > 7мкм метаматериал является гиперболической и
положительной одноосной средой. Стоит отметить особенность εe < 0 и εo > 0 в
диапазоне длин волн 2.5−3.5мкм, что говорит о том что метаматериал в этом диа-
пазоне также является гиперболической средой с отрицательной одноосностью.

По результатам сравнения зависимостей восстановленных проницаемостей
по спектра коэффициентов отражения с проницаемостями, полученными из ме-
тода эффективной среды (65) и (66), можно сделать вывод об ограниченной
применимости метода эффективной среды. С помощью эффективных параметров



61

ε∗e, ε
∗
o свойства полученных метаматериалов могут быть качественно описаны в

определённом диапазоне длин волн.

3.3.1 Дисперия дьяконовских плазмонов на границе AZO

Для анализируемого случая границы воздух––метаматериал ε = 1, а соот-
ветствующие длины волн λ, где выполняется условие (60), отмечены на рисунках
17 и 18 областями с серым цветом. Для этих длин волн возможно распространение
дьяконовских плазмонов вдоль границы воздух––метаматериал.

На рисунке 19 изображен численный расчёт кривой дисперсии для дья-
коновских плазмонов, распространяющих вдоль поверхности гиперболического
метаматериала и воздуха. Для расчёта были выбраны величины диэлектриче-
ской проницаемости, которые совпадают с проницаемостями метаматериала на
базе AZO (Рис. 17) на частоте, которой соответствует длина волны в вакууме
λ = 10мкм. Соответствующие значения относительных величин ε̄ = 0.1587 и
ε̄e = 0.2476, ε̄∗ = 0.1984. Как видно из расчёта диапазон углов распространения
∆φ = φ2 − φ1 ≈ 35.5° существенно больше, чем для обычных поверхностных
волн Дьяконова, для которых он составляет несколько градусов [22].

Кривая дисперсии начинается от гиперболы, которая является кривой дис-
персии необыкновенных волн в метаматериале, и при углах φ → φ1 значения
волнового вектора q стремятся к бесконечности. Это объясняется тем, что не
было учтено поглощение в метаматериале. Оно, безусловно, присутствует в
сильнолегированных слоях AZO и определяется декрементом затухания γAZO

(32). Поглощение будет определять максимально достижимые значения волновых
векторов q для дьяконовских плазмонов, также как и для ППП [147]. Подоб-
ное рассмотрения влияния поглощения на дисперсию дьяконовских плазмонах
не было проведено. Длина локализации поверхностной волны вблизи границы
уменьшается по мере того как угол φ приближается к φ1, так как волновой вектор
q → ∞. При φ → φ2 дьяконовский плазмон становится всё менее локали-
зованным на границе раздела, что связано с увеличением длины локализации
необыкновенной волны, при этом другие поляризации остаются сильно локали-
зованными.
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а — корни уравнения дисперсии дьяконовских плазмонов (58), б — дисперсия
необыкновенных волн в метаматериале (59б) (κe = 0). Углы φ1, φ2 определены

выражениями (61) и (62).
Рис. 19 –– Численный расчёт угловой дисперсии и диапазона углов распростране-
ния для дьяконовских плазмонов на границе слоистой структуры AZO/воздух на

частоте, соответствующей длине волны в вакууме λ = 10мкм.

Также была теоретически исследована частотная дисперсия дьяконовских
плазмонов в гиперболическом метаматериале на базе структурыAZO/воздух. Для
этого были рассчитаны их угловые дисперсии при различных длинах волн в ва-
кууме λ = 5, 6, 7, 8мкм. Их графики приведены на рисунке 20. Серой областью
изображён диапазон значений волнового вектора q в плоскости границы, отвеча-
ющих условию НПВО на границе воздуха и призмы из ZnSe (np ≈ 2.4), которая
использовалась в экспериментах [A1; A5]. Все кривые попадают в эту область,
что означает возможность наблюдения дьяконовских плазмонов на этих частотах
в конфигурации Кретчманна––Отто в геометрии НПВО [54; 55].
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Серой областью отмечены возможных значений q, отвечающих условию нару-
шенного полного внутреннего отражения для ZnSe призмы (np ≈ 2.4) и воздуха.
Рис. 20 –– Угловая дисперсия дьяконовских плазмонов на границе слоистой струк-
туры AZO/воздух на различных частотах, которым соответствуют длины волн в

вакууме λ = 5, 6, 7, 8мкм.

3.4 Экспериментальное обнаружение дьяконовских плазмонов

В работах [A1; A5] также представлено экспериментальное подтверждение
существование ДП в среднем инфракрасном диапазоне вдоль границы слоистой
структуры AZO/воздух. Для структур (Рис. 16) были теоретически рассчитаны и
коллегами из Дании экспериментально измерены зависимости коэффициента от-
ражения в одной поляризации (TM- или TE-) в геометрии НПВО в конфигурации
Отто. Схематическая конфигурация эксперимента изображена на рисунке 21. У
слоистой структуры AZO/воздух (AZO/Si) на небольшом расстояния находится
полусферическая призма из ZnSe, образуя зазор. Он имеет толщину d и являет-
ся воздушным, в отличие от [23] где зазор между призмой и одноосной средой
был заполен жидкостью с подходящим показателем преломления. В общем слу-
чае призму следует выбирать из прозрачного материала с большим показателем
преломления np в интересующей области длин волн λ = 6−14мкм. Подходящие
материалы для призм в этом диапазоне, например: ZnSe (np ≈ 2.4), Si (np ≈ 3.5),
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Ge (np ≈ 4.0). Также для экспериментальной установки важно иметь возмож-
ность изменять угол паденияϑ и угол поворота плоскости паденияϕ относительно
оптической оси гиперболического метаматериала. Это упростит идентификацию
дьяконовских плазмонов в особенностях спектров отражения.

H
L

d

ϑ ϑ

TM- (p-),
TE- (s-)

TM- (p-),
TE- (s-)

ZnSe
ϕ

AZO/воздух

AZO/Si

Si

ϑ — угол падения, ϕ — угол между плоскостью падения и оптической осью сло-
истой структуры AZO, d— толщина воздушного зазора, L— глубина травления
(толщина структурыAZO/воздух),H—глубинащелевой структурыAZO, призма

с большим показателем преломления из ZnSe (np ≈ 2.4)
Рис. 21 –– Схематическое изображения экспериментальной установки для иссле-
дования дьяконовских плазмонов на границе слоистой структуры AZO/воздух

(AZO/Si).

Особенности коэффициента отражения, которые можно связать с ПЭВ, воз-
никают при таких углах ϑ, когда проекция волнового вектора падающей волны
вдоль границы kτ = np sinϑ близка по величине к модулю волнового вектора
ПЭВ q(ϕ) > 1. Совместно с этим толщина d должна быть отлична от нуля, чтобы
существовала граница воздух––метаматериал. Конечность d нарушает условия ло-
кализации ПЭВ, что приводит к радиационным потерям ПЭВ, но в то же время
позволяет её возбуждать. Соответственно, чем больше d тем меньше радиаци-
онные потери. Обозначим наименьший угол полного внутреннего отражения на
границе призмы и воздуха

ϑt = arcsin
1

np
.
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При отражении света от структуры с углами падения ϑ > ϑt в зазоре образуется
стоячая эванесцентная волна, за счёт которой может происходить связь с ПЭВ.
Сила связи, которая напрямую связана с шириной особенностей в спектрах, и
параметры ПЭВ можно менять, варьируя толщину d. Была проведена оценка ве-
личины d путём согласования теоретически рассчитанных спектров отражения с
полученными экспериментальными данными. Полученное из оценки значение со-
ставляет d = 0.5мкм ∼ 0.1λ, что качественно согласуется с длиной локализации
ПЭВ на границе (Рис. 24).

Стоит отметить поляризационные особенности возбуждения дьяконовских
плазмонов. Дьяконовские плазмоны являются ПЭВ гибридной поляризации и мо-
гут возбуждаться как TM-, так и TE-поляризованной волной. Это отличает их от
ППП, которые могут возбуждаться только в TM-поляризации, и от блоховских по-
верхностных волн, возбуждаемых только в одной поляризации (TM- или TE- в
зависимости от конкретной структуры). Таким образом особенности, связанные с
дьяконовскими плазмонами, могут проявляться в спектрах отражения обеих по-
ляризаций.

После обработки множества спектров отражения, измеренных при разных
углах ϑ и ϕ, были построены двумерные карты коэффициента отражения в осях
(kx, ky), соответствующих продольным компонентам волнового вектора вдоль гра-
ницы. Их связь с углами ϑ, ϕ выражается kx = np sinϑ cosϕ и ky = np sinϑ sinϕ.

3.4.1 Структура AZO/воздух

Наблюдение дьяконовских плазмонов на границе структуре только со сло-
ями AZO и воздушными прослойками между ними проще, так как они являются
гиперболическими средами при более коротких длинах волн λ > 4мкм. На ри-
сунках 22а и 23а изображены карты коэффициента отражения после обработки
экспериментальных спектров отражения света TM- и TE-поляризации с длиной
волны λ = 6мкм. Карты для обеих поляризаций сильно неоднородны по углу,
что свидетельствует об анизотропии метаматериала. Особенности, в данном слу-
чае области с наименьшими значениями коэффициента отражения вне светового
конуса воздуха k2x + k2y > 1, являются возможными кандидатами, связанными
с ПЭВ (дьяконовскими плазмонами). Чтобы определить природу этих особенно-
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стей, автором были численно рассчитаны спектры отражения в конфигурации
Отто (Рис. 21), построенные таким же образом в виде карты коэффициента отра-
жения (Рис. 22б и 23б). В расчётах для описания диэлектрической проницаемости
слоистой структуры AZO/воздух использовалась модель эффективной среды (64),
которая учитывала поглощение в слоях AZO.
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РаспределенияE в структуре для точекA, B иC построены на рисунках 24а –– 24в.
Рис. 22 –– Карты коэффициента отражения света TM-поляризации с длиной волны

λ = 6мкм от слоистой структуры AZO/воздух в конфигурации Отто.

Из совместного сравнения карт (Рис. 22 и 23) видно, что для этой длины вол-
ны, когда слоистая структура является гиперболическим метаматериалом, можно
выделить две разных зоны. Первая из них выделена точками A, B и D. Другая
же точкой C. Чтобы определить каким модам в структуре соответствует вектор
(kx, ky), были построены распределения модуля электрического поля E внутри
структуры для выбранных точек (Рис. 24). Для точки A (Рис. 24а) ϕ ≈ π/2 и
распределение сильно локализовано на границе между гиперболическим метама-
териалом и воздухом, что можно связать с возбуждением ПЭВ. При уменьшении
угла ϕ длина локализации увеличивается, и поля глубже проникают в слоистую
структуру (Рис. 24б), достигая максимум вблизи границы с воздухом. Это соот-
ветствует теоретическому угловому спектру дисперсии дьяконовских плазмонов
на длине волны λ = 6мкм (Рис. 20). Возможность управления длиной локализа-
ции света путём изменения угла плоскости падения ϕ без изменения длины волны
является уникальной особенностью этого типа ПЭВ. Распределение поля для точ-



67

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

kxc/ω

k
y
c/
ω

а) Эксперимент

0 0.5 1 1.5 2

kxc/ω

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

б) Численный расчёт
Распределение E в структуре для точки D построено на рисунке 24г.

Рис. 23 –– Карты коэффициента отражения света TE-поляризации с длиной волны
λ = 6мкм от слоистой структуры AZO/воздух в конфигурации Отто.

ки C (Рис. 24в) имеет явный максимум внутри слоистой структуры, что можно
отнести к моде плоско––параллельного волновода. В этом случае плотность энер-
гии моды локализована в основном внутри метаматериала. Точка D находится
уже к световому конусу в воздухе, чем A–C, и поэтому распределение локали-
зовано в воздушной прослойке и вблизи границы слоистой структуры (Рис. 24г).
Однако, угловое распределение минимума коэффициента отражения на рисунке
23б отражает гиперболическую дисперсию ПЭВ, также как и на карте отражения
в TM-поляризации (Рис. 22б). Стоит отметить, что на картах 23 не наблюдается
минимумов, связанных с волноводными модами. В рассматриваемой гиперболи-
ческой среде волноводные моды имеют в основном TM-поляризацию[148; 149],
что и проявляется в спектрах отражения. С другой стороны дьяконовские плаз-
моны имеют гибридную поляризацию и могут быть возбуждены как TM-, так
и TE-поляризованным светом. Стоит отметить хорошее количественное согласие
между теоретическими расчётами и экспериментальными данными.

Карты отражения также были численно рассчитаны и для других длин волн
λ. Таким образом было однозначно установлено, что особенности в коэффициен-
тах отражения, связанных сПЭВ, наблюдаются только при λ ⪆ 4мкм. Это хорошо
согласуется с частотной дисперсией эффективной диэлектрической проницаемо-
сти слоистой среды (Рис. 17), где предсказывается существование дьяконовских
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Рис. 24 –– Распределение модуля электрического поля E для поверхностной и
объёмной моде в слоистой структуре для выбранных значений (kx, ky) на картах

коэффициент отражения (Рис. 22 и 23).

плазмонов для длин волн λ ⪆ 3.5−3.9мкм. Таким образом экспериментально под-
тверждено существование дьяконовских плазмонов в широком диапазоне длин
волн λ = 4−14мкм на границе между воздухом и гиперболическим метаматери-
алом на базе слоистой плазмонной структуры AZO.

3.4.2 Гибридная структура AZO/воздух на AZO/Si

Следующим шагом стало исследование гибридных структур, в которых
травление Si было до глубины L меньше полной глубины щелей H , L < H . Это
позволяет гибко управлять параметрами ПЭВ.

Для описания мод в такой сложной структуре каждый из слоёв AZO/воздух
или AZO/Si можно рассматривать в виде анизотропной среды с эффективным тен-
зором диэлектрической проницаемости, толщиной L или H − L, соответственно.
Будем называть такую структуру двухслоевой. После этого возможно использо-
вать стандартные методы теории матриц переноса в анизотропных средах для
расчёта спектров и карт отражения.

Для двухслоевых структурах с разной толщиной L были численно рас-
считаны спектры отражения в конфигурации Отто (Рис. 21) [A1; A5]. Было
сделано допущение—мнимые части эффективной диэлектрической проницаемо-
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сти уменьшены в 100 раз для лучшей визуализации особенностей. На рисунке 25
приведены карты отражения TM-поляризации с длиной волны λ = 5мкм. Это поз-
воляет увидеть особенности связанные как с ПЭВ, поскольку выполнено условие
для распространения дьяконовских плазмонов λ > 4мкм, так и для волноводных
мод, которые могут наблюдаться только в TM-поляризации.
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Для выбранных точек A–C построены распределения |Ey|2 в модели эффективной
среды (Рис. 26). Im ε̂∗ уменьшены в 100 раз. Окружностями показаны световые

конусы материалов призмы: зелёный (ZnSe), синий (Si), красный (Ge).
Рис. 25 –– Карты коэффициента отражения света TM-поляризации с длиной волны
λ = 5мкм от гибридной слоистой структуры в конфигурации Отто для разных

глубин травления L = 2.8, 1.65, 0.5, 0мкм.

На карте отражения для структуры с L = 2.8мкм (Рис. 25а) хорошо видны
особенности в виде шесть кривых, одна из которых связана с ДП, а другие с вол-
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новодными модами. Для структуры с меньшим L = 1.65мкм (Рис. 25б) остаётся
одна кривая, связанная с ДП, и две кривых, соответствующие волноводныммодам.
При уменьшении L до 0.5мкм (Рис. 25в) остаётся только одна кривая, которую
можно отнести к ДП. Если структура становится полностью состоящей из слоёв
AZO и Si (Рис. 25г), то не наблюдается никаких особенностей на карте отражения.

|Ey|2

а) A
|Ey|2

AZO/воздух

воздух

AZO/Si

Si

б) B
|Ey|2

в) C
Рис. 26 –– Распределения |Ey|2 для дьяконовского плазмона и объёмных мод в
структуре с эффективной средой на основе AZO/воздух с выбранными значения-

ми (kx, ky) на карте отражения (Рис. 25).

Особенности, относящиеся к дьяконовским плазмонам, хорошо заметны на
картах отражения с L ⩾ 0.5мкм. Это наиболее интенсивные минимумы на кри-
вой, похожей на гиперболу. На карте отражения для структуры с L = 1.65мкм
были выбраны три точки (kx, ky), соответствующие минимумам на кривых, с од-
ним значением модуля продольного волнового вектора kτ . Для этих направлений
и значений волнового вектора построены распределения |Ey|2 в структуре для
двухслоевой модели (Рис. 26). Поскольку распределения поля для дьяконовско-
го плазмона быстро спадают вглубь структуры (Рис. 26а), то он практически не
чувствителен к изменению L. В тоже время спектр волноводных мод сильно изме-
няется с изменением L и полностью пропадает при L < 0.5мкм. Распределения
|Ey|2 для обеих волноводных мод построены на рисунках 26б и 26в. Они имеют
один или два максимума внутри слоя AZO/воздух, что дополнительно подтвер-
ждает их волноводную природу. Когда хвост распределения поля ДП достигает
слоя AZO/Si при L ≈ 0.5мкм, то этот слой начинает сильно влиять на их спектр,
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меняя условия для их существования. И при полном заполнении Si (L = 0мкм)
на карте не наблюдается особенностей, связанных с ДП.

3.5 Выводы к главе 3

Впервые теоретически исследован спектр поверхностных электромагнит-
ных волн гибридной поляризации, распространяющихся вдоль границы анизо-
тропного гиперболического метаматериала, которым является короткопериодная
слоисто-щелевая структура на базе ZnO:Al и Si в среднем и дальнем инфракрас-
ном диапазоне. Теоретические расчёты подтверждаются экспериментальными
данными, полученными коллегами автора диссертации. Предсказанный тип волн
назван дьяконовским плазмоном из-за близкого сходства с поверхностными волна
Дьяконова. Они также характеризуются небольшим диапазонов углов распростра-
нения в плоскости границы между средами. Гомогенизация щелевой структуры
методом эффективной среды хорошо подходит для описания её диэлектрической
проницаемости, что позволило теоретически исследовать спектр дьяконовских
плазмонов. Показано, что они существуют в диапазоне длин волн 4−14мкм.
Получены зависимости границ диапазона углов распространения дьяконовских
плазмонов от соотношения между диэлектрическими проницаемостями контак-
тирующих сред. Рассчитана зависимость их угловой дисперсии от частоты.

Проведено сравнение численно рассчитанных карт коэффициента отраже-
ния для длин волн 4−14мкм от волнового вектора вдоль поверхности границы
для TM- и TE-поляризации с картами, построенными после обработки множе-
ства экспериментально измеренных спектров отражения в конфигурации Отто,
позволяющей исследовать параметры поверхностных электромагнитных волн. Из
анализа зависимости спектров отражения от толщины слоя ZnO:Al/воздух полу-
чено, что наблюдаемые особенности, связаны как с поверхностной волной, так
и с волноводной модой. В отличие от спектра дьяконовских плазмонов, спектр
волноводных мод сильно зависит от толщины слоя ZnO:Al/воздух, что позволяет
их различать в эксперименте. Теоретически предсказанные провалы в спектрах
коэффициента отражения, связанные с дьяконовскими плазмонами, наблюдают-
ся и в экспериментальных спектрах. Данные хорошо согласуются между собой
как качественно, так и количественно, что является экспериментальным подтвер-
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ждением их существования. Рассчитанные распределения полей в структуре для
выбранных направлений волнового вектора в плоскости поверхности границы
также подтверждают сильную локализацию плотности энергии в дьяконовском
плазмоне на границе структуры.
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Глава 4. Поверхностные волны Дьяконова на границе двух анизотропных
кристаллов со скрещенными оптическими осями

4.1 Введение

Поверхностными волнами Дьяконова принято называть поверхностные
электромагнитные волны, распространяющиеся вдоль границы анизотропной сре-
ды в определённом диапазоне углов в плоскости границы. Их существование впер-
вые было теоретически предсказано М.И. Дьяконовым в 1988 году в работе [22],
и позднее повторно А.Н. Фурсом и Л.М. Барковским в [150; 151]. Они существен-
но отличаются от ранее известных ППП тем, что они могут распространяться
вдоль границы двух непоглощающих бездисперсионных диэлектрических сред
и обладают ограниченным диапазоном углов распространения. Этот диапазон
непосредственно связан с величиной анизотропии, выражаемой в относительной
разности между главными компонентами диэлектрического тензора ε̂.

К настоящему моменты исследовано большое число границ раздела меж-
ду различными средами, вдоль которых могут распространяться поверхностные
волны Дьяконова. В работах [132; 152] рассмотрен случай границы между оди-
наковыми одноосными диэлектрическими кристаллами, оптические оси которых
параллельны границе раздела и скрещены между собой. Распространение волн
Дьяконова в такой конфигурации происходит преимущественно вдоль направле-
ний близких к биссектрисе угла между оптическими осями кристаллов. В работах
[133; 153; 154] рассматриваются особенности распространения волн Дьяконова
на границе диэлектрической двухосной среды и изотропного диэлектрика. Рабо-
ты [155; 156] обобщают случай границы одинаковых анизотропных одноосных
кристаллов со скрещенными осями [132], рассматривая уже диэлектрические
двухосные кристаллы. Также как и в случае одноосных кристаллов, волны Дья-
конова распространяются в основном вдоль направлений биссектрисы между
оптическими осями кристаллов, но с ограничением на угол поворота кристаллов
относительно друг друга. В работе [157] рассматривается конфигурация, когда оп-
тические оси анизотропных материалов не лежат в плоскости границы. Показано,
что увеличение угла между оптической осью и плоскостью границы приводит к
уменьшению диапазона углов распространения.
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С другой стороны ведутся исследования волнДьяконова на границах других
материалов, которые расширяют возможные диапазоны углов распространения
по сравнению с природными диэлектрическими прозрачными кристаллами. На-
пример, вдоль неоднородных сред возможно распространение волн Дьяконова––
Тамма [158; 159], особенно активно изучаются гиперболические метаматериалы
[A1; 142; 160], в работе [161] рассматривается граница между одноосной средой
и средой с «отрицательным» показателем преломления. Также рассматриваются
конфигурации с дополнительными слоями (анизотропные плоско-параллельные
волноводы), в которых волноводные моды могут распространяться только в
определённых направлениях, что роднит их с волнами Дьяконова. В работах рас-
сматриваются волноводные структуры «изотропный/изотропный/анизотропный»
с центральным слоем с наибольшей проницаемостью [162; 163] и наимень-
шей [164], «изотропный/анизотропный/анизотропный» [165], «анизотропный/и-
зотропный/анизотропный» [166].

Несмотря на большое количество теоретических работ, в литературе име-
ется мало экспериментальных наблюдений и подтверждений существования по-
верхностных волн Дьяконова или родственных ей [A1; 23; 134; 167; 168].

В этой главе предложен способ экспериментального исследования волн Дья-
конова на границе двух одинаковых анизотропных кристаллов [A2], которые были
теоретически предсказаны и исследованы в работах [132; 156].

4.1.1 Общие свойства поверхностных волн Дьяконова

Рассмотрим подробнее общие свойства волн Дьяконова. В наиболее про-
стой конфигурации они распространяются вдоль границы между одноосным
кристаллом и изотропным диэлектриком [22], где оптическая ось кристалла парал-
лельна лежит в плоскости границы. Они имеют гибридную поляризацию, потому
что стандартные максвелловские граничные условия смешивают обе поляриза-
ции. В изотропной среде — p и s (TE и TM) поляризации, в одноосном кристалле
— обыкновенную и необыкновенную волну. Свойство гибридной поляризации
является общим и характерно для волн Дьяконова во всех изученных конфигура-
циях. Имеется некоторая аналогия с поверхностными упругими волнами Рэлея на
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границе изотропного тела, которые являются суперпозицией продольной и попе-
речной волны [151].

Волны Дьяконова не могут распространяться в произвольном направлении
в плоскости границы раздела. Диапазон допустимых направлений распростра-
нения в случае одноосного кристалла (ε̂ = diag{εo, εo, εe}) и изотропного
диэлектрика [22] сильно зависит от величины анизотропии η (57) и параметра

ξ =
ε− εo
εe − εo

, (67)

где ε — диэлектрическая проницаемость изотропной среды. Если выполнены
условия η > 0 и 0 < ξ < 1, то вдоль границы возможно распространение ПЭВ
Дьяконова. Это соответствует тому, что одноосный кристалл должен быть поло-
жительным εe > εo, где εe — показатель преломления для необыкновенных волн,
и εo — показатель преломления для обыкновенных волн. А диэлектрическая про-
ницаемость изотропной среды должна быть в промежутке ε⊥ < ε < ε‖. Для
природных минералов η � 1, и, соответственно, диапазон углов распростране-
ния для этой конфигурации очень узкий

∆φ = η2ξ1/2(1− ξ)3/2 + o(η2)� 1.

Что в свою очередь приводит к определённым трудностям при возбуждении и экс-
периментальном исследовании волн Дьяконова.

4.2 Экспериментальная конфигурация для исследования волн Дьяконова

В этой части рассматривается конфигурация, в которой возможно исследова-
ние поверхностных волн Дьяконова, распространяющихся вдоль границы между
двумя одинаковыми анизотропными кристаллами со скрещенными оптическими
осями. Впервые их существование для такой конфигурации было предсказано в
работах [132; 156].
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4.2.1 Способы возбуждения поверхностных волн. Общие случаи

Имеется несколько широко используемых способов для возбуждения и/или
детектирования поверхностных электромагнитных волн. В конфигурации НПВО
используется призма с больши́м показателем преломления, которую располагают
вблизи исследуемой границы раздела. При полном внутреннем отражении поле
имеет экспоненциальное спадание внутрь среды, от которой волна отражается.
Образующаяся в этой среде волна называется эванесцентной волной, характери-
зующейся длиной затухания. Если толщина слоя вблизи призмы d (Рис. 27) будет
сравнима по порядку с длиной волны λ, то полное отражение будет нарушено, и
при определённых условиях возможно возбуждение поверхностной волны.

εm

εd

ϑ

E(ω)

εp

поверхностная волна
d

а) Конфигурация Кретчманна

εd < εp

εm

ϑ

E(ω)

εp

поверхностная волна
d

ϑ > arcsin (εd/εp)

б) Конфигурация Отто
d ≈ λ, где λ— длина волны

Рис. 27 –– Типы конфигураций нарушенного полного внутреннего отражения, ис-
пользуемых для возбуждения поверхностных волн.

Первыми поверхностными волнами, которые возбуждались в такой кон-
фигурации, были поверхностные плазмон поляритоны (ППП). Существует два
разных типа НПВО для возбуждения ППП. В конфигурации Кретчманна [54] (Рис.
27а) к призме прижимается вплотную тонкий слой металла. При любых углах
падения ϑ в металле будет возбуждаться эванесцентная волна, так как εm < 0

для частот меньше плазменной частоты. Обозначим q(εm, εd) модуль волново-
го вектора ППП, распространяющего вдоль границы металла εm и диэлектрика
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εd на частоте ω, kp модуль волнового вектора падающей волны в призме. При
определённом угле падения ϑ ≈ ϑs = arcsin(q/kp) будет наблюдаться особен-
ность в коэффициента отражения в p-поляризации, связанная с возбуждением
ППП на другой границе металлического слоя. Эта конфигурация часто приме-
няется для измерения показателей преломления растворов [2; 169––171], так как
позволяет очень просто менять диэлектрические материалы, прилегающие к ме-
таллу. В конфигурации Отто [55] (Рис. 27б) между металлом и призмой имеется
диэлектрическая прослойка εd конечной толщины d. При углах падения больше
минимального угла полного внутреннего отражения ϑ > ϑf = arcsin (εd/εp) внут-
ри слоя образуется эванесцентная волна, которая при ϑ ≈ ϑs возбуждает ППП
на границе диэлектрического слоя и металла. Очевидно, что выполнено условие
ϑf < ϑs. В обеих конфигурациях возможность возбуждения ППП связана с конеч-
ной толщиной d одной из сред, вдоль которых распространяется ППП. Толщину
d следует подбирать исходя из оптимальных условий возбуждения ППП. При
слишком малом d условия распространения ППП будут сильно нарушены, а при
больших значениях d эванесцентная волна из-за сильного спадания вглубь не смо-
жет возбудить ППП.

Другой способ возбуждения ПВ использует структурирование облучаемой
поверхности (Рис. 28). Создание, например, диффракционной решётки с правиль-
но подобранным периодом a на верхнем слое металла позволяет возбуждать ППП
[2; 172; 173]. При падении света из вакуума на дифракционную решётку волновой
вектор рассеянной волны может измениться на величину вектора обратной решёт-
ки. Тогда условие возбуждения ППП будет выглядеть q0 sin θ+2πm/a ≈ q,m ∈ Z,
гдеm—индекс рефлекса [174]. Соответственно, следует подбирать период a, что-
бы полное число рефлексов было как можно меньше. Стоит отметить, что в такой
конфигурации возможно возбуждение ППП и при нормальном падении ϑ = 0 све-
та на структуру. В этом случае период диффракционной решётки на поверхности
металла должен быть близким к a = 2πm/q,m = 1, 2, . . ., при этом наилучшие
условия достигаются для небольших m [174; 175].

Без дополнительных уточнений перечисленные способы возбуждения по-
верхностных волн не подходят для исследования волн Дьяконова. Так как су-
ществует значительно большее число возможных конфигураций, в которых они
могут распространяться, то приходится рассматривать вопрос обнаружения (или
возбуждения) для каждой конфигурации отдельно. В работе [A2] рассмотрена экс-
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a— период решётки, d ≈ λ.

Рис. 28 –– Пример конфигурации для возбуждения поверхностных волн с исполь-
зованием структурированной поверхности.

периментальная конфигурация для возбуждения волн Дьяконова на границе двух
одинаковых анизотропных кристаллов со скрещенными оптическими осями.
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4.2.2 Случай поверхностных волн Дьяконова

Поверхностные волны Дьяконова имеют существенное отличие от обсуж-
даемых в предыдущей части ППП. Как упоминалось в пункте 4.1.1, они могут
распространятся только в небольшом диапазоне углов φ в плоскости границы
между двумя средами, что непосредственно связано с анизотропией одного из
материалов. В тоже время ППП могут распространяться в любом направлении.
Это приводит к тому, что для возбуждения волн Дьяконова необходимо будет вы-
полнить условие не только для угла падения ϑ, но и для ориентации плоскости
падения.

Рассмотрим модификацию конфигураций Кретчманна––Отто из предыду-
щего пункта 4.2.1, но включающую анизотропные материалы (Рис. 29). Волны
Дьяконова будут распространяться вдоль границы между одинаковыми анизо-
тропными кристаллами, в общем случае двухосными, со скрещенными опти-
ческими осями. Их диэлектрическая проницаемость в главных осях кристалла
(x1, x2, x3) описывается тензором

ε̂ = diag{ε1, ε2, ε3}, (68)

и считается что 0 < ε1 < ε2 < ε3. Экспериментальная конфигурация состоит
из слоя анизотропного кристалла 3 с проницаемостью (68) толщиной D � λ, на
котором располагается тонкий слой 2 толщиной d ⪆ λ того же анизотропного
материала, но повернутого относительного слоя 3. На слой 2 помещается приз-
ма с большой диэлектрической проницаемостью εp > ε3. Также в конфигурации
присутствуют поляризаторы 4, 5 для падающего и отражённого излучения, соот-
ветственно. Лабораторные координаты (x, y, z) задаются плоскостью падения и
показаны на рисунках 29 и 30.

Двухосные среды характеризуются двумя лучевыми оптическими осями†

A1,A2, которые лежат в плоскости x1x3 симметрично относительно оси x3 [44].
Взаимная ориентация анизотропных слоёв 2 и 3 относительно плоскости границы
раздела в общем случае определяется шестью углами. Два из них определяют на-
правление биссектрисымежду оптическими осями относительно границы, и один

†Название происходит от лучевой скорости, направление которой совпадает с вектором Пойнтинга
волны. У поверхности лучевых скоростей всегда существуют центральные сечения, являющиеся окружно-
стями. Нормали к плоскостям этих сечений называются оптическими осями двухосной среды.
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1 — призма с большим показателем преломления εp > max ε̂ = ε3, 2 и 3 — анизо-
тропные кристаллы, 4 и 5 — поляризаторы излучения.

Рис. 29 –– Модификация конфигурации Кретчманна––Отто для возбуждения по-
верхностных волн Дьяконова на границе одинаковых анизотропных кристаллов

со скрещенными осями. Вид сбоку.

— угол поворота вокруг биссектрисы, для одного слоя. Оставшиеся три приходят-
ся на ориентацию осей второго слоя. На рисунке 30 показан вид сверху на границу
раздела между двухосными слоями 2 и 3 вместе с координатными осями (x, y, z)

и кристаллическими главными осями (x1, x2, x3), (x′1, x′2, x′3). В рассматриваемой
конфигурации оптические оси обоих слоёв лежат в плоскости параллельной плос-
кости границы раздела. Угол между главными осями слоёв x̂3x′3 составляет 2ζ , где
ζ может изменяться путём поворота слоёв 2 и 3 относительно друг друга в диапа-
зоне от 0 до π/2. Угол между плоскостью падения zy и биссектрисойA1A′1 равен
α. Углы между оптической осью и главными осями x3, x′3 равны между собой
Â1x3 = Â2x3 = Â′1x′3 = Â′2x′3 = δ3 и

δ3 = arccos

√
ε3 − ε2
ε3 − ε1

.

В зависимости от параметров среды угол δ3 может принимать значения в проме-
жутке [0, π/2]. При равенстве ε2 = ε1 угол δ3 = 0, и среда является положительной
одноосной. Если же ε2 = ε3, то δ3 = π/2, а среда является отрицательной одноос-
ной. В обоих предыдущих случаях две оптические оси вырождаются в одну.



81

A′1
A′2

A1

A2

ζ

δ3

α

z

y

x

z

y

x

x′3

x′2

x′1

x3x2

x1

A1,2 и A′1,2 — лучевые оптические оси двухосных слоёв 2 и 3, (x1, x2, x3) и
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′
2, x
′
3)—главные оси двухосных слоёв 2 и 3, (x, y, z)—лабораторная система

координат.
Рис. 30 –– Модификация конфигурации Кретчманна––Отто для возбуждения по-
верхностных волн Дьяконова на границе одинаковых анизотропных кристаллов

со скрещенными осями. Вид сверху.

Таким образом в рассмотренной конфигурации заранее подбирается опти-
мальная толщина d, и остаются два параметра, которые могут быть изменены
в ходе эксперимента. Это ориентация плоскости падения лазерного луча, опре-
деляемая углом α, и угол между скрещенными оптическими осями слоёв 2ζ ,
изменяемый путём поворота слоя 2 относительно слоя 3.

Условия распространения волн Дьяконова вдоль границы одинаковых
анизотропных кристаллов

Вопрос существования волн Дьяконова на границе двух одинаковых ани-
зотропных кристаллов теоретически рассматривался в работах [132; 152] для
одноосных кристаллов и [156] для двухосных и направления α = 0. В обеих рабо-
тах рассматривалась конфигурация, в которой оптические оси обоих кристаллов
лежат в плоскости границы раздела, что аналогично предложенной на рисунке 30.
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В случае произвольной ориентации оптических осей одноосных (двухосных) кри-
сталлов вопрос существования и диапазона углов распространения не изучены.
Для случая двухосных кристаллов, даже в конфигурации (Рис. 30), неизвестны
диапазоны углов распространения волн Дьяконова.

Для положительных одноосных кристаллов (δ3 = 0, A1 = A2 = A,
A′1 = A′2 = A′) волны Дьяконова распространяются в угловых диапазонах, вклю-
чающих биссектрисы между оптическими осями A и A′ [132]. Таким образом
волны Дьяконова существуют при любых углах ζ 6= 0 и ζ 6= π/2. Условие поло-
жительной одноосности δ3 = 0 является необходимым. Для слабоанизотропных
кристаллов η � 1 ширина диапазона углов распространения

∆φ = 2η2 sin(ζ/2) cos(ζ/2)2 � 1.

Частичное обобщение на случай двухосных кристаллов было сделано в ста-
тье [156]. В ходе анализа поверхностных волн на границе двухосных кристаллов
для конфигурации, приведённой на рисунке 30, были получены условия распро-
странения волн Дьяконова вдоль направления биссектрисы между оптическими
осями кристаллов (α = 0). Они могут распространяться только при выполнении
условия [154]

δ3 < ζ < π/2. (69)

Из чего следует, что волны Дьяконова существуют не только для положительных
двухосных кристаллов δ3 ≲ π/4, но и для отрицательных δ3 ≳ π/4.

4.3 Эффект конверсии поляризации света при отражении

В этой части проводится расчёт спектров отражения от анизотропных сред
и анализ их особенностей, связанных с возбуждением поверхностных волн. В от-
личие от изотропных сред при отражении света от анизотропных сред, таких как
двухосные кристаллы, возможно преобразование (конверсия) его поляризации.
Возможность эффекта конверсии поляризации можно объяснить тем обстоятель-
ством, что собственные состояния поляризации в изотропной и анизотропной
среде на границе «смешиваются» друг с другом граничными условиями, за исклю-
чением некоторых случаев ориентации оптической оси относительно нормали к
границе и направления распространения волны.
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В изотропной среде существует две возможных поляризации волны. Волна,
для которой вектор электрического поля E перпендикулярен плоскости падения,
называется s-, TE- или σ-поляризованной. Для другой поляризации, вектор маг-
нитного поля B перпендикулярен плоскости падения, а сами волны называются
p-, TM- или π-поляризованными. Для волн обеих поляризаций закон дисперсии
изотропен c2k2 = εω2.

Для анизотропной среды s- и p-поляризованные волны не являются соб-
ственными. В общем случае закон дисперсии электромагнитных волн в анизо-
тропной среде в главных осях определяется из уравнения Френеля(

k21 + k22 + k23
) (

ε1k
2
1 + ε2k

2
2 + ε3k

2
3

)
−

− ω2

c2
[
k21ε1(ε2 + ε3) + k22ε2(ε1 + ε3) + k23ε3(ε1 + ε2)

]
+

+
ω4

c4
ε1ε2ε3 = 0,

где k = (k1, k2, k3) волновой вектор. При заданном направлении и частоте ω это
биквадратное уравнение относительно модуля волнового вектора k. Это связано
с существованием двух различных поляризаций и двух направлений распростра-
нения. В частном случае одноосной среды эти волны называются обыкновенной
и необыкновенной.

Таким образом p- и s-поляризованные волны не являются собственными в
анизотропной среде для произвольного направления распространения. Это при-
водит к особенностям при исследовании спектров отражения (прохождения) от
анизотропных сред. Падающая p- или s-волна преобразуется в собственные вол-
ны анизотропной среды, приводя, например, к двулучепреломлению. Отражённая
же волна может иметь поляризацию, отличную от поляризации падающей волны,
и быть комбинацией p- и s-волн. В определённых случаях, как будет показано да-
лее, этот эффект настолько сильно выражен, что приводит к полной конверсии
поляризации в другую, p-волны в s-волну и наоборот.

4.3.1 Особенности спектров отражения Rs←p(ϑ), Rp←p(ϑ)

В качестве примера для численного моделирования был выбран широко ис-
пользуемый в оптике кристалл KTiOPO4 (KTP). Он уже использовался в работе
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[23], где было впервые экспериментально показано существование поверхност-
ных волн Дьяконова, распространяющихся вдоль границы между изотропной и
анизотропной средой. Длина волны падающего излучения λ = 632.8 нм опреде-
ляется монохроматическим гелий-неоновым лазером. На этой длине волны KTP
является двухосной средой с главными компонентами тензора диэлектрической
проницаемости ε1 = 3.1043, ε2 = 3.13715, ε3 = 3.4775. Соответствующий угол
между лучевой оптической осью и главной осью δ3 = 17.26°. В качестве мате-
риала для призмы был выбран ZnSe с проницаемостью εp = 6.7138 на длине
волны лазера λ.

В работе [A2] проведён численный расчёт спектра отраженияRp←p(ϑ) и кон-
версии поляризации Rs←p(ϑ) для конфигурации на рисунках 29 и 30 c толщиной
слоя 2 равной d = (4λ, 8λ, 12λ) ≈ (2.5мкм, 5мкм, 7.5мкм). Расчёт производился
с помощью процедуры, основанной на методе матриц переноса в анизотропных
средах, которая подробно описана и разобрана в [176]†. На рисунке 31 пред-
ставлены спектры отражения и спектры конверсии поляризации вблизи угла ϑs,
связанного с волной Дьяконова, при угле между оптическими осями ζ = 20.265°
и угле α = 0°. Спектры для s-поляризованных волн имеют аналогичный вид с
точностью до замены s → p и p → s.

На графике 31 для Rp←p(ϑ) наблюдается минимум и соответствующий мак-
симум для Rs←p(ϑ) при угле падения ϑ = ϑm. Их положение и амплитуда
изменяются с изменением толщины d, и видно что уже при d = 5мкм достигает
предельных значений Rp←p ≈ 0, Rs←p ≈ 1. Необходимо отметить, что углы, при
которых наблюдаются особенности в коэффициентах отражения, лежат в области
ϑ > ϑt, где ϑt—наименьший угол полного внутреннего отражения от кристаллов
KTP. В общем случае для слоя 2 угол полного внутреннего отражения опреде-
ляется

ϑt(ζ, α) = arcsinmax

(√
ε2
εp
,

√
ε1ε3

εp [ε1 + (ε3 − ε1) cos2(ζ + α)]

)
. (70)

Для слоя 3 и призмы выражение для угла ϑt будет такимже с точностью до замены
α 7→ −α. В рассматриваемом случае эти углы равны друг другу и равны ϑt ≈
43.1886°. Для всех углов ϑ > ϑt выполняется закон сохранения

Rp←p(ϑ) +Rs←p(ϑ) = 1.
†Соответствие между введёнными здесь величинами и в статье следующее: ψ = π/2, ϕ = π/2 + ζ для

слоя 2 и ψ = π/2, ϕ = π/2− ζ для кристалла 3.
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Рис. 31 –– Численный расчёт коэффициентов отражения и конверсии поляризации
p-поляризованного света в конфигурации (Рис. 29 и 30) для кристаллов KTiOPO4

при разной толщине d слоя 2, фиксированной плоскости падения α = 0°, ζ =

20.265° и длины волны падающего света λ = 632.8 нм.
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Таким образом при d/λ → ∞ положение максимума(минимума) ϑm → ϑs,
определяемого свойствами волны Дьяконова на границе кристаллов KTP со скре-
щенными осями

ϑs = arcsin
q(ζ, α)
√
εpω/c

, (71)

где q(ζ, α) — волновой вектор поверхностной волны Дьяконова в конфигурации
(Рис. 30) для кристаллов KTP. В другом пределе d/λ → 0, отвечающему от-
сутствию слоя 2, особенностей в Rp←p и Rs←p при ϑ > ϑt не появляется, что
подтверждает их связь с волнами Дьяконова.
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Рис. 32 –– Зависимость угла полного внутреннего отражения ϑt(ζ, 0) (70) для
призмы ZnSe и кристаллов KTiOPO4 (xz срез) и зависимость угла ϑs(ζ) (71) для
поверхностных волн Дьяконова от угла между оптическими осями ζ при α = 0°.

Как видно из рисунка 31 и вычислений угла полного внутреннего отраже-
ния, углы ϑt, ϑs и ϑm очень близки друг к другу и отличаются только в четвёртом
или пятом знаке. Поэтому в эксперименте предлагается измерять зависимость по-
ложения особенностей ϑm от угла между оптическими осями кристаллов ζ . Для
сравнения на рисунке 32 приведены графики зависимости углов ϑt и ϑs от угла
ζ . Видно, что их величины сложно различить между собой. Похожая проблема
уже подчёркивалась в экспериментальной работе по обнаружению волн Дьяконо-
ва [23] и была благополучно решена там же. В эксперименте [23] углы падения
измерялись с разрешающей способностью ∆ϑ ≈ 0.0001°. Это позволяет разре-
шить не только различие в углах ϑs и ϑm, но и соответствующую поверхностным
волнам Дьяконова особенность коэффициентов отражения в нашем случае.



87

Для более наглядного представления на рисунке 33 представлены графики
угла полного внутреннего отражения ϑt, угла особенности ϑam коэффициентов от-
ражения для слоя с толщиной d ≈ 2.5мкм, угла особенности ϑbm для d ≈ 5мкм в
зависимости от угла ζ . Стоит отметить, что особенности коэффициентов отраже-
ния при углах падения ϑm начинают резко проявляться, как только выполняется
условие для распространения волн Дьяконова δ3 < ζ < π/2. Для углов ζ < δ3

особенностей при ϑ > ϑt не наблюдается. Разность углов ϑm − ϑt находится в
пределах возможной разрешающей способности∆ϑ вплоть во всём диапазоне уг-
лов ζ , что говорит о вполне реальной возможности наблюдения. Анализ разности
ϑm − ϑt по картам отражения при нескольких углах между оптическими осями
ζ позволит связать наблюдаемые особенности с поверхностными волнами Дьяко-
нова на границе двух одинаковых анизотропных кристаллов.
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Рис. 33 –– Зависимость положения максимума ϑm коэффициента конверсии поля-
ризации Rs←p (Рис. 31) от угла между оптическими осями ζ кристаллов KTiOPO4

относительно угла полного внутреннего отражения ϑt при различной толщине d
слоя 2.

Аналогичный расчёт коэффициентов отражения был выполнен, но здесь
не приводится, и для случая, когда плоскость границы между кристаллами KTP
была параллельна кристаллической плоскости yz. Именно для такой плоскости
границы KTP было экспериментально показано существование волн Дьяконова в
работе [23]. В этом случае плоскости, в которых лежат оптические оси двухосных
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кристаллов, перпендикулярны плоскости границы раздела. При определённых
углах между оптическими осями ζ в коэффициентах отражения наблюдаются осо-
бенности при угла падения ϑ бо́льших, чем углы полного внутреннего отражения
от анизотропных кристаллов. Они существенно меньше по величине, чем для слу-
чая на рисунке 31, но имеют такую же зависимость от толщины d. Это говорит о
том, что наблюдение волн Дьяконова на границе двух одинаковых двухосных кри-
сталлов более предпочтительно для кристаллической плоскости xz, для которых
реализуется наибольшая разница в показателях преломления.

4.3.2 Другие материалы для исследования волн Дьяконова на границе
анизотропных кристаллов

Разница между ϑs и ϑt напрямую зависит от свойств поверхностной волны
Дьяконова, связанных с величиной анизотропии η (57). Для слабо двухосных кри-
сталлов ε2 ≈ ε1 можно использовать аналогичное выражение, где ε‖ = ε3, ε⊥ ≈ ε1.
Для природныхминералов прозрачных в оптической области анизотропия доволь-
но слабая η � 1, что создаёт определённые трудности при наблюдении волн
Дьяконова. Для решения этой задачи предлагаются различные способы, например
использование диэлектрических фотонных метаматериалов [177] или переход к
гиперболическим метаматериалам [A1; A5].

Так в работе [A8] теоретически проанализировано распространение волн
Дьяконова в дальнем инфракрасном диапазоне вдоль границы между одноос-
ными кристаллами TiO2 со скрещенными осями. В этом диапазоне длин волн
существует область прозрачности для TiO2 при λ ⪆ 80мкм, где проницаемости
ε⊥ ≈ 86, ε‖ ≈ 170. Диапазон углов распространения в плоскости достигает значе-
ний ∆φ ≈ 12° при угле между оптическими осями ζ ≈ 60°.

В той же работе [A8] был предложен эксперимент по наблюдению волн
Дьяконова в такой же конфиграции как на рисунке 29 и 30, где в качестве приз-
мы предлагается использовать SrTiO3 с проницаемостью εp ≈ 300 для этих длин
волн. В этом случае наибольшее значение разности ϑs − ϑt ≈ 0.65° достигается
при ζ ≈ 44°. Как видно величина разности в 40 раз больше, чем для кристаллов
KTP, рассмотренных в предыдущей части. Таким образом переход к другим диапа-
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зонам длин волн открывает бо́льшие перспективы наблюдения и использования
поверхностных волн Дьяконова.

4.4 Выводы к главе 4

Экспериментальное наблюдение и исследование поверхностных волн Дья-
конова представляет собой сложную задачу, которая в основном связана с от-
сутствием подходящих материалов с сильной анизотропией диэлектрической
проницаемости в оптической области. Так для природных минералов проница-
емость вдоль главных осей имеет отличие только во втором-третьем значащем
знаке. С другой стороны, в каждой конфигурации, где возможно распространение
волн Дьяконова, задачу об их экспериментальном наблюдении приходится ана-
лизировать отдельно. Поэтому был предложен и теоретически проанализирован
экспериментальный метод для подтверждения существования и исследования по-
верхностных волн Дьяконова, распространяющихся вдоль границы одинаковых
анизотропных кристаллов со скрещенными оптическими осями.

Метод развивает идеи возбуждения поверхностных волн в конфигурации
Кретчманна––Отто и метода нарушенного полного внутреннего отражения с
учётом эффекта конверсии поляризации при отражении от анизотропных сред.
Показано, что появление особенностей: максимума в коэффициент конверсии и
минимума к коэффициент отражения, связано именно с существованием поверх-
ностной волны Дьяконова. Зависимость положения максимума от угла между
скрещенными оптическими осями позволяет однозначно связать максимум ко-
эффициента отражения в скрещенных осях с поверхностной волной Дьяконова.
Наибольшее значение эффекта конверсии 90−100% для кристаллов KTP и длины
волны 632.8 нм достигается при толщине тонкого слоя кристалла d = 5−7.5мкм
в том случае, когда кристаллическая плоскость xz обоих кристаллов параллельна
плоскости границы раздела.

Для расширения возможностей возбуждения и исследования поверхност-
ных волн Дьяконова предложено использовать другие диапазоны длин волн,
например дальний инфракрасный диапазон. Для этого диапазона волн существу-
ют материалы со значительной более сильной анизотропией диэлектрической
проницаемости, чем в оптическом диапазоне. Это позволит с одной стороны уве-
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личить диапазон углов распространения волн Дьяконова и, с другой стороны,
ослабить технологические требования к качеству поверхностей.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. На основе теоретического анализа поверхностных электромагнитных

волн, распространяющихся вдоль слоёв полубесконечной периодиче-
ской слоистой структуры с анизотропными проводящими слоями, по-
казано существование нового типа поверхностной электромагнитной
волны, ранее не описанного в литературе. Показано, что этот тип волн
имеет свойства как продольных волн Ленгмюра в металлах, так и поверх-
ностных волн Тамма в одномерных фотонных кристаллах. Волны нового
типа названы поверхностными волнами Тамма––Ленгмюра.

2. Теоретически показано, что волны Тамма––Ленгмюра могут быть экспе-
риментально исследованы по спектрам отражения от структур с конеч-
ным числом периодов в геометрии нарушенного полного внутреннего
отражения.

3. Теоретические исследования влияния пространственной дисперсии ди-
электрической проницаемости среды микрорезонатора на спектр его мод
показывают возможность существования незатухающих приповерхност-
ных мод продольной поляризации. В сферических микрорезонаторах
эти моды аналогичны широко известным модам шепчущей галереи. Для
металлических шарообразных микрорезонаторов рассматриваемые про-
дольные моды имеют частоту больше плазменной частоты металла.

4. Сильную анизотропию коэффициента отражения в диапазоне длин волн
6−14мкм от метаматериала на основе ZnO, легированного Al, в гео-
метрии нарушенного полного внутреннего отражения можно связать
с существованием поверхностных волн Дьяконова на границе воздух–
метаматериал.

5. Предложен метод для экспериментального подтверждения существо-
вания поверхностных волн Дьяконова на границе двух одинаковых
анизотропных кристаллов со скрещенными оптическими осями.
Предложенный метод развивает идеи методов нарушенного полного
внутреннего отражения, используемых для возбуждения поверхностных
электромагнитных волн, с учётом эффекта конверсии поляризации при
отражения от анизотропных сред. Исследование особенностей коэффи-
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циентов отражения с конверсией поляризации в зависимости от угла
между оптическими осями кристаллов позволяет однозначно связать их
с существованием поверхностной волны Дьяконова.
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Список сокращений и условных обозначений

(φ1, φ2) диапазон углов распространения ПЭВ Дьяконова (глава 3)
(r, θ, ϕ) сферические координаты (глава 2)
(x, y, z) декартова система координат
(x1, x2, x3) главные оси двухосной среды (глава 4)
α⊥(ω), α‖(ω) параметр нелокальности поперечного и продольного диэлектриче-

ского отклика
ε̄, ε̄e относительные диэлектрические проницаемости (глава 3)
χ(ω) figure-of-merit; эффективная длина распространения ПЭВ
δ параметр анизотропии плазменной частоты (глава 1)
∆φ диапазон углов распространения ПЭВ Дьяконова
δ3 угол между оптической осью двухосной среды и главной осью x3

ℓ орбитальное число сферической гармоники
ϵij(ω,k) тензор диэлектрической проницаемости с учётом пространствен-

ной дисперсии (глава 2)
η фактор анизотропии одноосной среды
γ скорость затухания в модели Друде––Лоренца
γℓn n-ый нуль функции Бесселя jℓ(z)
ε̂, ε̂(ω) тензор диэлектрической проницаемости среды
ε̂∗(ω) тензор эффективной диэлектрической проницаемости метаматери-

ала
ε̂m(ω) тензор проницаемости анизотропного проводящего слоя в МДС
~ постоянная Планка
κe, κo обратная длина убывания распределения поля для необыкновен-

ной и обыкновенной волны
κi обратная длина убывания распределения поля в изотропной среде
λ длина волны света в вакууме (глава 3, 4)
λ(ω) параметр в уравнении Гельмгольца (глава 2)
λ, λ−1 собственные числа матрицы переноса (глава 1)
〈Ω̃〉 приведённая средняя плазменная частота в анизотропных прово-

дящих слоях
C множество комплексных чисел
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R множество вещественных чисел
Z множество целых чисел
B вектор магнитного поля
D вектор электрической индукции
E вектор электрического поля
El безвихревая компонента электрического поля
Et соленоидальная компонента электрического поля
H вектор магнитной индукции
k, k волновой вектор и его модуль
P вектор поляризации
q, q волновой вектор поверхностной волны и его модуль (глава 3)
S вектор Пойнтинга
A1,A2 лучевые оптические оси двухосной среды
µ магнитная восприимчивость
Ω плазменная частота в модели Друде––Лоренца
ω частота света
ωtp частота отсечки таммовского плазмона
ωn собственная частота резонатора с учётом пространственной дис-

персии проницаемости
ω0
n собственная частота резонатора без учёта пространственной дис-

персии проницаемости
ωp плазменная частота металла (глава 2)
arg z главное значение аргумента комплексного числа
diag{. . .} диагональная матрица с элементами из списка
div оператор дивергенции векторного поля
grad оператор градиента скалярного поля
Re z, Im z вещественная и мнимая часть комплексного числа z
rot оператор ротора векторного поля
trM след матрицыM

∂Ω граница резонатора (глава 2)
γ̃ безразмерная скорость затухания
Ω̃ безразмерная плазменная частота
ω̃ безразмерная частота, ω̃ = ωd/c
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ω̃sp частота поверхностного плазмонного резонанса
k̃z безразмерный волновой вектор поверхностной волны, k̃z = kzd

ṽg безразмерная групповая скорость
x̃ безразмерная координата, x̃ = x/d

ε проницаемость изотропной среды (глава 3)
ε∞ высокочастотная проницаемость в модели Друде––Лоренца
ε0(ω) диэлектрическая проницаемость без учёта пространственной дис-

персии
ε⊥, ε‖ компонента тензора проницаемости в направлении оси слоистой

структуры и в плоскости её слоёв
εa проницаемость диэлектрика, контактирующего с МДС
εe, εo диэлектрическая проницаемость необыкновенной и обыкновен-

ной волны в одноосном кристалле
εi проницаемость диэлектрического слоя в МДС
εl продольная проницаемость (глава 2)
εt поперечная проницаемость (глава 2)
φ скалярное потенциальное поле безвихревой компоненты электри-

ческого поля, El = − gradφ (глава 2)
φ угол между направлением волнового вектора поверхностной вол-

ны и оптической осью одноосной среды (глава 3)
ϑ угол падения (глава 1, 3)
ϑm угол падения, при котором достигается минимум/максимум коэф-

фициента отражения
ϑt наименьший угол полного внутреннего отражения
ÂA′ угол между прямой A и A′

ξ безразмерный параметр проницаемости изотропной среды (глава
4)

ξ фактор заполнения проводящими слоями в МДС (глава 1, 3)
ζ половина угла между скрещенными оптическими осями двух ани-

зотропных кристаллов
A(ω) коэффициент поглощения
c скорость света в вакууме
C+
j , C

−
j свободные константы в решении волнового уравнения

d толщина одного периода слоистой структуры
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di толщина диэлектрического слоя в МДС
dj толщина слоя с номером j

dm толщина анизотропного проводящего слоя в МДС
e заряд электрона
G матрица переноса через всю слоистую структуру
I единичная матрица
i мнимая единица
j, j′ номер слоя в одном периоде слоистой структуре
jℓ(z) сферическая функция Бесселя первого рода
kτ тангенциальная компонента волнового вектора падающей волны
kb «блоховское» волновое число
kp модуль волнового вектора падающей волны
kz волновой вектор поверхностной волны
kx,j компонента волнового вектора по нормали к границам слоёв (глава

1)
M матрица переноса через период структуры
m азимутальное число сферической гармоники (глава 2)
m∗AZO эффективная масса электронов в ZnO
m0 масса свободного электрона
mtp эффективная масса таммовского плазмона
Mj матрица переноса через слой j

N число периодов в конечной слоистой структуре
n, n′ число слоёв в одном периоде слоистой структуры
Ne концентрация электронов в ZnO:Al
np показатель преломления призмы
q0 модуль волнового вектора света в вакууме
R радиус шарового резонатора (глава 2)
R(ω), T (ω) коэффициенты отражения и прохождения
rxl→l, r

x
r→r амплитуда отражённой волны

Rp коэффициента отражения от конечной МДС в p-поляризации
txr→l, t

x
l→r амплитуда прошедшей волны

UN(x) N -ый полином Чебышёва второго рода
vf скорость электронов с энергией Ферми в металле
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Yℓm(θ, ϕ) вещественная сферическая гармоника
AZO ZnO:Al; оксид цинка, легированный алюминием
KTP KTiOPO4; титанил-фосфата калия
TE transverse electric; поляризация поля, в которой электрическое поле

ортогонально направлению распространения
TM transverse magnetic; поляризация поля, в которой магнитное поле

ортогонально направлению распространения
ДВ дополнительные волны
ДГУ дополнительные граничные условия
ДП дьяконовский плазмон
МДС металл-диэлектрическая периодическая слоистая структура
МШГ мода шепчущей галереи
НПВО нарушенное полное внутреннее отражение
ПЭВ поверхностная электромагнитная волна
РБО распределённый брэгговский отражатель
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