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Введение

Существующая потребность в исследованиях необычных свойств куп­
ратных высокотемпературных сверхпроводников обусловлена постоянным
расширением области их практического применения. Одним из важнейших
нерешенных вопросов, стимулирующих поисковые работы как теоретическими,
так и экспериментальными методами, является вопрос о механизме купе­
ровской неустойчивости в этих системах. Полезная информация о природе
сверхпроводимости в купратах может быть получена при изучении, например,
факторов, приводящих к изменению критической температуры, таких как
химическое легирование, давление. Так, экспериментально установлено, что
изменение концентрации носителей тока приводит к модификации амплитуды
парного взаимодействия.

Эффективный экспериментальный метод, позволяющий изучать детали
механизма нетрадиционной сверхпроводимости, основан на анализе моди­
фикации температурной зависимости лондоновской глубины (или глубины
проникновения магнитного поля) при легировании. Температурная и концентра­
ционная зависимости обратного квадрата глубины проникновения позволяет, в
частности, судить о типе симметрии сверхпроводящего параметра порядка, а
наличие особенностей в температурном поведение может указывать на прояв­
ление микроскопических механизмов куперовского спаривания.

Теоретическое описание свойств купратных высокотемпературных сверх­
проводников (ВТСП) должно непременно учитывать сильные электронные
корреляции (СЭК). К настоящему времени достигнуто понимание того, что
именно СЭК индуцируют значительную связь между зарядовыми и спиновыми
степенями свободы и, как следствие, играют особую роль в установлении фазы
сверхпроводимости в купратах. Однако вопрос о конкретном микроскопическом
механизме куперовского спаривания до сих остается дискуссионным. Ранее в ра­
ботах А.Ф. Барабанова с соавторами в рамках микроскопического подхода была
предложена спин-поляронная концепция для описания свойств дырочно-легиро­
ванных купратных ВТСП. Этот подход, корректно учитывающий отмеченную
выше сильную спин-фермионную связь, оказался весьма успешным при описа­
нии купратных ВТСП как в нормальной, так и в сверхпроводящей фазе.
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В данной диссертационной работе в рамках спин-поляронного механизма
высокотемпературной сверхпроводимости купратов исследуется модификация
температурной зависимости лондоновской глубины при легировании. С учетом
сказанного выше тема исследования представляются актуальной.

Целью данной работы является исследование особенностей темпера­
турной и концентрационной зависимостей лондоновской глубины в дырочно­
легированных купратных высокотемпературных сверхпроводниках в рамках
спин-поляронной концепции.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. разработать подход для расчета отклика спин-поляронных квазичастиц
на слабое магнитное поле в сверхпроводящей фазе;

2. получить самосогласованные уравнения для сверхпроводящего пара­
метра порядка и химического потенциала в слабом магнитном поле;

3. рассчитать и проанализировать температурную зависимость лондонов­
ской глубины в ансамбле спин-поляронных квазичастиц;

4. изучить влияние кулоновского взаимодействия на температурную зави­
симость лондоновской глубины в ансамбле спин-поляронных квазича­
стиц.

Научная новизна:
1. Впервые в рамках спин-поляронной концепции получено выражение

для сверхпроводящей плотности тока спин-поляронных квазичастиц.
2. Впервые показано, что из сопоставления теоретической и эксперимен­

тальной зависимостей лондоновской глубины от температуры могут
быть получены количественные оценки величины параметра спин-фер­
мионной связи.

3. Впервые показано, что точка перегиба в температурной зависимости
обратного квадрата лондоновской глубины обусловлена особенностями
спин-поляронного спектра, связанными с наличием дырочного кармана
на поверхности Ферми.

4. Впервые показано, что учет кулоновского взаимодействия в спин­
поляронном подходе не приводит к функциональному изменению
температурной зависимости лондоновской глубины.
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5. Впервые в рамках спин-поляронного подхода получено общее выраже­
ние для квадрата функции щели в сверхпроводящей фазе через сумму
квадратов модулей всех возможных амплитуд параметра порядка.

Практическая значимость результатов, полученных в ходе выполне­
ния исследования, предполагает их использование не только в лабораториях
университетов и академических институтов, но и послужит основой для поис­
ка новых материалов с расширенными функциональными возможностями для
использования в электронных устройствах нового поколения. В частности, обна­
ружение точки перегиба в расчетной температурной зависимости лондоновской
глубины позволит стимулировать постановку соответствующих экспериментов
не только в ВТСП медно-оксидной группы, но и в других системах с сильной
связью между спиновыми и зарядовыми степенями свободы.

Методология и методы исследования. Для решения задач иссле­
дования предполагается использование метода уравнений движения для за­
паздывающих двухвременных температурных функций Грина и проекционной
техники Цванцига-Мори с введением расширенного набора базисных операто­
ров. Особенность использования этой техники в данном случае заключается в
получении замкнутой системы уравнений для функций Грина, построенных на
операторах, корректно учитывающих сильную спин-фермионную связь квази­
частиц в CuO2-плоскости.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Выражение для сверхпроводящей плотности тока спин-поляронных

квазичастиц.
2. Количественная оценка параметра спин-фермионной связи может быть

получена при сопоставлении теоретической и экспериментальной зави­
симостей лондоновской глубины от температуры.

3. Причина появления точки перегиба в температурной зависимости
обратного квадрата лондоновской глубины, наблюдаемая во многих
экспериментах, обусловлена особенностями спин-поляронного спектра,
связанными с наличием дырочного кармана на поверхности Ферми.

4. Кулоновское взаимодействие не влияет качественно на вид темпе­
ратурной зависимости обратного квадрата лондоновской глубины, а
количественно проявляется только в уменьшении критической темпе­
ратуры сверхпроводимости.
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5. Аналитическое выражение для функции сверхпроводящей щели, выра­
жающееся через сумму квадратов всех возможных амплитуд параметра
порядка.

Достоверность результатов, научных положений, выводов и реко­
мендаций, полученных и сформулированных в диссертации, обоснована
корректностью использования математического аппарата, контролируемостью
применяемых приближений, их согласием с результатами исследований других
авторов, правильностью предельных переходов к известным результатам, а
также находятся в согласии с имеющимися экспериментальным данным.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на:
Конкурс-конференции ФИЦ КНЦ СО РАН для молодых ученых, аспи­
рантов и студентов, Секция «Физика», Красноярск, 2018, 2019; Двадцать
четвертой Всероссийской научной конференции студентов-физиков и мо­
лодых ученых, ВНКСФ-24, Томск, 2018; V Международной молодежной
научной конференции. Физика. Технологии. Инновации. ФТИ-2018, Екате­
ринбург, 2018; International Conference for Professionals & Young Scientists
”LOW TEMPERATURE PHYSICS”, Kharkiv, Ukraine, 2018, 2019; 9th JEMS
Conference 2018, Mainz, Germany, 2018; VII Euro-Asian Symposium ”Trends in
Magnetism”, Ekaterinburg, 2019.

Личное участие автора в получении результатов, изложенных в дис­
сертации, выразилось в постановке части задач исследования; в проведении
всех аналитических и численных расчетов, в анализе и интерпретации всех
полученных данных; в подготовке научных статей по теме исследования; в фор­
мулировке научных положений и выводов.

Объем, структура и содержание работы. Диссертация состоит
из введения, четырех глав, заключения и двух приложений. Полный объём дис­
сертации составляет 116 страниц, включая 18 рисунков и 4 таблицы. Список
литературы содержит 198 наименований.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 11 печатных изданиях, 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных
ВАК, в том числе 3 — в периодических научных журналах, индексируемых Web
of Science и Scopus, 8 — в тезисах докладов.

Публикации в журналах из перечня ВАК:
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the London penetration depth in an ensemble of spin polarons in cuprate
HTSCs // X International Conference for Professionals & Young Scientists
”LOW TEMPERATURE PHYSICS” dedicated to the 100th anniversary of
the National Academy of Sciences of Ukraine (3-7 июня 2018, Харьков,
Украина). Conference Program & Book of Abstracts. 2019. — P. 51.

8. Komarov, K. K., Dzebisashvili, D. M. The effect of Coulomb repulsion
on the London penetration depth in cuprate superconductors // VII
Euro-Asian Symposium ”Trends in Magnetism” (8-13 сентября 2019, Ека­
теринбург, Россия). 2019. — P. 76.

Во введении обосновывается актуальность темы диссертационного ис­
следования, формулируется цель работы, перечисляются основные положения,
выносимые на защиту, отмечается новизна и практическая ценность полу­
ченных результатов. Введение также содержит информацию о содержании
диссертации по главам, об апробации материалов диссертации и публикациях
результатов диссертационных исследований.

Первая глава посвящена литературному обзору современного состоя­
ния исследований купратных ВТСП. В разделе 1.1 приводится историческая
справка и обзор известных свойств и особенностей купратов, что дает общее
представление о том, насколько интенсивно и в каких направлениях изучаются
эти материалы. Электронное строение купратных сверхпроводников обсужда­
ется в разделе 1.2. Затем в разделе 1.3 оцениваются достоинства и недостатки
некоторых популярных теоретических моделей для купратов, на основе че­
го обосновывается выбор трех зонной 𝑝−𝑑 модели. Далее рассматривается
спин-фермионная модель, которая эффективно возникает из 𝑝−𝑑 модели в ре­
жиме СЭК. Концепция спин-поляронной квазичастицы, сформулированная на
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базе спин-фермионной модели, рассматривается в разделе 1.4. Обсуждается
идея этой концепции, а также проекционная техника, на основе которой спин­
поляронный подход реализуются. Затем обсуждаются последние достижения
концепции спинового полярона в описании нормальной и сверхпроводящей фа­
зы купратных ВТСП. Завершается глава кратким резюме в разделе 1.5.

Вторая глава направлена на разработку подхода для расчета отклика
спин-поляронных квазичастиц на слабое магнитное поле в сверхпроводящей фа­
зе. Для этого в разделе 2.1 приводится краткий обзор эффекта Мейснера и его
теоретическое толкование братьями Лондонами, основанное на теории линейно­
го отклика. Обсуждаются известные теоретические подходы к моделированию
температурной зависимости лондоновской глубины и возможности, которые да­
ет эта зависимость для анализа состояния сверхпроводимости. Затем в разделе
2.2 представленный в обзорной главе гамильтониан спин-фермионной модели
обобщается для учета слабого магнитного поля и в разделе 2.3 вычисляется
выражение для сверхпроводящей плотности тока ансамбля спин-поляронных
квазичастиц в поле векторного потенциала магнитного поля. Достоинства и
особенности разработанного подхода и полученного выражения кратко резюми­
руются в заключительном разделе 2.4.

В третьей главе расчитывается и анализируется температурная зави­
симость лондоновской глубины в ансамбле спин-поляронных квазичастиц в
купратных ВТСП. Сначала в разделе 3.1 приводится обзор современного со­
стояния экспериментальных исследований температурной и концентрационной
зависимостей магнитной глубины проникновения в дырочно-легированных куп­
ратах. Далее в разделе 3.2 решается система уравнений для функций Грина и
находится спин-поляронный спектр в нормальной фазе. Выражение для спек­
тра спиновых поляронов в сверхпроводящей фазе с учетом магнитного поля
выводится в разделе 3.3 и в разделе 3.4 анализируется уравнение на параметр
сверхпроводящего порядка. Затем вычисляются выражение для сверхтока и
самосогласованные уравнения на параметр порядка и химический потенциал в
разделе 3.5. В следующем разделе (разд. 3.6) приводятся и обсуждаются резуль­
таты численных расчетов температурной зависимости лондоновской глубины
проникновения в ансамбле спин-поляронных квазичастиц. Завершается глава
кратким резюме в разделе 3.7.

Четвертая глава диссертации посвящена исследованию влияния куло­
новского взаимодействия на лондоновскую глубину в рамках спин-поляронного
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подхода к изучению высокотемпературной сверхпроводимости купратов. Во
введении этой главы (разд. 4.1) обсуждается проблема учета кулоновского
взаимодействия в различных популярных для купратов моделях, после че­
го формулируется решаемая проблема. Далее в разделе 4.2 гамильтониан
спин-фермионной модели обобщается для учета кулоновского отталкивания в
системе и, подобно главе 3, вычисляются компоненты сверхпроводящего пара­
метра порядка в магнитном поле и с учетом кулоновского взаимодействия в
разделе 4.3. Заканчивается аналитическая часть этой главы разделом 4.4 с выра­
жениями для сверхпроводящей плотности тока и системой самосогласованных
уравнений на сверхпроводящий параметр порядка и химический потенциал. В
разделе 4.5 представлены результаты численных расчетов, которые демонстри­
руют эффект учета кулоновского взаимодействия в системе на температурной
зависимости обратного квадрата лондоновской глубины. Приводится итоговый
анализ спин-поляронной концепции на основе сопоставления теоретических и
экспериментальных данных температурной и концентрационной зависимости
лондоновской глубины в купратных ВТСП. Глава завершается кратким резю­
ме в разделе 4.6.

В заключении обобщаются основные результаты диссертационной ра­
боты.
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Глава 1. Современное состояние исследований

1.1 Купратные высокотемпературные сверхпроводники

Класс купратов был открыт Ж. Беднорцом и К. Мюллером [1] в 1986
году. На тот момент полученное соединение имело самую высокую критиче­
скую температуру сверхпроводимости (𝑇𝑐), около 30 K. На рисунке 1.1 показана
эволюция 𝑇𝑐 с момента открытия сверхпроводимости. На рисунке хорошо
отслеживается революционный момент в истории сверхпроводимости после
открытия класса купратных соединений. Преодолев температуру кипения жид­
кого азота (77 K — на рисунке 1.1 горизонтальная кривая ”Liquid Nitrogen”),
такие сверхпроводники стали именоваться высокотемпературными сверхпро­
водниками (ВТСП).

Рисунок 1.1 — (Цветной онлайн) Эволюция критических температур с момента
открытия сверхпроводимости (см. обзоры [2; 3]).

На сегодняшний день только купратам удалось достичь значительной ве­
личины 𝑇𝑐, например, в соединении HgBa2CaCu2O6+𝑥 [4] в нормальных условиях
𝑇𝑐 = 133 K, в HgBa2Ca𝑚−1Cu𝑚O2𝑚+2+δ (𝑚 = 1, 2, 3) [5] при давлении 45 ГПа
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𝑇𝑐 = 164 K. Благодаря этому купратные сверхпроводники стали наиболее вос­
требованными в прикладной физике [6]. В частности, купратные ВТСП нашли
свое применение в электроэнергетическом секторе промышленности [7; 8].

Рисунок 1.2 — (Цветной онлайн) Фазовая диаграмма купратов. При очень
низких уровнях дырочного легирования купраты являются изоляторами и ан­
тиферромагнетиками (AF). При повышении уровня легирования (в области
низких температур) сначала возникает фаза спинового стекла (SG), а затем
соединение становится проводящим. В этой области легирования значение тем­
пературы определяет, в какой фазе оно будет находиться. При температурах
ниже 𝑇𝑐 соединение становится сверхпроводящим (SC), при температурах выше
𝑇𝑐, но ниже 𝑇 *, оно попадает в фазу псевдощели (Pseudogap). Граница области
псевдощели при низких уровнях легирования точно неизвестна (”?”). В псев­
дощелевой и сверхпроводящей областях также находят фазу волны зарядовой
плотности (CDW). Переход между Ферми-жидкостной фазой (Fermi liquid) и
фазой странного металла (Strange metal) происходит постепенно (путем кроссо­
вера (Crossover)). ”QCP” обозначает квантовую критическую точку, в которой
температура 𝑇 * стремится к абсолютному нулю. Схематическая фазовая диа­

грамма построена на основе имеющихся данных [7; 9—18].

С фундаментальной точки зрения повышенный интерес к купратам объ­
ясняется наличием в этих материалах ряда необычных свойств, которое форми­
руется, прежде всего, из-за особенностей строения кристаллической структуры
этих соединений. Купратные сверхпроводники имеют слоистую структуру,
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состоящую из одной или нескольких сверхпроводящих CuO2-плоскостей, раз­
деленных непроводящими слоями [19]. Роль этих изолирующих слоев, как
считается, состоит в том, чтобы регулировать уровень легирования в про­
водящей плоскости, в которой также имеется своя особенность — сильная
межплоскостная анизотропия [20]. В этих материалах наблюдают различные ти­
пы микроскопических взаимодействий, в том числе сильное электрон-фононное
взаимодействие [21; 22], спин-орбитальное взаимодействие [23; 24], спин-флук­
туационное взаимодействие [25—29] и сильные электронные корреляции [30],
которые играют особую роль в формировании сверхпроводящих носителей тока.

Благодаря наличию стольких конкурирующих и дополняющих друг друга
взаимодействий, фазовая диаграмма купратов получается очень насыщенной
на разного рода фазовых переходов (см. рис. 1.2). В частности, в купратах
наблюдаются структурный, магнитный и сверхпроводящий типы фазовых пе­
реходов, последний, в свою очередь, допускает смешанные состояния типа
спинового стекла или сосуществование ферромагнетизма и сверхпроводимости
[31; 32]. Отдельно также выделяют фазу волны плотности заряда (charge density
wave (CDW) phase) [18], псевдощелевую фазу (pseudogap phase) [33], описание
которой выходит за рамки теории среднего поля [34], и режим ”странного”
метала (strange metal) [17]. Перечисленное можно найти на рисунке 1.2 схемати­
ческой фазовой диаграммы купратов, созданной на основе имеющихся данных.

1.2 Электронное строение купратов

Для большинства полученных ВТСП соединений кристаллическая струк­
тура обладает схожими чертами [35]: большим размером ячейки; слоистым
строением; разнообразным стехиометрическим составом. Но основное сходство
между ними — наличие одного, двух и так далее слоев CuO2-плоскостей, кото­
рые разделяются слоями других атомов (например, Ba, La, Sr). Связь между
плоскостями является достаточно слабой, что приводит к сильной анизотропии,
поэтому эти материалы имеют квазидвумерный характер сверхпроводимости.
Считается, что именно в CuO2-плоскостях главным образом разыгрываются
межэлектронные взаимодействия [10; 36], приводящие к сверхпроводимости, в
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то время как слои с другими атомами являются донорами носителей заряда
для этих плоскостей.

Кристаллическая структура CuO2-плоскости формируется за счет ионов
меди, каждый из которых сильно связан с четырьмя окружающими его иона­
ми кислорода [36]. Критическая температура перехода в сверхпроводящее
состояние, как считается, имеет зависимость от числа CuO2-плоскостей, на­
ходящихся на небольшом расстоянии друг от друга. Например, соединение
Tl2Ba2Ca2Cu3O10 обладает достаточно высокой критической температурой,
𝑇𝑐 = 125 K и имеет три таких близко лежащих плоскости [37].

Рисунок 1.3 — (Цветной онлайн) Энергетическая схема, демонстрирующая
происхождение гибридизованных полос Cu-O, которые возникают во многих
оксидах меди, с атомными позициями, схематически показанными вверху.
Типичные атомные уровни 3𝑑 и 2𝑝 расположены по бокам рисунка. В кри­
сталлическом поле они расщепляются. Количество стрелок (↑, ↓) на полосе
определяет заселенность различных уровней в нелегированном соединении [38].
Проиллюстрировано влияние ян-теллеровского искажения (Jahn-Teller) октаэд­
ра на кубические состояния Cu 𝑒𝑔 и 𝑡2𝑔. В центре изображается связующий
комплекс полос, где все Cu-состояния гибридизуются с O-состояниями. В тоже
время являющееся самым большим 𝑝−𝑑 взаимодействие σ приводит к форми­
рованию широко разделенных связывающих и антисвязывающих Cu-O-полос σ
на крайних (верхней и нижней) точках энергетической схемы, и к комплексу

других полос между ними [39].
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В качестве примера рассмотрим электронную структуру La2−𝑥Sr𝑥CuO4

(LSCO) [40], одного из первых открытых купратных сверхпроводников. В со­
единении La2CuO4 Cu2+ соответствует электронной конфигурации 3𝑑9, а в
кристаллическом поле орбиталь 3𝑑9 разбивается на пять 𝑑-орбиталей, как по­
казано на рисунке 1.3.

Четыре орбитали с более низкой энергией: 𝑥𝑧, 𝑦𝑧, 𝑥𝑦, 3𝑧2− 𝑦2, полностью
заняты, в то время как орбиталь 𝑥2−𝑦2 c наибольшей энергией заполнена толь­
ко наполовину. Из-за близкого уровня энергии 𝑑-орбитали меди и 2𝑝-орбиталей
кислорода между ними существует сильная гибридизация. В результате, са­
мый верхний энергетический уровень включает в себя обе особенности как
медной 𝑑𝑥2−𝑦2-орбитали, так и кислородных 2𝑝𝑥-, 2𝑝𝑦-орбиталей. При легиро­
вании La2CuO4 ионами стронция Sr2+, они случайным образом замещают ионы
La3+ и, в результате, часть электронов уходит из CuO2-плоскости c ионов кисло­
рода. Следовательно, конфигурация кислорода изменяется с O2− на 𝑂− и таким
образом создается одна дырка на 2𝑝-орбитали. Из чего можно заключить, что
по типу носителей заряда La2−𝑥Sr𝑥CuO4 относится к дырочно-легированному
классу ВТСП. Соответствующая фазовая диаграмма этого материала может
быть найдена в работах [9; 15; 41; 42], схематическая 𝑇𝑐−𝑥-диаграмма этого
материала с границей по 𝑇𝑐 ≈ 40 K представлена на рисунке 1.2.

Семейство ВТСП не ограничивается рассмотренным соединением, по­
скольку разнообразие купратных сверхпроводников довольно обширно. Наибо­
лее полный список сверхпроводящих материалов и их критических температур
можно найти в обзорных статьях [3; 43].

1.3 Теоретические модели для купратов

Анализ нормальной фазы купратных сверхпроводников показал Мотт­
хаббардовский тип основного диэлектрического состояния [31; 44—46] в этих
материалах. Когда этот вывод был сделан, стало ясно, что изучать купраты при
низком легировании следует на основе модели Хаббарда [45] в режиме сильных
электронных корреляций (СЭК). В работе [44] подсистема спиновых моментов
ионов меди рассматривалась в рамках резонансной теории валентных связей, а
возбуждения заряда, возникающие при легировании, интерпретировались как
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фермионная подсистема, проявляющая куперовскую неустойчивость. Такой ме­
ханизм сверхпроводимости имел электронную природу и приводил к высоким
значениям критических температур.

Поскольку ряд экспериментальных данных показал, что основная дина­
мика фермиевских возбуждений происходит в CuO2-плоскостях [10; 36], для
описания нетрадиционной сверхпроводимости в купратах широко использова­
лась 2D-модель Хаббарда на простой квадратной решетке [47—56]. Важный
вопрос о роли дальнодействующей части кулоновского взаимодействия в про­
блеме нетрадиционной сверхпроводимости был поднят в работе [57]. Авторы
отметили, что большинство предыдущих исследований было ограничено корот­
кодействующим кулоновским взаимодействием 𝑈 , имея в виду вычислительные
трудности, связанные с учетом преобразования Фурье межузельного кулонов­
ского отталкивания 𝑉𝑞. Растущий интерес к роли межузельного кулоновского
взаимодействия в структуре фазовой диаграммы ВТСП сделал популярной
расширенную модель Хаббарда (модель Шубина–Вонсовского [58]) [59—61].
Эта модель учитывает не только одномоментное Хаббардовское отталкива­
ние 𝑈 , но и взаимодействие электронов в разных участках кристаллической
решетки в пределах нескольких координационных сфер. В работах [59—61] бы­
ла рассчитана фазовая диаграмма, представляющая результат конкуренции
сверхпроводящих фаз с различными типами симметрии параметров порядка
в борновском приближении со слабой связью.

Однако, вместе с тем, оказалось, что целый ряд важных результатов по
нормальным и сверхпроводящим свойствам купратов, полученных в рамках мо­
дели Хаббарда и расширенной модели Хаббарда, не учитывали специфические
особенности реальной структуры этих материалов. Минимальная реалистичная
микроскопическая модель для купратов была предложена Эмери [62]. Трех­
зонная 𝑝−𝑑 модель Эмери учитывает реальную структуру CuO2-плоскости,
которая характеризуется пространственным разделением подсистемы кислород­
ных дырок и подсистемы локализованных спинов меди. Кроме того, эта модель
учитывает 𝑑𝑥2−𝑦2-орбитали ионов меди и 𝑝𝑥- и 𝑝𝑦-орбитали ионов кислорода
(см. разд. 1.2). Учитывая важность модели Эмири для дальнейшего, рассмот­
рим её более подробно.
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1.3.1 Трех зонная 𝑝−𝑑 модель Эмери

Центральная проблема теории высокотемпературной сверхпроводимости
связана, как известно, с необходимостью корректного учета СЭК. Они не только
качественно меняют характер основного состояния этих материалов в нормаль­
ной фазе, но и приводят к новым сценариям куперовской неустойчивости в
сверхпроводящей фазе.

Модель Эмери [62; 63] или ее более общий вариант [64] (модель Эмери ча­
сто упоминается в литературе как просто трехзонная 𝑝−𝑑-модель или расширен­
ная модель Хаббарда) адекватно учитывает как СЭК, так и другие особенности
электронной структуры купратов. В частности, в модели Эмери учитываются:
а) особенности кристаллографического строения CuO2-плоскости; б) дыроч­
ные состояния в замкнутых оболочках ионов меди и кислорода; в) сильное
одноузельное и межузельные кулоновские отталкивания. Гамильтониан моде­
ли Эмери в представлении операторов вторичного квантования может быть
записан в форме

Ĥ = 𝐻̂0 + 𝑇𝑝𝑑 + 𝑇𝑝𝑝,+𝑈̂𝑝 + 𝑉𝑝𝑝, (1.1)

𝐻̂0 = ε𝑑
∑︁
𝑓

𝑛̂𝑑
𝑓 + 𝑈𝑑

∑︁
𝑓

𝑛̂𝑑
𝑓↑𝑛̂

𝑑
𝑓↓ + ε𝑝

∑︁
𝑙

𝑛̂𝑝
𝑙 + 𝑉𝑝𝑑

∑︁
𝑓δ

𝑛̂𝑑
𝑓 𝑛̂

𝑝
𝑓+δ, (1.2а)

𝑇𝑝𝑑 = 𝑡𝑝𝑑
∑︁
𝑓δσ

ϑ(δ)
(︁
𝑑†𝑓σ𝑝𝑓+δ,σ + 𝑝†𝑓+δ,σ𝑑𝑓σ

)︁
, (1.2б)

𝑇𝑝𝑝 = 𝑡𝑝𝑝
∑︁
𝑙Δσσ′

ρ(Δ)𝑝†𝑙σ𝑝𝑙+Δ,σ′, (1.2в)

𝑈̂𝑝 = 𝑈𝑝

∑︁
𝑙

𝑛̂𝑝
𝑙↑𝑛̂

𝑝
𝑙↓, (1.2г)

𝑉𝑝𝑝 =
∑︁
𝑙,𝑙′

(𝑙 ̸=𝑙′)

𝑉𝑝𝑝(𝑙 − 𝑙′)𝑛̂𝑝
𝑙 𝑛̂

𝑝
𝑙′. (1.2д)

Здесь 𝑑†𝑓σ (𝑑𝑓σ) и 𝑝†𝑙σ (𝑝𝑙σ)— операторы рождения (уничтожения) для 𝑑- и
𝑝-фермионов на узлах меди (𝑓) и кислорода (𝑙) с проекциями спина σ = ±1/2

(≡↑, ↓). Один из четырех векторов, связывающих ион меди с ионами кислорода
в CuO2-плоскости, обозначается δ: δ = {±𝑔𝑥/2,±𝑔𝑦/2}, где 𝑔𝑥 = (𝑎, 0) и 𝑔𝑦 =
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(0, 𝑎), 𝑎— параметр элементарной ячейки. Вектор δ связывает ион меди на узле
𝑓 с ионами кислорода в положении 𝑙 = 𝑓 + δ (см. рис. 1.4).

Рисунок 1.4 — (Цветной онлайн) Медная (𝑑𝑥2−𝑦2) и кислородные (𝑝𝑥, 𝑝𝑦) орби­
тали дырок в CuO2-плоскости, рассматриваемые в модели Эмери. Затененные
части орбиталей имеют положительную фазу, открытые части орбиталей со­
ответствуют отрицательной фазе. Интеграл переноса 𝑡𝑝𝑝 между различными
ионами кислорода показан вместе с его знаком, который зависит от фаз соот­
ветствующих кислородных 𝑝-орбиталей: ρ(Δ) = 1 для Δ = (±𝑔𝑥/2,±𝑔𝑦/2) и

ρ(Δ) = −1 для Δ = (±𝑔𝑥/2,∓𝑔𝑦/2).

Операторы числа частиц на ионах меди и кислорода определяются как
𝑛̂𝑑
𝑓 =

∑︀
σ 𝑛̂

𝑑
𝑓σ =

∑︀
σ 𝑑

†
𝑓σ𝑑𝑓σ и 𝑛̂𝑝

𝑙 =
∑︀

σ 𝑛̂
𝑝
𝑙σ =

∑︀
σ 𝑝

†
𝑙σ𝑝𝑙σ. С помощью ε𝑑 и ε𝑝 опре­

делены энергии связи 𝑑𝑥2−𝑦2-дырки с ионом меди и 2𝑝𝑥-, 2𝑝𝑦-дырки с ионом
кислорода соответственно. Параметры 𝑈𝑑 и 𝑈𝑝 в гамильтониане отображают
энергию кулоновского отталкивания для двух дырок с противоположными
проекциями спина на узле меди и кислорода соответственно; 𝑉𝑝𝑑 — энергия
кулоновского взаимодействия фермионов, находящихся на соседних ионах ме­
ди и кислорода, и 𝑉𝑝𝑝 — параметр кулоновского взаимодействия фермионов на
соседних ионах кислорода. 𝑡𝑝𝑑 — интеграл перескока дырки между ионами кис­
лорода и меди. Функция ϑ(δ) учитывает влияние отношения между фазами
меди и кислорода на процессы 𝑝−𝑑-гибридизации орбиталей. В соответствии
с рисунком 1.4 функция ϑ(δ) принимает следующие значения при изменении
δ: ϑ(δ) = ±1 для δ = ±𝑔𝑥/2 или δ = ±𝑔𝑦/2 [65]. Параметром 𝑡𝑝𝑝 обозна­
чен интеграл перескока дырки между ближайшими кислородными орбиталями.
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Его знак определяется функцией ρ(Δ), где вектор Δ связывает ближайшие
ионы кислорода. Для выбранной последовательности фаз кислородных орби­
талей имеем, что ρ(Δ) = 1 для Δ = (±𝑔𝑥/2,±𝑔𝑦/2) и ρ(Δ) = −1 для
Δ = (±𝑔𝑥/2,∓𝑔𝑦/2), что соответствует знаку 𝑡𝑝𝑝 на рисунке 1.4.

Все значения параметров модели (1.1) были определены из вычислений
зонной структуры La2CuO4 [66—68] и представлены в таблице 1. Значение пара­
метра межузельного кулоновского взаимодействия 𝑉𝑝𝑝 для ближайших соседей
может оцениваться в диапазоне 1−2 эВ [69], для следующих за ближайшими
соседей это значение должно быть на порядок меньше в соответствии с при­
веденными рассуждениями в [49; 70]. Стоит также отметить, что в отсутствие

Таблица 1 — Значения параметров для модели Эмери (в эВ)

Параметр Hybertsen et al. [66] McMahan et al. [67] Eskes et al. [68]

Δ𝑝𝑑 3.60 3.50 3.75

𝑡𝑝𝑑 1.30 1.50 1.50

𝑈𝑑 10.50 9.40 8.80

𝑉𝑝𝑑 1.20 0.80 1.00

𝑡𝑝𝑝 0.65 0.60 0.65

𝑈𝑝 4.00 4.70 6.00

Примечание —Δ𝑝𝑑 = ε𝑝 − ε𝑑.

𝑝−𝑑-гибридизации в случае одной дырки на ячейку, которая локализуется на
ионе меди, модель Эмери сводится к модели Гейзенберга [71]

Ĥ = 𝐼
∑︁
⟨𝑖,𝑗⟩

(︁
𝑆⃗𝑖𝑆⃗𝑗 − 𝑛̂𝑑

𝑖 𝑛̂
𝑑
𝑗/4
)︁

(1.3)

с обменным антиферромагнитным взаимодействием, возникающим в четвертом
порядке теории возмущений по параметру 𝑝−𝑑-гибридизации,

𝐼 =
4𝑡4𝑝𝑑

(Δ𝑝𝑑 + 𝑉𝑝𝑑)2

(︂
1

𝑈𝑑
+

2

𝑈𝑝 + 2Δ𝑝𝑑

)︂
. (1.4)



21

В выражении (1.3) индексы ⟨𝑖, 𝑗⟩ обозначают ближайшие соседние ионы меди,
𝑆⃗𝑖 — оператор спина 𝑆 = 1/2 на узле 𝑖. Важный параметр Δ𝑝𝑑 = ε𝑝 − ε𝑑 по­
казывает разницу энергий дырок на ионах кислорода и меди. Если Δ𝑝𝑑 > 0,
то дырка, добавленная в систему, занимает 𝑑-орбиталь иона меди. Как указано
выше, такая ситуация имеет место в недолегированных материалах, которые
имеют одну дырку на узле. Но если на узле появляется еще одна дырка,
то в режиме 𝑈𝑑 > Δ𝑝𝑑 новая дырка предпочтительнее займет кислородную
𝑝-орбиталь, что подтверждается спектроскопией характеристических потерь
энергии электронами (Electron Energy Loss Spectroscopy) [72]. В таком слу­
чае, важным оказывается эффект гибридизации, который играет существенную
роль в формировании сильно связанного спин-фермионного состояния — сингле­
та Жанга–Райса [65]. Жанг и Райс показали, что вблизи атомного предела во
втором порядке теории возмущений спиновый синглет имеет более низкую энер­
гию среди двухдырочных состояний. Следовательно, при легировании дырки
попадают в это синглетное состояние, что позволяет ограничиться рассмотре­
нием задачи лишь в синглетном подпространстве. Таким образом, становится
очевидным, что теория нормального и сверхпроводящего состояния купратов
должна строиться при учете именно этой спин-фермионной связи.

1.3.2 Спин-фермионная модель

Режим СЭК, которому, как видно из таблицы 1, соответствуют парамет­
ры модели Эмери, определяется из условия малости параметра ковалентного
смешивания 𝑡𝑝𝑑 между 𝑑- и 𝑝-состояниями ионов меди и кислорода по отноше­
нию к энергетической разности Δ𝑝𝑑 энергий отмеченных состояний и энергии
кулоновского отталкивания 𝑈𝑑 двух дырок на одном ионе меди, то есть

𝑈𝑑 > Δ𝑝𝑑 ≫ 𝑡𝑝𝑑 > 0. (1.5)

В этом режиме применение, например, операторной формы теории возмуще­
ний в атомном представлении с привлечением операторов Хаббарда [73; 74]
позволяет построить эффективный гамильтониан (Ĥeff), гильбертово простран­
ство которого содержит только гомеополярные состояния ионов меди. При этом
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гибридизационные эффекты (см. разд. 1.3.1) трансформируются в дополнитель­
ные эффективные взаимодействия. Среди них наиболее существенным является
сильная спин-фермионная связь между спинами ионов меди и кислородных
дырок. Полученный таким образом Ĥeff соответствует гамильтониану Ĥsp-f

спин-фермионной модели (СФМ) [71; 75—79]. Его наиболее простая форма, без
учета кулоновского взаимодействия кислородных дырок, имеет вид

Ĥsp-f = 𝐻̂ℎ + 𝑇 + 𝐼, (1.6)

где

𝐻̂ℎ = 𝑁(ε𝑑 − 4τ) + (ε𝑝 − µ)
∑︁
𝑙

𝑝†𝑙𝑝𝑙, (1.7а)

𝑇 =
∑︁
𝑙𝑙′

𝑡𝑝𝑝𝑙𝑙′𝑝
†
𝑙𝑝𝑙′ +

∑︁
𝑓δδ′,σ

ζδζδ′𝑝
†
𝑓+δ,σ

(︂
τ

2
+

𝐽

4
𝑆𝑓

)︂
𝑝𝑓+δ′,σ, (1.7б)

𝐼 =
𝐼

2

∑︁
𝑓δ

𝑆⃗𝑓 𝑆⃗𝑓+2δ. (1.7в)

Первое слагаемое в эффективном низкоэнергетическом гамильтониане
Ĥsp-f (1.7а) обозначает энергию гомеополярных состояний ионов меди ε𝑑, умень­
шенную на величину τ = 𝑡2𝑝𝑑/Δ𝑝𝑑 за счет эффектов ковалентности с четырьмя
ближайшими ионами кислорода; 𝑁 — число узлов меди в CuO2-плоскости, рав­
ное числу элементарных ячеек. Второе слагаемое этого выражения описывает
энергию связи легированной дырки с ионом кислорода, отсчитанную от хими­
ческого потенциала µ.

Оператор 𝑇 в Ĥsp-f описывает кинетические процессы в системе. Здесь
параметр 𝑡𝑝𝑝𝑙𝑙′ отвечает прямым перескокам дырок между ближайшими иона­
ми кислорода 𝑙 и 𝑙′, а его знак определяется так же, как и в исходной модели
Эмери (см. рис. 1.4 на стр. 19). Интенсивность этих перескоков определяется ин­
тегралом туннелирования 𝑡𝑝𝑝 > 0. В соответствии с таблицей экспериментально
установленных значений параметров исходной модели Эмери (см. табл. 1), пара­
метр гибридизации 𝑡𝑝𝑑 превышает интеграл туннелирования, 𝑡𝑝𝑑 > 𝑡𝑝𝑝. Вторая
сумма в 𝑇 (1.7б) появляется во втором порядке теории возмущений по парамет­
ру 𝑡𝑝𝑑-гибридизации. Этот член описывает как обычные перескоки дырок между
ионами кислорода, непосредственно примыкающими к иону меди (с туннель­
ным интегралом τ в круглых скобках), так и спин-коррелированные перескоки
[80—82] (с параметром 𝐽). Указанные взаимодействия продемонстрированы в
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Рисунок 1.5 — (Цветной онлайн) Взаимодействия в спин-фермионной модели в
структуре CuO2-плоскости. Показаны кислородные 𝑝𝑥(𝑝𝑦)-орбитали и медные
𝑑𝑥2−𝑦2-орбитали. Жирная зеленая линия со стрелками обозначает антиферро­
магнитное обменное взаимодействие 𝐼 между спинами на ближайших ионах
меди. Жирные сине-зеленые линии соответствуют спин-коррелированным пере­
скокам и описывают спин-фермионное взаимодействие 𝐽 . Тонкие синие линии
отвечают как за эффективные дырочные перескоки τ, возникающие во втором
порядке теории возмущений по параметру 𝑝−𝑑-гибридизации, так и прямые
дырочные перескоки между ближайшими ионами кислорода с интегралом 𝑡𝑝𝑝.

структуре CuO2-плоскости на рисунке 1.5. Во второй сумме (1.7б) индекс 𝑓

обозначает положение иона меди, а векторы δ и δ′ связывают узел 𝑓 с четырь­
мя ближайшими кислородными узлами: δ = {(𝑔𝑥/2,0),(0,𝑔𝑦/2),(−𝑔𝑥/2,0),(0, −
𝑔𝑦/2)} (см. рис. 1.4). Матричный спиновый оператор 𝑆𝑓 определяется как
произведение векторного спинового оператора 𝑆⃗𝑓 и вектора σ⃗ = (σ𝑥,σ𝑦,σ𝑧),
составленного из матриц Паули σ𝑖 (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧):

𝑆𝑓 = 𝑆⃗𝑓 σ⃗ =

(︃
𝑆𝑧
𝑓 𝑆−

𝑓

𝑆+
𝑓 −𝑆𝑧

𝑓

)︃
. (1.8)

Главная особенность этого оператора заключается в том, что он позволяет опи­
сать перескоки дырок, сопровождающиеся спин-флип-процессами. При таких
перескоках происходит коррелированное изменение проекции спина не только
у дырки, но и у локализованного иона меди.

Множители ζδ во втором слагаемом выражения (1.7б) учитывают знак
параметра гибридизации 𝑡𝑝𝑑 в зависимости от вектора δ, то есть ζδ = ∓1 для
δ = {(±𝑔𝑥/2, 0), (0,±𝑔𝑦/2)}.
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Связь параметров τ и 𝐽 с исходной модель Эмери (1.1) устанавливает­
ся соотношениями:

τ =
𝑡2𝑝𝑑
Δ𝑝𝑑

(︂
1− Δ𝑝𝑑

𝑈𝑑 −Δ𝑝𝑑 − 2𝑉𝑝𝑑

)︂
, (1.9)

𝐽 =
4𝑡2𝑝𝑑

Δ𝑝𝑑 + 𝑈𝑝

(︂
1 +

Δ𝑝𝑑 + 𝑈𝑝

𝑈𝑑 −Δ𝑝𝑑 − 2𝑉𝑝𝑑

)︂
. (1.10)

Последний оператор 𝐼 эффективного гамильтониана (1.7в), как уже от­
мечалось ранее, возникает в четвертом порядке теории возмущений [73; 74]
по параметру 𝑝−𝑑-гибридизации и описывает антиферромагнитное взаимодей­
ствие с параметром 𝐼 между спинами, локализованными на ближайших ионах
меди, как это показано на рисунке рис. 1.5. Определение этого параметра пред­
ставлено формулой (1.4).

Таким образом, три параметра СФМ: τ, 𝐽 и 𝐼, выражаются через па­
раметры исходной модели Эмери [82—85] формулами: (1.9), (1.10) и (1.4).
Соответствующие значения представлены в таблице 2 [86; 87].

Таблица 2 — Значения параметров спин-фермионной модели (в эВ)

Параметр τ 𝐽 𝐼 𝑡𝑝𝑝

Значение 0.225 2.860 0.118 0.120

Четвертый параметр СФМ — 𝑡𝑝𝑝 — формально переходит из модели Эме­
ри без изменений. Однако его численное значение, как это видно из таблицы
2, уменьшено в 5 раз по сравнению с его значением 0.60 эВ, обычно исполь­
зуемым в модели Эмери (см. таблицу 1). Необходимость уменьшения значения
параметра 𝑡𝑝𝑝 в СФМ обусловлена результатами предыдущих исследований куп­
ратных сверхпроводников как в нормальной фазе [86], так и в сверхпроводящей
𝑑-фазе [87].

Подводя итог модельного описания купратов, заметим, что теоретические
представления о природе куперовской неустойчивости ВТСП и, в частности,
о роли спин-зарядовых флуктуаций в интегральном механизме сверхпроводя­
щего спаривания развивались в основном в рамках модели Хаббарда [88—94],
𝑡−𝐽- и 𝑡−𝐽*-моделей [95—101]. Их специфическая особенность определяется
тем, что одна и та же система фермионов является носителем зарядовых
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и спиновых степеней свободы, что не удовлетворяет реальной специфики
кристаллографического строения исследуемых медь кислородных соединений.
Этих недостатков лишена спин-фермионная модель, учитывающая простран­
ственную разнесенность спиновой и зарядовой подсистем. При этом параметр
спин-фермионного взаимодействия 𝐽 оказывается самым большим парамет­
ром модели. Именно его большое значение (𝐽 ≫ 𝑡𝑝𝑝, τ, 𝐼) легло в основу
концепции спин-поляронной квазичастицы, а куперовское спаривание таких
квазичастиц, обусловленное суперобменным взаимодействием между локали­
зованными спинами, выступило в качестве механизма высокотемпературной
сверхпроводимости. Идея спин-поляронной концепции и её успехи в описании
нормальной и сверхпроводящей фазы купратов обсуждаются в следующем раз­
деле.

1.4 Концепция спин-поляронной квазичастицы

Применительно к купратным высокотемпературным сверхпроводникам
спин-поляронная концепция развивалась в работах [80; 81; 102—105] в рамках
СФМ, а также в рамках модели решетки Кондо. Исходная идея этой концепции
состоит в том, что элементарное возбуждение в легированном 2D антиферро­
магнетике может быть представлено как ”голая” частица (электрон или дырка),
окруженная облаком спиновых флуктуаций [105]. Эта сложная квазичастица,
обладающая ренормированной массой и движущаяся на фоне антиферромаг­
нитного упорядочения, рассматривается как спиновый полярон. Простейшей
реализацией такой квазичастицы является локальный спиновый полярон [106;
107], характеристики которого определяются из решения кластерной задачи.
После выбора самых низко лежащих по энергии состояний малого кластера
можно описать движение локального спинового полярона на фоне антиферро­
магнитного упорядочения.

Важным обстоятельством, которое учитывалось в цитированных выше
работах при разработке спин-поляронного подхода, являлось то, что локализо­
ванная спиновая подсистема рассматривалась в состоянии квантовой спиновой
жидкости. В этом случае в спиновом пространстве сохраняется сферическая
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симметрия и отсутствует дальний магнитный порядок

⟨𝑆𝑖
𝑓⟩ = 0, ⟨σ⃗αβ · 𝑆⃗𝑓⟩ = 0, ⟨σ⃗αβ[𝑆⃗𝑓 × 𝑆⃗𝑚]⟩ = 0,

𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, α,β =↑, ↓,
(1.11)

однако ближние спиновые корреляции сохраняются. Эти корреляции учи­
тываются посредством спиновых корреляционных функций 𝐶𝑗, которые
определяются как термодинамическое среднее от двух спиновых операторов,
расположенных на расстоянии 𝑟𝑗:

𝐶𝑗 = ⟨𝑆⃗𝑓 𝑆⃗𝑓+𝑟𝑗⟩,

где 𝑗 — номер координационной сферы узла. В спин-жидкостной фазе эти кор­
реляторы удовлетворяют цепочке равенств:

𝐶𝑗 = 3⟨𝑆𝑥
𝑓𝑆

𝑥
𝑓+𝑟𝑗

⟩ = 3⟨𝑆𝑦
𝑓𝑆

𝑦
𝑓+𝑟𝑗

⟩ = 3⟨𝑆𝑧
𝑓𝑆

𝑧
𝑓+𝑟𝑗

⟩. (1.12)

В области низких температур (≲ 100 К) спиновые корреляционные функции
от температуры практически не зависят, но сильно зависят от степени легиро­
вания 𝑥. Корреляторы 𝐶𝑗 как функции 𝑥 рассчитывались, например, в работе
[108] на основе фрустрированной модели Гейзенберга на квадратной решетке в
рамках сферически симметричного подхода [109]. В таблице 3 приведены зна­
чения корреляционных функций 𝐶𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3), полученные в работе [108] для
различных значений параметра фрустрации 𝑝. Используя эти данные и уста­
новив линейную связь между параметром 𝑝 и степенью легирования 𝑥, можно
моделировать концентрационную зависимость спиновых корреляторов [86].

Таблица 3 — Значения легирования и соответствующие им значения
параметра фрустрации и спиновых корреляционных функций

𝑥 0.03 0.07 0.15 0.22 0.30

𝑝 0.150 0.210 0.250 0.275 0.300

𝐶1 −0.287 −0.255 −0.231 −0.214 −0.194

𝐶2 0.124 0.075 0.036 0.009 −0.022

𝐶3 0.0950 0.0640 0.0510 0.0450 0.0457

Таким образом, при построении фермиевской квазичастицы в купратных
ВТСП в рамках спин-поляронного подхода [80; 81; 102; 103; 105] важными
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оказываются два фактора. Во-первых, в качестве нулевого приближения ис­
пользуется не голая дырка, а локальный полярон. Во-вторых, в качестве
основного состояния локализованной спиновой подсистемы выбирается не
антиферромагнитное состояние, а SU(2)-инвариантное состояние квантовой спи­
новой жидкости.

Для реализации концепции спинового полярона в дырочно-легированных
купратах в цитированных выше работах была использована проекционная тех­
ника Цванцига–Мори [110—119]. Ввиду того, что эта техника применяется и в
данной диссертации (см. главы 3 и 4), в следующем подразделе будут кратко
представлены ее основные положения.

1.4.1 Реализация концепции спинового полярона на основе
проекционной техники

Основная идея (и одновременно основная тонкость) проекционной тех­
ники Цванцига–Мори состоит в введении подходящего набора базисных опе­
раторов 𝐵𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑛), достаточного для описания спектральных и
термодинамических свойств изучаемой системы. Целое число 𝑛 определяет ми­
нимальное число таких операторов. Следующий шаг состоит в построении на
базисных операторах запаздывающих двухвременных температурных функций
Грина (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛):

𝐺𝑖𝑗(𝑘, 𝑡− 𝑡′) ≡ ⟨⟨𝐵𝑖𝑘σ(𝑡)|𝐵
†
𝑗𝑘σ(𝑡

′)⟩⟩ = −𝑖θ(𝑡− 𝑡′)
⟨︀[︀
𝐵𝑖𝑘σ(𝑡), 𝐵

†
𝑗𝑘σ(𝑡

′)
]︀⟩︀
. (1.13)

Временная эволюция операторов 𝐵𝑖𝑘σ(𝑡) определяется представлением Гейзен­
берга. θ(𝑡)— ступенчатая функция Хевисайда.

Система 𝑛 × 𝑛 уравнений движения для Фурье-образов функций Грина
имеет вид:

ω⟨⟨𝐵𝑖𝑘σ|𝐵
†
𝑗𝑘σ⟩⟩ω = 𝐾𝑖𝑗(𝑘) + ⟨⟨

[︀
𝐵𝑖𝑘σ, Ĥ

]︀
|𝐵†

𝑗𝑘σ⟩⟩ω, (1.14)

где слагаемые 𝐾𝑖𝑗(𝑘) определяются как термодинамические средние от анти­
коммутаторов базисных операторов,

𝐾𝑖𝑗(𝑘) =
⟨︀{︀

𝐵𝑖𝑘σ, 𝐵
†
𝑗𝑘σ

}︀⟩︀
. (1.15)
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Ключевой и наиболее трудоемкий шаг излагаемого метода состоит в про­
ектировании высших функций Грина, полученных в результате коммутации
оператора 𝐵𝑖𝑘σ с гамильтонианом Ĥ , на функции Грина от базисных опера­
торов (1.13):

⟨⟨
[︀
𝐵𝑖𝑘σ, Ĥ

]︀
|𝐵†

𝑗𝑘σ⟩⟩ω =
∑︁
𝑙

𝐿𝑖𝑙(𝑘)⟨⟨𝐵𝑙𝑘σ|𝐵
†
𝑗𝑘σ⟩⟩ω. (1.16)

Здесь 𝐿𝑖𝑙(𝑘) представляет собой (𝑖, 𝑙)-элемент матрицы произведения
𝐷(𝑘)𝐾−1(𝑘), а матрица 𝐷(𝑘) определяется элементами

𝐷𝑖𝑗(𝑘) =
⟨︀{︀[︀

𝐵𝑖𝑘σ, Ĥ
]︀
, 𝐵†

𝑗𝑘σ

}︀⟩︀
. (1.17)

Элементы матрицы 𝐾(𝑘) задаются выражением (1.15).
В результате для базисных функций Грина может быть получена замкну­

тая система уравнений движения:

ω𝐺(𝑘,ω) = 𝐾(𝑘) +𝐷(𝑘)𝐾−1(𝑘)𝐺(𝑘,ω), (1.18)

где матричная запаздывающая функция Грина определяется элементами
𝐺𝑖𝑗(𝑘,ω) = ⟨⟨𝐵𝑖𝑘σ|𝐵

†
𝑗𝑘σ⟩⟩ω. Эта система может быть решена в матричной форме

𝐺(𝑘,ω) = 𝑀(𝑘,ω)−1𝐾(𝑘), (1.19)

где 𝐺(𝑘,ω)— матрица функций Грина, а

𝑀(𝑘,ω) = ω−𝐷(𝑘)𝐾−1(𝑘). (1.20)

Энергетический спектр квазичастиц определяется полюсами функций
Грина и может быть получен как решения дисперсионного уравнения:

det𝑀(𝑘,ω) = 0. (1.21)

Как было показано в работах [81; 104], для корректного описания
спектральных свойств нормальней фазы купратов, помимо затравочных фер­
миевских операторов 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘, отвечающих состояниям голой дырки на,
соответственно, 𝑝𝑥- и 𝑝𝑦-орбиталях двумерной CuO2-плоскости, в базисный
набор необходимо включить еще один, третий оператор, обозначаемый далее
посредством 𝐿𝑘 и определяемый выражением: 𝐿𝑓σ = 1

2

∑︀
δ

(︀
𝑆𝑓𝑝𝑓+δ

)︀
σ
. Его струк­

тура будет подробно обсуждаться в следующей главе, а здесь отметим, что
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именно этот оператор позволяет учитывать сильную связь между локализован­
ным спином и дыркой на четырех ближайших ионах кислорода. В результате
оказывается, что минимальный набор базисных операторов, необходимый для
корректного описания нормальной фазы купратов, должен состоять из трех
операторов:

𝐵1𝑘 = 𝑎𝑘↑, 𝐵2𝑘 = 𝑏𝑘↑, 𝐵3𝑘 = 𝐿𝑘↑. (1.22)

Адекватность применения проекционной техники для СФМ с базисом опе­
раторов (1.22) исследовалась путем сравнения результатов при 𝑇 = 0 [81]
со спектральной функцией голой дырки, получаемой в рамках самосогласо­
ванного борновского приближения для локального спинового полярона [102].
Полученный в рамках этого приближения квазичастичный пик и его интен­
сивность оказались в хорошем согласии с нижней зоной сложного полярона в
приближении проекционного метода. Что касается верхних зон, соответствую­
щих возбужденным состояниям, то они эффективно описывают некогерентную
часть спектральной функции голой дырки.

Также в работе [104] обсуждалась возможность описания сверхпрово­
димости в спин-поляронном подходе. В рамках теории среднего поля для
модели решетки Кондо [120; 121] была продемонстрирована важность учета
аномальных функций Грина, построенных с использованием третьего базис­
ного оператора. Особо было отмечено, что без учета таких функций Грина
описать сверхпроводимость невозможно. Фактически это означает, что меха­
низм сверхпроводящего спаривания в данном подходе обусловлен сильным
взаимодействием электронов с возбуждениями антиферромагнитной спиновой
подсистемы.

1.4.2 Успехи спин-поляронной концепции

Разработанный в цитированных выше статьях спин-поляронный подход
был успешно применен для описания некоторых важных свойств дырочно
легированных купратных сверхпроводников. Так, в работе [104] концепция спин­
поляронных квазичастиц использовалась для описания зарядовых возбуждений
в легированном 2D антиферромагнетике и показала хорошее согласие с извест­
ными результатами ARPES-экспериментов в широком интервале легирования.
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В другой работе [122] в рамках СФМ было исследовано расщепление
нижней зоны локального полярона, что позволило описать резкое падение ин­
тенсивности ARPES-пиков при изменении квазиимпульса от (π/2,π/2) к (π,π)

или (0, 0), а также возможность существования ”теневой зоны” [123], которая
возникает из-за рассеяния на антиферромагнитных флуктуациях.

В работах [80; 86] было показано, что в отличие от моделей сильной
связи с большим числом подгоночных параметров (см., например, [124]), в
СФМ, рассматриваемой в рамках спин-поляронной концепции, модификация
энергетического спектра и поверхности Ферми обусловлены не соотношением
между интегралами перескока, а сильной корреляцией между подсистемой ло­
кализованных спинов ионов меди в состоянии квантовой спиновой жидкости
и подсистемой кислородных дырок, а также изменением корреляционных ха­
рактеристик этой квантовой спиновой жидкости при легировании. При этом
в работе [86] использовался всего один подгоночный параметр — интеграл
перескока дырок (𝑡𝑝𝑝), который подбирался на основе сравнения с экспери­
ментальными данными [124] на La2−𝑥Sr𝑥CuO4. В этой связи отметим, что,
например, авторам работы [124] для достижения удовлетворительного согла­
сия между рассчитанной в приближении среднего поля поверхностью Ферми
и Ферми-поверхностью, восстановленной из экспериментальных данных, потре­
бовалось для каждого уровня концентрации дырок подбирать свой набор из
четырех параметров — трех интегралов перескока: 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, и сдвижки энер­
гии ε0.

Успехи концепции спинового полярона при описании свойств нормального
состояния купратов сделали актуальным вопрос об описании сверхпроводящей
фазы в условиях, когда куперовская неустойчивость развивается не для за­
травочных фермионов, а в подсистеме спиновых поляронов [125]. В работе
[126] было показано, что ансамбль спин-поляронных квазичастиц, возникаю­
щий в простейшей модели купратных сверхпроводников — 2D решетке Кондо
в режиме СЭК, обладает куперовской неустойчивостью с 𝑑𝑥2−𝑦2-типом симмет­
рии параметра порядка. В роли константы куперовского спаривания выступал
интеграл обменного взаимодействия между локализованными спинами. Бы­
ло показано, что трехцентровые взаимодействия в спин-поляронном ансамбле,
находящемся в спин-жидкостной фазе подсистемы локализованных спинов,
в отличие от 𝑡−𝐽*-модели [97] способствуют куперовскому спариванию и
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обеспечивают реализацию сверхпроводящей фазы с высокими критическими
температурами.

Позже в работе [127] теория сверхпроводимости ансамбля спиновых поля­
ронов была развита в спин-фермионной модели. Было показано, что сильная
спин-фермионная связь, возникающая в результате гибридизационного смеши­
вания состояний ионов меди и кислорода в исходной модели Эмери, оказывает
влияние не только на формирование спин-поляронных квазичастиц [104], но
и обеспечивает эффективное притяжение между ними через обменное взаи­
модействие (𝐼). Это индуцирует куперовскую неустойчивость с 𝑑-волновым
спариванием в системе спиновых поляронов. В рамках такого подхода была по­
строена фазовая 𝑇−𝑥-диаграмма [127]. Расчеты показали, что область фазовой
диаграммы, где наблюдается куперовская неустойчивость с 𝑑-типом симмет­
рии параметра, представляет собой купол, форма которого хорошо согласуется
с экспериментальным как по максимальной критической температуре 𝑇𝑐, так и
по области легирования 𝑥. Показано, что в этом случае в качестве константы
связи выступает обменный интеграл 𝐼, описывающий интенсивность обменного
взаимодействия между двумя локализованными спинами.

В работе [128] в рамках СФМ была проанализирована возможность
возникновения сверхпроводящего 𝑠-спаривания спин-поляронных квазичастиц.
Расчеты зависимостей температуры перехода в сверхпроводящую фазу от ле­
гирования показали, что во всей области легирования решения уравнений
самосогласования соответствуют только 𝑑𝑥2−𝑦2-фазе, тогда как решения для
𝑠-фазы отсутствуют. Этот результат полностью согласуется с эксперименталь­
ными данными по купратным сверхпроводникам.

Достигнутые успехи концепции спинового полярона при описании элек­
тронной структуры нормальных и сверхпроводящих свойств купратных сверх­
проводников позволяют заключить, что комплекс задач, связанных с изучением
кинетических и гальваномагнитных свойств рассматриваемых материалов и,
в частности, с изучением в рамках диссертационного исследования темпера­
турной и концентрационной зависимостей лондоновской глубины, является
актуальным и потенциально востребованным для понимания возможностей
практических приложений.
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1.5 Резюме

Необходимость в исследовании свойств купратных ВТСП продиктова­
на потребностями постоянно растущей области их практического применения
и, в частности, потенциальной возможностью использования их способно­
сти проводить без потерь электрический ток в нормальных температурных
и барометрических условиях. Именно на основе медь-оксидных ВТСП была
достигнута наибольшая критическая температура сверхпроводимости. Одна­
ко отсутствие понимания механизма высокотемпературной сверхпроводимости
ограничивает поиск необходимого соединения только экспериментальными по­
пытками.

Детальное изучение электронного строения купратов позволило перейти
к попыткам теоретического исследования свойств этих материалов в рамках
различных предположений о механизме их высокотемпературной сверхпрово­
димости на основе моделей физики конденсированного состояния. Основываясь
на одной из этих моделей — трех зонной 𝑝−𝑑-модели Эмери в режиме сильных
электронных корреляций — была получена эффективная спин-фермионная мо­
дель. Существенные отличия этой модели от других моделей, используемых в
теории ВТСП (таких как модель Хаббарда или 𝑡−𝐽-модель), заключаются в
следующих двух фактах: во-первых, в спин-фермионной модели учитывается
пространственная разнесенность подсистем ионов меди и кислорода, причем
гамильтониан модели описывает гомеополярные состояния ионов меди; во-вто­
рых, принимается во внимание наличие в элементарной ячейке двух ионов
кислорода с 𝑝𝑥- и 𝑝𝑦-орбиталями.

В рамках спин-фермионной модели была развита спин-поляронная кон­
цепция которая достигла убедительных успехов при описании нормальных
и сверхпроводящих свойств купратных ВТСП. В частности, было проде­
монстрировано, что в рамках спин-поляронной концепции сверхпроводимость
реализуется только с 𝑑𝑥2−𝑦2-типом симметрии параметра порядка, и этот факт
полностью согласуется с экспериментальными данными по купратам.

К настоящему времени развитие спин-поляронной концепции достигло
уровня, который позволяет перейти к исследованию таких характеристик
купратов, которые непосредственно берутся из эксперимента, как, например,
лондоновская глубина проникновения магнитного поля в сверхпроводник. Из­
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вестно, что температурная зависимость глубины проникновения магнитного
поля позволяет судить о типе симметрии сверхпроводящего параметра поряд­
ка, а наличие особенностей в температурном поведении может указывать на
проявление микроскопических механизмов куперовского спаривания. Таким об­
разом, тема диссертации, посвященной исследованию лондоновской глубины
проникновения в рамках спин-поляронного механизма высокотемпературной
сверхпроводимости купратов, представляется актуальной.

Для решения поставленной в диссертации задачи прежде всего необходи­
мо разработать подход, который позволит рассчитать отклик спин-поляронных
квазичастиц на слабое магнитное поле в сверхпроводящей фазе. Разработке
такого подхода в рамках ранее развитой концепции спинового полярона посвя­
щена следующая глава.
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Глава 2. Отклик спин-поляронной квазичастицы на слабое
магнитное поле в сверхпроводящей фазе

2.1 Введение

Вскоре после открытия Л. Камерлинг-Оннесом способности проводить
электрический ток без сопротивления различными металлами [129], такими
как ртуть, свинец, олово, было обнаружено другое характерное свойство сверх­
проводимости — идеальный диамагнетизм, открытый в 1933 году немецкими
физиками В. Мейснером и Р. Оксенфельдом [130]. Они обнаружили не только
отсутствие проникновения магнитного поля в сверхпроводник, но и выталки­
вание поля из первоначально нормального образца при охлаждении его ниже
температуры 𝑇𝑐 (эффект Мейснера). В следствии этого стало понятно, что
сверхпроводимость можно разрушить не только нагревая образец, но еще и
помещая его в магнитное поле с напряженностью 𝐻 > 𝐻𝑐 (𝐻𝑐 — критическое
магнитное поле).

Эти основные электродинамические свойства, которые делают сверхпро­
водимость таким уникальным явлением, были удачно описаны в 1935 году
братьями Ф. и Х. Лондонами [131]. Ими была феноменологически установлена
связь плотности тока с магнитным полем в сверхпроводнике, что стало основой
для дальнейшего развития электродинамики сверхпроводников.

На рисунке 2.1 демонстрируется суть эффекта Мейснера. При внесении
сверхпроводника (при температуре ниже критической) в магнитное поле в нем
возникают индукционные токи, которые, в свою очередь, создают магнитное
поле, компенсирующее внешнее поле. В результате оказывается, что в объеме
сверхпроводника значения магнитного поля и тока стремятся к нулю, а по по­
верхности сверхпроводника в тонком слое некоторой глубины λ𝐿 (называемой
лондоновской глубиной или глубиной проникновения магнитного поля) текут
экранирующие токи. Для оптимально легированного LSCO величина λ𝐿 равна
∼2300 Å [3; 132]. В обычных сверхпроводника она поменьше, 600 Å. По мере
увеличения температуры глубина проникновения магнитного поля возрастает
и при достижении 𝑇𝑐 значение λ𝐿 стремится к бесконечности (магнитное поле
полностью захватывает материал).
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Рисунок 2.1 — (Цветной онлайн) Схема проникновения магнитного поля в
сверхпроводник при 𝑇 < 𝑇𝑐. К сверхпроводнику (затемненная область сле­
ва) приложено слабое магнитное поле 𝐻0, силовые линии которого обозначены
стрелками вверх. Сверхпроводящий ток 𝑗 направлен из плоскости и пока­
зан в виде окружностей с жирной точкой по центру. В затемненной области
находятся две кривые, демонстрирующие убывание магнитного поля 𝐻 и
сверхпроводящего экранирующего тока 𝑗 вглубь сверхпроводника. Обе кривые
убывают на расстоянии равном лондоновской глубине λ𝐿 в 𝑒 раз по сравнению

с их значениями на поверхности.

Лондоновская глубина аявляется характеристикой сверхпроводника, ко­
торую можно измерить экспериментально. Температурная зависимость этой
характеристики позволяет, в частности, судить о симметрии сверхпроводяще­
го параметра порядка. Моделирование глубины проникновения магнитного
поля в рамках различных теоретических подходов дает возможность анализи­
ровать, в том числе, природу квазичастиц, формирующих сверхпроводящую
компоненту тока в сверхпроводнике. Например, в работах [133—140] в каче­
стве носителя тока рассматривались затравочные фермионы с БКШ-подобным
сверхпроводящим спариванием (БКШ — теория Бардина–Купера–Шриффера
[141]). Однако, учитывая отмеченные выше успехи концепции спинового поля­
рона, достигнутые при описании электронной структуры и сверхпроводящих
свойств купратных сверхпроводников (см. разд. 1.4), становиться очевидным,
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что в качестве носителей тока (в том числе и его сверхпроводящей компоненты)
должны выступать не голые дырки, а спин-поляронные квазичастицы.

Из сказанного следует, что задача о вычислении отклика ансамбля спино­
вых поляронов на слабое однородное магнитное поле в сверхпроводящей фазе в
рамках развитого ранее спин-поляронного подхода представляет самостоятель­
ный интерес даже безотносительно задачи о вычислении лондоновской глубины,
являющейся основной в диссертационном исследовании.

Для расчета отклика системы на слабое магнитное поле в разделе 2.2, га­
мильтониан СФМ, подробно обсуждавшийся в предыдущей главе, обобщается
таким образом, чтобы учесть векторный потенциал в длинноволновом пределе.
Далее в разделе 2.3 описывается оригинальный подход для вычисления плот­
ности тока спин-поляронного ансамбля квазичастиц в сверхпроводящей фазе
и обсуждается методика расчета глубины проникновения магнитного поля. За­
вершается глава кратким резюме в разделе 2.4.

2.2 Спин-фермионная модель с учетом векторного потенциала
магнитного поля

В том случае, когда при записи гамильтониана используется приближении
сильной связи, как, например, для гамильтониана СФМ (1.6), эффективным
способом учета слабого магнитного поля является подстановка Пайерлса [142;
143]. Эта подстановка состоит в ренормировке туннельного интеграла некото­
рым фазовым множителем, зависящем от вектора потенциала магнитного поля.
Например, для интеграла 𝑡𝑝𝑝𝑙𝑙′ , описывающего динамику дырок по ионам кисло­
рода, подстановка Пайерлса имеет вид:

𝑡𝑝𝑝𝑙𝑙′ ⇒ 𝑡𝑝𝑝𝑙𝑙′ exp

{︂
𝑖𝑒

𝑐ℏ

∫︁ 𝑅𝑙

𝑅′
𝑙

𝑑𝑟⃗𝐴⃗(𝑟⃗)

}︂
, (2.1)

где 𝑅𝑙 — радиус-вектор 𝑙-го узла, ℏ— постоянная Планка, 𝑒— заряд дырки, 𝑐—
скорость света. Поскольку в конечном итоге целью является получение выраже­
ния для расчета глубины проникновения магнитного поля в рамках локальной
теории Лондонов, то можно с самого начала перейти к длинноволновому пре­
делу для векторного потенциала 𝐴⃗(𝑟⃗) = 𝐴𝑥

𝑞=0, отвечающему режиму слабых
магнитных полей. Кроме того, для конкретики, зададим направление вектора
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𝐴⃗ вдоль оси 𝑥. В этом случае множитель, ренормирующий интеграл туннели­
рования 𝑡𝑝𝑝𝑙𝑙′ в формуле (2.1), можно преобразовать к виду

exp

{︂
𝑖𝑒

𝑐ℏ
𝑅𝑥

𝑙𝑙′𝐴
𝑥
𝑞=0

}︂
, (2.2)

где 𝑅𝑙𝑙′ = 𝑅𝑙 − 𝑅𝑙′. Аналогичным образом каждое слагаемое во второй сумме
в выражении (1.7б) для оператора 𝑇 в результате подстановки Пайерлса ока­
зывается умноженным на фактор

exp

{︂
𝑖𝑒

𝑐ℏ
(δ𝑥 − δ𝑥1)𝐴

𝑥
𝑞=0

}︂
, (2.3)

где δ𝑥 — компонента вектора δ вдоль оси 𝑥. Таким образом, учет магнитно­
го поля, реализуемый подстановкой Пайерлса, приводит к ренормировке всех
интегралов перескока в гамильтониане СФМ на соответствующий фазовый мно­
житель.

Традиционный подход [133; 135—137; 139; 140; 144—148], применяемый для
вычисления плотности тока, строится на разложении в ряд экспоненциальных
множителей (2.2) и (2.3) по векторному потенциалу 𝐴𝑥

𝑞=0, в предположении
его малости. Далее, принимая во внимание поправки только первого и вто­
рого порядка, варьируя гамильтониан по вектору 𝐴𝑥

𝑞=0, усредняя полученные
выражения и вычисляя соответствующие средние опять в линейном по 𝐴𝑥

𝑞=0 при­
ближении, выводится выражение для плотности сверхпроводящего тока. При
этом, как правило, стремятся отделить парамагнитную часть плотности тока от
диамагнитной. Однако в рамках проекционного метода описанная стандартная
процедура вычисления плотности тока не может быть применена напрямую,
поскольку в процессе вычислений возникают новые базисные операторы, отсут­
ствующие в исходно выбранном базисе.

Для преодоления указанной трудности ”временно” откажемся от разло­
жения множителей (2.2) и (2.3) в ряд по степеням 𝐴𝑥

𝑞=0, помня однако, что в
конечном выражении для тока доверять можно только линейным поправкам.
Преимущество такого подхода становится очевидным после преобразования Фу­
рье

𝑝𝑓± 𝑔𝑥
2 ,σ =

1√
𝑁

∑︁
𝑘

𝑒𝑖𝑘(𝑅𝑓± 𝑔𝑥
2 )𝑎𝑘σ,

𝑝𝑓± 𝑔𝑦
2 ,σ =

1√
𝑁

∑︁
𝑘

𝑒𝑖𝑘(𝑅𝑓±
𝑔𝑦
2 )𝑏𝑘σ,

(2.4)
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где 𝑁 — количество элементарных ячеек в CuO2-плоскости. Преобразование
(2.4) описывает переход к новым операторам вторичного квантования 𝑎𝑘σ и
𝑏𝑘σ, которые соответствуют уничтожению дырки с квазиимпульсом 𝑘 и спином
σ в кислородных подрешетках с 𝑝𝑥- и 𝑝𝑦-орбиталями соответственно.

После преобразования Фурье (2.4) гамильтониан СФМ (1.6) при учете
магнитного поля принимает вид

Ĥsp-f = 𝐻̂ℎ + 𝐽 + 𝐼, (2.5)

где

𝐻̂ℎ =
∑︁
𝑘α

(︁
ξ𝑘,𝑥𝑎

†
𝑘α𝑎𝑘α + ξ𝑘,𝑦𝑏

†
𝑘α𝑏𝑘α + Γ𝑘

(︀
𝑎†𝑘α𝑏𝑘α + 𝑏†𝑘α𝑎𝑘α

)︀)︁
, (2.6а)

𝐽 = 𝐽
∑︁
𝑘α

𝑢†𝑘α𝐿𝑘α, (2.6б)

𝐼 =
𝐼

2

∑︁
𝑓δ

𝑆⃗𝑓 𝑆⃗𝑓+2δ. (2.6в)

При записи (2.6а—2.6в) были учтены знаки интегралов перескока в зави­
симости от направления перескока и фазы волновых функций, а также

ξ𝑘,𝑥(𝑦) = ε̃𝑝 − µ+ 2τ𝑠2𝑘,𝑥(𝑦), ε̃𝑝 = ε𝑝 + 2𝑉𝑝𝑑, Γ𝑘 = (2τ− 4𝑡𝑝𝑝)𝑠𝑘,𝑥𝑠𝑘,𝑦,

𝐿𝑘α =
∑︁
𝑞β

𝑆αβ
𝑘−𝑞𝑢𝑞β, 𝑆𝑘 =

1

𝑁

∑︁
𝑓

𝑒−𝑖𝑘𝑅𝑓𝑆𝑓 , 𝑢𝑘α = 𝑠𝑘,𝑥𝑎𝑘α + 𝑠𝑘,𝑦𝑏𝑘α,
(2.7)

𝑠𝑘,𝑥 = sin
(︀
𝑘𝑥/2− α𝑥

)︀
, 𝑠𝑘,𝑦 = sin

(︀
𝑘𝑦/2

)︀
, (2.8)

в которых параметры 𝐼, τ и 𝐽 определены выражениями (1.4, 1.9 и 1.10) соот­
ветственно, а оператор 𝑆𝑓 — выражением (1.8).

В определении оператора 𝐽 (2.6б) были использованы два новых операто­
ра: оператор 𝑢𝑘α, который является суперпозицией 𝑎𝑘α и 𝑏𝑘α (2.7) и оператор
𝐿𝑘α, учитывающий связь между локализованным спином на ионе меди и дыр­
ки на четырех ближайших ионах кислорода. Именно эти три оператора: 𝑎𝑘α,
𝑏𝑘α и 𝐿𝑘α, были указаны в разделе 1.4 (см. обсуждение на стр. 29) в качестве
полного базиса, достаточного для описания спин-поляронной квазичастицы в
нормальной фазе.

Важнейшей для дальнейшего особенностью полученного гамильтониана
СФМ (2.5) является то, что безразмерное поле векторного потенциала

α𝑥 =
𝑒𝑔𝑥
2𝑐ℏ

𝐴𝑥
𝑞=0 (2.9)
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входит в этот гамильтониан только как фазовый сдвиг в аргументе три­
гонометрической функции 𝑠𝑘,𝑥 (2.8). Очевидно, что при учете наряду с
𝑥-компонентой вектор-потенциала 𝐴⃗ также и его 𝑦-компоненты, в аргументе
функции 𝑠𝑘,𝑦 также появится соответствующий фазовый сдвиг. Зеемановская
энергия, обусловленная взаимодействием поля со спиновыми моментами ды­
рок, не учитывается, поскольку в длинноволновом пределе (𝑞 → 0) эта энергия
стремиться к нулю.

2.3 Сверхпроводящая плотность тока в поле векторного
потенциала

Наша цель состоит в вычислении лондоновской глубины λ на основе урав­
нения братьев Ф. и Х. Лондонов [131]:

𝑗⃗ = − 𝑐

4πλ2
𝐴⃗. (2.10)

Это уравнение линейно связывает сверхпроводящую плотность тока 𝑗⃗ и вектор­
ный потенциал 𝐴⃗ в локальном приближении.

Для нахождения плотности тока, возникающей в рассматриваемой СФМ
в поле векторного потенциала, воспользуемся известным общим выражением
[149]:

δH = −1

𝑐

∑︁
𝑞

𝑗⃗(−𝑞)δ𝐴⃗𝑞, (2.11)

где в качестве варьируемого оператора гамильтона Ĥ выберем Ĥsp-f , опреде­
ленный формулой (2.5).

Проводя вычисления и усредняя полученный результат, находим:

𝑗𝑥(𝑞 = 0) = ⟨𝑗̂𝑥(𝑞 = 0)⟩ = 𝑒𝑔𝑥
ℏ
∑︁
𝑘,α

cos

(︂
𝑘𝑥
2

− α𝑥

)︂(︁
2τ𝑠𝑘,𝑥⟨𝑎†𝑘α𝑎𝑘α⟩

+ 2
(︀
τ− 2𝑡𝑝𝑝

)︀
𝑠𝑘,𝑦⟨𝑎†𝑘α𝑏𝑘α⟩+ 𝐽⟨𝑎†𝑘α𝐿𝑘α⟩

)︁
.

(2.12)

Здесь важно отметить, что термодинамическое усреднение в формуле (2.12)
проводится по статистическому ансамблю, динамика которого управляется га­
мильтонианом СФМ (2.5), учитывающем вектор-потенциал магнитного поля.
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Таким образом, линейные по 𝐴⃗ вклады в плотность тока, необходимые для вы­
числения лондоновской глубины по формуле (2.10), возникают не только из-за
явной зависимости от 𝐴⃗ оператора тока, вычисленного по правилу (2.11), но
также благодаря зависимости от 𝐴⃗ неравновесной матрицы плотности, с кото­
рой проводится усреднение. Вклады первого типа называются диамагнитными,
а второго — парамагнитными.

Как будет показано ниже, именно линейные вклады, обусловленные нерав­
новесной матрицей плотности, приводят к тем нетривиальным особенностям,
которые проявляются в результатах расчета температурной зависимости λ−2

в рамках спин-поляронного подхода и которые в ряде случаев обнаруживают­
ся экспериментально.

Необходимо отметить, что выражение (2.12) дает правильное поведение
плотности тока при 𝑇 ⩾ 𝑇𝑐. Действительно, в нормальной фазе зависимость
всех термодинамических средних в (2.12) от квазиимпульса 𝑘𝑥 определяется
только в виде разности 𝑘𝑥 − α𝑥. Поэтому простая замена переменной интегри­
рования 𝑘𝑥 → 𝑘𝑥 + α𝑥 в интеграле в правой части выражения (2.12) позволяет
полностью избавиться от фазы α𝑥. Поскольку в отсутствие α𝑥 выражение в
круглых скобках в (2.12), как показывают расчеты, антисимметрично по век­
тору 𝑘⃗, то правая часть (2.12), как того и требуется, обращается в ноль. Для
сверхпроводящей фазы (при 𝑇 < 𝑇𝑐) зависимость термодинамических средних
от 𝑘𝑥 определяется не только разностью 𝑘𝑥−α𝑥, но и суммой 𝑘𝑥+α𝑥. Поэтому
интеграл (2.12) при 𝑇 < 𝑇𝑐 оказывается отличным от нуля.

Выражение для глубины проникновения магнитного поля следует из урав­
нения Лондонов (2.10) и имеет вид:

1

λ2
= − 2𝑒π

𝑐2ℏ𝑔𝑦𝑔𝑧
· 𝑗𝑥(𝑞 = 0)

𝑁α𝑥
, (2.13)

где 𝑔𝑧 — параметр решетки вдоль оси 𝑧. Поскольку значения λ−2 должны опреде­
ляться по этой формуле в пределе при 𝐴⃗ → 0, то дробь 𝑗𝑥(𝑞=0)

α𝑥
, стоящая в правой

части (2.13), есть с точностью до константы просто производная плотности тока
по вектор-потенциалу. Это означает, что для определения лондовноской глуби­
ны важны только линейные поправки к плотности тока 𝑗𝑥(𝑞 = 0), которые, как
отмечалось в предыдущем разделе, в рамках использованного подхода опре­
делены корректно.
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Явная зависимость плотности тока от вектор-потенциала, в следствие
используемого проекционного метода, оказывается довольно сложной. Несмот­
ря на то, что аналитическое вычисление производной плотности тока по α𝑥,
в принципе, возможно, более простым решением оказывается численное диф­
ференцирование. При этом, конечно, нужно помнить, что для корректного
численного дифференцирования необходимо выбирать значения α𝑥 из того ин­
тервала, в котором функция 𝑗𝑥(α𝑥)— линейна. Конкретные численные значения
безразмерного поля α𝑥, использованные при вычислении лондоновской глуби­
ны, а также явные выражения для термодинамических средних, определяющих
плотность тока, будут представлены в следующей главе.

2.4 Резюме

Подводя итоги главы, отметим, что для решения задачи о лондоновской
глубине проникновения магнитного поля в купратах в рамках спин-полярон­
ной концепции был предложен нестандартный подход, позволяющий получить
аналитическое выражение для плотности сверхтока 𝑗⃗(𝑞⃗ = 0) в относительно
компактном виде. Идея состоит в том, чтобы после подстановки Пайерлса не
пытаться сразу выделять линейные и квадратичные по 𝐴⃗𝑞⃗=0 поправки и, тем
более, не пытаться разделить плотность тока на парамагнитную и диамагнит­
ные части. Вычисление плотности тока с явным учетом экспоненциального вида
пайерлсовской подстановки привело к ответу, в котором векторный потенциал
входит лишь как перенормировка квазиимпульса, что, впрочем, неудивительно,
поскольку это отвечает известной замене импульса при включение магнитного
поля: 𝑝 → 𝑝− (𝑒/𝑐)𝐴⃗. Выделение линейных по 𝐴⃗𝑞⃗=0 поправок, если это необхо­
димо, осуществляется на последнем этапе расчета плотности тока. В частности,
в используемой ниже формуле для лондоновской глубины отношение 𝑗⃗(𝑞⃗ = 0)

к 𝐴⃗𝑞⃗=0 выражается через производную от полученного предложенным методом
выражения для плотности тока по полю.

Описанный подход оказывается особенно удобным в том случае, если
явная зависимость спектра квазичастиц априори неизвестна, и/или если рас­
сматривается многозонная система.
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Глава 3. Лондоновская глубина в ансамбле спиновых поляронов в
купратных сверхпроводниках

3.1 Введение

Впервые на возможность извлекать информацию о типе симметрии
сверхпроводящего параметра порядка из анализа температурной зависимости
магнитной глубины проникновения (1/λ2(𝑇 )) было указано в работе [150]. На
рисунке 3.1 представлена зависимость 1/λ2(𝑇 ), полученная в этой работе на
монокристалле YBa2Cu3O7−δ. Штриховые кривые на рисунке 3.1 имеют ярко
выраженную линейную 𝑇 -зависимость лондоновской глубины в области низких
температур, отличающуюся от сплошной кривой, рассчитанной в рамках теории
БКШ с 𝑠-типом симметрией параметра порядка. Такая линейная зависимость
функции 1/λ2(𝑇 ) была объяснена наличием нулей в спектре боголюбовских
возбуждений в точках 𝑘-пространства, расположенных на пересечении поверх­
ности Ферми и линии нулей параметра порядка 𝑑-типа. Линейный ход на
начальном участке температурной зависимости величины 1/λ2 наблюдается во
многих известных купратных ВТСП [9; 15; 132; 145; 151—166] и в настоящее
время считается неоспоримым свидетельством 𝑑-волновой симметрии парамет­
ра порядка в этих соединениях.

В некоторых случаях экспериментальный метод, основанный на анализе
модификации температурной зависимости магнитной глубины проникновения
при легировании, позволяет не только делать выводы о симметрии сверхпро­
водящего параметра порядка, но и получать информацию о микроскопических
механизмах куперовского спаривания. Ситуация, правда, усложняется тем, что
иногда в зависимости от экспериментального метода результат исследования
температурной зависимости лондоновской глубины на одном и том же мате­
риале может оказаться разным. Например, зависимость 1/λ2(𝑇 ), полученная
с помощью мюонной спин-спектроскопии (Muon Spin Rotation (µSR)), в обла­
сти низких температур (около 15 К) имеет особенность в виде точки перегиба, в
окрестности которой кривая 1/λ2(𝑇 ) меняет кривизну [9; 157; 164; 165; 167—172].
Характерный пример точки перегиба представлен на рисунке 3.2 [168]. В дру­
гих экспериментах, также основанных на µSR-спектроскопии, точка перегиба
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Рисунок 3.1 — Зависимость [λ−2(𝑇 )/λ−2(0)] от [𝑇/𝑇𝑐], измеренная на монокри­
сталле YBa2Cu3O6.95 [150]. На рисунке также показана слабая зависимость от
выбора нормировочного значения λ(0). Поведение экспериментальных кривых
в области низких температур явно отличается от результата БКШ теории [141]

𝑠-волновой сверхпроводимости.

не наблюдается [165; 173—183], что, по-видимому, связано с качеством иссле­
дуемого образца [132].

Проявление точки перегиба в µSR экспериментах объясняется тем, что эта
техника позволяет измерять абсолютные значения σ𝑠𝑐 ∝ λ−2

𝑎𝑏 (𝑇 ) в отличие от
остальных методик, где полученные данные необходимо нормировать на 1/λ2

при 𝑇 = 0. В целом, описание и сравнение экспериментальных техник по из­
мерению глубины магнитного проникновения можно найти, например, в [160;
184] или в приведенных выше работах, следуя ссылкам. В работе [172] было
установлено, что точка перегиба на кривой λ−2

𝑎𝑏 (𝑇 ) особенно хорошо проявля­
ется в системах Bi2.15Sr1.85CaCu2O8+δ и Bi2.1Sr1.9Ca0.85Y0.15Cu2O8+δ в области
чуть выше оптимального легирования, 𝑥 ≈ 0.17. Примерно в этой же области
легирования точка перегиба наблюдается и в других соединениях купратов.

Теоретическое объяснение точки перегиба было предложено в работе [181]
для YBCO и в работе [171] для LSCO, в которых резкий рост сверхпроводящей
плотности связывался с термическим депиннингом вихрей Абрикосова. Однако
аналитические расчеты, выполненные в этих работах, показали наличие точ­
ки перегиба только для параметра порядка с 𝑠-типом симметрии, тогда как
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Рисунок 3.2 — Точка перегиба в температурной зависимости σ𝑠𝑐 ∝ λ−2
𝑎𝑏 на моно­

кристалле La1.83Sr0.17CuO4 [168]. Наличие точки перегиба на температурных
кривых предположительно объясняется в рамках двух щелевой модели. На
вставке отдельно приводятся вклады от 𝑠- и 𝑑-волн, сумма которых указывает

на соответствие между моделью и экспериментальными данными.

для параметра порядка 𝑑-типа, характерного для купратов, точка перегиба
не наблюдалась. Альтернативный сценарий, предполагающий сосуществование
двух сверхпроводящих щелей, был предложен в работах [168; 169] для щелей
𝑠- и 𝑑𝑥2−𝑦2-типов симметрии (см. рис. 3.2) и в работе [185] для щелей 𝑑𝑥𝑦- и
𝑑𝑥2−𝑦2-типов симметрии. С нашей точки зрения, предположение о двух щелях
с разными типами симметрии в купратных ВТСП является не вполне обос­
нованным.

Для анализа причины возникновения точки перегиба на кривой λ−2
𝑎𝑏 (𝑇 )

в работе [171] было проведено несколько циклов охлаждения образцов, но ре­
зультаты экспериментов практически не изменялись. При этом с увеличением
магнитного поля происходило ослабление низкотемпературного роста λ−2

𝑎𝑏 [164;
183]. Аналогичное поведение λ−2

𝑎𝑏 (𝑇 ) наблюдалось в работе [165], где измерения
проводились не при изменении магнитного поля, а при изменении давления.
Изложенные факты дают основание полагать, что причина появления точки
перегиба в температурной зависимости обратного квадрата лондоновской глу­
бины, по-видимому, является внутренней по своему происхождению.

Отмеченная выше неоднозначность в интерпретации причины возникно­
вения точки перегиба на экспериментальных кривых λ−2(𝑇 ) делает задачу об
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исследовании температурной зависимости лондоновской глубины в купратах в
рамках концепции спинового полярона особенно актуальной. Для решения этой
задачи в главе 2 была развита методика расчета сверхпроводящей плотности
тока в ансамбле спиновых поляронов. Полученное выражение содержит сумму
трех термодинамических средних.

В данной главе предложенная методика расчета плотности тока в сверх­
проводящей 𝑑-фазе в слабом магнитном поле будет использована для исследова­
ния отмеченных выше особенностей температурной зависимости лондоновской
глубины при различных значениях легирования.

В разделе 3.2 будет проведен анализ выражения для сверхпроводящей
плотности тока в магнитном поле (2.12) при переходе в нормальную фазу,
где, как известно, 𝑗𝑥(𝑞 = 0) должна обратится в ноль. В этом же разделе
будут рассмотрены важные для дальнейшего особенности спин-поляронного
спектра в нормальной фазе. Далее в разделе 3.3 вычисляется спектр в сверх­
проводящей 𝑑-фазе. Выражение для сверхпроводящего параметра порядка в
𝑑-канале обсуждается в разделе разд. 3.4. В разделе 3.5 приводятся уравнения
самосогласования для параметра порядка и химического потенциала совмест­
но с уравнением для плотности сверхтока. Результаты численных расчетов
температурной зависимости лондоновской глубины при различных значени­
ях легирования представлены в разделе 3.6. В этом же разделе обсуждаются
причины возникновения точки перегиба в температурной зависимости λ−2. За­
канчивается глава кратким резюме в разделе 3.7.

3.2 Уравнения для функций Грина с учетом поля векторного
потенциала и спин-поляронный спектр в нормальной-фазе

Вычисление двухвременных термодинамических функций Грина
⟨⟨𝐵𝑖|𝐵+

𝑗 ⟩⟩ω в рамках проекционного метода сопряжено с вычислением ком­
мутатора базисного оператора 𝐵𝑖 с гамильтонианом Ĥsp-f (2.5) и последующего
антикоммутирования полученного результата с другим (эрмитово-сопряжен­
ным) базисным оператором 𝐵†

𝑗 . В общем случае получаются довольно сложные
корреляционные функции включающие как спиновые, так и фермиевские опе­
раторы. Выражения существенно упрощаются, если использовать приближение
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низкой плотности, в рамках которого всеми нормальными корреляционными
функциями, содержащими фермиевские операторы, пренебрегается по срав­
нению с чисто спиновыми корреляторами. Для купратов это приближение
оправдывается малым уровнем дырочного легирования, который не превышает
значения 𝑥 ∼= 0.22, а также тем, что численные значения всех спин-фермионных
корреляторов в несколько раз меньше значений спин-спиновых корреляторов.

Для проверки правильного поведения сверхпроводящей плотности то­
ка — обращения его в ноль при переходе в нормальную фазу — рассчитаем
термодинамические средние в выражении (2.12), используя двухвременные тем­
пературные функции Грина ⟨⟨𝐵𝑖|𝐵+

𝑗 ⟩⟩ω, взяв в качестве операторов 𝐵𝑖 базис
из трех операторов (1.22).

Для этого согласно уравнениям (1.19) и (1.20) необходимо рассчитать мат­
ричные элементы (1.17) энергетической матрицы 𝐷(3)(𝑘), где верхний индекс
(3) указывает на размер базиса. Подробности вычислений матричных элемен­
тов (1.17) с использованием базиса (1.22) в пределе низкой плотности вынесены
в приложение А. Результат вычислений представлен нижеследующими урав­
нениями

𝐷11(𝑘) = ξ𝑘,𝑥, 𝐷12(𝑘) = Γ𝑘, 𝐷13(𝑘) = 𝐽𝑠𝑘,𝑥𝐾𝑘,

𝐷22(𝑘) = ξ𝑘,𝑦, 𝐷23(𝑘) = 𝐽𝑠𝑘,𝑦𝐾𝑘,

𝐷33(𝑘) =
(︀
ε̃𝑝 − µ+ 4τ− 4𝑡𝑝𝑝

)︀
𝐾𝑘 −

9

8
τ+

3

2
𝑡𝑝𝑝 +

(︀
τ− 2𝑡𝑝𝑝

)︀
𝐶2γ2𝑘

+
τ

2
𝐶3γ3𝑘 −

3

4
𝐽 + 𝐽𝐶1

(︂
1

4
+ 2γ1𝑘

)︂
− 𝐼𝐶1

(︀
γ1𝑘 + 4

)︀
,

(3.1)

где функции ξ𝑘,𝑥(𝑦), Γ𝑘 и 𝑠𝑘,𝑥(𝑦) были определены ранее формулами (2.7) и (2.8).
𝐼 = 𝐼(1 − 𝑝)— ренормированный обменный интеграл, где 𝑝— параметр фруст­
рации [125], изменяющийся от 0.15 до 0.275 с увеличением 𝑥 от 0.03 до 0.22
(см. табл. 3 на стр. 26).

При записи выражений (3.1) были введены функции:

γ1𝑘 =
(︀
cos(𝑘𝑥 − 2α𝑥) + cos(𝑘𝑦)

)︀
/2,

γ2𝑘 = cos(𝑘𝑥 − 2α𝑥) cos(𝑘𝑦),

γ3𝑘 =
(︀
cos(2𝑘𝑥 − 4α𝑥) + cos(2𝑘𝑦)

)︀
/2,

(3.2)

а единственный нетривиальный элемент матрицы

𝐾(3)(𝑘) = diag{1, 1, 𝐾𝑘}, (3.3)
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рассчитанной согласно определенно (1.15), имеет вид:

𝐾𝑘 =
3

4
− 𝐶1γ1𝑘. (3.4)

Кроме того, при вычислении матричных элементов (3.1) и (3.4) возникли спино­
вые корреляторы 𝐶𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3), определение которых дается формулой (1.12).

Матрицу 𝑀(𝑘,ω) (1.20) размером 3×3 обозначим посредством 𝑀 (3)(𝑘,ω).
Она имеет вид:

𝑀 (3)(𝑘,ω) =

⎛⎜⎝ω−𝐷11(𝑘) −𝐷12(𝑘) −𝐷13(𝑘)/𝐾𝑘

−𝐷12(𝑘) ω−𝐷22(𝑘) −𝐷23(𝑘)/𝐾𝑘

−𝐷13(𝑘) −𝐷23(𝑘) ω−𝐷33(𝑘)/𝐾𝑘

⎞⎟⎠ . (3.5)

Фермиевский спектр спин-поляронных квазичастиц в нормальной фазе
следует из дисперсионного уравнения,

det𝑀 (3)(𝑘,ω) = 0 (3.6)

и соответствует нижней ветви ε1𝑘 на рис. 3.3. Важной особенностью спектра
ε1𝑘 является то, что минимум зоны находится вблизи точек (±π/2,±π/2) зоны
Бриллюэна. Именно этот минимум приводит к появлению небольших дырочных
карманов [80; 86; 104], наблюдаемых в ARPES-экспериментах [10] при низком
легировании, что отмечалось в обзорной главе. Другая важная особенность
спин-поляронной зоны заключается в том, что она отделена от верхних зон
энергетической щелью большой величины — порядка 𝐽 . Такой значительный
выигрыш в энергии спин-поляронных состояний обусловлен сильной связью ло­
кализованного спина меди и дырки на четырех ближайших ионах кислорода.

Термодинамические средние: ⟨𝑎†𝑘↑𝑎𝑘↑⟩, ⟨𝑎
†
𝑘↑𝑏𝑘↑⟩ и ⟨𝑎†𝑘↑𝐿𝑘↑⟩, определяющие

плотность тока согласно выражению (2.12), найдем с помощью спектральной
теоремы [187] для соответствующих трех функций Грина. Эти функции по­
лучаются из решения системы уравнений (1.19) с матрицами 𝐾(3)(𝑘) (3.3) и
𝑀 (3)(𝑘,ω) (3.5):

⟨⟨𝑎𝑘↑|𝑎
†
𝑘↑⟩⟩ω =

𝑄11(𝑘,ω)

det𝑀 (3)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝑏𝑘↑|𝑎
†
𝑘↑⟩⟩ω =

−𝑄12(𝑘,ω)

det𝑀 (3)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝐿𝑘↑|𝑎
†
𝑘↑⟩⟩ω =

𝑄13(𝑘,ω)

det𝑀 (3)(𝑘,ω)
,

(3.7)
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Рисунок 3.3 — (Цветной онлайн) Спектр фермиевских возбуждений в спин­
фермионной модели в нормальной фазе. Три ветви спектра ε𝑗𝑘 (𝑗 = 1, 2, 3)
являются решениями дисперсионного уравнения (3.6). Нижняя зона соответ­
ствует спин-поляронным состояниям (синие кривые), образующимся за счет
сильной спин-фермионной связи 𝐽 . Верхние зоны, образованные в основном чи­
сто дырочными состояниями, в режиме низкой плотности, когда химический
потенциал (зеленая прямая) лежит в нижней спин-поляронной зоне, остают­
ся пустыми. Особенность спин-поляронного спектра характеризуется наличием
дырочного кармана в окрестности точек (±π/2, ± π/2) (см. середину отрез­
ка ΓМ) [86; 186]. Обозначения точек симметрии зоны Бриллюэна следующие:

Γ = (0, 0), 𝑀 = (π,π), 𝑋 = (0,π), 𝑋 ′ = (π, 0).

где 𝑄𝑖𝑗(𝑘,ω)— минор по отношению к 𝑖𝑗-ому элементу матрицы 𝑀 (3)(𝑘,ω)

(3.3). Явный вид 𝑄𝑖𝑗(𝑘,ω) приведен в приложении Б.1.
Результирующее выражение для плотности тока в нормальной фазе име­

ет вид

𝑗𝑁𝑥 (𝑞 =0) =
𝑒𝑔𝑥
ℏ
∑︁
𝑘

cos(𝑘𝑥/2− α𝑥)
𝑓(ε1𝑘/𝑇 )(︀

ε1𝑘 − ε2𝑘
)︀(︀
ε1𝑘 − ε3𝑘

)︀
×
(︁
2τ𝑠𝑘,𝑥𝑄11(𝑘, ε1𝑘)− 2

(︀
τ− 2𝑡𝑝𝑝

)︀
𝑠𝑘,𝑦𝑄12(𝑘, ε1𝑘) + 𝐽𝑄13(𝑘, ε1𝑘)

)︁
,

(3.8)

где 𝑓(𝑥) = 1/(𝑒𝑥 + 1)— функция распределения Ферми-Дирака, а ε𝑗𝑘 (𝑗 =

1, 2, 3)— решения дисперсионного уравнения (3.6), определяющие три ветви
спектра фермиевских возбуждения в нормальной фазе, но с учетом поля
векторного потенциала. При вычислении (3.8) также учитывалось, что в рас­
сматриваемом режиме низкой плотности химический потенциал µ находится в
нижней спин-поляронной зоне, так что две верхние зоны пусты.
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В традиционных подходах нулевое значение полного тока в несверх­
проводящей фазе обеспечивается за счет компенсации парамагнитного и
диамагнитного вкладов в выражении для плотности тока. В предлагаемом здесь
подходе парамагнитная и диамагнитная части тока могут быть получены из
выражения (3.8) после несложных, но объемных вычислений, связанных с вы­
делением линейных по полю поправок. Однако для наших целей оказывается,
что в этом нет необходимости.

Действительно, из выражения (3.8) следует, что зависимость подынте­
гральной функции от безразмерного векторного потенциала α𝑥 проявляется
только в виде разности 𝑘𝑥/2−α𝑥. Учитывая, что интегрирование в (3.8) выпол­
нятся по первой зоне Бриллюэна, а подынтегральное выражение периодично
при трансляции на вектор обратной решетки, легко видеть, что простая замена
переменной интегрирования 𝑘𝑥 → 𝑘𝑥/2 + α𝑥 позволяет полностью избавить­
ся от α𝑥 в выражении (3.8). Далее, принимая во внимание свойства функций
𝑄𝑖𝑗(𝑘,ω), нетрудно проверить, что выражение в круглых скобках в формуле
(3.8) после указанной замены переменной интегрирования становится антисим­
метричным по квазиимпульсу 𝑘𝑥. В результате, сумма по 𝑘⃗ в выражении (3.8),
а вместе с ней и сверхток, обращается в ноль, как это и должно быть в нор­
мальной фазе.

Отметим, что для сверхпроводящей фазы (при 𝑇 < 𝑇𝑐) зависимость тер­
модинамических средних от 𝑘𝑥 определяется не только разностью 𝑘𝑥/2−α𝑥, но
и суммой 𝑘𝑥/2+α𝑥, поэтому сдвижкой по переменной суммирования избавить­
ся от α𝑥 не получиться, и, как следствие, плотность сверхпроводящего тока
оказывается отличной от нуля.

3.3 Спектр спиновых поляронов в сверхпроводящей фазе с учетом
магнитного поля

Для исследования сверхпроводящей фазы купратов в рамках используе­
мого подхода необходимо вычислить аномальные функции Грина. Сделать это
на основе базиса трех операторов (1.22) невозможно. Как показано в работе
[127], базис (1.22) в этом случае должен быть расширен за счет дополнитель­
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ных трех операторов:

𝐵4𝑘 = 𝑎†−𝑘↓, 𝐵5𝑘 = 𝑏†−𝑘↓, 𝐵6𝑘 = 𝐿†
−𝑘↓. (3.9)

Далее согласно проекционному методу, изложенному выше, используя ба­
зис из шести операторов (1.22) и (3.9), необходимо найти три матрицы размера
6× 6: 𝐾(6)(𝑘) (1.15), 𝐷(6)(𝑘) (1.17) и 𝑀 (6)(𝑘,ω) (1.20). Как и раньше, матрица
𝐾(6)(𝑘) диагональна

𝐾(6)(𝑘) = diag{1, 1, 𝐾𝑘, 1, 1, 𝐾−𝑘}. (3.10)

Заметим, что 𝐾−𝑘 ̸= 𝐾𝑘, если α𝑥 ̸= 0.
Нормальные компоненты энергетической матрицы 𝐷

(6)
𝑖𝑗 (𝑘) с индексами

𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3 были вычислены ранее и приведены в (3.1). Нормальные компо­
ненты с индексами 𝑖, 𝑗 = 4, 5, 6 оказываются связанными с компонентами (3.1)
соотношениями:

𝐷
(6)
𝑖+3,𝑗+3(𝑘) = −𝐷

(6)
𝑖𝑗 (−𝑘), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. (3.11)

При вычислении аномальных элементов матрицы 𝐷(6)(𝑘) учтем, что со­
гласно результатам работы [128] сверхпроводимость 𝑠-типа в спин-фермионной
модели не реализуется. Это позволяет при проведении вычислений удерживать
только те слагаемые, которые отвечают 𝑑-волновому спариванию. Расчеты ано­
мальных элементов матрицы 𝐷(6)(𝑘), вынесенные в приложение А, показали,
что отличными от нуля оказываются только два аномальных элемента: 𝐷36(𝑘)

и сопряженный ему 𝐷63(𝑘) =
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀*. В результате, уравнение на сверхпро­
водящий параметр порядка Δ(𝑘) принимает вид:

𝐷36(𝑘) = Δ(𝑘) =
1

𝑁

∑︁
𝑞

𝐼𝑘+𝑞

(︀
⟨𝐿𝑞↑𝐿−𝑞↓⟩ − 𝐶1⟨𝑢𝑞↑𝑢−𝑞↓⟩

)︀
, (3.12)

где
𝐼𝑘 = 2𝐼

(︀
cos(𝑘𝑥) + cos(𝑘𝑦)

)︀
(3.13)

есть Фурье-образ обменного интеграла. Ранее уравнение на параметр порядка,
подобное (3.12), было получено в работе [127], однако в отличие от формулы
(3.12) в этой работе зависимость от векторного потенциала 𝐴𝑥

𝑞=0 не учитыва­
лась.

Для нахождения спектра в сверхпроводящей фазе матрицу 𝑀 (6)(𝑘,ω)

удобно выразить в блочной форме

𝑀 (6)(𝑘,ω) =

(︃
𝑀 (3)(𝑘,ω) 𝐹 (3)(𝑘,ω)(︀
𝐹 (3)(𝑘,ω)

)︀*
𝑀̄ (3)(𝑘,ω)

)︃
. (3.14)
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Верхний левый 3 × 3 блок 𝑀 (3)(𝑘,ω) определен в (3.5). Нижний правый
блок 𝑀̄ (3)(𝑘,ω) получается из верхнего левого 𝑀 (3)(𝑘,ω) заменой элементов
𝐷𝑖𝑗(𝑘) на −𝐷𝑖𝑗(−𝑘). Единственным ненулевым элементом в аномальном блоке
𝐹 (3)(𝑘,ω) является элемент 𝐹33(𝑘,ω), равный −𝐷36(𝑘).

Спектр фермиеквских возбуждений купратов в сверхпроводящей фазе
определяется нулями детерминанта det𝑀 (6)(𝑘,ω), который может быть выра­
жен через детерминанты третьего порядка:

det𝑀 (6)(𝑘,ω) = det𝑀 (3)(𝑘,ω) · det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω)

−𝑄33(𝑘,ω)𝑄̄33(𝑘,ω)

⃒⃒
Δ(𝑘)

⃒⃒2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

= 0,
(3.15)

где 𝑄33(𝑘,ω) и 𝑄̄33(𝑘,ω)— миноры (3,3)-го элемента матриц 𝑀 (3)(𝑘,ω) и
𝑀̄ (3)(𝑘,ω) соответственно. Явный вид этих миноров приведен в приложении
Б.1.

В режиме низкой плотности, когда химический потенциал µ лежит в
нижней спин-поляронной зоне, отделенной от двух верхних зон большой энерге­
тической щелью ∼ 𝐽 (см. рис. 3.3), спин-поляронный спектр в сверхпроводящей
фазе 𝐸1𝑘 и с учетом векторного потенциала 𝐴𝑥

𝑞=0 может быть найден с высокой
точностью аналитически.

Для этого запишем определитель det𝑀 (6)(𝑘,ω) в двух эквивалентных
формах:

6∏︁
𝑗=1

(ω− ε𝑗𝑘)−𝑄33(𝑘,ω)𝑄̄33(𝑘,ω)

⃒⃒
Δ(𝑘)

⃒⃒2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

, (3.16а)

6∏︁
𝑗=1

(ω− 𝐸𝑗𝑘). (3.16б)

В формуле (3.16а) функции ε𝑗𝑘 с 𝑗 = 1, 2, 3 и ε𝑗𝑘 с 𝑗 = 4, 5, 6 являют­
ся решениями дисперсионных уравнений 3-го порядка: det𝑀 (3)(𝑘,ω) = 0 и
det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω) = 0 соответственно. Между этими решениями существует оче­
видная связь: ε𝑗+3,𝑘 = −ε𝑗,−𝑘 (𝑗 = 1, 2, 3). Функции 𝐸𝑗𝑘 (𝑗 = 1, . . . , 6) в
уравнении (3.16б) являются решениями дисперсионного уравнения 6-го поряд­
ка det𝑀 (6)(𝑘,ω) = 0 и, таким образом, представляют шесть ветвей спектра
фермиевских возбуждений в сверхпроводящей фазе с учетом векторного по­
тенциала 𝐴𝑥

𝑞=0.
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Поскольку энергетический интервал между химическим потенциалом µ

и верхними зонами велик (см. рис. 3.3) по сравнению с амплитудой аномаль­
ных компонент, то дисперсия верхних двух зон фактически не изменяется при
переходе из нормальной фазы в сверхпроводящую. Это означает, что с высо­
кой точностью можно написать: 𝐸𝑗𝑘 = ε𝑗𝑘 для 𝑗 = 2, 3, 5, 6. Следовательно,
неизвестным остается только спектр 𝐸1𝑘 (его сопряженный 𝐸4𝑘 = −𝐸1,−𝑘).

Для определения спектра 𝐸1𝑘 воспользуемся тем, что выражения (3.16а)
и (3.16б) равны друг другу. Приравнивая их коэффициенты при 5-й и 4-й сте­
пенях ω, получим систему двух уравнений⎧⎨⎩𝐸1𝑘 + 𝐸4𝑘 = ε1𝑘 + ε4𝑘,

𝐸1𝑘𝐸4𝑘 = ε1𝑘ε4𝑘 −
⃒⃒
Δ(𝑘)

⃒⃒2
/𝐾𝑘𝐾−𝑘.

(3.17)

Решения системы (3.17) относительно 𝐸1𝑘 и 𝐸4𝑘 имеют вид

𝐸1(4)𝑘 =
ε1𝑘 − ε1,−𝑘

2
± 𝐸𝑘,

𝐸𝑘 =

√︃(︂
ε1𝑘 + ε1,−𝑘

2

)︂2

+

⃒⃒
Δ(𝑘)

⃒⃒2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

,

(3.18)

где использовалась связь ε4𝑘 = −ε1,−𝑘. Примечательно, что, несмотря на трех­
зонный характер системы, спектр фермиевских спин-поляронных возбуждений
в сверхпроводящей фазе выражается только через ε1𝑘 — спектр нормальной фа­
зы той же спин-поляронной зоны. Верхние ветви спектра нормальной фазы,
ε2𝑘 и ε3𝑘, в уравнение (3.18) не вошли.

В интересующем нас режиме малых значений α𝑥 выделим в спин-поля­
ронном спектре линейный по полю вклад: ε1𝑘 = ε

(0)
1𝑘 + δε1𝑘, где ε

(0)
1𝑘 — спектр

спиновых поляронов при α𝑥 = 0, а δε1𝑘 — линейная по α𝑥 поправка к ε
(0)
1𝑘 . Из об­

щих соображений следует, что поправка δε1𝑘, связанная с вектор-потенциалом,
линейна, а значит нечётна по 𝑘. В тоже время, численные расчеты показывают,
что соответствующие поправки к функции щели в (3.18) квадратичны по 𝑘.
Следовательно, в линейном по α𝑥 приближении спин-поляронные спектры 𝐸1𝑘

и 𝐸4𝑘 оказываются сдвинуты на одну и ту же величину δε1𝑘:

𝐸1𝑘 = δε1𝑘 + 𝐸
(0)
𝑘 ,

𝐸4𝑘 = δε1𝑘 − 𝐸
(0)
𝑘 ,

(3.19)

где

𝐸
(0)
𝑘 =

√︃(︁
ε
(0)
1𝑘

)︁2
+

⃒⃒
Δ(𝑘)

⃒⃒2
𝐾2

𝑘

, (3.20)
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а функция щели берется при α𝑥 = 0. Видно, что для малых α𝑥 спектр ква­
зичастиц Боголюбова перенормируется на ту же самую функцию δε1𝑘, что
и спектр спин-поляронных квазичастиц в нормальной фазе [139; 144; 145]. В
то же время конкретная квазиимпульсная зависимость спектра ε

(0)
1𝑘 (и, следо­

вательно, индуцированной полем поправки δε1𝑘) существенно отличается от
простейшего случая квадратичного закона дисперсии и определяется структу­
рой CuO2-плоскости и сильными спин-фермионными корреляциями.

3.4 𝑑𝑥2−𝑦2-волновой сверхпроводящий параметр порядка

Для 𝑑-волновой сверхпроводимости, которая имеет место в купратах,
параметр порядка Δ(𝑘) определяются аномальными термодинамическими сред­
ними ⟨𝐿𝑘↑𝐿−𝑘↓⟩ и ⟨𝑢𝑘↑𝑢−𝑘↓⟩, как это видно из формулы (3.12). Эти аномальные
средние нетрудно рассчитать с помощью спектральной теоремы [187] для соот­
ветствующих функций Грина. Необходимые функции Грина определяются из
решения уравнения (1.19) с матрицами 𝑀 (6)(𝑘) (3.14) и 𝐾(6)(𝑘) (3.10) и име­
ют вид:

⟨⟨𝐿𝑘↑|𝐿−𝑘↓⟩⟩ω =
𝑄𝐿𝐿(𝑘,ω)Δ(𝑘)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝑢𝑘↑|𝑢−𝑘↓⟩⟩ω =
𝑄𝑢𝑢(𝑘,ω)Δ(𝑘)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

(3.21)

где

𝑄𝐿𝐿(𝑘,ω) = 𝑄33(𝑘,ω)𝑄̄33(𝑘,ω),

𝑄𝑢𝑢(𝑘,ω) =
(︀
𝑠𝑘,𝑥𝑄13(𝑘,ω)− 𝑠𝑘,𝑦𝑄23(𝑘,ω)

)︀
×
(︀
𝑠−𝑘,𝑥𝑄̄13(𝑘,ω)− 𝑠−𝑘,𝑦𝑄̄23(𝑘,ω)

)︀
/𝐾𝑘𝐾−𝑘.

(3.22)

Расщепленный характер ядра интегрального уравнения (3.12) показывает,
что 𝑑-волновое решение этого уравнения следует искать в следующей форме

Δ(𝑘) = Δ𝑥 cos(𝑘𝑥)−Δ𝑦 cos(𝑘𝑦), (3.23)

где в общем случае амплитуды Δ𝑥 и Δ𝑦 не равны друг другу, поскольку в
системе присутствует векторный потенциал α𝑥 (2.9), нарушающий простран­
ственную 𝑂4-симметрию, соответствующую CuO2-плоскости.



54

Однако, как указывалось выше, количественные изменения амплитуд Δ𝑥

и Δ𝑦, вызванные включением поля, пропорциональны второй степени α𝑥. По­
этому в используемом здесь линейном приближении различием этих амплитуд
можно пренебречь. Обозначая далее их одним символом Δ0, получаем, что ре­
шение уравнения (3.12) можно искать в стандартном для купратов виде:

Δ(𝑘) = Δ0

(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
. (3.24)

3.5 Уравнения самосогласования

Вычисляя, согласно вышеизложенному, термодинамические средние в
формуле (3.12) и учитывая явную 𝑘-зависимость функции Δ(𝑘) по формуле
(3.24), получаем уравнение для определения амплитуды 𝑑-волнового сверхпро­
водящего параметра порядка

1 =
𝐼

𝑁

∑︁
𝑘

∑︁
𝑗=1,4

𝑓(−𝐸𝑗𝑘/𝑇 )
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀2
(−1)𝑗+12𝐸𝑘

(︀
𝐸𝑗𝑘 − ε2𝑘

)︀
× 𝑄𝐿𝐿(𝑘,𝐸𝑗𝑘)− 𝐶1𝑄𝑢𝑢(𝑘,𝐸𝑗𝑘)(︀

𝐸𝑗𝑘 − ε3𝑘
)︀(︀
𝐸𝑗𝑘 + ε2,−𝑘

)︀(︀
𝐸𝑗𝑘 + ε3,−𝑘

)︀ , (3.25)

где, как и прежде, 𝑓(𝑥)— функция распределения Ферми-Дирака.
Напомним, что только нижняя спин-поляронная зона с 𝑗 = 1 (и ее сопря­

женная с 𝑗 = 4) модифицируется с появлением куперовской неустойчивости
(см. уравнение (3.18)). Верхние ветви спектра фермиевских возбуждений с 𝑗 = 2

и 𝑗 = 3 не изменяются: 𝐸2𝑘 = ε2𝑘 и 𝐸3𝑘 = ε3𝑘.
При заданной концентрации дырок 𝑥 уравнение (3.25) должно решаться

совместно с уравнением для химического потенциала µ:

𝑥 =
1

𝑁

∑︁
𝑘

(︀
⟨𝑎†𝑘𝑎𝑘⟩+ ⟨𝑏†𝑘𝑏𝑘⟩

)︀
. (3.26)

Две функции Грина, необходимые для вычисления средних ⟨𝑎†𝑘𝑎𝑘⟩ и ⟨𝑏†𝑘𝑏𝑘⟩, по­
лучаются из решения матричного уравнения (1.19) в сверхпроводящей фазе
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и имеют вид:

⟨⟨𝑎𝑘σ|𝑎†𝑘σ⟩⟩ω =
𝑄𝑎𝑎†(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝑏𝑘σ|𝑏†𝑘σ⟩⟩ω =
𝑄𝑏𝑏†(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

(3.27)

где

𝑄𝑎𝑎†[𝑏𝑏†](𝑘,ω) = 𝑄11[22](𝑘,ω) det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω)

−
(︀
ω−𝐷22[11](𝑘)

)︀
𝑄̄33(𝑘,ω)

⃒⃒
Δ(𝑘)

⃒⃒2
/𝐾𝑘𝐾−𝑘.

(3.28)

Используя спектральную теорему для гриновских функций (3.27), получаем
уравнение для определения химического потенциала:

𝑥 =
2

𝑁

∑︁
𝑘

∑︁
𝑗=1,4

𝑓(𝐸𝑗𝑘/𝑇 )

(−1)𝑗+12𝐸𝑘

(︀
𝐸𝑗𝑘 − ε2𝑘

)︀
× 𝑄𝑎𝑎†(𝑘,𝐸𝑗𝑘) +𝑄𝑏𝑏†(𝑘,𝐸𝑗𝑘)(︀

𝐸𝑗𝑘 − ε3𝑘
)︀(︀
𝐸𝑗𝑘 + ε2,−𝑘

)︀(︀
𝐸𝑗𝑘 + ε3,−𝑘

)︀ . (3.29)

Для вычисления сверхпроводящей плотности тока согласно формуле
(2.12) необходимо иметь выражения для трех термодинамических средних. Пер­
вое из них может быть получено по спектральной теореме из первой функции
Грина в формуле (3.27). Для вычисления двух других средних необходимы
функции Грина ⟨⟨𝑏𝑘σ|𝑎†𝑘σ⟩⟩ω и ⟨⟨𝐿𝑘σ|𝑎†𝑘σ⟩⟩ω, которые также определяются из
матричного уравнения (1.19) и имеют вид:

⟨⟨𝑏𝑘σ|𝑎†𝑘σ⟩⟩ω =
𝑄𝑏𝑎†(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝐿𝑘σ|𝑎†𝑘σ⟩⟩ω =
𝑄𝐿𝑎†(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

(3.30)

где
𝑄𝑏𝑎†(𝑘,ω) = −𝑄12(𝑘,ω) det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω)

−𝐷12(𝑘)𝑄̄33(𝑘,ω)
⃒⃒
Δ(𝑘)

⃒⃒2
/𝐾𝑘𝐾−𝑘,

𝑄𝐿𝑎†(𝑘,ω) = 𝑄13(𝑘,ω) det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω).

(3.31)

В итоге получаем окончательное выражение для сверхпроводящей плот­
ности тока:

𝑗𝑥(𝑞 = 0) =
2𝑒𝑔𝑥
ℏ
∑︁
𝑘

∑︁
𝑗=1,4

𝑓(𝐸𝑗𝑘/𝑇 ) cos(𝑘𝑥/2− α𝑥)

(−1)𝑗+12𝐸𝑘

(︀
𝐸𝑗𝑘 − ε2𝑘

)︀(︀
𝐸𝑗𝑘 − ε3𝑘

)︀
× J(𝑘,𝐸𝑗𝑘)(︀

𝐸𝑗𝑘 + ε2,−𝑘

)︀(︀
𝐸𝑗𝑘 + ε3,−𝑘

)︀ , (3.32)
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где

J(𝑘,ω) = 2τ𝑠𝑘,𝑥𝑄𝑎𝑎†(𝑘,ω)− 2
(︀
τ− 2𝑡𝑝𝑝

)︀
𝑠𝑘,𝑦𝑄𝑏𝑎†(𝑘,ω) + 𝐽𝑄𝐿𝑎†(𝑘,ω). (3.33)

Формула (3.32) будет использоваться в следующем разделе для расчета
температурной зависимости лондоновской глубины при одновременном опреде­
лении Δ0 и µ из уравнений (3.25) и (3.29) соответственно.

3.6 Лондоновская глубина проникновения: результаты и
обсуждения

Расчет обратного квадрата лондоновской глубины при фиксированных
значениях температуры 𝑇 и концентрации дырок 𝑥 производился по формуле
(2.13). В правой части этой формулы отношение плотности тока к безразмер­
ному полю α𝑥 должно браться в пределе при α𝑥 → 0— фактически означает
производную 𝑗𝑥(𝑞 = 0) по полю α𝑥 в точке α𝑥 = 0. В рамках принятого подхода
эта производная вычислялась численно. При этом для каждого значения 𝑇 и
𝑥 самосогласованно определялись сверхпроводящий параметр порядка (3.25) и
химический потенциал (3.29).

Рассчитанные таким образом температурные зависимости обратного квад­
рата лондоновской глубины при пяти уровнях легирования: 𝑥 = 0.10, 0.15, 0.20,
0.22 и 0.24, представлены на рисунке 3.4а. Существенно, что параметры модели
здесь взяты равными тем, которые использовались в предыдущих исследова­
ниях спектральных свойств купратов [86; 188] и их фазовой 𝑇𝑐−𝑥-диаграммы
[70; 87; 127; 128; 189; 190]. Полученное значение λ−2 при 𝑇 = 0 оказалось в пре­
делах 30% согласия с экспериментальными данными [9; 150; 157; 162; 165; 166;
168; 169; 171; 172], несмотря на то, что специально какой-либо корректировки
параметров модели не проводилось.

Из рисунка 3.4а видно, что в низкотемпературной области все кривые
демонстрируют линейный характер зависимости λ−2(𝑇 ) вплоть до самой низ­
кой рассматриваемой температуры 𝑇 = 2 K. Такое поведение, как ранее было
установлено (см. разд. 3.1), связано с проявлением 𝑑-волновой симметрии сверх­
проводящего параметра порядка [150]. Для 𝑥, соответствующих оптимально и
сильно легированным купратам (𝑥 ≳ 0.16), функции λ−2(𝑇 ) в целом являются
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а) (Цветной онлайн) Температурная
зависимость лондоновской глубины

(λ−2) при пяти уровнях легирования:
𝑥1 = 0.10, 𝑥2 = 0.15, 𝑥3 = 0.20,

𝑥4 = 0.22 и 𝑥5 = 0.24.

б) Температурная зависимость
обратного квадрата глубины

проникновения при пяти
уровнях легирования,

измеренная на La2−𝑥Sr𝑥CuO4

[9]. Все обозначения на
рисунке.

Рисунок 3.4 — Теоретическая и экспериментальная температурные зависимо­
сти обратного квадрата лондоновской глубины при пяти уровнях легирования.
Рассчитанные зависимости λ−2(𝑇 ) имеют согласие порядка 30% с эксперимен­
тальными данными из работы [9]. Значения параметров СФМ приведены в
таблице 2 и равными тем, которые использовались в предшествующих иссле­

дованиях спектральных и сверхпроводящих свойств купратов.

слегка выпуклыми, что вполне согласуется с большинством экспериментов на
купратных сверхпроводниках [9; 15; 150—155; 157; 158; 161—163; 191]. Кривая
λ−2(𝑇 ), полученная при 𝑥 = 0.10, имеет вогнутую форму на всем температур­
ном интервале (см. рис. 3.4а), что не характерно для большинства купратов.
Это несоответствие, по всей видимости, связано с тем, что в развиваемом здесь
подходе не принимается во внимание псевдощелевое поведение, наблюдаемое
для купратов в режиме слабого легирования. Псевдощель возникает вслед­
ствие сильных спин-зарядовых флуктуаций, которые значительно изменяют
спектральную интенсивность на контуре Ферми. Данная же теория является
теорией среднего поля, и поэтому не учитывает спин-зарядовые флуктуации
и, следовательно, не описывает псевдощелевое поведение. Поскольку, однако,
псевдощель почти полностью подавлена при уровне легирования 𝑥 ≳ 0.15, то
полученные в этой главе результаты не должны измениться.
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Сравнение теоретических кривых λ−2(𝑇 ), представленных на рисун­
ке 3.4а, с аналогичными экспериментальными кривыми для соединения
La2−𝑥Sr𝑥CuO4 [9] на рисунке 3.4б демонстрирует хорошее количественное
согласие по величине λ−2 при 𝑇 = 0 и неплохое качественное согласие тем­
пературного поведения указанных кривых для 𝑥 ≳ 0.16. Однако значение
критической температуры оказалось завышенным примерно в три раза.

В рамках спин-поляронного подхода критическая температура 𝑇𝑐 может
быть понижена за счет уменьшения параметра обменного интеграла 𝐼, который,
как следует из уравнения (3.25), играет роль константы связи. Однако значение
𝐼 ∼= 0.12 эВ для соединения LSCO установлено с хорошей точностью [83] и не
может быть изменено.

С другой стороны, величина 1/λ2 при 𝑇 = 0, неплохо согласующаяся с экс­
периментом [9] на La2−𝑥Sr𝑥CuO4, пропорциональна сверхтоку 𝑗𝑥(𝑞 = 0) (2.13), а
сверхток, как показывают численные расчеты, целиком определяется третьим
слагаемым в уравнении (3.32), пропорциональным параметру спин-фермионной
связи 𝐽 . Последнее наблюдение весьма существенно с экспериментальной точ­
ки зрения, поскольку в рамках спин-поляронного подхода дает возможность
судить о величине 𝐽 по значению 1/λ2 при 𝑇 = 0.

3.6.1 Точка перегиба в температурной зависимости лондоновской
глубины

Во введении (разд. 3.1) этой главы уже обсуждалась особенность в тем­
пературном поведении 1/λ2(𝑇 ), связанная с наличием точки перегиба. В этой
точке функция 1/λ2(𝑇 ) меняет кривизну. Точка перегиба наблюдалась в обла­
сти оптимального легирования (𝑥 ≈ 0.16) в µSR-экспериментах по измерению
абсолютного значения локальной глубины проникновения магнитного поля.

На рисунке 3.5 представлен результат самосогласованного расчета лондо­
новской глубины при 𝑥 = 0.17 в рамках спин-поляронного подхода. Видно, что
на температурной зависимости 1/λ2 точка перегиба, обозначенная на рисун­
ке посредством 𝑇inflection, проявляет себя довольно четко. Слева от нее кривая
1/λ2(𝑇 ) выгнута вниз, а справа — вверх.
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Рисунок 3.5 — (Цветной онлайн) Точка перегиба в температурной зависимости
обратного квадрата лондоновской глубины в рамках спин-поляронного подхода
при 𝑥 = 0.17. Штриховая линия при 𝑇 < 𝑇inflection — экстраполяция функции
λ−2(𝑇 ) с правой стороны от точки перегиба 𝑇inflection. Слева от 𝑇inflection кривая
выгнута вниз, а справа — вверх. Величина 𝑇inflection составляет примерно одну
треть от 𝑇𝑐, как и в экспериментах. Параметр спин-фермионной связи выбран
равным 𝐽 = 1.76 эВ с тем условием, чтобы значение λ−2 при 𝑇 = 0 соответство­
вало экспериментальным данным для La1.83Sr0.17CuO4 [162; 168; 171]. Остальные

параметры прежние (см. табл. 2).

Главный вопрос, который возникает в связи с обнаружением точки пере­
гиба на теоретической кривой 1/λ2(𝑇 )— это причина ее появления.

Выше уже отмечалось, что в выражении (2.13), на основании которого
производится расчет 1/λ2, при взятии предела при α𝑥 → 0 в правой части
возникает производная плотности сверхтока 𝑗𝑥(𝑞 = 0) по параметру α𝑥. Ввиду
сложной зависимости плотности сверхтока от поля α𝑥 (см. уравнение (3.32)),
возникает довольно много слагаемых. Однако, как показал численный анализ,
только одно из них приводит к особенности, которая проявляет себя как точка
перегиба. Это слагаемое (выделенное из правой части (2.13)) имеет вид:

3π𝑔𝑥𝑒
2

ℏ𝑔𝑦𝑔𝑧𝑐2
𝐽2
(︀
ε̃𝑝 − µ(0)

)︀ 1
𝑁

∑︁
𝑘

𝑓 ′(𝐸
(0)
𝑘 /𝑇 ) sin(𝑘𝑥)ε

(0)
2𝑘 ε

(0)
3𝑘 · υs-p

𝑘,𝑥[︁(︀
𝐸

(0)
𝑘

)︀2 − (︀ε(0)2𝑘

)︀2]︁[︁(︀
𝐸

(0)
𝑘

)︀2 − (︀ε(0)3𝑘

)︀2]︁ , (3.34)

где штрих у функции распределения Ферми-Дирака означает производную этой
функции по 𝐸

(0)
𝑘 , верхний индекс ”(0)” означает, что соответствующая функция
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берется при α𝑥 = 0, а υs-p
𝑘,𝑥 — проекция скорости спин-поляронных квазичастиц

вдоль оси 𝑥:

υs-p
𝑘,𝑥 =

1

ℏ
·
𝑑ε

(0)
1𝑘

𝑑𝑘𝑥
. (3.35)

Рисунок 3.6 — (Цветной онлайн) Вклад слагаемого (3.34), определяющего точ­
ку перегиба, в температурную зависимость обратного квадрата лондоновской
глубины. Красная кривая с точкой перегиба около 40 К демонстрирует темпера­
турную зависимость слагаемого (3.34), выделенного из правой части выражения
(2.13). Зеленая кривая отражает сумму остальных слагаемых в правой части
(2.13). Сложение красной и зеленой кривой (штриховая синяя кривая) повторя­

ет кривую рисунка 3.5.

Из структуры выражения (3.34) видно, что причина возникновения точки
перегиба в температурной зависимости 1/λ2 обусловлена особенностью спектра
спин-поляронных квазичастиц, связанной с наличием в каждом квадранте зоны
Бриллюэна двух областей вблизи точек пересечений поверхности Ферми (ды­
рочного кармана) с нодальной линией. Эти две области показаны красным и
синим цветом на рисунке 3.7а. Важным обстоятельством для объяснения точки
перегиба является то, что фермиевские скорости в этих двух областях имеют
противоположный знак, что приводит к противоположным по знаку вкладам
от них в интеграл в выражении (3.34). Вклад в этот интеграл от каждой такой
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а) Две окрестности точек
пересечения линии нулей

параметра порядка и поверхности
Ферми в первом квадранте зоны

Бриллюэна при 𝑥 = 0.17 и 𝑇 = 50

К.

б) Вклады в температурную зависимость
выражения (3.34) от двух областей зоны

Бриллюэна, обозначенных на рисунке 3.7а
красным и синим цветом. Параметры

модели те же.

Рисунок 3.7 — (Цветной онлайн) Причина возникновения точки перегиба в
температурной зависимости лондоновской глубины, рассчитанной в рамках
спин-поляронной концепции. На рисунке 3.7а нодальной линией является диа­
гональ ΓM, пересекающая поверхность Ферми спин-поляронных квазичастиц
в двух точках, окрестности которых показаны синим и красным цветом. Про­
екции скоростей на горизонтальную ось для квазичастиц из красной области
противоположны по знаку соответствующим проекциям скоростей для квази­
частиц из синей области. Обозначения точек симметрии зоны Бриллюэна такие
же, как и на рисунке 3.3. На рисунке 3.7б показана температурная зависимость
вкладов в выражение (3.34) от двух областей в зоне Бриллюэна, обозначенных
на рисунке 3.7а красным и синим цветом. Конкуренция двух этих вкладов и
приводит к появлению ”точки перегиба” на температурной зависимости λ−2(𝑇 ),

представленной на рисунке 3.5.

области (увеличивающейся по площади при возрастании температуры) пред­
ставлен на рисунке 3.7б красной и синей линиями. Вклад от синей области
(расположенной ближе к Γ-точке зоны Бриллюэна) — отрицательный, а его за­
висимость от температуры имеет вогнутый вниз вид. Вклад от красной области
(расположенной дальше от Γ-точки), напротив, — положительный, а его темпе­
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ратурная зависимость выгнута вверх. В результате конкуренции вкладов от
этих двух областей в интеграл (3.34) и возникает точка перегиба на итоговой
зависимости 1/λ2(𝑇 ), представленной на рисунке 3.5.

Таким образом, существование точки перегиба в температурной зависи­
мости обратного квадрата лондоновской глубины обусловлено особенностями
спектра фермиевских спин-поляронных возбуждений и, следовательно, может
служить подтверждением спин-поляроной природы фермиевских квазичастиц
в купратных высокотемпературных сверхпроводниках.

3.7 Резюме

В данной главе представлен вывод уравнений для сверхпроводящего па­
раметра порядка, химического потенциала и сверхпроводящей плотности тока,
которые использовались для расчета температурной зависимости лондоновской
глубины в купратах в рамках спин-поляронного подхода. Численный анализ
показал, что основной вклад в выражение для плотности сверхтока (3.32) обу­
словлен только одним (третьим) слагаемым, которое пропорционально 𝐽 —
самому большому параметру спин-фермионной модели.

Полученные температурные зависимости демонстрируют монотонное
уменьшение 1/λ2 при увеличении 𝑇 . Значения λ−2 при 𝑇 = 0, рассчитанные
при общепринятых параметрах спин-фермионной модели, оказались в хорошем
согласии с экспериментальными данными. Критическая температура при кото­
рой λ расходится, напротив, оказалось больше экспериментального значения
для LSCO примерно в 3 раза.

При высоком уровне легирования, 𝑥 = 0.24, рассчитанная форма кривой
λ−2(𝑇 ) характеризуется небольшой выпуклостью вверх (см. рис. 3.4а). Такое
поведение соответствует экспериментальным данным на большинстве купрат­
ных сверхпроводников. При уменьшении уровня легирования на теоретически
рассчитанной температурной зависимости λ−2 начинает проявляться точка пе­
региба, в которой кривизна функции λ−2(𝑇 ) меняет знак. Точка перегиба
выражена наиболее ярко в области оптимального легирования 𝑥 = 0.17 (см.
рис. 3.5). Важно отметить, что экспериментально эта точка была обнаружена
в нескольких купратных ВТСП. В частности, в La1.83Sr0.17CuO4 [9; 169; 171] в
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области 𝑇 ≈ 12 К, а также в других соединениях [157; 164; 165; 167; 168; 170;
172] при оптимальном легировании.

В диссертации дано объяснение причины возникновения точки перегиба
в рамках спин-поляронного подхода. Последнее обстоятельство следует рас­
сматривать как еще одно подтверждение применимости концепции спинового
полярона для описания свойств купратов в сверхпроводящей фазе и, в частно­
сти, как то, что куперовское спаривание в этих ВТСП происходит в подсистеме
спин-поляронных квазичастиц.
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Глава 4. Влияние кулоновского взаимодействия на лондоновскую
глубину в купратных сверхпроводниках

4.1 Введение

Четвертая глава диссертации посвящена изучению влияния кулоновского
взаимодействия в подсистеме легированных кислородных дырок на температур­
ную зависимость глубины проникновения магнитного поля в купратных ВТСП
в рамках концепции спинового полярона. Необходимость такого исследования
вызвана в первую очередь тем, что представленные в главе 3 теоретические (ри­
сунок 3.4а) и экспериментальные (рисунок 3.4б) значения температуры 𝑇𝑐, при
которой зависимость λ−2(𝑇 ) обращается в ноль, значительно отличались. Сле­
дует отметить, что проблема учета кулоновского взаимодействия нетривиальна
сама по себе и поэтому имеет смысл обсудить ее более подробно.

Большинство работ, посвященных проблеме сверхпроводимости купратов,
основаны на модели Хаббарда, 𝑡−𝐽− или 𝑡−𝐽*-модели на простой квадратной
решетке. При таком подходе, как уже отмечалось в обзорной главе, одни и те же
фермионы образуют как зарядовую, так и спиновую подсистемы, а обменный
и спин-корреляционный механизмы инициируют 𝑑-волновое сверхпроводящее
спаривание между этими фермионами [95; 96; 117; 192]. Именно в рамках указан­
ных моделей изначально разрабатывалась проблема, связанная с межузельным
кулоновским отталкиванием дырок в кислородной подсистеме. Исследования
показали, что сверхпроводимость, обусловленная кинетическим, обменным и
спин-корреляционным механизмами, подавляется межузельным кулоновским
отталкиванием 𝑉1 дырок, расположенных на ближайших узлах. Причем этот
эффект достигается при 𝑉1 в диапазоне от 1 до 2 эВ (см. обсуждение этого
вопроса, например, в работе [193]).

Для компенсации такого сильного отталкивательного взаимодействия,
подавляющего сверхпроводимость, приходилось учитывать дополнительные
вклады, связанные, например, с электрон-фононным [100] или спин-флук­
туационным взаимодействиями [93]. В работах [90; 94] в качестве таких
дополнительных вкладов было использовано зарядово-флуктуационное взаимо­
действие. Следует, однако, отметить, что в этих последних работах величина
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межузельного кулоновского взаимодействия выбиралась равной 𝑉1 = 0.2 эВ,
что значительно меньше значения спин-флуктуационного спаривания за счет
кинематического взаимодействия 𝑔s-f = 1.5 эВ, и лишь поэтому сверхпроводя­
щая 𝑑-фаза сохранялось.

Решение проблемы подавления куперовского спаривания кулоновским вза­
имодействием было предложено в рамках спин-поляронной концепции. Так,
в работе [87] было показано, что в купратных сверхпроводниках нейтрализа­
ция негативного влияния межузельного кулоновского взаимодействия дырок
на 𝑑-волновую сверхпроводимость происходит в результате двух факторов. Во­
первых, учет реальной кристаллографической структуры CuO2-плоскости при­
водит к такому Фурье-образу межузельного кулоновского взаимодействия, вид
которого отвечает подрешетке ионов кислорода: 𝑉𝑞 = 4𝑉1 cos(𝑞𝑥/2) cos(𝑞𝑦/2). Во­
вторых, сильная связь между локализованными спинами ионов меди и дырками
на ионах кислорода приводит к формированию спин-поляронных квазичастиц,
движущихся по подрешетке ионов меди. Поскольку в ансамбле именно этих
квазичастиц развивается куперовская неустойчивость за счет сверхобменного
взаимодействия между локализованными на ионах меди спинами, то 𝑑-волновая
симметрия параметра порядка отвечает симметрии подрешетки ионов меди, а
не ионов кислорода. В результате возникает ситуация, при которой эффектив­
ное отталкивание между спиновыми поляронами выпадает из уравнения для
сверхпроводящего параметра порядка с 𝑑𝑥2−𝑦2-типом симметрии.

Таким образом можно заключить, что если в традиционных сверх­
проводниках вклад кулоновского взаимодействия перенормируется благодаря
электрон-фононному взаимодействию [141], то в высокотемпературных сверх­
проводниках устранение кулоновского отталкивания в фазе сверхпроводимости
происходит вследствие учета конкретной структуры элементарной ячейки и
особого характера спаривательного и отталкивательного (кулоновского) взаи­
модействий [87].

Позднее, в работах [70; 193] исследовалось влияние кулоновского взаимо­
действия между следующими за ближайшими соседями 𝑉2, которое наряду с
одноузельным хаббардовским отталкиванием двух дырок 𝑈𝑝 в кислородной под­
решетке [128] приводило к уменьшению критической температуры перехода в
сверхпроводящую фазу до экспериментально наблюдаемых значений.

Последнее замечание показывает, что учетом именно кулоновского оттал­
кивания дырок на ионах кислорода можно достичь согласия теоретических и
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экспериментальных зависимостей λ−2(𝑇 ), представленных на рисунках 3.4а и
3.4б. При этом, однако, возникает важный вопрос, связанный с возможными
качественными изменениями температурной зависимости λ−2, которые может
вызвать учет кулоновского взаимодействия. В частности, не ясной представ­
ляется судьба точки перегиба, описание которой в рамках спин-поляронного
подхода в предыдущей главе является одним из основных результатов данного
диссертационного исследования.

Для ответа на эти вопросы в четвертой главе будет исследована модифика­
ция температурной зависимости лондоновской глубины при учете кулоновского
взаимодействия. Расчет плотности сверхпроводящего тока, как и в третьей
главе, будет произведен в рамках спин-поляронного подхода следуя методике,
подробно описанной выше, в главе 2. В разделе 4.2 в СФМ будут введе­
ны дополнительные операторы взаимодействия, учитывающие одноузельное
хаббардовское отталкивание двух дырок на одном ионе кислорода, а также
межузельное кулоновское взаимодействие дырок между ближайшими и следую­
щими за ближайшими ионами кислорода. Далее, в разделе 4.3, следуя работам
[70; 128; 193], выводится система уравнений для компонент 𝑑-волнового пара­
метра порядка, и получено общее выражение для спин-поляронного спектра в
сверхпроводящей фазе. Отличие от цитированных работ состоит в том, что в
данном случае вычисления проводятся при учете поля векторного потенциала
(см. разд. 2.2). В разделе 4.4 приводятся система алгебраических уравнений
для амплитуд сверхпроводящего параметра порядка, а также уравнения для
самосогласованного вычисления функции λ−2(𝑇 ) и фазовой 𝑇𝑐−𝑥-диаграммы
купратов. В разделе 4.5 анализируется влияние каждого из учитываемых
кулоновских взаимодействий на зависимость λ−2(𝑇 ). Далее, приводится ко­
личественное сравнение теоретических и экспериментальных температурных
зависимостей обратного квадрата лондоновской глубины в ансамбле спин-поля­
ронных квазичастиц. Заканчивается глава кратким резюме в разделе 4.6.
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4.2 Спин-фермионная модель с учетом кулоновского
взаимодействия

При учете хаббардовского одноузельного взаимодействия 𝑈̂𝑝, а также меж­
узельных взаимодействий для двух ближайших координационных сфер 𝑉𝑝𝑝,
гамильтониан СФМ (называемой далее расширенной СФМ) имеет вид [194]:

Ĥsp-f = 𝐻̂ℎ + 𝐽 + 𝐼 + 𝑈̂𝑝 + 𝑉𝑝𝑝, (4.1)

где операторы 𝐻̂ℎ, 𝐽 и 𝐼 были определены выше формулами (2.6а—2.6в), а
операторы кулоновского взаимодействия 𝑈̂𝑝 и 𝑉𝑝𝑝 даются выражениями

𝑈̂𝑝 =
𝑈𝑝

𝑁

∑︁
1,2,3,4

(︁
𝑎†1↑𝑎

†
2↓𝑎3↓𝑎4↑ + 𝑏†1↑𝑏

†
2↓𝑏3↓𝑏4↑

)︁
δ1+2−3−4, (4.2а)

𝑉𝑝𝑝 =
4𝑉1

𝑁

∑︁
1,2,3,4
α,β

φ3−2𝑎
†
1α𝑏

†
2β𝑏3β𝑎4αδ1+2−3−4 (4.2б)

+
𝑉2

𝑁

∑︁
1,2,3,4
α,β

(︁
θ𝑥𝑦2−3𝑎

†
1α𝑎

†
2β𝑎3β𝑎4α + θ𝑦𝑥2−3𝑏

†
1α𝑏

†
2β𝑏3β𝑏4α

)︁
δ1+2−3−4. (4.2в)

Для компактности квазиимпульсы, по которым осуществляется суммирование,
обозначены цифрами 1, . . ., 4. Дельта-функция Дирака δ1+2−3−4 учитывает за­
кон сохранения импульса. Кроме того введены обозначения:

φ𝑘 = cos
(︀
𝑘𝑥/2

)︀
cos
(︀
𝑘𝑦/2

)︀
, θ

𝑥𝑦(𝑦𝑥)
𝑘 = 𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑦) + 𝑒−𝑖𝑘𝑦(𝑥). (4.3)

Параметр 𝑈𝑝 в выражении для оператора 𝑈̂𝑝 описывает интенсивность
одноузельного хаббардовского отталкивания. Межузельное кулоновское взаи­
модействие дырок на ближайших ионах кислорода определяется параметром
𝑉1, а на следующих за ближайшими соседями — параметром 𝑉2. Указанные ти­
пы кулоновского взаимодействия представлены красными волнистыми линиями
на рисунке 4.1, на котором синими и зелеными стрелками также показаны ис­
ходные (основные) типы взаимодействий в СФМ.

Численные значения параметров СФМ с учетом кулоновского взаимодей­
ствия представлены в таблице 4. Оценка величины параметров кулоновского
взаимодействия 𝑈𝑝 и 𝑉1 проводилась в работе [193] и находится в согласии с
экспериментальными данными для La2−𝑥Sr𝑥CuO4 [66; 69]. Значение параметра
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Рисунок 4.1 — (Цветной онлайн) Взаимодействия в расширенной спин­
фермионной модели в структуре CuO2-плоскости. Показаны кислородные
𝑝𝑥(𝑝𝑦)-орбитали и медные 𝑑𝑥2−𝑦2-орбитали. Красные волнистые линии обозна­
чают кулоновское взаимодействие в подсистеме дырок на ионах кислорода и
описывают как одноузельное отталкивание двух дырок с параметром 𝑈𝑝, так
и отталкивание дырок на ближайших (𝑉1) и следующих за ближайшими (𝑉2)
соседями. Жирная зеленая линия со стрелками и с символом (𝐼) обозначает
антиферромагнитное обменное взаимодействие между спинами на ближайших
ионах меди. Жирные сине-зеленые линии (𝐽) соответствуют сильной спин­
фермионной связи. Линия с символом τ обозначает эффективные дырочные
перескоки, а линия с 𝑡𝑝𝑝 — прямые перескоки дырок между ближайшими иона­

ми кислорода.

𝑉2 обсуждалось в работах [49; 70]. В соответствии с результатом этих работ
значение параметра 𝑉2 было выбрано на порядок меньше значения 𝑉1.

Таблица 4 — Значения параметров спин-фермионной модели (в эВ)

Параметр τ 𝐽 𝐼 [83] 𝑡𝑝𝑝 [86] 𝑈𝑝 [66] 𝑉1 [69] 𝑉2 [49]

Значение 0.225 1.760 0.118 0.120 3.300 1.500 0.100

Заметим, что операторы кулоновского взаимодействия не зависят от
векторного потенциала 𝐴⃗, потому что это взаимодействие не является кине­
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матическим. Зависимость от магнитного поля содержится только в операторах
𝐻̂ℎ и 𝐽 , в которых имеются процессы, описывающие перескоки дырок.

4.3 Компоненты сверхпроводящего параметра порядка и
спин-поляронный спектр в магнитном поле с учетом кулоновского

взаимодействия

В рамках проекционного метода, изложенного в главе 1, компоненты
сверхпроводящего параметра порядка возникают как аномальные элементы
энергетической матрицы 𝐷(𝑘). Следуя определению (1.17) и используя базис
шести операторов (1.22) и (3.9), получаем в общем случае девять аномальных
компонент. Расчеты, однако, показывают, что отличными от нуля могут быть
только пять, выписанных ниже, аномальных компонент:

𝐷14 =
⟨︀{︀[︀

𝑎𝑘↑, Ĥsp-f
]︀
, 𝑎−𝑘↓

}︀⟩︀
,

𝐷15 =
⟨︀{︀[︀

𝑎𝑘↑, Ĥsp-f
]︀
, 𝑏−𝑘↓

}︀⟩︀
,

𝐷24 =
⟨︀{︀[︀

𝑏𝑘↑, Ĥsp-f
]︀
, 𝑎−𝑘↓

}︀⟩︀
,

𝐷25 =
⟨︀{︀[︀

𝑏𝑘↑, Ĥsp-f
]︀
, 𝑏−𝑘↓

}︀⟩︀
,

𝐷36 =
⟨︀{︀[︀

𝐿𝑘↑, Ĥsp-f
]︀
, 𝐿−𝑘↓

}︀⟩︀
,

(4.4)

где Ĥsp-f — гамильтониан расширенной СФМ (4.1).
Спектр нормальной фазы, как и раньше, дается нулями детерминанта

3 × 3 матрицы 𝑀 (3)(𝑘,ω) (левый верхний блок 6 × 6 матрицы 𝑀 (6)(𝑘,ω)),
определяемой уравнением (1.21). Вследствие используемого приближения ма­
лой плотности, оказывается, что спин-поляронный спектр нормальной фазы,
изображенный на рисунке 3.3, не изменяется при учете кулоновских взаимо­
действий.

Процедура вычисления матричных элементов (4.4), оказывается несколь­
ко более объемной, но нисколько не сложнее процедуры вычисления матричного
элемента 𝐷36, проведенной в главе 3 (см. также приложение А). В результате
получаем следующие выражения для компонент 𝑑-волнового сверхпроводяще­
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го параметра порядка:

𝐷14(𝑘) =− 2𝑉2

𝑁

(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀∑︁
𝑞

cos(𝑞𝑥)⟨𝑎𝑞↑𝑎−𝑞↓⟩,

𝐷25(𝑘) =− 2𝑉2

𝑁

(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀∑︁
𝑞

cos(𝑞𝑥)⟨𝑏𝑞↑𝑏−𝑞↓⟩,

𝐷36(𝑘) = +
𝑈𝑝

𝑁

∑︁
𝑞

𝐶1

2

(︀
cos(𝑘𝑥)⟨𝑎𝑞↑𝑎−𝑞↓⟩+ cos(𝑘𝑦)⟨𝑏𝑞↑𝑏−𝑞↓⟩

)︀
− 𝑉2

𝑁

(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀∑︁
𝑞

𝐶1 cos(𝑞𝑥)
(︀
⟨𝑎𝑞↑𝑎−𝑞↓⟩+ ⟨𝑏𝑞↑𝑏−𝑞↓⟩

)︀
+

1

𝑁

∑︁
𝑞

𝐼𝑘+𝑞

(︀
⟨𝐿𝑞↑𝐿−𝑞↓⟩ − 𝐶1⟨𝑢𝑞↑𝑢−𝑞↓⟩

)︀
.

(4.5)

Обратим внимание, что две из пяти компонент, 𝐷15 и 𝐷24, для выбранной сим­
метрии параметра порядка, оказались равными нулю.

Аналогичная система уравнений на компоненты параметра порядка
𝑑-симметрии ранее была получена в работе [194]. Отличие уравнений (4.5) от
соответствующих уравнений в указанной работе состоит в том, что в последней
не учитывается зависимость от векторного потенциала магнитного поля.

Особо следует отметить, что в выражениях (4.5) отсутствует межузельное
кулоновское взаимодействие дырок на ближайших ионах кислорода (𝑉1). Как
отмечалось выше, это взаимодействие выпадает из решения для 𝑑-симметрии
параметра порядка [87].

Для расчета шести ветвей фермиевского спектра в сверхпроводящей
фазе 𝐸𝑗𝑘 (𝑗 = 1, . . . ,6) необходимо найти нули детерминанта 6 × 6 матри­
цы 𝑀 (6)(𝑘,ω). С целью получения общего выражения для функции щели в
спин-поляронном спектре 𝐸1𝑘, которое не ограничено условием 𝑑-симметрии
параметра порядка, учтем все пять отличных, в общем случае, от нуля ано­
мальных компонент (4.4).

Тогда, детерминант матрицы 𝑀 (6)(𝑘,ω) можно представить в виде

det𝑀 (6)(𝑘,ω) = det𝑀 (3)(𝑘,ω) · det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω)−ℜ(𝑘,ω) = 0, (4.6)

где функция ℜ(𝑘,ω) содержит сумму слагаемых с аномальными компонентами
матрицы 𝐷(6)(𝑘). Явный вид этой функции приведен в приложении Б.2.

Далее, как и при выводе спин-поляронного спектра в сверхпроводящей фа­
зе в разделе 3.3, представим детерминант det𝑀 (6)(𝑘,ω) в двух эквивалентных
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формах и приравняем коэффициенты при 5-й и 4-й степенях ω. В результате
получим систему двух уравнений⎧⎨⎩𝐸1𝑘 + 𝐸4𝑘 = ε1𝑘 + ε4𝑘,

𝐸1𝑘𝐸4𝑘 = ε1𝑘ε4𝑘 −
⃒⃒
Δ𝑘

⃒⃒2
,

(4.7)

где функция сверхпроводящей щели
⃒⃒
Δ𝑘

⃒⃒2 в общем случае определяется вы­
ражением:

⃒⃒
Δ𝑘

⃒⃒2
=
⃒⃒
𝐷14(𝑘)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝐷15(𝑘)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝐷24(𝑘)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝐷25(𝑘)

⃒⃒2
+

⃒⃒
𝐷36(𝑘)

⃒⃒2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

. (4.8)

Решения системы (4.7) относительно 𝐸1𝑘 и 𝐸4𝑘 имеют вид аналогичный
(3.18):

𝐸1(4)𝑘 =
ε1𝑘 − ε1,−𝑘

2
± 𝐸𝑘,

𝐸𝑘 =

√︃(︂
ε1𝑘 + ε1,−𝑘

2

)︂2

+
⃒⃒
Δ𝑘

⃒⃒2
.

(4.9)

Видно, что спектр (4.9) является обобщением спектра (3.18) для случая, ко­
гда вклад в функцию щели дает не одна, а несколько аномальных компонент
параметра порядка.

Компактный вид (4.9) спин-поляронного спектра в сверхпроводящей фазе
позволяет простым образом записать поправки, обусловленные полем вектор­
ного потенциала, даже в том случае, когда необходимо учитывать несколько
компонент параметра порядка:

𝐸𝑘 = δε1𝑘 +

√︁
ε21𝑘 +

⃒⃒
Δ𝑘

⃒⃒2
, (4.10)

где функция щели берется при α𝑥 = 0 и выражается через сумму квадратов
всех возможных амплитуд параметра порядка

⃒⃒
Δ𝑘

⃒⃒2
=
⃒⃒
𝐷14(𝑘)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝐷15(𝑘)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝐷24(𝑘)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝐷25(𝑘)

⃒⃒2
+

⃒⃒
𝐷36(𝑘)

⃒⃒2
𝐾2

𝑘

, (4.11)

а зависимость от поля векторного потенциала выделилась в качестве аддитив­
ной линейной поправки δε1𝑘.
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4.4 Сверхпроводящий 𝑑-волновой параметр порядка.
Самосогласованные уравнения

Учитывая расщепленный характер ядер интегральных уравнений (4.5)
для аномальных компонент 𝐷14(𝑘), 𝐷25(𝑘) и 𝐷36(𝑘), а также связь между ано­
мальными средними ⟨𝑎𝑘↑𝑎−𝑘↓⟩ = −⟨𝑏𝑘↑𝑏−𝑘↓⟩ [194], получаем, что 𝑑-волновое
решение этих уравнений следует искать в следующей форме

𝐷14(𝑘) =
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
Δ1,

𝐷25(𝑘) =
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
Δ2,

𝐷36(𝑘) =
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
Δ3,

(4.12)

где три амплитуды Δ𝑖 (𝑖 = 1,2,3) определяют вклад соответствующих аномаль­
ные компонент (4.5) в разложение сверхпроводящего параметра порядка.

Входящие в систему уравнений (4.5) аномальные термодинамические
средние рассчитаем, как и в главе 3, по спектральной теореме [187] для соот­
ветствующих функций Грина. Эти функции Грина определяются из решения
уравнения (1.19), в котором элементы матриц 𝑀 (6)(𝑘,ω) и 𝐾(6)(𝑘) вычисля­
ются по базису шести операторов (1.22), (3.9) c гамильтонианом расширенной
СФМ (4.1):

⟨⟨𝑎𝑘↑|𝑎−𝑘↓⟩⟩ω =
𝑄𝑎𝑎(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝑏𝑘↑|𝑏−𝑘↓⟩⟩ω =
𝑄𝑏𝑏(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝐿𝑘↑|𝐿−𝑘↓⟩⟩ω =
𝑄𝐿𝐿(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝑎𝑘↑|𝑏−𝑘↓⟩⟩ω =
𝑄𝑎𝑏(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝑏𝑘↑|𝑎−𝑘↓⟩⟩ω =
𝑄𝑏𝑎(𝑘,ω)

det𝑀 (6)(𝑘,ω)
,

⟨⟨𝑢𝑘↑|𝑢−𝑘↓⟩⟩ω = 𝑠𝑘,𝑥𝑠−𝑘,𝑥⟨⟨𝑎𝑘↑|𝑎−𝑘↓⟩⟩ω + 𝑠𝑘,𝑥𝑠−𝑘,𝑦⟨⟨𝑎𝑘↑|𝑏−𝑘↓⟩⟩ω
+ 𝑠𝑘,𝑦𝑠−𝑘,𝑥⟨⟨𝑏𝑘↑|𝑎−𝑘↓⟩⟩ω + 𝑠𝑘,𝑦𝑠−𝑘,𝑦⟨⟨𝑏𝑘↑|𝑏−𝑘↓⟩⟩ω.

(4.13)

Явный вид функций 𝑄𝑎𝑎(𝑘,ω), 𝑄𝑎𝑏(𝑘,ω), 𝑄𝑏𝑎(𝑘,ω), 𝑄𝑏𝑏(𝑘,ω) и 𝑄𝐿𝐿(𝑘,ω) при­
веден в приложении Б.3. Функции 𝑠𝑘,𝑥 и 𝑠𝑘,𝑦 определялись в (2.8).

Подставляя полученные таким образом термодинамические средние в
уравнения (4.5), получаем систему трех алгебраических уравнений для нахож­
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дения амплитуд Δ𝑖 (𝑖 = 1,2,3):

Δ1 =− 2𝑉2

𝑁

∑︁
𝑘

𝑗=1,4

𝑓(−𝐸𝑗𝑘/𝑇 ) cos(𝑘𝑥)

(−1)𝑗+12𝐸𝑘Ψ(𝑘,𝐸𝑗𝑘)
𝑄𝑎𝑎(𝑘,𝐸𝑗𝑘),

Δ2 =− 2𝑉2

𝑁

∑︁
𝑘

𝑗=1,4

𝑓(−𝐸𝑗𝑘/𝑇 ) cos(𝑘𝑥)

(−1)𝑗+12𝐸𝑘Ψ(𝑘,𝐸𝑗𝑘)
𝑄𝑏𝑏(𝑘,𝐸𝑗𝑘),

Δ3 =
1

𝑁

∑︁
𝑘

𝑗=1,4

𝑓(−𝐸𝑗𝑘/𝑇 )

(−1)𝑗+12𝐸𝑘Ψ(𝑘,𝐸𝑗𝑘)

(︂
𝑈𝑝𝐶1𝑄𝑎𝑎(𝑘,𝐸𝑗𝑘)/2

− 𝑉2𝐶1 cos(𝑘𝑥)
(︁
𝑄𝑎𝑎(𝑘,𝐸𝑗𝑘) +𝑄𝑏𝑏(𝑘,𝐸𝑗𝑘)

)︁
+ 𝐼
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀(︁
𝑄𝐿𝐿(𝑘,𝐸𝑗𝑘)− 𝐶1𝑄𝑢𝑢(𝑘,𝐸𝑗𝑘)

)︁)︂
,

(4.14)

где
Ψ(𝑘,ω) =

(︀
ω− ε2𝑘

)︀(︀
ω− ε3𝑘

)︀(︀
ω+ ε2,−𝑘

)︀(︀
ω+ ε3,−𝑘

)︀
. (4.15)

Заметим, что в уравнениях (4.14) суммирование по индексу 𝑗 учитывает только
те зоны (с 𝑗 = 1,4), которые пересекает химпотенциал µ. Именно эти зоны, как
отмечалось в главе 3, модифицируются с появлением куперовской неустойчиво­
сти (см. уравнение (4.9)). Верхние ветви спектра фермиевских возбуждений с
𝑗 = 2,3,5 и 6 не изменяются: 𝐸2𝑘 = −𝐸5,−𝑘 = ε2𝑘 и 𝐸3𝑘 = −𝐸6,−𝑘 = ε3𝑘.

При заданной концентрации дырок 𝑥 система уравнений (4.14) должна
решаться совместно с уравнением (3.26) для химического потенциала µ, а функ­
ции Грина, необходимые для расчета соответствующих средних ⟨𝑎†𝑘𝑎𝑘⟩ и ⟨𝑏†𝑘𝑏𝑘⟩,
определяются уравнением (3.27), но с функциями 𝑄𝑎𝑎†(𝑘,ω) и 𝑄𝑏𝑏†(𝑘,ω), вы­
численными при учете кулоновского отталкивания (см. приложение Б.3).

Итоговое выражение для определения µ получается в виде, аналогичном
формуле (3.29), но с соответствующими функциями вычисленными при учете
кулоновского взаимодействия.

При численном определении амплитуд компонент параметра порядка си­
стему уравнений (4.14) удобно представить в матричной форме

Δ = 𝑊 (𝑘,ω)Δ, (4.16)

где Δ— вектор-столбец составленный из амплитуд Δ𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 3):

Δ =
(︀
Δ1,Δ2,Δ3

)︀𝑇
. (4.17)
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Компоненты 3 × 3 матрицы 𝑊 (𝑘,ω) в уравнении (4.16) рассчитываются по
формуле

𝑊𝑖,𝑗(𝑘,ω) =
1

𝑁

∑︁
𝑙=1,4

∑︁
𝑘

𝑓(−𝐸𝑙𝑘/𝑇 )

(−1)𝑙+12𝐸𝑘Ψ(𝑘,𝐸𝑙𝑘)
𝑤𝑖,𝑗(𝑘,𝐸𝑙𝑘), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, (4.18)

где явный вид функций 𝑤𝑖,𝑗(𝑘,ω) приведен в приложении Б.4.
Вычисление сверхпроводящей плотности тока проводится по формуле

(2.12) аналогично тому, как это было сделано в главе 3. Отличие состоит в том,
что необходимые три термодинамических средних рассчитываются по функци­
ям Грина, выражения для которых аналогичны формулам (3.27) и (3.30), но с
функциями 𝑄𝑎𝑎†(𝑘,ω), 𝑄𝑏𝑎†(𝑘,ω) и 𝑄𝐿𝑎†(𝑘,ω), найденными с учетом вкладов
от кулоновских взаимодействий. Явный вид этих функций приведен в прило­
жении Б.3.

4.5 Влияние кулоновского взаимодействия на температурную
зависимость лондоновской глубины

Расчет обратного квадрата лондоновской глубины при фиксированных
значениях температуры 𝑇 и концентрации дырок 𝑥 производился по форму­
ле (2.13) по методике, подробно описанной в главе 3. В правой части формулы
(2.13) отношение плотности тока к безразмерному полю α𝑥 берем в пределе
при α𝑥 → 0 и получаем производную 𝑗𝑥(𝑞 = 0) по полю α𝑥 в точке α𝑥 = 0.
Далее эта производная, как и в предыдущей главе, находится численно при
самосогласованном вычислении сверхпроводящего параметра порядка и хими­
ческого потенциала.

На рисунке 4.2 представлены полученные таким образом температур­
ные зависимости обратного квадрата лондоновской глубины при легировании
𝑥 = 0.16 и различных значениях параметров кулоновского взаимодействия:
одноузельного хаббардовского отталкивания дырок 𝑈𝑝 и межузельного кулонов­
ского взаимодействия дырок на следующих за ближайшими ионами ксиолрда
𝑉2. Взаимодействие дырок на ближайших ионах кислорода 𝑉1, как указывалось
выше, выпадает из системы уравнений для 𝑑-волновой симметрии сверхпроводя­
щего параметра порядка. Кривая 1 функции 1/λ2(𝑇 ) на рисунке 4.2 построена в
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Рисунок 4.2 — Влияние кулоновского отталкивания на температурную зависи­
мость обратного квадрата лондоновской глубины при легировании 𝑥 = 0.16.
Параметры модели приведены в таблице 4. Межузельное кулоновского взаимо­

действие 𝑉1 выпадает из решения уравнения на параметр порядка [87; 96].

отсутствии кулоновского взаимодействия и повторяет результаты предыдущей
главы. Следующие кривые демонстрируют изменение зависимостей 1/λ2(𝑇 )

при последовательном включении кулоновских взаимодействий. Видно, что
включение 𝑈𝑝 и 𝑉2 приводит к значительному снижению критической тем­
пературы сверхпроводимости до экспериментально наблюдаемых значений на
La1.83Sr0.17CuO4 [9; 15; 132; 162; 167; 168; 171].

Важно отметить, что кулоновское взаимодействие не приводит к каче­
ственному изменению температурной зависимости функции 1/λ2(𝑇 ). В частно­
сти, подробно обсуждавшаяся в предыдущей главе точка перегиба сохранилась
на кривых, представленных на рисунке 4.2. Точка перегиба на кривой 1 на­
блюдается при 40 К, а на кривой 4 — при 15 К. Причина возникновения точки
перегиба на теоретических кривых 1/λ2(𝑇 ) обсуждалась ранее, в главе 3.
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4.5.1 Количественное сопоставление теоретической и
экспериментальной температурных зависимостей лондоновской

глубины в купратах

Как показано в разделе 3.6, величина плотности сверхпроводящего то­
ка, а значит и глубины проникновения магнитного поля (рассматриваемой в
рамках теории Лондонов), в значительной степени определяется параметром
спин-фермионной связи 𝐽 . Из сравнения экспериментальных [9; 15] и теоретиче­
ской концентрационных зависимостей λ−2(𝑇 → 0), представленных на рисунке
4.3, видно, что хорошее согласие между этим кривыми, на рассматриваемом
интервале легирования от 𝑥 = 0.10 до 𝑥 = 0.22, достигается при значении пара­
метра спин-фермионной связи 𝐽 = 1.76 эВ. Отметим, что очень близкое к этому
значение параметра 𝐽 было получено в работе [86] при сопоставлении теорети­
ческой и экспериментальной концентрационных зависимостей импульса Ферми
в LSCO в нормальной фазе.

Рисунок 4.3 — (Цветной онлайн) Сопоставление теоретических и экспери­
ментальных (для LSCO) данных концентрационной зависимости обратного
квадрата лондоновской глубины при 𝑇 → 0. Красные прямоугольники
соответствуют экспериментальным данным работы [15]. Зеленые овалы отве­
чают данным эксперимента из работы [9]. Линейная сплошная синяя кривая
рассчитана в рамках спин-поляронной концепции с параметрами модели, пред­

ставленными в таблице 4.
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На рисунке 4.4 представлена фазовая 𝑇𝑐−𝑥-диаграмма, рассчитанная в
рамках концепции спинового полярона, а также приведены соответствующие
экспериментальные данные из работы [15]. Из рисунка видно, что в интервале
легирования от самого низкого значения 𝑥 = 0.06 и до 𝑥 = 0.22 рассчитанный
сверхпроводящий купол имеет хорошее согласие с экспериментальными данны­
ми из работы [15], а следовательно, и с результатами других экспериментальных
работ [7; 10—14; 16; 17; 177; 195—198]. При 𝑥 > 0.22 анализ кривых на данном
рисунке показывает, что приближение низкой плотности, использованное в дис­
сертации, оказывается недостаточным.

Рисунок 4.4 — (Цветной онлайн) Теоретическая и экспериментальная фазовые
𝑇𝑐−𝑥-диаграммы купратных высокотемпературных сверхпроводников. Черные
прямоугольники соответствуют экспериментальным данным для La2−𝑥Sr𝑥CuO4

из работы [15]. Сплошная красная линия, ограничивающая сверхпроводящую
область, получена в рамках концепции спинового полярона в данной работе
при параметрах модели как на рисунке 4.3. Согласие рассчитанного купола с
экспериментальным наблюдается до значения 𝑥 = 0.22. В области 𝑥 > 0.22

приближение низкой плотности недостаточно.

На рисунке 4.5 приводятся температурные зависимости обратного квадра­
та лондоновской глубины, рассчитанные в рамках спин-поляронной концепции
при пяти уровнях легирования. Для сравнения на этом же рисунке представле­
ны соответствующие экспериментальные кривые из работы [9], измеренные при
тех же значениях легирования 𝑥. Видно, что теоретические кривые λ−2(𝑇 ), при
значениях легирования в достаточно широком диапазоне: 0.15 ⩽ 𝑥 ⩽ 0.22, име­
ют хорошее согласие с экспериментальными данными как по максимальному
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значению λ−2 при 𝑇 → 0, так и по граничному значению температуры 𝑇𝑐 при
которой λ расходится. Согласие по последнему параметру было достигнуто уче­
том кулоновского отталкивания в подсистеме кислородных дырок и является
одним из результатов данной главы. При этом важно, что значения остальных
параметров СФМ не изменялись и были взяты из таблицы 4.

Рисунок 4.5 — (Цветной онлайн) Теоретические и экспериментальные (для
LSCO) температурные зависимости обратного квадрата лондоновской глубины
при пяти уровнях легирования. Сплошные кривые рассчитывались теоретиче­
ски в рамках спин-поляронной концепции с параметрами модели из таблицы 4.
Символьные кривые отвечают экспериментальным данным для La2−𝑥Sr𝑥CuO4

из работы [9]. Соответствие одному и тому же уровню легирования для сплош­
ных и символьных кривых обозначается цветом.

В тоже время в области слабого (𝑥 = 0.10) и сильного (𝑥 = 0.24) ле­
гирования на рисунке 4.5 заметно некоторое расхождение экспериментальных
и теоретических кривых как по их форме, так и по граничным значениям
λ−2(0) и 𝑇𝑐. Причина расхождения кривых λ−2(𝑇 ) при 𝑥 = 0.10 подробно об­
суждалась ранее в разделе 3.6 и связывалась с тем, что в нашем подходе не
учитывается формирование псевдощели при значениях 𝑥 меньших оптималь­
ного, 𝑥𝑜𝑝𝑡 = 0.15. Что касается режима сильного легирования, 𝑥 = 0.24, то
несоответствие экспериментальных и теоретических кривых по температуре 𝑇𝑐

обусловлено, отмечавшейся выше (см. обсуждение рисунка 4.4), недостаточно­
стью приближения низкой плотности.
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4.6 Резюме

В рамках концепции спинового полярона исследовано влияние кулоновско­
го взаимодействия на модификацию температурной зависимости лондоновской
глубины λ в купратных высокотемпературных сверхпроводниках.

При выводе выражения для λ−2 были учтены три типа кулоновских
взаимодействий в кислородной подсистеме: одноузельное хаббардовское от­
талкивание двух дырок на одном ионе кислорода, а также межузельное
кулоновское взаимодействие дырок на ближайших и следующих за ближай­
шими ионами кислорода. При этом, как и должно быть [87], кулоновское
взаимодействие между дырками на ближайшими ионах выпало из системы
уравнений для 𝑑-волнового сверхпроводящего параметра порядка.

Расчет лондоновской глубины λ проводился на основе метода, разрабо­
танного в главе 2 в рамках спин-поляронного подхода, учитывающего сильную
связь 𝐽 между зарядовыми и спиновыми степенями свободы, а также реальную
структуру CuO2-плоскости с двумя ионами кислорода на элементарную ячейку.

При вычислении функций Грина, необходимых для расчета термодинами­
ческих средних, входящих в выражение для сверхпроводящей плотности тока
(2.12), получено аналитическое выражение для спин-поляронного спектра 𝐸𝑘

в сверхпроводящей фазе с учетом векторного потенциала. Существенно, что
функцию щели в спектре 𝐸𝑘 удалось представить в виде суммы квадратов мо­
дулей всех возможных амплитуд сверхпроводящего параметра порядка.

Численные расчеты температурной зависимости обратного квадрата лон­
донской глубины показали, что учет кулоновского взаимодействия приводит,
как и ожидалось [70; 193], к значительному снижению критической темпе­
ратуры сверхпроводимости. Это обстоятельство позволило достичь хорошего
согласования теоретических и экспериментальных данных для La2−𝑥Sr𝑥CuO4 [9;
15; 132; 162; 167; 168; 171] в широком диапазоне легирования: 0.15 ⩽ 𝑥 ⩽ 0.22.

Количественный анализ теоретических и экспериментальных данных на
основе концентрационной зависимости обратного квадрата лондоновской глу­
бины при 𝑇 = 0 и фазовой 𝑇𝑐−𝑥-диаграммы показал, что учет кулоновского
отталкивания в подсистеме кислородных дырок в рамках концепции спинвого
полярона достаточно хорошо описывает как граничные значения экспери­
ментальных зависимостей λ−2(𝑇 ), так и качественно повторяет особенности
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температурного поведения лондоновской глубины, а именно выпуклый харак­
тер кривых и точку перегиба при 𝑇 ≈ 12 К для La1.83Sr0.17CuO4 [15; 162; 167;
168; 171].
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Заключение

Основные выводы, которые следуют из изложенных в диссертации резуль­
татов, могут быть сформулированы следующим образом:

1. Для упрощения процедуры вычисления лондоновской глубины в ан­
самбле спиновых поляронов, описываемых в рамках спин-фермионной
модели купратов, предложено модифицировать традиционный метод
расчета сверхпроводящей плотности тока. Модификация состоит в том,
чтобы после подстановки Пайерлса вместо трудоемких вычислений
функции отклика в линейном по векторному потенциалу 𝐴⃗ прибли­
жении (с одновременным выделением парамагнитной и диамагнитной
частей тока), вычислять непосредственно саму плотность тока 𝑗⃗. Это
приводит к относительно простому выражению для 𝑗⃗, в котором учет
векторного потенциала отражается в виде сдвижки квазиимпульса:
ℏ𝑘⃗ → ℏ𝑘⃗ − (𝑒/𝑐)𝐴⃗. Выделение же линейной по полю поправки к 𝑗⃗

осуществляется численно непосредственно в процессе вычисления лон­
доновской длины λ.

2. На основе численного анализа установлено, что почти весь вклад в
сверхпроводящую плотность тока обусловлен только одним слагаемым
в выражении для 𝑗⃗, которое пропорционально константе спин-фер­
мионной связи 𝐽 . Это означает, что сопоставление теоретических и
экспериментальных значений λ−2 при 𝑇 = 0 позволяет количественно
оценивать параметр 𝐽 .

3. Самосогласованные численные расчеты температурной зависимости об­
ратного квадрата лондоновской глубины в ансамбле спин-поляронных
квазичастиц показали, что при значениях концентрации дырок, отвеча­
ющих оптимальному легированию, на кривой λ−2(𝑇 ) возникает точка
перегиба. Показано, что причина появления точки перегиба обусловле­
на особенностями спектра спин-поляронных квазичастиц, приводящих
к тому, что в зоне Бриллюэна возникают два типа областей (отве­
чающих двум точкам пересечения дырочных карманов с нодальной
линией), вклад от которых в интеграл, определяющий значение λ−2,
противоположен по знаку. Конкуренция этих вкладов и является при­
чиной ”точки перегиба” в зависимости λ−2(𝑇 ).
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4. Аналитически показано, что функция |Δ𝑘|2, описывающая щель бо­
голюбовских возбуждений в ансамбле спин-поляронных квазичастиц,
выражается в виде суммы квадратов модулей амплитуд, определяющих
вклад в куперовское спаривание от каждой пары базисных операторов.

5. Продемонстрировано, что влияние кулоновского взаимодействия на
температурную зависимость обратного квадрата лондоновской глуби­
ны в спин-поляронном подходе не приводит к качественному изменению
кривой 1/λ2(𝑇 ), а проявляется лишь в уменьшении критической
температуры сверхпроводимости до экспериментально наблюдаемых
значений. Точка перегиба в зависимости 1/λ2(𝑇 ) остается.
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Приложение А

Расчет элементов энергетической матрицы 𝐷(𝑘)

В приложении представлены частные расчеты элементов энергетической
матрицы: 𝐷13(𝑘), 𝐷23(𝑘), 𝐷33(𝑘) и 𝐷36(𝑘), для которых были использованы
аппроксимации.

Уравнениями движения для двух первых базисных операторов 𝑎𝑘↑ и 𝑏𝑘↑

являются [︀
𝑎𝑘↑, Ĥ

]︀
= ξ𝑘,𝑥𝑎𝑘↑ + Γ𝑘𝑏𝑘↑ + 𝐽𝑠𝑘,𝑥𝐿𝑘↑, (А.1)[︀

𝑏𝑘↑, Ĥ
]︀
= ξ𝑘,𝑦𝑏𝑘↑ + Γ𝑘𝑎𝑘↑ + 𝐽𝑠𝑘,𝑦𝐿𝑘↑. (А.2)

Используя уравнение (А.1) и определение элементов матрицы (1.17), находим
для элемента 𝐷13(𝑘) выражение:

𝐷13(𝑘) =
(︀
ξ𝑘,𝑥𝑠𝑘,𝑥 + Γ𝑘𝑠𝑘,𝑦

)︀ 1
𝑁

∑︁
𝑓

⟨𝑆↑↑
𝑓 ⟩+ 𝐽𝑠𝑘,𝑥𝐾𝑘, (А.3)

где
𝐾𝑘 = ⟨

{︀
𝐿𝑘↑, 𝐿

†
𝑘↑
}︀
⟩. (А.4)

Поскольку система находится в SU(2)-инвариантной спин-жидкостной фазе
(1.11), имеем: ⟨𝑆↑↑

𝑓 ⟩ ≡ ⟨𝑆𝑧
𝑓⟩ = 0. Таким образом, из (А.3) следует выражение

для 𝐷13(𝑘) представленное в (3.1). Аналогично находим выражение для мат­
ричного элемента 𝐷23(𝑘), используя уравнение движения (А.2).

Вычисляя антикоммутатор в (А.4), получаем:

𝐾𝑘 =
∑︁
𝑞

𝑠2𝑞
⟨︀(︁

𝑆𝑘−𝑞𝑆𝑞−𝑘

)︁
↑↑

⟩︀
+
∑︁

𝑞,𝑝,α,β

⟨︀
𝑢†𝑝β𝑢𝑞α

[︁
𝑆β↑
𝑝−𝑘, 𝑆

↑α
𝑘−𝑞

]︁⟩︀
, (А.5)

где 𝑠2𝑞 = 𝑠2𝑞,𝑥 + 𝑠2𝑞,𝑦. Второй член в правой части (А.5) содержит фермиевские
операторы и, следовательно, в соответствии с приближением низкой плотности,
может быть пренебрежен. Выполнение преобразования Фурье в первом члене
и с учетом определения 𝑠𝑘,𝑥(𝑦) (см. (2.8)) дает:

𝐾𝑘 =
3

4
− 𝐶1

2

(︀
cos(𝑘𝑥 − 2α𝑥) + cos(𝑘𝑦)

)︀
, (А.6)

где 𝐶1 = ⟨
(︀
𝑆𝑓𝑆𝑓+2δ

)︀
↑↑⟩ = ⟨𝑆⃗𝑓 𝑆⃗𝑓+2δ⟩ в согласии с определения спиновых корре­

ляторов (1.12). Таким образом, (А.6) соответствует (3.4).
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Для получения матричных элементов 𝐷33(𝑘) и 𝐷36(𝑘) запишем сначала
уравнение движения для 𝐿𝑘↑:[︀

𝐿𝑘↑,Ĥ
]︀
=
∑︁
𝑞,α

𝑆↑α
𝑘−𝑞

(︁(︀
ξ𝑘,𝑥𝑠𝑘,𝑥 + Γ𝑞𝑠𝑞,𝑦

)︀
𝑎𝑘↑ +

(︀
ξ𝑘,𝑦𝑠𝑘,𝑦 + Γ𝑞𝑠𝑞,𝑥

)︀
𝑏𝑘↑

)︁
+ 𝐽

∑︁
𝑞,𝑝,α

𝑠2𝑞

(︁
𝑆𝑘−𝑞𝑆𝑞−𝑝

)︁
↑α

𝑢𝑝α + 𝐽
∑︁
𝑞,𝑝,𝑘′

α,β,γ

[︁
𝑆↑α
𝑘−𝑞, 𝑆

βγ
𝑘′−𝑝

]︁
𝑢†𝑘′β𝑢𝑝γ𝑢𝑞α

+
𝑖

𝑁

∑︁
𝑓,𝑚,𝑞,α

𝐼𝑓𝑚𝑒
−𝑖𝑚(𝑘−𝑞)σ⃗↑α

(︁
𝑆⃗𝑓 × 𝑆⃗𝑚

)︁
𝑢𝑞α,

(А.7)

где для удобства рассматривается обменное взаимодействие между произволь­
ными узлами 𝑓 и 𝑚, не ограниченное приближением ближайших соседей, как в
основном тексте. Используя это уравнение, мы можем выразить элемент 𝐷33(𝑘)

как сумму пяти членов:

𝐷33(𝑘) =
∑︁

𝑞,𝑝,α,β

(︀
ξ𝑞,𝑥𝑠𝑞,𝑥 + Γ𝑞𝑠𝑞,𝑦

)︀⟨︀{︁
𝑆↑α
𝑘−𝑞𝑎𝑞α, 𝑢

†
𝑝β𝑆

β↑
𝑝−𝑘

}︁⟩︀
+
∑︁

𝑞,𝑝,α,β

(︀
ξ𝑞,𝑦𝑠𝑞,𝑦 + Γ𝑞𝑠𝑞,𝑥

)︀⟨︀{︁
𝑆↑α
𝑘−𝑞𝑏𝑞α, 𝑢

†
𝑝β𝑆

β↑
𝑝−𝑘

}︁⟩︀
+ 𝐽

∑︁
𝑞,𝑝,𝑝′

α,β

𝑠2𝑞
⟨︀{︂(︁

𝑆𝑘−𝑞𝑆𝑞−𝑝

)︁
↑α
𝑢𝑝α, 𝑢

†
𝑝′β𝑆

β↑
𝑝′−𝑘

}︂⟩︀

+ 𝐽
∑︁

𝑞,𝑝,𝑘′,𝑝′

α,β,γ,β′

⟨︀{︂[︁
𝑆↑α
𝑘−𝑞, 𝑆

βγ
𝑘′−𝑝

]︁
𝑢†𝑘′β𝑢𝑝γ𝑢𝑞α, 𝑢

†
𝑝′β′𝑆

β′↑
𝑝′−𝑘

}︂⟩︀

+
𝑖

𝑁

∑︁
𝑓,𝑚,𝑞,𝑝
α,β

𝐼𝑓𝑚𝑒
−𝑖𝑚(𝑘−𝑞)

⟨︀{︂
σ⃗↑α

(︁
𝑆⃗𝑓 × 𝑆⃗𝑚

)︁
𝑢𝑞α, 𝑢

†
𝑝β𝑆

β↑
𝑝−𝑘

}︂⟩︀
.

(А.8)

Каждый из этих пяти слагаемых включает антикоммутатор вида
[︀
𝑆1𝑓1, 𝑓2𝑆2

]︀
,

где 𝑆1(2)-Бозе-подобный (спиновый) оператор, а 𝑓1(2)-Ферми-подобный оператор.
Поскольку антикоммутатор может быть выражен как{︀

𝑆1𝑓1, 𝑓2𝑆2

}︀
= 𝑓1𝑓2

[︀
𝑆1, 𝑆2

]︀
+
{︀
𝑓1, 𝑓2

}︀
𝑆1𝑆2, (А.9)

каждый из пяти членов в (А.8) можно разделить на две составляющие. Первая
составляющая, соответствующая первому члену в (А.9), содержит фермиевские
операторы и, согласно принятому приближению низкой плотности, может быть
проигнорирована и опущена. Вторая составляющая, соответствующая второму
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члену в (А.9), после вычисления антикоммутатора либо содержит фермиевские
операторы (как четвертая сумма в (А.8)), либо не содержит. Сохраняя только
эти последние члены (без операторов Ферми), получаем:

𝐷33(𝑘) =
∑︁
𝑞

(︀
ξ𝑞,𝑥𝑠

2
𝑞,𝑥 + ξ𝑞,𝑦𝑠

2
𝑞,𝑦 + 2Γ𝑞𝑠𝑞,𝑥𝑠𝑞,𝑦

)︀⟨︀(︁
𝑆𝑘−𝑞𝑆𝑞−𝑘

)︁
↑↑

⟩︀
+ 𝐽

∑︁
𝑞,𝑝

𝑠2𝑞𝑠
2
𝑝

⟨︀(︁
𝑆𝑘−𝑞𝑆𝑞−𝑝𝑆𝑝−𝑘

)︁
↑↑

⟩︀
+

𝑖

𝑁

∑︁
𝑞,𝑓,𝑚,α

𝐼𝑓𝑚𝑒
−𝑖𝑚(𝑘−𝑞)𝑠2𝑞

⟨︀
σ⃗↑α

(︁
𝑆⃗𝑓 × 𝑆⃗𝑚

)︁
𝑆α↑
𝑞−𝑘

⟩︀
.

(А.10)

Выполняя обратное преобразование Фурье для спиновых операторов, мо­
жем выразить среднее значение парного спина в (А.10) как⟨︀(︁

𝑆𝑘−𝑞𝑆𝑞−𝑘

)︁
↑↑

⟩︀
=

1

𝑁
𝐶𝑞−𝑘,

где 𝐶𝑘 =
∑︀

𝑓 𝑒
−𝑖𝑓𝑘𝐶𝑓 является преобразованием Фурье спинового коррелятора

(1.12). Аналогично для среднего значения тройного спина в (А.10) получаем⟨︀(︁
𝑆𝑘−𝑞𝑆𝑞−𝑝𝑆𝑝−𝑘

)︁
↑↑

⟩︀
=

1

𝑁 2

(︀
𝐶𝑞−𝑝 − 𝐶𝑝−𝑘 − 𝐶𝑘−𝑞

)︀
,

где учтено, что когда все три спина находятся на разных узлах, среднее значе­
ние равно нулю из-за SU(2)-инвариантности.

Условие SU(2)-инвариантности и вытекающее из него тождество:⟨︀
𝑆+
𝑓 𝑆

−
𝑚 − 𝑆−

𝑓 𝑆
+
𝑚

⟩︀
≡ 0 (𝑓 ̸= 𝑚), также использовались при вычислении тре­

тьего среднего в (А.10). Конечный результат для 𝐷33(𝑘) выглядит как

𝐷33(𝑘) =
1

𝑁

∑︁
𝑞

(︀
ξ𝑞,𝑥𝑠

2
𝑞,𝑥 + ξ𝑞,𝑦𝑠

2
𝑞,𝑦 + 2Γ𝑞𝑠𝑞,𝑥𝑠𝑞,𝑦

)︀
𝐶𝑞−𝑘

+
𝐽

𝑁 2

∑︁
𝑞,𝑝

𝑠2𝑞𝑠
2
𝑝

(︀
𝐶𝑞−𝑝 − 𝐶𝑝−𝑘 − 𝐶𝑘−𝑞

)︀
+

1

𝑁

∑︁
𝑞

𝐼𝑞

(︂
1

𝑁

∑︁
𝑝

𝑠2𝑘+𝑝−𝑞𝐶𝑝 − 𝐶𝑞

)︂
.

(А.11)

Выполняя обратное преобразование Фурье в уравнении (А.11) и принимая
аппроксимацию ближайшего соседнего узла для обменного интеграла 𝐼𝑓𝑚, при­
ходим к выражению для 𝐷33(𝑘), приведенному в (3.1).

Единственный вклад от аномальных матричных элементов для
𝑑-волнового спаривания содержится в 𝐷36 и обусловлен обменным взаимо­
действием между локализованными спинами. Принимая во внимание только



109

это взаимодействие в уравнении движения (А.7), получаем

𝐷36(𝑘) =
𝑖

𝑁

∑︁
𝑞,𝑝,𝑓,𝑚
α,β

𝐼𝑓𝑚𝑒
−𝑖𝑚(𝑘−𝑞)

⟨︀{︂
σ⃗↑α

(︁
𝑆⃗𝑓 × 𝑆⃗𝑚

)︁
𝑢𝑞α, 𝑆

↓β
−𝑘−𝑝𝑢𝑝β

}︂⟩︀
. (А.12)

При вычислении аномального среднего в правой части (А.12) приближение
низкой плотности, используемое выше для нормальных средних, не требуется.
Вместо этого наша цель теперь состоит в том, чтобы выразить результат ан­
тикоммутации в аномальном среднем через два оператора разрушения базиса.
Простое вычисление (А.12) дает

𝐷36(𝑘) = − 1

𝑁

∑︁
𝑞,𝑝,𝑞′

𝐼𝑞′

(︂
3
⟨︀(︁

𝑆⃗−𝑞′𝑆⃗−𝑞−𝑝+𝑞′

)︁
𝑢𝑞↓𝑢𝑝↑

⟩︀
+
⟨︀(︁

𝑆−𝑞′𝑢𝑝

)︁
↓

(︁
𝑆−𝑞−𝑝+𝑞′𝑢𝑞

)︁
↑
⟩ − 3

⟨︀(︁
𝑆⃗−𝑞′−𝑘−𝑝𝑆⃗𝑘−𝑞+𝑞′

)︁
𝑢𝑞↓𝑢𝑝↑

⟩︀
+
⟨︀(︁

𝑆−𝑞′−𝑘−𝑝𝑢𝑞

)︁
↑

(︁
𝑆𝑘−𝑞+𝑞′𝑢𝑝

)︀
↓

⟩︀)︂
.

(А.13)
Первые два члена в (А.13) не способствуют спариванию 𝑑-волны и поэтому мо­
гут быть отброшены. Последний член, обусловленный SU(2)-инвариантностью
(в частности, инвариантностью системы при вращении на угол π), может быть
выражен как⟨︀(︁

𝑆−𝑞′−𝑘−𝑝𝑢𝑞

)︁
↑

(︁
𝑆𝑘−𝑞+𝑞′𝑢𝑝

)︁
↓

⟩︀
= 2
⟨︀(︁

𝑆⃗−𝑞′−𝑘−𝑝𝑆⃗𝑘−𝑞+𝑞′

)︁
𝑢𝑞↓𝑢𝑝↑

⟩︀
−
⟨︀(︁

𝑆−𝑞′−𝑘−𝑝𝑢𝑝

)︁
↑

(︁
𝑆𝑘−𝑞+𝑞′𝑢𝑞

)︁
↓

⟩︀
.

Это тождество после суммирования по квазимоментам 𝑞 и 𝑝 позволяет выразить
аномальный элемент 𝐷36(𝑘) в терминах базисных операторов 𝐿𝑘σ:

𝐷36(𝑘) =
1

𝑁

∑︁
𝑞′

𝐼𝑞′
⟨︀
𝐿−𝑞′−𝑘,↑𝐿𝑘+𝑞′,↓

⟩︀
+

1

𝑁

∑︁
𝑞,𝑝,𝑞′

𝐼𝑞′
⟨︀(︁

𝑆⃗−𝑞′−𝑘−𝑝𝑆⃗𝑘−𝑞+𝑞′

)︁
𝑢𝑞↓𝑢𝑝↑

⟩︀
.

(А.14)
Расцепление второго слагаемого в уравнении (А.14) позволяет перейти к вы­
ражению (3.12).
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Приложение Б

Дополнительные функции

Б.1 Миноры матриц 𝑀 (3)(𝑘,ω) и 𝑀̄ (3)(𝑘,ω)

Матрицу 𝑀 (6)(𝑘,ω) удобно выражается в блочной форме (3.14), где верх­
ний левый 3 × 3 блок 𝑀 (3)(𝑘,ω) определяется в (3.5). Нижний правый блок
𝑀̄ (3)(𝑘,ω) получается из верхнего левого 𝑀 (3)(𝑘,ω) путем замены элементов
𝐷𝑖𝑗(𝑘) на −𝐷𝑖𝑗(−𝑘). Миноры матрицы 𝑀 (3)(𝑘,ω) имею вид

𝑄11(𝑘,ω) =
(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂
− 𝐷23(𝑘)𝐷23(𝑘)

𝐾𝑘
,

𝑄12(𝑘,ω) = −𝐷12(𝑘)

(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂
− 𝐷13(𝑘)𝐷23(𝑘)

𝐾𝑘
,

𝑄13(𝑘,ω) = 𝐷13(𝑘)
(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀
+𝐷12(𝑘)𝐷23(𝑘),

𝑄22(𝑘,ω) =
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂
−𝐷13(𝑘)𝐷13(𝑘),

𝑄23(𝑘,ω) = 𝐷23(𝑘)
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀
−𝐷12(𝑘)𝐷13(𝑘),

𝑄33(𝑘,ω) =
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀
−𝐷12(𝑘)𝐷12(𝑘),

(Б.1)

миноры матрицы 𝑀̄ (3)(𝑘,ω):

𝑄̄11(𝑘,ω) =
(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀(︂
ω+

𝐷33(−𝑘)

𝐾−𝑘

)︂
− 𝐷23(−𝑘)𝐷23(−𝑘)

𝐾−𝑘
,

𝑄̄12(𝑘,ω) = 𝐷12(−𝑘)

(︂
ω+

𝐷33(−𝑘)

𝐾−𝑘

)︂
− 𝐷13(−𝑘)𝐷23(−𝑘)

𝐾−𝑘
,

𝑄̄13(𝑘,ω) = −𝐷13(−𝑘)
(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀
+𝐷12(−𝑘)𝐷23(−𝑘),

𝑄̄22(𝑘,ω) =
(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀(︂
ω+

𝐷33(−𝑘)

𝐾−𝑘

)︂
−𝐷13(−𝑘)𝐷13(−𝑘),

𝑄̄23(𝑘,ω) = −𝐷23(−𝑘)
(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀
−𝐷12(−𝑘)𝐷13(−𝑘),

𝑄̄33(𝑘,ω) =
(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀
−𝐷12(−𝑘)𝐷12(−𝑘).

(Б.2)

Использованные здесь матричные элементы 𝐷𝑖𝑗(𝑘) определены в (3.1). Функция
𝐾𝑘 представлена формулой (3.4).
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Б.2 Определение функции ℜ(𝑘,ω)

В главе 4 в рамках спин-поляронной концепции с учетом кулоновского
взаимодействия рассчитывается спектр фермиевских возбуждений в сверхпро­
водящей фазе. Этот спектр определяется нулями детерминанта det𝑀 (6)(𝑘,ω),
который может быть выражен через произведение детерминантов третьего по­
рядка и функции ℜ(𝑘,ω), как это видно в формуле (3.14). Функция ℜ(𝑘,ω)

имеет следующий вид

ℜ(𝑘,ω) =

+𝑄11(𝑘,ω)𝑄̄11(𝑘,ω)
(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
+ 2𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω)𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)

+𝑄22(𝑘,ω)𝑄̄22(𝑘,ω)
(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
+ 2𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω)

𝐷14(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

+𝑄33(𝑘,ω)𝑄̄33(𝑘,ω)

(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+ 2𝑄23(𝑘,ω)𝑄̄23(𝑘,ω)
𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀(︀𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)
)︀2

𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀(︀𝐷14(𝑘)𝐷36(𝑘)
)︀2

𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂(︂
ω+

𝐷33(−𝑘)

𝐾−𝑘

)︂(︀
𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)

)︀2
+ 2𝐷12(𝑘)𝐷12(−𝑘)

𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+ 2𝐷13(𝑘)𝐷13(−𝑘)
𝐷14(𝑘)

(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

+ 2𝐷23(𝑘)𝐷23(−𝑘)

(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
+

(︀
𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

.

(Б.3)

Здесь 𝑄𝑖𝑗(𝑘,ω) и 𝑄̄𝑖𝑗(𝑘,ω)— миноры матриц 𝑀 (3)(𝑘,ω) и 𝑀̄ (3)(𝑘,ω), определе­
ние которых вынесено в приложение Б.1. Напомним, что аномальные элементы
матрицы 𝐷(6)(𝑘) приводятся в (4.5), а нормальные элементы — в (3.1), опреде­
ление функции 𝐾𝑘 представлено в (3.4).
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Б.3 Определение переменных, входящих в функции Грина

Функций Грина, рассчитываемые с учетом кулоновского взаимодействия
в главе 4, определяются через 𝑄-функции, которые имеют следующий вид

𝑄𝑎𝑎†(𝑘,ω) = +𝑄11(𝑘,ω) det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω) + 2𝐷23(𝑘)𝑄̄23(𝑘,ω)
𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂
𝑄̄22(𝑘,ω)

(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
−
(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀
𝑄̄33(𝑘,ω)

(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+
(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀(︀𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)
)︀2

𝐾𝑘𝐾−𝑘
,

(Б.4)

𝑄𝑏𝑎†(𝑘,ω) = −𝑄12(𝑘,ω) det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω) +𝐷23(𝑘)𝑄̄13(𝑘,ω)
𝐷14(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

−𝐷13(𝑘)𝑄̄23(𝑘,ω)
𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
−𝐷12(𝑘)𝑄̄33(𝑘,ω)

(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂
𝑄̄12(𝑘,ω)𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)

+𝐷12(−𝑘)
𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)

(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

,

(Б.5)

𝑄𝐿𝑎†(𝑘,ω) = +𝑄13(𝑘,ω) det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω)−𝐷12(𝑘)𝑄̄23(𝑘,ω)
𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾−𝑘

−𝐷13(𝑘)𝑄̄22(𝑘,ω)
(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2 −𝐷23(𝑘)𝑄̄12(𝑘,ω)𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)

+ (ω−𝐷22(𝑘))𝑄̄13(𝑘,ω)
𝐷14(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾−𝑘

+𝐷13(−𝑘)
𝐷14(𝑘)

(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
𝐷36(𝑘)

𝐾−𝑘
,

(Б.6)

𝑄𝑏𝑏†(𝑘,ω) = +𝑄22(𝑘,ω) det 𝑀̄ (3)(𝑘,ω)− 2𝐷13(𝑘)𝑄̄13(𝑘,ω)
𝐷14(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂
𝑄̄11(𝑘,ω)

(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
−
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀
𝑄̄33(𝑘,ω)

(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+
(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀(︀𝐷14(𝑘)𝐷36(𝑘)
)︀2

𝐾𝑘𝐾−𝑘
,

(Б.7)
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𝑄𝑎𝑎(𝑘,ω) = +𝑄11(𝑘,ω)𝑄̄11(𝑘,ω)𝐷14(𝑘) +𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω)𝐷25(𝑘)

+𝐷12(𝑘)𝐷12(−𝑘)
𝐷25(𝑘)

(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+𝐷13(𝑘)𝐷13(−𝑘)

(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

+𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω)
𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
+

𝐷14(𝑘)
(︀
𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂(︂
ω+

𝐷33(−𝑘)

𝐾−𝑘

)︂
𝐷14(𝑘)

(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
−
(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀𝐷14(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+ 2𝐷23(𝑘)𝐷23(−𝑘)
𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
,

(Б.8)

𝑄𝑎𝑏(𝑘,ω) = −𝑄11(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω)𝐷14(𝑘)−𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄22(𝑘,ω)𝐷25(𝑘)

−𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄23(𝑘,ω)
𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
−𝐷23(𝑘)𝐷13(−𝑘)

𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

−𝐷12(𝑘)
(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀𝐷25(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+
(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀
𝐷12(−𝑘)

𝐷14(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

,

(Б.9)

𝑄𝑏𝑎(𝑘,ω) = −𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄11(𝑘,ω)𝐷14(𝑘)−𝑄22(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω)𝐷25(𝑘)

−𝑄23(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω)
𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
−𝐷13(𝑘)𝐷23(−𝑘)

𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘

+
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀
𝐷12(−𝑘)

𝐷25(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

−𝐷12(𝑘)
(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀𝐷14(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

,

(Б.10)
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𝑄𝑏𝑏(𝑘,ω) = +𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω)𝐷14(𝑘) +𝑄22(𝑘,ω)𝑄̄22(𝑘,ω)𝐷25(𝑘)

+𝑄23(𝑘,ω)𝑄̄23(𝑘,ω)
𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
+𝐷12(𝑘)𝐷12(−𝑘)

𝐷14(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+𝐷23(𝑘)𝐷23(−𝑘)

(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
+

(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
𝐷25(𝑘)

(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

−
(︂
ω− 𝐷33(𝑘)

𝐾𝑘

)︂(︂
ω+

𝐷33(−𝑘)

𝐾−𝑘

)︂(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
𝐷25(𝑘)

−
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀𝐷25(𝑘)
(︀
𝐷36(𝑘)

)︀2
𝐾𝑘𝐾−𝑘

+ 2𝐷13(𝑘)𝐷13(−𝑘)
𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘)

𝐾𝑘𝐾−𝑘
,

(Б.11)

𝑄𝐿𝐿(𝑘,ω) = +𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω)𝐷14(𝑘) +𝑄23(𝑘,ω)𝑄̄23(𝑘,ω)𝐷25(𝑘)

+𝑄33(𝑘,ω)𝑄̄33(𝑘,ω)𝐷36(𝑘) +𝐷13(𝑘)𝐷13(−𝑘)𝐷14(𝑘)
(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
+𝐷23(𝑘)𝐷23(−𝑘)

(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
𝐷25(𝑘) +

(︀
𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)

)︀2
𝐷36(𝑘)

−
(︀
ω−𝐷11(𝑘)

)︀(︀
ω+𝐷11(−𝑘)

)︀(︀
𝐷25(𝑘)

)︀2
𝐷36(𝑘)

−
(︀
ω−𝐷22(𝑘)

)︀(︀
ω+𝐷22(−𝑘)

)︀(︀
𝐷14(𝑘)

)︀2
𝐷36(𝑘)

+ 2𝐷12(𝑘)𝐷12(−𝑘)𝐷14(𝑘)𝐷25(𝑘)𝐷36(𝑘).

(Б.12)

Явный вид функций 𝑄𝑖𝑗(𝑘,ω) и 𝑄̄𝑖𝑗(𝑘,ω) приведен в приложении Б.1. Ком­
поненты энергетической матрицы 𝐷(3)(𝑘) определены в (3.1), компоненты
сверхпроводящего параметра порядка 𝐷14(𝑘), 𝐷25(𝑘) и 𝐷36(𝑘)— в (4.5). Функ­
ция 𝐾𝑘 представлена формулой (3.4).



115

Б.4 Определение матрицы 𝑤(𝑘,ω)

Элементы 𝑤𝑖𝑗(𝑘,ω) 3 × 3 матрицы 𝑤(𝑘,ω) (4.18):

𝑤11(𝑘,ω) =− 2𝑉2 cos(𝑘𝑥)
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
𝑄11(𝑘,ω)𝑄̄11(𝑘,ω),

𝑤12(𝑘,ω) =− 2𝑉2 cos(𝑘𝑥)
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω),

𝑤13(𝑘,ω) =− 2𝑉2 cos(𝑘𝑥)
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω)/𝐾𝑘𝐾−𝑘,

𝑤21(𝑘,ω) =− 2𝑉2 cos(𝑘𝑥)
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω),

𝑤22(𝑘,ω) =− 2𝑉2 cos(𝑘𝑥)
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
𝑄22(𝑘,ω)𝑄̄22(𝑘,ω),

𝑤23(𝑘,ω) =− 2𝑉2 cos(𝑘𝑥)
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀
𝑄23(𝑘,ω)𝑄̄23(𝑘,ω)/𝐾𝑘𝐾−𝑘,

𝑤31(𝑘,ω) =
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀(︂
𝑈𝑝𝐶1𝑄11(𝑘,ω)𝑄̄11(𝑘,ω)/2

− 𝑉2𝐶1 cos(𝑘𝑥)
(︀
𝑄11(𝑘,ω)𝑄̄11(𝑘,ω) +𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω)

)︀
+
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀(︁
𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω)

− 𝐶1

(︀
𝑠𝑘,𝑥𝑄11(𝑘,ω)− 𝑠𝑘,𝑦𝑄12(𝑘,ω)

)︀
×
(︀
𝑠−𝑘,𝑥𝑄̄11(𝑘,ω)− 𝑠−𝑘,𝑦𝑄̄12(𝑘,ω)

)︀)︁)︂
,

𝑤32(𝑘,ω) =
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀(︂
𝑈𝑝𝐶1𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω)/2

− 𝑉2𝐶1 cos(𝑘𝑥)
(︀
𝑄12(𝑘,ω)𝑄̄12(𝑘,ω) +𝑄22(𝑘,ω)𝑄̄22(𝑘,ω)

)︀
+
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀(︁
𝑄23(𝑘,ω)𝑄̄23(𝑘,ω)

− 𝐶1

(︀
𝑠𝑘,𝑥𝑄12(𝑘,ω)− 𝑠𝑘,𝑦𝑄22(𝑘,ω)

)︀
×
(︀
𝑠−𝑘,𝑥𝑄̄12(𝑘,ω)− 𝑠−𝑘,𝑦𝑄̄22(𝑘,ω)

)︀)︁)︂
,

𝑤33(𝑘,ω) =
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀(︂
𝑈𝑝𝐶1𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω)/2

− 𝑉2𝐶1 cos(𝑘𝑥)
(︀
𝑄13(𝑘,ω)𝑄̄13(𝑘,ω) +𝑄23(𝑘,ω)𝑄̄23(𝑘,ω)

)︀
+
(︀
cos(𝑘𝑥)− cos(𝑘𝑦)

)︀(︁
𝑄33(𝑘,ω)𝑄̄33(𝑘,ω)

− 𝐶1

(︀
𝑠𝑘,𝑥𝑄13(𝑘,ω)− 𝑠𝑘,𝑦𝑄13(𝑘,ω)

)︀
×
(︀
𝑠−𝑘,𝑥𝑄̄13(𝑘,ω)− 𝑠−𝑘,𝑦𝑄̄23(𝑘,ω)

)︀)︁)︂
/𝐾𝑘𝐾−𝑘.
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Явный вид функции 𝑄𝑖𝑗(𝑘,ω) и 𝑄̄𝑖𝑗(𝑘,ω) приводится в приложении Б.1. Выра­
жения для 𝑠𝑘,𝑥 и 𝑠𝑘,𝑦 определены в (2.8). Функция 𝐾𝑘 представлена формулой
(3.4). 𝐶1 — спиновая корреляционная функция, значение которой приведено в
таблице 3. Значения параметров 𝑈𝑝 и 𝑉2 расширенной спин-фермионной моде­
ли даны в таблице 4.
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