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Введение 

 

Общая характеристика работы 

Актуальность темы исследования 

 Исследование систем взаимодействующих многих частиц является важ-

ной задачей теоретической физики. Одно из актуальных направлений стати-

стической механики связано с изучением физических свойств кристалличе-

ских структур, в которых, наряду с трансляционной инвариантностью, суще-

ствуют иные типы дальнего порядка, обусловленные по терминологии Н.Н. 

Боголюбова [1, 2] вырождением состояния термодинамического равновесия. 

В последние годы высокий интерес научного сообщества связан с иссле-

дованием материалов, в которых одновременно в определенном интервале 

температур существует дальний порядок магнитного и электрического ди-

польного типов. 

Это обусловлено, прежде всего, тем, что кристаллические структуры, в 

которых одновременно сосуществуют магнитное и сегнетоэлектрическое упо-

рядочение, являются перспективными материалами для создания нанострук-

турных элементов в приборах и устройствах, используемых в наноэлектро-

нике, спинтронике и устройствах памяти, записи и обработки информации. 

Возросший интерес к исследованиям магнитоэлектрических свойств, поверх-

ностных эффектов, фазовых переходов и критических явлений в сегнетомаг-

нитных материалах (часто называемых в научной литературе мультиферрои-

ками) и сверхрешетках - многослойных магнитных нанопленках - вызван тем, 

что они обладают рядом уникальных свойств с широкой областью примене-

ния. В этих системах одновременное нарушение пространственной и времен-

ной инверсии приводит к возникновению в сегнетомагнетиках магнитоэлек-

трического эффекта. При этом появляется взозможность эффективно управ-
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лять магнитными характеристиками системы с помощью внешних электриче-

ских полей и, наоборот, электрическими свойствами с помощью внешних маг-

нитных полей.  

Исследованию физических свойств сегнетомагнитных материалов по-

священо значительное количество экспериментальных и теоретических работ.  

В то же время задача практического использования этих материалов в 

различных сферах науки и техники, включая технику физического экспери-

мента, требует детального изучения обнаруженных эффектов, как, например, 

явления гигантского магнитоакустического резонанса. Несомненный интерес 

представляет построение микроскопической теории сегнетомагнитных кри-

сталлов. В этом случае существенным становится выбор исходной модели – 

гамильтониана системы. 

Один из возможных способов состоит в выборе гамильтониана общего 

вида с парным взаимодействием, обладающим градиентной инвариантностью 

первого рода, в котором нарушение указанной симметрии вводится анало-

гично идее Н.Н. Боголюбова при построении теории сверхпроводимости на 

основе аппроксимирующего гамильтониана [3].  

Мы полагаем, что при построении статистической модели сегнетомагне-

тика, основываясь на трансляционной симметрии системы, ее можно рассмат-

ривать как решеточную систему с необходимо заданными периодическими 

граничными условиями. 

Для неколлинеарных структур микроскопический механизм связи поля-

ризации и относительной ориентации векторов намагниченности может быть 

описано киральным взаимодействием типа Дзялошинского-Мория [4]. В маг-

нитоупорядоченных средах взаимодействие Дзялошинского-Мория ответ-

ственно за формирование в тонких магнитоэлектрических пленках стабиль-

ных вихревых спиновых конфигураций - скирмионов. В настоящее время 

скирмионы рассматриваются как основные элементы для создания нового по-

коления сверхбыстрой и плотной магнитной памяти. В то же время обнару-

жено, что они демонстрируют сильно нелинейный динамический отклик на 
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внешние воздействия. Это делает их перспективными новыми материалами 

для создания логических устройств.  

Есть предположение, что наиболее обширным классом кандидатов на 

обнаружение скирмионов являются поверхности и интерфейсы магнитных ма-

териалов, где сама геометрия образца нарушает центральную симметрию, и, 

следовательно, может привести к появлению киральных взаимодействий, по-

добных взаимодействию Дзялошинского-Мория.  

 Актуальность и новизна этих исследований обусловлена тем, что в 

настоящее время управление магнитными нанообъектами (магнитными вих-

рями, скирмионами и др.) осуществляется способами, которые будучи энерго-

затратными, являются неэффективными. Это является существенным препят-

ствием для создания новых устройств спинтроники на базе магнитных нано-

систем. В этой связи, исследование новых подходов к управлению магнит-

ными объектами без использования спин-поляризованных токов являются 

крайне актуальными.  

Важнейшая на сегодняшний день задача состоит в выяснении того, как 

характер взаимодействия в системе зависит от ее структуры на микро и нано-

масштабе и наоборот, как дальнодействующие взаимодействия влияют на 

структуру системы. Имея ответы на эти вопросы, можно использовать нано-

структурирование, изменение масштабных или материальных параметров си-

стемы для управления коллективным поведением нано и микросистем, что 

позволит синтезировать материалы с новыми свойствами.  

 

Степень разработанности темы исследования 

 

В начале 1970-х годов физика магнитоэлектрических явлений стреми-

тельно развивалась, был обнаружен линейный магнитоэлектрический эффект 

в 𝐶𝑟2𝑂3 [5] и был открыт целый ряд сегнетомагнитных перовскитов [6-15]. По-

сле некоторого угасания интереса к этим явлениям, бурное развитие физики 
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магнитоэлектрических явлений вновь началось в начале 2000-х годов, о чем 

свидетельствует несколько сот ежегодных публикаций, посвященных магни-

тоэлектрикам.  

 Теоретическое исследование и расчет свойств наноразмерных систем 

мультислоев и сверхрешеток мультиферроиков с несколькими конкурирую-

щими обменными взаимодействиями в общем случае затруднены вследствие 

дальнодействующего характера принимаемых во внимание взаимодействий. 

Тем не менее, в некоторых частных случаях наноразмерных решеток мульти-

ферроиков удается рассчитать возможные основные состояния системы [16], 

и установить, что в зависимости от геометрии решетки основное состояние 

может быть ферромагнитным, антиферромагнитным или микровихревым. В 

частности, возможные метастабильные состояния в таких решетках были ис-

следованы в работе [17].  

 Неоднородные спиновые структуры стали предметом пристального вни-

мания после обнаружения в них наведенного вектора сегнетоэлектрического 

дипольного момента [18-25]. Возникновение поляризации возможно 

вследствие неоднородного магнитоэлектрического эффекта, а именно вектор 

сегнетоэлектрического дипольного момента может индуцироваться в области 

магнитной неоднородности. Известно, что вектор электрической поляризации 

преобразуется так же, как комбинация вектора намагниченности и градиента 

вектора намагниченности, что означает, что они могут быть связаны соотно-

шением пропорциональности [26]. В работе [27] было показано, что в кри-

сталле с кубической симметрией связь между электрической поляризацией и 

неоднородным распределением вектора намагниченности имеет следующий 

вид 

�⃗� = 𝛾 ∙ 𝜒𝑒(�⃗⃗� (∇ ∙ �⃗⃗� ) − (�⃗⃗� ∙ ∇)�⃗⃗� ),  (1) 

где 𝛾 магнитоэлектрический коэффициент, 𝜒𝑒 − диэлектрическая проницае-

мость. 
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 Микроскопический механизм взаимодействия между электрическим 

дипольным моментом направлением векторов намагниченностей основан на 

взаимодействии Дзялошинского-Мории [28-30].  

 Соответствующее слагаемое в гамильтониане описывается членами вида: 

 

𝐻𝐷𝑀 = �⃗⃗� 𝑖,𝑗 ∙ 𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑖+1,              (2) 

 

где 𝑆 𝑖 - спин 𝑖 −го магнитного иона, а �⃗⃗� 𝑖,𝑗 - вектор Дзялошинского-Мории. 

Вектор �⃗⃗� 𝑖,𝑗 пропорционален векторному произведению �⃗� × 𝑟 𝑖,𝑗 вектора �⃗� , ко-

торый определяет смещение лиганда и вектора |𝑟 𝑖,𝑗| = 1, направленного 

вдоль оси, связывающей магнитные ионы на узлах 𝑖 и 𝑗 (см. рис. 1а).  

𝑫𝒊,𝒋 ∝ 𝑹 × 𝒓𝒊,𝒋       (3) 

 

 Таким образом, взаимодействие Дзялошинского-Мории характеризует 

взаимосвязь угла между спинами на соседних узалх и величины смещения не-

магнитных ионов. В некоторых микромагнитных структурах все лиганды 

сдвинуты в одном направлении, что приводит к появлению макроскопических 

электрических диполей (см. рис. 1б). По своей природе, взаимодействие 

Дзялошинского-Мории является релятивистской поправкой к косвенному об-

менному взаимодействию и является относительно небольшим [31]. В случае 

магнитоупорядоченных сред, вклад взаимодействия Дзялошинского-Мории в 

свободную энергию может быть представлен в виде антисимметричных инва-

риантов Лифшица, которые содержат пространственные производные вектора 

намагниченности. Возникающие вихревые магнитные конфигурации могут 

быть стабилизированы механизмом Скирма [32]. 
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Рис. 1: а) Иллюстрация взаимодействия Дзялошинского- Мория. Спины нахо-

дятся в 𝑥𝑦 −  плоскости; (b) микроскопические механизмы возникновения 

спонтанной электрической поляризации �⃗�  за счет смещения атомов (красный 

цвет) в том же направлении оси 𝑧. 

 

Скирмионы в качестве стабильных микромагнитных структур были тео-

ретически предсказаны в работе [33]. По аналогии вводится представление для 

элементарных частиц как вихревых конфигурации непрерывных полей. Ста-

бильность таких вихревых конфигурации основывается на «механизме 

Скирма» - компонентах Лагранжиана, содержащих антисимметричные комби-

нации пространственных производных компонент поля. Долгое время скирми-

онам были посвящены только теоретические исследования. В частности, 

например, было показано, что такие структуры могут возникать в антиферро-

магнетиках [34] и в магнитных металлах [35], причем в работе [35] модель 

включает в себя возможность изменения величины амплитуды вектора намаг-

ниченности и спонтанного возникновения решетки со скирмионной 

структурой без воздействия внешнего магнитного поля. Необходимым усло-

вием для существования скирмионов в объемных образцах было отсутствие 

обратного преобразования в кристаллической магнитной группе симметрии. 

Диеп и соавт. [36] исследовали скирмионный кристалл, который образуется на 
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двумерной квадратной решетке, вследствие возникновения конкуренции фер-

ромагнитного обменного взаимодействия и взаимодействия Дзялошинского-

Мория между взаимодействующими ближайшими соседями, находящимися 

во внешнем магнитным поле. Было показано, что формируется двумерный 2D 

скирмионный кристалл, он имеет гексагональную структуру, которая является 

стабильной до температуры 𝑇𝑐, а затем при повышении температуры проис-

ходит переход в парамагнитную фазу и динамика скирмионов при 𝑇 < 𝑇𝑐 сле-

дует растянутому экспоненциальному закону. Кроме того, в работах [37- 39] 

показано, что скирмионы представляют собой двумерные солитоны, стабиль-

ность которых обеспечивается короткодействующими взаимодействиями и 

взаимодействием Дзялошинскиго-Мория. Устойчивость скирмионов, а также 

низкий энергетический барьер для дискретного изменения состояния позво-

ляет использовать скирмионы в качестве энергоэффективных битов информа-

ций (наличие или отсутсвие скирмиона в определенной области функциональ-

ного элемента сопоставляется с информационным логическим битом). Мате-

матическое моделирование создания и транспорта скирмионов с использова-

нием спин-поляризованного тока в тонких пленках было проведено в работе 

[40]. Преимущество скирмионов по отношению к таким топологическим объ-

ектам как например доменные границы в устройствах и схемах магнитной па-

мяти (например, “racetrack memory” см. [40]) определяется более низкой вели-

чиной токов, необходимых для перемещения скирмионов по трэку. Скирми-

оны были экспериментально обнаружены, созданы и могут быть управляе-

мыми в ряде кристаллических систем, в том числе магнитных материалах и 

сверхрешетках [41-60], мультиферроиках [61], сегнетоэлектриках [62], и полу-

проводниках [63]. Скирмионы были недавно обнаружены в проводящих и изо-

лированных гелиомагнетиках под воздействием магнитного поля [64, 65]. Экс-

перименты показали, что под воздействием приложенного магнитного поля, 

геликоидная структура преобразуется в скирмионный кристалл с треугольной 

магнитной сверхрешеткой [66]. Дальнейший рост напряженности внешнего 

магнитного поля приводит к тому, что гелигоидная спиновая конфигурация 



12 

 

трансформируется в скирмионную решетку с треугольной структурой. В силь-

ном магнитном поле спиновое упорядочение переходит в ферромагнитную 

фазу, в которой скирмионы существуют как устойчивые топологические де-

фекты [67-70]. 

Аналогичные экспериментальные результаты были получены для соеди-

нения 𝐹𝑒1−𝑥𝐶𝑜𝑥𝑆𝑖, 𝑥 =  0.2 [71]. Исследование 𝐹𝑒0.5𝐶𝑜0.5𝑆𝑖 позволило сде-

лать следующий важный  шаг -  непосредственное наблюдение скирмионов с 

помощью электронной микроскопии Лоренца [72]. Зависимость устойчивости 

скирмионной решетки от толщины пленки 𝐹𝑒𝐺𝑒 подробно исследовалась в 

[73]. Исследования показали, что область стабильности скирмионов в фазовой 

диаграмме тем шире, чем меньше толщина пленки.  

Таким образом, можно сказать, что скирмионы, как самые компактные 

на сегодняшний день изолированные микромагнитные объекты представляют 

наибольшой практический интерес как элементы памяти [74-90]. Стабиль-

ность скирмионов и скирмионных кристаллических структур позволяет наде-

яться на разработку энергонезависимых устройств записи информации, а низ-

кие управляющие токи уменьшат стоимость перезаписи по сравнению с ана-

логичными технологиями, основанными на доменных границах. 

 В работах [91-93] изучались магнитные и электрические свойства скир-

мионной решетки, возникающей при определенных условиях в мультиферро-

ике 𝐶𝑢2𝑂𝑆𝑒𝑂3. Было показано, для управления микромагнитными структу-

рами – скирмионами можно использовать также и внешнее электрическое 

поле, которое посредством магнитоэлектрического эффекта воздействует на 

магнитные скирмионы, тем самым существенно минимизирует энергозатраты 

на управление скирмионами. Стоит отметить, что мультиферроик 

𝐵𝑎𝐹𝑒12−𝑥−0.05𝑆𝑐𝑥𝑀𝑔0.05𝑂19 также может иметь скирмионную структуру [94, 

95]. Эффективное управление движением и процессами зарождения и затуха-

ния скирмионов были впервые продемонстрированы в двухатомном слое 

𝑃𝑑𝐹𝑒 на иридиевой подложке, и важность такого открытия для технологии 
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хранения информации трудно переоценить: этот эффект открывает перспек-

тивы и возможности записи и считывания отдельных скирмионов с использо-

ванием спин-поляризованного туннельного тока [96]. В работе [97] также 

было показана возможность зарождения скирмионов электрическим полем с 

помощью неоднородного магнитоэлектрического эффекта.  

 Тематика многих работ последних лет в данной области сфокусирована 

на исследовании скирмионов, индуцированных на поверхностях и интерфей-

сах сверхрешеток. Структура сверхрешеток естественным образом приводит к 

взаимодействию скирмионов на разных интерфейсах [98-110]. Интерфейсы 

сред, отличающихся природой своего упорядочения, формируют уникальную 

динамику взаимодействия по сравнению с взаимодействием скирмионов в сре-

дах с одним и тем же интерфейсом. В работе [111], было проведено теорети-

ческое исследование двух скирмионов на двухслойных системах с использо-

ванием микромагнитного моделирования, а также анализа, основанного на 

уравнении Тиля. Установлены особенности скирмионного взаимодействия, а 

именно столкновения и образования связанного состояния. Динамика такого 

процесса весьма чувствительна по отношению к знаку взаимодействия Дзяло-

шинского-Мории, то есть к спиральности и топологическому заряду двух 

скирмионов. Динамика такого процесса хорошо описываются уравнением 

Тиля. Кроме того, обнаружен колоссальный эффект переноса спинового тока, 

связанного со скирмионной парой на двухслойных системах с антиферромаг-

нитной связью. В работе [112] исследование уравнения Тиля проводилось для 

индуцированного спинового тока в скирмионной решетке с помощью двух 

разрешимых моделей потенциала пиннинга.  

В реальных магнитных структурах дальний порядок возникает как ре-

зультат довольно сложных конкурирующих взаимодействий. Существует 

большой класс так называемых фрустрированных систем, в которых ключе-

вую роль играет конкуренция между различными типами взаимодействий. К 

ним относятся такие системы, как тяжелые металлы лантаноидов (гольмий, 

тербий и диспрозий) [113,115], геликоиды MnSi [116]. Скирмионы проявляют 



14 

 

весьма необычные физические свойства в фрустрированных магнитных сре-

дах [117, 118-130]. Мультиферроики и сверхрешетки мультиферроиков 

(например, 𝑃𝑍𝑇 / 𝐿𝑆𝑀𝑂 и 𝐵𝑇𝑂 / 𝐿𝑆𝑀𝑂) привлекают все больший интерес ис-

следователей в связи с наличием фрустраций и конкуренции различного рода 

взаимодействий, которая проявляется в сосуществовании и взаимосвязи сегне-

тоэлектрического и магнитного упорядочения. 

Сверхрешетки и гетероструктуры типа магнетик/сегнетоэлектрик при-

влекают большое внимание в качестве магнитоэлектрических (ME) материа-

лов [131-150], с большим откликом магнитоэлектрического эффекта на интер-

фейсе между магнитной и сегнетоэлектрической поверхностью, по сравнению 

с массивными магнитоэлектрическими кристаллами [151-160]. В них ярко 

проявляются собственные магнитоэлектрические эффекты, обусловленные 

спин-орбитальным взаимодействием [161, 162].  

 Янссен и др. [163,164] предложили модель взаимодействия между се-

гнетоэлектрической и ферромагнитной частью магнитоэлектрических сверх-

решеток, но с помощью этой модели им удалось описать динамику и конфи-

гурацию доменных стенок лишь для одномерного случая. В работе Ли и др. 

[165] реализован алгоритм на основе метода Монте-Карло для двумерной (2D) 

решетки с учетом коллинеарного магнитоэлектрического взаимодействия, па-

раметры ферромагнитного и сегнетоэлектрического упорядочения, а также 

взаимодействие между ними учитывалось в каждом узле решетки. 

Усиление магнитоэлектрического эффекта может происходить за счет 

сдвига фазовых переходов в магнитной и сегнетоэлектрических подсистемах, 

что было показано в работе [166]. Предложено несколько моделей возникно-

вения магнитоэлектрического эффекта в различных мультиферроичных мате-

риалах. Среди них, следует отметить модель нескомпенсированных пар [167], 

геометрическое возникновение сегнетоэлектрической поляризации в гексаго-

нальных манганитах [168], поляризация, наведенная спиральной спиновой 

конфигурацией [169], поляризация, наведенная по причине сдвига спинов в 
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фрустрированных магнетиках со сложной комбинацией конкурирующих вза-

имодействий между магнитными параметрами порядка [170].  В работе [171] 

было показано, что в геометрически фрустрированных магнитных наноплен-

ках фрустрации могут генерировать различные конкурирующие фазовые со-

стояния, что в свою очередь приводит к возникновению магнитоэлектриче-

ского взаимодействия.  

Возможность экспериментального наблюдения изолированного скирми-

она, а также скирмионной решетки была предложена с использованием стан-

дартной структуры с двумя подрешетками, в которой каждая подрешетка об-

разует скирмионный кристалл (например, гексагональную решетку), с анти-

ферромагнитным взаимодействием между подрешетками [172]. 

В работе [173] была предложена комбинация двумерной модели Гейзен-

берга и взаимодействия Дзялошинского-Мории (ДМ) для исследования вре-

мени жизни и устойчивости антиферромагнитного скирмиона в зависимости 

от температурных флуктуации и внешнего магнитного поля. Ядав и др. [174] 

экспериментально наблюдали сложные топологии электрических поляриза-

ций, а именно вихревые и антивихревые структуры нанометрового размера, 

аналогичные магнитным скирмионам, которые были обнаружены ранее, 

например, в магнитных нанопленках [175-185]. Авторы широко цитируемой 

работы [186] экспериментально показали, что вихри поляризации образуются 

благодаря возникновению конкуренции между зарядовыми, орбитальными и 

решеточными степенями свободы в сверхрешетках, образованных из череду-

ющихся слоев титаната свинца и титаната стронция. Фазо-полевое моделиро-

вание подтверждает, что вихревой массив является энергетически выгодным 

состоянием для исследуемой периодической сверхрешетки. 

В работе [187] авторы исследовали скирмионы и антискирмионы в дву-

мерной фрустрированной ферромагнитной пленке с конкурирующими обмен-

ными взаимодействиями. За основу была взята классическая 𝐽1 − 𝐽2 модель 

Гейзенберга на простой квадратной решетке с диполь-дипольным взаимодей-

ствием. Последним зачастую пренебрегали в многочисленных предыдущих 
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работах по изучению двумерных фрустрированных ферромагнитных пленок 

[188, 189]. Авторы доказали, что диполь-дипольное взаимодействие играет су-

щественную роль в физике фрустрированных скирмионов.  

Лин и соавт. [190] изучали динамику скирмионов в хиральных магнитах 

в присутствии спин-поляризованного тока. Они показали, что скирмионы мо-

гут быть созданы из магнитной спирали в хиральных магнитных пленках пу-

тем увеличения спин-поляризованного тока. В работе [191] выполнено чис-

ленное моделирование уравнения Ландау – Лифшица – Гильберта, результаты 

которого продемонстрировали удивительно устойчивое и универсальное соот-

ношение спиновый ток/скорость движения скирмионов, вызванное вращаю-

щим моментом спинового тока. Это соотношение не зависит от примесей и 

неадиабатических эффектов, что резко контрастирует со случаем доменной 

стенки или спиновой спирали. 

Описание и построение корректных моделей процессов транспорти-

ровки скирмионов является очень актуальной задачей с точки зрения практи-

ческих приложений. Поэтому попытки построить модели взаимодействия 

скирмионов на интерфейсах различных сред между различными связанными 

интерфейсами предпринимаются у разных исследовательских групп [192-

215].  
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Цели и задачи диссертационной работы 

Основной целью диссертационной работы является разработка и иссле-

дование моделей магнитоэлектрического взаимодействия, а также влияния 

внешних полей и фрустраций для управляющего воздействия на топологиче-

ские магнитные вихри и скирмионы на интерфейсах сверхрешеток мультифер-

роиков.   

 

В диссертации решаются следующие основные задачи. 

 

1. Исследование магнитоэлектрического взаимодействия под влия-

нием внешнего магнитного, электрического полей в магнитных системах с ор-

торомбической кристаллической структурой во внешних постоянных магнит-

ном и электрическом полях. 

 

2. Определение вклада в свободную энергию спиновой подсистемы, 

связанного с динамическими взаимодействиями спиновых волн, изучение за-

висимости от температуры и внешних полей энергетического спектра, намаг-

ниченности, теплоемкости орторомбического двухподрешеточного антифер-

ромагнетика. 

 

3. Исследование фазовых переходов и критических явлений, магнит-

ных свойств (кривых намагничивания, магнитных состояний и переходов 

между ними) в наноразмерных сверхрешетках мультиферроиков с различ-

ными моделями магнитоэлектрического взаимодействия на интерфейсе маг-

нитных и сегнетоэлектрических пленок. 

 

4. Исследование элементарных возбуждений в системе и влияния 

магнитоэлектрической связи на спектр спиновых волн в пленках мультифер-

роиков. 
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5. Исследование спиновой конфигурации основного состояния по-

верхностных слоев магнитной пленки с конкурирующими обменным, магни-

тоэлектрическим взаимодействиями и постоянным внешним магнитным по-

лем, действующим перпендикулярно плоскости пленок. 

 

 

6. Исследовать возможность стабилизации магнитных топологиче-

ски заряженных состояний – скирмионов, а также статических и динамических 

свойств магнитных скирмионов на интерфейсе и внутренних слоях в магнит-

ных пленках при воздействии внешних полей. 

7. Исследовать фазовые переходы в различных слоях сверхрешетки 

с конкурирующими обменным, магнитоэлектрическим взаимодействиями и 

постоянным внешним магнитным и электрическим полем, направленным пер-

пендикулярно плоскости пленок при различной температуре.  

 

8. Проанализировать влияние фрустрации в магнитной и сегнето-

электрической пленках при наличии магнитоэлектрического взаимодействия 

на магнитоэлектрической границе сверхрешетки на формирование скирмион-

ной кристаллической структуры и ее устойчивость к температурным флукту-

ациям и внешним управляющим воздействиям. 

 

9. Установить зависимость между условиями устойчивости скирми-

онов и интенсивностями управляющих воздействий. 

 Научная новизна  

 

Научная новизна работы определяется оригинальностью полученных 

результатов, подтверждается публикациями в ведущих физических научных 

журналах и заключается в следующем: 
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1. Теоретически исследованы эффекты магнитоэлектрического взаимо-

действия в сверхрешетках мультиферроиков, показано, что учет диполь-ди-

польного и магнитоэлектрического взаимодействия приводит к тому, что тип 

фазового перехода при увеличении величины параметра магнитоэлектриче-

ского взаимодействия может меняться. Этот эффект сопровождается измене-

нием температуры перехода как в магнитной, так и в сегнетоэлектрической 

пленках. При определенных значениях магнитоэлектрического взаимодей-

ствия и управляющих полей эти температуры совпадают для обеих подсистем 

и могут как увеличиваться, так и уменьшаться. Построены фазовые диа-

граммы, подтверждающие тесную взаимосвязь магнитных и сегнетоэлектри-

ческих фазовых переходов, имеющих различную природу и отличающиеся 

значениями температур переходов внутри пленок и на поверхностных слоях 

2. В работе впервые показана возможность стабилизации трехмерных 

магнитных скирмионов, не только на поверхности границы магнитной и се-

гнетоэлектрической пленок, но и во внутренних слоях магнитной подсистемы. 

Стабилизация обусловлена балансом энергии обменного взаимодействия, 

энергии магнитоэлектрического взаимодействия и внешнего магнитного поля 

в наноразмерной сверхрешетке. При этом скирмионы стабильны в широком 

температурном и полевом диапазоне значений. 

3. Проведено всестороннее исследование магнитных, сегнетоэлектриче-

ских фазовых переходов фрустрированной наноразмерной сверхрешетки 

мультиферроика. Впервые обнаружено формирование в системе фрустриро-

ванных решеток стабильных в широком диапазоне полей и температур маг-

нитных скирмионов блоховского типа как на поверхностном слое, так и 

внутри магнитной пленки. 

4. Предложены новые модели магнитоэлектрического взаимодействия 

на интерфейсе сверхрешеток мультиферроиков и исследованы их свойства 

при учете действия магнитного и электрического поля. Модель кирального 

магнитоэлектрического взаимодействия в системе приводит к новым, не 

наблюдавшимся ранее эффектам коллективного поведения и самоорганизации 
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в системе, обусловленным балансом взаимодействий между спинами и поля-

ризациями. 

Практическая ценность полученных в диссертации результатов заклю-

чается в том, что  

1. Развитые в работе представления о влиянии магнитоэлектрического 

взаимодействия на свойства ансамблей магнитных наночастиц могут служить 

основой при разработке устройств магнитной памяти нового поколения с вы-

сокой плотностью записи, обладающих высокой энергетической эффективно-

стью.  

2. Предложенные механизмы стабилизации магнитных скирмионов в 

сверхрешетках ферромагнетик / сегнетоэлектрик могут быть использованы 

для создания систем с высокой плотностью топологического заряда в широком 

температурном диапазоне. 

3. Обнаруженные эффекты позволяют выработать оптимальный баланс 

между чувствительностью скирмионов к управляющим воздействиям и их 

устойчивости к температурным флуктуациям - соблюдение этого баланса 

необходимо для успешной реализации скирмионов в качестве носителей ин-

формации. 

Результаты автора используются в дальнейших исследованиях другими 

учеными как в нашей стране, так и за рубежом, что подтверждается публика-

циями в высокорейтинговых журналах, их цитированием и многочисленными 

приглашенными докладами на международных научных конференциях и ра-

бочих совещаниях. 

Методология и методы исследования  

 

В работе использовались квантово-механический и феноменологиче-

ский подходы для расчета энергетических спектров и параметров порядка (ме-

тод функций Грина, теория среднего поля). Методы температурных функций 
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Грина и теории приближенного вторичного квантования, разработанные ака-

демиком Н.Н. Боголюбовым [1-3], широко используются в теоретической фи-

зике, имеют строгое математическое обоснование и обеспечивают хорошее со-

гласие с экспериментальными данными; построение диаграмм для магнитной 

подсистемы с сильным магнитоэлектрическим взаимодействием базируется 

на общепринятой теории возмущений для взаимодействующих частиц; полу-

ченные зависимости намагниченности в сегнетомагнетиках от температуры 

качественно совпадают с экспериментальными результатами; при расчетах 

спектров упругих волн использован симметрийный подход, расчеты проводи-

лись на кристаллах, обладающих тетрагональной симметрией кристалличе-

ской решетки.  

Компьютерные методы Монте-Карло для математического моделирова-

ния фазовых переходов и критических явлений являются общепринятыми и 

повсеместно используются в компьютерной физике, а результаты Монте-

Карло моделирования фазовых переходов в объемных структурах согласуются 

с экспериментальными данными.  

 

 Положения, выносимые на защиту  

 

1. Магнитные скирмионы стабильны в сверхрешетках и нанопленках ферро-

магнетик/сегнетоэлектрик при условии действия кирального магнитоэлектри-

ческого взаимодействия вида Дзялошинского-Мория на границе пленок и воз-

действия внешнего магнитного поля перпендикулярно плоскости слоев. 

 

2. В основном состоянии в наноструктурированных многослойных магнитных 

пленках ферромагнетик/сегнетоэлектрик формируется скирмионная 

кристаллическая структура под воздействием фрустрации, 

магнитоэлектрического взаимодействия и приложенного внешнего магнит-

ного поля в большой области значений параметров фрустрации.  
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3. Фрустрация в ферромагнитной пленке способствует возникновению ре-

шетки магнитных скирмионов, при этом достаточно сильные фрустрации в се-

гнетоэлектрической подсистеме, напротив, дестабилизируют скирмионную 

структуру, даже при наличии слабых фрустрации в магнитной системе.  

 

4. Решетка магнитных скирмионов стабильна до достаточно высоких значений 

температур фазового перехода 𝑇𝐶 . Магнитная фрустрация способствует 

возникновению скирмионов и при этом значительно снижает температуру пе-

рехода. 

 

5.  Существование достаточно стабильных скирмионов, ограниченных маг-

нито-сегнетоэлектрическим интерфейсом при конечной 𝑇 зависит от соотно-

шения толщины пленки и периода структуры, обусловлено балансом энергии 

конкурирующих взаимодействий. 

 

 

6.  Характер фазового перехода меняется при увеличении значения параметра 

магнитоэлектрического взаимодействия. Построены фазовые диаграммы, ко-

торые показывают тесную взаимосвязь магнитных и сегнетоэлектрических 

фазовых переходов, имеющих различную природу и отличающиеся значени-

ями температур переходов внутри пленок и на поверхностных слоях.  

 

7. Определены зависимости эффективных параметров магнитоэлектрического 

взаимодействия, спектра связанных магнитоэлектрических волн в орторомби-

ческих антисегнетоантиферромагнетиках от приложенного внешнего магнит-

ного и электрического поля.  
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8. В диаграммном представлении ряда теории возмущений определены: вклад 

в свободную энергию, затухание магнонов, определяемое процессами слияния 

и распада магнонов друг с другом. 

 

9. Спектр элементарных возбуждений в сверхрешетке, состоящей из атомар-

ной магнитной пленки, находящейся между ферроэлектрическими пленками, 

имеет линейную зависимость от волнового вектора в длинноволновом пределе 

при больших величинах межфазной связи на интерфейсе. При 𝑘 → 0 другая 

мода спектра имеет параболический вид, а магнитоэлектрическое взаимодей-

ствие оказывает сильное влияние на спектр спиновых волн магнитной пленки.  

 

 

10. Квантовые флуктуации, конкурируя с температурными, вызывают крос-

совер намагниченности при различных значениях параметра магнитоэлектри-

ческого взаимодействия. Большие величины параметра магнитоэлектриче-

ского взаимодействия приводят к сильному сокращению спиновой длины в 

области низких температур.  

 

 

 

 Степень достоверности и апробация работы  

 

Все основные результаты работы обсуждались на семинарах физико-

технического института и на кафедре теоретической физики ФГБОУ ВО 

«Башкирский государственный университет», часть результатов обсуждалась 

на семинарах в Laboratoire de Physique Théorique et Modélisation LPTM CNRS 

UMR 8089, CY Cergy Paris Université, France (Университет Сержи-Париж, 

Франция). Материалы диссертационной работы были представлены на 26 рос-

сийских и международных научных конференциях, в том числе: Euro-Asian 

symposium “Trends in magnetism” EASTMAG-2010 (Екатеринбург), 2016 
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(Красноярск),  2019 (Екатеринбург); XXI Международная конференция «Но-

вое в магнитных материалах и магнетизме», Москва, 2009, XXII Международ-

ная конференция «Новое в магнитных материалах и магнетизме», Астрахань, 

2009; Moscow International Symposium on Magnetism – 2011, 2014, 2017 

(Москва); Международная конференция студентов, аспирантов и молодых 

ученых «Ломоносов» (2008, 2009, 2011, 2015 гг.), Международный симпозиум 

«Упорядочение в минералах и сплавах» ОМА-11 (-12, -13-19), (Ростов-на-

Дону. 2008, 2009, 2010, 2015 гг.); 11-ом (12-ом, 13-ом) Международном сим-

позиуме «Порядок, беспорядок и свойства оксидов» ОDPO-11 (-12, -13), (Ро-

стов-на-Дону. 2008, 2009 и 2010 гг.), Международная конференция «Фазовые 

переходы, критические и нелинейные явления в конденсированной среде», Че-

лябинск, Россия, 24-29 августа 2015 г, Международная конференция Multifer-

roics-V, 2015, Туапсе, Joint European Magnetic Symposium “JEMS-2018” (3 – 5 

september 2018, Mainz, Germany),  The 5th International Electronic Conference on 

Entropy and Its Applications (ECEA 2019), 44th Vietnam Conf. on Theoretical 

Physics (44th VCTH , Dong Hoi, Vietnam), 65th Annual Conference on Magnetism 

and Magnetic Materials (02 November 2020 to 06 November 2020 in Palm Beach, 

FL, USA) и других. 

 

Личный вклад автора  

Определяющий при постановке научных задач, проведении численных 

исследований, разработке теоретических моделей, анализе полученных ре-

зультатов и предоставлении их в печати. Непосредственное создание кода 

программ Монте-Карло моделирования и метода наискорейшего спуска, ана-

лиз и интерпретация результатов моделирования. Постановка задач и прове-

дение основного массива статистических модельных вычислений, анализ их 

результатов. При этом необходимо отметить следующее. Теоретическое ис-

следование основного состояния в сверхрешетках с диполь-дипольным взаи-

модействием [102, 104, 105, 108, 221, 224] проведено совместно с А.Г. 

Нугумановым, постановка задачи о возможном влиянии фрустраций в 
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подсистемах на свойства скирмионных состояний в распределении намагни-

ченности [103, 131, 173, 221, 222] - совместно с Хунгом Дьепом. Постановка 

задачи о теоретическом исследовании спектров элементарных возбуждений и 

применение метода функций Грина и диаграммной техники выполнено 

совместно М.Х. Харрасовым [103, 156, 206, 173, 211, 214]. Выполнение стати-

стических расчетов совместно с Калимуллиной Л.Б. и Ахмадеевым А.В. было 

проведено в работе [107] 

 

Объем и структура диссертации  

 

Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения, списка публи-

каций автора и списка цитируемой литературы. Общий объем диссертации со-

ставляет 227 страниц. Диссертация содержит 106 рисунков. Список литера-

туры включает 223 наименований.  

Во Введении обоснована актуальность темы исследований, изложены 

цели и задач работы, методы исследования, показана ее научная новизна и зна-

чимость, приведены положения, выносимые на защиту, и личный вклад ав-

тора.  

Первая глава посвящена исследованию спектра спиновых волн с уче-

тов влияния внешнего магнитного поля, а также взаимодействия спиновых 

волн. Исходим из общепринятого гамильтониана в феноменологической тео-

рии, включающего энергию однородного и неоднородного взаимодействия, 

анизотропию, линейный по внешнему постоянному электрическому полю маг-

нитоэлектрический эффект. Анализ спектра невзаимодействующих спиновых 

волн показывает, что с увеличением значения внешнего магнитного поля энер-

гия колебаний магнитного момента уменьшается до нуля при некотором кри-

тическом значении внешнего магнитного поля. Это происходит вследствие 

того, что вектор магнитного момента второй подрешетки перестраивается под 
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влиянием возрастающего внешнего магнитного поля. При достижении крити-

ческого значения магнитного поля магнитные моменты подрешеток кристалла 

выстраиваются по направлению внешнего магнитного поля.  Гамильтониан 

взаимодействия сегнетоэлектрической и спиновой подсистем выбираем в виде 


mjiijmmf MMPaxdH 


 

В представлении вторичного квантования энергия взаимодействия магнит-

ной и сегнетоэлектрической подсистем имеет вид 
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где параметр магнитоэлектрического выражения определяется выражением 
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Рассмотрена зависимость параметра  магнитоэлектрического взаимодей-

ствия  при наличии внешнего магнитного и электрического полей, а также от 

направления волнового вектора относительно кристаллографических осей. 

Показано, что в антисегнетоферромагнетиках при учете релятивистского маг-

нитоэлектрического взаимодействия как верхняя, так и нижняя спиновые 

ветви могут быть связанными с сегнетоэлектрическими. Как следовало ожи-

дать, параметр магнитоэлектрического взаимодействия имеет ярко выражен-

ный максимум в точке резонанса rkk  . Иссследованы динамические и кине-

матические взаимодействия спиновых волн, в антиферромагнитных системах, 

описываемыми выражениями трех- и четырехчастичного взаимодействия. 

С точностью до второго порядка теории возмущений найдена функция 

Грина и массовый оператор. С помощью диаграммного метода получен вклад 

в свободную энергию газа магнонов за счет взаимодействия спиновых волн, 

которое описывается гамильтонианом четырехчастичного взаимодействия 

спиновых волн друг с другом. Построена температурная зависимость 
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коэффициента затухания в случаях низких и высоких температур, а также для 

процессов затухания за счет слияния и за счет распада магнонов.  

Во второй главе представлены результаты теоретических и численных 

исследований особенностей фазовых переходов и критических явлений в 

сверхрешетках мультиферроиков, выполненных с помощью моделирования 

методами Монте-Карло для двух моделей магнитоэлектрического взаимодей-

ствия. Сверхрешетка состоит из чередующихся ферромагнитных и сегнето-

электрических нанопленок. Исследуются температурные зависимости физиче-

ских параметров, влияние внешнего магнитного и электрического полей, а 

также магнитоэлектрической связи на границе нанопленок. Предложено и ана-

лизируются две модели магнитоэлектрического взаимодействия между подси-

стемами сверхрешетки. Магнитная пленка обладает простой кубической ре-

шеткой со спинами Гейзенберга на узлах. Сегнетоэлектрическая пленка также 

обладает простой кубической решеткой, каждому узлу присваивается вектор 

электрической поляризации  �⃗� = (0, 0, 𝑃𝑧), 𝑃𝑧 = ±1. При различных 

величинах магнитоэлектрического взаимодействия получены значения крити-

ческих температур, температурные зависимости намагниченностей слоев, по-

ляризаций слоев, внутренней энергии, восприимчивостей, поверхностной 

намагниченности и поляризации.. Аналитическими методами решена задача о 

нахождении критических температур для магнитной и сегнетоэлектрических 

пленок сверхрешеток мультферроиков во внешнем магнитном поле. Полу-

чены аналитические выражения для зависимостей намагниченности и поляри-

зации слоев от температуры и структуры пленок. Результаты Монте-Карло мо-

делирования свидетельстуют о том, что перемагничивание системы происхо-

дит путем перехода через последовательность метастабильных состояний, 

каждое из которых имеет свой диапазон устойчивости относительно величины 

приложенного внешнего поля. Исследовано влияние магнитоэлектрического 

взаимодействия на критические свойства системы.    
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Третья глава посвящена исследованию другого типа магнитоэлектри-

ческого взаимодействия - кирального взаимодействия вида Дзялошинского- 

Мория на интерфейсе магнитной и сегнетоэлектрических пленок. Как и в 

предыдущей главе магнитную пленку рассматриваем в виде простой кубиче-

ской структуры, каждый узел которой обладает гейзенберговским спином, вза-

имодействующими между собой с обменной энергией 𝐽, а спины на интер-

фейсе связаны с сегнетоэлектрической пленкой посредством кирального маг-

нитоэлектрического взаимодействия вида Дзялошинского-Мория. Электриче-

ские поляризации 𝑃𝑧 = ±1 на каждом узле простой кубической решетки обра-

зуют сегнетоэлектрическую подсистему. С помощью модифицированного 

метода наискорейшего спуска найдено основное состояние спиновой конфи-

гурации в магнитной пленке.  

Рассматриваемая в этой главе модель магнитоэлектрического взаимо-

действия приводит к тому что, в отсутствии внешнего магнитного поля спино-

вая конфигурация основного состояния обладает периодической неколлинеар-

ной структурой. Скирмионы образуются на поверхностных и внутренних 

слоях магнитной пленки при наложении постоянного внешнего магнитного 

поля, перпендикулярного плоскости слоев сверхрешетки. Известно, что в цен-

тронесимметричных хиральных магнитных пленках в один атомарный слой 

магнитные скирмионы стабилизируются взаимодействием Дзялошинского-

Мория в очень узкой низкотемпературной области диапазона значений напря-

женностей магнитного поля [4, 56]. В магнитных пленках, где нет сильного 

взаимодействия Дзялошинского - Мория, магнитные скирмионы неустойчивы 

и либо коллапсируют, либо трансформируются в доменную структуру лаби-

ринтной формы [207]. Методами численного Монте-Карло моделирования ис-

следованы свойства решеток магнитных скирмионов в пленках с латерально 

модулированными материальными параметрами или толщиной. Показано, что 

диаметр стабильного магнитного скирмиона в этом случае может достигать 50 

- 100 нм, что сопоставимо с размерами скирмионов в хиральных магнитных 
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материалах. Детально исследованы особенности фазовых переходов в неупо-

рядоченную фазу, найдены температурные зависимости различных физиче-

ских величин в широком температурном диапазоне – такие как намагниченно-

сти слоев, критическая температура, поляризации слоев сегнетоэлектрической 

пленки при различных величинах магнитоэлектрического взаимодействия и 

внешнего магнитного поля. 

В четвертой главе, используя метод двухвременных температурных 

функций Грина, исследован спектр спиновых волн, возбуждаемых в однослой-

ной и двуслойной магнитной пленке, находящейся между сегнетоэлектриче-

скими слоями сверхрешетки мультиферроика. Показано, что магнитоэлектри-

ческое взаимодействие сильно влияет на длинноволновую моду спиновых 

волн. Рассчитана также намагниченность магнитной пленки при низких тем-

пературах. 

В пятой главе исследуется формирование скирмионного кристалла и 

фазовые переходы в сверхрешетке в фрустрированных магнитной и сегнето-

электрической пленках. Магнитоэлектрическое взаимодействие принимается 

такого же вида, как и в предыдущей главе. Обе пленки в сверхрешетке зада-

ются в форме простой кубической решетки. Каждый гейзенберговский спин 

на узлах решетки магнитной пленки взаимодействует с ближайшими сосед-

ними спинами с ферромагнитной обменной энергией 𝐽𝑚 > 0  и антиферромаг-

нитной энергией 𝐽𝑚 < 0 со спинами, следующими за ближайшими соседними. 

Аналогичные виды обменных взаимодействий учтены в сегнетоэлектрической 

пленке, но приниаем, что узлы заполнены квазиинговскими поляризациями. С 

помощью модифицированного метода наискорейшего спуска рассчитаны спи-

новые конфигурации основного состояния поверхностных и внутренних слоев 

фрустрированной магнитной пленки. Показано, что во внешнем постоянном 

магнитном поле может происходить формирование скирмионной структуры с 

постоянным периодом в слое на магнитоэлектрическом интерфейсе. Скирми-

онная кристаллическая структура наиболее ярко проявляется в сильно фруст-

рированной магнитной пленке. Выполнено моделирование Монте-Карло для 
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исследования фазовых переходов, определены критические температуры при 

различных значениях параметра фрустрации. 

 В Заключении сформулированы основные результаты диссертации 
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Глава 1. Динамические взаимодействия в сегнетомагнитных 

кристаллах во внешних электрическом и магнитном полях 

 

В данной главе рассматривается влияние постоянных внешних 

магнитного и электрического полей на параметры магнитоэлектрического 

взаимодействия в антиферромагнитных кристаллах. Конкретно мы ставим 

задачу: исследовать характер связанных магнитоэлектрических волн и 

функциональную зависимость параметра магнитоэлектрического 

взаимодействия от напряженностей внешних электрического и магитного 

полей E


 и H


. Анализируется также спин-волновая динамика магнитной и 

сегнетоэлектрической подсистемы в случае двух эквивалентных магнитных 

подрешеток. В данной главе, на основе теории возмущений, с использованием 

диаграммной техники для температурных функций Грина, рассмотрена 

поправка к свободной энергии, обусловленная взаимодействием магнонов.  

Нами определены зависимости спонтанной намагниченности, спиновой 

теплоемкости от температуры, а также от внешнего магнитного и 

электрического полей. 

 В третьем параграфе вычислено затухание спиновых волн за счет 

магнон-магнонного взаимодействия. Изучена температурная зависимость 

затухания в случаях низких и высоких температур, а также для процессов 

слияния и распада магнонов. Построена графическая зависимость затухания 

спиновых волн от приложенного внешнего магнитного и электрического поля  

и температуры. При подготовке данного раздела диссертации использованы 

следующие публикации, выполненные автором лично или в соавторстве, в 

которых согласно положению о присуждении ученых степеней в МГУ, 

отражены основные основные результаты, положения и выводы исследования:  

[106-107, 206, 211, 213-215, 217]. Авторский вклад заключался в участии в 

постановке задач, выполнении исследования, обсуждении результатов в 

перечисленных публикациях. 
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§ 1. Феноменологический гамильтониан антиферромагнитной 

подсистемы 

 

Рассмотрим одноосный анизотропный антиферромагнитный кристалл, 

состоящий из двух эквивалентных магнитных подрешеток.  

В магнитной части гамильтониана mH  будем учитывать однородную и не-

однородную обменные энергии, энергию анизотропии, а также зеемановскую 

энергию.  
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    (1.1) 

где
  jmjmjm I  , 


jmI - тензор однородного обменного взаимодействия,  

 jm  - тензор анизотропии, 


ijmn - тензор неоднородного обменного взаимодействия, 

M


- намагниченности подрешеток, 


ijls - тензор линейного по внешнему электрическому полю E магнитоэлектри-

ческого эффекта. 

Конкретный вид записанных материальных тензоров определяется из 

требований инвариантности гамильтониана (1.1) относительно группы сим-

метрии кристалла. 

Здесь и в дальнейшем примем, что греческие индексы принимают зна-

чения 1,2, латинские - 1, 2, 3.  
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Заметим, что термодинамические и кинетические явления в квантовой 

статистике эффективно могут быть описаны в терминах квазичастиц. В осно-

вополагающих работах Н.Н. Боголюбова предложен уникальный метод кано-

нических  ,u  -преобразований для описания квазичастиц. В нашем случае, 

для перехода к квазичастичному описанию, воспользуемся методом прибли-

женного вторичного квантования Н.Н. Боголюбова. Запишем гамильтониан 

(1.1) в терминах операторов рождения и уничтожения. Магнитные моменты 

подрешёток 
M


 выразим с помощью операторов Гольштейна –  Примакова 


αa , αa  [56] 
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                         (1.2) 

где 

M0


- равновесная намагниченность   - той подрешетки,   g B  , g- фак-

тор Ланде, B ee m c  / ( )2  - магнетон Бора. 

Для перехода к коллективному квазичастичному описанию введем 

Фурье-преобразование операторов   

αa , αa  
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где  
xki

k
xki

k e
V

xe
V

x
  1

)(,
1

)(    - собственные волновые функции опе-

ратора импульса, нормированные на объем. 

Примем, что заданы периодические граничные условия 

VLnn
L

k iii  3,,2,1,0,
2




, где V – объем системы. 

Заметим, что система функций  )(xk


  образуют полный ортонормированный 

базис 
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где )(x


  - дельта – функция. 

Тогда в представлении вторичного квантования получим 

.H 4320m mmm HHHE      (1.3) 
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Преобразуем гамильтониан 
M

H
2

, описывающий систему невзаимодей-

ствующих квазичастиц. 

Тензоры неоднородного и однородного обменного взаимодействия 

имеют следующие свойства в виду полной эквивалентности рассматриваемых 

подрешеток 

,2211

ijmnijmnijmn
III   

.2112

ijmnijmnijmn
III   

,2211

ijijij
   

.2112

ijijij
   

Гамильтониан mH2 , при отсутствии взаимодействия, имеет вид стан-

дартной квадратичной формы 
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В полученный гамильтониан входят и «перекрестные» произведения 

операторов рождения и уничтожения. Для диагонализации полученного га-

мильтониана введем операторы kk ff ,  следующим каноническим преобразо-

ванием 
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Действительно, простыми вычислениями убеждаемся, что введенные опера-

торы удовлетворяют бозевским соотношениям коммутации. 

В терминах новых операторов квадратичная форма mH2  принимает вид 
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kkkkkkm ffffBffAH   (1.5) 

,
~ 22211211

1 kkkk
AAAAA  .

~ 22211112
2 kkkk AAAAA     (1.5 а) 

,
~ 22211211
1 kkkk BBBBB  .

~ 22211112
1 kkkk BBBBB   (1.5 б) 

Как видно из полученного выражения гамильтониан в переменных 

kf  

и kf  не является диагональным, но выполненные преобразования суще-

ственно упрощают структуру рассматриваемого гамильтониана, поскольку 

квадратичная форма mH2  в этом случае приведена к «главным осям».  

Общий метод диагонализации квадратичной формы из бозевских опера-

торов был дан Н.Н. Боголюбовым и С.В. Тябликовым [1, 2]. Согласно [1, 2] 

форма (1.5) приводится к диагональному виду с помощью канонического пре-

образования Н.Н. Боголюбова к новым операторам 
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Тогда, можем получить 
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При этом гамильтониан (1.4) имеет диагональный вид 
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Здесь первое слагаемое описывает квантовую поправку к энергии основ-

ного состояния, связанную с квантовыми нулевыми колебаниями системы. А 

второе выражение представляет собой сумму энергий отдельных возбуждений 
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– квазичастиц. Итак, энергия невзаимодействующих спиновых волн задается 

выражением 

.
~~ 22
 BAm

k         (1.7) 

Следует отметить, что при выполнении преобразования (1.2) появля-

ются члены, линейные по отношению к магнонам. 

Такие члены могут быть исключены канонически преобразованиями и 

сдвигом операторов. Совершим канонические преобразования по формулам 
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Подобные преобразования впервые предложены Н.Н. Боголюбовым в 

работе [2].  

Тогда запишем 
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 В результате мы получаем поправку к энергии нулевых колебаний. 

Заметим, что гамильтониан взаимодействия определяется следующим обра-

зом 
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Где коэффициенты заданы выражениями 
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При этом, имея ввиду (1.7) –(1.9), получим, что исходный гамильтониан (1.1) 

в представлении приближенного вторичного квантования в терминах бозе-

операторов имеет вид 

mmm HHHEH 4320  . (1.11) 

Слагаемое mH3  описывает процессы слияния и распада  при столкнове-

ниях магнонов. mH4  описывает нелинейные взаимодействия спиновых волн 

друг с другом.  

Спектр невзаимодействующих спиновых волн определяется выраже-

нием 
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Энергия основного состояния, с учетом проведенных преобразований, 

имеет вид  
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 (1.12) 

Графические представления для зависимости от внешнего магнитного поля и 

волнового вектора показаны на рис.1.1 и рис.1.2. 

  

Рис. 1.1. Энергия спиновой волны в зави-

симости от постоянного внешнего магнит-

ного поля. 

Рис. 1.2. Энергия спиновой волны в зави-

симости от волнового вектора 

 

График зависимости спектра невзаимодействующих между собой спи-

новых волн от внешнего постоянного магнитного поля, имеет вид, изображен-

ный на рисунке 1.1.  Из вида полученного графика можно сделать вывод о том, 

что с увеличением значения внешнего магнитного поля энергия колебаний 

магнитного момента уменьшается до нуля при некотором критическом значе-

нии напряженности внешнего магнитного поля. Это происходит вследствие 

того, что вектор магнитного момента второй подрешетки, перестраивается под 

влиянием возрастающего внешнего магнитного поля. При достижении крити-

ческого значения магнитного поля магнитные моменты подрешеток кристалла 

выстраиваются по направлению внешнего магнитного поля. Зависимость 

энергии магнона от волнового вектора представлена на рис. 1.2. Видно, что 

имеются 2 ветви спиновых волн, отделенные друг от друга щелью. 
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§ 2.  Гамильтониан сегнетоэлектрической подсистемы 

Будем исследовать сегнетоэлектрическую подсистему, состоящую из 

двух эквивалентных векторов поляризации. Сегнетоэлектрическую подси-

стему опишем гамильтонианом в виде 
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    (1.12) 

В гамильтониане учтено влияние  постоянного внешнего электрического 

поля E


. 

Здесь использованы следующие обозначения: 
iP – имеет смысл отклонения 

вектора поляризации от его равновесного значения, 
ij  - тензор обратной ди-

электрической восприимчивости, 

ijmnS - тензор корреляционных свойств,  - 

квадрат частоты продольных оптических фононов при 0k , совпадающей по 

порядку величины с плазменной частотой. 

Для того, чтобы привести гамильтониан сегнетоэлектрической подси-

стемы к диагональному виду, представим отклонение вектора поляризации P


 

от равновесного значения в виде 
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Так как у нас имеется две зеркальные электрические подрешетки, то для 

упрощения диагонализации нужно ввести следующие операторы 

 121
2

1~
 kkk ddd  ,   122

2

1~
 kkk ddd  . 

Чтобы перейти к операторам рождения и уничтожения сегнетонов, необхо-

димо воспользоваться каноническими преобразованиями Боголюбова 


  kkkkk DVDUd *~

.     (1.13) 



41 

 

Осуществив переход к новым операторам, гамильтониан запишем в виде 
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Отметим, что 
kA  зависит от  материальных параметров кристалла.  

Величины, входящие в формулу (1.13) задаются выражениями 
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Здесь: )(kei




единичный вектор поляризации, )(k
f


  - спектр в отсутствии 

взаимодействий между подрешетками,  kk DD ,
 - бозевские операторы 

рождения и уничтожения квантов электрической поляризации,  - индекс по-

ляризации критического поперечного оптического колебания,  =1,2. Спектр 

в отсутствии взаимодействии между решетками удовлетворяет уравнению 
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Гамильтониан, описывающий магнитоэлектрическое взаимодействие, 

выберем в виде [206] 


mjiijmmf MMPaxdH 


  (1.14) 

 При переходе к операторам вторичного квантования 
kk Dc ˆ,ˆ  энергия 

взаимодействия магнитной, сегнетоэлектрической подсистем примет вид 
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Таким образом, осуществили переход к гамильтониану сегнетоэлектрической 

подсистемы и гамильтониану взаимодействия сегнетоэлектрической и магнит-

ной подсистем в терминах бозе-операторов akk Dc , , с помощью канониче-

ского ,u  - преобразования Н.Н. Боголюбова. 

В зависимости от направления вектора 

k  относительно намагниченно-

стей и поляризаций подрешеток, внешних магнитных и электрических полей, 

а также величины самого поля для различных магнитных и сегнетоэлектри-

ческих волн, магнитоэлектрическое взаимодействие будет различно.  

 Параметр, характеризующий связь магнитной и сегнетоэлектрической 

подсистемы -  есть отношение параметра магнитоэлектрического взаимодей-

ствия к корню квадратному от произведения энергий магнитной и сегнето-

электрической подрешеток: 

f
k

mf
k

mf
k E  m

kε/ . 

 Ниже приведены графики (рис. 1.3. - рис. 1.6.) )(Hk  и )(Ek  при нуле-

вом волновом векторе. 
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Рис. 1.3. График зависимости mf
111k  

от напряженности магнитного поля. 

Рис.1.4. График зависимости mf
211k  

от напряженности магнитного поля. 

 

 

 

Рис. 1.5. График зависимости 
mf

11k  

от напряженности электрического 

поля. 

Рис. 1.6. График зависимости 
mf

12k  

от напряженности электрического 

поля. 

 

Как видно из приведенных графиков, параметр магнитоэлектрического 

взаимодействия можно усиливать и ослаблять внешними постоянными маг-

нитным и электрическим полем. Усиление магнитоэлектрического взаимодей-

ствия есть в случае, когда симметрия кристалла допускает существование не-

которых из компонент магнитоэлектрического тензора. Определив, какие из 

этих компонент отличны от нуля для данного кристалла и ориентируя долж-

ным образом кристалл относительно внешнего магнитного поля, можно экс-

периментально наблюдать эффект обменного усиления магнитоэлектрической 

связи.  
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§ 3. Динамическое и кинематическое взаимодействие спиновых волн в 

антиферромагнетике во внешнем магнитном поле 

 

Рассмотрим систему с гамильтонианом, описывающим систему взаимо-

действующих магнонов 

mm HHH 42  ,      (1.15) 

 где mH2  - энергия невзаимодействующих магнонов, а mH4 - энергия взаимо-

действия 
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)( 21214


 

Явный вид амплитуды J задается выражением  (1.15). 

 Введем следующее представление для операторов рождения и уничто-

жения магнонов 
kc  и kc  

 H
k

H
k ecec )( , 

 H
k

H
k ecec  )( , 

где   - мнимое время 

 iTki B  / , 

1  - температура в энергетических единицах. 

Введем одночастичную температурную функцию Грина, определив ее с 

помощью операторов рождения и уничтожения частиц. Одночастичную функ-

цию Грина введем в следующем виде  

,)()();( 2122111 21
 

 kk ccTkkG


 

где T   - оператор хронологического упорядочения. В случае Бозе-статистики 

его действие определяется следующим образом 
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Заметим, что операторы kc и 
kc  удовлетворяют перестановочным соотно-

шениям  

      0,,0,),(,  






 kkkkkk cccckkcc . 

Введем фурье образы функции Грина соотношением [3] 
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Введем также двухчастичную функцию Грина 

)()()()();,( 2121221122112 2121






 

   kkkk ccccTkkkkG


. 

Заметим, что функция Грина в нулевом приближении по взаимодей-

ствию имеет вид 

0

)0(
1 )0()(),(  kk ccTkG  


, 

где 


 kkkk ceccec
M
k

M
k    )(,)( . Знак 

0
  означает усреднение с га-

мильтонианом невзаимодействующих магнонов 
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0
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eSpeSp
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Тогда, функции Грина в нулевом приближении задаются выражением 

)1(),(
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1 
  knekG
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, для 0 , 
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m
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 . 

Тогда для одночастичных функций Грина, представляющих среднее 

значение от T-произведения операторов )( 11
kc и )( 22


kc , имеем 

 )(),()()( 21211
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1
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21 21

kkkGccT kk
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)1()(
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Заметим, что полученная здесь функция Грина, по сути, есть свертка вида [1] 
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Для Фурье- компонент рассматриваемой функции Грина получаем 
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Далее для вычисления двухчастичной функции Грина 

);,( 221122112   kkkkG


  определим среднее от произведения операторов 
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Далее вычислим далее средние от обеих частей этого равенства. Среднее пер-

вых двух слагаемых в правой части последнего уравнения принимает вид 
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Для вычисления  )()()()( 2211 2211
 kkkk ccccT  



  воспользуемся инвари-

антностью этого выражения относительно циклической перестановки. 

Тогда, учитывая 
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Окончательно получим 
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Для вычисления средних значений от произведений операторов с га-

мильтонианом идеального газа магнонов воспользуемся теоремой Вика. Так, 

например 
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Заметим далее, что функции Грина во втором порядке теории возмущений 

имеет структуру  
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Используя теорему Вика, получим 
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Здесь второй член содержит все нормальные спаривания операторов )(kc  

и )0(kc  с операторами, входящими в выражение )(4 H . 

Подставив полученные свертки в соотношение для ),()1( kG


, находим 
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Учитывая структуру оператора взаимодействия относительно операторов 

рождения 


ikс  и уничтожения 

ik
с

 , запишем 
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Диаграмма системы сверток для ),()1( kG


 

показана на рис.1.7. 

  Аналитическое выражение для функции 

Грина в первом порядке теории возмущении 
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Рис. 1.7.  Диаграмма для ),()1( kG
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Для «временных» фурье - компонент функции Грина диаграмме на рис. 

2 соответствует выражение 
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Так как в функцию Грина вклад дают только связные диаграммы, для 

функции Грина во втором порядке теории возмущений по взаимодействию 

имеем следующее выражение 
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что с учетом (1.8) дает  
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На основе теоремы Вика в этом выражении получим три типа комбина-

ций сверток. Первый тип 
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Данной системе сверток соответствует выражение 
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Диаграмма для системы сверток (1.17) изображена на рис. 1.8. Данной диа-

грамме можно сопоставить следующее выражение 
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Следующий тип вкладов получаем из системы сверток вида 
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Рис. 1.8. Диаграмма для ),()2( kG


. 
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 Системе сверток (1.19) соответствует следующий вклад в функцию 

Грина во втором порядке теории возмущений 
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Данному вкладу соответствует графическая диаграмма, изображенная 

на рис. 1.9. 

 

Вклад в фурье-представлении для данной диаграммы 
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 Последний тип вкладов в функцию Грина второго порядка разложения в ряд 

теории возмущений по взаимодействию образуется из сверток вида 
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Рис. 1.9. Диаграмма для 

),()2( kG


. 
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Системе сверток соответствует вклад 
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Диаграмма данного выражения показана на рис. 1.10.  Выражение для 

временной компоненты для диаграммы на рис.1.10. имеет следующий вид 
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Графический ряд для массового оператора представлен на рис. 1.11 

 

Этому графическому ряду соответствует разложение по степеням )0(G  
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Рис. 1.11. Графический ряд для массового оператора 



54 

 

   















,

)0()0(

,
2

2
2)0( ),(),(

2
),( ikGikG

J
ikG

kk




 

))(,()0(   ikkkG


.      (1.21) 

Суммируя по частотам от произведений нулевых функций Грина 
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Учитывая известное соотношение [3] 
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Найдем далее сумму функции Грина  
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Выражая здесь ke


 через средние числа заполнений kn , получим 
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Теперь можем записать, что сумма по частотам от произведений не-

скольких функций Грина принимает вид 
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В результате для массового оператора (1.21) получаем 
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       (1.23) 

В дальнейшем это выражение для массового оператора будет использо-

вано для получения коэффициентов затухания. 
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§ 4. Свободная энергия газа магнонов 

Здесь вычислим поправку к свободной энергии магнонов, обусловлен-

ную их взаимодействием. Рассмотрим свободную энергию газа магнонов, ко-

торая определяется выражением 

F
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Первое слагаемое представляет собой энергию основного состояния, 

выражение (1.12). Во втором слагаемом величина m
k

  представляет собой 

спектр невзаимодействующих спиновых волн. 
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Последнее слагаемое связано с взаимодействием спиновых волн друг с 

другом и определяется выражением 
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Вычисление сверток в последнем выражении можно произвести по тео-

реме Вика. Тогда будем иметь сумму произведений связной системы сверток, 

описываемыми диаграммами на рис. 1.12. 

 

Аналитическое выражение для первой диаграммы есть 

           

Рис. 1.12. Графический ряд для F . 
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Вторая и последняя диаграммы описываются следующими выражениями 
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Просуммировав по частотам, для поправки в свободную энергию, свя-

занную с взаимодействием спиновых волн, получим 
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Заметим, что суммирование по импульсам заменяются интегрирова-

нием с помощью преобразования 
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где интегрирование ведется в первой зоне Бриллюэна. 

Рассмотрим конкретный случай. Пусть OZH0
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Отсюда видно, что J  зависит от импульсов через функции kk vu , . 

 Рассмотрим выражение для спектра невзаимодействующих магнонов 
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Тогда для первого слагаемого в (1.24) можем записать 
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Второе слагаемое для F  (1.24) равно 



59 

 











  



dp

kkkk

kkk
cbk

dkkJ
nnnn

J

0 1
2

2
3

3
,,

2

2

1)(exp(
)4()1(

2

1









 

.
1)(exp(

1
1)(exp(1)(exp(

0 1
2

2

0 1
2

0 1
2

2












































ddd kkk

cbk

dkk

ckb

kdk

ckb

kdk


 

Вычисляя последнее слагаемое в (1.24), получаем 
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В этом  выражении средние числа заполнений kn  определены интегра-

лом 
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Теперь оценим вклад в свободную энергию за счет взаимодействия спино-

вых волн в случаях низких и высоких температур.  

1. Случай низких температур, когда 1/ TkB
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В этом приближении 
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Соответственно, вклад F для случая низких температур, определяемый 

формулой (1.24) в зависимости от температуры показан на рис. 1.13. 
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2. Случай высоких температур 
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первое слагаемое в (1.24) можем записать в виде 
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Аналогично, второе слагаемое для F  (1.25) принимает вид 
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Для последнего слагаемого в (1.24) получим выражение 
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Рис. 1.14. Вклад F (T) для случая высокотемпературного 

предела 

 

Соответственно, вклад F  в свободную энергию газа магнонов для 

случая высоких температур, определяемый формулой (1.25) в зависимости от 

температуры показан на рис. 1.14. 

Дифференцированием свободной энергии по внешнему магнитному 

полю, получим спонтанную намагниченность 
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F
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Свободная энергия имеет вид 
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где F  определяется выражением (1.24). 

Рассмотрим свободную энергию невзаимодействующих магнонов
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 где k  имеет вид (1.25). 

При высоких температурах, используя приближение 
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Энергия нулевых колебаний определяется выражением 
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Запишем приращение свободной энергии в виде 
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Приращение намагниченности, обусловленное взаимодействием газа магно-

нов, вычисляется по формуле 
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Рассмотрим антисегнетоантиферромагнетик со структурой перовскита. 
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По определению, теплоемкость (при постоянном давлении) как термо-

динамическая величина определяется по формуле 
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В этом параграфе найдено выражение для вклада в свободную энергию 

в результате взаимодействия магнонов, которое описывается гамильтонианом 

вида (1.6) для случая антисегнетоантиферромагнетика орторомбической сим-

метрии. Найдены также выражения для намагниченности и спиновой тепло-

емкости. 
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§ 5. Затухание спиновых волн за счет магнон-магнонного 

взаимодействия 

 

В гамильтониане магнитной подсистемы присутствует также гамильто-

ниан взаимодействия, который не сохраняет число частиц 
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 Коэффициенты 2Ф  и 1Ф , входящие в гамильтониан взаимодействия, 

определяются в соответствии с формулой (1.10). Это взаимодействие будет 

оказывать большее влияние на релаксационные процессы спиновых волн, по 

сравнению с взаимодействием mH4 . При таком гамильтониане взаимодей-

ствия, кроме нормальных функций Грина отличными от нуля оказываются и 

аномальные функции Грина, обусловленные нарушением градиентной инва-

риантности  0,ˆ HN   [1].  

Гамильтониан, для учета затухания энергии спиновых волн за счет маг-

нон-магнонного взаимодействия, выберем в виде 

,32 mm HHH     

mH2  - энергия невзаимодействующих спиновых волн.   
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Как видно из этого соотношения, в каждом слагаемом в правой части 

данного выражения, число операторов рождения не равно числу операторов 

уничтожения магнонов. В силу этого, 0),()1( kG


 так как среднее значение 

от нечетного числа операторов равно нулю. Для вклада в функцию Грина во 

втором прядке теории возмущений по взаимодействию ),()2( kG


, получим 

следующее выражение 
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При выводе данного соотношения приравниваются к нулю слагаемые, 

которые содержат не равные числа операторов рождения и уничтожения. 

Теперь необходимо вычислить среднее от величины 

0
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Применив теорему Вика к данному соотношению, получим пять групп 

сверток. Первая группа 
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Данной системе сверток соответствует вклад в функцию Грина во вто-

ром порядке теории возмущений 
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В частотном представлении соответственно 
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Вторую группу сверток можно представить в следующем виде 
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В частотном представлении вклад в функцию Грина примет вид соответ-

ственно 
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Третья группа сверток 
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Вклад в функцию Грина для данной системы сверток принимает вид 
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Ещё одна, четвертая группа сверток для вклада в функцию Грина во вто-

ром порядке теории возмущений по взаимодействию, примет следующий вид 
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Вклад в функцию Грина для данной системы сверток принимает вид 
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Последняя, пятая группа сверток 
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Вклад в функцию Грина для последней системы сверток можно записать 

в следующем виде 
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Для гамильтонианов взаимодействия, не сохраняющих число частиц, от-

личными от нуля будут не только нормальные, но также и аномальные функ-

ции Грина [3]. Приведем расчет аномальных функции Грина, руководствуясь 

теорией возмущений по взаимодействию. Также, как и для нормальных функ-

ции Грина, слагаемые первого порядка по взаимодействию аномальных функ-

ции Грина, равны нулю, в силу того, что содержат неравное количество опе-

раторов рождения и уничтожения магнонов. 
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В данном случае отличный от нуля вклад дают три типа сверток.  

Первый тип сверток имеет следующую структуру 
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Вклад в аномальную функцию Грина второго порядка в частотном пред-

ставлении будет равен 
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   (1.34) 

 

 

Второй тип сверток имеет следующую структуру 
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Соответствующее аналитическое выражение в частотном представлении 

можно записать следующим образом 
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Заключительная система сверток для вклада второго порядка теории возмуще-

ний в аномальную функцию Грина имеет вид 
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Вклад в функцию Грина для данной системы сверток принимает вид 
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Следует отметить, что вклад в аномальную функцию Грина во втором 

порядке теории возмущений по взаимодействию 
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в частотном представлении совпадает с выражениями (1.34) – (1.36). 

Как известно, массовый оператор  ),( nik 


 - это сумма всех неприво-

димых собственно энергетических частей диаграмм. 
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Массовому оператору для случая взаимодействия, которое можно опи-

сать гамильтонианом (1.28), соответствует аналитическая запись 
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В рамках принятой техники здесь нужно провести суммирование по ча-

стотам от произведений нулевых функций Грина 
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Вывод формул произведем способом, рассмотренным в §3 главы 1. 

 Получим, что массовый оператор равен 
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            (1.37) 

В данном выражении pn , например, определяется следующим выражением 

1)exp(
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Мнимая часть массового оператора определяет затухание спиновых 

волн за счет магнон-магнонного взаимодействия [3]. Используя известное со-

отношение обобщенных функций  
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для затухания за счет взаимодействия магнонов, описываемого гамильтониа-

ном (1.28), получим выражение 
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Для анализа мнимой части массового оператора удобно ввести следую-

щее представление [206] температурно зависящей части затухания за счет 

трехмагнонных процессов слияния 

1

1

1

1
)(








pkk ee
vv pkpk 

  

Заметим, что 
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И выражение для k  в случае процессов слияния магнонов примет следующий 

вид 
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Для случая распада магнонов запишем 
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Данное положение подтверждено экспериментом [54], в высокотемпера-

турном пределе данное затухание прямо пропорционально температуре.  
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Заметим, что при высоких температурах: 1/  Bp k  можно исполь-

зовать разложение 
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Тогда для температурного коэффициента затухания в процессе слияния 
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Для температурного коэффициента затухания в процессе расщепления 

магнонов можем записать 
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Рассмотрим конкретный случай. Пусть OZH0
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.Заметим, 

что  в определении трехчастичного гамильтониана взаимодействия (1.10) 
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В свою очередь, входящие в данные выражения коэффициенты примут вид 
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Для рассматриваемого случая можем записать 
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Согласно (1.38), выражение для затухания запишем в следующем виде 
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   (1.39) 

Выражение для спектра невзаимодействующих магнонов в рассматри-

ваемом случае имеет следующий вид 
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Здесь учтено, что 
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Заметим, что суммирование по импульсам заменяются интегрированием 

с помощью преобразования 
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Окончательно получим, что затухание спиновых волн за счет процессов 

слияния и рассеяния магнонов имеет вид 
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Рис. 1.15. Зависимость коэффициента 

затухания за счет процессов слияния 

магнонов от температуры 

Рис. 1.16.Зависимость коэффициента за-

тухания за счет процессов распада магно-

нов от температуры 

 

Как видно из графиков на рис.1.15 и 1.16, коэффициент затухания за счет 

процессов слияния магнонов возрастает с увеличением температуры по пара-

болическому закону, рост коэффициента затухания за счет процессов распада 

магнонов с увеличением температуры происходит более медленно.  

Численная оценка полученных выражений затухания длинноволновых 

магнонов для 3RbMnF  в магнитном поле порядка 10 Э и при низких темпера-

турах дает 
1410 

  секkk  . При понижении температуры коэффициент 

затухания снижется, а при KT 5.2  трехмагнонные процессы вообще запре-

щены. Результаты численных расчетов коэффициентов затухания приведены 

на рис. 1.15 и 1.16. 
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§ 6. Выводы к главе 

В главе исследуется влияние внешних магнитного и электрического по-

лей на магнитоэлектрическую подсистему орторомбического антиферромаг-

нитного сегнетомагнетика. Среди множества различных типов магнитоупоря-

доченных материалов сегнетомагнетики составляют значительный класс, к ко-

торому относится целый ряд соединений и сплавов.  

С учетом линейного по внешнему электрическому полю магнитоэлектри-

ческого эффекта, в главе определены, зависимости параметра магнитоэлектри-

ческого взаимодействия, а также спектр связанных сегнетомагнитных волн в 

орторомбических сегнетоантиферромагнетиках и антисегнетоантиферромаг-

нетиках от приложенного внешнего магнитного и электрического полей.  

 Исследована зависимость энергетического спектра, спонтанной намагни-

ченности и спиновой теплоемкости орторомбического сегнетомагнетика с 

двумя магнитными и двумя сегнетоэлектрическими подрешетками от внеш-

них полей. На основе метода функций Грина и диаграммной техники полу-

чены температурные и полевые зависимости затухания спиновых волн. Мето-

дом теории возмущений и диаграммной техники для функции Грина опреде-

лен вклад в свободную энергию для взаимодействующих магнонов, опреде-

лено затухание магнонов, обусловленное процессами слияния и распада маг-

нонов друг с другом, также рассмотрена их температурная и полевая зависи-

мости. 
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Глава 2. Магнитоэлектрическое взаимодействие  

в сверхрешетках. Моделирование фазовых переходов  

методами Монте-Карло  

 

§1. Введение 

Последние два десятилетия очень высокими темпами развиваются ис-

следования фазовых переходов, поверхностных эффектов и критических явле-

ний в сверхрешетках или многослойных магнитных нанопленках (см. обзоры 

[4, 29, 208 - 210]). С развитием современных технологий появились возможно-

сти для создания сверхрешеток и синтеза многослойных нанопленок, толщи-

ной в несколько атомных слоев из кристаллических структур как с магнитным 

так и сегнетоэлектрическим дальним порядком. Такие структуры способны 

проявлять сильный магнитоэлектрический эффект, который, как известно, яв-

ляется результатом взаимодействия между магнитной и сегнетоэлектрической 

подсистемами.  

В работе [105, 106] было показано, что в гетероструктурах с магнитными 

и сегнетоэлектрическими слоями сильный магнитоэлектрический эффект, ин-

дуцированный внешним электрическим полем, наблюдается на границе раз-

дела. Этот эффект сопровождается появлением антиферромагнитной фазы на 

интерфейсе ферромагнетика и сегнетоэлектрика, а также вызывает изменение 

критической температуры магнитного слоя. Экспериментально это наблюдали 

в сверхрешетке со стехиометрическим составом 𝐿𝑎0.87𝑆𝑟0.13𝑀𝑛𝑂3/

𝑃𝑏𝑍𝑟0.52𝑇𝑖0.48𝑂3 [218] при определенных концентрациях манганита. В работе 

[15] проведено моделирование методом Монте-Карло (MК) двухслойной 

пленки со структурой 𝐿𝑎𝑆𝑟𝑀𝑛𝑂/𝑃𝑏𝑍𝑟𝑇𝑖𝑂. Ванг и соавторы [219] также с по-

мощью моделирования методами Монте-Карло исследовали ферромагнитную 

сверхрешетку из двух слоев  с изинговскими спинами 𝑆 = 1/2 на первом слое 
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и спинами 𝑆 = 1 на втором соответственно: результаты моделирования пока-

зали сильное влияние обменной связи и толщины слоя на  магнитные свойства 

системы. В работе [221] с привлечением Монте-Карло моделирования постро-

ена фазовая диаграмма и исследованы магнитные свойства изинговских сегне-

тоэлектрических сверхрешеток с чередующимися слоями со спинами (1, 3/2). 

Следует отметить, что авторы работы [221] исследовали сверхрешетку, состо-

ящую только из двух сегнетоэлектрических слоев с антисегнетоэлектрическим 

межфазным взаимодействием между слоями в рамках поперечной модели 

Изинга. В работе обсуждается ряд интересных явлений, таких как наличие 

температуры компенсации или поперечного поля компенсации для определен-

ных диапазонов значений обменных взаимодействий.  

В данной главе исследуется влияние магнитоэлектрической связи на ин-

терфейсе магнитных и сегнетоэлектрических слоев, а также внешних магнит-

ного и электрического полей на термодинамические свойства сверхрешетки 

мультиферроика. Методология моделирования многослойных пленок Гейзен-

берга [208, 209] адаптирована для Монте-Карло моделирования и расчета маг-

нитных свойств сверхрешетки мультиферроика. При подготовке данного 

раздела диссертации использованы следующие публикации, выполненные 

автором лично или в соавторстве, в которых согласно положению о 

присуждении ученых степеней в МГУ, отражены основные основные 

результаты, положения и выводы исследования:  [103-105, 107, 210, 222]. 

Авторский вклад заключался в участии в постановке задач, выполнении 

исследования, написании программ для моделирования фазовых переходов и 

критических явлений, отладке программ для расчетов на суперкомпьютере, 

обсуждении результатов и подготовке статей в перечисленных публикациях.  
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§ 2. Модель и основное состояние 

 

Рассмотрим многослойную пленку мультиферроика, состоящую из фер-

ромагнитных слоев 𝐿𝑧
𝑚 и сегнетоэлектрических слоев 𝐿𝑧

𝑓
, чередующихся в 

направлении оси z (см.Рис. 2.1). Каждая плоскость 𝑥𝑦 имеет линейные лате-

ральные размеры 𝐿 × 𝐿. Узлы решетки магнитных слоев этой сверхрешетки 

заполнены взаимодействующими спинами Гейзенберга 𝑆 , в то время как узлам 

решетки сегнетоэлектрических слоев присваиваются взаимодействующие по-

ляризации �⃗� = ±1 , направленные перпендикулярно плоскости пленки. 

Сверхрешетка, таким образом, состоит из 𝐿 × 𝐿 × 𝐿𝑧 узлов, где 𝐿𝑧 = 𝐿𝑧
𝑚 + 𝐿𝑧

𝑓
. 

На систему накладываем периодические граничные условия в плоскости.  

Гамильтониан сверхрешетки выберем в виде 

𝐻 = 𝐻𝑚 +𝐻𝑓 +𝐻𝑚𝑓                          (2.1) 

Первое слагаемое - гамильтониан магнитной подсистемы, второе - сегнето-

электрической подсистемы, третий член - гамильтониан взаимодействия гра-

ничных магнитного и сегнетоэлектрических слоев.  

Взаимодействие спинов внутри плоскости и между магнитными слоями 

зададим гамильтонианом Гейзенберга 

𝐻𝑚 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑚

𝑖,𝑗

𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑗 −∑�⃗⃗� 

𝑖

∙ 𝑆 𝑖              (2.2) 

здесь 𝐽𝑖𝑗
𝑚 >0  параметр обменного ферромагнитного взаимодействия между 

спином на 𝑖 − м узле  и его ближайшими соседями. Предполагаем, что обмен-

ное взаимодействие одинаково между ближайшими соседями как внутри слоя, 

так и между магнитными слоями. 𝑆 𝑖 - классический Гейзенберговский спин на 

𝑖 − м узле. �⃗⃗�   - напряженность внешнего магнитного поля, приложенного 

вдоль оси +𝑧. 

Для ферроэлектрических слоев запишем 
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𝐻𝑓 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑓

𝑖,𝑗

�⃗� 𝑖 ∙ �⃗� 𝑗 −∑𝑃𝑖
𝑧

𝑖

∙ 𝐸𝑧                 (2.3) 

здесь 𝑃𝑖
𝑧 поляризация, направленная вдоль оси 𝑧 на  𝑖 −м узле, будем считать, 

что она может принимать только 2 значения: ±1. 𝐽𝑖𝑗
𝑓

 >0 характеризует диполь 

– дипольное ферроэлектрическое взаимодействие между поляризацией на 

𝑖 −м узле  и его ближайшими соседями.  𝐸𝑧>0  - напряженность внешнего  +𝑧 

перпендикулярна плоскости 𝑥𝑦 слоев. 

Для моделирования магнитоэлектрического взаимодействия на границе 

магнитной и сегнетоэлектрической пленок, предположим, что поверхностный 

магнитный слой создает некоторое «эффективное» поле 𝐻(𝑘), направленное 

вдоль оси 𝑧, которое, в свою очередь, действует на поляризацию каждого узла 

𝑘  на поверхностном ферроэлектрическом слое. Напряженность такого «эф-

фективного» поля можно записать в виде 

𝐻(𝑘) = −𝐽𝑚𝑓1∑𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑗
𝑖,𝑗

− 𝐽𝑚𝑓2∑𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑗
𝑖,𝑗

                     (2.4) 

В результате, на интерфейсе (поверхности) энергия магнитоэлектриче-

ского взаимодействия может быть записана в виде 

𝐻𝑚𝑓(𝑘) = 𝐻(𝑘)𝑃𝑘                  (2.5) 

Здесь принято, что 𝐽𝑚𝑓1  - параметр магнитоэлектрического взаимодействия 

между 𝑧 – компонентой вектора поляризации �⃗� 𝑘 поверхностного ферроэлек-

трического слоя и ближайшим спином на соседнем поверхностном магнитном 

слое, 𝐽𝑚𝑓2  −параметр взаимодействия между 𝑧 – компонентой вектора поля-

ризации �⃗� 𝑘 поверхностного ферроэлектрического слоя  и следующим за бли-

жайшим спином на магнитной поверхности (см. Рис. 2.1).  



82 

 

 

Рис. 2.1. Схематичное представление магнитоэлектрического взаимодействия 

на интерфейсе между магнитными и ферроэлектрическими слоями. 

 

Параметры обменных взаимодействий 𝐽𝑖𝑗
𝑚 и 𝐽𝑖𝑗

𝑓
  выберем положитель-

ными, поэтому магнитные слои в основном состоянии ферромагнитны, ферро-

электрические слои имеют параллельные поляризации как внутри слоев, так и 

между слоями.  

Относительная ориентация спинов между поверхностными магнитным 

и ферроэлектрическими слоями зависит от знаков магнитоэлектрического вза-

имодействия, то есть от знаков величин 𝐽𝑚𝑓1 и 𝐽𝑚𝑓2.  Проанализируем возмож-

ные ситуации.   Два наиболее простых варианта реализуются, если: а) обе ве-

личины 𝐽𝑚𝑓1 и 𝐽𝑚𝑓2 положительны, тогда спины и вектора поляризации парал-

лельны в основном состоянии, б) если оба параметра магнитоэлектрического 

взаимодействия отрицательны, то спины и вектора поляризации антипарал-

лельны в основном состоянии на граничащих магнитном и сегнетоэлектриче-

ском слоях.  

Более сложная ситуация возникает, если параметры магнитоэлектриче-

ского взаимодействия имеют противоположные знаки. В этом случае возни-

кает фрустрация, как результат конкуренции между 𝐽𝑚𝑓1 и 𝐽𝑚𝑓2. К примеру, 
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если 𝐽𝑚𝑓1 >0, а 𝐽𝑚𝑓2 < 0 магнитоэлектрическое взаимодействие между бли-

жайшими соседями имеет тенденцию расположить спины и вектора поляриза-

ции параллельно друг другу, в то время как магнитоэлектрическое взаимодей-

ствие между соседями, следующими за ближайшими стремится расположить 

их антипараллельно. В зависимости от соотношения между абсолютными ве-

личинами 𝐽𝑚𝑓1 и 𝐽𝑚𝑓2 реализуется один из этих случаев.  

Энергия основного состояния спина на интерфейсе магнитной и сегне-

тоэлектрической пленки в отсутствии внешних магнитных и электрических 

полей имеет вид 

𝐸1 = −𝑍1 𝐽
𝑚 − 𝑍2 𝐽𝑚𝑓1 − 𝑍3 𝐽𝑚𝑓2                (2.6)          

Например, для случая простой кубической решетки координационные числа 

равны  𝑍1 = 4, 𝑍2 = 1, 𝑍3 = 4  

Для простоты рассмотрим только те конфигурации, которые возможны 

при достаточно сильных внутриплоскостных обменных параметрах  𝐽𝑚 > 0 , 

𝐽𝑓 > 0 и  𝐽𝑚𝑓1 < 0. Тогда в отсутствии внешних магнитных и электрических 

полей, реализуются четыре спиновые конфигурации с энергиями 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 и 

𝐸4 основного состояния спина на интерфейсе (Рис. 2.2), которые определяются 

соотношениями  

𝐸1 = −𝑍1 𝐽
𝑚 − 𝑍2 |𝐽𝑚𝑓1| − 𝑍3 |𝐽𝑚𝑓2|                  (2.7) 

𝐸2 = −𝑍1 𝐽
𝑚 + 𝑍2 |𝐽𝑚𝑓1| − 𝑍3 𝐽𝑚𝑓2                  (2.8) 

𝐸3 = −𝑍1 𝐽
𝑚 − 𝑍2 |𝐽𝑚𝑓1| + 𝑍3 𝐽𝑚𝑓2                   (2.9) 

𝐸4 = 𝑍1 𝐽
𝑚 − 𝑍2 |𝐽𝑚𝑓1| − 𝑍3 𝐽𝑚𝑓2                     (2.10) 

 

Первое состояние реализуется, если 𝐸1 < 𝐸2, 𝐸1 < 𝐸3, 𝐸1 < 𝐸4, то есть 

при 

𝐽𝑚𝑓2 < 0

|𝐽𝑚𝑓1 | <
𝑍1𝐽

𝑚 − 𝑍3𝐽𝑚𝑓2 
𝑍2 

|𝐽𝑚𝑓1 | > 0 

                (2.11) 
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Рис. 2.2. Спиновые конфигурации основного состояния с энергиями от 𝐸1 до 

𝐸4 ((a) – (d) соответственно), которые зависят от поверхностных взаимодей-

ствий между магнитными и сегнетоэлектрическими слоями. Черные кружки в 

нижнем ряду это 𝑃𝑖
𝑧 = 1  (вверх), верхние черные кружки это спины, направ-

ленные вверх, красные кружки - спины, направленные вниз 

 

Если  𝐽𝑚𝑓2 > 0,  то возможна следующая конфигурация основного со-

стояния. Критические значения для 𝐽𝑚𝑓2  и  𝐽𝑚𝑓1   определяются соотношени-

ями 

𝐽𝑚𝑓2 > 0,

𝐽𝑚𝑓1 <
𝑍3𝐽𝑚𝑓2 
𝑍2 

,

|𝐽𝑚𝑓1 | <
𝑍1𝐽𝑚 
𝑍2 

                     (2.12) 

Если значение  𝐽𝑚𝑓2 > 0,  и оно превышает 𝐽𝑚𝑓1  то реализуется третья конфи-

гурация основного состояния. Критические значения для 𝐽𝑚𝑓2  и  𝐽𝑚𝑓1   опре-

деляются условиями 

|𝐽𝑚𝑓1 | > 0

𝐽𝑚𝑓2 >
𝑍2|𝐽𝑚𝑓1 |

𝑍3 

𝐽𝑚𝑓2 <
𝑍1𝐽𝑚 
𝑍3 

                      (2.13) 

При моделировании методом Монте-Карло, в зависимости от выбирае-

мых значений параметров взаимодействий, задаем в качестве начальных усло-

вий полученные конфигураций основного состояния. Это позволяет избежать 



85 

 

попадания в метастабильные состояния при расчетах в области низких темпе-

ратур. В дальнейших расчетах выбираем 𝐽𝑚𝑓1 < 0, то есть будем считать, что 

в основном состоянии спины выстраиваются антипараллельно приложенному 

внешнему магнитному полю в направлении +𝑧. Поэтому магнитная подси-

стема подвергается фазовому переходу при возрастании температуры в опре-

деленной области значений критического поля. 
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§3. Моделирование методом Монте - Карло 

 

Для моделирования методом Монте-Карло в работе используется алго-

ритм Метрополиса. Решетка обладает линейными размерами 𝐿 × 𝐿 × 𝐿𝑧, где 𝐿 

варьируется в диапазоне  𝐿 = 40, 60, 80, 100 для выявления размерных эффек-

тов. Толщина сверхрешетки в численных расчетах принимается равной 𝐿𝑧 =

8, 16, 12, 24 . При исследовании влияния магнитоэлектрической связи на маг-

нитные, сегнетоэлектрические и поверхностные свойства, для простоты выби-

рались одинаковые линейные размеры и толщины для сегнетоэлектрического 

и магнитного слоев. (К примеру, если 𝐿𝑧 = 8 – имеется ввиду, что рассматри-

вается 𝐿𝑧
𝑚 = 4 магнитных слоя и 𝐿𝑧

𝑓
= 4  сегнетоэлектрических слоя). При мо-

делировании параметры обменных взаимодействий в магнитных и ферроэлек-

трических слоях принимались равными 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1.  Для моделирования ме-

тодом Монте-Карло инициируется процедура охлаждения из неупорядочен-

ной фазы, для этого электрические поляризации 𝑃𝑖
𝑧 = ±1 случайным образом 

распределяются по узлам решетки в сегнетоэлектрических слоях, по направ-

лению оси 𝑧. В ферромагнитных слоях спины |𝑆 | = 1 также случайным обра-

зом равномерно распределяются по узлам решетки, в произвольных направле-

ниях. При каждом задаваемом температурном шаге 𝑇, присваиваются новые 

случайные значения 𝑆𝑖⃗⃗⃗   и 𝑃𝑖
𝑧 на узлах и вычисляется разность энергии, вызван-

ная этим изменением. Новые значения спинов и поляризаций принимаются 

либо отбрасываются, согласно алгоритму Метрополиса. Для того, чтобы обес-

печить сходимость результатов компьютерных расчетов, процедура перебора 

параметров 𝑆𝑖⃗⃗⃗   и 𝑃𝑖
𝑧 на каждом узле решетки выполняется 100000 раз. Данная 

процедура рассматривается как одна Монте –Карло итерация или Монте-

Карло шаг и принимается в качестве переменной времени в вычислениях.  

Средние значения термодинамических величин, таких как поляризация каж-

дого сегнетоэлектрического слоя 𝑃(𝑛), общая поляризация сегнетоэлектриче-

ской подсистемы 𝑃, намагниченность каждого магнитного слоя 𝑀(𝑛) и общая 
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намагниченность магнитной подсистемы 𝑀 рассчитываются в течении 50000 

шагов Монте-Карло. Поляризация сегнетоэлектрического слоя и намагничен-

ность магнитного слоя вычисляются по формулам: 

𝑃(𝑛) =
1

𝐿2
〈|∑𝑃𝑖
𝑖∈𝑛

|〉                      (2.14) 

𝑀(𝑚) =
1

𝐿2
〈|∑ 𝑆𝑗⃗⃗⃗  

𝑗∈𝑚

|〉                      (2.15) 

где 〈⋯ 〉  - термодинамическое среднее, суммирования по индексам  𝑖 и 𝑗 вы-

полняются по узлам решетки сегнетоэлектрической подсистемы 𝑛 и по узлам 

решетки магнитной подсистемы 𝑚, соответственно. Процедура заполнения уз-

лов сверхрешетки и моделирование нагрева решетки, то есть вывод системы 

из состояния равновесия, осуществляется начиная с различных конфигурации 

основного состояния, вычисленных выше. 

На рис. 2.3 представлены результаты Монте-Карло моделирования для 

энергии, намагниченности, поляризации и восприимчивостей магнитной и се-

гнетоэлектрической подсистем, полученных при «нагревании» рассматривае-

мой системы от начальной конфигурации основного состояния, соответству-

ющей условиям (2.11).  Конечно, если исходить из произвольных конфигура-

ции спинов и компонент векторов поляризаций, которые не являются конфи-

гурацией основного состояния, система также достигнет такого же состояния 

термодинамического равновесия, но время необходимое для этого значи-

тельно увеличивается, особенно долго происходят вычисления в области низ-

ких температур. 
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Рис. 2.3:  (a) Зависимость энергии от температуры 𝑇. Красный цвет: общая 

внутренняя энергия сверхрешетки, зеленый цвет: внутренняя энергия магнит-

ной подсистемы, линия синего цвета: внутренняя энергия ферроэлектрической 
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подсистемы; (b) Зависимость намагниченности и поляризации от 𝑇. Красный 

цвет: поверхностная намагниченность (намагниченность поверхностного 

слоя), зеленый цвет: намагниченность внутренних магнитных слоев, синий 

цвет: поверхностная поляризация (поляризация поверхностного слоя), фиоле-

товый цвет: поляризация внутренних ферроэлектрических слоев; (c) Зависи-

мость восприимчивости от температуры 𝑇, с тем же обозначениями цветов. 

𝐽𝑚 = 1,  𝐽𝑚𝑓1 = −0.15,  𝐽𝑚𝑓2 = −0.135, соответствует основному состоянию с 

энергий спина 𝐸1.  

 

Результаты Монте-Карло моделирования для энергии, намагниченно-

сти, поляризации и восприимчивостей магнитной и сегнетоэлектрической 

подсистем, полученных при «нагревании» рассматриваемой системы от 

начальной конфигурации основного состояния, соответствующей энергии 𝐸2 

и  условиям (2.12) показаны на рис. 2.4. 
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Рис. 2.4:  (a) Зависимость энергии от температуры 𝑇. Красный цвет: общая 

внутренняя энергия сверхрешетки, зеленый цвет: внутренняя энергия магнит-

ной подсистемы, линия синего цвета: внутренняя энергия ферроэлектрической 

подсистемы; (b) Зависимость намагниченности и поляризации от 𝑇. Красный 

цвет: поверхностная намагниченность (намагниченность поверхностного 

слоя), зеленый цвет: намагниченность внутренних магнитных слоев, синий 

цвет: поверхностная поляризация (поляризация поверхностного слоя), фиоле-

товый цвет: поляризация внутренних ферроэлектрических слоев; (c) Зависи-

мость восприимчивости от температуры 𝑇, с тем же обозначениями цветов.  

𝐽𝑚 = 1,  𝐽𝑚𝑓1 = −0.15,  𝐽𝑚𝑓2 = 0.8, соответствует основному состоянию с 

энергий спина 𝐸2.  
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Для начальной конфигурации основного состояния 𝐸3, соответствую-

щей условиям (2.13), результаты качественно не отличаются. 

Полученные результаты показывают, что в температурной зависимости 

энергии и других физических величин при низких температурах отсутствуют 

области метастабильности. Это является результатом того, что был сделан 

корректный выбор начальной конфигурации основного состояния, в соответ-

ствии с используемыми в расчетах параметрами магнитоэлектрических взаи-

модействий между интерфейсами. Отметим, что в сегнетоэлектрической под-

системе фазовый переход происходит при температуре выше, чем у магнитной 

подсистемы. Это связано с изинговской природой сегнетоэлектрических поля-

ризаций (в 3d моделях температура перехода обратно пропорциональна ком-

понентам спина ~ 1 / 𝑁 [21]). Кроме того, как видно из представленных гра-

фиков поверхностные (интерфейсные) слои имеют немного меньший пара-

метр порядка, чем параметры порядка внутри пленок. 

 

3.1. 𝑺 − 𝑺 − 𝑷 - модель магнитоэлектрического взаимодействия  

Рассмотрим важный частный случай, когда  𝐽𝑚𝑓1 =  𝐽𝑚𝑓2.  На Рис. 2.5. 

представлены температурные зависимости намагниченности, поляризации и 

восприимчивостей различных слоев магнитной и сегнетоэлектрической под-

систем для следующих значений параметров:  𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓 =  𝐽𝑚𝑓1 =

 𝐽𝑚𝑓2 = −0.15,−0.55.  
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Рис. 2.5: (a) Зависимость намагниченности и поляризации от 𝑇 (b) зави-

симость восприимчивости слоев сверхрешетки от 𝑇, для 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓 =

−0.15,𝐻𝑧 = 𝐸𝑧 = 0, 𝐿 = 40, 𝐿𝑧 = 8. Синий цвет для интерфейсных магнитных 

слоев, черный цвет – для внутренних магнитных слоев, фиолетовый цвет для 

интерфейсных сегнетоэлектрических слоев, красный для внутренних ферро-

электрических слоев, соответственно.  𝐽𝑚𝑓1 =  𝐽𝑚𝑓2; (c) Зависимость намагни-

ченности и поляризации от 𝑇 в случае 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓 = −0.55,𝐻
𝑧 = 𝐸𝑧 =

0, |𝑆 | = 1, 𝑃 = ±1. Красный цвет для интерфейсных магнитных слоев, зеленый 

цвет – для внутренних магнитных слоев, фиолетовый цвет для интерфейсных 

сегнетоэлектрических слоев, синий для внутренних ферроэлектрических 

слоев. 
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 Для  𝐽𝑚𝑓 = −0.15 можно заметить резкие переходы второго рода при 

𝑇𝑐
𝑚 ≅ 1.32  для  магнитных слоев и 𝑇𝑐

𝑓
≅ 1.84  для ферроэлектрических. 

Результаты для параметров порядка в случае действующего внешнего 

магнитного поля с напряженностью 𝐻𝑧 = 0.7 показаны на рис. 2.6. Как видно 

из данного графика, в этом случае магнитная подсистема не подвержена фазо-

выму переходу аналогично ферромагнетику во внешнем поле. Ферроэлектри-

ческая подсистема напротив, испытывает фазовый переход второго рода при 

𝑇𝐶 ≅ 1.84.  

 

Рис. 2.6: Зависимость намагниченности и поляризации от 𝑇 для параметров 

𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓(=  𝐽𝑚𝑓1 =  𝐽𝑚𝑓2) = −0.15,𝐻
𝑧 = 0.7, and 𝐸𝑧 = 0, 𝐿 =

40, 𝐿𝑧 = 8. Синий цвет для интерфейсных магнитных слоев, черный цвет – для 

внутренних магнитных слоев, фиолетовый цвет для интерфейсных сегнето-

электрических слоев, красный для внутренних ферроэлектрических слоев.  

 

С увеличением величины параметра магнитоэлектрического взаимодей-

ствия  𝐽𝑚𝑓  на интерфейсе характер фазовых переходов в обеих подсистемах 

меняется, при малых значениях  𝐽𝑚𝑓 обе подсистемы подвергаются фазовому 

переходу второго рода, при увеличении  𝐽𝑚𝑓 обе подсистемы испытывают фа-

зовый переход первого рода. На рис. 2.7 показаны зависимости от темпера-
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туры намагниченности и восприимчивости магнитной подсистемы для различ-

ных значений  𝐽𝑚𝑓 в области изменения типа фазовых переходов в магнитной 

системе.  

 

Рис. 2.7. Зависимости от температуры намагниченности и восприимчивости 

магнитной подсистемы в случае 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓 = −1,−3,−5.5, 𝐻
𝑧 = 𝐸𝑧 =

0,  𝐿 = 40, 𝐿𝑧 = 8. Красный цвет соответствует  𝐽𝑚𝑓 = −3.5, черный цвет 

 𝐽𝑚𝑓 = −2,5, зеленый цвет  𝐽𝑚𝑓 = −1.  

 

Система испытывает фазовые переходы второго рода как в магнитной 

так и в сегнетоэлектрической подсистеме уже при  𝐽𝑚𝑓 = 0. Критическая 

температура для магнитной системы равно 𝑇𝐶 = 2.456 при  𝐽𝑚𝑓 = 0. При 

увеличении параметра магнитоэлектрического взаимодействия критическая 

температура уменьшается. 

На рис. 2.8 показаны графики для   𝐽𝑚𝑓 = −9.5 , происходит сильный 

фазовый переход первого рода при 𝑇𝐶 ≅ 3.45  для магнитного слоя на интер-

фейсе и  при 𝑇𝐶 ≅ 3.49  для интерфейсного сегнетоэлектрического слоя. 

Только интерфейсные слои подвергаются фазовому переходу первого рода, в 

силу того, что только параметры порядка интерфейсных слоев резко уменьша-

ются при достижении температуры перехода. Построена зависимость темпе-

ратуры перехода от параметра магнитоэлектрического взаимодействия  𝐽𝑚𝑓, 
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критическая температура соответствовала максимальному значению  воспри-

имчивости магнитной 𝜒𝑚(𝑇) и сегнетоэлектрической 𝜒𝑓(𝑇) пленки на графи-

ках 𝜒𝑚(𝑇) и 𝜒𝑓(𝑇).  

 

       

Рис. 2.8: (a) Зависимость энергии, и намагниченности интерфейсного слоя 

(вставка) от 𝑇; (b) Намагниченность интерфейса (голубой цвет), намагничен-

ность внутренних слоев (красный цвет), поляризация интерфейса (черный 

цвет) и поляризация (фиолетовый цвет – совпадает с красной кривой), от 𝑇.  

𝐽𝑚 = 1, 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −9.5,𝐻
𝑧 = 𝐸𝑧 = 0, 𝐿 = 40, 𝐿𝑧 = 8.  

 

Следует отметить, что для большого значения магнитоэлектрического 

взаимодействия  𝐽𝑚𝑓 на поверхностных слоях обеих пленок формируется 

сильное упорядочение (черная и голубая кривая на рис. 2.8 b), действие 
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которого на внутренние слои аналогично воздействию внешнего поля, которое 

не позволяет обнулиться параметру порядка внутренних слоев. В результате  

этого для внутренних слоев характерно только слабое и незначительное иска-

жение хода кривой зависимости параметра порядка от 𝑇 при 𝑇𝐶 ≅ 1.5. Пара-

метры порядка внутренних магнитных и сегнетоэлектрических слоев прини-

мают нулевые значения только при 𝑇𝐶 ≅ 3.45 (красная кривая на рис. 8b), то 

есть, при температуре фазового перехода первого рода. Значение температуры 

перехода совпадает для поверхностных слоев обеих подсистем. 

На рис. 2.9 представлена фазовая диаграмма в координатах  𝑇𝐶 − 𝐽𝑚𝑓 .  

Значения критических температур рассчитывались по пикам магнитной и фер-

роэлектрической восприимчивостей.  

 

Рис. 2.9: Фазовая диаграмма в координатах 𝑇 − 𝐽𝑚𝑓. Здесь 𝐽𝑚 = 1, 𝐽𝑓 =

1,𝐻𝑧 = 𝐸𝑧 = 0 

Фазовая диаграмма показывает, что температура перехода увеличива-

ется при увеличении параметра магнитоэлектрического взаимодействия |𝐽𝑚𝑓 | 

на интерфейсе. Фазовый переход второго рода в сверхрешетке происходит в 

диапазоне значений от 𝐽𝑚𝑓 = 0  до 𝐽𝑚𝑓 = −5.5. При 𝐽𝑚𝑓 = −5.2 и выше фазо-

вые переходы в обеих пленках происходят уже при одинаковой температуре. 

𝑇𝐶 максимально при 𝐽𝑚𝑓 = −7.0.  Фазовые переходы второго рода в системе 
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начинают происходить при  𝐽𝑚𝑓 = 0. Фазовые переходы в сверхрешетке ста-

новятся переходами первого рода при 𝐽𝑚𝑓 = −7   (см. Рис. 2.8 для 𝐽𝑚𝑓 =

 −9.5).  
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§ 4. 𝑷 − 𝑷 − 𝑺 -модель магнитоэлектрического взаимодействия 

Зададим магнитоэлектрическое взаимодействие на интерфейсе магнит-

ной и сегнетоэлектрической пленки следующим образом 

𝐻𝑚𝑓
1 = −𝐽𝑚𝑓∑𝑃𝑖

𝑖,𝑗,𝑘

𝑃𝑗𝑆𝑘                       (2.14) 

Покажем некоторые результаты для 𝑃 − 𝑃 − 𝑆 – модели. На рисунке 10 

показаны графики зависимостей намагниченностей и поляризаций слоев в 

завсимости от температуры и для различных значений магнитоэлектрического 

взаимодействия (2.14). При малых величинах параметра 

магнитоэлектрического взаимодействия магнитные и сегнетоэлектрические 

пленки испытывают фазовые переходы разного рода: магнитные слои 

испытывают фазовые переходы первого рода при температуре 𝑇𝐶 ≈ 0.63, 

тогда как сегнетоэлектрические слои подвержены фазовому переходу второго 

рода при температуре 𝑇𝐶 ≈ 1.52.  

С ростом величины магнитоэлектрического взаимодействия 𝐽𝑚𝑓 проис-

ходит необычное явление: на интерфейсных слоях при величинах 𝐽𝑚𝑓 < −3.5 

происходят фазовые переходы первого рода. Отметим, что в 𝑆 − 𝑆 −  𝑃 – мо-

дели (2.5), рассмотренной в начале данной главы, подобное явление наблюда-

лось при 𝐽𝑚𝑓 < −7.0. Этот кросс-овер переходов можно наблюдать на рис. 

2.10а для магнитной пленки и на вставке к этому рисунку для сегнетоэлектри-

ческой пленки.  

Для внутренних слоев магнитной пленки, при росте параметра 𝐽𝑚𝑓 также 

происходит переключение типа фазовых превращений (Рис. 2.10 (b)). 
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Рис. 2.10. (а) Температурная зависимость интерфейсных слоев магнитной и 

сегнетоэлектрической (вставка) пленки. Здесь 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,𝐻𝑧 = 𝐸𝑧 = 0. 

Красный цвет соответствует 𝐽𝑚𝑓 = −0.25, зеленый цвет − 𝐽𝑚𝑓 = −0.5. Синий 

- 𝐽𝑚𝑓 = −2.5,  голубой цвет-  𝐽𝑚𝑓 = −3.5, черный цвет - 𝐽𝑚𝑓 = −7.0. (b) 

Температурная зависимость внутренних слоев магнитной и 

сегнетоэлектрической (вставка) пленки. Цвета соответствуют тем же самым 

параметрам 𝐽𝑚𝑓 что и для верхнего рисунка. 

 

Фазовая диаграмма на рис. 2.11а демонстрирует влияние 𝐽𝑚𝑓 на темпе-

ратуру переходов, происходящих на интерфейсных магнитном и сегнетоэлек-

трических слоях сверхрешетки. 
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Рис. 2.11 (а). Фазовая диаграмма в координатах 𝑇 − 𝐽𝑚𝑓 . Для параметров 

𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,𝐻𝑧 = 𝐸𝑧 = 0. Красный и черные цвета соответствуют сегнето-

электрической и магнитной критическим температурам. (b) Фазовая 

диаграмма в координатах 𝑇 − 𝐸 ≡ 𝐸𝑧. Параметры: 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1,𝐻𝑧 = 0, 𝐽𝑚𝑓 =

 −3.5. 

Видно, что критическая температура увеличивается с возрастанием 

абсолютного значения 𝐽𝑚𝑓. При 𝐽𝑚𝑓 = −3.0 и ниже температуры переходов 
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для магнитной и сегнетоэлектрической пленки совпадают. Фазовая диа-

грамма, показанная на рис. 2.11 (b) демонстрирует влияние внешнего электри-

ческого поля 𝐸 на температуры переходов в различных подсистемах сврехре-

шетки. Как видно из фазовой диаграммы, температура перехода практически 

неизменна в диапазоне значений 𝐸 ∈ (0, 0.5). Для больших значений |𝐽𝑚𝑓| 

(𝐽𝑚𝑓 << −3) температура перехода неизменна при воздействии внешнего 

электрического поля. 

Рис. 2.12 демонстрирует конкуренцию между магнитоэлектрическим 

взаимодействием и внешним электрическим полем. 

 

 

Рис. 2.12. Зависимость намагниченности и поляризации  интерфейсного 

слоя от 𝑇;  𝐽𝑚 = 1, 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −2.5, 𝐻
𝑧 = 0, 𝐸𝑧 = 0 (верхний рис.) и 𝐸𝑧 =

0.5 (нижний рисунок). Фиолетовый цвет для интерфейсных магнитных слоев, 

зеленый цвет – для интерфейсных сегнетоэлектрических слоев. 
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При умеренном магнитоэлектрическом взаимодействии 𝐽𝑚𝑓 = −2.5 в 

интерфейсном сегнетоэлектрическом и магнитном слое происходит фазовый 

переход второго рода при  𝑇𝐶 = 1.77 и 𝑇𝐶 = 1.64 соответственно. В случае дей-

ствия внешнего электрического поля, направленного перпендикулярно плос-

кости сверхрешетки, магнитоэлектрическое взаимодействие на интерфейсе 

«конкурирует» с внешним электрическим полем. Если включить внешнее 

электрическое поле, в обеих подсистемах происходят фазовые переходы 

первого рода при одинаковой температуре 𝑇𝐶 = 1.50. 

В отсутствии внешнего электрического поля при сильном магнитоэлек-

трическом взаимодействии (𝐽𝑚𝑓 = −3.5) на поверхностных слоях и  магнит-

ной и  сегнетоэлектрических подсистем происходит фазовый переход первого 

рода  при температуре 𝑇𝐶 ≅ 3.45 (Рис. 2.13 (верхний)).  
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Рис. 2.13. Зависимость намагниченности и поляризации  интерфейсного слоя 

от 𝑇;  𝐽𝑚 = 1, 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −3.5, 𝐻
𝑧 = 0, 𝐸𝑧 = 0 (верхний рисунок) и 𝐸𝑧 =

0.5 (нижний рисунок). Фиолетовый цвет для интерфейсных магнитных слоев, 

зеленый цвет – для интерфейсных сегнетоэлектрических слоев. 

 

Если теперь подействовать умеренным внешним электрическим полем 

(𝐸𝑧 = 0.5), то тип фазовых переходов в системе не меняется, но температура 

перехода для обеих подсистем увеличивается до 𝑇𝐶 = 3.75 и остается по преж-

нему одинаковой для обеих подсистем (Рис. 2.10 (нижний)).  

Помимо модели коллинеарного взаимодействия интерфейсов, рассмот-

ренной в нашей работе, магнитоэлектрического взаимодействие на интер-

фейсе магнитной и сегнетоэлектрической подсистем в форме Дзялошинского-

Мории  𝐽𝑚𝑓�⃗� 𝑘 ∙ (𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗) может вызывать неожиданные явления на  магнито-

сегнетоэлектрической поверхности [173, 171].  
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§ 5. Исследование температурных зависимостей намагниченности 

и поляризации в приближении теории среднего поля 

 

Приведем некоторые аналитические результаты, подтверждающие ре-

зультаты численного моделирования. Для этого воспользуемся приближением 

теории среднего поля к гамильтониану  

𝐻 = 𝐻𝑚 +𝐻𝑓 +𝐻𝑚𝑓              (2.15) 

где магнитоэлектрическое взаимодействие выбираем в виде простой 𝑆 − 𝑆 −

𝑃 −модели в приближении взаимодействующих ближайших соседей на 

интерфейсе сверхрешетки из магнитной и сегнетоэлектрической пленок 

𝐻𝑚𝑓 = −𝐽𝑚𝑓∑𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑗𝑃𝑘                  (2.16)

𝑖,𝑗,𝑘

 

Рассмотрим спин на 𝑖 – м узле поверхностного слоя магнитной пленки. 

Локальное поле, действующее на спин 𝑖 – го узла со стороны окружающих его 

ближайших спинов и поляризации поверхностного сегнетоэлектрического 

слоя определяется выражением 

𝐻𝑖 = −𝐽
𝑚∑𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑖+𝑝

𝑝 

− �⃗⃗� ∙ 𝑆 𝑖 −
𝐽𝑚𝑓
2
𝛿𝑖,4𝑃𝑖+1∑𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑖+𝑝

𝑝 

               (2.17) 

Локальное поле, действующее на поляризацию 𝑙 – го узла со стороны 

окружающих ближайших соседних векторов поляризаций и спинов 

поверхностного магнитного слоя имеет вид 

𝐻𝑙 = −𝐽
𝑓∑�⃗� 𝑙 ∙ �⃗� 𝑙+𝑝

𝑝 

− 𝐸𝑧 ∙ �⃗� 𝑙 −
𝐽𝑚𝑓
2
𝛿𝑙,5∑𝑃𝑙𝑆 𝑙−1 ∙ 𝑆 𝑙+1+𝑝

𝑝 

                (2.18) 

или для удобства можем записать как 

𝐻𝑖 = −�̅�𝑆𝑖
𝑧                             (2.19) 

𝐻𝑙 = −�̅�2𝑃𝑙                             (2.20) 

здесь принято, что  

�̅� =  𝜉𝑖(〈𝑆𝑧〉 + 〈Δ𝑆𝑧〉) + 𝐻
𝑧                                                                             (2.21) 



105 

 

�̅�2 = 𝐽
𝑓𝐶3(〈𝑃𝑧〉 + 〈Δ𝑃𝑧〉) −

𝐽𝑚𝑓
2
𝛿𝑙,5𝐶2𝑆𝑙−1

𝑧 (〈𝑆𝑧〉 + 〈Δ𝑆𝑧〉) + 𝐸
𝑧              (2.22) 

𝜉𝑖 = 𝐽
𝑚𝐶1 −

𝐽𝑚𝑓
2
𝛿𝑖,4𝐶2𝑃𝑖+1                                                                              (2.23) 

для удобства записи введено обозначение  𝑃𝑧 вместо 𝑃. 

 Выберем ось 𝑧 в качестве оси квантования. Тогда средние значения 𝑥 – 

и 𝑦 − компонент вектора спина можем считать равными нулю, так как спины 

прецессируют вокруг оси 𝑧. 

〈𝑆𝑖+𝑝
𝑥 〉 = 〈𝑆𝑖+𝑝

𝑦 〉 = 〈𝑆𝑙−1+𝑝
𝑥 〉 = 〈𝑆𝑙−1+𝑝

𝑦 〉 = 0                               (2.24) 

Соответственно, среднее значение 𝑧 − компонент можно вычислить со-

гласно определению статистического среднего, определяемого каноническим 

распределением 

〈𝑆𝑧〉 + 〈Δ𝑆𝑧〉 =
∑ 𝑆𝑖

𝑧𝑒𝑥𝑝(−𝛽𝐻𝑖)
𝑆
𝑆𝑖
𝑧=−𝑆

𝑍𝑖
                                         (2.25) 

𝑍𝑖 – статистическая сумма, равная 

𝑍𝑖 = ∑ 𝑒𝑥𝑝(−𝛽𝐻𝑖)

𝑆

𝑆𝑖
𝑧=−𝑆

= ∑ 𝑒𝑥𝑝(𝛽�̅�𝑆𝑖
𝑧)

𝑆

𝑆𝑖
𝑧=−𝑆

                              (2.26) 

или 

𝑍𝑖 =

sinh (𝛽�̅� (𝑆 +
1
2))

sinh (
𝛽�̅�
2 )

                                                                (2.27) 

 

где принято, что 

𝑆 = |𝑆 𝑖|                                                                   (2.28) 

В результате получим 

〈𝑆𝑧〉 + 〈Δ𝑆𝑧〉 = 𝐵𝑆(𝛽𝑆�̅�)                                       (2.29) 

где 𝐵𝑆(𝛽𝑆�̅�)  - это функция Бриллюэна, определяемая выражением 

𝐵𝑆(𝛽𝑆�̅�) =
2𝑆 + 1

2𝑆
coth(

(2𝑆 + 1)𝛽𝑆�̅�

2𝑆
) −

1

2𝑆
coth (

𝛽𝑆�̅�

2𝑆
)              (2.30) 
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Если  𝐻𝑧 очень слабое, можно считать, что  Δ𝑆𝑧 → 0 и в этом случае 

можно разложить функцию Бриллюэна в ряд по малым параметрам в окрест-

ности 𝑥0 = 𝛽𝜉𝑖𝑆〈𝑆
𝑧〉 

  〈Δ𝑆𝑧〉 =
𝑆

𝑘𝐵𝑇
(𝑆𝐻𝑧 + 𝑆𝜉𝑖〈Δ𝑆

𝑧〉)
𝜕𝐵𝑆(𝑥0)

𝜕𝑥0
                                                  (2.31) 

Если  𝐻𝑧 = 0 то в этом случае 

〈𝑆𝑧〉 = 𝑆𝐵𝑆(𝑥0)                                                                 (2.32) 

При высоких температурах, очевидно, что  𝛽〈𝑆𝑧〉 ≪ 1  и  

𝐵𝑆(𝛽𝑆�̅�) ≈
2𝑆 + 1

2𝑆
𝛽𝑆�̅� −

[𝑆2 + (𝑆 + 1)2](𝑆 + 1)

90𝑆3
(𝛽𝑆�̅�)3

+ 𝑂((𝛽𝑆�̅�)5)                                                                     (2.33) 

В результате выражение (32) приводит к уравнению 

〈𝑆𝑧〉 [
𝜉𝑖𝑆(𝑆 + 1)

3𝑘𝐵𝑇
− 1] =

𝑆(𝑆 + 1)[𝑆2 + (𝑆 + 1)2]

90
(
𝜉𝑖
𝑘𝐵𝑇

)
3

〈𝑆𝑧〉 3                    (2.34) 

Это уравнение имеет ненулевое  решение 〈𝑆𝑧〉  ≠ 0 только если 

(2𝐽𝑚𝐶1 + 𝐽𝑚𝑓𝛿𝑖,4𝑃𝑖+1𝐶2)𝑆(𝑆 + 1)

6𝑘𝐵𝑇
− 1 > 0                                       (2.35) 

Отсюда следует условие, определяющее критическую температуру для 

магнитного интерфейсного слоя пленки 

𝑇 <
(2𝐽𝑚𝐶1 + 𝐽𝑚𝑓𝛿𝑖,4𝑃𝑖+1𝐶2)𝑆(𝑆 + 1)

6𝑘𝐵
= 𝑇𝐶                                 (2.36) 

 

Аналогичным образом, для 𝐻𝑙 можно записать уравнения среднего поля, 

тогда получим для 〈𝑃𝑧〉 + 〈Δ𝑃𝑧〉 

 

〈𝑃𝑧〉 + 〈Δ𝑃𝑧〉 = 𝑃𝐵𝑃(𝛽𝑃�̅�2)                             (2.37) 

 

где 𝐵𝑃(𝛽𝑃�̅�2)  - это функция Бриллюэна, она имеет вид 

𝐵𝑃(𝛽𝑃�̅�2) =
2𝑃 + 1

2𝑃
coth(

(2𝑃 + 1)𝛽𝑃�̅�2
2𝑃

) −
1

2𝑃
coth(

𝛽𝑃�̅�2
2𝑃

)              (2.38) 
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В отсутствии внешнего электрического поля, запишем 

 

〈𝑃𝑧〉 = 𝑃𝐵𝑃(𝑦0)                                                                           (2.39) 

 

здесь принято, что 

𝑦0 =
1

𝑘𝐵𝑇
(𝐽𝑓𝐶3𝑃〈𝑃

𝑧〉 + 𝑦1(〈𝑆
𝑧〉 + 〈Δ𝑆𝑧〉))                           (2.40) 

𝑦1 = 𝐽𝑚𝑓𝐶2
𝑃

2
𝛿𝑙,5𝑆𝑙−1

𝑧                                                                      (2.41) 

 

В области высоких температур, уравнение 

〈𝑃𝑧〉 = 𝑃𝐵𝑃(𝑦0) 

запишется в виде 

〈𝑃𝑧〉 =
𝑃 + 1

𝑘𝐵𝑇
(𝐽𝑓𝐶3𝑃〈𝑃

𝑧〉 + 𝑦1(〈𝑆
𝑧〉 + 〈Δ𝑆𝑧〉)) − 

−
[𝑃2 + (𝑃 + 1)2](𝑃 + 1)

90𝑃3
(
𝐽𝑓𝐶3𝑃〈𝑃

𝑧〉 + +𝑦1(〈𝑆
𝑧〉 + 〈Δ𝑆𝑧〉)

𝑘𝐵𝑇
)

3

         (2.42) 

 

Для исследуемой сверхрешетки с чередующимися магнитной и сегнето-

электрической подсистемами можно получить для каждого слоя следующую 

систему уравнений  

〈𝑆1,4
𝑧 〉 + 〈Δ𝑆1,4

𝑧 〉 = 𝑆𝐵𝜑1−4 + 𝑆𝑈𝜓1−4                                                                     (2.43) 

Для первого и четвертого магнитных слоев (поверхностных). Здесь вве-

дены следующие обозначения 

𝐵𝜑1−4 = 𝐵𝑆 ((
𝐽𝑚𝑆𝐶1
𝑘𝐵𝑇

+
𝐽𝑚𝑓𝑆𝐶2
𝑘𝐵𝑇

〈𝑃5,8
𝑧 〉) 〈𝑆1,4

𝑧 〉 +
𝐽𝑚𝑆

𝑘𝐵𝑇
〈𝑆2,3
𝑧 〉)                         (2.44) 

𝑈𝜓1−4 = ((
𝐽𝑚𝑆𝐶1
𝑘𝐵𝑇

+
𝐽𝑚𝑓𝑆𝐶2
𝑘𝐵𝑇

〈𝑃5,8
𝑧 〉) 〈Δ𝑆1,4

𝑧 〉 +
𝐻𝑆2

𝑘𝐵𝑇

𝜕𝐵𝑆(𝑢)

𝜕𝑢
)                         (2.45) 

𝑢 = (
𝐽𝑚𝑆𝐶1
𝑘𝐵𝑇

+
𝐽𝑚𝑓𝑆𝐶2
𝑘𝐵𝑇

〈𝑃5,8
𝑧 〉) 〈𝑆1,4

𝑧 〉                                                                        (2.46) 
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Для внутреннего второго магнитного слоя 

〈𝑆2
𝑧〉 + 〈Δ𝑆2

𝑧〉 = 𝑆𝐵𝜑2 + 𝑆𝑈𝜓2                                                                                  (2.47) 

𝐵𝜑2 = 𝐵𝑆 (
𝐽𝑚𝑆𝐶1〈𝑆2

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑚𝑓𝑆𝐶2〈𝑆1,4

𝑧 〉

𝑘𝐵𝑇
〈𝑃7,8
𝑧 〉 +

𝐽𝑚𝑆

𝑘𝐵𝑇
〈𝑆3
𝑧〉)                              (2.48) 

𝑈𝜓2 = −𝑆
2

(

 
 
(
𝐽𝑚𝐶1〈Δ𝑆2

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐻

𝑘𝐵𝑇
)
𝜕𝐵𝑆 (

𝐽𝑚𝑆𝐶1〈𝑆2
𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
)

𝜕
𝐽𝑚𝑆𝐶1〈𝑆2

𝑧〉
𝑘𝐵𝑇

)

 
 
                                  (2.49) 

 

Для третьего (внутреннего) магнитного слоя 

〈𝑆3
𝑧〉 + 〈Δ𝑆3

𝑧〉 = 𝑆𝐵𝜑3 + 𝑆𝑈𝜓3                                                                                  (2.50) 

𝐵𝜑3 = 𝐵𝑆 (
𝐽𝑚𝐶1〈𝑆3

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑚𝑓𝑆〈𝑆2

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
〈𝑃7,8
𝑧 〉 +

𝐽𝑚𝑆

𝑘𝐵𝑇
〈𝑆1−4
𝑧 〉)                                  (2.51) 

𝑈𝜓3 = −𝑆
2

(

 
 
(
𝐽𝑚𝐶1〈Δ𝑆3

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐻

𝑘𝐵𝑇
)
𝜕𝐵𝑆 (

𝐽𝑚𝑆𝐶1〈𝑆1,4
𝑧 〉

𝑘𝐵𝑇
)

𝜕
𝐽𝑚𝑆𝐶1〈𝑆1,4

𝑧 〉

𝑘𝐵𝑇 )

 
 
                                  (2.52) 

Для первого и четвертого сегнетоэлектрических слоев (поверхностных).  

 

〈𝑃5,8
𝑧 〉 + 〈Δ𝑃5,8

𝑧 〉 = 𝑃𝐵𝜑5,8 + 𝑃𝑈𝜓5,8                                                                         (2.53) 

Здесь принято, что 

 

𝐵𝜑5,8 = 𝐵𝑃 (
𝐽𝑓𝑃𝐶3〈𝑃5,8

𝑧 〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑚𝑓𝑃𝐶2〈𝑆1,4

𝑧 〉2

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑓𝑃〈𝑃6

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
)                                     (2.54) 

𝑈𝜓5,8 = −𝑃
2 (
𝐽𝑓𝐶3〈Δ𝑃5,8

𝑧 〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑚𝑓𝐶2〈𝑆1,4

𝑧 〉2

𝑘𝐵𝑇
+
𝐸

𝑘𝐵𝑇
)
𝜕𝐵𝑆(𝜐)

𝜕𝜐
                             (2.55) 

𝜐 =
𝐽𝑓𝑃𝐶3〈𝑃5,8

𝑧 〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑚𝑓𝑆𝐶2〈𝑆1,4

𝑧 〉2

𝑘𝐵𝑇
                                                                          (2.56) 

Для внутреннего второго сегнетоэлектрического слоя 

〈𝑃6
𝑧〉 + 〈Δ𝑃6

𝑧〉 = 𝑃𝐵𝜑6 + 𝑃𝑈𝜓6                                                                                (2.57) 
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𝐵𝜑6 = 𝐵𝑃 (
𝐽𝑓𝑃𝐶3〈𝑃6

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑚𝑓𝑃〈𝑆1,4

𝑧 〉2

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑓𝑃〈𝑃7

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
)                                          (2.58) 

𝑈𝜓6 = −𝑃
2 (
𝐽𝑓𝐶3〈Δ𝑃6

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐸

𝑘𝐵𝑇
)
𝜕𝐵𝑃 (

𝐽𝑓𝐶3𝑃
𝑘𝐵𝑇

)

𝜕 (
𝐽𝑓𝐶3𝑃
𝑘𝐵𝑇

)

                                                (2.59) 

Для внутреннего третьего сегнетоэлектрического слоя 

〈𝑃7
𝑧〉 + 〈Δ𝑃7

𝑧〉 = 𝑃𝐵𝜑7 + 𝑃𝑈𝜓7                                                                                (2.60) 

𝐵𝜑7 = 𝐵𝑃 (
𝐽𝑓𝑃𝐶3〈𝑃7

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑚𝑓𝑃〈𝑆1,4

𝑧 〉2

𝑘𝐵𝑇
+
𝐽𝑓𝑃〈𝑃6

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
)                                          (2.61) 

𝑈𝜓7 = −𝑃
2 (
𝐽𝑓𝐶3〈Δ𝑃7

𝑧〉

𝑘𝐵𝑇
+
𝐸

𝑘𝐵𝑇
)
𝜕𝐵𝑃 (

𝐽𝑓𝐶3𝑃
𝑘𝐵𝑇

)

𝜕 (
𝐽𝑓𝐶3𝑃
𝑘𝐵𝑇

)

                                                 (2.62) 

Приведем результаты расчетов для зависимости параметров порядка 

магнитной и сегнетоэлектрической подсистем от величины магнитоэлектри-

ческого взаимодействия. На рис. 2.14 приведены температурные зависимости 

поляризации и намагниченности поверхностных и внутренних слоев. Следует 

отметить, что в приближении среднего поля значения намагниченности и се-

гнетоэлектрической поляризации совпадают, так как мы предполагаем, что  

𝑆 = 𝑃 = 1, а для вектора спина мы пренебрегаем компонентами 𝑆𝑥 и 𝑆𝑦. По-

этому в приближении среднего поля вектор спина и эквивалентен вектору по-

ляризации. 

Сравнение Рис. 2.14 с Рис. 2.3 – Рис. 2.5 позволяет сделать вывод о со-

гласованности результатов моделирования методом Монте-Карло и расчетов 

в приближении теории среднего поля. Видно, что в обоих случаях существует 

сильная зависимость параметров порядка на поверхностных слоях сверхре-

шетки от величины параметра магнитоэлектрического взаимодействия на ин-

терфейсе магнитной и сегнетоэлектрической пленки. Оба подхода демонстри-

руют схожее различие в параметрах порядка для поверхностных и внутренних 

слоев.  
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Рис. 2.14. (a) Зависимость намагниченности и поляризации в зависимости от 

температуры для   𝐽𝑚 = 1,  𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓 =  𝐽𝑚𝑓1 =  𝐽𝑚𝑓2 = −0.12, 𝐻
𝑧 = 𝐸𝑧 =

0. Красный цвет соответствует намагниченности и поляризации интерфейск-

ного слоя, зеленый цвет  - параметры порядка внутренних слоев 𝑀2,3 и 𝑃2,3; (b) 

Зависимость намагниченности и поляризации в зависимости от температуры 

для   𝐽𝑚 = 1,  𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓 = −0.55, 𝐻
𝑧 = 𝐸𝑧 = 0. (c)  Зависимость намагни-

ченности и поляризации в зависимости от температуры для 𝐽𝑚 = 1,  𝐽𝑓 = 1, 

 𝐽𝑚𝑓 = −0.85, 𝐻
𝑧 = 𝐸𝑧 = 0.  |𝑆 | = |𝑃| = 1. 
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Предположим, что  |�⃗� | = 1.5, |𝑆 | = 1.0. В этом случае значения температуры 

перехода для магнитной и сегнетоэлектрической пленки, вычисленные в при-

ближении среднего поля имеют разные величины (Рис. 2.15).  

 

Рис. 2.15: Зависимость намагниченности и поляризации в зависимости от тем-

пературы для  |𝑆 | = 1, |𝑃| = 1.5,  𝐽𝑚 = 1,  𝐽𝑓 = 1,  𝐽𝑚𝑓 = −0.12, 𝐻
𝑧 = 𝐸𝑧 =

0. Красный цвет соответсвует поверхностной поляризации 𝑃,  желтый цвет по-

верхностной намагниченности 𝑀, синии цвет  - намагниченность внутренних 

слоев 𝑀2,3, зеленый цвет  - поляризация внутренних слоев 𝑃2,3. 
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§ 6. Выводы к главе 

 

В этой главе исследовано влияние температуры, внешних магнитных и 

электрических полей, параметров магнитоэлектрической связи ближайших со-

седей и соседей, следующих за ближайшими в сверхрешетке мультиферроика, 

образованной чередующимися магнитными и сегнетоэлектрическими плен-

ками. Магнитные пленки в работе выбирались в качестве пленки с простой 

кубической решеткой, с гейзенберговскими спинами. На каждом узле решетки 

в сегнетоэлектрических пленках задавались величины z-компонент электриче-

ских поляризации. 

Выполнено моделирование методами Монте Карло и исследованы тем-

пературных зависимостей различных физических величин, для анализа фазо-

вых переходов, происходящих в каждой подсистеме, а также влияния на эти 

процессы магнитоэлектрического взаимодействия на интерфейсе двух подси-

стем и приложенных магнитных и электрических полей.  

Обнаружено изменение характера фазового перехода при увеличении 

величины параметра магнитоэлектрического взаимодействия. Построены фа-

зовые диаграммы, которые показывают тесную взаимосвязь магнитных и се-

гнетоэлектрических фазовых переходов, имеющих различную природу и от-

личающиеся значения температур переходов внутри пленок и на поверхност-

ных слоях.  
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Глава 3. Киральное магнитоэлектрическое взаимодействие в 

магнито-сегнетоэлектрических сверхрешетках: скирмионы 

§ 1. Введение 

 Самым обширным классом материалов для обнаружения скирмионов яв-

ляются поверхности и интерфейсы магнитных материалов, где сама геометрия 

образца нарушает центральную симметрию и, следовательно, может привести 

к появлению киральных взаимодействий, аналогичных взаимодействию Дзя-

лошинского-Мории. Устойчивость скирмионов, а также низкий энергетиче-

ский барьер для дискретного изменения состояния позволяет использовать 

скирмионы в качестве энергоэффективных битов информаций (наличие или 

отсутсвие скирмиона в определенной области функционального элемента со-

поставлятется с информационным логическим битом).  

 В этой главе рассмотрим сверхрешетку, состоящую из чередующихся 

магнитных и сегнетоэлектрических пленок. Целью данной главы является рас-

смотрение и обоснование новой модели взаимодействия между магнитной и 

сегнетоэлектрической пленками в сверхрешетке. Предлагаемый тип интер-

фейсного магнитоэлектрического взаимодействия приводит к неколлинеар-

ным спиновым конфигурациям в основном состоянии на поверхностном маг-

нитном слое в отсутствии внешнего магнитного поля и к скирмионам в случае 

действия внешнего магнитного поля �⃗⃗� , приложенного перпендикулярно плос-

кости пленок. Моделирование методом Монте-Карло проводится для исследо-

вания фазовых переходов, происходящих в сверхрешетке и зависимости вели-

чины межфазной связи на динамику и кинетику фазовых переходов. При 

подготовке данного раздела диссертации использованы следующие 

публикации, выполненные автором лично или в соавторстве, в которых 

согласно положению о присуждении ученых степеней в МГУ, отражены 

основные основные результаты, положения и выводы исследования:  [173, 103, 

210, 220, 222]. Авторский вклад заключался в участии в постановке задач, 
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выполнении исследования, написании программ для моделирования фазовых 

переходов и критических явлений, отладке программ для расчетов на 

суперкомпьютере, обсуждении результатов и подготовке статей в 

перечисленных публикациях. 

 

§ 2. Модель и основное состояние 

2.1. Модель 

 Рассмотрим сверхрешетку, состоящую из чередующихся магнитных и се-

гнетоэлектрических пленок (см. Рис. 3.1а). Для простоты будем считать, что 

обе пленки имеют структуру простой кубической решетки с одинаковой по-

стоянной решетки. Гамильтониан магнитоэлектрической сверхрешетки, 

запишем следующим образом 

𝐻 = 𝐻𝑚 +𝐻𝑓 + 𝐻𝑚𝑓                                                        (3.1) 

где 𝐻𝑚 и 𝐻𝑓 - гамильтонианы ферромагнитной и сегнетоэлектрической подси-

стем соответственно, а 𝐻𝑚𝑓 - гамильтониан магнитоэлектрического взаимо-

действия на границе раздела двух соседних пленок. Опишем гамильтониан 

магнитной пленки с помощью спиновой модели Гейзенберга на простой куби-

ческой решетке: 

𝐻𝑚 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑚𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑗

𝑖,𝑗

−∑�⃗⃗⃗� 

𝑖

∙ 𝑆 𝑖                           (3.2) 

где 𝑆 𝑖     - спин на 𝑖 −м узле решетки, �⃗⃗⃗�  - внешнее магнитное поле, направлен-

ное перпендикулярно плоскости пленки вдоль оси 𝑧, 𝐽𝑖𝑗
𝑚 > 0 параметр ферро-

магнитного взаимодействия между спином и его ближайшими соседями (NN), 

сумма берется по парам спинов ближайших соседей. Предполагаем 𝐽𝑖𝑗
𝑚 > 0 

одинаковым, а именно 𝐽𝑚, для всех спиов магнитной пленки в плоскости и 

межплосксотными спинами. Для сегнетоэлектрической подсистемы, для про-
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стоты, мы предполагаем, что электрические поляризации являются изингово-

подобными векторами с амплитудой равной 1, направленными в направлении 

± 𝑧. Гамильтониан подсистемы зададим в виде 

𝐻𝑓 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑓
�⃗� 𝑖 ∙ �⃗� 𝑗

𝑖,𝑗

−∑𝐸𝑧

𝑖

∙ 𝑃𝑖
𝑧                          (3.3) 

где �⃗� 𝑖 - поляризация  𝑖 − го узле простой кубической решетки, 𝐽𝑖𝑗
𝑓
> 0 - пара-

метр взаимодействия между ближайшими соседями, сумма берется по 

соседним (NN) узлам. Аналогично ферромагнитной подсистеме, мы возьмем 

одинаковое 𝐽𝑖𝑗
𝑓
= 𝐽𝑓для всех сегнетоэлектрических узлов. Внешнее электриче-

ское поле 𝐸 считаем направленным вдоль оси 𝑧. 

 

Гамильтониан для магнитоэлектрического взаимодействия на границе раздела 

двух пленок зададим в виде 

 

𝐻𝑚𝑓 =∑𝐽𝑖𝑗𝑘
𝑚𝑓
�⃗⃗� 𝑖,𝑗

𝑖,𝑗,𝑘

∙ [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗]                                       (3.4) 

В этом выражении 𝐽𝑖𝑗𝑘
𝑚𝑓
�⃗⃗� 𝑖,𝑗  играет роль вектора Дзялошинского - Мории, пер-

пендикулярного плоскости 𝑥𝑦. 

�⃗⃗� 𝑖,𝑗 = 𝑥 × 𝑟 𝑖,𝑗

�⃗⃗� 𝑗,𝑖 = 𝑥 × 𝑟 𝑗,𝑖 = −�⃗⃗� 𝑗,𝑖
                                                  (3.5) 

Предположим для нашей модели 

𝐽𝑖𝑗𝑘
𝑚𝑓
= 𝐽𝑖𝑗

𝑚𝑓
𝑃𝑘                                                                   (3.6) 

𝐽𝑖𝑗𝑘
𝑚𝑓

 это параметр кирального магнитоэлектрического взаимодействия (играет 

роль вектора Дзялошинского – Мории) между электрической поляризацией 𝑃𝑘 

на интерфейсном сегнетоэлектрическом слое и двумя ближайшими (NN) спи-

нами 𝑆 𝑖 и 𝑆 𝑗, на интерфейсном ферромагнитном слое. Далее мы предполагаем, 
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что величина 𝐽𝑖𝑗
𝑚𝑓
= 𝐽𝑚𝑓 независима от (𝑖;  𝑗). Выбрав вектор смещения сегне-

тоэлектрического лиганда �⃗⃗�   в плоскости 𝑥𝑦, перпендикулярной к �⃗� 𝒊,𝒋 (см. Рис. 

3.1), запишем  

�⃗⃗� × �⃗� 𝒊,𝒋 = 𝑎�⃗� 𝑒𝑖,𝑗 

где 𝑒𝑖,𝑗 = −𝑒𝑗,𝑖 = 1, 𝑎 - это константа, а �⃗�  – единичный вектор вдоль оси 𝑧.  

Отметим здесь, что векторное произведение [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗] меняет свой знак с 

перестановкой индексов 𝑖 и 𝑗, но сама энергия магнитоэлектрического взаимо-

действия, в виде (3.4) при этом не меняет свой знак, так как при перестановке 

индексов будет менять знак �⃗⃗� 𝑖,𝑗. Обратим внимание, что если все магнитоэлек-

трическое взаимодействие является антисимметричным, то при суммировании 

по узлам решетки член 𝐻𝑚𝑓 обнулится. Поэтому в модель вводится  коэффи-

циент 𝑒𝑖,𝑗, представленный в формуле (3.7). Таким образом, учитывая все вы-

шесказанное выражение для магнитоэлектрического взаимодействия можем 

записать в форме 

 

𝐻𝑚𝑓 =∑𝐽𝑚𝑓𝑃𝑘(�⃗� × 𝑟 𝑖,𝑗)

𝑖,𝑗,𝑘

∙ [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗]  

=∑𝐽𝑚𝑓𝑃𝑘𝑒𝑖,𝑗�⃗� 

𝑖,𝑗,𝑘

∙ [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗] 

=∑𝐽𝑚𝑓𝑒𝑖,𝑗�⃗� 𝑘
𝑖,𝑗,𝑘

∙ [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗]                           (3.7) 

 

где постоянная 𝑎 включена в 𝐽𝑚𝑓. 

Как можно видеть из выражения (3.7) параметр взаимодействия на ин-

терфейсе пропорционален среднему значению 〈𝑃𝑘〉, в свою очередь завися-

щему от 𝑇. Если 〈𝑃𝑘〉 примет нулевое значение до коллапса скирмионной 

структуры, в этом случае скирмионная структура не формируется. Поэтому 
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сегнетоэлектрчиескую пленку мы задаем моделью Изинга с параметром сегне-

тоэлектрического взаимодействия 𝐽𝑓, а поляризацию определяем Изингов-

ским вектором. Поскольку необходимо, чтобы температура перехода в сегне-

тоэлектрической пленке была выше, чем у магнитной подсистемы. Следует 

отметить, что переходы в магнитной подсистеме определяются конкуренцией 

между 𝑇 и магнитным упорядочением (скирмионами), которое в свою очередь 

является результатом конкуренции между обменным взаимодействием, маг-

нитоэлектрическим взаимодействием, (а именно 〈𝑃𝑘〉) и внешним магнитным 

полем 𝐻. Предполагаем, что магнитоэлектрическое взаимодействие имеет ме-

сто только для ближайших соседей. Очевидно, что если вектор �⃗⃗�  окажется 

направленным или будет выбран перпендикулярно плоскости 𝑥𝑦, то энергия 

магнитоэлектрического взаимодействия будет минимальной, когда спины ле-

жат в плоскости 𝑥𝑦, поскольку вектор �⃗⃗�  будет иметь направление параллель-

ное результату векторного произведения [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗].  Можно предположить лю-

бую ориентацию для �⃗⃗� , но в этом случае для получения минимума энергии 

плоскость, содержащая 𝑆 𝑖 и 𝑆 𝑗, должна быть перпендикулярна �⃗⃗� : если это не 

так, то анализ основного состояния спиновой конфигурации весьма затрудни-

телен. Сверхрешетка и взаимодействие на границе раздела показано на рис. 

3.1.  
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Рис. 3.1. (а) Сверхрешетка, состоящая из чередующихся сегнетоэлектрических 

слоев, обозначенных 𝐹, и магнитной пленки, обозначенной М; (б) Поляриза-

ция 𝑃1 на интерфейсе взаимодействует с 5 спинами в магнитном слое. Ком-

ментарии даны в тексте. 

 

Поляризация на интерфейсе взаимодействует с 5 спинами на поверх-

ностном магнитном слое согласно формуле (3.7), например, (см. Рис. 3.1b) 

 

𝐽𝑚𝑓�⃗⃗� 𝟏  ∙ [𝑒1,2(𝑆 1 × 𝑆 2) + 𝑒1,3(𝑆 1 × 𝑆 3)

+𝑒1,4(𝑆 1 × 𝑆 4) + +𝑒1,5(𝑆 1 × 𝑆 5)]
                             (3.8)     

 

Поскольку мы предполагаем, что �⃗⃗� 𝒌 - это вектор с амплитудой равной 

единице, направленный вдоль оси 𝑧, и его 𝑧 компонента равна 𝑃𝑘
𝑧 = ±1, в даль-

нейшем всюду будет использоваться обозначение 𝑃𝑘
𝑧 для электрической поля-

ризации вместо �⃗⃗� 𝒌. Из выражения (3.7) следует, что магнитоэлектрическое 

взаимодействие 𝐽𝑚𝑓 благоприятствует вращающейся спиновой структуре. И 

магнитоэлектрическое взаимодействие конкурирует с обменным взаимодей-

ствием 𝐽 в гамильтониане магнитной пленки 𝐻𝑚, которое благоприятствует 

коллинеарным спиновым конфигурациям. Обычно магнитное или сегнето-

электрическое обменное взаимодействие является наибольшим членом в га-

мильтониане, поэтому во многих ситуациях магнитоэлектрический эффект не-

значителен. Однако в наноразмерных сверхрешетках магнитоэлектрическое 

взаимодействие имеет определяющее значение для создания неколлинеарного 

дальнего спинового упорядочения.  

Предположение, что �⃗⃗� 𝒌  направлено вдоль оси 𝑧, сделано для того, 

чтобы поляризация была пропорциональна вектору Дзялошинского - Мории [ 

cм. формулы (3.4) - (3.7)]. Вектор �⃗⃗�  принимается направленным вдоль оси 𝑧, 

чтобы спины в магнитных слоях были расположены в 𝑥𝑦 − плоскости, в от-

сутствие приложенного поля . Кроме того, предположение о поляризациях как 
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Изинговских векторах введено для того, чтобы  зафиксировать вектор �⃗⃗�   в 

направлении оси 𝑧. Это предположение подтверждается тем фактом, что в се-

гнетоэлектрических материалах, если атомы смещены в одном направлении, в 

этом же направлении возникает спонтанная поляризация как показано на Рис. 

3.1б. 

 

2.2. Основное состояние 

2.2.1. Основное состояние в отсутствии внешнего магнитного поля 

 

Рассмотрим структуру основного состояния в отсутвии внешнего маг-

нитного поля. Поскольку в нашей модели вектора электрических поляризации 

направлены по оси 𝑧, магнитоэлектрическое заимодействие взаимодействие на 

интерфейсе минимально, когда вектора 𝑆 𝑖 и 𝑆 𝑗 лежат в плоскости интерфейса 

𝑥𝑦 и расположены перпендикулярно друг другу. Однако ферромагнитное об-

менное взаимодействие между спинами будет конкурировать с магнитоэлек-

трическим взаимодействием, стремясь расположить спины параллельно друг 

другу. В результате получится не коллинеарная конфигурация. Отметим, что 

сегнетоэлектрическая пленка всегда имеет поляризацию, направленную вдоль 

оси 𝑧, даже на интерфейсе при наличии магнитоэлектрического взаимодей-

ствия. Определим спиновые конфигурации основного состояния в магнитной 

подсистеме сверхрешетки в нулевом поле.  

Рассмотрим частный случай однослойной магнитной пленки. Выполним 

минимизацию 𝐻𝑚𝑓 в отсутствии внешнего магнитного поля. Из симметрии 

простой кубической решетки следует, что каждый спин на узле обладает од-

ним и тем же углом поворота 𝜃𝑖,𝑗 по отношению к своим четырем ближайшим 

(NN) соседям в плоскости 𝑥𝑦. Выражение для энергия спина 𝑆 𝑖 на 𝑖 −м узле, 

определяющее соотношение между углом 𝜃  и обменным параметром  𝐽𝑚  

можно записать в виде: 
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𝐸𝑖 = −4𝐽
𝑚𝑆2 cos 𝜃 + 8𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧𝑆2 sin 𝜃                                  (3.9) 

 

где 𝜃 = |𝜃𝑖,𝑗|. Здесь принято во внимание, что два противоположных ближай-

ших спина  имеют противоположные знаки перед слагаемым sin 𝜃𝑖,𝑗, и в то же 

время разные знаки коэффициента 𝑒𝑖,𝑗 в выражении (3.8). Коэффициент 4 в 

первом слагаемом представляет собой число ближайших спиновых соседей в 

плоскости, а коэффициент 8 второго слагаемого обусловлен тем, что каждый 

спин имеет по 4 пары магнитоэлектрической связи с ближайшими соседними 

поляризациями в верхней и нижней сегнетоэлектрической плоскости. Прини-

маем, что в основном состоянии 𝑃𝑧 = 1, 𝑆 =  1. Минимизируя энергию спина 

по углу, найдем 

𝑑𝐸𝑖
𝑑𝜃

= 0 ⟹ −
2𝐽𝑚𝑓

𝐽𝑚
= tan𝜃     ⟹    𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (−

2𝐽𝑚𝑓

𝐽𝑚
)                (3.10) 

 

Значение угла 𝜃 определяемое соотношением  −2𝐽𝑚𝑓 𝐽𝑚⁄  мы получаем 

также при численной минимизации энергии сверхрешетки. Видно, что когда 

𝐽𝑚𝑓 → 0 , то и  𝜃 → 0, и в противоположном случае, при   𝐽𝑚𝑓 → −∞, имеем 

𝜃 → 𝜋/2 . В данной главе рассматриваем 𝐽𝑚𝑓 < 0 поэтому в нашем случае 𝜃 >

0. 

Это соотношение, между углом 𝜃 и параметром магнитоэлектрического 

взаимодействия 𝐽𝑚𝑓, будет использовано в главе 4 при расчете спектра спино-

вых волн, в случае однослойной магнитной пленки, расположенной между се-

гнетоэлектрическими пленками.  

В случае, когда магнитная пленка состоит из нескольких слоев, то угол 

между NN спинами в каждом магнитном слое отличается от угла в соседних 

слоях. И для нахождения спиновой конфигурации основного состояния вос-

пользуемся численным методом минимизации энергии - метод наискорейшего 
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спуска. Он состоит в минимизации энергии каждого спина на узле путем вы-

равнивания рассматриваемого спина по направлению параллельно локаль-

ному полю, действующим на него со стороны ближайших соседей NN. Приве-

дем кратно схему численного метода:  

1. Генерируем случайную начальную спиновую конфигурацию, затем 

выбираем один спин на призвольном узле и вычисляем поле взаимодействия, 

действующее на спин со стороны его ближайших соседей. Выравниваем ис-

следуемый спин в направлении этого поля, после переходим к рассмотрению 

следующего узла и повторяем данную процедуру, пока не будут рассмотрены 

все спины.  Повторяем этот расчетный цикл, пока полная энергия не примет 

минимально возможное значение. При выполнении такой итерационной про-

цедуры есть вероятность того, что система может оказаться в метастабильном 

состоянии при сильных разупорядочивающих систему взаимодействиях, как, 

например, в спиновых стеклах. Но для однородных трансляционных взаимо-

действий во многих изученных системах показано, что система с легкостью 

выходит из области метастабильности, при достаточно большом числе итера-

ций. 

Расчеты выполняются для сверхрешетки с латеральными размерами 𝑁 ×

𝑁 × 𝐿. Для большинства расчетов мы используем 𝑁 =  60 и 𝐿 =  8, на си-

стему накладываем периодические граничные условия в плоскости 𝑥𝑦. Для 

простоты, при исследовании влияния обменных связей на магнитные и сегне-

тоэлектрические свойства, мы выбираем одинаковую толщину для магнитной 

и сегнетоэлектрической пленок, а именно 𝐿𝑎 = 𝐿𝑏 = 4 = 𝐿/2. Параметры об-

менного взаимодействия между спинами и векторами электрических поляри-

заций принимаются для моделирования равными 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1. Для простоты 

рассмотрим случай, когда в плоскости и между плоскостями обменные маг-

нитные и сегнетоэлектрические взаимодействия между ближайшими сосе-

дями положительны. Все результаты получены при 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1 для разных 

значений параметра взаимодействия 𝐽𝑚𝑓.  
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Исследования проводились для области значений параметров взаимо-

действия  𝐽𝑚𝑓: от 𝐽𝑚𝑓 = −0.05 до 𝐽𝑚𝑓 = −6.0 0 при различных значениях 

внешних магнитных и электрических полей. Отметим, что метод наискорей-

шего спуска вычисляет реальное основное состояние с минимальной энергией 

до значения 𝐽𝑚𝑓 = −1.25. При больших значений угол  𝜃  стремится  к 𝜋/2, 

так что все члены магнитного обмена (скалярные произведения) будут стре-

мится к нулю, и минимальное значение полной энергии соответствует энергии 

магнитоэлектрического взаимодействия на интерфейсе сверхрешеток. На ри-

сунке 3.2 показаны конфигурации основного состояния магнитного интер-

фейсного слоя для малых значений 𝐽𝑚𝑓: -0.1, -0.125, -0.15. При таких малых 

значениях углы отклонения между спинами принимают малые значения, так 

что конфигурация основного состояния будет ферромагнитной с неколлине-

арными доменами.  
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Рис. 3.2. Спиновая конфигурация основного состояния интерфейсного слоя 

для случаев слабой межфазной связи: 𝐽𝑚𝑓 = −0.1  (a), -0.125 (b), -0.15 (c), 

внешнее магнитное поле  H = 0 
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Обратим внимание на то, что углы во внутренних магнитных слоях раз-

личны, но конфигурации основного состояния имеют одинаковую структуру. 

При больших значениях параметра 𝐽𝑚𝑓 спиновые конфигурации основ-

ного состояния обладают уже периодической структурой без смешанных об-

ластей (доменов). На рис. 3.3 показаны примеры, где 𝐽𝑚𝑓 = −0.45 и -1.2.  
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Рис. 3.3. Спиновые конфигурации основного состояния поверхностного слоя 

для 𝐽𝑚𝑓 = −0.45 (a), -1.2 (b), Схематичное увеличение элементарной ячейки 

между ближайшими спинами (c). внешнее магнитное поле  H = 0 

 

Несколько замечаний: 

 i) Углы между ближайшими взаимодействующими спинами одинаковы 

как в направлении 𝑥, так и в направлении 𝑦. Схематичное масштабирование, 

изображенное на рис. 3.3с показывает, что спины по одной и той же диагонали 

(спины 2 и 2, спины 4 и 5) параллельны. Это объясняет структуры основного 

состояния, изображенные на рис. 3.3а и 3.3б;  

ii) Период диагональных параллельных линий зависит от значения угла 

𝜃 или параметра магнитоэлектрического взаимодействия 𝐽𝑚𝑓  (сравните рис. 

3.3а и рис. 3.3б). При больших латеральных размерах 𝑁 периодические усло-

вия не оказывают значительного влияния. 
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2.2.2. Основное состояние во внешнем магнитном поле 

 

Направим внешнее магнитное поле перпендикулярно плоскости  𝑥𝑦 

сверхрешетки.  Как известно, в системах, где некоторые спиновые ориентации 

антипараллельны внешнему магнитному полю, например, в антиферромагне-

тиках, спины, направленные вниз (противоположно направлению внешнего 

магнитного поля) не могут принять направление поля без потери энергии вза-

имодействия со спинами, направленными параллельно полю. Поэтому в анти-

ферромагнетиках спины поворачиваются в направлении, почти перпендику-

лярном полю, оставаясь при этом параллельными друг другу. Это явление 

называется «спин флоп». В других, более сложных системах, таких как, напри-

мер, тонкие пленки гелиомагнетики во внешнем поле, наблюдались более 

сложные реакции спинов на действие внешнего поля, приводящие к интерес-

ным явлениям, таким как частичный фазовый переход в тонких гелиомагнит-

ных пленках [29]. В рассматриваемой сверхрешетке  имеется конкуренция 

между приложенным магнитным полем, которое выравнивает спины вдоль 

направления 𝑧, и магнитоэлектрическим взаимодействием, которое действует 

так, чтобы спины расположились перпендикулярно друг другу в плоскости 𝑥𝑦. 

Как следствие, устанавливается некоторый баланс конкурирующих взаимо-

действий, который представляет собой структуру скирмионов. На рисунке 3.4 

(а) показана конфигурация основного состояния для 𝐽𝑚𝑓 = −1.1: для первого 

(поверхностного) магнитного слоя с внешним магнитным  полем 𝐻 = 0.1  На 

рисунке 3.4 (b) изображена трехмерная (3D) визуализация. Можно наблюдать 

начало зарождения скирмионной структуры на границе раздела и во внутрен-

нем магнитном слое. 
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Рис. 3.4. Спиновые конфигурации основного состояния поверхностного слоя 

для (а) 𝐽𝑚𝑓 = −1.1 и 𝐻 = 0.1, (b) Трехмерная (3D) визуализация спиновой кон-

фигурации основного состояния поверхностного слоя. 
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На рисунке 3.5(а) показана конфигурация основного состояния для 𝐽𝑚𝑓 =

−1.1 для первого (поверхностного) магнитного слоя с внешним магнитным 

слоем 𝐻 = 0.2. На рисунке 3.5(b) изображена трехмерная (3D) визуализация.  

 

 

Рис. 3.5. Спиновые конфигурации основного состояния поверхностного слоя 

для (а) 𝐽𝑚𝑓 = −1.1 и 𝐻 = 0.2, (b) Трехмерная (3D) визуализация спиновой кон-

фигурации основного состояния поверхностного слоя. 
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Видно, что на поверхностном и внутренних слоях магнитной пленки об-

разуются скирмионы. Скирмионы формируются, в данном случае, при доста-

точно сильной интерфейсной связи и приложенного магнитного поля. Скир-

мионы распределены в трехмерном пространстве (не в плоскости) в магнитной 

пленке сверхрешетки. На рисунке 3.5 показан разрез в плоскости 𝑥𝑦, поэтому 

проецируемые размеры не являются однородными, то есть обладают разным 

диаметром. Если выполним построение конфигурации основного состояния 

для сверхрешетки, состоящей из однослойной магнитной пленки, находя-

щейся на сегнетоэлектрической пленке, то в этом случае скирмионы одно-

родны на двумерной плоскости. Отметим, что скирмионы и антискирмионы 

не вырождаются из-за асимметричной формы магнитоэлектрического взаимо-

действия [см. формулу (3.7)]: выбирая направление вектора поляризации 𝑷 , 

мы фиксируем тем самым направление вращения скирмиона, т.е. [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗].  Из-

менение направления вектора поляризации 𝑷 изменит структуру, то есть скир-

мионы на антискирмионы или наоборот.  

На рисунке 3.6 показана конфигурация основного состояния интер-

фейсного магнитного слоя (вверху) для 𝐽𝑚𝑓 = −1.1, с внешним магнитным по-

лем 𝐻 = 0.33. В нижней части рисунка показаны конфигурации основного со-

стояния второго (внутреннего) магнитного слоя. Скирмионы наблюдаются как 

на границе раздела, так и на внутренних магнитных слоях.  
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Рис. 3.6. Спиновые конфигурации основного состояния поверхностного слоя 

для (а) 𝐽𝑚𝑓 = −1.1 и 𝐻 = 0.33, (b) Спиновые конфигурации основного состо-

яния внутреннего слоя. 
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На рисунке 3.7 показан трехмерная визуализация основного состояния 

для первого (интерфейсного)  и второго (внутреннего) магнитного слоя  для 

𝐽𝑚𝑓 = −1.1 и 𝐻 = 0.33.  

 

 
Рис. 3.7. Трехмерная визуализация основного состояния при 𝐽𝑚𝑓 = −1.1 и 𝐻 =

0.33   поверхностного слоя (а) внутреннего слоя магнитной пленки (b). 
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Можно видеть, что скирмионы на поверхностном слое ярко выражены, 

но гораздо менее контрастные для внутреннего магнитного слоя. Для значений 

напряженности внешнего магнитного поля, больших чем 𝐻 = 0.33 скирмионы 

коллапсируют во внутренних слоях. В сильных полях все спины параллельны 

полю, поэтому скирмионы не образуются ни на поверхности, ни внутри маг-

нитной пленки. 

 

 

§ 3. Фазовые переходы в сверхрешетках и устойчивость основного скир-

мионного состояния 

 

Для моделирования фазовых переходов и расчета динамики физических 

величин в зависимости от температуры в магнитоэлектрической сверхрешетке 

методами Монте-Карло используем алгоритм Метрополиса [30, 31]. В основ-

ном расчеты проводятся для системы с размерами  𝑁 ×𝑁 × 𝐿, где 𝑁 = 40 и 

толщина 𝐿 = 𝐿𝑚 + 𝐿𝑓 = 8  (𝐿𝑚 = 4 магнитных слоя, 𝐿𝑓 =4 сегнетоэлектриче-

ских слоя). Для достижения статистического равновесия на каждом узле алго-

ритм Метрополиса выполняет 105 Монте Карло шагов и  105  Монте-Карло 

итераций на каждом узле для выполнения усреднения.   

Параметр порядка 𝑀𝑓(𝑛) слоя 𝑛 определяется как 

𝑀𝑓(𝑛) =
1

𝑁2
〈|∑𝑃𝑖

𝑧

𝑖∈𝑛

|〉                              (3.11) 

где под 〈⋯ 〉 понимается статистическое среднее.  

 Параметр порядка для решетки магнитных скирмионов определяется не 

столь очевидным способов, в силу неколлинеарности структуры. 

Воспользуемся тем, что нам известно основное состояние, то есть спиновая 

конфигурация в момент времени 𝑡0 и при температуре 𝑇 = 0. Определим 

параметр порядка как проекцию спина в данный момент времени 𝑡 и при 
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температуре 𝑇  𝑆 𝑖(𝑇, 𝑡) на основное состояние спина на этом же узле 

𝑆 𝑖
0(𝑇 = 0): 

  

𝑀𝑚(𝑛) =
1

𝑁2(𝑡𝑎 − 𝑡0)
∑|∑ 𝑆 𝑖(𝑇, 𝑡) ∙ 𝑆 𝑖

0(𝑇 = 0)

𝑡𝑎

𝑡=𝑡0

|             (3.12)

𝑖∈𝑛

 

здесь принято, что 𝑛 – номер слоя магнитной пленки. 

Параметр порядка магнитной скирмионной решетки 𝑀𝑚(𝑛) близок к 1 

при очень низкой 𝑇, при которой каждый из спинов при прецессии слабо  от-

клоняется от своего основного состояния. И напротив, 𝑀𝑚(𝑛) равен нулю, 

сильных флуктуациях от положения равновесия в парамагнитном состоянии. 

Такое определение параметра порядка аналогично способу задания параметра 

порядка Эдварда-Андерсона, который впервые был предложен для измерения 

степени спинового охлаждения в так называемых спиновых стеклах. Параметр 

порядка Эдварда-Андерсона определяется и рассчитывается следующим обра-

зом. Если спин заморожен, то его среднее по времени не равно нулю. Если 

спин испытывает сильные колебания с течением времени и с ростом темпера-

туры, то его значение среднего по времени равно нулю. Чтобы рассчитать об-

щую степень замораживания, достаточно найти сумму квадрата среднего каж-

дого спина по времени. При этом мы видим, что параметр порядка Эдварда-

Андерсона выражает не характер упорядочения, а только степень заморожен-

ности. 

В общем случае, когда основное состояние вырождено и может принять 

одну из нескольких конфигураций, таких как, например, все спины вниз или 

все спины вверх в ферромагнитной системе изинговских спинов, система вы-

бирает одну возможную конфигурацию при 𝑇 →0. Сосуществование несколь-

ких фаз не допускается в неколлинеарном случае, потому что результирующая 

энергия выше, чем у чистой (из-за наличия доменных стенок). Однако во 

фрустрированных системах, в которых можно построить основное состояние 
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путем случайной сборки фрустрированных элементов, так как они не обла-

дают дальним порядком.  

Проследим за динамикой упорядочения системы от 𝑇 =  0, поэтому мы 

должны сравнить конфигурацию при температуре 𝑇 в момент времени 𝑡 с кон-

фигурацией основного состояния, исходя из которой осуществляется мед-

ленны нагрев системы при процедуре Монте-Карло моделирования.  

Сравниваем фактическую конфигурацию, полученную при медленном 

нагреве с конфигурацией основного состояния, проецируя фактическую кон-

фигурацию на выбранное основное состояние спина на этом же узле 

𝑆 𝑖
0(𝑇 = 0)(см. уравнение (3.12)).  

Возможны следующие варианты:  

(i) если спиновая структура не стабильна, при 𝑇 ≠ 0, то 𝑀𝑚(𝑛) со вре-

менем стремится к нулю, имеет место фазовый переход Березинского-Костер-

лица-Таулесса (𝑋𝑌 - модель в двумерном случае с учетом взаимодействия бли-

жайших соседних спинов); 

(ii) если спиновая структура заморожена или упорядочена (спинове 

стекла, ферромагнетики и т.д.), то 𝑀𝑚(𝑛) не равен нулю при низких 𝑇.  

В рассматриваемом структуре скирмионов, мы имеем дело со вторым 

случаем, а именно спиновая конфигурация основного состояния остается ста-

бильной до конечной температуры 𝑇.  

Если во время моделирования система совершает «глобальное враще-

ние», то ∑ 𝑆 𝑖(𝑇, 𝑡) ∙ 𝑆 𝑖
0(𝑇 = 0)

𝑡𝑎
𝑡=𝑡0

= 0 при  усреднении по длительным времен-

ным промежуткам. Но продолжительность этого времени зависит от характера 

упорядочения и размера системы, используемой при моделировании. Для 

больших неупорядоченных систем, таких как спиновые стекла, и сложных не-

коллинеарных протяженных скирмионных структур, глобальное вращение 

может быть запрещено, или время, чтобы достигнуть его, недостижимо при 

моделировании методами Монте-Карло. Чтобы понять, реализуется глобаль-
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ное вращение или нет, необходимо выполнить масштабирование по конеч-

ному времени, чтобы вывести свойства при бесконечном времени расчета. По 

смыслу это очень похоже на масштабирование конечного размера, используе-

мое для определения свойств кристалла с «бесконечными» размерами.  

Ранее было выполнено масштабирование по времени для двумерного 

кристалла скирмиона [36]. В этой работе использовался аналогичное (3.12) вы-

ражение для параметра порядка. Показано, что двумерным скирмионам нужно 

намного больше, чем 106  Монте-Карло итераций на спин, чтобы достичь со-

стояния термодинамического равновесия. Параметр порядка следует растяну-

тому экспоненциальному закону, как в случае спиновых стекол, и стабилизи-

руется при ненулевых значениях 𝑀𝑚(𝑛) для 𝑇 < 𝑇𝑐 при стремящимся к беско-

нечности времени. Если бы было глобальное вращение, мы бы не наблюдали 

ненулевых значений 𝑀𝑚(𝑛) для 𝑇 < 𝑇𝑐 при стремящимся к бесконечности 

времени. Отметим, что в данной работе, как в работе [36], предпринимается 

очень плавный нагрев выбранного основного состояния и не наблюдается гло-

бального вращения. 

 Подчеркнем, что подсчет топологических зарядов вокруг каждого скир-

миона численно возможен. В этом случае топологический заряд возрастает с 

ростом 𝑇 и стремится к нулю при фазовом переходе. Процедура эквивалентна 

проекции спиновой текстуры скирмиона на его основное состояние. Общие 

параметры порядка магнитной 𝑀𝑚(𝑛) и сегнетоэлектрической подсистем 

𝑀𝑓(𝑛) определяются суммированием по числу слоев. 

𝑀𝑚 =∑𝑀𝑚(𝑛)

𝑛

 

𝑀𝑓 =∑𝑀𝑓(𝑛)

𝑛

 

На рис. 3.8 показана зависимость энергии магнитной пленки от темпера-

туры при отсутствии внешнего магнитного поля для различных значений маг-

нитоэлектрического взаимодействия на границе раздела: на рис. 3.8 (а) для 

слабого магнитоэлектрического взаимодействия при значениях 𝐽𝑚𝑓 =
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−0.1,  𝐽𝑚𝑓 = −0.125, 𝐽𝑚𝑓 = −0.15, 𝐽𝑚𝑓 = −0.2, а на рис. 9 (b) для более силь-

ных значений 𝐽𝑚𝑓 = −0.45,  𝐽𝑚𝑓 = −0.75, 𝐽𝑚𝑓 = −0.85, 𝐽𝑚𝑓 = −1.2. 

 

 

Рис. 3.8. Зависимость энергии магнитной пленки от температуры 𝑇 для (а) 

𝐽𝑚𝑓 = −0.1,  𝐽𝑚𝑓 = −0.125, 𝐽𝑚𝑓 = −0.15, 𝐽𝑚𝑓 = −0.2. Все  4 графики совпа-

дают, (b) 𝐽𝑚𝑓 = −0.45 (фиолетовый цвет),  𝐽𝑚𝑓 = −0.75 (зеленый),   𝐽𝑚𝑓 =

−0.85 (голубой), , 𝐽𝑚𝑓 = −1.2 (желтый цвет). Принято, что 𝐻 = 0. 
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Как уже было сказано, при определении основного состояния, при малых зна-

чениях параметра магнитоэлектрического взаимодействия 𝐽𝑚𝑓, конфигурация 

основного состояния образует большие ферромагнитные домены на интер-

фейсе (см. Рис. 3.2). Внутренние слои остаются ферромагнитными. Поэтому 

зависимость энергии от температуры не чувствительна к слабым отклонениям 

𝐽𝑚𝑓, что подтверждается рис. 3.8 (а). Фазовый переход происходит при изме-

нении хода кривой, что соответствует максимуму функции теплоемкости от 

температуры 𝑇𝐶
𝑚 ≅ 1.25. Следует отметить что при 𝑇 = 0 энергия магнитной 

пленки принимает значение 𝐸𝑚 = −2.75. Это значение определяется суммой 

энергии спинов вдоль слоя: 2 спина на внутренних слоях с 6 ближайшими со-

седями и 2 интерфейсных спина с 5 ближайшими взаимодействующими спи-

нами. И энергия спина в ферромагнитном состоянии при 𝑇 = 0 есть 

𝐸𝑚 = −
(2 × 6 + 2 × 5)

(4 × 2)
= −2.75 

Множитель в знаменателе вводится для того, что избежать двойного подсчета, 

границ пленки. 

Кривые на рисунке 3.8 (b), построенные для более высоких значений па-

раметра 𝐽𝑚𝑓, указывают на отклонение от ферромагнитного состояния вслед-

ствие того, что спиновая конфигурация на интерфейсе становится все более  

неколлинеарной. Тем не менее можно наблюдать магнитные фазовые пере-

ходы, которым система подвержена практически при одинаковой температуре 

𝑇𝐶
𝑚 ≅ 1.25 , для любых из указанных 𝐽𝑚𝑓. Это говорит о том, что спины во 

ферромагнитное взаимодействие спинов во внутренних слоях доминирует при 

упорядочении.  

На рис. 3.9 показаны температурные зависимости параметры порядка 

магнитной 𝑀𝑚 и сегнетоэлектрической 𝑀𝑓 пленок для различных значений па-

раметра магнитоэлектрического взаимодействия 𝐽𝑚𝑓 = −0.1,  𝐽𝑚𝑓 = −0.125,

𝐽𝑚𝑓 = −0.15, 𝐽𝑚𝑓 = −0.2 без внешнего магнитного поля.  
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Рис. 3.9. Зависимость параметра порядка магнитной пленки (а) и сегнетоэлек-

трической пленки (b) от температуры 𝑇 для 𝐽𝑚𝑓 = −0.1 (фиолетовые точки), 

 𝐽𝑚𝑓 = −0.125 (зеленый цвет), 𝐽𝑚𝑓 = −0.15 (голубой цвет),  𝐽𝑚𝑓 = −0.2 (жел-

тый цвет).  Принято, что 𝐻 = 0. 

 

Некоторые комментарий к графикам на рис. 3.9. 

i) Для магнитной пленки 𝑀𝑚 подвержен сильным флуктуациям, но как 

видно из рис. 3.9 (а) все графики демонстрируют резкое снижение до 

нулевых значений параметра порядка при 𝑇𝐶
𝑚 ≅ 1.25. Наблюдаемые 
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флуктуации происходят, во-первых, из-за структуры спиновых кон-

фигураций на поверхности, и во-вторых из-за самой природы Гейзен-

берговских спинов в низкоразмерных системах [34]. 

ii) Для сегнетоэлектрической пленки сверхрешетки поведение 𝑀𝑓(𝑇)  

гладкое, без флуктуаций параметра порядка, что связано с Изингов-

ской природой для 𝑧-компонент векторов электрических поляриза-

ций. Сегнетоэлектрическая пленка претерпевает фазовый переход 

при 𝑇𝐶
𝑓
≅ 1.50. 

iii) Таким образом, в сверхрешетке происходят два независимых фазо-

вых перехода, один магнитный и один сегнетоэлектрический. Маг-

нитный переход происходит при более низкой температуре. Из-

вестно, что в объемных кристаллах температура перехода приблизи-

тельно пропорциональна 1/𝑛, где 𝑛 – число спиновых степеней сво-

боды: 𝑛 =  3 для Гейзенберговского спина, 𝑛 =  1 для Изинговского 

спина [37, 38]. Поэтому фазовые переходы в сегнетоэлектрической 

пленке происходят при более высокой температуре, что и 

наблюдается на рис. 3.9 (b). Слабая взаимосвязь с магнитной пленкой 

приводит к двум разным температурам перехода. В температурном 

интервале между 𝑇𝐶
𝑚 и 𝑇𝐶

𝑓
  сверхрешетка частично разупорядочена: 

магнитная пленка находится в парамагнитной (неупорядоченной) 

фазе, а в сегнетоэлектрической пленке переход типа порядок-беспо-

рядок ещё не произошел. Такой частичный беспорядок наблюдался 

во многих системах, например, на поверхности тонкой пленки даль-

ний порядок может разрушиться при более низкой температуре, пока 

внутренние слои пленки все еще являются упорядоченными [98]. В 

этой связи можно также упомянуть частичный фазовый переход, ко-

торому подвержены гелиомагнитные тонкие пленки в постоянном 

внешнем магнитном поле [29].  
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На рис. 3.10 показаны температурные зависимости параметры порядка 

магнитной 𝑀𝑚 и сегнетоэлектрической 𝑀𝑓 пленок для умеренных значений 

параметра магнитоэлектрического взаимодействия без учета действия внеш-

него магнитного поля.  

 

 

Рис. 3.10. Зависимость параметра порядка магнитной пленки (а) и сегнетоэлек-

трической пленки (b) от температуры 𝑇 для 𝐽𝑚𝑓 = −0.1 (фиолетовые точки), 

 𝐽𝑚𝑓 = −0.125 (зеленый цвет), 𝐽𝑚𝑓 = −0.15 (голубой цвет),  𝐽𝑚𝑓 = −0.2 (жел-

тый цвет).  Принято, что 𝐻 = 0. 

 



141 

 

Из приведенных графиков, можно сделать вывод о том, что  чем сильнее 

| 𝐽𝑚𝑓|, тем меньше становится 𝑇𝐶
𝑚. Этот результат Монте-Карло моделирова-

ния подтверждает соотношение (3.10) которое мы получили при минимизации 

энергии однослойной магнитной пленки, находящейся на сегнетоэлектриче-

ской пленке 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (−
2𝐽𝑚𝑓

𝐽𝑚
) 

Чем больше величина | 𝐽𝑚𝑓| тем большим становится угол 𝜃. В случае наличия 

нескольких магнитных слоев, (этот случай и показан на рис. 3.10), больший 

угол вызывает и как следствие более сильную конкуренцию магнитоэлектри-

ческого взаимодействия с коллинеарным ферромагнитным взаимодействием 

внутри слоев. Эта усиленная конкуренция приводит к разрушению дальнего 

магнитного порядка и фазовому переходу типа порядок-беспорядок при более 

низкой температуре. 

 

 Рассмотрим влияние внешнего магнитного поля на баланс конкуренций 

рассматриваемых взаимодействий в сверхрешетке. На рисунке 3.11 показаны 

графики функций параметра порядка и энергия магнитной пленки в зависимо-

сти от 𝑇 для различных значений внешнего магнитного поля. Межпленочное 

магнитоэлектрическое взаимодействие имеет значение   𝐽𝑚𝑓 = −1.2. 

В зависимости от величины напряженности внешнего магнитного поля 

неколлинеарная спиновая конфигурация сохраняется в интервале температур 

от 0.5 до 1.0 (для 𝐻 =  0). После фазового перехода спины выравниваются в 

направлении поля, что приводит к ненулевым значениям параметра порядка 

после перехода (рис. 3.11а). В зависимости энергии от температуры можно 

увидеть резкое изменение хода кривой только для случая когда 𝐻 =  0, это 

значит, что и удельная теплоемкость является имеет  резкий максимум только 

для 𝐻 =  0 и пик теплоемкости расширяется с увеличением 𝐻. 
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Рис. 3.11. Зависимость параметра порядка (а) и энергии магнитной пленки (b) 

от температуры 𝑇 для 𝐻 = 0 (фиолетовые точки), 𝐻 = 0.25 (зеленый цвет),  

 𝐻 = 0.5 (голубой цвет),  𝐻 = 0.75 (желтый цвет).  Параметр магнитоэлектри-

ческого взаимодействия на границе магнитной и сегнетоэлектрической пленки 

 𝐽𝑚𝑓 = −1.20. 

 

Рассмотрим частный случай очень сильных интерфейсных связей. На 

рисунке 3.12 (а) изображена зависимость магнитного параметра порядка от 𝑇. 
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Рис. 3.12. (а) Зависимость параметра порядка магнитной пленки от темпера-

туры 𝑇. Фиолетовые точки соответствуют  (𝐽𝑚𝑓 = −2.5, 𝐻 𝑧 = 1), зеленый 

цвет -   (𝐽𝑚𝑓 = −2.5,𝐻 𝑧 = 1.5), голубой цвет  -  (𝐽𝑚𝑓 = −6.0, 𝐻 𝑧 = 1), желтые 

точки -  (𝐽𝑚𝑓 = −6.0, 𝐻 𝑧 = 0), (b) Энергии магнитной (фиолетовый цвет) и 

сегнетоэлектрической пленок (зеленый) в зависимости от 𝑇 для случая  (𝐽𝑚𝑓 =

−6.0, 𝐻 𝑧 = 0). 

 

Фиолетовая и зеленая линии соответствуют 𝑀 для  𝐽𝑚𝑓 = −2.5, при 

𝐻 𝑧 = 1 и 𝐻 𝑧 = 1.5 соответственно; синий и желтый цвет соответствуют 𝑀 для 

 𝐽𝑚𝑓 = −6.0 с 𝐻 𝑧 = 0 и 𝐻 𝑧 = 1.0. Графики зависимостей параметра порядка 
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магнитной пленки от температуры указывают на то, что при больших значе-

ниях  𝐽𝑚𝑓 в магнитной пленке происходят фазовые переходы первого рода при  

𝑇𝐶
𝑚 = 1.05 для  (𝐽𝑚𝑓 = −2.5, 𝐻 𝑧 = 1) (фиолетовый график), при  𝑇𝐶

𝑚 = 1.12 

для  (𝐽𝑚𝑓 = −2.5, 𝐻 𝑧 = 1.5) (зеленый график) и при 𝑇𝐶
𝑚 = 1.25 для  (𝐽𝑚𝑓 =

−6, 𝐻 𝑧 = 1) (голубой график). В случае отсутствия внешнего магнитного 

поля, а именно для частного случая  (𝐽𝑚𝑓 = −6.0, 𝐻 𝑧 = 0) (желтый график), 

фазовый переход первого рода происходит при 𝑇𝐶
𝑚 = 1.05. 

Остановимся на природе перехода, показанного на рис. 3.12 (а). В случае 

наличия внешнего магнитного поля, первый фазовый переход при низкой тем-

пературе (𝑇~1.05 − 1.25) обусловлен разрушением скирмионной магнитной 

структуры. После этого перехода 𝑧- компоненты векторов спина, не являющи-

еся нулевыми при воздействии внешнего поля, стремятся к нулю только при 

высоких 𝑇 ≈ 2.3. Это резкое уменьшение параметра порядка не является ин-

дикацией фазового перехода, в силу того, что 𝑧- компоненты векторов спина 

никогда не будут равны нулю во внешнем поле, если нет сильного магнито-

электрического взаимодействия на интерфейсе магнитной пленки (при не 

слишком больших значениях  𝐽𝑚𝑓). Когда действует сильное магнитоэлектри-

ческое взаимодействие на интерфейсе  ( 𝐽𝑚𝑓 = −6.0, синий график данных),  

что спины будут лежать в плоскости 𝑥𝑦, несмотря на внешнее магнитное поле. 

Видно, что 𝑧- компоненты векторов спина обращаются в ноль после фазового 

перехода в сегнетоэлектрической пленке, то есть потери сегнетоэлектриче-

ского упорядочения при 𝑇 ≈ 2.3. Обратим внимание, что при 𝐻 =  0 (желтый 

график), на интерфейсе не формируются скирмионы и спиновая конфигурация 

является киральной (спиральной). Одиночный фазовый переход  в парамаг-

нитную фазу происходит при 𝑇 ≈ 2.3, когда происходит одновременное раз-

рушение кирального магнитного и коллинеарного сегнетоэлектрического упо-

рядочения (см. Рис. 3.12 (b)). 

На рис. 3.12 (b) изображены энергии магнитной (фиолетовая) и сегнето-

электрической (зеленая) пленки в зависимости от температуры для  (𝐽𝑚𝑓 =
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−6.0, 𝐻 𝑧 = 0). Видно, разрывы в обеих кривых происходят при одинаковой 

температуре  𝑇С ≈ 2.3, это указывает на происходящие фазовые переходы пер-

вого рода как для магнитной, так и для сегнетоэлектрической подсистем при 

одной и той же температуре. Фактически, при такой сильной магнитоэлектри-

ческой связи фазовые переходы как в магнитной, так и в сегнетоэлектрической 

подсистемах управляются интерфейсом, это объясняет одинаковую темпера-

туру перехода для них.  

Происходящий в сверхрешетке переход первого рода объясняется тем, 

что рассматриваемая система является фрустрированной из-за наличия силь-

ных конкурирующих взаимодействий. Недавно было показано, что во всех 

фрустрированных неколлинеарных спиновых системах возможны фазовые пе-

реходы первого рода [101]. 

 

 Рассмотрим влияние внешнего электрического поля, приложенного пер-

пендикулярно плоскости слоев сверхрешетки. Для сегнетоэлектрической под-

система вектора поляризации расположены вдоль оси z, так что приложенное 

электрическое поле 𝐸 вдоль этого же направления препятствует существова-

нию фазовых превращений из сегнетоэлектрической фазы в параэлектриче-

скую. Этот вывод подтверждают графики, изображенные на рисунке 3.13. 
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Рис. 3.13. Зависимость параметра порядка (а)  и энергии сегнетоэлектрической 

пленки (b) от температуры 𝑇. Фиолетовый график соответствуют 𝐸 = 0, зеле-

ный цвет -  𝐸 = 0.25, голубой цвет  𝐸 = 0.5, желтый - 𝐸 = 1. Параметр 

магнитоэлектрического взаимодействия на интерфейсе принят  𝐽𝑚𝑓 = −1.2. 
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 Отметим тот факт, что параметр порядка никогда не принимает нулевых 

значений при 𝐸𝑧 ≠ 0, аналогично случаю ферромагнетика в приложенном 

магнитном поле. Из рисунка 3.13 (b) следует, что график температурной зави-

симости энергия испытывает резкий скачок или резкое изменение кривизны 

при 𝐸𝑧  =  0, что указывает на происходящий фазовый переход. Другие гра-

фики 𝐸(𝑇) при 𝐸𝑧 ≠ 0 не обнаруживают фазовых переходов. Можно заметить 

некоторые аномалии при 𝑇~1 − 1.1, которые обусловлены действием 

фазового перехода в магнитной подсистеме в этом интервале температур. 
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§ 4. Выводы к главе 

В главе мы рассмотрели новую модель магнитоэлектрической связи 

между магнитной пленкой и сегнетоэлектрической пленкой в сверхрешетке. 

Эта связь имеет вид кирального магнитоэлектрического взаимодействия 

между дипольным моментом сегнетоэлектрической пленки и спинами в плос-

кости магнитной пленки на границе раздела сверхрешетки мультиферроика. 

Исследование с помощью метода наискорейшего спуска, состоящего в мини-

мизации энергии сверхрешетки обнаруживает однородные неколлинеарные 

спиновые конфигурации в отсутствии внешнего магнитного поля и переход 

таких конфигураций в скирмионы в приложенном магнитном поле, направлен-

ном перпендикулярно плоскости пленки.  

Моделирование по методу Монте-Карло выполнено для исследования 

фазовых переходов, происходящих в сверхрешетке с учетом и без учета внеш-

них электрического и магнитного полей. Показано, что скирмионы могут быть 

стабильны при ненулевых температурах.  

Показано впервые, что тип фазового перехода может быть второго или 

первого порядка, в зависимости от параметра связи на интерфейсе сверхре-

шетки. Существование скирмионов в многослойных сверхрешетках ограни-

ченных магнито-сегнетоэлектрической границей, является принципиально но-

вым явлением. Обнаруженный эффект может быть использован в транспорт-

ных приложениях в устройствах спинтроники, отдельные из которых отме-

чены ранее во введении. 
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Глава 4. Элементарные возбуждения в сверхрешетке в 

отсутствии внешнего магнитного поля 

 

§ 1. Введение 

 В предыдущей главе рассмотрены результаты математического модели-

рования методами Монте-Карло для фазовых переходов в сверхрешетке фер-

ромагнетик/сегнетоэлектрик с киральным магнитоэлектрическим взаимодей-

ствием типа Дзялошинского-Мории между магнитной и сегнетоэлектрической 

пленкой. В этой главе рассмотрим особенности спектра спиновых волн, воз-

буждаемых в ферромагнитной пленке в отсутсвии внешнего магнитного поля, 

в некоторых частных случаях.   

 Воспользуемся методом двухвременных температурных функций Грина, 

разработанный академиком Боголюбовым [1] развит в работах Тябликова [2], 

Боголюбова Н.Н. (мл.) и Садовникова Б.И. [3]. Метод функций Грина эффек-

тивен для исследования низкотемпературных свойств квантовых спиновых си-

стем (гелиомагнетиков) и двумерных пленок, с взаимодействием Дзялошин-

ского-Мории [98, 220]. В этой главе будет развит метод двухвременных функ-

ций Грина для тонких пленок сверхрешеток мультиферроиков с неколлинеар-

ной спиновой конфигурацией в магнитной подсистеме. При подготовке 

данного раздела диссертации использованы следующие публикации, 

выполненные автором лично или в соавторстве, в которых согласно 

положению о присуждении ученых степеней в МГУ, отражены основные 

основные результаты, положения и выводы исследования:  [173, 210, 220, 224]. 

Авторский вклад заключался в участии в постановке задач, построении 

модели, выполнении аналитических расчетов, обсуждении результатов и 

подготовке статей в перечисленных публикациях. 
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§ 2. Модель сверхрешетки с магнитной анизотропией 

 Гамильтониан сверхрешетки выберем в том же виде, что и в предыдущей 

главе (уравнения (4.4) - (4.10)), повторим их здесь для удобства 

𝐻 = 𝐻𝑚 +𝐻𝑓 + 𝐻𝑚𝑓                                                        (4.1) 

где 𝐻𝑚 и 𝐻𝑓 - гамильтонианы ферромагнитной и сегнетоэлектрической пленок 

соответственно, а 𝐻𝑚𝑓 - гамильтониан магнитоэлектрического взаимодей-

ствия на границе раздела двух соседних пленок. Опишем гамильтониан маг-

нитной пленки с помощью спиновой модели Гейзенберга на простой кубиче-

ской решетке: 

𝐻𝑚 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑚𝑆 𝑖 ∙ 𝑆 𝑗

𝑖,𝑗

−∑�⃗⃗⃗� 

𝑖

∙ 𝑆 𝑖                           (4.2) 

где 𝑆 𝑖     - оператор спина на 𝑖 −м узле решетки, |𝑆 | = 1/2, в отличии от преды-

дущей главы, где считалось, что 𝑆 𝑖     является классическим Гейзенберговским 

спином 𝑆 𝑖   на узле, с амплитудой |𝑆 | = 1.  , �⃗⃗⃗�  - внешнее магнитное поле, 

направленное перпендикулярно плоскости пленки вдоль оси 𝑧. Для сегнето-

электрической подсистемы, для простоты, мы предполагаем, что электриче-

ские поляризации являются операторами поляризации. Гамильтониан подси-

стемы зададим в виде 

𝐻𝑓 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑓
�⃗� 𝑖 ∙ �⃗� 𝑗

𝑖,𝑗

−∑𝐸𝑧

𝑖

∙ 𝑃𝑖
𝑧                          (4.3) 

где �⃗� 𝑖 – оператор дипольной поляризаций  𝑖 − го узле простой кубической ре-

шетки. 

Гамильтониан для магнитоэлектрического взаимодействия на границе 

раздела двух пленок зададим в виде 

𝐻𝑚𝑓 =∑𝐽𝑚𝑓𝑃𝑘(�⃗� × 𝑟 𝑖,𝑗)

𝑖,𝑗,𝑘

∙ [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗]  

=∑𝐽𝑚𝑓𝑃𝑘𝑒𝑖,𝑗�⃗� 

𝑖,𝑗,𝑘

∙ [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗] 
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=∑𝐽𝑚𝑓𝑒𝑖,𝑗�⃗� 𝑘
𝑖,𝑗,𝑘

∙ [𝑆 𝑖 × 𝑆 𝑗]                           (4.4) 

В главе 3 было показано, что спины на интерфейсном слое магнитной пленки, 

располагаются в 𝑥𝑦 – плоскости, следовательно при квантово-механических 

расчетах следует учесть, что на интерфейсном слое сверхрешетки мультифер-

роика ось квантования каждого из спинов лежит в плоскости 𝑥𝑦  

 Обозначим в качестве оси квантования ось 𝜁 (см. Рис. 4.15). 

 

 

Рис. 4.15. Оси квантования в 𝑥𝑦 – плоскости спинов �⃗⃗� 𝒊 и �⃗⃗� 𝒋 есть оси 𝜁𝑖 и 𝜁𝑗 

соответственно. 

 Выразим спины в локальных координатах, тогда можно записать 

�⃗⃗� 𝑖 = 𝑆𝑖
𝜉𝑖𝜉𝑖 + 𝑆𝑖

𝜂𝑖�̂�𝑖 + 𝑆𝑖
𝜁𝑖𝜁𝑖                          (4.5) 

�⃗⃗� 𝑗 = 𝑆𝑗
𝜉𝑗𝜉𝑗 + 𝑆𝑗

𝜂𝑗�̂�𝑗 + 𝑆𝑗
𝜁𝑗𝜁𝑗                          (4.6) 

 

где координаты узлов 𝑖 −го  и 𝑗 −спинов  связаны преобразованием вращения 

координат 

𝜉𝑗 = cos 𝜃𝑖,𝑗 𝜁𝑖 + sin 𝜃𝑖,𝑗 𝜉𝑖                           

𝜁𝑗 = −sin 𝜃𝑖,𝑗 𝜁𝑖 + cos 𝜃𝑖,𝑗 𝜉𝑖                           

�̂�𝑗 = �̂�𝑖 
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Здесь 𝜃𝑖,𝑗 = 𝜃𝑖 − 𝜃𝑗  − угол между направлениями спинов �⃗⃗� 𝒊 и �⃗⃗� 𝒋. 

 

Как уже было показано в главе 3, спиновая конфигурация основного со-

стояния для атомарного слоя неколлинеарна с определенной периодичностью. 

Для двухслойной магнитной пленки спиновые конфигурации в двух слоях ин-

дентичны из соображений симметрии. Однако при толщине магнитной пленки 

более двух слоев, спины во внутренних слоях расположены друг к другу под 

углами, отличающимися от углов направлений соседних спинов на интер-

фейсе, где обменное взаимодействие конкурирует с магнитоэлектрической 

связью.  

Не будем подробно останавливаться на анализе этого вопроса, хотя это 

можно сделать, используя метод, предложенный в [98]. Рассмотрим подробнее 

случай сверхрешетки, состоящей из однослойной магнитной и сегнетоэлек-

трической пленки с киральной магнитоэлектрической связью (4.4).  

Предположим, что спин полуцелый, 𝑆 = 1/2.  Выразим полный гамиль-

тониан магнитного слоя  

𝐻𝑀 = 𝐻𝑚 +𝐻𝑚𝑓 

в терминах локальных координат.  

Выразим �⃗⃗� 𝒋 в координатах  (𝜉𝑖 , 𝜁𝑖 , �̂�𝑖) , получим следующее выражение 

для гамильтониана однослойной магнитной пленки, связанной с сегнетоэлек-

трической пленкой в сверхрешетке 

 

𝐻𝑀 = −∑𝐽𝑚 {
1

4
(cos 𝜃𝑖,𝑗 − 1)(𝑆𝑖

+𝑆𝑗
+ + 𝑆𝑖

−𝑆𝑗
−)

〈𝑖,𝑗〉

 

+
1

4
(cos 𝜃𝑖,𝑗 + 1)(𝑆𝑖

+𝑆𝑗
− + 𝑆𝑖

−𝑆𝑗
+) 

+
1

2
sin 𝜃𝑖,𝑗 (𝑆𝑖

+ + 𝑆𝑖
−)𝑆𝑗

𝑧 −
1

2
sin 𝜃𝑖,𝑗 𝑆𝑖

𝑧(𝑆𝑗
+ + 𝑆𝑗

−) 

cos 𝜃𝑖,𝑗 𝑆𝑖
𝑧𝑆𝑗
𝑧} 
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+
𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧

4
∑[(𝑆𝑖

+ + 𝑆𝑖
−)(𝑆𝑗

+ + 𝑆𝑗
−)|sin 𝜃𝑖,𝑗|

〈𝑖,𝑗〉

 

+4𝑆𝑖
𝑧𝑆𝑗
𝑧|sin 𝜃𝑖,𝑗|].                                              (4.16) 

Отметим, что в основном состоянии 𝑃𝑧 = 1. Но при ненулевых температурах 

заменяем 𝑃𝑧 его средним значением 〈𝑃𝑧〉, причем усреднение берется по кано-

ническому распределению с гамильтонианом 𝐻𝑀.  В соотношении (4.16)  для 

простоты использовались стандартные обозначения операторов спина, для   

использования коммутационных соотношений в процессе дальнейших вычис-

лений. А именно 

 

(𝑆𝑖
𝜉𝑖 , 𝑆𝑖

𝜂𝑖 , 𝑆𝑖
𝜁𝑖)  → (𝑆𝑖

𝑥, 𝑆𝑖
𝑦
, 𝑆𝑖
𝑧)

(𝑆
𝑗

𝜉𝑗 , 𝑆
𝑗

𝜂𝑗 , 𝑆
𝑗

𝜁𝑗
)  → (𝑆𝑗

𝑥, 𝑆𝑗
𝑦
, 𝑆𝑗
𝑧)
                 (4.17) 

 

То есть предполагаем, что 𝑆𝑖
𝑥 ≡ 𝑆𝑖

𝑥𝑖.  

 Отметим, что слагаемые в гамильтониане 𝐻𝑀 

1

2
sin 𝜃𝑖,𝑗 (𝑆𝑖

+ + 𝑆𝑖
−)𝑆𝑗

𝑧 −
1

2
sin 𝜃𝑖,𝑗 𝑆𝑖

𝑧(𝑆𝑗
+ + 𝑆𝑗

−) 

при суммировании по ближайшим соседям взаимно сокращаются при учете 

спинов на противоположных узлах кубической решетки, в отличии от сумми-

рования слагаемых магнитоэлектрического взаимодействия 

+
𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧

4
∑[(𝑆𝑖

+ + 𝑆𝑖
−)(𝑆𝑗

+ + 𝑆𝑗
−)|sin 𝜃𝑖,𝑗|

〈𝑖,𝑗〉

 

+4𝑆𝑖
𝑧𝑆𝑗
𝑧|sin 𝜃𝑖,𝑗|].                                               

которые не сокращаются при суммировании  благодаря выбору векторов �⃗�  для 

противоположных узлов. 
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§ 3. Случай сверхрешетки с однослойной магнитной  

и сегнетоэлектрической пленкой 

 Как было показано в работе [34] в частном случае двумерной магнитной 

пленки отсутствует дальний магнитный порядок при ненулевых температурах 

для моделей систем изотропных спинов с взаимодействующими ближайшими 

соседями. Поэтому для стабилизации магнитного упорядочения при ненуле-

вых 𝑇 добавим анизотропное взаимодействие (см., Например, рис. 4.16а). Хо-

рошо известно, что в двумерных или очень ферро – и антиферромаегнитных 

тонких пленках подынтегральные выражения для вычисления 〈𝑀〉 в зависимо-

сти от температуры  [см. уравнение (4.38)] расходятся как 𝑘𝑑𝑘/𝑘2 (так как 𝐸 →

𝑘2 для ферромагнитной моды когда 𝑘 →  0), тогда как в 3𝐷 или объемном маг-

нетике подынтегральное выражение имеет зависмость 𝑘2𝑑𝑘/𝑘2 при 𝑘 →  0 и 

тем самым в этом случае нет особенности.  

 При моделировании методами Монте-Карло, статистическое усреднение 

выполнено с использованием стохастических случайных конфигураций, сге-

нерированных со статистической вероятностью, то есть отсутствовали моды 

𝑘 =  0. Таким образом, при моделировании методами Монте-Карло не сталки-

ваемся с такой математической особенностью, как при аналитических расче-

тах. 

 Поэтому, введем в гамильтониан следующий член для описания  анизо-

тропии между векторами спинов на узлах �⃗⃗� 𝒊 и �⃗⃗� 𝒋, которая стабилизирует опре-

деленный выше угол между их локальными осями квантования 𝑆𝑖
𝑧 и 𝑆𝑗

𝑧: 

𝐻𝑎 = −∑𝐾𝑖,𝑗
〈𝑖,𝑗〉

𝑆𝑖
𝑧𝑆𝑗
𝑧 cos 𝜃𝑖,𝑗                                (4.20) 

 

где параметр анизотропии 𝐾𝑖,𝑗 предполагаем положительным, и отличным от 

нуля только для ближайших взаимодействующих соседей. Кроме того, будем 

считать, что по величине  параметр анизотропии много меньше, чем параметр 
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обменного взаимодействия 𝐽𝑚. Далее для простоты считаем, что  𝐾𝑖,𝑗 =  𝐾 для 

пары ближайших соседей в плоскости 𝑥𝑦.  

Тогда полный гамильтониан магнитной пленки сверхрешетки запишем 

в виде  

𝐻𝑀 = 𝐻𝑚 +𝐻𝑚𝑓 + 𝐻𝑎                                    (4.21) 

 

Определим двухвременные температурные функции Грина  

 

𝐺𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡′) = 〈〈𝑆𝑖
+(𝑡); 𝑆𝑗

−(𝑡′)〉〉

= −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′)〈[𝑆𝑖
+(𝑡), 𝑆𝑗

−(𝑡′)]〉
                      (4.22) 

𝐹𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡′) = 〈〈𝑆𝑖
−(𝑡); 𝑆𝑗

−(𝑡′)〉〉

= −𝑖𝜃(𝑡 − 𝑡′)〈[𝑆𝑖
−(𝑡), 𝑆𝑗

−(𝑡′)]〉
                      (4.23) 

Уравнения движений для этих функций выглядят следующим образом 

 

𝑖ℏ
𝑑𝐺𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡′)

𝑑𝑡
= 〈[𝑆𝑖

+(𝑡), 𝑆𝑗
−(𝑡′)]〉𝛿(𝑡 − 𝑡′)

− 〈〈[𝐻𝑀, 𝑆𝑖
+]; 𝑆𝑗

−〉〉
                      (4.24) 

𝑖ℏ
𝑑𝐹𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡′)

𝑑𝑡
= 〈[𝑆𝑖

−(𝑡), 𝑆𝑗
−(𝑡′)]〉𝛿(𝑡 − 𝑡′)

− 〈〈[𝐻𝑀, 𝑆𝑖
−]; 𝑆𝑗

−〉〉
                      (4.25) 

 

Для слагаемых  𝐻𝑚 и 𝐻𝑎, приведенные выше уравнения движения образуют 

цепочку уравнений движения с функциями Грина более высокого порядка, 

например, вида 〈〈𝑆𝑙
𝑧𝑆𝑖
±; 𝑆𝑗

−〉〉 и 〈〈𝑆𝑙
±𝑆𝑖

±; 𝑆𝑗
−〉〉. Эти функции Грина расцепить, ап-

проксимировать, согласно схеме расцепления Боголюбова – Тябликова: 

 

〈〈𝑆𝑙
𝑧𝑆𝑖
±; 𝑆𝑗

−〉〉 ≈ 〈𝑆𝑙
𝑧〉 〈〈𝑆𝑖

±; 𝑆𝑗
−〉〉                              (4.26)

〈〈𝑆𝑙
±𝑆𝑖

±; 𝑆𝑗
−〉〉 ≈ 〈𝑆𝑙

±〉 〈〈𝑆𝑖
±; 𝑆𝑗

−〉〉 ≈ 0                      (4.27)
                  

Последнее расцепление приравниваем нулю в связи с тем, что поперечные 

спин-волновые движения 〈𝑆𝑙
±〉 со временем приравниваются нулю. 
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Для слагаемого 𝐻𝑚𝑓 коммутационные соотношения [𝐻𝑚𝑓 , 𝑆𝑖
±]  приводят 

к слагаемому 

𝐷∑sin𝜃

𝑙

[∓𝑆𝑖
𝑧(𝑆𝑙

+ + 𝑆𝑙
−) ± 2𝑆𝑖

±𝑆𝑙
𝑧]                           (4.28) 

И образуются функции Грина вида: 

〈〈𝑆𝑖
𝑧𝑆𝑙
±; 𝑆𝑗

−〉〉 ≈ 〈𝑆𝑖
𝑧〉 〈〈𝑆𝑙

±; 𝑆𝑗
−〉〉                                      (4.29) 

Отметим, что мы считаем угол 𝜃 между ближайшими взаимодействую-

щими спинами  положительным. Приведенное выше уравнение, таким обра-

зом, связано с функциями 𝐺 и 𝐹 [см. (4.27)]. 

Воспользуемся преобразованиями Фурье в 𝑥𝑦 −  плоскости для функций 

Грина 𝐺𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡′) и 𝐹𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡′) : 

𝐺𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡
′, 𝜔) =

1

Δ
∫ 𝑑�⃗� 𝑥𝑦𝑒

−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′)𝑔(𝜔, �⃗� 𝑥𝑧)𝑒
𝑖�⃗� 𝑥𝑦∙(�⃗� 𝑖−�⃗� 𝑗) 

𝐵𝑍

                        (4.30)

𝐹𝑖,𝑗(𝑡, 𝑡
′, 𝜔) =

1

Δ
∫ 𝑑�⃗� 𝑥𝑦𝑒

−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′)𝑓(𝜔, �⃗� 𝑥𝑧)𝑒
𝑖�⃗� 𝑥𝑦∙(�⃗� 𝑖−�⃗� 𝑗) 

𝐵𝑍

                        (4.31)

 

 

Здесь интегрирование выполняется в первой 𝑥𝑦 зоне Бриллюэна по поверхно-

сти, площадью ∆, 𝜔  -  частота  элеменатрных возбуждений.  

Определим энергию спиновых волн как  𝐸 = ℏ𝜔. 

Для магнитного монослоя получим, после Фурье – преобразования систему 

уравнений 

(𝐸 + 𝐴)𝑔 + 𝐵𝑓 = 2〈𝑆𝑧〉

−𝐵𝑔 + (𝐸 − 𝐴)𝑓 = 0
                       (4.32) 

Здесь мы используем следующие обозначения 

𝐴 = −𝐽𝑚[8〈𝑆𝑧〉 cos𝜃(1 + 𝑑) − 4〈𝑆𝑧〉𝛾(cos𝜃 + 1)]

−4𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧 sin 𝜃 〈𝑆𝑧〉𝛾 + 8𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧sin𝜃〈𝑆𝑧〉                                   
                      (4.33) 

B = 4𝐽𝑚〈𝑆𝑧〉𝛾(cos 𝜃 − 1) − 4𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧 sin 𝜃 〈𝑆𝑧〉𝛾                                           (4.34) 

Анизотропия нормирована как  𝑑 = 𝐾/𝐽𝑚, 𝛾 = (cos𝑘𝑥𝑎 + sin 𝑘𝑦𝑎)/2 , 𝑘𝑥 и 𝑘𝑦 

– это компоненты волнового вектора в 𝑥𝑦 плоскости, 𝑎 −  постоянная решетки. 
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Энергии спиновых волн определяются секулярными уравнениями  

(𝐸 + 𝐴)(𝐸 − 𝐴) + 𝐵2 = 0

𝐸2 − 𝐴2 + 𝐵2 = 0

𝐸 = ±√(𝐴 + 𝐵)(𝐴 − 𝐵)

                                                   (4.35) 

В уравнении (4.35) ± обозначает левые и правые спиновые прецессии. 

Отметим, что 

(i) Если 𝜃 = 0, то 𝐵 = 0, также равны нулю 4𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧 sin 𝜃 〈𝑆𝑧〉𝛾  и 

8𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧sin𝜃〈𝑆𝑧〉, и мы получим дисперсионное уравнение для ферромагнит-

ной пленки 

𝐸 = 2𝑍𝐽𝑚〈𝑆𝑧〉(1 − 𝛾)                                                        (4.36) 

где 𝑍 =  4 – это координационное число для простой кубической решетки, 

𝑑 =  0. 

(ii) Если 𝜃 = 𝜋, то имеем 

𝐴 = −8𝐽𝑚〈𝑆𝑧〉, 𝐵 = −8𝐽𝑚〈𝑆𝑧〉𝛾 

получим дисперсионное уравнение для антиферромагнитной пленки 

𝐸 = 2𝑍𝐽𝑚〈𝑆𝑧〉√1 − 𝛾2                                                        (4.37) 

iii) Рассматривая влияние магнитоэлектрического взаимодействия, 

имеем в виду, что в этом случае  

0 < cos 𝜃 < 1  (0 < 𝜃 < 𝜋/2).  

Если 𝑑 =  0 подкоренное выражение в формуле (4.35) всегда положительно 

для любых 𝜃. Оно равно нулю только при 𝛾 = 1. В случае воздействия магни-

тоэлектрической связи нет необходимости в учете анизотропии 𝑑 для стаби-

лизации спектра спиновых волн при нуле температуре. Если 𝑑 ≠ 0, то мы 

наблюдаем скачок при 𝛾 = 1. 

На рисунке 4.16 приведены зависимости энергии спиновых волн от вол-

нового вектора для различных значений  магнитоэлектрического взаимодей-

ствия:   𝜃 = 0.3 радиан (≅ 17. 2°) и 𝜃 = 1 радиан (≅ 57. 30°). Спектр спиновых 

волн симметричен для положительных и отрицательных значений волновых 

векторов, а также для левостороннего и правостороннего направления прецес-

сий. Отметим, что для малых значений углов 𝜃 (а значит и малых значений 
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параметра магнитоэлектрического взаимодействия 𝐽𝑚𝑓) график зависимости 

энергии от волнового вектора имеет параболический характер при малых 

волновых векторах 𝑘 (Рис. 4.16 (а)) аналогично случаю ферромагнетика. И 

напротив, при больших величинах магнитоэлектрической связи график 

зависимости энергии от волнового вектора имеет линейный характер и 

линейно зависит от 𝑘 (Рис. 4.16 (b)). Такое поведение спектра характерно для 

антиферромагнитного случая [28].  

Изменение поведения прогрессирует с увеличением 𝜃, никакого внезап-

ного перехода от ферромагнитной закономерности (𝑘2) к антиферромагнит-

ной (𝑘) не наблюдается. 
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Рис. 4.16.  Энергетический спектр спиновых волн 𝐸(𝑘) в зависимсти от 

волнового вектора 𝑘 (𝑘 ≡ 𝑘𝑥 = 𝑘𝑧) для (а) 𝜃 = 0.3 радиан и (b) 𝜃 = 1 радиан в 

двумерном случае при 𝑇 = 0. 

 

В случае 𝑆 =  1 / 2 намагниченность определяется как  

〈𝑆𝑧〉 =
1

2
−
1

∆
∬𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦 [

1

𝑒
𝐸𝑖
𝑘𝐵𝑇 − 1

+
1

𝑒
−
𝐸𝑖
𝑘𝐵𝑇 − 1

]                   (4.38) 
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где для каждого �⃗⃗�   получается ±𝐸𝑖 величин. Поскольку 𝐸𝑖 зависит от 𝑆𝑧, намаг-

ниченность может быть вычислена при ненулевых температурах самосогласо-

ванным образом используя формулу (4.38).  

 

Следует также обратить внимание на тот факт, что анизотропия 𝑑 поз-

воляет избежать логарифмической расходимости при 𝑘 =  0, так что мы мо-

жем наблюдать дальний порядок при ненулевых 𝑇 в двумерной (однослойной 

магнитной пленке). На рис. 4.17 приведена температурная зависимость намаг-

ниченности 𝑀 (≡< 𝑆𝑧 >), рассчитанная по формуле. (4.38) для значения 𝑑 =

 0.001.  
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Рис. 4.17. (а) Намагниченность 𝑀 =< 𝑆𝑧 > в зависимости от 𝑇, для дву-

мерной магнитной пленки. 𝜃 = 0.175 радиан (фиолетовые неокрашенные 

квадраты), 𝜃 = 0.524 (синие окрашенные квадраты), 𝜃 = 0.698 (зеленые не-

окрашенные окружности), 𝜃 = 1.047 (черные окрашенные окружности). (b) 

Увеличение в области низкотемпературных значений, для подтверждения 

кроссовера намагниченности.  

 

Намагниченность 𝑀 сильно зависит от температур: при высоких 𝑇 чем 

больше угол 𝜃 тем больше 𝑀.  Однако при 𝑇 =  0 спиновая длина становится 
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меньше для больших величин магнитоэлектрического взаимодействия (то есть 

величин 𝜃) из-за так называемого спинового сокращения, которое имеет место 

в антиферромагнетиках [28]. Как следствие, происходит кроссовер 

(пересечение) кривых намагниченности для различных значений 𝜃 при низкой 

𝑇, как показано на рис. 4.17 (b). 

Зависимость значений намагниченности от величины 𝜃 (параметра 

магнитоэлектрического взаимодействия) приведены на рис. 4.18.  

 

 

 

Рис. 4.18. Значения намагниченности в зависимости от величины 𝜃 

(параметра магнитоэлектрического взаимодействия) для сверхрешетки, 

состоящей однослойной магнитной и сегнетоэлектрической пленки. 
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§ 4. Сверхрешетка из двуслойной магнитной и сегнетоэлектрической 

пленки 

Найдем аналитические выражения для намагниченности и энергии спи-

новых волн в случае сверхрешетки, образованной из магнитной пленки, тол-

щиной в два атомарных слоя, находящейся между сегнетоэлектрическими 

пленками. Из симметрийных соображений можно заключить, что спины, нахо-

дящиеся друг на соседних слоях параллельны друг другу. 

 Энергию спина в этом случае можно записать в виде: 

 

𝐸𝑖 = −4𝐽
𝑚𝑆2 cos 𝜃 − 𝐽𝑚𝑆2 + 4𝐽𝑚𝑓𝑃𝑧𝑆2 sin 𝜃                       (4.39) 

 

здесь учтены энергия обменного взаимодействия спина с четырьмя ближай-

шими соседями в 𝑥𝑦 −плоскости, межплоскостное обменное взаимодействие 

между спинами на разных магнитных слоях. А интерфейсная связь в данном 

случае учтена только с одним вектором дипольного момента вместо (см. фор-

мулу (4.12)). 

Минимизацией энергетического функционала получаем для двухслой-

ной магнитной пленки  

tan 𝜃 =
−𝐽𝑚𝑓

𝐽𝑚
 

 

Записывая уравнение движений для функций Грина (4.22) - (4.23) для 

каждого слоя магнитной пленки и выполнив затем преобразование Фурье в 

𝑥𝑦 – плоскостях получим систему зацепляющихся уравнений. 

Для рассматриваемой сверхрешетки, энергия спиновых волн определя-

ется собственными значениями матричного уравнения 

 

𝑴(𝐸)𝒉 = 𝒖                            (4.40) 
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где 

𝒉 = (

𝑔1,𝑛′
𝑓1,𝑛′
𝑔2,𝑛′
𝑓2,𝑛′

) ,    𝒖 = (

2〈𝑆1
𝑧〉𝛿1,𝑛′
0

2〈𝑆2
𝑧〉𝛿2,𝑛′
0

)                     (4.41) 

 

здесь принято, что  𝐸 = ℏ𝜔. Элементы матрицы 𝑴(𝐸) 

(

𝐸 + 𝐴1
−𝐵1

𝐵1
𝐸 − 𝐴1

𝐶1 0
0 −𝐶1

𝐶2 0 𝐸 + 𝐴2 𝐵2
0 −𝐶2 −𝐵2 𝐸 − 𝐴2

)               (4.42) 

 

Коэффициенты  

 

𝐴1 = −𝐽
𝑚[8〈𝑆1

𝑧〉 cos𝜃(1 + 𝑑) − 4〈𝑆1
𝑧〉𝛾(cos𝜃 + 1)] − 

−2𝐽𝑚〈𝑆2
𝑧〉 − 4𝐷 sin 𝜃〈𝑆1

𝑧〉𝛾 + 8𝐷 sin 𝜃〈𝑆1
𝑧〉  

  

𝐴2 = −𝐽
𝑚[8〈𝑆2

𝑧〉 cos 𝜃(1 + 𝑑) − 4〈𝑆2
𝑧〉𝛾(cos𝜃 + 1)]

−2𝐽𝑚〈𝑆1
𝑧〉 − 4𝐷 sin 𝜃〈𝑆2

𝑧〉 + 8𝐷 sin 𝜃〈𝑆2
𝑧〉 

                       (4.44) 

 

𝐵𝑛 = 4𝐽
𝑚〈𝑆𝑛

𝑧〉 𝛾(cos𝜃 − 1)−4𝐷 sin 𝜃 〈𝑆𝑛
𝑧〉𝛾 ,    𝑛 = 1,2

−2𝐽𝑚〈𝑆1
𝑧〉 − 4𝐷 sin 𝜃〈𝑆2

𝑧〉 + 8𝐷 sin 𝜃 
                  (4.45) 

 

𝐶𝑛 = 2𝐽
𝑚〈𝑆𝑛

𝑧〉,      𝑛 = 1,2                                                                           (4.46) 

 

Из симметрийных соображений 〈𝑆1
𝑧〉 = 〈𝑆2

𝑧〉.  

 

На рис. 4.19 показана зависимость энергии спиновых волн в зависимости 

от волнового вектора для двухслойной магнитной пленки при относительно 

большой величине магнитоэлектрической связи на границе, то есть при  𝜃 =

0.6.  
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Рис. 4.19. Энергия спиновых волн в зависимости от волнового вектора  

𝑘 (𝑘 ≡ 𝑘𝑥 = 𝑘𝑧) при 𝑇 = 0 для двухслойной магнитной пленки в магнитоэлек-

трической сверхрешетке при 𝜃 = 0.6 радиан. 

 

Из Рис. 4.19 отметим два важных момента 

 (i) первая мода проявляет антиферромагнитное поведение 𝐸 ∝  𝑘 в 

длинноволновом пределе для больших значений 𝜃 = 0.6 , а следовательно для 

большой межфазной магнитоэлектрической связи.  

(ii) Вторая мода спин-волнового спектра, расположенная над первой мо-

дой имеет параболический вид, то есть  𝐸 ∝  𝑘2, это ферромагнитная спиновая 

волна, возбуждаемая параллельно расположенными межплоскостными бли-

жайшими соседям, вытроенными в  направлении оси 𝑧. 

В заключении этой главы подчеркнем, что магнитоэлектрическое взаи-

модействие между ферромагнитной и сегнетоэлектрической пленками в 

сверхрешетке определяет вид спектра спиновых волн при 𝑘 → 0 . Квантовые 
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флуктуации, конкурируя с температурными эффектами вызывают кросс-овер 

намагниченностей при различных значениях величины магнитоэлектриче-

ского взаимодействия: в общем случае, более сильное магнитоэлектрическое 

взаимодействие приводит к более сильному сжатию спинов к плоскости при 

𝑇 =  0, в результате соответствующая величина намагниченности принимает 

меньшие значения. Однако при повышении температуры более сильное маг-

нитоэлектрическое взаимодействие приводит к более сильной намагниченно-

сти. Это объясняет кроссовер при умеренной температуре. 
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§ 5. Выводы к главе 

Рассмотрена новая модель магнитоэлектрической связи между магнит-

ной пленкой и сегнетоэлектрической пленкой в сверхрешетке. Эта связь имеет 

вид кирального магнитоэлектрического взаимодействия между дипольным 

моментом сегнетоэлектрической пленки и спинами в плоскости магнитной 

пленки на границе раздела сверхрешетки мультиферроика. Получены анали-

тические выражения для энергии элементарных возбуждений спиновых волн 

в двумерной и трехмерной магнитной пленке в отсутствии внешнего магнит-

ного поля методом функции Грина. Обнаружено сильное влияние магнито-

электрической связи на спектр спиновых волн, а также на намагниченность 

при низких температурах.  
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Глава 5. Скирмионные кристаллы и фазовые переходы в 

фрустрированной сверхрешетке ферромагнетик / сегнетоэлек-

трик. Киральное магнитоэлектрическое взаимодействие в 

фрустрированной 𝑱𝟏 − 𝑱𝟐 модели 

  

§ 1. Введение 

 

Описание и построение корректных моделей процессов формирования и 

устойчивости скирмионов является очень актуальной задачей с точки зрения 

практических приложений. Поэтому, попытки построить модели взаимодей-

ствия скирмионов на интерфейсах различных сред между различными связан-

ными интерфейсами, предпринимаются у разных исследовательских групп.  

В данной главе рассматривается сверхрешетка, образованная из череду-

ющихся «фрустрированных» магнитных пленок и «фрустрированных» сегне-

тоэлектрических пленок. Фрустрации, возникающие из-за конкурирующих 

взаимодействий между различными спиновыми парами были исследованы в 

течение последних четырех десятилетий. Можно сослаться на обзор [131], в 

котором рассмотрены и проанализированы различные варианты моделей 

фрустрированных систем и результаты экспериментов по микромагнитной 

структуре. Основная цель данной главы состоит в том, чтобы исследовать вли-

яние фрустрации при наличии магнитоэлектрического взаимодействия на гра-

нице раздела двух подсистем. Оказывается, что фрустрация приводит к усиле-

нию скирмионной структуры, возникающей в результатe конкуренции некол-

линеарного магнитоэлектрического взаимодействия и внешнего магнитного 

поля, приложенного перпендикулярно к плоскости пленок. Для построения 

фазовых диаграмм и исследования фазовых переходов из скирмионной фазы 
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в сверхрешетке в зависимости от величины фрустрации используется числен-

ный метод Монте-Карло, который с успехом применяется для исследования 

фазовых переходов и критических явлений в магнетиках. При подготовке 

данного раздела диссертации использованы следующие публикации, 

выполненные автором лично или в соавторстве, в которых согласно 

положению о присуждении ученых степеней в МГУ, отражены основные 

основные результаты, положения и выводы исследования:  [131, 156, 221, 222]. 

Авторский вклад заключался в участии в постановке задач, выполнении 

исследования, написании программ для моделиррвания фазовых переходов и 

критических явлений, отладке программ для расчетов на суперкомпьютере, 

обсуждении результатов и подготовке статей в перечисленных публикациях. 

 

§ 2. Гамильтониан фрустрированной 𝑱𝟏 − 𝑱𝟐 модели.   

Скирмионный кристалл 

Рассмотрим сверхрешетку, состоящую из чередующихся магнитных и 

сегнетоэлектрических пленок (см. Рис. 1а). Для простоты будем предполагать, 

что обе подсистемы имеют имеют структуру простой кубической решетки с 

одинаковой постоянной решетки.  

Гамильтониан рассматриваемой сверхрешетки мультиферроика опреде-

лим следующим образом 

 

𝐻 = 𝐻𝑚 +𝐻𝑓 +𝐻𝑚𝑓      (5.1) 

 

где 𝐻𝑚 и 𝐻𝑓 это гамильтонианы магнитной и сегнетоэлектрической подсистем, 

соответственно. 𝐻𝑚𝑓  - гамильтониан магнитоэлектрического взаимодействия 

на между двумя граничащими магнитной и сегнетоэлектрической пленками. 

Так как мы рассматриваем фрустрированные подсистемы, опишем гамильто-

ниан магнитной пленки спиновой моделью Гейзенберга на простой кубиче-

ской решетке следующим образом: 
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𝐻𝑚 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑚

𝑖,𝑗

𝑺𝒊 ∙ 𝑺𝒋 −∑𝐽𝑖𝑘
2𝑚

𝑖,𝑘

𝑺𝒊 ∙ 𝑺𝒌 −∑𝑯

𝑖

∙ 𝑺𝒊              (5.2) 

 

здесь принято, что 𝑺𝒊 – это спин 𝑖 − го узла простой кубической решетки, 𝑯 – 

напряженность внешнего магнитного поля, 𝐽𝑖𝑗
𝑚 – величина магнитного обмен-

ного взаимодействия между парой спинов на узле  𝑖 и 𝑗. Ввиду наличия фруст-

рации учтем как взаимодействие ближайших соседей (NN), обозначенное 𝐽𝑚, 

так и взаимодействие соседей, следующих за ближайшими (NNN), обозначен-

ное 𝐽2𝑚. Будем считать, что 𝐽𝑚 > 0 и одинаково для всех ближайших спинов в 

магнитной пленке, как в плоскости, так и для пары спинов между плоскостями.  

Для того, чтобы ввести в рассмотрение фрустрации, предположим  𝐽2𝑚 < 0, а 

именно взаимодействие между соседями следующими за ближайшими анти-

ферромагнитно и одинаково для спиновых пар в магнитной пленке, как в плос-

кости, так и между плоскостями.  Внешнее магнитное поле 𝑯 направим вдоль 

оси z, которая перпендикулярна плоскости слоев сверхрешетки. Взаимодей-

ствие спинов на границе раздела между магнитной и ферроэлектрической 

пленкой будет введено ниже. 

Следует отметить, что 𝐽1 − 𝐽2 модель на простой кубической решетке 

изучалась для  спинов Гейзенберга в работе [156] и для спинов Изинга  в ра-

боте [158], но в указанных работах рассматривались только объемные магнит-

ные кристаллы, а не сверхрешетки, обладающие двумя параметрами порядка. 

Кроме того, оба параметра  𝐽1 и 𝐽2 были антиферромагнитны (𝐽1 < 0, 𝐽2 <  0). 

В указанных работах было вычислено критическое значение |𝐽2
с| = 0.25𝐽1, 

выше которого антиферромагнитное упорядочение переходит в фрустриро-

ванную решетку, где образуется линия со спинами направленными вверх, а 

соседние линии со спинами направленными вниз. Для случая когда    𝐽1 > 0 – 

(ферромагнитный порядок для ближайших спиновых пар), 𝐽2 <  0 (антиферро-

магнитный порядок для следующих за ближайшими соседями спиновых пар)  
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- легко показать, что критическое значение 𝐽𝐶
2𝑚 = −0.5𝐽𝑚. При этом ферромаг-

нитное упорядочение переходит в антиферромагнитное.  

Для сегнетоэлектрической пленки для простоты будем считать, что элек-

трические поляризации являются изингоподобными векторами, модуль кото-

рых равен единице, и может быть направлен только либо в направлении оси  

𝑧, либо в противоположном. Гамильтониан сегнетоэлектрической подсистемы 

запишем в виде 

 

𝐻𝑓 = −∑𝐽𝑖𝑗
𝑓

𝑖,𝑗

𝑃𝑖 ∙ 𝑃𝑗 −∑𝐽𝑖𝑘
2𝑓

𝑖,𝑘

𝑃𝑖 ∙ 𝑃𝑘               (5.3) 

где 𝑃𝑖 – это поляризация 𝑖 − го узла простой кубической решетки, 𝐽𝑖𝑗
𝑓

 – вели-

чина обменного взаимодействия между поляризациями на узлах  𝑖 и 𝑗. Как и 

при описании магнитной пленки, введем предположение, что 𝐽𝑖𝑗
𝑓
= 𝐽𝑓 > 0 оди-

наково для всех ближайших узлов (NN) в сегнетоэлектрической пленке, и 

𝐽𝑖𝑗
2𝑓
= 𝐽2𝑓 < 0  для соседей, следующих за ближайшими (NNN). 

Как известно, взаимодействие Дзялошинского-Мории имеет вид: 

 

𝐻𝐷𝑀 = 𝑫𝒊,𝒋 ∙ [𝑺𝒊 × 𝑺𝒋]                    (𝟓. 4) 

 

где 𝑺𝒊 – спин 𝑖 − го магнитного иона и 𝑫𝒊,𝒋 – вектор Дзялошинского-Мории. 

Вектор 𝑫𝒊,𝒋 пропорционален векторному произведению [𝑹 × 𝒓𝒊,𝒋] вектора 𝑹, 

который обозначает смещение лиганда (например атома кислорода) и единич-

ного вектора 𝒓𝒊,𝒋, направленного вдоль оси, соединяющей магнитные ионы на 

узлах  𝑖 и 𝑗 (см. рис. 5.1б). Запишем 

 

𝑫𝒊,𝒋 = [𝑹 × 𝒓𝒊,𝒋]

𝑫𝒋,𝒊 = [𝑹 × 𝒓𝒋,𝒊] = −𝑫𝒊,𝒋
                  (5.5) 
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Предположим, что 

𝑫𝒊,𝒋 = 𝐷𝑒𝑖,𝑗𝒛                                     (𝟓. 6) 

 

где 𝐷 – это некоторая постоянная, 𝒛 – единичный вектор, направленный вдоль 

оси 𝑧, и 𝑒𝑖,𝑗 = −𝑒𝑗,𝑖 = 1. 

 

 

Рис. 5.1.  (а) Сверхрешетка ферромагнетик/сегнетоэлектрик, (b) Позиции 

спинов на плоскости 𝑥𝑦 и расположение немагнитного иона кислорода, опре-

деляющие вектор Дзялошинского –Мории. (с) Межплоскостное взаимодей-

ствие между поляризацией 𝑃 в нижнем сегнетоэлектрическом слое и 5 спи-

нами в верхнем магнитном слое в магнитоэлектрическом взаимодействии Дзя-

лошинского-Мории.  

 

Для магнитоэлектрического взаимодействия между граничащими 

сегнетоэлектрическим и магнитным слоями (интерфейс) сверхрешетки 

гамильтониан магнитоэлектрического взаимодействия  определим 

следующим образом 

 

𝐻𝑚𝑓 =∑𝐽𝑖,𝑗
𝑚𝑓
𝑒𝑖,𝑗𝑷𝒌 ∙ [𝑺𝒊 × 𝑺𝒋]

𝑖,𝑗,𝑘

              (5.7) 

Здесь принято, что 𝑷𝒌 – это поляризация на 𝑘 − м узле ферроэлектрического 

поверхностного слоя, а 𝑺𝒊 и 𝑺𝒋 принадлежит интерфейсному (поверхностному) 

магнитному слою (см. Рис. 5.1с). В этом выражении множитель 𝐽𝑖,𝑗
𝑚𝑓
𝑒𝑖,𝑗𝑷𝒌 иг-

рает роль  вектора Дзялошинского – Мории, который определяется формулой 
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(5.6) и направлен перпендикулярно плоскости пленки, то есть перпендику-

лярно плоскости 𝑥𝑦. Когда производится суммирование по ближайшим 

соседним парам, нужно обратить внимание на соответствие знаков перед 𝑒𝑖,𝑗 

и векторным произведением [𝑺𝒊 × 𝑺𝒋] [173].  

В дальнейшем, примем, что 𝐽𝑖,𝑗
𝑚𝑓
= 𝐽𝑚𝑓 и не зависит от индексов 

сумирования (𝑖, 𝑗).  

 Поскольку вектор поляризации 𝑷𝒌 направлен параллельно оси 𝑧, в от-

сутствии внешнего магнитного поля спины во всех слоях магнитной пленки 

будут расположены в плоскости 𝑥𝑦 для того, чтобы минимизировать энергию 

поверхностного магнитоэлектрического  взаимодействия согласно выраже-

нию (5.7). Магнитоэлектрическое взаимодействие  𝐽𝑚𝑓 благоприятствует об-

разованию неколлинеарной спиновой структуры, конкурирующей с обмен-

ными взаимодействиями 𝐽𝑚 и 𝐽2𝑚, которые стремятся выстроить коллинеар-

ную (ферро – или антиферромагнитную) спиновую конфигурацию. В ферро-

электрических слоях реализуется только коллинеарное (ферро- или антифер-

роэлектрическое) упорядочение, в силу сделанного предположения об изин-

говской природе векторов поляризации. Как показывают экспериментальные 

данные, величина параметра магнитоэлектрического взаимодействия много 

меньше, чем параметры обменных взаимодействий в гамильтониане. Однако, 

в нанопленках и сверхрешетках магнитоэлектрическое взаимодействие имеет 

решающее значение для установления неколлинеарного магнитного дальнего 

порядка. Было показано, что спин-орбитальное взаимодействие Рашбы приво-

дит к сильному взаимодействию Дзялошинского- Мории на интерфейсе [74, 

75], где нарушение симметрии по отношению к инверсии на интерфейсе маг-

нитной и сегнетоэлектрической пленок приводит к тому, что может меняться 

магнитные состояния. Было установлено, что взаимодействие Дзялошинского 

– Мории играет ключевую роль в образовании, и стабилизации скирмионов. 

хиральных доменных стенок.  
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Из выражения (5.7) можно сделать вывод о том, что если вектора поля-

ризации направлены вдоль оси 𝑧, то при отсутствии обменных слагаемых, маг-

нитоэлектрическое взаимодействие на интерфейсе примет минимально воз-

можное значение, если вектора 𝑺𝒊 и 𝑺𝒋 будут лежать в 𝑥𝑦 плоскоси на 

интерфейсе и будут направлены перпенидулярно друг другу. Когда 

включаются обменные слагаемые, они будут конкурировать с поверхностным 

(интерфейсным) магнитоэлектрическим взаимодействием. Как будет показано 

ниже, результатом такой конкуренции является неколлинеарная спиновая 

конфигурация.  

Следует отметить, что в случае рассматриваемой фрустрированной 

пленки, состоящей из нескольких слоев, углы между ближайшими парами 

спинов в каждом магнитном слое принимают отличные значения в различных 

атомарных слоях. В расссматриваемом случае, вычисление значений этих 

углов аналитически весьма затруднительно. Поэтому для решения задачи 

нахождения конфигурации основного состояния магнитной и 

ферроэлектрической пленок модифицирован численный метод минимизации 

энергетического функционала - метод наискорейшего спуска.  

Основная идея используемого метода состоит в поиске минимума 

энергии каждого спина  и поляризации на соответствующих узлах. Для этого 

определяется направление локального поля, действующего на спин со стороны 

ближайших соседних спинов и соседей, следующих за ближайшими. Спин на 

рассматриваемом узле направляем параллельно локальному полю. Чтобы 

выполнить такой шаг, сначала генерируется случайным образом начальная 

спиновая конфигурация по всем узлам узлам сверхрешетки. Далее мы 

выбираем какую либо стартовую точку со спином или поляризацией и 

вычисляем локальное поле, включающее все взаимодействия действующие на 

данный узел. Выравниваем спин согласно направлению вычисленного 

локального поля, затем переходим к другому узлу и повторяем эту процедуру 

до тех пор, пока не рассмотрим все узлы сверхрешетки. Затем указанная 

процедура повторяется до тех пор пока полная энергия не достигнет 
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минимального значения. Расчеты проводятся для образца с латеральными 

размерами 𝑁 ×𝑁 × 𝐿 . На плоскость 𝑥𝑦 сверхрешетки накладываются перио-

дические граничные  условия, и плоскость 𝑥𝑦  имеет размеры 𝑁 ×𝑁, где 

𝑁 =60. Расчеты проведены для сверхрешетки, содержащей 𝐿𝑚 = 𝐿𝑓 = 4 

атомарных слоя, где 𝐿𝑚[𝐿𝑓] – это количество магнитных (сегнетоэлектриче-

ских) слоев. 

Для простоты, в численных расчетах при моделировании предположим, 

что обменные параметры между ближайшими парами соседних спинов и по-

ляризаций равны единице (𝐽𝑚 = 𝐽𝑓=1). Исследуем влияние параметров взаи-

модействий (𝐽2𝑚, 𝐽2𝑓) и 𝐽𝑚𝑓 на структуру основного состояния поверхност-

ного магнитного слоя и внутренних слоев. Следует отметить, что используе-

мый метод наискорейшего спуска вычисляет реальное основное состояние при 

значениях параметра магнитоэлектрического взаимодействия,  в интервале 

𝐽𝑚𝑓 ∈ (−1.25,0). При 𝐽𝑚𝑓 < −1.25 магнитоэлектрическое взаимодействие 

становится доминирующим и угол между парами соседних спинов стремится 

к 𝜋 2⁄ . В результате слагаемые в гамильтониане Гейзенберга для магнитной 

пленки, содержащие скалярные произведения векторов ближайших спиновых 

пар стремятся к нулю, и минимальное значение полной энергии магнитной 

пленки соответствует энергии магнитоэлектрического взаимодействия. 

Рассмотрим случай фрустрированного режима с  (𝐽2𝑚, 𝐽2𝑓) ∈ (−0.4,0), а 

именно в интервале NNN-взаимодействий до критического значения 𝐽2𝑚 =

 𝐽2𝑓 = −0.5, как указано выше в случае   (𝐽2𝑚, 𝐽2𝑓) ≥ 0.5  происходит переход 

к антиферромагнитному упорядочению. 

На рисунке 5.2 показана спиновая конфигурация основного состояния 

на поверхностном магнитном слое, граничащим с одной стороны с магнитным 

слоем, а с другой с ферроэлектрическим слоем в отсутствии внешнего магнит-

ного поля. Как можно видеть, спиновая конфигурация имеет полосовую фазу 

с длинными островками и доменными стенками. Внутренние магнитные слои 

имеют такую же структуру. 
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Рис.5.2. (а) Спиновая конфигурация основного состояния (2D) на поверхност-

ном магнитном слое, граничащим с одной стороны с магнитным слоем, а с 

другой с ферроэлектрическим слоем (интерфейс) при 𝐻 = 0, 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 =

1, 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.3, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, (b) трехмерная визуализация 

 При включении постоянного внешнего магнитного поля, направленного 

вдоль оси 𝑧, перпендикулярно плоскости сверхрешетки, на интерфейсном и 

внутреннем магнитном слое образуются скирмионы. На рис. 5.3.  показана 

спиновая конфигурация основного состояния на интерфейсе и внутреннем 

магнитном слое при следующих значениях параметров 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐽2𝑚 =
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𝐽2𝑓 = −0.2 и напряженности внешнего магнитного поля 𝐻 = 0.25. Выделен-

ный скирмион показан на рисунке 5.4а. Из графика проекций на ось  𝑧 компо-

нент спиновых векторов вдоль скирмиона, изображенных на рисунке 5.4b, сле-

дует, что наблюдаемые скирмионы являются скирмионами блоховского типа. 

 

 

Рис. 5.3. (а) Трехмерная визуализация конфигурации основного состояния на 

интерфейсе магнитной пленки для умеренной фрустрированной сверхрешетки 

𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.2, 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐻 = 0.25 
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(b) Трехмерная визуализация конфигурации основного состояния на внутрен-

нем слое магнитной пленки. 

 

 

 

Рис. 5.4. (а) Выделенный и увеличенный скирмион с интерфейсного слоя при  

𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.2. Спины красного цвета направлены вверх, 4 спина синего 

цвета направлены вниз, другие цветовые оттенки соответствуют спиновой 

ориентации между этими двумя состояниями. Скирмион блоховского типа. 
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(b) 𝑧- компоненты векторов спинов на узлах, вдоль скирмиона. 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 =

 −0.2, 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐻 = 0.25 

  

При напряженности внешнего магнитного поля 𝐻 = 0.25, если увели-

чить параметры обменного взаимодействия между следующими за ближай-

шими соседними узлами (NNN), то есть тем самым усилив фрустрацию сверх-

решетки, увеличивается количество скирмионов как на интерфейсном слое, 

так и на внутренних слоях магнитной пленки. Рисунок 5.5, на котором изобра-

жена конфигурация основного состояния на интерфейсе (а) и на внутренним 

слое (b), наглядно демонстрирует этот вывод. 
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Рис. 5.5. (а) Трехмерная визуализация конфигурации основного состояния на 

интерфейсе магнитной пленки для фрустрированной сверхрешетки 𝐽2𝑚 =

𝐽2𝑓 = −0.3, 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐻 = 0.25, (b) Трехмерная визуализа-

ция конфигурации основного состояния на внутреннем слое магнитной 

пленки. 

Максимально допустимое значение параметров обменного взаимодей-

ствия между следующими за ближайшими соседними узлами, или иными сло-

вами, максимальная фрустрация, когда можно наблюдать структуру скирми-

она, это значение 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.4, близкое к критическому значению 𝐽2𝑚 =

𝐽2𝑓 = −0.5. Этот частный случай представлен на рисунке 5.6, на котором 

изображена конфигурация основного состояния на интерфейсе (а) и на внут-

реннем магнитном слое (b). Остальные параметры равны тем же значениям, то 

есть 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐻 = 0.25.  
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Рис. 5.6. Случай максимально допустимой  фрустрации 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.4, 

𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐻 = 0.25, (а) Трехмерная визуализация конфигу-

рации основного состояния на интерфейсе магнитной пленки (b) Трехмерная 

визуализация конфигурации основного состояния на внутреннем слое магнит-

ной пленки. 
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 Как видно из Рис. 5.6., спиновая конфигурация в основном состоянии 

образует строго периодическую скирмионную структуру, или, так называе-

мый скирмионный кристалл. Наличие сильной фрустрации способствует и иг-

рает ключевую роль в формировании скирмионной периодической структуры, 

которая образуется не только на поверхностном магнитном слое сверхре-

шетки, а во всей толщине магнитной пленки. В отличие от ранее рассмотрен-

ных случаев, когда не принимается во внимание фрустрация в ферромагнит-

ной пленке или пренебрегалось антиферромагнитным взаимодействием 

между NNN соседями (следующими за ближайшими), в данном случае, когда 

фрустрация в магнитной и ферроэлектрической пленках очень сильна, мы ви-

дим, что большое количество скирмионов распределено по всем магнитным 

слоям с определенной периодичностью и формируется структура, близкая к 

идеальному кристаллу. 

До сих пор в расчетах конфигурации основного состояния по умолчанию 

предполагалось, что 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓, но, как можно доказать, на формирование 

скирмионов  фрустрации магнитной пленки влияют гораздо сильнее, чем 

наличиие фрустрации в сегнетоэлектричкой пленке. Фрустрации в сегнето-

электрической пленке влияют только на стабильность поляризаций на границе 

раздела сегнетоэлектрической и магнитной пленок. В интервале значений 

NNN - взаимодействий 𝐽2𝑓 ∈ (−0.5, 0], наличие сегнетоэлектрической фруст-

рации 𝐽2𝑓 совершенно не сказывается на спиновой конфигурации. На рис. 5.7 

показана конфигурация основного состояния на интерфейсе и внутреннем 

магнитном слое для различных значений NNN – взаимодействий: 𝐽2𝑚 = −0.3 

и 𝐽2𝑓 = −0.1 (другие параметры: 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐻 = 0.25). Можно видеть, 

что структура конфигурации основного состояния и количество скирмионов 

на интерфейсе не отличается от случая (𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.3), показанного на 

рис. 5.5. 
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Рис. 5.7. (а) Трехмерная визуализация конфигурации основного состояния на 

интерфейсе магнитной пленки для фрустрированной сверхрешетки 𝐽2𝑚 =

−0.3, 𝐽2𝑓 = −0.1, 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25, 𝐻 = 0.25, (b) Трехмерная визу-

ализация конфигурации основного состояния на внутреннем слое магнитной 

пленки. 

На Рис. 5.8 изображена трехмерная кофигурация основного состояния 

на интерфейсном слое магнитной пленки для другого частного случая и отли-

чающихся значений параметров 𝐽2𝑚 и 𝐽2𝑓, а именно  𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = −0.1, 

и для случая сверхрешетки, состоящией из сильно фрустрированной магнит-

ной пленки и нефрустрированной ферроэлектрической:   𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = 0. 
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Анализ основного состояния позволяет сделать вывод о том, что если магнит-

ная пленка достаточно фрустрирована, фрустрация в ферроэлектрической 

пленке уже не играет роли в формировании скирмионой структуры. 

 

 

 

 

 

Рис. 5.8. (а) Трехмерная визуализация конфигурации основного состояния на 

интерфейсе магнитной пленки для случая 𝐽2𝑚 = −0.4,   𝐽2𝑓 = −0.1, (b) Трех-
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мерная визуализация конфигурации основного состояния на интерфейсе маг-

нитной пленки  при 𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = 0. В обоих случаях принято, что  𝐽𝑚 =

𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25,𝐻 = 0.25. 

 В случае, если магнитная пленка является слабофрустрированной, 

фрустрация в ферроэлектрической пленке играет, напротив, определяющую 

роль. На рисунке 5.9а  приведена конфигурация основного состояния магнит-

ного интерфейса для соотношения параметров NNN - взаимодействий следу-

ющих ближайших соседних спинов 𝐽2𝑚 = −0.1,   𝐽2𝑓 = −0.3, а на рисунке 5.9 

b показана конфигурация уже для 𝐽2𝑚 = −0.1,   𝐽2𝑓 = −0.4.  
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Рис. 5.9. (а) Трехмерная визуализация конфигурации основного состояния на 

интерфейсе магнитной пленки для случая 𝐽2𝑚 = −0.1,   𝐽2𝑓 = −0.3, (b) Трех-

мерная визуализация конфигурации основного состояния на интерфейсе маг-

нитной пленки  при 𝐽2𝑚 = −0.1, 𝐽2𝑓 = −0.4. В обоих случаях принято, что 

 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 = −1.25,𝐻 = 0.25. 

Мы видим, что в последнем случае конфигурация основного состояния 

практически ферромагнитна, и скирмионная структура практически перешла 

в ферромагнитный дальний порядок. Сравнение данного результата со слу-

чаем сильно фрустрированных обеих подсистем 𝐽2𝑚 = −0.4,   𝐽2𝑓 = −0.4  

(Рис. 5.6 ),  где скирмионы образуют периодическую структуру как на интер-

фейсе, так и во внутренних слоях, позволяет сделать следующее заключение: 

в то время как магнитная фрустрация 𝐽2𝑚 способствует образованию и стаби-

лизации скирмионов, фрустрация в сегнетоэлектрической пленке, при нали-

чии слабой магнитной фрустрации, имеет тенденцию подавлять скирмионную 

структуру. Таким образом, механизм конкуренции параметров NNN – взаимо-

дйтсивий 𝐽2𝑚 и 𝐽2𝑓 является довольно сложным. 

 Интересна стабильность скирмионной фазы по отношению к действию 

постоянного внешнего магнитного поля. В нашей работе [173] было показано 

для случая нефрустрированной сверхрешетки с простой кубической решеткой, 

что скирмионная фаза разрушается при воздействии внешнего магнитного 

поля напряженностью больее, чем  𝐻 =  0.4. В данном случае, когда мы рас-

сматриваем свехрешетку, образованную фрустрированными магнитной и фер-

роэлектрической пленками, скирмионная структура на интерфейсе стабильна 

вплоть до значений напряженности внешнего магнитного поля 𝐻 =  1.0 (см. 

Рис. 5.10). При 𝐻 >  1.0 все спины выравниваются по направлению внешнего 

магнитного поля. 
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Рис. 5.10. 𝐻 = 1.0 Трехмерная визуализация конфигурации основного состоя-

ния (а)  на интерфейсе (b)  на внутренних слоях магнитной пленки. Параметры 

моделирования  𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = −0.4 и 𝐽𝑚𝑓 = −1.25.  

 Фазовая диаграмма в координатах 𝐽2𝑚 − 𝐽𝑚𝑓 для параметров в случае 

𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 , 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 и 𝐻 = 0.25 показана на Рис. 5.11а. Отметим, что в области 
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значений 𝐽𝑚𝑓 ∈ [0,−0.6] скирмионы не формируются ни  при наличии фруст-

рации, ни в случае их остутствия. В области 𝐽𝑚𝑓 ∈ [ −0.6,−1.1] скирмионы 

образуются при ненулевых значениях параметра 𝐽2𝑚 антиферромагнитного 

обменного взаимодействия пар спинов, следующих за ближайшими сосед-

ними. 

 

 

Рис. 5.11. (а) Фазовая диаграмма в координатах 𝐽2𝑚 − 𝐽𝑚𝑓 для параметров в 

случае 𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 и 𝐻 = 0.25. Скирмионная фаза обозначенна 

буквой S и окрашена в желтый цвет (комментарии в тексте) (b) Зависимость 

отношения числа скирмионов 𝑁2 на внутренних слоях магнитной пленки и 

числа скирмионов на интерфейсе 𝑁1. 
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Увеличивая параметр 𝐽2𝑚, то есть фрустрации  в магнитных пленках, 

при значении параметра магнитоэлектрического взаимодействия 𝐽𝑚𝑓 = −1.2, 

скирмионы формируют периодическую решетку на поверхности. На рис. 5.10 

b показана функциональная зависимость параметра 𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 от соотношения 

числа скирмионов 𝑁2 на внутренних слоях магнитной пленки и числа скирми-

онов на интерфейсе 𝑁1. Видно, что при усилении фрустрации в свехрешетке, 

отношение 𝑁2/𝑁1 стремится к единице. 

 Если сравнить полученные результаты с теоретическими исследовани-

ями скирмионов в фрустрированных магнетиках [204], то следует отметить, 

что в каждой из указанных работ использовались разные модели, поэтому 

сравнение представляется весьма затруднительным. Однако во всех указанных 

источниках продемонстрированы очень похожие текстуры скирмионов по раз-

мерам. Поскольку в каждом из материалов формируется баланс различных 

конкурирующих взаимодействий, то сопоставить результаты и выполнить ана-

лиз не просто. Однако, можно отметить, что визуализация экспериментальных 

данных демонстрирует аналогичные топологические объекты с совпадаю-

щими размерами и областью устойчивого существования. 
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§ 3. Фазовые переходы в скирмионном фрустрированном кристалле 

Магнитные фазовые переходы в сверхрешетке происходят под воздей-

ствием конкуренции между температурой 𝑇, магнитоэлектрическим взаимо-

действием (а именно 〈𝑃𝑘〉), внешним магнитным полем 〈𝐻〉 и скирмионной 

структурой. Сильное магнитоэлектрическое взаимодействие , то есть большое 

абсолютное значение величины 〈𝑃𝑘〉 способствует стабилизации скирмион-

ного состояния в спиновой конфигурации основного состояния на интерфейсе 

магнитной и сегнетоэлектрических пленок. Поэтому в расчетах принимается, 

как и в предыдущем параграфе, что на границе магнитной и ферроэлектриче-

ской подсистем действует сильное магнитоэлектрическое взаимодействие.  

Моделирование фазовых переходов в системе при ненулевых темпера-

турах, производится с помощью алгоритма Метрополиса [139, 98]. Расчеты 

выполнены для системы с различными размерами 𝑁 ×𝑁 × 𝐿, где 𝑁 =

40, 60, 80, 100.  Толщина сверхрешетки 𝐿 принимает значения 𝐿 =

4, 8, 12, 16, 20, 24. Следует отметить, что изменение латеральных размеров 

плоскости 𝑁 в указанном диапазоне не влияет на результаты вычисляемых 

параметров. И напротив, толщина сверхрешетки существенным образом 

влияет на основное состояние в системе. С увеличением толщины, то есть 

числа слоев в магнитной и сегнетоэлектрической пленке от 𝐿𝑚 = 𝐿𝑓 = 4 до 

𝐿𝑚 = 𝐿𝑓 = 8, скирмионная структура возникает только на поверхности и 

близких к поверхности слоях, а не в толще магнитной пленки. Поэтому в  

большинстве выполненных расчетов размеры системы задавались как 𝑁 = 60 

и 𝐿𝑚 = 𝐿𝑓 = 4. При 𝐿𝑚 = 𝐿𝑓 = 4 скирмионы наблюдались в том числе и в двух 

внутренних слоях магнитной пленки (см. предыдущий параграф). На каждом 

узле выполнялось 106 Монте-Карло итераций для того, чтобы система до-

стигла состояния термодинамического равновесия, затем для статистического 

усреднения вычисляемых физических величин, таких как энергия, параметры 

порядка, выполнялось еще 106 Монте-Карло шагов  на каждом узле. В работе 

[203] было показано, что такие большие параметры или времена достижения 
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равновесия и статистического усреднения для моделирования методом Монте-

Карло, необходимы для стабилизации скирмионного кристалла в двумерной 

магнитной пленке с учетом взаимодействия Дзялошинского-Мории, принятом 

во внимание и в рассматриваемой модели. 

Для ферроэлектрических слоев в силу коллинеарности основного 

состояния, параметр порядка 𝑀𝑓(𝑛) 𝑛-го слоя сегнетоэлектрической пленки, 

определяется следующим образом  

 

𝑀𝑓(𝑛) =
1

𝑁2
〈|∑𝑃𝑖

𝑧

𝑖∈𝑛

|〉,               (5.8) 

 

где знак  〈… 〉  означает статистическое усреднение. 

Для магнитной пленки, где основное состояние не коллинеарно, 

нахождение параметра порядка является нетривиальной задачей. Один из 

способов нахождения параметра порядка для неколлинеарного случая 

предложен в работе [173] . Для этого предлагается увеличивать температуру 

системы исходя из вычисленной конфигурации основного состояния. При 

каждом шаге повышения температуры определяем спиновую конфигурацию 

при температуре 𝑇 и в момент времени 𝑡. Спиновая конфигурация определя-

ется после вычисления локального поля, действующего на каждый спин со 

стороны его окружения, затем рассматриваемый спин выравнивается по 

направлению локального поля, полученную спиновую конфигурацию 

записываев в массив состояний. Затем полученная спиновая конфигурация 

при температуре 𝑇 и в момент времени 𝑡 проецируется на спиновую 

конфигурацию основного состояния. Тогда параметр порядка для 𝑛-го слоя 

магнитной пленки расчитывается согласно формуле 

 

𝑀𝑚(𝑛) =
1

𝑁2(𝑡𝑎 − 𝑡0)
∑|∑𝑺𝑖(𝑇, 𝑡) ∙ 𝑺𝑖

0(𝑇 = 0)

𝑡𝑎

𝑡0

|

𝑖∈𝑛

,               (5.9) 
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здесь 𝑺𝑖(𝑇, 𝑡) –  вектор спина 𝑖-го узла при температуре 𝑇 в момент времени 𝑡,  

𝑺𝑖
0(𝑇 = 0) – вектор спина на этом же узле при 𝑇 = 0, то есть в основном 

состоянии. Таким образом, параметр порядка 𝑀𝑚(𝑛) близок к единице при 

очень низких температурах, когда ориентация каждого спина на узлах близка 

к ориентации соответствующих спинов в основном состоянии. При 

возрастании температуры, флуктуации спинов на каждом узле сверхрешетки 

возрастают, и 𝑀𝑚(𝑛) становится равной нулю. 

Заметим, что 𝑀𝑚(𝑛) определяется аналогично параметру Эдвардса – 

Андерсона (Edwards–Anderson order parameter) в так называемых спиновых 

стеклах. Параметр порядка Эдвардса-Андерсона рассчитывается усреднением 

спина на каждом узле по времени. Когда система поддерживается при низкой 

температуре (замороженные спины) усреднение по времени не равно нулю. 

При нагревании системы, флуктуации спинов около положения основного 

состояния со временем возрастают, в результате чего среднее равно нулю. И 

параметр порядка Эдвардса-Андерсона  представляет собой сумму квадратов 

каждого усредненного спина. В результате он определяет степень «заморо-

женности» системы, но никак не вид упорядочения. 

Также обратим внимание на то, что если система выполняет «глобальное 

вращение» во время вычислительного процесса, то  

∑𝑺𝑖(𝑇, 𝑡) ∙ 𝑺𝑖
0(𝑇 = 0)

𝑡𝑎

𝑡0

= 0 

при усреднении на длительном временном интервале. При вычислении в 

рамках заданного количества итераций на каждом узле «глобальное враще-

ние» не обнаруживается. Это подтверждается вычислением времени релакса-

ции, для симуляции «бесконечного» времени наблюдения за свойствами си-

стемы, аналогично тому как масштабирование конечных размеров позволяет 

заменить вычисление и симуляции систем с бесконечными размерами. Вычис-

лено время релаксации двумерного скирмионного кристалла (сверхрешетка, 
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состоящая из однослойных сегнетоэлектрической и магнитной пленки), с ис-

пользованием параметра порядка (5.9), и оно указывает на то, что скирмионы 

достигают состояния статистического равновесия при количестве итераций на 

узле (так называемое количество Монте-Карло шагов на спин) превышающем 

чем 106. А зависимость параметра порядка (5.9) от температуры имеет экспо-

ненциальный характер, как и параметр порядка Эдвардса – Андерсона для спи-

новых стекол при 𝑇 < 𝑇𝐶 .  

 Другим способом проверки стабильности скирмионной кристалличе-

ской структуры является численный расчет топологического заряда, в окруже-

нии каждого скирмиона. При фазовом переходе топологический заряд, кото-

рый будет выступать в качестве параметра порядка, меняется с возрастанием 

температуры и устремляется к нулю при фазовом переходе.  

Общие параметры порядка для магнитной и сегнетоэлектрической 

пленки сверхрешеток представляют собой сумму параметров 𝑀𝑚 и 𝑀𝑓 по 

количеству слоев в соответствующей пленке. 

То есть 

𝑀𝑚 =∑𝑀𝑚(𝑛)

𝑛

 

𝑀𝑓 =∑𝑀𝑓(𝑛).

𝑛

 

На рисунке 5.12 изображены зависимость энергии магнитной 

подсистемы и магнитного параметра порядка в зависимости от температуры 

для различных 𝐽2𝑚  - параметров антиферромагнитного взаимодействия 

спинов на узлах, следующих за ближайшими соседними узлами. Фазовый 

переход в магнитной пленке происходит при температуре, соответсвующей 

изменению хода графика зависимости энергии от 𝑇. Эта температура 

соответствует максимуму теплоемкости. 
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Рис. 5.12. (а) Зависимость энергии магнитной пленки от температуры 𝑇 для 

(𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.4) (красная линия), совпадает со случаем (𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 =

0) (черная линия, полностью совпадает с красной). Голубая линия 

соответсвует набору значений (𝐽2𝑚 = 0, 𝐽2𝑓 = −0.4). (b) Зависимость пара-

метра порядка магнитной пленки от температуры для (𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.4) 

(красная линия), (𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = 0) (черная линия), и (𝐽2𝑚 = 0, 𝐽2𝑓 = −0.4) 

(голубая линия).  Остальные параметры равны  𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 =

 −1.25,𝐻 = 0.25. 
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Зависимость энергии от температуры (красная линия на рис. 5.12а) пол-

ностью совпадает для различных значений фрустраций в сегнетоэлектриче-

ской пленке, то есть  разным параметров 𝐽2𝑓,  (𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.4) и (𝐽2𝑚 =

−0.4, 𝐽2𝑓 = 0). Изменение хода кривой имеет место при 𝑇𝐶
𝑚 ≅ 0.60. Это озна-

чает, что фрустрация сегнетоэлектрической пленки не влияет так сильно на 

скирмионные магнитные переходы, при сильной фрустрации в магнитной 

пленке (𝐽2𝑚 = −0.4). Для случая, когда магнитная пленка ферромагнитна и не 

фрустрирована, но фрустрирована сегнетоэлектрическая пленка (𝐽2𝑚 =

0, 𝐽2𝑓 = −0.4), фазовый переход происходит в магнитной пленке при гораздо 

более высокой температуре 𝑇𝐶
𝑚 ≅ 1.25.  

Результаты расчетов приведены в безразмерных единицах для удобства. 

Так энергия измеряется в единицах 𝐽𝑚, а температура в единицах 𝐽2𝑚/𝑘𝐵. 

Поэтому расчеты могут быть адаптированы и использованы для матералов с 

различными 𝐽𝑚. Например, если известно, что в сверхрешетке с определенным 

стехиометрическим составом скирмионные фазовые переходы происходят 

при 𝑇𝐶
𝑒𝑥𝑝

= 200 𝐾, используя данный экспериментальный факт, мы можем 

рассчитать эффективный обменный параметр 𝐽𝑒𝑓𝑓, воспользовавшись, 

например, уравнением среднего поля 

𝑇𝐶
𝑒𝑥𝑝

=
2

3𝑘𝐵
𝑍 ∙ 𝑆 ∙ (𝑆 + 1)𝐽𝑒𝑓𝑓                                (5.10) 

𝐽𝑒𝑓𝑓 = 34.51 × 10
−23  Дж  = 47.63 𝐾.                 (5.11) 

 

Здесь принято, что 𝑍 = 6  (простая кубическая решетка), 𝑆 = 1 (модуль вектора 

спина) и 𝑘𝐵 = 1.3807 × 10
−23 Дж/К. 𝐽𝑒𝑓𝑓 – некоторое соотношение между ве-

личинами 𝐽𝑚, 𝐽2𝑚 и 𝐽𝑚𝑓 . Зная основное состояние можно вывести данное 

соотношение. Можно рассчитать энергию в джоулях умножением значения 

𝐸𝑚 на рисунке 5.12 на значение 𝐽𝑚. 

Зависимость параметра порядка магнитной пленки (Рис. 5.12b) от 

температуры показывает, что в магнитной подсистеме происходит фазовый 
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переход второго рода из скирмионной фазы в ферромагнитную при 

критических температурах, совпадающих с температурами, при которых 

наблюдается изменение хода кривой зависимости энергии от температуры 

(Рис. 5.12а). 

На рисунке 5.13а показана зависимость энергии сегнетоэлектрической 

пленки и суммарной поляризации слоев для того же самого набора параметров 

взаимодействий, определяющих фрустрацию в сверхрешетке: (𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 =

 −0.4), (𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = 0),  (𝐽2𝑚 = 0, 𝐽2𝑓 = −0.4). Можно видеть, что в слу-

чае сильной фрустрации в магнитной пленке (первый и второй случай) крити-

ческие температуры для сегнетоэлектрической пленки равны 𝑇𝐶
𝑓
≅ 0.60 и 0.90 

соответственно.  
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Рис. 5.13 (а) Зависимость энергии сегнетоэлектрической пленки от 

температуры 𝑇 для (𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 = −0.4) (красная линия), (𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = 0) 

(черная линия), (𝐽2𝑚 = 0, 𝐽2𝑓 = −0.4) (голубая линия). (b) Зависимость пара-

метра порядка сегнетоэлектрической пленки от температуры для (𝐽2𝑚 = 𝐽2𝑓 =

 −0.4) (красная линия), (𝐽2𝑚 = −0.4, 𝐽2𝑓 = 0) (черная линия), и (𝐽2𝑚 = 0, 𝐽2𝑓 =

−0.4) (голубая линия).  Остальные параметры равны  𝐽𝑚 = 𝐽𝑓 = 1, 𝐽𝑚𝑓 =

 −1.25,𝐻 = 0.25. 

 Это значит, что фрустрация в сегнетоэлектрической пленке, которая при 

наличии сильной магнитной фрустрации, не влияет на переходы из скирмион-

ной фазы в ферромагнитную, но сильно влияет на сегнетоэлектрический пере-

ход. При этом чем больше сегнетоэлектрическая фрустрация, тем ниже темпе-

ратура перехода. При отсутствии магнитной, но при наличии сильной сегне-

тоэлектрической фрустрации 𝐽2𝑚 = 0, 𝐽2𝑓 = −0.4, фазовый переход в сегне-

тоэлектрической пленке происходит при температуре 𝑇𝐶
𝑓
≅ 1.50. На рис. 5.13 

b показан график зависимости 𝑀𝑓 от температуры, температуры переходов на 

графиках на Рис. 5.13 а и  Рис. 5.13 b совпадают.  
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§ 4. Выводы к главе 

В этой главе рассмотрено влияние фрустрации и киральной модели маг-

нитоэлектрической связи в магнитных и сегнетоэлектрических слоях магнито-

сегнетоэлектрической сверхрешетки. Магнитоэлектрическое взаимодействие 

учитывалось на границе фрустрированных ферромагнитной и 

сегнетоэлектрических пленок. Мы показали, что в основном состоянии 

формируется скирмионная кристаллическая структура под воздействием 

фрустрации, магнитоэлектрического взаимодействия и приложенного 

внешнего магнитного поля в большой области параметров в пространстве 

(𝐽2𝑚, 𝐽𝑚𝑓). Предполагается, что магнитная фрустрация увеличивает вероят-

ность возникновения скирмионов, в то время как, например, достаточно 

сильные фрустрации в сегнетоэлектрической подсистеме дестабилизируют 

скирмионную структуру даже при наличии слабых фрустрации в магнитной 

системе. Исследованы фазовые переходы в скирмионном кристалле с помо-

щью метода Монте-Карло. Показано, что скирмионы стабильны при конечных 

температурах. Установлено, что несмотря на то, что магнитная фрустрация 

способствует возникновению скирмионов, она при этом значительно снижает 

температуру перехода. Существование достаточно стабильных скирмионов, 

ограниченных магнито-сегнетоэлектрическим интерфейсом при конечной Т, 

может иметь потенциал для применения в спинтронике. Многие возможности 

для практического применения на основе скирмионов, были упомянуты во 

введении. В качестве последнего замечания отметим, что существующая мо-

дель магнитоэлектрической сверхрешетки может быть использована в случаях 

магнитных монослоев или бислоев для изучения динамики скирмионов, вы-

званных спин-поляризованным током или вращающим моментом переноса 

спина. Из-за малой толщины скирмионы, создаваемые областями интерфейса, 

хорошо ограничены в 𝑥𝑦 − плоскости. Поэтому модель подходит для описа-

ния пиннинга скирмионов с использованием электрического поля, действую-

щего на сегнетоэлектрические поляризации.  
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Заключение 

 

 

Диссертационная работа посвящена разработке и исследованию различ-

ных моделей магнитоэлектрического взаимодействия, а также влияния внеш-

них полей и фрустраций для управляющего воздействия на топологические 

магнитные вихри и скирмионы на интерфейсах сверхрешеток мультиферрои-

ков.   

В работе исследуется влияние внешних магнитного и электрического по-

лей на магнитоэлектрическую подсистему орторомбического антиферромаг-

нитного сегнетомагнетика.  

Найдены, с учетом линейного по внешнему электрическому полю магни-

тоэлектрического эффекта, зависимости параметра магнитоэлектрического 

взаимодействия, а также спектр связанных сегнетомагнитных волн в ортором-

бических сегнетомагнетиках от приложенного внешнего магнитного и элек-

трического полей.  

 Исследована зависимость энергетического спектра, спонтанной намагни-

ченности и спиновой теплоемкости орторомбического сегнетомагнетика с 

двумя магнитными и двумя сегнетоэлектрическими подрешетками от внеш-

них полей. На основе метода функций Грина и диаграммной техники, полу-

чены температурные и полевые зависимости затухания спиновых волн. Мето-

дом теории возмущений и диаграммной техники для функции Грина опреде-

лен вклад в свободную энергию для взаимодействующих магнонов, опреде-

лено затухание магнонов, обусловленное процессами слияния и распада маг-

нонов друг с другом и фононами, также рассмотрена их температурная и по-

левая зависимости. 

Исследовано влияние температуры, внешних магнитных и электрических 

полей, параметров магнитоэлектрической связи ближайших соседей и сосе-

дей, следующих за ближайшими в сверхрешетке мультиферроика, образован-

ной чередующимися магнитными и сегнетоэлектрическими пленками.  
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Выполнено моделирование методами Монте Карло для исследования 

температурных зависимостей различных физических величин, для анализа фа-

зовых переходов, происходящих в каждой подсистеме, а также влияния на эти 

процессы магнитоэлектрического взаимодействия на интерфейсе двух подси-

стем и приложенных магнитных и электрических полей.  

Обнаружено изменение характера фазового перехода при увеличении ве-

личины параметра магнитоэлектрического взаимодействия. Построены фазо-

вые диаграммы, которые показывают тесную взаимосвязь магнитных и сегне-

тоэлектрических фазовых переходов, имеющих различную природу и отлича-

ющиеся значения температур переходов внутри пленок и на поверхностных 

слоях.  

Предложена новая модель магнитоэлектрической связи между магнитной 

пленкой и сегнетоэлектрической пленкой в сверхрешетке. Эта связь имеет вид 

кирального магнитоэлектрического взаимодействия между дипольным мо-

ментом сегнетоэлектрической пленки и спинами в плоскости магнитной 

пленки на границе раздела сверхрешетки мультиферроика. Обнаружены, с по-

мощью метода наискорейшего спуска, состоящего в минимизации энергии 

сверхрешетки, формируются однородные неколлинеарные спиновые конфи-

гурации в отсутствии внешнего магнитного поля. Определены условия пере-

ходов таких конфигураций в скирмионы в приложенном магнитном поле, 

направленном перпендикулярно плоскости пленки.  

Выполнено моделирование методами Монте-Карло для исследования фа-

зовых переходов, происходящих в сверхрешетке с учетом и без учета внешних 

электрического и магнитного полей. Показано, что скирмионы могут быть ста-

бильны при ненулевых температурах.  

Показано впервые, что тип фазового перехода может быть второго или 

первого порядка, в зависимости от параметра связи на интерфейсе сверхре-

шетки. Существование скирмионов в многослойных сверхрешетках ограни-
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ченных магнито-сегнетоэлектрической границей, является принципиально но-

вым явлением. Обнаруженный эффект может быть использован в транспорт-

ных приложениях в устройствах спинтроники. 

Получены аналитические выражения для энергии элементарных возбуж-

дений спиновых волн в двумерной и трехмерной магнитной пленке в отсут-

ствии внешнего магнитного поля методом функции Грина. Обнаружено силь-

ное влияние магнитоэлектрической связи на спектр спиновых волн, а также на 

намагниченность при низких температурах.  

Рассмотрено влияние фрустрации и кирального вида модели магнито-

электрической связи в магнитных и сегнетоэлектрических слоях сверхрешетки 

типа ферромагнетик / сегнетоэлектрик. Киральный вид модели магнитоэлек-

трического взаимодействия учитывался на границе фрустрированных 

ферромагнитной и сегнетоэлектрических пленок.  

Показано, что в основном состоянии формируется скирмионная 

кристаллическая структура под воздействием фрустрации, 

магнитоэлектрического взаимодействия и приложенного внешнего магнит-

ного поля в большой области параметров в пространстве (𝐽2𝑚, 𝐽𝑚𝑓). Предпо-

лагается, что магнитная фрустрация спосбствует формированию решетки 

магнитных скирмионов, в то время как, например, достаточно сильные 

фрустрации в сегнетоэлектрической подсистеме дестабилизируют скирмион-

ную структуру, даже при наличии слабых фрустрации в магнитной системе.  

Исследованы фазовые переходы в скирмионном кристалле с помощью 

метода Монте-Карло. Показано, что скирмионы стабильны до определенных 

температур.  

Установлено, что несмотря на то, что магнитная фрустрация способствует 

возникновению скирмионов, она при этом значительно снижает температуру 

перехода. Существование достаточно стабильных скирмионов, ограниченных 

магнито-сегнетоэлектрическим интерфейсом при конечной 𝑇, может иметь 

потенциал для применения в спинтронике.   
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