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Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû ñ ìèêðîñòóêòóðîé, äëÿ êîòîðîé ñîîòíîøåíèÿ êëàññè÷åñ-
êîé ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ñðåäû â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè, îêàçûâàþòñÿ íåñïðàâåäëèâûìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäà ñîñòîèò èç ÷àñòèö ñ ìàëûìè, íî
êîíå÷íûìè ðàçìåðàìè, íå ïîçâîëÿþùèìè âûäåëèòü èç íåå áåñêîíå÷íî ìàëûé ýëåìåíò, è â ñâÿçè ñ ýòèì
îáîáùàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, îñíîâàííûå íà àíàëèçå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí. Ïîëó÷åí-
íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ, âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ ôóíêöèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ,
ðåøåíèÿ êîòîðûõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñðåäû îáëàäàþò áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè èëè ÿâëÿþòñÿ
ñèíãóëÿðíûìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ è ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à äëÿ ìîäåëüíîé ñðåäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä, ñðåäû ñî ñòðóêòóðîé, ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ.

MODEL OF A SOLID WITH MICROSTRUCTURE
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101 Vernadskogo, Moscow 119526, Russia

The paper is concerned with mathematical simulation of the solid for which the classical equations of solids
based on the analysis of the field functions behavior in the vicinity of a point are not valid. The solid is assumed to
consist of a system of particles whose small but finite dimensions does not allow us to single out an infinitesimal
volume element and to apply directly the classical differential calculus. It is proposed to use the obtained expressions
for scalar, vector and tensor functions to study the problems whose solutions obtained within the framework of the
classical solid mechanics are characterized with high gradients or are singular. A beam under uniaxial tension and a
model singular spherically symmetric problem are considered as examples.

Keywords: mechanics of solids, solids with microstructure, singular solutions.

1. Ââåäåíèå

Òðàäèöèîííàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèåé, îñíîâàííîé íà äâóõ
îñíîâíûõ ãèïîòåçàõ:

- ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ñïëîøíîé è âûäåëåííûé èç íåå áåñêîíå÷íî ìàëûé îáúåìíûé ýëåìåíò îáëàäàåò òàêè-
ìè æå ñâîéñòâàìè, êàê è ñðåäà â öåëîì,

- ïîñòîÿííûå èëè ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ñðåäû, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â ðåçóëüòàòå
èñïûòàíèé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáðàçöîâ.

Â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñðåäû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ, ãåîìåòðèè è ôèçè÷åñêèõ ñîîòíî-
øåíèé äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà ñðåäû. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ èíîãäà íàõîäÿòñÿ â ïðîòè-
âîðå÷èè ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè, íà êîòîðûõ îñíîâàíà ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Â ÷àñòíîñòè, òàêîâûìè
ÿâëÿþòñÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå â ìåõàíèêå ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþò â
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îêðåñòíîñòè òî÷åê ñèíãóëÿðíîñòè. Ïðè ýòîì áåñêîíå÷íî áîëüøèìè îêàçûâàþòñÿ è ïðîèçâîäíûå ïîëó÷àå-
ìûõ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ôóíêöèé ïî êîîðäèíàòàì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìûìè â òî÷êàõ ñèíãóëÿðíîñòè, ò.å., ÷òî óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå, ÿâ-
ëÿþòñÿ íåñïðàâåäëèâûìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îáîáùèòü êëàññè÷åñêóþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ íà
ñðåäû, ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè, îáëàäàþùèìè áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè. Â îòëè÷èå îò
èçâåñòíûõ ìîìåíòíûõ, ãðàäèåíòíûõ, ìèêðîïîëÿðíûõ è ìèêðîñòðóêòóðíûõ òåîðèé [1-5], îñíîâàííûõ íà êëàñ-
ñè÷åñêîé ìîäåëè ñðåäû è îáîáùåíèè òðàäèöèîííûõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, ïðèâîäÿùèì ê ñîîòíîøåíè-
ÿì óïðóãîñòè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñèñòåìàìè óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ, â ïðåäëàãàåìîé òåîðèè èñïîëüçóåòñÿ
îáîáùåííàÿ ìîäåëü ñðåäû è òðàäèöèîííûì ïîñòîÿííûì äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð,
êîòîðûé ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü ýêñïåðèìåíòàëüíî.

2. Ìîäåëü ñðåäû ñ ìèêðîñòðóêòóðîé

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x, y, z è ðàññìîòðèì ìàëûé, íî êîíå÷íûé ýëåìåíò ñðåäû, ïîêàçàí-
íûé íà ðèñ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îò öåíòðà ýëåìåíòà � òî÷êè Î ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ââîäÿòñÿ ëîêàëüíûå

êîîðäèíàòû ( , , )α β γ , èçìåíÿþùèåñÿ â ïðåäåëàõ / 2 ( , , ) / 2a aα β γ− ≤ ≤ , ãäå a - ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f, îïðåäåëÿþùóþ ñîñòîÿíèå ñðåäû, è ïðåäñòàâèì åå ðÿäîì Ìàêëîðå-
íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x,y,z), ò.å.
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Ðèñ. 1. Êîíå÷íûé ýëåìåíò ñðåäû
Element of the solid
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Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ÷ëåíàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ðàâåíñòâå (1). Îñðåäíèì ôóíêöèþ f ïî îáúå-
ìó, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

/2

3
/2

1
( , , ) ( , , ; , , )

a

a

f x y z f x y z d d d
a

α β γ α β γ
−

= ∫∫∫ .                                                                                 (2)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (1) â ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷èì

2 2 2 2

2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , ), ( , , )

24

a f f f
f x y z f x y z f x y z f x y z

x y z
∆ ∆ ∂ ∂ ∂= + = + +

∂ ∂ ∂  .                                         (3)

Çàìåòèì, ÷òî f ìîæåò áûòü êàê ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé, òàê è êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé âåêòîðà èëè òåíçîðà.
Òàê êàê îïåðàòîð Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, ñîîòíîøåíèå (3), ïîëó÷åííîå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ, ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

3. Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ñðåäû íàïðÿæåíèåì xσ  (âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé îòñóòñòâóþò). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3), ïîëó÷èì

2

,
24x x x

aσ σ ∆σ ′′= +                                                                                                                             (4)

ãäå (...) (...) /d dx′ = . Êàê èçâåñòíî, óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë

ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè ïîëÿ [6]. Äëÿ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ èìååì

2

0
24x x x

aσ σ σ′ ′ ′′′= + = .                                                                                                                            (5)

Ïðè a2 = 0 óðàâíåíèå (5) âûðîæäàåòñÿ â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (5). Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé, èçâåñòíà. Îíî äîëæíî ñîñòîÿòü èç ïðîíèêàþùåãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (5)
ïðè a2 = 0, è ðåøåíèÿ òèïà áûñòðî çàòóõàþùåãî ïîãðàíñëîÿ. Îäíàêî óðàâíåíèå (5) ìîæåò èìåòü ðåøåíèå ñ
òàêîé ñòðóêòóðîé òîëüêî ïðè a2 ≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåì

2 6a i k= ,                                                                                                                                         (6)

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, è ïðèâåäåì óðàâíåíèå (5) ê âèäó

2 0x x xL kσ σ′ ′′′= − = ,                                                                                                                               (7)

ãäå k � ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùåå îáîñíî-



28

Òîì 7 (Volume 7) ¹ 1
2015

Êîìïîçèòû è íàíîñòðóêòóðû
COMPOSITES and NANOSTRUCTURES

âàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (6). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðåäëàãàåìàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð ê îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íà ìàêðîîáðàçöàõ.
Îäíàêî åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð a, õàðàêòåðèçóþùèé ìèêðîñòðóêòóðó ñðåäû, â ïðèíöèïå íå
ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè è ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå (6) èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà à ïî íàéäåí-
íîìó ýêñïåðèìåíòàëüíî ïàðàìåòðó k.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèþ (7), âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì âîç-
ìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó

0xL u dxδ =∫ ,                                                                                                                                          (8)

ãäå îïåðàòîð Lx îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (7), à u � ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû x. Îñóùåñòâ-
ëÿÿ â ðàâåíñòâå (8) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

20, 0x x xu kσ δ σ δε′= = .                                                                                                                       (9)

Çäåñü

x uε ′=                                                                                                                                                      (10)

- äåôîðìàöèÿ è ñîãëàñíî òðàäèöèîííîãî çàêîíà Ãóêà

x xEσ ε= .                                                                                                                                              (11)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), çàòóõàþùåå ïðè óäàëåíèè îò êðàÿ x = 0, èìååò âèä

/x k
x Ceσ σ −

∞= + ,                                                                                                                                   (12)

ãäå ( )xσ σ∞ = → ∞ . Çàêðåïëÿÿ ñå÷åíèå x = 0, èç óñëîâèé (9) äëÿ ýòîãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷èì u = 0 è 0xσ ′ = . Â

ðåçóëüòàòå èç ðåøåíèÿ (12) ñëåäóåò C = 0 è xσ σ∞= . Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè ãðàäèåíòà íàïðÿæå-

íèé ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ òðàäèöèîííûì.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà k íåîáõîäèìî íàëè÷èå ãðàäèåíòà íàïðÿæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì

ñòåðæåíü ñ äëèíîé l, ñå÷åíèå x = 0 êîòîðîãî çàêðåïëåíî, à ñå÷åíèå x = l ñâîáîäíî îò íàãðóçêè. Ñòåðæåíü
íàãðóæåí óñèëèÿìè q, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî åãî äëèíå. Òîãäà óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (7) îáîáùà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 0x xk qσ σ′ ′′′− + = ,

è åãî ðåøåíèå, çàòóõàþùåå ïðè óäàëåíèè îò çàêðåïëåííîãî êðàÿ ñòåðæíÿ, èìååò âèä
/

1 2
x k

x C qx C eσ −= − + .                                                                                                                        (13)

Ñîãëàñíî ïåðâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (9), èìååì ( ) 0x x lσ = = . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëèíà ñòåðæíÿ äî-

ñòàòî÷íî âåëèêà è íå ó÷èòûâàÿ ïðè x = l ýêñïîíåíöèàëüíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ (13), ïîëó÷èì C1 = ql è
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/
2( ) x k

x q l x C eσ −= − + .

Ñîãëàñíî âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (9), (0) 0xσ ′ = . Òîãäà 2C qk= −  è ðåøåíèå (13) ïðèíèìàåò ñëå-

äóþùóþ îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìó:

/( )x k
x q l x k eσ −= − − .                                                                                                                          (14)

Ïåðåìåùåíèå u ìîæíî îïðåäåëèòü èç ðàâåíñòâ (10) è (11) åñëè ïîäñòàâèòü íàïðÿæåíèå èç âûðàæåíèÿ
(14). Èíòåãðèðóÿ è óäîâëåòâîðÿÿ ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (9), ò.å. ïîëàãàÿ u(0) = 0, ïîëó÷èì

2 2 /[ (1 )]x kq
u lx x k e

E
−= − − − .                                                                                                                (15)

Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò, â ïðèíöèïå, îïðåäåëèòü ïàðàìåòð k. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåðÿÿ ïåðåìåùåíèå
êîíöà ñòåðæíÿ ul = u(x = l) è ïðåíåáðåãàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ (15) ïðè x = l, íàéäåì

2
2

2
ll u E

k
q

= − .

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òðåáóåò âûñîêîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé, òàê êàê ìàëûé
ïàðàìåòð k2 ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ âåëè÷èí. Áîëåå ðåàëèñòè÷íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà (15). Çàìåðÿÿ ïåðåìåùåíèå u1 â ñå÷åíèè x = x1, íàõîäÿùåìñÿ
âáëèçè çàêðåïëåííîãî êðàÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ k:

1 /2 1
1 1(1 ) ( )

2
x k xq

k e x l u
E

−− = − − .

4. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à

Â ñîîòâåòñòâèå ñ ðàâåíñòâàìè (3) è (6) ââåäåì òåíçîð îáîáùåííûõ íàïðÿæåíèé

2t t k t= − ∆ ,                                                                                                                                           (16)

ãäå ( , , , , )x y z xy xz yzt t σ σ σ τ τ τ= . Óñëîâèÿìè ñîõðàíåíèÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë

ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè òåíçîðà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, è ñèììåòðèÿ
òåíçîðà, îáåñïå÷èâàþùàÿ âûïîëíåíèå óðàâíåíèé ìîìåíòîâ [6]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ:

0,yxx zx
x yx xyL

x y z

τσ τ τ τ∂∂ ∂= + + = =
∂ ∂ ∂ ,   ( , , )x y z ,                                                                               (17)

ãäå ñèìâîë (x,y,z) îáîçíà÷àåò êðóãîâóþ ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ. Âòîðîå óðàâíåíèå (17) âûïîëíÿåòñÿ àâòî-
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ìàòè÷åñêè â ñèëó ñèììåòðèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó ( , , )xy yx x y zτ τ= . Òðàäèöèîííûå äå-

ôîðìàöèè ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿìè îáîáùåííûì çàêîíîì Ãóêà. Îãðàíè÷èâàÿñü äëÿ ïðîñòîòû èçîòðîïíûì
ìàòåðèàëîì, èìååì

1
[ ( )], ( , , )xy

x x y z xy yx x y z
E G

τ
ε σ ν σ σ ε ε= − + = = ,                                                                           (18)

ãäå äåôîðìàöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

, ( , , )yx x
x xy

uu u
x y z

x y x
ε ε

∂∂ ∂= = +
∂ ∂ ∂ .                                                                                                     (19)

Ââåäåì ïî àíàëîãèè ñ ðàâåíñòâîì (16) îáîáùåííûå äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ

2 2,k u u k uε ε ∆ε ∆= − = − .                                                                                                                (20)

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (18) è (19) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

1
[ ( )], xy

x x y z xy yx
E G

τ
ε σ ν σ σ ε ε= − + = =  (x,y,z)                                                                                    (21)

è

, yx x
x xy

uu u

x y x
ε ε ∂∂ ∂= = +

∂ ∂ ∂ (x,y,z),                                                                                                           (22)

Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (17), (21) è (22), óðàâíåíèÿ ïðåäëàãàåìîé ãðàäèåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïî
ôîðìå ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè, íî âêëþ÷àþò íå òðàäèöèîííûå, à îáîáùåííûå íà-
ïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ. Ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêîé è ãðàäèåíòíîé òåîðèÿìè ïðîÿâëÿåò-
ñÿ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, äëÿ âûâîäà êîòîðûõ âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, ò.å.

( ) 0x x y y z zL u L u L u dx dydzδ δ δ+ + =∫∫∫ .

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü åñòåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ êðàÿ x = const
îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

0, 0, 0x x xy y xz zu u uσ δ τ δ τ δ= = = ,                                                                                                (23)

2 20, 0, 0xyx xz
x xy xzk k k

x x x

τσ τδε δε δε
∂∂ ∂= = =

∂ ∂ ∂
.                                                                         (24)
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Çàìåòèì, ÷òî â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (23) âõîäÿò êîìáèíàöèè îáîáùåííûõ íàïðÿæåíèé è òðàäèöèîííûõ
ïåðåìåùåíèé. Åñëè âñå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â íàïðÿæåíèÿõ, òî êðàåâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðè-
âàåìîé ãðàäèåíòíîé òåîðèè âûðîæäàåòñÿ â òðàäèöèîííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Åñëè ÷àñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
çàäàíà â ïåðåìåùåíèÿõ, òî óðàâíåíèÿ (17), (21), (22) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü òîëüêî îáîáùåííûå íàïðÿæå-
íèÿ èëè ïåðåìåùåíèÿ. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òðàäèöèîííûõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (16) è (20) â ñîâîêóïíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (24).

5. Ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ øàðà

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ïîñòðîåííîé âûøå òåîðèè çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè óñòðàíåíèÿ ñèíãóëÿðíîñ-
òè â ðåøåíèÿõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîé âîçìîæíîñòè ðàññìîòðèì ñïëîø-
íîé øàð îáðàçîâàííûé èç îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Øàð íàãðóæåí
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì íàðóæíûì äàâëåíèåì q. Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå øàðà çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ

/ rE Eθα =   ãäå Eθ  è rE  � êîëüöåâîé è ðàäèàëüíûé ìîäóëè óïðóãîñòè ìàòåðèàëà. Êàê èçâåñòíî [7], ïðè

1α = , ò.å. äëÿ èçîòðîïíîãî øàðà, ðàäèàëüíûå rσ  è êîëüöåâûå θσ  íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò îò ðàäèàëüíîé

êîîðäèíàòû r. Ïðè 1α >  íàïðÿæåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü â öåíòðå øàðà, à ïðè 1α <  îíè áåñêîíå÷íî âîçðà-

ñòàþò â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0r = . Íàèáîëåå ÿðêî ñèíãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè 0Eθ =  è 0α = ,
ò.å. â ìîäåëüíîì øàðå, ñîñòîÿùåì èç ðàäèàëüíûõ ñòåðæíåé, íå èìåþùèõ ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè. Äëÿ
òàêîãî øàðà íàïðÿæåíèÿ, ñëåäóþùèå èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, èìåþò âèä [7]

, 0r
qR

r
θσ σ= − = ,                                                                                                                               (25)

ãäå R � ðàäèóñ øàðà. Ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lnr
r

r

u C dr C q r
E

σ= + = −∫ .                                                                                                                  (26)

Ñîãëàñíî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íóëü â öåíòðå
øàðà. Îäíàêî êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (26), ýòî óñëîâèå íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ äëÿ íàïðÿæåíèÿ è íå
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïåðåìåùåíèå.

Ñîãëàñíî ðàññìàòðèâàåìîé ãðàäèåíòíîé òåîðèè, ðàâåíñòâî (25) îïðåäåëÿåò íå òðàäèöèîííîå íàïðÿæå-

íèå rσ , à îáîáùåííîå íàïðÿæåíèå rσ . Òðàäèöèîííîå íàïðÿæåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ (16).

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

2
2

2
( )r

r r
d d qR

r
r d r d r r

ρ σσ σ− = = − .                                                                                                     (27)

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò k â ðàâåíñòâå (16) èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å
åãî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàäèóñ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè âíóòðè øàðà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â óðàâíåíèè (27)
ýòîò êîýôôèöèåíò îáîçíà÷åí ÷åðåç ρ .

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27) èìååò âèä
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1 2
1

( )r r
r C e C e q

r
σ −= + − ,                                                                                                                     (28)

ãäå C1, C2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ è

/ , , /r r q qR R Rρ ρ= = = .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòðàíèòü ñèíãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ (28) ïðè r = 0, ïðèìåì 1 2C C q+ = . Âîñïîëüçóåìñÿ

äàëåå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ïîâåðõíîñòè øàðà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ( )r r R qσ = = − . Îïðåäåëÿÿ ïîñòîÿí-

íûå èíòåãðèðîâàíèÿ â ðåøåíèè (28), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

2

2
(1 )

1

R r r

r R

q e e e

r e
σ

− −= − −
−

.                                                                                                                  (29)

Äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðàçëîæèì ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ðåøåíèå (29), â ñòåïåí-
íûå ðÿäû. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì

2 2 3

2

1
[ (1 ) ...]

6 2 241

R

r R

e r r r
q

e
σ += − + − − −

−
.                                                                                               (30)

Ïðè r = 0 îòñþäà ïîëó÷èì

2

2

1

1

R

r R

qR e

e
σ

ρ
+=
− .

Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåíèå â öåíòðå øàðà îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîãî ïåðå-
ìåùåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ðàâåíñòâîì (26). Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèÿ (29) ïðèâîäèò
ê òàê íàçûâàåìîé èíòåãðàëüíîé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà èñïîëüçóåì ïðèáëè-
æåííîå âûðàæåíèå (30). Â ðåçóëüòàòå, ïðèíèìàÿ â ðàâåíñòâå (26) C = 0, íàéäåì

2 2 3

2

1
[ (1 ) ...]

18 4 961

R

r R
r

qRr e r r r
u

E eρ
+= − + − − −
− .

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïåðåìåùåíèå â öåíòðå øàðà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.
Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, òàê æå êàê è çàäà÷è îïèñàííîé â ðàçäåëå 3, â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü ïîñòîÿííóþ ρ . Äëÿ ýòîãî ìîæíî ðàññìîòðåòü øàð ñ ìàëîé ïîëîñòüþ â öåíòðå è ýêñïåðèìåí-
òàëüíî èçìåðèòü èçìåíåíèå äèàìåòðà ïîëîñòè ïîä äåéñòâèåì íàðóæíîãî äàâëåíèÿ. Ðåøåíèå ýòîé äîñòà-
òî÷íî ñëîæíîé â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè è ïðàêòè÷åñêè ìàëî çíà÷èìîé çàäà÷è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.
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