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Ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà äëÿ êîìïîçèòà ñ àíèçîòðîïíûìè âêëþ÷åíèÿìè ïëàñòèí÷àòîé
ôîðìû óñòàíîâëåíû äâóñòîðîííèå ãðàíèöû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îáúåìíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè è ìîäóëÿ
ñäâèãà. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå âêëþ÷åíèé è ÷àñòèö ìàòðèöû
ñ èçîòðîïíîé ëèíåéíî óïðóãîé ñðåäîé, ìîäóëè óïðóãîñòè êîòîðîé ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ êàê èñêîìûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ìîäåëè ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ
ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè, ïîçâîëÿþùèå ïðîãíîçèðîâàòü óïðóãèå ñâîéñòâà êîìïîçèòîâ, àðìèðî-
âàííûõ àíèçîòðîïíûìè ïëàñòèí÷àòûìè âêëþ÷åíèÿìè (â òîì ÷èñëå â âèäå íàíîñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò, àíèçîòðîïíûå ïëàñòèí÷àòûå âêëþ÷åíèÿ, ìîäóëè óïðóãîñòè, ìåòîä ñàìî-
ñîãëàñîâàíèÿ.

ELASTIC PROPERTIES OF A COMPOSITE WITH LAMELLAR
ANISOTROPIC INCLUSIONS

V.S. Zarubin, G.N. Kuvyrkin, I.Y. Savelyeva

Bauman Moscow State Technical University, Russia

Upper and lower boundaries values of the elastic volume and shear moduli of a composite with anisotropic
inclusions of a lamellar form are obtained by using the variation approach. The mathematical model of interaction of
the inclusions and with isotropic linearly elastic medium, moduli of elasticity of which are to be determined is
constructed. With the use of this model, dependences predicting elastic properties of the composites with anisotropic
lamellar inclusions (including in the form of nanostructural elements) are obtained by a self-comistancy method.
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1. Ââåäåíèå

Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ êîìïîçèòîâ, àðìèðîâàííûõ âêëþ÷åíèÿìè ðàçëè÷íîé ôîðìû, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïå-
íè çàâèñÿò îò êîìïëåêñà èõ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ñðåäè êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü
èãðàþò óïðóãèå ñâîéñòâà êîìïîçèòà. Êîëè÷åñòâåííîìó àíàëèçó óïðóãèõ ñâîéñòâ ãåòåðîãåííûõ òåë, ê êîòî-
ðûì ñëåäóåò îòíåñòè êîìïîçèòû, ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ïðîàíàëèçèðîâàííûõ, íàïðèìåð, â
[1-4]. Îäíàêî ñâîéñòâà êîìïîçèòîâ ñ âêëþ÷åíèÿìè ïëàñòèí÷àòîé ôîðìû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîéñòâàìè âî-
ëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ èññëåäîâàíû ìåíåå ïîäðîáíî.

Âêëþ÷åíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ïëàñòèí÷àòûì, åñëè åãî ðàçìåð â îäíîì èç îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàçìåðîâ â äâóõ äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ãðóïïó ìåëêîäèñïåðñíûõ íàïîëíèòåëåé
ðàçëè÷íîé ôîðìû, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ óëó÷øåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþ-
ùåãî êàê ñîñòàâíîé ÷àñòè êîìïîçèòà, âõîäÿò è âêëþ÷åíèÿ ïëàñòèí÷àòîé ôîðìû â âèäå ÷åøóåê [5, 6]. Â
çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà òàêèõ âêëþ÷åíèé âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ýêçîòåðìè÷åñ-
êîãî ýôôåêòà â ïðîöåññå îòâåðæäåíèÿ ñâÿçóþùåãî, óìåíüøåíèÿ åãî óñàäêè è óëó÷øåíèÿ òåðìîìåõàíè-
÷åñêèõ, ôèçè÷åñêèõ è äðóãèõ ýêñïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê èçãîòàâëèâàåìîãî êîìïîçèòà. Áëèçêóþ ê
ïëàñòèí÷àòîé ôîðìå èìåþò íåêîòîðûå âêëþ÷åíèÿ íîâûõ ôàç, îáðàçóþùèõñÿ ïðè òåðìè÷åñêîé îáðàáîò-
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êå ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ [7-9], êîòîðûå â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè èõ ñòðóêòóðû òàêæå ìîæíî
ñ÷èòàòü êîìïîçèöèîííûìè ìàòåðèàëàìè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â êà÷åñòâå âêëþ÷åíèé äëÿ ïåðñïåêòèâíûõ êîìïîçèòîâ ðàññìàòðèâàþò ðàçëè÷íûå
íàíîñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû [10], â òîì ÷èñëå ôðàãìåíòû ãðàôåíà [11-13]. Ïëàñòèíêè ãðàôåíà îáëàäàþò
óíèêàëüíûìè ìåõàíè÷åñêèìè è òåïëîôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Èçâåñòíû îöåíêè ïðîäîëüíîãî ìîäóëÿ óï-
ðóãîñòè (ìîäóëÿ Þíãà) ãðàôåíà â ïëîñêîñòè åãî ïëàñòèíêè ïîðÿäêà 1 ÒÏà [14, 15].

Ïðè áëèçêèõ ðàçìåðàõ ïëàñòèí÷àòîãî âêëþ÷åíèÿ â åãî ïëîñêîñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ôîðìó òàêîãî
âêëþ÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèëüíî ñïëþñíóòîãî ñôåðîèäà (ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ) [16, 17]. Ïðè-
ìåíåíèå òàêèõ âêëþ÷åíèé â êà÷åñòâå àðìèðóþùèõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ïîâûñèòü ýôôåêòèâíûå óïðóãèå õà-
ðàêòåðèñòèêè ïåðñïåêòèâíûõ êîìïîçèòîâ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîñòðîåíèå òåîðåòè-
÷åñêèõ îöåíîê ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è óïðóãîñòè â íåîäíîðîäíîì òåëå,
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü äâóñòîðîííèå ãðàíèöû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îáúåìíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè è ìîäóëÿ
ñäâèãà êîìïîçèòà, àðìèðîâàííîãî ïëàñòèí÷àòûìè âêëþ÷åíèÿìè ñ ó÷åòîì ðàçëè÷èÿ èõ ôîðìû è óïðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê. Äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû êîìïîçèòà (÷àñòèö
ìàòðèöû è õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ÷åíèé) ñ îêðóæàþùåé èçîòðîï-
íîé ñðåäîé, ìîäåëèðóþùåé ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà ýòîãî êîìïîçèòà, èñïîëüçîâàíî èçâåñòíîå ðå-
øåíèå çàäà÷è î íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè âêëþ÷åíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû, ïîìåùåííî-
ãî â îäíîðîäíóþ èçîòðîïíóþ ëèíåéíî óïðóãóþ ñðåäó [18]. Îñðåäíåíèåì ïî ïðåäñòàâèòåëüíîìó îáúåìó
êîìïîçèòà âîçìóùåíèé äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ýòèõ ýëåìåíòàõ ñòðóêòóðû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ðàñ-
÷åòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îáúåìíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà êîìïîçèòà.

2. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåìûé êîìïîçèò ñîñòîèò èç èçîòðîïíîé ëèíåéíî óïðóãîé ìàòðèöû, ñâîéñòâà êîòîðîé õàðàê-
òåðèçóþò îáúåìíûé ìîäóëü K° óïðóãîñòè è ìîäóëü ñäâèãà G°, è ëèíåéíî óïðóãèõ àíèçîòðîïíûõ ñôåðîè-

äàëüíûõ âêëþ÷åíèé N ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé êàæäîãî òèïà ñ íîìåðîì = 1, Nς

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå = /b b rς ς ς  ìàëîé ïîëóîñè bς  ñôåðîèäà ê åãî ðàäèóñó rς . Ïðè îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè

Cς   âêëþ÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íîìåðó ς , îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âñåõ âêëþ÷åíèé áóäåò ðàâíà

( )

=1

= .
N

V VC C ς

ς
∑                                                                                                                                           (1)

Çàäàííûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè âêëþ÷åíèé êàæäîãî òèïà îïðåäåëÿþò òåíçîðû ( )ˆ ςC  è ( )ˆ ςS  êîýôôèöè-

åíòîâ óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåì, ÷òî îäíà èç ãëàâíûõ îñåé ýòèõ òåíçîðîâ äëÿ

êàæäîãî òèïà ñôåðîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ åãî îñüþ âðàùåíèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì 3Oξ . Îðè-

åíòàöèÿ äâóõ îñòàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ãëàâíûõ îñåé 1Oξ  è 2Oξ  ïðîèçâîëüíà, ò.å. óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè

êàæäîãî òèïà âêëþ÷åíèé ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ àíèçîòðîïèè - òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè îòíî-

ñèòåëüíî îñè 3Oξ .

Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì, îñðåäíåííûå ïàðàìåòðû êîòîðîãî îòðàæàþò óïðóãèå ñâîéñòâà êîìïîçèòà,

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî âêëþ÷åíèé êàæäîãî òèïà, îñè 3Oξ  êîòîðûõ ðàâíîâåðîÿòíî ðàñïðåäåëåíû ïî âñåì

âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîçèò íå îáëàäàåò òåêñòóðîé è åãî äîïóñòèìî ñ÷èòàòü
èçîòðîïíûì [1].

Èñêîìûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòà ïðåäñòàâèì òåíçîðàìè ÷åòâåðòîãî ðàíãà êîýôôèöèåíòîâ
óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè ñîîòâåòñòâåííî [17]
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ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= 3 2 , = 1/ (3 ) 1/ (2 ) ,K G K G+ +C V D S V D                                                                                        (2)

ãäå K � îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè, G � ìîäóëü ñäâèãà, à V̂  è D̂  � èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà,
ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíîé è äåâèàòîðíîé ñîñòàâëÿþùèìè åäèíè÷íîãî òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà
ˆ ˆ ˆ= +I V D . Êîìïîíåíòû ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò è èìåþò âèä [1]

= / 3, = ( ) / 2 , , , , = 1, 2, 3,ijmn ij mn ijmn im jn in jm ijmnV D V i j m nδ δ δ δ δ δ+ −

ãäå ijδ  � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà (ñèìâîë Êðîíåêåðà: = 1ijδ  ïðè =i j  è 0ijδ =  ïðè

i j≠ ). Èç ýòèõ ôîðìóë è ðàâåíñòâà = 3iiδ  (ñ ó÷åòîì ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ïî ïîâòîðÿþùèì-

ñÿ â ñîìíîæèòåëÿõ ëàòèíñêèì èíäåêñàì, èñïîëüçóåìîãî è â äàëüíåéøåì) ñëåäóåò,

= = , = 0,ijpq pqkl ijkl ijpq pqkl ijkl ijpq pqklV V V D D V V D , 1, 2, 3k l =  ò. å.

4
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= , = , = ,⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅V V V D D D V D O                                                                                                    (3)

ãäå 4Ô  - òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, à êàæäàÿ èç òî÷åê ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè â

ïðîèçâåäåíèè òåíçîðîâ îçíà÷àåò ñâåðòûâàíèå ïî èíäåêñó, îäèíàêîâîìó â îáîèõ ñîìíîæèòåëÿõ [18].
Çàäàííûå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè èçîòðîïíîé ìàòðèöû ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (2)

èçîòðîïíûìè òåíçîðàìè ÷åòâåðòîãî ðàíãà

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= 3 2 , = 1/ (3 ) 1/ (2 ) ,K G K G° ° ° ° °+ +C V D S V D                                                                                (4)

Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà èìååò äâà ëèíåéíûõ èíâàðèàíòà. Äëÿ òåíçîðîâ V̂  è D̂ , ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3),

ýòèìè èíâàðèàíòàìè áóäóò 3iippV = , = 1ipipV , = 0iippD  è = 5ipipD . Òîãäà èíâàðèàíòû òåíçîðîâ Ĉ  è Ŝ ñ
ó÷åòîì ôîðìóë (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ˆ ˆˆ ˆ= = 9 , = / 3 = 10 ,iimm imim iimmC K C C G⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ −C V C D                                                                       (5)

ˆ ˆˆ ˆ= =1/ , = / 3 = 5 / (2 ),iimm imim iimmS K S S G⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ −S V S D                                                                   (6)

ãäå ijmnC  è ijmnS  - êîìïîíåíòû èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ Ĉ  è Ŝ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå çàìåíû â ôîðìóëàõ (5)

è (6) K íà K° è G íà G° îíè áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ ˆ °C  è ˆ °S .

Òåíçîðó ( )ˆ ςC , îïðåäåëÿþùåìó óïðóãèå ñâîéñòâà òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðèíàäëåæà-

ùåãî òèïó ñ íîìåðîì 1, Nς = , ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó ( )C ς  øåñòîãî

ïîðÿäêà ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè (âåðõíèé èíäåêñ ς  ó ýëåìåíòîâ ìàòðèö îïóùåí) [21] 11 22=C C , 12 21=C C ,

13 23 31 32= = =C C C C , 33C , 44 55=C C  è 66 11 12= ( ) / 2C C C− . Çàìåíèâ ðàâåíñòâî äëÿ 66C  íà 66 11 12= 2( )S S S− , à

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñèìâîë C íà S, ïîëó÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöû ( )S ς , ñîîòâåòñòâóþùåé òåíçîðó ( )ˆ ςS .
Òîãäà èíâàðèàíòû ýòèõ òåíçîðîâ ïðèìóò âèä [15]

( ) ( )
11 12 13 33 11 12 33 44= 2 2 4 , = 3 4 ,iimm imimC C C C C C C C C Cς ς+ + + − + +                                                                   (7)

( ) ( )
11 12 13 33 11 12 33 44= 2 2 4 , = 3 .iimm imimS S S S S S S S S Sς ς+ + + − + +                                                                      (8)

Îñðåäíåííûå ïî ïðåäñòàâèòåëüíîìó îáúåìó V êîìïîçèòà ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ ˆ ( )Mó  è ˆ( )Må  òåíçîðîâ

âòîðîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâåííî íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè M V∈  èìåþò âèä
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1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ= ( ) ( ) è = ( ) ( ),

V V

M dV M M dV M
V V

〈 〉 〈 〉∫ ∫ó ó å å

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ. Ìîäóëè óïðóãîñòè K è G êîìïîçèòà, ñâÿçûâàþùèå

ýòè îñðåäíåííûå òåíçîðû íàçûâàþò ýôôåêòèâíûìè, îïðåäåëÿþùèìè òåíçîðû Ĉ  è Ŝ â ôîðìóëàõ (2). Ââå-
äåì ýòè òåíçîðû èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè â èçîòðîïíîé ñðåäå è â ðåàëü-
íîì êîìïîçèòå [21]:

* *1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ=
2 2 2

V

V V
dV〈 〉 ⋅ ⋅ ⋅⋅〈 〉 〈 〉 ⋅⋅ ⋅⋅〈 〉 = ⋅⋅∫å Ñ å ó S ó ó å ,                                                                                          (9)

ãäå *
ó̂  è *

å̂  � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè, îïèñûâàþùèå èñòèííîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå êîìïîçèòà, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñ-

òè äåôîðìàöèé. Òåíçîðû Ĉ  è Ŝ, õàðàêòåðèçóþùèå óïðóãèå ñâîéñòâà êîìïîçèòà, ïîäëåæàò îöåíêå íà îñíî-
âå òîãî èëè èíîãî ïîäõîäà.

3. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä

Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë è çàäàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè S, îãðàíè-
÷èâàþùåé îáúåì V, ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà, äîñòèãàþùèé ìèíèìóìà íà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìå-

ùåíèé â çàìêíóòîé îáëàñòè V V S= ∪ , èìååò âèä [21]

*
1

1 ˆˆ ˆ= ( ) ( ) ( ) ( ),
2

V

J M M M dV M⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫ å Ñ å                                                                                                    (10)

ãäå *Ĉ  � òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé

è çàâèñÿùèé îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M V∈ . Ýòîò ôóíêöèîíàë äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà íåïðåðûâíûõ è
êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ðàñïðåäåëåíèÿõ ïåðåìåùåíèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ êèíåìàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Òîãäà ïðè äîïóñòèìîì îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàííîì ñî-

ñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì òåíçîðîì *
ˆ ˆ=å å , ñ ó÷åòîì ôîðìóë (9) è (10) è ðàâåíñòâà * * *ˆˆ ˆ= ⋅⋅ó Ñ å , îïóñòèâ

îáîçíà÷åíèå òî÷êè M V∈ , ìîæíî çàïèñàòü

* * * *
* * * *

1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= .
2 2 2

V V

V
dV dV⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫å Ñ å å Ñ å å Ñ å

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

*1 ˆ ˆ( ) ( ) , ,
V

M dV M M V
V

≥ ∈∫Ñ Ñ

êîòîðîå ïîñëå ïîëíîé ñâåðòêè ñ òåíçîðàìè V̂  è D̂  ñ ó÷åòîì ôîðìóë (5) áóäåò ýêâèâàëåíòíî äâóì íåðàâåí-

ñòâàì, ñîäåðæàùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ *Ĉ  è Ĉ :

*
* *1 1 ( )

( ) ( ) 9 , ( ) ( ) 10 ,
3

iimm
iimm imim

V V

C M
C M dV M K C M dV M G

V V

 
≥ − ≥ 

 
∫ ∫

ãäå * ( )ijmnC M  - êîìïîíåíòû òåíçîðà *Ĉ , îïðåäåëåííûå â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 1 2 3x x xO . Ïîäûí-

òåãðàëüíûå ôóíêöèè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ êóñî÷íî ïîñòîÿííû â ïðåäåëàõ ìàòðèöû è îòäåëüíî âçÿòûõ âêëþ-
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÷åíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âåðõíèå îöåíêè K+ è G+ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà
â âèäå

( )
( ) ( ) ( ) ( )

=1 =1

1 1
= , = ,

9 10 3

N N
iimm

V V iimm V V imim

C
K C C C G C C C

K G

ς
ς ς ς ς

ς ς
+ +

 
+ + − 

 
∑ ∑o o

o o

%%                                                              (11)

ãäå = /K K K+ +
o% , = /G G G+ +

o% , ( )
ijmnC ς  - êîìïîíåíòû òåíçîðà ( )

Ñ̂
ς , îïðåäåëåííûå â ñèñòåìå êîîðäèíàò 1 2 3x x xO ,

à 
VCo  - îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ìàòðèöû â êîìïîçèòå, ïðè÷åì

( )

=1

= =1.
N

V V V VC C C Cς

ς
+ +∑o o

Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë è çàäàíèè ñèëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè S ôóíêöèîíàë

Êàñòèëèàíî, ìàêñèìèçèðóåìûé íà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé â çàìêíóòîé îáëàñòè V , èìååò
âèä [21]

*
2

1 ˆˆ ˆ= ( ) ( ) ( ) ( ), ,
2

V

J M M M dV M M V− ⋅⋅ ⋅ ⋅ ∈∫ ó S ó                                                                                       (12)

ãäå *Ŝ  - òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ìàòðèöû è âêëþ÷å-
íèé â îáúåìå V. Ýòîò ôóíêöèîíàë äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà ñòàòè÷åñêè âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ íà-

ïðÿæåíèé. Ïðè äîïóñòèìîì îäíîðîäíîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì òåíçîðîì *ˆ ˆ= 〈 〉ó ó , ñ ó÷å-

òîì ôîðìóë (9) è (12) è ðàâåíñòâà * * *ˆˆ ˆ= ⋅⋅å S ó , îïóñòèâ îáîçíà÷åíèå òî÷êè M V∈ , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

* * * *
* * * *

1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= .
2 2 2

V V

V
dV dV− ⋅⋅ ⋅⋅ − ⋅⋅ ⋅⋅ − ⋅⋅ ⋅⋅∫ ∫ó S ó ó S ó ó S ó

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

*1 ˆ ˆ( ) ( ) , ,
V

M dV M M V
V

∈∫ S S

êîòîðîå ïîñëå ïîëíîé ñâåðòêè ñ òåíçîðàìè V̂  è D̂  ñ ó÷åòîì ôîðìóë (6) áóäåò ýêâèâàëåíòíî äâóì íåðàâåí-

ñòâàì, âêëþ÷àþùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ *Ŝ  è Ŝ :

*
* *1 1 1 ( ) 5

( ) ( ) , ( ) ( ) ,
3 2

iimm
iimm imim

V V

S M
S M dV M S M dV M

V K V G

 
− 

 
∫ ∫

ãäå * ( )ijmnS M  - êîìïîíåíòû òåíçîðà *Ŝ , îïðåäåëåííûå â ñèñòåìå êîîðäèíàò 1 2 3x x xO . Ïîäûíòåãðàëüíûå

ôóíêöèè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ êóñî÷íî ïîñòîÿííû â ïðåäåëàõ îòäåëüíî âçÿòûõ âêëþ÷åíèé è â ìàòðèöå, ÷òî äàåò

âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü íèæíèå îöåíêè K−  è G−  ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà â âèäå

11 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

=1 =1

2
, ,

5 3

N N
iimm

V V iimm V V imim

G S
K C K C S G C C S

ς
ς ς ς ς

ς ς

−−

− −

    
= + = + −    

    
∑ ∑

o

o o o%%                                                       (13)

ãäå = /K K K− −
o% , = /G G G− −

o% , ( )
ijmnS ς  - êîìïîíåíòû òåíçîðà ( )ˆ ςS . Ïðè âû÷èñëåíèè èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ

â ôîðìóëàõ (11) è (13) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (5) -(8).
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Îöåíêè (11) è (13) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðèè ñìåñåé [23]. Ïðè ñóùåñòâåííîì ðàçëè÷èè
óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé ïðåäñòàâëåííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè ìîãóò ïðèâåñòè ê çíà÷è-
òåëüíîìó ðàçëè÷èþ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàì. Îäèí èç ïîäõîäîâ, äàþùèé âîç-
ìîæíîñòü óòî÷íèòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà, îñíîâàí íà ó÷åòå ìåòîäîì ñàìîñîã-
ëàñîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ñ èçîòðîïíîé ëèíåéíî óïðóãîé ñðå-
äîé, ìîäóëè óïðóãîñòè êîòîðîé ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ êàê èñêîìûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî êîìïîçèòà [24, 25].

4. Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Îöåíêà óïðóãèõ ñâîéñòâ êîìïîçèòà êàê íåîäíîðîäíîãî òåëà ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ñîñòîèò â îñ-
ðåäíåíèè âîçìóùåíèé íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ýëåìåíòàõ íåîäíîðîäíîñòè (âêëþ÷åíè-
ÿõ èëè ÷àñòèöàõ ìàòðèöû). Ýòè âîçìóùåíèÿ âûçâàíû ìåõàíè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ýòèõ ýëåìåíòîâ ñ
îäíîðîäíîé îêðóæàþùåé èçîòðîïíîé ñðåäîé, èìåþùåé èñêîìûå ìîäóëè óïðóãîñòè.

Â ñèëó íåîïðåäåëåííîñòè ôîðìû ÷àñòèö ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùåé â êîìïîçèòå âêëþ÷åíèÿ ïðè èõ õàîòè-
÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè, ïðèìåì â êà÷åñòâå ñðåäíåé ñòàòè÷åñêîé ýòó ôîðìó øàðîâîé ñ ðàäèóñîì, èçìåíÿþ-
ùèìñÿ îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî äî áåñêîíå÷íî ìàëîãî, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïîëíèòü âñå ïóñòîòû ìåæäó ñôåðî-
èäàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè. Âçàèìîäåéñòâèå óïðóãîé èçîòðîïíîé øàðîâîé ÷àñòèöû ìàòðèöû ñ èçîòðîïíîé
îêðóæàþùåé ñðåäîé îïðåäåëÿþò ñîîòíîøåíèÿ [25]

1
0

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, = ( ) ,° ° ° ° −= ⋅⋅ − + ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ −å u å u C C C W C W I                                                                                      (14)

ãäå ˆ °
å  - òåíçîð, õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèÿ äåôîðìàöèè â ÷àñòèöå îò îäíîðîäíîãî äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà êîìïîçèòà, îïðåäåëÿåìîãî òåíçîðîì 0å̂ ,

ˆ ˆ ˆ3(1 ) / (1 ) (15 / 2)(1 ) / (4 5 ),ν ν ν ν= − + + − −W V D

à 1/ 2 3 / (6 2 )G K Gν = − +  - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñðåäû, îêðóæàþùåé ÷àñòèöó ìàòðèöû.

Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî âêëþ÷åíèÿ, ñâîéñòâà êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåò òåíçîð ( )ˆ ςC  êîýôôèöèåí-

òîâ óïðóãîñòè, ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (14) çàïèøåì
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )

0
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, = ( ) ,ς ς ς ς ς ς−= ⋅⋅ − + ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ −å u å u C C C W C W I                                                                    (15)

ãäå ( )ˆ ςu  - òåíçîð, îïðåäåëÿþùèé îòêëîíåíèå äåôîðìàöèè â ýòîì âêëþ÷åíèè îò îäíîðîäíîãî äåôîðìèðîâàí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà êîìïîçèòà, ( )ˆ ςW  - òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, êîìïîíåíòû êîòî-
ðîãî çàâèñÿò îò èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà è îò ôîðìû âêëþ÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî òèïó ñ íîìå-

ðîì 1, Nς = . Òåíçîð ( )ˆ ςW  ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì òåíçîðó Ýøåëáè [18, 26] ( )ˆ ςN  ñ êîìïîíåíòàìè, îïðåäåëåí-

íûìè â ñèñòåìå êîîðäèíàò 1 2 3Oξ ξ ξ . Òåíçîðó ( )ˆ ςN  â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé ñîîò-

âåòñòâóåò íåñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ( )N ς  øåñòîãî ïîðÿäêà, èìåþùàÿ 7 íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ [18] (ó

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è ó ïàðàìåòðà bς  îïóùåí èíäåêñ ς ):

11 22 11 1 12 21 11 1 33 33 3= = , = = / 3 , = ,N N QD RD N N QD RD N QD RD+ − +

13 23 31 1 31 32 13 3 66 11 1= = , = = , = / 3 ,N N QD RD N N QD RD N QD RD− − +
2

44 55 13 1= = (1 ) / 2 (1 ) / 2,N N Q b D R D+ + −

ãäå = (3 / 2) / (1 )Q ν− , = (1/ 2 ) / (1 )R ν ν− − , 11 13= (1 3 ) / 4D D− ,

( )2 3/2 3 1
1 3 1 132 3/2 2

/ 2
= arccos (1 ) , =1 2 , = ,

(1 ) 3(1 )
b D D

D b b b D D D
b b

−− − −
− −  2

33 13= 1/ 3 2D b D− , 2
31 13=D D b .
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Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.
Îöåíêó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âëèÿíèÿ ôîðìû ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ÷åíèé íà óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè

ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîñòðîèâ çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà b  êîýôôèöèåíòîâ D,
âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû N, ñîîòâåòñòâóþùåé òåíçîðó Ýøåëáè. Èç ãðàôèêîâ ýòèõ
çàâèñèìîñòåé, ïðåäñòàâëåííûõ íà Ðèñ. 1 â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, âèäíî, ÷òî âëèÿíèå ïàðà-

ìåòðà b  íà çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïðè < 0,01b . Íà Ðèñ. 1 êîýôôèöèåí-

òàì D1 è D3 îòâå÷àþò ñïëîøíûå êðèâûå, îðäèíàòû êîòîðûõ ïðè 1b →  ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ 1/3 ñîîòâåò-

ñòâåííî ñíèçó è ñâåðõó, D13 è D31 - øòðèõîâûå ëèíèè ñ îðäèíàòàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ïðè 1b →  ê çíà÷åíèþ
1/15 ñâåðõó è ñíèçó ñîîòâåòñòâåííî, à êîýôôèöèåíòàì D11 è D33 - øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè, îðäèíàòû êîòî-

ðûõ ïðè 1b →  ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ 1/5 ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó è ñâåðõó. Ïðè 0b →  çíà÷åíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ 1D , 31D  è 11D  ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, 13D  è 33D  - ê 1/3, à êîýôôèöèåíòà 3D  - ê 1.

Îñðåäíåíèå ïî îáúåìó êîìïîçèòà âîçìóùåíèé äåôîðìàöèè ïî âñåì âêëþ÷åíèÿì è ÷àñòèöàì ìàòðèöû
äîëæíî, ñîãëàñíî ìåòîäó ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, ïðèâåñòè ê íóëåâîìó ðåçóëüòàòó, ò.å.

( ) ( )
2

=1

ˆˆ ˆ = ,
N

V VC Cς ς

ς

°〈 〉 + 〈 〉∑å å O
o

ãäå 2Ô  - òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè. Âñå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà, âõîäÿùèå â ëåâûå

÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåííûå ïåðâûìè ôîðìóëàìè (14) è (15), èìåþò îäèí è òîò æå ìíîæèòåëü

0å̂ , õàðàêòåðèçóþùèé ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîðîäíîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîìïîçèòà. Ïîýòîìó ïðè

îñðåäíåíèè ýòîò ìíîæèòåëü ìîæíî îïóñòèòü è ïåðåéòè ê îñðåäíåíèþ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà, îïðåäå-
ëåííûõ âòîðûìè ôîðìóëàìè (14) è (15), ò.å.

( ) ( )
4

=1

ˆˆ ˆ = .
N

V VC Cς ς

ς
〈 〉 + 〈 〉∑u u Oo o

                                                                                                                     (16)

Ïðè õàîòè÷åñêîé îðèåíòàöèè îñåé âðàùåíèÿ ñôåðîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé ðàâåíñòâî (16) ðàâíîñèëüíî ñè-

ñòåìå äâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ ˆ °u  è

  Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýøåëáè, îò îòíîñèòåëüíîé òîëùè-
íû âêëþ÷åíèé: D

1
 è D

3
 � ñïëîøíûå êðèâûå; D

13
 è D

31
 � øòðèõîâûå êðèâûå; D

11
 è D

33
 � øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå

The coefficients determinig the Eshelby tensor components versus the normalised inclusion thickness: D
1
 è D

3
 � solid lines;

D
13

 è D
31

 � shaped lines; D
11

 è D
33

 � dash-dotted lines
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( )ˆ ςu , =1, Nς . Ýòè óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ îáúåìíûé ìîäóëü K è ìîäóëü ñäâèãà

G êîìïîçèòà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( ) ( ) ( )

=1 =1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) = 0, ( ) ( ) = 0.
N N

V V V VC C C Cς ς ς ς

ς ς

° °⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⋅⋅⋅∑ ∑u V u V u D u Do o

5. Ïðèìåð ðàñ÷åòà

Ðàñ÷åò çíà÷åíèé ìîäóëåé óïðóãîñòè ïðîâåäåí ïî ïðåäñòàâëåííûì âûøå ôîðìóëàì äëÿ êîìïîçèòà, àð-

ìèðîâàííîãî âêëþ÷åíèÿìè ëèøü îäíîãî òèïà, íî äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b . Íà Ðèñ. 2 ïðåäñòàâëå-
íû çàâèñèìîñòè îáúåìíîãî ìîäóëÿ K è ìîäóëÿ ñäâèãà G êîìïîçèòà ñ àëþìèíèåâîé ìàòðèöåé îò îáúåìíîé
êîíöåíòðàöèè CV ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ÷åíèé èç òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî êàðáèäà êðåìíèÿ (α-SiC), äëÿ

êîòîðîãî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè [27]: (1)
11 = 504C  ÃÏà, (1)

12 = 98C

ÃÏà, (1)
13 = 56C  ÃÏà, (1)

33 = 566C  ÃÏà, (1)
44 = 170C  ÃÏà è (1)

66 = 203C  ÃÏà. Äëÿ àëþìèíèåâîé ìàòðèöû ïðè-

íÿòî = 81,3K o  ÃÏà è = 25,9Go  ÃÏà. Øòðèõïóíêòèðíàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè áåç ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâó-

þò âåðõíåé K+  è K−  íèæíåé  îöåíêàì îáúåìíîãî ìîäóëÿ, îïðåäåëÿåìûå ïåðâûìè ôîðìóëàìè (11) è (13),

à òàêèå æå ëèíèè ñ òåìíûìè êðóæêàìè, ïîñòðîåííûå ïî âòîðûì ôîðìóëàì (11) è (13), - âåðõíåé G+  è

íèæíåé G−  îöåíêàì ìîäóëÿ ñäâèãà äàííîãî êîìïîçèòà. Ñïëîøíûå è øòðèõîâûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò

ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìîäóëåé K è G êîìïîçèòà ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ. Êðèâûå áåç ñèìâîëîâ ïîñòðîå-

íû ïðè = 0,1b , à êðèâûå ñ ðîìáàìè - ïðè = 0,01b . Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ

øàðîâûõ âêëþ÷åíèé ( =1b , êðèâûå ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè). Ïîñêîëüêó ìàòðèöà êîìïîçèòà ïðèíÿòà èçîò-

ðîïíîé, âñå îöåíêè êàæäîãî èç ìîäóëåé ïðè = 0VC  ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Ïðè çíà÷åíèè =1VC  êîìïî-

  Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà ñ àëþìèíèåâîé ìàòðèöåé îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ-
÷åíèé èç êàðáèäà êðåìíèÿ: K � ñïëîøíàÿ êðèâàÿ; G � øòðèõîâàÿ êðèâàÿ; K

+
 è K

-
 � øòðèõïóíêòèðíàÿ è ïóíêòèðíàÿ

êðèâûå; G
+
 è G

-
 � øòðèõïóíêòèðíàÿ è ïóíêòèðíàÿ êðèâûå ñ òåìíûìè êðóæêàìè

The elastic moduli of a Al-matrix composite with SiC particles volume fraction: K � solid lines; G � shaped lines; K
+
 è K

-
 �

dash-dotted and dotted lines; G
+
 è G

-
 � dash-dotted and dotted lines with dark circles
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çèò ôîðìàëüíî ñîñòîèò ëèøü èç òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõ ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ âåðõ-
íèå îöåíêè ìîäóëåé óïðóãîñòè íåñêîëüêî âûøå íèæíèõ îöåíîê. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åò ìåòîäîì ñàìîñîãëà-
ñîâàíèÿ äëÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ äàåò çíà÷åíèÿ íåñêîëüêî âûøå âåðõíåé îöåíêè, à äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà �
íåñêîëüêî íèæå íèæíåé îöåíêè. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèí÷àòîãî âêëþ÷åíèÿ,

õàðàêòåðèçóåìîé çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà b, ìîäóëè óïðóãîñòè êîìïîçèòà ïðè ôèêñèðîâàíîì çíà÷åíèè VC

óáûâàþò, à äëÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ ïðè = 0,01b  ó÷àñòîê ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé ïðè < 0,3VC  ïðàêòè-

÷åñêè ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîãî ìîäóëÿ, óñòàíîâëåííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì
âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b êðèâûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ñäâè-

ãà îò VC  ïðè < 0,9VC  ðàñïîëîæåíû ïðèìåðíî â ñåðåäèíå ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàìè âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé ýòîãî ìîäóëÿ.

Ñ âîçðàñòàíèåì VC  ðàññ÷èòàííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà êîìïîçèòà ìîíîòîííî óáûâàåò îò

çíà÷åíèÿ 0,356ν ≈ , ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåðèàëó ìàòðèöû, äî çíà÷åíèÿ 0,156ν ≈  ïðè =1VC  è = 1b  (â

ñëó÷àå ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ÷åíèé 0,171ν ≈  äëÿ = 0,1b  è 0,178ν ≈  äëÿ = 0,01b ). Äëÿ îöåíêè âçàèìíîãî

âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà b  è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà êîìïîçèòà íà çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâó-
þùåé òåíçîðó Ýøåëáè, íà Ðèñ. 3 è 4 â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îò b

ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû ïðè = 0,356,ν  = 0,156ν  ñîîòâåòñòâåííî. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ ñëåäó-

åò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïðèíÿòûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà âëèÿíèåì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà b

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè < 0,01b .

Íà Ðèñ. 3 ýëåìåíòàì N
11

 è N
33

 îòâå÷àþò ñïëîøíûå êðèâûå, îðäèíàòû êîòîðûõ ïðè 1b →  ñòðåìÿòñÿ ê
çíà÷åíèþ 0,5412 ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó è ñâåðõó, N44 è N66 - øòðèõîâûå ëèíèè ñ îðäèíàòàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ

ïðè 1b →  ê çíà÷åíèþ 0,2298 ñâåðõó è ñíèçó ñîîòâåòñòâåííî, N
12

 - ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, à ýëåìåíòàì N
13

 è N
31

- øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè, îðäèíàòû êîòîðûõ ïðè 1b →  ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ 0,08074 ñîîòâåòñòâåííî

  Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé òåíçîðó Ýøåëáè, îò îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíû âêëþ÷åíèé ïðè = 0,356ν :  N
11

 è N
33

 - ñïëîøíûå êðèâûå; N
44

 è N
66

 - øòðèõîâûå êðèâûå; N
12

 - ïóíêòèðíàÿ

êðèâàÿ; N
13 

è N
31

 - øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå

The dependencis of composnents of the Eshelby tensor on the normalised inclusion thickness = 0,356ν : N
11

 è N
33

 - solid

lines; N
44

 è N
66

 - shaped lines; N
12

 - dotted line; N
13 

è N
31

 - dash-dotted lines.
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ñíèçó è ñâåðõó. Ïðè 0b →  çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ N11, N12, N13 è N66 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, N11 - ê 1, N31 - ê 0,5528,
à N44 - ê 0,5. Íà Ðèñ. 4 ïðè òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ êðèâûõ õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé îñòàëñÿ ïðåæíèì, íî ïðè

1b →   çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ N11 è N33 ñòðåìÿòñÿ ê 0,4919, N44 è N66 - ê 0,2543, N12, N13 è N31 - ê -0,01739. Ïðè

0b →  çíà÷åíèå N
31

 ñòðåìèòñÿ ê 0,1848, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñîõðàíÿþò ñâîè ïðåæíèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé òåíçîðó Ýøåëáè, îò îòíîñèòåëüíîé òîë-

ùèíû âêëþ÷åíèé ïðè = 0,156ν : N
11

 è N
33

 - ñïëîøíûå êðèâûå; N
44

 è N
66

 - øòðèõîâûå êðèâûå; N
12

 - ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ;

N
13

 è N
31

 - øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå
The dependencis of composnents of the Eshelby tensor on the normalised inclusion thickness,:  N

11
 è N

33
   - solid lines; N

44

è N
66

  - shaped linees; - dotted line; N
13

 è N
31

 - dash-dotted lines

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà ñ õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûìè àíè-
çîòðîïíûìè ïëàñòèí÷àòûìè âêëþ÷åíèÿìè äàþò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ãðàíèöû îæèäàåìûõ çíà÷åíèé åãî
ìîäóëåé óïðóãîñòè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ïîçâîëèëî ó÷åñòü âëèÿíèå ôîðìû âêëþ÷åíèé íà
ýòè ìîäóëè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòî âëèÿíèå íåñóùåñòâåííî ïðè ìàëîé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé, íî è
ñ óâåëè÷åíèåì èõ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè èçìåíåíèå êàæäîãî èç ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà, àðìèðîâàííî-
ãî âêëþ÷åíèÿìè, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ ïî ñâîåé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíå, ñðàâíèòåëüíî ìàëî.

Ïðåäñòàâëåííûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè äàþò âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãî-
ñòè êîìïîçèòà ñ ïëàñòèí÷àòûìè àíèçîòðîïíûìè âêëþ÷åíèÿìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòàì ÍØ-1432.2014.8 è ÌÊ-6573.2015.8 ïðîãðàìì Ïðåçèäåíòà ÐÔ
ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë è ìîëîäûõ êàíäèäàòîâ íàóê, à òàêæå â ðàìêàõ
ïðîåêòà 1712 â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ¹ 2014/104 Ìè-
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