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Кручение под высоким давлением (КВД) приводит к целому ряду фазовых превращений. Особый
интерес среди них вызывает конкуренция процессов формирования и распада пересыщенного
твердого раствора. Динамическое равновесие между формированием и аннигиляцией дефектов при
КВД приводит к достижению стационарного состояния, когда параметр решетки сплава, размер зе-
рен, микротвердость и другие свойства материала остаются постоянными и более не меняются с ро-
стом числа оборотов плунжера. Процессы формирования и распада пересыщенного твердого рас-
твора моделируются в данной работе. Модель построена для описания сплавов медь–кобальт во
время КВД. Она хорошо объясняет возникновение стационарного состояния при КВД, а также удо-
влетворительно предсказывает температуру ~750°С, при которой растворимость кобальта в меди
равна установившейся при КВД его концентрации в твердом растворе.
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ВВЕДЕНИЕ
Интенсивная пластическая деформация –

ИПД (ее еще называют мегапластической дефор-
мацией) может приводить к интересным фазо-
вым превращениям [1–3]. Важной особенностью
процессов ИПД является то, что образец поме-
щен в такие условия, когда он не может разру-
шиться при деформации. Даже само слово “де-
формация” при ИПД приобретает парадоксаль-
ное значение, поскольку форма образца-то и не
меняется. К наиболее ярким примерам ИПД от-
носится кручение под высоким давлением (КВД).
В этом процессе плоский образец находится в за-
мкнутом объеме между двумя вращающимися
плунжерами, к которым приложено высокое дав-
ление [4]. Процесс КВД может продолжаться
практически бесконечно, т. е. пока не разрушатся
сами плунжеры. Однако, накопление дефектов
под воздействием деформации КВД не может
продолжаться бесконечно. Одновременно с воз-
никновением дефектов начинается их релакса-

ция или аннигиляция. Когда скорость возникно-
вения дефектов сравняется со скоростью их ан-
нигиляции, возникает стационарное состояние
[5]. Особенно ярко при КВД это проявляется при
конкуренции процессов растворения частиц вто-
рой фазы и их преципитации из твердого раствора
в объеме. В частности, эта конкуренция и возник-
новение стационарного состояния при КВД были
экспериментально изучены в системах Cu–Ag,
Cu–Sn, Cu–Co, Cu–Ni [6–8]. Теоретическое рас-
смотрение появления стационарного состояния
было проведено в работах [9, 10] с помощью фе-
номенологической теории Ландау. В них было
подтверждено существование критической тем-
пературы, при которой растворимость второго
компонента в матрице равна установившейся при
КВД концентрации в твердом растворе. Выше
этой температуры КВД приводит к распаду твер-
дого раствора и формированию новых или росту
старых преципитатов, а ниже – к растворению
частиц и обогащению твердого раствора. Именно
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эта температура соответствует стационарному со-
стоянию системы. Фактически, состояние двух-
компонентной системы после отжига можно
принять в качестве начальных условий для КВД.
В этих работах также теоретически рассмотрено
изменение начального участка фазовых диаграмм
растворимости серебра и олова в меди при нало-
жении КВД. Показано, что имеет место сдвиг
кривой предельной растворимости, и в предель-
ном случае достигается стационарное состояние.
Хорошее согласие теоретических и эксперимен-
тальных данных подтверждает применимость
теории Ландау при рассмотрении происходящих
процессов. Необходимо отметить, что спираль-
ные состояния широко распространены. В част-
ности, имеют место и изучаются длиннопериоди-
ческие структуры с помощью феноменологиче-
ской теории Ландау в магнитных материалах и в
возбудимых средах (сердечная мышца и т.д.) [11].
Однако, в работах [9, 10] не рассматривалось пре-
дельное поведение параметра порядка. В настоя-
щей работе с помощью феноменологической тео-
рии Ландау, применимость которой подтвержде-
на в [9, 10], рассматривается поведение параметра
решетки матрицы на основе меди при КВД двух-
компонентных сплавов медь–кобальт.

ДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
Как указывалось выше, на основании работ

[9, 10], феноменологическая теория Ландау адек-
ватно описывает эффекты, возникающих при
ИПД. В работе [7] приведен график зависимости
крутящего момента от числа оборотов плунжера
для сплава медь–кобальт, отожженного при раз-
ных температурах (рис. 1 [7]). Поскольку в пред-

ставленной ниже теории рассматривается пове-
дение наблюдаемых величин как функции от чис-
ла оборотов, то для адекватного теоретического
рассмотрения экспериментальных результатов
необходимо выбрать наилучшую аппроксимацию
зависимости величины крутящего момента от уг-
ла поворота  Такую аппроксимацию
можно осуществить различными способами, и
для примера на рис. 1 приведено сравнение ап-
проксимаций гиперболическим тангенсом и поли-
номом шестой степени. Далее, везде в численных
расчетах для  используется гиперболиче-
ский тангенс, который приблизительно соответ-
ствует выходу системы к стационарному состоя-
нию, описанному в рамках метода неравновесной
эволюционной термодинамики [12–15]. Однако в
области пластичности аппроксимирующая функ-
ция имеет меньшую первую производную и боль-
шие значения, чем экспериментальная (рис. 1).

Это различие можно объяснить тем, что реаль-
ный переход из области упругости в пластиче-
скую происходит в разных областях кристалла не
одномоментно. Также необходимо учесть, что ве-
личина крутящего момента зависит от температу-
ры предварительного отжига. В силу вышеука-
занных причин в настоящей работе для описания
зависимости использовали следующую формулу:

(1)

Здесь σ1, σ2, σ3 – феноменологические парамет-
ры, а T –температура предварительного отжига.
Как будет показано ниже, параметр σ3 зависит от
температуры. Необходимо отметить, что сходи-
мость графиков изменения параметра порядка
при КВД сплава Cu–4.9 мас. % Co, предваритель-
но отожженного при различных температурах,
(см. рис. 1 [7]) свидетельствует об отсутствии
скольжения плунжера при больших числах обо-
ротов. Следовательно, пологий участок зависи-
мости  соответствует достижению обла-
сти пластичности.

 Твердые растворы (замещения) не имеют
строгой пространственной регулярности. Такие
решетки не являются решетками и такие кристал-
лы не являются кристаллами, поскольку они не
имеют решетчатого строения [16]. При теорети-
ческом рассмотрении в настоящей работе ис-
пользована модель виртуального кристалла
(VCA) [17], в которой все структурные параметры
усреднены в соответствии с составом, и все ато-
мы, находящиеся в общей позиции, сохраняют
свои “стандартные” (неизменные) размеры, объ-
емы и др. Поскольку в модели VCA двухкомпо-
нентный раствор имеет периодическую структу-
ру, то можно ввести обобщенный векторный па-
раметр порядка (ПП), который характеризует
изменение линейных размеров и формы элемен-
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σ
σ σ=
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Рис. 1. Экспериментальная [7] и теоретические за-
висимости величины крутящего момента от угла
поворота.
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тарной ячейки виртуальной решетки при некото-
рых воздействиях. Согласно феноменологиче-
ской теории Ландау, неравновесный термодина-
мический потенциал можно представить в виде:

(2)

Здесь   – феноменологиче-
ские параметры, M – момент кручения, ось которо-
го направлена по оси OZ, ϕ – плотность дефектов,
qx, qy, qz – компоненты векторного ПП, а слагаемые
с производными описывают неоднородности струк-
туры. Как показано в [18], разница значений показа-
телей степеней при величине моментов r – s = 4. По-
этому везде в дальнейшем в выражении (2) пола-
гаем r = 6, s = 2. Необходимо отметить, что в
отсутствии внешнего воздействия в силу кристал-
лической симметрии инварианты Лифшица, харак-
теризующие неоднородности структуры, могут
быть запрещены. Однако они появляются при на-
ложении КВД, поскольку симметрия системы по-
нижается. Временная зависимость ПП в процессе
наложения КВД описывается с помощью уравне-
ния Ландау–Халатникова в виде [19]:

(3)

где γ – феноменологический параметр, а функци-
ональная производная равна [19]

(4)

Решение уравнения (3) будем искать в виде:

(5)

После подстановки (5) в (3) получаем авто-
номное уравнение первого порядка относительно
q(t). В этом уравнении любую изоклину можно
найти из соотношения:

(6)

где s – тангенс угла наклона кривой q(t) к оси абс-
цисс и принимает любые значения действитель-
ной числовой оси. Поскольку время в явном виде
отсутствует, то это уравнение описывает семейство
параллельных оси абсцисс прямых линий. Необхо-
димо отметить, что при α2 > 0 уравнение (6) имеет
одно нулевое и одно вырожденное положитель-
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ное решение q(t) = const. При s = 0 имеют место
изоклины горизонтальных производных (одна из
главных изоклин). В теории дифференциальных
уравнений доказано, что все интегральные кри-
вые сходятся к стационарной точке, которая
определяется как точка пересечения изоклин го-
ризонтальных и вертикальных производных. В
автономных уравнениях изоклины вертикальных
производных смещаются по временной оси впра-
во на бесконечность, и, следовательно, стационар-
ное состояние является асимптотой и недостижи-
мо за конечный промежуток времени. Численное
моделирование с помощью математического па-
кета MathLab показало, что в соответствии с тео-
рией дифференциальных уравнений состояние с
решением q(t) > 0 является асимптотой для всех
интегральных кривых, независимо от начальных
условий (рис. 2).

Здесь предполагали, что кручение линейно по
времени, т.е. N ~ t.

На рис. 2 приведены графики зависимостей
q(N) при разных температурных начальных усло-
виях. При проведении вычислений для простоты
предполагали, что параметры кристалла при раз-
личных температурах отжига Tотж не меняются,
т.е. имеет место одно стационарное состояние.
Как показано в [9, 10], многие феноменологиче-
ские параметры потенциала являются функцией
Tотж. Поэтому стационарное состояние будет раз-
личным при разных Tотж, что приведет к ушире-
нию главной изоклины горизонтальных произ-
водных. Следовательно, при разных температурах
отжига система будет приходить к разным стацио-
нарным состояниям. Величина расхождения опре-
деляется коэффициентом γ1. Состояние q(t) = 0 не-
устойчиво и в эксперименте не реализуется.

Рис. 2. Зависимости q(N) как функции от начальных
условий. Величины q(t) и N в относительных едини-
цах. Указаны температуры предварительного отжига.
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От величины γ в (3) зависит поведение q(t). При
больших значениях γ в некотором временном ин-
тервале появляется минимум q(t), аналогичный
имеющему место в соединении Fe3Al [20, 21]. С
уменьшением γ он исчезает, и кривая становится
монотонной. Поскольку все интегральные кри-
вые уравнения (3) имеют асимптоту, то влияние
изменения величины коэффициентов на ПП
идентифицировать оказалось затруднительно.
Для прояснения этого вопроса необходимо рас-
смотреть статическую задачу.

СТАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

Будем предполагать, что скорость наложения
деформации достаточно мала, и в системе в каж-
дый момент времени устанавливается равновес-
ное состояние. Тогда параметр порядка кристал-
ла q можно считать зависящими только от числа
оборотов , т.е. q = q(N). Система уравнений Эй-
лера для нахождения потенциала (2) имеет вид:

(7)

Здесь не приводится уравнение для нахождения
величины дефектов как функции от числа оборо-
тов. Эта зависимость будет аппроксимирована
ниже для наилучшего совпадения теоретических
и экспериментальных результатов.

N
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Решение этой системы будем искать в виде
спиральной структуры:

(8)

В приближении постоянства модуля ПП по-
лучаем:

(9)

Поскольку процесс равновесный, то из (4)
следует:

(10)

Уравнение (9) является биквадратным относи-
тельно модуля ПП. Подставляя (10) в (9) получа-
ем квадратное уравнение относительно модуля
ПП и физическое решение в виде:

(11)

Поведение зависимостей  на рис. 1 ра-
боты [7] различно. При температуре предвари-
тельного отжига 570°С кривая монотонно умень-
шается, а при 1060°С монотонно возрастает. Та-
кое поведение приводит к выводу, что существует
температура, при которой параметр решетки при
КВД не меняется. Поскольку соответствующие
экспериментальные данные отсутствуют, при-
ближенно, в силу симметричности приведенных
кривых, можно предположить, что искомая кри-
тическая температура Tкр примерно равна 750°С.
Как следует из (11), такое поведение возможно
только при изменении знака коэффициента γ2
при прохождении через Tкр. В этой точке должен
быть разрыв первого рода. Для расчетов была вы-
брана следующая аппроксимация:

(12)

где σ4 – феноменологический параметр, который
подбирался для наилучшего согласия экспери-
ментальных и теоретических результатов. В про-
цессе вычислений выяснилось, что для получе-
ния стационарного состояния независимого от на-
чальных условий необходимо менять показатель
степени σ3 в формуле (1). Путем подбора выясни-
лось, что зависимость σ3 от температуры имеет вид,
представленный на рис. 3. Аппроксимация этой
кривой проводилась по методу наименьших квад-
ратов, и представляет собой полином четвертой
степени. Учитывая вышесказанное для зависимо-
сти  при разных температурах отжига по-
лучаем кривые, представленные на рис. 4.
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Рис. 3. Зависимость показателя степени σ3 от темпе-
ратуры отжига.
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Видно, что при выбранных значениях пара-
метров потенциала имеет место стационарное со-
стояние, в которое система приходит независимо
от начальных условий. Особенности этих кривых
в том, что при малых значениях N параметр по-
рядка меняется слабо, что соответствует области
упругости. Затем имеет место быстрое измене-
ние, обусловленное увеличением доли пластич-
ности. На рис. 1 работы [7] первая область отсут-
ствует, что можно объяснить малым числом из-
мерений (3 точки).

Таким образом, с помощью феноменологиче-
ской теории Ландау проведено моделирование
поведения сплавов медь–кобальт во время круче-
ния при высоком давлении. Модель в рамках ди-
намического и статического приближений объяс-
няет возникновение стационарного состояния
при КВД и удовлетворительно предсказывает
температуру предварительного отжига, при кото-
рой параметр решетки при КВД не меняется. Ре-
зультаты настоящей работы подтверждают при-
менимость модели Ландау для рассмотрения осо-
бенностей поведения наблюдаемых величин в
двухкомпонентных кристаллах.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-29-00625,
https://rscf.ru/project/22-29-00625/.
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